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RESUMO

Nesta tese definimos o procedimento de demonstrar por justaposição como uma

ação  semelhante  à  montagem  de  um  quebra-cabeça  em  que  as  peças  são

segmentos  do  texto  de  uma  demonstração  matemática.  Identificamos  na

justaposição de demonstrações, além de características comuns à leitura e escrita

de demonstrações, um potencial emergente da interação entre múltiplas mídias de

contribuir para o aprendizado das demonstrações, o que nos levou a investigar a

influência de seu exercício com alunos de graduação em matemática. A relevância

desta pesquisa se destaca tanto pelo papel que as demonstrações desempenham

na formação de matemáticos, da sua ausência na Educação Básica e pela forma

como são consideradas conhecimentos prévios para alunos de graduação. Somado

a isso temos as dificuldades relacionadas ao seu aprendizado no Ensino Superior

discutidas na literatura e a ausência de produções científicas sobre a justaposição

de demonstrações no Ensino Superior. Para investigar a influência exercida pelas

demonstrações  por  justaposição,  realizamos  um estudo  experimental  focado  em

comparar  o  efeito  dessa abordagem em relação ao exercício  de demonstrar  por

escrito a partir de exemplos, nas demonstrações realizadas por alunos de graduação

em  matemática.  Trabalhamos  com  quatro  turmas  de  alunos  da  graduação  em

matemática  dentro  de  disciplinas  semestrais  obrigatórias  ministradas  à  distância

devido à pandemia do COVID-19, para as duas turmas de alunos do primeiro ano

utilizamos  demonstrações  de  Álgebra  Matricial,  e  para  as  duas  turmas  do  4o

semestre, demonstrações de Geometria Euclidiana. Cada demonstração foi avaliada

de  acordo  com  os  critérios  desenvolvidos  durante  este  estudo  e  devolvida

individualmente  na forma de feedback aos participantes,  servindo como material

para análise. Concluímos que para os alunos do primeiro ano, as demonstrações de

justaposição desenvolveram aspectos complementares à outra abordagem, já com

os  alunos  do  4º  semestre  observamos  que  associar  as  ações  de  escrita  nas

demonstrações  por  justaposição  teve  um  impacto  negativo  à  medida  que  os

enunciados  se  tornaram  mais  complexos,  mas  o  foco  na  ação  de  justapor

demonstrações ajudou a manter baixo o nível de dificuldade das demonstrações de

Geometria Euclidiana apesar do gradual avanço de sua complexidade.

Palavras-chave: Teoria das demonstrações; Ensino superior; Sistemas multimídia.



ABSTRACT

In this thesis, we define the procedure of proof by juxtaposition as an action similar to

assembling a puzzle in which the pieces are segments of the text of a mathematical

proof.  We  identified  in  the  juxtaposition  of  proofs,  in  addition  to  characteristics

common  to  reading  and  writing  proofs,  an  emerging  potential  of  the  interaction

between  multiple  media  to  contribute  to  the  learning  of  proofs,  which  led  us  to

investigate the influence of its exercise with undergraduate students in Mathematics.

The relevance of this research stands out both for the role that proofs play in the

formation of mathematicians, their absence in Basic Education and for the way in

which they are considered prior knowledge for undergraduate students.  Added to

this, we have the difficulties related to their learning in Higher Education discussed in

the literature and the absence of scientific productions on the juxtaposition of proofs

in Higher Education. To investigate the influence exerted by proofs by juxtaposition,

we  carried  out  an  experimental  study  focused  on  comparing  the  effect  of  this

approach in relation to the exercise of writing proofs based in examples, in proofs

carried out by undergraduate mathematics students. We worked with four classes of

undergraduate students in Mathematics within mandatory semester courses taught at

a distance due to the COVID-19 pandemic, for the two classes of first year students

we used proofs of Matrix Algebra, and for the two classes of the 4th semester, proofs

of Euclidean Geometry. Each proof was evaluated according to the criteria developed

during this study and returned individually as a form of feedback to the participants,

serving as material for analysis. We concluded that for the first year students, the

juxtaposition  demonstrations  developed  complementary  aspects  to  the  other

approach, while with the 4th semester students we observed that associating the

writing  actions  in  the  juxtaposition  demonstrations  had  a  negative  impact  as  the

utterances became more complex, but the focus on the action of juxtaposing proofs

helped  to  keep  the  difficulty  level  of  Euclidean  Geometry  proofs  low despite  the

gradual increase in their complexity.

Key words: Proof theory; Education, Higher; Multimedia systems.



RESUMEN

En esta tesis definimos el procedimiento de demostración por yuxtaposición como

una acción similar a armar un rompecabezas en el que las piezas son segmentos del

texto de una demostración. Identificamos en la yuxtaposición de pruebas, además

de  características  comunes  a  la  lectura  y  escritura  de  pruebas,  un  potencial

emergente de la interacción entre múltiples medios para contribuir al aprendizaje de

las pruebas, lo que nos llevó a investigar la influencia de su ejercicio con estudiantes

de grado en Matemáticas La relevancia de esta investigación se destaca por el papel

que juegan las demostraciones en la formación de matemáticos, su ausencia en la

Educación Básica y la forma en que son consideradas conocimientos previos para

los estudiantes de pregrado. Sumado a esto, tenemos las dificultades relacionadas

con su aprendizaje en la Educación Superior discutidas en la literatura y la ausencia

de producciones científicas sobre la yuxtaposición en la Educación Superior. Para

investigar la influencia que ejercen las demostraciones por yuxtaposición, llevamos a

cabo un estudio experimental centrado en comparar el efecto de este enfoque en

relación  con  el  ejercicio  de  demostrar  por  escrito  a  partir  de  ejemplos,  en

demostraciones realizadas por estudiantes de matemáticas. Trabajamos con cuatro

clases de estudiantes de matemáticas  dentro  de cursos semestrales  obligatorios

dictados  a  distancia  por  la  pandemia  del  COVID-19,  para  las  dos  clases  de

estudiantes de primer año utilizamos demostraciones de Álgebra Matricial, y para las

dos promociones de segundo año, demostraciones de Geometría Euclidiana. Cada

demostración fue evaluada de acuerdo con los criterios desarrollados durante este

estudio y devuelta individualmente a los participantes, sirviendo como material de

análisis. Concluimos que para los estudiantes de primer año, las demostraciones de

yuxtaposición desarrollaron aspectos complementarios al otro enfoque, mientras que

con  los  estudiantes  de  segundo  año  observamos  que  asociar  las  acciones  de

escritura en las demostraciones de yuxtaposición tuvo un impacto negativo a medida

que los enunciados se complejizaron, pero la centrarse en la acción de yuxtaponer

pruebas ayudó a mantener bajo el nivel de dificultad de las pruebas de Geometría

Euclidiana a pesar del aumento gradual de su complejidad.

Palabras  clave: Teoría  de  las  demostraciones;  Enseñanza  superior;  Sistemas

multimedia.
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������ -�5 ������������� ����!��F�� �� >������� �� �$�.�$��� ���4-� � �  �>'!3�$ �� ���

 ���������12����$'���F�������0���' ���4� ��!� ' F���;���> .�������!F ���� �>'!3�$ ����

/!�' ���� � �� � ��0�� � ' ���4� � � � � >�$�� � .� � � �� �  �����12� � $�. � �� � ��$!����

$�.�!��$ ��� � � ��'�$ ������ ��� �$����0��5 ������.���!.�������� -� �  ������ -�5 ��!

��E�5 �$�'�$������ � '� ��� ��� ���� 12� ��� ������*�� ��� �� �$�.�� ������ ��� ��12����

$��4� �5���.�'+������.�.! ��������$��������E�*�����&�� � * �� �;����������� ��5

>�$�.������  �����12��$�.�����0��� 3�$ ���$ ���#> $������!.��'!���/!��- � ���!.

.!��!����$ 3�$ �������������!F ����$�.�'�0 �����*�4> $�����.���'������>� ������

��$�'+������!�!4� ��$�.�����0��� .��������������������5�!� ' F�� �.�����.��.�

���D� $� ���� ���&� �� * �� � � (������� ��.� ��0��; ������ ���� '� � �� ���&5 �$��4� ��5

�(E�����  ������ -��5��������*�������1H����0�'#$ �����2������������������ E�*����

$�.�(�����.�!.�����$� 12����0�!�'�����'+���5�$��>��.��.��������" *!����;

� � *'�������'�B�'�R �*�*�. �*5�D�!.�*3��������E�*��/!����-�'-��  ��������������D �������!. �
�������*�����.�!.��+ ��A� �;
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'�(��������'���!�����.� �����12��$�.�����&�� * ��'���- '_��9�(����5

`+���[WWQQQ;��(�.!�;��*W�'�RWa;��$������.[��=����;�����;

�� ' F�����������!�!������!.���&�� * ��'�(��������.���0��5�����0��� .�����5

�� � $��4� �� � � � �� �  �����1H�� � ����� � �� � �������*��� � ��� �. � ������������ � ���

���$� 1H�����0�!� �5� �$'! �������>� ������-�� 4-� ���'�������������0��� 3�$ ������

- � �������/!������� �.�' *��������0�����H���.���.4� $���$!E��� ���.��.������ �

�!��.�� $�.����������!'��������$����0������������ -�;������ '!������.�'+����� �� �5

.�����.������" *!�������>��.��$�.�� .�* ��.���������.( ��������� �����12��$�.

��!�!4� �5������.���!.��0��� .��������$�.( ����'�������(E�� -������$!'��������!.

. $���$A� �������/!�����.�' �12�����!.� �������� �E��� .���H������ �!'����;���

>��.����.�'+���������0�.�'������� ���$�.�$�.�'��5�+4�����1������� �����12���

.�� �!'�12������ �>��.�1H���������('�.�5����. � ��������$�'+�����'���������-4� ��

�.�' �1H�������� ���.�������. ����!��.�� $�.��������>� ������������$�'+��;
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.(����������������������'-�������/!���2�������.������ �����12����$�����'�

����0��� 3�$ ��$�.�����$!����?� > $!'������������������������������������ ��@5��'�

� ��� � $��>' ��-� � $�. � � � � > $!'���� � �5 � /!� � D � � � *����� � -�� ����� � �� � $����I���
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�����-�'- ��� � �!����� � �� � �0��� .����� � � � � � >��.� � �� � �-�' �� � ����$��� � ��

.���.4� $����A���!��  �����12�5 �������� ������A� � �����0��� 3�$ ���.! ���-�� ���

� ���� ( ' F��������.� �������0��� .�����;��������������$�!���$���4� �� >�$�����

�0��� .�����������/!���!��$��-��*3�$ ���$���������.�!.�$��$� �� �.���.4� $�

����$#> $��$!E����>� ������� �����12���!�����.�����.�� ����$�.�.� ��$'���F�;

��-���� � �0��� 3�$ �� � $�. �.�������� � �� � ���*��.�12� � � � � � � ���.� � /!�

!� ' F�.�������-�' ����!��.�� $�.��������$A� *����!(.�� ���5� '�.(��.���/!����

$�.��� ������$���!.�.�����������������'-��������('�.�������� 1H�������� ������

�!(.������B���������-�' �12���!��.4� $������ ���.��%������' ���6!�*�,�5�/!��D

��.�'+��������!� ' F������'����� �$ �� ��.��������;����������>�F����������(���$�.�

��.������1H�� �.���.4� $�� ������ �. � ��� � �-�' ���� � �� � >��.� �.� � � �!��.4� $�5

����� �.� �� �  �������3�$ � � ���� � /!� � �� � ���!������ � ���� /!�. ���.������1H��5

��� .�$�.�����$��$������������.��������������*��.�12��>�F�.�����������������;

�.� � ��'!12� � /!� � �!�* ! � ���� � ���� � ���('�.� � >� � -�� > $�� � � � -�' ���� � �� � !.�

��.������12� � ��$D.B��$� �� � ���$!����� � !. � ��0�� � ��.�'+���� � �. � ��$��+�$ ���

�!(' $�1H�� � .���.4� $��; � �� � ��$������.�� � �'*!. � ��0�� � ��.�'+���� � ���

���$�� .�����5 � � >�� ��� � ������ � �� � ��$�'+� � ��� � ��'�-��� � � � ����$��� � /!� � �2�

�>���.���*�����' �����������!'����5�����.��� �>�� ��/!����������.������12��D��2�

-4' ���/!���������$�������; ��.��0�.�'��� ���5 �D �����.������12����� %��*�����

��.����� -���,����������&! ��� FF �?�KKS@���.�����������" *!���<5��.�$�.����12�

C���.������12��������������Q����?����@���.�����������" *!���=;������.������1H��

!��.���*!.�����������$+�*���C�.��.��$��$'!�2�5����.(�����0 ���.�� >����1�����

>��.��$�.��$�����!���������������5�����.���� F���/!��� >���.�������������$�'+�

������'�-����������$����/!���2���>���.���*�����' �����������!'����5���������5���

��(�.�� � /!� � !.� � ������ � ��.������1H�� � D � -4' ��5 � � � �!��� � ��$����� �.����

��.(D.���-������-4' ��;

� `+����[WWQQQ;(��$��Q�;$�.;(�a;��$������.��K���-;�����;

https://www.beecrowd.com.br/
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Fi g ur a 4: D e m o n str a ç ã o d a pr o pri e d a d e d e s o m a d a s d eri v a d a s

F o nt e: G ui d ori z zi ( 1 9 9 8, p. 1 5 4).

Fi g ur a 5: D e m o n str a ç ã o a n ál o g a à d a Fi g ur a a nt eri or r ef er e nt e à pr o pri e d a d e

d e s o m a d a s d eri v a d a s

F o nt e: St e w art ( 2 0 1 3, p. 1 6 1).

P ar a a c el er ar e s s a s v erifi c a ç õ e s p o d erí a m o s r e d u zir a g a m a d e e str at é gi a s e

e s c ol h a s d e p al a vr a s di s p o ní v ei s d ur a nt e u m a d e m o n str a ç ã o, a s s e m el h a n d o- s e at é

c ert o p o nt o a u m a li n g u a g e m d e pr o gr a m a ç ã o b a s e a d a e m bl o c o s. N a p art e s u p eri or

d a Fi g ur a 6 a pr e s e nt a m o s o s t er m o s e e x pr e s s õ e s n e c e s s ári o s p ar a m o str ar q u e “ s e

a   e b  , e nt ã o a + b  ” e n a p art e i nf eri or a pr e s e nt a m o s a d e m o n str a ç ã o a∈ ℚ e b ∈ 𝕀, então a + b ∈ 𝕀” e na parte inferior apresentamos a demonstração a ℚ e b ∈ 𝕀, então a + b ∈ 𝕀” e na parte inferior apresentamos a demonstração a  ∈ ℚ e b ∈ 𝕀, então a + b ∈ 𝕀” e na parte inferior apresentamos a demonstração a 𝕀, então a + b ∈ 𝕀” e na parte inferior apresentamos a demonstração a ∈ ℚ e b ∈ 𝕀, então a + b ∈ 𝕀” e na parte inferior apresentamos a demonstração a 𝕀, então a + b ∈ 𝕀” e na parte inferior apresentamos a demonstração a

p artir d e st a e str ut ur a b a s e a d a e m bl o c o s.



�P

�6F0+#
&
9
�20;$+#DE,
5,;
$1C$,;
<131;;I+6,;
=#+#
1;3+171+
#
51/,<;$+#DE,
1

3,/,
-63#+6#
3,/
#;
=1D#;
1<3#6C#5#;
3,++1$#/1<$1

"����[�
'�(��������'���!�����.�������12������('�$���!���������' �*!�*�.��$���$+

�;��`+����[WW�$���$+;. �;��!Wa;��$������.[��=����;�����;
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�@ � ��'�$ ������ � C �.���.4� $�5 � >����$���� � !.� �.��� ��

 ������ -� � �� � !�!4� � � ��.������� � �� � ����� ������ � �����$���� � $�. � �'*!.�

 .����J�$ ��������.�������0��������������������������$ �' �$���� (! 12��/!������

��$!�������� �����$�.������2�����.���.4� $�5���� ��- 4-�'�����$ ���� ����.�������

��.������1H�� � .�- .������� � ('�$�� � $�. � �� � ��.������1H�� � ��� � $����I���

$!�� $!'��������� �$ �' ��������$!��������*���!�12���.�.���.4� $�;
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-�'!.���,�����!����6�.������Q����?����@5�/!�������A����.����������������.����

�!�������� ���������'�� -�������� -������� ���*�� �5��> �.��/!��E!����������.(�����

���!'����� � ��.������.�� � � ������.� �"!���.����' � �� ��4'$!'�; ������ � $����0��5

����.������������/!������.������12����������.��"!���.����'�����4'$!'��D�����

��'����!�����.������1H�������� �����?��>�� ���������0���$�.����.������1H�����

�����.��"!���.����'�����4'$!'�������������������$� -�.����@�' �����.���/!3�$ �5

$��>��.��.�����������" *!���S;
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B a c h ar el a d o e Li c e n ci at ur a), B a c h ar el a d o e m M at e m áti c a A pli c a d a e C o m p ut a ç ã o

Ci e ntífi c a, Li c e n ci at ur a e m Ci ê n ci a s E x at a s c o m h a bilit a ç ã o e m M at e m áti c a.

N o ç õ e s d e l ó gi c a. 

E str at é gi a s d e pr o v a s:  pr o v a s dir et a s, pr o v a s p or c o ntr a p o siti v a e p or c o ntr a di ç ã o. 

C o nj u nt o s:  s u b c o nj u nt o s, o p er a ç õ e s c o m c o nj u nt o s, pr o d ut o s c art e si a n o s. R el a ç õ e s:

r el a ç õ e s bi n ári a s, r el a ç õ e s d e e q ui v al ê n ci a, r el a ç õ e s d e or d e m. 

F u n ç õ e s:  c o n c eit o,  i m a g e m  i n v er s a  e  i m a g e m  dir et a,  f u n ç õ e s  i nj et or a s  e

s o br ej et or a s, f u n ç ã o i n v er s a, c o m p o si ç ã o d e f u n ç ã o. N o ç õ e s d e c ar di n ali d a d e . 

O s n ú m er o s n at ur ai s:  A xi o m a d e P e a n o, i n d u ç ã o. 

O s n ú m e r o s i nt eir o s:  c o n str u ç ã o l ó gi c o-f or m al d o c o nj u nt o d o s n ú m er o s i nt eir o s,

i m er s ã o  d e    e m  ,  o p er a ç õ e s  e  r el a ç ã o  d e  or d e m  e m  ,  v al or  a b s ol ut o,∈ ℚ e b ∈ 𝕀, então a + b ∈ 𝕀” e na parte inferior apresentamos a demonstração a  ℚ e b ∈ 𝕀, então a + b ∈ 𝕀” e na parte inferior apresentamos a demonstração a ∈ ℚ e b ∈ 𝕀, então a + b ∈ 𝕀” e na parte inferior apresentamos a demonstração a

di vi si bili d a d e, m á xi m o di vi s or c o m u m, mí ni m o m últi pl o c o m u m, pri m o s, c o n gr u ê n ci a s

e crit éri o s d e di vi si bili d a d e. 

O s  n ú m e r o s  r a ci o n ai s:  a  di vi s ã o  e m  ,  c o n str u ç ã o  d o s  n ú m er o s  r a ci o n ai s,𝕀, então a + b ∈ 𝕀” e na parte inferior apresentamos a demonstração a

o p er a ç õ e s e r el a ç õ e s d e or d e m, v al or a b s ol ut o, n ú m er o s r a ci o n ai s d e ci m ai s. 

( <htt p s:// u s p di git al. u s p. br/j u pit er w e b/ >.  A c e s s o  e m:  5  S et.  2 0 2 2.  N e grit o  n o s s o,

e nt e n d e m o s n e st e c o nt e xt o, pr o v a c o m o si n ô ni m o d e d e m o n str a ç ã o)

C o c k cr oft  ( 1 9 9 4)  s u st e nt a  q u e  a  c o m pr e e n s ã o  d e  d e m o n str a ç õ e s  é

a b s ol ut a m e nt e n e c e s s ári a p ar a u m a pr of u n d a m e nt o f or m al d o s c o nt e ú d o s q u e a

a nt e c e d e m e s e m t al vi é s pr áti c o, é p o s sí v el a p e n a s tr a b al h ar a m at e m áti c a n o ní v el

d a s pr o pri e d a d e s o p er a ci o n ai s e d e a pli c a ç ã o. A a ç ã o d e a b str air c o n c eit o s b á si c o s

d a s  d e m o n str a ç õ e s  p er mit e  o  tr at a m e nt o  d e  pr o bl e m a s  d e  n at ur e z a s  m ai s

c o m pl e x a s  e  s e g u n d o  o  a ut or,  e s s a  c a p a ci d a d e  d e s e n v ol vi d a  a  p artir  d o

e nt e n di m e nt o d a s d e m o n str a ç õ e s a u m e nt a o p o d er d e m a ni p ul a ç ã o d a m at e m áti c a

n o s  ní v ei s  j á  e st u d a d o s.  H a n n a,  J a h n k e  e  P ult e  ( 2 0 1 0)  ar g u m e nt a m  q u e  o s

m at e m áti c o s n ã o u s a m d e m o n str a ç õ e s a p e n a s p ar a v erifi c ar s e u m a d et er mi n a d a

afir m a ç ã o  é  v áli d a,  m a s  q u e  a  pr ó pri a  d e m o n str a ç ã o  c o nt é m  c o n h e ci m e nt o

m at e m áti c o q u e r el a ci o n a a afir m a ç ã o v áli d a à s d efi ni ç õ e s a s s u mi d a s, o q u e fi c a

e vi d e nt e  q u a n d o  p er c e b e m o s  a s  d e m o n str a ç õ e s  n o s  c o nt e ú d o s  u s u ai s  d e

di s ci pli n a s c o m o C ál c ul o Dif er e n ci al e I nt e gr al ( Fi g ur a 2) o u Ál g e br a Li n e ar ( Fi g ur a

2 3), of er e ci d a s p ar a di v er s o s c ur s o s d e gr a d u a ç ã o n o 1º e 2º s e m e str e, at é m e s m o

p ar a a s gr a d u a ç õ e s d e m at e m áti c a, e m c o nflit o c o m a i d ei a d e q u e o d o mí ni o d a s

d e m o n str a ç õ e s s e d e s e n v ol v eri a a p artir d e di s ci pli n a s e s p e cífi c a s. E s s e c o nflit o

p o d e s er i nt e n sifi c a d o s e c o n si d er ar m o s q u e al g u n s a ut or e s c h e g a m a o mitir o t er m o

https://uspdigital.usp.br/jupiterweb/
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x
Sejam A, B e C pontos distintos 
de uma reta cujas coordenadas 
são, respectivamente, a, b e c. 

Se A*C*B então c está entre a e b.

x

sem perda       
de

     generalidade
podemos 
supor que

xa < b

x

por      

      

temos     

</>x      �

xxa < c < b   

xx

c-a < b-a       

e

b-c < b-a     

x|c-a| + |b-c| = |a-b|

x

|c-a| < b-a       

e

|b-c| < b-a     

x
AC+CB=AB 

Ferramentas disponíveis
1. Quando A, B e C estão numa mesma reta, e C esta entre A e B, denotamos A*C*B
2. Existe correspondência biunívoca entre os pontos de uma reta e 	
3. Fixada uma correspondência, o número que corresponde a um ponto da reta é 
denominado coordenada daquele ponto. Se a e b são as coordenadas dos pontos A e B, 
então o comprimento do segmento AB, denotado por AB, é igual a AB = |a − b|
4. Se A*C*B, então AC + CB = AB
5. Se na semi-reta SAB consideramos o segmento AC com AC < AB, então A*C*B.
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