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Resumo

Retornamos aos fundamentos dos codigos de Huffman, justificamos, com base em ele-
mentos da teoria de informagao, sua praticidade, limitagoes e apontamos as vantagens e
desvantagens de considerarmos suas versoes condicionais. Utilizamos cadeias de Markov
para compor classes de condicionamento para cédigos de Huffman e evidenciamos que,
apesar dessa estratégia permitir uma redugdo no comprimento esperado por elemento da
mensagem, exige a comunicacao de um grande niimero de parametros para estabelecer o
modelo empregado. Reintroduzimos o conceito e resultados associados a modelos mar-
kovianos de parti¢ao. Essa familia de modelos organiza o espaco de estados associado a
uma cadeia de Markov em partes baseadas em suas funcoes de probabilidade de transicao.
Estabelecemos a alianga entre cddigos condicionais e tais modelos a fim de construir uma
metodologia com potencial de reduzir o nimero de parametros a serem comunicados
durante o processo de codificacdo de mensagens, provocando uma representagao binéria
mais compacta. Além disso, estabelecemos uma nova classe de processos markovianos: as
cadeias de Markov com intersticio. Esse delineamento possibilita a inclusao de um passado
distante e relevante na modelagem do processo estocastico, cujo manejo apropriado permite
a redefinicdo dos modelos de particao e a construcao de uma familia ainda mais flexivel: os
G3M (modelos markovianos minimos com intersticio). Mostramos como utilizar os G3M
para uma modelagem eficiente do genoma da Covid-19, para codificacdo de matrizes e

para compressao de imagens com perda de qualidade.

Palavras-chave: cadeias de Markov, codigos binarios, critério de informacao bayesiano

(BIC).



Abstract

We come back to the roots of the Huffman codes and, based on elements of information
theory, we justify its practicality and limitations, as well the benefits and drawbacks of
its conditional forms. We design conditioning classes to Huffman codes based on Markov
chains and point out that this strategy allows a reduction on the message average length
per symbol, but demands the transmission of a large set of parameters to establish the
selected model. We reintroduce the concept of partition Markov models and their related
results. This family of models arranges the state space of a Markov chain in sets (parts)
based on its transition probability functions. We establish the alliance between conditional
encoding and such models for the purpose of deriving a methodology with the potential to
lessen the number of parameters to be communicated during the encoding process, which
yields a shorter binary representation. Furthermore, we establish a new class of Markovian
processes: the Markov chain with a gap. This design allows that a faraway, but relevant,
past to be included during the modeling of the stochastic process, whose proper handling
leads to a redefinition of the partition models and the characterization of an even more
flexible family: the G3M (minimal Markovian models with a gap). We show how to make
use of the G3M to efficiently model the Covid-19 genome, and also how to integrate it to

matrix encoding processes and lossy image compression.

Keywords: Markov chains, binary codes, Bayesian information criterion (BIC).
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Introducao

Ao longo da histéria, a comunicacao teve sua importancia muito bem esta-
belecida nas mais diferentes culturas. A fim de transmitir conhecimento a si mesmo
ou a outrem, em possiveis diferentes momentos do espago-tempo, varias estratégias sao
empregadas, como a fala, a escrita e a arte grafica. O uso de cada uma dessas abordagens
varia conforme a conveniéncia dos individuos envolvidos no processo de comunicacao, assim
como a informacao a ser repassada. Por exemplo, para a comunicacdo de um pensamento,
as produgoes falada e escrita podem ser adequadas, mas, para a comunicacao de um

estimulo externo (como a descrigdo de um objeto), uma imagem pode ser mais indicada.

Ao passo que as relagdbes humanas se desenvolviam, surgia a necessidade de
técnicas que permitissem a transmissao de conhecimento de maneira simples e rapida.
Por exemplo, para adaptar a linguagem escrita para o uso diario e informal, decorreu o
surgimento de alfabetos cursivos (forma de escrita mais rapida e fluida) em diferentes
civilizagoes e em diferentes periodos histéricos ([7] aponta seu uso antes de 300 a.C. na
cultura grega). Outra necessidade que se manifestou ao longo da histéria foi a de rapida
comunicagao entre individuos em diferentes localidades. Para isso, estimulos visuais (como
sinais luminosos ou de fumaga) ou sonoros (como ressoo de instrumentos, por exemplo,
tambores ou sinos) sao emitidos pelo transmissor da mensagem e captados por receptores
dentro do raio de alcance do meio empregado. Inicialmente, a informagao transmitida
pertencia a um pequeno universo de possibilidades preestabelecidas, como “perigo” ou
“reunir o povo”, mas, com o desenvolvimento de novas técnicas de comunicacao, o conjunto

de mensagens possiveis de serem transmitidas passou a crescer exponencialmente.

Seguido do avango nos conhecimentos sobre eletromagnetismo, a comunicagao
a distancia obteve um salto significativo na primeira metade do século XIX com a criagao

do telégrafo elétrico. Este aparelho era capaz de transmitir pulsos elétricos de maneira
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controlada, permitindo a associacao de significado a cada sequéncia de estimulos compostos
por pulso e siléncio (intervalo em que ndao ha pulso). Dessa forma, dado um alfabeto
preestabelecido entre emissor e receptor, foi possivel associar diferentes sequéncias de
estimulos a diferentes elementos do alfabeto, permitindo que mensagens mais elaboradas
fossem transmitidas. O cédigo morse, atribuido a Samuel F. B. Morse, ¢ um dos alfabetos
mais conhecidos entre os sistemas de codificagao elétricos e foi utilizado até o inicio do

século XXI em areas da aviacao.

Com a ascensao dos circuitos digitais em meados do século XX, foi possivel
o desenvolvimento de computadores digitais. Essas maquinas, em geral, sdo capazes
de trabalhar velozmente com informagodes provenientes do menor alfabeto possivel, o
sistema binario. Como o préprio nome aponta, este conjunto é formado apenas por dois
elementos (comumente denotados por “0” e “1”) e, apesar de ter suas origens enraizadas
na antiguidade, um refinamento notavel de sua légica foi concebido no século XVIII
por Gottfried W. Leibniz. Assim como para o telégrafo elétrico, apos preestabelecido
um conjunto de regras entre emissor e receptor, mensagens podem ser transmitidas e
interpretadas utilizando-se o sistema binario. O interessante é que, devido a agilidade dos
computadores digitais em processar informagoes, mensagens mais complexas podem ser

consideradas, como textos extensos, dudios e imagens.

Repare que, em todos os processos de comunicagao supracitados, a mensagem
alvo da transmissao é convertida em uma componente constituida por elementos de algum
conjunto conveniente. Por exemplo, uma tribo pode predeterminar que um sinal de
fumaga de certa cor representa a informagao “perigo”, enquanto esta mesma mensagem ¢
transmitida como pulsos elétricos em um telégrafo ou como 0’s e 1’s em um computador.
Essa transformacao da mensagem original em uma componente constituida por elementos
de outro conjunto é o que chamaremos, genericamente, de codificacdo, e o resultante da
codificacao de mensagem codificada. Em geral, a codificacao é construida visando eficiéncia
tanto na compreensibilidade, ou seja, na capacidade de permitir que o receptor interprete a
mensagem original a partir da mensagem codificada, quanto na compressibilidade, ou seja,
na transmissao da mensagem original com o minimo de recursos possivel. Nos atentemos ao
cddigo morse como exemplo. Nele, as 26 letras do alfabeto da lingua inglesa, os algarismos
ardbicos (0 a 9) e um conjunto de sinais (que incluem um pequeno conjunto de pontuagoes

e sinais auxiliares, como as separacoes entre letras e palavras) sdo mapeados em sequéncias



INTRODUCAO 12

singulares de pulsos elétricos e siléncios, permitindo que um receptor interprete de maneira
unica a mensagem codificada. Além disso, para a elaboracao de tal codificacao, houve
um estudo prévio para associar as letras mais comumente utilizadas na lingua inglesa
a elementos de codificagao mais curta, ou seja, a elementos que sao transmitidos mais
rapidamente. Para este contexto, a letra “e” possuiu a codificacao mais curta dentre todos
os elementos do conjunto a ser codificado. Assim, o codigo morse, desde sua concepgao,

teve em vista as qualidades de compreensibilidade e compressibilidade.

Objetivando otimizar as caracteristicas das diferentes metodologias de comu-
nicacao, uma teoria com forte cerne mateméatico vem sendo desenvolvida. A teoria de
informacao é o conjunto de conhecimentos que visa, principalmente, a eficiéncia da trans-
missao e do armazenamento de dados, e cuja base possui elementos de diversos dominios
como probabilidade, estatistica, ciéncias da computacao e engenharia elétrica. Em 1948,
Claude E. Shannon estabeleceu em seu artigo A Mathematical Theory of Communication
(veja [28]) o conceito de entropia da informagao, que é definida no contexto de um modelo
probabilistico e pode ser interpretada como a quantificagao da incerteza associada a uma
variavel aleatéria discreta. Além disso, é possivel mostrar que a entropia de Shannon esta

relacionada a compressibilidade das mais importantes familias de codificacdo binaria (veja
3]).

Devido a ligacao entre entropia e compressibilidade, estudos sobre a natureza
estocastica das mensagens alvo da codificacdo tomaram forma. A intensao desses trabalhos,
resumidamente, é a de tentar estabelecer relagoes matematicas que expliquem a composi¢ao
da informacao a ser transmitida, pois, assim, a estrutura da mensagem passa a ser melhor
compreendida (diminui-se a entropia) e codifica¢goes mais eficientes (mais compactas,
neste caso) podem ser propostas. Uma abordagem vidvel e comum é a modelagem da
sequéncia dos elementos que compoem a informacao considerada por cadeias de Markov
(veja discussoes em [3], [25] e [28], por exemplo). Essa familia de modelos pressupoe
que, dada uma ordem de leitura da mensagem, o ocorrido em um passado distante nao
influencia o comportamento de observacoes futuras, e possui aplicabilidade em diversas

areas como biologia, linguistica e economia.

Apesar das cadeias de Markov permitirem o delineamento de estruturas de

dependéncia de maneira simples, sua aplicabilidade na compressao de dados pode ser
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comprometida em problemas complexos. Em busca de uma maior flexibilizacdo, em
[26], Jorma Rissanen estabeleceu as bases do modelo que, posteriormente, viria a ser
conhecido como cadeias de Markov de alcance varidvel (VLMC, do inglés Variable Length
Markov Chain). Essa familia de modelos procura uma representacdo mais parcimoniosa da
dependéncia entre uma observagao e seu passado. O ganho na simplicidade da expressao
do processo resultou em avancos no desenvolvimento de cédigos mais eficientes no quesito

compressao.

Mais recentemente, Jestus E. Garcia e Verdnica A. Gonzdlez-Lépez, em [8],
progrediram no estudo de uma representagao mais economica da estrutura de dependéncia
de uma cadeia de Markov, culminando na elaboragao dos modelos markovianos minimos
(MMM). Essa familia de modelos busca criar grupos (partes) mutuamente exclusivos (de
interse¢ao vazia) do passado relevante (espago de estados associado a cadeia de Markov)
baseados nas probabilidades de transi¢cao observadas na mensagem. Tais modelos englobam
as cadeias de Markov tradicionais e as VLMC’s, e, dentre os processos com estrutura
markoviana, sdo os que possuem representacao mais econdmica. Em [9], é discutida a
consisténcia da estimagao dos MMM, assim como sua relagao com o critério de informagao
bayesiano (BIC), e em [30] é apresentada uma primeira aplica¢ao desses modelos no d&mbito

de compressao de dados.

Neste texto, damos continuidade ao estudo do uso dos modelos markovianos
minimos no contexto de codificagdo de mensagens de diversas naturezas. Em particular,
desejamos delinear procedimentos de codificacao de matrizes baseados nos MMM. Para isso,
revisamos conceitos béasicos da teoria de informacao e reintroduzimos algumas defini¢oes
associadas ao estudo de processos estocasticos. Detalhamos procedimentos suficientes para
a transmissao de mensagens textuais, matrizes e imagens, e comparamos os resultados

obtidos pela abordagem MMM com a de cadeias de Markov tradicionais.

No capitulo 1, tratamos das defini¢oes necessarias sobre processos estocasticos,
em particular, processos markovianos. Reintroduzimos resultados sobre modelos marko-
vianos minimos (apresentados em [8] e [9]), discutimos suas vantagens inferenciais sobre
as cadeias de Markov tradicionais e as VLMC’s e expomos uma aplicacao na modelagem
do genoma da Covid-19. Além disso, apresentamos um novo processo markoviano cuja

flexibilidade é responsavel pela maioria das contribuicoes propostas por este texto: a
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cadeia de Markov com intersticio. Nele, é permitido que exista uma lacuna entre as
observagoes mais relevantes do passado. Mostramos que, para este novo processo, podemos
estender as definicoes do modelo minimo realizando algumas adaptagoes simples. Também,
exemplificamos como este modelo pode incrementar positivamente os resultados ja obtidos
para o MMM tradicional na andlise do genoma da Covid-19 (veja também [11], [12],
[13] e [14]). Ademais, estabelecemos com detalhes a associagao entre cadeias de Markov
com intersticio e modelos para estruturas vicinais. No capitulo 2, apresentamos uma
relacao de resultados da teoria de informagao que serdo uteis para o entendimento deste
texto. Essencialmente, desejamos compreender o significado de entropia e como podemos
relaciona-la com a compressibilidade de uma mensagem. Em seguida, estudamos resultados
assintoticos que servem como motivagdo para o processo de quantizacao (aproximagao) de
imagens construido no capitulo 4. Também delineamos um algoritmo para a obtencao de
cédigos de Huffman, que é uma codificacao 6tima (segundo os requesitos determinados

nesse mesmo capitulo) e, por isso, serd utilizada recorrentemente durante o texto.

O capitulo 3 apresenta com detalhes todos os estagios envolvidos na transmissao
de uma mensagem, assim como os paradigmas de escolha envolvidos. Iniciando com
a codificacao textual, delineamos um algoritmo que utiliza os modelos markovianos
minimos para a obtencao de um sistema de compressao que, em diversos casos, apresenta
desempenho superior a cadeia de Markov tradicional (sobre a relagdo entre cédigos
condicionais e modelos minimos, veja [15]). Seguidamente, construimos um procedimento
para compactacao de matrizes fazendo uso do modelo minimo para cadeias de Markov com
intersticio e evidenciamos que a inclusao de tal estrutura de dependéncia é benéfica para
a compressibilidade. O capitulo 4 é uma extensa aplicagdo dos métodos de compressao
desenvolvidos até entao, mas para o contexto de transmissao de imagens. Ali tratamos
da compactacao de dados com perda de informagao, ou seja, uma aproximagao (mais
simples de ser codificada) da imagem original é a que serd efetivamente transmitida. Para
a obtencao de tal aproximacao, utilizamos conceitos de modelos de particao estabelecidos
no capitulo 1 e da teoria de informacao introduzidos no capitulo 2. Exibimos os beneficios
da inclusao dos modelos minimos no processo de compactagao, assim como evidenciamos
seus prejuizos devido a seu detalhamento e propomos estratégias para ameniza-los. Por
fim, comentamos sobre técnicas utilizadas por compressores comerciais de imagens e como

elas ainda podem incrementar os resultados obtidos em nossos métodos.
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Capitulo 1

Modelos Markovianos de Particao

Modelos markovianos sao ferramentas que ha décadas recebem destaque devido
a sua versatilidade. Com isso, novas abordagens e generalizagoes sao propostas cons-
tantemente. Por exemplo, em [9], foi apresentado o conceito de modelos markovianos
de particao, uma familia mais geral de modelos markovianos que engloba os modelos
de cadeia de Markov de alcance varidvel (VLMC) e as cadeias de Markov completas.
Com esse enfoque, [10] deriva um método para decidir se duas amostras independentes
provenientes de processos markovianos discretos sao governadas pela mesma lei estocéstica.
Em [11], foi proposta uma nova modelagem que generaliza um pouco mais a lei que rege a
markovianidade de um processo estocastico, a cadeia de Markov com intersticio (G-Markov
model). Nessa producao, foi permitido que alguma observagao do passado distante fosse
considerada relevante (trouxesse informacao), ou seja, permite-se um intersticio entre as
observagoes mais relevantes do passado continuo e uma observacao relevante ainda mais
distante. Essa generalizagdo permitiu o acesso de informacoes importantes do passado sem
que fosse necessario um grande aumento na ordem da cadeia de Markov, o que poderia
comprometer a qualidade da estimacao. Com isso, reduziu-se o niimero de parametros a

serem estimados e uma simplicacao no espaco de estados do processo.

Na secao 1.1 apresentamos uma breve revisdo de processos markovianos e
algumas classes de processos estacionarios, como as tradicionais cadeias de Markov de
memoria finita e as cadeias de Markov de alcance variavel. Na se¢ao 1.2 introduzimos
formalmente as defini¢oes e resultados associados a modelos markovianos de particao, que

nos permitem enxergar os processos markovianos supracitados como casos particulares
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deste ultimo. Apresentamos também os beneficios proporcionados aos procedimentos
inferenciais quando utilizamos a nova abordagem, assim como um exemplo de aplicacao
na modelagem do genoma da Covid-19. Na secao 1.3 definimos um processo markoviano
mais geral que a cadeia de Markov tradicional: a cadeia de Markov com intersticio. Essa
generalizacado permite uma simplificagao ainda maior do espaco de estados associado
ao processo markoviano, permitindo, além de vantagens no ambito de estimacao, a
possibilidade da inclusao de um passado distante relevante para compor a estrutura
de dependéncia do processo estocastico, que nao seria possivel a partir da abordagem
tradicional. Também evidenciamos como transportar os resultados obtidos para o modelo
de particao para este processo mais amplo. Por fim, encerramos o capitulo mostrando
como estes novos modelos markovianos podem aperfeicoar os resultados obtidos para a
modelagem do genoma da Covid-19 apresentado na se¢ao 1.2, e também introduzimos o
uso das cadeias de Markov com intersticio para aplicagdes no escopo da modelagem de

estruturas de dependéncia vicinal bidimensionais.

1.1 Processos Markovianos

Iniciamos esta secao com a definicdo de um processo estocastico, conforme

apresentado na definicao 1.

Definigao 1. Um processo estocdstico {X;}en € uma sequéncia indexada de varidveis
aleatorias definidas sobre um alfabeto A e caracterizada por uma func¢ao de probabilidade
conjunta

p(z1,...,x,) = Pr(X1 =21,..., X, = ),
em que (x1,...,x,) € A" en € N.

Nota 1. Neste texto, as varidveis aleatorias de interesse estardo sempre definidas sobre
um alfabeto discreto e finito. Fsse alfabeto é também conhecido como espaco amostral.
Além disso, o conjunto de indices a ser considerado serd sempre um subconjunto de N.

Dessa forma, a definicdo 1 é suficiente para nosso estudo.

Notacgao 1. Utilizaremos também a forma concatenada de vetores, ou seja, X{ =
Xi1... Xy exl =x...2,, x; € A, quando for conveniente. O resultado da concatenacao

¢ chamado de string.
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A estrutura de dependéncia de um processo estocastico {X;}en pode ter
inimeras formas (veja a construgdo da estrutura de dependéncia geral de processos
discretos em [16]). Ao longo deste texto, estaremos interessados em processos estacionarios,

cuja caracterizacao é apresentada na definicao 2.

Definigao 2. Um processo estocdstico { X, }ien € estaciondrio se a distribuicio de probabi-
lidade conjunta de qualquer subconjunto da sequéncia de varidveis aleatorias é invariante

com respeito a deslocamentos no indice de tempo t, ou seja,
Pr(X7 =2at) = PrX{{F =a}),

para qualquer n e deslocamento k € N, e para todo z7 € A".

Outra estrutura de dependéncia de interesse é a que delineia a chamada cadeia
de Markov, cujo conceito é apresentado na definicdo 3. Nesse processo, cada variavel
aleatéria depende apenas de um ntmero finito (e fixo) de observagoes passadas e é

condicionalmente independente de todo o passado residual.

Definicao 3. Um processo estocdstico {X;}en € uma cadeia de Markov a tempo discreto

(ou seja, t € N) de ordem (memoria) finita o, 0 > 1, se, paran € N e n > o,

Pr(X,=x,| X7 =21 = Pr(X, =ux,| X"} =al")), (1.1)

n—o

para todo x} € A".

Notacao 2. O espaco produto S = A° serd chamado de espaco de estados associado a
uma cadeia de Markov de ordem o e as probabilidades condicionais p(als) = Pr(X,.1 =

a| XY =s) de probabilidades de transi¢io, em que a € A e s € S.

Neste texto, todas as cadeias de Markov serao consideradas estacionarias. Essa

condicao nos permite escrever, paran € N e n > o,

Pr(X,=a| X" }=5) = Pr(X,;1 =a|X?=5), Vac AeVscS. (1.2)

Note que, pelas equagoes (1.1) e (1.2), podemos escrever a probabilidade

conjunta que caracteriza uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o > 1, para
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n € N en > o, para qualquer z} € A", como

n—l)

p(at) = p(x, |27 " )p(at ™) = p(a, |27 )p(xi ™)

= p(a))p(@osr | 29) ... p(xn | 2)-2)

= p(a9) [ pla] )™, (1.3)

acA
SES

em que S é o espaco de estados, N,(sa) = [{t : 0 <t <n, 2i-) =5 2, =a}|, Vs € S,

Va € A, e |-| denota a cardinalidade do conjunto em seu argumento.

Exemplo 1. Seja { X; hen uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o = 1 definida

sobre o alfabeto A = {a,b,c}, cujas probabilidades de transi¢io sio dadas por

plafa) =1/4, p(bla) =1/2,
plalb) =1/8, p(b|b) =3/8,
plafc)=1/4, p(b|c) =1/4.
Suponha que sabemos que X1 = a e queremos calcular a probabilidade do evento

130 = ababcebac. Utilizando a ideia de decomposicio apresentada na equagdo (1.3), temos

Pr(X;° = 23’ | X1 = a) = Pr(X1o = ¢| X = aababccba) Pr(X5 = ababecba | X, = a)
= Pr(Xyy = c¢| Xy = a) Pr(XJ = ababccba | X, = a)

= p(c|a)Pr(X3 = ababccba | X, = a)

= p(ala)'p(b|a)*p(alb)*p(c|b)'p(c] ) p(b]c)'p(c]a)' = ;G

Na pratica, dificilmente teremos acesso aos verdadeiros valores dos parametros
(probabilidades) que caracterizam um processo estocdstico. Dada uma amostra =7 do
processo { X }en, queremos tirar conclusdes sobre os possiveis valores desconhecidos. Em
nosso caso, considerando o processo { X; }sen como uma cadeia de Markov, temos interesse
em inferir sobre as probabilidades de transicao. Antes de definirmos estimadores para essas
quantidades, estabelecemos o conceito de funcao de verossimilhanca para distribui¢oes de

probabilidade discretas, apresentado na definicao 4.

Definicao 4. Seja {X;}ien um processo estocdstico definido sobre um alfabeto discreto,
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cujas distribuicoes que o caracterizam sao indexadas pelo espago paramétrico ©. Dada
uma amostra xt desse processo, definimos a fungao de verossimilhanga como V,(0;x7) =

Pr(X7} = 27 10), vista em fungao de 6 € ©.

A defini¢ao 4 indica que a verossimilhanca é uma funcao do parametro 6 que,
para uma dada amostra z7, nos entrega a plausibilidade do valor de § para o modelo
considerado. E interessante, fixado um modelo, encontrarmos qual elemento do espaco
paramétrico (se existir) que maximiza a verossimilhanga, uma vez que este é o que melhor
suporta uma dada amostra ao modelo. Dessa forma, definimos a estimativa de maxima
verossimilhanca como a funcao da amostra que maximiza a fungao de verossimilhanca,
ou seja, fixado um modelo, a estimativa de maxima verossimilhanga é o valor no espago
paramétrico © que torna a amostra a ser observada a mais provavel possivel. A defini¢ao

5 apresenta a defini¢do formal dessa estimativa.

Definicao 5. Seja {X;}ien um processo estocdstico definido sobre um alfabeto discreto,
cujas distribuicoes que o caracterizam sao indexadas pelo espago paramétrico ©, e x}
uma amostra de { X, }hien. Entdo, a estimativa de mdaxima verossimilhanga para 6 € © é

0(x}) = arg maz V,,(0; %), em que V,, € a fungao de verossimilhanga do modelo estabelecida
o

na definicao 4.

Nota 2. Observe que a estimativa de maxima verossimilhanca é uma funcao de uma dada
amostra 7. No entanto, podemos também considerar quando essa funcao estd definida para
a amostra aleatoria X7 e, de maneira andloga, podemos definir o estimador de mdxima

verossimilhanga (EMV) g(X?), que, consequentemente, ¢ uma varidvel aleatoria.

No caso de uma cadeia de Markov, o espaco paramétrico © é composto pelo
conjunto de todas as probabilidades de transicdo associadas ao espaco de estados S.
O teorema 1 apresenta a forma das estimativas de méaxima verossimilhanca para as

probabilidades de transicdo de uma cadeia de Markov de ordem o.

Teorema 1. Seja {X;}ien uma cadeia de Markov a tempo discreto, de ordem finita o,
sobre um alfabeto A discreto e espaco de estados S = A°. Seja x} uma amostra desse
processo. As estimativas de mazrima verossimilhanca para as probabilidades de transicdo

p(-|+) sao da forma

plals) = para N,(s) >0, (1.4)
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para todo a € A, s € S, em que Ny(sa) = [{t 1 0o <t < n,zj") = s, 2, = a}| e

No(s)=|{t:o<t<n, 2=} = s}

Demonstragao. Seja x' uma amostra do processo { X, }ien. Pela forma da probabilidade
conjunta para uma cadeia de Markov, apresentada na equagio (1.83), temos que a fungao

de verossimilhanga €, para @ como o conjunto de probabilidades de transicao pg(-|-),

Vo (0;2,) = p(x9) H pelal S)N"(S"), (1.5)
acA
sES

em que Ny(sa) = |{t:o<t<n,zi"t =85 2, =a}|, Vs €S, Va € A.

Temos interesse em encontrar os valores de py(-|-) que mazimizam V,(0;z,).
Neste caso, sera mais conveniente trabalharmos com o logaritmo da verossimilhanca, uma
vez que seus argumentos de mdximo sdo os mesmos, pois o logaritmo é uma funcdo
estritamente crescente. Assim, definamos LV, (0;x,) = InV,(0;x,). Além disso, devemos
considerar que, para cada s € S, > ,capolals) = 1, ou seja, estamos em um problema
de maximizacao com maultiplas restricoes. Fazendo uso do método dos multiplicadores de

Lagrange para encontrar a solugdo, temos interesse no funcional

(o) = LV(0: ) — " A <2p9<a|5>_1>

seS acA
=Inpy(x9) + Y Nu(sa) Inpg(als) — D A <Z pelals) — 1) :
agé seS acA

Calculando as derivadas parciais para cada a € A e s € S e tomando-as como

0, obtemos

0J(po) _ Nulsw)
Opolals) ~ paals) 0
_ Ny(sa)
M= a(als) =
polals) = Nn;ja). (1.6)
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As = Y Ny(sa) = Ny(s). (1.7)

a€A

Substituindo a equagio (1.7) em (1.6), temos que a verossimilhanga é mazimi-

zada quando as probabilidades de transicao sao da forma

plals) =

para todo a € A, s € §. FEste é realmente um ponto de mdzimo conforme pode ser verificado
pelo fato da matriz hessiana associada a LV, (0;x,) ser negativa definida (condi¢io de

sequnda ordem,).
]

A cadeia de Markov descrita na defini¢do 3 também ¢é chamada de cadeia de
Markov completa, uma vez que seu modelo inclui as probabilidades de transi¢ao para
todos os elementos de seu espaco de estados associado S. Apesar de ser um modelo bem
detalhado do ponto de vista probabilistico, pode nao ser muito apropriado sob o escopo
de estimagao. Citando um exemplo de [2], suponha que {X;};cny é uma cadeia de Markov
a tempo discreto, ordem o, sobre o alfabeto A = {a, b, c,d} e espago de estados S = A°.
Note que o nimero de pardmetros a serem estimados para este modelo é uma funcao da
ordem o. Se denotarmos o conjunto das probabilidades de transi¢do do modelo por 6,
temos que |0| = |A]°(|A|] — 1). Se observarmos a seguinte listagem

o |0]

1 12
2 48
3 192
4 768
5 3072

notamos que existe um salto muito grande na complexidade (niimero de pardmetros livres)
dos modelos. Essa falta de maleabilidade pode provocar um superajuste (ou subajuste) do
modelo aos dados. Uma flexibilizagdo para modelos de cadeias de Markov de ordem finita
é a cadeia de Markov de alcance variavel (VLMC), apresentada em [2] e [26]. Essa classe

de modelos permite que a memoria de uma cadeia de Markov estacionaria possua alcance
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variavel, que é uma funcdo de observacoes passadas. As probabilidades de transicao

Pr(X, = z,|X; = x1,...,X,_1 = z,1) sdo fungoes que dependem apenas de uma
quantidade varidvel h de observagoes passadas, em que h = h(xy,...,z,_1). Em particular,
h = h(zq,...,2,-1) é 0 menor inteiro tal que, para cada a € A,

PrX,=a|Xi=21,...,. Xp1=2p1) =Pr( Xy, =a| Xpn=2n_p, .., X1 =2p_1).

'€ A"1, obtemos uma cadeia de Markov completa de

Se h(z}™') = o, para todo z}~
ordem o. Se h(x7~') ndo for constante para todo 7' € A"! e sup h(z}') = o, entdo
ainda temos uma cadeia de Markov de ordem o, mas com uma estrutura adicional de uma
memoria de alcance variavel. Antes de enunciarmos a defini¢ao formal de uma cadeia de
Markov de alcance variavel, apresentamos, na definicao 6, o conceito de contexto que é

interpretado como a porcao do passado que influencia a proxima observagao da variavel

aleatoria.

Definicao 6. Seja {X;}ien um processo estaciondrio assumindo valores em um alfabeto

finito A. Para n > 1, defina h como

0, sePr(X,=a|X{ ' =271 = Pr(X,=a), Va € 4;
h=hz""1)={ min{k e N: Pr(X, =a| X' =27
= Pr(X, =a| X"} =1""}), Ya € A}, caso contrdrio.
Seja ¢ : A"' — A™! wma fungio que mapeia xV' — 2771, A fungdo
¢ ¢ chamada de funcao contexto. Diremos também que o caso h = 0 corresponde a

independéncia.

Note que, pela definicao 6, temos que o alcance do contexto da variavel aleatéria
X, é h=h(z{™) = |e(z™)], em que | - | representa o comprimento de seu argumento. A

defini¢ao 7 traz a definicao formal de uma cadeia de Markov de alcance variavel.

Definicao 7. Seja {X;}ien um processo estaciondrio assumindo valores em um alfabeto

finito A e c(+) a sua fung¢do contexto. Seja o, 0 < o < 0o 0 menor inteiro tal que

le(z7 ™) = h(a ™) <o, VaiTh e AT

Entdo, c(-) € chamada de fung¢io contexto de ordem o, e {X;}en € chamado de cadeia de
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Markov de alcance varidvel (VLMC). A imagem da fungio c(-) € chamada de drvore de

contexto e serd denotada por T.

Suponha que {X; }ten ¢ uma VLMC de ordem finita o > 1, assumindo valores em
um alfabeto finito A e ¢(-) sua fungdo contexto. Suponha também que, para determinado

n

7t € AL n > o, temos que |e(z]7!)| = 0 — 1. Por defini¢io de VLMC de ordem o, as

n—o—

observacoes 27 °! sdo irrelevantes para a varidvel X,. Entdao, podemos escrever

Pr(X, =z, | X' =271 =Pr(X,, = 2, | X"~} = 2"7}))

n—o

=Pr( X, =z, | Xno=0a, X"t =27}, ), VaeA (1.8)

A equagao (1.8) evidencia que a memoéria varidvel pode ser vista como um
processo de agrupamento de estados de uma cadeia de Markov completa baseado na

irrelevancia de observagoes do passado.

Exemplo 2. Seja { X; Hen uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o = 2 definida

sobre o alfabeto A = {a,b}, cujas probabilidades de transicao sio dadas por
plalaa) = 1/4, plalab) = 172, plalba) =1/4 ¢ plalbb) = 1/3.

Perceba que { X; }en € uma cadeia de Markov de alcance varidvel de ordem 2 com a sequinte

fungao contexto, para t > 2,

a, sexi™'=ea, em que e é uma concatenacio de comprimento t — 2

de elementos de A,
ab, sexi™® =xab, em que x é uma concatenagio de comprimento t — 3
de elementos de A,

bb, sexi™® =xbb, em que x € uma concatenagio de comprimento t — 3

de elementos de A.

Note que a definicdo de uma cadeia de Markov de alcance variavel pode ser
vista como a construcao de uma particao dentro do espaco de estados baseada na funcao
contexto associada a esse processo. Em particular, a construcao é feita agrupando-se
passados irrelevantes. Podemos entao construir outras estruturas que nos levem a diferentes

parti¢des no espago de estados. Com essa motivagao, [8] introduz o conceito de modelos
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markovianos de particao. Essa metodologia é baseada no agrupamento de quaisquer
estados que definem a mesma funcao de probabilidade de transi¢ao, o que é uma condigao
menos rigida que a de VLMC e que torna este ultimo um caso particular dos modelos
markovianos de particdo. A segdo a seguir apresenta as defini¢oes e resultados associados

a essa familia de modelos.

1.2 Modelos Markovianos de Particao

Conforme mencionado na secao anterior, dada uma cadeia de Markov de ordem
finita o sobre um alfabeto finito A e espago de estados S = A°, temos interesse em construir
uma particdo em S baseada nas probabilidades de transi¢ao do processo. A defini¢ao 8

apresenta o conceito de uma cadeia de Markov com parti¢ao L.

Definigao 8. Seja {X;}ien uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o < oo,

sobre um alfabeto finito A, com espago de estados S = A°. Entao,
1. s,r € S sao equivalentes se p(als) = p(al|r), Va € A;

2. {Xi}ten € uma cadeia de Markov com particao £ = {L1, Lo, ..., Lz} no espago de
estados S se esta particao for a resultante da relagio de equivaléncia definida no

item anterior.

Note que a particao induzida pela relagdo de equivaléncia apresentada no item
1 da definicdo 8 possui a seguinte propriedade: dois estados s, € S estao em diferentes
partes se, e somente se, eles definem diferentes fungoes de probabilidade de transicao. Ou
seja, se s e r estdo na mesma parte L € L (e definem a mesma probabilidade de transi¢ao)
nao precisamos estimar individualmente p(- |s) e p(- |r), basta apenas estimarmos p(-|L),
que é a fun¢ao de probabilidade que utiliza como condicionamento toda a parte de £ a que
s e r pertencem. Mais formalmente, dada {X; };cy uma Cadeia de Markov a tempo discreto
de ordem o < oo, sobre um alfabeto finito A, com espaco de estados S = A° e particao L =
{L1, Ly, ..., Lz}, podemos definir, Va € Ae L € L, p(L,a) = Y 1, Pr(X{~} =5,X, = a)

e p(L) = Yyer, Pr(X{Z) = 5). Se p(L) > 0, podemos definir também p(a|L) = p;(LL")L).

Exemplo 3. Seja {X;}en uma Cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o = 2 sobre
o alfabeto A = {a,b}, cujas probabilidades de transi¢io sio dadas por

p(alaa) = 0,2,
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p(alab) = 0,6,
p(alba) = 0,2,
p(albb) = 0, 4.

Pela defini¢ao 8, essa configura¢io nos leva d particio L = {L; = {aa,ba}, Ly = {ab}, Ly =
{bb}}. Observe que esta parti¢io nos diz que, se Xy 1 = a, o valor de X, o € irrelevante
para a varidvel Xy;. Isso equivale a um modelo VLMC com drvore de contexto T = {1 =

{a}, Ty = {ab}, T35 = {bb}}, ou seja, T1 pode ser visto como a uniao dos elementos de L.

Lembremos que, para uma cadeia de Markov completa, temos a necessidade de
estimar |A|°(|A| — 1) probabilidades de transigdo, um niimero que cresce exponencialmente
com a ordem o. No entanto, dada uma particao do espago de estados, precisamos estimar
apenas |L|(|A] — 1) dessas probabilidades, ou seja, hd potencialmente uma redugao na
complexidade do modelo. Entao, o processo inferencial para essa familia de modelos pode
ser dividido em duas etapas: (i) delinear a particao £ do espago de estados; e (ii) estimar
as probabilidades de transicao p(a|L), Ya € A. Temos interesse, portanto, em desenvolver

uma maneira consistente de obtengao da particao L.

Seja x] uma amostra da cadeia de Markov {X;}en a tempo discreto de ordem
o sobre um alfabeto finito A, espago de estados S e particao £, com n > o. Na equacao

(1.3), vimos que a probabilidade conjunta para uma amostra é

p(z7) = p(a9) T] pla| ),
acA
seS

onde N, (sa) é o nimero de vezes em que a concatenagao sa, a € A e s € S, esteve presente
em z}. Definamos duas quantidades: o niimero de ocorréncias de elementos de L que sao
seguidos por a € A, N,,(L,a); e o nimero total de ocorréncias de strings pertencentes a L,

N, (L). Formalmente,
N,(L,a) = Z N, (sa);

seL

No(L) = 3 Na(s).

seL
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Dessa forma, podemos reescrever a equagao (1.3) como

p(a}) = p(a9) I] pla| L)N 100 (1.9)
acA
LEL
Repare, pela equagao (1.9), que a funcao de probabilidade conjunta passa a
depender dos elementos da particdo e nao mais dos estados individualmente. Com isso,

analogo ao que foi feito para cadeias de Markov completas, vamos construir a fun¢ao de

verossimilhanga do processo, mas agora em fungao da particao L, ou seja,

Va(Lia) = p(ag) T] pla] L))

acA
LeL

Como nosso interesse ¢ maximizar a funcao de verossimilhanca em £, note que,

independentemente da particao escolhida, os valores das probabilidades condicionais que

Ny (L,a)
Np(L)

maximizam o produtério sdo da forma p(a| L) = conforme o argumento utilizado
no teorema 1. Além disso, o termo p(z¢) também independe da parti¢do e ndo precisamos
inclui-lo no processo de busca de £. Assim, podemos considerar apenas a parte conveniente

da verossimilhanca e definir uma func¢ao de verossimilhanga modificada, VM, da forma

Nn(L,a)
VML) =] (W) , com N, (L) #0,L € L. (1.10)
ter "

Na secao anterior, argumentamos que um dos objetivos de se desenvolver
modelos alternativos as cadeias de Markov completas era evitar um sobreajuste (nimero
excessivo de pardmetros). De fato, quando estamos ajustando um modelo, a simples atitude
de incluir pardmetros (o que tende a interpolar a amostra observada) pode causar a inflacao
da funcao de verossimilhanca. Dessa forma, é interessante que tenhamos um critério de
bondade de ajuste que leve em consideragao tanto a informagao contida nos dados quanto
o niumero de parametros utilizados no modelo para descrevé-los. Para esse fim, varios
critérios foram desenvolvidos, como AIC, BIC e DIC. Aqui, iremos nos concentrar no
critério de informagao bayesiano (BIC), que é apresentado na defini¢ao 9, para um modelo
markoviano de particao. A escolha do BIC como ferramenta de comparagao de modelos

markovianos se deve a suas propriedades de consisténcia, como as exploradas em [4], [5] e
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[6].

Definigao 9. Seja {X;}ien uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o < oo,
sobre um alfabeto finito A, com espaco de estados S = A° e particio L. Dada uma amostra
x} do processo, o BIC do modelo dado pelo item 2 da definicao 8, e de acordo com a
fungao de verossimilhanga modificada dada pela equagao (1.10), é

REEDEN

BIC(L;x}) =In[VM(L;z})] 5

(n). (1.11)

Nosso objetivo é encontrar a particdo £ dentro do espaco de partices, P, do
espaco de estados, S, que maximize o BIC dada uma amostra. Antes de apresentarmos os
resultados que nos auxiliam nessa busca, precisamos introduzir alguns conceitos e notagoes

preliminares.

Definicao 10. Seja {X;}ien uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o < oo,
sobre um alfabeto finito A, com espaco de estados S = A° e particio L = {L1,..., Lz}

Entao,

1. L € L é uma parte boa de L se, Vr,s € L, Pr(X, = -|X[Z} = 5) = Pr(X, = - | X{Z} =

r), para t > o;
2. L é uma parti¢io boa de S se L; verifica o item anterior, para todo i € {1,...,|L]|}.
Notacao 3. Seja L = {L1,..., Lz} wma particio de S. Entao,

1. denotemos por ﬁij a partigdo Lij = {Ll, e ,Lifl, Lij; Li+1, R ,Ljfl, Lj+1, e L|£|},

em que Lij = L; ULj, para 1 <i < j <|L|;

2. para a € A, definamos p(Lij,a) = p(L;,a) + p(Lj,a), p(Lij) = p(Li;) + p(L;),
Nn(Lij7 ) = Nn(Lza CL) —+ Nn(Lj, CL) € Nn(Lm) = Nn(Lz) + Nn<LJ)

Note que, a principio, uma particdo boa nao precisa necessariamente satisfazer
a condigdo 2 da definigdo 8 (a qual serd chamada de partigdo boa minima). Observe
também que, trivialmente, o espaco de estados & é uma partigdo boa de si mesmo. Além
disso, se £ ¢ uma particao boa de S e L;, L; € L definem a mesma lei de probabilidade
condicional, £ também é uma particao boa. Apesar de parecerem duas informacoes
simpldrias, elas sao fundamentais para a construcao de algoritmos recursivos que geram, a

partir de uma particdo boa inicial, particoes aptas a satisfazer a condicao 2 da definicao 8.
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Apresentaremos os resultados necessarios para justificar a consisténcia de um algoritmo em
particular que visa a obtencao da almejada particao. Esses teoremas foram demonstrados
com detalhes em [9] e suas provas serdo omitidas neste texto. Tendo em vista a obtengao
da particdo boa minima, primeiramente, gostariamos de construir um critério que nos
diga quando duas partes boas de uma particao devem ser unidas. Com este intuito, foi

desenvolvido o teorema 2.

Teorema 2. Seja {X,;}ien uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o < oo,
sobre wm alfabeto finito A, com espago de estados S = A° e particio L = {L1,..., Lz}
Seja xt uma amostra do processo. Suponha que hd i e j, com i # j, tais que L; e L; sdo
partes boas. Entao, p(alL;) = p(a|L;), Va € A, se, e somente se, eventualmente quase

certamente, quando n — oo, BIC(LY;x7) > BIC(L; 7).

Corolario 1. Seja { X, hen uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o < 0o, sobre
um alfabeto finito A, com espago de estados S = A° e particio L = {L1,..., Lz }. Seja x7
uma amostra do processo. Suponha que a particio L possui K partes boas, denotadas por
{Li,}}<, e seja T um conjunto de indices com T C {1,...,K}. Entdo, p(a|L;,) = p(a|L;,),
Va € A, V4,1 € T, se, e somente se, eventualmente quase certamente, quando n — 00,
BIC(L";2}) > BIC(L;27), em que LT denota a particio que une as partes boas L;,, com
JET, em Ly =Ujer Li;-

O corolario 1 nos entrega um critério que decide se mais de duas partes boas
devem ser colocadas em uma mesma particao. Um outro ponto de vista para a construcao
da particdo boa minima seria a partir de uma métrica definida dentro de uma particao,
que une partes cuja distancia esteja abaixo de um limiar e as mantém separadas se estiver
acima. A definicao 11 apresenta a funcao d, definida para uma particao £ e o teorema 3

elucida que esta funcdo é uma métrica em L.

Definigao 11. Seja {X;}ien uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o < oo,
sobre um alfabeto finito A, com espago de estados S = A° e L = {Ly,..., L} uma

particao boa de S. Seja 7, n > o, uma amostra do processo. Defina

0e(63) = (AT Ty 5 {N”@“a) n (i) + s ()

N, (Lij, a)
-~ Na(Lyj.a)In (Jw) }
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Teorema 3. Sob as condicoes da definicao 11, para cada n, e para quaisquer i,j,k €

{1,2,...|L]},

Nn(Li,CL) _ Nn(L'7a) .
Na(l) = Nally) s V0 EA;

1. dg(iy3) > 0 com igualdade se, e somente se,
2. d[,(laj) = dﬁ(j? 1)7

Logo, dy é uma métrica em L.

Munidos da definicao 11 e do teorema 3, temos a ideia que duas partes proximas,

segundo a distancia dg, sdo aquelas que possuem as estimativas das probabilidades

Nn (L.L 7CL)
Nn(L;)

Nn(Lj,a
Nn(Lj)

~
~

), VYa € A. O corolério 2

condicionais suficientemente proximas, ou seja,
« . b C A
apresenta como deve ser esse “suficientemente préximo” para que a distancia d; possa se

relacionar com o critério BIC apresentado no teorema 2.

Corolario 2. Seja {X;} ey uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o < oo,
sobre wm alfabeto finito A, com espago de estados S = A° e particio L = {L1,..., Lz}
Seja zt uma amostra do processo. Suponha que hd i e j, com i # j, tais que L; e L; sdo

partes boas. Entao,

BIC(LY;2}) > BIC(L;2}) <= d(i,j) < 1.

Antes de prosseguirmos, devemos nos questionar: quando consideramos uma
amostra suficientemente grande, a particdo £ que maximiza o BIC dentro do espaco de
todas as particoes é a particdo boa minima? A resposta é sim, e esse resultado é declarado

de maneira formal no teorema 4.

Teorema 4. Seja { X, }ien uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o < 0o, sobre
um alfabeto finito A, com espaco de estados S = A°. Seja x} uma amostra do processo.

Denote por P o conjunto de todas as particoes de S. Defina

L, = arg maz{BIC(L; 2"} . (1.12)
LeP

Entao, quase certamente eventualmente, quando n — oo, En = £~, em que Léa particao

boa minima de S, conforme o item 2 da definicdao 8.
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Dessa forma, basta possuirmos um método que nos possibilite encontrar a
parti¢do descrita pela equagao (1.12) que alcancaremos de maneira consistente a partigdo
boa minima desejada. Para este intuito, apresentamos o algoritmo A.1 (apéndice A),

introduzido por [8].

Para uma amostra suficientemente grande, temos que o algoritmo A.1 retorna

de maneira consistente a particdo boa minima, conforme é estabelecido pelo corolario 3.

Corolario 3. Seja { X, }en uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o < 0o, sobre
um alfabeto finito A, com espago de estados S = A°. Seja x} uma amostra do processo. A
particao L, obtida pelo algoritmo A.1 converge quase certamente eventualmente para L,

em que L € a particaio boa minima.

Nota 3. Neste texto, se nada for preestabelecido, utilizaremos o espaco de estados completo

S como a particio boa inicial para o algoritmo A.1.

Exemplo 4. Seja {X;}ien uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o = 3
assumindo valores no alfabeto A = {a,b,c}, com particio do espago de estados L =

{L1, Ly, L3} com configuracio e probabilidades de transicao dadas pela tabela 1.1.

Parte | Elementos | p(alL) | p(b|L)
Ly aac, bab, abc, aca, beb, cce, aaa, bac, abb, acb, bee, cca 0,2 0,3
Lo bbc, cbe, aab, baa, aba, acce, bea, ccb, cac 0,4 0,3
Ls caa, cab, bba, cbb, bbb, cba 0,4 0,1

Tabela 1.1: Particao £ e probabilidades de transigao para cada elemento de A.

Simulamos uma amostra de tamanho n =5 x 10® do processo descrito acima e
aplicamos o algoritmo A.1 para a recuperacao da particio original. O procedimento, de fato,
retornou a particao almejada. A fim de visualizarmos a eficiéncia do algoritmo, repetimos
a simulacdo 100 vezes para trés diferentes tamanhos de amostra. A tabela 1.2 apresenta a
contagem do numero de partes nas particoes obtidas pelo algoritmo A.1 em 100 simulagoes
com o0s tamanhos de amostra (n) 5 x 103, 10* e 5 x 10*. Para o caso n =5 x 103, houve
11 casos em que trés partes foram identificadas, mas estas ndao condiziam completamente
com as definidas na tabela 1.1. Isso ndo ocorreu para os demais tamanhos amostrais,

evidenciando a consisténcia do algoritmo.



CAPITULO 1. MODELOS MARKOVIANOS DE PARTICAO 31

n ‘ 3 partes ‘ 4 partes

5 x 10° 88 12
10* 94 6
5 x 10% 100 0

Tabela 1.2: Numero de partes das parti¢coes estimadas em 100 simulagoes, cada uma de
tamanho n.

1.2.1 Modelos Markovianos para DNA de Covid-19

Abrimos um breve espaco para ilustrarmos como os modelos de particao nos
trazem vantagens praticas. Neste tépico, temos interesse em estudar o comportamento
estocastico de sequenciamentos completos de genomas provenientes do coronavirus Covid-
19 em seres humanos. Esse virus esta associado ao surto de doengas respiratorias que teve
inicio em Wuhan, da provincia de Hubei, na China, e se espalhou por todo o mundo. A
sequéncia de DNA utilizada foi extraida de um paciente do sexo masculino, de 41 anos,
proveniente de Wuhan e que nao possuia historico de tuberculose, diabetes ou hepatite. O
individuo foi recebido e hospitalizado no Hospital Central de Wuhan no dia 26 de dezembro
de 2019, seis dias apods o inicio dos sintomas, os quais foram febre, fraqueza, tosse, dores no
corpo, em particular, no peito. Informacoes completas sobre o caso podem ser consultadas
em [29] e o sequenciamento completo do genoma que estudaremos pode ser obtido em
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/nuccore/MN908947. Em nossa andlise, os dados sao

compostos por 29.903 observagoes assumindo valores no conjunto de bases A = {a, ¢, g,t}.

Iremos iniciar modelando o sequenciamento por uma cadeia de Markov completa.
Para isso, precisamos estabelecer qual serda a memoria o escolhida. Em um processo
markoviano discreto com alfabeto discreto e finito usamos o critério o < [log 4(n)] — 1,
em que |x| é o maior inteiro menor ou igual a z. Logo, para nosso caso, o < 6. Temos,
entao, cinco possibilidades para o valor da ordem da cadeia e precisamos decidir qual sera
utilizada. Uma opcao é estabelecer um critério e estimar um modelo para cada memoria
e verificar qual deles otimiza o critério escolhido. Novamente, utilizaremos o BIC para
a comparacao de modelos. A tabela 1.3 apresenta os valores observados do maximo do

logaritmo da verossimilhanga e o BIC associados aos modelos com diferentes memérias o.

Podemos notar, pela tabela 1.3, que o maximo do logaritmo da verossimilhanca
do modelo cresce conforme aumentamos o valor da memoéria o, mas o BIC nos indica

que esse aumento nao justifica a inclusdo do nimero de parametros necessarios para a
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0 | max In(V (0, 27)) BIC

1 -39.903,25 -39.965,08
2 -39.756,11 -40.003,45
3 -39.548,82 -40.538,17
4 -39.176,91 -43.134,31
5 -37.880,74 -53.710,32

Tabela 1.3: Valores do logaritmo da méaxima verossimilhanga e do BIC associados aos
modelos de cadeias de Markov completas com diferentes memorias o.

construcao de um modelo com ordem elevada. Ou seja, modelos que utilizam memoéria
longa estao inflando nosso espago paramétrico. Para tentar incluir o maximo de informacao
do nosso processo sem que os modelos sejam muito penalizados pelo grande nimero de
parametros, utilizamos a abordagem de modelos markovianos de particdo. A tabela 1.4
apresenta os valores observados do niimero de partes e do BIC associados aos modelos

com diferentes memoérias o.

o| |L] BIC

11 4 |-39.965,08
21 7 |-39.925,36
31 9 |-39.832,03
41 15 | -39.661,36
5| 30 | -38.848,28

Tabela 1.4: Valores do niimero de partes e do BIC associados aos modelos markovianos de
particdo com diferentes memorias o.

Podemos notar, pela tabela 1.4, que, para toda ordem o, o BIC para o modelo
de partigao é superior ao da cadeia completa. Além disso, para as memoria apresentadas, o
BIC foi crescente em o, ou seja, a expansao realizada no nimero de parametros foi benéfica

para o nosso modelo. Retornaremos a este exemplo na segao 1.3.

1.3 Cadeias de Markov com Intersticio

Imaginemos que estamos observando um processo estocastico {X; }ien € que
julgamos uma modelagem via cadeia de Markov adequada para o fendomeno estudado.
Suponha que temos o conhecimento que informagoes de um passado distante sejam
relevantes e que informacoes de um passado mais recente sejam irrelevantes para uma
futura observacao. Ou seja, existe um intersticio (um “vacuo”) que separa as observagoes

relevantes do passado. Fendmenos sazonais tendem a se comportar dessa maneira, como
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os relacionados ao mercado financeiro, a producgoes agricolas, ao clima etc. Dessa forma,
precisamos considerar uma memoria grande para modelar toda a informacao 1til no
processo? Nao estaremos carregando um niimero desnecessario de parametros e dificultando
a interpretabilidade do modelo? Com essa motivagao, [11] introduziu o conceito de cadeias
de Markov com intersticio (G-models) que permitem a existéncia de uma observagao
relevante anterior a uma sequéncia de observacoes passadas irrelevantes. Neste trabalho,
apresentamos uma extensao da cadeia de Markov com intersticio introduzindo um novo
parametro que permitira contemplar observacoes prévias ao intersticio. Dessa maneira,
considere M,G,g € N, com G > M finitos e A um alfabeto também finito. Suponha
{Xi}ten uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o = G + g, sobre o alfabeto A,
com espaco de estados S = A9T9. A ideia geral da cadeia de Markov com intersticio é a
possibilidade de supor que, além do passado anterior ao tempo t — o, as observacgoes nos
tempos t — G+ 1 at— M — 1 também sdo irrelevantes para o tempo ¢. Essa generalizacao
torna as cadeias de Markov tradicionais um caso particular e nos permite trabalhar com

modelos mais flexiveis. A definicdo 12 formaliza este novo processo.

Definicao 12. Sejam M,G,g € N, com G > M finitos e A um alfabeto também finito. O
processo estocdstico { X hen € uma cadeia de Markov com intersticio a tempo discreto de

ordem imediata M, intersticio G, ordem de intersticio g, sobre um alfabeto A, com espaco

de estados S* = ATt x AM | se

Pr(X, = a|X!™ = ey xs) = Pr(X, = a| X6, =y, XIT = s),  (1.13)

emquea € A,y € A s AM e “e” e “k” sdo concatenacoes quaisquer de tamanhos

t—G—g—1eG— M —1 de elementos de A, respectivamente.

Nota 4. Ao longo deste texto, também nos referiremos a 8* como espaco de estados

estendido.

Como mencionado anteriormente, as cadeias de Markov tradicionais formam
uma subcategoria das cadeias de Markov com intersticio, pois uma cadeia de Markov
de ordem o equivale a uma cadeia de Markov com intersticio com M =o0—1,G=o0¢
g = 0, por exemplo. Apesar de ser mais flexivel, essa maior familia de modelos também
carrega os problemas de parametrizacao das cadeias de Markov tradicionais: pequenos

aumentos no espaco de estados podem inflacionar o espaco paramétrico. Para contornar
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esse obstaculo, desejamos estender o conceito de modelos de particao para cadeias de
Markov com intersticio e verificar se os resultados de consisténcia apresentados em [9]
(enunciados aqui como os teoremas 2, 3 e 4 e corolarios 1, 2 e 3) permanecem vélidos. A

definicdo 13 apresenta a definicdo de uma cadeia de Markov com intersticio com particao

L.

Definicao 13. Seja {X;}ien uma cadeia de Markov com intersticio a tempo discreto de
ordem direta M < oo, intersticio G, ordem de intersticio g, sobre um alfabeto finito A,

com espago de estados S* = AITL x AM . Entdio,
1. s,7 € §* sao equivalentes se p(als) = p(a|r), Ya € A;

2. {Xihen € uma cadeia de Markov com intersticio com particio L = {Lx, Lo, ..., L}
no espago de estados S* se esta particao for a resultante da relacao de equivaléncia

definida no item anterior.

Nota 5. A particao estabelecida no item 2 da definicao 13 serd chamada de parti¢io boa
minima. Além disso, a adaptacao do conceito de parte boa apresentado na definicio 10

seque de maneira andloga.

Os resultados de consisténcia da obtencao da particdo boa minima para o caso
de uma cadeia de Markov tradicional eram baseados essencialmente na forma do BIC
do modelo, e este, por sua vez, tem sua forma herdada da funcao de verossimilhanca
modificada V M. Para visualizarmos a fun¢ao de verossimilhanga para nosso novo modelo,
suponha {X;}ien uma cadeia de Markov com intersticio a tempo discreto de ordem direta
M < oo, intersticio GG, ordem de intersticio g, sobre um alfabeto finito A, com espago de
estados S* = A9 x AM e 27 uma amostra desse processo. Podemos escrever a fungio

de probabilidade conjunta da amostra, denotada p(z}) = Pr(X} = z¥), como

G
p(a}) = p(z} +g)p(Xg‘+g+1 = xg+g+1 | Xy =21, ., Xarg = Taig)

n
=paf™) I Pr(Xp = | X8, =2f=8_,, XF2h = 2i70)
k=G+g+1

=) TL plals)™*,

a€A,s€S*

utilizando a mesma ideia de decomposicao das probabilidades condicionais aplicada nas

equacdes (1.3). Note que, com excessao do termo marginal p(z5 ) (que ndo nos interessa),
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a funcao de probabilidade conjunta para uma cadeia de Markov com intersticio é a mesma
que para uma cadeia de Markov tradicional, alterando apenas o espaco de estados sobre o
qual o processo estd definido (agora o condicionamento ocorre sobre o espago de estados
estendido §*). Dessa forma, seguindo os mesmos passos descritos na segao anterior, se o

espaco de estados estendido possui particdo £ = {L1, Ls, ..., Lz}, temos que

G n b
p(a?) =pay™?) I pla|L)¥", (1.14)
acA,LeL
em que N,(L,a) = Y N,(sa). Novamente, nosso interesse é maximizar a funcao de
seL
verossimilhanca em £. Baseado no teorema 1 e no argumentado na se¢ao anterior, temos

que a funcdo de verossimilhanca modificada, V M, para este modelo é

. No(L,a)\ """

VM(Lzt) = [ (=2 , com N,(L)#0,L € L, (1.15)
a€A,LeL N"(L)

em que N, (L) = Y N,(s) e N,(L,a) = ¥ N,(sa). Esta fungao de verossimilhanga modi-
seL seL

ficada é entao utilizada para a definicao do BIC para este modelo, conforme apresentada

na definicao 14.

Definigao 14. Seja {X:}ien uma cadeia de Markov com intersticio a tempo discreto de
ordem direta M < oo, intersticio G, ordem de intersticio g, sobre um alfabeto finito A, com
espago de estados S* = AL x AM e particio £. Dada uma amostra % do processo, o BIC
do modelo dado pelo item 2 da definicao 13, e de acordo com a fungdo de verossimilhanca
modificada dada pela equagao (1.15), é

RN

BIC(L;x}) =In[VM(L;z})] 5

(n). (1.16)

Perceba que os BIC’s para uma cadeia de Markov com intersticio e para uma
cadeia de Markov tradicional possuem exatamente a mesma forma, diferindo apenas nos
espagos de estados sobre os quais os processos estao definidos, conforme podemos observar
pelas equagoes (1.11) e (1.16). Essa estabilidade na construgdo do BIC é a chave para que
os resultados de consisténcia para o modelo markoviano de parti¢dao tradicional possam

ser estendidos para o novo processo com intersticio.

Apesar de todas as demonstragoes realizadas em [9] serem as mesmas para
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cadeias de Markov com intersticio, gostariamos de ilustrar, a partir de um exemplo simples,
porque continuam vélidas. Suponha que {X;};en é uma cadeia de Markov com intersticio
com M =1, G =3 e g = 1 sobre o alfabeto A = {a,b,c}, com espago de estados
S* = A% x A e partigdo £*. Suponha L} = {abb} e L; = {ccc} duas partes boas de L*.

Perceba que isso quer dizer que

pX(' |L9f) = PT(Xt = ’Xt—4 =a,Xi3=0X1 = b)

= Pr(Xt = ’Xt—4 = a, Xt—3 = b, Xt_g = x, Xt—l = b), (]_]_7)

[T

em que “x” é um elemento qualquer de A. A mesma ideia vale para px(-|L%). Suponha
agora {Y;};en uma cadeia de Markov tradicional de ordem o = 4 sobre o alfabeto A =
{a,b,c}, com espago de estados S = A? e particio £. Considere que a partigao possui
uma configuracao tal que existam duas partes boas L; = {abab, abbb,abcb} e Ly =
{ccac, ccbe, ceec}. Note que, por definicao, py (- |L1) obedece todas as equagoes de (1.17),
ou seja, py (- |L1) e px(-|L}) definem a mesma fungao de probabilidade. Logo, a partir de
L* podemos mapear uma particdo conveniente £ que transporte a estrutura de dependéncia
do espaco de estados estendido do processo { X }sen para o espaco de estados do processo
{Y: hien. E, como Ly e Ly sao partes boas em £, podemos aplicar, por exemplo, o teorema
2 para decidir se essas partes devem ser unidas. Se forem unidas, teremos uma nova parte
Ly = Ly U Ly e a propriedade py (- |L1) = py (- |L2), que implica px(-|L}) = px (- |L3).
Ou seja, L] e Lj também devem ser unidas em uma unica parte em L£*. Esta ilustracao
traz a 1util ideia de partes equivalentes em diferentes processos, desde que ambos cubram o
mesmo alcance de observagoes relevantes do passado. Utilizaremos isso na comparacao de

resultados obtidos para modelos de particao tradicionais e com intersticio.

Agora, iremos apenas reintroduzir alguns conceitos essenciais da se¢do anterior,

mas adaptados para os modelos com intersticio.

Definigao 15. Seja {X;}ien uma cadeia de Markov com intersticio a tempo discreto de
ordem direta M < oo, intersticio G, ordem de intersticio g, sobre um alfabeto finito A,
com espago de estados S* = At x AM e L ={Ly, ..., Lig} wma parti¢io boa de S*. Seja

x uma amostra do processo. Defina

LN 2 Nn(Lm CL) Nn(Lj, CL)
109 = A= ) {N”<L““> n (7 ) e ()

acA
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N, (Ly;, a)
— N(Ly,a)In <W> }

Corolario 4. Seja {X,;}ien uma cadeia de Markov com intersticio a tempo discreto de

ordem direta M < oo, intersticio G, ordem de intersticio g, sobre um alfabeto finito A,
com espago de estados S* = ATt x AM. Seja 2% uma amostra do processo. A particio
L, obtida pelo algoritmo A.1, adaptado para a distancia dy apresentada na defini¢io 15,
converge quase certamente eventualmente para L, em que L € a particio boa minima do

espaco de estados S*.

O modelo que visa utilizar a particao boa minima serd chamado de “modelo

markoviano minimo com intersticio” (doravante chamado G3M).

Notacao 4. Um modelo markoviano minimo com intersticio de ordem direta M, intersticio

G e ordem de intersticio g é denotado por G3M(g, G, M).

Exemplo 5. Considere uma cadeia de Markov com intersticio com A = {a,b,c}, M =1,
G =3, g=1 e particio L = {L1, Ls, L3} com configuracio e probabilidades de transi¢io
dadas pela tabela 1.5. Note que, por exemplo, p(a|L,) = 0,2 implica Pr(X, = a|X/=} =
aaxa) = 0,2, Vx € A, ou seja, a informagao sobre o valor na posi¢io t — 2 é irrelevante

para a observacdo no tempo t.

Parte | Elementos | p(alL) | p(b|L)
Lq aac, bab, abc, aca, beb, cce, aaa, bac, abb, acb, bee, cca 0,2 0,3
Lo bbe, cbe, aab, baa, aba, acce, bea, cch, cac 0,4 0,3
Ls caa, cab, bba, cbb, bbb, cba 0,4 0,1

Tabela 1.5: Particdo £ e probabilidade de transi¢ao para cada elemento de A.

Simulamos uma amostra de tamanho n =5 x 10* do processo descrito acima e
aplicamos o algoritmo A.1 em duas configuragoes: (i) utilizando o = 4, espago de estados
S = At e d; como estabelecido na definigao 11; e (ii) utilizando M =1, G =3, g = 1,
espago de estados S* = A% x A e d; como na definicio 15. Note que ambos os modelos
incluem o passado relevante proposto na defini¢io do processo, mas a configura¢io (i)
proporciona um espaco de estados menor e, consequentemente, um modelo com menor
complezidade que (7). Com a amostra simulada, obtivemos que (ii) recuperou a particao
original proposta na tabela 1.5. No entanto, para (i), obtivemos a parti¢ao apresentada na

tabela 1.6.
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Parte Elementos
Ly aaaa, acaa, ccaa, acba, aaca, acca, ccca, baab, abab, acab, babb, abbb, acbb,
bebb, bach, acch, aaac, baac, abac, beac, ccac, abbe, ccbe, aace, abee, bece

Lo baaa, abaa, bcaa, baba, abba, beba, baca, abea, beea, aaab, ccab, aabb, ccbb, aach,
cceb, caac, bbac, cbac, acac, cabe, bbbe, cbbe, acbe, cace, bbee, cbee, acce

Ls caaa, bbaa, chaa, caba, bbba, cbba, caca, bbca, cbea, caab, bbab, cbab, cabb,
bbbb, cbbb, cacb, bbcb, cbch
L, aaba, ccba, beab, abeb, beeb, aabe, babe, bebe, bace, cece

Tabela 1.6: Particdo estimada para o espago de estados {a,b, c}* - procedimento (i).

Note que, sob a configuracao (i), cada elemento do espago de estados é uma
concatenacao de o = 4 elementos de A, por exemplo, o elemento abchb. Esse elemento sob
a configuracao (ii) é denotado por abb, pois sob M =1, G =3 e g =1, a observagio na
posicao t — 2 € irrelevante. Também, observe que, apesar de quatro partes serem obtidas,
as partes Lo e Lz da tabela 1.6 sao equivalentes a Lo e Lz propostas na tabela 1.5, mas
as partes Ly e Ly, que deveriam ser apenas uma, ainda ndo foram capazes de se unirem.
Ou seja, quando utilizamos o modelo (i) para estimar a particio, observamos um certo

embaralhamento na recuperacao da estrutura original.

A fim de visualizar a recuperagdo da particio original por ambas abordagens,
repetimos a simulacao 100 vezes para quatro diferentes tamanhos de amostra. A tabela 1.7
apresenta a contagem do numero de partes nas particoes obtidas pelo algoritmo A.1 em
100 simulagoes com os tamanhos de amostra (n) 5 x 10*, 10°, 5 x 10% e 10". Apontamos
que todos os casos em que a particao foi constituida de trés partes, esta era equivalente
a original. Notamos que, para o processo estocdstico descrito no inicio deste exemplo, a
abordagem (i) recupera a particio original de maneira mais eficiente, ou seja, requer uma

amostra menor que a abordagem (i) para a obteng¢do do resultado desejado.

(i) Ntmero de partes em S = {a, b, c}* %12 E?;lf};?cis Ea{rfzjirf
n 3 partes | 4 partes | b partes | 6 partes n 3 partes | 4 partes
5 x 10* 20 45 31 4 5 x 10* 97 3
106 63 35 2 0 106 100 0
5 x 106 82 18 0 0 5 x 10° 100 0
107 92 8 0 0 107 100 0

Tabela 1.7: Numero de partes das parti¢oes estimadas para as configuragoes (i) e (ii) em
100 simulacoes, cada uma de tamanho n.

Encerraremos este capitulo apresentando aplicagoes especificas dos modelos
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G3M, mas antes alguns comentarios relevantes. Como dito anteriormente, modelar um
processo utilizando cadeias de Markov completas pode nao ser eficiente do ponto de
vista inferencial, devido ao crescimento exponencial do espaco paramétrico em func¢ao da
memoria do processo. As cadeias de Markov de alcance varidvel (VLMC) apresentam uma
amenizagao desse problema, pois permitem uma flexibilizacdo do tamanho do passado
relevante, que é uma fungao de observagoes decorridas. Dessa forma, como o comprimento
do intervalo do passado relevante é variavel, ha uma potencial reducao no espaco para-
métrico do modelo. Como interpretado na secao 1.1, uma VLMC pode ser vista como
uma cadeia de Markov completa que possui uma parti¢ao especifica no espago de estados:
agrupamento de estados baseado em passados irrelevantes. Motivados pelo conceito de
construcao de parti¢oes no espaco de estados, foram desenvolvidos os modelos markovianos
de particdo. Essa familia de modelos permite um delineamento mais geral de parti¢oes
no espaco de estados. Essa estrutura é baseada apenas nas fung¢oes de probabilidades de
transicao, o que torna os modelos baseados em cadeias de Markov de alcance variavel
um caso particular. Assim, uma nova reducao no espaco paramétrico pode ser alcancada.
Neste texto, aproveitamos a ideia de observagoes decorridas irrelevantes e propomos o
caso em que a irrelevancia também possa estar contida em um intervalo de informacoes
relevantes. Para isso, foi introduzido o conceito de cadeia de Markov com intersticio que
visa desconsiderar trechos irrelevantes do passado. Adaptando esse novo processo para o
conceito de modelos markovianos de particao, alcancamos uma abordagem mais eficiente e
econdmica (espago paramétrico reduzido) que a tradicional, conforme ilustrado no exemplo

d.

Algo conveniente sobre os modelos para cadeias de Markov com intersticio é
a possibilidade de inclusao de um passado distante relevante que uma cadeia de Markov
tradicional nao seria capaz de incluir. Por exemplo, suponha que, para uma variavel
aleatéria X, apenas as observagoes nos tempos t — 1 e t — 12 influenciam em seu resultado.
Uma cadeia de Markov tradicional necessitaria de uma memoria o = 12 para descrever seu
passado relevante, enquanto uma cadeia de Markov com intersticio com M =1, G =12 e
g = 0 seria suficiente. Muitas vezes a amostra disponivel nao possui observacoes suficientes
para que uma memoria o tao grande possa ser considerada. Além disso, note que a primeira
abordagem possui espaco de estados A'2, enquanto o da segunda é A x A, que é mais

econdmico e mais simples de ser interpretado.
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Outro fato conveniente é que podemos criar um processo ainda mais geral que a
cadeia de Markov com intersticio, que permita multiplos saltos. Esse processo tera fungao
de verossimilhanga modificada com mesma estrutura que a apresentada na equagao (1.15)
e, consequentemente, o mesmo BIC (respeitando sempre as alteragoes necessdrias para o
novo espago de estados estendido). Isso possibilitard que os resultados sobre a consisténcia
da obtencao da particdo boa minima para esse processo continuem validos. Dessa maneira,
podemos descrever processos cujas estruturas de dependéncia no passado sejam cada vez
mais elaboradas, sem que seja necessario aumentar de maneira exagerada a complexidade

do modelo.

1.3.1 Modelos Markovianos para DNA de Covid-19 (Continua-
¢ao)

Retornemos para o exemplo do sequenciamento do genoma da Covid-19. Temos
interesse em aplicar o desenvolvido até aqui sobre modelos de parti¢oes para cadeias de
Markov com intersticio. Como visto anteriormente, o modelo de partigoes tradicional com
memoria o = 5 foi o que proporcionou o maior BIC entre os apresentados. Para esse modelo,
o algoritmo A.1 encontrou uma particao composta por apenas 30 partes. Consequentemente,
temos que estimar |L|(|A| — 1) = 30 x 3 = 90 pardmetros (probabilidades de transi¢ao),
uma quantidade bem menor que a necessaria para uma cadeia de Markov completa de
ordem o = 5: |A5|(JA] — 1) = 1024 x 3 = 3072. Vamos permitir agora que possam existir
observagoes de um passado mais distante que sejam relevantes, cuja informagdo queremos
incluir no modelo. Para respeitar o tamanho maximo dos espacos de estados propostos
na subsecao 1.2.1 (|A®| = 1024), vamos utilizar uma ordem direta M = 4 para nossas
cadeias de Markov com intersticio. A tabela 1.8 apresenta o valor do BIC observado para

diferentes modelos de particdo tradicionais e com intersticio.

Pela tabela 1.8, podemos notar que os maiores BIC’s ocorrem para os modelos
que consideram um intersticio nas observagoes relevantes do passado. Além disso, o
modelo G3M(g = 0,G = 8, M = 4) foi o que apresentou o maior BIC, maior até do que o
obtido para um modelo de parti¢oes tradicional de ordem o = 5. Ou seja, a modelagem
da estrutura de dependéncia que faz uso de um passado mais distante pode nos trazer

mais informacgoes sobre o processo do que uma modelagem que utiliza informacoes de
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(i) (ii) com M =4eg=0
G | |L] BIC
ollc|| BIC 6 | 27 | -38.821,34
11 4 |-39.965,08 7 | 26 | -38.797,09
21 7 1-39.925,36 8 | 30 | -38.795,27
31 9 |-39.832,03 9 | 28 | -38.801,49
4| 15 | -39.661,36 10 | 26 | -38.841,19
o | 30 | -38.848,28 11 | 28 | -38.837,77
12 | 25 | -38.826,37

Tabela 1.8: A esquerda, configuragao sob a perspectiva (i): modelo de partigao tradicional,
memoria o, cardinalidade da parti¢ao |£| e BIC observado. A direita, configuragao sob a
perspectiva (ii): modelo de parti¢do com intersticio G, meméria direta M = 4, ordem de
intersticio g = 0, cardinalidade da partigao |£| e BIC observado.

um passado mais recente, mas que sao menos relevantes. Note que, para descrever o
modelo G3M(g = 0,G = 8, M = 4), sdo necessarios |L|(|A| — 1) = 30 x 3 = 90 parametros,
uma quantidade factivel para estimacao. Portanto, conseguimos absorver informagcoes
longinquas importantes para o processo e desconsideramos as menos tteis ao longo do

caminho.

1.3.2 Dependéncia Vicinal

Neste topico, apresentamos uma aplicacao das cadeias de Markov com intersticio
na modelagem de dependéncias vicinais bidimensionais sobre uma grelha finita, cujos
vértices assumem valores em um alfabeto finito A. Em particular, podemos visualizar tal
grelha como uma matriz, denotada por B, com um ntmero finito de colunas, W € N, e

cada ponto como uma coordenada de B, como ilustrado na figura 1.1.

A principio, os modelos de particao apresentados neste capitulo tém como
ponto de partida uma string de elementos provenientes de um alfabeto finito A. Por esse
motivo, iremos transformar a matriz B em uma string T. Para isso, devemos definir uma

regra de leitura, conforme apresentada na definigao 16.

Definicao 16. Seja B uma matriz com W € N colunas e R € N linhas, com W < oo
e R < 0o, cujos elementos sao representados por B;j;, paral <1t < Rel < j < W,
Definimos que a H-leitura da matriz B € a string T’ constituida de forma que Tii—1yw; =
Bij,paral <i<Rel<j<W,emqueTj € o k-ésimo elemento da string T', para

1<k <|B|, e|B|=RW é o nimero de elementos na matriz B.
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Figura 1.1: Visualizacao de uma matriz B de pontos com W colunas.

Um exemplo de H-leitura estd apresentado na figura 1.2. Note que podemos
definir agora qualquer vizinhanca de pontos da matriz B como uma colecao de observagoes
selecionadas da string T, gerada pela H-leitura de B. A estrutura de vizinhanga que

utilizaremos neste texto esta formalizada na defini¢ao 17.

Definicao 17. Seja B uma matriz com W colunas e R linhas, W < o0 e R < 0. Seja
T a string resultante da H-leitura de B. A vizinhang¢a de um ponto p = B;; € B, que
se corresponde com o elemento Ti;_1yw+j, € definida pelo conjunto de pontos da matriz
B de coordenadas {(i — 1,7 —1),(i — 1,7),(i,7 — 1)}. Equivalentemente, essa vizinhanga

pode ser traduzida pela concatenagao dos sequintes elementos da string T: T;_oyw4(j—-1),

Ti2ywrj € Ti—nywrg-1)-

A vizinhanca em B proposta na definicdo 17 é representada pelos pontos

contidos na regiao tracejada na figura 1.3.

Nota 6. E importante ressaltar que a vizinhanca pode ser definida de diversas maneiras
e possuir varios formatos. A escolha de vizinhanga que fizemos foi devida a sua simples
modelagem e facil associacao as cadeias de Markov com intersticio, que serdao apresentadas
a sequir. Nos capitulos 3 e 4 sua forma parcimoniosa nos serd conveniente para ilustrar

procedimentos de codificacio de matrizes e imagens, respectivamente.

Exemplo 6. Seja B uma matriz, cujas coordenadas assumem valores em A = {a,b, c},
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;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

....................

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

....................

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

....................

Figura 1.2: Visualizacao da H-leitura de uma matriz.

tal que

a a ¢ b
B=|c b ¢ a

a ¢ a b

A string T gerada pela H-leitura de B € T = aacbcbecaacab. A wvizinhanga do
ponto de coordenadas (2,3) proposta pela defini¢io 17 € a string ach.

Perceba que, fixado um formato de vizinhanca, podemos construir proba-
bilidades de transicao de um ponto em B assumir determinado valor, dado que seus
arredores possuem determinada configuracdo. Defina as probabilidades de transi¢ao p(-|v)
para todo v € V, em que V é o conjunto de todas as possiveis vizinhancas delineadas
pela definigao 17 para B (ou equivalentemente, T, isto é, todas as possibilidades para
Pr(Ti—vyw+; = |Ti—2yw+i-1) Ti-2w+j Ta—nyw—1) = titats), para toda combinacao
de titot3 € A3). Note que, ao adequarmos as ideias de vizinhanca e probabilidades de
transicao definidas para a matriz B para a string T, obtemos o equivalente a uma cadeia
de Markov com intersticio apresentada na definicao 12. Em particular, para a vizinhanca
ilustrada na figura 1.3, temos a cadeia associada com M =1, G =W e g = 1. Com
essa construcao, podemos adaptar os modelos de particdo discutidos neste capitulo para
submatrizes de B e aplicar as mesmas ferramentas inferenciais ja trabalhadas, como o

algoritmo A.1. Dessa forma, concluimos um paralelo entre algumas formas de dependéncia
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Figura 1.3: Visualizacao da vizinhanga de um ponto p de uma matriz.

vicinal e cadeias de Markov com intersticio. Retornaremos para este assunto com mais
detalhes no capitulo 3, onde aplicaremos estes conceitos no escopo de compactagao de

matrizes.

1.4 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos uma breve revisao de conceitos associados a
processos estocasticos (cadeias de Markov, em particular) e a complexidade de seus métodos
inferenciais. Apontamos que a estimagao dos pardmetros (probabilidades de transigao)
do modelo ¢ um procedimento delicado e requer tamanhos amostrais muito grandes para
delineamentos elaborados, pois as quantidades a serem estimadas crescem exponencialmente
com a memoria do processo markoviano. Por esse motivo, estratégias para a simplificagao
do espaco de estados associado a cadeias de Markov foram desenvolvidas, como as cadeias
de Markov de alcance varidvel e os modelos markovianos de particao, as quais possuem
potencial de reduzir o nimero de pardmetros que requerem estimacao. Este texto introduz
o conceito de cadeias de Markov com intersticio, que permite a inclusao de um passado
distante relevante para a compreensao do processo sem que a complexidade do respectivo
modelo tenha um grande aumento na quantidade de parametros livres. Indicamos, na se¢ao
1.3, que as defini¢oes e resultados apresentados na se¢ao 1.2 sobre modelos de parti¢oes

podem ser estendidas para esta familia de processos estocasticos mais ampla, culminando
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nos modelos G3M.

A abordagem G3M é uma ferramenta maledvel do ponto de vista de modelagem
e parcimoniosa. Nas subsecoes 1.3.1 e 1.3.2 apresentamos aplica¢cbes da nova técnica
para modelagem do genoma da Covid-19 e para delineamento de estruturas de depen-
déncia vicinal, respectivamente. Além disso, a abordagem G3M pode ser aplicada para
complementar técnicas de comparacao entre processos estocasticos, veja, por exemplo,
[11], [12] e [14]. Em particular, em [11], a abordagem G3M foi utilizada para se estabe-
lecer um modelo apropriado para um genoma sequenciado da Covid-19, de identificacao
MNO908947 (o mesmo utilizado neste texto). Em seguida, utilizando o ferramental para
comparacao de processos estocasticos introduzido em [10], foi possivel efetuar uma andlise
de conglomerados, permitindo visualizar que, dentre um conjunto de outros 11 genomas
referentes a diferentes tipos de coronavirus, a sequéncia MN908947 era mais similar a
variedade presente em morcegos do que as demais. Em [12], um ferramental andlogo foi
utilizado para indicar que variantes da Covid-19 estariam surgindo no territério brasileiro
e também para visualizar como estas se aproximavam das presentes em outros paises,
como Espanha e Ttalia. Em [14], detalhou-se o comportamento estocastico das bases
nitrogenadas que constituem a variante P.1 da Covid-19. Nele, notou-se que, apesar da
estrutura estocastica geral ser préoxima da observada na sequéncia MN908947, original de
Wuhan, hé algumas construgoes particulares que se diferenciam claramente na composicao
do genoma. Atualmente, estudos semelhantes estdao sendo realizados com as variantes

B.1.1.7 e B.1.351.
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Capitulo 2

Introducao a Teoria de Informacao

A teoria de informagao é o estudo que se preocupa essencialmente com o
armazenamento e transmissao de dados (informagdo). Teve sua base estabelecida na
primeira metade do século XX pelos trabalhos de Claude E. Shannon (veja [28]). No
entanto, a ideia de entropia, pedra fundamental para a teoria da informacao, ja havia sido
introduzida no campo da termodinamica. No final do século XIX, o fisico austriaco Ludwig
E. Boltzmann propos a ligagao entre entropia termodinamica e o logaritmo do nimero
de microestados em um macroestado de um sistema. Com essa abordagem, Boltzmann
conseguiu mostrar que a segunda lei da termodindmica é um fato estatistico. Nessa
abordagem, a entropia ja podia ser associada a uma quantificacdo de “incerteza” O
que Shannon introduziu foi a entropia como a quantificacao de incerteza para qualquer
variavel aleatéria discreta. Essa entropia passou a ser definida como o valor esperado
da autoinformacao de uma variavel aleatéria. A autoinformacgao quantifica a incerteza
associada a um valor da variavel aleatéria, enquanto a entropia quantifica o quao informativa
é a variavel aleatéria como um todo (ponderada sobre as probabilidades dos diferentes
resultados possiveis). O estudo das quantificagoes de incerteza tem como um dos seus
objetivos responder questoes referentes ao campo de comunicacao. Neste texto, avancamos
o suficiente na teoria de informacao para justificarmos o uso de alguns algoritmos de
compactacao de strings, matrizes e imagens (os quais também utilizarao os modelos
markovianos de partigao apresentados no capitulo 1) que sao construidos nos préximos

capitulos.

Na secao 2.1 apresentamos as defini¢oes basicas de quantidades de incerteza
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para uma e multiplas variaveis aleatérias, assim como algumas propriedades selecionadas.
A escolha das propriedades expostas estd intimamente ligada ao objetivo majoritario deste
capitulo: a construcao de codigos 6timos, cujos critérios serao apresentados na secao
2.3. Na secao 2.2 apresentamos o teorema da propriedade de equiparticao assintotica, as
defini¢oes de menores conjuntos de alta probabilidade e conjuntos tipicos, assim como o
conceito de alfabeto efetivo. Essa se¢ao (em particular, o conceito de alfabeto efetivo) é
uma pega chave para a construgdo do método de quantizacao de matrizes (procedimento
utilizado para a compressao de imagens com perda de qualidade) explorado no capitulo
4. Na se¢ao 2.3 apresentamos um panorama geral sobre o problema de codificagao e
compactagdo, que culminara na codificagao de Huffman tradicional e na codificagao de
Huffman condicional. Exibimos resultados sobre os limitantes de taxas de compressao,

que sao ha muito conhecidos e nos servirao como base para a selecao de codigos 6timos.

2.1 Quantificando Incerteza

Nesta secao expomos os conceitos de entropia, entropia condicional e taxa de
entropia, assim como algumas de suas propriedades. Essas quantidades sao fundamentais
para os resultados associados a propriedade de equiparticao assintotica e a sistemas
de codificagdo apresentados nas segoes 2.2 e 2.3, respectivamente. Imaginemos que
um individuo (transmissor) envia mensagens para outro individuo (receptor). Cada
mensagem pode ser enviada de diversas formas, contanto que ambos os individuos combinem
previamente como esta deve ser interpretada. Por exemplo, uma frase na lingua portuguesa
pode ser transmitida em sua forma lexicografica ou por uma cole¢ao de outros simbolos
que a represente, desde que essa regra ja tenha sido preestabelecida pelo transmissor e
pelo receptor. Um conjunto muito utilizado para a transmissdao de mensagens ¢é o alfabeto
B = {0, 1}, conhecido como alfabeto binario. Os elementos provenientes desse alfabeto sao
chamados de bits e constituem o menor conjunto de simbolos necessarios para se transmitir
uma mensagem. Por esse motivo, o alfabeto binario é extensivamente utilizado na teoria

da informacao, computacdo e comunicagao digital.

Agora, podemos apresentar de maneira adequada o quantificador de incerteza,
chamado de entropia, para uma variavel aleatoria discreta. Iremos considerar uma

variavel aleatoria discreta X definida sobre um alfabeto A e com funcao de probabilidade
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px(z) = Pr(X = z), z € A. A definigdo 18 apresenta o conceito de entropia que

utilizaremos.

Definicao 18. Seja X uma varidvel aleatoria discreta definida sobre um alfabeto A e com

fungao de probabilidade px. Definimos a entropia de X, H(X), como

H(X) =~ ZPX(&?) log px (),

z€A
em que o log utilizado € na base 2 e a entropia € expressa em bits.

Nota 7. Utilizaremos a convengdo que 0log0 = 0. Com isso, a adi¢io de termos com

probabilidade zero nao altera o valor da entropia.

Exemplo 7. Suponha X wuma varidvel aleatoria discreta com distribuicao Bernoulli(p),

ou seja, X € tal que

x 1 com probabilidade p;
0 com probabilidade 1 — p.

Pela definicao 18, temos que a entropia de X €

H(X) = —plogp — (1 —p)log(1 — p).

Note que podemos extrair algumas informagoes interessantes dessa simples entropia. Pri-
meiramente, temos que essa entropia é bem definida para todo p € [0,1] e simétrica em
p = % Além disso, assume valor 0 para p = 0 e p = 1. Perceba que, para esses dois
valores de p, nao hd mais incerteza sobre o possivel valor de X, ou seja, a varidvel deiza
de ser aleatoria, o que justifica a entropia ser zero. Também, a entropia é mdxima quando
p =3 (ocasionando H(X) =1 bit), ou seja, quando ndo hd nenhum resultado de X mais
provdvel que outro, que equivale ao mdximo de incerteza que podemos ter sobre a varidvel

aleatoria.

Exemplo 8. Suponha X wma varidvel aleatoria discreta assumindo valores no alfabeto
A ={2,5,6} tal que

2 com probabilidade %;
X ={ 5 com probabilidade %;

6 com probabilidade é.
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Pela definicao 18, temos que a entropia de X €
1 1 3 3 1 11 3 3
HX)=—=log=—=log=—=-log— ==+ = (3—1log3) + - =~ 1,41 bit.
E importante notar que, tanto no exemplo 7 quanto no exemplo 8, o valor
assumido pela varidvel aleatéria nao influencia no calculo da entropia, ou seja, a entropia
é inerente a distribuicdo das probabilidades apenas. Além disso, podemos observar que

a entropia ¢ maxima no caso das probabilidades serem uniformemente distribuidas no

alfabeto (esse resultado é formalizado no teorema 5).

Teorema 5. Seja X uma varidvel aleatoria discreta definida sobre um alfabeto A finito.
Entao, H(X) <log|A|, com igualdade se, e somente se, X possui distribuicao uniforme

em A.

Nota 8. As demonstragoes dos teoremas e coroldrios deste capitulo que forem omitidas

podem ser encontradas com detalhes em [3].

Também, observe que px(z) € (0,1] == log pxl(x) > 0, logo, H(X) > 0.

Dessa forma, quanto mais proxima de zero for a entropia, menos incerteza a variavel
aleatéria carrega. Note também que, pela definicao 18, a entropia da variavel aleatoria

X pode ser vista como o valor esperado de outra variavel aleatéria: log ; em que X

1
px(X)

possui fungao de probabilidade px. Dessa forma,

H(X)=E,, [log pxz X)] .

E possivel também definir um quantificador de incerteza para um conjunto de
varidveis aleatérias discretas (que pode ser visto como um tnico vetor aleatério discreto),

conforme apresentado na definigdo 19 para um par de varidveis (X,Y).

Definicao 19. Sejam X e Y wvaridveis aleatorias discretas definidas sobre os alfabetos Ax
e Ay, respectivamente, com fungao de probabilidade conjunta pxy(x,y). Entao, a entropia

conjunta de X e Y, H(X,Y), é dada por

HX,Y)== Y Y pxv(z,y)logpxy(z,y),

a:EAX yEAy

que também pode ser vista como H(X,Y) = —E,, , [logpxy(X,Y)].
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Podemos também estabelecer o conceito de entropia condicional de uma variavel
aleatéria dada outra. Essa quantidade é calculada como o valor esperado das entropias
das distribuigoes condicionais ponderadas pela variavel de condicionamento, conforme

apresentado na definicao 20.

Definicao 20. Sejam X e Y wariaveis aleatorias discretas definidas sobre os alfabetos
Ax e Ay, respectivamente, com fungao de probabilidade conjunta pxy(x,y). Defina
pyix (ylr) = ”;;7((‘;5”, se px(x) > 0, e py|x(ylz) = 0, caso contrario. Entdo, a entropia
condicional de Y dado X, H(Y|X), ¢ definida como

H(Y|X) = Z px(v)H(Y|X = 1) Z Z pxy(x,y) 10gPY|X(y|$)

€A r€EAx yeAy

— —pr,y {logpyp( (Y|X)] ’

jd que, pela definigao 18, H(Y|X = x) = — 3 ca, pyix (y]z)log py x (y]2).

Podemos interpretar a entropia condicional como a quantidade de incerteza que
uma variavel carrega apos seu par ter sido observado. Essa interpretacao é formalizada no

teorema 6.

Teorema 6. Sejam X e Y wvaridveis aleatorias discretas. Entdo,

H(Y|X)=H(X,Y)— H(X).

Outra caracteristica interessante sobre a entropia condicional é apresentada no
teorema 7, o qual postula que informacoes adicionais sobre outras variaveis s6 podem, em
média, reduzir a incerteza sobre a variavel de interesse. Este é um principio importante,
principalmente quando estamos no campo da modelagem, pois garante que, ao incluirmos
varidaveis em um modelo, mesmo que estas nao carreguem informacao relevante sobre o

fendmeno estudado, ndo estamos aumentando (em média) a incerteza associada.

Teorema 7. Sejam X e Y waridveis aleatdrias discretas. Entao, H(Y|X) < H(Y'), com

igualdade se, e somente se, X e Y sao independentes.

Corolario 5. Sejam X e Y waridveis aleatorias discretas. Se X eY sao independentes,

entio H(X,Y)=H(X)+ H(Y).

Exemplo 9. Sejam X e Y waridveis aleatorias definidas sobre o mesmo alfabeto A = {a, b},



CAPITULO 2. INTRODUCAO A TEORIA DE INFORMACAO 51

com fungao de probabilidade conjunta pxy(z,y) dada por

1 1 1 1
pxy(a,a) = oL px,y(a,b) = T pxy(ba) = 3 € pxy(bb) = <.
Pela definicao 19, temos que a entropia conjunta de X eY ¢é dada por
HX,)Y) ==Y > pxy(z,y)logpxy(z,y) = 10g1+ 10g1+ log1+llog1
2 4 4 8 8 8 8

reAyeA

14
= — =175
8 )

A partir da fungdo de probabilidade conjunta pxy(x,y) podemos definir as fungoes de

probabilidade marginais de X e Y, denotadas, respectivamente, por px(z) e py(y). Assim,

1 1 3
px(a) =pxy(a,a) +pxy(a,b) = > T 171
e
(0) = pxrla,a) + pxy (b)) = 5 + 5 = =
byla) =DPxy\&,a) T Ppxy(b,a) = 9 T8 " §
Com isso, podemos calcular as entropias de X eY como
3. 3 1 1
H(X)=—|-log-+ -log-| ~ 0,811
(X) {4og4+40g4] 0,8113
e
5, b5 3. 3
HY)=—|zlog=+ -log-| = 44.
(Y) [80g8+80g8} 0,95
Também, conforme a definicao 20, podemos calcular a entropia de Y dado X como
x
H(Y|X) = Zszymy)logw
z€EAyEA px(x)

b)

pxy(a

7 b? a
+ pyy(a,b) log PXIAD ey pxy (b a)

Pxy
px(b)

— [p)gy(a, a)log + pxy(b,a)log

—+ pX7y(b, b) IOg (b’)

1 2 1 1 11 11
1 Zlog 2+ -1 ) log = | ~ 0.9387.
{2 085t 83T g8yt g ng} !

Note que H(Y) = 0,9544 > 0,9387 = H(Y|X), conforme ji havia sido estabelecido
pelo teorema 7, ou seja, a informacao sobre a varidavel aleatoria X diminuiu a incerteza

sobre a variavel Y. Além disso, observamos que H(X,Y) = 1,75 = 0,9387 40,8113 =
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H(Y|X)+ H(X), conforme jd enunciado no teorema 6.

Exemplo 10. Sejam X e Y wvaridveis aleatorias definidas sobre o mesmo alfabeto A =

{a,b}, com fungao de probabilidade conjunta pxy(z,y) dada por

1 1 3
pxy(a,a) = 3’ px,y(a,b) = 3’ pxy(b,a) = 3 € pxy(b,b) = 3

Pela definicao 19, temos que a entropia conjunta de X eY € dada por

1.1 1 1 3 3

H(X,Y) 1 “log =+ <log=+ Slog = + Slog =

( x%%pxywy)ogpxy(wy) glog g+ glog ot Slog o+ Jlog o
~ 1,8113.

A partir da fung¢do de probabilidade conjunta pxy(x,y) podemos definir as fungoes de

probabilidade marginais de X eY, denotadas, respectivamente, por px(x) e py(y). Assim,

1 1 1
px(e) =pxy(a,a) +pxy(ab) = o+ 2=
(&
1 3 1
pr(a) =pxy(a,a) +pxy(ba) = s+ 2 =3

Observe que pxy(x,y) = px(x)py(y), Yo,y € {a,b}, ou seja, X e Y sao varidveis

aleatorias independentes.

Podemos calcular as entropias de X eY como

1 1 3 3
H(X)=- {410g4—|—410g4] ~ 0,8113

1 1
HY)= { 10g2+ log2

Também, conforme a definicio 20, podemos calcular a entropia de Y dado X como

HYIX) = =3 S pyy (1, ) log P2 (8:9)
reAycA pX(IL')
a,a , b,CL
= - pX,Y(a, a) log% —|—pX7y(CL, b) log pXY((a) ) +pX,Y(b, a) log]b;i;(([)))

pX,Y(b7 b)

+ pxy (b D)o
Pxy (b,6)log px (D)
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M Nl B et Bt
T g By T8y T g%y T g%y T

Note que H(Y) = 1= H(Y|X), ou seja, a informagao sobre a varidvel aleatéria X ndo
modificou a incerteza associada a varidvel Y. Esse resultado concorda com o estabelecido
no teorema 7 para um par de varidveis aleatorias independentes. Além disso, observamos

H(X,Y)=1,8113=0,8113+ 1= H(X) + H(Y), conforme o enunciado pelo coroldrio 5.

A definicao 19 adaptou o conceito de entropia para um par de variaveis aleatérias.
O proximo passo é obter uma quantificacdo de incerteza para um processo estocastico
{X:}ien. Neste caso, temos interesse na taxa de crescimento da entropia de uma sequéncia
de variaveis aleatorias. Esse conceito é denominado taxa de entropia e sua formalizacao é

apresentada na definicao 21.

Definicao 21. Seja {X,}ien um processo estocdstico definido sobre um alfabeto finito A.
Considere Xy, ..., X, uma amostra do processo {X;}en. Entio, a taxa de entropia do

processo estocdstico { Xy en, denotada por H(A), é definida por

1
H(A) = lim — H(X1,...,X,),

n—oo n,

quando o limite existe.

Teorema 8. Suponha {X;}ien um processo estocdstico definido sobre um alfabeto finito

A. Entao, quando a taza de entropia H(A) estd bem definida, temos que H(A) < log |A].

Demonstracao. Considere a sequéncia de varidveis aleatorias Xq,...,X,, n > 1. To-
mando (X, ..., X,) como um vetor aleatdrio, pelo teorema 6, temos que
H(Xl,,Xn):H<X1)—|—H(X2,,Xn|X1) (21)

Aplicando recursivamente a equagao (2.1), obtemos

H<X17;Xn):ZH(XAXl’qufl) (22)
i=1

Pelo teorema 7, temos que o condicionamento nao aumenta a entropia.  Logo,

H(X;|Xq,...,X;1) < HX;), para i € {1,...,n}. E pelo teorema 5, H(X;) < log|A|.
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Assim, assumindo que o limite existe,

1 1
H(A) = lim — H(Xy,...,X,) < nh_)IIOloE nlog |A| = log|A|. (2.3)

n—0o0 n,

]

E interessante notar que, nas condig¢oes do teorema 8, a igualdade é alcancada
quando as variaveis aleatorias sao independentes e uniformemente distribuidas em A, pois,

pela equagao (2.2) e pelo corolario 5, temos

1 1 &

n—oo
n i—1

= log|A|. (2.4)

Encerramos esta secao com uma tultima observacao que sera utilizada nos
capitulos seguintes. Pelos teoremas 6 e 7, podemos extrair que H(X,Y) < H(X)+ H(Y),
com igualdade se, e somente se, X e Y sao independentes. Ou seja, a independéncia

acarreta na incerteza maxima. Aplicando esse raciocinio na equacao (2.2), obtemos

H(Xl, PN 7Xn) - ZH(Xl‘Xla PN ,Xl',l) S ZH(XZ),
=1

i=1

com igualdade se, e somente se, Xy,..., X, sdo variaveis aleatérias independentes. Assim,

se a taxa de entropia estda bem definida,
lim — Y H(X;) (2.5)

também é um limite superior para H(A), quando o limite existe. Em particular, se
Xi,..., X, sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, H(A) =

H(X)).
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2.2 Propriedade de Equiparticao Assintética

No capitulo anterior, mostramos nosso interesse sobre as propriedades de pro-
cessos estocasticos e, como estabelecido na definicdo 1, um processo estocédstico é uma
sequéncia indexada de variaveis aleatérias. Nesta secao, apresentamos alguns resultados
importantes sobre o comportamento assintotico das quantificacoes de incerteza, apresenta-
das na secao 2.1, que abrangem muitos casos dessas sequéncias de variaveis. Iniciamos
apresentando o teorema da propriedade de equiparticao assintética (AEP, do inglés Asymp-
totic Equipartition Property), conforme estabelecido no teorema 9. Essa propriedade nos

diz, basicamente, que, se Xy, ..., X, sao variaveis aleatorias independentes e identicamente

1
xXp (X1,0,Xn

distribuidas, entao o valor de % log oy ) é proximo do valor da entropia H(X).
1

.....

A derivagao desse resultado é devida a uma aplicacao da lei fraca dos grandes niimeros.

Teorema 9. Sejam Xi,..., X, varidveis aleatorias discretas independentes e identica-
mente distribuidas, com funcio de probabilidade px,. Denote por px, . x, a fungdo de

probabilidade conjunta de Xi,...,X,. Entdo,

1
— — logpx,. . .x,(X1,...,X,) = H(Xy) em probabilidade. (2.6)
n

Note que podemos rearranjar os termos da equagao (2.6) de forma a isolar a

componente px, .. x, (Xi,...,X,). Isso nos da a ideia de um critério que possibilite segregar
o conjunto de todas as possiveis observagoes (z1,...,x,) € A™ em dois grupos baseados no
valor da probabilidade px, .. x, (x1,...,2,). As sequéncias cujas probabilidades estejam

2-"H(X1) formardo o conjunto tipico e as demais formarao o conjunto atipico.

proximas de
A definicao 22 estabelece formalmente o conjunto tipico e o teorema 10 apresenta algumas
propriedades importantes. Relembramos que as demonstracoes dos resultados apresentados

podem ser consultadas em detalhes em [3].

Definicao 22. Sejam X1, ..., X, varidveis aleatorias discretas independentes e identica-

mente distribuidas, definidas sobre o alfabeto A, com fung¢do de probabilidade px e fungdo

-----

observagoes (xq,...,x,) € A" tais que

27 MIDF) <y xo (@, ) < 2707,
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Teorema 10. Sejam X1,..., X, varidveis aleatorias discretas definidas sobre o alfabeto
A, independentes e identicamente distribuidas, com funcao de probabilidade px e fung¢do
de probabilidade conjunta px,, . x,. Para e >0, seja Ag") o conjunto tipico associado a

sequéncia X1, ...,X,. Entao,

1. se(x1,...,2,) € AW, temos H(X1) —e < —L logpx, . x,(z1,...,2,) < H(X1)+e;

2. Pr (Ag”)) > 1 — ¢ para n suficientemente grande;

3. ‘Agn)’ < on(H(X1)+e) .

b A0 1 -y,

Apesar de apresentar propriedades muito importantes para nosso estudo, as
demonstragoes do teorema 10 sdo simples e serdao brevemente comentadas. A demonstragao
do item 1 do teorema ¢ imediata do conceito de conjunto tipico apresentado na defini¢do
22. A do item 2 segue direto da convergéncia em probabilidade enunciada no teorema
9. A demonstracao do item 3 utiliza a lei da probabilidade total para dois conjuntos: o
conjunto tipico Ag”) e seu complementar. Com essa separacao de probabilidades, uma
desigualdade apropriada é delineada e a definicao 22 é novamente aplicada. Por fim, a
demonstracao do item 4 parte do estabelecido no item 2 deste mesmo teorema, em que,

apds recorrermos mais uma vez a definicao 22, alcancamos a desigualdade desejada.

Perceba que algumas interpretacoes interessantes podem ser feitas a partir do
teorema 10. A primeira delas é que podemos construir um conjunto tipico com probabili-
dade arbitrariamente préxima de 1. Outro fato relevante é que, para n suficientemente
grande, as sequéncias pertencentes ao conjunto tipico sdo praticamente equiprovaveis. Por
fim, os itens 3 e 4 do teorema 10 nos dao uma nocao do nimero de elementos no conjunto

onH(X1) F interessante notar que, conforme a distribuicdo das

tipico: aproximadamente
variaveis aleatérias se distancia da uniformidade sobre o alfabeto A, menor é o tamanho
do conjunto tipico quando comparado ao niimero total das possibilidades das sequéncias
Xy, ..., Xn, |A|™. Dessa forma, o conjunto tipico pode ser um conjunto consideravelmente
pequeno, mas que concentra grande parte da probabilidade. Motivados pela ideia de

concentracao de probilidade em pequenos conjuntos, a definicdo 23 apresenta o conceito

de menor conjunto de alta probabilidade.

Definigao 23. Sejam X1, ..., X,, varidveis aleatorias definidas sobre o alfabeto A. Entdo,
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para 6 > 0 e paran € N, o menor conjunto de alta probabilidade, B(g"), ¢ 0 menor conjunto

(em cardinalidade) formado por observagoes (x1,...,x,) € A" com Pr(B(g")) >1-9.

Como o conjunto tipico é um conjunto denso em probabilidade (poucos ele-
mentos concentram muita probabilidade) é de se esperar que boa parte de seus elementos
também facam parte do menor conjunto para dado limiar da probabilidade. Dessa forma, é
razoavel pensar que ambos os conjuntos possuam aproximadamente a mesma quantidade de
elementos. De fato, isso acontece e é uma consequéncia direta do teorema 11, apresentada

no corolario 6.
Teorema 11. Sejam X1,..., X, varidveis aleatorias discretas independentes e identica-

mente distribuidas. Para § < % ed >0, se Pr (B(;n)) >1—90, entdo

1
— log ’B(;n)’ > H(X1) — 0" para n suficientemente grande.
n

Corolario 6. Sejam Xi,..., X, variaveis aleatorias discretas independentes e identica-

mente distribuidas. Se €, — 0 e 6,, — 0, entao

(n)
lim 1 log jfz)

1A
=0 e lim —log -

n—oo n 2”H(X1) =0.

n—oo n,
En

Apesar de nao aparecer de maneira explicita, o conceito de conjunto tipico

¢é necessario para a obtencao do resultado estabelecido no teorema 11. Em particular,

¢ a partir da intersecdo do menor conjunto de alta probabilidade B(gn) e do conjunto

tipico Agf) que conseguimos alcancar a desigualdade almejada. Lembremos que, pelo item
2 do teorema 10, para n suficientemente grande, Pr (Ag”) > 1 —e. Além disso, pelo
conceito de menor conjunto de alta probabilidade apresentado na definicao 23, temos

) (n)

que Bén ¢ o menor conjunto tal que Pr (B§ ) > 1 — 6. Dessa forma, para § = ¢ (ou

também, para ¢ suficientemente préximo de ¢), Bén)‘ < ‘Ag”)’. Equivalentemente, temos

B . .. -
15, | < 0. Assim, o corolario 6 propoe que, conforme n cresce, o tamanho do
|A(n)l 9 p p q 9 9

(n)

conjunto A™ se aproxima do tamanho do conjunto B;". Mais especificamente, para

que log

n suficientemente grande, os tamanhos do conjunto tipico e do menor conjunto de alta

probabilidade sao iguais até a primeira ordem do expoente. Além disso, pela segunda

igualdade do corolario, o tamanho de ambos os conjuntos é de aproximadamente 27(X1),



CAPITULO 2. INTRODUCAO A TEORIA DE INFORMACAO 58

para n suficientemente grande.

Lembremos que, pela definicao 18, a entropia de uma variavel aleatéria X

é HX) = 3 px(z)log pxl(x). A funcao plog% é cdncava, assimétrica a direita para
€A

p € [0, 1], e assume valor 0 para p = 0 e p = 1. Assim, valores de p muito préximos de
0 ou 1 contribuem proporcionalmente pouco para a entropia (uma probabilidade muito
proxima de 1 implica automaticamente em pouca incerteza sobre a variavel aleatéria X).
Dessa forma, valores de p préximos de 0 ou 1 contribuem pouco também para os tamanhos
do conjunto tipico e do menor conjunto de alta probabilidade (uma probabilidade muito
proxima de 1 implica as demais muito préximas de 0). Ou seja, podem existir elementos
no alfabeto cujas presencas sao escassas nos menores conjuntos. Como, para uma amostra
de tamanho n de X, o tamanho do menor conjunto é uma contagem n-dimensional, temos

1
que o correspondente tamanho de cada dimensao é ( |B§n)|) " e, pelo teorema 11,
1 1
(|B§")D "R (Q”H (X )) " =20 para n suficientemente grande. (2.7)

Informalmente, a equacdo (2.7) nos diz que aproximadamente 27(X) elementos do alfabeto
de X sao capazes de descrever os possiveis valores da variavel aleatoria que concentram as
maiores probabilidades. Essa quantidade é o que chamaremos de tamanho do alfabeto

efetivo da variavel aleatéria X.

A propriedade de equiparticdo assintética, inicialmente definida para uma
sequéncia de variaveis aleatoérias independentes e identicamente distribuidas, pode ser
estendida para o caso de um processo estocastico estacionario e ergddico. Esse resultado é

chamado de teorema de Shannon—McMillan—-Breiman e é apresentado no teorema 12.

Teorema 12. Seja { X, }ieny um processo estocdstico estaciondrio e ergédico definido sobre

um alfabeto finito A. Entdo,
1 .
—— logpx,. . .x,(X1,....X,) = H(A) com probabilidade 1,
n

em que H(A) € a taza de entropia do processo, dada pela definigio 21.

E interessante notar que o teorema 12 nao se preocupa em questionar a existéncia
da taxa de entropia H(A). Isso é devido ao fato que H(A) é bem definida se {X; }1en é um

processo estaciondrio (veja [3]). Além de ser um resultado mais forte que o teorema 9, as



CAPITULO 2. INTRODUCAO A TEORIA DE INFORMACAO 59

propriedades apresentadas no teorema 10 mantém-se validas sob as suposi¢oes do teorema
12 e quando consideramos conjuntos tipicos para subsequéncias do processo estocastico. De
forma analoga ao argumentado anteriormente, para cada subsequéncia de tamanho n € N
podemos construir conjuntos tipicos cujas probabilidades sao arbitrariamente proximas

27H(4) elementos aproximadamente equiprovaveis.

de 1, e que possuirao aproximadamente
Por fim, podemos também transportar a ideia do tamanho do alfabeto efetivo, apresentado
na equagao (2.7), de maneira que o tamanho do alfabeto efetivo para o processo {X; }ien
serd 214 Este resultado serd invocado no capitulo 4, quando estabeleceremos uma

quantidade de representantes para uma matriz de intensidades associada a uma imagem.

2.3 Compressao de Dados

No inicio deste capitulo, dissemos que uma das principais aplicagoes da teoria da
informacao ¢ o estudo de técnicas de armazenamento de dados. Nesta se¢ao, apresentamos
alguns resultados que relacionam os conceitos de incerteza introduzidos anteriormente a
taxas de compressao de dados. A compressao sera analisada através da comparacao dos
comprimentos de strings. Suponha que queremos armazenar ou transmitir uma mensagem
(string) formada por elementos de um alfabeto A. No entanto, nem sempre podemos
manusear com facilidade o dominio original A. Em computagdo e comunicacao digital,
geralmente, é necessario converter as mensagens de alfabetos complexos em mensagens de
alfabetos mais simples, como o bindrio. Dessa forma, é necessario definir uma funcao que
mapeie A (ou mensagens formadas por elementos de A) para strings formadas por elementos
do alfabeto binario. Essa fun¢do é chamada de codigo e é estabelecida formalmente na

definicao 24.

Definicao 24. Sejam X uma varidvel aleatdria sobre um alfabeto A, B = {0, 1} um alfabeto
bindrio e B* o conjunto das strings de comprimento finito constituidas por simbolos de
B. Um cédigo (ou sistema de codifica¢io) para uma varidvel aleatéria X € uma fungdo
C : A — B*. Denotamos por C(x) o cddigo correspondente a x e por l(z) o comprimento

de C(x), em que x é um valor assumido pela varidvel aleatdria X .

Notagao 5. Utilizaremos indiscriminadamente a fun¢ao C' como extensao de um sistema

de codificacao para strings provenientes do alfabeto original A. Dessa forma, para x4, ..., T,
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elementos de A, temos que a codificagcdo da string formada pela concatenagdo xy ...x, €

em que C(xy)...C(x,) € a concatenagao dos codigos individuais.

Exemplo 11. Suponha A = {a,g,0,t} um alfabeto e C um sistema de codificagao tal que

C(a) =0, C(g)=01, C(o)=10 e C(t)=00. (2.8)

Entao, a codificacio da string “gato” é dada por C(gato) = C(g)C(a)C(t)C(0) =
01000 10.

Imagine que, apods a codificagdo da mensagem apresentada no exemplo 11, um
decodificador deseje recuperar a mensagem original, tendo conhecimento apenas do sistema
de codificacao definido em (2.8). Perceba que haverd complicagoes para recuperar a string
gato, pois a mensagem 0100010 pode se referir aos codigos das strings aoto, gaaao ou
aoaao, por exemplo. Dessa forma, precisamos colocar restrigoes em nossos sistemas de
codificagao para evitar ambiguidades. A definicao 25 apresenta o conceito de um codigo

unicamente decodificavel.

Definicao 25. Sob as condicoes da definicao 24, C é um codigo unicamente decodificavel
se,

s#s = C(s) #C(s), Vs, s € A%,

em que A* é o conjunto de todas as strings de comprimento finito formadas por elementos

do alfabeto A.

A defini¢ao 25 estabelece que o mapeamento do codigo C' deve levar diferentes
mensagens provenientes do alfabeto original para diferentes strings binarias. No entanto,
essa funcao pode ser definida de diversas formas. Neste texto, estaremos interessados em
c6digos instantaneos, que sao sistemas de codificacao que possibilitam a decodificacao de
cada simbolo no momento de sua leitura, sem a necessidade de que a string bindria seja
processada como um todo. Um dos cdédigos usuais com essa propriedade sao os codigos de

prefixo, introduzidos na definicao 26.

Definigao 26. Sejam A um alfabeto e C um sistema de codifica¢io sobre A. O cédigo C
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é um codigo de prefizo se, Vr,x' € A, com x # x', temos que C(x) ndo é prefivo de C(z').

Exemplo 12. Suponha A = {a,b,c} um alfabeto e C' um sistema de codifica¢io tal que
C(a)=0, C(b)=10 e C(c)=01.

Note que o cddigo C' nao é de prefivo, pois C(a) € prefiro de C(c), especificamente,
C(c) = C(a)l. Em contrapartida, o sistema de codificagio C*, tal que

C*(a)=0, C*(b)=10 e C*(c) =11,

¢ um codigo de prefixo, pois nenhum elemento codificado de A é prefizo de outro.

Suponha que os dados que temos interesse em codificar sao gerados segundo
uma lei de probabilidade. Dessa forma, uma quantidade interessante para andlise é o
comprimento médio do cddigo, que nada mais é que a soma dos comprimentos das repre-
sentacoes binarias de cada elemento do alfabeto ponderada pela fungao de probabilidade

que supostamente gera os dados. Essa ideia é formalizada na defini¢ao 27.

Definicao 27. Seja X wma varidvel aleatoria definida sobre o alfabeto A e com funcao
de probabilidade px. Seja C um sistema de codificacao para X. Entdo, o comprimento

esperado do codigo C' é dado por

L(C) = Z px(2)l(x),

z€A
em que l(x) é o comprimento de C(x), para x € A.

Em geral, dois aspectos sao essenciais quando estamos tratando de codificacao
de dados: taxa de compressao (representagdo da mensagem original em uma string bindria
com o menor comprimento esperado possivel); e eficiéncia de compressao/descompressao
(custo computacional necessario para codificar e decodificar uma mensagem). Neste texto,
tratamos apenas do primeiro topico. Entao, a primeira pergunta natural é: se temos
interesse em codificar uma mensagem cujos simbolos obedecem a alguma lei estocastica,
conseguimos estabelecer limitantes para o comprimento esperado da string codificada?
A resposta é sim e [3] apresenta uma sequéncia de resultados sobre o assunto, da qual

extrairemos os que nos serao uteis na sequéncia do trabalho. O primeiro deles é o teorema
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13 que estabelece que o comprimento esperado de um cédigo é limitado inferiormente pela
entropia da variavel aleatéria em questao. A esséncia da demonstracao deste teorema
(apresentada de maneira simples em [3]) estd no uso da desigualdade de Kraft (veja
[22]), que estipula um limitante para a soma das poténcias dos comprimentos dos cédigos
associados a um sistema de codificacao. Uma versao simplificada da desigualdade de Kraft

¢ apresentada no teorema 14.

Teorema 13. Seja X uma varidvel aleatoria definida sobre o alfabeto A e com funcao
de probabilidade px. Seja C' um sistema de codificacao bindrio para X. O comprimento
esperado L de um codigo bindrio de prefizo para uma varidvel aleatoria X é maior ou igual
a sua entropia H(X), ou seja,

H(X)<L,

com igualdade se, e somente se, px(x) = 27/ Vo € A, em que [(z) é o comprimento de

C(z).

Teorema 14. Sejam C' um sistema de codificacio de prefixo definido sobre um alfabeto A

e l(x;) o comprimento associado a C(z;), para v; € A ei € {1,...,|A|}. Entao,

|4
Z 9—l(xi) <1.
i=1

Reciprocamente, dado um conjunto de comprimentos {I7, ... ,l‘*A|} que satisfaca a desigual-

dade acima, temos que existe um codigo de prefizo, C*, com tais comprimentos.

Antes de prosseguirmos, destacamos novamente nosso objetivo. Desejamos obter
um cédigo instantdneo (mais especificamente, de prefixo) cujo comprimento esperado seja
minimo. Um sistema de codificagao que cumpre essas condigoes serda chamado de coédigo de
prefixo 6timo. Para este sistema de codificagdo, o teorema 15 apresenta um limite superior

para o comprimento esperado do cédigo. Esse limitante superior ¢ obtido utilizando a

reciproca da deligualdade de Kraft para o conjunto de comprimentos {7, ..., l‘*A|} tal que
lF = {log mw, para x; € Aei € {1,...,]|A|}, em que [z] é o menor inteiro maior ou
igual a x.

Teorema 15. Seja X uma varidvel aleatoria definida sobre o alfabeto A e com funcao
de probabilidade px. Seja C* um cédigo bindrio de prefixo dtimo para X. Sejam I*(z;),

i€ {l,...,|Al}, os comprimentos dos codigos associados a cada elemento de A, e L* =
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Zﬁ'l px () I*(x;) o comprimento esperado do codigo. Entao,

H(X)< L* < H(X) +1.

Note que, a partir do teorema 15, podemos comegar a calcular os tamanhos
esperados de mensagens codificadas otimamente a partir de determinados tipos de fonte de
dados. Por exemplo, suponha que cada caractere que compoe uma mensagem ¢é escolhido
segundo uma lei de probabilidade fixa e independentemente de outros caracteres. Ou
seja, a mensagem pode ser vista como a concatenacao de variaveis aleatorias Xy, ..., X,
independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.). Dessa forma, temos interesse em
obter os limites superior e inferior do comprimento esperado associados a um cédigo de
prefixo 6timo. Note que, como as variaveis em questao sao i.i.d., um cédigo de prefixo
6timo para X; também o ¢ para X;, 1 < 4,5 < n. Consideremos que C* ¢ um cédigo
de prefixo 6timo para X;, 1 < i < n, e L* é o comprimento esperado de C*. Com um
pouco de abuso de notagao, denominemos por L*(X;...X,) o comprimento esperado
da mensagem Xj ... X, codificada por C*, ou seja, C*(X; ... X,), conforme a notagao 5.
Entao, nosso interesse estd em limitar o comprimento esperado de C*(X; ... X,,). Como
C*(Xy...X,) =C*(Xy)...C*"(X,), temos que L*(X; ... X,,) =nL*. Entao, pelo teorema
15, temos

nH(X)) < LX) ... X)) <n[H(X) +1]. (2.9)

Note que, pela equagao (2.9), um codigo de prefixo 6timo para uma fonte de
dados, que gera simbolos independentes e identicamente distribuidos, codifica mensagens
de comprimento n em strings binarias de comprimento esperado entre nH e n [H + 1] bits,

em que H é a entropia associada a uma observacao.

O préximo passo desejado para o estudo de codigos de prefixo 6timos é a genera-
lizacao dos limites do comprimento esperado para codificagoes de mensagens provenientes
de fontes mais sofisticadas que o caso i.i.d. Para isso, o teorema 16 apresenta limites para

o caso de processos estocasticos mais gerais.

Teorema 16. Suponha {X;}ien um processo estocdstico sobre um alfabeto A. Sejam C*

um codigo bindrio de prefixo 6timo e L} o comprimento esperado por caractere codificado

B[l (X;...X,)]

por C*, ou seja, L) = , em que I*(X;...X,) € o comprimento da mensagem
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Xi ... X, codificada por C*. Entdo,

HXi o Xa) o HX X)L

n n n

Além disso, se {X;}ien for um processo estocdstico estaciondrio, LY — H(A), em que

H(A) € a taza de entropia do processo.

O teorema 16 nos diz que, em média, H(A) bits sdo suficientes para descrever
um simbolo de uma mensagem, desde que esta seja gerada a partir de um processo
estacionario com taxa de entropia H(A). Dessa forma, podemos interpretar H(A) como
a melhor taxa de compressao possivel para o processo {X; ey, ou seja, H(A) é o limite

inferior para o niimero médio de bits necessarios para descrever uma observacao do processo

{Xi}en.

Pensemos agora na estrutura de um codigo de prefixo 6timo. Pela definicao 27,
temos que o comprimento esperado de um cddigo C' é da forma L(C) = > ,ca px(z)l(x).
Assim, se queremos minimizar L(C'), devemos ter que os elementos mais provaveis do
alfabeto possuem uma representacao binaria nao maior que os menos provaveis. Pela
restricdo de prefixo, temos também que os dois elementos codificados com maior repre-
sentacao bindria devem ter o mesmo comprimento. Visando essas caracteristicas, [18]
introduziu um sistema de codificagao de prefixo 6timo que viria a ser conhecido como
c6digo de Huffman. Essa abordagem permite a construcao de um cédigo de prefixo étimo
e um exemplo de construgao é apresentado no algoritmo A.2. O exemplo 13 detalha uma

execucao do algoritmo A.2.

Exemplo 13. Suponha X wuma varidvel aleatoria assumindo valores no alfabeto A =
{a,b,c,d} com fungio de probabilidade px tal que

1 1 7 1

px(a) = b% px(b) = 1 px(c) = 39 e px(d) = 3

Denotemos p,, = px(x;), Cyp, = C(x;) € ly, = l(x;), para x; € A. Inicializemos o algoritmo
A.2 com a configuracio P = {pa = %,pb = i,pa = %,pd = 3—12} e G ={a,b,c,d}.
o [lteragao 1:
I=d,J=ceH={cd}
|H|:2, l.=1ely=1 = C;=0 €CJ:1 — ;=0 eC’czl;
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I'={c,d} eppr =& + 5 = 1:
P = {pa = %7[)1) = i7p{c,d} = i} eG= {a7b7 {Ca d}}

o lteracao 2:
I={cd}, J=beH={bcd};
|H=3 = C;=0C;eC;=1C; = Cy3=00,C.=01eCy,=1;
I'=A{b,c,d} epp = i%—i: %;
P= {Pa = 1 Dipedy = %} e G ={a,{b,c,d}}.
o [lteragao 3:
I ={bcd}, J=aeH=/{a,b,cd};
‘H‘:Zl — C[ZOC[ GCjzch — CdZOOO, CCZOOL Cb:()l €Ca:1.
Portanto, temos que um codigo de Huffman para a varidvel aleatoria X € da

forma:
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Nota 9. Perceba que, para uma determinada varidvel aleatoria, ndo existe apenas uma
forma para a codificagio de Huffman. Note que, no exemplo 13, podemos intercambiar
as codificagoes C(c) e C(d) e ainda assim obtemos uma codificacao de prefizo dtima. Ou
também, podemos intercambiar todos os 0’s e 1’s do codigo e continuarmos tendo uma

codificacao de prefizo otima.

O algoritmo A.2 apresenta um procedimento de obtencao de uma codificagao
de prefixo 6tima para uma variavel aleatoria isoladamente. No entanto, na pratica,
este é raramente o caso. Em geral, trabalhamos com sequéncias de variaveis aleatérias
provenientes de algum processo estocéstico { X; }en. Note que, se as varidveis que compoem
esse processo forem independentes e identicamente distribuidas, podemos codificar uma
mensagem de n elementos do alfabeto original como n codificagoes isoladas utilizando a
mesma distribui¢ao de probabilidade. No entanto, se { X };en for um processo estocastico

que apresenta uma estrutura de dependéncia, como ocorre em cadeias de Markov, e
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construirmos co6digos isolados a partir de uma tunica distribuicao de probabilidade, nao
estaremos incluindo toda a informacao ttil que possuimos. Dessa forma, podemos construir
um sistema de codificacao que leve em conta observacoes anteriores. Esse sistema serd

chamado de cédigo condicional e uma conceituacao geral é apresentada na defini¢ao 28.

Definigao 28. Seja { X, }ieny um processo estocdstico definido sobre um alfabeto A. Consi-
dere A* como o conjunto de todas as strings de comprimento finito formadas por elementos
de A. Seja g: A* — Z, com Z ={1,..., K}, uma fungio que particiona A* em K € N
classes. A fungdo g é chamada funcdo de estrutura e cada uma das classes geradas por g é
denominada por classe de condicionamento. Além disso, definimos o sistema de codificagdo
C(+]z) como o sistema de codificacio restrito a classe z (ou cddigo condicional dado z),

z € 7.

Exemplo 14. Seja {X;}ien uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o =1 sobre
o alfabeto A = {a,b,c}. Como discutido no capitulo 1, para uma observagiao no tempo t, a
estrutura de dependéncia em questao pode ser visualizada como a particao do conjunto de
todas as strings de comprimento finito, A*, baseada na observagdo no tempo t — 1. Dessa
forma, podemos construir a funcao de estrutura g e as classes de condicionamento da

sequinte forma:

t—1y _ t—1
g('rl ) - 27 se Xy = *bv
t—1 _
3, se x] = x*c,

em que * representa uma concatenagdo de comprimento t — 2 de elementos de A. Assim,
temos A* particionado em 3 classes, o que nos permitird construir cédigos condicionados
aos possiveis valores de g(x'™") para qualquer tempo t > 1 do processo. Ou seja, para
todo t > 1, utilizando a funcdo de estrutura do modelo, podemos estabelecer um codigo
condicional C(z|g(x%™")) que aprecie todo o passado x'~*. Além disso, como a imagem da

funcao g se relaciona bijetivamente com a observagdo no tempo t — 1, podemos escrever

Clag(zi™)) = Clwi|ia). (2.10)

Perceba que essa construcao permite que a estrutura de dependéncia delineada

para uma cadeia de Markov de ordem o = 1 (a informagao de todo o passado sobre a
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observagao atual pode ser resumida na ultima observagao) seja transportada para o sistema

de codificagao.

Exemplo 15. Continuemos com as condi¢oes do exemplo 14. Suponha que o processo

{Xi}ien € definido pelas probabilidades condicionais

plala) =1/4, p(bla) =1/2,

plalb) =1/8, p(b|b) =3/8,

plale) =1/4, pblc) =1/4.
Perceba que, para cada k € A = {a,b,c}, podemos construir um cédigo de
Huffman condicional, C(-|k), baseado na fungio de probabilidade condicional p(-|k). Dessa
forma, aplicando o algoritmo A.2 para cada classe de condicionamento, obtemos o sequinte

conjunto de codifica¢oes condicionais (com notagao sequindo a apresentada na equagdo

(2.10)):
C(a|a) =00, b 1 | 0
Clalb) =00, C(|b) =01, C(c|b) =1,
C(a|c) =00, b 0 | 1
Note que as fungoes C(-|b) e C(+|c) sdo equivalentes, mas o mesmo nao ocorre

com C(-|a).

Os exemplos 14 e 15 ilustram como podemos obter uma codificagdo para uma
mensagem, cujos elementos sao obtidos conforme uma cadeia de Markov, tal que o codigo
para cada observacao seja de prefixo e possua o menor comprimento esperado possivel.
Dessa forma, podemos definir um codigo de prefixo 6timo para um processo como o
conjunto das codificagoes condicionais que permite a otimalidade de codificacao em cada

tempo do processo, conforme estabelecido na definicao 29.

Definicao 29. Seja {X;}ien um processo estocdstico definido sobre um alfabeto A. Sejam
g : A" — Z uma fungdo de estrutura do processo e Z = {1,..., K} o conjunto de K
classes de condicionamento geradas por g. Um codigo de prefixo otimo para o processo
{Xi}ien € 0 conjunto de fungoes C* = {C(:|z) : z € Z, C(-|z) € codigo de prefizo dtimo

restrito d classe z}.

Perceba que, para o exemplo 15, o cédigo de prefixo 6timo para o processo

estocdstico {X;}en em questdo é o conjunto de fungdes C* = {C(:|a),C(:|b),C(-|c)}.



CAPITULO 2. INTRODUCAO A TEORIA DE INFORMACAO 68

Esse sistema de codificagido permite que uma amostra (mensagem) X; ... X, do processo
{X;}ien tenha cada um de seus elementos X; codificado de maneira étima (propriedade

de prefixo e menor comprimento esperado de cédigo), para i > 1.

Uma outra estratégia para a construcao de cddigos de prefixo 6timos, mas que
nao exploraremos neste texto, é a codificacao de Huffman por blocos. Nessa abordagem,
um numero b de elementos sdo codificados de uma s6 vez. Dessa forma, se o alfabeto
original é A, a codificacio devera ocorrer sobre um alfabeto estendido de A, A = Ab, que
possui |A|” elementos. Apesar de, no geral, produzir c6digos com menor comprimento
esperado por caractere, a codificacao por blocos dificultara a aplicacao dos procedimentos
desenvolvidos para compactacao de imagens apresentados no capitulo 4. Por isso, neste
texto, exploramos apenas a composicao de c6digos de Huffman tradicionais (que constituem
os codigos instantdneos mais ingénuos) com os resultados do capitulo 1 sobre modelos
markovianos de particao. Com alteragoes apropriadas, os mesmos procedimentos podem
ser construidos para codigos de Huffman por blocos e outros sistemas de codificacao

instantaneos.

2.4 Conclusao

O objetivo deste capitulo foi fornecer subsidio tedrico suficiente para os trabalhos
de codificacao apresentados nos capitulos seguintes. Vimos que, para compreendermos o
comportamento de taxas de compressao, devemos, primeiramente, assimilar o conceito de
entropia e suas diversas propriedades, como as apresentadas na secao 2.1. Tais propriedades
também foram utilizadas para o delineamento de resultados assintéticos expostos na secao
2.2. Um destes, nomeado “alfabeto efetivo”, terd um papel importante durante o processo
de compressao de imagens com perda, explorado no capitulo 4. A secao 2.3 apresentou
o que desejamos (neste texto) de um sistema de codifica¢do: instantaneidade e minima
representacao bindria. Nela, delineamos um codigo que possui tais propriedades, o codigo
de Huffman, e desenvolvemos um algoritmo para obté-lo (algoritmo A.2). Introduzimos
também os cddigos de Huffman condicionais, cuja aplicabilidade é justificada no capitulo 3.
Além disso, visualizamos como os limitantes de taxas de compressao de cddigos 6timos se
relacionam com o conceito de entropia e como podemos abordar o problema de compactagao

no escopo da modelagem de processos estocésticos.
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Capitulo 3

Compactacao

Neste capitulo, delineamos procedimentos suficientes para que a codificagao
de strings e matrizes, geradas a partir de um alfabeto finito, via c6digos de Huffman
seja viavel. A fim de obtermos representacoes binarias mais econdmicas das mensagens,
unimos os conceitos de modelos markovianos de parti¢ao (apresentados no capitulo 1) e os
resultados da teoria de informacao (apresentados no capitulo 2), evidenciando que uma
modelagem apropriada da mensagem nos conduz a melhores taxas de compressao. Em [30],
essa abordagem foi considerada para a compactacao de strings cujas leis de probabilidade
foram modeladas por cadeias de Markov tradicionais. Aqui, utilizaremos a flexibilidade das
cadeias de Markov com intersticio para modelar estruturas mais sofisticadas de dependéncia,

como dependéncias vicinais, conforme introduzido na subsegao 1.3.2.

Na se¢ao 3.1, detalhamos o fluxo de informagoes necessarias (para nosso estudo)
entre um transmissor e um receptor a fim de que uma mensagem (string) possa ser codi-
ficada e unicamente decodificada. Discorremos sobre cada um dos blocos que compoem
a string binaria e disponibilizamos diferentes técnicas para suas producoes. Além disso,
apresentamos como utilizar os modelos markovianos de particdo para obtermos uma repre-
sentacao binaria mais compacta da mensagem original. Na subsecao 3.1.1, comparamos
métodos de compactacao via modelos de particao e via cadeias de Markov completas para
dados simulados, evidenciando quando um possui vantagens sobre o outro e apontamos
sua equivaléncia assintética. E; na subsecao 3.1.2, apresentamos um comparativo das duas
abordagens de compressao para o sequenciamento do genoma da Covid-19 trabalhado no

capitulo 1, em que o procedimento que utiliza os modelos markovianos de particdo possuiu
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melhor desempenho. Na secao 3.2, expomos como incrementar os procedimentos da se¢ao
3.1 para que sejam aplicaveis a codificagdo de matrizes e mostramos como podemos utilizar

as cadeias de Markov com intersticio para uma potencial compressao dos dados.

3.1 Compressao de Strings

Coloquemo-nos, novamente, no contexto em que um transmissor tem interesse
em comunicar uma mensagem (string) s, formada por elementos provenientes de um
alfabeto A, a um receptor. Neste texto, supomos que essa comunicacao s6 pode ocorrer de
maneira bindria. Dessa forma, a mensagem transmitida deve ser C'(s), em que C' é um
sistema de codificacao unicamente decodificavel sobre o alfabeto A, conforme apresentado
na definicao 25. Perceba que, neste inicio, ja podemos identificar uma informacao critica
que o transmissor deve informar ao receptor: qual é o alfabeto A que esta sendo considerado.
Isso pode ser realizado de diversas maneiras. Neste texto, trabalhamos com duas delas:
o método de listagem; e o método de enumeracao. Ambas as abordagens partem do
pressuposto que o alfabeto A pode ser ordenado. Com isso, o método de listagem
transmite uma lista binaria que informa se cada elemento de A estd presente ou nao
na mensagem s, enquanto a enumeracao transmite as coordenadas dos membros de A
existentes em s. Explicagoes detalhadas sobre estes procedimentos encontram-se em D.1

(apéndice D).

Notagao 6. Denotamos por 1(i,b) a fungio que entrega a representac¢do bindria do inteiro

nao negativo © em um numero firo b € N de bits.

Exemplo 16. Suponha que transmissor e receptor combinam que todas as mensagens

comunicadas serao compostas por elementos provenientes do alfabeto prefizado

A:{aabvc7d7€7fvgahaiaj7kal7mana07p7Qar787t7u7v7w7xay7z}'

Considere que uma mensagem s, € composta apenas por elementos do alfabeto
Ay ={a,e, f,m,r,u,y}. Seja Ay a string bindria que representa a listagem do alfabeto
utilizado na mensagem si. Repare que o elemento na primeira posicio de A é “a”, e
a € Ay. Dessa forma, o primeiro bit da string A, deve ser 1. O sequndo elemento de

Aé b7 eb¢ A Logo, o seqgundo bit de Ay deve ser 0. Prossequindo para todos os
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elementos do alfabeto A, obtemos

A1 = 10001100000010000100100010.

E seja Ay a string bindria que representa a enumeragao do alfabeto utilizado
na mensagem si. Primeiramente, devemos adaptar o alfabeto prefizado para que comporte

!{/77

o simbolo de parada de leitura Assim, podemos definir A* = {A,!}. Uma vez que
[log(|A*|)] = 5, se considerarmos o primeiro simbolo de A* como o de posicio zero, o
sequndo como o de posicdo um e assim sucessivamente, podemos informar o alfabeto

utilizado como

Auq = 1(0,5)I(4,5)1(5,5) 1(12,5) I(17,5) I(20,5) 1(24,5) 1(26,5)
= 00000 0010000101 01100 10001 10100 11000 11010,

“,.

pois “a” ocupa a posicao zero em A, “e” ocupa a posicao quatro, “f” a posicio cinco etc.
Note que A;y € composta por 20 bits, enquanto Ay, é composta por 40. Agora, considere
que uma mensagem Sy € composta apenas por elementos do alfabeto Ay = {a,e, f}. Se
Az € a string bindria que representa a listagem do alfabeto utilizado na mensagem s,
temos que

Az = 10001100000000000000000000.

Se Az € a string bindria que representa a enumeragao do alfabeto utilizado na

mensagem Sg, temos que

Ay = I(0,5) I(4,5) 1(5,5) (26, 5) = 00000 00100 00101 11010.

Note que Ay ainda é composta por 26 bits, enquanto Asq é composta por
20. Ou seja, dependendo do tamanho do alfabeto utilizado na mensagem, temos que uma

representacao bindria pode ser mais economica que outra.

Perceba que o transmissor, antes de comunicar qual o subconjunto do alfabeto
prefixado estd presente na string original, precisa também informar ao receptor qual o mé-
todo de declaragao que serd utilizado para codificar tal conjunto (listagem ou enumeragao).

Uma maneira simples é reservar um bit para essa finalidade. Por exemplo, precedendo
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a string que define o alfabeto podemos alocar um bit que assume valor 0 se o método
utilizado for listagem e valor 1 se o método for enumeracao. No caso do exemplo 16, se
desejamos informar que o alfabeto utilizado A; sera transmitido pelo método de listagem,

devemos informar a concatenacao 0.A; o, ou seja, a string binaria

A" =0A; = 010001100000010000100100010.

De maneira equivalente, se desejamos informar que o alfabeto utilizado Ay sera transmitido
pelo método de enumeracgao, devemos informar a concatenacao 1A, 5, ou seja, a string
binaria

A" = Ay = 10000000100 00101 11010.

Com isso, estabelecemos, sem ambiguidade, uma maneira de comunicar binari-

amente a composicao do alfabeto sobre o qual uma mensagem é composta.

Outra informacao crucial para a reconstrucao da mensagem é o conhecimento,
por parte do receptor, sobre o sistema de codificacao utilizado pelo transmissor para
codificar os dados originais. Uma grande quantidade de sistemas de codificagdo foram
propostos na literatura ao longo dos anos, como a codificacao de Huffman apresentada no
capitulo 2, codifica¢oes de Shannon-Fano-Elias (precursoras do codigo aritmético, veja [24])
e codificagoes de Lempel-Ziv (veja [32]), que sdo amplamente utilizadas para compressao
de imagens, confira, por exemplo, [21]. Neste texto, trabalhamos exclusivamente com
codificacoes de Huffman, em particular, codificacdes de Huffman condicionais, conforme
ilustradas no exemplo 15. Dessa forma, nao precisamos incluir na string transmitida a
informagao sobre qual o método de codificacao escolhido, mas toda a informagao sobre a
classe de condicionamento considerada e os parametros utilizados para a construgao do
c6digo empregado. Como discutido no capitulo 1, cadeias de Markov com intersticio sao
capazes de modelar estruturas de dependéncia sofisticadas que abrangem as cadeias de
Markov completas. Por esse motivo, utilizamos a estrutura de dependéncia de cadeias de
Markov com intersticio para construir as classes de condicionamento que serao utilizadas
na elaboracdo de um cédigo de prefixo 6timo para um processo, conforme estabelecido
na definicao 29. Dessa forma, transmissor e receptor estao de acordo que a amostra do

processo (mensagem original) foi codificada utilizando codificagoes de Huffman condicionais,
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tendo as classes de condicionamento determinadas por modelos de cadeias de Markov com
intersticio. Assim, sdo necesséarias as informacoes de ordem imediata, M, intersticio, G, e

ordem de intersticio, g.

Nota 10. De acordo com a definicio 12, uma cadeia de Markov com intersticio com

M =0, G =0 eg=0 representa um processo com observacoes independentes.

Uma maneira simples de se transmitir o modelo utilizado é reservando um
numero fixo de bits para cada uma das quantidades M, G, g. Em particular, é interessante
que, ao invés de se transmitir a tripla (g, G, M), seja transmitida a tripla (¢, G — M, M),
pois G — M é um inteiro menor que G, requisitando um menor ntimero de bits para sua

representacao bindria, e permite que o modelo original seja estabelecido apropriadamente.

Exemplo 17. Suponha que transmissor e receptor combinam que a comunicacao do modelo
utilizado para a codificacio dos dados serd dada pela concatenacao da representagdo bindria
da tripla (g,G — M, M), em que serao reservados 4 bits para o valor de g, 8 bits para o
de G — M e / bits para o de M. Considere que, para a codificacao de certa mensagem, a
classe de condicionamento utilizada foi a de uma cadeia de Markov com intersticio com

M =6, G =250 e g=2. Assim, o modelo utilizado é transmitido como a string bindria

E=1(g,4) (G — M,8)I(M,4) = I(2,4) 1(244,8) 1(6,4) = 0010 111101000110.  (3.1)

Dessa forma, ao receber a string bindria apresentada na equagio (3.1), o

decodificador saberd, sem ambiguidade, qual o modelo utilizado.

No exemplo 17, repare que um nimero maior de bits foi reservado para o valor
de intersticio GG do que para M e g. Essa decisao é razoavel, pois a complexidade do
modelo (nimero de parametros livres) baseado em uma cadeia de Markov com intersticio
cresce exponencialmente em M e g, mas nao em G, uma vez que o espago de estados
associado a esse processo ¢ da forma S* = AT x AM_ Assim, mesmo para valores grandes

de GG, a estimacao dos parametros do modelo ainda é factivel.

Se retornarmos ao algoritmo A.2 e ao exemplo 15, temos que, para determinar
plenamente o cédigo de Huffman utilizado, o transmissor deve informar ao receptor
o conjunto de probabilidades utilizado. Para a codificacdo de uma tunica string de

comprimento finito, podemos estabelecer simplesmente que P = P = {P1,...,Da}, em
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que p; é a frequéncia relativa do i-ésimo elemento do alfabeto A na mensagem original,
i€ {1,...,|A]}. Isso nos garantird que, para esta exata mensagem, a codificacdo de
Huffman obtida seja um codigo de prefixo 6timo. No caso de codigos condicionais, o
conjunto de probabilidades a ser transmitido deve incluir todas as possibilidades da classe
de condicionamento, ou seja, P = {p(al]z) : a € A,z € Z}, em que Z = {1,..., K} é
o conjunto das classes de condicionamento e p(alz) é a frequéncia relativa do elemento
a € A condicionado a classe z € Z (pelo exemplo 14, as classes de condicionamento z
estao associadas a porc¢ao relevante do passado no caso em que a fungao de estrutura
do processo é oriunda de uma cadeia de Markov, portanto, ha sentido na escrita p(alz)).
Além disso, repare que as quantidades p; sao valores entre 0 e 1, necessitando (em alguns
casos) alta precisdo ou arredondamentos para serem adequadamente representados. Essa
abordagem acarreta em uma extensa representacao binaria, tornando a transmissao da
mensagem mais custosa. No entanto, observe que, no algoritmo A.2, a multiplicacao
dos elementos do conjunto de probabilidades P por uma constante nao afeta o sistema
de codificacao final obtido. Em particular, se denominarmos por n o comprimento da
string (mensagem) original, o conjunto de probabilidades {p1, ..., P4} nos leva a0 mesmo
cédigo de Huffman que o conjunto N' = {npy,...,np}. Repare que N ndo é mais
um conjunto de frequéncias relativas, mas de frequéncias absolutas e pode ser denotado
por N' = {ny...,na}, em que n; = np,; é a frequéncia absoluta do i-ésimo elemento
do conjunto A na mensagem original, 7 € {1,...,|A|}. Como niimeros inteiros possuem
representacao binaria mais simples, a comunicacao sobre o sistema de codificagdo entre
transmissor e receptor se torna mais eficiente. Ainda assim, algumas estratégias podem

ser adotadas para a transmissao do conjunto N .

Da mesma maneira realizada para a definicdo do alfabeto e para a declaragao
do modelo utilizado, consideramos que transmissor e receptor tém preestabelecido qual
o numero maximo de elementos, N, que uma mensagem pode ter. Com isso, podemos
transmitir o conjunto das contagens N de diversas maneiras. Neste texto, trabalhamos
com duas delas: Modo 0; e Modo 1. O Modo 0 comunica cada frequéncia observada
utilizando um ntmero fixo de bits, enquanto o Modo 1 possibilita o uso de comprimentos

variaveis. Explicagoes detalhadas sobre estes procedimentos encontram-se em D.2.

Exemplo 18. Suponha que, em uma determinada mensagem de comprimento n = 500,

foram utilizados os simbolos do alfabeto A = {a,b,c} e observadas as frequéncias n, = 300,
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ny = 150 e n. = 50. Estamos interessados em transmitir essas frequéncias. Considere que
transmissor e receptor combinaram previamente qual o alfabeto A wutilizado e que a maior
mensagem que poderd ser comunicada possuird N = 20 —1 = 1.023 elementos de A. Pelo

Modo 0, a string bindria que representa as frequéncias de interesse é
Dy = I(ng, [log N| + 1) I(ny, [log N| + 1) I(n, [log N| + 1)
= 1(300,10) 1(150, 10) 1(50, 10)

= (0100101100 0010010110 0000110010.

Para o Modo 1, iniciamos computando o conjunto N = {I(n., |logn.| +
1), I(ny, |log ny|+1), I(ne, [logn.|+1)}. Neste caso, Ng = {100101100, 10010110, 110010}.
Em sequida, construimos o conjunto dos comprimentos dos elementos de Np,

J = {Ja, Jo, Je} = {9,8,6} e calculamos jx = mg}qi =9. Com isso, a string bindria que
Ji

representa as frequéncias de interesse é

Dy = I([logj*] + 1, [log(|log N | + 1)] + 1) I(ja, [log j*] + 1) I(na; ja)
](jln UOgJ*J + 1>[<nb7]b) ](jcu UOgJ*J + 1)](n67]c)
— I(4,4) 1(9,4)1(300,9) I(8,4)I(150,8) I(6,4)I(50,6)

= 0100 1001 100101100 1000 10010110 0110 110010.

Repare que Dy possui comprimento de 30 bits, enquanto Dy de 39 bils.

Exemplo 19. Consideremos as condicoes do exemplo 18, mas assumamos que a mensagem
original possui frequéncias n, = 494, n, = 3 e n. = 3. Sequindo a construcao realizada

anteriormente, pelo Modo 0,

Do = 1(494,10) 1(3,10) I(3,10) = 0111101110 0000000011 0000000011.

Pelo Modo 1, N = {111101110, 11, 11}, J = {9,2,2} e j* = 9. Entdo,

Dy = I(4,4) I(9,4)1(494,9) I(2,4)1(3,2) 1(2,4)1(3,2)

= 0100 1001111101110 001011 0010 11.

Repare que Dy ainda possui comprimento de 30 bits, enquanto Dy de 29 bits.
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Exemplo 20. Consideremos as condicoes do exemplo 18, mas assumamos que a mensagem
original € constituida por elementos do alfabeto A = {a,b,c,d e, f} e com frequéncias
ne = 180, ny = 150, n. = 80, ng = 50, n. = 30 e ny = 10. Seguindo a construgao realizada
anteriormente, pelo Modo 0,
Dy = I(180, 10) 1(150,10) 1(80,10) 1(50,10) 1(30,10) 1(10, 10)
= 00101101000010010110 0001010000 0000110010 0000011110 0000001010.

Pelo Modo 1, Ng = {10110100, 10010110, 1010000, 110010, 11110, 1010}, J =
{8,8,7,6,5,4} e j* = 8. Entdo,
D, = I(4,4) I1(8,4)1(180,8) I(8,4)1(150,8) I(7,4)1(80,7)
1(6,4)1(50,6) (5,4)1(30,5) I(4,4)I(10,4)

= 0100 100010110100 1000 10010110 0111 1010000 0110110010 010111110 0100 1010.

Repare que Dy possui comprimento de 60 bits, enquanto Dy de 66 bits.

Exemplo 21. Consideremos as condigcoes do exemplo 20, mas assumamos que a mensagem
original possui frequéncias n, = 220, ny, = 220, n, = 30, ng = 20, n. = 7 e ny = 3.
Sequindo a construgdao realizada anteriormente, pelo Modo 0,

Dy = 1(220, 10) 1(220,10) 1(30,10) 1(20,10) 1(7,10) I(3, 10)

= (0011011100 0011011100 0000011110 0000010100 0000000111 0000000011.

Pelo Modo 1, Np = {11011100, 11011100, 11110, 10100, 111, 11},
J ={8,8,5,5,3,2} ¢ j* = 8. Entio,
Dy = 1(4,4) I(8,4)1(220,8) I(8,4)1(220,8) I(5,4)1(30,5)
1(5,4)1(20,5) 1(3,4)1(7,3) 1(2,4)1(3,2)

= 0100 100011011100 100011011100 010111110 010110100 0011111 0010 11.

Repare que Dy ainda possui comprimento de 60 bits, enquanto Dy de 59 bits.

Exemplo 22. Consideremos as condigoes do exemplo 18, mas assumamos que a mensagem

original possui comprimento n = 100 e frequéncias n, = 60, ny = 30 e n. = 10. Segquindo
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a construcao realizada anteriormente, pelo Modo 0,

Dy = 1(60, 10) 1(30,10) 1(10,10) = 0000111100 0000011110 0000001010.

Pelo Modo 1, Ny = {111100, 11110, 1010}, J = {6,5,4} e j* = 6. Entao,

D, = 1(3,4) 1(6,3)1(60,6) 1(5,3)1(30,5) 1(4,3)1(10,4)

= 0011 110111100 10111110 100 1010.

Repare que Dy ainda possui comprimento de 30 bits, enquanto Dy de 28 bits.

Pelos exemplos 18, 19, 20, 21 e 22, podemos notar que o Modo 0 nao ¢
uniformemente mais econémico que o Modo 1 e vice-versa. O método preferivel varia
conforme o tamanho do alfabeto A considerado, a distribui¢do do conjunto de frequéncias
N e o comprimento n da mensagem em relacao ao limitante superior prefixado N. Por
isso, ¢ interessante que cada caso seja avaliado individualmente e, analogamente ao método
de selecao de alfabetos, reservamos um bit para a comunicacao de qual modo foi utilizado.
Dessa forma, estabelecemos que a concatenagao D* = 0D, informa as frequéncias pelo

Modo 0, e a concatenagdo D* = 1D, informa as frequéncias pelo Modo 1.

Para a transmissao de uma mensagem, a comunicagao pode ser dividida em

dois blocos:

o (Cabecalho, que consiste do conjunto de informagoes necessarias para a compreensao

do sistema de codificacao utilizado;

o Mensagem codificada, que consiste da string binaria resultante do c6digo (identificado

no cabegalho) aplicado & mensagem original.

Para nosso caso, em que utilizamos codigos de Huffman para codificar uma
string, temos que o cabecgalho é formado pela declaracao do alfabeto, definicao do modelo
utilizado para a classe de condicionamento e pardmetros utilizados (frequéncias observadas).
Com essas informagoes, podemos estabelecer de maneira apropriada um sistema de

codificacao, conforme ja ilustrado nos exemplos 13 e 15.

Exemplo 23. Suponha que transmissor e receptor jd tenham estabelecido previamente o

sequinte conjunto de configuracoes:
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o Alfabeto prefizado: A ={a,b,c,d,e, f,g,h,i,j,k,l,m,n,o0,p,q,r, s t,u,v,w x,y, 2}

o Bits reservados para a defini¢io do modelo para a classe de condicionamento: 4 bits

para o valor g, 8 bits para G — M e 4 bits para M;
o Comprimento da maior mensagem a ser transmitida: N = 210 — 1 = 1.023.

Considere que desejamos comunicar a mensagem T', tal que

T = waaaawhwhaaahhaaahaaaawacwawwahahwwhwaahaahahwhaawwwaawhhhhwa
hahhaahhwawaahahwhwwhaaaaaaahaaacwwhhhwaawaawahahhawwhwaahwaah
hwhaahhacwaaawawahhwhahwhwwhhhhwaewaowawahahaaccwwaawaawhahhhha

hhahhhaowwaaaaww.

A mensagem T possui comprimento n = 200, alfabeto utilizado Ay = {a, h,w}
e frequéncias N = {n, = 90,n;, = 60,n, = 50}. Suponha que o transmissor julga
conveniente que as classes de condicionamento do modelo sejam as de uma cadeia de
Markov com intersticio com M =0, G— M =0 e g = 0, ou seja, as observagoes sao

tratadas como provenientes de um processo independente.

Temos interesse em definir uma unica string bindria, U, que contenha toda a
informacao do cabegalho necessario para a transmissao da mensagem T, ou seja, U deve
ser tal que U = A*ED*, em que A*, £ e D* sao strings bindrias que representam, respecti-
vamente, o alfabeto utilizado, o modelo selecionado para as classes de condicionamento e o
conjunto de frequéncias observadas. A sequir, descrevemos os procedimentos jd trabalhados

nos exemplos 16 a 22:

o Declaracao do alfabeto:

“©.oon

1. Listagem: o elemento “a” ocupa a posicio zero em A, o elemento “h” a
posicdo sete e o elemento “w” a posicao vinte e dois. Assim, a string bindria

correspondente é

A; o = 10000001000000000000001000;

2. Enumeracao: como [log(|A| +1)] = [log27] = 5, temos que a string bindria
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correspondente é

Ayq = I(0,5)1(7,5)1(22,5)1(26,5) = 00000 00111 10110 11010.

Note que o método da listagem utiliza 26 bits enquanto o da enumeracao utiliza
20. Dessa forma, como o método da enumeragdo é mais economico, o escolhemos e
declaramos a escolha pelo bit de identificacao. Dessa forma, estabelecemos o alfabeto

utilizado na mensagem pela string bindria A* = 1A;,;

o Declaragao do modelo para classe de condicionamento: utilizando os bits reservados

pela configuracao, temos que o modelo é representado pela string bindria

£ = I(0,4)1(0,8)1(0,4) = 0000 00000000 0000;

e Declaracao das contagens: como o modelo utilizado para as classes de condiciona-
mento € o de um processo independente, devemos apenas transmitir o conjunto de

frequéncias N' = {nq,nn,ny }.

1. Modo 0: como |log N| +1 = |log1.023] + 1 = 10, temos que a string bindria

correspondente é

Dy = 1(90,10)1(60,10)1(50,10) = 0001011010 0000111100 0000110010.

2. Modo 1: temos que Ng = {I(ng, [logng|+1), I(ny, [lognn|+1), I(n,, [logn, |+
1)} = {1011010, 111100, 110010}, J = {|logna] + 1, [logny| + 1, [log ny| +
1} ={7,6,6} e j* =maxj; = 7. Entao,

Ji€d

Dy = 1(3,4) I(7,3)1(90,7) I(6,3)1(60,6) I(6,3)I(50,6)
— 0011 1111011010 110111100 110 110010.

Note que o Modo 0 utiliza 30 bits enquanto o Modo 1 wutiliza 32. Dessa forma,
como o Modo 0 é mais economico, o escolhemos e declaramos a escolha pelo bit de
identificacao. Dessa forma, estabelecemos as contagens utilizadas para a construcao

do codigo de Huffman pela string bindria D* = 0D.
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Com isso, podemos concatenar as strings bindrias A*, € e D* para formar
uma unica string U = A*ED* que representa o cabecalho de mossa mensagem. Agora,
necessitamos construir o codigo que serd utilizado para transmitir a mensagem original.
Para isso, basta aplicarmos o algoritmo A.2 com A = Ay = {a,h,w} e P = N =

{Na, ", }. Dessa forma, um cddigo de Huffman é

C(a) =0, C(h) =11 e C(w) = 10. (3.2)

Denominemos por C(T) a codifica¢io apresentada em (D.1) aplicada em cada
elemento da mensagem T. Como observamos os comprimentos de codigo l, =1, 1, =2 e

ly = 2, temos que a mensagem codificada possui

90 x 1+ 60 x 24 50 x 2 = 310 bits.

Por fim, podemos realizar a concatena¢io T =UC(T), que une o cabegalho e a
mensagem codificada. Dessa forma, ao ser transmitida a string bindria T, wm receptor
consequird recuperar a mensagem original T de maneira unica. Além disso, como o
cabecalho U € composto por 21 + 16 + 31 = 68 bits, temos que a transmissao da mensagem

T (de 200 caracteres) necessitou de 68 + 310 = 378 bits para ser realizada.

O exemplo 23 trata a mensagem original como a visualizagdo de um processo
estocastico { X, }ien, cuja estrutura de dependéncia entre observagoes é a independéncia.
Se utilizarmos a notagdo introduzida na definicao 28, a fungao de estrutura g particiona
0 processo em apenas uma classe de condicionamento, ou seja, g : A* — Z = {1}. Por
esse motivo, foi necessario apenas um codigo de Huffman para descrever o sistema de

codificacao a ser utilizado em toda a mensagem do exemplo 23.

Agora, temos interesse em transmitir mensagens utilizando c6digos condicionais
cuja funcao de estrutura pode ser derivada de uma cadeia de Markov qualquer. Os
exemplos 14 e 15 apresentaram uma constru¢ao de cédigo de prefixo 6timo para um
processo {X; hen quando este foi modelado por uma cadeia de Markov de ordem o = 1.
Note que, no exemplo 15, foram necessarias todas as probabilidades condicionais p(z|s),
emquex € AeseS =A, S espaco de estados, para se construir o conjunto dos cédigos

de prefixo 6timos. Dessa forma, se desejamos utilizar a estrutura de dependéncia da nossa
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fonte de dados para otimizar sua codificacao, devemos também transmitir esse conjunto

de probabilidades (ou contagens) durante a comunicagao da mensagem.

Um ultimo detalhe antes da construcao de um novo exemplo se refere aos
primeiros elementos da mensagem que desejamos transmitir. No caso da modelagem do
processo por uma cadeia de Markov de ordem o, as o primeiras observagoes da mensagem
nao podem ter sua classe de condicionamento bem definida. Por esse motivo, devem ser
tratadas de maneira diferenciada. Este fendmeno é analogo ao que ocorre na funcao de
verossimilhanca de uma cadeia de Markov de ordem o, em que as o primeiras observagoes
sao consideradas apenas marginalmente, conforme apresentado na equagao (1.1). Para
essas observacoes, consideramos duas abordagens. A primeira delas é codificar esses
elementos a partir de um cédigo de Huffman para observacoes independentes, sendo
necessaria também a transmissao das contagens que o delinearam. A segunda é a definicao
prévia de uma codificagdo para o alfabeto prefixado e que sera utilizada nessas observagoes
iniciais. Dessa maneira, cada elemento do alfabeto utilizado A; é codificado em uma string
bindria tnica de comprimento [log|A;|] bits. A segunda abordagem é vantajosa quando o
numero o de observagoes iniciais ou o tamanho do alfabeto utilizado A; forem pequenos.
Como no préximo capitulo trabalharemos com valores de o grandes e A; de comprimento

médio, consideramos apenas a primeira abordagem apresentada.

Nota 11. Repare que em momento algum estamos assumindo que transmissor e codificador
combinam uma distribuicdo prévia sobre o alfabeto prefixado ou sobre a fonte de dados.

Isso € feito para que o procedimento de codificacdo seja o mais universal possivel.

Exemplo 24. Consideremos as configuragoes prefivadas do exemplo 23 e que temos
interesse em transmitir novamente uma mensagem 1" cujos elementos sao provenientes
do alfabeto Ay = {a,h,w}. Desta vez, suponhamos que as observagoes da string T se
comportam como uma cadeia de Markov de ordem o = 2. As probabilidades de transicao
estdo organizadas em trés grupos baseados no espago de estados S = A3: Ly = {aa, hh,ww};

Ly = {ha,wa,ah,wh, hw}; e Ly = {aw}. Dessa forma,

e para s € L,
plals) =0,1, p(hls)=0,2 e p(w|s)=0,T;
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e para s € Lo,
plals) =0,4, p(hls)=0,3 e p(w|s)=0,3;

e para s € L,
plals) = 0,8, phls) =0,1 e p(uwls) =0,1.

Simulamos uma mensagem T' de comprimento n = 200 sequindo as configuragoes
estabelecidas. Por simplicidade, as o = 2 primeiras observagoes foram obtidas de maneira

independente a partir de uma distribuicio uniforme em Ay. A mensagem simulada foi

T = wahhhwwwwwwhaahawahhaawahahhhwaacwaawaahhwhahhwhaowaewwwwawaw
aahhwhwaawaahawahawawwwaaahwaawhhwhaewwwwwwwwhwheawahwacwaaw
aaawahacwacwwwwwhhwwwwwwhaswahhwaawwhaaahhaaowawacwawawawaa

hawaahhhwwwwwwaecwacwahw.

Pelo ja exposto no exemplo 23, temos que o alfabeto é comunicado pelo método

de enumeragdo, como A* = 1A;, em que
A; = 00000 00111 10110 11010.

Consideremos que, de fato, o transmissor ird utilizar uma cadeia de Markov de ordem
o = 2 para descrever as classes de condicionamento. Dessa forma, deve comunicar a
escolha dos parametros escolhidos, ou seja, g =0, G — M =1 e M =1 para uma cadeia
de Markov com intersticio (modelagem preestabelecida). Essa comunicagao é feita pela
string bindria

£ = I1(0,4)I(1,8)I(1,4) = 0000 00000001 0001.

Devemos transmitir também as informagoes mecessdrias para a construcao do codigo
condicional utilizado pelo transmissor, ou seja, devemos transmitir o conjunto de contagens
restritas a cada elemento da classe de condicionamento, neste caso, o proprio espago de
estados S = A2. Consideremos os conjuntos de contagens condicionais Ny = {ngs) 1j €
Ay}, em que ng-s) =Nt >0:Ti 9Tt 1 =s,T, = j}| e Ty € 0 k-ésimo elemento da string T,

para s € §. Com isso, temos os conjuntos de contagens condicionais
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N = {na) =5, n{* =8 plao) =17}, Nia = {nh0) =7, (" = 9
Nya = {nlve) = 18, n,(lwa) =8, nv) =8}, N = {nlh =6, ngah) =9, nloh) = 3},

a

N = {n{" =2, ™ =3, (MW = 9}, Ny = {n{* =7, n"™ = 2, ny = 2},

Now = {nlow) = 25, ng‘“") =1, 0 =5} N = {nw) =5 n%hw) =5, n{hw) = 3}

Noyw = {nlvw) =3, nﬁj““’) =5, n{vw) =24},
Assim como no exemplo 23, precisamos decidir qual o Modo utilizado para se

transmitir cada um dos grupos de frequéncias condicionais. Para cada grupo, pelo Modo 0,

sao necessarios 3 x 10 bits, conforme o ja exposto no exemplo 23. Para o Modo 1, temos

Dy ga = 1(3,4) 1(3,3)1(5,3) 1(4,3)I(8,4) I(5,3)I(17,5)

— 0011 011 101 1001000 101 10001,
Dy = 1(2,4) 1(3,2)1(7,3) 1(2,2)1(2,2) 1(3,2)1(6,3) = 0010 11111 1010 11 110,
Dy = 1(3,4) 1(5,3)1(18,5) 1(3,3)1(7,3) 1(4,3)I(8,4)

— 0011 10110010 011 111 100 1000,

Note que D, 5 possui menos de 30 bits, para todo s € S. Dessa forma, utilizamos
para cada grupo um bit de identificagio do Modo escolhido e obtemos D ; = 1Dy . Para
encerrarmos a declaracao dessas contagens, concatenamos, em uma ordem preestabelecida

lexicografica, por exemplo), as strings D ., Vs € S, e denominamos o resultado por Dj.
1,s 1

Também precisamos transmitir o conjunto de frequéncias utilizado para a
codificacao dos o = 2 primeiros elementos de T'. Neste caso, isso é simples, pois temos
o conjunto de frequéncias N = {n, = 1, n, = 0, n, = 1}. Aqui, o Modo 0 pode ser
adaptado, pois, para as o primeiras observagoes, o pior dos casos (frequéncias acumulados
em um unico valor) é um elemento com frequéncia o, que necessitaria de |logo| + 1 bits

para ser representado. Portanto, o Modo 0 representa as contagens do conjunto N em
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3 x ([log2| + 1) = 6 bits, pela string bindria

Dyo = I(1,2)1(0,2)I(1,2) = 010001.

Em contrapartida, utilizando a mesma tdtica do pior dos casos, temos, para o

Modo 1, Ng ={1,0,1}, J ={1,1,1} e j* =1, o que produz a representacdio bindria

Dy, = I(1,2) I(1,1)I(1,1) I(1,1)1(0,1) I(1,1)I(1,1) =01111011,

que possui comprimento de 8 bits. Como o Modo 0 é mais economico, o escolhemos e
declaramos a escolha pelo bit de identificacdo. Dessa forma, estabelecemos as frequéncias dos
o primeiros elementos pela string bindria Dy = 0Ds . Por fim, realizamos a concatenagdo
D* = D;D;, que representa todas as frequéncias utilizadas para construgao de codificacoes

de Huffman para toda a mensagem T.

Com isso, podemos concatenar as strings bindrias A*, € e D* para formar
uma unica string U = A*ED* que representa o cabegalho de nossa mensagem. Agora,
necessitamos construir o codigo que serd utilizado para transmitir a mensagem original.
Utilizando as frequéncias dos primeiros o = 2 elementos da mensagem T temos o codigo
de Huffman

C(a) =1, C(h) =00 e C(w) = 01.

Assim, para codificar os o = 2 primeiros elementos da mensagem T (wa) sdo

necessdarios 3 bits.

Para cada elemento do espaco de estados S, temos os codigos de Huffman

condicionais
C(alaa) = 00, C(hlaa) = 01, C(wlaa) = 1,
C(alha) = 0, C(h|ha) = 10, C(w]ha) = 11,
C(alwa) =1, C(hlwa) = 00, C(w|wa) = 01,
C(alah) = 01, C(hlah) = 1, C(wlah) = 00,
C'(alhh) = 00, C(h|hh) = 01, C(w|hh) = 1,
C(alwh) = 1, C(hwh) = 01, C(w|wh) = 00,
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C(alaw) =1, C(hlaw) = 00, C(w|aw) = 01,
C(alhw) =0, C(h|hw) = 11, C(w|hw) = 10,
C(alww) = 00, C(hlww) = 01, C(w|lww) = 1.

Utilizando os conjuntos de frequéncias condicionais N e os cédigos condicionais
C(-|s), s € S, temos que os elementos de posi¢io o+ 1 =3 a 200 sao representados por
275 bits. Podemos definir entdo um codigo de prefixo otimo para a mensagem T como
C*={C()} U{C(-|s): s € S}. Denominemos por C*(T) o cidigo de prefizo étimo C*

aplicado a mensagem T. Dessa forma, C*(T) é composto por 34275 = 278 bits.

Finalmente, realizamos a concatenagao T = UC*(T'), que une o cabegalho e a
mensagem codificada. Note que o cabegcalho € representado por 21+416+200+7 = 244 bits.
Assim, temos que a transmissio da mensagem T necessitou de 2444278 = 522 bits para

ser realizada.

O exemplo 24 ilustra com detalhes o procedimento basico de codificacao de
strings que utilizamos neste texto. Ele também serve para apontar caracteristicas muito
importantes dessa abordagem. Comparando os exemplos 23 e 24, visualizamos que a
consideracao da estrutura de dependéncia dos dados reduz o ntimero de bits necessarios para
a codificacao da mensagem. No entanto, a transmissao das contagens condicionais utiliza
um numero grande de bits, que se torna infactivel quando o tamanho do alfabeto ou a ordem
do modelo sao grandes. Nos concentramos, entdao, em estratégias de comunicar ao receptor
a codificacdo utilizada pelo transmissor de maneira econéomica. Uma primeira abordagem
¢é encontrar particoes no espacgo de estados da cadeia de Markov para construir classes de
condicionamento com menos elementos, reduzindo, dessa forma, o nimero de contagens
condicionais a serem transmitidas. [30] apresenta a incorporagao dos modelos markovianos
de particao como possibilidade de construcao de novas classes de condicionamento. Para
que essa estratégia seja valida, devemos transmitir também a estrutura no espago de

estados adicional proposta pela particao delineada.

Exemplo 25. Retornemos ds condigoes do exemplo 24. Note que L = {Ly, La, L3} é uma
particio do espago de estados S, conforme a apresentada na definicdo 8. Suponha que
queremos transmitir a organizacao de L. Uma abordagem ingénua é a enumeracao de cada

elemento do espago de estados utilizando [log|L|] bits para identifici-los. Considere que,
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s | Parte | Binario
aa 1 00
ah 2 01
aw 3 10
ha 2 01
hh 1 00
hw 2 01
wa 2 01
wh 2 01
ww 1 00

Tabela 3.1: Identificacao dos elementos s do espaco de estados S as suas respectivas partes
da particao L e sua representacao binaria, para o exemplo 25.

apos a definicdo dos parametros da cadeia de Markov terem sido estabelecidos, transmissor e
receptor impoem uma ordem sobre o espaco de estados S, por exemplo, ordem lexicogrdfica.
Com 1isso, cada elemento do espaco de estados pode ser facilmente identificado como

apresentado na tabela 3.1.

Se definirmos Lg como a concatenacdo da coluna “Bindrio” da tabela 3.1
)
temos que, ao receber o bloco Ly, um receptor é capaz de reconstruir, de maneira unica, a

particao do espago de estados S utilizada.

Consideremos os conjuntos de contagens condicionais N = {ng-L) cj € A},

em que ng-L) =Ht>0:Ty 2T, 1=s,s€ LT, =j} eTy € o k-ésimo elemento da string

T, para L € L. Dessa forma,
NL1 = {nt(le) = 10, nl(le) = 16, nSULl) _ 50}7 NL2 _ {n((lLQ) = 43, ”;(1L2) = 26, nSULz) _ 22}7

Ny, = {n{E) =25 n{k) = 1 n(Ls) = 5},

Como jad realizado nos exemplos anteriores, devemos decidir qual o Modo de
transmissao dessas frequéncias. Pelo discutido nos exemplos 23 e 24, o Modo 0 utiliza 30
bits para transmitir cada um dos grupos de frequéncias condicionais. Para o Modo 1,

Dy, =1(3,4)1(4,3)1(10,4) I(5,3)I1(16,5) 1(6,3)I(50,6)
= 0011 1001010 101 10000 110110010,

Dy, = 1(3,4)1(6,3)1(43,6) 1(5,3)1(25,5)1(5,3)1(22,5)
= 0011 110101011 101 11001 101 10110,

Dyp, = 1(3,4) I1(5,3)1(25,5) I(1,3)1(1,1) I(3,3)I(5,3)
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= 0011 10111001 0011 011 101.

Note que, novamente, Dy 1, possui menos de 30 bits, para todo L € L. Dessa
forma, utilizamos para cada grupo um bit de identificacio do Modo escolhido e obtemos
D, = 1D .. Para encerrarmos a declaragio dessas contagens, concatenamos, em uma
ordem preestabelecida (lexicogrifica, por exemplo), as strings D 1, VL € L, e denominamos
o resultado por Di. Perceba que, agora, nosso cabecalho U € representado pela concatenagdo
U = A*ELEDD; e possui 21+16+18+82+7 = 144 bits. Note que esse valor é muito

inferior ao encontrado para o cabegcalho do exemplo 24, 244 bits.

Resta apenas definirmos as codificacoes condicionais a cada L € L. A partir

do algoritmo A.2, derivamos os codigos de de Huffman condicionais

C(alLy) =00, C(h|Ly) =01, C(w|Ly) =1,
ClalLz) =0, C(h|L2) =11, C(w|Lz) =10,
C(alLs) =1, C(h|Ls) =00, C(w|Ls)=01.

Utilizando os conjuntos de frequéncias condicionais Ny, e os cédigos condicionais
C(-|L), L € L, temos que os elementos de posi¢io o+ 1 =3 a 200 sao representados por
278 bits. Podemos definir entdo um codigo de prefizo otimo para a mensagem T como
C*={C()} U{C(-|L) : L € L}, em que C(-) é o sistema de codifica¢io marginal jd
calculado no exemplo 24. Denominemos por C*(T') o cédigo de prefizo dtimo C* aplicado da
mensagem T. Dessa forma, C*(T') é composto por 34278 = 281 bits. Perceba que este valor
¢ ligeiramente maior do que o obtido no exemplo 24. Isso se deve ao fato de nao utilizarmos
a codificagao condicional baseada em cada s € S individualmente (cédigo mais detalhado),
mas uma codifica¢io condicional baseada em cada L € L (cddigo menos detalhado). Esse
efeito é menos perceptivel em grandes mensagens, pois, conforme o tamanho amostral
aumenta, mais prozimo p(x|s) € de p(x|L), ocasionando C(x|s) = C(x|L), para todo x € A,

LeLlL esel.

Por fim, realizamos a concatenacao T = UC*(T), que une o cabegalho e a
mensagem codificada. Dessa forma, temos que a transmissao da mensagem T necessitou

de 144+281 = 425 bits para ser realizada, quantidade menor que a apresentada no exemplo
24.

Nota 12. Na pritica, dificilmente temos acesso da particio L do espaco de estados do



CAPITULO 3. COMPACTACAO 88

processo trabalhado. No entanto, podemos estimd-la de maneira consistente utilizando, por
exemplo, o algoritmo A.1 e transmitir essa estimativa da mesma maneira realizada no

exemplo 25.

Note que, mesmo havendo uma reducao significativa no tamanho do cabecalho,
o niamero de bits necessarios para expressar a particdo do espaco de estados utilizado e
suas contagens condicionais ainda é consideravelmente grande, e crescera ainda mais com
o aumento do alfabeto. Dessa forma, temos interesse em estabelecer técnicas que consigam
transmitir os cédigos de Huffman utilizados de maneira mais eficiente e de facil compreensao
para o receptor. Uma estratégia é transmitir tais codigos como arvores binarias. Com
essa motivagao, consideramos uma terceira alternativa para a comunicacao de cddigos
de Huffman: o Modo Arvore. Essa abordagem permite a conversio de um sistema de
codificagao de Huffman em uma string composta por dois blocos, em que o primeiro
delineia o formato da arvore binaria correspondente e o segundo identifica suas folhas como
membros do alfabeto A. Explicacoes detalhadas sobre este procedimento encontram-se em
D.2. Dessa maneira, junto com os Modos 0 e 1 de codificacao de frequéncias, temos trés
possibilidades para comunicacao dos cédigos de Huffman transmitidos. Como o Modo 0 é
geralmente menos economico que o Modo 1, nao o carregaremos para nossos exemplos.
Assim, iremos decidir entre o Modo 1 (utilizando valor 1 como bit de identificacao) e o

Modo Arvore (valor 0 como bit de identificacio).

Por fim, encerramos esta se¢ao apresentando, na figura B.1, um fluxograma para
nosso método de codificacao de strings, um fluxograma para a decodificacao, na figura B.2
(ambos alocados no apéndice B) e suas aplicagoes em exercicios de simulagdo mais extensos.
Em seguida, na subsecao 3.1.1, comparamos procedimentos de compactacao que utilizam
como classe de condicionamento modelos markovianos completos e modelos markovianos
de particdo, um conjunto de exemplos ilustrativos e uma aplicacdo na codificacao do

sequenciamento completo do genoma do coronavirus Covid-19 ja estudado no capitulo 1.

Nota 13. Retornemos ao exemplo 25. Nele, foi realizada a etapa de transmissio da
particio L através de uma listagem de inteiros bindrios de [log|L|] bits cada, representada
na tabela 3.1. FEssa estratégia é equivalente a enumeragio realizada na declaracdo do
alfabeto utilizado, em que cada elemento codificado representa um indice dentro do alfabeto

preestabelecido. No entanto, perceba que, conforme o aumento do espaco de estados S* e
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do numero de partes na particio L, esse procedimento de enumeracdo pode ser exaustivo e
pouco eficiente, principalmente se existem partes de tamanhos (nimeros de elementos)
muito discrepantes. Uma possivel estratégia para economia é: declarar o niumero de partes
observadas; computar as frequéncias de cada uma dessas partes; construir um codigo
de Huffman referente a essas proporcoes; e codificar os indices das partes utilizando tal
codificacao. Para que essa abordagem possa ser utilizada, o transmissor deve informar ao
receptor o cédigo de Huffman utilizado, fazendo uso do Modo 0, Modo 1 ou Modo Arvore,
jd discutidos para a transmissao das codificagoes da mensagem original. Para o exemplo

26, consideramos apenas o Modo 1 e o Modo Arvore para a declaracio da particdo.

Exemplo 26. Suponha que transmissor e receptor jd tenham estabelecido previamente o

sequinte conjunto de configuracoes:
o Alfabeto prefizado: A ={a,b,c,d e, f,g,h,i,j,k l,m,n,o0,p,q,r, s t,uv,w x,y, 2}

e Bits reservados para a defini¢io do modelo para a classe de condicionamento: 4 bits

para o valor g, 16 bits para G — M e 4 bits para M;
o Comprimento da maior mensagem a ser transmitida: N = 220 — 1 = 1.048.575.

Consideremos que temos interesse em transmitir uma mensagem T cujos ele-
mentos sao provenientes do alfabeto Ay ={a,d, g,t,u,z}. Suponhamos que as observagoes
da string T' se comportem conforme um modelo G3M (g = 1,G = 300, M = 1). Perceba
que o espago de estados estendido desse processo é S* = A3, e que |S*| = 63 = 216.
Consideremos que 8* estd organizado em uma particio com seis partes, L ={Lq,..., Lg},
organizadas como na tabela 3.2, e as respectivas probabilidades de transicio sao apresenta-

das na tabela 3.3.

Parte Elementos
Lq adt, utu, tgu, aau, ddz, zat, gut, gda, uzz,ugg, zut, uzg
Lo utt, tga, tag, agu,uza,tza, gzz,z22z,azg, dtg
Ls ztt, gua, ggu, ttu, uaz, auu, dza, gzd
Ly aua, ggz,dzg, ztz, ggd, zzt
Ls tad, gzu, uuz, aug
LG 8*\{L1,...,L5}

Tabela 3.2: Particao £ do espaco de estados estendido $* do exemplo 26.

Simulamos uma mensagem T de comprimento n = 2 x 10° sequindo as con-

figuragoes estabelecidas. Por simplicidade, as g + G = 301 primeiras observagoes foram
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Parte (L) | p(a|L) p(d|L) p(g|L) p(t|L) p(ulL) p(z|L)
I 0,10 0,20 0,10 0,10 0,20 0,30
Lo 0,30 0,20 0,10 0,10 0,20 0,10
Ly 0,70 0,05 0,05 0,05 0,05 0,10
L, 0,20 0,20 0,20 0,10 0,10 0,20
Ls 0,10 0,60 0,10 0,10 0,05 0,05
Le 0,10 0,10 0,10 0,10 0,50 0,10

Tabela 3.3: Probabilidades de transicao de cada parte da particio £ do exemplo 26.

simuladas de maneira independente a partir de uma distribuicdo uniforme em Ai. Dife-
rentemente dos exemplos anteriores, onde mostramos com detalhes cada etapa do processo,
aqui nos atemos apenas nos resultados (e nimero de bits) associados a cada passo do

flurograma apresentado na figura B.1.

Primeiramente, facamos a etapa de declaragcio do alfabeto. O método de
enumeracao utiliza 35 bits, enquanto o de listagem 26. Dessa forma, escolhemos a string
proveniente da listagem e a concatenamos com o bit de identificagdo com valor 0, obtendo

A* = 0Ay, em que Ay € a string bindria resultante do método de listagem.

Em sequida, precisamos declarar os valores g, G e M wutilizados no modelo

G3M. Neste caso,

£ =1(1,4)1(299,16)I(1,4) = 0001 0000000100101011 0001.

Agora, precisamos estimar a particao L, a partir da string T, utilizando o
algoritmo A.1. Para esta amostra, o algoritmo estimou a parti¢do L= {E\I, . ,Z;}, cujas

partes sao detalhadas na tabela 3.4.

Repare que o algoritmo A.1 estimou uma particio de oito partes. Perceba que
as partes Ly a Ls do modelo original foram recuperadas com exatiddo como as partes Z/}\l
a [//\5, respectivamente, da particao estimada. No entanto, a parte Lg do modelo original
nao foi completamente recuperada e apresentou-se dividida em trés conjuntos da particdo
estimada: Z\G, E e l/L\g. Pequenos equivocos de classificacio sdo esperados e tendem a
diminuir conforme o comprimento da mensagem T aumenta, uma vez que a estimagdo da
particao estd associada a resultados assintoticos, de acordo com o estabelecido no coroldrio
4. Devemos, agora, declarar binariamente a particio estimada L. Apds relacionar cada

elemento do espago de estados S* com sua parte correspondente na particio estimada L
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Parte Elementos
Ly adt, utu, tgu, aau, ddz, zat, gut, gda, uzz,ugg, zut, uzg
1/1\2 utt, tga, tag, agu, uza,tza, gzz,z22z,azq, dtg
[//\3 ztt, gua, ggu, ttu, uaz, auu, dza, gzd
L, aua, ggz,dzg, ztz, ggd, zzt
l:}\; tad, gzu, uuz, aug

Lg ada, zda, aga, dga, uga, gta, zta, dua, uvua, aad, dad, tdd, dgd, zgd, dtd, dud, tud,
uud, uzd,ddg, tdg, udg, agg, dgqg,tgg, gtg, ttg, tug, gzg, aat, uat, gdt, zdt, agt, ggt,
dut, azt,dzt, tau, uau, gdu, udu, ugu, daz, taz, zaz,aqz,dgz, zgz, ttz, duz,dzz
[/J\7 daa, zaa, dda, tda, zga, tta, uta, zza, vad, ddd, agd, tgd, ztd, dzd, uag, zag, utg,
dug, gug, zug, dat, ddt, tdt, udt, dgt, tgt, zgt, att, ttt, aut, dau, gau, atu, guu,
dzu,tzu,aaz,adz, tdz, udz,ugz, atz, gtz, auz, tzz,

Ls S*\{L,..., L7}

Tabela 3.4: Particao estimada L do espaco de estados estendido §* do exemplo 26.

(conforme tabulagio exemplificada na tabela 3.1), utilizamos um cédigo de Huffman para a
codificacao da particdo, consoante ao arqumentado na nota 13, com duas estratégias para
transmissao de tal codigo: Modo 1; e Modo Arvore. Para ambos procedimentos, é necessdria
a informacgao de qual o nimero de partes considerado, e, portanto, existe a necessidade
de reservarmos uma determinada quantidade de bits para essa informacao. Pensemos
que, no pior dos casos, cada elemento do espaco de estados estendido S* constitui uma
parte da particio L, implicando |E| = |8*|. Em nosso caso, como |S*| = 63 = 216, sdo
necessdrios, no mazimo, |log216]+1 = 8 bits para representar o nimero de partes |E|, cuja
representagdo bindria denotamos por |E|B. Utilizando o Modo 1 para a declaracdo do codigo
de Huffman para as partes obtemos uma string bindria com 65 bits, enquanto para o Modo
Arvore foram necessdrios 47 bits. Como o Modo Arvore foi o mais econdmico, o escolhemos
e adictonamos um bit de identificacao inicial com valor 0 e definimos a string bindria
Lonodeto- Em sequida, codificamos os elementos do espaco de estados estendido sequndo o
codigo de Huffman considerado, confeccionando a string bindria EB, que, em nosso caso,
possui 522 bits. Finalizando o processo de declaracao da particao, concatenamos todas
essas informacoes em apenas uma unica String: Lt = |E| B Emodelo EB, que € constituida

por 8+48+522 = 578 bits.

O prézimo passo € a execugdo sequencial do algoritmo A.2 para obtencao das
codificagoes condicionadas a cada elemento da particao L que serdo utilizadas para codificar
a mensagem original. A tabela 3.5 apresenta os codigos de Huffman condicionais para

cada elemento da particao L.
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Parte (L) | C(alL) C(d|L) C(g|L) C(t|L) C(u|L) C(z|L)

L, 100 101 011 010 00 11

Lo 11 01 000 001 101 100
L; 1 0101 000 0100 001 011
L, 01 110 00 101 100 111
Ls 011 1 001 010 0001 0000
Le 101 100 1110 110 0 1111
L, 000 0110 010 001 1 0111
Ls 1111 110 100 1110 0 101

Tabela 3.5: Cédigos de Huffman condicionados a cada parte da particao L do exemplo 26.

Cada um dos codigos condicionais deve ser transmitido utilizando o Modo 1
ou Modo Arvore. Todas as codificacdes apresentaram o Modo Arvore mais econdmico que
o Modo 1. Concatenando um bit de identificacao de valor 0 em cada uma dessas strings
bindrias, obtemos as strings D , L € L. Por fim, definimos como D a concatenagdio das

strings Di ; em uma unica string bindria. Em nosso caso, D} € representada por 240 bits.

Em sequida, devemos construir um codigo de Huffman associado as frequéncias

das G + g = 301 primeiras observacoes da string T. A codificagdo utilizada é

C(a) = 111, C(d)
Ct) =01, C(u)

110, C(g) = 100,
00, C(z)=101.

Para a transmissdo do codigo marginal, consideramos novamente o Modo 1
(que utiliza 42 bits) e o Modo Arvore (que utiliza 29 bits). Como o modo drvore é o mais
economico, o escolhemos e comunicamos nossa decisao incluindo um bit de identificacdo
com valor 0. A identificacio do codigo marginal é denotada por D e possui, portanto,
30 bits. Com 1isso, podemos definir o cabecalho de nossa mensagem codificada como a

concatenacao U = A*SI:'*BDIDQ‘, que possui 27+24+578+240+30 = 899 bils.

Definimos um codigo de prefizo étimo para a mensagem T como a unido dos
cédigos marginal e condicionais, ou seja, C* = {C(-)} U {C(-|L) : L € L}. Denominemos
por C*(T') o cddigo de prefizo étimo C* aplicado a mensagem T'. Em nosso caso, C*(T) é
uma string de 439.063 bits. Por fim, realizamos a concatenacao T = UC*(T), que une o
cabegalho e a mensagem codificada. Dessa forma, temos que a transmissao da mensagem

T necessitou de 899+439.063 = 439.962 bits para ser realizada.

A decodificacao da mensagem codificada T seque estritamente o procedimento
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ilustrado na figura B.2. Como nele nao hd paradigmas de escolhas mas apenas leituras
apropriadas da mensagem, nao iremos desenvolvé-lo aqui para ndo tornar o exemplo ainda

mais exaustivo.

Exemplo 27. Considere novamente as condigoes estabelecidas no exemplo 26. Perceba
que em nenhum momento foi questionada a escolha dos parametros associados a cadeia de
Markov com intersticio (M, G e g) para a modelagem da mensagem T. Como tal exemplo
foi construido apenas como um exercicio de aplicagao das etapas associadas a compactacao
de strings, esses trés parametros foram tratados como conhecidos e o modelo G3M estimado.
Na pratica, geralmente, nao temos acesso aos valores de M, G e g, sendo necessdria,
entao, uma etapa intermedidria para a selecio do modelo GEM que melhor descreve os
dados observados. Dessa forma, é essencial a escolha de um critério de comparacao
de modelos que nos permita a selecao daquele que for mais compativel com a amostra
considerada. Conforme jd explanado no capitulo 1, € interessante que tenhamos um critério
de bondade de ajuste que leve em consideragao tanto a informagdo contida nos dados quanto
o numero de parametros utilizados no modelo para descrevé-los. Para manter a consisténcia
deste trabalho, escolhemos o BIC como ferramenta de comparagao entre modelos. Assim,
dada uma colegao de triplas (g, G, M), podemos realizar os ajustes dos modelos G3M
correspondentes e comparar seus BIC’s observados. Prossequindo dessa maneira, podemos
selecionar o modelo com o maior BIC e sequir com o processo de compactacao, conforme
a figura B.1. A tabela C.1 (apéndice C) apresenta os BIC’s associados a 40 modelos G3M
ajustados para a mensagem T referente ao exemplo 26, assim como os numeros de bits

necessdrios para descrever binariamente a mensagem utilizando a respectiva modelagem.

Perceba que o modelo G3M(g = 1, G = 300, M = 1) foi o que apresentou
maior BIC e uma codificacao mais compacta da mensagem T, ou seja, o procedimento aqui
discutido foi capaz de ndo so resgatar a estrutura do modelo original mas também de produzir
uma codificacio mais economica. As tabelas C.2, C.3 e C.4 apresentam os resultados
para simulagoes da mensagem T (sob as condig¢oes do exemplo 26), mas de comprimentos
n =10%, n = 10* e n = 103, respectivamente. Repare que, para n = 103, o modelo que
possuiu maior BIC foi o com a tripla de parametros (g = 2, G = 400, M = 2) e, além disso,
nao foi o que promoveu a representacio bindria mais economica da mensagem T. Isso se
deve ao fato da amostra ser muito pequena para a complexidade da maioria dos modelos,

tornando pobres as estimativas obtidas. Observe também que a inclusao de altos valores de
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intersticio (parametro G) na modelagem diminui a quantidade de (g+ 1+ M )-uplas aptas
a serem utilizadas durante a estimagdo (ndo hd probabilidades de transicio associadas ds
primeiras G+ g observagoes). Em particular, para o modelo G3M(g =2, G = 400, M = 2),
temos associado o espago de estados S* = {a,d, g,t,u, z}°, com |S*| = 65 = 7.776, e temos
Sses+ Nu(s) = 598, ou seja, dispomos apenas de n — G — g =598 (g + 1+ M )-uplas para
estimar a particao L associada ao processo e suas probabilidades de transicao. Assim,
nao consequimos boas aproximacoes e nos distanciamos de resultados otimos. No entanto,
conforme o tamanho da mensagem T aumenta, a escolha do modelo via BIC passa a
selecionar o modelo original e este se torna o que gera a representacdo bindria mais
economica, conforme observados nas tabelas C.1 a C.3. Dessa forma, evidenciamos a
consisténcia do BIC como critério de selecio do modelo que gerard a representacao bindria

mais compacta da mensagem T, sequindo o procedimento de codificacdo apresentado na

figura B.1.

3.1.1 Compressao via Modelo Completo vs Modelo de Particao

A secao 2.3 apresentou uma sequéncia de resultados que associam a entropia
de um processo estocastico {X;}eny com o ntimero de bits necessarios para representar
binariamente uma amostra Xy, ..., X,, desse processo. Na secao 2.1, foi discutido que o
condicionamento de uma variavel aleatéria Y em outra variavel aleatéria X nao aumenta,
em média, a incerteza sobre Y, ou seja, H(Y|X) < H(Y) (teorema 7). Assim, sejam Y
variavel aleatdria discreta definida sobre o alfabeto Ay e C§ um cédigo de prefixo 6timo

para Y. Pelo teorema 15, temos
HY)<L, <H(Y)+1, (3.3)

em que L3 é o comprimento esperado do codigo 6timo, C5, para Y. Sejam X um vetor
aleatério sobre o alfabeto Ay e Ci*/‘ + um cédigo de prefixo 6timo para a varidvel Y

condicionada ao vetor aleatério X. Novamente pelo teorema 15, temos
H(Y|X) < Ly x < H(Y|X) +1, (3.4)

em que L{,‘ y ¢ o comprimento esperado do cédigo étimo, C’;‘/| v, para Y condicionada em

X. Pelo teorema 7, temos H(Y|X) < H(Y'). Assim, o limite inferior da equagao (3.3)
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é maior ou igual ao da equacdo (3.4) e o limite superior da equacao (3.4) é menor ou
igual ao da equacao (3.3). Ou seja, o codigo C’;“,‘X entrega uma codificacao para Y cujo
comprimento médio é nao superior ao obtido por C5.. Dessa forma, temos justificada a
utilizacao da codificagdo condicional para obtengdo de um c6digo com menor comprimento
esperado. Por esse motivo, classes de condicionamento capazes de otimizar a taxa de

compressao de codigos sao almejadas.

Neste texto, como trabalhamos com c6digos instantaneos, para codificar um
elemento da amostra, podemos utilizar o passado observado como classe de condicionamento.
Ou seja, para uma amostra X, ..., X, de um processo estocéastico {X;}en assumindo
valores em um alfabeto Ay, podemos estabelecer, para cada i € {2,...,n}, cbdigos
condicionais para X; da forma C(-|X; = x1,...,X;_1 = z,_1). Repare que classes de
condicionamento dessa natureza possuem um nimero muito grande de elementos e nao sao
uteis para a compressao tratada neste trabalho, uma vez que a estrutura condicionante
também deve ser informada pela string binaria a ser transmitida. Uma estratégia para
a simplificagado dessa estrutura provém do pressuposto que observagoes de um passado
distante revelam pouca informacao sobre observagoes recentes. Quando essa condigao é
razoavel para o processo estudado, modelos markovianos podem ser empregados a fim
de obter um conjunto de classes de condicionamento de tamanho reduzido. Assim, para
uma amostra Xi,..., X, de uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o sobre
um alfabeto finito Ax e com espago de estados S = A%, podemos estabelecer, para cada
i € {o+1,...,n}, cddigos condicionais para X; da forma C(:|X;_, = z;j_0, ..., Xi—1 = x;_1).
Repare que, pela hipotese de estacionariedade, o codigo condicional nao depende da posi¢ao
i€{o+1,...,n}, mas apenas de (z;_,,...,7;_1) € S. Dessa forma, o conjunto das classes
de condicionamento passa a ter |S| = |Ax|° elementos. Assim, para o problema de
codificacao, se for desejado utilizar a abordagem de cadeias de Markov de ordem o
como estratégia de simplificagdo, todos os cddigos condicionais C(:|s), s € S, devem ser
informados, ou seja, além da amostra (mensagem) X, ..., X, codificada, |Ax|® sistemas

de codificagao condicionais devem ser transmitidos.

Apesar de estabelecer um conjunto de classes condicionantes que possui poten-
cial de reduzir o tamanho da mensagem codificada, a abordagem via cadeias de Markov
pode ainda nao ser eficiente para a compactacao como um todo, pois necessita da trans-

missao de |[Ax|° codificagoes condicionais. Por esse motivo, é interessante procurarmos
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conjuntos de classes de condicionamento ainda menores, que nao prejudiquem muito na
reducao do comprimento da mensagem codificada. Adaptando para o vocabulo de nosso
trabalho, estamos buscando o equilibrio entre o nimero de bits necessarios para estabelecer
um modelo (cabegalho) e o niimero de bits que representam a mensagem codificada por ele.
Essa mesma procura incentivou [26] a propor as cadeias de Markov de alcance varidvel
(VLMC). Nele, como visto na se¢ao 1.1, uma fungao contexto, ¢(-), é responsavel por
agrupar estados baseando-se na porcao do passado que influencia a proxima observagao.
A imagem da funcao contexto é chamada de arvore de contexto e denotada por 7. Pelo
fato do modelo VLMC agrupar estados, temos que || < |S|. Assim, para uma amostra
Xq,..., X, de uma cadeia de Markov de alcance variavel a tempo discreto de ordem o
sobre um alfabeto finito Ay, com espago de estados S = A%, funcdo contexto ¢(-) e arvore
de contexto 7, podemos estabelecer, para cada i € {o+1,...,n}, codigos condicionais para
X; da forma O(-|c(xi})), em que c(zi"}) € 7. Repare que o modelo VLMC possibilita
que um ntmero menor (|7|) de cdédigos condicionais seja necessario para a transmissao da

mensagem codificada.

Uma outra estratégia de agrupamento de estados de uma cadeia de Markov
é delineada pelos modelos markovianos de particao, introduzidos na secao 1.2. Esses
modelos criam uma particao no espago de estados baseada nas probabilidades de transicao,
conforme estabelecido na definicao 8. No final da segao 1.1, discutimos que os modelos
VLMC podem ser vistos como um caso particular dos modelos de partigao. Assim, para
uma amostra Xy, ..., X, de uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o sobre um
alfabeto finito Ax, com espaco de estados S = A% e particao £ = {Ly, ..., Lz}, podemos
estabelecer, para cada i € {o+1,...,n}, codigos condicionais para X; da forma C(-|L),
em que L € L. Conforme discutido na se¢ao 1.2, o modelo markoviano de particdo possui
uma complexidade menor que uma cadeia de Markov completa, uma vez que |£| < |S].
Dessa forma, sob o escopo de codificagao, o modelo markoviano requer a incorporacao de

menos cddigos condicionais & mensagem binaria a ser transmitida.

Nesta subsecao, temos interesse em comparar as caracteristicas associadas a
codificacao de strings quando utilizamos um modelo markoviano completo e um modelo
markoviano de particdo como classes de condicionamento. Primeiramente, repare que,
fixada a memoria do processo markoviano (ordem o para cadeia de Markov ou pardmetros

g, G e M para cadeia de Markov com intersticio), a consideragao da parti¢do implica um
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encargo extra na mensagem bindria a ser transmitida, pois é necessario o detalhamento
das partes associadas a particao. Esse encargo nao ocorre, por exemplo, quando utilizamos
como classe de condicionamento o préprio espago de estados. No entanto, como observado
anteriormente, o modelo de parti¢do necessita informar |£| c6digos condicionais, enquanto
o modelo completo necessita transmitir |S|, e, como |£] < |S|, hd uma potencial reducdo
na quantidade de sistemas de codificacao a serem repassados. Observe que esses dois
grupos de informagao (detalhamento das classes de condicionamento e cddigos condicionais)
pertencem ao que chamamos, neste texto, de “cabecalho”. Além disso, os sistemas de
codificagdo baseados em S geram codigos de menor comprimento médio quando comparados
aos baseados em L, por serem mais detalhados e utilizarem o c6digo de Huffman condicional
6timo para cada estado s € S. Assim, temos uma pergunta crucial a responder: a potencial
reducao da quantidade de codificagdes condicionais a serem transmitidas (proposta pelo
modelo markoviano de parti¢ao) reduz o comprimento da string binaria final, quando
comparada a obtida pelos codigos condicionais baseados em todo o espaco de estados
S? Para ilustrar o paradigma proposto, apresentamos uma sequéncia de exemplos que
evidenciam a superioridade de cada abordagem em diferentes configuragoes. Diferentemente
do realizado no exemplo 27, nao nos preocupamos com a metodologia de selegao de modelos,
ou seja, a memoria do processo markoviano sera considerada conhecida, uma vez que
nosso interesse esta apenas nas diferentes caracteristicas da transmissao de informacgoes

dos procedimentos concorrentes a serem apresentados.

Exemplo 28. Neste exemplo, queremos investigar o comportamento dos procedimentos
de compressao baseados em modelos markovianos completos e modelos markovianos de
particao quando ambos estao associados a um espago de estados de tamanho moderado, mas
que pode ser representado por uma particao pequena cujas partes possuem probabilidades

de transicdo razoavelmente distintas.

Consideremos, mais uma vez, as condigoes estabelecidas no exemplo 26. Entao,
temos interesse em transmitir uma mensagem T cujos elementos sao provenientes do
alfabeto Ay = {a,d, g,t,u,z}. Além disso, suponhamos que as observagoes da string T
se comportem conforme um modelo G3M (g =1,G = 300, M = 1), que possui espago de
estados 8* = A3, com |S*| = 63 = 216. Também, consideramos que S* estd organizado
em uma partigio com seis partes, L = {L1,..., Lg}, delineadas como na tabela 3.2, e as

respectivas probabilidades de transicio sdo apresentadas na tabela 3.53. Agora, geramos trés
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amostras de tamanhos distintos desse processo (n =2 x 103, n=2x 10" en =2 x105) e
realizamos o procedimento de compactacao de strings, ilustrado na figura B.1, para cada
uma delas em dois cendrios para as classes de condicionamento: modelo de particao; e
modelo completo. Para ambos, a estrutura de dependéncia utilizada foi a de uma cadeia de
Markov com intersticio com a tripla de parametros (g =1, G = 300, M = 1) e reutilizadas
as configuracos iniciais do exemplo 26 para o procedimento de compressdo. As tabelas
C.5, C.6 e C.7 apresentam os resultados das codificagoes para as abordagens de modelo
de particio e de modelo completo para amostras de tamanhos n =2 x 103, n =2 x 10* e
n = 2 x 10°, respectivamente. Vale a pena ressaltarmos quais os significados das linhas

das tabelas que se sequem:

o Alfabeto utilizado: string bindria que representa quais elementos do alfabeto prefixado

estao presentes na mensagem a ser transmitida;

o Definicao do modelo: string bindria que representa os valores da tripla de parametros

(9,G, M) para os modelos markovianos;

o Particao estimada: string bindria constituida pela particao codificada e os codigos

utilizados para determind-la (presente apenas nos modelos de parti¢do);

o Codificagoes condicionais: string bindria composta por todos os codigos condicionais

necessdrios para codificar a mensagem a ser transmitida;

o Codificagoes marginais: string bindria que representa o codigo que serd utilizado para

codificar os g + G primeiros elementos da mensagem a ser transmitida,

o Mensagem codificada: string bindria resultante da codificacio da mensagem original

pelos codigos marginais e condicionais;

o Total: string bindria resultante da concatenagdo do cabecalho e da mensagem codifi-

cada.

Perceba que, para os trés tamanhos amostrais considerados, as tabelas C.5 a
C.7 apontam que o modelo markoviano completo codifica a mensagem original de maneira
mais economica que o modelo de particdo. No entanto, para que a codificacao possa ser
realizada, o modelo completo necessita operacionar sobre uma grande quantidade de codigos
condicionais, que aumenta em demasia o tamanho da string bindria final a ser transmitida.

FE possivel notar que o modelo de particio sacrifica um pouco da taxa de compressao sobre
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a codificacdo da mensagem, mas procura economizar na quantidade de informagoes a serem
transmitidas pelo cabecalho, gerando uma potencial reducao no comprimento da string
bindria final. Em particular, observamos uma redugao de 41%, 10% e 1% no comprimento
da string bindria final do modelo de parti¢cio sobre o modelo completo, para as amostras de
tamanhos n = 2 x 103, n = 2 x 10* e n = 2 x 10°, respectivamente. Ou seja, para amostras
suficientemente grandes, fixado um modelo, as duas abordagens tendem a se equivaler, pois
o numero de bits gastos em discrepancias do cabecalho torna-se muito pequeno quando

comparado ao numero de bits da mensagem codificada.

Exemplo 29. Neste ezemplo, queremos investigar o comportamento dos procedimentos
de compressao baseados em modelos markovianos completos e modelos markovianos de
particao quando o modelo original possut uma particaio de tamanho proximo ao do espaco

de estados do processo estudado.

Suponha que transmissor e receptor jd tenham estabelecido previamente o

sequinte conjunto de configuracoes:
o Alfabeto prefizado: A ={a,b,c,d e, f,g,h,i,j,k,l,m,n,o0,p,q,r, s t,uv,w x,y, 2}

e Bits reservados para a defini¢io do modelo para a classe de condicionamento: 4 bits

para o valor g, 8 bits para G — M e 4 bits para M ;
o Comprimento da maior mensagem a ser transmitida: N = 220 — 1 = 1.048.575.

Consideremos que temos interesse em transmitir uma mensagem cujos elemen-
tos sao provenientes do alfabeto Ay = {a,b,c}. Suponhamos que as observagoes da string
se comportem conforme um modelo G3M (g =0, G =2, M = 1). Perceba que o espago de
estados estendido desse processo é S* = A2, e que |S*| = 32 = 9. Consideremos que S*

estd organizado em uma particio com oito partes, L = {Ly, ..., Ls}, delineadas como
Ly ={aa, ba}, Ls={ac}, Ls={bc}, L7;={cb},
Ly = {ab}, Ly ={bb}, Lg={ca}, Lg={cc},

cujas probabilidades de transicao sao dadas por

palL1) =0,1, p(blL1) = 0,2, p(alLs) = 0,5, p(blLs) = 0,4,
plalLz) = 0,7, p(blL2) = 0,2, plalLg) = 0,4, p(blLg) = 0,4,
plalLs) = 0,6, p(b|lLs) = 0,2, plalL7) = 0,2, p(b|lL7) = 0,4,
plalLy) = 0,1, p(blLs) = 0,5, plalLs) = 0,1, p(blLs) = 0,3
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Simulamos mensagens de comprimento n = 103, n = 5x 10® e n = 10* sequindo
as configuracoes estabelecidas. Por simplicidade, as g+ G = 2 primeiras observacoes foram
simuladas de maneira independente a partir de uma distribuicdo uniforme em A;. As
tabelas C.8, C.9 e C.10 apresentam os resultados das codificagcoes para as abordagens de
modelo de particio e de modelo completo para amostras de tamanhos n = 103, n = 5 x 103

e n = 104, respectivamente.

E interessante notar que, pelas tabelas C.9 e C.10, os modelos completos
entregaram strings bindrias finais de menores comprimentos que as providas pelos modelos
de particio. Note que, para esses dois casos, o detalhamento da particio ndo compensou
a reducao da quantidade de codificacoes condicionais a serem transmitidas, provocando
um aumento do cabecalho. Em particular, para os modelos de particao, foram estimadas
particoes de tamanhos 5, 7 e 8 para as amostras de tamanho n = 103, n = 5 x 103 e
n = 10%, respectivamente. Repare que o aumento do nimero de partes é diretamente
associado ao aumento do numero de bits para detalhar a particdo, e, para este exemplo,
tal detalhamento € vantajoso para o caso da amostra com n = 10®, mas prejudicial para
0s outros dois casos. No entanto, o algoritmo A.1 (utilizado para estimar a parti¢io) é
consistente e, portanto, para amostras suficientemente grandes, deve recuperar a particao
original do processo, tornando estavel o niumero de bits necessarios para detalhar a particao
estimada. Além disso, temos que as estimativas das probabilidades condicionais também
devem convergir no caso de grandes amostras, estabilizando o numero de bits necessdrios
para transmitir as codificagoes condicionais. Dessa forma, novamente, para amostras
suficientemente grandes, fixado um modelo, as duas abordagens tendem a se equivaler, pois
o numero de bits gastos em discrepancias do cabecalho é estdvel e torna-se muito pequeno

quando comparado ao numero de bits da mensagem codificada.

Exemplo 30. Neste exemplo, queremos investigar o comportamento dos procedimentos
de compressao baseados em modelos markovianos completos e modelos markovianos de
particao quando o modelo original possui uma particao de cardinalidade consideravelmente
menor que a do espaco de estados do processo estudado, mas as probabilidades de transicdo
das partes sao parecidas entre si. Ou seja, este € um cendrio no qual o algoritmo A.1 deve

apresentar dificuldades para recuperar a parti¢do original.

Suponha que transmissor e receptor jd tenham estabelecido previamente o
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sequinte conjunto de configuracoes:
o Alfabeto prefizado: A ={a,b,c,d e, f,g,h,i,j,k, l,m,n,o0,p,q,r s t,uv,w x,y, 2}

e Bits reservados para a defini¢io do modelo para a classe de condicionamento: 4 bits

para o valor g, 8 bits para G — M e 4 bits para M ;
o Comprimento da maior mensagem a ser transmitida: N = 220 — 1 = 1.048.575.

Consideremos que temos interesse em transmitir uma mensagem cujos elemen-
tos sao provenientes do alfabeto Ay = {a,b,c}. Suponhamos que as observagoes da string
se comportem conforme um modelo G3M (g =0, G =2, M = 1). Perceba que o espago de
estados estendido desse processo é S* = A2, e que |S*| = 32 = 9. Consideremos que S*

estd organizado em uma particao com quatro partes, L = {L,..., L4}, delineadas como
Ly = {ba, cb}, Ly ={aa,bb}, Ls={bc,ab}, L4={ca,ac,cc},

cujas probabilidades de transicao sao dadas por

p(a|Ly) = 0,70, p(b|Ly) = 0,20, p(a|Ls) = 0,68, p(b|L3) =0,22,
plalLs) = 0,72, p(b|Ly) =0,18, p(a|Ly) = 0,70, p(b|Ly) = 0,10.
Simulamos mensagens de comprimento n = 103, n = 5x10% e n = 10* sequindo
as configuragoes estabelecidas. Por simplicidade, as g+ G = 2 primeiras observagoes foram
simuladas de maneira independente a partir de uma distribui¢io uniforme em A,. As
tabelas C.11, C.12 e C.13 apresentam os resultados das codificacoes para as abordagens de
modelo de particio e de modelo completo para amostras de tamanhos n = 103, n = 5 x 103

e n = 104, respectivamente.

Para os trés casos considerados neste exemplo, o algoritmo A.1 estimou a
mesma particio L = {I//\l,[//\g}, em que Ly = {ca,ac,cc} e L =& \ La. Repare que
[//\2 =Lse [//\1 = [11ULyUL3, em que Ly, Lo, L3 e Ly sao as partes que compoem a particao
original L. Perceba que, apesar do modelo de particao ndo ter consequido recuperar com
sucesso a particdo original do processo, foi capaz de criar uma estimativa da particdo que
une todos os estados cujas probabilidades de transicao foram suficientemente proximas. F
essa estimativa foi apropriada para criar um conjunto de classes de condicionamento bom
o bastante para codificar os dados sem aumentar o tamanho do cabecalho. Por fim, vale
notar que ambas as abordagens (modelo completo e modelo de parti¢io) sao equivalentes

para amostras suficientemente grandes, pelos mesmos motivos ja explanados nos exemplos
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28 e 29.

Exemplo 31. Neste ezemplo, queremos investigar o comportamento dos procedimentos
de compressao baseados em modelos markovianos completos e modelos markovianos de
particaéo quando o modelo original possut uma particaio de tamanho proximo ao do espaco
de estados do processo estudado e as probabilidades de transicao das partes sdo parecidas

entre si.

Suponha que transmissor e receptor jd tenham estabelecido previamente o

sequinte conjunto de configuracoes:
o Alfabeto prefizado: A = {a,b,c,d,e, f,g,h,i,j,k,[,m,n,0,p,q,1, s t,uv,w x,y,2};

o Bits reservados para a defini¢cio do modelo para a classe de condicionamento: 4 bits

para o valor g, 8 bits para G — M e 4 bits para M;
o Comprimento da maior mensagem a ser transmitida: N = 220 —1 = 1.048.575.

Consideremos que temos interesse em transmitir uma mensagem cujos elemen-
tos sao provenientes do alfabeto A1 = {a,b,c}. Suponhamos que as observagoes da string
se comportem conforme um modelo G3M (g =0, G =2, M = 1). Perceba que o espago de
estados estendido desse processo é S* = A2, e que |S*| = 32 = 9. Consideremos que S*

estd organizado em uma partigio com oito partes, L = {Ly,..., L}, delineadas como
Ly ={aa, ba}, L3 ={ac}, Ls={bc}, L;={cb},
Ly = {ab}, L, ={bb}, Lg={ca}, Lg={cc},

cujas probabilidades de transicdo sao dadas por

p(alLy) = 0,10, p(b|Ly) = 0,20, plalLs) = 0,08, p(b|Ls) = 0,22,
p(alLy) = 0,12, p(b|Ly) = 0,18, p(alLg) = 0,10, p(b|Lg) = 0,18,
pla|Ls) = 0,12, p(b|L3) = 0,22, p(a|L7) = 0,10, p(b|L;) = 0,22,
plalLs) = 0,08, p(b|Ly) = 0,18, plalLg) = 0,12, p(b|Ls) = 0, 20.

Simulamos mensagens de comprimento n = 103, n = 5x10® e n = 10* sequindo
as configuracoes estabelecidas. Por simplicidade, as g+ G = 2 primeiras observacoes foram
simuladas de maneira independente a partir de uma distribuicio uniforme em A,. As
tabelas C.14, C.15 e C.16 apresentam os resultados das codificacoes para as abordagens de
modelo de particio e de modelo completo para amostras de tamanhos n = 103, n = 5 x 103

en = 10*, respectivamente.
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Para os trés casos considerados neste exemplo, o algoritmo A.1 estimou particoes
de cardinalidades 1, 1 e 2 para as amostras de tamanhos n = 103, n =5 x 103 e n = 10%,
respectivamente. Perceba que, apesar do modelo de particao nao ter consequido recuperar
com sucesso a parti¢io original do processo, foi capaz de criar uma estimativa da particdo
que une todos os estados cujas probabilidades de transicao foram suficientemente proximas,
como o ocorrido no exemplo 30. E, novamente, essa estimativa foi apropriada para criar
um conjunto de classes de condicionamento bom o bastante para codificar os dados sem
aumentar o tamanho do cabegalho. Além disso, vale notar que ambas as abordagens (modelo
completo e modelo de particio) sao equivalentes para amostras suficientemente grandes,

pelos mesmos motivos ja explanados anteriormente.

Os exemplos 28, 29, 30 e 31 evidenciam que, para amostras suficientemente
grandes, o método de codificacao de strings apresentado na figura B.1 resulta em strings
binarias de tamanhos muito proximos quando consideramos modelos markovianos completos
ou de parti¢ao para a construcao das classes de condicionamento que serao utilizadas nas
codificacoes condicionais. No entanto, para amostras menores, dependendo da configuragao
da particdo do espacgo de estados associado ao processo estudado e de suas probabilidades
de transicao, uma ou outra abordagem pode ser mais conveniente. Em particular, vimos
que os modelos de particao promovem uma melhoria na taxa de compressao dos dados
quando a particdo possui cardinalidade consideravelmente menor que a do espago de
estados ao qual estd associada (exemplo 28). No entanto, quando as cardinalidades sao
préximas e as respectivas probabilidades de transigao sao razoavelmente distintas (exemplo
29), o modelo completo apresenta vantagens. Contudo, quando as probabilidades de
transigdo sao proximas (exemplos 30 e 31), mesmo quando a parti¢do original do processo
nao é completamente recuperada, a particdo estimada pelo algoritmo A.1 proporciona
classes de condicionamento apropriadas para a codificagdo da mensagem de interesse.
Encerramos esta secao comparando as duas abordagens concorrentes aqui apresentadas
quando aplicadas sobre o conjunto de bases que compoem o genoma do coronavirus ja

estudado no capitulo 1.

3.1.2 Compressao de Genoma da Covid-19

Retomemos o estudo de caso do sequenciamento do genoma da Covid-19

explorado no capitulo 1. Nele, o conjunto de dados foi interpretado como uma sequéncia
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de 29.903 observagoes assumindo valores no conjunto de bases A = {a, ¢, g,t}. Também,
na tabela 1.8, vimos que o modelo G3M que apresentou maior BIC, dentre os propostos,
foi o com a tripla de pardmetros (g = 0, G = 8, M = 4), e, por isso, foi considerado o
mais adequado para explicar o processo analisado. A fim de explorarmos o discutido nesta
subsecao, realizamos o processo de compactagao de strings, ilustrado na figura B.1, para
a amostra do genoma da Covid-19 em dois cenarios para as classes de condicionamento:
modelo de partigao; e modelo completo. Em [11] foi realizado um estudo detalhado deste
mesmo genoma via abordagem G3M e, devido as bases nitrogenadas do DNA serem
organizadas em triplas, foi estabelecida uma ordem imediata M = 3 para o modelo e
o valor do intersticio G foi selecionado via maximizacao do critério BIC. Isso resultou
na escolha do modelo G3M com a tripla de pardmetros (¢ = 0, G = 9, M = 3). Na
aplicagao apresentada nesta subsecao, adotaremos tal modelo. Reutilizando as configuracos
iniciais do exemplo 26 para o processo de compressao, as tabelas 3.6 e 3.7 apresentam os
resultados da codificagdo para a abordagem de modelo de particdao e para modelo completo,

respectivamente.

Observe que o modelo de particao, apesar de possuir uma codificacao da
mensagem de comprimento superior, possuiu uma economia no tamanho do cabegalho.
Além disso, a string binaria resultante dessa abordagem apresentou comprimento total
inferior ao de sua concorrente. Ou seja, a simplificagao da estrutura de dependéncia
proposta pelo modelo de particdo promoveu uma redugao no tamanho do conjunto de
classes de condicionamento necessario para um sistema de codificacdo apropriado. Assim
sendo, a utilizacdo da abordagem de modelos de particao é capaz de trazer avangos no

processo de compactacao de strings, que resultam em melhores taxas de compressao.

Fonte Bits
Alfabeto utilizado 26
Cabecalho Deﬁgi(%éo dg modelo 24
(1.351 bits) Part}gao ﬁstlmada. o 1.021
Codificagoes condicionais | 260
Codificacoes marginais 20
Mensagem codificada 58.385
Total 59.736

Tabela 3.6: Elementos da string bindaria resultante da compressao do genoma da Covid-19
utilizando a abordagem de modelos de particao, e seus respectivos niimeros de bits.
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Fonte Bits
Alfabeto utilizado 26
Cabecalho Deﬁr}i%éo dq modelo 24
(5.190 bits) | Lortiao estimada y
Codificagoes condicionais | 5.120
Codificagoes marginais 20
Mensagem codificada 58.100
Total 63.290

Tabela 3.7: Elementos da string binaria resultante da compressao do genoma da Covid-19
utilizando a abordagem de modelos completos, e seus respectivos nimeros de bits.

3.2 Compressao de Matrizes

Nesta secao, estudamos o problema de um transmissor que tem interesse em
comunicar uma matriz a um receptor. Apds o desenvolvimento da se¢ao anterior, onde
apresentamos uma metodologia para comunicacao das quantidades necesséarias para a
codificacao de uma string, e do procedimento de conversao de uma matriz em string
(H-leitura) apresentado na subsegdo 1.3.2, falta pouco para alcangarmos um método para

compressao de matrizes.

Na subsecao 1.3.2, vimos como associar um formato de vizinhanca de um
ponto da matriz a um conjunto de observagoes anteriores em sua H-leitura. Além disso,
discutimos brevemente como esse processo pode ser visualizado como uma cadeia de
Markov com intersticio, em que cada vizinhanca observada corresponde a um elemento
do espaco de estados associado. Em particular, o formato de vizinhanca ilustrado na
figura 1.3 corresponde ao espaco de estados de uma cadeia de Markov com intersticio com
g=1,G=We M =1, em que W é o nimero de colunas da matriz. No entanto, um
detalhe muito importante deve ser observado antes de iniciarmos o processo de compressao:
em nossa abordagem, fixado um formato de vizinhancga, esta é aplicavel apenas a uma
submatriz da matriz original, B. Por exemplo, se estamos utilizando o formato de
vizinhanca até aqui trabalhado, ele é aplicavel na submatriz B1, mas nao no conjunto de

pontos da regiao B2, conforme delineados na figura 3.1.
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Figura 3.1: Visualizacao da regiao em que a vizinhanca é aplicavel.

Perceba que, para matrizes de grande dimensao, a quantidade de elementos em

B1 é muito maior que a em B2. Dessa forma, podemos justificar o uso de um método de

codificacao em B1 diferente do utilizado em B2, desde que este produza um coédigo com

comprimento médio ndo superior. No entanto, este nao é o real problema, pois, conforme

o teorema 7, o condicionamento nao aumenta a entropia, e, portanto, nao aumenta os

limites inferior e superior do comprimento esperado do codigo 6timo, ambos delineados

no teorema 15. Assim, como observado para compressao de strings na subsecao 3.1.1,

o problema do uso de cédigos condicionais esta na transmissao da grande quantidade

de parametros necessarios para descrever o sistema de codificagao utilizado. Ou seja, o

modelo pode se tornar tao complexo que a taxa de compressao dos dados nao justifique

a inclusdo de tantos parametros, ocasionando uma baixa eficiéncia na transmissao da

mensagem como um todo.

Além das configuracoes iniciais andlogas ao método de compressao de strings,

a primeira etapa do procedimento de compactagao de uma matriz B, cujos elementos

sao provenientes de um alfabeto finito A, sera sua H-leitura, ou seja, sua conversao em

uma string T. Em seguida, devemos escolher o formato de vizinhanga que utilizaremos

para construir, posteriormente, as classes de condicionamento do cédigo. A definicao da

vizinhanca deve ser feita de forma a permitir sua associagdo com o espaco de estados de

alguma cadeia de Markov conveniente. Por exemplo, uma vizinhanga muito elaborada

aumenta a dimensao do espago de estados da cadeia de Markov associada ao modelo
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(podendo torna-lo muito complexo), além de reduzir a regiao na qual pode ser aplicada.

A préxima etapa é referente a estimativa da particao do espago de estados
associada as observagoes da regiao B1. Para isso, devemos contabilizar as frequéncias
condicionais nessa submatriz e executar o algoritmo A.1 de maneira apropriada. A seguir,
devemos executar o algoritmo A.2 condicionado a cada elemento da particdo, obtendo o
conjunto das codifica¢bes condicionais. Em seguida, executamos o algoritmo A.2 sobre a
regiao B2 para a obtencao da codificacao marginal que serd utilizada nesses elementos.
Por fim, codificamos a string T' (proveniente da H-leitura de B) utilizando a codificagiao
marginal se o elemento pertencer a regiao B2 ou a codificacao condicional correspondente
se o elemento pertencer a B1. O processo de codificagdo da matriz B é representado
pelo algoritmo A.3 para uma vizinhanca cuja equivaléncia é uma cadeia de Markov com
intersticiocom M =1, G=W e g =1, em que W é o nimero de colunas da matriz B. O

processo geral da transmissao da matriz B é ilustrado na figura B.3.

Exemplo 32. Suponha o contexto de comunicacao de uma matriz B e que transmissor e

receptor ja tenham estabelecido previamente o sequinte conjunto de configuragoes:
o Alfabeto prefizado: A = {a,b,c,d,e, f,g,h,i,j,k,[,m,n,0,p,q,1, 8 t,uv,w x,y,2};

o Bits reservados para a defini¢cio do modelo para a classe de condicionamento: 4 bits

para o valor g, 16 bits para G — M e 4 bits para M ;
e Bits reservados para a declaracdo do niumero de linhas da matriz: R = 16.

Relembre que, para nossa abordagem, o valor de G jd reflete o numero de colunas
da matriz B. Os elementos da matriz sao provenientes do alfabeto Ay = {a,d,g,t,u,z} e
considere que B pode ser dividida em duas regioes, B1 e B2, conforme ilustrado na figura
3.1. Suponha que, na regiao B1, as observagoes sao influenciadas pela configuracdo de
sua vizinhanga, cujo formato esta ilustrado na figura 1.3, e na regicdo B2 as observacoes
sao independentes de quaisquer outras e possuem distribuicao uniforme em Ai. Denomine
por T a string resultante da H-leitura de B. Como jd discutido anteriormente, a classe
de condicionamento para a regiago B1 pode ser vista como o espaco de estados de uma
cadeia de Markov com intersticio, 8*, com g =1, G =W e M =1, em que W ¢ o
nimero de colunas da matriz B. Além disso, suponha que essa cadeia de Markov (restrita

da regico B1) possua particio em seu espago de estados como a delineada pela tabela 3.8 e
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probabilidades de transicao dadas pela tabela 3.9. Repare que essa configuracao do processo
nos diz que, na regiao B1, se um elemento de Ay é predominante na vizinhanga, temos uma
alta probabilidade de permanecer nele ou em algum de seus vizinhos imediatos no alfabeto
Aq. Esse tipo de comportamento é comum em matrizes que representam intensidades de

cores, em que as transicoes acontecem de maneira pouco rispida.

Parte Elementos
Ly aaa, aad, aag, aat, aau, aaz, ada, aga, ata, aua, aza, daa, gaa, taa, uaa, zaa
L, ddd, dda, ddg, ddt, ddu, ddz, dad, dgd, dtd, dud, dzd, add, gdd, tdd, udd, zdd
L 999, 99d, gga, ggt, ggu, g9z, gdg, gag, gtg, gug, gzg, dgg, agg, tgg, ugg, 299

L, ttt, td, ttg, tta, ttu, ttz, tdt, tgt, tat, tut, t=t, dit, git, att, utt, ztt

Ly uuw, vud, ung, uut, uua, uuz, udu, ugu, utu, uaw, uzu, duw, guu, tuw, au, Zu
Lg 222,22d,22q, 22t zzu, zza, zdz, gz, 2tz zuz, zaz, dzz, gzz, tzz, uzz, azz
L7 S*\{Ll,...,Lﬁ}

Tabela 3.8: Particao £ do espacgo de estados estendido &* do exemplo 32.

Parte (L) | p(alL) p(d|L) p(g|L) p(t|L) p(ulL) p(z|L)
L 0,50 0,20 0,10 0,10 0,05 0,05
Lo 0,20 0,40 0,20 0,10 0,05 0,05
Ls 0,10 0,20 0,40 0,20 0,05 0,05
L, 0,05 0,05 0,20 0,40 0,20 0,10
Ls 0,05 0,05 0,10 0,20 0,40 0,20
L 0,05 0,05 0,10 0,10 0,20 0,50
L, 0,30 0,10 0,10 0,10 0,10 0,30

Tabela 3.9: Probabilidades de transicao de cada parte da particio £ do exemplo 32.

Simulamos uma matriz B de dimensao 400 x 400 sequindo as caracteristicas
até aqui desenvolvidas. Primeiramente, facamos a etapa de declaracio do alfabeto. Como
no exemplo 26, o método de listagem é o mais economico, utilizando 26 bits. Dessa forma,
escolhemos a string bindria proveniente da listagem, Ao, e a concatenamos com o bit de
identificacdo com valor 0, obtendo A* = 0Ay. Em sequida, precisamos declarar a tripla
(9,G — M, M) utilizada no modelo G3M, assim como o nimero de linhas da matriz B.

Em nosso caso,

£ =1(1,4)1(399,16)1(1,4)I(400, 16) = 0001 0000000110001111 0001 0000000110010000.

Agora, precisamos estimar a particio L, a partir da string T, restrita d regido
B1, utilizando o algoritmo A.1. Para esta amostra, o algoritmo estimou a particao

L= {LAl, e [Tg}, cujas partes sio detalhadas na tabela 3.10.
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Parte Elementos

Ly aaa, aad, aag, aat, aau, aaz, ada, aga, ata, aua, aza, daa, gaa, taa, uaa, zaa
L:2 ddd, dda, ddg, ddt, ddu, ddz, dad, dgd, dtd, dud, dzd, add, gdd, tdd, udd, zdd
Ls 999, 99d, gga, ggt, ggu, g9z, gdg, gag, gtg, gug, gzg, dgg, agg, tgg, ugg, 299
L, ttt, ttd, ttg, tta, ttu, ttz, tdt, tgt, tat, tut, tzt, dtt, gtt, att, utt, ztt

1/1\5 uu, uud, uug, uut, uua, uuz, udu, ugu, utu, uaw, uzw, duw, guu, tuw, auu, Zu

Lo 22z, 22d, 229, zzt, zzu, zza, 2dz, 29z, 2tz zuz, zaz, dzz, g2z, tzz, uzz, azz
L, dga, zga, zta, tua, tad, agd, tgd, zgd, azd, uag, zdg, dtg, tug, dzg, tzg, dat

gat,udt, agt, dzt, dau, tdu, zdu, agu, gzu, gaz, taz,tdz,ugz, atz, dtz, gtz
Ls S \{L,.... Ly}

Tabela 3.10: Particao estimada L do espaco de estados estendido &* do exemplo 32.

Repare que o algoritmo A.1 estimou uma particio de oito partes. Perceba que as
partes L1 a Lg do modelo original foram recuperadas com exatiddo como as partes l/L\l a I//;,
respectivamente, da particio estimada. No entanto, a parte Ly do modelo original nao foi
completamente recuperada e apresentou-se dividida em dois conjuntos da particao estimada:
1/3\7 e l/L\g. Este fenomeno é equivalente ao jd constatado e comentado no exemplo 26, em
que foram observados alguns erros de alocacao de elementos do espago de estados dentro
da particao estimada. Também de forma andloga a realizada no exemplo 26, utilizamos
um codigo de Huffman para a codificacao da particao, considerando as estratégias Modo
1 e Modo Arvore. Ainda reaproveitando os cdlculos realizados no exzemplo 26, defina
|EA|B a representacdo bindria em 8 bits do numero de partes em L. Utilizando o Modo 1
para a declaragdo do codigo de Huffman para as partes obtemos uma string bindria com
71 bits, enquanto para o Modo Arvore foram necessdrios 47 bits. Como o Modo Arvore
foi 0 mais economico, o escolhemos e adicionamos um bit de identificacao inicial com
valor 0 e definimos a string bindria Emodelo. Em sequida, codificamos os elementos do
espaco de estados estendido sequndo o codigo de Huffman considerado, confeccionando
a string bindria ZB, que, em nosso caso, possui H68 bits. Finalizando o processo de
declaracdo da particio, concatenamos todas essas informacoes em apenas uma unica string:

AE = |E|B Lorodelo EB, que € constituida por 8+48+568 = 624 bits.

O prozimo passo é a execugdo sequencial do algoritmo A.2 para obtencao das
codificagoes condicionadas a cada elemento da particao L que serao utilizadas para codificar
a regido B1. A tabela 3.11 apresenta os codigos de Huffman condicionais para cada

elemento da particao L.
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Parte (L) | C(alL) C(d|L) C(g|L) C(t|L) C(u|L) C(z|L)
L 0 10 1110 1111 1100 1101
Lo 10 11 01 001 0001 0000
L; 010 10 11 00 0111 0110
L, 11011 11010 10 0 111 1100
Ls 0100 0101 011 00 11 10
Le 1100 1101 100 101 111 0
L; 11 011 000 001 010 10
Ls 10 000 001 011 010 11

Tabela 3.11: Cédigos de Huffman condicionais a cada parte da particao L do exemplo 32.

Cada um dos codigos condicionais deve ser transmitido utilizando o Modo 1
ou Modo Arvore. Todas as codificacdes apresentaram o Modo Arvore mais econdmico que
o Modo 1. Concatenando um bit de identificacao de valor 0 em cada uma dessas strings
bindrias, obtemos as strings D , L € L. Por fim, definimos como D a concatenagdio das

strings Di ; em uma unica string bindria. Em nosso caso, D} € representada por 240 bits.

Em sequida, devemos construir um codigo de Huffman associado as frequéncias

da observacoes da regiao B2. A codificacao utilizada é

C(a) =01, C(d)=101, C(g) = 100,
C(t) =111, C(u) =00, C(z)=110.

Para a transmissdo do codigo marginal, consideraremos novamente o Modo 1
(que utiliza 70 bits) e o Modo Arvore (que utiliza 29 bits). Como o modo drvore é o mais
economico, o escolhemos e comunicamos nossa decisao incluindo um bit de identificacdo
com valor 0. A identificacio do codigo marginal é denotada por D e possui, portanto,

30 bits. Com 1isso, podemos definir o cabecalho de nossa mensagem codificada como a

concatenacao U = A*SI:'*BDIDQ‘, que possui 27+40+624+240+30 = 961 bils.

Definimos um codigo de prefixo otimo para a H-leitura T como a unido dos
codigos marginal (para a regiago B2) e condicionais (para a regiao B1), ou seja, C* =
{C()Y U {C(-|L) : L € L}. Denominemos por C*(T) o cédigo de prefizo étimo C*
aplicado a T. Em nosso caso, C*(T') é uma string de 365.7/8 bits. Por fim, realizamos a
concatenagao T = UC*(T), que une o cabegalho e a mensagem codificada. Dessa forma,
temos que a transmissao da mensagem 1" necessitou de 961+363.748 = 364.709 bits para

ser realizada.
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A decodificacao de T™ na matriz B seque um procedimento andlogo ao caso em
que a mensagem original € uma string, tendo apenas um ultimo passo adicional: fracionar
a mensagem em linhas com G colunas (resgatando a dimensao original de B). Novamente,

nao iremos realizar a decodificagcdo aqui para ndo tornar o exemplo ainda mais exraustivo.

Exemplo 33. Retornemos para o contexto do exemplo 32. Para efeito de comparagao,
consideremos um procedimento de compressao da matriz B baseado em um codigo de
Huffman tradicional, ou seja, sem levar em consideracdo possiveis estruturas de dependéncia
entre os pontos de B. Para este tipo de procedimento, transmissor e receptor necessitam de
uma configuragdo prévia composta por: alfabeto A; e niumeros mdzimos de linhas e colunas
de B. Além disso, deve-se comunicar o codigo de Huffman utilizado. Dessa forma, o
cabegalho € constituido por: alfabeto utilizado Ay (26 bits, conforme ja calculado); nimero
de colunas de B (16 bits); nimero de linhas de B (16 bits); e cddigo de Huffman utilizado
(80 bits, pelo Modo /[rvore). Por tanto, o cabecalho é constituido por 26+16+16+30 =
88 bits, numero muito inferior ao encontrado para o cabegcalho do exemplo 32. Para as

frequéncias na matriz B, o cédigo de Huffman obtido é

C(a) =00, C(d)=100, C(g) =110,
C(t) =111, C(u) =101, C(z)=0L.

Com esta codificacao, a H-leitura de B é convertida em uma string bindria
de 401.614 bits. Portanto, este procedimento utiliza 88+401.614 = 401.702 bits para

comunicar a matriz B.

Antes de finalizarmos o capitulo, algumas observagoes sdo convenientes para a
aplicagdo dos procedimentos. Pelos exemplos 32 e 33, vimos que um procedimento que leva
em consideracao possiveis estruturas de dependéncia entre entradas de uma matriz possui
um cabecalho mais extenso que o que nao considera, devido a necessidade de detalhamento
do modelo utilizado. No entanto, esse custo adicional pode ser compensado pela capacidade
de compressao ganha pelo delineamento de boas classes de condicionamento. Nos exemplos
supracitados, o procedimento que utiliza o modelo G3M necessita de uma string binaria
10% menor que o outro para transmitir a mesma matriz, conforme pode ser observado na

tabela 3.12.

Uma observagao de natureza pratica é referente ao uso do algoritmo A.1. Em

muitos casos, nem todos os elementos do espaco de estados estendido, S*, se apresentam
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Modelo G3M | Modelo independente
Cabegalho 961 88
Mensagem codificada 363.748 401.614
Total 364.709 401.702

Tabela 3.12: Blocos das strings binarias representantes das matrizes compactadas nos
exemplos 32 (modelo G3M) e 33 (modelo independente) e seus respectivos nimeros de
bits.

de maneira significativa em uma mensagem. A pouca frequéncia desses elementos pode
prejudicar a estimacgao de suas probabilidades de transi¢ao e, consequentemente, prejudicar
o desempenho do algoritmo A.1 no delinemanto da particao do espago de estados. Uma
alternativa é pré-alocar esses estados em uma tnica parte separada dos demais e depois
executar o algoritmo A.1. Como a frequéncia desses elementos é pequena na mensagem, a
utilizacdo de uma codificagdo condicional ndo necessariamente 6tima para esse grupo deve
impactar pouco a compressao geral. Iremos utilizar nos capitulos seguintes um limitante
ad hoc para esta causa: agruparemos todos os estados cuja frequéncia seja menor ou igual
a a =20 x |Ay]. Isso permitird que a codificagdo seja eficiente, pelo menos, em classes de

condicionamento de frequéncias relevantes.

3.3 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos com detalhes procedimentos para codificagdao de
dados uni e bidimensionais utilizando cédigos de Huffman. Expomos que a string binaria
resultante da codificacao pode ser separada em dois grandes blocos: cabegalho; e mensagem
codificada. O cabecalho é responsavel por comunicar ao receptor todas as caracteristicas e
informacoes sobre a codificacao utilizada sobre a mensagem alvo da transmissao, enquanto
o segundo bloco corresponde exatamente a string binaria consequente do coédigo delineado
no cabegalho aplicado a mensagem original. Na se¢do 3.1, descrevemos um conjunto de
técnicas capazes de transmitir, sem duplicidade de decodificagdo, todas as quantidades
envolvidas no cabecalho. Evidenciamos, a partir de um conjunto de exemplos, que, dentre
as ferramentas apresentadas, ndo ha uma que se destaque como uniformemente superior,

sendo conveniente a intervencao do programador para a selecao em cada etapa.

Na subsec¢ao 3.1.1, discutimos os beneficios de considerarmos codificagoes de

Huffman condicionais para a compressao de strings. Argumentamos que, pelo fato do
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condicionamento possibilitar uma redugao da entropia associada a uma variavel aleatéria
(teorema 7), o uso de codificagoes condicionais pode proporcionar cdigos de menores
comprimentos médios. Com essa motivacao, realizamos um estudo comparativo de exemplos
simulados utilizando as abordagens de cadeia de Markov completa e modelos de particao,
apontando quando uma possui vantagens sobre a outra. Além disso, apresentamos indicios
sobre a relagao entre o BIC associado a um modelo markoviano de particao e sua taxa
de compressao. Atualmente, estudamos a base tedrica que levou a superioridade dos
modelos de particdio em nossas simulagoes. Também, realizamos um estudo de caso
utilizando o genoma da Covid-19 apresentado no capitulo 1, mostrando que, devido a
menor quantidade de parametros a serem transmitidos, tal abordagem possuiu uma melhor

taxa de compressao que sua concorrente.

A secao 3.2 elucida como, a partir do uso de cadeias de Markov com intersticio,
podemos enfrentar a problematica de compactacao de matrizes como uma variacado do
processo de compactagao de strings, permitindo a aplicacao do ferramental desenvolvido

na secao 3.1 com apenas algumas sutis alteracoes.

A partir dos exemplos das subsegoes 3.1.1 e 3.1.2, podemos observar que um dos
empecilhos para o uso dos cédigos de Huffman via modelos de partigdo esta na extensao do
cabecgalho necesséario, em particular, os trechos correspondentes a comunicagao da particao
estimada pelo modelo markoviano minimo e dos cédigos de Huffman operados (isso se
tornard mais evidente no capitulo 4). Assim, maneiras mais eficientes de transmissao dessas
informacoes sao sempre desejadas. Atualmente, estudamos métodos para a transmissao da
parti¢ao estimada como estruturas de arvores |Al|-drias (cada né interno possui |A| filhos),
em que A representa o alfabeto do processo associado. Essa estratégia tem se mostrado
eficiente para estruturas especificas do espaco de estados. Além disso, procedimentos

alternativos para a transmissao dos codigos de Huffman também sao investigados.
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Capitulo 4

Compressao de Imagens

O desenvolvimento de técnicas para manipulacao de imagens esta historicamente
atrelado & compreensdo de fendomenos fisicos (como interagao de sinais com diferentes
comprimentos de onda) e biolégicos (como o funcionamento da visao tricromatica em seres
humanos e outros primatas). A unido dessas dreas de conhecimento permitiu a elaboracao
de ferramentas matemadticas capazes de construir modelos que gerem espectros de cores
adequados a percep¢ao do olho humano, baseados em apenas algumas poucas componentes
primarias. A compressao de imagens é uma subdrea da compactacao de dados, cujo
objetivo ¢ a codificagdo de imagens digitais a fim de reduzir o custo de seu armazenamento
e transmissao. Sua evolucao permitiu a difusdao do uso de imagens na Internet e em

diversos aparelhos eletronicos, como maquinas fotograficas digitais e celulares.

Diversos procedimentos foram desenvolvidos com o propésito de otimizar a
codificagdo de imagens, e seus usos variam conforme o objetivo visado (veja [20] e [21], por
exemplo). Neste capitulo, temos interesse em aliar os resultados trabalhados no capitulo
1 sobre modelos de particdo e os resultados de teoria de informagao apresentados no
capitulo 2 para construir aproximacoes de imagens. Além disso, utilizamos os métodos de
compactacao de matrizes delineados no capitulo 3 para a construcao de procedimentos de
compressao de imagens com perda de qualidade, ou seja, a compressao ocorre sobre uma
aproximacao da imagem original. Na se¢ao 4.1, introduzimos brevemente dois dos modelos
de cores mais conhecidos em processamento de imagens (RGB e CMYK) e vemos como
se relacionam com o problema de compactacao de matrizes. Na secdo 4.2, apresentamos

algumas possibilidades para a compressao de imagens com perda. Discutimos sobre a
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dificuldade de sua aplicacao devido ao complexo delineamento da particao estimada para
o uso das codificagoes condicionais, e, na subsecao 4.2.1 apresentamos algumas estratégias
para sua simplificacao. Na se¢ao 4.3, discutimos como alguns formatos de arquivos lidam

com o0 armazenamento e COHlpI'GSSgLO de imagens.

4.1 Modelos de Cores

Modelos de cores sao conceitos abstratos que estabelecem modelos matematicos
que visam representar cores a partir de um conjunto de componentes que sao, geralmente,
associadas a diferentes conjuntos de comprimentos de onda. O conjunto das possiveis cores
geradas pelo modelo é o que chamamos de espaco de cores. A escolha das componentes
base para o espaco de cores deve ser feita a fim de representar de maneira eficiente o
espectro perceptivel ao olho humano. Estudos sobre efeitos épticos datam da antiguidade,
mas, apenas no século XIX, Thomas Young postulou a existéncia de trés tipos de células
fotoreceptoras no olho humano, cada uma sensivel a um especifico comprimento de
onda (veja [31]). Definiu-se, entdo, o conceito de visao tricromadtica, que baseia-se na
construcao de uma gama de cores visiveis baseada no estimulo de trés tipos de células
fotoreceptoras (células cone). Em particular, no olho humano, cada uma das células cone
atinge responsividade maxima nas cores amarela (cones L), verde (cones M) ou violeta
(cones S), e a composi¢ao desse triestimulo é passada e interpretada pelo cérebro como

uma unica cor.

Apesar de cada tipo de cone ser mais sensivel a um comprimento de onda
especifico, a visualizagdo de determinada cor (sinal entrando pelo olho) provoca estimulos
de diferentes intensidades em cada tipo de cone. Contudo, existem cores em que as
responsividades das células receptoras sao muito préximas. Em particular, os cones L
e M possuem um comportamento parecido em uma area substancial do espectro visivel.
Dessa forma, utilizar as cores de responsividade maxima das células receptoras como
as componentes base para um modelo de cores pode nao ser o mais conveniente para a
construgao do espago de cores apropriado. Pensando nisso, o modelo RGB (do inglés Red,
Green and Blue) utiliza como cores primdrias (elementos base) as cores vermelha, verde e
azul, em que cada uma estimula um dos trés tipos de células cone e proporciona o minimo

de estimulo possivel nos outros dois. As cores formadas pelo modelo RGB sao obtidas a
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partir da sobreposicao de suas cores primarias, cada uma com sua respectiva intensidade.
Devido a ideia de sobreposi¢ao, o modelo RGB é caracterizado como “aditivo”, pois os
comprimentos de onda de trés componentes sao adicionados para compor a cor final. O
espaco de cores gerado pelo modelo RGB promove a cobertura de uma vasta parte do

espectro visivel ao ser humano.

Outro modelo de cores tradicional é o chamado CMYK (do inglés Cyan,
Magenta, Yellow and Key), baseado em quatro cores primdrias: ciano; magenta; amarela;
e preta. Este modelo ¢é, geralmente, utilizado no contexto de impressoes fisicas, em que
se deseja mascarar (cobrir) um fundo de cor branca. Dessa forma, cada componente
reduz a intensidade da luz que seria refletida pelo fundo. A ideia de que as componentes
“subtraem” cores do substrato branco faz com que o modelo CMYK seja caracterizado
como “subtrativo”. Neste texto, estudamos o modelo RGB, uma vez que tratamos da
representacao digital de imagens, ou seja, elas sdo visualizadas por emissdo de uma
tela escura, em geral. No entanto, os procedimentos discutidos podem ser diretamente

estendidos para o modelo CMYK.

Consideremos uma imagem base que desejamos representar por um nuimero
finito de elementos. Suponhamos que possamos cobrir a imagem com uma malha de
pontos com espacamentos regulares. Para cada intersecao entre ponto e imagem, atribua
a cor do espacgo de cores RGB referente aquela localidade. Dessa forma, a imagem original
passa a ser representada por um conjunto finito de pontos pertencentes ao espago de cores
RGB. Como discutido anteriormente, o espaco de cores RGB pode ser decomposto em
trés componentes (doravante denominadas R, G e B), em que cada uma representa a
intensidade de um feixe luminoso caracteristico. Assim, cada ponto da malha passa a ser
representado por uma tripla de intensidades, (R,G,B). Apesar de estarmos trabalhando no
campo de quantidades continuas (intensidades e comprimentos de onda), como estamos
interessados em uma representacao factivel digitalmente, é necessaria a adaptagao para
registros discretos. Em delineamentos de sistemas digitais, ¢ interessante ter unidades
que sdo poténcia de dois, uma vez que trabalhamos com bits. Em 1993 (veja [19]), foi
estabelecida a padronizacao que um octeto de bits ¢ uma unidade de informacao digital de
tamanho conveniente. Assim, consideramos que cada intensidade pode assumir 2% = 256
valores distintos (enumerados de 0 a 255) em que 0 corresponde & intensidade minima e

255 a intensidade méaxima da componente na cor resultante.
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Figura 4.1: Visualizacdo de uma grelha de cores formada por elementos do espago de cores

RGB.

Nessas condicoes, no modelo RGB, quando todas as intensidades forem 0,
obtemos a cor preta e, quando todas forem 255, obtemos a cor branca. Observe que 2%
possibilidades para cada componente nos possibilita uma gama de 224 = 16.777.216 cores

diferentes.

Exemplo 34. A grelha de pontos apresentada pela figura 4.1 € representada pelo conjunto

de triplas do modelo RGB

(0,100,100) (50,100,100) (100,100,100) (150,100,100) (200,100,100) (255,100,100)

(100,0,100) (100,50,100) (100,100,100) (100,150,100) (100,200,100) (100,255,100)

(100,100,0)  (100,100,50) (100,100,100) (100,100,150) (100,100,200) (100,100,255).
Perceba que, de acordo com as triplas, na primeira linha, a intensidade da
componente vermelha aumenta conforme avangamos para a direita. Na sequnda linha,
a intensidade aumenta na componente verde e, na terceira, na componente azul. Esse
aumento das intensidades nas cores resultantes é facilmente perceptivel nas linhas da grelha

da figura 4.1.

Note que uma grelha de pontos pertencentes ao modelo RGB, ou seja, em
que cada entrada é representada por uma tripla (R,G,B), pode ser interpretada como
a sobreposicao de trés malhas priméarias, em que cada uma assume os valores de uma
componente base. Assim, uma grelha de pontos RGB ¢é vista como a sobreposicao das
malhas R, G e B, que representam, respectivamente, as intensidades das bases R, G ¢ B

em cada ponto da grelha.

Exemplo 35. A grelha de pontos do exemplo 34 é representada pelas malhas primdrias:

0 50 100 150 200 255 100 100 100 100 100 100
R = {100 100 100 100 100 100{, G=] 0 50 100 150 200 255,
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
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100 100 100 100 100 100
B = (100 100 100 100 100 100
0 50 100 150 200 255

Naturalmente, podemos interpretar as malhas R, G e B como trés matrizes
cujos elementos sao provenientes do alfabeto A = {0,...,255}. Dessa forma, podemos
encarar a problematica de transmitir uma imagem como a de transmissao de trés matrizes

independentes.

Nota 14. Neste texto, trabalhamos com as matrizes R, G e B de maneira independente,
mas hd a possibilidade de se utilizar a associag¢do entre cores para a construc¢ao de funcionais
de componentes base (veja, por exemplo, [17]). Outra abordagem €é a decomposicao do
espago de cores tradicional em componentes nao correlacionadas. Novamente, as técnicas
que utilizamos aqui podem ser estendidas diretamente para qualquer contexto que utilize
a transmissdo de uma ou mais matrizes. Assim sendo, fica a critério do programador

incorporar caracteristicas extras em sua abordagem.

Note que cada uma das matrizes propostas pode requerer uma grande porgao
do alfabeto total A, sendo sua totalidade. Essa caracteristica pode ser um problema
quando queremos transmitir uma imagem sem uma perda substancial em sua qualidade,
ou seja, queremos transmitir uma aproximacao muito fiel da imagem original. As segoes
seguintes abordam os paradigmas de transmissao de dados em que hd uma perda (prevista)
de informacao, que impossibilita a recuperacao do conjunto de dados original de maneira

integral.

4.2 'Transmissao de Imagens

Consideremos o processo de transmissao de uma imagem que, conforme discutido
na secao anterior, pode ser visto como a transmissao de uma ou mais matrizes. Um
ponto importante, também levantado na secao 4.1, é o tamanho do alfabeto necessario
para representar cada uma das matrizes em sua totalidade. Em geral, temos interesse

em representar qualquer conjunto de informacoes da maneira mais econémica possivel.
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No entanto, devido as caracteristicas dos dados (como distribuigdo de frequéncias das
observagoes ou tamanho do alfabeto), é possivel que processos de compressao tradicionais
sejam muito custosos computacionalmente, ou nao produzam uma economia relevante
no tamanho da mensagem codificada. Uma abordagem para contornar esta questao é
a construcado de uma aproximacao dos dados originais que possua estrutura propicia
aos processos de compactacao. Dessa forma, consideramos dois géneros de compressao:
compressao sem perda, em que, apds passar pelo processo de compressao e descompressao,
uma mensagem é perfeitamente recuperada; e compressao com perda, em que, apds passar
pelo processo de compressao e descompressao, uma aproximagao da mensagem original
é obtida. Os exemplos e procedimentos desenvolvidos até aqui trataram de compressoes

sem perda.

A fim de transmitir um conjunto de dados de maneira econémica, a abordagem
de compressao com perda realiza uma etapa prévia a codificagdo, em que uma aproximacgao
da mensagem original ¢ gerada, a qual sera de fato transmitida. Tal aproximacao deve
promover uma nova estrutura no conjunto de dados que proporcione uma codificacao
mais eficiente, mas que ainda permita que a nova mensagem, apos a decodificacao, seja
suficientemente préxima a original (as quantificagbes sobre “suficientemente proxima” nao
sao o foco deste trabalho). Essa etapa foi abordada de diferentes formas na literatura, como
a utilizagdo de arredondamentos em transformadas (por exemplo, a transformada discreta
de cosseno introduzida em [1], e a transformada discreta de onduleta, que possui raizes nos
trabalhos de [23]) e a simples redugao do espago de cores original para outro espago reduzido.
Como estamos interessados apenas na aplicacao do ferramental estatistico desenvolvido
nos capitulos anteriores, e ndo na comparacao entre métodos de aproximagao de imagens,
nos atemos, por conveniéncia, ao método de reducao do espaco de cores. Na literatura, o
procedimento de simplificacao do conjunto dos valores de um processo para outro conjunto
de tamanho reduzido é chamado de quantizagao. Claramente, a simplificacao do processo
gera discrepancias com a mensagem original, o que acarretara uma perda irreversivel
de informagao na mensagem recuperada pelo decodificador (receptor). E importante
ressaltar que a perda considerada acontece na aproximacao da mensagem original realizada
pelo codificador (transmissor) durante a quantiza¢ao apenas, e nao no procedimento de

compactagao em si, que é o foco do presente trabalho.

Prosseguimos esta secao tendo como base a figura 4.2, a qual denominamos
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Figura 4.2: Visualizacao da imagem “Vaca”.

por “Vaca”. Essa imagem ¢é formada por 273.920 pontos organizados em um retangulo
com 428 pontos de altura e 640 de comprimento. Cada um dos 273.920 elementos é uma
unidade béasica da imagem e serd denominado por pizel. Cada pizel emite um estimulo
visual associado a uma cor. Em nosso caso, cada pizel assume um valor dentro do espago
de cores do modelo RGB. Baseado no discutido anteriormente, podemos considerar que
cada pizel é representado por uma tripla de intensidades (R,G,B), e que a imagem “Vaca”
é composta pela sobreposicao das matrizes de intensidades R, G e B, cada uma com
dimensao 428 x 640. A decomposicao da imagem “Vaca” em suas matrizes de intensidades

¢ apresentada na figura 4.3.

E interessante comparar as figuras 4.2 e 4.3 para interpretarmos alguns efeitos
visuais na composi¢ao das matrizes. Primeiramente, podemos notar que pizels da imagem
“Vaca” que assumem cor branca possuem intensidade maxima (255) nas respectivas entradas
das matrizes R, G e B. Analogamente, para a cor preta na imagem “Vaca”, temos entradas
de valores 0 nas matrizes de intensidades. Outro fendnomeno interessante ocorre quando
inspecionamos a decomposi¢ao de uma cor proxima a um elemento da base. Por exemplo, a
cor azul presente no céu da imagem possui valor maximo (ou préximo a 255) na componente

B, mas valores consideravelmente mais baixos nas componentes R e G.

Para iniciarmos o procedimento de compactacao com perda, devemos definir

N L . - . " . )
qual quantizacao sera utilizada para a aproximagao da imagem “Vaca”. Como mencio-
nado anteriormente, por simplicidade, iremos trabalhar com cada matriz de intensidades

individualmente, dessa forma, as matrizes R, G e B serao aproximadas separadamente. De-
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255

255

255

Figura 4.3: Visualizacao das matrizes de intensidades da imagem “Vaca”.

talharemos todo o procedimento para a matriz R e, para as demais matrizes, os resultados

serao apresentados de maneira simplificada.

Conforme ja definimos, a quantizacdo ocorrera a partir de técnicas de redugao
do espacgo de intensidades original para outro de dimensao reduzida. Dois questionamen-
tos naturalmente surgem para esta abordagem: quantas componentes definirdo o novo
conjunto de intensidades? Quem serao esses elementos? Antes de defini-los, é interessante
visualizarmos a frequéncia com que cada intensidade ocorre na matriz R. A figura 4.4

apresenta a distribuicao das frequéncias das intensidades na matriz R.
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Figura 4.4: Distribuicao das frequéncias das intensidades na matriz R da imagem “Vaca’.

Notamos, a partir da figura 4.4, que ha concentracao de observagoes nos
extremos da escala, ou seja, hd muitos valores proximos de 0 e 255, mas uma concentragao
mais modesta em valores intermedidrios. Em uma imagem tradicional (ndo composta por
ruidos apenas), é razoavel a conjectura da existéncia de uma estrutura de dependéncia
entre um ponto da matriz de intensidades e alguns pontos que o circundam. Essa suposi¢ao
estd associada a tendéncia de transigoes suaves de cores na imagem original (fendémeno
muito comum em fotografias e pinturas), algo que, de fato, ocorre comumente no universo
de processamento de imagens. Dessa maneira, temos interesse em incluir a estrutura
vicinal dos dados em nosso processo de selecao do tamanho do novo espaco de intensidades.
Em particular, vamos considerar o formato de vizinhancga proposto na definicao 17. Vale a
pena relembrarmos que este formato de vizinhanga é aplicavel apenas a uma submatriz
da matriz original, B1, conforme apresentado na figura 3.1. Consideremos a H-leitura
da matriz R, conforme apresentada na definicdo 16, e a denotemos por tr, que serd
considerada uma amostra de um processo estocastico Tg. Como ja discutido nos capitulos
anteriores, podemos utilizar um modelo G3M (g = 1,G = W, M = 1), com W igual ao

numero de colunas da matriz R, para modelarmos a estrutura de dependéncia desejada.

Seja Agr = {0,...,255} o conjunto de valores presentes na string tgr, ou seja,
Ag ¢ o alfabeto associado ao processo, com |Ag| = 256. Inicialmente, temos interesse na

minima particao boa do espaco de estados associado ao processo em questao restrito a regiao
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B1 (conforme a figura 3.1), Lg, e em Lr, a estimativa de Lg dada pelo algoritmo A.1.
Se retornarmos ao corolario 2, visualizamos que, dada uma particao £ = {Ly,..., Lz},
duas partes boas, L; e L;, devem ser unidas se, e somente se, dz(i,7) < 1. Em nosso
caso, temos um alfabeto extenso, o que torna o critério “frouxo”, uma vez que a constante
W{l)’ presente em d., se torna muito pequena, o que dificulta o alcance dos resultados
assintoticos e promove, consequentemente, uma estimativa ruim para a partigdo do espaco
de estados. Além disso, para a matriz R observada, temos que o estado (0,0,0) é o tnico
que possui pelo menos a = |Agr| x 20 = 5.120 observagoes (critério introduzido no final do
capitulo 3). Dessa forma, a partigao estimada pelo algoritmo A.1, Z;\{, é composta apenas
por duas partes: uma com apenas o estado (0,0,0); e outra com todos os demais estados.
O resultado obtido é justificado pelo pequeno tamanho amostral quando comparado as
exigéncias de nosso procedimento. Por isso, devemos ajustar nossos critérios para que o
algoritmo A.1 possa realizar um maior nimero de comparacoes de partes via d, sem perder

a qualidade das estimativas observadas, ou seja, garantindo a propriedade de consisténcia

apresentada no corolario 4.

Nosso interesse estda em ajustar as constantes a = |[Ag| x 20 e § = i

2
[Ag|—1) Para

quantidades mais apropriadas para inferéncia sobre o processo Tgr a partir da amostra tg.
Como o alfabeto AR é extenso e a amostra tg ¢é limitada, observamos que cada elemento
do espaco de estados do processo se comunica com um numero consideravelmente pequeno
de elementos de Ag. Em particular, como tg representa a leitura de intensidades de uma
imagem, uma observagao tende a possuir valores préximos aqueles observados em sua
vizinhanca. Esse fenomeno esta novamente associado com as transi¢oes suaves de cores
que comumente acontecem em imagens. Para a matriz R da imagem “Vaca”, cada uma
das 75.314 vizinhancas distintas se comunica com no maximo 10 elementos de Ar. Isso

quer dizer que, para cada elemento do espago de estados, teremos estimado no maximo

10 probabilidades de transicao diferentes de zero. Definamos, entdo, 6 = max,es+ |[{a €
Agr : Nyp(sa) > 0}], em que &* é o espago de estados associado ao processo Tgr, ou seja,
0 é o maior numero de conexoOes distintas que um elemento do espaco de estados S&*
realizou na amostra tg. Dessa maneira, construimos duas novas constantes a® = § x 20 e
B0 = ﬁ, que substituirdo a e [, respectivamente. Como a escolha de « foi feita no

intuito de obtermos uma quantidade minima de observagoes para estimarmos (|Ar| — 1)

probabilidades de transicdo, sua substituicdo por a(®) parece intuitiva. A substituicao
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de 8 por ) é mais delicada, pois os resultados de consisténcia presentes no capitulo
1 estdo relacionados a esta constante. No entanto, pelo exposto em [9], temos que a

constante [ = ( pode ser generalizada para [ =

m para qualquer v real

gl
(I4Ar|-1)’
positivo, sem prejudicar a consisténcia do procedimento. Em particular, podemos tomar
v = (JAr| — 1) e trivialmente obter 8 = ). Executando novamente o algoritmo
A.1, mas utilizando as constantes a'® e B obtemos que 177 estados tiveram frequéncia

() ¢ observamos uma particio com 69 partes. A alteracio das quantidades o

superior a «
e 8 proporcionam regras de analise que se adaptam ao processo observado e permitem a

observacao de fenomenos que so seriam perceptiveis em uma amostra de tamanho elevado.

Agora, desejamos obter uma estimativa para o tamanho do alfabeto efetivo
associado ao processo Tr. Notemos que, se assumirmos que os elementos em B2 sao

observacoes independentes, podemos estimar a taxa de entropia associada ao processo

Tr =T115...TR|, como

_ H(Ty,...T RH(TT, ... T,
H(Tr) = 1]R| ) Z | 1\R| 1) (4.1)
H(T;) H(T,|L;)
St A 4.2
o R 2 R 43

em que (4.1) resulta da equagdo (2.2) e L; € L ¢ o elemento da minima particdo boa
estimada referente a vizinhanca da observacao T;. Como H(T;) = — > ,c4 p(a)log, p(a), em
que p(a) = Pr(T; = a), a € A, entdo, para uma amostra tg do processo Tr, a estimativa de
méxima verossimilhanca de H(T}) restrita & regido B2 ¢ H(T}) = — Y e Po2(a) log P2 (a),
em que ppa(a) = Npa(a)/|B2|, para todo a € A, com Npa(a) = [{i : i € B2, t; = a}|.
Para obtermos uma estimativa para H(T;|L;), lembremos que, pela defini¢cao 20, para
duas variaveis aleatorias discretas X e Y definidas sobre os alfabetos Ax e Ay, a entropia

condicional de Y dado X, H(Y|X), é dada por

HY|X)= > px@HY|X =2)=- > > px(@)pyx(y|z)logpyx(y|z).

T€EAx r€Ax yeAy

Em nosso caso, Y é uma observacgao T; do processo e X é o elemento da minima

particao boa estimada, L;, referente a vizinhanca da observacao T;. Dessa forma, fixada a
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particdo L, a estimativa de méxima verossimilhanca de H(T}|L;) restrita a regido B1 é

Ngi1(L) Np1(L,a) Npi1(L,
lo
[B1|  Npi(L) ¢ Ne1 (L Z Z

LeLa€A

NBl L CL NBI(L,CL)
IB1] log Nei(L)

H(T|L) = =30 3

LeL 9€A

em que Npi(L) = Y4z NBi(s), com Npy(s) = [{i : i € B, t,_w_1tiwtis = s } e
NBl(L,a) = ZSEL NBl(SCL)7 com NBl(SCL> = |{Z 11 € B]_7 ti—W—lti—Wti—l = S,ti = a }|
Substituindo as estimativas H(T}) ¢ H(T;|L;) em (4.2), temos

— . 1 NB2 ) NBz(CL)
A== 3 SR B B 5 WS

©:T;€B2acA ©:T;€B1 Le £a€A

NBl L a NBl(L,a)
B1 % Ne(D)

NBl L CL NBl(L,a)
IB1] log Nei(L)

1 Ngaf ) Npa(a)
= —|B2 — |B1
B212 R B2 ¢ B2l | '|R|ZZ

a€A racA
Ng2(a) Ngp1(L,a)
= Npa(a)log + Ngi(L,a)log —————=1 . (4.3)
i |5 B2 22 e Nea (D)

Para o caso da matriz R da imagem “Vaca”, obtemos a estimativa H (Tr) ~
6,2149. Com este valor, podemos retornar ao conceito de alfabeto efetivo apresentado na
equagao (2.7) e propor que um alfabeto de tamanho [2}7 (TR)] = 75 é suficiente para ex-
pressar as sequéncias pertencentes ao conjunto tipico do processo. Denominemos este novo
alfabeto (de intensidades) por Ag, no qual imporemos duas condigoes: A é subconjunto
de Ag; e |AR| = 75. Resta-nos, agora, decidir exatamente quais serdao os elemento que
comporao o novo alfabeto reduzido, ou seja, precisamos definir qual o procedimento de
quantizacao a ser utilizado. Realcamos, novamente, que nao temos o intuito de comparar
diferentes métodos de aproximacao de imagens, mas apenas exemplificar a utilizacdo dos
resultados apresentados neste texto. Dessa forma, apresentamos apenas uma possibili-
dade para a quantizacao dentro das intimeras existentes, ficando a escolha a critério do

desenvolvedor.

Uma estratégia simples para a quantizagao é a separagao da escala 0 — 255
(ou mais precisamente min Ag — max Ag) em intervalos disjuntos e a atribui¢do de um
tnico valor (representante) para todos os elementos pertencentes a um mesmo subconjunto.

Dessa forma, a escolha do alfabeto Ag é vista como um processo de duas etapas: definicao
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dos intervalos; e escolha dos valores representantes. Poderiamos simplesmente dividir a
escala min Ag — max Ar em 75 intervalos de mesmo comprimento e utilizar os pontos
médios dos intervalos (ou quaisquer outros de preferéncia) como representantes. No
entanto, essa escolha ingénua deixa de lado a estrutura da distribui¢ao das intensidades.
Notemos, pela figura 4.4, que os dados possuem uma distribuicao nada uniforme e que,
em particular, ha alta concentracdo de observagoes nos extremos da escala. Assim sendo,
a utilizacao de intervalos regulares agregaria intensidades préximas com alta incidéncia
em apenas um representante, o que acarretaria em alta taxa de erro devido a aproximacgao

em uma parte substancial da imagem “Vaca”.

Uma estratégia para amenizar o erro de quantizagao é utilizar caracteristicas
da distribuicao das intensidades na escolha dos intervalos. Em nosso exemplo, utilizamos
quantis da distribui¢do amostral como pontos centrais. Um algoritmo para o procedimento
é apresentado no algoritmo A.4. Basicamente, iniciamos o algoritmo com 75 quantis de
probabilidades igualmente espagadas de 0 a 1. Se estes quantis formarem um conjunto
com 75 valores distintos, aceite-os como pontos centrais. Caso contréario, considere 76
quantis de probabilidades igualmente espagadas de 0 a 1. Esse processo é repetido até que
um conjunto com 75 valores distintos seja obtido e este sera aceito como o conjunto de
pontos centrais. Estabelecidos esses valores, podemos definir os limites dos intervalos como
o ponto médio entre pontos centrais. Por fim, precisamos estabelecer os representantes
de cada um dos 75 intervalos. Aqui, utilizamos os préprios pontos centrais (ou, quando
necessario, suas partes inteiras) como representantes, mas quaisquer outros valores dentro
dos respectivos intervalos podem ser considerados (como a moda ou mediana restritas a
seus respectivos subconjuntos). Uma explanagdo visual do procedimento de quantizagao

para cinco pontos centrais é apresentada na figura 4.5.

Utilizando a quantizacao proposta, obtemos Re tx, as aproximagoes de R e g,
respectivamente. O algoritmo A.5 apresenta a sistematizacao do processo de quantizacao
explanado até aqui. A figura 4.6 apresenta a visualizacdo das intensidades propostas pela
matriz R e a figura 4.7 apresenta um mapa do médulo do erro de aproximacgao causado
pela quantizagao. Notamos que o maior erro observado possuiu médulo seis e que a
maior concentracdo de erros acontece em regides que possuem as intensidades com menor
frequéncia na matriz R, como é o caso de intensidades de valores intermediarios, conforme

observado na figura 4.3. Essa caracteristica é herdada do procedimento de escolha do
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representa a localizacao apds a quantizacao.

Figura 4.5: Ilustracao do procedimento de quantizagao para cinco pontos centrais, em que
a linha cheia representa a localizacao do valor original da observacao e a linha tracejada

alfabeto efetivo, que tende a valorizar regides de alta densidade no alfabeto para a escolha

dos representantes, tornando essas faixas de valores mais precisas que as demais.

Apos a obtencao da matriz aproximada R, resta-nos apenas realizar o processo
de transmissao de matrizes apresentado na secao 3.2 e ilustrado na figura B.3. Para nosso

caso, as configuracoes iniciais estabelecidas entre codificador e decodificador sao:
 Alfabeto prefixado: A = {0,1,...,255};

o Modelo utilizado para a classe de condicionamento: G3M (g, G, M) (4 bits para M
e g, e 16 bits para G);

o Numeros de linhas e colunas da maior matriz a ser transmitida: 26 — 1 = 65.535
linhas e 65.535 colunas (16 bits para cada uma das quantidades).

Além disso, podemos realizar uma modificacdo na transmissao das codificagoes

condicionais que leve em consideracao o fato de que cada parte da particdo estimada se

comunica com poucos elementos do alfabeto utilizado (conforme ja discutido). Para cada
elemento L da particdo estimada L, consideramos a construgao da codificacao de Huffman
utilizando apenas os elementos a € A§ tais que Ng1(L,a) > 0. Essa alteragdo permite que

menores arvores binarias sejam transmitidas, provocando uma economia no tamanho da

mensagem total. A modificagdo pode ser alcancada incluindo um prefixo de [log |Ag || + 1
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Figura 4.6: Visualizacao das intensidades para a matriz R apos quantizacao.

Figura 4.7: Visualizagao dos mddulos dos erros de aproximagao para cada entrada da
matriz R.

bits que indica o nimero de folhas (elementos do alfabeto) que serdo consideradas na
codificagao de Huffman a ser transmitida, e o restante do procedimento segue como
construido no capitulo 3. A tabela 4.1 apresenta o tamanho de cada componente da string
%, a codificacdo bindria que representa a matriz R. O mesmo procedimento desenvolvido
até aqui para a matriz R foi aplicado para as matrizes G e B, gerando, respectivamente,
as aproximacoes G (com alfabeto efetivo de 68 intensidades) e B (com alfabeto efetivo de
59 intensidades) e as representagoes bindrias t*a e t%, conforme apresentadas nas tabelas

4.2e4.3.

Nota 15. Estamos cientes de que o bloco “Definicao do modelo e dimensoes da imagem”
poderia estar presente apenas na string bindria t% e seu valor ser reutilizado para as

demais strings. No entanto, como a economia é muito pequena, decidimos repeti-lo por
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Fonte Bits
Alfabeto utilizado 257
Cabecalho Deﬁr}igfio dq modelo e dimensoes da imagem 56
(439.739 bits) Part'lgao (istlmada. o 427.307
Codificagoes condicionais 11.548
Codificagoes marginais 571
Matriz codificada 825.749
Total 1.265.488

Tabela 4.1: Elementos da string binaria representante da matriz R e seus respectivos
numeros de bits.

Fonte Bits

Alfabeto utilizado 257

Cabecalho Deﬁr.li(iéo dq modelo e dimensoes da imagem 56
(332.378 bits) Part.lgao (Estlmada. o 319.935

Codificagoes condicionais 11.611

Codificagoes marginais 519
Matriz codificada 683.417
Total 1.015.795

Tabela 4.2: Elementos da string binaria representante da matriz G e seus respectivos
numeros de bits.

Fonte Bits
Alfabeto utilizado 257
Cabecalho Deﬁr.ligéo dq modelo e dimensoes da imagem 56

(219.531 bits) Part.lgao (Estlmada. o 209.906

Codificagoes condicionais 8.861

Codificagoes marginais 451
Matriz codificada 714.725
Total 934.256

Tabela 4.3: Elementos da string binaria representante da matriz B e seus respectivos
niumeros de bits.

conveniéncia de notagdo e para possivels comparacoes.

Por fim, a figura 4.8 apresenta a visualizagao da imagem “Vaca” apds os
procedimentos de compressao e descompressao das matrizes R, G e B. Lembremos que a
compressao foi realizada com perda de informacao e que a imagem apresentada na figura
4.8 é apenas uma aproximagao de “Vaca”. Em particular, a aproximacao ¢ composta

somente por 11.023 cores (apenas 12% da quantidade total de cores da imagem original).

Exemplo 36. Suponha que desejamos transmitir a imagem “Vaca” e que realizamos o

processo de quantizacao desenvolvido neste capitulo, obtendo as mesmas matrizes R, G e B,
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Figura 4.8: Visualizacao da imagem “Vaca” apds os procedimentos de compressao e
descompressao.

ou seja a mesma aproxrimacdo da imagem “Vaca” serd transmitida. No entanto, considere
que, para cada matriz, utilizaremos um unico codigo de Huffman, ou seja, ndo incluiremos

o elemento condicionante na modelagem dos processos T;, 1 € {R\, G, ]§} Utilizando essa

abordagem, obtemos as strings bindrias t%, ’é e t*ﬁ que representam, respectivamente, as

matrizes ﬁ, Ge B, cujos detalhes sao informados nas tabelas 4.4, 4.5 e 4.6.

Fonte Bits
Alfabeto utilizado 257
Cabecalho Deﬁgi(%éo dq modelo e dimensoes da imagem 56
(987 bits) Part.lgao ?stlmada' o 0
Codificagoes condicionais 0
Codificagoes marginais 674
Matriz codificada 1.704.870
Total 1.705.857

Tabela 4.4: Elementos da string binaria representante da matriz f{\, para uma codifica¢ao
de Huffman tnica, e seus respectivos niimeros de bits.

Fonte Bits
Alfabeto utilizado 257
Cabecalho Deﬁgigéo dq modelo e dimensoes da imagem 56
(924 bits) Part‘lgao (jstlmada' o 0
Codificagoes condicionais 0
Codificacoes marginais 611
Matriz codificada 1.662.474
Total 1.663.398

Tabela 4.5: Elementos da string binaria representante da matriz /G\, para uma codificagao
de Huffman tnica, e seus respectivos ntimeros de bits.
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Fonte Bits
Alfabeto utilizado 257
Cabecalho Deﬁr.li(%éo dq modelo e dimensoes da imagem 56
(784 bits) Part‘lgao ?stlmada' o 0
Codificagoes condicionais 0
Codificagoes marginais 471
Matriz codificada 1.601.249
Total 1.602.033

Tabela 4.6: Elementos da string binaria representante da matriz ]§, para uma codificacao
de Huffman tnica, e seus respectivos nimeros de bits.

Perceba, pelas tabelas 4.1 a 4.3 e pelo exemplo 36, que a inclusao de uma
codificacao condicional baseada no modelo G3M reduziu consideravelmente os tamanhos
totais das strings binarias. Em particular, essa reducao é devida a notavel queda nos
comprimentos médios dos codigos das matrizes a serem transmitidas. No entanto, no caso
do modelo mais detalhado, note que o cabegalho de cada string binaria ocupa basicamente
um terco do tamanho da mensagem total. Além disso, quase a totalidade do cabecalho é
devida a transmissao da particao estimada do espaco de estados. Esse é um dos efeitos que
devem ser balanceados na abordagem construida até aqui: o detalhamento dos parametros
utilizados na modelagem podem nao compensar a redug¢ao no comprimento médio do
c6digo da matriz a ser transmitida. Dessa forma, desejamos um equilibrio entre tamanho
de cabecalho e o tamanho da matriz codificada. A subsecao a seguir trata de abordagens

convenientes para alguns problemas com caracteristicas especificas.

4.2.1 Ferramentas Auxiliares para Compressao de Matrizes

Neste topico, tratamos, brevemente, de duas abordagens que podem ser con-
venientemente adotadas em problemas especificos. A primeira delas trata do estudo do
equilibrio entre o tamanho do cabecalho e o tamanho da matriz codificada. Como visto
anteriormente, pelas tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, o detalhamento da particao estimada do espaco
de estados pode ser uma tarefa muito custosa, uma vez que, para o modelo considerado,
temos um espaco de estados com |S*| = |A|® elementos. Se nos fixarmos novamente na
matriz R da imagem “Vaca”, temos que |A4| = 75, e, portanto, |S*| = 75% = 421.875.
Dessa forma, quanto maior o alfabeto considerado, mais custosa se torna a transmissao
da particao estimada, podendo chegar ao ponto em que sua manipulacao seja inviavel

por limitacoes computacionais. Para ilustragao, nesta subsecao, utilizamos novamente a
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imagem “Vaca”.

Imaginemos um processo de transmissao de imagens em duas etapas. Na
primeira, é transmitida uma prévia da imagem, em que apenas grandes contrastes sao
comunicados e, na segunda, um detalhamento das cores ocorre. Com essa motivacao,

consideremos que o alfabeto Ag pode ser particionado como
R=A1UAU...UA,, (4.4)

em que A; = {a;1, 02, ...0;m,} € um subconjunto de elementos sequenciais de Ag (lembre
que Af é um alfabeto ordenado), com i € {1,...,k}, para qualquer k > 1. Perceba

—

que podemos adequar a matriz R, e, consequentemente, a string tg, a essa particao
e obter uma nova matriz (e string) composta por k diferentes valores arbitrarios. O
conjunto desses k valores serd denominado por alfabeto base, A%Zse ={by,...,bx}, ea
nova matriz por matriz base, R Também definimos tqbase @ H-leitura da nova matriz

Rbase, Repare que, com isso, podemos estabelecer um modelo G3M sobre a string tgq..
e codifica-la de forma andloga a realizada anteriormente neste capitulo. Notemos que,
se representantes convenientes forem selecionados em cada grupo (ou seja, cada um dos
b; € Agse, i € {1,...,k}, for bem escolhido), a matriz R terd a fungao de prévia
desejada, em que apenas grandes contrastes de intensidades serao computados. Essa
escolha de representantes pode ser feita de diversas formas, como a sele¢ao via elementos

centrais dos conjuntos A;, i € {1,...,k}, ou via aproximagoes de seus valores médios, ou

via seus extremos etc.

Em seguida, desejamos transmitir o detalhamento de intensidades presen-
tes na imagem. Como discutido diversas vezes neste capitulo, os elementos da ma-
triz de intensidades R tém suas diferentes vizinhancas compostas por poucos elemen-
tos do alfabeto Af. Mostraremos como podemos nos aproveitar desta caracteristica,

baseando-nos na construcao de k modelos G3M diferentes. Para o desenvolvimento

do procedimento, utilizaremos concomitantemente as strings tg € tgues.. Iniciamos
a construcdo do primeiro modelo definindo o conjunto AV = A; U A’l’gse \ b1, sendo
Ay = {ay11,a19,...a1,m, } 0 primeiro elemento da partigdo delineada na equagao (4.4).
Dessa forma, Agl) ={a11,a12,...a1m,, b2, b3, ..., b} é 0 que serd denominado subalfabeto

para o primeiro modelo. A partir desse subalfabeto, podemos construir uma nova string,
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da seguinte maneira, para j € {1,..., |§|} se a j-ésima
)

(1)
t’, baseada em tg e tg,...

. . 1
coordenada de tg pertence a A, entao a j-ésima coordenada de t% recebe esse valor; caso

)

contrario, recebe o valor de tg Com isso, 2N é uma string composta por elementos

Rbase*
de AV, Assim sendo, podemos construir um modelo G3M para essa amostra e elaborar
codigos de Huffman condicionais de forma andloga a ja realizada diversas vezes neste
texto. Procedendo dessa maneira, podemos construir os subalfabetos, modelos e codigos

restantes.

Apébs obter os £ modelos e k cddigos condicionais pelo método descrito anteri-
ormente, podemos iniciar a codificacdo da matriz R como um todo, tendo o auxilio da
matriz R, Considere que, para cada elemento do alfabeto base A%‘{”e, temos um subal-
fabeto associado. Por exemplo, para o elemento by € A%:se, temos associado o subalfabeto
A2 = {b, A2.1,022, - .. A2,my, D3, ba, ..., b }. Assim sendo, para cada coordenada da matriz
R em que o formato de vizinhanca ¢é aplicavel, construiremos vizinhancas baseadas nos
diferentes subalfabetos. Por exemplo, suponha que, em determinada coordenada da matriz
ﬁb‘m, observou-se o valor b3 e a vizinhanca b3bybs. E nessa mesma coordenada, na matriz
ﬁ, observou-se o valor as s e a vizinhanga asjas4a32. O subalfabeto associado ao valor
observado bs ¢ A®) e a vizinhanca na matriz R adaptada a esse subalfabeto é a string
a3 1baasz 2. Perceba que essa string ¢ um elemento do espaco de estados do terceiro modelo
G3M e pertence a uma parte L dentro da particdo estimada. Dessa forma, somos capazes
de codificar a observagao de valor ags como Cs(agz|L), em que C3 indica que o sistema de

codificacao utilizado é proveniente do terceiro subalfabeto.

Agora, a pergunta natural é: a abordagem de subalfabetos apresentada, além
de uma pré-imagem, é capaz de trazer algum ganho real para o processo de compressao? A
resposta ¢ sim, quando o alfabeto Ag ¢é muito grande. Perceba que o modelo G3M sobre o
alfabeto base A’I’A‘;se possui um espaco de estados associado com k? elementos. J4, cada um
dos k modelos G3M possui um espaco de estados associado com |AV |2 = (k — 1+ |A;])?,
A; como apresentado em (4.4), j € {1,...,k}. Assim sendo, o processo de defini¢do do

modelo inclui a identificacao de

k k
B STIAYE = K+ 3 (k= 1+ |4;))° (4.5)
j=1

J=1

elementos de diferentes espacos de estados. Para o caso da imagem “Vaca”, tomemos
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k = [ |A§|1 = [\/%W = 9 na tentativa de cobrir o alfabeto Af com subalfabetos
de tamanhos os mais préximos possiveis. Ainda com essa motivagao, consideremos a
particao de elementos sequenciais do alfabeto de intensidades A = A1 U Ay U ... U Ag,
tais que [A;] = 9,se 1 < j < 3, e |4 =8, se4 < j < 9. Substituindo essas
quantidades na expressao apresentada em (4.5), temos que serd necessaria a comunicagao
de 40.044 elementos para se definir as estruturas das particoes. Repare que este niimero
é muito inferior a 75% = 421.875, niimero de elementos do espaco de estados S* = A%‘g’.
Aplicando todo o processo de compactacao por subalfabetos aqui discutido nas matrizes
de intensidades R, G ¢ B da imagem “Vaca”, obtemos os comprimentos de strings
apresentados, respectivamente, nas tabelas 4.7, 4.8 e 4.9. O algoritmo A.6 sistematiza

a obtencao das strings binarias associadas a codificagdo de matrizes pelo método de

subalfabetos.
Fonte Bits
Definigdes da imagem e do modelo 313
Base Definicao da particao e codificacoes 2.483
Matriz codificada 301.951
Definicao das particoes e codificagoes | 67.828
Subalfabetos Matriz codificada 582.654
Total 955.229

Tabela 4.7: Elementos da string binaria representante da matriz f{\, para uma abordagem
de subalfabetos, e seus respectivos niimeros de bits.

Fonte Bits

Definigoes da imagem e do modelo 313

Base Defini¢ao da particao e codificagoes 2.296
Matriz codificada 300.572
Defini¢ao das particoes e codificagoes | 60.896
Subalfabetos Matriz codificada 517.153
Total 881.230

Tabela 4.8: Elementos da string binaria representante da matriz é, para uma abordagem
de subalfabetos, e seus respectivos niimeros de bits.

Algumas comparagoes interessantes podem ser realizadas entre as tabelas
4.1 a 43 e 4.7 a49. A primeira delas é a reducao notavel no comprimento total da
string alcangada pela abordagem de subalfabetos. Notemos que essa economia é devida,
exclusivamente, pela possibilidade de elaborarmos um modelo com descri¢ao mais compacta,

ou seja, que pode ser expresso em um menor numero de quantidades. No entanto, para



CAPITULO 4. COMPRESSAO DE IMAGENS 135

Fonte Bits

Defini¢oes da imagem e do modelo 313

Base Definicao da parti¢ao e codificagoes 1.961
Matriz codificada 300.302
Definicao das parti¢oes e codificagoes | 44.676
Subalfabetos Matriz codificada 526.994
Total 874.246

Tabela 4.9: Elementos da string binaria representante da matriz B, para uma abordagem
de subalfabetos, e seus respectivos niimeros de bits.

que essa economia seja alcancada, foi necessario o sacrificio de um pouco do comprimento
médio do coddigo necessario para descrever cada entrada da matriz a ser codificada, uma
vez que cada elemento é codificado duas vezes (uma pelo alfabeto base e outra pelo
subalfabeto). Outro fato importante é que a taxa de reducdo observada estd intimamente
ligada ao tamanho do alfabeto efetivo utilizado na matriz. Por exemplo, as matrizes
R\, GeB possuem alfabeto de 75, 68 e 59 e proporcionaram economia de 25%, 13% e
7%, respectivamente. Isso se deve, novamente, ao fato de que a reducao proposta pela
abordagem dos subalfabetos visa construir uma estrutura mais econdémica para se descrever
as classes de condicionamento, o que é um ponto fraco para a abordagem tradicional para
alfabetos grandes, pois quanto maior o alfabeto, maior o espago de estados que precisa
ser detalhado (S* = A?). Assim sendo, o método dos subalfabetos se propoe a confrontar
exatamente essa limitacao. Por isso, esta abordagem é recomendada para codificagao de

matrizes com grandes alfabetos.

Uma ultima abordagem, que serd apenas comentada neste texto, tem sua
aplicabilidade na transmissao de matrizes de intensidades, em que a percepcao de contrastes
é mais importante que transi¢oes suaves dos estimulos visuais. Dessa forma, é uma alteracao
no processo de quantizagao proposto anteriormente. Um exemplo de uso ocorre em estudos
sobre desmatamento via imagens de satélite, em que transi¢oes entre tons de verde podem
nao ser tdo importantes quanto distinguir a cor verde da marrom, em suas diferentes
tonalidades. Sendo assim, para cada matriz de intensidades, podemos particionar o
respectivo alfabeto de maneira andloga a realizada em (4.4), ou seja, segregar o alfabeto
em subconjuntos de elementos sequenciais como A = A1 U As U...UA,, em que |A4;| = ¢;,
para i € {1,...,n}, e associar um representante para cada conjunto A;. Perceba que esta

abordagem equivale ao uso apenas da matriz base utilizada no método de subalfabetos,
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Figura 4.9: Visualizacao da aproximacao da imagem “Vaca” utilizando, para cada matriz
de intensidades, alfabeto com sete representantes.

simplesmente flexibilizando o tamanho de cada subconjunto (g;) conforme a necessidade.
Um exemplo de utilizacao desta abordagem para imagem “Vaca” é apresentado na figura
4.9. Nele, para cada matriz de intensidades, foram considerados 7 grupos, com ¢; = 23,
parai € {1,7}, ee; =42 parai € {2,...,6}. Para o grupo A; foi escolhido o representante
0 (intensidade minima), para o grupo A; foi escolhido o representante 255 (intensidade

méxima), e para os demais grupos foi tomado o valor inteiro da intensidade mediana.

4.3 Formatos Tradicionais para Imagens Digitais

Nesta se¢ao, comentaremos superficialmente sobre os formatos de arquivos mais
utilizados para a transmissao e armazenamento de imagens sem e com perda. O formato
PNG (Portable Network Graphics) é comumente utilizado para compressao de imagens
sem perda de informagcao. Assim como trabalhado neste capitulo, as imagens PNG sao
definidas por um modelo RGB, ou RGBA, em que A representa uma quarta matriz de
intensidades A, denominada Alpha, que define o grau de transparéncia de um pizel. O
formato PNG possui uma grande capacidade de personalizagdao, que permite uma boa
adequagao as necessidades do desenvolvedor. Caracteristicas da imagem e preferéncias
de usuario sao organizadas em trechos denominados chunks. Entre as preferéncias, hé
a possibilidade de exigir, ou nao, a construgao de pré-imagens (em sete visualizagdes
progressivas) durante a descompactacao do arquivo, que aumenta levemente seu tamanho

total, mas é muito conveniente para usuarios que necessitam de uma rapida exibicao.
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Apesar de todas as caracteristicas mencionadas, a que desejamos salientar é o método de
compressao utilizado para codificar as matrizes de intensidades. Geralmente, um filtro é
aplicado para transformar as sequéncias de bytes (conjuntos de 8 bits) obtidos na leitura
de cada linha da imagem. Esse processo nao causa nenhuma reduc¢ao no nimero de bits a
serem codificados, mas os organiza de forma a otimizar a compressao a ser realizada. A
compactacgao ¢ realizada utilizando um método sem perdas, que emprega uma combinacao
dos cédigos de Lempel-Ziv (veja [32]) e Huffman. Para mais detalhes sobre o formado

PNG, veja [21] e [27].

O formato JPEG (Joint Photographic Ezperts Group), também conhecido por
JPG, é comumente utilizado para compressao de imagens com perda de qualidade (o
formato também permite uma personalizacao para compressao sem perda, mas nao nos
atemos a ela). Tendo suas origens no inicio dos anos 1990, a eficiéncia na compactagao
de imagens digitais apresentada por este formato permitiu a expansao do uso de figuras
na Internet. Devido as manipulagoes utilizadas durante o processo de compressao, em
particular a transformada discreta de cosseno (DCT, do inglés Discrete Cosine Transform,
veja [1]), o formato JPEG tem melhor desempenho em imagens em que as transigoes de
cores ocorrem de maneira suave. No entanto, sua taxa de compressao pode ser ajustada
para promover um maior equilibrio entre a qualidade da imagem e o tamanho total do
arquivo. Para o processo de compactacao, a imagem ¢ dividida em blocos e o tinico passo
em que ha perda de informacao ocorre durante o procedimento de quantizacao, em que
arredondamentos numeéricos sao empregados. Apds as transformacdes convenientes e a
quantizacao, sao utilizados codigos aritméticos (veja [24]) ou codigos de Huffman para a

compressao dos dados. Para mais detalhes sobre o formato JPEG, veja [20].

Apresentamos, nesta se¢ao, os formatos PNG e JPEG apenas para exemplificar
como o campo de transmissao/armazenamento de imagens ¢ tratado nos dias atuais. O
intuito deste texto nao é estabelecer uma competicao entre os métodos desenvolvidos neste
capitulo e outros ja bem estabelecidos. Queremos apenas ilustrar que ha técnicas utilizadas
em outros formatos que podem ser aplicadas e, possivelmente, trazer beneficios para os
procedimentos aqui estudados. Por exemplo, para futuros estudos, pode ser interessante
a utilizagao de transformadas na matriz de intensidades e o desenvolvimento de outras
codificagoes que levem em consideracao a relacdo que uma observacao possui com seus

vizinhos.
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4.4 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos como o problema de codificacdo de imagens pode
ser interpretado como uma questao de codificacdo de matrizes. Na secao 4.2, sugerimos
um método de quantizacao (aproximagao) que tem como base elementos da teoria de
informagcao expostos no capitulo 2. Evidenciamos, pelo exemplo 36, que a inclusdo de um
modelo G3M na construcao das classes de condicionamento do processo tem potencial para
gerar codigos com tamanhos médios menores. No entanto, vimos que um modelo muito
detalhado pode sofrer de superparametrizagdo e causar um aumento desnecessario no
comprimento da string a ser transmitida. Para amenizar esse problema, técnicas adequadas
podem ser empregadas, como a de subalfabetos explorada na subsecao 4.2.1, que tem
como objetivo a simplificacdo do modelo a ser trabalhado. Por fim, declaramos que o
procedimento de codificagdo de imagens apresentado neste capitulo é apenas um exercicio
de aplicacao que tem o intuito de ilustrar a utilidade, flexibilidade e diversas caracteristicas
dos modelos markovianos de particao e sua alianca com codificagoes instantaneas, em

particular, com codigos de Huffman.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Este trabalho possui um objetivo claro e direto: estudar a implementacao
das estruturas propostas pelos modelos markovianos de particao no escopo de trans-
missao/armazenamento de dados. Para alcancar esta meta, alguns desenvolvimentos

preparatorios foram necessérios.

No capitulo 1, apresentamos os fundamentos essenciais sobre processos esto-
casticos, em particular cadeias de Markov, e como podemos simplificar as estruturas de
dependéncia delineadas por um processo utilizando um manejo conveniente do espaco de
estados associado. Argumentamos que, apesar de sua praticidade, as cadeias de Markov
possuem restrigoes em sua aplicacao devido a questoes inferenciais, pois, para modelos
complexos, requerem amostras muito grandes para estimar todos os parametros envolvidos.
Buscando simplificacao do espaco de estados associado ao processo, reintroduzimos o con-
ceito de modelos markovianos de particao, que, devido a sua flexibilidade, possui potencial
de, fixado um valor para a meméria, reduzir a quantidade de parametros (probabilidades
de transigao) necesséarios para se definir o modelo. Essa redugao de complexidade faz
com que tenhamos mais observagoes por parametro livre, provocando uma melhoria da
estimacao das quantidades. Ainda visando uma representacdo econdémica, introduzimos
uma nova familia de processos markovianos: a cadeia de Markov com intersticio. Essa
classe de modelos permite a existéncia de um intervalo entre as observacoes mais relevantes
do passado. Tal consideracao permitiu que uma memoria maior do processo fosse possivel
de ser apreciada sem que a qualidade da estimacao dos parametros fosse comprometida.

Evidenciamos que essa abordagem traz beneficios para a modelagem de sequenciamentos
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genéticos, como o da Covid-19 apresentado na subsecao 1.3.1, e possui potencial para

modelagem de estruturas vicinais, conforme exemplificado na subsegao 1.3.2.

Como nosso proposito € investigar as vantagens da inclusao de modelos esta-
tisticos na codificacdo de dados, apresentamos, no capitulo 2, uma relagdo de resultados
associados a teoria de informacao, um campo da ciéncia em que um dos interesses pri-
mordiais consiste na eficiéncia da transmissao de mensagens. Ali, determinamos todas
as diretrizes sobre os sistemas de codificagdo que temos interesse neste trabalho: c6digos
de prefixo (permitem uma decodificagdo instantdnea, pois nenhum elemento codificado é
prefixo de outro) e com representacdo bindria com menor comprimento médio possivel.
Para este fim, estabelecemos um algoritmo para obtencao de uma codificacado de Huffman,
a qual possui ambas as propriedades desejadas e, por isso, é denominada 6tima. Além disso,
definimos a interpretacao da mensagem de interesse como a observacao de uma amostra
proveniente de um processo estocastico, estabelecemos o conceito de taxa de entropia e
como ele estd associado aos limites do comprimento médio de um cédigo 6timo. Também,
apresentamos resultados sobre entropia condicional e como o condicionamento de uma
variavel aleatéria em um vetor aleatério pode reduzir a incerteza associada, possibilitando

a construcao de codificagoes condicionais mais eficientes (menores comprimentos médios).

Apesar do capitulo 2 estabelecer uma ligacao inicial entre processos estocasticos
e sistemas de codificacao 6timos, é no capitulo 3 que introduzimos todos os passos suficientes
para a transmissao de strings e matrizes utilizando cadeias de Markov. Nele, além de
apresentarmos todos os paradigmas de escolha envolvidos na transmissao das quantidades
necessarias para a decodificagdo da mensagem, evidenciamos a maior dificuldade do uso
de cadeias de Markov para compressao de dados: o grande volume de probabilidades
condicionais a serem transmitidas. Este é o ponto chave deste trabalho, pois os modelos de
particio aparecem como uma opg¢ao para a reducao do niimero dessas probabilidades (veja
também [15]). Esta alternativa, apesar de necessitar da inclusiao da descri¢ao da particao
durante o processo de transmissao, é mais economica em muitas situagoes, conforme
evidenciado na subsecao 3.1.1, e assintoticamente equivalente a abordagem tradicional.
Também, no final desse capitulo, apresentamos como a compressao de matrizes via modelos
de particao pode ser vista como uma simples adaptacao do procedimento de codificacao
de strings utilizando uma leitura conveniente da matriz e as cadeias de Markov com

intersticio.
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O capitulo 4 é um exercicio de aplicacdo abrangente, onde colocamos em
pratica todo o desenvolvimento dos capitulos anteriores. Nele, elucidamos o significado de
transmissao com perda e como ele se aplica ao caso de comunicacao de imagens. Para que o
procedimento pudesse ser executado, apresentamos um método de quantizacao que utiliza
elementos fundamentados na teoria de informacao introduzidos no capitulo 2 e nos modelos
markovianos de particao desenvolvidos no capitulo 1. Com a aproximacao resultante
da quantizacao, aplicamos os procedimentos de codificacao estudados no capitulo 3 e
evidenciamos que a inclusao dos modelos markovianos de particdo podem trazer beneficios
para a compressao de imagens. No entanto, como exemplificado na subsecao 4.2.1, ha
diversas mintcias (como o alto custo para se comunicar as partigdes estimadas) que
precisam de atencao para tornar o procedimento eficiente e aplicavel para compactacao

pratica.

O presente trabalho nao tem o intuito de ser concludente para o tema “com-
pressibilidade”, mas de possibilitar novas linhas alternativas de estudo. Um primeiro
topico é o desdobramento de aplicagoes das cadeias de Markov com intersticio, além das
apresentadas neste texto. Por exemplo, [11] utiliza a flexibilidade de tal modelagem para
adaptar os resultados de [10] sobre comparagao de processos estocasticos e permitir uma
analise de conglomerados eficiente sobre sequenciamentos genéticos de Covid-19 (para mais
exemplos sobre comparagoes de processos estocasticos utilizando os principios de modelos
de partigao, confira [12], [13] e [14]). Um segundo ponto de estudo é referente aos resultados
desenvolvidos no capitulo 3. Ali, determinamos que toda mensagem codificada é precedida
por um cabecgalho que comunica ao decodificador todas as informacoes necesséarias para a
compreensao do sistema de codificagao utilizado. Dessa forma, buscamos maneiras mais
econdmicas para a transmissao das quantidades envolvidas, em particular, a comunicagao
da partigdo estimada pelo modelo markoviano minimo e dos cédigos de Huffman operados.
Atualmente, estudamos a transmissao da particao de interesse empregando uma estrutura
de arvore |Al-aria (cada né interno possui |A| filhos), em que A representa o alfabeto
associado a mensagem a ser codificada. Tal estratégia tem se mostrado eficiente para
estruturas especificas do espago de estados. Um terceiro tépico estende-se sobre a escolha
da vizinhanca delineada na subsecao 1.3.2 utilizada como classe de condicionamento para a
construcao dos cédigos de Huffman condicionais. Por simplicidade, em nenhum momento

questionamos se o formato considerado promoveria a maior compressao da matriz a ser
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codificada. Assim, é interessante o desenvolvimento de procedimentos que permitam
acessar qual formato de vizinhanga, dentro de um conjunto preestabelecido, ¢ o mais
propenso a prover uma representagao mais compacta. Uma ideia inicial é a escolha da
vizinhanca cujo modelo que a use como classe de condicionamento maximize o valor do
BIC associado, pois, conforme evidenciado na subsecao 3.1.1, ha uma relacao entre taxa
de compressao e tal critério de informagdao. Um quarto ponto é referente a quantizagao
empregada no capitulo 4. Como ela nao era nosso principal interesse, novamente por
conveniéncia, nao exploramos suas propriedades. Dessa forma, é interessante o estudo
detalhado sobre os erros devidos as aproximacgoes das matrizes que compoem a imagem.
Um tultimo topico, ja manifestado na se¢ao 4.3, é referente a agregacao dos codigos de
Huffman via modelos de particdo em procedimentos de processamento de imagens ja bem

estabelecidos, como os utilizados pelos formatos PNG e JPEG.

Por fim, concluimos sobre o potencial da relacao entre modelos markovianos de
particao e compressao de dados uni e bidimensionais, anuindo que ainda ha um amplo

horizonte a ser vislumbrado sobre esta alianca.
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Algoritmo A.1 : Obtencao da particdo boa minima a partir de parti¢oes boas.

Seja z] uma amostra de uma cadeia de Markov a tempo discreto de ordem o < oo,
sobre um alfabeto finito A, com espaco de estados S = A°. Seja L = {Ly,..., Lx} uma
particao boa de S.
10
7g+1
Enquanto : < K — 1 Faga
11+ 1
Enquanto 7 < K Faga
j—J+1
d <+ dﬁ(l,j)
Enquanto d < 1 Faga
Parale {j,...,K — 1} Faga
Ly Ly
Finalize Para
K+ K-1
ﬁZ{Ll,...,LK}
d <+ dﬁ(i, ])
Finalize Enquanto
Finalize Enquanto
Finalize Enquanto
Retorne £, = {L1,...,Lg}.

Algoritmo A.2 : Obtencao de um codigo de Huffman.

Seja X uma variavel aleatéria definida sobre o alfabeto A = {x1,...,x,,}, com funcao
de probabilidade px. Para i € {1,...,m}, denote por p,, = px(x;) = Pr(X = z;),
Cp, = C(x;) e ly, = l(x;). Sejam P ={py,,...,ps, } € G={x1,...,2,}. Inicialize com

Cp,=0el,, =0, parai e {l,...,m}, em que () denota a string vazia.
Se |P| = 1 entao
C,, = 0.

Caso contrario
Enquanto |P| > 1 Faga
Encontre I = arg min{p,, € P} e J = arg min{p,, € P\ {p,, : 5 € I}}.
Defina H =1U J.
Se |[H|=2el,=0,Vh € H entao
C[ =0e CJ =1.
Caso contrario
Para h € [, Ch = 0C,,.
Para h € J, C), = 1C),.
Finalize Se
Defina I' = H, P ={p ke l'}, ppr =Y pcrpee G ={k:kel}.
Atualize P=P\P' U {pr} e G=G\ G U{Il'}.
Finalize Enquanto
Finalize Se
Retorne o conjunto {Cy,,...,Cy, }.
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Algoritmo A.3 : Codificagao de matriz utilizando como formato de vizinhanca uma
cadeia de Markov com intersticio com M =1, G=W e g =1.

Seja B uma matriz cujos elementos sao provenientes de um alfabeto finito A.
Seja t = w17 ... xB| a string proveniente da H-leitura de B.
Seja L = {Z/}\l, . E\\Z\} a particao estimada (pelo algoritmo A.1) do espago de estados
referente a uma cadeia de Markov com intersticio com M =1, G =W e g = 1, para as
observacgoes de t restritas a regiao B1.
Sejam Np; = {n((lL) ca€ AL e EA} o conjunto das frequéncias condicionais para os
elementos em B1 e gy = {n, : a € A} o conjunto das frequéncias marginais para os
elementos em B2.
Para k € {1,...,|L|} Faga
Gere uma codificacdo de prefixo de Huffman condicional usando as frequéncias
condicionais {n{t*) : @ € A}, obtendo uma codificagio condicional C(:|Ly).
Finalize Para
Gere uma codificagdo de prefixo de Huffman padrao usando as frequéncias marginais
N2, obtendo uma codificagao C/(-).
Para i€ {1,...,|B|} Faca
Se z; € B1 entao
Encontre L € L tal que s = (z;i—g_1 Ti—g i—1) € L.
Codifique o simbolo x; usando C(x;|L).
Caso contrario
Codifique o simbolo z; usando C(z;).
Finalize Se
Finalize Para

Algoritmo A.4 : Sele¢do do conjunto de pontos centrais para quantizacao.

Seja t uma string de elementos provenientes do alfabeto ordenado A. Seja k o ntimero
de pontos centrais desejado.

Compute os quantis amostrais referentes aos elementos da string t: qo, q cs k=2, .
k—1

o,
k—1
Se {qo, VISR R ¢} possui k valores distintos entao

D = {QOaQﬁy oo JQ%7QI}-
Caso contrario

l=k.
Defina D como o conjunto dos valores distintos em {qo, Gy g2, ¢}
Enquanto |D| < k Faga

l=k+1.

Compute os quantis g, 41y qi=2,q1

Defina D como o conjunto dos valores distintos em {qy, Qs qiz2, ¢}

Finalize Enquanto
Finalize Se
Retorne D.
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Algoritmo A.5 : Quantizacao de uma matriz de intensidades.

Sejam B uma matriz de intensidades de dimensao K x W, com entradas provenientes
do alfabeto Ag, e tg sua H-leitura.
Seja §* o espaco de estados associado a uma cadeia de Markov com intersticio definida
sobre o alfabeto Ag, com parametros g=1,G=W e M = 1.
Para a string tg, compute § = max,es- |{a € A : N,(sa) > 0} e al® = § x 20.
Defina, sob as mesmas condigoes da defini¢ao 15,

2 N,(L;,a N,.(L;, a
dg)(@j) = (EOO) > {Nn(Li,a) In (NZ(LZ))> + N, (Lj,a)In <Ni(ljlj))>

Ny (Lij, a)
~ Na(Lij,a) In (Nn(Lj)) }

Agrupe os estados s € S* cujas frequéncias observadas na string tg sejam menores que
o) em uma tnica parte e aplique o algoritmo A.1 (adaptado & d(g)) para os demais
estados. Denomine a particdo estimada por L.

Compute H como na equacio (4.3) e compute Q = [2H7.

Aplique o algoritmo A.4 com t = tg e k = (), e obtenha o conjunto de pontos centrais
D.

Adeque os valores de B e tg utilizando o conjunto de pontos centrais D, conforme a
figura 4.5, e obtenha Be tg, respectivamente.

Retorne B e g
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Algoritmo A.6 : Obtencao das strings binarias associadas ao alfabeto base e subalfabetos.

Sejam B uma matriz de dimensao K x W, com entradas provenientes do alfabeto
ordenado Ag = {a,...,an,}, e tg sua H-leitura.
Compute | = [\/m ], V =m e my = 0.
Para i€ {1,...,l} Faga

Compute m; = [ﬁw

Atualize V =V — m,.

Compute A; = {ay~ 41,05, }-

j<i Jj<i

Finalize Para
Defina o conjunto de indices A%*¢ = {1,...,1} e t"**¢ = (), em que () é a string vazia.
Para i€ {1,...,K x W} Faga

Encontre j tal que t; € Aj, em que t; é o i-ésimo elemento da string ts.

Concatene tP®s¢ = ¢bese 4,
Finalize Para
Construa a matriz B%*¢, de dimensao K x W, a qual t***¢ representa a H-leitura.
Aplique o procedimento de codificacdo de matrizes, apresentado na figura B.3, para B¢,
cujas entradas sao provenientes do conjunto de indices (alfabeto base) A% = {1,... 1},
e obtenha a string bindria ¢},
Para i € {1,...,l} Faga

t0 = tg.

Para j € {1,..., K x W} Faga

Se t; € A, entao
1\

=t;, em que ty)

Caso contrario
tﬁl) — tbgse

é o j-ésimo elemento da string (¥,

tbase

base
, em que t; [Ad

¢é 0 j-ésimo elemento da string
Finalize Se
Finalize Para
Defina A = A;U{A%¢ \ {i}} e obtenha, via algoritmo A.1, a particao £ associada
ao modelo G3M(1,W,1) referente & string t*) e (sub) alfabeto AW,
Compute o conjunto de cédigos de Huffman condicionais C; = {C’Z( |L): L e LW},
Finalize Para
Defina t*,, = 0.
Compute C(-), cédigo de Huffman sobre as frequéncias dos elementos em B2 (ilustrada
na figura 3.1).
Para j € {1,..., K x W} Faga
Se t; € B2 entao
Concatene iy =1tr
Caso contrario '
Encontre i tal que ¢; € Al, elL e £(Z tal que ( g)w 1 tg )Wt(l) )€ L.

Ci(ty"|L).

C(t;).

sub

Concatene t%,, =
Finalize Se
Finalize Para

Retorne t;,,. € t5,5-

sub
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Estabelecer as configuragdes iniciais entre transmissor e receptor:
= Alfabeto pré-fixado;
= Modelo utilizado para classe de condicionamento (e bits reservados para os pardmetros);

= Comprimento da maior mensagem a ser transmitida.

Mensagem original. |

.--:':?__ e -
— R e,
T S . e
:" = ~, 5"""---5___
———*= | Declarar parametros do modelo: | ; e M [ 7 y
EDecIarar alfabeto utilizado: e P |Executar o algoritmo A1 Executar o algoritmo A2
= Listagem:; ou i % M e | para estimar a particéo do para as G+g primeiras
= Enumeracdo. oM ! | espaco amostral do modelo G3M. | | observacdes.
: - ; T :
2 7 Pl ’ \ I|I )
N, ) - \ b
"‘. ."l /,’ \I | 4
- / - § | N
3 II.' ."'/ Y II' K
f ol Executar o algoritmo A2 | N
| | Declarar partic§o estimada. |  condicionade a cada elemento | A\
\ da particdo. f \
\ | , L —> . ] II'
N ’fJ | I|I
| z / i | |
-\\' Ill .-"l; > .’ L A |I:
\'\_ | Declarar as codificacdes condicionais: Declarar as codificacdes marginais: |
b > Modo 1; ou > Modo 1; ou 4
: : /
= Modo Arvore. = Modo Arvore.
i 4 : ____--—""_ P> #
g /t
W - e =
W oy - e
l& -_'________- 4 I
ri - - T, iya
f Codificar a mensagem original utilizando
| Concatenar o cabecalho. s 27 g
I os cadigos marginal e condicionais.
“ 2
™ A
B -~
. e
) . -
| Concatenar o cabecalho &
| a mensagem codificada.
A | - -
Mensagem codificada.
strings.

Figura B.1: Fluxograma para codificacao de
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Estabelecer as configuragdes iniciais entre tfransmissor e receptor:
= Alfabeto pré-fixado;
> Modelo utilizado para classe de condicionamento (e bits reservados para os parametros);
= Comprimento da maior mensagem a ser transmitida.

lMensagem codificada.

/ / B
Decodificar alfabeto | | Decodificar os valores Decodlfcar a Reconstruir a codificagéo
utilizado. g, G e M ufilizados. partic&o estimada. marginal utilizada.

~ Reconstruir as codificagbes
% condicionais utilizadas.

\'\\ / / }

Decodificar os G+g primeiros elementos
utilizando o codigo marginal.

//

Decodificar os demais elementos
utilizando os cédigos condicionais.

\ Mensagem original. ‘

Figura B.2: Fluxograma para decodificagao de strings.



APENDICE B - FIGURAS 154

|Estabelecer as configuracies iniciais entre transmissor e receptor.
= Alfabeto pré-fixado;

= Modelo utilizado para classe de condicionamento (e bits reservados para os pardmetros),
= MNimero de linhas & colunas da maior matriz a ser transmitida.

| Matriz original (B). |

e
GerarT, a
H-leitura de B.

-

r »
Estabelecer avizinhanca e os
pardmetros do respective modelo;

\

4
Declarar alfabeto utilizado: |

=0, = Listagem; ou
=G-M; e =Enumeracao.
=M. Y
= . ",
\ \
- s 53 1
| Executar o algoritmo A1 N \
para estimar a partico do i

espaco amostral do modelo G3M, \ |
| restrito & regido B1. !

-

Py Executar o algoritmo A.7. '

- - - -

\ |
5 -

/| Declarar as codificagfies condicionais: | | Declarar as codificacfes marginais: | |

&
Declarar particio estimada. | ! =Mado 1; ou

= Modo 1; ou
—\ = Modo Arvare. | = Modo Arvare.
e = 7
kN T /
'\ e R o3 i
., ——— i
H ES : T—— 5 r-"
Codificar a mensagem original utilizando | e e .
£ : ke ; Concatenar o cabecalho.
o5 codigos marginal e condicionais. % & |

"

: \4 . Z -

Concatenar o cabecalho e
a string codificada.

|Mensagem codificada.|

Figura B.3: Fluxograma para codificacao de matrizes.
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N° Cabegalho Mensagem  Total
Modelo Partes BIC (bits) (bits) (bits)
G3M(0,1,0) 5 -318.383,78 250 466.929 467.179
G3M(0,2,1) 5 -318.379,56 333 466.928 467.261
G3M(1,2,1) 6 -318.352,19 851 466.809 467.660
G3M(2,2,1) 9 -318.726,44 2.582 467.016 469.598
G3M(0,100,0) 1 -319.161,62 118 467.603 467.721
G3M(0,100,1) 5 -318.191,63 346 466.895 467.241
G3M(0,100,2) 6 -318.145,06 850 466.873 467.723
G3M(1,100,0) 1 -319.159,63 121 467.603 467.724
G3M(1,100,1) 6 -318.133,23 845 466.747 467.592
G3M(1,100,2) 9 -318.539,40 2.577 466.950 469.527
G3M(2,100,0) 3 -319.126,07 516 467.605 468.121
G3M(2,100,1) 8 -318.534,47 2.495 466.946 469.441
G3M(2,100,2) 6 -318.905,96 8.673 467.387 476.060
G3M(0,200,0) 1 -318.965,56 118 467.564 467.682
G3M(0,200,1) bt -317.997.37 344 466.863 467.207
G3M(0,200,2) 6 -317.965,94 859 466.754 467.613
G3M(1,200,0) 1 -318.964,72 121 467.566 467.687
G3M(1,200,1) 6 -317.935,23 843 466.809 467.652
G3M(1,200,2) 8 -318.336,66 2.511 466.938 469.449
G3M(2,200,0) 5 -318.926,88 736 467.428 468.164
G3M(2,200,1) 8 -318.347,12 2.484 466.921 469.405
G3M(2,200,2) 8 -318.687,76 8.869 467.357 476.226
G3M(0,300,0) 5 -318.346,22 267 467.486 467.753
G3M(0,300,1) 10 -314.847,82 546 463.301 463.847
G3M(0,300,2) 10 -314.782,61 1.077 463.017 464.094
G3M(1,300,0) 11 -313.167,01 581 460.329 460.910
G3M(1,300,1) 8 -298.438,43 899 439.063 439.962
G3M(1,300,2) 11 -303.933,37 2.671 446.150 448.821
G3M(2,300,0) 11 -312.999,18 1.168 459.656 460.824
G3M(2,300,1) 11 -304.032,95 2.648 446.283 448.931
G3M(2,300,2) 10 -310.714,08 8.889 455.804 464.693
G3M(0,400,0) 1 -318.617,84 118 467.556 467.674
G3M(0,400,1) 5 -317.646,49 346 466.860 467.206
G3M(0,400,2) 8 -317.614,60 1.002 466.387 467.389
G3M(1,400,0) 1 -318.617,00 121 467.557 467.678
G3M(1,400,1) 6 -317.606,83 859 466.625 467.484
G3M(1,400,2) 7 -318.006,65 2.376 467.098 469.474
G3M(2,400,0) 4 -318.584,26 656 467.544 468.200
G3M(2,400,1) 9 -318.059,70 2.563 467.047 469.610
G3M(2,400,2) 8 -318.339,19 8.869 467.218 476.087

Tabela C.1: Modelos G3M ajustados para a mensagem 7' do exemplo 26 (com n = 2 x 10%),
seus BIC’s observados e comprimentos (em bits) das respectivas codificagbes obtidas. Em
negrito, o modelo com o maior BIC observado.
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N° Cabegalho Mensagem  Total
Modelo Partes BIC (bits) (bits) (bits)
G3M(0,1,0) 4 -15.9036,62 216 233.000 233.216
G3M(0,2,1) 4 -15.9034,32 289 232.997 233.286
G3M(1,2,1) 5 -15.8991,14 738 233.014 233.752
G3M(2,2,1) 18 -15.8689,82 4.848 231.940 236.788
G3M(0,100,0) 1 -15.9185,59 118 233.268 233.386
G3M(0,100,1) 4 -15.8828,56 299 232.949 233.248
G3M(0,100,2) 5 -15.8807,29 754 232.963 233.717
G3M(1,100,0) 1 -15.9183,39 121 233.267 233.388
G3M(1,100,1) 5 -15.8795,38 744 232.842 233.586
G3M(1,100,2) 14 -15.8517,33 4.389 232.044 236.433
G3M(2,100,0) 4 -15.9145,73 661 233.249 233.910
G3M(2,100,1) 15 -15.8524,28 4.517 232.055 236.572
G3M(2,100,2) 14 -15.8709,94 10.657 232.140 242.797
G3M(0,200,0) 1 -15.8986,18 118 233.227 233.345
G3M(0,200,1) 4 -15.8634,96 298 232.928 233.226
G3M(0,200,2) 5 -15.8605,86 739 232.858 233.597
G3M(1,200,0) 1 -15.8983,98 121 233.226 233.347
G3M(1,200,1) 5 -15.8591,55 754 232.939 233.693
G3M(1,200,2) 16 -15.8310,67 4.634 231.901 236.535
G3M(2,200,0) 5 -15.8941,62 729 233.161 233.890
G3M(2,200,1) 16 -15.8236,52 4.620 231.478 236.098
G3M(2,200,2) 17 -15.8370,25 11.176 231.917 243.093
G3M(0,300,0) 4 -15.8628,28 233 233.212 233.445
G3M(0,300,1) 8 -15.7083,20 464 231.126 231.590
G3M(0,300,2) 9 -15.7016,48 1.019 230.892 231.911
G3M(1,300,0) 9 -15.6096,53 507 229.684 230.191
G3M(1,300,1) 9 -14.8972,34 989 218.700 219.689
G3M(1,300,2) 16 -14.9220,99 4.570 218.641 223.211
G3M(2,300,0) 10 -15.5951,32 1.079 229.235 230.314
G3M(2,300,1) 20 -14.9334,75 4.987 218.683 223.670
G3M(2,300,2) 16 -15.2955,76 10.942 224.080 235.022
G3M(0,400,0) 1 -15.8645,76 118 233.236 233.354
G3M(0,400,1) 4 -15.8293,55 299 232.961 233.260
G3M(0,400,2) 4 -15.8254,49 661 232.917 233.578
G3M(1,400,0) 1 -15.8644,92 121 233.237 233.358
G3M(1,400,1) 5 -15.8256,94 754 232.950 233.704
G3M(1,400,2) 13 -15.7967,53 4.358 231.685 236.043
G3M(2,400,0) 4 -15.8604,64 661 233.205 233.866
G3M(2,400,1) 14 -15.7970,75 4.400 231.936 236.336
G3M(2,400,2) 14 -15.8157,35 10.711 231.983 242.694

Tabela C.2: Modelos G3M ajustados para uma mensagem T com configura¢oes analogas
ao do exemplo 26 (com n = 10°), seus BIC’s observados e comprimentos (em bits) das

respectivas codificagoes obtidas. Em negrito, o modelo com o maior BIC observado.
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N° Cabegalho Mensagem  Total
Modelo Partes BIC (bits) (bits) (bits)
G3M(0,1,0) 2 -16.053,40 141 23.521 23.662
G3M(0,2,1) 3 -16.049,27 235 23.489 23.724
G3M(1,2,1) 3 -16.052,11 490 23.491 23.981
G3M(2,2,1) 2 -16.069,51 1.446 23.516 24.962
G3M(0,100,0) 1 -15.863,59 118 23.488 23.606
G3M(0,100,1) 2 -15.852,16 191 23.466 23.657
G3M(0,100,2) 3 -15.873,83 499 23.431 23.930
G3M(1,100,0) 1 -15.861,60 121 23.488 23.609
G3M(1,100,1) 4 -15.869,37 573 23.449 24.022
G3M(1,100,2) 2 -15.879,67 1.456 23.488 24.944
G3M(2,100,0) 5 -15.871,32 668 23.410 24.078
G3M(2,100,1) 2 -15.878,05 1.456 23.488 24.944
G3M(2,100,2) 2 -15.880,75 7.938 23.488 31.426
G3M(0,200,0) 1 -15.662,99 118 23.439 23.557
G3M(0,200,1) 2 -15.648,83 191 23.429 23.620
G3M(0,200,2) 4 -15.661,37 588 23.325 23.913
G3M(1,200,0) 1 -15.660,88 121 23.439 23.560
G3M(1,200,1) 5 -15.667,74 645 23.320 23.965
G3M(1,200,2) 2 -15.679,40 1.456 23.436 24.892
G3M(2,200,0) 4 -15.669,06 589 23.362 23.951
G3M(2,200,1) 3 -15.680,73 1.530 23.411 24.941
G3M(2,200,2) 2 -15.679,81 7.938 23.424 31.362
G3M(0,300,0) 1 -15.467,97 118 23.394 23.512
G3M(0,300,1) 4 -15.384,33 279 23.283 23.562
G3M(0,300,2) 7 -15.410,57 770 23.109 23.879
G3M(1,300,0) 4 -15.271,14 286 23.048 23.334
G3M(1,300,1) 7 -14.680,99 730 22.015 22.745
G3M(1,300,2) 5 -15.214,91 1.623 22.892 24.515
G3M(2,300,0) 5 -15.281,31 667 22.994 23.661
G3M(2,300,1) 5 -15.292,11 1.613 23.007 24.620
G3M(2,300,2) 4 -15.430,59 8.036 23.230 31.266
G3M(0,400,0) 1 -15.306,58 118 23.414 23.532
G3M(0,400,1) 2 -15.304,71 191 23.405 23.596
G3M(0,400,2) 4 -15.308,24 585 23.372 23.957
G3M(1,400,0) 1 -15.304,22 121 23.412 23.533
G3M(1,400,1) 4 -15.301,53 590 23.349 23.939
G3M(1,400,2) 2 -15.320,01 1.456 23.390 24.846
G3M(2,400,0) 3 -15.305,38 501 23.374 23.875
G3M(2,400,1) 2 -15.321,30 1.456 23.392 24.848
G3M(2,400,2) 2 -15.325,18 7.938 23.409 31.347

Tabela C.3: Modelos G3M ajustados para uma mensagem T com configuracoes analogas
ao do exemplo 26 (com n = 10%), seus BIC’s observados e comprimentos (em bits) das

respectivas codificagoes obtidas. Em negrito, o modelo com o maior BIC observado.
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N° Cabegalho Mensagem  Total
Modelo Partes BIC (bits) (bits) (bits)
G3M(0,1,0) 1 -1.700,75 101 2.501 2.602
G3M(0,2,1) 3 -1.692,88 234 2.414 2.648
G3M(1,2,1) 11 -1.562,17 1.210 2.138 3.348
G3M(2,2,1) 16 -936,82 3.976 1.518 5.494
G3M(0,100,0) 1 -1.510,67 118 2.485 2.603
G3M(0,100,1) 1 -1.510,67 121 2.485 2.606
G3M(0,100,2) 9 -1.375,95 1.076 2.149 3.225
G3M(1,100,0) 2 -1.503,08 191 2.405 2.596
G3M(1,100,1) 9 -1.357,92 1.088 2.135 3.223
G3M(1,100,2) 12 -813,39 3.562 1.632 5.194
G3M(2,100,0) 9 -1.372,39 1.096 2.150 3.246
G3M(2,100,1) 14 -852,79 3.695 1.641 5.336
G3M(2,100,2) 10 -416,65 10.364 1.375 11.739
G3M(0,200,0) 1 -1.318,87 118 2.446 2.564
G3M(0,200,1) 2 -1.315,11 191 2417 2.608
G3M(0,200,2) 9 -1.202,34 1.091 2.177 3.268
G3M(1,200,0) 2 -1.313,46 191 2.396 2.587
G3M(1,200,1) 9 -1.179,98 1.091 2.149 3.240
G3M(1,200,2) 13 -759,85 3.402 1.717 5.119
G3M(2,200,0) 9 -1.166,44 1.097 2.113 3.210
G3M(2,200,1) 13 -714,90 3.440 1.692 5.132
G3M(2,200,2) 11 -381,02 10.193 1.482 11.675
G3M(0,300,0) 1 -1.124,21 118 2.407 2.525
G3M(0,300,1) 1 -1.124,21 121 2.407 2.528
G3M(0,300,2) 8 -1.007,31 1.025 2.172 3.197
G3M(1,300,0) 2 -1.114,77 191 2.375 2.566
G3M(1,300,1) 10 -929,94 1.147 2.030 3.177
G3M(1,300,2) 12 -595,21 3.165 1.788 4.953
G3M(2,300,0) 9 -971,65 1.074 2.131 3.205
G3M(2,300,1) 13 -582,93 3.269 1.753 5.022
G3M(2,300,2) 9 -327,03 9.758 1.627 11.385
G3M(0,400,0) 1 -961,66 118 2417 2.535
G3M(0,400,1) 2 -961,28 191 2.400 2.591
G3M(0,400,2) 8 -861,30 1.008 2.209 3.217
G3M(1,400,0) 2 -957,46 191 2.386 2.577
G3M(1,400,1) 9 -832,05 1.083 2.164 3.247
G3M(1,400,2) 11 -509,68 2.919 1.856 4.775
G3M(2,400,0) 9 -807,52 1.073 2.147 3.220
G3M(2,400,1) 11 -504,12 2.996 1.866 4.862
G3M(2,400,2) 9 -267,55 9.564 1.740 11.304

Tabela C.4: Modelos G3M ajustados para uma mensagem T com configuracoes analogas
ao do exemplo 26 (com n = 10?), seus BIC’s observados e comprimentos (em bits) das

respectivas codificagoes obtidas. Em negrito, o modelo com o maior BIC observado.
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Fonte MMP | MMC
Alfabeto utilizado 27 27
Definicao do modelo 24 24
Cabecalho | Particao estimada 778 0
Codificagoes condicionais | 287 | 5.048
Codifica¢oes marginais 30 30
Mensagem codificada 4.228 | 3.966
Total 5.374 | 9.095

Tabela C.5: Elementos da string binéaria resultante da compressao da amostra de tamanho
n = 2 x 10 pelas abordagens de modelo markoviano de parti¢io (MMP) e modelo
markoviano completo (MMC), e seus respectivos ntimeros de bits, referentes ao exemplo

28.

Fonte MMP | MMC
Alfabeto utilizado 27 27
Definicao do modelo 24 24
Cabecalho | Particdo estimada 584 0
Codificagoes condicionais | 240 6.471
Codificagoes marginais 30 30
Mensagem codificada 43.798 | 42.987
Total 44.703 | 49.539

Tabela C.6: Elementos da string binaria resultante da compressao da amostra de tamanho
n = 2 x 10* pelas abordagens de modelo markoviano de partigdio (MMP) e modelo
markoviano completo (MMC), e seus respectivos ntimeros de bits, referentes ao exemplo

28.

Fonte MMP MMC
Alfabeto utilizado 27 27
Definicao do modelo 24 24
Cabegalho | Particao estimada 532 0
Codificacoes condicionais 240 6.480
Codificagoes marginais 30 30
Mensagem codificada 438.444 | 436.757
Total 439.297 | 443.318

Tabela C.7: Elementos da string binéria resultante da compressao da amostra de tamanho
n = 2 x 105 pelas abordagens de modelo markoviano de particio (MMP) e modelo

markoviano completo (MMC), e seus respectivos nimeros de bits, referentes ao exemplo
28.
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Fonte MMP | MMC
Alfabeto utilizado 21 21
Defini¢do do modelo 16 16

Cabegalho | Particao estimada 46 0

Codificagoes condicionais 60 108
Codificagdes marginais 10 10
Mensagem codificada 1.429 | 1.429
Total 1.582 | 1.584

Tabela C.8: Elementos da string binéria resultante da compressao da amostra de tamanho
n = 10? pelas abordagens de modelo markoviano de partigao (MMP) e modelo markoviano
completo (MMC), e seus respectivos ntimeros de bits, referentes ao exemplo 29.

Fonte MMP | MMC
Alfabeto utilizado 21 21
Defini¢do do modelo 16 16

Cabecalho | Particao estimada 56 0

Codificagoes condicionais | 84 108
Codificacoes marginais 10 10
Mensagem codificada 7.224 | 7.224
Total 7411 | 7.379

Tabela C.9: Elementos da string binaria resultante da compressao da amostra de tamanho
n = 5 x 10 pelas abordagens de modelo markoviano de particio (MMP) e modelo

markoviano completo (MMC), e seus respectivos ntimeros de bits, referentes ao exemplo
29.

Fonte MMP | MMC
Alfabeto utilizado 21 21
Defini¢ao do modelo 16 16

Cabecgalho | Particao estimada 60 0

Codificacoes condicionais 96 108
Codificagoes marginais 10 10
Mensagem codificada 14.424 | 14.424
Total 14.627 | 14.579

Tabela C.10: Elementos da string binéaria resultante da compressao da amostra de tamanho
n = 10" pelas abordagens de modelo markoviano de partigao (MMP) e modelo markoviano
completo (MMC), e seus respectivos nimeros de bits, referentes ao exemplo 29.
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Fonte MMP | MMC
Alfabeto utilizado 21 21
Defini¢do do modelo 16 16

Cabegalho | Particao estimada 21 0

Codificagoes condicionais 24 108
Codificagdes marginais 10 10
Mensagem codificada 1.277 | 1.277
Total 1.369 | 1.432

Tabela C.11: Elementos da string binaria resultante da compressao da amostra de tamanho
n = 10? pelas abordagens de modelo markoviano de partigao (MMP) e modelo markoviano
completo (MMC), e seus respectivos ntimeros de bits, referentes ao exemplo 30.

Fonte MMP | MMC
Alfabeto utilizado 21 21
Defini¢do do modelo 16 16

Cabecalho | Particao estimada 21 0

Codificagoes condicionais 24 108
Codificacoes marginais 11 11
Mensagem codificada 6.460 | 6.460
Total 6.553 | 6.616

Tabela C.12: Elementos da string binaria resultante da compressao da amostra de tamanho
n = 5 x 10® pelas abordagens de modelo markoviano de partigio (MMP) e modelo
markoviano completo (MMC), e seus respectivos ntimeros de bits, referentes ao exemplo

30.

Fonte MMP | MMC
Alfabeto utilizado 21 21
Defini¢ao do modelo 16 16

Cabecgalho | Particao estimada 21 0

Codificacoes condicionais 24 108
Codificagoes marginais 10 10
Mensagem codificada 12.921 | 12.921
Total 13.013 | 13.076

Tabela C.13: Elementos da string binéaria resultante da compressao da amostra de tamanho
n = 10" pelas abordagens de modelo markoviano de partigao (MMP) e modelo markoviano
completo (MMC), e seus respectivos nimeros de bits, referentes ao exemplo 30.
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Fonte MMP | MMC
Alfabeto utilizado 21 21
Defini¢do do modelo 16 16

Cabegalho | Particao estimada 8 0

Codificagoes condicionais 12 108
Codificagdes marginais 10 10
Mensagem codificada 1.316 | 1.314
Total 1.383 | 1.469

Tabela C.14: Elementos da string binaria resultante da compressao da amostra de tamanho
n = 10? pelas abordagens de modelo markoviano de partigao (MMP) e modelo markoviano
completo (MMC), e seus respectivos ntimeros de bits, referentes ao exemplo 31.

Fonte MMP | MMC
Alfabeto utilizado 21 21
Defini¢do do modelo 16 16

Cabecalho | Particao estimada 8 0

Codificagoes condicionais 12 108
Codificacoes marginais 10 10
Mensagem codificada 6.608 | 6.608
Total 6.675 | 6.763

Tabela C.15: Elementos da string binaria resultante da compressao da amostra de tamanho
n = 5 x 10 pelas abordagens de modelo markoviano de particio (MMP) e modelo

markoviano completo (MMC), e seus respectivos ntimeros de bits, referentes ao exemplo
31.

Fonte MMP | MMC
Alfabeto utilizado 21 21
Defini¢ao do modelo 16 16

Cabecgalho | Particao estimada 21 0

Codificacoes condicionais 24 108
Codificagoes marginais 10 10
Mensagem codificada 13.149 | 13.149
Total 13.241 | 13.304

Tabela C.16: Elementos da string binéria resultante da compressao da amostra de tamanho
n = 10" pelas abordagens de modelo markoviano de partigao (MMP) e modelo markoviano
completo (MMC), e seus respectivos nimeros de bits, referentes ao exemplo 31.
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APENDICE D

Declaracao de Componentes do

Cabecalho

Este apéndice tem o objetivo de complementar os detalhes técnicos necessarios
para o entendimento das metodologias empregadas nos processos de codificagao desenvol-
vidos no capitulo 3. Delineamos com um pouco mais de detalhes os métodos basicos de
transmissao bindria de alfabetos e cddigos de Huffman, que sao componentes essenciais do

cabecalho da mensagem binaria a ser transmitida, segundo a abordagem deste texto.

D.1 Declaracao de Alfabetos

Consideremos o caso em que um transmissor deseja comunicar, de maneira
binaria, uma determinada mensagem, s, a um receptor. Suponha que ambas as partes
tenham previamente combinado qual o universo de elementos passivel de compor as
mensagens a serem transmitidas. Denominemos esse conjunto por alfabeto prefixado (ou
preestabelecido) e o denotemos por A. No entanto, a mensagem s pode ser composta por
elementos de um subconjunto A; de A apenas, A; C A. O subconjunto A; é chamado de
alfabeto associado a mensagem s, mas, por simplicidade, o chamamos apenas de alfabeto.
Neste tépico exploramos duas estratégias para a comunicacao do alfabeto A; de maneira

bindria: listagem; e enumeracao.
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D.1.1 Meétodo de Listagem

Suponha que o alfabeto prefixado A pode ser ordenado segundo algum critério
(ordem lexicogréfica, por exemplo). Dessa forma, dado um alfabeto A; C A, podemos
definir A4, o como a string bindria de comprimento |A|, em que |-| representa a cardinalidade
do conjunto em seu argumento. Assim, A; g = aias...aja), a; € {0,1} e 1 <i < |A], tal
que a; = 1 se o i-ésimo elemento de A também pertence a A;, e a; = 0 caso contrario.

Esta abordagem de transmissao do alfabeto é denominada por método de listagem.

D.1.2 Meétodo de Enumeracao

Uma vez que o alfabeto prefixado ¢ ordenado, podemos associar facilmente um
indice a cada um de seus elementos, por exemplo, ao primeiro elemento associamos o valor
0, ao segundo o valor 1 e assim sucessivamente até o |A|-ésimo elemento assumir o valor
|A| — 1. O método de enumeracio consiste na construcao da string bindria A; ; que é uma
sequéncia de blocos de [log(|A| 4 1)] bits cada, os quais representam as coordenadas dos
elementos do alfabeto prefixado que estao presentes no alfabeto Ay, em que log denota o
logaritmo de base 2 e [z] é o menor inteiro maior ou igual a x. Além disso, a enumeragao
necessita da inclusdo de um elemento de parada de leitura (denotamos por "!"), que
indica que nao ha mais elementos a serem lidos na string codificada que servirao para a
identificacdo do alfabeto. Devido ao acréscimo desse elemento é que os blocos possuem

tamanho [log(|A| + 1)] bits e nao [log|A]].

D.2 Declaracao de Cédigos de Huffman

Atemo-nos novamente ao contexto de comunicagao de uma mensagem s, em
que cada elemento que a compoe provém do alfabeto A;. Como mencionado anteriormente,
a transmissao de s sera feita de forma bindria. Sendo assim, devemos estabelecer um
sistema de codificagao binario sobre s que permita sua comunicacdo. Denotemos por
C(+) um c6digo binério, ou seja, C' é uma fungdo C' : A; — B*, em que B* é o conjunto
das strings binarias de comprimento finito constituidas por elementos do alfabeto binario
B = {0,1}. Assim, representamos por C(z) o cddigo correspondente ao elemento z,
Va € A;. Considerando um pequeno abuso de linguagem, definamos C(s) a string bindria

resultante da concatenagao da codificacao de cada elemento de s por C, ou seja, se
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S=x1Ty... Ty, T; € Ay e 1 < i < n,entdao C(s) = C(xixs...2,) = C(x1)C(22) ... C(xy).
Para a comunicagdo da mensagem s, é a string binaria C'(s) que efetivamente é transmitida
e interpretada pelo receptor. Para que este ultimo possa recuperar a informacao original,
devemos informa-lo sobre o sistema de codificagdo utilizado para se obter C'(s). Neste
texto, consideramos C' como codificagoes de Huffman apenas. Dessa forma, apresentamos
trés estratégias para que o transmissor possa informar binariamente ao receptor quais os

c6digos de Huffman utilizados: Modo 0; Modo 1; e Modo Arvore.

D.2.1 Modo O

Suponha C' um cédigo de Huffman de prefixo. Uma maneira de determinar a
composicao binaria de C(x), x € Ay, é a partir da comunicacao das frequéncias observadas
de cada x € A; na mensagem s. Assim sendo, a transmissao binaria do cédigo C' utilizado
para codificar a mensagem s pode ser feita pela transmissao binaria das frequéncias obser-
vadas de x na mensagem s, para cada x € A;. O aqui denominado "Modo 0"corresponde a
estratégia mais ingénua para transmissao de contagens e possui um desenvolvimento muito
simples. Suponha que transmissor e receptor tém preestabelecido qual o nimero maximo
de elementos, N, que uma mensagem pode ter e seja N' = {n;...,n4,/} o conjunto de
frequéncias, em que n; é a frequéncia absoluta do i-ésimo elemento do conjunto A; na
mensagem original, i € {1,...,|A4;|}. Repare que cada n; € N, i € {1,...,]|A;|}, pode
ser representado binariamente por uma string de comprimento |[log N| + 1 bits, em que
|z] é o maior inteiro menor ou igual a z. O limite de |log N| + 1 bits serve para nos
precavermos do "pior dos casos'em que um unico elemento do alfabeto é predominante na

mensagem s. Dessa forma, as contagens podem ser transmitidas pela concatenacao

Dy = I(nq, [log N] + 1) I(ng, [log N| +1) ... I(na,, log N | +1).

Nota 16. O Modo 0 pode ser incrementado se, previamente a string Dy, inserirmos o
comprimento n da mensagem s, ou seja, podemos fazer a concatenagio I(n, |log N |+1)Dy.

Dessa forma, podemos escrever Dy como

Dy = I(ny, [logn| 4+ 1) I(ng, [logn| +1) ... I(na,, [logn]| + 1),
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cuja representacao pode ser mais economica que a descrita originalmente. Qutra possibi-
lidade € definirmos n* = maxn; que indica qual a maior frequéncia observada em N e,
n; €

portanto, necessita do maior numero de bits para ser expressa. Com isso, podemos fazer a

concatenagdo I(n*, |log N | 4+ 1)Dy e escrever Dy como
Dy = I(ny, [logn*| + 1) I(ny, [logn®| +1) ... I(na,, [logn*| +1).

Esta dltima representacao pode ser ainda mais economica que as demais. O uso ou ndo de

tais estratégias fica a critério do programador.

D.2.2 Modo 1

Consideremos o mesmo contexto apresentado em D.2.1, em que desejamos
transmitir o conjunto de contagens N' = {n;...,n,|} para a determinacio do cédigo
de Huffman correspondente. Pela estrutura do Modo 0, observamos algo que pode
comprometer sua eficiéncia: o uso de representacoes com mesma quantidade de bits para
todos os inteiros envolvidos. Por exemplo, o inteiro 300 necessita de |log300] +1 =9
bits para ser representado, enquanto 50 precisa de |log50| + 1 = 6 bits. Como o Modo
0 utiliza representacoes de comprimentos fixos, alguns bits podem ser desnecessarios a
codificagdo. Com essa motivacao, o "Modo 1"apresenta uma possibilidade de se declarar
as contagens utilizando strings de comprimentos variaveis. Assim, iniciemos calculando
a representacao bindria dos elementos de N utilizando o minimo de bits para cada uma.
Definamos entao, N = {I(ny, [logni] +1),...,I(na,, logna, ] + 1)}. Consideremos
J o conjunto do nimero de bits utilizados para representar cada elemento de Nz, ou seja,
J =A{J1,---,jjay}, em que j; = [logn,;| + 1, parai € {1,...,|A;|}. Definamos também

g = max Ji- Com esses valores, as contagens podem ser transmitidas pela concatenagao
Ji€

Dy = I([logj*| + 1, [log([log N| + 1)] + 1) I(jy, [log 5" | + 1) I(n, j1)

o A(jjay, log 3 4 1) I(nyay), Jiay))-

O Modo 1 é um procedimento mais complexo e seu detalhamento é conveni-
ente. Idealmente, gostariamos de representar cada elemento de N pelo menor nimero

de bits possivel. Essa representagao é obtida pelos elementos N = {I(ny, [logn| +
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1),...,I1(na,, [logna, ] +1)}. No entanto, a nao uniformidade do comprimento dessas
strings binarias impossibilita um decodificador estabelecer quando um inteiro termina e
outro comeca. Para contornar esse problema, para cada elemento de Nz, podemos incluir
um prefixo informando o nimero utilizado de bits para a representacao do inteiro em
questao. Esses prefixos sdo os denominados j; (em que j; = |logn;| + 1) e constituem o
conjunto de prefixos J. No entanto, cada um desses prefixos também pode possuir repre-
sentacgoes bindrias com diferentes comprimentos. Por isso, definimos um limitante superior
para o comprimento desses prefixos: |logj*| + 1, em que j* = ];ﬂéi}( Ji- Novamente, para
[
nos precavermos do pior dos casos, esse limitante é representado por |log([log N| +1)|+1
bits, em que N é o comprimento maximo (preestabelecido entre transmissor e receptor)
das mensagens a serem transmitidas. Assim, ao iniciar a leitura da string binaria que
representa a transmissao das frequéncias pelo Modo 1 (D;), um decodificador sabera que
deve interpretar os |log(|[log N | +1)| + 1 primeiros bits como o valor do inteiro j*, ou seja,
tera a informacao que cada frequéncia a ser lida terd um prefixo de j* bits. Em seguida,
lerd os proximos j* bits e os interpretard como o valor inteiro j; (indice que determina o
nimero de bits necessarios para a representacao da frequéncia ny). A seguir, deve ler os
proximos 7y bits e os interpretar como o inteiro que representa a frequéncia n;. Em seguida,
lera os proximos j* bits e os interpretara como o valor inteiro j, e assim sucessivamente

até que todas as frequéncias n;, i € {1,...]|A;|} sejam estabelecidas.

D.2.3 Modo Arvore

Os Modos 0 e 1 apresentados anteriormente constituem abordagens para decla-
racao de cddigos de Huffman baseadas na codificagdo de um conjunto de frequéncias. No
entanto, tais procedimentos podem nao ser os mais mais economicos em diversas situacoes,
variando conforme o tamanho do alfabeto e do conjunto de frequéncias considerados. Por
este motivo, estabelecemos mais uma técnica para transmissao de codigos de Huffman: o
Modo Arvore. Um cédigo de prefixo de Huffman pode ser visto como uma arvore binaria
em que o trajeto até cada folha (n6 terminal) representa a codificagdo de um elemento do

alfabeto original. Por exemplo, o cédigo de Huffman apresentado na equagao (D.1),

Cla)=0, C(h)=11 e C(w)= 10, (D.1)
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\
= A

[h]
Figura D.1: Arvore bindria para o cédigo de Huffman apresentado na equacio (D.1).

pode ser expresso pela arvore binaria apresentada na figura D.1.

Entao, devemos estabelecer um procedimento que permita converter uma
arvore binaria em uma string binaria e que esta possa reconstruir de maneira tnica a
arvore original. Introduzimos um conjunto de algoritmos que permite a construcao de
uma arvore binaria referente a uma codificacdo de Huffman, a transformacao da arvore
em string, reconstrucao da string em arvore e conversao da arvore na codificagdo de
Huffman original. Dessa forma, teremos disponivel mais uma opc¢ao para a comunicagao
dos codigos de Huffman utilizados para codificar uma mensagem, juntamente com os
métodos de transmissao de contagens (Modo 0 e Modo 1). Os algoritmos D.7 e D.8 sao
os procedimentos utilizados pelo transmissor para a comunicacao do cédigo de Huffman
utilizado, enquanto os algoritmos D.9 e D.10 sao os procedimentos utilizados pelo receptor
para a recuperagao de tal codificacao. Utilizamos como ilustracao do procedimento o

simples codigo apresentado na equagao (D.1).

Para o primeiro algoritmo (transformagao da codificagdo de Huffman em uma
arvore binaria), devemos impor algumas regras. As regras primdarias sdo referentes a leitura
e ordenacao de strings binarias. A leitura da string acontecera da esquerda para a direita,
ou seja, em uma string § = x1Ty...T,, r; € {0,1} ei € {1,...,n}, o primeiro elemento

é x1, o segundo é x5 e o ultimo é x,. A ordenacdo de duas strings, s; = r1Ta...Tp, €
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Algoritmo D.7 : Construcao de uma arvore binaria a partir de um coédigo de Huffman.

Seja F' o conjunto cujos elementos sao os cédigos de uma codificacao de prefixo de
Huffman para um alfabeto A.
Ordene os cédigos de F' = {fi,..., fla}-
Inicie a arvore O apenas com o no "Raiz".
Para i € {1,...,|A|} Faga
Trace em O a trajetoria Raiz — f; seguindo a ordem de leitura para strings binarias.
Finalize Para
Retorne O.

Sy = Y1Y2- .. Yny, em que x;,y; € {0,1}, i € {1,...,n1} e j € {1,...,n2}, ocorre pela
comparacao de um par de coordenadas por vez. Dessa forma, a ordenagao ocorre pela
comparacao lexicografica dos elementos seguindo a ordem de leitura da string. No caso em
que s; é prefixo de sg, s1 sera considerada de ordem inferior. Por exemplo, para o conjunto
de strings {010, 1,0001, 000,00} o conjunto ordenado é {00,000,0001,010,1}. Com essas
regras, podemos construir uma arvore bindria referente a uma codificacdo de Huffman,
conforme o algoritmo D.7. Nele, iniciamos ordenando o conjunto imagem do cédigo em
questdo. Para o cédigo em (D.1), temos o conjunto ordenado F' = {C(a) = 0, C'(w) =
10, C(h) = 11}. F é o conjunto de trajetérias até as folhas (nés terminais) da arvore
bindria (denominada O), definindo-a biunivocamente. O resultado desse procedimento ja

foi ilustrado na figura D.1.

O segundo algoritmo, que consiste na conversao de uma arvore binaria em
uma string bindria, é apresentado pelo algoritmo D.8. Para que ele opere de maneira
apropriada devemos impor um par de regras sobre a leitura de uma arvore. A primeira
é que o avanco para niveis superiores tem prioridade pelo valor 0, ou seja, se a leitura
estd em um né interno (né que nao é folha), entdo o préximo né a ser lido é o né cuja
trajetoria segue para o valor 0. A segunda regra é referente a leitura de folhas. Apos
uma folha ser computada, o préximo elemento a ser lido é, se houver, um né anterior
que possui apenas uma ramificagao até entao. Quando, apos ler uma folha, nao existirem
mais nés internos com apenas uma ramificagdo, o processo de leitura esta concluido. O
algoritmo D.8 faz uso dessa regra de uma forma simples: cada né visitado recebe um
bit de identificacao que assume valor 0 no caso de ser no6 interno e valor 1 no caso de
ser folha. Utilizemos novamente o cédigo em (D.1) e a arvore ilustrada na figura D.1.
Chamemos de 77 a concatenacao dos bits de identificagdo propostos na leitura. Iniciamos

no n6 "Raiz", que é um né interno e, portanto, sua identificacao é 0. Dessa forma, temos,
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até aqui, n = 0. Pela preferéncia de avango na tragetéria, temos que o proximo né a
ser lido é 0. Como este é uma folha, sua identificacao é 1. Com isso, n é atualizado
para nn = 01. Como o ultimo elemento lido é uma folha, devemos retornar para o ultimo
né interno com apenas uma ramificacido (neste caso, a propria "Raiz") e avangar para o
sentido 1. Portanto, o préximo no a ser lido é 1, que é um no interno e, portanto, sua
identificagdo é 0. Assim, 1 é atualizado para n = 010. O préximo elemento a ser lido é o
n6 10, que é uma folha, e, portanto, sua identificacdo é 1. Dessa forma, n = 0101. Por fim,
retornamos para o ultimo né com apenas uma ramificagdo e avangamos para o sentido
1. Portanto, o préximo no a ser lido é 11, que é uma folha. Com isso, n = 01011. Como
nao existem mais nés internos com apenas uma ramificagao, a leitura da arvore binéria
estd concluida. Perceba que nao existe nenhum indicativo que ligue o conjunto de folhas
com os elementos do alfabeto. Dessa forma, precisamos também enviar uma string que
permita identificar os elementos do alfabeto utilizado no conjunto de folhas. Isso pode
ser feito pela comunicagdo da concatenacao da representagao bindria (cada uma contendo
[log | A|] bits) da ordem da folha dentro do alfabeto utilizado. Em nosso caso, o elemento
a é o primeiro de A, h o segundo e w o terceiro. Portanto, se iniciarmos a contagem
dos elementos de A em 0 (por economia), junto com a string n devemos transmitir as
identicagoes 1(0,2)1(2,2)1(1,2) = 001001. Definindo n* como a concatenagao de 7 e a

string de identificagao, temos

7 =1001001 = 01011001001 (D.2)

Agora, iremos desenvolver um par de algoritmos que serd utilizado pelo receptor
para reconstruir o sistema de codificacao original. O algoritmo D.9 consiste na conversao
de uma string binaria em arvore. Para seu funcionamento apropriado, basta utilizarmos as
regras de leitura e trajetoria ja introduzidas. Utilizemos como exemplo a string apresentada
na equacao (D.2). Como o primeiro elemento de n* é 0, sabemos que trata-se de um né
interno, neste caso, a "Raiz". Segundo a regra de leitura estabelecida, devemos avancar
no sentido 0. O segundo elemento de n* é 1, indicando que o né atual, 0, é uma folha.
Como o ultimo n6é computado foi uma folha, devemos retornar ao ltimo né interno com
apenas uma ramificagdo (neste caso, a "Raiz") e avangar no sentido 1. O né atual, 1,

¢ um no interno, pois o terceiro elemento de n* é 0. Pela regra de leitura, avancamos
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Algoritmo D.8 : Construcao de uma string bindria a partir de uma arvore binaria de
Huffman.
Seja O uma arvore binaria referente a um cédigo de Huffman sobre um alfabeto A, com
um conjunto de trajetérias F' = {fi,..., fia}-
Inicie a leitura no né "Raiz" com n =0 e ' = (), em que () representa a string vazia.
Enquanto existir n6 interno visitado menos de duas vezes Faca
Se a leitura anterior é né interno entao
Avance por 0.
Caso contrario
Avance por 1.
Finalize Se
Se no atual é folha entao
n=mnlel =TIk, [log|A]]), em que k é a posigdo do elemento representado pela
folha atual dentro do alfabeto A.
Se existir n6 interno visitado apenas uma vez entao
Retorne para o tdltimo no interno visitado apenas uma vez.
Finalize Se
Caso contrario
n =n0.
Finalize Se
Finalize Enquanto
Retorne n* = nl.

no sentido 0, alcangando o né 10, que é uma folha, pois o quarto elemento de n* é 1.
Como o ultimo né computado foi uma folha, devemos retornar ao ultimo né interno
com apenas uma ramificacdo (neste caso, o n6 1) e avangar no sentido 1, chegando ao
n6 11. Este n6 é uma folha, pois o quinto elemento de n* é 1. Como nao existem
mais nés internos com apenas uma ramificagao, a arvore binaria (denominada O) est4
completa, restando apenas identificar suas folhas dentro do alfabeto considerado. Como
a arvore possui trés folhas, a identificagao delas esta representada em trés conjuntos de
[log3] = 2 bits cada, indicando as respectivas posi¢oes dentro do alfabeto A. Defina
I71(k) a fungdo que entrega a representagao decimal do inteiro binario k. Dessa forma, o
conjunto ¥ = {771(00), 771(10),17*(01)} = {0, 2, 1} define a ordenacio (iniciada em zero)
das folhas dentro do alfabeto considerado. Como o alfabeto é A = {a, h,w}, temos que as
folhas representam os elementos de A na ordem Ay = {a,w, h}. Com isso, terminamos a

reconstrucao da arvore apresentada na figura D.1.

Resta-nos, agora, construir um cédigo de Huffman tendo como base a arvore
O e as identificacbes ¥ produzidas pelo algoritmo D.9. O algoritmo D.10 incumbe-se

dessa tarefa, que pode ser vista como uma inversao da realizada pelo algoritmo D.7. O
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Algoritmo D.9 : Construcao de uma arvore bindria a partir de uma string bindaria.

Seja n* = x1...x, uma string binaria referente a uma arvore binaria construida a partir
de um cédigo de Huffman sobre um alfabeto A.
Seja O o n6 "Raiz" da arvore binaria, j =1 e k = 0.
'Raiz" é no interno.
Enquanto k < |A| Faga
Se no interno atual nao possui ramificacoes entao
Avance em O por 0.
Caso contrario
Avance em O por 1.
Finalize Se
Jj=7+1L
Se z; = 0 entao
Atualize: né atual é interno.
Caso contrario
Atualize: n6 atual é folha e k = k + 1.
Finalize Se
Se k < |A] entao
Retorne ao tltimo né interno visitado com menos de duas ramificacoes.
Finalize Se
Finalize Enquanto
Compute o conjunto ¥ = {I71(¢1),...,[71(¢)}, em que ; sdo as substrings 1; =
Tj1+(Nlog k1)(i-1) -+ Tj(fogk)ir # € {1, K}
Retorne O e W.

funcionamento desse algoritmo é novamente baseado nas regras de leitura e trajetoria
ja estabelecidas anteriormente. Chamemos de C(-) a funcao de codificagdo que estamos
recuperando. Utilizando a arvore O e as identificagoes ¥ apresentadas na figura D.1,
iniciamos a leitura no n6é "Raiz". Como este no6 é interno, avancamos pelo sentido 0 até
encontrarmos uma folha. O né 0 é uma folha e, portanto, é um elemento do cédigo de
Huffman que esta sendo recuperado. Além disso, esse cddigo é referente ao primeiro valor
de W, que é 0. Isso quer dizer que o codigo associado a folha 0 é o primeiro elemento do
alfabeto utilizado A, que é a. Ou seja, temos C'(a) = 0. Como o dltimo né lido foi uma
folha, devemos retornar ao ultimo né interno com apenas uma ramificagdo e avancar pelo
sentido 1. Dessa forma, avancamos para o n6 1. Este é um né interno e, portanto, nao é
um elemento da imagem de C(-). Em seguida, avangamos pelo sentido 0 e alcangamos o
n6 10. Como este né é uma folha, pertence a imagem de C(-). Além disso, esse cddigo é
referente ao segundo valor de W, que ¢é 2. Isso quer dizer que o cédigo associado a folha 10
é o terceio elemento do alfabeto utilizado A, que é w. Ou seja, temos C'(w) = 10. Por fim,

retornamos ao n6 1 (dltimo né visitado com apenas uma ramificacdo) e avangamos pelo
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Algoritmo D.10 : Construgao de um cédigo de Huffman a partir de uma arvore binéaria.

Seja O uma arvore binaria referente a um coédigo de Huffman sobre um alfabeto A e
U = {¢1,...,9a/} 0 conjunto de identificacoes.
Seja Wy : ¥ — A a funcao que retorna o elemento do alfabeto A que esta na posicao
determinada por ¢ € W.
Sejak=1ec; =0, com je{l,...,|A|}, em que 0 é a string vazia.
Seja d = (), em que d armazenaré a trajetéria da raiz até o tltimo né interno com apenas
uma ramificagao.
Inicie a leitura no n6 "Raiz".
Avance por 0.
Concatene ¢, = ¢;0.
Enquanto k < |A| Faga
Se no atual é interno entao
Se n6 atual nao possui ramificagdo entao
Avance por 0.
Concatene ¢;, = ¢;0.
Caso contrario
Avance por 1.
Concatene ¢, = ¢ 1.
Finalize Se
Caso contrario
Retorne ¢y,
Retorne para o tltimo no interno com apenas uma ramificagao.
k=Fk+1.
Atualize d para a trajetoria da raiz até o tltimo nd interno com apenas uma
ramificacao.
Cr = d.
Finalize Se
Finalize Enquanto
Determine pontualmente a fungdo C' de modo que C(¥ 4(v);)) = ¢;, para j € {1,...,|Al}.

Retorne C.

sentido 1, alcangando o né 11. Este né é uma folha e seu referente valor em ¥ é 1. Com
isso, C'(h) = 11. Como nao existem mais folhas, a reconstrucao do cédigo de Huffman

estd finalizada. Repare que obtemos com éxito o c6digo C' apresentado em (D.1).

Em resumo, os algoritmos D.7 e D.8 constituem um método alternativo para que
o transmissor possa comunicar um cédigo de Huffman para o receptor, aqui denominado por
"Modo Arvore'. Enquanto isso, os algoritmos D.9 e D.10 sao utilizados para compreender

a transmissao.
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