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Resumo

Relacionadas com praticamente todas as fungoes de um sistema bioldgico, desde a atuacao
na defesa do organismo até o transporte de substancias e a transmissao de impulsos nervosos,
as proteinas sao macromoléculas extremamente importantes para os organismos vivos.
Compreender sua funcao passa intrinsecamente por conhecer seu formato tridimensional.
Em diversas aplicagoes, devido a ocasido de mudancas conformacionais das moléculas de
proteinas, é extremamente necesséario realizar atualizacoes da estrutura 3D. Por esse motivo,
esse trabalho tem o objetivo de apresentar e detalhar os principais métodos de atualizagao
de tais estruturas. Para isso, é necessario entender o que mudancas nas coordenadas internas
- um sistema bastante utilizado em Bioquimica - afetam as coordenadas cartesianas dos
pontos que representam atomos. Além disso, também tratamos de um recente sistema de
coordenadas que surge com a utilizacdo da Algebra Geométrica Conforme: as coordenadas
conformes. Com ele, buscamos mostrar que os resultados obtidos com os métodos classicos

também sao observados nessa nova abordagem.

Palavras-chave: estruturas 3D de proteinas. algebra geométrica. modelo conforme.



Abstract

Related to practically all functions of a biological system, from acting in the body’s
defense to the transport of substances and the transmission of nerve impulses, proteins
are extremely important macromolecules for living organisms. Understanding its function
intrinsically involves knowing its three-dimensional format. In several applications, due to
the occasion of conformational changes of protein molecules, it is extremely necessary to
perform updates of the 3D structure. For this reason, this work aims to present and detail
the main methods of updating such structures. For this, it is necessary to understand
what changes in the internal coordinates - a system widely used in Biochemistry - affect
the Cartesian coordinates of the points that represent atoms. In addition, we also deal
with a recent coordinate system that arises with the use of Conformal Geometric Algebra:
the conformal coordinates. With it, we seek to show that the results obtained with the

classical methods are also observed in this new approach.

Keywords: 3D structures of proteins. geometric algebra. conformal model.
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Introducao

Relacionadas com praticamente todas as fungdes de um sistema biologico, desde
a atuacdo na defesa do organismo até o transporte de substancias e a transmissao de
impulsos nervosos, as proteinas sao macromoléculas extremamente importantes para os
organismos vivos. Compreender sua fungao passa intrinsecamente por conhecer seu formato
tridimensional. Este, inclusive, é ponto de muito interesse da indtstria farmacéutica, na
qual a atualizacao da estrutura 3D de uma molécula de proteina ¢ fundamental para o

processo de desenvolvimento de novos medicamentos (LAVOR et al., 2017).

-

E comum em Bioquimica representar as posi¢oes relativas entre os atomos
de uma proteina por meio das coordenadas internas, formadas por um conjunto de
comprimentos de ligagao (entre cada dupla de atomos consecutivos), angulos de ligagao
(entre cada trio de 4&tomos consecutivos) e angulos de torcao (a cada 4 a&tomos consecutivos).
Apesar de nao ser um sistema trivial, ele é mais adequado para lidar com mudancas
conformacionais das moléculas de proteinas (ZHANG; KAVRAKI, 2002; CHOI, 2006),
fato que esta ligado diretamente a necessidade de se calcular atualizagoes das estruturas
3D.

Por outro lado, estao as tradicionais coordenadas cartesianas. Com elas,
podemos representar os atomos de uma molécula de proteina por meio de pontos no espaco.
Esse sistema também é 1util em diversos processos de quimica computacional, como por

exemplo, fungoes de energia e centros de massa (CAMARGO, 2021).

Outra alternativa para representar as coordenadas dos pontos que representam
os atomos de uma proteina é fazer uso das coordenadas conformes (CAMARGO, 2021),
que surgem quando trabalhamos com a Algebra Geométrica Conforme (AGC). A Algebra
Geométrica, em si, ¢ um ramo relativamente novo da Matematica que se constitui como
uma poderosa ferramenta para solucionar problemas geométricos. Ao adotar o Modelo
Conforme, trabalhamos os objetos matematicos num espaco de 5 dimensoes para que as
interpretacoes geométricas sejam colhidas no R®. Para isso, duas novas coordenadas séo
incluidas, eg e e, que serao melhor explicadas posteriormente. Fato é que as coordenadas
conformes encapsulam as coordenadas cartesianas, de modo que o espaco tridimensional
aparece como um subconjunto desse outro. Isso estabelece uma forte relacao entre os dois

sistemas e é facil o transito entre eles, tanto na ida, quanto na volta.

Por esse motivo, e porque a funcionalidade do sistema cartesiano também se
encontra no conforme, temos o objetivo de estudar como as coordenadas conformes podem
ser usadas para simular a atualizagao da estrutura 3D de proteinas devido as mudancas

conformacionais resultantes de altera¢oes em dados especificos das coordenadas internas.
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Esse fato também inclui o objetivo de utilizar um pacote especifico de Algebra Geométrica
Conforme, encontrado em (ORTIZ-DURAN; ARAGON, 2017), para tratar os elementos e

ferramentas que surgem ao assumir essa abordagem.

Para que comparagoes sejam feitas entre o tratamento do problema com a
AGC e como isso é feito classicamente, também é importante apresentar os principais
métodos para atualizacao de coordenadas cartesianas a partir de alteragoes nas coordenadas

internas.

No capitulo 1, apresentamos uma introducao ao tema das proteinas e suas

estruturas 3D, bem como também explicamos melhor e modelamos o problema em questao.

No capitulo 2, hd uma fundamentacao tedrica classica a respeito de rotagoes
e translagoes, muito importantes na manipulagao das coordenadas cartesianas, de modo
que cheguemos aos métodos de atualizacao de estruturas 3D com uma bagagem suficiente

para o pleno entendimento.

No capitulo 3, trabalhamos com os métodos classicos para atualizacao de
estruturas 3D de proteinas, levando em conta as coordenadas cartesianas dos pontos que
representam atomos. Nesse capitulo, também apresentamos alguns testes computacionais

e um exemplo detalhado para uma aplicagdo hipotética.

Na sequéncia, o capitulo 4 fica encarregado de apresentar os fundamentos de

Algebra Geométrica que serdo tteis para o tratamento do nosso problema.

Por fim, o capitulo 5 utiliza-se de todo o ferramental proposto pela Algebra
Geométrica Conforme para realizar o tratamento do problema de atualizagdo de estruturas

3D de proteinas.
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1 Estudo sobre a Geometria de Proteinas

Proteinas sao macromoléculas extremamente importantes para os organismos
vivos. Elas estao presentes em diversos processos biologicos essenciais, como no transporte
de substancias, na transmissao de impulsos nervosos, na defesa do organismo, na regulacao
do metabolismo, entre muitos outros, além de serem os principais constituintes de musculos,
cabelos, unhas e diversos materiais biolégicos (NELSON; COX, 2008).

O termo “proteina” se deriva da palavra grega “proteios”; que significa “o que
esta a frente”, ou “primeiro”, “primitivo”. Nao a toa, sao também conhecidas como as
moléculas da vida. Mais precisamente, podemos dizer que as proteinas sdo macromoléculas
originadas a partir da combinacao de varios tipos de aminodcidos por meio de ligagoes
peptidicas (NELSON; COX, 2008). Na composigao de cada aminodcido estao os atomos,
que se conectam por meio de ligagdes covalentes, nas quais ha um compartilhamento de

elétrons entre os pares.

Os aminoacidos, por sua vez, sao moléculas pequenas compostas por um car-
bono central (também chamado carbono « e denotado por Cj,), um atomo de hidrogénio
(H), um grupo amino (HyN), um &cido carboxilico (COOH) e uma cadeia lateral, ge-
ralmente denotada por R. E justamente a cadeia lateral, que é um grupo variavel, que
difere os 20 tipos de aminodacidos existentes. Por conta disso, eles compartilham de uma
mesma estrutura fundamental, ilustrada na Figura 1. Mais informacgoes e detalhes sobre

aminodcidos e proteinas podem ser encontrados em (NELSON; COX, 2008).

Figura 1 — Estrutura fundamental dos aminoécidos.

'O N\
H
7
H 0
' /
Ca — C
LN
Grupo Amino R . 0

Cadeia Lateral ~ Grupo Carboxilico

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ja falamos sobre o quao importantes sao as proteinas para os organismos vivos
e seus processos biologicos. Esse fato ja é notorio ha muito tempo, mas foi apenas na
década de 50 do século XX que ficou claro que, além disso, ha uma relacao intrinseca
entre a estrutura 3D de uma molécula em geral e a fungao que ela exerce. Fato esse que
se estende, claro, as proteinas. Essa descoberta, inicialmente relacionada a estrutura 3D

da molécula de DNA, rendeu o Prémio Nobel de Medicina de 1962 aos cientistas James
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Watson, Maurice Wilkins e Francis Crick (LAVOR et al., 2017).

Além da extrema importancia das proteinas para os organismos vivos, ha
um motivo especial para que a elas dediquemos maior atencao do que as moléculas em
geral. Os genes, que sao um segmento de uma molécula de DNA, dao origem a um RNA
mensageiro que sai do nicleo das células e orienta a producao de determinadas proteinas
nos citoplasmas. O processo de transcrigdo dessas mensagens ja é bem entendido, mas hé
muito a se investigar sobre o mecanismo para a formacgao da estrutura tridimensional de
proteinas a partir de uma sequéncia de aminoacidos. O problema que estuda esse processo
de enovelamento (ou dobramento) de proteinas é conhecido como Protein Folding Problem
(DILL et al., 2008).

Ainda ha outros problemas em que é extremamente importante determinar
a estrutura 3D de proteinas, além de lidar com suas atualizagoes, entre eles: Dinamica
Molecular, em que se estudam métodos de simulagao dos movimentos fisicos dos atomos
que a compdem; e Docking, que busca o acoplamento “perfeito” entre duas moléculas
(ZHANG; KAVRAKI, 2002). Portanto, a atualizacao de estruturas 3D de proteinas é um
assunto de muito interesse da industria farmacéutica para o processo de desenvolvimento

de novos medicamentos.

Em particular, por vislumbrar uma continuidade em pesquisas sobre o assunto,
o presente trabalho também tem o objetivo de apresentar, de forma clara, os principais
métodos para atualizacao das estruturas 3D, em que o entendimento e o dominio destes é
essencial para problemas em que é necessario calcular varias atualizagoes a partir de uma

mesma estrutura.

1.1 Modelagem do problema

Estudar a geometria de proteinas nao é uma tarefa facil, dada a complexidade
de tudo que a envolve. Dessa forma, ¢é justo estabelecer uma modelagem para o problema
que facilite o tratamento matematico, sem que haja perda de suas caracteristicas principais.
Para isso, vamos introduzir algumas hipéteses e consideragoes e explica-las, a medida
em que também tornaremos mais claro o problema que serd abordado no trabalho. Para

comecar:

Consideracgao 1. Os dtomos serao representados por pontos no espago.

De fato, as proteinas sao macromoléculas e, naturalmente, sdo constituidas por
uma certa quantidade de atomos dispostos espacialmente. Pensando nisso, apesar de toda
complexidade que envolve a figura de um atomo, faz sentido representa-los como pontos no

espaco. Sendo assim, esse elemento serd a base do modelo mateméatico que vamos tratar.

Consideragao 2. A cadeia principal é um grande indicativo da estrutura 3D de proteinas.
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A estrutura geral de uma proteina pode ser dividida em quatro partes: estruturas
primdria, secundaria, tercidria e quaternaria. A estrutura priméaria corresponde a sequéncia
de aminoacidos que compoem a proteina; a secundéria esta relacionada a padroes regulares
que se repetem ao longo da estrutura molecular devido a atragdo entre atomos que nao estao
ligados covalentemente, ou seja, ndo interagem com troca de elétrons. Como resultado
disso, surgem predominantemente duas conformagoes: as a-hélices, que assumem um
formato espiral e que se assemelham a uma mola; e as folhas-3, que se parecem com setas

e geralmente se configuram lado a lado, mas em sentidos diferentes. A Figura 2 ilustra isso.

Figura 2 — Estruturas secunddria e terciaria de uma molécula de tirosina quinase LCK.

a-hélice

folha-p

Estruturas secundarias Estrutura terciaria

Fonte: (CAMARGO, 2021).

Também na Figura 2 é possivel ver um exemplo da estrutura terciaria. Esta é
caracterizada pelo arranjo tridimensional que assume a cadeia polipeptidica da molécula
de proteina, ou seja, o formato tridimensional resultado da composicao de toda a sequéncia
de aminoacidos presentes. Essa estrutura é a que mais importa, porque esta diretamente

relacionada a fungao que a proteina exerce.

Eventualmente, uma proteina pode ser constituida por duas ou mais cadeias
polipeptidicas. Quando isso acontece, temos a estrutura quaternaria. Dois exemplos estao

na Figura 3.

Como dissemos, a estrutura que mais nos importa nesse trabalho é a terciaria,
que ¢ o formato tridimensional que a molécula de proteina assume apds a combinagao de
toda a sequéncia de aminoacidos. Essa combinagao se por meio de ligacoes peptidicas, que
podem ser vistas como um tipo especifico de ligagdo covalente. Na verdade, sdo unidos
os residuos de aminoécidos, porque ocorre a perda de uma molécula de agua quando um
aminoacido ¢ ligado a outro (NELSON; COX, 2008). Isso estd ilustrado na Figura 4.

Note, também na Figura 4, que o resultado da ligacao peptidica entre dois

residuos de aminoacidos é uma molécula em que se pode perceber um certo padrao: ha uma
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Figura 3 — Exemplo de duas moléculas de proteinas, cujas imagens foram extraidas do
Protein Data Bank (PDB), grande base de dados de estruturas 3D de proteinas.

(a) Estrutura quaternaria da proteina
Insulina, formada por duas cadeias po-
lipeptidicas, cada uma com uma cor es-

(b) Estrutura quaternaria da proteina
Hemoglobina, formada por quatro ca-
deias polipeptidicas, cada uma com uma

pecifica. cor especifica.

Fonte: (PDB ID: 1ZNI) e (PDB ID: 2QSP), respectivamente.

Figura 4 — Combinacao de dois aminoacidos por meio de uma ligacao peptidica, causando
a perda de uma molécula de agua.

H H
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' ?ﬁ)
Fonte: Elaborada pelo autor.

repeticao na sequéncia dos atomos N, C,, e C. Esse padrao persiste se forem adicionados
novos aminoacidos a estrutura. Esses atomos constituem justamente o que chamamos
de cadeia principal de uma molécula de proteina, também conhecida como backbone. Na
verdade, essa cadeia principal ja d4 uma boa estimativa da estrutura 3D da proteina. Por

isso, a determinacao dessa hipotese.

Consideracao 3. Eziste um ordenamento dos atomos da cadeia principal.

Do que foi abordado na hipdtese anterior, pode-se perceber que, na escala dos
aminoacidos, hd uma ordem dos atomos que compdem a cadeia principal: N, C, e C. Mas
além disso, pensando na proteina como um todo, vamos assumir uma ordem dos aminoaci-
dos (e, consequentemente, de todos os dtomos da cadeia principal da proteina). Dessa forma,

como a base do tratamento matematico que vamos fazer sdo os pontos, criaremos uma
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correspondéncia entre a sequéncia de atomos N', CL C' N? C% C?, ... N3, CZ/S, cn/3

e os pontos x1, s, - ,T,, dispostos espacialmente.

Consideragao 4. A conversdo de coordenadas internas para cartesianas (ou conformes)

ja estd realizada.

Em Bioquimica, é comum o uso de coordenadas internas para representar
as conformacoes moleculares, isto é, as posigoes relativas entre os atomos. Por usar
propriedades geométricas das ligagdes quimicas, esse tipo de representagao estabelece uma
relacao entre atomos subsequentes e, por isso, se torna mais adequado para descrever a
estrutura 3D de proteinas. Além disso, deriva¢bes de uma conformagao molecular sao

dadas naturalmente por esse sistema de representacao.

As coordenadas internas de uma molécula sao dadas por um conjunto de:
distancias de ligagdo, que sdo o comprimento das ligagoes covalentes (aquelas entre atomos
consecutivos, em que ha troca de elétrons); dngulos de liga¢io (ou dngulos planos),
formados por trés atomos consecutivos; e angulos de torgdo, formados por quatro atomos

em sequéncia. A Figura 5 ilustra cada um desses componentes.

Figura 5 — Ilustracao das coordenadas internas de uma molécula, em que d ¢ a distancia
de ligacao, 6 o angulo de ligacao e ¢ o angulo de torcao.

N
% Co —e c/ Y
/ ‘

N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por outro lado, estao as tradicionais coordenadas cartesianas. Com elas, po-
demos representar os atomos de uma molécula por meio de pontos no R3. Isso é muito
util em algumas situagoes, como para lidar com centros de massa de moléculas, além de
fungoes de energia e score de acoplamento, como relatado em (CHYS; CHACON, 2012;
CAMARGO, 2021).

Além disso, existem as coordenadas conformes, menos conhecidas. A funcionali-
dade do sistema cartesiano se encontra também no conforme, pois passamos a adotar um
espago de 5 dimensdes, de modo que o espago tridimensional aparece como um subconjunto
deste outro. Claro, isso estabelece uma forte relacao entre esses dois sistemas e é facil o

transito entre eles, tanto na ida, quanto na volta.

Dada a importancia de cada um dos sistemas de representagao citados, é

importante saber transitar entre eles. Como dito, entre coordenadas cartesianas e conformes,
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nao ha dificuldade. Passar de qualquer uma delas para as coordenadas internas também
nao ¢ dificil. Entretanto, o caminho inverso nao é tao trivial. Apesar disso, varios estudos
sobre a conversao de coordenadas internas ja foram feitos nesse sentido, donde surgiram
métodos eficazes para a solugao desse problema. Exemplos sao (THOMPSON, 1967; CHY'S;
CHACON, 2012; CAMARGO, 2021).

Um problema semelhante esta na atualizacao da estrutura 3D de proteinas.
Por mais que as coordenadas internas descrevam naturalmente as derivagoes de conforma-
¢oes moleculares, ainda é interessante converté-las para as coordenadas cartesianas (ou
conformes). Nao é nada vidvel que a cada alteragdo nas coordenadas internas tenha-se que
calcular novamente a estrutura 3D da proteina desde o comeco, repetindo todo o processo
de conversao. Esse problema é muito importante porque a existéncia de métodos eficientes
para calcular derivacoes de conformagoes moleculares pode impactar nos processos de
busca conformacional, de minimizacao de energia, além de serem tuteis em aplicagoes
em que é necessario calcular varias derivagoes de conformagoes de grandes moléculas de
proteina (ZHANG; KAVRAKI, 2002).

Apesar de que métodos de atualizacao de coordenadas cartesianas e conformes
também sejam conhecidos na literatura, como encontrado em (ZHANG; KAVRAKI, 2002;
CHOI, 2006; CAMARGO, 2021), o presente trabalho foca nesse problema por visualizar
eventuais proximos passos, dado que, em varios processos de quimica computacional, é
importante e necessario calcular diversas vezes atualiza¢oes de uma mesma estrutura 3D

de proteina.

Por todos esses motivos, vamos sempre assumir que a conversao de coorde-
nadas internas para cartesianas (ou conformes) foi devidamente realizada e, assim, nos

preocuparemos apenas com a atualizacao da estrutura 3D de proteinas.

Hipoétese 1. Distancias de ligagio e angulos de ligacao serdo considerados como dados a

priori; a liberdade de variagdo estda apenas nos angulos de torcao.

Em geral, conhecimentos tedricos de quimica nos permitem estimar com precisao
os comprimentos de ligagdes covalentes, além das distancias entre atomos da cadeia principal
nao ligados covalentemente, mas com apenas um outro atomo entre eles. Essas ligacoes sao
bastante estaveis no sentido de que, apesar dos atomos nao estarem totalmente estaticos,
esses comprimentos nao variam significativamente. Como consequéncia disso, os angulos
de ligagao, formados por trés atomos consecutivos, também podem ser estimados com

precisao.

Dessa forma, dados trés atomos consecutivos quaisquer, ainda que fixemos as
coordenadas dos dois primeiros, nao podemos localizar exatamente o terceiro nos valendo
apenas das distancias e angulos de ligacao porque, ao satisfazer esses dois critérios, o

lugar geométrico para a localizagao do terceiro atomo serd uma circunferéncia, conforme
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ilustrado na Figura 6. A posicao exata do ponto que representa esse atomo ainda vai

depender do angulo de tor¢ao, envolvendo a presenca de mais um atomo.

Figura 6 — Ilustra¢ao da circunferéncia que surge como lugar geométrico para o posiciona-
mento de um atomo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O angulo de torcao, por sua vez, estd mais suscetivel a alteragoes porque
esta relacionado a 4 a4tomos consecutivos. A distancia do primeiro para o quarto nessa
sequéncia, diferentemente dos outros casos, nao é dada por conhecimentos tedricos de
quimica. Entao, uma das alternativas para definir essa distancia é recorrer a experimentos
de RMN (Ressonancia Magnética Nuclear), que contém incertezas nos dados de saida.
Como consequéncia, a determinacao do angulo de tor¢ao associado pode nao ser tao exata,

necessitando eventualmente de alteracoes.

Por conta disso tudo, vamos dar como fixas as distancias entre atomos conse-
cutivos e as medidas dos angulos de ligacao (ZHANG; KAVRAKI, 2002; LAVOR et al.,
2017). Com isso, a liberdade de variacao fica por conta dos dngulos de tor¢ao apenas, de

modo que a Figura 7 ilustra como isso afeta a determinagao da posi¢do de um atomo.

Figura 7 — Ilustracao da mudanca de posicao de um atomo devido a uma alteragao realizada
no angulo de torcao associado.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Em (LAVOR et al., 2017), inclusive, ainda podemos encontrar valores relacio-
nados a dados reais de moléculas. Quando formos simular aplicagoes dos métodos, vamos
utilizé-las, tratando as distancias de ligacdo iguais a 1,5A, em que A é a unidade de

medida em escalas atémicas, e os angulos de ligagao iguais a 1,91 radianos.
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O estabelecimento de todas essas consideragoes e hipéteses nos permite delimitar
o problema, mas ainda manter suas caracteristicas mais importantes. Como consequéncia
dessas defini¢oes, podemos resumi-lo com base nos dados de entrada que precisamos e nos

dados de saida que queremos produzir:

e Dados de entrada:

quantidade n de atomos;

sequéncia de pontos x1,Ts, - , T, que representam os atomos;

angulos de tor¢ao que precisam ser alterados;

- alteragoes para os respectivos angulos de torcao.

e Dados de saida:

/
n:

- pontos atualizados @}, x5, -+ ,x

Cabe ressaltar que, como esse é o problema de atualizagdo da estrutura, os

dados de entrada estao relacionados aos dados de saida do problema de conversao de
coordenadas. Com isso, precisamos das coordenadas cartesianas ou conformes da estrutura

3D original para, s6 entao, atualizé-la.
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2 Movimentos Rigidos no Espaco

No nosso problema de aplicacao, rotagoes e translagoes sao ferramentas funda-
mentais. Entendé-las claramente é de suma importancia para saber o que fazem, como
fazem e por que as usamos. A fim de cumprir esse objetivo, para chegar a um nivel que
seja util para esse trabalho, o presente capitulo sera destinado. Nele, estaremos sempre

nos referindo & atuacdo no R?, a menos que se diga o contrario.

Por defini¢do, uma rotacao no espaco é uma transformacao linear e ortogonal
do R? que preserva origem, distancias e orientacio. Geometricamente, é um deslocamento
circular de um objeto em torno de um eixo, mantendo a origem fixa. Aqui, vamos adotar
a convencao de entender a rotacao como um giro no sentido anti-horario para angulos de
rotagao positivos. Essa transformacao pertence ao Grupo de Rotacao 3D, representado
simbolicamente por SO(3) (JACOBSON, 1985). Uma ilustracao da rotagao esté presente

na Figura 8.

A translacdo no espaco, por sua vez, ¢ uma transformacio do R® que nao é
linear e que pode ser vista como um deslocamento de um objeto resultante da adi¢ao de
um vetor. Diferentemente da rotacdo, a translacdo ndo mantém a origem fixa e, portanto,

preserva apenas distancias e orientacao. A translagdo também estd ilustrada na Figura 8.
Figura 8 — [lustracao da rotagao e da translacao no espaco.

angulo de
rotagéo

v’ v vt
VA t
vetor de

R_ translacao

eixo de
rotacéo™y

origem
(a) Representagdo da rotacdo do vetor v em (b) Representacao da translagdo do vetor v
torno do eixo de rotacdo, gerando v’. a partir do vetor de translacdo ¢, gerando v’.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O nome do capitulo se justifica pelo fato de que falar em transformacées do R3
que preservam distancias e orientacao é falar sobre Movimentos Rigidos no Espaco, ja que
estes podem ser entendidos como uma isometria que preserva orientacao. A isometria é
justamente uma transformagcao que preserva distancias (LIMA, 2008), i.e., é uma funcao

f:R* = R3 tal que, para quaisquer u,v € R,

1 (w) = F@)I] = [lu = wvl], (2.1)

em que, aqui e em todo o capitulo, estamos assumindo que ||.|| é a norma euclidiana.
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Portanto, em geral, um movimento rigido no espaco é um deslocamento dado
pela composi¢ao de uma rotagdo com uma translagao (BOTTEMA, 1990). Analiticamente,

tal movimento é representado pela expressao
f(v) = Rv+t, (2.2)

em que R € R**3 é uma matriz ortogonal, que representa a rotacdo, e t € R* é um vetor de
translacao (BOTTEMA, 1990). A ortogonalidade dessa matriz implica que R tem inversa
e é dada por R™! = R'; além disso, vale que ||f(u) — f(v)|| = ||Ru — Rv|| = ||u — v]|.
Desse modo, o movimento rigido dado pela expressao (2.2) de fato é uma isometria (LIMA,
2008).

Até esse ponto, ndo ha muito mais o que dizer sobre a translagao além do
fato de que a enxergamos como um deslocamento feito a partir da adi¢do de um vetor.
Mas sobre a rotagao, sim, ha muito a se dizer, porque podemos representa-la de algumas

maneiras diferentes. Sobre isso se encarregam as proximas trés segoes deste capitulo.

2.1 Rotacoes usando angulos de Euler

De um certo modo, podemos comegar pensando na rota¢ao no espago como
uma extensao da ideia de rotagao no plano. Isso faz sentido mediante a fixacdo de um
eixo coordenado, que serd visto como eixo de rotagado. A coordenada relacionada a ele
permanecera inalterada quando formos rotacionar um vetor, enquanto a rotagao em si

acontecera nos outros dois eixos.

Por exemplo, suponha que fixamos o eixo coordenado X. Seja v um vetor do
R3 e v o resultado da rotacido de v em torno do eixo de rotacdo X. Ilustramos isso na
Figura 9. Além do vetor, foram representados os angulos 6, medido do eixo Y até v, e a,

de v até v'. A letra r representa a norma do vetor v (e claro, também de v").

Figura 9 — Rotacao em relacao ao eixo X no espago.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Vamos buscar uma forma de escrever v em func¢do de v. Por conhecimentos

de trigonometria, sabemos que v, = rcos(f) e v, = rsen(d). Consequentemente, também
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temos que v, = rcos(0+a) e v, = rsen(f+a). Fazendo uso das identidades trigonométricas

sen(0 + a) = sen(f)cos(a) 4 cos(0)sen(«)

cos(0 + o) = cos(f)cos(a) — sen(f)sen(w),

temos que
v, = rcos(f + a)
= r[cos(0)cos(a) — sen(f)sen(a)]
= [rcos(0)]cos(a) — [rsen(f)]sen(«)
= vycos(a) — vysen(a)

v, =rsen(f + a)
= r[sen(f)cos(a) + cos(f)sen(w)]
= [rsen(0)]cos(a) + [rcos(0)]sen(c)

= vysen(a) + vycos(w).

Agora, podemos escrever as coordenadas do vetor v’ em funcio das coordenadas
do vetor v. Fazendo isso, surge a matriz de rotacao que os relaciona (GOLDSTEIN; POOLE;
SAFKO, 2002):

v, Uy 1 0 0 Uy
v, vycos(a) —vzsen(a) | = |0 cos(a) —sen(a) vy
vl vysen(a) + v cos(a) 0 sen(a) cos(a) v,

Por um processo analogo, mas fixando o eixo Y e depois também o eixo
Z, completamos o conjunto das matrizes de rotacao em relacao a cada um dos eixos
coordenados por meio dos angulos «, 3 e 7, respectivamente. Vamos nos referir a essas

matrizes como rotagoes elementares. Em ordem, temos:

1 0 0 cos(f) 0 sen(B) cos(y) —sen(y) 0
Rox =10 cos(a) —sen(a)|, Rgy = 0 1 0 e R,z=|sen(y) cos(y) O
0 sen(a) cos(a) —sen() 0 cos(p) 0 0 1

Nesse caso, os angulos a, 3 e v representam os conhecidos Angulos de Euler.
Herdando o nome do famoso matematico que os descreveu, eles constituem, com as
matrizes acima, uma das formas mais bésicas para se representar rotagoes no espago.
Dados trés angulos sucessivos, podemos construir uma matriz de rotagdo como produto de
trés rotagoes elementares. Também, qualquer rotagdo no espaco pode ser decomposta em
funcgao de trés angulos e das tais matrizes (HENDERSON;, 1977).



Capitulo 2. Movimentos Rigidos no Espaco 28

Ha de se ressaltar que nao é tnica a ordem de composicao das rotagdes usando
os Angulos de Euler! A notacdo X-Y-Z, por exemplo, representa rotacoes em torno do
eixo X, depois Y e, por fim, Z. Entretanto, qualquer permutagao dessa sequéncia que nao
repita o eixo de rotacdo consecutivamente representa uma forma de aplicar os Angulos de
Euler. X-X-Y, por exemplo, nao representa. Nessa logica, sao 12 as possiveis sequéncias
de rotagoes (HENDERSON, 1977). A depender da aplicagdo e da necessidade, uma ordem

pode ser escolhida para maior utilidade.

Os Angulos de Euler possuem uma vantagem de ser uma abordagem, de certa
forma, intuitiva, porque é possivel perceber a rotacdo como um todo decomposta em 3
rotagoes em torno dos eixos coordenados em determinada ordem. A Figura 10 ilustra um

pouco disso.

Figura 10 — Sequéncia Z-X-Z usando os Angulos de Euler. Na primeira imagem, uma
rotagdo em torno do eixo Z por um angulo «; na segunda, em torno do eixo
X' por um angulo 3; por fim, em torno de Z’, com angulo -.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma, um vetor escrito como combinacao linear da base canonica do R?,
quando rotacionado, passa a ser escrito com os mesmos coeficientes daquela combinacao
linear, mas em relagao aos vetores candnicos transformados. Abaixo, uma tradugao algébrica

disso:

= R [01(1,0,0)" +5(0,1,0)" + v5(0,0,1)"]
= v [R-(1,0,0)T] 4+ ve[R-(0,1,0)"] + vs[R - (0,0, 1)7].

Entretanto, o uso dos Angulos de Euler produz algumas inconveniéncias. Entre
elas esta o problema conhecido como Gimbal Lock, que causa um alinhamento entre dois
eixos e reduz um grau de movimento para a rotacdo. Isso acontece quando o segundo Angulo
de Euler estd em algum valor critico (DIEBEL, 2006). Por exemplo, uma matriz de rotagao

construida como R = R, 7z - Ry x - Rz tem a mesma atuacao que Ro4pz - Rox - Roz.

Outro desconforto para o uso dos Angulos de Euler surge quando queremos
realizar uma rotacao em torno de um eixo arbitrario que passa pela origem. De fato, as

rotacoes elementares giram em torno dos eixos coordenados, mas o produto matricial delas
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produz uma rotagao que, por si so, gira em torno de algum eixo nao especificado. Porém,
nao ha uma relacao clara entre esse eixo e os angulos usados, bem como a sequéncia das

rotacoes. Tentaremos contornar esse problema na proxima segao.

2.2 Rotacbdes em torno de um eixo arbitrario

Vimos que, com os Angulos de Euler, performamos uma composicio de rotacoes
elementares usando trés angulos dados. Na pratica, quando fazemos essa composicao, é
como se estivéssemos realizando uma rotacao em torno de um eixo arbitrario que passa
pela origem, mas que, a priori, ndo conhecemos. Ou seja, nao escolhemos o eixo de rotagao;
apenas definimos os angulos e determinamos uma sequéncia de rotacoes elementares. Mas
sera possivel definir previamente um eixo e um angulo de rotacao? Felizmente, sim! Para

isso, nao abandonaremos completamente as ideias da se¢ao anterior, mas as adaptaremos.

A abordagem que vamos tratar agora se encarrega de realizar rotacoes em
torno de um eixo arbitrario que passa pela origem. Para isso, precisamos definir um vetor
unitario que seja colinear ao eixo de rotacao. Entao, sempre que dissermos que um vetor
unitario é entendido como eixo de rotacao, entenda-se que o primeiro foi tomado como um

representante do segundo.

Primeiro, vamos mostrar a ideia central desse método e, em seguida, o explica-
remos em mais detalhes. Com essa abordagem, uma rotacao por um angulo 6 em torno de

um eixo representado pelo vetor unitario u ¢ descrita pelo seguinte procedimento:

i) alinhar o vetor u ao eixo Z por meio de uma sequéncia de rotagoes apropriadas;
ii) rotacionar em torno do eixo Z pelo angulo 6;

iii) aplicar a inversa das rotagoes usadas no primeiro item.

Nao necessariamente precisamos escolher o eixo Z para buscar esse alinhamento,

mas essa € a versao mais usada. Além disso, todas essas rotacoes serdao elementares.

Em geral, para tornar um eixo arbitrario coincidente com um eixo coordenado,
basta rotaciona-lo em torno dos outros dois eixos coordenados. Por isso, atenderao ao
objetivo do item i) uma composicao de duas rotagdes: uma primeira em torno de X e uma
outra em torno de Y. Ela sera representada pelo produto Rgy - R, x. O item ii) serd dado
pela rotagao Ry 7, enquanto o terceiro item ¢ igual a (Rgy - Ra, X)’l. Portanto, sabendo
que a rotacao é um operador ortogonal, podemos resumir esse processo em uma s6 matriz,

denominada R:

R = R;}X . R/;; Roz - Rgy - Rax
= RaT,X : R;;,y “Ry.z- Rgy - Ro x. (2.3)
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Note que a ordem dessas matrizes importa. A leitura desse produto da direita
para a esquerda coincide exatamente com a sequéncia dos itens enunciados. Isso faz sentido,

ja que ao rotacionar um vetor v, estamos calculando o produto R - v.

Seria interessante que a matriz R da equacao (2.3) estivesse apenas em fungao
do angulo 6 e da escolha de um vetor unitario u, visto como eixo de rotagdao. Para
cumprir isso, as matrizes Rgy e R, x podem ficar em funcao de u, sem que seja necessario
calcular expressamente os valores de a e de (3. Isso pode ser feito com conhecimentos de

trigonometria no triangulo retangulo. Deixaremos isso mais claro.

Considere a figura abaixo. Queremos rotacionar u em torno do eixo X de modo
que o vetor resultante, denominado u’, esteja localizado no plano XZ. Essa rotacao é

caracterizada por um angulo a pertencente ao triangulo retangulo AOPQ representado
na figura. Sabendo que d = |/uZ + uZ, temos que

Figura 11 — Rotagdo em torno do eixo X.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Note que essa primeira rotacao esta sendo executada no sentido anti-horério,

como deve ser. Portanto, temos a matriz R, x:

1 0 0 1 0

0
Rox =10 u,/d —uy/d| =10 u./\jul+u2 —uy,/\jul+u2].
0 wu,/d u,/d 0 uy/\Jud+u?  wu./\/Jud+ u?

Feito isso, a situacao resultante é a que esta representada na figura abaixo.

Analogamente, os valores do seno e do cosseno de 7 sdo tais que

cos(y) =d e sen(y) = u,.

Note que a rotacao em torno do eixo Y pelo angulo v no sentido horario cumprira

o objetivo de levar v’ até u”. Entretanto, como adotamos a convencao de trabalhar com a
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Figura 12 — Rotacao em torno do eixo Y.

AY

<)

Fonte: Elaborado pelo autor.

rotacao no sentido anti-horario, cumpriremos o mesmo objetivo ao fazer uma rotacao nesse
sentido em torno de Y com um angulo 5 = —v. Note que cos(3) = cos(—~) = cos(y) = d
e sen(f) = sen(—vy) = —sen(y) = —u,. Portanto, a matriz de rotagdo que usaremos em

torno de Y é definida assim:

d 0 —u, Vus +uz 0 — Uy

Rgy=|0 1 0 |= 0 1 0

u, 0 d Uy 0 \Jul+u2

Da equagao (2.3), ja temos as matrizes R, x ¢ Rgy escritas em fungao de
u. Além disso, as inversas dessas matrizes sao dadas naturalmente pelo fato de que sao

ortogonais. Dessa forma, resta a matriz Ry z, que serda dada por

cos(f) —sen(f) 0
Rgz = | sen(f) cos(@) 0
0 0 1

Finalmente, ao calcular o produto matricial da equagao (2.3), com algumas
simplificages e maiores detalhes que podem ser encontrados em (KOVACS, 2012; ROGERS;
ADAMS, 1990), temos:

cosf + u(1 — cosl)  uyuy, (1 — cosl) — u,send uzu.(1 — cosf) + u,send
R = [ uzuy(1 — cosh) + u,senb cost + uz(l — cosb) uyu, (1 — cosh) — uysend
uzu, (1 — cosd) — uysend  u,u, (1 — cost) +uysenf  cosh + uZ(1 — cosd)
(2.4)

Dessa forma, se torna possivel realizar rotacoes em torno de eixos arbitrarios

que passam pela origem. Na Figura 13, isso estd ilustrado.

Na verdade, a matriz (2.4) é também uma consequéncia da Férmula de
Rotagao de Rodrigues (RODRIGUES, 1840) que descreve a rotacao de um vetor a em
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Figura 13 — Rotacao do vetor v por um angulo # em torno do eixo de rotacao representado
por u, que é unitario. Como resultado, temos o vetor v'.

42
v 0‘

<V

X

Fonte: Elaborado pelo autor.

torno de u por um angulo #. A férmula é a seguinte:
a' = acosh + (u x a)send + u(a - u)(1 — cosh). (2.5)

/

De fato, fazendo o' = (ai, a,

a,), a = (ag,ay,a,) € u = (Uy, Uy, uy), € COm

algumas simplifica¢oes, temos que

al, g 0 —u, wuy g UL Uplly Uy \ [ Gy
a, | = cost | a, | +senb | wu, 0 —uy | |ay|+(1—cost) | uu, “Z uyu | | ay
a/Z a, —Uy Uy 0 a, UgUy Uyl ug a,
1 00 0 —u, wy ui Uglly  Ugll, | Qg
=lcos@ [0 1 0| +senf| u, 0 —uy |+ (1—cosd) | uzu, “Z Uy, a,
001 —Uy Uy 0 Uplly Uyl uz, a,

Efetuando os produtos e as somas acima, encontramos novamente a matriz R
de outrora. A férmula (2.5) expressa de forma resumida e concisa a rotagdo de um vetor.
Entretanto, a representacao matricial serd nosso foco pela facilidade em que expressa a

composicao de rotagoes, que é dada simplesmente pelo produto das matrizes.

Portanto, agora temos uma matriz que performa uma rotacdo em torno de um
eixo arbitrario que passa pela origem. Para construi-la, somente um angulo 6 e um vetor
unitario u sao necessarios. De imediato, um ganho intuitivo e pratico: sabemos diretamente

em relacao a que eixo um vetor esta sendo rotacionado.

2.3 Rotacoes com Quatérnios

Na secao anterior, fizemos uma adaptacao a ideia da rotacdo com Angulos

de Euler para chegar a um método que performa rotagoes em torno de eixos arbitrarios
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passando pela origem. Mas essa nao é a tnica maneira de realizar tal feito. Podemos usar
uma nova entidade matematica que simplifica esse processo, tem um menor custo compu-
tacional e surgiu justamente para atender a demanda de realizar rotacoes tridimensionais:
os quatérnios. Em toda essa segdo, as propriedades e definigoes terao (KUIPERS, 1998)

como embasamento principal.

Em meados do século XIX, quando os niimeros complexos ja eram utilizados
para fazer rotacoes no plano, o matematico irlandés William Hamilton procurou obter um
resultado analogo para o espacgo a trés dimensoes. Hamilton percebeu que o elemento que
procurava deveria ser uma quadrupla, ao invés de uma tripla como vinha tentando, e que

deveria também abandonar a comutatividade para o produto.

Por ter surgido como uma extensao da ideia dos ntimeros complexos, os quatér-
nios herdam varias semelhancas com esses outros. A comecar pela féormula fundamental,

em que sao trés as unidades imaginérias:

it =2 =k =ijk=—1 (2.6)

Com esses novos elementos, temos um espaco vetorial de dimensao quatro que
abriga os quatérnios, cuja base é {1,4, 7, k}. Em relacdo aos nimeros complexos, perdemos
a comutatividade da multiplicagao, como dito. Isso pode ser visto nas demais operacoes

base envolvendo i, j e k, que sao as seguintes:

gk =1, ki =7, ij =k,
kj = —i, ik = —j, ji = —k. (2.7)

O quatérnio, em si, também tem uma parte real e outra complexa (ou mais
comumente dita, vetorial). Representado por uma quadrupla, como falado anteriormente,

assume a forma

q=qo+ qi+ qJ + g3k, (2.8)

em que qo, g1, G2 € g3 sao escalares. Se ¢y = 0, resta apenas a parte vetorial e o que temos é
justamente um vetor do R3. Ou seja, os quatérnios mapeiam todo o espaco tridimensional.

Aos vetores do R?, nesse contexto, chamamos de quatérnios puros.
H& também outras representacoes para o quatérnio ¢ que podem ser tteis de

acordo com a conveniéncia. Duas delas sao as seguintes,

q=(q,0,%,9) e q=q+aq,

em que q é a parte vetorial ¢12 + ¢27 + q3k.

Ainda ha alguns conceitos importantes que auxiliarao o desenvolvimento da ideia

da rotacao com quatérnios. Primeiro, dados p = po+p1i+p2j+psk e ¢ = qo+qri+q2j +qsk,
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a adicao entre eles é dada pela soma de cada parte correspondente de p e ¢, i. e.,
p+aq=(po+q)+ P+ aq)i+(p2+q)i+ (ps+a)k (2.9)

O produto entre quatérnios nao é tao trivial assim. Aplicando as propriedades
distributivas e associativas e usando as operagoes base apresentadas acima, temos, de

forma resumida, que

pqg = (po +P)(g+49) =Ppogo —P-d+ pod+ gopP + P X q, (2.10)

em que pogo — P - q ¢ a parte escalar e poq + qop + p X q a parte vetorial.

Além disso, a ideia do conjugado de um quatérnio também nao é muito diferente
em relagdo aos nimeros complexos: apenas tomamos o inverso aditivo de cada coeficiente

associado a parte vetorial. Portanto, temos que
¢"=qo—d=qo— @i — qg2j — qsk- (2.11)

Por fim, a norma de um quatérnio, denotada por |g| e por vezes chamada de

comprimento de ¢, é dada por

lal = VTFI= R+ ¢+ &+ (2.12)

Como consequéncia disso, podemos calcular o inverso de um quatérnio observando o fato
de que |q|* = ¢*q. Ou scja,
ES
1

—1 * * —1
q 499 =4 49
Agora, ja temos o suficiente para seguir em frente. Até aqui, definimos os
quatérnios, bem como algumas operagoes relacionadas e conceitos importantes. Entretanto,
nao mostramos a relacao dessa nova entidade com a rotagao no espago. E natural, entao,

surgir a seguinte questao: serd possivel associar um angulo a um quatérnio, assim como

associamos a uma matriz de rotagao?

Sabemos que, para todo angulo /3, vale a identidade cos?3 + sen? = 1. Vamos
buscar algo parecido com os quatérnios. Considere, entao, um quatérnio unitario escrito
como q = qo +q. Como sua norma é 1, temos que ¢ + |q|> = 1. Logo, deve haver algum 3

tal que g3 = cos®B e |q|* = sen?3. Portanto, podemos reescrever ¢ como
q = cosf3 +usenf3,
q q

H B senf
que substituindo 3 por —f, temos cos(—f) + usen(—3) = cosfp —usenfs = ¢*.

em que u = ¢é o vetor unitario que representa a direcao de ¢q. Note também
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Como queremos trabalhar com rotacoes de vetores do R®, vamos considerar
também um vetor a desse espaco. De fato, ele ¢ um quatérnio puro e pode ser escrito como
a = 0+ a. Se a ideia da rotagdo com quatérnios for inteiramente semelhante a rotagao
com matrizes, faz sentido pensar que o produto ga gera o vetor o', resultado da rotacao de
a em torno de w por um angulo 3. Mas nao é bem assim, pois @’ nao resulta, em geral, em

um quatérnio puro, como deveriamos ter. Ou seja,
a =qa
= (cosf + usenf)(0 + a)
= —(u-a)senf + acosf + (u x a)senf3.

Na tentativa de anular o termo escalar desse resultado, vamos tentar pensar

1

na rota¢ao com quatérnios como um produto triplo gaq™" = qaq™ e ver o que surge como

consequéncia. Usando a regra para o produto entre quatérnios, temos que

!/ *

a =qaq
= [—(u-a)senf + acosf + (u x a)senf|(cosff — usenf)
= —(u-a)senfcosf + [acosf + senf(u x a)| - (usenf) + [(u - a)senf](usen)+
+ cosflacosfs + senf(u x a)] — [acosf + senf(u x a)] x (usenf3)
= —(u-a)senBcosf + (a-u)senfBeosf + [(u x a) - ujsen’ + [(u - a)u]sen®S+

+acos® + (u x a)senficos3 — (a x u)senfcos — [(u x a) x usen?s.

Eliminando termos que se anulam, além do fato de que (u x a) - u = 0, temos
que

d' = [(u-a)u]sen’s + acos’ + (u x a)senBcos — (a x u)senfeosfB — [(u x a) x u]sen?

= acos’B + [(u x a) — (a x u)]senBcosB + [(u-a)u — (u x a) x ujsen’p

= acos’B + 2(u x a)senfBcosf + [(u-a)u — (u x a) x ujsen’p.
Como (r x s) x t = (r-t)s — (r - s)t, entao
[(u-a)u— (uxa)xulsen’s =[(u-a)u— (u-u)a+ (u-a)ulsen’s
= [~a+2(u-a)u]sen?s.
Logo, voltando ao a’, temos que
a' = acos* + 2(u x a)senfcosfB + [—a + 2(u - a)usen’s

= a(cos?B — sen?B) + 2(u x a)senBcosB + [(u - a)u|2sen’.

Para finalizar, vamos usar as trés identidades trigonométricas a seguir:

cos’3 — sen’B = cos(2),  senfBcosf = senéZﬁ) e sen?f = 1—6(;5(25).
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Com essas simplificagoes, temos que (KUIPERS, 1998):

a’ = acos(28) + (u x a)sen(2f3) + [(u - a)u)(1 — cos(2p)). (2.14)

Nao temos aqui outra coisa sendo a férmula de Rodrigues novamente! O
resultado deu um quatérnio puro (ou, simplesmente, um vetor), como queriamos, e pode-se
verificar que @’ e @ tém a mesma norma. Isso tudo nos indica que realmente os quatérnios

estao relacionados a rotagdo de um vetor. A diferenga dessa féormula para a (2.5) esté

apenas no angulo. Mas isso nao é um problema, ja que podemos fazer [ = 7 Inclusive,

essa € a razao pela qual um quatérnio escrito como

0 6
g = cos; + usen; (2.15)

¢é utilizado para performar a rotacao de um vetor a em torno de um vetor unitario u por
um angulo #, e nao o como se poderia supor pela simples visualizacao da expressao acima.
Agora precisamos definir a representacao matricial da rotagdo com os quatérnios.

Seja ¢ = qo + q1i + q2j + gsk. Com os vetores qiq*, qjq* e gkq" alocados em cada uma das

colunas de forma respectiva, temos a seguinte matriz (KUIPERS, 1998):

1
@ +ai— 5 0%~ G G+ Qo>
1
R =21 q1q2 + qogs qS + q% 3 4293 — qoq1 | - (2.16)

Qa3 — g 923+ o1 @+ G — 5

Essa é mais uma matriz que representa a rotacao de um vetor em torno de um
eixo arbitrario que passa pela origem por meio de um angulo dado. E natural surgir a
pergunta: se na se¢ao anterior ja tinhamos uma matriz que fazia isso, por que desenvolver

a rotacao com quatérnios para obter o mesmo resultado?

Uma explicagao para isso estd no custo computacional das duas abordagens.
Calcular a matriz da equagao (2.4) implica a necessidade de se realizar 15 multiplicagdes e
10 somas, enquanto que para a matriz da equagio (2.16), sdo necessarias 10 multiplicacoes
e 10 somas. Além disso, é comum no nosso problema termos que compor rotagoes. O
produto matricial entre matrizes 3 x 3, como as da equacao (2.4), custa 27 multiplicagdes
e 18 somas. A matriz de (2.16) também é 3 x 3, mas o uso dos quatérnios nos dispoe
outra possibilidade menos custosa: calcular o produto entre quatérnios e, por fim, fazer a
conversao do resultado para a versao matricial. Para isso, sao necessarias 16 multiplicagoes
e 12 somas. Dessa forma, o que com os quatérnios custa 48 operacoes, com a abordagem

da se¢ao anterior custa 70 operagoes.
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2.4 QOperador de um Movimento Rigido no Espaco Homogéneo

Ao longo de todo esse capitulo, a medida em que avangamos de secdo em secao,
fomos progredindo também em ganhos: primeiro, as rotagoes aconteciam apenas em torno
dos eixos X,Y e Z; depois, conseguimos realizar rotagoes em torno de eixos arbitrarios
que passam pela origem; o advento dos quatérnios também representou uma evolugao.
Mas ainda gostariamos de outra vantagem que seria muito 1til para o estudo do problema
que vamos abordar: realizar rotacoes em torno de eixos arbitrarios que nao passam pela

origem.

As rotagoes que estudamos nesse capitulo, por si s6, ndo nos trazem essa
possibilidade, ja que atuam apenas em torno de eixos que passam pela origem. Por isso,
voltamos o nosso foco para a translagao. Ela sera ttil para levar eixo e segmentos até a
origem, onde a rotacao sera efetivada, e ainda sera responsavel por retornar esses elementos

as suas devidas localizagoes. Esse processo sera melhor especificado no capitulo seguinte.

Fato é que utilizaremos bastante as translacoes juntamente das rotagoes. Tanto
é que iniciamos este capitulo falando sobre movimentos rigidos, compostos por essas duas
transformacoes. Inclusive, é facil perceber que o movimento rigido dado pela equacao
(2.2) nao é linear. Seria interessante que fosse, para termos a rotagio e a translagdio num
mesmo operador. H4 uma forma de fazer isso: usando o chamado Espaco Homogéneo,
apresentado em detalhes em (KANATANI, 2015), com uma dimensao a mais, no qual o

espago tridimensional se encontra imerso.

Nesse novo espaco, um vetor v = (vy, vg,v3) € R® ganha uma coordenada extra
e passa a ser representado por V' = (vq, v, v3, 1). Por consequéncia, as matrizes que formos
usar devem estar em R**4. Além disso, vamos também adaptar a rotacio e a translacao
para o Espaco Homogéneo. Esta tltima, dada por T'(v) = v+t no R?, agora é representada

matricialmente por

1 00 t U1 v+t
0 1 0 ¢t va | fvetit
00 1 t5| [vs| |vs+ts
00 0 1 1 1

Fazendo algo semelhante com a rotagao, o movimento rigido dado pela equacao

(2.2) passa a ser representado no Espago Homogéneo por uma sé matriz:

ri1 T2 Tz b

To1 Toa Toz 2
M = ,

r3; T3z T33 13

0O 0 0 1
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de modo que os coeficientes r;; sao as entradas da matriz de rotagao R.

De fato, a atuacao de M sobre um vetor homogéneo V produz uma rotagao

seguida de uma translacao, pois

i1 T2 Tzl U1 r11U1 + T12V2 + 1303 +
To1 To2 Tz lo Vg | | 2101 + TaoU2 + 133 + Lo
T Tz Tsz ta| |ws T3101 + T3202 + 73303 + t3
O 0 0 1 1 1

Optando por simplicidade, podemos também reescrever a matriz M de forma

condensada:

Rt
0 1

9

em que R € R**3 representa a rotacio, t € R* o vetor de translacdo e 0 = (0,0,0)”.

Com essa nova representagao matricial, conseguimos elegancia e praticidade.
Nao serd necessario calcular a rotagao e a translacao separadamente. S6 precisamos nos
atentar ao transito entre as coordenadas tridimensionais e quadridimensionais. Além disso

Y

a composicao de dois movimentos rigidos sera descrito por um simples produto matricial.

Portanto, obtemos uma forma indireta de realizar rotacdes em torno de eixos
arbitrarios que nao passam pela origem, ja que a translacao ainda estd presente na

construgao desse operador.



39

3 Atualizacao de Coordenadas Cartesianas

Como visto anteriormente no capitulo 1, as coordenadas internas sao bastante
usadas em bioquimica para descrever mudangas conformacionais de uma molécula porque
o fazem de uma maneira bastante natural. De fato, qualquer alteragao angular ou nas
distancias entre ligagoes covalentes produzira, como consequéncia, uma nova estrutura
molecular. Em especial, vamos nos limitar ao caso em que apenas os angulos de torcao

estao sujeitos a alteragoes.

Vamos partir do pressuposto de que, dado um conjunto de coordenadas internas,
a conversao para coordenadas cartesianas foi devidamente realizada. Entretanto, por
ocasiao de mudancas conformacionais, alguns angulos de tor¢ao tém de ser atualizados.
Gostariamos de ter novamente as coordenadas cartesianas da nova estrutura que se formou.
Diante disso, ha duas possibilidades: ou ignoramos a conversao de coordenadas de outrora
para realizar uma nova ou buscamos formas de atualizar as coordenadas cartesianas que
tinhamos antes da mudanca conformacional. A segunda op¢ao é mais interessante e é o

que estudaremos nesse capitulo.

Os métodos de atualizagao de coordenadas cartesianas que apresentaremos
aqui também podem ser encontrados em (CHOI, 2006; CAMARGO, 2021). Além de
apresentar e discutir os principais métodos da literatura para o problema de atualizacao
de coordenadas, nosso objetivo nesse capitulo é também descrever em detalhes cada uma

de suas etapas.

Antes disso, é importante saber que efeito uma alteracao em um angulo de
torcao causa as distancias entre atomos. Isso sera tutil até para validar os resultados que

cada método produz.

3.1 Alteracoes em angulos de torcao e distancias entre pontos

Da conversao de coordenadas internas para coordenadas cartesianas, sabemos

que um ponto que representa um atomo ¢é construido a partir da expressao
Tp =21 + ng[g}el -+ ng[g}el + 4 dkR[k]el, (31)

em que os termos d; representam as distancias de ligagdo entre atomos consecutivos e os
angulos de torcao e ligacao, representados por v; e 0; respectivamente, sao usados para
construir Ry = R§w2)R§02)R§¢3)R§93) > ~R§wi)R§0i). Mais detalhes podem ser encontrados
em (CAMARGO, 2021). Todas as matrizes R; desse produto sao rotagoes elementares: as
que envolvem angulos de tor¢ao atuam em torno do eixo X, enquanto que em torno do

eixo 7 sao as que envolvem os angulos de ligagao.
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Queremos saber o que acontece com as distdncias r; ; = ||z; — z;||, em que z; e
x; nao sao necessariamente consecutivos, quando ha uma alteragao ¢, no angulo de torgao
Yy, isto é, passamos a ter 1, = ¥, + @ Assim como no capitulo 2 de (CAMARGO, 2021),
vamos analisar esse assunto em 3 casos. A opgao por refazer as contas aqui é porque vamos
detalha-las um pouco mais e também porque isso sera til para uma reflexdo importante

posteriormente. Portanto,

1- 4,5 <k:
Como a alteragao acontece no angulo v, os pontos x; e x; nao precisam ser atuali-

zados e, portanto, a distancia entre eles permanece a mesma. A Figura 14 ilustra

isso.

Figura 14 — Destaque dos pontos anteriores a xx, que nao tém distancias alteradas entre
si, apesar das atualizacoes ilustradas em verde.

Tys

k-3

8

k-2 k-1 -

b

Fonte: Elaborado pelo autor.

2- i, j>k—2

Primeiro, vamos mostrar que a distancia 7; ; nao se altera quando ¢, 7 > k. De fato,
os pontos z; e x; sofrem atualizacao devido a alteracao no angulo ¢, e agora serao

escritos como

z; = x1 + daRjgjer + dsRpzjer + -+ - + dle[k]el +ot diR/[z']el

¥, = o+ dyRer + dyRigier + -+ + deRier + - + d;Rijen,

em que R, = RYVRY? - R RIY . R{vm) R,

m m

Sem perda de generalidade, vamos considerar ¢ < j e, entao, temos que
|25 = 2| = [[(dip1 Ry gy + - -+ + di Ry el

J p
/['i+1] (di+1 + Z d, ( H R((Iiﬂq)R((]eq))) e
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Como a rotagdo nao altera a norma de um vetor, entao

J p
H:z:; — || = H (di+1 + Z d, ( H R((;ﬂq)R((]@q))) e
p=i+2 q=i+2

= [z —@ill,

pois esse cdlculo nao envolve a alteracao no angulo de torgao.

Resta provar, sem perda de generalidade, que r;; nao se altera quando j > £ e

t=k—2out=k—1 Em ambos os casos, apenas z; ¢ atualizado. Entao, note que

||IE; — Tp_o|| = ||(dk—1R[k¢—1} + dkak] +--+ d‘R'- )61||

P
= || Ri—1 (dk 1+ka+¢ (dk+ Z d,, ( 11 Réwq)R((f‘l)))> el

p=k+1 q=k+1

p
= de_y + RTIRD [, + Z d, [ T RW2RE el
p=k+1 q=k+1

De fato, R,(f’ﬁd)) = R,(;’b’“)R,(j)) = R,(f) R,(Cw’“), pois s@o rotacoes em torno do mesmo eixo.

Além disso, dk,lR,(f)el = dy_1€1, pois e1 € o eixo de rotacao de R,(f) e, portanto, nao

produz alteracao em e;. Logo,

J P
2 —wxall = ||| der + BORYIRY (de+ D2 dy | TT RYVR €1
p=k+1 q=k+1

J p
_ Rl(c¢) (dk—l +R/(i‘¢k)Rl(<:9) (dk + Z dp ( H R((Id’q)R((]@q)))) e
p=kt1 q=k+1

J P
= [ der + RVPRD | de+ Y dy | TT BYRUD ) | | e
p=k+1 a=k+1

= HZE] - xk—QHa

pois, novamente, nao depende da alteracao que foi imposta ao angulo de torcao .
Resultado semelhante encontramos quando fazemos o calculo da distancia 741 ;.
Portanto, as distancias r; ; nao se alteram quando 4, 7 > k — 2, como ilustra a Figura
15.

3. i<k—-3ej>k

Analogamente aos outros itens, temos que:

J P
= (dMR[iH]erJrR’W (kor > dp( I1 Rf;"q)Ré"q)) >e1

p=k+1 q=k+1

P
= || dix1 Rpiyyy + - + Rk dy, + Z d, H ngq)R((fq) el
p=k+1 q=k+1
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Figura 15 — Destaque dos pontos posteriores a x;_3, que nao tém distancias alteradas
entre si, apesar das atualizagoes realizadas, ilustradas em verde.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para que tenhamos |2 — x;|| = [|z; — 2;||, precisamos ter que

J P
Iz — =il = (d"+IRw+u+-~+Ré¢)R[k1 (d“ > dp( 11 Ré%’Réeq)»)el

p=k+1 q=k+1
J P
= |{dis1 By + -+ By (de + > dp | [T BYIRYD || | e
p=k+1 q=k+1
= |lzj — ]

Para isso, precisariamos ter que

J P
HJ:; — || = (dz’+1R[i+1] + -+ R;(CQS)R[;C} (dk + Z d, ( H Ré%)REﬁq)))) e

p=k+1 q=k+1
J D
= R;(f) dig1 Rjjpqy + -+ Ry | dp + Z d, H R((qu)Réf)q) el
p=k+1 q=k+1

porque com a justificativa de que a rotacdo nao altera a norma de um vetor,

poderiamos “eliminar” o termo R,(f)).

Mas nao podemos garantir que R,(f)(daR[a]) = d,Rjq), com a € [i + 1,k — 1]. Logo,
|2 — 2]| # [|2; — 24]]. Isso implica que as distancias 7;; = ||x; — 24||, para i <k —3
e j > k, mudam devido a uma alteragdo no angulo de torcao 1, como esta ilustrado

na Figura 16.

Portanto, podemos observar que um ponto com coordenada atualizada deve
manter a mesma distancia do ponto original para os seus dois antecessores. De outra forma,

devemos ter essas duas igualdades satisfeitas:
|5 — zical| = [z — @il € ||2; — imal| = [|2: — 22|,

em que z; corresponde a nova localizagao de x;. Um olhar atento a essas duas equacoes

pode nos indicar o lugar geométrico onde habitam todas as possiveis atualizacoes de z;.
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Figura 16 — Destaque dos pontos anteriores a xy_s e posteriores a x;_1, cujas distancias
sao alteradas devido as atualizagoes, ilustradas em verde.

xk—S

k-4 Y
L1

k-3 k+2

A *+1

k+2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com apenas x; como incognita, ja que sabemos quem sao z;, Z;_1 € T;_o, as duas expressoes
acima representam esferas centradas em x;_; e x;_o, respectivamente. A primeira com
raio igual a ||x; — z;_1||, enquanto a segunda com raio ||z; — x;_5||. De fato, =, pertence &
intersecao dessas duas esferas. Como consequéncia, as possiveis atualizagoes para o ponto
x; devem ser parte de uma circunferéncia cujo centro ¢ interceptado perpendicularmente

por um reta que passa por x;_1 € x;_s. Uma ilustracao disso esta na Figura 17.

Figura 17 — Intersecao de duas esferas produzindo uma circunferéncia, lugar geométrico
das possiveis atualizagoes do ponto x;.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Essas observagoes nos indicam a necessidade de usar os pontos x;_1 e x;_o para

criar o eixo pelo qual a rotacao atua. Essa ideia é base dos métodos que vamos apresentar

neste capitulo.

3.2 Métodos de Atualizacao de Coordenadas Cartesianas

Nessa se¢ao, vamos apresentar um método no qual todos os pontos sao atuali-
zados usando matrizes que performam rotagdes em torno de eixos arbitrarios que passam
pela origem, além de translagoes apropriadas. No capitulo anterior, apresentamos duas

formas para realizar rotagoes desse tipo: uma com uma matriz que é resultado de uma
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sequéncia de rotagoes que alinham o eixo de rotagao a um eixo cartesiano; outra, usando

os quatérnios.

Portanto, o mesmo método vale para esses dois casos, com pequenos ajustes
no que refere a matriz de rotacao usada. Logo, vamos explicd-lo de uma forma geral,
para depois chegar ao especifico. Na tentativa de fazer isso da forma mais clara possivel,
vamos tecer comentarios a respeito de cada etapa a medida em que também ilustramos as

consequéncias que elas produzem.

Antes de tudo, vamos denominar por grupo de atomos, e representa-los por Gj,
todos os pontos que recebem a atuagao da mesma rotacao. De forma equivalente, se ¢y, e
Yr,,, sao angulos de torcao que devem ser alterados, entao G ¢ composto pelos pontos z;,
em que k; < j < k1. Além disso, vamos estabelecer que Gy é o conjunto dos pontos que

nao precisam ser atualizados.

Seja xp, um ponto que representa o ki-ésimo atomo da cadeia principal de uma
molécula, com k; > 4. Suponha que este seja o primeiro ponto que deve ter a posicao
atualizada em razao de uma alteragdo ¢, no angulo de torcao ¢, . A Figura 18 ilustra um
pequeno conjunto de pontos, em que x, se encontra destacado. A ordem deve ser vista

partindo do primeiro ponto vermelho, que coincide com a origem do sistema cartesiano.

Figura 18 — Disposicao dos pontos e ligagoes representando uma pequena molécula.

Ky

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para iniciar o processo de atualizacao da coordenada do ponto zy,, primeiro
devemos estabelecer um eixo de rotagao. Vimos anteriormente que ele deve ser construido
a partir da ligagao by, 2, que conecta xy, o € Ty, 1. Para isso, representamos o eixo de

rotacdo por um vetor unitario u construido a partir desses dois pontos. Assim,

Tpi—1 — Thky—2

(3.2)

u = .
|k -1 — TEy—2|

-

E importante observar a ordem dos pontos. Se fizermos xy, 2 — k, 1, no final
/ . ’ /
teremos ¥y, = P, — ¢k, a0 invés de ) = U, + Py, .

Intuitivamente, como pode ser visto na Figura 19, temos uma ligacao auxiliar

que ¢ criada como se tivéssemos trazido xy, o para coincidir com a origem e xy, 1 para
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Tk, —1 — Tk, —2. Depois disso, normalizamos esse vetor e o chamamos de u. Tendo feito isso,

atendemos as exigéncias para a construcao da matriz de rotagao que precisamos.

Figura 19 — Vetor unitario u que servird como eixo de rotacao.

U

0\. " z,

)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Seja Ry a matriz criada. O préximo passo ¢é aplicd-la. Como levamos o eixo de
rotagao a origem, devemos também transladar o ponto x; por meio de —xy, ;. Portanto,
a matriz Ry deve ser aplicada a xp, — xx,—1. Veja, na Figura 20, a ilustragao da rotagao

dessa ligagao em torno do eixo representado por u.

Figura 20 — Na imagem da esquerda, as possiveis localizacoes para o resultado da rotacao.
Na direita, uma rotagao por meio de um angulo ¢y, .

Liey-1
—— xk 1
Lie; Lrey-1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para finalizar, resta apenas uma translagdo para levar ao devido lugar o ponto
atualizado. Note que o que temos que fazer é reposicionar essa atualizacao na estrutura
que tinhamos. Nesse caso, usamos a translacao inversa a que foi aplicada anteriormente,
ou seja, —(—xg,—1) = o), —1. Com isso, completamos o processo de atualizagdo do ponto

xk,. Na Figura 21, temos a representacao dessa translagao.

O que fizemos para atualizar o ponto zy, pode ser resumido com a expressao
x, =R (T, — Tg,—1) + Tk, —1. Ainda podemos generalizar esse processo e estender a ideia
para a atualizacao de todos os pontos desse grupo de atomos. Se 9, ¢ o proximo angulo
de torcao que deve ser alterado, entao a atualizacao dos pontos x,,, com ki < m < ko, é

dada por

z = Ri(Tp — Tpo1) + 2,4 (3.3)
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Figura 21 — Atualizagao do ponto zy,, representado por z, , em verde, apds a translagao.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Aqui, temos duas coisas a observar. Primeiro: a mesma rotacao que é usada
para atualizar o ponto z, ¢ aplicada também a todos os pontos que compoem Gy. Isso

permite a manutencao da estrutura formada pelos pontos desse grupo de atomos. Segundo:

o ultimo termo da equagdo (3.3) corresponde a uma transla¢ao em relacao a x), ;. Com
isso, fazemos com que um ponto atualizado seja devidamente anexado a nova estrutura
que esta se formando. Isso pode ser visto na Figura 22. Caso x,,_1 pertenca a Gy, i.e., ndo

precise sofrer atualizagdo, entao podemos considerar x/, | = x,,_1.

Figura 22 — Atualizacdo dos pontos entre xy, e xy, 41, representados por x, e x ,, e
ilustrados em verde.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora, vamos dirigir nossa aten¢ao para uma préxima mudanca num angulo de
torcao, que acontece em 1, e é ocasionada por uma alteracao ¢y,. Para a atualizacao dos
pontos que pertencem a G, i.e., todos os x,,, com ko < m < k3, 0 processo a ser seguido
é semelhante ao ja relatado. Entretanto, ha uma diferenca importante que precisa ser
mencionada. Quando temos uma segunda alteracao nos angulos de tor¢ao, também geramos
um vetor unitario que é entendido como eixo de rotagao e, em seguida, construimos uma
matriz Ry. SO que esses pontos x,, nao estao sujeitos apenas a essa rotaciao. Na verdade,
a matriz R; também se aplica. Em geral, uma matriz R; sempre ¢ aplicada a todos os
pontos a partir de zj, para que a estrutura formada por eles seja mantida, a menos da

rotacao aplicada.
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Uma vantagem é que podemos compor R; e Ry por meio do produto matricial
e gerar uma nova matriz que performa as duas rotacoes ao mesmo tempo! Essa ideia, claro,
se estende ao caso geral, com n matrizes dessas. Nao tao claro assim é a ordem que deve
ser escolhida para o produto. Sabemos que rotagoes em torno de um mesmo eixo comutam,
mas em geral perdemos essa propriedade quando lidamos com rotagoes em torno de eixos

distintos. Para ficar clara a questdao da ordem das matrizes, vamos considerar novamente

Rl (§] RQ.

Sabemos que zy, é o primeiro ponto que deve receber a aplicacao da rotagao Rs.
Consequentemente, xx, 1, que pertence ao grupo G, sofre agdo apenas de R;. Isso basta
para afirmar que by, o, que liga xp, o a x,_1, foi atualizada. Acontece que essa ligacao
¢é justamente encarada como eixo de rotagdo de Ry e usada para criar o vetor unitario
necessario para esta matriz. Portanto, se usarmos a ordem Ry, devemos nos atentar a
isso e construir Ry a partir da ligacao b§€2_2. Essa abordagem, geralmente descrita por um
produto R, --- Ry, é conhecida como propagacao direta. Na Figura 23, uma ilustracao

do que foi dito.

Figura 23 — Ilustracao do modelo com propagacao direta, com as atualizagoes dos pontos
em verde.

“oRz,

RIQ,:kz'I Rlxkz RkaZ',I —

R R

1 / @ " 1 @ 3
st T, Thes3 Trso Ty 1 T

2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por outro lado, a ordem R; R, usa simplesmente by,_» como base para construir
o eixo de rotacao de Ry. Com isso, nao héa necessidade de buscar os pontos atualizados
para construi-la. Essa abordagem, geralmente escrita como R; --- R,,, é conhecida como

propagacao reversa e esta representada na ilustracao da Figura 24.

Figura 24 — Tlustracao do modelo com propagacao reversa, com as atualizagoes dos pontos

em verde.
Rlx’.czr_'_{, — --5-R1Rz’5k2
. _eRn [ _ema
Lres T2 Tyt T, T3 ; xklz_z Lres1 T,

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Ou seja, a principal diferenca entre as duas abordagens é que, com a propagacao
direta, uma rotacao altera o posicionamento dos pontos que serao usados para calcular
os eixos das rotacoes seguintes, enquanto que a propagagao reversa utiliza-se apenas dos
pontos da estrutura original para construir todos os eixos de rotacao. Isso indica uma maior
suscetibilidade para acumulacao de erros de arredondamento quando se usa a propagacao
direta. Mengoes a essas duas abordagens também podem ser encontradas em (CHY'S;
CHACON, 2012; CAMARGO, 2021).

Voltando a atualizagao das coordenadas dos pontos x,,, em que ko < m < ks,

isso se da, com a propagacao reversa, por meio do seguinte calculo:

l';n = RlRQ(ZL‘m — IL‘m_l) + x;n—l'

Da mesma forma, se invertermos a ordem das matrizes R; e alterarmos devidamente os

eixos de rotacdo que forem necessarios, temos a versao com a propagacao direta.

O procedimento descrito até aqui segue analogamente até que nao haja mais

angulos de torcao para serem atualizados.

Essa forma de se aplicar as translacoes, em que, para cada ponto que precisa
ter seu posicionamento atualizado, cria-se um vetor de ligacao, aplica-se uma rotacao e,
por fim, uma translagdo, é o que (CAMARGO, 2021) chama de um modelo de atualizagao
que faz uso de Translacoes Finais. Mais a frente, apresentaremos uma outra forma de se

obter um resultado equivalente.

Mas antes, vamos partir para as especificidades de cada tipo de rotagdo que se
aplica ao processo descrito acima, também observando cada abordagem de propagacao.
Primeiramente, vamos usar as matrizes de rotacao apresentadas na se¢ao 2 do capitulo
anterior. Para crid-la, precisamos de um angulo ¢ e do vetor unitario u, dado por (3.2).

Portanto, temos que

cos+ us(1 — cosg)  uzu, (1l — cosg) — u,send uzu,(1 — cosp) + u,seng
R = | uzuy(1 — cosp) + uyseng  cosp + uz(l — c0SQ) uyu, (1 — cosp) — uysend

ugu, (1 — cosp) — uyseng  uyu, (1 — cosd) + uzsend  cose + u(1 — cose)

Abaixo, o Algoritmo 1 utiliza-se dessa matriz. Adotamos o nome “Rotagoes
Simples” para ir de acordo com a nomenclatura usada por (ZHANG; KAVRAKI, 2002;
CHOI, 2006). Também representamos por Cc as coordenadas cartesianas e Cc’ a sua
atualizacao. Além disso, P representa as posi¢oes dos angulos de tor¢ao que serao alterados

e as respectivas alteracoes sao dadas pelos angulos que compoem o conjunto A.
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Algoritmo 1 — Atualizagdo de coordenadas cartesianas usando Rotagoes Simples
e Translagoes Finais.
Entrada: Cc = {21, 22, , 2}, P = {ki, ko, -+ kp}t, A= {bk), o, b1, }
Saida: C¢ = {f, x5, -+ , 2}

1 inicio

2 ocd «+— Cg;
3 | R < I3x3;

4 parai=1,---  p faca

Tp;—1 — T;—2
5 U—
||'Tk1‘*1 - xki*QH

6 Calcular a matriz R usando o angulo ¢y, e o vetor u como eixo;

7 R[i] — R[i,l]R;

8 para k; < m < k;y, faca

! !

9 ‘ Ty, — Rpg(Tm — 2p,21) + 2,4
10 fim

11 fim
12 fim

O algoritmo acima esta escrito baseado na propagacao reversa de rotacoes.
O equivalente a ele, levando em conta a propagacao direta, é conseguido realizando as

seguintes adaptagoes:

o Na linha 5 do Algoritmo 1, defina

/ /
Lhi—1 — LTp—2

u =
1251 = @ ol

e Na linha 7, faca

Ry = RRji-1).

Assim como o Algoritmo 1, todos os outros neste capitulo serdo escritos usando
a propagacao reversa de rotacoes. A adaptacao para propagacao direta, em cada um deles,

sera analoga ao que fizemos acima.

Vamos fazer uma breve andlise sobre o custo computacional do Algoritmo 1 por
meio da contagem de operacoes, desconsiderando as multiplicacoes por 1 e somas por 0,
bem como o calculo de operagoes trigonométricas, comuns a todos os métodos. Portanto,
considere n, o nimero de angulos de tor¢ao alterados e n, a quantidade de pontos que

devem ser atualizados.

No que se refere a contagem de operagoes, as abordagens com propagac¢ao
reversa e direta nao tém nada diferente sendo a ordem do produto entre as matrizes e os
pontos usados para construir os eixos. Entao, fazendo uma andlise conjunta, temos que,
para cada angulo de tor¢ao que se altera, sao necessarias: 3 somas e 3 divisdes para calcular

o eixo de rotacao; 15 multiplicagoes e 10 somas para gerar a matriz R; 27 multiplicagoes e
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18 somas para calcular o produto das matrizes. Assim, temos ao todo 45 multiplicagoes e
31 somas. Além disso, cada atualizagao de um ponto custa 9 multiplicagdes e 12 somas.
Portanto, o método de Rotacoes Simples com Translagoes Finais possui uma estimativa

de custo computacional de 76 n, + 21 n, operacoes.

Uma outra versao para o Algoritmo 1 pode ser conseguida utilizando o Espago
Homogéneo. No final do capitulo passado, vimos que a utilizacao do Espago Homogéneo
permite a linearizacao da translacao, de modo que ela pode ser descrita, juntamente com a
rotacao, em um tnico operador. Dessa forma, surge o modelo com Translagoes Encaixa-
das, apresentado em (THOMPSON, 1967) e assim denominado em (CAMARGO, 2021),
em que utiliza-se de um tinico operador para o processo de atualizagao das coordenadas

de todos os pontos de um mesmo grupo de atomos.

A adaptacao para Translagoes Encaixadas do processo descrito até aqui comeca

pelo fato de que a expressao (3.3) pode ser reescrita como

Ty, = Ry(Tm — Tpy—1) + @, 1. (3.4)

Pode-se observar que, em geral, x,, — xx,—1 nao corresponde a uma ligacao
covalente. Mas, mesmo assim, nao ha problema, pois ainda que esses pontos nao sejam
consecutivos, sabemos que a distancia entre eles permance fixa apds uma alteracao no
angulo de torcao v, , ja que xx, 1 € usado para construir o eixo de rotacao de R;. Vimos

isso no item 2 da analise feita na primeira secdo deste capitulo.

Dessa forma, podemos simplificar o processo descrito pela equagao (3.4), que
indica a necessidade de realizar uma primeira translacao por —z, 1 a x,,, seguida de uma
rotacao desse segmento por Ry, e depois outra translacao, dessa vez por xx, 1 ao segmento

rotacionado. Matricialmente, e com auxilio do Espagco Homogéneo, isso é expresso da

()=o) G ) ()

no qual o produto dessas trés matrizes entre os colchetes resulta em

M, = 71 xﬁgrl—Rﬂkl—l .
0 1

Claro, essa ideia também se estende para o caso em que temos n matrizes de

seguinte forma:

rotacao compostas através do produto matricial. Para sintetizar o processo que envolve

esse modelo, apresentamos o Algoritmo 2.
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Algoritmo 2 — Atualizagdo de coordenadas cartesianas usando Rotagoes Simples

e Translagoes Encaixadas.

10

11

12

13

Entrada: Cc = {21, 22, , 2.}, P = {ki, ko, -+ kp}t, A= {bky, o, 5 b1, }
Saida: C¢ = {z, x5, -+ , 2}
inicio
ocd +— Cc;
Ryg) — I3x3;
parai=1,---  pfaca
Tr;—1 — Thy—2 |
||'Tk1‘*1 - xki*QH 7
Calcular a matriz R usando o dngulo ¢y, e o vetor u como eixo;
R[i] — R[i,l]R;
t+— .’E;6171 — R[i]mkrﬁ

M; +— R,[i] i ;
0 1

para k; < m < k;y, faca

U <—

‘ zl — Mz,
fim

fim

14 fim

Novamente, com uma analise conjunta para as versdes com cada uma das
propagagoes de rotagoes, temos: 3 somas e 3 divisdes para calcular o eixo de rotagao; 15
multiplicagoes e 10 somas para gerar a matriz R; 27 multiplicagoes e 18 somas para calcular
o produto das matrizes; e 9 multiplicagoes e 9 somas para calcular o vetor de translacao.
Assim, temos ao todo 54 multiplicagoes e 40 somas. Além disso, cada atualizacdo de um

ponto custa 9 multiplicagoes e 9 somas. Portanto, uma estimativa de custo computacional

de 94 n, + 18 n, operacgoes.

Por outro lado, ao invés de usar as Rotagoes Simples, podemos obter os mesmos

resultados usando a representagao matricial da rotacao com os quatérnios. Depois de

calcular o vetor unitario u, construimos o quatérnio

¢
= [ cos=, sen—u,, sen—u,, sen—u, | ,
1 ( 277"y gl g

de modo que vamos considerar ¢ = (qo, ¢1, G2, G3)-

Resta acrescentar que, ao invés de compor duas matrizes de rotagao, vamos

fazer o produto dos dois quatérnios primeiro para, s6 depois, construir a matriz que

representa a rotagao com quatérnios:

1
qé’ + Q% 5 192 — G093 4193 + qoq2
1
R =21 ¢192 + qoygs qS + q§ 3 4243 — Goq1

1
4193 — Q092 2G93 + Qo1 qS + %2, 3




Capitulo 3. Atualizag¢io de Coordenadas Cartesianas

52

O Algoritmos 3 e 4, respectivamente com Transla¢oes Finais e Translagoes

Encaixadas, resumem os processos que envolvem a representacao matricial da rotagdo com

os quatérnios.

Translagoes Finais

Algoritmo 3 — Atualizacao de coordenadas cartesianas usando Quatérnios e

z / / / /
Saida: Cc = {a}, 2}, -+ 2} }

1 inicio
2 od + Cc;
3 | qo < (1,0,0,0);
4 parai=1,---,p faca
5 u Tp;—1 — Th;—2 ;
||$k1—1 - $k1—2||
6 q +— (cos 4252;%7 sen ¢2k1uz, sen gb;luy, sen gb;luz);
7 qi) < qu-1 * G,
8 Calcular a matriz R a partir do quatérnio qp;
9 para k; <m < k;y, faga
10 &y, — R(Tp — Tpm1) + @,y
11 fim
12 fim
13 fim

Entrada: Cc = {1’1,1'27' o 7xn}7 P = {k17k27' o 7kp}7 A= {¢k‘17¢k27" .

7¢kp}

Translacoes Encaixadas

Algoritmo 4 — Atualizacdo de coordenadas cartesianas usando Quatérnios e

Saida: Ccd = {z},z},--- , 7],
1 inicio
2 Cocd «+—— Cg;
3 | qo <— (1,0,0,0);
4 parai=1,--- pfaca
5 U Tg;—1 — Th;—2 :
||-”L'kr1 - ~7Ukﬁ2||
6 q +— (cos ngki, sen (Z;ki Uy, sen (Z;ki Uy, sen (Z;ki Us);
7 qri) < qli-1] * g,
8 Calcular a matriz R a partir do quatérnio qp;
9 t<— ), — Ry, _1;
10 M; +— (R t);
0 1
11 para k; <m < k;y, faca
12 ‘ zl — Mz,
13 fim
14 fim
15 fim

Entrada: CC = {xlvz% T 75671}7 P = {k17k27 e 7k17}7 A = {¢k17¢k27 e

s Pk, }

Para o Algoritmo 3, temos: 3 somas e 3 divisoes para calcular o eixo de rotacao;

3 multiplicagoes e 1 divisao para calcular o quatérnio; 16 multiplicagoes e 12 somas
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para determinar o produto de dois quatérnios; 10 multiplicagoes e 10 somas para criar a
representacao matricial da rotacao usando quatérnios. Logo, cada angulo de torcao alterado
gera um custo de 33 multiplicacoes e 25 somas. Por outro lado, para cada ponto que deve
ser atualizado, sao necessarias 9 multiplicagoes e 12 somas. Portanto, essa abordagem gera

um custo de 58 n, + 21 n, operagoes.

Ja para o Algoritmo 4, sdo: 3 somas e 3 divisoes para calcular o eixo de rotacao;
3 multiplicagées e 1 divisao para calcular o quatérnio; 16 multiplicagoes e 12 somas
para determinar o produto de dois quatérnios; 10 multiplicagoes e 10 somas para criar a
representacao matricial da rotacao usando quatérnios; e 9 multiplicagoes e 9 somas para
calcular o vetor de translacao. Logo, cada angulo de torcao alterado gera um custo de 42
multiplicagoes e 34 somas. Por outro lado, para cada ponto que deve ser atualizado, sao
necessarias 9 multiplicacoes e 9 somas. Dessa forma, temos um custo de 76 n, + 18 n,

operacoes.

Nota-se um custo menor nessas abordagens envolvendo quatérnios quando
comparadas com as Rotacgoes Simples. Isso se deve ao fato de que compor quatérnios é

mais barato computacionalmente do que compor as matrizes de rotagao que lidamos.

A utilizacao das Translagoes Finais ainda nos abre a possibilidade de usar um
método em que trabalhamos com os quatérnios de forma nativa, sem converté-los em

matrizes. Dessa forma, surge mais um algoritmo:

Algoritmo 5 — Atualizagdo de coordenadas cartesianas usando Quatérnios
nativamente e Translacoes Finais.
Entrada: Cc = {21, 22, - , 25}, P = {ki, ko, -+ kp}t, A= {dn), hor -+ b1, }

Saida: C¢ = {!, x5, -+ , 2}

1 inicio
2 Ccd +— Cg;
3 | qo < (1,0,0,0);
4 parai=1,--- pfaca
5 w e Sl T iz
[Er——
6 q +— (cos ¢2k", sen ¢2ki Uy, Sen %Uw sen 2” u.);
7 qu < qu-11* ¢
8 para k; <m < k;1; faca
9 t<— Ty, — Tpy—1;
10 I qpiy * (0,11, 15, t3) * q[;]l;
11 al — a1+ (I, 13, 14);
12 fim
13 fim
14 fim

Na contagem de operagoes, temos: 3 somas e 3 produtos para calcular u; 4

produtos para calcular ¢; 16 produtos e 12 somas para calcular g;). Além disso, 3 somas
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para calcular ¢; 28 produtos e 20 somas para calcular [; 3 somas para calcular .CE; Com

isso, ao todo temos 38n, + 54n, operacoes.

3.3 Testes Computacionais

Realizamos alguns testes computacionais com cada um dos algoritmos apre-
sentados neste capitulo, com o auxilio do software Wolfram Mathematica. Uma primeira
situacao investigada € se as solucoes obtidas com os métodos correspondem, experimental-
mente, ao esperado. Uma das maneiras de se fazer isso é tomando os conjuntos de angulos
de torgao originais (1) e atualizados (¢'), juntamente com as alteragoes impostas (¢). A
ideia é averiguar se realmente é observado experimentalmente que ¥; + ¢; = v}, para todo
1, apo6s o processamento do algoritmo. Pensando em facilitar a realizacao do experimento
com um numero satisfatério de situagoes, vamos investigar se de fato observamos que
Hw: — il = [|¢il|.

Para realizar esse experimento, consideramos uma molécula hipotética de
proteina de 1000 atomos e impomos 100 diferentes altera¢des nos dngulos de torcao, com
a quantidade de angulos alterados variando de 1% a 30% do total e o intervalo de valor
dentro do intervalo de [—1, 1]. Para cada um dos 100 casos de alteragoes, obtemos as
coordenadas dos pontos atualizados e, entao, calculamos os angulos de tor¢ao da estrutura
gerada. O grafico da Figura 25 apresenta os resultados utilizando o Algoritmo 1 com a

Propagacao Reversa.

Figura 25 — Norma da diferenca entre os dngulos de tor¢ao originais e atualizados (||¢'—]|)
em fungao da norma das alteragoes nos angulos de torgao (||4[|). Em azul, os
valores obtidos em cada simulagdo; em cinza, a reta identidade.

e - gl

10+
8l

G-

=

2 4 6 8 10

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como esperado, a igualdade ||t} — ;|| = ||¢;]| foi observada, porque os resul-
tados de cada simulagao estao aparentemente sobre a reta identidade, que representa a
igualdade de valores nos dois eixos. Podemos ainda verificar a distancia entre os valores
obtidos em |[¢); — ;|| e ||#;|| para averiguar o quio proximos estao. Na Figura 26, um

grafico que representa isso.
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Figura 26 — Diferenga entre as normas ||¢); — ;|| e |||

e "= wi 1111 @ 11
1.x10" M
B.x10-13}
ﬁ.X10_15'
4.x10-13}
L] L] L]
{ I [ ] L ] “ee J
i Ll Bl e e S I S T i
- I-‘-I -. - e - - - - -
- - ' - ates e o .f. .-.
* i e L N 0l e e
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Com os resultados na ordem de 10™'%, podemos concluir que de fato o Algoritmo

1 realiza o que se propoe: as devidas alteracoes nos angulos de torcao.

Um caminho natural é realizar o mesmo procedimento para os demais algoritmos
e verificar se eles também correspondem as expectativas no que diz respeito as solugoes.
Isso foi feito e os resultados encontrados foram semelhantes aos obtidos acima. Entretanto,
tendo em vista outras possiveis andalises a serem feitas, vamos usar uma métrica de
similaridade de estruturas de proteinas conhecida como “RMSD”, do inglés Root Mean
Square Deviation (raiz quadrada do desvio quadratico médio) para comparar os demais

algoritmos com o Algoritmo 1.

O RMSD é uma das medidas mais utilizadas para comparar a similaridade entre
duas estruturas sobrepostas. Encontrada, por exemplo, em (KUFAREVA; ABAGYAN,
2012), juntamente de outras métricas de similaridade estrutural, o RMSD retorna um
valor, em A, no intervalo [0, 00). Quanto mais préximo de 0, maior a similaridade entre as

estruturas. O calculo é feito por meio da férmula

RMSD = | =342, (3.5)

em que 9; ¢é a distancia entre os atomos na posicao ¢ de cada uma das duas estruturas.

Para realizar o experimento, consideramos novamente uma molécula hipotética
de proteina de 1000 atomos e vamos impor 100 distintas alteragoes em parte dos seus
angulos de torcao, tal qual foi feito no experimento anterior. Como ja realizamos testes
sobre a precisao do Algoritmo 1, vamos tomé-lo como referéncia e comparar os demais a
ele. A Figura 27 mostra os valores do RMSD calculados com os resultados obtidos com o

Algoritmo 1, considerando as propagacoes reversa e direta.

Em seguida, apresentamos também as comparagoes entre o Algoritmo 1 e os

Algoritmos 2, 3, 4 e 5, presentes na Figura 28.

De fato, os resultados presentes na Figura 28 indicam que os Algoritmos 2, 3,
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Figura 27 — Valores obtidos do RMSD na comparacao das versoes do Algoritmo 1 com as
propagacoes reversa e direta.

A
1078 ¢ .

0 20 40 60 80 100

Fonte: Elaborado pelo autor.

4 e 5, independentemente do tipo de propagacao de rotacoes, produzem solugdes proximas

aquelas encontradas com o Algoritmo 1, como era esperado.

Pode-se notar ainda que as abordagens com a propagacao direta apresentam
maiores valores de RMSD na comparagao com o Algoritmo 1 do que as abordagens com a
propagacao reversa. Isso significa que as estruturas resultantes dos algoritmos que envolvem
a propagacao direta sao menos similares que do que os da reversa. De fato, esses valores
sao pequenos, mas abrem precedente para diferencas maiores, principalmente ao envolver
proteinas com mais atomos e mais alteragoes em angulos de torcao. Essas diferencas
entre as duas propagagoes eram esperadas, uma vez que a propagacao direta se utiliza de
pontos recém atualizados para construir os eixos de rotacao, tornando-se mais suscetivel a
acumulacao de erros de arredondamento. Por isso, daqui em diante trabalharemos apenas

com as abordagens com propagacao reversa.

Por fim, também nos interessamos em investigar se ha alguma diferenca, em
termos de precisao, entre os algoritmos que envolvem Translacoes Finais e Translagoes
Encaixadas. Para isso, com os mesmos dados usados dos experimentos anteriores, buscamos
ver se os Algoritmos 1 e 2 retornam solugoes préximas, ja que sao baseados no mesmo
tipo de procedimento, se diferindo apenas pelo fato de que um usa Translagoes Finais e
o outro, nao. O mesmo faremos para os Algoritmos 3 e 4. Assim como feito no primeiro
experimento, queremos verificar o quao préximos estdao os valores ||v); — ;|| e ||¢;]| para

cada dupla de algoritmos. Isso esta apresentado no grafico da Figura 29.

O que pode-se perceber com o resultado deste experimento é que nao ha
diferencas significativas, em termos de precisdo, entre a utilizagdo das Transla¢es Finais

ou das Translagoes Encaixadas.
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Figura 28 — Valores obtidos do RMSD na comparagao entre o Algoritmo 1 (com Propagagao
Reversa) e os Algoritmos 2, 3, 4 e 5, cada um com as duas versoes de propagagao
de rotagoes.

A A
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10-12- 10-12¢
Prop. Reversa - Prop. Reversa
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(a) Em azul, os valores de RMSD obtidos na com-
paragdo Alg. 1 x Alg. 2 (prop. reversa); em ama-
relo, Alg. 1 x Alg. 2 (prop. direta).

107
1076
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(¢) Em azul, os valores de RMSD obtidos na com-

paracdo Alg. 1 x Alg. 4 (prop. reversa); em ama-
relo, Alg. 1 x Alg. 4 (prop. direta).

(b) Em azul, os valores de RMSD obtidos na com-
paragdo Alg. 1 x Alg. 3 (prop. reversa); em ama-
relo, Alg. 1 x Alg. 3 (prop. direta).

A
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(d) Em azul, os valores de RMSD obtidos na com-
paracdo Alg. 1 x Alg. 5 (prop. reversa); em ama-
relo, Alg. 1 x Alg. 5 (prop. direta).

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.4 Exemplo detalhado

Separamos essa secao para tratar um exemplo de atualizagdo de coordenadas
cartesianas para um caso hipotético em que temos uma molécula pequena, de 8 atomos.
Seguimos todas as hipoteses elencadas no capitulo 1 para que a situacao se assemelhe,
apesar das limitagoes, ao que acontece na realidade. Além disso, o exemplo sera apresentado
com base nos Algoritmos 1 e 3 e, sempre que necessario, faremos distingao das diferencas

nas etapas usando Rotagoes Simples e Quatérnios.

Partimos de um conjunto de coordenadas internas em que fixamos como
1.5 A as distancias de ligacdo d; e 1.91 rad os angulos de ligacdo 6;. Os de torcao 1

foram escolhidos aleatoriamente dentro do intervalo de [—7, 7]. Também observamos que
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Figura 29 — Diferengas entre as normas |[¢); — ;|| e ||#i|| em cada uma das duplas de

algoritmos.
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(a) Em azul, os resultados obtidos com o Algo-
ritmo 1, com Translagoes Finais; em amarelo, os
resultados obtidos com o Algoritmo 2, com Trans-
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(b) Em azul, os resultados obtidos com o Algo-
ritmo 3, com Transla¢ées Finais; em amarelo, os
resultados obtidos com o Algoritmo 4, com Trans-

lacdes Encaixadas. lacdes Encaixadas.

Fonte: Elaborado pelo autor.

dy =01 = 0y = ) = 1hy = 13 = 0. Assim, os angulos de torcao escolhidos foram

{0,0,0,—2.88422, —2.91555, —0.772891, 2.84816, —0.3755}.

Entao, a partir disso, fizemos a conversao de coordenadas, usando um dos

métodos apresentados em (CAMARGO, 2021), e encontramos os seguintes pontos:

z; = (0,0,0); x5 = (—4.03, —2.78186, —0.0565105);
zg = (—1.5,0,0); z6 = (—3.08706, —3.84464, —0.537505);
x5 = (—1.9991, —1.41453,0); x7 = (—3.43632, —5.15192, 0.109821);
x4 = (—3.45517, —1.43003, —0.360054); a5 = (—4.21596, —4.89468, 1.36521).

Vamos supor agora que queremos impor duas alteragoes em angulos de torgao:
¢4 = 0.2 rad e ¢pg = 0.4 rad. Com isso, temos 3 grupos de dtomos: G, representado pelos
pontos que nao precisam ser atualizados (z1, 23 e x3); G, com os pontos que s6 recebem a
aplicagao de uma rotagao (z4 e 5); e Gy, composto por g, T7 € T, que recebem a atuagao

de duas rotagoes. Sobre a atualizacao de todos os pontos que compdem Gy, devemos:

1. Determinar o vetor unitario u que sera entendido como eixo de rotagao:

w= x?’l_;? — (—0.332736, —0.94302,0).

2. Determinar a matriz de rotacdo Ry usando ¢4 e u. Com Rotagoes Simples, fazemos

a construcao de acordo com (2.4). Com a representacao matricial dos quatérnios,
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dado por (2.16), primeiro encontramos ¢ = cos?, sen?um sen?uy, sen;uz

(0.995004, —0.0332182, —0.0941449, 0). Em ambos os casos, temos

®4 O4 ®4 ®4 )

0.982273  0.00625465 —0.187349
Ry =] 0.00625465 0.997793  0.0661045
0.187349  —0.0661045 0.980067

3. Calcular o vetor de translagio ¢t = 25 — Ryx3. Como x3 ndo precisou ser atualizado,
consideramos x5 = x3. Depois disso, determinamos a matriz do Espago Homogéneo

que incorpora rotagao e translacao:

0.982273  0.00625465 —0.187349 —0.0265898
0.00625465  0.997793  0.0661045 0.00938197
0.187349  —0.0661045 0.980067 0.281024
0 0 0 1

t:Ié—R1I3:>M1:

4. Aplicar M; aos pontos x4 e x5, obtendo

2 = M, - 24 = (—3.362, —1.46291, —0.624644);
vl = My - x5 = (—3.99196, —2.79528, —0.345484).

Finalizado o processo de atualizacao dos pontos do grupo Gy, seguimos para

as atualizacoes dos pontos que representam o grupo de atomos Gs. Para isso, temos que:

1. Determinar o vetor unitario u que sera entendido como eixo de rotacao:

Ty — Ty

5 (—0.383221, —0.901216, 0.202362).

u =

2. Determinar a matriz de rotacdo R, usando ¢g e u para o método de Rotagoes Simples.

Para os Quatérnios, essa etapa é pulada. Logo,

0.932654 —0.0515408 —0.357072
Ry =] 0.106066 0.985175 0.134837
0.344829 —0.16363  0.924294

3. Compor todas as matrizes de rotagao calculadas até aqui por meio do produto
matricial, caso o método seja com Rotacoes Simples. J& com os Quatérnios, depois
de encontrar ¢ = (0.980067, —0.0761343, —0.179044, 0.0402032) a partir de ¢g e u, o
compomos com o quatérnio encontrado anteriormente. S6 depois disso, criamos a

matriz de acordo com (2.16). Em ambos os casos, temos

0.852181 —0.0138093 —0.523064
Ry =1 0.13446  0.971861 0.193406
0.505675 —0.235149  0.830059
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4. Calcular o vetor de translacao t = x5 — Rpyxs. Depois disso, determinamos a matriz

do Espaco Homogéneo que incorpora rotacao e translagao:

0.852181 —0.0138093 —0.523064 —0.625648

0.13446  0.971861 0.193406  0.461107

0.505675 —0.235149  0.830059 1.08514
0 0 0 1

t:ZEé —R[Q]Z‘5 i M2 =

5. Aplicar My aos pontos xg, 7 € rg. Com isso, obtemos as atualizacoes destes:

ol = My - w6 = (—2.92214, —3.79439, —0.0180029):
ah = My - z7 = (—3.54032, —4.98665, 0.650106);
zh = My - x5 = (—4.86491, —4.59868, 1.23742).

Dessa forma, obtivemos o mesmo resultado para a atualizagdo dos pontos dados,
tanto com as Rotagdes Simples, quanto com os Quatérnios. Isso tudo é um bom indicio de

que o processo atendeu as exigéncias pedidas, mas ainda ha outras a verificar.

Vamos comecar analisando as matrizes de distancias para cada conjunto de
coordenadas: as dadas inicialmente e as atualizadas. Nessas matrizes, vamos poder ter acesso
as distancias entre cada par de pontos. Como matrizes de distancias sdo simétricas, vamos

considerar apenas a parte triangular superior. Logo, para os pontos dados inicialmente,

temos

0 1.5 244894 3.7567 4.89723 4.95985 6.19376 6.60272
0 1.5 2.44894 3.76069 4.19391 5.50488 5.76178
0 1.5 2.44894 2.71624 4.00571 4.34622
D, = 0 1.5 2.44894 3.75148 3.9445
0 1.5 2.44894  2.5534
0 1.5 2.44894

0 1.5

0

J& para as coordenadas atualizadas:

0 1.5 244894 3.71932 4.88556 4.78922 6.15006 6.80782

0 1.5 244894 3.76069 4.05219 5.42699 5.8311
0 1.5 2.44894 2.55266 3.94437 4.45902
D, — 0 1.5 2.44894 3.75148 3.9445
0 1.5 2.44894  2.5534
0 1.5 2.44894

0 1.5

0
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Podemos ver claramente que as distancias r;_; ;, para 2 <@ < n, e r;_y;, para
3 <i < n, permaneceram as mesmas. Podemos ter mais informacoes do que mudou de

uma matriz para outra se fizermos a subtragao a seguir. Logo,

0 0 0 0.0373875 0.0116641 0.170626 0.0437022 —0.205095

0 0 0 0 0.141726 0.0778854  —0.0693173

0 0 0 0.163586 0.0613447  —0.112795

Dy — D, — 0 222510710 —4.44 « 10*1§ 0 4.44 % 10716
0 —4.44 %1071 —4.44 %1076 0

0 0 4.44 % 10716
0 0
0

A menos de pequenos residuos da ordem de 107, o resultado atendeu o que
foi previsto no inicio deste capitulo, quando do estudo das alteragoes em distancias devido
a uma alteracao num angulo de torcao v¢,. Vimos que r; ; nao se altera quando ¢,j < k e

quando ¢,j > k — 2, de modo que s6 mudam as distancias r; ; parat <k —3e j > k.

Por fim, uma tultima comparagao. Relembremos que os angulos de torcao

originais eram os seguintes
{0,0,0,—2.88422, —2.91555, —0.772891, 2.84816, —0.3755},

enquanto que os angulos de tor¢ao calculados a partir das coordenadas atualizadas sao
{0,0,0,—2.68422, —2.91555, —0.372891, 2.84816, —0.3755}.

Isso atende ao que querfamos, que era ter 1) = 1, + 0.2 rad e 5 = s + 0.4 rad.
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4 Algebra Geométrica Conforme

No capitulo passado, estavamos interessados em estudar alguns métodos cléssi-
cos para a atualizagdo da estrutura 3D de moléculas, em que a manipulagdo das coordenadas
cartesianas dos pontos que representam atomos era feita por meio do uso de matrizes de
rotacdo e de quatérnios. Por conta disso, no capitulo 2 foi feita uma fundamentacio sobre
alguns aspectos tedricos para cumprir esse objetivo. A partir de agora, a proposta é seme-
lhante, mas com o auxilio da Algebra Geométrica. Dessa forma, o presente capitulo serd
destinado a outra breve fundamentacao. Inicialmente, vamos abordar a versao euclidiana

espacial da Algebra Geométrica para, s6 depois, adotar o Modelo Conforme.

4.1 Algebra Geométrica

A Algebra Geométrica é um ramo relativamente novo da Matematica que se
constitui como um poderoso sistema ao englobar, sob a mesma estrutura, algumas ideias
matematicas importantes, como os quatérnios, a Algebra de Grassmann, entre outros,

oferecendo uma linguagem universal para solucionar problemas geométricos.

O surgimento da Algebra Geométrica veio como consequéncia das ideias de
Hermann Grassmann, matematico alemao do século XIX que, dentre outras coisas, definiu
a nocao de produto interno, relacionando dois vetores a um escalar, e produto externo,

gerando segmentos de planos orientados a partir de dois vetores linearmente independentes.

Duas vertentes surgem, ainda no século XIX, a partir das ideias de Grassmann:
o Calculo Vetorial, desenvolvido de forma independente pelo americano Josiah Gibbs
e pelo inglés Oliver Heaviside; e a Algebra Geométrica, também chamada Algebra de
Clifford, cuja alcunha se deve ao seu fundador, o inglés William Clifford. Por um lado, o
Calculo Vetorial ganhou grande notoriedade na comunidade cientifica no final do século
XIX, apesar de utilizar a ideia de espagos vetoriais ao invés de espacos multivetoriais,
como sugeriam as ideias de Grassmann; por outro lado, motivada pelo falecimento do seu
idealizador aos 34 anos (e apenas um ano ap6s o inicio do desenvolvimento da teoria), a
Algebra Geométrica nao teve grandes avancos por quase um século e ficou, de certa forma,
praticamente esquecida na comunidade cientifica. Foi quando o fisico americano David
Hestenes retomou o desenvolvimento da teoria, marcado pela publicagao do livro “Space-
Time Algebra” (HESTENES, 1966), e passou a atuar de forma ativa na disseminagao
da Algebra Geométrica pela comunidade cientifica. Um outro trabalho notério nesse
sentido foi (HESTENES, 1987), em que Hestenes utilizou a Algebra Geométrica para

a reescrita da mecanica classica. Desde entdao, a Algebra Geométrica se tornou uma
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area emergente da Matematica, apresentando-se como uma alternativa de abordagem em
diversas aplicagoes, como em robotica, computagao grafica e geometria molecular. Esses e
outros fatos detalhados podem ser encontrados em (FERNANDES; LAVOR; OLIVEIRA,
2017).

4.1.1 Produtos Interno e Externo

Entre as contribuicdes de Grassmann que foram incorporadas a Algebra Ge-
ométrica, estdo os produtos interno e externo. Ja dissemos que eles associam cada par
de vetores a, respectivamente, escalares e segmentos de planos orientados. Agora, vamos
abordar um pouco mais a ideia deles, o tanto quanto for preciso para seguirmos em frente.
Mais detalhes podem ser encontrados em (KANATANI, 2015; FERNANDES; LAVOR,;
OLIVEIRA, 2017).

Em geral, um produto interno entre vetores (denotado por -) retorna um valor
escalar que depende da métrica assumida. Independentemente dessa escolha, esse produto

atende as seguintes propriedades, para quaisquer a,b,c € R* e A € R:

comutatividade : a-b=0b-a,
distributividade : a-(b+c¢)=a-b+a-c,
homogeneidade : a - (Ab) = A(a - b).

-

E comum ver uma quarta propriedade ser incorporada a essa definicao: a
positividade, de modo que a-a > 0, em que a igualdade ¢é assegurada quando a ¢ um vetor
nulo. Quando essa propriedade ¢ inclusa, temos uma métrica Fuclidiana. Entretanto, ressal-
tamos que estamos tratando de um produto interno mais geral, em que a positividade nao
precisa, necessariamente, ser satisfeita. Em (FERNANDES; LAVOR; OLIVEIRA, 2017),
encontramos referéncias a métricas pseudo-Euclidianas, enquanto que em (KANATANTI,

2015) diz que, ao perder a positividade, temos uma métrica nao-Euclidiana.

Apesar dessa distin¢ao, vamos inicialmente adotar um produto interno que
observa justamente a positividade: o produto interno canénico (ou usual). Vamos fazer essa
escolha porque queremos apresentar a versao euclidiana espacial da Algebra Geométrica.
A atuacao desse produto nos vetores eq, €5 € e3 é entdo definida pelo delta de Kronecker:

1, sei=yj,
ei-ej =0 = (4.1)
0, sei#j.

Por outro lado, o produto externo nao depende de métrica. Denotado pelo
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simbolo A, possui as seguintes propriedades, para quaisquer a,b,c € R? e X € R:

anticomutatividade : a Nb= —bA a,
distributividade : a N (b+c¢)=aANb+aAc,
homogeneidade : a N (Ab) = A(a A b)
associatividade : a N\ (bAc) = (aNb)Aec.

Como consequéncia disso, a atuacao do produto externo na base canénica do
R? se dé& pelas seguintes relacoes (KANATANI, 2015):

61/\61262/\62263/\63:0. (42)

62/\63 == —63/\62, 63/\61 = —61/\83, 61/\62 == —62/\61. (43)

Pode-se perceber que a propriedade anticomutativa desempenha um forte papel
ao se utilizar esse produto. De fato, as relagdes de (4.3) sdo apenas um caso particular dessa
propriedade e as igualdades de (4.2) sao uma consequéncia. Note que se a A a = —a A a,

entao a A a = 0. Em particular, isso se reflete nos vetores de base.

4.1.2 Produto Geométrico

O mais importante e poderoso produto da Algebra Geométrica é o produto
geométrico (ou produto de Clifford). Ele é a base criativa para varios elementos que nao
se limitam apenas a escalares e segmentos de planos orientados, além de ser usado em
operagoes muito 1teis, como em rotacoes e translacoes. Além do mais, varios outros

produtos da Algebra Geométrica podem ser escritos em funcao dele.

Com o produto geométrico, possuimos as propriedades associativa e distributiva,
mas, em geral, ndo temos a comutatividade. Inclusive, apesar da anticomutatividade
também ser observada em alguns casos, ela nao vale geralmente. Um pouco disso esta
representado em (4.4) e (4.5), em que mostramos como o produto geométrico atua nos
vetores candnicos do R? (KANATANI, 2015). Nao had nenhum simbolo especifico para

denotéa-lo: basta a justaposicao dos termos e isso ja indica a sua atuacao.
2 _ 2 _ 2
e] =e5;=c¢; =1 (4.4)
€9€3 =— —€3€9, €31 — —€1€3, €169 = —€9€7. (45)

Quando for conveniente e nao houver risco de confusao, vamos representar o

produto geomeétrico e;e; por e;;.
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As igualdades em (4.4) sio consequéncia do fato de que, se v = {x1, 19, 13} € R?,
entdo v* = ||[v||* = 2% + 23 + 23. Dada a habitualidade dos produtos e}, com i = 1,2, 3,
é natural procurar entender também a natureza dos elementos e;e; presentes em (4.5),
em que i # j. Usando as propriedades do produto geométrico, temos que (LAVOR et al.,
2017)

(eiej)2 = (eiej)(eiej) = —(ejei)(eiej) = _€j<ez‘€z‘)€j = —ecjej = —1.

Como o valor resultante ¢ negativo, é fato que e;e; nao é um escalar. Pelo
mesmo motivo, se fosse um vetor, isso também nao aconteceria, pois o valor deveria
corresponder ao quadrado da sua norma. Por ser distinto dos escalares e dos vetores e ser
escrito como produto geométrico de dois vetores, chamaremos e;e; de bivetor. O produto

entre bivetores quaisquer retorna sempre um escalar.

Analogamente, temos que (LAVOR et al., 2017):
(616263)2 = (616263)<€162€3) — —€1€9€1€3€E9€3 — —<€161)<€262)(€3€3) = —1.

Apesar do resultado também ser —1, ha uma distingao entre esse elemento e
os anteriores. Se ejeqes fosse um bivetor, entdao o produto geométrico entre ele e um outro

bivetor resultaria em um escalar. Entretanto, sem perda de generalidade, temos que
(616263)(6263) — —€1€9€9€3€3 — —€1.

Uma vez que o produto geométrico entre ejesez € um bivetor resulta em um
vetor, e seguindo os argumentos anteriores, concluimos que esse elemento nao é um escalar,
nem um vetor e nem um bivetor: o chamaremos, entao, de trivetor. Naturalmente, em
espagos de dimensoes maiores, existem também os quadrivetores, os quintivetores e quantos

mais, desde que suas dimensionalidades nao excedam a do espago em questao.

E interessante ver que, com a Algebra Geométrica, passamos a trabalhar com

um espaco multivetorial, de modo que a base é composta pelos elementos de cada porg¢ao
k-vetorial (FERNANDES; LAVOR; OLIVEIRA, 2017):

{ 1, e1,ex,e3 ,ege3, €361, €160, €1€2€3 }
~~ —_———  — ——

Escalares Espaco Vetorial Espago Bivetorial Espago Trivetorial

De fato, a quantidade de elementos em cada porgao k-vetorial é dada por (i’),

de modo que o total é dado por 2°. Como (i’) = (:ﬁk), podemos pensar numa relagao
entre as porgoes k e (3 — k)-vetoriais. Na verdade, uma é o complemento ortogonal (ou
a representacao dual) da outra na versao 3D da Algebra Geométrica. Por consequéncia
disso, geralmente chamamos ejeses de pseudoescalar unitario (FERNANDES; LAVOR,;

OLIVEIRA, 2017).
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Figura 30 — Interpretacao geométrica de bivetores e trivetores gerados a partir dos vetores
da base canonica.

€,
¥ &
- 919283 \—)
« N
€
(a) Bivetor gerado pelo produto geométrico entre (b) Trivetor gerado pelo produto geométrico en-
os vetores e; e eg, interpretado como um segmento tre os vetores eq, e € eg, interpretado como um
de plano orientado. volume orientado.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma vez que possuimos essa base multivetorial, qualquer elemento da Algebra

Geométrica pode ser escrito como
m = ag + a1e1 + ases + ases + aseses + asese; + ageres + areieses, (4.6)

a depender dos escalares a;, para i =0,1,--- 7. Ou seja, um elemento genérico pode ser
visto como uma combinagao linear entre escalares, vetores, bivetores e trivetores. Conceber
a interpretacao geométrica de algo que é a soma de, por exemplo, um vetor com um
trivetor desafia a nossa capacidade de imaginacao do abstrato, mas isso acontece e é
natural na Algebra Geométrica. Claro que isso implica que, como relaciona objetos de
naturezas distintas, essa adigdo nao deve ser vista de uma forma habitual, como a adi¢do

entre escalares ou entre vetores.

Agora, note que ha algumas semelhancgas entre a forma como os produtos
interno, externo e geométrico atuam nos vetores da base canonica do R®. A equacdo (4.1)
se assemelha a (4.4), assim como (4.3) é parecida com a equagao (4.5). Isso ndo é a toa.

Esses produtos estao relacionados e mostraremos o porqué.

Considere os vetores a = (a1, as,a3) = aje; + agea + ageg e b = (by, by, b3) =
bie1 + baey + bges. Observando a equagao (4.1) e as propriedades do produto interno, temos

que

a-b=(aje; + azes + azes) - (breg + baeo + bzes)
= a1bi(e1 - 1) + arba(ey - e2) + arbs(ey - e3) + asbi(es - €1)+
+ asbo(es - e3) + asbs(es - e3) + asb(es - e1) + asba(es - e2) + asbs(es - e3)
= a1b; + asby + asbs. (4.7)

Do mesmo modo, sob as regras de (4.2) e (4.3) e as propriedades do produto
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externo, temos que

aAb=(aje; + ases + agez) A (breg + boes + bzes)
= arbier N ey + arbaer Aeg + arbser A ez + agbreg A er+
+ asboes A €3 4 asbses A eg + agbies N er + asbaes A ex 4 asbses A es

= (a2b3 — b3a2>€2 N es + (bgal — a1b3)€3 Ner+ (Cleg — bgal)el N es. (48)

J& o produto geométrico ab resulta em

ab = (a161 + (05X + CL363)<6161 + b262 + b363)
= arbieie; + arbaerey + arbseres + azbiese+
+ agboeses + asbseses + asbiese; + asbaeses + agbseses

= albl + a2b2 + (Igbg + (azbg — b3a2)€2€3 + (agbl — blag)egel + ((Ilbg — b2a1)€1€2.
(4.9)

Ao observar a presenca dos escalares a;b; na equagao (4.9), para i = 1,2,3, da
para perceber claramente que o produto interno, da equagao (4.7), estd incluso no calculo
do produto geométrico. Ao considerarmos e;e; = e; A e;, para ¢ # j, também podemos
concluir que o resultado do produto externo de a por b em (4.8) constitui a outra parte
do resultado de ab. Na verdade, essa ultima consideragao nao é uma causa, e sim uma
consequéncia da seguinte defini¢do, conhecida como equacdo fundamental da Algebra
Geométrica (KANATANTI, 2015):

ab=a-b+aAb, (4.10)

para a,b € R3.

Note que, quando os vetores a e b sao ortogonais, o produto interno é anulado e
o produto geométrico se confunde com o produto externo. Por isso que, para ¢ # j, temos
eie; = e; \ej e, entdo, as equacoes (4.3) e (4.5) se tornam equivalentes. Por outro lado, se
a e b sao paralelos, entao o produto externo é cancelado e o produto geométrico é igual ao

produto interno. Assim, a equagdo (4.4) é equivalente ao caso ¢ = j da equagao (4.1).

Portanto, foi por meio da equagao (4.10) que o William Clifford unificou as ideias
de produto interno e produto externo apresentadas pouco antes por Hermann Grassmann.
Estes dois tltimos, inclusive, podem ser escritos em func¢ao do produto geométrico. Levando

em conta que
ba = a1b1 + a2b2 + CL3b3 -+ (CLng — b2a3)€2€3 -+ (a163 — bgal)egel -+ (CLle — b1a2)€1€2,
temos

1 1
a-bzi(alH—ba) e a/\b:§(ab—ba).
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4.1.3 Rotores

Ja vimos que o produto interno entre dois vetores retorna um valor escalar que
caracteriza a relagao métrica entre eles e que o produto externo, a partir de dois vetores
linearmente independentes, gera um segmento de plano orientado. Semelhantemente,
também ¢é interessante investigar a natureza do elemento resultante do produto geométrico

entre dois vetores. Faremos isso.

Antes, suponha dois multivetores que, em relacao aquele da equagao (4.6),

possuam apenas as por¢oes (2k)-dimensionais, para k = 0, 1. Portanto, os escrevemos como

Py = ag + ajeses + asezeq + azeqes

PQ = bo + b1€2€3 + b2€361 + b3€162.

Um olhar atento aos elementos

P1 + Pg = (CLU + ajeses + asezeq + ageleg) + (bo + b1€2€3 + b2€3€1 + bgeleg)
=ag+ bo + (CL1 + 61)6263 + (CLQ + b2>€3€1 + (CL3 + b3)€1€2

P1P2 = (CL(] + a1€2€3 + a92€3€1 + a3€1€2>(b0 + b1€2€3 + b2€361 + b36162>
= CL(]bO — (llbl — a2b2 — agbg —+ (a3b0 + (lgbl — a1b2 + a0b3)6263+
+ (agby — agby — agby — arbs)eser + (aiby + aoby + azby — azbs)eres
nos permite concluir que a soma e o produto geométrico entre P, e P, além do produto
deles por um escalar, resulta sempre num multivetor com a mesma caracteristica: possuir

apenas as porgoes (2k)-dimensionais, para k = 0, 1. Isso faz com que, segundo (KANATANI,

2015), o conjunto desses multivetores constitua uma subdlgebra da Algebra Geométrica.

O destaque especial que estamos destinando a esses elementos se explica pelo

fato de que, se fizermos
i =ezes (= —eges), j=ee3 (= —eseq), k =ese; (= —eren),

néo temos outra coisa sendo a Algebra dos Quatérnios como parte da Algebra Geométrica.
Todas aquelas propriedades sobre quatérnios apresentadas em (2.6) e (2.7) sao satisfeitas

mediante o uso do produto geométrico. Sem perda de generalidade, note que de fato

jk? = (6163)(6261) = e1€1€363 = €38 = 1

k?] = (6261)(6163) — €9€3 = —1

PP = (ese2)(eges) = —egeseses = —1.
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Dessa forma, um quatérnio ¢, escrito como qy + q17 + q2J + q3k, é representado
na Algebra Geométrica por

Q = qo + qresex + ge1es + gzeqeq,

ressaltando sua vocacao para se trabalhar com rotagoes, que é assunto de extremo interesse

nesse trabalho.

Ao olhar o resultado da equacdo (4.9), pode-se perceber que o produto ge-
ométrico de a por b, em que a,b € R?, retorna um multivetor apenas com as porcoes
(2k)-dimensionais, para k = 0, 1, tal qual os quatérnios na Algebra Geométrica. Isso sugere

uma relacao entre esses elementos.

Considere a,b € R*, com a imposicao de que sejam unitarios. Entéo,

ba = (biey + baey + bses)(arer + ases + ages)

= a1b1 + agbz -+ agbg + (a3b2 — agbg) €9€3 + (albg — agbl) €3€1 + (Gle — ale) €1€9
—_— —
co c1 C2 c3
= Cp + c162e3 + Cae3€e1 + C3€1€9
— Cgp — C1 €362 —C9 €1€3 —C(C3 €2€1 .
~—~— —— ——

% J k

Dessa forma, temos um quatérnio unitario como resultado do produto geomé-
trico entre dois vetores também unitarios. Assim, R = ba, chamado de rotor, é o elemento

na Algebra Geométrica responsavel por realizar rotagoes.

Entretanto, essa expressao nao indica claramente qual o angulo usado, nem em

relagao a qual eixo essa rotacao atua. Mas note que, por a e b serem unitarios, existe um

. 0 .
angulo 6 tal que cos 5) = ¢ Com isso, temos
0
ba = cos 5]~ C1€3€9 — Cg€1€3 — C3€2€]
0
=cos| 5| - (creszes + caeres + czegeq).
Fazendo ¢ = —cieq1 — coes — c3e3, temos que

c(ereses) = (—creq — caes — c3€3)€169€3
= —creq(e1ege3) — caea(ereges) — czes(ereqes)
— —C(C1€2€3 — (C2€3€1 — C3€1€2

= €369 + Coe1e3 + Cc3ese;.

O termo ejese3 é 0 pseudoescalar unitario da versao espacial da Algebra Geo-

métrica. Assim, podemos reescrever o produto geométrico entre b e a como (KANATANI,
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0
ba = cos <2>
= cos <0> — sen <9> _c €162€3
2 2) sen (g)

~—_——

eixo

2015):

— C€1€2€3

Note que na expressao acima conseguimos explicitar o angulo e o vetor que
representa o eixo de rotagdo. Isso indica que é possivel usar uma féormula para o rotor,
equivalente a R = ba, em que podemos escolher o angulo 6 e o eixo de rotagao. De fato,
o rotor assim gerado estard relacionado a dois vetores a e b, mas nao importa saber
explicitamente quais sdo, porque geralmente o que precisamos saber é apenas qual o angulo

e o eixo de rotacao usado. Assim, um rotor pode ser construido da seguinte forma:

R = cos (g) — sen (g) be;eses, (4.11)

de modo que b é o vetor unitario que representa o eixo de rotacgao.
Lembremos que, com os quatérnios, o produto gug~ ' representava o resultado
da rotacdo do vetor v. Semelhantemente, o termo RvR™*, usando o produto geométrico,

0
traduz a rotacio de v pelo rotor R. Como R é ortogonal, entdo R~ = RT = cos <2> +

sen 3 bejeses. De fato, usando as propriedades de distributividade e homogeneidade

do produto geométrico, confirmamos a ortogonalidade do rotor:

0 0 0 0
RR! — (cos <2> — sen <2> b61€263> <cos <2> + sen <2> b€16263>
= cos? (g) — sen? (Z) (beieges)?
1

0 0
= cos® <2> + sen? <2>

= 1.

Por fim, podem haver situagoes em que precisaremos compor rotagoes. Anteri-
ormente, quando representavamos as rotacoes por meio de matrizes, o simples produto
matricial ocasionava na sua composi¢ao. Semelhantemente, isso é feito na Algebra Geo-
métrica por meio do produto geométrico. Note que, se um rotor R; é aplicado a v, que

posteriormente recebe a atuacao do rotor Ry, entao temos que
v = Ry(RivRy Y Ry*
= (ReRy)v(R{ 'Ry )
= (RyRy)v(RyRy) .

Dessa forma, R = Ry R; é também um rotor.
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4.2 Modelo Conforme

Como nosso problema de aplicacao esta relacionado ao estudo da estrutura
3D de proteinas, nosso foco vai sempre estar em colher as interpretacoes geométricas no
espago tridimensional. Isso nao significa, no entanto, que o espago dos objetos mateméaticos
que vamos usar deva sempre ter a mesma dimensao do espaco fisico. Também podemos
trabalha-los em espacos com uma dimensionalidade maior e nos valer de eventuais novas

propriedades que possam surgir.

Em geral, ao espaco d-dimensional em que queremos colher as interpretagoes
geométricas, chamamos de espaco-base; ao n-dimensional em que trabalhamos os objetos,
para n > d, denominamos por espaco de representacdo. Quando, além de considerar
isso, escolhemos uma métrica para este ultimo, temos um Modelo de Geometria, que é
utilizado para prover interpretacao geométrica pratica aos produtos e operacoes da Algebra
Geométrica (FERNANDES; LAVOR; OLIVEIRA, 2017). Na segao anterior, por exemplo,
abordamos o Modelo Euclidiano, de modo que o espago-base e o espago de representacao
tinham a mesma dimensionalidade e a métrica escolhida era euclidiana, com o produto

interno canonico.

Relembremos que no capitulo 2 trabalhamos com a ideia de isometria, escrita
como um movimento rigido do tipo f(v) = Rv + t, em que R é uma matriz ortogonal
representando uma rotacao e t € um vetor de translagao. Naquele mesmo capitulo, fizemos
uso do Modelo Homogéneo para linearizar a translagao e a combinar, num mesmo operador,
com a rotacdo. Agora, queremos ir além e representar uma isometria do R* por meio de

um operador ortogonal. Ou seja, queremos que a equagao
XY = k||z — y|)? (4.12)
seja satisfeita (LAVOR et al., 2017; LAVOR; SOUZA; ARAGON, 2021), em que z,y € R?

sao representados no Modelo Homogéneo por X e Y, respectivamente, de modo que
se ¢ = (x1,x2,23), entdo X = x1e; + xes + xze3 + e4. A coordenada ey é construida

ortogonalmente aos vetores canonicos do R?.

Naturalmente, o produto interno que estamos considerando nao é, necessari-
amente, o mesmo que usamos até aqui. Inclusive, deixaremos em aberto sua defini¢ao
por enquanto. Independente disso, segue de (4.12) que X - X = 0. Isso implica que, se
quisermos seguir em frente na tentativa de representar uma isometria por um operador

ortogonal, devemos abrir mao da positividade do produto interno. E o que faremos.

Segundo (LAVOR et al., 2017; LAVOR; SOUZA; ARAGON, 2021), isometrias
do R® nao podem ser representadas por operadores ortogonais no Modelo Homogéneo,
ainda que se abra mao da positividade do produto interno. J& que nao funciona para o
espaco a 4 dimensoes, vamos tentar novamente adicionando mais uma coordenada, assim

como feito nas referéncias citadas acima.
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Para o espaco de 5 dimensoes que estamos dispostos a trabalhar, vamos consi-
derar novamente os vetores e;, €2 € e3 € que, apenas entre eles, se tenha e; - e; = d;;. Além
disso, vamos incluir e4 e e5, ortonormais entre si e em relacdo aos demais. Assim, um ponto

x = (21,2, x3) do R? é escrito nesse outro espaco como

X = x1e1 + T9€9 + x363 +T464 + Ts€5 = T + Tyeyq + Tses.

x

Note que, como X - X = 0, entao

X -X=0= (v + x464 + w565) - (x + 2464 + T565) =0

= x3(es - e4) + 3 (e5 - €5) = —||z]|%,

o que implica que ou ey - €4 ou e5 - e5 (ou os dois) seja negativo. Faremos e4 - ey = 1 e

es-e5 = —1. Entretanto, nao estamos satisfazendo, com isso, a relacdo dada por X - X = 0.
Mas ao definir (LAVOR et al., 2017)
60:765g64 e €oo = €5 T+ €4,

temos eg - eg = 0 € e - €5, = 0. Uma interpretagdo geométrica desses novos elementos esta
presente na Figura 31. Como estamos tentando “visualizar” geometricamente um espago
de 5 dimensoes, devemos sempre fazer um esforco de imaginacao do abstrato e, para isso,
geralmente abrimos méao de duas coordenadas do R® na interpretacdo geométrica para

poder enxergar as outras duas recém incluidas.

Figura 31 — Vetores e4 e e5 dispostos ortogonalmente em relacao aos vetores canénicos do
R3, que é representado pela reta vermelha. Além disso, g € e estdo presentes
como parte do hipercone formado, conhecido como cone nulo.

Fonte: Baseado em (LAVOR; SOUZA; ARAG6N, 2021), com algumas alteragoes feitas
pelo autor.

Agora, considerando X = xgeg + T + TooCoo € Y = Y0€0 + Y + Yoo€oo, além do
€5 — €4

5 (e5+ e4) = —1 = ey - €9, temos que

fato de que eq - €5 =

X Y = (2060 + T + Tovloo) * (Y0€0 + Y + Yooloo)
=Y — (T0Yoo + Toc¥o)-



Capitulo 4. Algebra Geométrica Conforme 73

Para o caso em que X =Y, de fato
X -X=0=||7|]* - 27070 = 0.
A . 1 2 .
Como consequéncia, ao definir o = 1, temos z,, = §||x|| e, entao,

1

é a representacao no espaco de 5 dimensoes de um ponto x € R qualquer. Resta saber se

essa representagao satisfaz a equacao (4.12). Vejamos:

1 1
X ¥ = (eot o+ gllalPess) - (e +y + glslPen)

_ l=l1* [yl
- ( > 2

1
=—glv o =20z y)+y-y
1
=—5ll@—y)- (@ —y)]
1
= —2lle -yl (114)
. Lo . e 1
Entao estd feito! Com a condicdo (4.12) satisfeita, de modo que k = —5

garantimos a representagao de isometrias por meio de operadores ortogonais no espago
a 5 dimensdes, como queriamos. Inclusive, X - Y = — ||z — y||* é justamente o produto
interno deste novo espago, que denominamos por Modelo (ou Espago) Conforme. Estamos
assumindo uma métrica pseudo-euclidiana, ja que perdemos a positividade do produto

interno. Inclusive, definido assim, esse produto é semi-negativo.

A representacao do produto interno no Modelo Conforme também é dada pelo
produto matricial (LAVOR; SOUZA; ARAGON, 2021):

2 -1 !

X~Y:[1 ”932” v
Lo ol el
2

em que a matriz central corresponde a matriz de métrica associada, consequéncia da tabela

de multiplicacao entre cada par de vetores e; e I é a identidade de ordem 3.

Voltando a equacdo (4.13), note que é facil calcular o representante de z € R?
no Espago Conforme. Por outro lado, é mais facil ainda encontrar o ponto que corresponde

a X no R®: precisamos apenas descartar as coordenadas eg e €.

Ainda na equacao (4.13), note que se x = 0, entao X = ey. Isso indica que a
origem do R* é representada pela coordenada ey (LAVOR et al., 2017).
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Além disso, vale a homogeneidade no Modelo Conforme. Isso quer dizer que

X e AX, para A € R — {0}, representam o mesmo ponto nesse espa¢o. Com base nisso,

considere os seguintes elementos, em que escolhemos \ =

lx][?/2°
1 X €o T
X =ep+z+ =||7||P0 e = + + €oo-
2 =f[2/2 - ff]2/2 - [la]?/2
De fato, fazer ||z||* tender ao infinito implica numa tendéncia de W A €.
x

Por consequéncia, o mesmo acontece com X, gracas a homogeneidade. Dessa forma, e, é
a representacdo do infinito do R* (LAVOR et al., 2017).

E interessante também tentar entender a interpretacio geométrica de um ponto
no Espaco Conforme. Segundo (LAVOR; SOUZA; ARACON, 2021), os pontos do R? sio
identificados no Modelo Conforme como parte do que é chamado de horosfera, dada pela
intersecao do cone nulo com um plano que passa por eg e é ortogonal ao hiperplano gerado
POT € € €np.

Mas voltando nossa atencao para a expressao de um ponto z € R®* no Modelo
=]

2

entao é alocado sobre a horosfera por meio de outra translagao, dada por

€s0, NOte que o x é primeiro transladado por ey e

[z
2

Conforme, dada por X =e¢y+ x +

€0o- 1SSO

estd ilustrado na Figura 32.

Figura 32 — Representacio de como um ponto do R?* ¢ localizado no Modelo Conforme.
O lugar geométrico neste Gltimo para todos os pontos do R? é uma orosfera,
ilustrada como uma parabola, em vermelho. Também pode ser visto que a
coordenada e representa a origem desse espaco.

Fonte: Baseado em (LAVOR; SOUZA; ARAGO6N, 2021), com algumas alteragoes feitas
pelo autor.

Como consequéncia dessa ideia de construcao dos pontos no Modelo Conforme,

podemos pensar no sentido geométrico da homogeneidade nesse espago. Assim como

2
x , .
=] €s0, podemos localizar x no Espago Conforme por meio da

[l
2

acontece com X = eg+x+

translacao de Ax por Aey, seguida de outra translacao, por A €so- Dessa forma, temos
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Edls

AX = Xdeg+ Az + A s localizado numa orosfera que surge como uma intersecao do
cone nulo com um hiperplano que passa por Aeg e é gerado por Aeg e Aes,. Uma ilustragao

disso esta na Figura 33.

Figura 33 — Localizacdo dos pontos X e AX, ambos representando z € R* no Espaco
Conforme.

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.3 Algebra Geométrica no Modelo Conforme

Introduzido na Algebra Geométrica na tltima década do século XX (HES-
TENES; LI; ROCKWOOD, 1999), o Modelo Conforme ¢ ideal para se trabalhar com
Geometria Euclidiana. Munido de um produto interno pseudo-euclidiano, os objetos mate-
maticos sao trabalhados no espaco de dimensao 5 para prover interpretacoes geométricas

tridimensionais.

No inicio deste capitulo, definimos regras de atuacao do produto geométrico
sobre os vetores da base candnica do R®. Mas, no Modelo Conforme, inserimos duas novas
coordenadas. Entao, vamos estender a elas as regras do produto geométrico, langando as
bases, assim, para o que chamaremos de Algebra Geométrica Conforme (AGC). Dessa

forma, temos que

eq =e2 =0, (4.15)

€0€oo + €ocy = —2, (4.16)
e;e0 = —€pe; (4.17)

€iCop = —€ooli, (4.18)

para i = 1,2,3 (KANATANTI, 2015; LAVOR et al., 2017). Quando o produto geométrico

envolve apenas os vetores ey, e € ez, continuam valendo as regras de (4.4) e (4.5).

Agora que estamos trabalhando com a versao conforme da Algebra Geométrica,
¢é natural questionar se o que definimos anteriormente também vale aqui, além verificar

novos ganhos por ter subido de dimenséao.
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Primeiro, vamos verificar se a equagao fundamental da Algebra Geométrica é

também observada no Modelo Conforme. Ao desenvolver o produto geométrico XY, em

[z [lyll*

que X = ¢y + = + €0, além de observar as propriedades

acima, temos

2 2
XY = <eo+x—|— HZH eoo> <60+y+ H?JQH eoo>

e €Y =eg+y+

2 2 9 9
=(z—y)eo+zy + Hy2H €0Co0 + HZ‘ eueo + <\|?J2H . H:UQH y) .

Analogamente,

T 2 2 T 2 2
YX = (y— 2)eo + yo + =1, . vl eooeo+<\| 5, gl x) .

2 2 2 2
Entao,
1 1 x||? 2
(XY +YX)== |zy+yr+ ] —|—HyH (60600 + €00€0)
2 2 2 2 —
-2
1 2 2
=5 [zy+ye = ([l + llyll*)]
1 1
= < (ay -+ o)~ (el + IlyIP)
Ty
1
=—glr 2 =20 y)+y-y
1
=—5l@—y) (= -y)
1
= —5lle =yl

De fato, a equagao que relaciona os produtos interno e geométrico permanece
valida na AGC. Como o produto externo nao depende de métrica, nada muda e também a
relacdo entre ele e o produto geométrico se mantém. Isso implica que a equacao fundamental

da Algebra Geométrica é também vélida no Modelo Conforme:

XY =X-Y+XAY. (4.19)

4.3.1 Rotores

Devido a importancia que rotagdes desempenham no nosso problema de apli-
cacdo, também é importante verificar como os rotores definidos na secao anterior se

comportam na AGC, dada a inclusdo de duas novas coordenadas.

Vimos que um rotor pode ser construido na Algebra Geométrica por meio do

produto geométrico entre vetores a e b, de modo que R = ba. Como a rotagao com rotores
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se d4 pelo produto R(---)R™*, note que

RegR™ = (ba)eg(ba)™" = baega *b™" = egbaa 'b™' = ¢
Reow R = (ba)es(ba) ™! = bacsa b7 = esobaa™ b = e,
desde que a e b sejam unitarios (KANATANI, 2015). Com isso, rotagdes cujo eixo passa

pela origem nao alteram as coordenadas ey e e,,. Assim, o rotor R aplicado a um ponto

X do Modelo Conforme gera o seguinte elemento:

2
RXR™' =R <eo NP ”"Z” eoo> R
. o e 1
= RegR™" + RxeR™ " + TRGOOR

S =P
:60+RIR + 9 €0

||Rz R~ ]|
feoo.

—ey+ ReR '+

O pentltimo termo implica no dltimo porque a rotagdo preserva normas.

Como as coordenadas ey e e,, permanecem inalteradas mediante a agao do
rotor R, rotacionar X do Modelo Conforme pode demandar o mesmo custo computacional
que rotacionar o seu representante x no R3. Como visto na expressao acima, isso pode
ser feito rotacionando z € R? e, s6 depois, levando-o ao Espaco Conforme. Por esses
motivos, os rotores, definidos na secao anterior, nao precisam ser adaptados para atuarem

no Modelo Conforme.

4.3.2 Transladadores

No capitulo 2, falamos sobre translacoes e, no capitulo seguinte, apresentamos
métodos para resolugao do nosso problema de aplicacao em que a translacao era essencial.

Porém, no presente capitulo ainda nao tratamos o assunto.

Na versao euclidiana da Algebra Geométrica, em que os espaco-base e de
representacao eram os mesmos, nao havia a necessidade de uma atengao maior em relagao
a translagao porque ela acontecia de uma forma bastante natural e habitual. Se x =

xr1€e1 + Toeg + x3e3 € transladado por t = tie; + taes + t3es, entao o resultado disso é igual a

T+t = (21 +t)er + (v2 +ta2)es + (3 + t3)es.

[z
2

Mas, no Modelo Conforme, isso nao é trivial. Se X = eqg + = +

4[]
2

o €

T=ey+t+ €0, €Nta0

[l + 112l

X+T=2e+ (z+1t)+ 5 oo
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Por mais que no Espago Conforme valha a homogeneidade, permitindo que o
coeficiente de ey seja qualquer A € R — {0} ao garantir que X e AX correspondam ao
mesmo ponto, o resultado de X + T foge a regra e nao representa a translacao de X por
T'. Isso indica a necessidade de definir um operador que seja capaz de realizar translagoes

na AGC. De fato, se isso for feito, entao o resultado da translacao de X por T deve ser
RIERaE

5 -
Em (KANATANI, 2015) encontramos referéncia a esse operador, denominado

igual a eg + (x + t)

transladador, que é definido como

1
T, =1 Stew, (4.20)

em que t € R? representa o vetor pelo qual se realiza a translacdo. Ao usar —t ao invés de

t, temos

1 1
T,=1- 5(—75)%o =14 Stes = T =T

O formato geral de um transladador ¢ dado por

T;g =1 ;(tlel -+ t2€2 + tgeg)eoo
=1- t—leleoo — tﬁeQeoo — t—?’egeoo.
2 2 2
Pelo fato de termos chegado ao Modelo Conforme a partir da imposi¢ao de que
as isometrias deveriam ser escritas por meio de um operador ortogonal, e lembrando que
a representamos por meio de um movimento rigido do tipo f(v) = Rv +t, em que R é
uma rotacao e t um vetor de translacao, faz sentido pensar que esse tltimo é ortogonal na

AGC. De fato,
1 1 1
ﬂj—‘t_l = (1 - 2teoo> (1 + Qteoo) =1- Zteooteoo =1.

Ainda segundo (KANATANI, 2015), o transladador 7} atua sobre ey, e €

r € R? da seguinte forma:

€oo

TieoT; " = <1 = 175600) €o (1 + 1t600) =e+t+ 1P
t 5 5 :

1 1
(1 — 2t600> €oo (1 + 2t600> = €5

1 1
(1 — Qteoo> x (1 - 275600) =z+ (r-t)ew

Tres T,

T,

2
x
Portanto, T} aplicado ao ponto X = ey + = + I 2“ €so produz, como resultado,
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o elemento

T 2
TtXTf:Tt<eo+a:+ & eoo> T

[z

= TyeoT; 4+ TaxT +

4[]

5 LTy
:eo+t+Teoo+a:+(:c~t)eoo+

||]]?
g G
||]|* +2(x - t) + ||t!|2€
2 oo
||z + ¢]|?
2 eOO?

=eo+ (z+1)+

=eo+ (z+1)+

como esperavamos. Portanto, na AGC temos um operador ortogonal para representar uma

translagao.

4.3.3 Motores

Na primeira fundamentacgao tedrica deste trabalho, em que falamos sobre
movimentos rigidos no espago, trabalhamos com isometrias do tipo f(v) = Rv +t, em que
R era uma matriz ortogonal que representava uma rotagao e t um vetor de translagdo. Com
o advento da AGC, podemos obter um resultado equivalente combinando transladadores e
rotores. Segundo (KANATANI, 2015),

M =T,R (4.21)

é¢ um movimento rigido no Espaco Conforme, de forma que sua computacao é dada pelo

produto geométrico M(---)M~'. O formato desse elemento é dado por

M = ag + aiese3 + aseze; + aze16g + Aae1€o + U520 + U350 + A7€16263€E4.

De fato, por ser construido como produto geométrico entre um transladador e
um rotor, o motor é um operador que herda a ortogonalidade desses outros dois. Com isso,

vale a igualdade M~ = M7, em que

MT = ag — aje9e3 — ase36] — A3€169 — 1461600 — U5C2C00 — U6E3Ca + A7€1€9€3E50.

E interessante que o produto geométrico é inversivel. Como consequéncia, hé
uma férmula para o calculo do inverso de multivetores, em geral. Como todos os operadores
que estamos tratando na AGC sao ortogonais, e dada a facilidade que temos para calcular
o inverso desses elementos, nao abordaremos tal férmula, que pode ser encontrada em
(FERNANDES; LAVOR; OLIVEIRA, 2017). Entretanto, ela faz uso de uma operagao
chamada reversao, que explica o fato de que, na expressao acima, todos os coeficientes,

exceto ag e ay, foram multiplicados por —1.
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Agora, relembremos que os métodos de atualizacao de coordenadas cartesianas,
apresentados no capitulo anterior, consistiam em transladar um ponto x por meio de um
vetor —t, aplicar uma rotagao e o resultado disso era transladado novamente, dessa vez
por t. Isso pode ser resumido na AGC pelo produto geométrico (CAMARGO, 2021):

Ty(R(T- XT R = T,(R(T, ' XT) R T,
= (TL,RT; )X (TR T,
= (T,RT, )X (T,RT; ).

O surgimento do elemento T;RT; ' de um lado do produto e o seu inverso do

outro nos faz questionar a natureza do mesmo. Para entender isso, considere o seguinte:

T,RT;' = T,RT ;R'R=Ty{(RT R ")R.

Entretanto,

RT.R'=R (1 + ;teoo> R
= RR '+ ;RteooRl
=1+ ;RtR‘lReOOR‘l
=1+ ;RtR_leoo

= T_pgip-1-

Dessa forma, T;RT; ' pode ser reescrito como

T,RT; ' = T,(RT_,R"Y)R
=TT _rir— R
= j—‘t—RtRflR7

que nada mais é do que um motor. Portanto, esse novo elemento que surge na AGC nos
permite realizar rotacoes em torno de eixos arbitrarios e que nao passam, necessariamente,
pela origem. De fato, sua construgao se da pelo produto geométrico entre um transladador
e um rotor, mas o resultado de sua aplicagao a um ponto ja retorna a atualizacao direta

deste ultimo, no sentido de que nao tem necessidade de ir a origem e retornar.
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5 Atualizacao de Coordenadas Conformes

Este ¢ mais um capitulo sobre métodos de atualizacao de coordenadas dos
pontos que representam as localizagoes dos atomos de uma molécula devido a alteragoes
em angulos de tor¢ao. Entretanto, agora vamos utilizar todo o ferramental disposto pela
Algebra Geométrica Conforme (AGC). Boa parte da ideia dos métodos apresentados
anteriormente serd mantida, porém com alguns ajustes e aperfeicoamentos. Além disso,

vamos sempre considerar a propagacao reversa na aplicacao das rotagoes.

Para trabalhar com o Modelo Conforme, faremos uso do pacote CGAlgebra
incorporado ao software Wolfram Mathematica. Ele é muito util para realizar calculos
diretamente com elementos e produtos da Algebra Geométrica Conforme. Em (ORTIZ-
DURAN; ARAGON;, 2017) pode ser encontrado um tutorial de uso e o link para baixé-lo.

Os métodos que vamos apresentar nesse capitulo sao pensados para serem
usados com os elementos da AGC, explorando todo o poder de representacao e interpre-
tagdo geométrica que essa nova ferramenta nos dispoe. Entretanto, vamos sempre fazer
comentérios de como implementar esses métodos & luz da Algebra Linear, representando
matricialmente os rotores e os transladadores e sem usar os produtos da AGC. Apesar de
nao ser o proposito principal, pensamos que isso pode ser 1til para mostrar que o novo ca-
minho proposto funciona e que, se quisermos, podemos também buscar seus representantes

para trabalhar num ambiente um pouco mais habitual.

Para comecar, relembremos que um ponto x = (21, 2, z3) € R?® é escrito no

Espaco Conforme como
1
X = ep+ w161 + 1269 + T3E3 + §Hx]|2600.

Como queremos trabalhar uma versao matricial dos elementos da AGC, é 1til estabelecer

uma outra forma de representacao de X:
1 2
X = 17.T1,Jf27$3,§||$” .

Se a conversao das coordenadas cartesianas para conformes é simples, a volta é
ainda mais facil! A tnica coisa que precisamos fazer é considerar a parte tridimensional,

nos desfazendo das coordenadas de eg e e.

Uma vez que o transito entre as representacoes cartesianas e conformes de
um ponto é feito de uma maneira bastante simples, vamos considerar que altera¢des nos
angulos de tor¢ao impactam diretamente as coordenadas conformes, sem necessidade de um
passo intermediario por essa outra representacao. Para isso, devemos partir do pressuposto

de que a conversao de coordenadas internas para conformes foi devidamente realizada.
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5.1 Meétodos de Atualizacao de Coordenadas Conformes

Nos processos descritos no capitulo 3, vimos que é extremamente necessario
realizar rotagoes em torno de eixos arbitrarios que nao passam pela origem. A solucao
para isso sempre foi transladar segmentos até a origem, porque s6 conseguiamos rotacionar
em torno de eixos que passavam por la. Depois disso, outra translacao era aplicada para
que, assim, o ponto representante de um atomo fosse anexado corretamente a estrutura

atualizada. No capitulo anterior, vimos que esse processo pode ser descrito na AGC como
(LRI HX(LRT, )™

em que t é um vetor de translacdo. Também vimos que T;RT, ' é representado por um

operador ortogonal, chamado de motor e representado por M, de modo que
M=T,R, (5.1)

em que v =t — RtR™'.

Assim, com o auxilio desse operador, torna-se possivel, de uma forma direta,
rotacionar em torno de eixos arbitrarios que nao passam, necessariamente, pela origem.

Vamos buscar ainda uma simplificagao para o produto geométrico T, R. Note que
1
zwan:@—Qu—MRﬂ%QR

1 1
= R— —te, R+ iRtR‘leooR

2

1 1
=R—--tRR 'exu R+=Rt R e R

2 —_—— 2 N————

1 1
=R - itReoo + §Rteoo

1

O primeiro termo da expressao acima representa a parte rotacional do motor,

enquanto que o segundo esta relacionado com o deslocamento da rotacao. Em relacao a

0 0 0 0
ele, considerando R = cos <2> — sen <2> beiss e fazendo ¢ = cos <2> e s = sen <2>,

temos que

(tR — Rt)eoo = (t(C — Sb€123) — (C - Sbelzg)t)eoo
= (ct — stbejgg — ct + sb ejost)es
t
€123

= —Stbelzgoo —ct + Sbt€123oo

= —S(tb - bt)elggoo
2tAb
= —2S(t A b)elggoo.
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Com isso, podemos reescrever o motor M:
1
M =R - §(tR — Rt)eq

1
=R - 5(-28@ VAN b)€12300>

=C— Sb€123 + S(t VAN b) €12300
——
—€00123

= c — sbejaz — s(t Ab)esias

=c—s(b+ (t Ab)ey)eras

= c0s (g) — sen <g) (b+ (t Ab)es)eras. (5.2)

Esse resultado também é encontrado em (CAMARGO, 2021), mas partindo
de T,RT; ' e ndo de T, R. Ter essa simplificacio é importante porque nos permite evitar

operacoes desnecessarias. Falaremos sobre isso mais a frente.

Seja X, com k; > 4, o primeiro ponto do grupo de atomos G, que sao aqueles
que devem ter as coordenadas conformes atualizadas devido a uma alteracao ¢, no angulo
de torcao v,. A primeira coisa a se fazer é criar um eixo de rotacao que passa pela origem
e é construido a partir dos pontos Xj,_1 e Xj,_o. Podemos buscar os representantes deles

no R3, extraindo suas partes tridimensionais, e fazer

b — Lly—1 — Ty—2
||xki—1 - xki—2|”

(5.3)

de modo que b = byie; + baes + bses para os devidos by, by e bs. O vetor b esta representado

na Figura 34.

Figura 34 — Vetor unitario b calculado a partir dos pontos Xj,_; e Xy, _o.

o

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em seguida, precisamos calcular o motor responsavel pela atualizacao das
coordenadas conformes de todos os pontos de ;. Usando o vetor unitario b e o angulo ¢y,
nos resta definir o vetor ¢ para calcular o motor da equagao (5.2). Podemos tomé-lo como
a parte tridimensional de Xy, o, ou seja, t = xy, o, e assim faremos como os métodos do

capitulo 3. O vetor b esta representado na Figura 35.
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Figura 35 — Representacao geométrica do vetor t.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Depois disso, devemos realizar a composi¢ao, por meio do produto geométrico,
desse motor com os outros ja gerados (se houverem). O resultado disso serd também um

motor, que chamaremos de M.

Por fim, todos os pontos do grupo G; terao suas coordenadas atualizadas por
meio da aplicacao de M, ou seja, realizando o produto geométrico M[i]XmM[i_]l, para
ki < m < k;;1. Note que, assim, estamos usando o modelo de Translacoes Encaixadas,
pois todos os pontos do grupo de atomos sao atualizados por meio de um mesmo operador,

que possui a rotagao e a translacao embutidas.

Intuitivamente, podemos enxergar esse processo como tomar o segmento que
liga Xj,_2 a X,, e rotaciond-lo diretamente onde ele estd, sem leva-lo a origem e voltar.
Uma ilustracao disso esta na Figura 36. Esse método esta resumido no Algoritmo 6, que

também pode ser encontrado também em (CAMARGO, 2021), com algumas diferencas.

Algoritmo 6 — Atualizagao de coordenadas conformes usando Motores e Trans-
lacoes Encaixadas
Entrada: Co = {X, Xo, -+, X;,}, P ={ki, ko, -k}, A={ny, Oy, -+, 01, }
Saida: Co' = {X], X5, -+, X}

1 inicio

2 Co +— Co;

3 M[o] — 1;

4 parai=1,---,p faca

5 b Thy—1 — Lhy—2 ;
||33k,;71 - $ki72||

6 I +— (b+ (zg,_2 Ab)es)erns;

7 M «+— Cos <¢2kl> — Sen <¢2kl> I

8 M[i] — M[i,l]M;

9 para k; <m < ki faca

10 X/ — M[i]XmM[;]l;

11 fim

12 fim

13 fim
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Figura 36 — Rotagao do segmento que liga os pontos X, _o e Xj, em relacao a um eixo
que nao passa pela origem, gerando X ,’C

eixo

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para a contagem de operacgoes, vamos novamente considerar n, o nimero de
angulos de torgao alterados e n, a quantidade de pontos que devem ser atualizados. Para
cada angulo de torcao que se altera, sao necessarias: 3 somas e 3 divisoes para calcular U;
6 multiplicagdes e 3 somas para determinar I; 6 multiplicacoes para calcular o motor R; e
48 multiplicagoes e 40 somas para calcular o produto entre motores. Assim, temos ao todo
109 operagoes para cada angulo de torcao que se altera. Além disso, cada atualizacao de
um ponto custa 42 multiplicagoes e 44 somas. Portanto, esse método possui uma estimativa

de custo computacional de 109 n, + 86 n, operagoes.

Agora, vamos encontrar também a versao matricial do motor (5.2). Em geral,
temos que um transladador construido a partir de t = tie; + taeq + t3ez é escrito como
t to

t: 0
T, =1— —e10 — 56200 — 536300, enquanto que um rotor R = 0085 — sen5b6123 tem a

forma R =1 + (2€32 + d3€13 + q4€921 .- EIltENIO,

TiRT; " = q1 + qaesa + gze1z + quean + (g3ts — quta)eroo + (quts — Gots)eane + (Gata — qat1)e300-

Por simplificacao, considere a; = gsts — quta, as = qut1 — @ot3 € az = qats — q3t1.
Fazendo essa substitui¢ao, aplicamos M a cada uma das coordenadas que compdem o
Espaco Conforme, ou seja, fazemos o produto geométrico Me; M ™!, para i = 0, 1,2, 3, oo,

e cada resultado serd alocado numa coluna. Como consequéncia, temos a seguinte matriz:

1 0 0 0 0

—2a1q1 — 2a3q3 + 2a2q4 G+a—1 20205 — 20104 20201 + 2013 0

M = | —2aq1 + 2a3g2 — 2a1q4 2¢2q3 + 2914 G+q—1 —2q1G2 + 2q3q4 0
—2a3q1 — 2a2q2 + 20143 2q2q4 — 2q1q3 2q1q2 + 2q3q4 G +aq—1 0

247 + 2a5 + 243 —2a1q1 + 2a3qs — 2a2qs  —2a2q1 — 2a3q2 + 2a1q1s  —2a3q1 + 2a2q2 — 2a1q93 1

Portanto, se no Algoritmo 6, ao invés de usarmos os elementos e os produtos da
AGC, quisermos usar uma versao matricial, devemos, para atualizar os pontos do grupo

de atomos Gj,
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xk‘ifl - xk‘i72 X
kaifl - ‘/Eki*QH’

1. calcular b como

2. determinar R = g1 + q2€32 + q3e13 + Qo1;
3. calcular a matriz M a partir de R e t = xy,_o;

4. compor, por meio do produto matricial, todas as matrizes ja construidas, gerando
My

5. aplicar My; aos pontos X,,, para k; < m < k1.

Ainda ha uma outra forma de usar a AGC para encontrar o motor que realiza
rotagoes em torno de um eixo arbitrario que nao passa pela origem. No tltimo algoritmo
apresentado, o bivetor que é utilizado para construir o motor é encontrado a partir de
manipulagdes feitas com o produto geométrico T, (ou T;RT; "). Agora, vamos encontra-lo
de outra forma, um pouco mais intuitiva e sem a necessidade de envolver a translagao na

sua construcao.

Suponha novamente que queremos atualizar os pontos que pertencem ao grupo
de atomos G;, de modo que o primeiro ponto a ser atualizado é Xj,. De fato, o eixo de
rotagao deve ser construido a partir de X, 1 e Xj,_o. Entao, assim faremos. Para isso,
vamos construir uma reta que passa por esses dois pontos, representada na Figura 37 e

dada na AGC por

r= in_l A in_g N €xo-

Figura 37 — Representacao da reta que passa pelos pontos X, 1 e X, _o.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como vimos no capitulo 3, a circunferéncia que contém todas as possiveis
atualizacoes de X}, habita em um plano que é perpendicular a reta que passa pelos dois
pontos imediatamente anteriores. Ja temos a reta r. O plano perpendicular a ela pode ser
encontrado calculando o seu dual. Na Algebra Geométrica, essa operagao quando aplicada
a um elemento k-dimensional, sempre retorna o seu “equivalente” de dimensao (n — k),
em que n é a dimensao do espago como um todo. Como a reta tem 3 dimensoes na AGC,

o seu dual é um bivetor, que pode ser visto como um plano de rotacao no qual o motor
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atua. Como precisamos de um bivetor unitério, apenas o dividimos pela sua norma (que

no pacote CGAlgebra pode ser calculado usando a fun¢do Magnitude). Dessa forma,

(in—l A\ in_g A 600)*

I = .
(X1 A X2 A oo )|

Figura 38 — Plano de rotagao definido como o dual da reta r que passa pelos pontos X; o
e X;_1. Em destaque sobre o plano, a circunferéncia onde habitam as possiveis

atualizagoes do ponto Xj.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Depois disso, calculamos o motor como

M = Cos (qb;’) — Sen (qb;l) I.

Apos realizarmos a composicao desse motor com os outros ja definidos, gerando Mj;,

o aplicamos a todos os pontos do grupo G}, ou seja, realizamos o produto geométrico

M[i]XmM[;]l, para k; < m < k;y1. Isso estd ilustrado na Figura 39.

Figura 39 — Atualizacao das coordenadas de pontos com a aplicacdo do motor M.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Essa versao é descrita resumidamente no Algoritmo 7.
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Algoritmo 7 — Atualizagdo de coordenadas conformes com Motores e Translagoes

Encaixadas - versao 2
Entrada: CO - {Xh X27 e 7Xn}; P= {klv k?a e 7kp}7 A = {¢k:1a ¢k:23 e a¢k:p}

Saida: Co' = {X{, X}, -+, X}

1 inicio

2 Co' +— Co;

3 R[O] — 1

4 parai=1,---,p faca

. [ (X1 A X2 Newo)™

(Xk—1 A Xg,—2 A eoo)*||

6 M +— Cos ¢2ki — Sen ¢2ki I;
7 M[i] — M[i_l]M;

8 para k; < m < k;;, faga

9 X, — My X Mg

10 fim

11 fim
12 fim

Aqui, para cada angulo de tor¢ao que se altera, sao necessarias: 12 multiplicagoes
e 6 somas para determinar /; 6 multiplicagoes para calcular o motor M; e 48 multiplicagoes
e 44 somas para calcular o produto entre motores, totalizando 112 operagoes para cada
angulo de torcao que se altera. Além disso, cada atualizacao de um ponto custa 42
multiplicagoes e 44 somas. Portanto, o custo computacional estimado para esse método é

de 112 n, + 86 n, operacoes.

O motor usado é o mesmo do algoritmo anterior, se diferenciando apenas
na forma de encontra-lo. Com isso, a matriz que o representa é a mesma B acima e,
consequentemente, a versao matricial desse algoritmo também é a mesma do algoritmo

anterior.

Portanto, com o uso da AGC também temos o poder de realizar rotacoes em
torno de eixos arbitrarios que nao passam necessariamente pela origem, evitando assim a

aplicacao de translacoes de ida e volta.

Note que, ja que estamos usando motores construidos como M = T,R =
T, tRTt_l, temos que efetuar um produto geométrico entre dois elementos desse para cada
angulo de tor¢cao que ¢ alterado e, para cada ponto que deve ser atualizado, devemos

aplicar também esse operador. Acontece que os motores que trabalhamos tém a forma
M = my + maegs + mzesr + mye1z + M5€100 + MEC200 + M7€300,

o que faz com que seja alto o custo computacional para efetuar essas operagdes. Vamos
tentar uma alternativa em que aplicamos a rotacao e a translagao separadamente. Dessa
forma, também abriremos mao das Translagoes Encaixadas e usaremos as Translagoes

Finais.



Capitulo 5. Atualizagio de Coordenadas Conformes 89

Seja novamente o grupo de atomos G;, composto pelos pontos X,,, com k; <
m < ki1, que devem ser atualizados devido a uma alteragao ¢, no angulo de torcao vy,.
Para atualiza-los, precisamos definir um rotor com base num vetor unitario construido a

partir Xj,_; e Xj,_o. Entao, novamente temos

b Lhi—1 — Th;—2

= = b1€1 + b2€2 + b3€3.
||xki—1 - xki_2||

Com isso, o rotor que queremos calcular, que realiza rotacdes em torno de um

eixo arbitrario que passa pela origem, é definido como

R = <¢2k> — sen <¢2k> bejas. (5.4)

Depois disso, definimos como Rj;) o produto geométrico entre esse rotor e

os outros ja gerados (se houver). Feita essa composigdo, devemos agora nos atentar a

atualizagao das coordenadas conformes de cada ponto do grupo G;.

Agora, precisamos selecionar um segmento que liga dois atomos para aplicar
a rotacao. Assim como nos dois algoritmos anteriores, vamos considerar cada segmento
indo de Xj,_2 a X,,, em que esse ultimo representa todos os pontos de G;, uma vez que
k; <m < k; + 1. Como o rotor (5.4) realiza rotagoes em torno de eixos que passam pela

origem, definimos esses segmentos como

|l =ap —xp, 0. (5.5)

Aplicando o rotor a esse elemento, temos como resultado t = R[i]lR[;}l =
tie1 + taeg + tzes. O proximo passo é criar um transladador a partir de ¢. Esse é o motivo,
inclusive, pelo qual definimos (5.5) descartando as coordenadas eg e e4,: para que t seja

um vetor do R3, j4 que é assim que construimos transladadores. Dessa forma, temos

1
T, =1 Stex. (5.6)

Feito isso, resta apenas aplicar o transladador 7; ao ponto X ,;i_Q:

Xrln = EX]/%72]—:‘,71 :

A interpretacdo desse processo é que, ao tomar o segmento que liga Xy, o a X,
o levamos até a origem, onde foi rotacionado, e em seguida transladamos por ele o ponto
X ,;1__2, gerando a atualizacao de X,,, devidamente anexada na estrutura atualizada. Esse
método estd estd descrito no Algoritmo 8. Em (CAMARGO, 2021) também o encontramos

(com pequenas diferengas).
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Algoritmo 8 — Atualizacdo de coordenadas conformes usando Rotores e Transla-
dadores e Translacgoes Finais
Entrada: Co = {X,, Xy, -+, Xy}, P ={ki, ko, --- ,kp}, A= {0, Oy, Ok, }
Saida: Co' = {X{, X}, -+, X/}

1 inicio

2 Co +— Co;
3 R[()] — 1;

4 para:=1,---,p fagca
5 b Lhi—1 — Thk;—2 :
[2ri—1 — Tp -2
6 R +— Cos <¢2ki — Sen <¢2kl> beias;
7 R[i] “— R[i,l]R;
8 para k; <m < ki faca
9 [ +— Ty — Tky—2;
10 t+— R[i]lR[;]l;
11 T<+—1-— iteoc;
12 X, +— TXj, T
13 fim
14 fim
15 fim

Para cada angulo de tor¢ao que se altera, sao necessarias: 3 somas e 3 divisoes
para calcular U; 4 multiplicagoes para calcular o rotor R; e 16 multiplicacoes e 12 somas
para calcular o produto entre rotores. Assim, temos ao todo 38 operagoes para cada angulo
de tor¢ao que se altera. Além disso, precisamos de: 3 somas para calcular [; 22 multiplicagoes
e 16 somas para encontrar t; 4 produtos e 5 somas para aplicar o transladador, totalizando
26 multiplicagoes e 24 somas. Portanto, esse método possui uma estimativa de custo

computacional de 38 n, + 50 n, operagoes.

Assim como foi feito anteriormente, vamos também exibir a versao matricial
dos elementos que usamos na AGC. Para obter a matriz que representa o rotor da equacao

1

(5.4), fazemos o produto geométrico Re; R, em que i = 0,1,2,3,00. Alocando cada

resultado desse em uma coluna, temos a matriz

0 0 0
201 + 245 — 1 2¢2q3 — 2q1q1 2qoqa + 2q1q3
20203 + 21qa 2¢7 + 245 — 1 2q3qs — 2q10p
20201 — 20143 24341 + 2q1q>  2q; +2¢5 — 1
0 0 0

~
I
e N

_ o O O O

de modo que usamos a representacao de um rotor R como ¢; + ¢a€30 + g3e13 + @o1. A
definicao da primeira e da tltima coluna vai de acordo com o fato de que RegR™* = ¢eq e

ResoR™! = e, que vimos no capitulo anterior. Isso faz com que o rotor definido na versio
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euclidiana da Algebra Geométrica nao s6 funcione na AGC, como também tenha o mesmo
custo computacional na sua aplicacao. O bloco 3 x 3 central é justamente a representagao
matricial dos quatérnios, pois também vimos que eles sao representados por rotores na

AGC.

Um transladador também tem sua versao matricial. Da mesma forma, efetuamos

o produto geométrico Te; T, em que i = 0,1,2, 3, 00, temos a matriz associada a (5.6):

1 00 00
tp, 1 0 0 0
T,=|t 0 1 00
ts 0 0 1 0
/2t ty t3 1

Com essa versao matricial do Algoritmo 8, para atualizar os pontos do grupo

G; devemos:

a:kifl - :Uk-i72

1. calcular b como :
|2k, -1 — k2]

2. determinar R = ¢ + g2e32 + q3€13 + q21;

3. calcular a matriz R a partir de R;

4. compor, por meio do produto matricial, todas as matrizes ja construidas, gerando
R[ﬂ§
Para cada ponto X,,, com k; < m < k; + 1:

e aplicd-lo a X,,, gerando [;

5. definir um transladador T, ,

6. aplicar R a [, gerando t;

7. definir o transladador T e aplica-lo ao ponto X, _,.

5.2 Testes Computacionais

Alguns experimentos foram feitos com o intuito de verificar a precisao dos méto-
dos que envolvem a AGC, além de realizar comparagoes entre estes e aqueles apresentados

no capitulo 3.

Para verificar se os resultados obtidos com os algoritmos da AGC correspondem
ao esperado, realizamos um experimento, como feito anteriormente, em que consideramos
uma molécula hipotética de proteina de 1000 atomos e impomos 100 diferentes alteracoes
aleatdrias nos angulos de tor¢ao, com a quantidade alterada variando de 1% a 30% do

total. A ideia, novamente, é averiguar se ¥; + ¢; = 9, para i = 1,2,---,100, é observado
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experimentalmente. Entao, para cada ¢;, calculamos as coordenadas conformes atualizadas
e depois buscamos os dngulos de tor¢ao associados a estrutura atualizada. A Figura 40

mostra o grafico encontrado.

Figura 40 — Norma da diferenca entre os dngulos de tor¢ao originais e atualizados (||¢'—]|)
em fun¢ao da norma das alteragoes nos angulos de torgao (||4[|). Em azul, os
valores obtidos em cada simulagdo; em cinza, a reta identidade.

"~

10}

Fonte: Elaborado pelo autor.

De fato, o experimento acima, realizado utilizando o Algoritmo 8, indica que
os resultados obtidos correspondem ao esperado, uma vez que os pontos azuis estao,
aparentemente, sobre a reta identidade. Indo além, para verificar a distdncia entre os
valores obtidos em [|1); — ;|| e ||¢i]|, fizemos um outro experimento, que estd presente na

Figura 41:

Figura 41 — Diferenga entre as normas |1/} — ;|| e ||&4]]-

2x10712 1
1510712
L ]
&’ . » .
12107121 e ¢ 5 ¢
® Ve . ‘.' "
s ¢ [ * & b -
5x10-13p aa T He ®
: . . =
- 5 . l. . ol *. ‘e ‘e I.l. --l‘
. ®e se 00 0% o 3%
e ey ug®ig el het e ey
20 40 60 20 100

Fonte: Elaborado pelo autor.

Apesar de a diferenga entre as normas |[¢); — ¥;|| e ||¢;|| serem maiores do que
aquelas encontradas no experimento analogo do capitulo 3, ainda sdo valores pequenos, de

modo que podemos concluir que o Algoritmo 8 também cumpre o que se propoe.

Podemos fazer um procedimento andlogo para os Algoritmos 6 e 7, mas vamos
usar novamente o RMSD para verificar o quao proximas estdo as solugoes obtidas com os

Algoritmos 6 e 7 em relagdo ao Algoritmo 8. Como aqui estamos tratando de coordenadas
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conformes, precisamos adaptar a férmula (3.5), sobre o célculo do RMSD. Pela definigao
do produto interno conforme, presente em (4.14), temos que o quadrado da distancia entre

dois pontos z,y € R? estd associado ao produto interno entre X e Y da seguinte forma:

[l —yl* = —2(X - V).

Logo, a féormula do RMSD é reescrita para coordenadas conformes como

Feito isso, consideramos novamente uma molécula hipotética de proteina de
1000 atomos e impomos 100 diferentes alteragoes nos angulos de torgao. As 100 estruturas
atualizadas foram comparadas, via RMSD, entre os 3 algoritmos apresentados nesse

capitulo. A Figura 42 apresenta o resultado.

Figura 42 — Valores obtidos do RMSD na comparagao do Algoritmo 8 com os Algoritmos
6eT.

25x10°8 . 25x107 8

X106 oy 0@ Ta, 2106 "en o0 "o

152106 %o i .- b e aer 152105 % % BN v e ot ren”

1.x1078 | 1.x1078

5107 | 5x1077 |

20 40 60 80 100 20 a0 50 0 100
(a) Alg. 8 x Alg. 6. (b) Alg. 8 x Alg. 7.

Fonte: Elaborado pelo autor.

De fato, os resultados obtidos aqui nos indicam que os métodos retratados nos
Algoritmos 6 e 7 estdo proximos aqueles encontrados com o Algoritmo 8, uma vez que o

RMSD esta proximo de 0, indicando uma boa similaridade entre as estruturas comparadas.

Agora, faremos uma breve analise sobre custo computacional. E importante
ressaltar que os algoritmos da AGC foram implementados com a inclusao de algumas
func¢des que buscam sua simplificagdo. Por exemplo: criamos uma func¢ao que retorna o
resultado da aplicacdo de uma rotagdo R a um ponto do Modelo Conforme porque realizar
o produto geométrico R(---)R™* diretamente inclui operaces que se repetem. O mesmo

foi feito para os demais procedimentos necessarios.

Trazendo também para a discussao os algoritmos apresentados no capitulo 3, a

Tabela 1 compara o custo computacional em relacao ao niimero de operagoes.
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Tabela 1 — Contagem de operacoes para cada um dos algoritmos apresentados.

Contagem de operacgoes
Algoritmo 1 - (Rotagbes Simples e Translagoes Finais) 76 n, + 21 n, operacoes
Algoritmo 2 - (Rotagbes Simples e Translagoes Encaixadas) 94 n, + 18 n, operagoes
Algoritmo 3 - (Quatérnios e Translac¢oes Finais) 58 n, + 21 n, operacoes
Algoritmo 4 - (Quatérnios e Translacoes Encaixadas) 76 n, + 18 n, operacoes
Algoritmo 5 - (Quatérnios nativamente e Translagoes Finais) 38 n, + 54 n, operacoes
Algoritmo 6 - (Motores e Translagoes Encaixadas, versao 1) 109 n, + 86 n, operacoes
Algoritmo 7 - (Motores e Translagoes Encaixadas, versao 2) 112 n, + 86 n, operacoes
Algoritmo 8 - (Rotores e Transladadores e Translagoes Finais) | 38 n, + 50 n, operacoes

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como a contagem de operacoes foi feita considerando a quantidade de angulos
de torgao alterados (n,) e a quantidade de pontos que precisam ser atualizados (n,) por
consequeéncia, decidimos por fixar 3 porcentagens de alteragoes de angulos de torcao e, a
partir disso, calcular a quantidade de operagoes para cada nimero de pontos atualizados.
Para isso, consideramos uma proteina de 100 atomos. Abaixo, a Figura 43 mostra os

resultados obtidos, comparando todos os algoritmos desse trabalho.

Figura 43 — Quantidade de operagoes em funcdo do niimero de pontos que precisam ser

atualizados.
Operacies Operacies
10000 - Alg. 7 Alg. 7
12000f
- Alg. 6 Alg. 6
F 10000}
6000 - Alg. 5 8000 Alg. 5
Alg. & Alg. 8
4000 Alg. 1 6000 | Alg. 2
Alg. 2
2000 - Alg. 3 4000 Al
¥ - Alg. 4
Alg 4 e — Alg. 3
L L L L Pontos atualiz: 2409 L L L L Pontos gtual 1z:
20 40 60 20 20 40 60 20
(a) Com 10% dos dngulos de torgao alterados. (b) Com 35% dos angulos de torcao alterados.
Operaciies
16000+ Ao 7
14000f Alg 6
12000f
10000 F Alg. 5
Alg. 2
2000 2 Alg. 8
6000 [ Alg. 1
4000 ] a4
Alg. 3
! ! . ! Pontos atuahiz:
20 40 60 20

(c¢) Com 60% dos angulos de torcao alterados.

Fonte: Elaborado pelo autor.

No item a) da Figura 43, podemos observar que os Algoritmos 1, 2, 3 e 4,
que envolvem o uso de matrizes, usam de um menor nimero de operagoes, enquanto

os Algoritmos 6 e 7, com os Motores da AGC, ficam um pouco atras dos demais. Num
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meio termo, estao os Algoritmos 5 e 8. Mas pode-se notar também que, ao aumentar a
porcentagem de angulos de tor¢ao alterados, estes tltimos se mostram competitivos com
os Algoritmos 1, 2, 3 e 4. Isso acontece porque os Algoritmos 5 e 8 necessitam de um
nimero menor de operacoes por angulo de tor¢ao alterado do que os demais. Em geral,
os algoritmos com Translagoes Finais tém essa caracteristica. Esses fatos indicam que
hé casos em que um algoritmo pode ser mais aconselhado do que o outro, a depender
do nimero de angulos de torcao alterados e a quantidade de pontos que precisam ser

atualizados, por consequéncia.

Por fim, alguns comentérios sobre os Algoritmos 6 e 7. Podemos notar, tanto
na Tabela 1, quanto na Figura 43, que os dois ficaram um pouco atras dos demais. Na
tabela, inclusive, fica evidenciado que eles envolvem mais operacoes tanto por angulo de
torcao alterado, quanto por ponto que precisa ser atualizado. Por esses dois parametros
apenas, seria natural descarta-los. Entretanto, como pode ser visto no capitulo 6 de
(CAMARGO, 2021), os motores, elementos principais nos Algoritmos 6 e 7, sao tteis no
calculo de distancias interatomicas. Com eles, é possivel calcular a distancia entre dois
pontos quaisquer usando apenas as coordenadas internas de uma proteina e, portanto, sem
a necessidade de encontrar as coordenadas conformes dos respectivos pontos. Conhecer as
distancias interatomicas de uma proteina é muito importante em diversos processos de

quimica computacional.

Por curiosidade, ja que o nosso foco é mais tedrico do que computacional,
também decidimos verificar se a proporc¢ao entre os custos é observada na pratica. Para
isso, consideramos o tempo de processamento de cada um dos algoritmos para atualizacao
de uma estrutura 3D de uma molécula hipotética de proteina de 100 atomos. Também
vamos fixar 3 porcentagens de alteragoes nos angulos de torcao e, diferentemente do
experimento anterior, teremos o tempo de processamento em funcao do nimero de pontos

atualizados. Apresentamos o resultado do experimento na Figura 44.

As proporgoes entre os algoritmos, levando em conta os tempos de processa-
mento, se assemelham, majoritariamente, aquelas encontradas com o experimento anterior,
sobre a contagem de operagoes. Entretanto, as diferencas entre teoria e pratica se devem,
principalmente, ao fato de que usamos pacotes para trabalhar com os quatérnios e com
a AGC, além de que tivemos que implementar esses algoritmos atribuindo algumas ade-
quagoes e/ou fungoes criadas por nds, que eventualmente podem ser aprimoradas. Ainda
assim, pode-se notar que a pratica, exemplificada com os tempos de processamento, segue

razoavelmente um padrao estabelecido pela teoria, na contagem de operacoes.
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Figura 44 — Tempo de processamento em fun¢ao do nimero de pontos que precisam ser
atualizados.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

5.3 Exemplo detalhado

Assim como foi feito no capitulo 3, separamos essa se¢ao para resolver um

pequeno problema de atualizacao de coordenadas dos pontos que representam uma molécula

hipotética de 8 atomos devido a alteragoes em angulos de torcao. Estamos assumindo as

mesmas hipoéteses de outrora sobre distancias e angulos de ligacao, bem como os dados

dos angulos de torcao originais e as alteragoes que queremos impor.

A diferenca que vamos considerar aqui é que estamos partindo do pressuposto

de que a conversao de coordenadas internas para conformes ja foi devidamente realizada.

Temos, entao, os seguintes pontos relacionados aos a&tomos da estrutura original da nossa
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pequena molécula:

e[0]
el0] — 1.5¢e[1] + 1.125¢[o0]
el0] — 1.9991e[1] — 1.41453¢e[2] + 2.99866¢[ 0]
el0] — 3.45517e[1] — 1.43003¢e[2] — 0.360054¢[3] + 7.05641¢e[oc]
[0] —
[0]
[0]
[0]

e[0] — 4.03¢[1] — 2.78186¢[2] — 0.0565105¢[3] + 11.9914e[oc]
e[0] — 3.08706¢[1] — 3.84464¢[2] — 0.537505¢[3] + 12.3¢[oc]
e[0] — 3.43632¢[1] — 5.15192¢[2] + 0.109821¢[3] + 19.1813¢[oc]
e[0] — 4.21596¢[1] — 4.89468¢[2] + 1.36521¢[3] + 21.798¢[o0)]

Vamos adotar a representagao de e; por e[i] ao longo desse se¢ao. Fazemos isso
para se assemelhar a forma como manipulamos tais objetos com o pacote CGAlgebra. Além

disso, listamos na tabela abaixo algumas funcoes tteis para a resolucao desse problema.

Tabela 2 — Fungoes usadas com o pacote CGAlgebra.

Funcao Papel que desempenha
GeometricProduct[A, B] Calcula o produto geométrico entre A e B.
OuterProduct[A, B] Calcula o produto externo entre A e B.
Reversion[A] Calcula o reverso do multivetor A.
MultivectorInverse[A] | Calcula o inverso do multivetor A, caso exista.
Dual[A] Calcula o dual do multivetor A.
Grade[A, K] Extrai a porgao k-vetorial do multivetor A.

Vamos impor duas alteracoes em angulos de torcao: ¢, = 0.2 rad e ¢g = 0.4 rad.
Com isso, temos 3 grupos de atomos: G, representado pelos pontos que nao precisam ser
atualizados (X1, X e X3); G1, com os pontos que s6 recebem a aplicagdo de uma rotagao

(X4 e X5); e Gy, composto por Xg, X7 e Xg, que recebem a atuagao de duas rotagoes.

Primeiro, vamos apresentar os resultados de cada etapa usando o pacote

CGAlgebra (7), além dos resultados para o calculo via versdo matricial.

Portanto, sobre a atualizacao de todos os pontos que compoem G, devemos:

1. Calcular o vetor unitario que sera entendido como eixo de rotacao:

T3 — T2

b = —0.332736¢[1] — 0.94302¢[2)].

||$3—1?2H

Para a versao matricial, consideramos

b= (—0.332736,—0.94302,0).
2. Determinar o rotor a partir de b e ¢4, = 0.2:

Ry = cos (?) — sen (21) bejas = 0.995 — 0.0332¢][3, 2] — 0.0941¢[1, 3].
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Para a versdo matricial, tomamos ¢ = (COS%,SG?’L%ZE,8871?[)2,86”%1)3) =
(0.995, —0.0332, —0.0941, 0) e criamos a seguinte matriz:
1 0 0 0 0
0 0.982273 0.00625465 —0.187349 0
Ri=1| 0 0.00625465 0.997793  0.0661045 0
0 0.187349 —0.0661045 0.980067 0
0 0 0 0 1

3. Calcular os transladadores a partir das ligacoes rotacionadas:

t = Ry(xg — 23) Ry = Tj, = 1+ 0.6814e[L, 00] + 0.0242¢[2, 00] + 0.3123¢[3, 00]
ty = Ry(ws —x4) Ry = Ty, = 1+ 0.3149¢[1, oo] + 0.6662¢[2, 0o] — 0.1396¢[3, 0o].

Na versao matricial, os transladadores sao escritos como:

1 0 0 0 0
—1.36289 1 0 0 0
T; = | —0.0483767 0 1 0 0
—0.624644 0 0 1 0
1.125 —1.36289 —0.0483767 —0.624644 1
1 0 0 0 0
—0.629966 1 0 0 0
T, = | —1.33237 0 1 0 0
0.27916 0 0 1 0
1.125 —0.629966 —1.33237 0.27916 1

4. Calcular as atualizacoes dos pontos:

X4 =Ty, X417 = e[0] — 3.362¢[1] — 1.46291¢[2] — 0.624644¢[3] + 6.91665¢[00]
XL =T, X4T " = e[0] — 3.99196¢[1] — 2.79528¢[2] — 0.345484¢[3] + 11.9344¢[00).

Na versao matricial:
Xf; =T, - Xé = (1,-3.362, —1.46291, —0.624644, 6.91665)
Xé =Ty, - X, = (1.,—3.99196, —2.79528, —0.345484, 11.9344).

Para atualizar os pontos que pertencem a (G5, devemos:

1. Calcular o vetor unitario que sera entendido como eixo de rotagao. Logo, temos
b = —0.383221¢[1] — 0.901216e[2] + 0.202362¢][3].
Para a versao matricial,

b = (—0.383221, —0.901216, 0.202362).
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2. Determinar o rotor a partir de b e ¢ = 0.4:
Ry = 0.980067 — 0.0402¢[1, 2] — 0.1790¢[1, 3] + 0.0761e[2, 3].

b6 %6 s b6

Para a versao matricial, tomamos ¢ = (cos,senbl,sean,senb?,) =
2 2 2 2

(0.9801, —0.0761, —0.1790, 0.0402) e criamos a seguinte matriz:

0 0 0
0.932654 —0.0515408 —0.357072
0.106066  0.985175 0.134837
0.344829  —0.16363  0.924294

0 0 0

Ry =

o O O o =
_ o O O O

3. Compor todos os rotores calculados até aqui. Entao
Ry = RiRy, = 0.9558 — 0.1121e[3, 2] — 0.2691¢[1, 3] 4- 0.0388¢(2, 1]
Na versao matricial, temos

0 0 0
0.852181 —0.0138093 —0.523064
0.13446  0.971861 0.193406
0.505675 —0.235149  0.830059

0 0 0

R[Q] == R1 'R2 -

oS o o o =
_ o O O O

4. Calcular os transladadores a partir das ligacoes rotacionadas:

ty = Rpy (w6 — 25) Ry = Ti, = 1 —0.5349¢([1, 00] 4 0.4995¢[2, 00] — 0.1637¢[3, o0
ty = Rpgj(w7 — xG)R[_Q]l = T}, =1+ 0.3091e[1, co] + 0.5961e[2, co] — 0.3341e[3, 0]
t3 = Ryg(xs — $7)R[_2]1 = T, =14 0.6623¢[1, 00] — 0.193¢[2, co] — 0.2937¢][3, o0].

Na versao matricial, os transladadores sao escritos como:

1 0 0 0 0
1.06983 1 0 0 0

T, =| —0999114 0 1 0 0
0.327481 0 0 1 0

1.125  1.06983 —0.999114 0.327481 1

1 0 0 0 0

—0.618177 1 0 0 0

T, =| —1.19226 0 1 0 0
0.668109 0 0 1 0

1.125  —0.618177 —1.19226 0.668109 1
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1. 0 0 0 0

—1.32459 1 0 0 0

T, = | 0.387972 0 1 0 0
0.587313 0 0 1 0

1.125 —1.32459 0.387972 0.587313 1

5. Calcular as atualizagbes dos pontos:
Xé - Tt1XéTt:1
Xé = Tt2X<,3Tt;1
X} =T,

e[0] — 2.92214¢[1] — 3.79439¢[2] — 0.0180029¢[3] + 11.4683¢[oc]
e[0] — 3.54032¢[1] — 4.98665¢[2] + 0.650106¢[3] + 18.9116¢[o0]
e[0] — 4.86491¢[1] — 4.59868¢[2] + 1.23742¢[3] + 23.1732¢[00).

Na versao matricial:

X, =T, - X! = (1,-2.92214, —3.79439, —0.0180029, 11.4683)
X! =T, - X, = (1,-3.54032, —4.98665, 0.650106, 18.9116)
X, =T, - X, = (1,—4.86491, —4.59868, 1.23742, 23.1732).

Agora vamos fazer o mesmo para os métodos cujo eixo de rotagdo nao passa
necessariamente pela origem. Para abreviar, vamos adotar apenas o método descrito no

Algoritmo 6 e omitir a versao matricial. Entao, para atualizar os pontos de Gy, devemos:

1. Calcular o bivetor unitario, a partir de X3 e X5, que sera entendido como plano de
rotagao. Logo, temos

. (Xg VAN X2 A 600)*
o Magnitude[(Xg A\ X2 A eoo)*]

= 0.94302¢[1, 3] — 0.332736¢[2, 3] 4+ 1.41453¢[3, o0].

2. Determinar o motor a partir de [ e ¢, = 0.2:

M, = cos <¢;1> — sen (?) I =0.995 — 0.0941e[1, 3] + 0.0332¢[2, 3] — 0.1412¢[3, 0.

3. Calcular as atualizacoes dos pontos:
X} = MiXsM; " = e[0] — 3.362¢[1] — 1.46291¢[2] — 0.624644¢[3] + 6.91665¢[0]
Xt = M Xs M = e[0] — 3.99196¢[1] — 2.79528¢[2] — 0.345484¢[3] + 11.9344¢[o0].

J& para os pontos que pertencem a Go, devemos:

1. Calcular o bivetor unitario, a partir de X5 e X4, que serd entendido como plano de

rotacao. Logo, temos

I = 0.2024¢[1,2] + 0.9012¢[1, 3] — 0.3832¢[2, 3] — 0.6139¢[1, c0] + 0.8372¢[2, o0
+2.5658¢]3, 00].
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2. Determinar o Motor a partir de [ e ¢, = 0.2:

My = 0.98 — 0.0402¢[1,2] — 0.1790¢[1, 3] + 0.122¢[1, 00] + 0.07613¢[2, 3]
— 0.1663¢[2, 00] — 0.5098¢[3, o).

3. Compor todos os rotores construidos até aqui:

My = M; My = 0.9558 — 0.0388¢(1,2] — 0.2691¢[1, 3] + 0.1441e([1, 0] + 0.1121e[2, 3]
— 0.1717¢[2, 00| — 0.6286¢[3, 0]

4. Calcular as atualizacoes dos pontos:

Xp = My XeMp' = e[0] — 2.92214e[1] — 3.79439¢[2] — 0.0180029¢[3] + 11.4683¢[oc]
Xp = Mig X7 M = €[0] — 3.54032e(1] — 4.98665¢[2] + 0.650106¢[3] + 18.9116¢[00]

Xt = My XsMp' = e[0] — 4.86491¢[1] — 4.59868¢[2] + 1.23742¢[3] + 23.1732¢[oc].

Fazendo a conversao de todos esses pontos atualizados para coodenadas cartesi-
anas, notamos que o resultado foi o mesmo que o encontrado no capitulo 3 para o mesmo

exemplo.

Mesmo assim, vamos calcular as matrizes de distancias dos pontos originais e
dos pontos atualizados. Como agora estamos trabalhando com coordenadas conformes,

usamos o fato de que a distancia entre os pontos X; e X; é dada na AGC por

rig = —2(Xi - Xj),

fato decorrente da definigao (4.14), em que - representa o produto interno do Modelo

Conforme, que com o pacote CGAlgebra é representado pela funcao InnerProduct.

A diferenga entre as matrizes de distancias referidas é dada por

000 —0.0374 —0.0117 —0.1706 —0.0437 0.2051
0 0 0 4.4409 - 1071¢ —0.1417 —0.0779 0.0693
0 —2.8866-10716 4.4409 -1071¢ —0.1636 —0.0613 0.1128
0 —2.4424-107% —7.9936-107'° 6.6613- 107" —1.7763-1071°
0 —1.7763 - 107" 4.4409-107'" 2.6645-107° |’
0 3.5527-1071 —1.0214-107"
0 —2.7311-1071
0

satisfazendo o fato de que r; ; nao se altera quando 7, j < k e quando 4,57 > k — 2, de modo

que s6 mudam as distancias r; ; parai <k —3e j > k.
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Além disso, os angulos de tor¢ao calculados a partir dos pontos atualizados
também satisfizeram as alteracoes ¢, = 0.2 rad e ¢ = 0.4 rad que impomos, pois os

angulos de torcao originais sao
{0,0,0,—2.88422, —2.91555, —0.772891, 2.84816, —0.3755}
e os que encontramos a partir da atualizacdo das coordenadas sao

{0,0,0,—2.68422, —2.91555, —0.372891, 2.84816, —0.3755}.



103

6 Consideracoes Finais

Calcular varias atualizagoes a partir de uma estrutura 3D de uma molécula
de proteina é uma tarefa muito importante em diversas situagoes: Dinamica Molecular,
Docking, no estudo de Func¢ao da Energia Potencial, entre outras. Por tal importancia, um
dos nossos objetivos era dissecar os principais métodos de atualizacao de coodenadas de es-
truturas 3D de proteinas. Esse objetivo, naturalmente, incluia também uma fundamentagao

teodrica sobre rotagoes e translacoes, tdo importantes nos processos apresentados.

Nao nos limitando apenas aos métodos que denominamos como “classicos”, mais
conhecidos e difundidos na literatura, buscamos também retratar uma outra perspectiva
de abordagem para o problema de atualizagdo de estruturas 3D de proteinas. Com a
Algebra Geométrica Conforme, pudemos notar simplificacoes e propriedades interessantes
surgirem. Os quatérnios, tao importantes para codificar rotagoes, se mostraram, de uma
forma muito natural, parte integrante dessa algebra. A ortogonalidade de operadores, na

presenca dos rotores, transladadores e motores, também ¢ algo a se destacar.

Claro que algumas dificuldades surgiram. Ao incluir duas novas coordenadas,
colher num espago a 5 dimensoes as interpretacoes geométricas do espaco tridimensional
fatalmente indica um aumento no custo computacional. Exemplos sao os Algoritmos 4 e 5
do 1ltimo capitulo, utilizando motores. Mas nao foi a regra! Por exemplo, a rotacdo com os
rotores, como mostrado no capitulo 4, nao requer custo adicional ao subir duas dimensoes.
Entretanto, no caso dos motores, um custo computacional maior nesse problema pode ser
compensado por vantagens e simplificacdes no calculo de distancias interatomicas. Isso
pode ser notado, por exemplo, no estudo sobre Funcao da Energia Potencial de proteinas,

no qual sdo encontrados resultados nesse sentido em (CAMARGO, 2021).

Bastante influenciado pelos artigos (ZHANG; KAVRAKI, 2002; CHOI, 2006) e
pela tese de doutorado (CAMARGO, 2021), o presente trabalho buscou fazer algumas
distingoes. Demos um enfoque consideravel para fundamentacoes teéricas e detalhes nos
passo a passos dos métodos, bem como exemplos de aplicacao, na tentativa de apresenta-los
de forma clara. Mais significativamente, buscamos trabalhar os métodos da AGC com
um pacote especifico para Algebra Geométrica. Isso é importante, porque permite que
realizemos todos os processos sem a necessidade de conversao de elementos em matrizes.
Ainda assim, buscamos apresentar, de forma resumida, a versao matricial dos algoritmos
com a AGC, a fim de que o ambiente mais habitual da Algebra Linear servisse também
de afirmacdo da abordagem apresentada. Também trabalhamos com alguns experimentos
para mostrar a eficiéncia e a precisao dos métodos em resolver o problema da atualizagao

de estruturas 3D de proteinas, bem como comparamos por meio de uma métrica de
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similaridade de estruturas e a partir dos custos computacionais dos respectivos algoritmos.

Por ser uma &rea relativamente nova da Matematica, a Algebra Geométrica e
a sua versao com o Modelo Conforme possuem um grande potencial de desenvolvimento,
tanto em teoria, quanto em aplicagoes. Em especial, no problema de aplicacao deste
trabalho, os experimentos apresentados corroboram para essa afirmagao, uma vez que os
métodos com a AGC se mostraram tao precisos quanto os métodos denominados classicos.
E fato também que, por objetivarmos principalmente o funcionamento dos métodos com a
AGC, estes ainda podem ser implementados de forma mais aprimorada, vislumbrando maior
eficiéncia e menor custo computacional. Mas apesar disso, ficou evidente que a Algebra
Geométrica Conforme é uma boa e promissora alternativa na resolucao do problema de

atualizacao de estruturas 3D de proteinas.
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