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Resumo

Neste trabalho estabeleceremos conexoes entre os conceitos de derivada generalizada de
Hukuhara (gH-derivada) e a W-derivada de fungoes fuzzy. Os resultados estabelecidos
dessa relacao serao utilizados para obter métodos de resolugao analiticos de problemas
de valor inicial fuzzy (PVIF) sob a gH-derivada ou sob a W-derivada. Definiremos a
U-derivada de fungbes da forma f(x) = p1(x)A1 + -+ + pp(x) Ay, em que py, ..., p, sdo n
fungoes reais e {Ay,..., A,} é um conjunto fortemente linearmente independente (FLI)
de ntmeros fuzzy. Analisaremos quais sdo as condi¢Oes necessarias e suficientes para
que a V-derivada e a gH-derivada da fungao f coincidam para z € (a,b). Concluiremos
que somente a anglise das fungoes coeficientes p; e de suas derivadas p; é suficiente
para determinar se f ¢é gH-diferenciavel e se a gH-derivada de f coincide com a W-
derivada. Exibiremos um conjunto {1, Ay, ..., A,} FLI de nimeros fuzzy cujos elementos
da forma B = pg + p1A; + -+ + p,A, podem ser aproximados de forma arbitraria
de um numero fuzzy A, cujos extremos dos intervalos associados aos seus a-niveis sao
continuos. Sob algumas condigoes fracas, aplicaremos esse ultimo resultado para aproximar
uniformemente uma funcao fuzzy g arbitraria continuamente gH-diferenciavel da funcao f
da forma f(x) = po(z) + p1(z)A1 + -+ + pn(x) A, e, da mesma maneira, aproximaremos
uniformemente a gH-derivada de g da respectiva WU-derivada de f. Aplicaremos os resultados
para obter solucoes analiticas de um PVIF, sob a gH-derivada, a partir da solugao de
um PVIF que é equivalente ou aproximado via W-derivada. A partir de alguns modelos
fuzzy simples como os de decaimento e de crescimento populacional, com condigoes iniciais
incertas, e com algumas hipoteses adicionais, verificaremos que é possivel obter a solugao
analitica de um PVIF, sob a W-derivada, quando o conjunto solucao do PVIF sob a

gH-derivada é fortemente linearmente independente.

Palavras-chave: Numeros Fuzzy; Independéncia Linear Forte; Céalculo Fuzzy; Espacos de

Banach; Aproximacao; Derivada generalizada de Hukuhara; U-derivada.



Abstract

In this study, we will establish connections between the concepts of Hukuhara generalized
derivative (gH-derivative) and the W-derivative of fuzzy functions. The results established
from this relation will be used to obtain analytical methods for solving fuzzy initial value
problems (FIVPs) under the gH-derivative or under the W-derivative. We will define the
U-derivative of functions of the form f(z) = pi(z)A; + - - + pn(x) Ay, where py, ..., p, are
n real functions, and Ay,..., A, is a strongly linearly independent set of fuzzy numbers.
We will analyze what are the necessary and sufficient conditions so that the W-derivative
and the gH-derivative of the function f coincide for z € (a,b). We will conclude that only
the analysis of the coefficient functions p; and their derivatives p; is sufficient to determine
whether f is gH-differentiable and whether the gH-derivative of f coincides with the
U-derivative. We will exhibit an SLI set {1, A;,..., A, } of fuzzy numbers whose elements
of the form B = py+ p1 A1 + - - -+ p, A, can be approximated arbitrarily to a fuzzy number
A, whose endpoints of their a-levels are continuous. Under some weak conditions, this
latest result to uniformly approximate an arbitrary continuously gH-differentiable fuzzy
function g to the function f, of the form f(z) = po(z) + p1(z)A; + -+ + pn(x)A, and
in the same way, we will uniformly approximate the gH-derivative of g to the respective
U-derivative of f. We will apply the results to obtain analytical solutions of a PVIF, under
the gH-derivative, from the solution of a PVIF that is equivalent or approximated via the
W-derivative. From some simple fuzzy models such as the decay and the population growth,
with uncertain initial conditions, and with some additional hypotheses, we will verify that
it is possible to obtain the analytical solution of a PVIF, under the W-derivative, when

the solution set of the PVIF under the gH-derivative is strongly linearly independent.

Keywords: Fuzzy Numbers; Strong Linear Independence; Fuzzy Calculus; Banach Space;

Approximation; Generalized Hukuhara derivative; W-derivative.
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Introducao

Na Matematica Aplicada a ideia é a de buscar solugoes para problemas em
diversas areas do conhecimento humano utilizando conceitos e métodos matematicos. Em
particular, busca-se modelos que possam representar de forma eficiente sistemas fisicos,

bioldgicos, econémicos ou sociais.

Entretanto, no dia a dia, é perceptivel que diversos fenémenos apresentem
um certo grau de incerteza quanto as suas caracteristicas e comportamento, por isso
costuma-se utilizar conceitos e termos de linguagem para caracteriza-los. Por exemplo,
para estimar ou valorar caracteristicas sdo usados termos vagos e imprecisos como “alto” e
“baixo” para indicar o nivel de ruido de um ambiente, “quente” e “frio” para indicar a
sensacao da temperatura naquele momento ou “barato” e “caro” para indicar a percepc¢ao

de valor de um produto ou servico.

Em vista dessas caracteristicas e complexidade de fendomenos, o pesquisador
Lofti Zadeh propds em (ZADEH, 1965) a ideia de que a incerteza pode ser formalmente
tratada pela Légica. Surgiu entao o que é hoje conhecido como Légica Fuzzy ou Logica

Difusa ou como chamaremos de forma ampla Teoria Fuzzy.

Desde a sua proposicao, a Teoria Fuzzy tem sido amplamente utilizada em
aplicagoes praticas como em Economia [(ZADEH, 1975),(KLIR; YUAN, 1995)], Medicina
e Saide [(PAL; BEZDEK, 1995), (GUPTA; NISHIDA, 2008)], Biologia [(BARROS; BAS-
SANEZI, 2006), (KAUFMANN; GUPTA, 1985), (WANG; MENDEL, 1992)], Engenharia
[(JANG, 1993),(DUBOIS; PRADE, 1980)] e tantas outras. No entanto, para alcancar
esse nivel de aplicabilidade foi necessario o desenvolvimento de uma teoria matematica
forte, sélida e robusta da Teoria Fuzzy, em especial, na mateméatica que ajuda a analisar o

comportamento de fendomenos da natureza por meio do Calculo Diferencial.

A teoria do Célculo sobre as mais diversas classes de objetos matematicos é
desenvolvida de forma mais apropriada e tem seus aspectos funcionais bem estabelecidos
em Espacos de Banach, uma vez que esses espacos permitem a definicao de operadores
lineares continuos e a construgao de espacos funcionais que sao tteis para o desenvolvimento

da teoria do Calculo em espagos mais gerais (ALLAN, 2001).

Os objetos mais apropriados para o desenvolvimento de uma concepc¢ao de
Calculo na Teoria Fuzzy sao os ntimeros fuzzy, pois estes sao compreendidos como uma
extensao ao conceito de ntimero real. Além disso, esses niimeros sao sempre associados
a objetos bem conhecidos na teoria do Calculo: os intervalos compactos da reta real.
Os intervalos da reta real associados a um ntmero fuzzy sao chamados de a-nivel desse

respectivo niimero.
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Obstante a associacao entre um nimero fuzzy e um intervalo contido em R, o
conjunto dos nimeros fuzzy, denotado por Rz, ndo possui a estrutura de espago vetorial
com as suas operagoes usuais de soma e produto por escalar (definidas por meio desses
intervalos), mas uma estrutura algébrica mais fraca [(LUPLESCU; O'REGAN, 2020),
(MARKOV, 2004)]. Sendo assim, Rz nao representa um Espaco de Banach e portanto

nao possui todas as propriedades de uma teoria de Calculo.

Por consequéncia, varias abordagens para uma teoria de Célculo Fuzzy foram
propostas na literatura e muitas delas com diferentes nog¢oes de diferenciabilidade para
fungoes que expressam incertezas [(BARROS; GOMES; TONELLI, 2013), (BARROS;
PEDRO, 2017), (BEDE; STEFANINI, 2013), (CHALCO-CANO; ROMAN-FLORES;
JIMENEZ-GAMERO, 2009), (ESMI et al., 2018), (KALEVA, 1987), (MAZANDARANTI;
PARIZ; KAMYAD, 2017), (SEIKKALA, 1987), (SHEN, 2022)]. A mais conhecida e
amplamente utilizada é a chamada derivada generalizada de Hukuhara (gH-derivada), que
¢ baseada na diferenga generalizada de Hukuhara (BEDE; STEFANINI, 2013).

A gH-derivada tem sido extensivamente investigada na Teoria Fuzzy por ser
caracterizada pelos extremos dos a-niveis das fung¢oes de valores fuzzy (ou simplesmente,
fungoes fuzzy). No entanto, seu uso envolve alguns problemas, por exemplo, a existéncia
da derivada depender das condi¢oes do chamado Teorema do Empilhamento e, mesmo
existindo, pode surgir switch points em seu dominio de definicdo. Assim sendo, esse tipo
de ponto pode dificultar a resolucao de problemas que modelam fendémenos, por meio de
Equagoes Diferenciais, que levam em conta a incerteza de algum componente do fenomeno

modelado.

Os switch points tem um papel similar aos pontos de inflexdo de uma func¢ao
de valores reais, isto é, eles indicam que existe uma vizinhanca desses pontos em que a
taxa de variacao da derivada de uma funcao altera de sinal. No sentindo da gH-derivada,
esses pontos forcam uma mudanga na sua respectiva natureza e portanto alteram a forma

da equacao diferencial descrita por meio da gH-derivada.

As equacoes diferenciais que consideram a incerteza presente no fenémeno
de um sistema, dadas por ntiimeros fuzzy, sao denominadas Equagoes Diferenciais Fuzzy
(EDF). Quando é estabelecido alguma condigao inicial sob a EDF, tem-se um Problema

de Valor Inicial Fuzzy (PVIF).

Os PVIF sao utilizados na modelagem de sistemas nos quais um ou mais dos

seus componentes apresentam algum tipo de grau de incerteza. Por exemplo:

e (SALGADO et al., 2018) a medicao de corrente elétrica em um circuito RL, composto
de um resistor de resisténcia R, um indutor com indutancia L, alimentados, ao longo

do tempo, por uma fonte de tensdo E(t) cujo valor da corrente elétrica I(t), no
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instante t = 0, é incerto:
R E(t)
I't)+ =I(t) = —~>
0+ L) = 2L
« (CECCONELLO; DORINI; HAESER, 2017) a variacao de uma populagao P(t), ao

longo do tempo, cuja taxa de crescimento populacional r, a capacidade de suporte

K em um ambiente e a populacao inicial P sao incertas:

P'(t) = rP(t) ( - P[((t))
P(0) = Py € Ry

Obter a solucao de EDF, via gH-derivada, pode ser dificil, ainda mais se existi-
rem switch points que alteram o comportamento da equacao diferencial como mencionamos
anteriormente. Uma forma de se contornar esse problema é associando a gH-derivada a

outros tipos de derivadas as quais nao necessariamente apresentam aspectos dessa natureza.

Dali, surge a meta desse trabalho que ¢ a de estabelecer conexoes entre a
gH-derivada e uma derivada fuzzy baseada no conceito de independéncia linear forte e

dessa maneira resolver PVIF’s escritos sob a gH-derivada.

O conceito de conjunto Fortemente Linearmente Independente (FLI) foi re-
centemente introduzido por Esmi et. al. em (ESMI et al., 2022) para subconjuntos de
numeros fuzzy contidos em Rx. A nocao de conjunto FLI permite contornar o problema
da falta de estrutura de espaco de Banach em subconjuntos de Rx. Precisamente, dados
numeros fuzzy FLI A;,..., A, em Rz, o conjunto das suas combinacoes, que é definido e

denotado por
S(Ay,...,A,) ={AeRx|3p1,...,pn € R tais que A =p1A; + -+ + p,An},

em que “+7 representa a soma usual de nimeros fuzzy, induz um operador linear continuo
U :R" - S(Ay,...,A,) que corresponde um espago de nimeros fuzzy a um espago de
Banach por meio de um isomorfismo isométrico. Assim, tem-se um conjunto formado por
nimeros fuzzy S(Ay, ..., A,) cujas propriedades algébricas, analiticas e geométricas sao

idénticas ao espaco R".

Ainda mais, em espacos de Banach compostos por numeros fuzzy Aq,..., A,

pode-se trabalhar com fungoes fuzzy da forma

f(z) = p1(x) Ay + po(z) A + -+ - + pu(2) Ap, (1)

em que p; é uma funcao real, i =1,...,n, e {A;,...,A,} é um conjunto FLI, de forma a
definir um conceito de derivada de f em xg, por meio do isomorfismo ¥, em que f’(zg) ¢

dada simplesmente em termos das derivadas de cada func¢ao p; por (ESMI et al., 2022):

f'(w0) = pi(0) AL + py(0) Az + -+ + py, (20) An. (2)
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Ou seja, quando a derivada é induzida pelo operador ¥, o conjunto S(4, ..., A,) herda
as propriedades do Calculo Diferencial estabelecidas em R". A derivada da funcao fuzzy f
em x, induzida pelo isomorfismo ¥ : R" — S(A4, ..., A,), serd chamada de ¥-derivada de

f em z e denotado por f'(z).

Convém observar que se a func¢ao fuzzy f tem a forma dada por (1), ndo é
verdade que sua gH-derivada possui as mesmas propriedades da sua W-derivada, isto ¢, a
gH-derivada de f, que serd denotada ao longo desse trabalho por f; 17, NAO serd expressa

em termos das derivadas de cada p; (veja o Exemplo 1 em (ESMI et al., 2022)).

A partir do que foi discutido anteriormente, podemos apresentar o objetivo
geral e os objetivos especificos desse trabalho e posteriormente a estrutura desta tese com

sua devida linha de desenvolvimento:

« Objetivo Geral: Estabelecer as condi¢oes necessarias e suficientes a fim de que a
gH-derivada e W-derivada de fungoes fuzzy coincidam ou que sejam suficientemente

proximas para se obter solugdes de problemas de valor inicial fuzzy.

« Objetivos Especificos:

- Analisar sob quais condic¢oes a gH-derivada e a W-derivada de uma funcao fuzzy
f i la,b] > S(Aq, ..., A,), definida por f(x) = pi(z)A; + - - + pn(x)A,, coincidem
em algum zy € (a,b), ou seja, obter condigdes sobre as fungoes p; a fim de que
f'(xo) = fou(20).

- Definir um conjunto FLI {Ay, Ay, ..., A,} de ndmeros fuzzy, com propriedades
que garantem a seus elementos se aproximar de nimeros fuzzy cujos extremos dos

seus a-niveis sdo continuos.

- Analisar sob quais condigoes fracas uma func¢ao gH-diferenciavel arbitraria e sua
gH-derivada podem ser aproximadas uniformemente por uma funcao W-diferenciavel

e por sua V-derivada, respectivamente.

- Aplicar os resultados que relacionam os conceitos de gH-derivada e W-derivada

na solucao de problemas de valor inicial fuzzy.

- Compreender quais sao as condi¢oes para que a solucao de um PVIF sob a gH-
derivada seja uma solugao (ou uma aproximagao a solu¢ao) de um PVIF submetido

a WU-derivada.

- Sintetizar os resultados obtidos pelas relacoes entre um PVI n-dimensional, um

PVIF sob a gH-derivada e um PVIF sob a W-derivada.

Estrutura de desenvolvimento do trabalho

No Capitulo 1 revisaremos os conceitos bésicos da Teoria Fuzzy. Apresentaremos

as defini¢bes de Conjuntos Fuzzy, Nimeros Fuzzy e Fungdes Fuzzy assim como das operagoes
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de soma e produto de niimeros reais estendidas a niimeros fuzzy por meio da Extensao de
Zadeh. Veremos que com uma estrutura basica de operacoes, munido de uma métrica dy,
o conjunto dos nimeros fuzzy Rx torna-se um espago métrico e assim é possivel definir o

conceito de gH-derivada de uma fungao fuzzy.

Recordaremos que o subconjunto dos niimeros fuzzy cujos extremos dos seus
a-niveis sao continuos, o conjunto Rz, , com a métrica herdada de Rz, ¢ um espago métrico
separavel e, portanto, existem n € N e subconjuntos {Ag, A1, ..., A,} de numeros fuzzy
nesse espaco tais que B = pg+p1 A1+ - -+ p, A, se aproxima arbitrariamente de elementos
Ae R]:C.

No Capitulo 2 apresentaremos a definicao de um operador ¥ que atua a partir
do R" no espaco S(A4, ..., A,) formado pelas combinagdes de ntmeros fuzzy A;,..., A,
FLI, o qual é capaz de induzir operagoes de soma e produto por escalar em S(Ay, ..., A,)
que tornam este conjunto, munido dessas operacoes induzidas, um espago de Banach n-
dimensional. Através do conceito de conjunto FLI e do operador ¥, que é um isomorfismo,
apresentaremos a definicdo de W-derivada de uma funcao fuzzy que assume valores fuzzy

em S(A;,...,A,) e que possui as mesmas propriedades operatorias classicas da derivada

em R".

No capitulo 3, desenvolveremos os resultados obtidos da investigagdo das
relagoes entre a gH-derivada e a W-derivada de fungoes fuzzy. Estabeleceremos as conexoes
entre esses conceitos e sob quais condigoes coincidem ou sdo equivalentes. Apresentaremos
resultados de existéncia de aproximacoes uniformes para fungoes fuzzy gH-diferenciaveis

que sejam W-diferencidveis e cuja imagem seja um subconjunto de S(Ay, ..., A,).

Em outras palavras, usaremos o fato de (Rz,,dy) ser um espago métrico
separavel para obter conjuntos densos e enumeraveis {4y, ..., A,} < Rz,, que fornecam
B e S(Ay,...,A,) arbitrariamente préximo de um dado A € Rx,, e assim fungoes que
assumem valores em Rz, podem ser aproximadas uniformemente por fungoes que tomam

valores fuzzy em S(Ay, ..., Ay).

No Capitulo 4, aplicaremos os resultados do capitulo anterior para relacionar
PVIF sob a gH-derivada e PVIF similares, mas submetidos a W-derivada. Investigaremos
sob quais condicoes fracas as solugoes de um PVIF, perante a gH-derivada, fornecem ou
aproximam a solucao de um PVIF sob a W-derivada. Veremos que aspectos comportamentais
do valor médio e do didmetro das solugoes dos PVIF, sob a gH-derivada, determinam se

uma solucao é adequada para resolver ou aproximar a solucao de um PVIF via W-derivada.

Por fim, nas Consideragoes Finais apresentaremos algumas reflexdes sobre os
resultados da pesquisa e destacaremos suas contribuigoes para os estudos em Teoria Fuzzy.
De maneira geral, recapitularemos os objetivos e resultados da pesquisa, apresentaremos

as suas limitacoes e contribuicoes e forneceremos sugestoes de pesquisas futuras.



23

1 Elementos da Teoria Fuzzy

Neste capitulo relembraremos os principais elementos da teoria algébrica, topo-
légica e analitica de niimeros fuzzy a fim de desenvolvermos a teoria de aproximacao entre
numeros fuzzy e, consequentemente, de funcoes fuzzy apresentadas no Capitulo 3 e sua

posterior aplicacao na resolucao de problemas de valor inicial fuzzy no Capitulo 4.

1.1 Conjuntos Fuzzy

Considere um conjunto universo U e um subconjunto A < U. Diremos que A é
um conjunto no sentido classico quando a propriedade que descreve os seus elementos é

clara e precisa, ou seja, nao apresenta subjetividades.

Alguns exemplos de conjuntos classicos sdo o conjunto dos nimeros pares
contidos no conjunto universo R, o conjunto de todos os poligonos com quatro lados no
conjunto universo constituido de todos os poligonos e o conjunto de todos os seres humanos

cuja altura é inferior a 175cm, no conjunto universo constituido pela humanidade.

Todos os conjuntos mencionados anteriormente tém seus elementos determina-
dos de forma precisa, no entanto, existem conjuntos em que a propriedade que os descreve

pode apresentar alguma subjetividade.

Por exemplo, no conjunto universo representado pela humanidade se pensarmos
no subconjunto formado pelos seres humanos altos, sem especificar um valor numérico
para o qual a partir deste uma pessoa pode ser considerada alta, teremos um conjunto
que apresenta incerteza ou subjetividade na propriedade que determina os seus elementos,

assim nao se caracterizando como conjunto classico.

Devido a isso, o pesquisador Lotfali Askar-Zadeh' introduziu em (ZADEH,
1965) o conceito de conjunto fuzzy (conjunto difuso) com o intuito de ampliar o conceito

de conjunto cléssico.

Os conjuntos fuzzy flexibilizam a exigéncia imposta sobre a caracterizagao
de um conjunto classico uma vez que a propriedade que o define pode ser representada
por uma expressao subjetiva ou incerta obtida por meio de termos linguisticos (varidveis
linguisticas). Além disso, um conjunto fuzzy nao limita somente a duas possibilidades a

sua relacdo com um elemento arbitrario x € U: ou x pertence a A ou x nao pertence a A.

Dado x € U arbitrario, a relacao entre o elemento x e o conjunto fuzzy A é

! Lotfali Askar-Zadeh (1921-2017), mais conhecido como Lotfi A. Zadeh, foi um matemético, engenheiro
eletrdnico, cientista da computagao, pesquisador em inteligéncia artificial e professor emérito de Ciéncia
da Computagdo na Universidade da Califérnia em Berkeley (SELASE et al., 2015).
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descrita por uma fungao de pertinéncia. O valor dessa fungao (chamado grau de pertinéncia)
varia conforme a incerteza com a qual x estd “mais proximo” ou “mais distante” de

representar aquilo descrito pela propriedade que define o conjunto A.

Para deixarmos mais claro o conceito de conjunto fuzzy e de grau de pertinéncia

de um elemento em relagao a esse conjunto, apresentamos o seguinte exemplo.

Exemplo 1. Um cidaddo no Brasil é considerado uma pessoa de classe média quando
sua renda domiciliar mensal varia entre 2,5 e 5,5 saldrios-minimos (Fonte: Instituto
Locomotiva, 2021). Considere o conjunto fuzzy A = {classe média} em que “classe média”
representa contextualmente “uma pessoa de classe média” no universo de pessoas cuja
renda varia entre 0 e 10 saldrios-minimos, isto €, o conjunto universo onde A estd contido

é o intervalo U = [0, 10].

Se um cidadao P tem renda igual a 3 saldrios-minimos intuimos que o grau de
pertinéncia de P em relagio a A € total, ou seja, atinge o seu valor mdximo. Notamos
também que a medida que a renda varia de 0 a 2,5 salarios-minimos, o grau de pertinéncia
¢ crescente, ou seja, mais o cidaddo tende a ser classificado como uma pessoa de classe
média.

Por outro lado, se a renda familiar varia de 5,5 a 10 a pessoa tende a pertencer
menos a classe média, ou seja, o grau de pertinéncia decresce a medida que sua renda

aumenta.

Antes de definirmos formalmente um conjunto fuzzy, relembraremos a definicao
de fungao caracteristica de um conjunto classico A € U a fim de compreender o conjunto

fuzzy como uma extensao natural de um conjunto classico.

Definicao 1. Seja X um conjunto e A um subconjunto de U. Entdo, a funcio x : U —
{0,1} definida por
] 1 sexeA
xale) = 0 sex¢A

¢ chamada de fung¢ao caracteristica do conjunto A em U.

Enquanto os valores do grau de pertinéncia de x € U, em relacao ao conjunto
classico, sdo apenas os valores da imagem da funcao caracteristica, ou seja, o conjunto
{0, 1}, os conjuntos fuzzy admitem valores para o grau de pertinéncia de z, em relagao a
esse conjunto, no intervalo [0, 1] e é este fato que caracteriza um conjunto fuzzy conforme
apresentado inicialmente em (ZADEH, 1965).

Definicao 2. (ZADEH, 1965) Um conjunto fuzzy A (subconjunto fuzzy de um conjunto

universo U) € caracterizado por uma aplicagao

SOA:U_)[Oal]
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em que os valores @ a(x) descrevem o grau de pertinéncia do elemento x € U em relagio ao

conjunto fuzzy A. Denotaremos por F(U) a colecao de todos os subconjuntos fuzzy de U.

E conveniente observar que todo conjunto classico A < U também é um
conjunto fuzzy uma vez que a funcao de pertinéncia de x € U em relagdo a A pode ser

definida simplesmente como p4(z) = xa(x) para todo = € U.

Por fim de simplicidade, identificaremos um conjunto fuzzy com a sua funcgao
de pertinéncia, isto é, p4 = A e assim cometeremos o abuso de notagdo pa(x) = A(x)

para representar a pertinéncia de x € U em relagdo ao conjunto fuzzy A.

Exemplo 2. Seja U = [0,10]. O conjunto fuzzy A : [0,10] — [0,1] descrito no Exemplo 1

pode ser representado pela fungdo de pertinéncia

2
gx se0< > <2,5
A(z) = 1 se2,5<x <55
20 —2
Tx sex >5,5

e ¢ ilustrado na Figura 1.

Figura 1 — Representagao grafica do conjunto Fuzzy A definido no Exemplo 1.

08— =1

06— -

Grau de Pertinéncia

02— 1

0 | I | I
0 7 4 6 8 10
Renda (salario minimo)

Fonte: Autor.

Na Matematica é usual estudar objetos de maior complexidade a partir de
objetos mais simples. Essa premissa pode ser aplicada a conjuntos fuzzy, os relacionando a

conjuntos classicos através dos chamados a-niveis.

Defini¢ao 3. [(KLIR; YUAN, 1996),(BEDE, 2013)] Seja A : U — [0,1] um conjunto

fuzzy. Os a-niveis de A sdo definidos como os conjuntos cldssicos

[A]ls ={zeUlA(z) 2 a}, 0 <a <1
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Em particular, para o = 1,
[A]; = {r e UlA(z) = 1}

define o nicleo do conjunto fuzzy A, enquanto
supp(A) = {x € U|A(z) > 0}

¢ chamado de suporte do conjunto fuzzy A. O nivel a =0 de um subconjunto fuzzy A é

definido como sendo o menor subconjunto (classico) fechado de U que contém o suporte de
A.

Exemplo 3. No Ezemplo 2, o nicleo de A, [A]; = [2.5,5.5] representa o conjunto de
valores de renda que faz o cidaddo ser de classe média a partir de parametros com grau de

pertinéncia igual a 1. Os respectivos a-niveis de A sao os intervalos
[Al. = [2.50,10 — 4.50]

com 0 < a < 1. O suporte de A € o intervalo aberto supp(A) = (0,10) enquanto seu 0-nivel
¢ o intervalo fechado [Alo = [0,10]. Uma ilustragao do conjunto de nivel do conjunto fuzzy

A para a = 0.5 € dada na Figura 2.

Figura 2 — Representacao do conjunto de nivel [A]g s

T

—— Conjunto Fuzzy A }
- a=0.5

=== (.5-nivel de A
08 - =

06— 1

Grau de Pertinéncia

| |
02— ! | -
1 |

| I
0 \ L L L 1
0 2 4 6 8 10
Renda (salario minimo)

Fonte: Autor.

1.2 Ndmeros Fuzzy

Na Secao 1.1 definimos os a-niveis de um conjunto fuzzy. Os a-niveis sao a
conexao entre um conjunto fuzzy e uma familia de conjuntos cléssicos. Dentre os conjuntos

fuzzy existe uma classe chamada de ntimeros fuzzy e estes sao nada mais do que
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subconjuntos fuzzy de R nos quais os seus a-niveis, que chamaremos de a-niveis, sao
intervalos de R nao-vazios, fechados e limitados nos extremos pelas fungoes a, = a™(a) e
+

al = a"(a). (ver Teorema 1).

Os ntmeros fuzzy sao os tipos de conjunto fuzzy mais utilizados para o desen-
volvimento tedrico de dreas como Andlise Fuzzy e Equagoes Diferenciais Fuzzy. Assim,
apresentaremos alguns deles e as propriedades mais importantes para o desenvolvimento

deste trabalho. Iniciaremos definindo formalmente um nimero fuzzy como feito em (DIA-

MOND; KLOEDEN, 2000).

Definicao 4. (DIAMOND; KLOEDEN;, 2000) Considere um subconjunto fuzzy da reta real

A:R — [0,1]. Entdo, A é um niumero fuzzy se ele satisfaz as sequintes propriedades:

i) A é normal, isto €, existe xg € R tal que A(xo) = 1;
i) A € fuzzy convexo, isto é, A(tx + (1 —t)y) = min{A(z), A(y)} para todo t € [0, 1];

1) A € semicontinua superior em R, isto €, para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que

|z — x| < 0 implica que A(x) — A(xg) < €;
iv) cl{x e R; A(x) > 0} € compacto, onde cl(§2) denota o fecho do conjunto §).

O conjunto dos numeros fuzzy serd denotado por Rx.

Exemplo 4 ((BEDE, 2013), p.51). O conjunto fuzzy A: R — [0, 1],

0 sex <0
3
T sel0< <1
Alz) = 5
(2—x)° sel<xz<2
0 sex =2

¢ um numero fuzzy. (Ver Figura 3).

Exemplo 5. O conjunto fuzzy representado na Figura 4 ndo € um niumero fuzzy, pois nao

é fuzzy convexo.

Observacao 1. Todo niumero real é um numero fuzzy, isto €, R € Rx. Convém observar

que, neste caso, o conjunto dos numeros reais € interpretado como
R = {X{x} s x € um numero real }

Xz} € um nimero fuzzy descrito pela fungdo caracteristica de {x} e pode ser identificado

com x € R, conforme é exemplificado na Figura 5.

Nota 1. Os conjuntos cldssicos sao frequentemente chamados de conjuntos crisp. Todo

numero real € denominado um valor crisp.



Capitulo 1. FElementos da Teoria Fuzzy 28

Figura 3 — Exemplo de um ntimero fuzzy e seu respectivo a-nivel

Fonte:(BEDE, 2013), p.52.

Figura 4 — Conjunto fuzzy que nao é um nimero fuzzy

04 —

02—

Fonte: Autor.

Observagao 2. Os numeros fuzzy também generalizam os intervalos reais. Se I denota o

conjunto de todos os intervalos reais, entao I < Rx e

I = {X[ap) : [a, ] € um intervalo real }.

Os a-niveis, o nicleo e o suporte de um numero fuzzy sao definidos de forma
analoga ao apresentado para conjuntos fuzzy. Uma caracteristica intrinseca aos ntimeros

fuzzy é determinada por seus a-niveis a partir do Teorema do Empilhamento.
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Figura 5 — Representagao do niimero real x = 0.5 como um numero fuzzy

I
08 - ! -

= x=0.5

|
02 : *

-05 0 05 1 1.5

Fonte: Autor.

Figura 6 — Representacao do intervalo real [—1, 1] como um ntmero fuzzy

i
08 - ! ! i

'
02— L i

Fonte: Autor.

Teorema 1. [(NEGOITA; RALESCU, 1975) - Teorema do Empilhamento|. Seja o € [0, 1].
Se A e Ry é um nimero fuzzy e [Al], sdo seus a-niveis, entdo:

i) [Ala é um intervalo fechado, isto é, [Alo = [a,a

a?) o

| para qualquer o € [0,1] em
que a_, : [0,1] > R e al : [0,1] — R sdo fungées que determinam os extremos dos

a-niveis de A;

i) para 0 < a < <1, tem-se [Alg < [A]a;
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iit) para qualquer sequéncia (ou,)nen < [0, 1] que converge por baizo a o € (0,1], tem-se

0

[Ala, = [Ala;

n=1

i) para qualquer sequéncia (o, )nen < [0, 1] que converge por cima a 0, tem-se

l (Cj [A]an> — [Alo.

Demonstragio. Ver a prova em (BEDE, 2013), p.55. ]

Veremos na Se¢éo 1.6 que a verificagao do item i) do Teorema do Empilhamento
(Teorema 1) é essencial para determinar se uma solu¢ao encontrada para uma equagao
diferencial fuzzy, sob a derivada generalizada de Hukuhara, é de fato uma funcao fuzzy
bem definida.

As fungoes a;, : [0,1] - R e a} : [0,1] — R, apresentadas no item i) do
Teorema 1, sao chamadas de extremos dos a-niveis do ntmero fuzzy A e nelas temos
a” (o) =a; ea(a) =a para todo a € [0,1]. O conjunto de nimeros fuzzy A no qual os
a-niveis [A], = [a;,a}] possuem extremos a; e a’ continuos em [0, 1] serd denotado por

Rz.. Eventualmente, nessa tese, escreveremos os “extremos de A” com a finalidade de

expressar “os extremos dos a-niveis do nimero fuzzy A”.

A caracterizacao de um numero fuzzy A € Rr pode ser feita em termo dos

extremos dos seus respectivos a-niveis.

Proposigao 1. (NEGOITA; RALESCU, 1975). Seja o nimero fuzzy A € Ry com a-niveis
[A]a = [a,,al]. As fungdes a;, : [0,1] - R e al :[0,1] — R satisfazem:

a) o

i) a, € uma fungio limitada, crescente, continua a esquerda em (0,1] e continua a

direita em 0;

i) al € uma funcdo limitada, decrescente, continua a esquerda em (0,1] e continua da

direita em 0;
i) a7 < ay.

Reciprocamente, se a~ : [0,1] > R e a™ : [0,1] — R cumprem (i)-(iii), entdo existe um

tinico niumero fuzzy A € Rz tal que [Alq = [a” (), at (a)] para todo a € [0, 1].
Demonstragio. Ver a prova em (BEDE, 2013), p.p. 58-59. ]

Alguns exemplos de niimeros fuzzy, nos quais os extremos desses nimeros sao

continuos, sdo os nimeros fuzzy triangulares e trapezoidais. Para (a,b,c,d) € R*, com
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a < b < ¢ <d, podemos definir um ntmero fuzzy A = (a;b; ¢;d) chamado trapezoidal

cujos a-niveis sao dados por
[A]l, =[a+a(b—a),d—a(d—c)] (1.1)

para todo a € [0, 1]. Quando b = ¢ o niimero fuzzy A é dito triangular e é denotado por
A = (a;b;d). Um outro exemplo de nimero fuzzy com relevante grau de importancia é
o nimero fuzzy em forma de sino. Denotaremos os nimeros fuzzy em forma de sino por

A = (a;0;0), com a, o e § reais e 0 > 0. Os seus respectivos a-niveis sdo dados por:

a—o ln ,a+ 0 ln se o = %
[A], = \/ \/ (1.2)

(5
[a —d,a+ 0], sea<e @

para todo a € [0,1]. Os nimeros fuzzy triangular, trapezoidal e em forma de sino sdo

ilustrados nas Figuras 7 e 8, respectivamente.

Nota 2. Todo nimero real x pode ser representado como o numero fuzzy triangular
(x; ;) e os intervalos reais [a,b] por nimeros fuzzy trapezoidais da forma (a;a;b;b).
Assim, a partir de agora designaremos esses numeros fuzzy simplesmente por x € Rr e
[a,b] € Rr.

Figura 7 — Ntmeros fuzzy triangular e fuzzy trapezoidal

T T T T

—— Nudmero Fuzzy triangular (-1;0;1.5)

-- Numero Fuzzy trapezoidal (-1.5;1;2;4)

A(x)

Fonte: Autor.
Finalizaremos essa se¢ao definindo o didmetro de um niimero fuzzy e o valor
médio de um a-nivel de um ntmero fuzzy.

Definicao 5. Dado o nimero fuzzy A € Rr o didmetro de A é denotado e definido por

diam(A) = aj — ag .
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Figura 8 — Ntmero fuzzy em forma de sino

08—

04 —

02—

-4 a-d 2 0 2 a+d 4
Fonte: Autor.

Em particular, A € R se, e somente se, diam(A) = 0.

Definigao 6. Dado o nimero fuzzy A € Ry o valor médio dos a-niveis [Al, = [a,,,a]]

a) o

1
€ a fungdo 5(5,4 :10,1] = R tal que da(a) = a” (a) + a™(«) para todo a € [0,1].

Veremos no Capitulo 4 que, sob determinadas condi¢oes, um modelo mateméatico
descrito por uma equagao diferencial fuzzy, sob a derivada generalizada de Hukuhara,

possui solu¢ao cujo didmetro tem um comportamento nao esperado para o modelo.

1.3 Aritmética Fuzzy

Nesta Secao apresentaremos as operacoes aritméticas de soma e multiplicacao
de niimeros fuzzy e a multiplicacdo de um escalar por um ntmero fuzzy no conjunto Rz e
suas respectivas propriedades. Veremos inicialmente que essas operagoes sao nada mais que
a extensao das operagoes usuais existentes em R propostas por Zadeh (1975) no chamado

Principio de Extensao.

Por seguinte, veremos que geralmente a diferenca entre ntimeros fuzzy nao
admite como resultado o valor zero e assim se fez necessario apresentar propostas de
diferencas que se anulem quando um numero fuzzy é subtraido de si mesmo. Em especial,

destaca-se entre elas a chamada diferenga generalizada de Hukuhara.

Finalizaremos a se¢dao apresentando um tipo especial de produto de niimeros
fuzzy chamado produto cruzado. Este produto tem como propriedade preservar a forma

dos ntimeros fuzzy com nticleo unitario em que o zero nao é um elemento em seu suporte.
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1.3.1 Principio de Extensao de Zadeh

Na Secao 1.1 apresentamos a extensao do conceito de conjunto classico a
um conjunto fuzzy definindo, a partir destes, os chamados nimeros fuzzy. Assim como
estendemos o conceito de conjunto classico, podemos estender a ideia de operagoes em
conjuntos dessa natureza através dos parametros que descrevem as incertezas intrinsecas a

esses conjuntos.

A fim de estender o conceito de operagao entre elementos de conjuntos classicos,
Zadeh apresentou em (ZADEH, 1975) uma fungao que associa um dado conjunto fuzzy A a
um outro conjunto fuzzy B, construidos a partir de dois conjuntos de valores crisp X e Y,
respectivamente, que estao relacionados por meio de uma funcao usual f que corresponde
elementos x € X a elementos y = f(z) € Y. A essa fungdo denominou-se extensao de
Zadeh e esta representa nada mais que a extensao do conceito de funcao de variavel real

a valores reais para conjuntos fuzzy.

Definicdo 7. (ZADEH, 1975) - Principio de Extensdo de Zadeh. Seja a fungao
f: X oY, emque X # J eY # & sio conjuntos crisp. A relacio [ pode ser estendida
a uma fungio F : F(X) — F(Y) tal que B = F(A), em que

sup{A(z) iz e X, f(x) =y}, se f*(y) # I

0, caso contrdrio .

B(y) =

Chamaremos a funcao F de extensao de Zadeh de f.

O principio de extensao de Zadeh pode ser aplicado naturalmente a nimeros
fuzzy, com sua caracterizacao descrita a partir dos a-niveis dos elementos dos espagos de

entrada e saida das fungoes fuzzy que relacionam esses niimeros.

Teorema 2 ((NGUYEN, 1978), (GOO; PARK, 2007), (FULLER; KERESZTFALVI,
1991)). Uma fungao continua f : R — R pode ser estendida a uma fungao fuzzy F: Ry —
Rx. Dado A € Rz, com [A], = |a,a], podemos determinar B = F(A) € Rx por meio

dos seus a-niveis [Blo = [b,, b} ] —a F?[A]a), isto €,
by = mf{f(z)re[Al.}

by = sup{f(z)lz € [Ala}.
Demonstragio. Ver Teorema 5.3 em (BEDE, 2013), p.65. O

Dado um intervalo [a,b] € R € Rz ao restringimos a extensao F' no conjunto
de valores crisp [a,b], obtemos uma funcéo F = F l[a,p] : [@;b] = Rx que chamaremos de

funcao de varidvel real a valores fuzzy ou, simplesmente, de fungao fuzzy.
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Exemplo 6. A aplicacio f :[0,1] — Rx definida por f(t) =t- A, com A =(-2;1;2), é
uma fungdo fuzzy. Podemos determinar a imagem de f através dos a-niveis de A. Com
efeito,

[f(D]a = [t Ala = [Ba = 2)t, (2 — a)t], t € [0,1].
A partir dai, podemos fazer uma representacdo do grdfico de [ através dos seus a-niveis
conforme a Figura 9.
Figura 9 — Grafico da fungao fuzzy f (regido cinza) onde cada reta no feixe representa a

variagao dos pardmetros « € [0, 1]; os extremos inferior e superior do suporte
de f(t) sdo representados pelos “lados opostos da figura triangular”; no eixo

vertical o intervalo [—1,1] é a imagem de ¢t = 5 1o suporte de f(t).

fa(t)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fonte: Autor.

Agora para estendermos as operagoes usuais de soma e multiplicagdo por escalar,
do conjunto dos ntimeros reais para numeros fuzzy, precisamos do Principio de Extensao
de Zadeh aplicado ao produto cartesiano entre conjuntos classicos, uma vez que a soma e

produto por escalar sdo operacoes binarias de R? em R.

Definicao 8. (BEDE, 2013) A fungio f : X xY — Z definida entre conjuntos crisp X xY
e Z pode ser estendida a funcgio fuzzy F : F(X) x F(Y) — F(Z) tal que C = F(A,B) e
sup {min{A(z), B(y)}; f(z,y) = 2} se f7'(2) # @

C (Z) — zeX,yeY

0, caso contrdrio .

Observagao 3. Conforme menciona (BEDE, 2013), deve-se ter cautela com a Defini¢io
8, uma vez que (HUANG, 2010) mostrou que wm principio de extensao baseado em
subconjuntos convexos compactos de R* ndo é possivel. A versio corrigida dessa extensio

no Teorema 3 permite estender as operagoes classicas entre numeros reais a numeros fuzzy.
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Teorema 3. [([NGUYEN, 1978), (GOO; PARK, 2007), (FULLER; KERESZTFALVI,
1991)] Se f: R x R — R é uma fungdo continua, entao podemos estendé-la a fungao fuzzy

F: Rz x Rr - Rz tal que C = F(A, B) tem seus a-niveis dados por

[Cla = {f(,y)|z € [Ala,y € [Bla}

para qualquer A, B € Ry, isto é, se C' = [c,,cl] entdo

) o

Co = mf{f(ac,y)\x € [A]aay € [B]a}
¢ = sup{f(z,y)lz e [Ala,y € [Bla}-
Demonstragio. Ver Teorema 5.6 em (BEDE, 2013), p.68. O

Utilizando a Extensao de Zadeh, apresentada no Teorema 3, podemos definir
a soma de dois numeros fuzzy em Rz e a multiplicacdo de um ntmero real por um
numero fuzzy em Rz, que herdam algumas propriedades da soma usual e do produto por
escalar dos nimeros reais. De fato, seja s : R x R — R a soma usual em R definida por
s(z,y) = r + y. Entao, a Extensao de Zadeh a fungdo s é dada por S : Rr x Rr — Ry
tal que C' = S(A, B) tem seus a-niveis determinados por

c, =inf{zr +y;x€la,,a],ye[b,,bl]} =a, +b,

« ar Yo a’ Yo

cy =sup{z +y;a € [ag, al],y € [by, 0]} = af + b

al) v

uma vez que a, < a e b, <b} para todo « € [0, 1]. Logo,

[Cla = [S(A, B)]a = [ag + by, a0 + 03]
Prosseguindo, seja p : R xR — R o produto de niimeros reais em R definido por
p(A, ) = X z. O produto de um escalar real por um ntimero fuzzy é a Extensdo de Zadeh
do produto de nimeros fuzzy restrito a R x Rz, isto é, é a funcao fuzzy P : R x Rr — R

tal que C' = P(\, A) tem seus extremos dados por:

A-a,, se A=0
¢y =inf{A-z; e R,z e a;,a]} =
A-al, seA<0
e
- Aoag, seA=0
cy =inf{A -z eR,zefa,,ar]} =
A-a,, se A <0.
Logo,

N-ag, A-al], se A =0
[A-af, N-ay], se A <O.
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Concluimos assim que a soma usual e a produto por escalar em Rz sao definidos

a partir dos conjuntos de niveis dos numeros fuzzy em Rx. Ou seja, dados A, B € Rz com

[A]e = [a,,al] e [Bla = [b,,b}] e A€ R, a soma de A e B em Ry, denotada por A + B,

o) Yo o) o

e o produto entre o escalar A e A, denotado por AA, sdo determinados pelos a-niveis

[A+ B, = [a, +b,,a) + D] (1.3)
e
A, — [)\aa,kai] se A =0 (1.4)
[Aal, Aaj] se A <0

respectivamente, para todo « € [0, 1].

Considerando as operagoes (1.3) e (1.4), a Proposicao 2 a seguir descreve
algumas das propriedades da soma e produto por escalar em Rz e a Proposi¢do 3 algumas

propriedades do diametro e do valor médio de um ntmero fuzzy.

Proposigao 2. [[ANASTASSIOU; GAL, 2001), (DUBOIS; PRADE, 1993), (GAL, 2014)]

Sejam A, B e C' numeros fuzzy em Rr e a, B e X escalares reais. Entao:

(a) A+ B = B+ A para todo A, B € Rx;
(b) A+ (B+C)=(A+ B)+C para todo A, B,C € Rx;
(c) 0= xq0y € Rr € 0 elemento neutro da soma usual, isto é, A+ 0 = A;

(d) Nenhum elemento A € RF\R possui um oposto (ou simétrico aditivo) em Rxr com

respeito a soma usual, isto é, nao exviste B € R tal que A+ B = 0;
(e) Se A+ C = B+ C entio A = B;
(f) Para qualquer o, 5 com - B = 0 e qualquer A € Ry tem-se

(a+pB)-A=a-A+ (- A

(9) N\(A+B)=X-A+ X-B para todo A € R e todo A, B € Rg;
(h) (a-B)-A=a-(6-A) para todo «, [ reais e todo A € Rg.

Proposicao 3. Sejam A, B € Rx numeros fuzzy. Dado A € R, wvalem as sequintes

propriedades:

(a) diam(A + AB) = diam(A) + || diam(B)

(b) Scasamy(a) = 6a(a) + Xop(ar) para todo o € [0, 1].
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Demonstragio. (a)

) by — Aby A=>0
diam(A + AB) = {(% ag ) + (Abg o) se

(ag —ag) + (Mbg — Abf) se A <0
{ (af —ag)+ Abg —by) seA=0
(af —ag) + (=A)(b —by) seA <0
= (ag —ag) +[Al(bg —by)
= diam(A) + |\ diam(B).

(a, +Ab,), se A =0
(a;, + b)), se A <0
= (af +ay) + AL +b;) = 0a(a) + Mp(a).

_.I_
Sasap) (@) =
+

]

Observacao 4. A inexisténcia de um elemento oposto para A € Ry, descrita pelo item

(d) da Proposicao 2, mostra que (Rx, +,-) nao admite uma estrutura de espago vetorial.

1.3.2 A Diferenca Generalizada de Hukuhara

Seja A um nimero fuzzy. No item (d) da Proposigao 2 mencionamos que se
AeRFR, entdo A — A=A+ (—1)A # 0, isto é, A ndo possui elemento oposto com

respeito a soma usual de nimeros fuzzy definida em (1.3).

A fim de se contornar esse problema foram propostas alternativas para a
defini¢ao de diferenca entre niimeros fuzzy, entre elas a diferenca de Hukuhara, proposta
originalmente em (HUKUHARA, 1967) para diferengas entre subconjuntos compactos
convexos em R" e estendida para ntimeros fuzzy em (PURI; RALESCU, 1983).

A diferenga de Hukuhara raramente existe [(BEDE, 2013), p.74]. Portanto,
buscou-se alternativas para a defini¢io e entre essas foi proposta por (STEFANINI; BEDE,
2009) e (STEFANINI, 2010) uma generalizagao para a diferenca de Hukuhara, chamada

diferenga generalizada de Hukuhara, ou simplesmente gH-diferenca.

Definigao 9. [(STEFANINI; BEDE, 2009),(STEFANINI, 2010),(BEDE, 2013)]. Dados
dois numeros fuzzy A e B pertencentes a Rx, a diferenca generalizada de Hukuhara

(gH-diferenca) entre A e B € o nimero fuzzy C, se existir, tal que

(i) A=B+C
A—yuB=C<= ou
(i) B=A-C.
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Veremos, adiante, que a gH-diferenca é essencial para definirmos na Sec¢ao 1.5
a derivada generalizada de Hukuhara. Prosseguindo, uma propriedade bem simples e 1til,
que decorre diretamente da Defini¢ao 9, é que a gH-diferenca entre dois niimeros fuzzy

satisfaz uma condicao similar a propriedade (g) da Proposicao 2.

Proposicao 4. Para qualquer A € R e todo A, B € Rz vale:
MA —yg B) = M —yu \B.

Demonstracao. Se A = 0 nao ha nada a ser verificado. Se A # 0 entao, pela Defini¢ao 9,

temos:

, 1
(i) M =AB+C (i) A=B+3C

<
(1) AB=AA-C _ —— (ii) B=A+ (—1)i0

AA —gH AB=C — {
Prop. 2 - (g)

1
— A—gHBzxc

Def. 8
— MNA—,uuB)=C.

]

Outra propriedade da gH-diferenga entre ntimeros fuzzy pode ser determinada

a partir dos seus respectivos a-niveis e isso é mostrado na seguinte Proposicao.

Proposicao 5. (BEDE, 2013) Para quaisquer A e B em Ry tais que A —,y B existe,
tem-se:

[A —gu Bla = [min{a, — by, a, — b} }, max{a, —b,,a; — b} }]

em que [A]o = [a;,al] e [Bla = [b,,b)] sio os a-niveis de A e B, respectivamente.

Em suma, da Proposi¢ao 5 segue que para calcularmos a gH-diferenca entre
dois nimeros fuzzy, basta determinarmos os a-niveis da gH-diferenca entre esses ntimeros.
E, em seguida, verificar se o conjunto de nivel encontrado satisfaz as condigoes i)-iii) da

Proposicao 1.

Exemplo 7. Sejam A = (0;1;2;3) e B = (—2;0;3). Os a-niveis de A e B sao [A], =
[a,3 —a] e [Bla = [-2 + 2a, 3 — 3a], respectivamente, com « € [0,1]. Verificamos que
se “+7 é a soma usual de nimeros fuzzy em Rz, entio C = A— B = A+ (—1)B possui
a-niveis [Ca = [4a—3,5—3a] e assim C' = (—3;1;2;5). Por outro lado, se D = A—,y B
entao

2

[2 —a,2a] se -

[D]a = 3
20,2 —a] sea«

<a<l
~

N
w9
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[\]

<1

2—a se—- <«
9 nao € uma

w

Assim, sendo [D], = [d,,d}] verificamos que d, =

2a se a <
fungdo crescente em (0,1], assim a condigao i) da Proposi¢ao 1 nao € satisfeita e portanto a
gH-diferenca entre A e B nao existe uma vez que, neste caso, D nao serd um nimero fuzzy.
Por fim, se G = A+ (—1)A entio [G], = (—2a+3)[—1,1] e assim G = (—3;—1;1;3) # 0,

no entanto, H = A —, g A tem a-niveis [H], = {0}, ou seja, H = 0.

1.3.3 Produto entre Ndmeros Fuzzy e o Produto Cruzado

Nesta Sec¢ao apresentamos o produto de nimeros fuzzy advindo do Principio de
Extensao de Zadeh aplicado a fungao f : RxR — R dada por f(z,y) = x-y. Em particular,
veremos que o produto de dois nimeros fuzzy do mesmo tipo nao é do mesmo tipo que o
gerou e, assim, surgiu o conceito de produto cruzado, o qual preserva as caracteristicas

dos ntiimeros fuzzy envolvidos na operacao.

Definicao 10. O produto dos numeros fuzzy A e B em Rx é o numero fuzzy C € Ry

cujos a-niveis sao determinados por:

c, = inf{z - y|zr € [Ala,y € [Bla}

¢ =sup{x - y|v € [Ala,y € [Bla}-

Note que o produto x-y é uma funcao continua no conjunto compacto [A], x[B]a.
Assim, o produto atinge seus valores méximo e minimo em [A], x [B],. Como a, < a/ e
b, < b, para todo « € [0, 1], entdo os valores maximo e minimo do produto sdo atingidos

nos extremos dos a-niveis dos numeros fuzzy A e B. Logo,

c, =min{a, b, ,a bt alb,,albl} e ¢ =max{a b, a bl alb, alb}. (1.5)

a“a)aTa)) Ta o) Vo o a“a)aa) Ta o) o

Portanto, o produto dos nimeros fuzzy A e B é o nimero fuzzy C cujos a-niveis sao
determinados por (1.5). Denotaremos o produto de A por B como A - B ou, simplesmente,

AB. Eventualmente, o produto de um niimero fuzzy A por si mesmo k-vezes serd denotado

por AF=A-A4-.... A k=1
-
k—Vezes
1
{0} se a > =
Exemplo 8. Sejam A = (0;0;a), a > 0, e B € Rz tal que [B]y = 2 1
[0,1] se a < 3
Veja que [A], = [0,(1 — a)a]. Entdo, A- B é o nimero fuzzy C cujos a-niveis sGo

determinados por:

1 1

0 > — 0 > _
- sea> g L eato sea> g 1
0 = min{0, (1 — a)a} se a < 5 (1 —a)a =max{0, (1 — a)a} se a < 3
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Logo, A- B é o numero fuzzy cujo a-nivel é dado por:

1
A Bl - {0}sea>§ 1
[0, (1 — a)a] se a < 5

Por fim, verificamos que A" = (0;0; ((1 — a)a)*) e B¥ = B para todo k > 1.

Veremos, a seguir, algumas propriedades do produto de ntimeros fuzzy em Rx.
Particularmente, assim como a soma usual de niimeros fuzzy apresenta uma restri¢ao sob
a existéncia de um simétrico aditivo, o produto de nimeros fuzzy nao admite um inverso

multiplicativo.
Teorema 4. (BEDE, 2013)
i) O conjunto fuzzy unitirio {1} = xqy € Ry € o elemento neutro do produto, isto ¢,
A-1=1-A= A para qualquer A € Rx;

it) Nenhum elemento A € Rz\R possui um inverso em Rx com respeito ao produto de

numeros fuzzy;
i11) Para quaisquer A, B,C € Rz, temos:

[(A+ B)-Clo € [A-Cla+[B-Cla Vae]|0,1];
w) Para quaisquer A, B,C € Rz tais que seus suportes nao contém zero, temos:
A-(B-C)=(A-B)-C.
Demonstragio. Ver Teorema 5.10 em (BEDE, 2013), p.71. O

O produto de nimeros fuzzy é uma operacao fechada em Rz, no entanto, essa
operagao nao é capaz de preservar certas caracteristicas dos niimeros fuzzy por ele operados.
Por exemplo, sejam os ntimeros fuzzy triangulares A = (—2;—1;0) e B = (0;1; 3). Temos
que [A], = [a —2,—a] e [B]a = [@,3 — 2] e assim

[A-Bl. = [(-2;-1;0)-(0;1;3)],
= [min{a® — 2a, —2a* + Ta — 6, —a?, 20 — 3a},
max{a’® — 2a, —2a* + Ta — 6, —a?, 2a” — 3a}]
= [-2a® + Ta — 6, —a?].
Para o limitante inferior dos a-niveis de A - B se fizermos © = —2a® + 7o —6 ¢ y = «,

1
obtemos o arco de parabola y = 1(7— 4/1 — 8x) para = € [—6, —1]. Enquanto para o limite

superior se fizermos r = —a? e y = a, obtemos outro arco de parabola cuja equacio é
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Figura 10 — Representacao dos Numeros Fuzzy A, B e seu produto A - B
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Fonte: Autor.

y =+/—x com z € [—1,0]. Assim, A - B nio possui uma representacdo geométrica de um

tridngulo, portanto ndo pode ser um nimero fuzzy triangular (ver Figura 10).

A fim de preservar o tipo dos nimeros fuzzy apds o produto deles foi proposto
em (BAN; BEDE, 2002), (BAN; BEDE, 2006a) e (BAN; BEDE, 2006b) o chamado
produto cruzado de nimeros fuzzy. Enquanto o produto em Rz é a extensao de Zadeh
da fungao f dada por f(z,y) = zy, o produto cruzado é a extensao da linearizacao de f,

em torno do ponto (a,b), através da funcio g : R? — R dada por g(z,y) = ay + bx — ab.

O produto cruzado sempre existe para quaisquer dois nimeros fuzzy com nicleo
unitario. No entanto, ele pode eventualmente nao ser uma operacao fechada em conjuntos
gerados por numeros fuzzy contidos em Rz, como veremos na Secao 2.2. Apesar disso, ele
apresenta propriedades importantes quando atua em uma certa classe de niimeros fuzzy, a

saber, os nimeros fuzzy positivos ou negativos com nticleo unitario.

Diremos que um ntumero fuzzy A é positivo se o extremo inferior do seu ntcleo
¢ nao-negativo, isto é, a; = 0. Um ntimero fuzzy é negativo quando a; < 0. Denotaremos

por R% o conjunto dos ntiimeros fuzzy positivos ou negativos, isto &,
Ry = {A e R#[0 ¢ int([A]1)}
em que int([A];) é o conjunto de pontos interiores (no sentido topolégico) ao nicleo de A.

Exemplo 9. O nimero fuzzy triangular A = (—1;2;4) € positivo uma vez que a; =2 = 0.

Por outro lado, o nimero fuzzy trapezoidal B = (—2; —1;1;2) nao € positivo e nem negativo
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visto que 0 € int([B];) = (—1,1).

Com o conceito de nimero fuzzy positivo (ou negativo) estabelecido, podemos

definir o produto cruzado de dois nimeros fuzzy em R7%.

Defini¢ao 11. (BAN; BEDE, 2002) Sejam A e B dois nimeros fuzzy em R tais que
[A]e = [a,,a}] e [Bla = [b,,b]. A operagio bindria ® : R%: x R%: — R% definida a

o) o o) o

partir dos a-niveis
[A® Bl, = [a by +ayb, —ayby,albfy +afbl — afbf] (1.6)
¢ chamada produto cruzado dos numeros fuzzy A e B.

Considere o conjunto dos nimeros fuzzy em R% que possuem ntcleo unitario

definido por:
R% = {A e Ryr: existe um tnico zy € R tal que A(xg) = 1}.

Quando A e B sao nimeros fuzzy positivos em R%, entdo [A]; = {a} e [B]; = {b} com

a>0eb=>=0 e dessa forma o produto cruzado de A e B sera dado por:

AOB=a-B+b-A—ab.

Finalizaremos essa se¢ao apresentando algumas propriedades importantes dos
nimeros fuzzy positivos (ou negativos), com respeito ao produto cruzado. Veremos que o

produto cruzado de A por B, dado em (1.6), ¢ uma operagao fechada em R

Proposigdo 6 ((BAN; BEDE, 2002),(BAN; BEDE, 2006a), (BEDE; FODOR, 2006)). Se

A e B sdo numeros fuzzy positivos, entdo C' = A® B é um numero fuzzy positivo.

Demonstragao. Ver Proposi¢ao 5.11 em (BEDE, 2013), p.72. H
Proposicao 7. (BEDE, 2013) Sejam A e B dois niumeros fuzzy.
i) Se A € positivo e B € negativo, entio:
AOB=—-(AO(-B))
€ um numero fuzzy negativo.
it) Se A € negativo e B € positivo, entdo:
AOB=—((-4)©B)

€ um numero fuzzy negativo.
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ii1) Se A e B sdo negativos, entdo:
AOB=(-A)®(-B)
¢ um numero fuzzy positivo.

Demonstragio. Vamos mostrar somente o item i) para A, B € R%, os demais casos sao
andlogos. Sejam [A], = [a,,a’] e [Blo = [b,,b}] em que a = af =a; e b =10 =b]. Se

B é negativo, entdo b < 0, isto ¢, —b} > 0 para todo « € [0, 1]. Assim, —B ¢ um ntimero

fuzzy positivo. Como [—B], = [-b2, —b, ] segue que [—B]; = {—b}. Logo,

[-(AO(=B))la = [-(=bA+a(=B)—a(=b))]a
= [bA+aB — abl,
= [AGB]a

para todo « € [0, 1]. Portanto, —(A® (—=B)) = A® B. O

Em virtude da Proposi¢ao 7, concluimos que o produto cruzado dado em (1.6)

é valido para A e B negativos, A positivo e B negativo e A negativo e B positivo.

Exemplo 10. Considere os niimeros fuzzy A = (=3;—2;—1) e B = (0;1;3). E fdcil ver
que A e B pertencem a R% e que [A]y = {—2} e [B]; = {1}. Assim, AQ® B existe e estd
bem definido. Logo,

AOB=aB+bA—ab=—-2(0;1;3) + (=3; =2, —1) + 2 = (—7; —2; 1).

1.4 Espacos Métricos de Nimeros Fuzzy

Na Matematica, em especial na Analise, o conhecimento da teoria dos espacos
métricos ¢é essencial para avaliarmos se uma determinada fun¢ao f é ou nao uma “boa
aproximacao” para uma dada funcao g, isto é, se a distancia entre f e g é tao pequena o

quanto desejarmos de acordo com a métrica estabelecida no espago.

A ideia explanada acima pode ser replicada para ntmeros fuzzy (e posterior-
mente para fungoes que assumem valores que sejam nimeros fuzzy) através da métrica

associada ao espaco que contém os seus respectivos a-niveis.

O conjunto formado por todos os intervalos limitados e fechados contém os
a-niveis de qualquer ntimero fuzzy e a distancia nesse conjunto é baseada na classica
distancia de Hausdorff-Pompeiu para subconjuntos compactos convexos nao vazios de R"
(BEDE, 2013). Essa métrica no conjunto de nimeros fuzzy ¢ a utilizada mais amplamente
e foi introduzida originalmente em (ERCEG, 1979) e popularizada nos trabalhos de (PURI;
RALESCU, 1983) e (DTAMOND; KLOEDEN, 2000).
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A métrica no conjunto de niimeros fuzzy R é uma funcao dy : R x R —
[0,400) definida a partir da métrica de Hausdorff-Pompeiu dy restrita ao conjunto

constituido pelos intervalos limitados I da reta real.

Sejam I = [a,b] e J = [c,d] dois intervalos em R. A métrica de Hausdorff-

Pompeiu (restrita ao conjunto I) é a distancia dy : I x T — [0, +o0) definida por
dy(I,J) = max{|la — ¢/, |b —d|}.

Com essa métrica definida, podemos definir uma distancia entre dois niimeros fuzzy em
Rxr.

Definigdo 12. [(DIAMOND; KLOEDEN, 2000),(BEDE, 2013)] Seja dy, : Rr x Ry —>
[0, +0) dada por

doo(A>B) = sup maX{’a;_b;’7|aI_b;|}
a€[0,1]
= sup dH([A]aa [B]a)
a€e[0,1]

em que [Al, = [a_,a’] e [Bla = [b,,b}] sdo intervalos da reta real e dy é a cldssica

o)) o

distancia de Hausdorff-Pompeiu entre intervalos. A fungdo do, € chamada distancia de

Hausdorff entre numeros fuzzy.

Definida uma distancia no conjunto de nimeros fuzzy Rr vejamos algumas das

suas propriedades no teorema seguir.

Proposigao 8 ((DIAMOND; KLOEDEN, 2000),(BEDE, 2013)). (Rz,dy) € um espago

métrico.

Demonstragio. Ver item (i) da Proposi¢ao 8.3 em (BEDE, 2013). O

Proposigdo 9 ((DIAMOND; KLOEDEN, 2000),(BEDE, 2013)). Sejam A, B,C, D € Ry

e A € R. As sequintes propriedades sdo satisfeitas:
(b) dp(A+ C, B+ C) =dy(A, B);
(¢) dp(AA,AB) = |Ndy(A, B);
(d) do(A+ C,B+ D) <dy(A,B) +dy(C, D).
Demonstragao. Ver itens (ii)-(iv) da Proposi¢ao 8.3 em (BEDE, 2013). O

Uma classe importante de espagos métricos, a qual sera valiosa no desenvolvi-

mento desse trabalho, é aquela que apresenta propriedades de completude e separabilidade.
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Teorema 5 ((DIAMOND; KLOEDEN, 2000),(BEDE, 2013)). (Rr,dy) € um espago

métrico completo.
Demonstragio. Ver Teorema 8.5 em (BEDE, 2013). O

Apesar de (Rg,dy) ser um espago métrico completo ele nao é um espago
separavel [(DIAMOND; KLOEDEN, 2000), p.608]. Esse fato é apresentado na seguinte

proposicao.
Teorema 6. (BEDE, 2013) A bola fechada unitdria
B(Ov 1) = {A € Rf|dOO<A7 O) < 1}

em (Rx,dy) nao é separdvel. Consequentemente, (Rz,dy) nao é um espago separdvel.
Demonstragio. Ver Teorema 8.12 em (BEDE, 2013). O

As propriedades decorrentes da completude de (Rz, dy) nos permite definir os
conceitos de limite e continuidade de fungoes de varidveis reais que assumem valores que
sdo nimeros fuzzy, isto é, fungoes fuzzy f : [a,b] € R — Rz, conforme apresentado na
Observagao 8.14 em [(BEDE, 2013), p.150]. Além disso, a distancia uniforme D,, entre
fungoes continuas f, g : [a,b] € R — Rz é definida, naturalmente, a partir da métrica d,
como

Dy(f.9) = xil[ilz]doo(f(w),g(x))

= sup sup dH([f(fE)]a7 [g(x)]a>

z€[a,b] agl0,1]

para funcdes f e g com a-niveis [f(2)]a = [f5 (2), fa ()] € [9(2)]a = [g4 (), g5 (2)].
Finalizaremos esta se¢ao apresentando o conjunto de ntmeros fuzzy cujos
extremos dos seus a-niveis sdo fungoes continuas em [0, 1], e no qual a propriedade mais
notavel é a separabilidade.
Seja A € Rz um ntimero fuzzy com a-niveis [A], = [a, a.] para todo « € [0, 1].

O conjunto dos nimeros fuzzy com extremos continuos ¢ definido por

Ry, = {AeR|[A]a = [a,,al] em que a™,a” € C([0,1],R)}.

a) o

Note que Rz, < Rr. Além disso, em [(BEDE, 2013),p.153] é observado que o conjunto

Rz, nao coincide com o conjunto dos nimeros fuzzy com fungoes de pertinéncia continuas.

Proposigao 10. (BEDE, 2013) O conjunto Rr, com a métrica dy, é um espago métrico

completo separdvel.

Demonstragio. Ver Proposicao 8.17 em (BEDE, 2013), p.153. O
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Veremos nos Teoremas 12 e 13 do Capitulo 3 que o fato de Rz, ser um espago
métrico completo e separavel permite desenvolver uma teoria de aproximacao para nimeros

fuzzy e, consequentemente, para funcoes fuzzy.

1.5 Diferenciabilidade de Funcoes Fuzzy

O conceito de derivada de uma funcao de variavel real que assumem valores
em Rz pode ser definido através do conceito de limite em (Rz, dy) tomado sob a métrica
dy. No entanto, o fato de (R, +,-) ndo ter a estrutura de um espago vetorial com as
operagoes usuais “+”7 e “-” definidas na Subsec¢ao 1.3.1 ndo permite definir diretamente
um tipo de derivada para a fungdo f : [a,b] — Rx, em zg € (a,b), através do limite

o Fe ) = (@)

h—0 h ’

uma vez que h — 0 ndo necessariamente implica que [f(x + h) — f(x)]o — {0} com
respeito a métrica dy. No entanto, conforme visto na Secao 1.3, podemos contornar esse
entrave através da diferenca generalizada de Hukuhara. Usando o conceito de gH-diferenca

garantimos que
h— 0= [f(z+h) —gn f@)]a — {0}, ¥ ae[0,1],

com respeito a métrica de Hausdorff-Pompeiu, se a gH-diferenca existir e f for continua
para x € [a, b].
A partir da gH-diferenca definiremos um tipo de derivada para fungoes fuzzy

f : la,b] = Rz chamada derivada generalizada de Hukuhara ou, simplesmente, gH-derivada
[ (BEDE; STEFANINI, 2013),(STEFANINI; BEDE, 2009)].

Definigao 13. [(STEFANINI; BEDE, 2009),(BEDE; STEFANINI, 2013)] Seja 2 € (a, b).

Entdo, a gH-derivada de uma fungao fuzzy f : (a,b) —> Rz em xy € definida como

for(xo) = }1113(1) }11[]0(950 +h) =g f(x0)]-

Se f;H(xo) € Rz existe na métrica de Hausdorff, diremos que f é gH-diferencidvel em xy.

A Definicao 13 também pode ser caracterizada em termos dos a-niveis das fun-
coes fuzzy f : (a,b) — Ry, conforme é apresentado em [(CHALCO-CANO; RODRIGUEZ-
LOPEZ; JIMENEZ-GAMERO, 2016), p.p. 40-41] através do seguinte teorema:

Proposigao 11. (CHALCO-CANO; RODRIGUEZ-LOPEZ; JIMENEZ-GAMERO, 2016)
Seja f i (a,b) — Rz uma fungao gH-diferencidvel em x € (a,b) tal que [f(x)]o =

[/ (z), fF(z)] para todo o € [0,1]. Um dos sequintes casos ocorre:



Capitulo 1. FElementos da Teoria Fuzzy 47

(i) [ e f¥ sao fungoes diferencidveis em x e
[for(@)]a = [(f3) (), (f3)(2)] , para todo o € [0, 1];
(ii) [ e f.F sao fungoes diferencidveis em x e
[fou(@)]a = [(fa)' (@), (f2) ()] , para todo o€ [0,1];
(iii) f. e fr sao diferencidveis a esquerda e d direita em x e

[for(@)]a = [(fo)s (@), (f)s(@)] = [(f3) (), (fo)o(@)] , ¥ ae0,1],

[for(@)]a = [(f2)s (@), (f)s(@)] = [(f) (), (fa)(@)] , ¥V ae0,1].

Demonstrag¢io. Ver Teorema 3 em (CHALCO-CANO; RODRIGUEZ-LOPEZ; JIMENEZ-
GAMERO, 2016). m

A partir do que apresentamos na Proposi¢ao 11, temos trés casos (ou tipos) de
gH-diferenciabilidade, entre os quais os dois primeiros sao mais importantes, na teoria de

Equacgoes Diferenciais Fuzzy.

Defini¢ao 14. Seja f : (a,b) — Rz uma fung¢io gH-diferencidvel em x € (a,b).

(1) Diremos que f € (i)-gH-diferencidvel em x quando f satisfaz o caso (i) da Proposicio

11. Neste caso, denotaremos por f(’(l-)ng) (x) a gH-derivada de f em x.

(2) Diremos que f € (ii)-gH-diferencidvel em x quando f satisfaz o caso (ii) da Proposicio

11. Neste caso, denotaremos por f(’(ii)_gH) (x) a gH-derivada de f em x.

Exemplo 11. (BEDE, 2013) Considere a fungao f(a,b) — Rz, (a,b) < R, definida
pelo nimero fuzzy triangular f(t) = (x(t);y(t); 2(t)) com z,y,z : (a,b) — R fungoes
diferencidveis em tq € (a,b). Suponha que f € (i)-gH-diferencidvel em ty. Sejam os a-niveis
de f dados por

Jo (8) = (t) + aly(t) — z(1))

fa(t) = 2(t) — alz(t) — y(t)).
Entdo, (f5)(to) = '(to) + a(y (to) = 2'(t0)) € (fa)'(to) = 2'(to) — a(Z'(to) =y (t0)). Assim,

pela Proposicao 11, temos

[f()—gm (t0)]a = [(f) (o), (f3) ()] = [#'(to) +a(y'(to)—2'(t)), 2’ (to) —a(2'(to) ¥ (t0))]-
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A partir dai obtemos a (i)-gH-derivada de f em ty expressa por

Fliy—gm (to) = (2'(t0), ¥ (o), 2’ (t0)).

Se supormos que [ é (ii)-gH-diferencidvel obtemos, pela Proposi¢io 11,

(i) gy (f0) o = [/ (to) — (2 (to) — ¥/ (t0)), ' (to) + a(y'(to) — 2'(t0))]

o qual nos fornece a (ii)-gH-derivada de f em ty como

Fiiy—gm (to) = (Z'(t0), ¥ (t0), ' (o).

Exemplo 12. Sejam A € RF\R um ndmero fuzzy e f : [a,b] — Rx uma fungio fuzzy
(i)-gH-diferencidvel em x € (a,b), definida por f(x) = p(x)A com p : [a,b] — R uma
fungdo diferencidvel em x € (a,b). Considere [A], = [a,,al] e [f(2)]a = [f5 (2), fF(2)]
0s a-niveis de A e f(x), respectivamente, para o € [0,1]. A partir da Defini¢io 13 e da

Proposicao 5, verifica-se:

ol = [Jim

h—0 h
- [nm mm{fﬂx )~ (@) fale+h) - f;<x>}
h—0 h ? h )
nmmax{fﬂ“h)—f—(x) J($+h)—f3(x)}]
-0 h ) h
= [mm {lim oP(2 + 1) — agp(2) lim aip(z +h) —alp(x) }
h—0 h " b0 h )
- a p(r+h)—a.p(@) . aip(x+h)—alp(z)
max {hir(l) > 7}1112(1) . }]

Como f € (i)-gH-diferencidvel, entao [f,y(x)]a = [(fy) (z), (f3) ()] e assim

(fo ) (x) = min {agp'(2), agp(x)}

(fa)'(x) = max {agp'(z), asp'(2)} .
Em particular, a gH-derivada é determinada exclusivamente pelo sinal das derivadas
de p. Veremos no Capitulo 3 que essa ideia é essencial para relacionar os conceitos de

gH-derivada de derivada fuzzy definido na Segcao 2.3 para funcoes que tem uma forma

semelhante a expressdo que foi definida para f nesse exemplo.

Baseados nos tipos de gH-diferenciabilidade estabelecidos na Definicao 14

podemos estabelecer a nogao de “switch points” a seguir.
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Definicao 15. (STEFANINI; BEDE, 2009) O valor x € (a,b) é dito um switch point de
uma fungao fuzzy f: (a,b) — Ry gH-diferencidvel quando para qualquer vizinhanga V' de

x existem pontos y, z € (a,b), com y < x < z, tais que
a) f € (i)-gH-diferencidvel em y e ndo é (ii)-gH-diferencidvel neste ponto enquanto f é
(ii)-gH-diferencidvel em z e nao é (i)-gH-diferencidvel neste ponto ou

b) f € (ii)-gH-diferencidvel em y e nao € (i)-gH-diferencidvel neste ponto enquanto f é

(i)-gH-diferencidvel em z e nao € (ii)-gH-diferencidvel neste ponto.

Exemplo 13. Considere a fungio f: (—1,1) — Rz definida pelo nimero fuzzy triangular
f(t) = (—t%0;2t%). Para os a-niveis de f, f, (t) = t*(a—1) e fF(t) = 2t*(1—q), obtemos
(fa)(8) = (f2)(t) = 6t(1 — @) e dai

« (f3)'(t) = (f2)(t) > 0 quando t € (0,1) e

« (fa)() = (fa)'(t) <0 quando t € (—1,0).

Logo, f € (i)-gH-diferencidvel em todo z € (0,1) e (ii)-gH-diferencidvel em todo y € (—1,0).
Seque, pela Defini¢io 15, que t = 0 é um switch point de f em (—1,1). Em particular,

, ) (=2t;0;4t) sete(0,1)
Jorr () _{ (4t;0;—2t) sete (—1,0)

0+ h)— 0 h?(—1;0;2

=0.

Na Figura 11 exibimos uma representacao de f e de sua derivada f;H.

Finalizaremos essa se¢ao fazendo algumas observagoes sob a gH-derivada e sua

relacdo com algumas propriedades classicas da derivada usual.

Observagao 5. a) Seja f : [a,b] > Rz uma funcao gH-diferenciavel em xo € (a,b).
Entao:
(Af)gr (o) = Afgr (o).

De fato, pela Definicio 13 e pela Proposicio 4 seque que:

A yu(ao) = Jim [T o + h) —gir (A ()]

= lim ;L[)\f(aso + h) —gm Af(20)]
= XJim 2 [ (o + h) —gn f(x0)]
= Ayu(@o).
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Figura 11 — A esquerda o grifico de f e a direita o grafico da sua respectiva gH-derivada.
Nota-se que t = 0 é o switch point de f.

fi(t)
o

Fonte: Autor.

b) Existem fungoes fuzzy f,g : [a,b] — Ry gH-diferencidveis em xy € (a,b) tais que

(f + 9)gu(x0) # fou(x0) + Gyu (o).

Com efeito, tome f = —g gH-diferencidvel em xq € (a,b). Entao,

0=(f+ (=1 fau(@o) = (f + 9gu (o) # fou(wo) + (=1) - fom (o).

Observagao 6. Na Observacio 5 verificamos no item b) que a regra de deriva¢io da soma
geralmente nao € vdlida para a gH-derivada. No entanto, existem alguns casos em que a

gH-derivada da soma de funcoes serd igual a soma das gH-derivadas dessas funcoes.

Considere, por exemplo, as fungoes fuzzy X,Y : [0,T] — Rx tais que X é
(i)-gH-diferencidavel em (0,T) e Y (t) = B(t)é em que € = (0;0;¢),e >0 e f:[0,T] - R
¢ diferencidvel em (0,T) com B(t) > 0 e 3 (t) > 0 para todo t € (0,T). Defina a fungio
fuzzy X 1 [0,T] — Rz como X (t) = X(t) + Y(t). Mostraremos que X ¢é gH-diferencidvel
e que X' (i)_qm)(t) = X{(iy—gmy(t) + Y{)—gm)(t) para todo t € (0,T).

Sejam [X (V)] = [z, (), 27 ()] e [X(1)]a = [, (1), 25(t)] 0s a-niveis de X e

X, respectivamente. Entao,

[X()]a = [X(t)+&5(t)]
o (), 25 ()] + BR[O, (1 — a)e]
o (1), 25 (1) + (1 = )eB()].

- [z

=1

8
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Dai, &, (t) =z (t) e Z1(t) = 2 (t) + (1 — a)eB(t). Prossequindo, verificamos aplicando a
definicio de gH-derivada a fun¢io X que:

X(t+h) —gHX(t)]

X0l = |fin

h—0 h
— [hm min {w S+ h) =z (t) it +h)—xi(t)+ (1 —a)e(B(t+h) - 5@))}
- h ’ h )
i s J Tt R) =25 () 25 (t+h) — 25 (t) + (1~ a)e(B(t + ) — B(t) }
h—0 h ’ h

= [min{(z,)'(t), (3)'(t) + (1 = )ef'(t)}, max{(x, )'(t), (x3)' () + (L — a)ef'(t)}].

Como X ¢ (i)-gH-diferencidvel, entio da Proposicio 11 seque que (z,)'(t) < (1) (1), e
de 8'(t) > 0 que (1 —a)ef'(t) = 0. Logo, (z7) (t) < (z2)(t) + (1 — a)ef'(t), o que mostra
que o0s a-niveis do conjunto fuzzy X "1 (t) satisfazem o Teorema do Empilhamento e assim

X’gH(t) ¢ um ndmero fuzzy, e isso garante que X é gH-diferencidvel. Em particular,

(Z2)' (1) = (25)'(1) < (z)'(t) + (1 = a)ef' (1) = (£5)'(t)

o que implica que X € (i)-gH-diferencidvel. Portanto,

(X' (g D] = [(x,)'(t), (x3)'(t) + (1 —a)ed'(1)]
= (=)' (1), (z3) ()] + [0, (1 — a)eB'(1)]
= [ X{@)—gm D]a + [Yi)—gm () ]as

para todo « € [0, 1], isto é, )N(('(Z-)ng)(t) = X{(iy—gm) () + Y{i)—gm) (1)
Na Secao 2.3 veremos que é possivel construir uma derivada fuzzy, a partir dos

chamados conjuntos fortemente linearmente independentes de nimeros fuzzy, definidos na

Secao 2.1, a qual satisfaz as propriedades esperadas da derivada usual.

1.6 Equacoes Diferenciais Fuzzy

Nesta Secao apresentaremos os conceitos necessarios ao desenvolvimento desse
trabalho com respeito a teoria de Equacgoes Diferenciais que envolvem funcoes de variaveis

reais que assumem valores fuzzy em Rx e suas, respectivas, derivadas generalizadas de
Hukuhara.

Seja a fungdo fuzzy X : [a,b] — Rx gH-diferenciavel em (a,b). Uma Equagao

Diferencial Fuzzy (EDF), em termos da gH-derivada, é uma equagao diferencial da forma
X;H(t) = F(t, X) (1.7)

em que F': Rx Rz — Rz é uma fungdo continua (ou um campo de vetores fuzzy continuo).

Quando é dada uma condigao inicial X (tg) = Xo, ¢y € [a, b], teremos o Problema de Valor
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Inicial Fuzzy (PVIF) sob a gH-derivada:

X, =FtX
X(tg) = Xp.

Sejam os a-niveis da fungao fuzzy X e do campo F(t, X) dados por [X], =

[z, 2] e [F(t,X)]a = [f5 (5,2, 2)), fF(s,z,,x})], respectivamente. Em termos dos

o Yo Mo Yo Mo

a-niveis, o PVIF (1.8) é equivalente a

x, (t) = f fi(s,x,,x})ds
(1.9)
(1) f [ (s, x))ds
quando X é (i)-gH-diferencivel e
x, (t f (s, xk)ds
(1.10)
rr(t) = f fi(s,x,, x))ds

quando X é do tipo (ii)-gH-diferencidvel. Note que as equacoes integrais obtidas em (1.9)
e (1.10) sao correspondentes a equagoes diferenciais ordinérias escritas em termos dos

extremos z, e x e de suas respectivas derivadas satisfazendo uma condigao inicial:

| o)) = fo(bam,at), 2=(to) = (o)

i)-¢H: 1.1
e {(xé)'(t)=fi(t,xmxi), vt (t) = (z0)* (L1)
) oY) = frtam,at), amts) = (o)

i1)-gH: .
e { @) = fo(tamat), o (i) = (o) (112)

A existéncia e unicidade de uma solugao para os Problemas de Valor Inicial
(PVT’s) (1.11) e (1.12) sdo garantidas pelo Teorema de Picard-Lindel6f (Teorema 8.13 de
(KELLEY; PETERSON;, 2010), p.350). No entanto, esse fato nao é suficiente para garantir
a existéncia e unicidade da solugdo do PVIF dado por (1.8) uma vez que as solugoes

encontradas z,, e ) podem néo satisfazer o Teorema do Empilhamento (ver Exemplo 14).

Exemplo 14. Considere o PVIF sob a gH-derivada
Xog=—-X+ 2¢'(—=1;0;1), X(0)=(—1;0;1).

Sejam [X]o = [z, 2}] e [X(0)]a = [2,(0),z2(0)] = [ — 1,1 — a]. Suponha que X ¢

o) o Eage

(i)-gH-diferencidvel entdo, pela igualdade (1.11), obtemos

{ <m;>'<t>:— o201 -a)™, 2 (0)=a—1

() (t) = —22 +2(1 —a)e™, z7(0) =1—a. (1.13)
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Defina a fungio diferencidvel y = x + x, com y(0) = 21(0) + 2 (0) = 0. A partir de
(1.13) obtemos o PVI:

y' =~y comy(0) =0
cuja solucao €y = 0. Assim,

i (t) = —z. (1.14)

Substituindo a expressao (1.14) na primeira linha de (1.13) obtemos o PVI
(22)(t) =24 —2(L—a)e™, 2,(0)=a—1

que possui solucdo
z(t) = (a—1)(e" —2¢").

Dai, encontramos
vt (t) = (1—a)(e™" —2e.

«

Por fim, devemos verificar se o Teorema do Empilhamento € satisfeito ou, em outras

palavras, para quais valores t € R tem-se x:(t) = x_ (t) para todo « € [0,1]. Sendo assim,
1
Z‘;(t) - flf;(t) = 2(1 — a)(@_t _ 2€t) >0« tec (—00’0.5111 <2>:| .

1
Logo, X (t) = (e7"—2¢e")(—1;0;1) é uma solugio do PVIF somente set € <—oo, 0.5In <2> ]
Suponhamos que X é uma funcgao fuzzy (ii)-gH-diferencidvel. Temos a partir de (1.12) que

, » (1.15)
(23)'(t) = =25 —2(1 —a)e™, 2;(0)

o a.

() () = -z, +2(1 —a)e™, 2,(0)=a—1
—1-
As solugdes dos PVI's em (1.15) sdo z(t) = (1—a)(2t—1)e " ezt (t) = (1—a)(1—2t)e”"

as quais verificam x(t) =z (t), para todo a € [0,1], se e somente se,

at(t)—a,(t) =21 —-a)(1-2t)e " >0 =te (—oo, ;] :

1
Obtemos assim a solu¢do do PVIF como X (t) = (1 —2t)e "(—1;0;1) para t < 3"

Nota 3. Na teoria de Equagoes Diferenciais Fuzzy existe uma versao similar do Teorema
de Picard-Lindeldf desenvolvida inicialmente por (WU; SONG; LEE, 1996) para PVIF’s
escritos sob a derivada de Hukuhara (chamada de H-derivada) introduzida em (PURI,
RALESCU, 1983).

Posteriormente (LUPULESCU, 2009) estudou resultados de existéncia e unici-
dade para PVIF’s sob esse mesmo tipo de derivada e (BEDE; GAL, 2010) a existéncia e

unicidade de duas solugoes para EDF’s baseadas em derivadas generalizadas fortes [ver

(BEDE; GAL, 2005) ou Defini¢io 8.31 de (BEDE, 2013)]/.
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Um outro aspecto importante é que mesmo que a solu¢ao X de (1.8) seja um
numero fuzzy bem definido o comportamento do seu didmetro pode contrariar a conduta
ou a dindmica natural do fen6meno modelado por esse problema. Por exemplo, no Capitulo
4, veremos que no modelo de decaimento fuzzy, dependendo do tipo de gH-derivada, o
diametro da solucao nao tem o comportamento esperado para um modelo de decaimento

uma vez que a medida que o tempo cresce o valor de incerteza aumenta em vez de diminuir.

O comportamento conflitante entre o didmetro da solucao de um PVIF e a
natureza do fendomeno por ele modelado ocorre porque as equagoes diferenciais em funcao
dos extremos z, e 2 dependem do tipo de gH-diferenciabilidade da gH-derivada da funcao
fuzzy X : [a,b] — Rgz. Isto é, a mudanga desse tipo de gH-diferenciabilidade ao longo do
interior do dominio de X ocasionada pela existéncia de switch points em (a,b) implica na

mudanca da forma da equagao diferencial ordindria descrita por (1.11) ou (1.12).
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2 Conjuntos Fortemente Linearmente Inde-

pendentes e a V-derivada de Funcoes Fuzzy

Neste Capitulo apresentaremos os conceitos fundamentais da teoria de indepen-
déncia linear forte de conjuntos formados por niimeros fuzzy. Veremos que esses conceitos
sao essenciais para relacionar subconjuntos de Rz com espagos reais n-dimensionais. Em
particular, essa relacao permitiu (ESMI et al., 2021b) estabelecer a chamada de W-derivada
de funcgoes fuzzy de tal sorte que essa derivada fuzzy goza das propriedades de linearidade

da derivada tradicional em R".

2.1 Independéncia Linear Forte de Subconjuntos Fuzzy

Nesta Secao apresentaremos o conceito de conjunto fortemente linearmente
independente (FLI) de niimeros fuzzy em Rx. Este conceito é essencial para o desenvolvi-
mento da teoria de aproximacao de fungoes fuzzy por aquelas que tem essa natureza e,
consequentemente, uma estrutura mais simples como, por exemplo, fungoes fuzzy cuja lei

de formacao se assemelhe a de fungoes lineares em R".

A consequéncia imediata dessa aproximacao é poder relacionar solugoes de
Equagoes Diferenciais Fuzzy (EDF), escritas sob a gH-derivada, com solugoes de EDF
perante uma estrutura de derivada fuzzy construida a partir de subconjuntos FLI de R,
na qual essa derivada fuzzy possui propriedades semelhantes as da derivada classica em
R"™.

A fim de definirmos o conceito de conjunto fortemente linearmente independente,
no conjunto de nimeros fuzzy Rz, precisaremos definir uma classe especial de ntimeros
fuzzy que esta diretamente relacionada aos conjuntos FLI: o conjunto dos ntimeros fuzzy

simétricos.

Definigao 16. (ESMI et al., 2018) Um nimero fuzzy A € Ry é simétrico, com respeito a
reRR, se

A(x —y) = A(z + y) para todo y € R.

Diremos que um nimero fuzzy A é nao-simétrico (ou assimétrico) se para cada x € R
existe y € R tal que A(x —y) # A(x + y). Denotaremos A € Rx simélrico a v € R por
(A z).

Exemplo 15. Todo nimero real é um niumero fuzzy simétrico em relacao a si mesmo. De



Capitulo 2. Conjuntos Fortemente Linearmente Independentes e a V-derivada de Fungoes Fuzzy 56

fato, cada x € R € identificado com Xz € Ry e assim, para qualquer y € R, verifica-se que

1 sey=0

21T —Y) =X (& +Y) =
X2} (T —Y) = X3 (@ +y) {0 sey 0.

O resultado a seguir é uma outra forma de verificar quando um ntimero fuzzy

A é simétrico, em relacdo a x € R, através dos seus respectivos a-niveis.

Proposigao 12. (ESMI et al., 2018) Seja A € Ry com [A], = [a,,a’]. Entdo, A é um
nimero fuzzy simétrico em relagio a v € R, se e somente se, a, + al = 2x para todo
a € [0,1]. Em particular, o valor médio dos a-niveis de A, denotado por da(«), € uma

fungdo constante.

Demonstragio. Ver Lema 3.5 em (ESMI et al., 2018), p.153. O]

Exemplo 16. O nimero fuzzy triangular A = (1;3;5) é simétrico em relagio a x = 3. De
fato, sendo [A]s = [1 4+ 2,5 — 2a] obtemos

20 =a, +a; =(1+2a)+ (5—2a)=6.

Por outro lado, o nimero fuzzy B = (1;2;5), com a-niveis [B], = [b,, b ], ndo é simétrico,

al) o

uma vez que
[Bla = [1+ a,5 —3a] = dp(a) = b, + b =2(3—a) # cte. YV ae[0,1].

Podemos ver na Figura 12 a representacdo dos numeros fuzzy A e B e perceber facilmente

que A € simétrico em relagdo a x = 3 e que B nao € simétrico a nenhum valor x € R.

Baseados na noc¢ao de assimetria de um nimero fuzzy, o conceito de indepen-

déncia linear forte pode ser definido como segue.

Definicao 17. (ESMI et al., 2021a) Considere “+” a soma usual em Rx e Ay, Ag, ..., A,
numeros fuzzy quaisquer. O subconjunto finito {Ay, As, ..., A} < Ry é dito fortemente

linearmente independente se
(A1 +qAs + ¢ A |0) === =g =0,

em que ; e Rje=1,...,n.

Determinar se um subconjunto de niimeros fuzzy é fortemente linearmente
independente pode ser uma tarefa complicada se for feita a partir da Definigdo 17. Sendo

assim, devemos encontrar caminhos alternativos para realizar esse processo de verificagao.

Uma forma de realizarmos a verificagdo de que um conjunto de ntimeros fuzzy
é FLI é conectando os elementos desse conjunto ao conjunto de fungoes determinado pelo
valor médio dos respectivos a-niveis desses nimeros (ver Defini¢do 6). A vantagem dessa
abordagem ¢ podermos relacionar o conceito de subconjunto FLI ao conceito de conjunto

linearmente independente de fungoes de [0, 1] — R.
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Figura 12 — (1;3;5) -curva azul- é um nimero fuzzy simétrico em relagao a 3 e (1;2;5)
-curva vermelha tracejada- ¢ um nimero fuzzy assimétrico.

o
=)
T

Grau de Pertinéncia

o
~
T

02—

Fonte: Autor.

Proposicao 13. (ESMI et al., 2021a) Sejam A; € Rx e 4, : [0,1] = R uma fungao tal
que d4,(a) = (a;);, + (a;)! para todo a € [0,1], i = 1,...,n. O conjunto {Ay,...,A,} €
FLI se, e somente se, o conjunto de fungoes {da,,...,04,} € linearmente independente

(LI).
Demonstragio. Ver Teorema 2 em (ESMI et al., 2021a), p.120. O]

A Proposigao 13 nos faz esperar que alguns resultados da teoria classica de
Algebra Linear possam ser desenvolvidos de forma semelhante para a teoria de subconjuntos
FLI de niimeros fuzzy. Os proximos dois resultados caracterizam essa similaridade e assim

sao consequéncias imediatas da Proposicao 13.

Corolario 1. Se {A;, As,..., Ay} € Re,n > 2, é um conjunto FLI entao o conjunto
{A1, Ay, ... A1} € FLL

Demonstragao. Seja d4, o valor médio do ntimero fuzzy A; € Ry, ¢ = 1,2,...,n. Pela
Proposicao 13, {A;, Ay, -+, A,} é FLI se, e somente se, {04,,...,04,} é LI. Pela teoria
cldssica de Algebra Linear, todo subconjunto de um conjunto LI ¢ também LI, logo

{04,,...,04, ,} ¢ LI e novamente pela Proposicao 13,

{51417-“7514”_1} ¢ L] — {Al,AQ,...,An_l} ¢ FLI .
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Corolario 2. (ESMI et al., 2021a) Sejam A; € Rr e 04, : [0,1] = R uma fungdo tal que
da,(a) = (a;);, + (a;)} para todo a € [0,1], 1 = 1,...,n. Se existe a; € [0,1], i =1,...,n,

com o; # o para i # j e a matriz

oa,(a1) dap(on) ... da, (o)
M= (5A1 FCYQ) 5A2 (.CKQ) .. 5,4”.(0(2)
(5,41 (Cl/n) (5,42 (Oén) RN 5An (Oén)
¢ ndo-singular, entao {Ay, Ag, ..., An} € um conjunto FLI.
Demonstragio. Ver Corolario 5 em (ESMI et al., 2021a), p.121. O]

Exemplo 17. Sejam a > 0 e A = (—a;0;a) um nimero fuzzy simétrico. O conjunto {A}

nao é FLI. De fato, verificamos imediatamente que 6 4(«) = 0, para todo « € [0, 1], e assim

{04} nao é LI <= {A} nao é FLL

) T+ . )
Por outro lado, seja B = <:101; ! 5 2;1‘2) um numero fuzzy triangular com x, # —xo.
T+
Verificamos que dp(a) = — 5 2 20 e assim

{0} € LI < {B} é FLI.
Por fim, se C' é um nimero fuzzy ndo-simétrico, entio ¢ (a) nao é uma fungdo constante.

Logo, {6c} € LI e portanto {C} é FLI.

Exemplo 18. Sejam A; = (0;1;2) e Ay = (0;1;2;2) dois nimeros fuzzy com 04,(a) = 2
1

e da,(a) = a+ 2 para a € [0,1]. Dados a; = g eaz=7

oa (1) Oay(ar)) (2 5/2
Sa,(as) Sa,(a))  \2 9/4

1
cujo determinante é —3 Portanto, pelo Corolario 2, {Ay, As} é um conjunto FLI.

, encontramos a matriz

Uma das caracteristicas dos conjuntos de niimeros fuzzy que sao fortemente
linearmente independentes é que eles contém no maximo um nimero fuzzy que seja
simétrico. Como consequéncia imediata desse fato, um conjunto FLI pode conter no

maximo um numero real arbitrario. Veremos esse resultado na seguinte proposicao.

Proposicao 14. (ESMI et al., 2021a) Sejam {A;, Ao, ..., Ay} um subconjunto de Rg.
Se existem numeros reais y e z tais que (A; | y) e (4; | 2) para algum i # j, entdo
{A1, Ay, ..., Ay} nao é um conjunto FLI.

Demonstragio. Ver Proposicao 4 em (ESMI et al., 2021a), p.119. O]
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Observacao 7. Seja A € Rx. Como todo nimero real é um nimero fuzzy simétrico a si
mesmo, entao {1, A} ser um conjunto FLI implica que A é nao-simétrico. De fato, se A

fosse simétrico em relagao a algum x € R, entdo d4(«) = 2z para todo o € [0, 1]. Assim,
dala) =2z =z - dpy(a) = {01y, 04} € um conjunto LD,

absurdo, uma vez que {1, A} é FLI <= {d{1},04} € LI

2.2 Espacos de Banach gerados por nimeros fuzzy FLI

Nesta Secao apresentaremos os espagos de Banach que sdo gerados a partir de

conjuntos de nimeros fuzzy fortemente linearmente independentes em R .

Os espacos de Banach sdo os ambientes mais apropriados para o desenvolvimento
de uma teoria de Célculo para classes de objetos matematicos, pois com as operagoes
definidas nesses conjuntos e com as normas que os estruturam, definem-se apropriadamente
os conceitos de limite, continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade para fungoes que

assumam valores nesses conjuntos e que satisfacam propriedades classicas do Calculo.

O conjunto de nimeros fuzzy Rz nao é um espago vetorial, portanto nao é
apropriado para o desenvolvimento de uma teoria de Calculo Diferencial que satisfaca
propriedades basicas como a derivada da soma de fungoes ser igual a soma das derivadas
das respectivas fungoes e tantas outras. Apesar da métrica d, nos permitir definir o
conceito de gH-derivada, para func¢oes fuzzy em Rz, esse tipo de derivada nao satisfaz

propriedades elementares do Calculo como a dada por (2.6) na Secao 2.3.

Devido a essa dificuldade, (ESMI et al., 2021a) introduziu a nogao de conjuntos
FLI que apresentamos na Segdo 2.1. A partir dos conjuntos FLI obtém-se funcoes fuzzy, com
conjunto imagem contido em espacos de Banach, que possuem derivadas que satisfazem

propriedades classicas da teoria do Céalculo Diferencial.

A fim de tornar conjuntos de ntmeros fuzzy FLI em espacos de Banach,
necessitaremos estabelecer estruturas algébrica e métrica por meio de um operador que
corresponda um espago vetorial real n-dimensional ao conjunto Rz e que conecta vetores

n-dimensionais a conjuntos FLI formados por n niimeros fuzzy.

Em particular, esse operador induz um caso especial de produto cruzado de

numeros fuzzy que ¢é fechado em certos espacos de Banach gerados por ntimeros fuzzy.

2.2.1 O operador ¥ e suas propriedades

O operador que definiremos a seguir estabelece um isomorfismo entre R" e
um subconjunto de Rz formado por n nimeros fuzzy. Em particular, a propriedade de

injetividade desse operador garante que o subconjunto de niimeros fuzzy em Rx é FLI.
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Teorema 7. (ESMI et al., 2021a) Seja {A1,..., A} < Rz, n > 0. Considere “+” a soma

usual em Rx e o operador ¥V : R" — Rz definido por

\Ij(plvp%"'apn) :plAl +p2A2++pnAn (21)

para cada (p1,p2,--.,pn) € R™. O operador U é uma funcao injetiva se, e somente se,
{Ay,..., An} € um conjunto FLI.

Demonstragio. Ver Teorema 1 em (ESMI et al., 2021a), p.116. O

Observagao 8. No Teorema 7 € verificado de forma imediata que se p = (p1,pa,...,Pn) €

R"™, entdo VU é um operador injetivo se, e somente se, (V(p) | 0) implica que p = 0.

Observacao 9. Ainda no Teorema 7 observamos que o operador ¥ tem o aspecto de
uma funcao linear, no entanto, ¥ ndo é um operador linear. De fato, para um conjunto
{A1,..., A} € Rrcomn =1 e Ay € Re\R, wverificamos para p = (1,0,...,0) e ¢ =
(—=1,0,...,0) em R™ que

U(p+q) =%(0,0,...,0)=0

mas
O exemplo acima nos mostra que o operador VW nao € linear com respeito a soma usual de

Rz definida em (1.3).

O seguinte teorema afirma que podemos aplicar o operador ¥, definido na
Proposicao 7, para induzir estruturas algébrica e métrica de um espaco de Banach na

imagem
S(Ay,...,A,) ={AeRz|3p1,...,pn € R tais que A = p1A; + - + p, AL}

desse operador. Em particular, o operador ¥ provera uma soma e um produto por escalar

que o tornam um operador linear.

Proposigao 15. (ESMI et al., 2021a) Sejam {A1, Aa, ..., An} € Re FLI e ||| uma norma

em R". Entdo, (S(A1,...,A,), +w, v, | - |lw) € um espaco de Banach real com
B4y C =¥ (v (B)+¥71C0)), VB,CeS(A,...,4,), (2.2)
Ay B=U (AN (B)), VBeS(Ai,...,4,) e \eR, (2.3)
e
| Blle=|| ¥ YB)|, VBeS(A,...,A,). (2.4)

Além disso, (S(A1, ..., An), +w, v, | - |v) € isomorfo ao espago de Banach (R™,|-|) sob o

isomorfismo V.
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Demonstragio. Ver Teorema 1 em (ESMI et al., 2021a). O

A seguir, faremos duas observagoes importantes sobre as operacoes definidas
por (2.2) e (2.3) no espago S(Ay, ..., A,).

Observacao 10. O produto por escalar usual coincide com o induzido pelo isomorfismo
U, isto é, para todo B = V(py,...,p,) com (py,...,p,) € R", temos
AB = A (piAy o+ pady)
= A-p)Ar+-+ (N pn)A,

= UAp1,.-., \Pn)

= ¥ (AUY(B))

= \gB.
Observagao 11. Note que para B = V(py,...,p,) e C =Y(q1,...,qy), com (p1,...,pn) €
(@1,---,qn) emR", a soma B+¢C € dada em termos da soma usual dos vetores (p1, ..., pn)
e (qi,...,qn) correspondentes, isto €,

B+yC = ¥ (¥ 1(B)+ ¥ (0))
= U((p1,.,pn) + (01,1 Gn))
= U((p1+qu,. D0+ )
= (P + Q)AL+ .+ (Do + qn)An.

Devido ao fato apresentado na Observacao 10, a partir de agora denotaremos e
trataremos o produto por escalar induzido por ¥ simplesmente como o produto usual no

conjunto Rx.

Veremos no exemplo a seguir que a soma usual entre nimeros fuzzy em Rz\R

e a soma induzida pelo isomorfismo ¥ geralmente nao coincidem no espago S(Ay, ..., A,).

Exemplo 19. Seja {A, B} < Rz um conjunto FLI formado por A = (0;1;1) e B = (0;2;4).
Esse conjunto induz o isomorfismo ¥ : R* — S(A, B) definido por

V(z,y) = 2(0;1;1) +w y(0;2;4).
Verificamos que C = (0;3;5) e D = (—1;—1;0) sdo elementos de S(A, B), pois ¥(1,1) = C

e U(—1,0) = D, tais que sua soma usual € igual a C + D = (—1;2;5), enquanto a sua

soma induzida pelo isomorfismo VU é

C+yD = V(U (C)+v (D))
= Y((1,1) + (-1,0))
= U(0,1)
= (0;2;4).
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2.2.2 O WV-Produto Cruzado e suas propriedades

Na Subsecao 2.2.1 mostramos via isomorfismo ¥ : R" — S(Ay, ..., A,) que as

operagoes de soma e produto por escalar induzidas por ¥ sdao fechadas em S(Ay, ..., A,).

Nesta Subsecao veremos que podemos restringir o conceito de produto cruzado
(ver Subsecdo 1.3.3) ao espago S(Ay,...,A,) definindo assim o que chamaremos de W-
produto cruzado. Esta versao forte do produto cruzado tem como propriedade fundamental

a preservacao das caracteristicas algébricas e geométricas de certos niimeros fuzzy em

S(Aq, ..., A,) os quais possuem ntcleo unitério, o interior ndo admite o valor nulo e
A; € R para algum i € {1,...,n}. Isto é, o U-produto cruzado é uma operacao fechada em
S(Ay,...,A,) que preserva a forma dos nimeros fuzzy em R% contidos em S(A4, ..., A,).

Antes de definirmos o W-produto cruzado, convém exemplificarmos que o
produto cruzado em Rz nem sempre é uma operagao fechada em S(Ay, ..., A,) e portanto

pode nao ser uma operacao valida nesse espaco.

Exemplo 20. (LONGO et al., 2022) Seja A = (—1;0;0.5) um nimero fuzzy nao-simétrico.
O produto cruzado nao é fechado em S(1,A). Com efeito, definamos B = A —1 =
(—2;—1;-0.5) e C = 2A+1 = (—1;1;2) nidmeros fuzzy negativo e positivo, respectivamente,
em S(1,A). Entao:

BOoOC=(-1)-C+B+1=(-3;-1;1.5) ¢ S(1, A).

Uma forma de fazer com que o produto cruzado seja uma operagao fechada, no
espaco S(Ay, ..., A,), foi apresentada por (LAIATE et al., 2021) e consistia em substituir
as operagoes de soma e produto escalar usuais, herdadas de Rz, pelas operagoes de soma e
produto escalar induzidas pelo isomorfismo ¥ em S(A;, ..., A,) de acordo com a seguinte

definicao.

Definicao 18. (LAIATE et al., 2021) Seja {A4, ..., A,} € R um conjunto FLI tal que
Rc S(Ay, ..., Ay, isto é, A; = 1 para algum i € {1,... ,n}. Considere os nimeros fuzzy
AeB emS(Ay,...,A,). O V-produto cruzado de A por B € definido como o nimero

fuzzy C' dado por:

em que +y ¢ a soma induzida pelo isomorfismo ¥ : R" — S(Ay, ..., A,) e [A]lL = {a} e

[B]: = {b}.

Note que o fato de (S(Ay,...,A,), +w, ) ser um espago vetorial implica que
aB+ybA—ygabe S(Aq,. .., A,) quaisquer que sejam a, b € R. Dai, AOgy B € S(Ay, ..., Ay)
quaisquer que sejam os numeros fuzzy A, B € R}, ou seja, o ¥-produto cruzado é uma

operagao fechada em S(Ay,..., A,).
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Um fato interessante é que o isomorfismo ¥ ao induzir a W-soma e o W-produto
cruzado descreve os a-niveis dos numeros fuzzy sob acao dessas operagoes de maneira

bastante simples, conforme apresentamos na Proposicao a seguir.

Proposicao 16. (LAIATE et al., 2021) Sejam {Ay, ..., An} € Ry um conjunto FLI e A

e B em S(Ay, ..., A,). Entdao valem as sequintes propriedades:

Z) [A +v B]l = [A]l + [B]l,'
it) [A©y B]y = [A]1[B]:.
Demonstragio. Ver Lema 2 em (LAIATE et al., 2021), p.4. ]

Observacao 12. Como consequéncia da Proposicao 16 o V-produto cruzado é uma

extensao direta do produto entre niumeros reais, isto ¢, se A, B € R entdo A Oy B = ab
com [A]; = {a} e [B]; = {b}.

O U-produto cruzado possui as seguintes propriedades operatérias no conjunto
S(Ay, ..., A).

Proposicao 17. (LAIATE et al., 2021) Seja {A1,...,A,} € R% um conjunto FLI tal
que R < S(Aq,...,A,), isto é, A; € R para algum i € {1,...,n}. Para todo A,B €
S(Ay, ..., Ay) e todo X € R valem as sequintes propriedades:

i) AOy B = B0y A;

ii) (A+y B) ©y C = (AGy C) +y (B Oy O);
iii) (M) Oy B = (A GOy B)

w) (AQy B) Oy C = AQy (B Oy C);

v) AQy1=10y A em que 1 = x1 € Rg;

Demonstragio. Ver Teorema 3 em (LAIATE et al., 2021), p.4. a

2.2.3 Os espacos de Banach S(1,A44,...,A,)

Um simples e interessante caso de espago de Banach gerado por um conjunto
de nimeros fuzzy FLI é o espago da forma S(1, A). Em (ESMI et al., 2018), os autores
mostram que o conjunto {1, A} é FLI quando A é um ntimero fuzzy nao-simétrico. Isto
significa que podemos construir espagos de Banach (contidos em Rx) apenas escolhendo

adequadamente um elemento nao-simétrico A € Rx. Ainda mais, mesmo que A seja
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simétrico ainda é possivel construir um espago de Banach da forma S(1, A), uma vez que

se A é simétrico o numero fuzzy A = A + (0;0;¢), € > 0, serd assimétrico.

Os espagos de Banach gerados pelos conjuntos de ntmeros fuzzy da forma
{1, A} serdo denotados por Rz(4) e chamados de espago de niimeros fuzzy correlacionados
linearmente. A importancia dos espacos dessa forma esta no fato de que, dada uma funcao
fuzzy f : [a,b] — Rra), é sempre possivel decompor f em uma aplicacdo da forma
f(z) = p(x)A + B(z), z € [a,b], com p : [a,b] > R e f: [a,b] - R. E, nesse caso, f(x)
pode ser visto intuitivamente como a soma de um valor deterministico f(x) e um valor
incerto p(x)A. Além disso, se A é um nimero fuzzy “ao torno de zero”, isto é, 0 pertence
ao nucleo de A, entao a funcao [ pode ser vista como um “drift deterministico” de f e
a fungao p(r)A, x € [a, b], a incerteza ao redor desse drift. Assim, a fun¢ao p modula a

incerteza ao redor do drift 5.

Um fato importante a se observar é que as fungoes p e  podem ser regidas
por regras distintas. Por exemplo, § pode ser governada por uma equacao diferencial
e convergir para algum estado estaciondrio enquanto p pode descrever algum tipo de

sazonalidade na incerteza envolvida.

De maneira geral, se {1, Ay, As, ..., A,} é um subconjunto FLI com diam(A;) >
0,7=1,...,n, entdao a fungao fuzzy f, com f(z) e S(1, Ay,...,A,), = € [a,b], pode ser
vista como o resultado da soma de um valor deterministico f(x) e um valor incerto

p1(x)Ar + - + pp(x)A,, isto é,

F(&) = B(&) + pr(e) A1 + - + pale)An. (2.5)

Assim como antes,  pode ser interpretado como “drift deterministico” e pi(x)A; +

-+ + pu(x)A, pode representar um “ruido” no ponto z resultante de n diferentes fontes
A, AL

As fungdes fuzzy que tomam valores em espacos de Banach, gerados por um
conjunto FLI contendo um nimero real, podem ser naturalmente divididas em uma
parte deterministica (drift) e uma parte incerta (ruido) e esse tipo de decomposigao
¢ interessante partindo do ponto de vista da modelagem matematica uma vez que a
decomposigao apresentada em (2.5) permite avaliar o comportamento de uma solugao de
um problema de valor inicial fuzzy, no sentido que, podemos observar o comportamento do
valor médio da solucao e de como a incerteza é modulada em torno desse valor, conforme

sera exemplificado no Capitulo 4.

Uma questao que surge naturalmente é o que pode ocorrer se os conjuntos
da forma {1, A;,..., A,} ndo forem FLI e portanto nao poder realizar a decomposi¢ao
desejada. A resposta a essa duvida é apresentada no teorema a seguir, o qual mostra que
independente de {1, Ay, ..., A,} ser FLI ou ndo podemos aproximé-lo a fim de obter um

conjunto {1, A, ..., A} que seja FLI.
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Em particular, podemos construir espagos de Banach reais (n + 1)-dimensionais,

contidos em Ry, a partir de qualquer conjunto arbitrario de ntimeros fuzzy {4y, ..., A,}.

Teorema 8. (ESMI et al., 2021a) Sejam A; nimeros fuzzy tais que diam(A;) > 0 para
i=1,...,n. Para cada € > 0, existem nimeros fuzzy Ay, ..., A, tais que {1, Ay, .. ,fln}

¢ um conjunto FLI, dy(A;, A;) < € e diam(A;) > 0 para todoi = 1,...,n.
Demonstragio. Seja {A1, ..., A,} < Rz. Suponha, sem perda de generalidade, que 0 <
e < 1. Seja € = (0;0; €). Provaremos este teorema usando indugao.

Para n = 1. Se {A;} é FLI e A; é um ndimero fuzzy nao-simétrico, entao
definiremos A; = A; e teremos dw(Al,fil) =0 <e, diam(/fl) = diam(A4;) > 0 e, além

disso, {1, A;} serd um conjunto FLI, pois {51}, 4,} ¢ um conjunto LI

Se {A;} é FLI e A; é um ntmero fuzzy simétrico, definimos A=A +ee

teremos que A; é um nimero fuzzy nao-simétrico, {1, A;} um conjunto FLI e

dyp(Ay, A)) = sup [(1—a)e] < ee diam(A;) = diam(A4;) + € > 0.

a€l0,1]

Agora, se {A;} nao é FLI entao, a partir da Proposi¢ao 14, d4,(«) = 0 para
todo « € [0, 1] . Definindo Ay = A, + €, teremos doo (A, Al) <€, diam(/fl) >0e

04,(a) =64, () + (1 —a)e = (1 — a)e # 0 para todo o € [0,1)

e assim {1, A} serd um conjunto FLI

Suponha que o Teorema seja vélido para n — 1, com n > 2. Se {A;,..., A,}
é FLI, ndo ha nada mais a ser provado. Entao, suponha que {4;,...,A,} ndo é um
conjunto FLI. Pela hipétese de indugao, existe um conjunto FLI {1, Ay, ... ,fln_l} com

do(Ai, Ay) < e e diam(A;) > Oparai=1,...,n—1.Se {1, Ay,..., A,_1, A} é FLI, entdo
basta definirmos A,, = A,, e obteremos dey(Ap, A)=0<ee diam(/fn) = diam(A4,,) > 0.
Por outro lado, se {1, Ay, ..., A,_1, A,} ndo é FLI, entdo definamos A, = A, + € em que
€ =(0;0;¢)" = (0;0;€) - (0;0;€)---(0;0;¢), r =inf [ e

o >

~—
r— VeZzZes

I={seN|{1,A,...,A,_1,A, +€}éFLIes>1}.

O ntmero fuzzy A, é bem definido uma vez que I {1,2,...} é um conjunto
nao-vazio. De fato, se [ = (Jf, entdo para cada s = 1,2, ..., teremos que {1, Al, o ,An_l, A+
€*} nao ¢ FLI ou, equivalentemente, {2,804 ,...,05 ,04,+c} ¢ linearmente dependente,

pela Proposicao 14. Note que
6An+€s (O./) = a2n+es (a) + a:zn+65 (a)
= ay, (@) + as(a) + aj (a) +ai(a)

= (ax,(@) +aji (a) + (as(a) + al(a))
= 0a,(0) + (1 —a)’e
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em virtude de [€"], = [(0;0;€)"]o = [(as(a))®, (as(a))®] = [0, (1 — @)’€’], em que ay, e

a}, sao os extremos de A;. Entdo, para todo s = 1,2,..., teremos que gs 1= 04, 4es — 04,
pertence a span{2,0;,...,65  } uma vez que d4,,04,+cc € span{2,05,,...,05 } e
span{2,04,,...,04, ,} ¢ um espago vetorial n-dimensional. Contudo, o fato de que g,(a) =
(1—a)’¢’,a €[0,1], é um polindémio de ordem s e {gs|s € N} ser linearmente independente
contradiz a hipétese da dimensao de span{2,d4 ,...,65  } ser finita. Portanto, I # ,
r = inf I existe e r € I. Isto implica que {1, Ay,..., Ap_q, Ap+ €} = {1, Ay, ..., Au_y, A}
é um conjunto FLI. Além do mais, teremos que
deo(Ai, Aj) = sup (1 —a)%e” < (1 —a)e<e

ael0,1]
e diam(4;) = diam(4;) + €% > 0 quando s; € I. O
Exemplo 21. Considere os nimeros fuzzy triangulares Ay = (0;1;2), Ay = (0;2;4) e
Az = (0;0;1). O conjunto {Ay, Ay, A3} nao € FLI, pois Ay e Ay sao simétricos em relagio
ax=1ex =2, respectivamente. No entanto, pelo Teorema 8, existem Al,/h e /13 em
Ry tais que {1, Ay, Ay, A3} € FLI, dy(A;, A;) < 6 e diam(A;) > 0, com § > 0 arbitrdrio e
1=1,2,3. Com efeito, dado € > 0, tome

Ay = A; 4 (0;05€), Ay = Ay + (0;0;€)%, A3 = As.
Teremos que {1, Ay, Ay, A3} é FLI,

dp(As, A;) = sup max{0, (1 —a)e'} = sup (1 —a)e <€ =0
ael0,1] ael0,1]

diam(4;) = diam(4;) + € > 0.

Finalizaremos essa secao apresentando uma propriedade simples dos elementos
do espaco S(1, Ay,...,A,) com {1,A;,...,A,} € Rr FLL

Proposicao 18. Para quaisquer A€ S(1,Ay,...,A,), BeR e peR, tem-se:
BA+yp=PA+p

em que + é a soma usual em Rx e +y € a soma usual induzida pelo isomorfismo U :

R™ — (1, Ay,..., Ay).

Demonstragio. Sejam p = (pg,p1,...,pn) € ¢ = (1,0,...,0) vetores em R"™ tais que
U(p) = Ae ¥(q) = 1. Temos:

[BA +w pla = [T (T7(BA) + U7 (p))], = [T (BY(A) + pP (1) ], = [T (Bp + pa)],



Capitulo 2. Conjuntos Fortemente Linearmente Independentes e a V-derivada de Fungoes Fuzzy 67

e assim
[BA+w pla = [¥(Bpo+ p.Bp1,- - B0n)]a
= [(Bpo+p) - 1+ BprAs + -+ + BpaAn]a
= [Bo+pdi+ -+ padn) + pla
= [BA+pla
para todo « € [0, 1]. Portanto, SA +y p = SA + p. ]

2.3 A U-derivada de uma funcao fuzzy

Nesta Se¢ao apresentaremos a chamada W-derivada de uma funcao fuzzy definida
a partir das operacoes usuais induzidas pelo isomorfismo ¥ construido a partir de um

conjunto FLI de niimeros fuzzy.

Seja f : (a,b) - Rz uma funcao fuzzy. Na Segao 1.4 constatou-se que (Rz, dy)
é um espago métrico completo e consequentemente, conforme a Secao 1.5 foi possivel
definir um conceito de derivada para a fungao f, em algum ponto z € (a,b), denominada
derivada generalizada de Hukuhara de f em z € (a,b). No entanto, esse tipo de derivada
nao satisfaz algumas propriedades cléssicas da derivada usual de funcoes definidas em (a, b)
e que tomam valores em R. Por exemplo, vimos na Observacao 5 que se f : (a,b) > Rz é

uma funcao gH-diferenciavel em xy € (a,b), entao

0=(f+(=1) Ngu(zo) # for (o) + (=1) - fom (o) (2.6)

“on

em que as operagoes “+” e no lado esquerdo da diferenca sao as operagoes usuais no
espaco C* ((a,b), Rx) das fungdes gH-diferencidveis em (a,b), e & direita sio as operagdes

usuais em Rz, definidas por (1.3) e (1.4), respectivamente.

A fim de definirmos uma derivada para uma funcao fuzzy f que satisfaca
propriedades como a apresentada em (2.6) é necessario que a imagem de f seja um
espaco de Banach contido no espago métrico Rx. Na Secao 2.2, verificamos que é possivel
construir espacos de Banach a partir de conjuntos arbitrarios de ntimeros fuzzy fortemente

linearmente independentes em Rz. Assim, para cada fungao fuzzy f : (a,b) — Rz para

qual existam niameros fuzzy Ay, ..., A,, fortemente linearmente independentes em Rz, e
pi: (a,b) > R,i=1,... n, diferencidveis em (a,b), tais que
f(z) =pi(x)A1 + - + pu(x)A,, € (a,b), (2.7)

é possivel definir uma derivada na qual a propriedade (2.6) seja valida. Essa derivada
serd chamada de W-derivada e é determinada pelo isomorfismo ¥ : R" — S(A;,..., 4,)
definido por (2.1).

A defini¢ao formal da W-derivada de uma funcao fuzzy é dada a seguir.
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Definicao 19. (ESMI et al., 2022) Seja {A4, ..., A} < Rz um conjunto FLI. Uma fungdo
f:(a,b) > S(Aq,..., A,) é V-diferencidvel em x € (a,b) se existe um nimero fuzzy

f(x) e S(Ay,..., A,) tal que

h—0 h

em que (—y) = (—1) - (+v). Neste caso, f'(x) € a V-derivada de [ em x € (a,b).

Finalizaremos essa secao apresentando o teorema a seguir, o qual afirma que a
existéncia da W-derivada para f, definida por (2.7), depende exclusivamente da existéncia
das derivadas ordinarias das correspondentes funcoes coeficientes p;,;i = 1,...,n de f. Em
particular, as propriedades classicas de derivadas sdo validas para fungoes fuzzy da forma
(2.7) sob a W-derivada.

Proposicao 19. (ESMI et al., 2022) Seja {Ai,...,A,} < Rx um conjunto FLI. A
aplicagao f: (a,b) — S(Ay,..., An) dada por

f(z) =pi(x)A1 + - + pu(x)A,

¢ U-diferencidvel em xo € (a,b) se, e somente se, p; é diferencidvel em xo para todo

1=1,...,n. Além disso,

f(wo) = U(ph(20), .-, 1 (w0)) = P (w0) Ax + - -+ + p)(20) Ap.

Demonstragio. Ver Corolario 5 em (ESMI et al., 2022). O
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3 Derivada generalizada de Hukuhara e sua

relacao com a W-derivada

Neste Capitulo, apresentaremos os principais resultados deste trabalho nos
quais relacionamos a nocao de derivada generalizada de Hukuhara de uma funcao fuzzy
g : [a,b] - Rz com a W-derivada de uma funcao fuzzy f : [a,b] — S(A4,..., A,) em que

{A1,..., A} € Rz é um conjunto fortemente linearmente independente de nimeros fuzzy.

Na Secdo 3.1, estabeleceremos condigdes a fim de que se tenha f; ;(z) = f'(z),

em algum z € (a,b), quando f toma valores em S(Ay,...,A,), isto é,
flz)=pi()A1 + -+ pu(2)A,, ¥V € la,b], (3.1)

onde p; : [a,b] — R sao fungoes diferencidveis em (a,b) as quais chamaremos de fungoes

coeficientes de f.

Na Secao 3.2, se f : [a,b] > Rz, é uma funcao gH-diferenciavel em (a,b)

arbitraria e g ¢ dada por
9(x) = pi(x)Ar + -+ pu(@) A, ¥ 7€ [a,b], (3.2)

obteremos condicoes para que g e ¢’ se aproximem uniformemente de f e f; 1, Tespectiva-

mente, quando x € (a, b).

3.1 Conexoes entre a gH-Diferenciabilidade e a W-Diferenciabilidade

de Funcoes Fuzzy

Nesta Secao apresentaremos teoremas que estabelecem conexoes entre as nog¢oes

de gH-diferenciabilidade e W-diferenciabilidade de fung¢des fuzzy da forma (3.1) em Rg.

Precisamente, dado um conjunto arbitrario {A;,...,A,} € Rx FLIse f : [a,0] — Rz
admite uma decomposicao em S(Ay, ..., A,), isto é, existem fungoes p; : [a,b] — R tais
que

f(z) = p1(x)A; + po(x)As + - + pu(x) Ay, ¥V x € [a,b],

estabeleceremos condigoes a fim de que a WU-derivada e a gH-derivada de f coincidam em
algum x € (a,b). Veremos, essencialmente, que isso depende exclusivamente das fungoes

coeficientes p;,i = 1,...,n, da funcao fuzzy f.

Antes de apresentarmos esses resultados, mostraremos que as nog¢oes de gH-

diferenciabilidade e W-diferenciabilidade para a funcao fuzzy f : [a,b] — R, apresentadas
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nas secoes 1.4 e 2.2, respectivamente, nao sao necessariamente coincidentes. Verificamos

isso no exemplo a seguir, desenvolvido originalmente em [(ESMI et al., 2022), p.15]:

Exemplo 22. Sejam A = (0;0;1) e B = (0;1;2) numeros fuzzy com a-niveis [A], =
[0,1—a] e [Bla = [o,2 — &, respectivamente. Considere a fungao fuzzy f:[0,7] — Rr
definida por f(t) = cos(t)A+sen(t)B. Note que {A, B} é um conjunto FLI, pois {d4,0p} =
{1 —a,2} é LI. Além disso, as fungoes coeficientes de [ sao diferencidveis em (0,7) e
entao, pela Proposicio 19, f é V-diferencidavel em (0,7) com

(—sen(t); cos(t);2cos(t)) sete <0, g] ;

f'(t) = —sen(t)A + cos(t)B = p
(2 cos(t) — sen(t); cos(t); 0) set e [5, 7T) :

(3.3)

Por outro lado, vamos determinar a gH-derivada de f. Sejam os a-niveis de f dados por

[f()]a = [fa (1), fo )], a € [0,1]. Entdo:
1) Parate <0, g) temos:
Fo(t) = asen(t) e fr(t) = cos(t) + 2sen(t) — a(cos() + sen(t)).
Logo, (f5)'(t) = acos(t) e (fJ)'(t) = —sen(t)(1 — a) + cos(t)(2 — a) e dai

(fa)' (@) = (f2)(t) = (1 — @)(2cos(t) —sen(t)) > 0 <= 2cos(t) > sen(t)

<= t < arctan(2).

Encontramos, dessa forma,

[fon (] = [(f2)'(1), (fa)'(1)] = [(0; cos(t); —sen(t) + 2 cos(t))]a

que sdo os a-niveis do conjunto fuzzy (0;cos(t); —sen(t)+2cos(t)), 0 < t < arctan(2).
Em particular, verifica-se em (BEDE, 2013) que (0; cos(t); —sen(t) + 2cos(t)) € um

numero fuzzy se, e somente se,
0 < cos(t) < 2cos(t) —sen(t) em t € (0,arctan(2)].
Isto €,
t € (0,arctan(2)] = 0 < cos(t) < 2cos(t) —sen(t) < tg(t) <1 <t < %

™

E) e(fI), <Z> nao estao definidos, entao (0; cos(t); —sen(t)+2 cos(t))

Como () (]

p p ™ . p .
€ um numero fuzzy somente set e (O, Z) Prosseguindo, com cdlculos andlogos aos

realizados acima, verificamos que (f1)'(t) < (f7) (t) para todo t € <arctan(2), g)

uma vez que (f7) (arctan(2)) e (f.1)_ (arctan(2)) ndo estao definidos. No entanto,

08 a-niveis

[(F2) (@), (f2)' (8)] = [(sen(t) + 2 cos(t)); cos(t); 0)]a
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m
nao estio associados a nimero fuzzy algum, pois cos(t) > 0 para t € (arctan(2), 5)

Logo, devemos ter

fry () = (0;cos(t); —sen(t) + 2cos(t)) para t € (0, Z) .

g 4
2) Parate (g,w), temos:
[ (t) = cos(t) + a(sen(t) — cos(t)) e fI(t)=(2—a)sen(t).

Assim, (f,)'(t) = —sen(t) + a(cos(t) + sen(t)) e (f7) () = (2 — a)cos(t) e dai

(@)= (f)(t) = (1 —a)(2cos(t) +sen(t)) =0 <= 2cos(t) = —sen(t)
<= > arctan(—2).

Note que arctan(—2) ¢ (g,w) e assim (f) (t) = (f.)'(t) ndo deve ocorrer. Logo,

devemos ter (fF)'(t) < (f.) (t) em todo t € <g,7r>. A partir dai, encontramos

respectivamente 0s a-niveis

[(F2)(8), o) ()] = [(2 — ) cos(t), —sen(t) + a(cos(t) + sen(t))]

do conjunto fuzzy (2 cos(t); cos(t); —sen(t)). Esse ultimo conjunto é um nimero fuzzy
se satisfaz
2cos(t) < cos(t) < (—sen(t)) emte <g,7r> :

Assim,
T 3
te (§> = 2cos(t) < cos(t) < —sen(t) < —1 < tg(t) =t > e
., (3 oy 3T N . .
Como (f, ), 1) (f)- ~ ) ndo estao definidos, devemos ter
/ 3T
four(t) = (2cos(t); cos(t); —sen(t)) para t € )
. , . . ., T 37 .
Pelo exposto nos itens 1) e 2), concluimos que f nao é gH-diferencidvel em 1) PO

nao é um numero fuzzy nesse intervalo, e que a derivada generalizada de Hukuhara de f

3
—W, 7r) . Portanto,

. ~ .. . . m
serd uma func¢ao com o dominio restrito ao conjunto <0, Z) U ( 1

(0; cos(t); 2cos(t) —sen(t))  sete (0’ 2)

f;H(t) = T
(2 cos(t); cos(t); —sen(t)) sete (3 7T)

4 )

que claramente ndao coincide com a V-derivada de f obtida em (3.3).
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A seguir, obteremos condigoes necessarias e suficientes para que os conceitos de
gH-derivada e W-derivada sejam coincidentes. Isto é, estabeleceremos sob quais hipoteses
as fungdes fuzzy f do tipo i)-gH-diferenciavel ou ii)-gH-diferenciavel coincidem com as

suas respectivas W-derivadas quando essas func¢oes sao da forma

f(@) =pi(@)Ar + -+ pal) Ay (3.4)
em que {Aj,...,A,} é um conjunto FLI e p; : [a,b] — R sdo fungoes diferenciaveis em
(a,b), para cada i = 1,...,n. Primeiro, analisaremos o caso mais simples de funcao fuzzy

da forma (3.4) para entdo mostrar o caso geral. Seja a funcao fuzzy f : [a,b] — S(A)
definida por f(x) = p(z)A.

« Se A€ R aigualdade f'(z) = f,y(x) é satisfeita para qualquer z € (a,b).

e Se Ae Rz\R é um nimero fuzzy simétrico a zero, entdo d4(«) = 0 e assim {04} é
um conjunto LD, logo {A} ndo é FLI e ¥ : R — S(A) nao define um isomorfismo.

Em particular, a W-derivada de f nao esta definida.

e Se Ae Rr\R é um ntmero fuzzy simétrico a = # 0 ou A € Rx é um nimero fuzzy
nao-simétrico, entdo d4(a) # 0 o que implica que {d4} é LI e dai {A} é FLI. Assim,
existe um isomorfismo ¥ : R — S(A) e portanto f é W-diferencidavel. Em particular, a
Proposigao 14, nos garante que p é diferenciavel em todo x € (a, b). Queremos avaliar
em que condigoes f'(z) = f;x(x). Ou seja, vamos supor que f é gH-diferencidvel
em x € (a,b) e verificar quais condigbes sobre a fungao p devem ser verificadas a

fim de que a igualdade seja valida. Sem perda de generalidade, suponha que f é
(i)-gH-diferenciavel e seja [f(z)]s = [f5 (z), [ (2)].
i) Se p > 0 obtemos [, (z) = a_p(x) e fI(x) = alp(x). Assim,

F'(@) = fou(@) = p'(@)ag, ag ] = [(f) (@), (fa) (@)] = [V ()ag, p'(x)a,].

Note que serd vélida a igualdade de acordo com o sinal de p’. Se p’ = 0 entao a
igualdade é satisfeita. Se p’ < 0 obtemos p'(z)a = p'(x)a;. Como p’ # 0 segue que

+
o =

a a, para todo a € [0, 1], o que ndo pode acontecer uma vez que A ¢ R.

ii) Se p < 0 obtemos f, (z) = alp(x) e fI(z) = a_p(x). Assim,

f'(@) = fou() = p'(@)ag, ag ] = [(f) (=), (fa) (@)] = [V ()ag, p'(x)a,].

Se p' < 0 entdo claramente a igualdade ji é satisfeita. Caso p’ > 0, obtemos
p'(x)al = p'(x)a,. Como p’ # 0, segue que a; = a, para todo a € [0,1], o que é
impossivel.

iii) Se p muda o seu sinal em (a,b), entdo a continuidade de p nos garante a
existéncia de algum x € (a,b) tal que p(z) = 0 e, além disso, dada uma sequéncia

(hn)neN decrescente positiva convergente a zero, teremos:
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1) p(x —h,) <0< p(x+ hy,) ou
2) p(x + hy,) <0< p(x—hy,)

para n suficientemente grande. Em particular, p(z) = 0 implica f, (z) = ff(z) = 0.
Logo, sendo f (i)-gH-diferencidvel teremos [f; ;7 (x)] = [(f, ) (z), (f3)'(z)] e portanto
no caso 1), obteremos

o) -t ) ) fola b o ple )

n—00 hn n—00 h n—00

n hy, ——

e

o fa @t he) = fa(@) . fa(@tha)

n—>oo hn n—00 h n—00

(fa) (x) =]

De forma andloga o caso 2) nos fornece

Por outro lado, sendo f uma funcao W-diferenciavel, obteremos

[P (z)ay, p'(z)al] se p'(z) = 0

fi@) =p@)A=[f(@)e=[(2)Ala =1 M
[P (z)al, p'(z)a;] se p'(z) < 0.

Concluimos dai f'(z) = f;;(x) implica que os casos i) e ii) também sao vélidos

quando p muda de sinal em (a,b), onde f'(z) é a W-derivada de f em z € (a,b).

Portanto, para f(x) = p(x)A, com A € Ry nao simétrico ou A € Rx\R simétrico a = # 0

e f (i)-gH-diferenciavel, tem-se:

F@) = figl@) = (p(x) >0 ¢ p(x)>0) ou (p(x) <0 e p(a) <0)
= plo)p(x) 0.

De maneira analoga, verifica-se que quando f ¢ (ii)-gH-diferencidvel ocorre f'(z) = f;; =
p(x)p'(z) < 0. Verifiquemos agora se essa implicagdo admite uma reciproca. Suponha
novamente, sem perda de generalidade, que f é (i)-gH-diferencidvel para f(z) = p(z)A
e que p(x) = 0 e p'(z) = 0. Temos que mostrar primeiro que f é W-diferencidvel. Isso é
bem simples, pois a existéncia de p’ por hipétese garante, pela Proposicao 14, que f é
U-diferencidvel em z € (a,b) quando {A} é FLI. Agora, da Proposi¢ao 1 segue que f’(z) é

igual f('(i)_gH) (x) se seus a-niveis sao coincidentes em todo « € [0, 1].

Ora, se p(x) = 0 teremos que [f ()]s = [a,p(z),a.p(x)] e da hipdtese de f
ser (i)-gH-diferenciavel segue que [f;y(2)]a = [a,p (), alp'(z)]. Por outro lado, sendo f
WU-diferencidvel, f'(z) = p'(x)A e como p'(z) = 0, obteremos [f'(z)]a = [agp'(z),alp (2)].
Logo, [f;5(2)]a = [f'(7)]a para todo a € [0, 1] e assim f; () = f'(z).
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Se supormos que p(z) < 0 e p'(x) < 0, obtemos de maneira andloga o mesmo
resultado. Por fim, se p alterna o sinal em (a, b), a continuidade de p implica que p(z) = 0,
em algum x € (a,b), e existe uma sequéncia decrescente (h,)neny de niimeros positivos que

converge para zero, quando n — oo, tal que:

1) p(z+ h,) > 0> plx — hy);

2) p(x — hy) > 0> p(z+ hy,).

No caso 1) teremos que a existéncia de p’ nos garante que f é W-diferencidvel e, além disso,

p'(x) = 0, uma vez que as derivadas laterais p, e p’ de p sdo tais que

p(x + hn) - p(m) — lim p(l’ + hn)

) (2) = plw = hn) (z = hn)
/ BT p\r) —plxr—ny R —P\T — Ny
p-le) = fim =y =g 20

Dai, a partir do Exemplo 12, concluimos que (f, ) (x) = p'(z)a, e (fH) (z) = p'(x)a}
para todo a € [0,1] e todo z € (a,b) tal que p(x) = 0. Logo, quando p alterna de sinal em
(a,0) e p'(x) = 0, obtemos f,y(x) = f'(x) visto que

[for(@)]a = P/ (@)ag, v/ (2)ag] = p'(2)[ay, aq] = p'(2)[A]a = [P/ (2)A]a = [f'(2)]a
para todo « € [0, 1]. No caso 2), com argumentos andlogos, teremos que f é W-diferencidvel
e que p'(z) < 0 pois
p(@ + hy) — p(z) — lim p(x + hy)

pr(w) = Jim = L T
) (2) = p(z — ha) (2= hn)
/ 1 p\x) —p\T—Nyn) .. —P\T — Ny
p-le) = Jim =y = g <0

Assim, novamente pelo Exemplo 12, concluimos que (f,) (z) = p'(x)al e (f) (z) =
p'(z)a, para todo a € [0,1] e todo x € (a,b) tal que p(z) = 0. Segue dai que quando p

alterna seu sinal em (a,b) e p'(x) < 0, teremos que f, ;(x) = f'(z).

Concluimos, a partir do que foi desenvolvido acima, que se {A} é um conjunto
fortemente linearmente independente com f(x) = p(z)A e p é diferencidvel, entao para f

(i)-gH-diferenciavel teremos f'(x) = f,y () se, e somente se, p(x)p'(z) = 0.

De forma geral, o desenvolvimento anterior pode ser generalizado no seguinte

resultado.
Teorema 9. Considere um conjunto de numeros fuzzy {Aq, ..., A,} fortemente linear-
mente independente e x € [a,b] arbitrdrio. Sejam p; : [a,b] - R, i = 1,...,n, fungdes

diferencidveis em x tais que f(z) = p1(2)A1 + -+ + pa(2) A, para todo z € [a,b].
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(a) Se f ¢é (i)-gH-diferencidvel em x, entdo f'(x) = fip(x) se, e somente se, p;(x)p;(x) =
0 para todo i € {1,...,n} com diam(A;) > 0.

(b) Se f ¢ (ii)-gH-diferencidvel em x, entdo f'(x) = [,y () se, e somente se, pi(x)pi(z) <
0 para todo i € {1,...,n} com diam(A;) > 0.

Demonstragio. Provaremos apenas o Item (a) deste teorema uma vez que a prova do Item
(b) é similar.

Sejam K = {i € {1,...,n} | diam(A4;) > 0} e K¢ = {1,...,n}\K. Note que
a; (a) = a; (o) para todo i € K€. Pela Proposicio 14, temos que |K| > n — 1. Considere

os seguintes conjuntos de indices:
P={ie K|pj(x)>0},N={ie K|p(x) <0}, e Z={ie K|pj(x)=0}

Note que P, N, e Z sao conjuntos disjuntos e K = P u N u Z. Em adicao a isso, da
continuidade de p, podemos obter uma sequéncia decrescente (h,) que converge para zero,
ie, h, >0eh, — 0, tal que para todo i € Z temos p;(z + h,) = 0, para todo n > 0,
ou p;(x + hy,) < 0, para todo n > 0. Assim, Z pode ser dividido em dois subconjuntos

disjuntos ZP e ZN da seguinte forma:

ZP ={ie Z|pi(x+ h,) =0,Yn>0}

ZN ={ieZ|pi(x+h,) <0,¥Yn>0}
Uma vez que todo p; é continuo em x, para n suficientemente grande, temos

folz+hy) = > pilw+ ho)ag (@) + D pila + h)ag () +

ieKC ieP

Z pi(z + hyp)a; (o) + sz(ﬂi + hp)a; (@) +

i€ZP iEN

Z pi(x + hy)a («)

i€ZN

fH@+h,) = Z pi(z + hy)a; (@) + sz(x + hp)al (o) +

ieKC i€P
2 pi(x + hy)al («) + sz(x + hyn)a; (o) +
€L P 1EN

Z pi(x + hy)a; (@).

€ZN
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A hipétese de que f é (i)-gH-diferencidvel em z implica que [f)y ()] =
[/ (x), fF'(x)] para todo « € [0, 1]. Assim, temos

o fa @t he) = £ (@)

— / _
(f)V@) = lm ;.
_ <lim Pi(@ + hn) _p"(x)> a; (@) + Y (lim Pil@ + hn) _pi(x)> ay (a) +
iec N7 fin iep \"T% i
Z (lim p—i(:c +fn) — 0) a; (o) + Z (lim pi(z + fin) —pi(m)> al () +
€LP noe hn ieEN n—ow hn
Z lim p—,;(:v + fn) — 0 a’ ()
. n=—>%0 hn ‘
€N
= ) pi@)a; (@) + ) pi(@)a; (@) + ) pi(@)af (a) +
ieKC i€eP ieN
D1 pi) (@) + ) pi@) af (@)
i€ZP ;0 i€ZN SVO
e
+ +
+\/ o . fa(x+hn)_fa(m)
(@) = lm -
S S Tt e J1COR WA ol (S G ) et 1C PESON
ieKC e i ieP e hy
Z <lim p—i(x +hn) — 0) aj(a) + Z <lim pi(x + fin) —pi(x)> a; (o) +
i€eZP noe hn ieN noe ha
Z lim p—i(a: +hn) — 0 a; (@)
] n—00 hn ¢
i€EZN
= ) pi@)a; (@) + ), pi(@)af (@) + ] pi(x)a; () +
ieKC i€eP ieN
> pi) af (@) + D] pilx) a; (o).
ieZP:B" ieZN‘;T)"
; h,) —0
Note que para todo i € ZP temos que p.(x) = 0, porque pi(z +h ) > (0 para todo n.

De forma similar, para todo i € ZN temos p(z) < 0.

Pela Proposicao 19, temos que f é WU-diferenciavel em x, pois todo p; é diferen-
ciavel em x. Agora, considere os seguintes conjuntos de indices definidos em termos dos

sinais das derivadas de p; em x:
P' ={ie K|p)(zx) >0}, N ={ie K|pi(x) <0} e Z ={ie K|p,(x)=0}.

Note que P’, N’ e Z' sao subconjuntos disjuntos tais que K = P’ u N u Z'. Além
do mais, todo indice i € Z" pode ser desprezado uma vez que pi(x) = 0. Assim, se
C = f'(z) =pi(x)A1 + ... + Pl (x)A,, entdo os a-niveis de C' sdao dados por

ca(2) = ) Hil@)ai (@) + X pi(e)a; (@) + Y pilx)af (a)

eKC iEP’ iEN’
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ci(x) = ) pil@)ai (@) + Y, pi(x)af (@) + Y pilx)a; (a).

i€eKC ieP’ ieN’

Observe que todo indice ¢ € Z’ pode também ser desprezado nas expressoes de
(f ) (z) e (f}) (x). Considerando P = P\Z', N = N\Z', ZP = ZP\Z' e ZN = ZN\Z',
obtemos

fo'l@) = )0 pi@)ay (@) + Y pi()a; (@) + Y pi(x)a; (o) +

ieKC ieP ieN
D pi@) a7 (@) + > pi@) af(a)
ieﬁ >0 ieﬁ <0

Sx) = Y pi@)a; (@) + Y pi@)af (@) + Y pi)a; (@) +

ieKC ieP ieN
> pi@) af (@) + ) pil) a; (@)
ieﬁ >0 z'eﬁ <0

Note que C' = f;(x) se, e somente se ¢, = f,'(z) e ¢ = f./(x) para todo
a € [0,1]. Usando o fato de que ZP < P' ¢ ZN = N’, podemos definir P = P\ZP ¢
N' = N'\ZN que conduzem a seguinte equivaléncia:

fol®) = ¢
< Y pi(@)a; (@) + ) pi(z)a) (a) Y pi(@)a; (@) + > pi(x)a) (@) (3.5)

ieP ieN icP’ ieN’

Note que K = PUNUZ = PPUN'U Z' e isso implica que P = P\Z' < P'UN’
e N=N\Z < P'uN'. Além disso, uma vez que Z = ZPUZN,PnZ = &, e ZP = ZP
e ZN C ZN, teremos

Pc (P\ZP)Uu(N\ZN)=P UN =P=(PnP)u(PAN)

Nc (P\ZP)U(N\ZN)=P UN =N=(NnP)u(NnN).
Por outro lado, sendo PP nZ' = @, N nZ'=Fe K=PUN UZN uZP U Z segue
que
P<cPuUNUZNuUZP
NcPUNUZNUZP
Usando os fatos de que P’ n N' = &, ZN < N' e ZP < P’, obtemos

/

P =P nnP)u(P nN)

PPcPUNuUZP P =P\ZP<PuUN
— = _ = _ . _ . _ .
N =(N' nP)u(N' AN)
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Pela equagao (3.5) e pelos comentérios feitos acima, temos

foa'@) = e (3.6)
@( > Pi@a; (@) + D pi@)a; (a)+ = ( D1 pi@a; (@) + D pi(@)a; (a)+
iePAP iePAN ieP AP i€P AN
>, i@l @+ Y pi(a)a («) >, di@af (@) + Y pi(@)aef (a))
ieENAD ENAN ieN AP ieEN AN
e Y Hi@ae (@) + Y pi@a(a) = Y pi@ai(@)+ Y, pi(x)a («)
€PN iENAD ieP "N ieN AP
Similarmente, temos
fa'l@) = ¢ (3.7)
e Y K@@+ Y pi@a(@) = ) pi@af @)+ Y, pia)ae (a)
i€PAN’ iENAP i€P AN iEN AP

Como podemos observar, as tltimas igualdades em (3.6) e (3.7) sdo iguais o que significa

que C = f; ;(x) se, e somente se as seguintes igualdades valem:
> P @)+ Y piai (@) = Y pi@a; (@) + D) pi(x)a(a).  (3.8)
i€PAN’ iENAP i€P AN ieN AP
Suponha que para todo indice i € K temos p;(x)p.(z) = 0. Isto implica que
3 ie K tal que p;i(z) > 0 e pl(z) <0, que por sua vez implica que PA N = g = Pc P
De forma similar, 3 i € K tal que p;(z) < 0 ¢ pl(z) > 0 ¢, portanto, NnP' = g = N N .
Consequentemente, P = PeN=N porque PcPn N, N cPn N, e P AN = .
Assim, C' = f, () é verdadeiro se (3.5) for satisfeita.
Agora, se C' = f;H(x) entdo (3.8) é valida e isto implica que
di= Y, —pi)(af (@) —a; (@) + >, i) (af (@) —a; () =0
=~ L= =t
1€PNN >0 ENNP >0
Para a = 0, obtemos a contradi¢do 0 = d > 0 pois diam(A4;) > 0 para todo i € k. Portanto,

a igualdade acima é possivel apenas se P N N =NnP =g. Novamente, obtemos que
P =P eN =N e, consequentemente, C' = fou (). O

Exemplo 23. Seja {(0;0;1),(0;1;2)} € Ry um conjunto FLI. Considere f :[0,1] » Rz
a funcao fuzzy definida por

f() =€"(0;0;1) + t3(0; 1;2).

Verificamos que os a-niveis de f(t) sdo os intervalos [f(t)]a = [at?, (2 — a)t* + (1 — a)e']
e assim 0s seus extremos sdo f.(t) = (2 — a)t® + (1 — a)e' e f, (t) = at? cujas derivadas
sao (fI)(t) =22—a)t+(1—a)e' e (f,) (t) = 2at. Dai, para todo a € [0, 1], verificamos
que

(fa) () = (fa) () = (1= a)(4t + €') =0,
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isto €, f € (i)-gH-diferencidvel em todo t € (0,1). Uma vez que py e py sdo diferencidveis

m (0,1), entdo a V-derivada de f existe nesse intervalo. Além disso, como py(t)p)(t) =
2t > 0, pa(t)ph(t) = €* > 0 em (0,1) e diam((0;0;1)) = 1 > 0 e diam((0;1;2)) =2 >0
seque, pelo Teorema 9, que

For(t) = f'(t) = €'(0; 05 1) + 2¢(0; 1;2) = (0; 2432t + €)

para todo t € (0,1).

O proximo teorema fornece condigoes suficientes para que a W-diferenciabilidade
de uma funcao fuzzy implique na sua respectiva gH-diferenciabilidade. Particularmente,
essas condi¢oes sao dadas em termos das fungoes coeficientes p; uma vez que uma funcao
fuzzy da forma f(z) = p1(2)A1 + - - + pu(2) A, é W-diferencidvel em algum z se, e somente

se, todo p; é também diferencidavel em x, conforme a Proposicao 19.

Teorema 10. Sejam {A1, ..., A,} um conjunto de nimero fuzzy fortemente linearmente
independente e n fungoes p; : [a,b] —> R, i =1,...,n, que sdo diferencidveis em algum
€ (a,b).
(a) Se p;(z)p(x) > 0 para cada indice i € {1,...,n} com diam(A;) > 0, entdo a fungio

fuzzy f(z) = p1(2)A1 + -+ + pu(2)A,, z € [a,b], € (i)-gH-diferencidvel em x e
fou(@) = ['(2).

(b) Se p;(x)pi(x) <0 para cada indice i € {1,...,n} com diam(A;) > 0, entdo a fungdo
fuzzy f(2) = p1(2)A1 + -+ + pu(2)An, 2 € [a,b], € (ii)-gH-diferencidvel em x e
fou () = f'(2).

Demonstragio. Provaremos apenas o Item (a) deste teorema uma vez que a prova do Item
(b) é similar.

Sejam K = {ie {1,...,n} | diam(A4;) > 0} e K¢ = {1,...,n}\K. Observe que
a; (@) = a (a) para todo i € KC Pela Proposigao 14, temos que |K| n— 1. Por seguinte,

considere os conjuntos de indices:
P={ie K|pj(x)>0}teN={ieK|p(zr) <0}

Uma vez que p;(x)p;(x) > 0, temos que K = PUN,i€ P < pi(z) >0eie N < pi(z) <0.
Note que i € P < pi(x) > 0 implica que p; é localmente crescente em x. Similarmente,
i€ N < pi(z) <0 implica que p; é localmente decrescente em x. Seja h > 0 um ntmero

real suficientemente proximo de 0. Se h > 0, temos que

{0<pi(x—h) <pi(x) <pi(x+h) ,seieP
pi(z + h) <pi(x) <pi(x—h) <0 ,seie N
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Essas ultimas desigualdades implicam que

2]7@37_ F sz 2]9@ .Z’—i—h )

ieP ieP P

€
D ipilx + h)af(a) < pix) <) pi(z = h)af (),
ieP i€epP i€eP

Por outro lado, seja B, um nimero fuzzy tal que

by (@) = D (pila+h)=pi())a; (@) Y (pi(a+h)—pi(x))a; (@) + ) (pi(z+h)—pi(x))a ()

by, (@) = Z (pi(x+h)—pi(z))a; (Q)Z(pi(ﬁh)—pi(x))a? (a)+Z(pi(w+h)—pi(fﬂ))a{ (@).

Note que a Proposigao 1 garante que By, é bem definida uma vez que (b}, , b)) satisfaz suas
hipo6teses. Pela igualdade (1.3), temos que f(z) + By, = f(z + h) e, consequentemente,
f(x 4+ h) —gn f(x) = By. Além disso, temos que

h—0+ h h—0+ h
ieKC ieP ieN

Por outro lado, seja C} um nimero fuzzy tal que

¢y (@) = Y (pile—h)=pi(x))a; (@) Y (pila—h)—pi(x))af (@) + Y (pi(e—h) —pi(x))a; (o)

o, (@) = Z (pio—h)=pi(@))ai" (@) ), (pilw—h)=pi(w))a; (@) + ) (pi(w—h)=pi(w))af ().

Note que a Proposicdo 1 garante que Cj estd bem definida. Além disso, temos que
f(x —h) = C), = f(z) e, consequentemente, f(x —h) —,u f(z) = Cj. Assim, obtemos

S h) g S G
h—0~ h h—0— h
ieKC P €N

A partir de ambos os limites acima, concluimos que f; () existe. A aplicagdo do Teorema

9 nos garante que f, () = f'(z). O

Observacgao 13. Sejam p; as fungoes coeficientes da funcgao fuzzy f definida em (5.4).

Observe pelo Teorema 9 que

(f € (i)-gH e f' = for) = (pip; = 0),
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para cada i = 1,...,n. No entanto, o Teorema 10 nos mostra que a reciproca do Teorema

9 nem sempre valida uma vez que, para cada t = 1,...,n,

(pip; > 0) = (f € (i)-gH e [' = fon).
Exemplo 24. Neste exemplo ilustraremos a Observagcio 13. Seja uma fungdo fuzzy
f R — Rz definida por
f(t) = pi(D) A1 + pa(t) Az
com pi(t) = ¢ ¥, pa(t) = €', Ay = (0;0;1) e Ay = (0;1;2). Observe que {Ay, Ay} é um
conjunto FLI e que py e py sdo diferencidveis em t € R entao, pela Proposicio 19, f é

U-diferencidvel em R e por consequéncia

/ .2 . (—2te_t2; et 2e"), set>=0;
f'(t) = —2te™(0;0;1) + €'(0;1;2) = 2
(0;€';2e" — 2te™),  set <.

Por outro lado, sendo os a-niveis de f dados por

[fO)]a =[ ac’ ,(1—a)e™ +(2— )], aclo,1],

- 7

fo () f;;((t)

obtemos
2

(D)) = ([ ) =201 —a)(e' —te ™) 20 == e > te

2

que € vdlido para todo t € R, pois quando t <0 tem-sete™” <0 <e' e

t>0=t>n{t)=C2+t=tt+1)=h@#t) = >t=e >t
Logo, [ é (i)-gH-diferencidvel. Em particular,

[for()]a = [_ae’_, gl —a)(e! —2te™) + €j] = fou(t) = (0;e';2e" — 2te™")

(2 ()
e portanto f'(t) # fou(t) ¥Vt > 0. Claramente, a tese do Teorema 10 ndo foi atingida
porque p1()py(t) < 0 e pa()ph(t) > 0 para todo t > 0.

Baseados no Teorema 9, podemos estabelecer condi¢oes necessarias para um

ponto z € (a,b) ser um switch point de uma funcao fuzzy f : [a,b] — Rz, como segue.

Teorema 11. Sejam {Aq, ..., A,} um conjunto de nimero fuzzy fortemente linearmente
independente e x € [a,b] = R. Considere p; : [a,b] — R, i = 1,...,n, fungées conti-
nuamente diferencidveis em (a,b) e f(z) = p1A1 + -+ + p,A,, z € [a,b], uma fungao
(i)-gH-diferencidvel ou (ii)-gH-diferencidvel em (a,b) tal que fiy(w) = f'(w) para todo
w € (a,b). Se um ponto x € (a,b) é um switch point de f, entio p;(x)pi(z) = 0 para cada
i€ {l,...,n} com diam(4;) > 0.



Capitulo 3. Derivada generalizada de Hukuhara e sua relagio com a V-derivada 82

Demonstragio. Seja K = {i € {1,...,n} | diam(A4;) > 0}. Como z é um switch point, é

possivel obter sequéncias (Yn)nen € (2n)neny €m R tais que y, < = < z, para todo n > 0,

com Yy, —— T € 2, —— & tais que 0 caso (1) da Definigao 14 é satisfeito para todo n ou
n—

n—0o0

o caso (2) da Defini¢ao 14 é satisfeito para todo n.

Suponha que o caso (1) da Defini¢do 14 seja satisfeito para todo n. Pelo Teorema

9, temos que
Pi(Yn)Pi(Yn) = 0 = pi(zn)p;(20)
para todo i € K. Usando a continuidade de p; e p, em z, concluimos que
Lim p;(yn)pi(yn) = pi(x)pi(x) = 0= lim pi(2.)pi(2n) = pi(x)pi()
para todo i € K. Logo, concluimos que p;(z)p;(z) = 0 para i € K. De maneira similar,

pode-se provar que p;(x)p;(x) = 0 para i € K se o Caso (2) da Definigdo 14 é satisfeito
para todo n. O

Exemplo 25. Considere os nimeros fuzzy Ay = (1;2;3) e Ay = (0;0;1). Seja f a fungdio
fuzzy definida, para todo t € [—1,1], por

f(t) = pi1(t)Ar + pa(t) Az
com py(t) = 1+t e py(t) = —sen? (gt) para todo t € (—1,1). Pela Proposicio 19, f é
U-diferencidvel em (—1,1) e

f'(t) = pi(t) A + py(t) Az,
em que py(t) = 2t e py(t) = —msen <§t> cos (gt), t e (—1,1). Note que

m(t)p1(t) <0 e pa(t)py(t) <0 para todo t € (—1,0)

3

p(O)pi(t) >0 e pa(t)py(t) > 0 para todo t € (0,1).
Pelo Teorema 10, concluimos que f é gH-diferencidvel em todo t € (—1,0) u (0,1) e
') = fou(t). Ainda mais, f é (ii)-gH-diferenciavel em (—1,0) e é (i)-gH-diferencidvel
m (0,1). Além disso, f também é gH-diferencidavel em 0, pois

(14 h?)A; + (—sen?(0.57h)As) —gu Ay

f;H (0) = lim

h—0 h

. h?A; + (—sen?(0.5mh) Ay)
= i h
= 0

e, pela Definicio 15, 0 € um switch point de f. Esse fato estd de acordo com as afirmagoes

do Teorema 11 uma vez que py(0)p}(0) = p2(0)p5H(0) = 0.

A Figura 13 a seguir exibe as funcoes fuzzy f e f’, dadas no Exemplo 25,

respectivamente.
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Figura 13 — A funcio que associa niimeros reais a nimeros fuzzy f(z) = (1 +22)(1;2;3) +
(—sen?(0.572))(0;0;1), 2 € (—1,1), dada no Exemplo 25, e sua W-derivada
f'(x) = 2x(1;2;3) + (—msen(0.57x)) cos(0.57x)(0; 0; 1), respectivamente.

Fonte: Autor.

3.2 Aproximacao de funcoes gH-diferenciaveis através de funcoes
U-diferenciaveis

Na Secao 3.1, através do Teorema 9, estabelecemos as condi¢oes necessarias
e suficientes para que coincidam a gH-diferenciabilidade e W-diferenciabilidade de uma

fungado fuzzy da forma descrita por (3.4).

Nesta Secao, mostraremos que, sob algumas condicoes fracas, qualquer funcao
gH-diferencidvel arbitraria, definida em um intervalo real [a,b], e sua gH-derivada em
(a,b) podem ser aproximadas uniformemente por uma fungao W-diferenciavel e por sua
respectiva W-derivada em (a,b). Para esta finalidade, iremos considerar os conjuntos

fortemente linearmente independentes de niimeros fuzzy dados conforme o seguinte lema.

Lema 1. Dadosn € N ¢ € € R arbitrdrios tais quen > 0 e € > 0, sejam Ay = (L, 1;1) =1,

A, = (—0.5;-0.5;0.5;0.5+¢) e a; = 3, 1=0,1,...,n—1. Parai =1,...,n—1, considere
n

0s numeros fuzzy A; determinados pelos seus a-niveis

B {0} seae(w,l]
[Aida = { [0,1] sea€]0,q]. (39)

Nestas condigoes, o conjunto {Ag, A1, ..., An_1,An} € fortemente linearmente indepen-

dente.

Demonstragio. Note que d4,(a) =2 e 04, () = (1 — a)e para « € [0, 1]. Ademais, para
i=1,...,n—1,04,:[0,1] - R é dado por

5A.L-(CV)={ 0 ,seac(wl]

1, seacel0, a4
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para todo « € [0, 1].

1
Considere a9 = 0, &, = 1, &; = ai—|—2— forv =1,...,n—1, e a matriz

A e RODX0HD dada por

5Ao (dn) 5An (6471) 5An_1 (dn) 5An_2 (dn) 5A1 (dn)
0ay(Gn-1) 0a,(Cn-1) 94, (Gn-1) 64, ,(Cn-1) ... da,(Gn-1)
0ag(Qn—2) 0a,(Gn-2) 04, (Gn-2) 64, ,(Gn-2) ... 04, (Cn2)
A= |04,(Gn3) 0a,(Gn-3) 9a, ,(Qn-3) da, ,(Cn_3) da, (Gp_3)
da, (1) da, (1) da, (1) da, (1) oo 04, (a)
da, (o) da, (Go) da, ,(Go) da, () oo 04, ()
Parai=1,...,.n—1ej=0,1,...,n, temos

Assim, A é a seguinte matriz triangular

9 0 0

2 €2n 0
3
o€ 0 ... 0

P ,
@n=3e |

2n

9 € 11 ... 1

7 ~ . . V4 6 7/ . 7z
que é nao-singular uma vez que o determinante de A é —. Pelo Corolario 2, concluimos

n
que o conjunto {Ag, Ay, ..., A,} é fortemente linearmente independente. n

A Figura 14 exibe os ntmeros fuzzy Ag, A; e A,, com «; = 0.7, conforme

definidos no Lema 1.

Observagao 14. Sejam os numeros fuzzy A; definidos no Lema 1, i = 1,...,n — 1.

Podemos redefinir os numeros A; em termos dos extremos dos seus respectivos a-niveis
(a;), = 0 para todo a € [0,1]

[Aila = [(a:)5, (a;) ] como [A]la = (a;))F =0sea>aq . Em particular, a

(a)f =1sea<q
fungio (a;) : [0,1] = R € a translagio horizontal no intervalo [0,1] da inversa da fungio

o 0set<0 )
degrau unitdrio u(t) = , ou seja:
1set>0

N 1 sea<qo

a =

1 —ula— ;) = (a;)
0 se a> q.
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Figura 14 — Na parte superior da figura estao representados (da esquerda para direita,
respectivamente) os nimeros fuzzy Ag e A;, com «; = 0.7, do Lema 1. Enquanto
na parte inferior estd representado o nimero fuzzy A, do mesmo lema.

Fonte: Autor.

O caminho natural para se construir uma teoria de aproximacao entre fungoes
fuzzy, com respeito a métrica uniforme D, é construindo a aproximacgao entre niimeros

fuzzy via a métrica dy, em Rx.

Aproximar ntmeros fuzzy, considerando as representagoes geométricas das
suas funcoes de pertinéncia, é decompor a “forma geométrica” que o descreve como uma
composicao de figuras geométricas mais simples que estao associadas a nimeros fuzzy como
os de valores crisp, triangulares ou trapezoidais. Em particular, os nimeros que temos
interesse sao uma classe especial de niimeros fuzzy cujas representacoes se assemelham a

fungoes “degraus”, como as definidas no Lema 1 em (3.9) e caracterizadas na Observacao
14.

Assim, o nosso objetivo é dado um nimero fuzzy arbitrario em Rz, aproxima-lo
por um numero fuzzy pertencente a S(Ag, A1, ..., A,), com A; definido através do Lema

1, para?=0,1,...,n. Esse objetivo tem seu resultado estabelecido no seguinte teorema.
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Teorema 12. Seja A € Ry,. Dado € > 0, existem n € N, um conjunto fortemente

linearmente independente {Ag, A1, ..., A,}, definido conforme o Lema 1, e um nimero

fuzzy B € S(Ag, Aq, ..., Ay) tais que

do(A,B) < €

€

4max{l,~}’
Heine-Cantor (RUDIN et al., 1976), que a~ e a* sdo uniformemente continuas em [0,1] e

Demonstragio. Fixados v = a*(1) —a (1) e € = segue, pelo teorema de

portanto, existe § > 0 tal que
_ _ € €
(@) —a @)l <§ o lat(e)—a'()] <
para todo «, p € [0, 1] satisfazendo |a — p| < 4.

. . 1 : .
Seja m um nimero natural que — < ¢§. Considere n = 2m e o conjunto

fortemente linearmente independente de ntimeros fuzzy Ag, Ay, ..., A, definidos como no
i
Lema 1, com a; = —, i = 0,1,...,n. Definamos
n
1) +a (1
L era ()
2
Pn = CL+(1) ( )
Pno1 = a (1) —a (1), (3.10)
a” ozz) —a (ay42) , se i é impar
pi = y
a*(a;) —a*(aiy2) ,seiépar

parai=1,....,n—2. Seja B € §(Ap, A1,...,A,) tal que
szvo +p1A1++pnAn

Para a € [0,1], existe i € {0,1,...,n} tal que o < ase j <i, e a < aq; sej =1, ie.,

Jj =1inf{i | @ < a;}. Além disso, temos
[B]a = [pOAO + plAl + ..+ pnAn]

= po{l} + pu[—0.5,0.5 + (1 — a)e Zp] [0,1].

Note que, para j =1,...,n—1, p; = 0se j é par, e p; < 0 se j é impar. Assim, segue que
at(1)+a (1
o) = “OECW L o)) - a) +
Z a” (o) — a” (@it2)
1<j<n—1
1 é impar

= a (1) + (a (ap—1) —a (1)) +

Z a” (a;) — a” (is2)
i<j<n—3
i é impar

= a ()
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b (a) = W + (05 + (1 —a)e)(a™ (1) —a (1) +
| Z at (o) — a (ayy2)
= a"(1)+ (1 —a)la™ (1) —a (1)) +
‘ Z a*(a;) — a™(iy2)
= a" (o) + (1 —a)e(a® (1) —a (1))
Uma vez que |o; — af < rlz = 2; < ;L <de(l—a)la™(1)—a (1)) < (1 - a)i < i,
obtemos
du([Ala, [Bla) = max{la™(a) — b7 (a)], la"(ar) — b ()}
< max{0.5¢,0.5¢ + 0.25¢} = 0.75¢ < ¢
e isto implica que
d (A, B) = Sel[lopl] du([Ala, [Bla) < €
L]

Na prova do Teorema 12 foi apresentada uma forma de se construir os coefici-
entes que descrevem o nimero fuzzy B em S(4g, Ay, ..., A,), por meio dos extremos a>
dos a-niveis do nimero fuzzy A que desejamos realizar a aproximacao. Essa escolha de
coeficientes foi originalmente proposta pelo pesquisador Hideyuki Tsukamoto [(TSUKA-
MOTO, 1984), (ARIANI; ENDRA, 2013)], com o objetivo de calcular a média ponderada

de conjuntos fuzzy com base nas suas respectivas fungoes de pertinéncia.

A fim de calcular os coeficientes propostos por Tsukamoto sdo necesséarios os
valores de a” (@) e a* () para cada conjunto fuzzy A. O primeiro coeficiente, py, ¢ a média

aritmética das fungoes de pertinéncia inferior e superior do primeiro conjunto fuzzy, Ay.

Os coeficientes restantes p; sao calculados de maneira diferente, dependendo
se o indice do conjunto fuzzy A; é par ou impar. Para indices impares, o coeficiente
¢é a diferenca entre as func¢odes de pertinéncia inferiores dos conjuntos fuzzy de indices
adjacentes. Para indices pares, o coeficiente é a diferenga entre as fungoes de pertinéncia
superiores dos conjuntos fuzzy de indices adjacentes. Os ultimos dois coeficientes p,_1 e
pn sdo calculados de maneira semelhante, mas usando o conjunto fuzzy final A,,_1 e o

conjunto fuzzy inicial Ag, respectivamente.

Descrevendo esses coeficientes em termos algébricos teremos, para cada elemento
do conjunto {Ag, A1,...,A,} FLI, definido pelo Lema 1, os coeficientes p; de B = pgAg +
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p1A1 + - + pp A, determinados pelo valor dos extremos do niimero fuzzy A dado, em

; ? .
cada nivel o; = — € [0, 1], para ¢ = 0,1,...,n, como:
n

bo = ——H

a (o) —a (age), sei éimpar ;
pi =
a" (i) —a" (aiy2), seidé par
Pn1 = a

(
pn = a (1) —a (1)
parat=1,....,n—2.

Agora, em termos geométricos, a representacao do nimero fuzzy B = pgAg +
1Ay + -+ p,A, é feita, inicialmente, representando o nimero fuzzy pyAg o qual, pelo
conjunto definido no Lema 1, é o ponto médio do nicleo do nimero fuzzy A ao qual
estd se realizando a aproximacgao. Em seguida, ao se verificar que ¢ = 1,...,n — 2 é
impar, os retdngulos que correspondem a aproximacao B de A serdo determinados pelos

intervalos [a,,, aa_l_“], que correspondem a sua base, e pelo valor de pertinéncia a = «;, que
correspondera a sua altura. De forma andloga, quando ¢ = 2,...,n — 2 é par, os retangulos

que correspondem a aproximacido B de A serdo determinados pelos intervalos [a}  al]e
i+2 (627

pela altura @ = ;. Por fim, quando ¢ = n — 1 é par o retangulo correspondente serd o
de base [a™(1),a

a = ay,_1. Podemos ter uma ideia dessa construcao geométrica na Figura 15.

e para i = n — 1 impar a base serd [a, ,a (1)] ambos com altura

anfl] Qp—1"

Figura 15 — Construcao iterativa da aproximagdo B do numero fuzzy em forma de sino A
por meio das inversas da funcao degrau unitario representado pelos retangulos
de base [p; — po, o], quando i é impar e [po, p; + po|] quando i é par, com
alturas correspondentes «; € [0, 1].

ponto médio do niicleo de A

Qg

ag, Ipl gy Ipsl aa, Ipslag, Iprl aa,  Ipel  po P8 al, P @y pioag P2ooa,
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Notaremos através de um exemplo numérico que quanto mais valores n € N
sao considerados, mais aprimorada ¢ a aproximacao a um numero fuzzy A € Rz, obtida a
partir de elementos do conjunto FLI {A, A, ..., A,} definidos no Lema 1. Em termos
geométricos, mais a figura determinada pela funcao de pertinéncia do niimero fuzzy A é

“preenchida” por “combinagoes” de ntimeros fuzzy definidos a partir de (3.9).
Exemplo 26. Vamos buscar uma aproximacio B = pogAy + p1Ai + -+ + p,A, para o

nimero fuzzy triangular A = (0;1;2) nos casosn =3, n =4, n="5 en = 6.

e Cason = 3. Neste caso, i € {0,1,2,3} e assim cg =0, oy =13, g =23 e a3 = 1.

Dat, py = 1, pr = =283, po = =13 e p3 = 0. Logo, para B = pgAg+p1Ai+prAs+ps3As

obtemos:
[Bla = {1} + (—25) {0} B<as<l + (—153) {0}, Ys<ax<l
0,1], O<a<ls 0,1, 0<a<?25
{1}7 2/3 <a<l1

[2/3,1], B<a<?

0,1, O0<a<lh

e Cason = 4. Neste caso, i € {0,1,2,3,4} e dai oy = 0, g =14, g =12, g =3/a e

ay = 1. Assim, obtemos po = 1, py = =12, po = 12, p3 = =14 e p, = 0. Logo,

[Bla = [poAo + p1Ai + paAs + p3As + paAsla
{0} h<a<l {0}, lh<axl

= {1} + (-1 ’ + 1/
[0,1], 0<a< Y 0,1, 0<a<p

FRERTA {0}, 3Bh<axl
0,1, 0<a<3A
(11, < a<l
Ba 1], te<a <
[34,32], la<a<lp
L

3k], 0<a <

N

A comparagao grifica entre os numeros fuzzy A e B nos casos n = 3,4 sdo feitas na
Figura 16.
e Cason =5. Neste caso, i € {0,1,2,3,4,5} e dai o9 = 0, a1 = L5, ag = 2/5, a3 = 35,

ay =45 eas = 1. Logo, po = 1, p1 = ps = =25, po = 25, py = =15 e p; = 0.
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Figura 16 — Seja € = 0.1. A aproximagdo ao numero fuzzy A para os casos n = 3 (a
esquerda) e n = 4 (a direita).

Fonte: Autor.

Portanto,

[Bla = [poAo + p1A1 + paAs + p3As + psAs + psAsla

— {1} +(~25k) {0}, lh<a<1 ey {0}, 25 < <1
[0,1], 0<a<lh [0,1], 0<a <25
©o(—2p) {0}, 3h<ax<l ) {0}, 4s5<a<l
0.1, 0<a < 01 0<asih
isto €, r
{1}, i <a<1

e Cason = 6. Para este caso, temosi € {0,1,2,3,4,5} e dai ag = 0, oy = 1, g = 1/3,
az =12, a4 =23, a5 =5k eag = 1. Logo, po = 1, p1 = p3 = =13, p2 = ps = 15,

ps = —1/6 e ps = 0. Portanto,

[Bla = [poAo + p1A1 + paAs + p3As + paAs + psAs + psAsa

- g Ok st JO heas
[0,1], 0<a <k [0,1], 0<a <A
SN {0}, 1/2<0z<1+1/3 0}, 2h<a<l
[0,1], 0<a<lp [0,1], 0<a <25

{0}, Sb<a<l

1
A [0,1], 0<a <5k
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isto €,

(11, 56 < o < 1
[°6,1], 2B<a<5fk
[/6,453], lh<a<?2
[12,45], B <a<lp '
[ , Ye<a<lp
[

e, 55], 0<a<lfp

\

A comparagdo grifica entre os numeros fuzzy A e B nos casos n = 5,6 sao feitas na
Figura 17.

Figura 17 — Seja € = 0.1. A aproximagao ao numero fuzzy A para os casos n = 5 (a
esquerda) e n = 6 (& direita), respectivamente.

Fonte: Autor.

No Exemplo 26, quanto mais aumentarmos os valores de n, melhor sera a
aproximacgao por B do nimero fuzzy A triangular dado. Podemos observar isso na Figura

18 para os casos em que n = 33 e n = 60 e considerando um erro de aproximacao € = 0.1.

Outra ilustracao que descreve as afirmacgoes do Teorema 12 agora para um
niumero fuzzy trapezoidal A = (1;2;3.5;5) e para valores n = 6, 12,18, 30, é dada através
da Figura 19. Nela também ¢é evidente que quanto maior o valor de n, mais préximo o

numero fuzzy B = pgAo + p1 A1 + ... + ppA, serd do nimero fuzzy A para e = 0.1.

Finalizaremos essa se¢ao apresentando outra aplicacao do Lema 1, a qual
consiste em realizar a aproximacao uniforme de uma fungao continuamente gH-diferenciavel
f :]a,b] — Rz, e da sua gH-derivada f; y por uma funcao V-diferenciavel e sua W-derivada

em [a, b], respectivamente.

Teorema 13. Seja f : [a,b] — Rz, tal que f é continuamente gH-diferencidvel em
(a,b) sem switch points em (a,b) e foy(x) € Rx, para todo x € (a,b). Para cada & > 0
existemn € N, um conjunto fortemente linearmente independente { Ao, A1, ..., A, }, definido

conforme o Lema 1, e uma fungio g : [a,b] — S(Ao, Ay, ..., An) Y-diferencidvel tais que

Do(f,9) <€ e DOO(f;Hag/) <€
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Figura 18 — Seja e = 0.1. A aproximagao ao nimero fuzzy A para n = 33 (imagem superior)
e n = 60 (imagem inferior), respectivamente. A medida que n cresce, melhor
se torna a aproximacao B = pgAg + p1 A1 + -+ + p,A, ao nimero fuzzy A.

Fonte: Autor.

- +
Demonstragdo. Sejam [£()la = [~ (2, f* (z, )], & (,0) = (5 (w,0),0 L () =
T x
(f7) (2, @) para todo a € [0,1] . Como f; é continua e f ndo possui switch points no inter-
valo (a,b), onde f;;(x) € Rz, para todo x € [a,b], as fungdes f* e (f*)’ sio uniformemente

continuas em [a,b]| x [0, 1]. Sejam

n=sup (f"(z,1) = f(2,1)) e = sup [(f)(z,1)—(f)(z1)]

z€[a,b] z€[a,b]

Fixando € = € existe 6 > 0 tal que
4 ma’X{17 71, 72}

FHao) = o)l <5 e 1Y @) - @)l <

se|lr—y|<dela—p|l <d, para z,y € [a,b] e a,p € [0, 1].

. , 1 . ,
Seja m um numero natural tal que — < . Considere n = 2m e os ntimeros
m
fuzzy Ao, As, ..., A, fortemente linearmente independentes definidos como no Lema 1,

[
com o; = —, 1 =0,1,...,n. Defina
n
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Figura 19 — Seja € = 0.1. Cada imagem retrata o nimero fuzzy A = (1;2;3.5;5) através da
linha so6lida azul e a sua aproximagdo B = poAg + . . . + p, A, através da regiao
cinza, com Ay,..., A, dados conforme o Lema 1 e cujos coeficientes p; sao
definidos pelas igualdades em (3.10), para n = 6,12, 18, 30 respectivamente.

Fonte: Autor.

po(z) = fH(2,1) = f(2,1), z€]a,b],
Pnoi1(z) = f(x,001) — [ (2,1), x€]a,b],

e,;parat=1,...,n—2,

( ) f_ (.TJ, al) - f_(x7 a’i+2)7 se i é in,lpar
i\L) =
P [z, a5) = [z, 0upe), seiépar

para todo z € [a, b].

Seja a fungédo g : [a,b] — S(Ag, A1,. .., A,) tal que
g(x) = po(z)Ag + p1(x) A1 + ... + pu(x)A,.

Para a € [0,1], existe i € {0,1,...,n} tal que o < ase j <i, e a < aq; sej =1, ie.,



Capitulo 3. Derivada generalizada de Hukuhara e sua relagio com a V-derivada 94

i =inf{j | @ < oy}. Além disso, temos

[9(2)]a = [po(x)Ao + pr(2)Ar + ... + pu(x)Ar],

= po(x){1} + pu(x)[-0.5,0.5 + (1 — a)e] + ”Z p;(2)[0,1].

Note que, para j = 1,...,n— 1, p;(z) = 0 se j é par e pj(x) < 0 se j é impar. Assim,
segue que
x,1)+ f(x,1
g (wa) = DTENETED | o5pr ) - ) +
Z (@ ai) = [ (2, aige)
i<j<n—1

i ¢ impar

= [ (=, 1)+ (f (z,an1) = f (2,1)) +
Z [ (@, 0q) — [ (2, qiya)

isjsn—3
i ¢ Impar
= fi(maai)
e
(@) = TEDETED o510 (@) - ) +
Z f+($aai)*f+(xaai+2)
i<j<n—1
i é par
= f+(.1', 1) + (1 - CK)E(f+(£L', 1) - fi(l', 1)) +
Z f+(513a ;) — f+(557 Qiy2)
i<j<n—2
i & par
= f+<ZL’, ai) + (1 - O‘)6<f+(x7 1) - f_($= 1))
Uma vez que |a; —af < ib = 2; < 7}1 <de(l—a)e(ff(z,1)—f(x,1)) < (1—a)i < i,
obtemos

dr([f(@)]a, [9(2)]e) = max{|f (z,a) =g (z, )], |f"(z,0) — g" (z, )|}
< max{0.5¢,0.5¢ + 0.25¢} = 0.75¢

e isso implica que

Dy (f,9) = sup (Sup dH([f(fC)]a»[g(x)]a)> <Eé

z€la,b] \ a€[0,1]

A fungao g é W-diferencidvel em (a,b) pois as fungdes p; sao também dife-
rencidveis em (a,b). Logo, ¢'(x) € Rz, para todo = € (a,b) com seus a-niveis dados por

[¢(2)] = [¢ (x,a),c"(z,a)]. Como f é gH-diferencidvel em (a,b) e ndo possui switch
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points em (a,b), entdo ou f é (i)-gH-diferenciavel em (a,b) ou (ii)-gH-diferencidvel em
(a,b). Se f é (i)-gH-diferenciavel em (a,b), entdo

[for(@)]a = [(f7) (2, 0), (f ") (x,0)]

para todo z € (a,b) e a € [0,1]. Sejam « € [0,1] e j = inf{i | @ < «;}. Temos, para

j=1,...,n,que pj(r) = 0se j épare pj(r) <0sejéimpar. Dal
e (ra) = LPHELZEIEL 4 oy - (@) +
S e - (Y ans)
= f_,<$, ai)
o) = LIENETIED o500 a0 Y@ - (Fy@) +
' Z (f) (@, 0q) = (f ) (2, viga)

= (}il))ilzl’ a;) + (1 —a)e((f7) (2, 1) = (f7)'(x,1)).
Novamente, como |a; — a <8 ¢ |(1— a)e((f*) (2, 1) — () (z, 1))| < fx femos
du([fon(@)]a: [¢'(@)]a) = max{|(f7)(z,a) —c (z, )], (/) (z,a) — " (z,a)[} < 0.75¢.
Logo, conclufmos que
Der(fynr9') = sup (f&tﬂ] drr([fgn (®)]a, [g’(:v)]a)> <@
Finalmente, se f & (ii)-gH-diferencidvel em (a, b), entio
[forr(@)]a = [(fT) (z,0), (f7) (2, )]

para todo z € (a,b) e a € [0,1]. Sejam av € [0,1] e i = inf{j | @ < o;}. Para j =1,...,n,

temos que pi(z) < 0se j é par e pj(x) = 0 se j ¢ impar. Assim, obtemos

() (1) + (f7) (1)

¢ (wa) = = +(05+ (1= ) ((f7) (@, 1) = (f) (2, 1) +
2 (e = () (@ aue)

= (/) 00) + (1= a)e((f) (2, 1) = (f ) (2, 1))

o) = LIEDETTED o5y @) - (7)) +
Y U wa) - () (@ ai)

= (/7)) (@ ),
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Usando os fatos de que |a; —al <d e [(1 —a)e((fF) (z,1) — (f ) (z,1))] < i, obtemos

i ([fyr(®)]as [9'(2)]a) = max{|(f*)(z,a) — ¢ (z,0), |(/7)'(z,0) — " (2, a)|} < 0.T5¢.

Portanto, concluimos que

Der(fy ) = sup <sup quf;H(x)]a,[g'(w)]a)) <é

z€[a,b] \ a€0,1]
[l

Exemplo 27. Sejam o nimero fuzzy A = (—1;0;1) e a fungdo fuzzy f : [—1,—12] — Rr
definida por f(t) = (e " — 2e')A. Verifica-se que f é gH-diferencidvel e que fou(t) =
—f(t) +2e7*A. No entanto, o conjunto {A} ndo é FLI (pois, 64(c) = 0) e assim ndo
¢ possivel definir uma V-derivada para f. Apesar disso, observe que f é continuamente
gH-diferencidvel, nao possui switch points em (=1, —1/2), pois € (i)-gH-diferencidvel nesse

intervalo e fiy(t) € Ry, para todo t € (—1,—1/).

Logo, podemos aprozimar uniformemente f e f;H por meto de uma funcao
g:[-1,-12] > S(Ao, A1, ..., A,) e de sua V-derivada ¢', respectivamente. Vamos ilustrar

uma dessas aproximagoes para 0 caso n = 5.

Considere g : [—1,—1R] — S(Ao, A1,...,As) uma fungio V-diferencidvel.

Entdo, existem fungoes diferencidveis f; em t € (=1, —1/2) tais que

g(t) = fo(t) Ao+ fi(t) AL + -+ + f5(t) A5

em que A; sdo os numeros fuzzy do Lema 1. Na demonstracao do Teorema 13 os coeficientes

fi(t), da combinacdo que determina a aproximagao g, sio definidos como

)+ @)
2
@) = f1(61) - f (1)

fn—1<t) = fi(ta an—l) - fi(t, 1)
f(t, ) — [ (t, a42), sei é impar

fr(t o) = [ (t aisa), se i par

em que f~(t, o) = [ (t) e fT(t, ) = fF(t) sdo os extremos inferior e superior dos a-niveis
de f(t), definidos por f,, (t) = (e *=2¢e")(a—1) e fI(t) = (e7"—2¢")(1—a), respectivamente.
Para i = 0,1,...,5, encontramos: fo(t) = 0, fi(t) = f3(t) = (25)(e™ — 2", folt) =
(=26)(e™" = 2¢"), falt) = (=Vs)(e™" — 2¢') e fs(t) = 0. Dai,

g(t) = (2k) (e —2e") Ay + (=25) (e — 2e) Ay + (25) (e 7" — 2e") Az + (=1/5) (e7" — 2e") Ay
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0 que nos fornece

l9()]a =

+ (3 (e —2¢)

isto €,

(2/s)(e™" = 2¢)

\

[_

(=521,
[=2/5,251
(=5, 4551,

{0}, 's<axl T (—2) (et — 2¢1) {0},
[0,1], 0<a<lh [0,1],
{0}, 3h<a<l () (e — 2 {0},
[0,1], 0<a <35 [0,1],
f{O}, i <a <1
15,0], 3h<a<ibs
(e7" —2¢e") < 2 < a <3

s <a <25

0<a<ls

Por fim, sabendo que g é uma funcao V-diferencidavel seque pela Proposicao 19 que

gt =

com a-niveis dados por

(e

-

{0},
0, %],
*f5, 15l

[
[_
(25,341

| [~45.341.,

—2¢") [(25) A1 + (=25) Aa + (25) A3 + (—1/5) Ad]

i <a<1
4%

2 < <3

/A

3 <

s <o <25

0<a<lkh

Uma representacao dos grdficos de f, g, f;H e g sio dados na Figura 20.

Neste capitulo estabelecemos conexoes entre os conceitos de gH-diferenciabilidade

e U-diferenciabilidade de fungoes fuzzy f : [a,b] — Rz da forma

em 1z € (a,b), através dos Teoremas 9 e 10 quando {Ay, ..

numeros fuzzy e p; é diferenciavel em x.

Demonstramos que a relagao entre a W-derivada e a gH-derivada, nesse caso, é
determinada pela andlise do sinal das fungoes p; e p; em x4 € (a,b) para cada i no qual
diam(A;) > 0. Em particular, estabelecemos uma condi¢do necesséaria para que z, seja

switch point de f a partir do fato de xy ser um zero e/ou um ponto critico de f em (a,b)

no Teorema 11.

f(z) =pi(x)A1 + - + pu(x)A,

., A,} é um conjunto FLI de
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Figura 20 — Gréficos de f(superior a esquerda) e f;,; (superior a direita); gréficos de g

f(t)

a(t)

de funcoes

(inferior a esquerda) e ¢'(inferior & direita).

(t)

-1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -05

a(t)

-1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5

Fonte: Autor.

Realizamos aproximacoes de fungoes continuamente gH-diferencidaveis por meio

W-diferenciaveis no Teorema 13, a partir da teoria de aproximacao de nimeros

fuzzy em Rz, desenvolvidas no Teorema 12 por meio de nimeros fuzzy, apresentados no

Lema 1, cuja representacao das suas fungoes de pertinéncia se assemelham ao grafico da

funcao deg

rau unitario.

No capitulo seguinte, aplicaremos esses resultados para relacionar problemas

de valor inicial fuzzy descritos sob a gH-derivada a problemas descritos via W-derivada.
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4 Aplicacoes em Problemas de Valor Inicial

Fuzzy

Neste Capitulo apresentaremos as aplicagoes dos teoremas desenvolvidos no
Capitulo 3, que relacionaram a W-derivada e gH-derivada de uma funcao de variavel real
que assume valores fuzzy, na resolucao de equagoes diferenciais cujo campo de direcoes,

obtido da funcao fuzzy X : [0,T] — Rz, T > 0, é descrito por valores fuzzy.

Nas segoes deste capitulo, com a finalidade de simplificar, omitiremos (na
maior parte dos casos) a variavel ¢ ao descrevermos a funcao fuzzy X e suas respectivas
gH-derivada e W-derivada, além de suprimirmos essa variavel ao representar os extremos
dos seus respectivos a-niveis. Além disso, em todo o capitulo as condi¢oes iniciais dos
Problema de Valor Inicial (PVI) e do Problema de Valor Inicial Fuzzy (PVIF) serao
consideradas em t = 0, uma vez que se t =ty € [0, T] e tg # 0, entdo através da translagao

t — t — ty as condigoes iniciais sao determinadas novamente em tq — 0.

4.1 Relacoes entre a W-Derivada e a gH-derivada para PVIF

Sejam {Aj,..., A,} um conjunto fortemente linearmente independente de ni-
meros fuzzy e ¥ : R" — S(A4,..., A,) o isomorfismo definido por
\D(ﬁlaﬁ%"'aﬁn) :BlAl +oee +6nAn (41)

Seja X : [0,T] — R; uma funcao fuzzy k-vezes W-diferenciavel com 7"> 0, k e N e k > 0.
Denotemos por X *) a k-ésima U-derivada da fun¢do X. Consideremos o seguinte problema

valor inicial fuzzy (PVIF) generalizado sob a nogao de W-diferenciabilidade:

v(p® > U(F(t,B,4,...,8%7Y))
X(j)(O)z\If(ﬁ(J)(O)) XV eS(Ar,... A),i=01,... k-1

em que f; : [0,T] — R sdo funcdes k-vezes diferencidveis em (0, T), 89 (t) = (6@ t),...,
BI), 5 =0,1,....,ke F:[0,T] x R”* - R", com T > 0.
Note que, sob a W-diferenciabilidade, toda solugdo X do PVIF (4.2) deve

assumir a forma
X(t) = pr(t)Ar + -+ Bu(t) A, = U(B(1)).

Além disso, a bijetividade do operador ¥ nos mostra que o campo de dire¢oes em (4.2) é

dado implicitamente por uma fungdo G : [0, 7] x (Rz x -+ x Rz) — S(A44,..., A,) tal

k—vezes
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que
GHX, X, XEY) = (P UTHX), X)L (X ED))
= U (F(t,B,8,....8% ).
Assim, resolver o problema (4.2) é equivalente a obter a solugdo do problema de valor
inicial n-dimensional:

{ UHX®) = g0 = F(t, 8,4, ..., 8571))

| . | . 4.3
BI0) = v (X)) =8P eR"j=0,1,... k-1 (43)

Como consequéncia imediata desse fato, temos:

Proposigao 20. (ESMI et al., 2022) O problema (4.2) tem solugao se, e somente se, o
problema (4.3) tem uma solugio. Além disso, se B é uma solugio (analitica ou numérica)
de (4.3), entao X = Vo 3, isto é, X (t) = W(B(t)), para todo t € [0,T], é uma solugdo

(analitica ou numérica) de (4.2).
Demonstragio. Ver Teorema 15 em (ESMI et al., 2022), p.26. O

Logo, pela Proposigao 20, a tarefa de resolver equagoes diferenciais fuzzy (EDF),
descritas sob a W-diferenciabilidade, consiste na resolucao de equagoes diferenciais classicas.
Veremos essa relagao através dos Exemplos 28, 29 e 30 que ilustram, a seguir, a conexao

entre um PVI n-dimensional e um PVIF sob a W-derivada.

Exemplo 28. Seja VU o isomorfismo definido em (4.1). Considere o PVIF, sob a V-
derivada, descrito por

X' =aX

X(0) =XoeS(Ay,..., An)
com a € R uma constante nao-nula. Seja X (t) = V(B(t)) em que B(t) = (B1(t), ..., Bu(t))
e B; :[0,T] = R sdo fungoes derivdveis em (0,T), i =1,...,n. Pela Proposicio 19, temos
X'(t) =W(F'(t)) e assim

(4.4)

X' =aX = U1 X'(t) =V HaX(t)) = B(t) = aB(t) = B(t) = ce™
comc = (c1,...,¢c,) € R". Se X(0) = U(3(0)) entdo ¥ (Xy) = 5(0) = c. Portanto, a
solugao do problema (4.4) serd dada por
X(t) =V(B(t) =V (ce™) = V(e T (Xp)) = e”X.

Na Figura 21 temos uma ilustracao dessa solu¢ao aplicada ao PVIF, sob a V-derivada,
dado por
X' = 1X
4
X(0) = (0;1;3) € S(Aq, A2)
em que Ay = (0;0;1) e Ay = (0;1;2) formam um conjunto FLI e Xo = A + As.
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Figura 21 — Gréfico da solucao X (t) do Exemplo 28 para a condigao inicial Xy = (0;1;3) €
S(Aq, Ag), com Ay = (0;0;1), Ay = (0;1;2) e a = 0.25.

Solugao X(t)
2000 —

1500 —

< 1000

500 —

Fonte: Autor.

Exemplo 29. Sejam X : [0,T] — Rz, T > 0, uma fungao fuzzy duas vezes V-diferencidvel
com o isomorfismo ¥V definido em (4.1). Considere o PVIF de sequnda ordem, sob a V-
derivada, dado por
X" =aX +y¢ bX'
X(0) = Xy (4.5)
X'(0) = Xp
com Xo, X € S(A1,...,A,) ea eb constantes reais com b # 0. Sejam X (t) = U(S(t)),
(X)) = B(0) = By e TT(Xg) = B'(0) = 5. Entdo,

X" = aX +y¢ bX' UHX") = U aX) + UL (bX) B"(t) = aB(t) + bB'(t)
X(0) = X, LX) = By = 3 B(0) = By
X'(0) = X; v = By 80) = 5

donde

B(t) = 1 + coe”?', 1, co € R”,

1 1
com w = 3 (b — Vb + 4a> cwy =5 (b + Vb2 + 4a). Aplicando as condicoes iniciais,
wafo — 56 56 — w1 .
encontramos ¢, = ———— € ¢y = ————— € assim
Wy — W1 W — W1
w ewlt —w 60.)215 e(.UQt _ ewlt
6(75) — ( 2 1 )50 + ( ) /
W2 — Wi W2 — Wi

= Mi(t)Bo + Aa(t) 5
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w ewlt —w eo.)gt ewgt . ewlt
2 ! e \y(t) = ——— . Logo, a solugio de (4.5) serd dada

Wy — Wy Wo — Wy

em que \(t) =
por
W (A(8)Bo + A2(t)B)
= U (Al(t X)) + A ()T 1(X(’)))
(T (6)Xo) + T (Ao(H) X))
= Al(t)Xo +y /\2( ) X,
Na Figura 22 temos uma ilustracao dessa solucao aplicada ao PVIF, sob a V-derivada,
dado por
X(t) = (=5)X (1) +w 2X (1)
X(0) = (0:1:3) € S(Ar, Ay) lo 5”]
X'(0) = (—1;1;2) € S(A1, Ay),
em que Ay = (0;0;1) e Ay = (0;1;2) formam um conjunto FLI e Xy = A; + As e
X\ = (=1)A; + Ay. Em particular, neste caso obtemos os valores wy = 1—2i ewy =1+ 2i

que nos fornecem as fungoes \y e Ay como:

woett —  ev?t (1+ 2¢)6(172i)t —(1— 2Z~)€(1+2¢)t
Ai(t) = _ '
Wy — W1 4i
B el[(e~2it — e2it) 4 2j(e2it 4+ e2it)]
a 49
et (2iIm(e~?") + 4iRe(e=2"*))
- 4
e'(—sen(2t) + 2 cos(2t))
- 2
e
)\2<t> _ ewit _ gwat _ e(1=20)t _ (1+2i)t _ et(62z’t _ 6—2it) _ 6t(2i[m(62it>> _ etsen(Qt)

Wy — W1 41 41 41 2
Por sua vez, com as fungoes \; e Ay assim dadas e com o isomorfismo V(py,ps) =
p1 A1 + peAs posto, obtemos a solugdo:
X(@t) = M(®)Xo+w A2(t)X]

= U (MO (X)) + A(t) U (X))

= VY@@, 1) + A2(8)(=1,1))

= (M) = A2(t)) A + (Au(t) + Ao(t)) As

( s Tn 5w

4 8 4
(M) = Aa(); A (t) + Aa(t); 2(A0 () + Aa(t))), T € [Z, 3;] ;

(BA1(E) + Aalt); M () + Aa(t); 0), ¢ € [3; ?’ﬂ |

(20N (8) + Aa(); Ai(£) + Aa(t); A (t) — Na(t)), t € l o

\
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Figura 22 — Gréfico da solugao X (t) do Exemplo 29 para as condigoes iniciais X, = (0; 1; 3)
e Xy =(—1;1;2) em S(A;, Ay), com A; = (0;0;1), Ay = (0;1;2) ea=—He
b=2.

Solugéo X(t)
60 T

40

20 -

-20 —

40 [ —

60 I L I

Fonte: Autor.

Exemplo 30. Sejam X : [0,T] — Ry uma funcio fuzzy V-diferenciavel em (0,T),
fyg : [0,T] — R fungoes continuas, com f nao nula em quase todo t € [0,T], e
{1, A1, Ay, ..., Ap} € Rre um conjunto FLI. Considere o PVIF, sob a V-derivada,

X' = f()X +u g(t)
X(O) = X() € S(]_,Al,Ag, e ,An)

(4.6)

Sejam X (t) = W(B(t)), X'(t) = (B (1)) e U(v) = 1 com B(t) = (Bo(t), Bi(L), ..., Bn(l))
ev = (1,0,...,0) € R"". Entdo, aplicando o operador ="' em X' = f(t)X +y g(t),

obtemos

VX)) =0T (f(O)X +u g(t) = U (P (UT(fO)X) + T (g(t) 1))
= fOPTHX) +g(t)T(1)

que nos fornece a equagao diferencial ordindria (EDO) na forma vetorial

B(t) = f()B() + g(t)

cujas componentes sao as EDOs lineares
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Seja UW1(Xo) = B(0) = (B5(0), B1(0), ..., 5,(0)) a condicio inicial associada as EDOs

obtidas acima. As solugoes dessas equacoes sao assim dadas por

0 =ew ([ s0s) [ (- [ s ) st 0] @

e Bi(t) = Bi(0) exp (Lt f(S)d5> (4.8)
parai=1,...,n. Logo,
s = e ([ 1) ([ e (- :;f(s)d5> o(udu + 5o(0) 1 0)..5,(0))

= exp

= exp

( o(u)) tg( u)du) (1) + \If‘l(Xo)]

(
U
<r
ol

em que ¢ : [0,T] — R € definida por p(t) = exp <J f(s ) Note que a continuidade de

¢ t
f em [0,T] garante que f atinge seu valor minimo y em R e assim f f(s)ds = J yds =

0 0
gt = 0. Logo, ¢(t) > 0 para todo t € [0,T] qualquer que seja a fun¢io continua f definida
em [0, T]. Portanto, a solugio do PVIF dado em (4.6) serd

x() = w0) = ¥ (ot0) ([ o) w0+ 0w ()
)

o LU

) o
v (xp—l <((p( Lt sp(lu)g(u)du> '1) + U p(t) - X0)>

= AQt)- 1+qu90()'Xo

t
em que \(t) = p(t) (J g(u)du). Para ilustrarmos essa solugdo, considere o PVIF
0¥
dado em (4.6) para f(t) = sen(t), g(t) = cos(t), comt = 0, e Xy = (—1;-0.5;2) €

S(1, A1, As) onde Ay = (—1;-0.5;1) e Ay = (0;0;1). Neste caso, teremos que

() = exp(1 — cos(t))

l

-

—

g)

t
A(t) = exp(1 — cos(t))f exp(cos(u) — 1) cos(u)du.
0
E assim, os a-niveis da solugio X do PVIF serdo expressos por:
[X(t)]a = At) + @(t)[0.5a — 1,2 — 2.5a].

A Figura 23 nos traz uma representag¢io da solugio X do PVIF em (4.6) com as fungoes

escolhidas acima.
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Figura 23 — Grafico da solu¢ao X(¢) do Exemplo 30 para a condi¢ao inicial Xy =
(—=1;0.5;2) em S(1,A4;,A4y), com A; = (—1;-0.5;1), Ay, = (0;0;1) e
Xo= A1+ As.

Solugao X(t)

60 -
40 -

20 -

20

Fonte: Autor.

Observacao 15. Observe que nos Exemplos 28 e 29 a solucao X do PVIF proposto
ficou explicitamente descrita pela condicao inicial do problema. Em geral, no PVIF, sob a

V-derivada, dado por
X (1) = agX (t) 49 a1 X' () 49 - +9 ap 1 XF (@), XD0) = xP, j=0,1,... k-1,
a solucao X € tal que

X(t)eS (XO, X0y ,X(()k_l)> para todo t € [0, T]

coma;€R, i=0,1,....k—1 ear_1 # 0. Isto decorre naturalmente do fato de que toda
solugdo de uma equacao diferencial ordindria (EDO) de k-ésima ordem, com coeficientes
constantes e termo fonte nulo (ou termo homogéneo nulo), é unicamente determinada

pelas condigoes iniciais fornecidas pelas derivadas de ordem 0,1,....k — 1.

Agora nos casos de equacoes diferenciais fuzzy associadas a EDOs lineares com
termo fonte nao-nulo, conforme apresentado no Exemplo 30 para V-derivada de primeira

ordem, teremos
X(t) e S (1,Xo) para todo t € [0,T],

visto que na teoria de EDOs toda equacdo linear, com termo fonte nao-nulo, € escrita
por meio de uma combinagao linear da solugio da sua chamada forma homogénea [3'(t) =
f@)B(t) com uma solugcao particular determinada pelo termo ndao-homogéneo g(t), e cada
uma dessas solugoes correspondem, respectivamente, ao valor incerto f(t)X e ao valor

deterministico g(t).
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Os Teorema 9 e 10 do Capitulo 3 nos permitem estabelecer condigoes para que
uma solugao do problema (4.2) seja solu¢ao de um PVIF equivalente obtido pela troca
do conceito de W-diferenciabilidade pelo de gH-diferenciabilidade. Os detalhes relativos a
essa analise sao estabelecidos nos seguintes corolarios, para o caso de equagoes diferenciais

fuzzy de primeira ordem.

Corolario 3. Seja X : [0,T] — S(Aq, ..., A,) uma solugio do PVIF descrito por (4.2)

para k = 1, isto €, a funcao fuzzy X satisfaz
X(O) = Xp ¢ X' = \Ij(ﬁia .- 76;) = G(t>X) = qJ<F(t>Bl>- .- aﬂn)) (49)
para fungoes diferencidveis B; : [0,T] - R, i =1,...,n. Suponha que X é gH-diferencidvel

em (0,7).

(a) Se para cada i € {1,...,n} tal que diam(A;) > 0, tem-se B;(t)5.(t) = 0 para todo
te (0,T), entao X é (i)-gH-diferencidvel e é uma solugao do sequinte PVIF:

X{@—gm = Gt X) (4.10)
X(0) = X, ’

(b) Se para cada i € {1,...,n} tal que diam(A;) > 0, tem-se [3;(t)5;(t) < 0 para todo
te (0,7), entao X é (ii)-gH-diferencidvel e é uma solugao do sequinte PVIF:

/
X{iy-gm = Gt X) (4.11)
X(0) = Xy
Demonstragio. Segue imediatamente do Teorema 9. [

Corolario 4. Seja X : [0,T] — S(A4, ..., A,) uma solugio do PVIF descrito por (4.2)

para k =1, isto €, a funcao fuzzy X satisfaz
X0)=Xoe X' =¥(p,...,0,) =G, X) =V (F(t,f1,...,0n)) (4.12)

para funcoes diferencidveis 5; - [0,T] - R, i =1,...,n.

(a) Se para cada i € {1,...,n} tal que diam(A;) > 0, tem-se 5;(t)5:(t) > 0 para todo

(2

te (0,T), entao X é (i)-gH-diferencidvel e é uma solugao do sequinte PVIF:

X{@y—gm = Gt X) (4.13)
X(0) = X, ’

(b) Se para cada i € {1,...,n} tal que diam(A;) > 0, tem-se [5;(t)5;(t) < 0 para todo

1

te (0,7), entao X é (ii)-gH-diferencidvel e é uma solugao do sequinte PVIF:
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Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema 10. O

Exemplo 31. Seja {1, Ay, Ay, ..., A} < Re um conjunto FLI tal que diam(A;) > 0 para
todoi=1,...,n. No Exemplo 30, a solu¢io X : [0,T] — Rz do PVIF em (4.6), sob a
V-derivada, €

X(t) = At) +v p(t)Xo com Xge S(1,Aq,..., A,),

t 1 t
A(t) = () (f —( )g(u)du) e p(t) = exp (J f(s)ds) em que f e g sao continuas em
o P\ 0
[0,T] e f € ndo nula em quase todo t € [0,T].
Suponhamos que X seja uma fungdo fuzzy gH-diferencidvel em (0,T). Veri-
ficamos que os extremos dos a-niveis de X sdo as fungoes x_ (t) = A(t) + ¢(t)(zo), €

zr(t) = At) + () (o) e que se f(t) = 0 para todo t € [0,T], entdo

67

(z3) = (25) = ¢(t)((z0)a — (x0)a) = f(D)(t) diam(Xo) = 0.

Assim, X € uma funcio (i)-gH-diferencidvel em (0,T). Como ()¢’ (t) = f(t)(0(t))* =
0 para todo t € (0,T) entdo, pelo Corolario 3, X € solugio do PVIF sob a (i)-gH-derivada:

X{iy—gm = J()X +u g(t)
X(0) = Xo.
Analogamente, se f(t) < 0 para todo t € [0,T], concluimos que X € (ii)-gH-diferencidvel

em (0,T) e € solugao do PVIF sob a (ii)-gH-derivada:

X{iy—gm = ()X +w g(1)
X(0) = X, '

Em particular, a Proposicao 18 nos garante que f(t)X +¢ g(t) = f(t)X + g(t) e portanto
X € solucao do PVIF:

Xou = f()X +g(t)
X(0) = Xo e S(1, A1, ..., Ay).

Observacao 16. No Ezemplo 31, verificamos pelo Corolario 3, que se X é gH-diferencidvel
e f(t) =0, entio X é (i)-gH-diferencidvel. Como o(t)¢'(t) = 0 entdo X € solugdio de

Xliy—gmy = f()X +w g(t)
X(0) = X,.

Note que se nao tivermos a hipdtese de X ser gH-diferencidvel, mas f(t) > 0 em todo
t € [0,T], entao p(t)¢'(t) > 0 para todo t € (0,T) e assim, pelo Coroldrio 4, X serd

(i)-gH-diferencidvel e solugao de

X{(iy—gmy = ()X +u g(t)
X(0) = Xo.
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Exemplo 32. [[LONGO et al., 2022), p.248] (Modelo Logistico linearizado com
condigao inicial incerta.) Seja {1, Ay, As,..., Ay} © Rz um conjunto FLI tal que
diam(A;) > 0 para todo i = 1,...,n. Considere a soma e o produto cruzado induzidos pelo
isomorfismo W : R™™ — S(1, Ay, As, ..., A,) definido por V(po,p1,...,pn) = po + prd; +
<+ ppA,. Considere o modelo de crescimento populacional de Verhulst linearizado, com
populacdo inicial incerta, escrito sob a V-derivada:
1
X' =rX Oy (1 - KX)
X(0)=XoeS(1,Aq,...,An)

em que X : [0,T] — R é uma fungao fuzzy com nicleo [X (t)]1 = {x(t)} para todo t € [0,T],

r > 0 € a taxa de crescimento populacional e K > 0 ¢ a capacidade suporte do meio a

(4.15)

populagio, com K > x(0). Sejam as fungoes f5; : [0,T] — R diferencidveis em (0,T) e

B:[0,T] = R™ a fungio definida por B(t) = (Bo(t), B1(t), ..., Bu(t)) = U HX(t)). Temos
que:

Bt) =T (X'(t) = U ('rX Ou (1 _— ;X))

1

= \I/_l ((T‘X @q; 1) — (TX @q; KX))
T 1 T
- y! ((TX +gre —y TT) —y <KTX +u rx?X —y er>>
2xr ra?

= v (TX v (KX v K))
_ (X)X + 7 g (1)
B K K

comv = (1,0,...,0) e R""'. Definamos as funcées f,g: [0,T] — R através das relacoes
22(t) r(z(t))” . ) L
f)y=r{1- e eg(t) = —x Note que f e g sio continuas em [0,T], f é nao
nula em quase todo t € [0,T] e que a equagio B'(t) = W1(X'(t)) ¢ equivalente a EDO
B(t) = f()B(t) + g(t)v,

que resolvemos no Exemplo 30. Portanto, a solu¢io do PVIF em (4.15) serd dada por
t t

X(0) = A0+ (0% com o10) = exp [ £(6)ds) €70 = o) [ (ol gtwan).
0 0

Isto €,

X(#) = At) +w o(t) Xo

)

)(17 O’ s 70) + Sa(t)(BO(O)v 51(0)7 T 7571(0)))

) 0),.- -, ¢(t)5.(0))

Br(0) - A+ -+ (1) Ba(0) - Ay,



Capitulo 4. Aplicagées em Problemas de Valor Inicial Fuzzy 109

Em particular, a Proposicao 16 nos garante que

1

s (-4

[rX], l1 . ;X]l

2(t) = raz(t) (1 — m}((t)) :

ou seja, o niucleo da solucao do PVIF é nada mais do que a solucao do modelo logistico

~
><\
—
~
St
| S—
=
I

com condigdo inicial crisp. Logo,

B Kxge™
K+ xpent — 1)

x(t) xo = z(0).

Prosseguindo, vamos supor que a solu¢ao do problema (4.15) seja gH-diferencidvel em
(0,7). No Exemplo 31 verificamos que os extremos x=, dos a-niveis da solugio X, sdo
tais que

(@) (1) — (23)' () = ¢ (O(@0)f — (w)a) = F(E)p(t) diam (Xo).

Como (t) > 0 para todo t € [0,T] e diam(Xy) = 0, entdo

(D) (@)= (2)(t) 2 0= f(t) 20 =71 (1 — 23;9) >0 <= z(t) = [;

+

Analogamente, (z2)'(t) — (x;) (t) < 0 se, e somente se, x(t) <

[;. Calculando o valor

_ _ K
t € [0,T] tal que x(t) = 5 obtemos

Kzge™ K ;. K —x _ K —x v
_ = = —t=1In .
K+ xo(e” — 1) 2 To To

Logo,

(xh) () < (23)(t) = x(t) < f;

N — t<t<T.

Portanto, X € (i)-gH-diferencidvel em (0,1) e é (ii)-gH-diferencidvel em (t,T). Como
K _
ft) >0« 2z(t) > 5 = te (0,7),
entao, para i =1,...,n,

(B:(0)e () (B:(0)e(t)) = (B:(0))*0(t)¢'(t) = (B:(0))*f () ((t))* > 0
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m (0,t). Segque pelo Corolario 3 que X € solugao do PVIF sob a (i)-gH-derivada:
, 1
X@ygry =X Ow (1 —v =X
X(O) = XO S S(l,Al,...,An)

para t € [0,t]. Analogamente, (5;(0)¢(t))(5:(0)¢(t)) < 0 se, e somente se, t € (t,T) e
portanto X € solugao do PVIF sob a (ii)-gH-derivada:

1
Xl{(iy—g1r) = X Ow (1 v KX)

X(O) :Xoeg(l,Al,...,An)

para t € [t,T]. Em particular, em t = t temos um switch point para o PVIF dado em

1
(4.15). Além disso, note que a Proposicio 18 nos garante que 1 —y ?X =1- ?X e

1
portanto X ¢ solugdo de X,y = rX Oy <1 - KX) com X(0) = Xoe S(1,Aq,...,A,).
Particularmente, a solugio X do PVIF sob a V-derivada em (4.15) é uma aproximag¢aio

por baixo (sob a métrica dy) a solugao do PVIF sob a gH-derivada, dado a segquir em
(4.16), na vizinhanga da condigao inicial Xo € S(1, Ay, ..., An):

1
Xy =rX0 (1 — KX)

(4.16)
X(0) = X,

visto que, pela Proposi¢io 17, item vi), temos

1 1

Resumindo, a Proposicao 20 e o Corolario 3 nos dizem que ¢é possivel estabelecer
uma relacao entre um PVI n-dimensional, um PVIF sob a W-derivada e um PVIF sob a
gH-derivada, conforme apresentamos nos Exemplos 28, 29, 30, 31 e 32. Podemos sintetizar

essas relagoes discorridas até o momento seguindo o diagrama a seguir:

PVI n-dimensional

X n s ~ 5,:F<t7617"'76n)
B :10,T] — R" é solugao de 5(0) = T1(Xo) = o < R

0

PVIF sob a V-derivada
X :[0,T] - S(Ay,..., A,) é uma solugao do problema

{ X' =0(g,....0)=GtX)=V(F(t/pbi,...,0))
X(0) = U(By) = Xo € Ry
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| ( sob as condigoes do Corolério 3 )

PVIF sob a gH-derivada
X :[0,T] - S(Aq,...,A,) é uma solu¢ao do problema

X(O) :X()ER]:

{ Xy =G, X)=U(F(t,B1,...,5.))

Em outras palavras, é possivel estabelecer condi¢oes a fim de que uma solugdo de um PVI
n-dimensional nos fornega uma solucao de um PVIF, sob a W-derivada, e consequentemente

essa solugao nos providencie a solu¢ao do mesmo PVIF sob a gH-derivada.

Contudo, pelos resultados vistos no Capitulo 3, um questionamento natural
que surge é: a solucao de uma EDF sob a gH-derivada pode coincidir ou se aproximar de
uma solu¢do da mesma quando escrita sob a W-derivada? Se a resposta for sim, sob que

circunstancias ou hipoteses o diagrama dado é verdadeiro?

PVIF sob a gH-derivada
X(O) = X() € R]:

X :[0,T] — Rz é uma solugao de {

| ( quais hipéteses? )

PVIF sob a V-derivada

X :[0,T] = Rz ¢ uma solugao do problema

X(0) = U(Bo) = Xo € Ry

{ X' =W(B,....0) = H(t,X) = W (F(t,p,...,5))

ou

PVIF sob a V-derivada (por aproximacio)
Existe X : [0,T] — Ry solugdo do problema

{ X' =0(B,....8)=Ht,X)=U(F(t bi...,5))
X(0) = ¥(Fy) = Xp € R

tal que Dy (X, X) < e e DOO(X;H,X’) <e.

A fim de obter a resposta para esse ultimo questionamento, consideramos o

modelo de decaimento fuzzy

Xy = —MX
{ fp=—AX, A>0, (417

X(O) ZX()ER]:
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e o modelo de crescimento populacional fuzzy

X'y = kX 0
{ g = KA, K =T (4.18)

X(0) = Xp e R

em que X : [0,7] — Rz é gH-diferenciavel em (0,7), T > 0, com [X], = [z, ,z}] para
todo a € [0, 1].

Analisaremos, nas Subsegoes 4.1.1 e 4.1.2, o modelo (4.17) quando escrito em
termos da (i) e (ii)-gH-diferenciabilidade a fim de avaliar sob que circunstancias uma
solugdo do PVIF (4.17) fornece uma solugdo do PVIF sob a W-derivada ou uma boa
aproximacao para a solucdo do respectivo problema. Por seguinte, faremos o mesmo

processo de andlise para o modelo (4.18) na Subsecao 4.1.3.

4.1.1 Modelo de decaimento sob a (ii)-gH-diferenciabilidade

o, 2], a € [0,1]. Suponha que

o)

Seja a funcao fuzzy X com a-niveis [X], = [z

X seja (ii)-gH-diferencidvel entdo, pela Proposicao 11, [ X _gmla = [(24)', ()], Assim,
para A > 0,

o

X(0) = Xo [24(0), 25 (0)] = [(%0)a s (z0)a ]

X{(ity—gmy = —AX - [(x2), (z)] = =Mz, z] = [ z), — Az ]

isto é, resolver (4.17) é equivalente a encontrar a solu¢ao do seguinte problema de valor
inicial (PVI):
"= o
=zt

“ (4.19)
0 .Z‘o)

0 fL’())

(74
(o
o (
o (

«
+
«

Q+ Q|

) =(
) =(
Nio ¢é dificil verificarmos que a solugao de (4.19) é z (t) = (xo) e ™ e x5 (t) = (wo) e,
Assim,
[(X(O)]a = [(wo)ae™, (zo)ae™] = e™[(x0)s, (0)a] = ¢ [ Xo]a,
ou seja, a solucao de (4.17) serd a funcio X (t) = Xpe ™.

Agora, vamos verificar se a solu¢do encontrada para (4.19) é também solugao
desse problema sob a W-derivada. Com essa finalidade, faremos a decomposicao da solugao
X(t) do problema como uma soma de um valor deterministico com um valor incerto,

conforme o desenvolvimento na Subsecao 2.2.3.

A vantagem dessa abordagem é podermos avaliar o comportamento da parte
da solucao do PVIF, que estd associada ao nicleo da condicao inicial, sem precisarmos
considerar hipéteses adicionais sob a condicao inicial do problema como, por exemplo, a

continuidade dos extremos dos seus a-niveis.
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1 1
Com efeito, para a = §§X0(1) =3 ((w0)7 + (o)), consideremos A = Xy — a
uma perturbagao na condicao inicial. Note que se X é inicialmente um ntmero fuzzy
nao-simétrico, o nimero fuzzy A também é nao-simétrico. Neste caso, a solucdo X toma

valores em Rr(4) uma vez que X pode ser reescrito como
X(t) = Xoe ™ = (A+a)e ™™= Ae™ + ae™,

isto é,
X(t) = B(t)A + p(t)
com as funcgoes 3, p : [0, T] — R definidas por B(t) = e e p(t) = ae™.

Além disso, a assimetria de A nos garante que podemos definir o operador
bijetivo ¥ : R? — S(1, A) através da relagio W(p(t), B(t)) = B(t)A + p(t) uma vez que A
nao-simétrico implica que {1, A} é FLI, conforme demonstrado em (ESMI et al., 2018).
Em particular, veja que X (t) = W(p(t), 5(t)) e que B e p sao fungodes diferencidveis o que
nos garante que X ¢é W-diferencidvel, consonante ao verificado na Proposi¢cao 19. Como
diam(A) = diam(X, — a) = diam(Xj) > 0 (pois X, ndo-simétrico implica que Xy ¢ R) e
BB (t) = —Ae M < 0 para todo t € (0,T) entdo, pelo item (b) do Teorema 9, segue que
a (ii)-gH-derivada de X coincide com a W-derivada de X em todo t € (0,7") visto que X ¢é
uma funcio (ii)-gH-diferenciavel em (0, 7). Logo, X(;;_,u(t) = X'(t) para todo t € (0,T).
Dado que X (t) = U(p(t), 5(t)) segue, pela Proposicao 19, que

—AX(t) = X{isy_gu(t) = X'(t) = (p'(t), 5'(1))

com X (0) = ¥(p(0),5(0)) = ¥(a,1) = Xy. Dessa forma, o modelo de decaimento sob a

WU-derivada sera

{ X' = WA (1), B(1) = —AX = =AU (p(1), B()), >0,

(4.20)
X(0) = W(p(0), 5(0)) = Xo € Ry

Aplicando o operador inverso ¥~ ! : §(1, A) — R* ao PVIF em (4.20), encontramos o par
de PVTI’s

B(t) = —AB(t) p(t) = —Ap(t)

5(0) = 1 p(0) = a

cujas solucio sao, respectivamente, 5(t) = e e p(t) = ae™™. Assim, a solucio X do

modelo de decaimento sob a W-derivada sera
X(t) = Ae™™ + ae ™ = Xpe

que é também uma solu¢ao do PVIF dado em (4.17), o qual esta escrito sob a (ii)-gH-
derivada. Observe que essa conclusao corrobora com o resultado apresentado no Corolario

3.
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Por fim, observe que como A > 0 e as fungbes [ e p tendem a zero quando
t cresce, o desvio (drift) deterministico p tende a um estado estacionario e a incerteza
B(t)A que o circunda diminui ao longo do tempo, conforme é esperado para o fenémeno

de decaimento (ver Figura 24).

Observagao 17. Uma outra forma de analisarmos o comportamento da solug¢do € avaliar
a atuagdo das funcoes que descrevem o valor médio e o diametro da solucao X do modelo

de decaimento fuzzy (4.17) quando a condigio inicial é assimétrica. Com respeito ao valor

médio iéx(a) dos a-niveis da solucio X (t) = Xoe ™™, X > 0, verificamos que:

1 1 i 0x, (@)
55_}{(,5)(0[) = 55(67>\tX0)<O[) =€ )\tXi E——— 0,

2 t—+00
que € o comportamento esperado no modelo de decaimento com wvalores crisp. Agora com

respeito ao papel do diametro da solucdo, observamos que:

diam(X (t)) = diam(Xee ™) = e diam(X,) — 0,

t—+00
o que mostra que a incerteza da solugio do PVIF, sob a (ii)-gH-derivada, e respectivamente

pelo PVIF sob a V-derivada, decresce ao longo do tempo (ver grdificos na Figura 24).

Prosseguindo, vamos avaliar o caso em que a condicao inicial Xy do modelo de
decaimento em (4.17) é um niimero fuzzy simétrico. Para ¢ > 0 arbitrario, defina o niimero
fuzzy Xy = Xo+ (0;0; €). Observe que X, é um ntimero fuzzy nao-simétrico e assim, a partir
do que foi desenvolvido acima, determinamos uma funcéao fuzzy X : [0,T] > Rz, T > 0,
com X (t) = Xoe ™ tal que X é (ii)-gH-diferencidvel, pois
X(t) = Xoe™ = Xoe ™™ + (0;0;€)e ™™ = X (t) + (0;0; )e ™ (4.21)
e para fungdes especificamente da forma (4.21), verificamos na Observagao 6 que é
valida a regra de derivagao da soma para a gH-derivada. Além disso, com o isomorfismo
U definido anteriormente por W(p(t), 3(t)) = B(t)A + p(t) = X(t), com A = X, — a,

1 ~
a= 56)50(1), B(t) = e e p(t) = ae™, teremos que X é U-diferencidvel. Pelo Teorema,
9, X' (ii)—gm) = X' pois B(t)5'(t) = —Xe 2 < 0 para todo t € (0,T). Assim, obtemos
um PVIF equivalente ao problema de decaimento (4.17), com o conceito de gH-derivada

substituido pela W-derivada, descrito por:

X = W), 5(1) = —AK = —\(p(t), 5(1)), A >0, o)
X(0) = ¥(p(0),5(0)) = Xo € Rx
cuja solucio X (t) = Xoe ™ é uma aproximacao da solucio X () do modelo de decaimento,
sob a gH-derivada, uma vez que
Dop(X, X) = sup d(X (), X (t)) = sup [e™doo (X0, Xo+(0;0;€))] < do(0, (0 0: ) = €
te[0,T] te[0,T]
e
Doo(X{(isy—grrys X') = Dao(—AX, =AX) = ADo (X, X) < Ae.
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Observacao 18. Procedendo de forma andloga a andlise realizada na Observacdo 17,
agora para a solugio aprozimada X (t) = Xo(t)e ™ do modelo (4.22), verificamos que o

respectivo valor médio e o diametro sao tais que

1 _ (5A(a) _ 1 1
55}2(0(0&) =€ /\tT =€ At 55}(0(0() + 5(1 — Oé)ﬁ m) 0

diam (X (¢)) = diam(e ™ A) = e [(diam(Xo)) + €]

o que condiz com o comportamento natural do modelo de decaimento.

Figura 24 — Grafico da solugao X do modelo de decaimento fuzzy (ii)-gH-diferenciavel
para a condigao inicial Xy = (0.5;1;1.25) e A = 0.5 (parte superior), gréafico do

valor médio ~dx () quando o = 1 (inferior a esquerda) e o grafico do didmetro

diam(X (¢)) (inferior a direita).

Funcao X(t)

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Fonte: Autor.

4.1.2 Modelo de decaimento sob a (i)-gH-diferenciabilidade
Assumamos que X seja (i)-gH-diferenciavel. Entao, pela Proposigao 11, temos
que [X () _gmla = [(x,)', (x7)']. Assim, para A > 0,

Xigegn =X _ [l 0,0 = [ar@, -z 0)

X(0) = Xo [24(0), 25, (0)] = [(w0)a> (x0)a]-
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Note que o lado direito de (4.23) é um sistema de equagoes diferenciais bidimensional

escrito em termos das fungoes x,, e x). Uma forma de resolver esse problema é primeiro

observar que sendo X uma funcao (i)-gH-diferenciavel e X{;) ) = —AX, entao X () p ¢

naturalmente (i)-gH-diferencidvel e portanto a (i)-gH-derivada de segunda ordem X(;)_,m

existe em todo ¢ € (0,T). Nesse caso, teremos X{(;) i = —AX{(5)_,m) = A°X. Logo,

(

2
Xiliy—gmy = XX
| X(()—gm)(0) = =AXo

Xiiyom = —AX
X(0) = X,

= [24(0), 25 (0)] = [(z0), (w0)a]

Ou seja, os a-niveis de (4.17) podem ser escritos pelos PVI's equivalentes:

(23) = =z (25)" = Ny
(23) = =deg ()" = N
2, (0) = (20)s T, (0) = (w0), e (75)'(0) = —A(20),
24 (0) = (20)s 24 (0) = (20)s e (24)'(0) = =A(20)y

O lado direito de (4.24) sao PVI’s de segunda ordem cujas solugoes sao

R _ 1,

v = (e + (o) + (e = M) )]
¢ 1 1

o = 5+ Mg + 567 = M)

que podem ser reescritas como

x,, = (xg), cosh(\t) — (zo)} sinh(\t)

] = (x0)} cosh(At) — (zo), sinh(\t).

«

[X]. = [z,,2)] = [(x0), cosh(At) — (x0) sinh(At), (zg)] cosh(At)

— (o), sinh(At)]

= cosh(At)[(0),, (20)a] + (sinh(A)[—(z0)a, —(70),]

X(t) = cosh(At)Xo + sinh(At)(—Xo)

¢ a solugao do modelo de decaimento fuzzy sob a (i)-gH-derivada.

([ (1), (22 (1)) = [N (1), N (1)

)
[(22)'(0), (22)'(0)] = [=A(wo)a, —A(0), ]

(4.24)
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Observacao 19. Seja A > 0. Note que

1y oy L+t o1+
BBy (e +e¥) = 2eN oo e 9
e que
1 \ oy 62)\15 -1 ) €2>\t -1 1
26)\t(6 —e ) = 902N = tkinco 2¢2x 9
o que significa que para t > 0 suficientemente grande, teremos
| Y A 11, 5 A Ly
@(e t+et)%§j§(e t+et)%§et
‘ 1 1 1 1
A -\ A -2 A
gen (@ )R g =gl e > get

respectivamente. Seque dai

1 1
sinh(M) = —(eM — e™) ~ —eM.
2 2
Concluimos assim que quanto maior o valort € (0,T), teremos

e)\t

X(t) = cosh(At) Xy + sinh(A\t)(—Xp) ~ 7(XO — Xo),

At
ou seja, mais proximo a solugio X (t) estard de (Xo — XQ)?. Isso significa que se Xy €

nao-simétrico, o numero fuzzy X (t) se aproximard de um nimero fuzzy simétrico a medida

que t cresce, visto que Xo — Xo € simétrico com respeito a 0.

Agora vamos avaliar se a solucao encontrada para o modelo de decaimento em
(4.17) sob a (i)-gH-diferenciabilidade é solugao desse problema escrito sob a W-derivada
ou, assim como ocorreu na Subsecao 4.1.1, essa soluc¢ao é uma aproximacao a solugao de

um PVIF sob a W-derivada equivalente ao problema original.

1 1
Sejam a = =dx,(1) = = ((z0); + (%0)7) a perturbacdo & condicdo inicial X

do problema. Fazendo A = Xy — a na solugdo X (t) = cosh(At) Xy + sinh(\t)(—X,) do
PVIF, obtemos:

At
X(t) = cosh(At)A + sinh(\)(—A) + ae™ ~ (A - A)% +ae” M (4.25)

para t > 0 suficientemente grande. Note que quanto maior o valor ¢ > 0 mais préximo X (t)
At

4 6 Ve . /7 . 7
estd de (A — A)7 Novamente, concluimos que mesmo sendo A assimétrico, o nimero
fuzzy X (t) se aproxima de um nimero fuzzy simétrico a medida que ¢ cresce, visto que

A — A é simétrico com respeito a 0.
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Pelo Teorema 8, dado € > 0 existem dois niimeros fuzzy A; e Ay ndo-simétricos
tais que dy (A, A1) < €,d(—A, Ay) < ee {1, Ay, Ay} é um conjunto fortemente linearmente

independente.

A partir dai, a solu¢ao de (4.23) é dada por (4.25) e a gH-derivada de X
podem ser aproximadas por uma funcao X : [0,T] — S(1, Ay, A;) e por sua ¥-derivada,

respectivamente. Assim, considerando X definido por
X(t) = Bi(t)Ar + Bo(t) Az + p(t),
com f1(t) = cosh (At), Bo(t) = sinh (At) e p(t) = ae™™, segue pelo Teorema 9 que
X'yn(t) = X'(t) = =AX(t)

visto que By (t)3(t) > 0 e Bo(t)B5(t) > 0 para todo t € (0,T). Note que X é a solucio do
seguinte PVIF

X" = XX
X(O) = \I/(CL7 17 0) = Al +ta (% XO) (426)
X'(0) = W(—aX,0,)) = My —aX  (~ —AX))

que estd relacionado ao PVI dado no lado direito de (4.24). Além disso, verifica-se que

DOO(X,X) = sup doo(X(t),X(t))

te[0,T]

< sup |cosh(AM)|dy (A, Ay) + |sinh(At)|dy (—A, As)

te[0,T]
< 2cosh(AT)e

e
D, (X;H,X’) = sup dy (X;H(t),X’(t))
te[0,T]
< sup dy (ZAX(2), —-AX'(2))
t€[0,7]
< X sup dy (X (1), X'(1))
te[0,T]

< 2Acosh(AT)e.
Logo, a solu¢ao X do PVIF de decaimento, sob a gH-derivada, nos fornece uma solucao
X(t) = Bi(t) Ay + Ba(t) Ay + p(t),

com 1 (t) = cosh(At), Ba(t) = sinh(Mt) e p(t) = ae™™, que serd uma aproximacio & solucio
do PVIF

X" =NX

X(0) = Xo

X'(0) = =2 Xy
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obtido a partir do modelo de decaimento em (4.24) sob a W-derivada. Analisando o
comportamento da parcela relativa a incerteza e ao desvio (drift) deterministico da solugao

X, obtemos:

At —\t
. . e +e
Jim, 10 = Jim, 5 =
lim f(t) = lim C e
t—1>£-noo 2 - t—1>£-noo 2 o

. T At
Jim,ol0) = Jim, o™ =0

Dai, vemos que para o tempo crescendo as fung¢des ;1 e (5o aumentam seus valores
indefinidamente, ou seja, a incerteza (3 (t)A; + f2(t) Ay cresce ao redor do desvio (drift)
deterministico, enquanto p tende a um estado estacionario e isso nao condiz com o

comportamento esperado do fenémeno de decaimento ao longo do tempo.

Portanto, a solucdo X encontrada nio ¢ adequada para fins de aproximacao a

uma solu¢ao do modelo de decaimento fuzzy em termos da W-derivada.

Observacao 20. Note que as solugoes numérica ou analitica para o modelo de decaimento
fuzzy, sob a (i)-gH derivada, podem ser obtidas a partir do mesmo modelo de decaimento
fuzzy sob a V-derivada. Por outro lado, solucoes numéricas para esse modelo também

podem ser obtidas pela resolugdo de uma equacao diferencial fuzzy de sequnda ordem sob a
V-derivada.

A hipétese da solugio X do modelo de decaimento ser (i)-gH-diferencidvel
implicou que os extremos x,, e x., dos seus respectivos a-niveis, sao determinadas por um
sistema acoplado que € equivalente a uma equagdo diferencial ordindria de sequnda ordem

stmilar a obtida com a V-derivada.

Concluimos assim que a solugdo
X(t) = cosh(At) Xy + sinh(At)(—X))

do modelo de decaimento fuzzy, que é (i)-gH-diferencidvel, nao é consistente com o fenémeno
de decaimento, pois nesse modelo espera-se que a variavel de estado decaia para um estado
de estabilidade o que intuitivamente significa que a incerteza decresce ao longo do tempo
(ver Figura 25). Precisamente, quando calculamos o diametro da solugio verificamos que

diam(X () = zg (t) — 25 (t) = eM diam(X) —— 40

t—+00

0 que indica o aumento da incerteza. Logo, essa solugdo nao é adequada para o modelo de

decaimento fuzzy, apesar do seu valor médio se comportar da maneira que é esperada para
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o0 modelo de decaimento com valores crisp:

1 1 1
§5X(t)<05> = cosh(/\t)§5xo(a)+sinh(/\t)§5(_xo)(oz)

_ (cosh(M) — sinh()\t));éxo (@)

B VS R N
- ( -5 ) 3@

2 2
_ e—)\t 5X0 (Oé) 0
2 t—+00

Além disso, essa inconsisténcia é também observada no fato de que obtemos uma EDF
de sequnda ordem sob a V-derivada para produzir solugoes numéricas para uma EDF de

primeira ordem sob a gH-derivada.

Figura 25 — Gréfico da solugdo X do modelo de decaimento fuzzy (i)-gH-diferencidvel para
condigao inicial Xy = (0.5;1;1.25) e A = 0.5 (parte superior), gréafico do valor

médio —dx () quando o = 1 (parte inferior a esquerda) e o gréafico do didmetro

diam (X (t)) (parte inferior a direita).

Fungéo X(t)

60

20 -

40 -

Fonte: Autor.

4.1.3 Modelo de crescimento populacional sob a gH-diferenciabilidade

1) Sejam a fungdo fuzzy X e os seus respectivos a-niveis [X], = [z, z}]. Suponha

o)

que o modelo de crescimento dado em (4.18) esteja sob a (i)-gH-diferenciabilidade.
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Entao,
Xiy-gm =rX, £>0, _  Jl@), (22)'] = Klzg, 2]
X(0) = Xpe Ry [(22)(0), (2£)(0)] = &[(z0), (x0)£]
_ (2) = ral
(a)T(0) = (z0)2

Se Xy é nao-simétrico, entdo {Xo} é FLI e assim W(3(t)) = [(t)Xo define um
isomorfismo ¥ : R — S(X,). Em particular, para 3(t) = ™, temos ¥(3(t)) =
"Xy = X(t) e assim X é W-diferencidvel pela Proposicio 19. Além disso, como

B(t)B'(t) = ke*™ > 0 e X é uma funcio (i)-gH-diferencidvel entdo, pelo Teorema 9,
X'(t) = X{(y—gm (1) = KX (t)

para todo t € (0, 7). Como ¥(3'(t)) = X'(t) e (™) = "Xy = X(0), entdo X é

também solucao do PVIF, sob a W-derivada, descrito por

~

—~
~+

~—
[

U(F'(t) = wU(B(t)) = X (1)
U(1) = Xo.

<
—
(e
N
Il

Logo, a solu¢do X do PVIF, sob a (i)-gH-derivada, é também solugdo do modelo de

crescimento populacional, mas sob a W-derivada.

Agora, caso X seja simétrico, basta fazer o processo andlogo ao realizado no
caso em que a condi¢ao inicial é simétrica no modelo de decaimento e na qual a
solugao X é (ii)-gH-diferencidvel. Efetivamente, fazendo a substitui¢do de —\ por &
obteremos a solucdo X de um PVIF, sob a W-derivada, que satisfaz Dy (X, X )<ee

Doo(X{(1y—gmy, X') < €k para algum e > 0 dado.

As solugoes X (t) e X (t) encontradas para os casos em que X, é simétrico e nao-
simétrico, respectivamente, se comportam da maneira esperada para o modelo
de crescimento populacional malthusiano uma vez que o valor médio da solucao

encontrada aumenta ao longo do tempo, isto é,

1 i 0 (@)
5(5}(@)(0[) = 5(entX0)(Oé) =€ tOT —>t4>+oc +00,
(§]
1 1 1 1
S0g0 (@) = S0x(t)ret00:0) (@) = SO(entxg) (@) + SO(ent (00,00 ()
P 2 2 2
eﬁt

— Slbx(a) + (1 - a)d

+00,
t——+00
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conforme esperado no modelo classico de crescimento populacional com valores crisp

e o seus diametros

diam(X (¢)) = diam(Xge™) = " diam(X,)

+00,
t——+00

diam (X (t)) = diam(X (t) + €™(0;0;¢)) = diam(Xpe™) + ee™
= e"[diam(Xy) + €]

+00,

t—-+00

o que mostra que o valor da incerteza da solugao do PVIF, tanto sob a (i)-gH-derivada
como sob a W-derivada, crescem ao longo do tempo, independente da condigao inicial,

conforme esperado para esse tipo de fenémeno (Ver gréficos na Figura 26).

Figura 26 — Gréfico da solu¢do X do modelo de crescimento fuzzy (i)-gH-diferenciavel
para a condicdo inicial Xy = (0.5;1;1.25) e A = 0.5 (parte superior), grafico
do valor médio dx() para o = 1 (parte inferior a esquerda) e o grafico do
didmetro diam(X (t)) (parte inferior a direita).

Fungao X(t)

500 [~

400 [~

X(t)

300

200

Fonte: Autor.

2) Suponha que o modelo de crescimento populacional dado em (4.18) esteja sob a
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(ii)-gH-diferenciabilidade. Entao:

X(/(’L’L)—QH) - HX, K > O,

CRE
X(0)=XoeRr T ) ). @0 = (@) )]
[(02)", @2)'] = sl (a2)] = w2z )
= 4 [22)(0): (z3)(0)] = [(z0)s, (z0)3]
2/ 0) (2 ()] = o)z ()]
(rf)" =
= 40 = ()
(23)'(0) = ()3

o que nos fornece
z,, (t) = cosh(kt)(zg), + sinh(kt)(zq)!

z)(t) = cosh(kt)(zo)! + sinh(kt)(zo), -

(67

[X(O]a = [2a,7,]
= [cosh(kt)(zo), + sinh(kt)(zo)}, cosh(kt)(zg)!
+ sinh(xt)(zo), ]
= cosh(rt)[(x0), (w0)a ] + sinh(kt)[(0)q +, (z0),]

Como Xy € Ry entdo (), < (o). para todo a € [0, 1]. Logo, a fim de que [X(t)].,
represente os a-niveis de um nimero fuzzy é necessario que (xg), = (7o), ou seja,

a condicao inicial é um valor crisp Xy € R. Segue dai que

[X(t)]a = [cosh(kt)Xy + sinh(kt)Xo, cosh(kt) Xy
+ sinh(kt) Xo|

X(t) = Xo[cosh(kt) + sinh(kt)]
= Xoe“t.

Portanto, no caso em que X é (ii)-gH-diferenciavel o modelo de crescimento popu-
lacional se reduz ao caso classico do modelo malthusiano com valores crisp. Em
particular, todos os PVIF, sob a gH-derivada ou W-derivada, representam o mesmo

problema e portanto tém a mesma solucao.

Na préxima secao, apresentaremos as conclusoes obtidas a partir do estudo

dos modelos de decaimento e crescimento populacional fuzzy apresentados nas Subsecoes
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4.1.1,4.1.2 e 4.1.3, a fim de obtermos uma resposta a pergunta: quais sdo as condig¢oes ou
hipoteses que a solugdo do PVIF, sob a gH-derivada, deve satisfazer para que ela também

seja solugdo do PVIF sob a W-derivada ou que seja aproximagao?

4.2 Condicoes suficientes para a solucao de um PVIF-gH ser solucao
de um PVIF-¥ e de um PVI n-dimensional

O nosso objetivo nesta Secao €, a partir dos modelos apresentados nas Subsegoes
4.1.1,4.1.2 e 4.1.3, a de generalizar as conclusoes obtidas. Para simplificarmos as referéncias
aos PVIF’s, sob a gH-derivada e W-derivada, abreviaremos a notagao desses problemas

escrevendo simplesmente PVIF-gH e PVIF-WU, respectivamente.
Conclusoes sob as solugoes do modelo de decaimento fuzzy

No PVIF-gH de decaimento fuzzy as soluc¢oes respectivas nos forneceram
solucoes para o PVIF-¥ ou para uma das suas formas aproximadas. No entanto, somente
em um dos casos de gH-diferenciabilidade obtemos solugoes consistentes ou que sao
adequadas ao comportamento esperado no fenémeno de decaimento. Quando X é uma
solucao (ii)-gH-diferenciavel do PVIF-gH, a condigdo inicial Xy = X (0) sob o problema

nos levara a dois casos:

i) se Xo € Ry é ndo-simétrico e X{;;_,m)(t) = X'(t) para todo ¢ € (0,T), entdo
a solucdo X (t) = Xoe ™ do PVIF-gH serd também uma solucio do PVIF-U, via
isomorfismo ¥ : R — R4y dado por ¥(p(t), 3(t)) = B(t)A+p(t) em que A = Xo—a

1
= 0y, (1);
ca 9 Xo( )’

ii) se Xo € Ry é simétrico, entao existe uma fungao fuzzy X [0,7] — Rz construida
a partir de uma aproximacio a solucio X (t) = Xoe ™ do PVIF-gH, a qual serd
W-diferenciavel e solugao de um PVIF-V, equivalente ao problema de decaimento

fuzzy, com isomorfismo ¥ idéntico ao dado no caso i).

Note que a condic¢ao inicial do PVIF-gH induz o isomorfismo ¥ e portanto ele
caracteriza o PVIF-W. Assim, a natureza da condicao inicial que nos indica se a solucao
do PVIF-gH sob a (ii)-gH-derivada é uma solugdo do PVIF-¥ ou uma aproximagao de um

problema equivalente sob a W-diferenciabilidade.

Agora, quando o problema de decaimento é (i)-gH-diferenciavel, a solugao
encontrada para o PVIF-gH nao tem o comportamento condizente com o que se espera
do fenémeno. A solucao da EDF nessa situacao apresenta aumento de incerteza ao longo
do tempo em contraste com o seu valor médio, que diminui ao longo do tempo como

é esperado para o modelo de decaimento. Ademais, a situacao contraditoria para essa



Capitulo 4. Aplicagées em Problemas de Valor Inicial Fuzzy 125

solucao é também observada quando se obtém um sistema acoplado sob a W-derivada

produzindo solugoes numéricas para a EDF de primeira ordem sob a (i)-gH-derivada.

Conclusoes sob as solugoes do modelo de crescimento populacional

fuzzy

No PVIF-gH de crescimento populacional, sob a (i)-gH-diferenciabilidade, foi
obtida uma solucao equivalente a do PVIF-¥ quando a condicao inicial é um ntimero fuzzy
assimétrico, e uma aproximagao a do PVIF-U quando a condigao inicial ¢ um niimero
simétrico. Em contrapartida, o PVIF-gH sob a (ii)-gH-diferenciabilidade nos leva a uma

forma degenerada do PVIF fazendo com que a incerteza seja eliminada do modelo.

Note que assim como ocorreu no modelo de decaimento, a condigao inicial do
problema determinou a forma como o isomorfismo do problema equivalente (ou aproximado)
foi construido. As conclusoes feitas acima nos indicam que dado um PVIF-gH, dependendo
do tipo de gH-diferenciabilidade, podemos encontrar um PVIF-¥ equivalente cuja solugao
é a mesma para o caso da condi¢ao inicial assimétrica ou a solug¢ao é uma aproximacao

para o caso da condicao inicial simétrica.

Sendo assim, podemos enunciar um resultado que estabelece as condi¢oes
necessarias a fim de que solucao obtida de um PVIF-gH seja solucdo de um PVIF-¥
equivalente. Em particular, como os PVIF que foram tratados sao de maneira geral
fungdes F' : [0,T] x Rr — Rz da forma F(t,X) = f(t)X + g(t) com condigao inicial

X(0) = Xy € Ry, o resultado que apresentamos a seguir se limita a esse caso.

Teorema 14. Seja X : [0,T] — Rz, T > 0, uma fungio fuzzy gH-diferencidvel. Suponha
que X seja uma solu¢ao do PVIF sob a gH-derivada:

{ () = FOX() + g(1)

(4.27)
X(0) = Xp e Ry

em que f,g:[0,T] — R sdo continuas e f nao muda de sinal em [0,T]. Entdo, ocorre um

dos sequintes casos:

(i) Se X € (i)-gH-diferencidvel e f(t) = 0 para todo t € [0,T], entdo existem fungoes
p, B :10,T] - R diferencidveis em (0,T) e um nimero fuzzy A € Rx\R tais que X
¢ aprozimado uniformemente por uma funcdo fuzzy X - [0, T] — Rx V-diferencidvel
definida por

X(t) = plt) + B(1)A

em que X, € Rray, B(t)3'(t) = 0 e que € solugao do PVIF sob a V-derivada:

{ X = w(p/(1), (1) = U(E(Ep, 9))
X(0) =9(p(0),8(0)) = Xo € Rr(a),

em que F:[0,T] x R* - R?.
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(ii) Se X é (ii)-gH-diferencidvel e f(t) < 0 para todo t € [0,T], entdo existem fungoes
p, 5 :[0,T] - R diferencidveis em (0,T) e um nimero fuzzy A € R\R tais que X
¢ aprozimado uniformemente por uma funcio fuzzy X : [0, T] — Ry U-diferencidvel
definida por

X(t) = p(t) + B(t)A

em que Xo € Rra), B(t)3'(t) <0 e que é solugao do PVIF sob a V-derivada:

{ X' =T ),8(t) = V(E(p, 5))
= U(p(0),5(0)) = Xo € Rr(a),

em que F: [0,T] x R* - R?.

Demonstragio. Vamos provar o caso em que X é (i)-gH-diferencidvel, a demonstragao

para o caso em que X ¢ (ii)-gH-diferencidvel é similar. Sejam [X], = [z, 2] os a-niveis

a) o

da solugao X da equacdo X(;)_,m)(t) = f(£)X(t) + g(t) do PVIF dado em (4.27). Entdo,
(X —gmla = [(z)s (z3)]
[(za)s (@a)] = [f(O)zg + g(t), f(t)zs + 9(t)] = (23) = f(t)xg + g(t).

Com a condigdo inicial zX(0) = (22), aplicada & solucio da EDO linear (1) = f(t)z:

(67

+
g(t), obtemos:

(1) = exp (f: f(s)ds) K L " g(u) exp (— JO ' f(s)ds) du + (xg)())] |
Logo,
X(t) = exp ( L t f(s)ds) L " () exp (— fo ' f(s)ds) du + exp ( L t f(s)ds) Xy (4.28)

Se Xy é nao-simétrico, entdo defina o nimero fuzzy nao-simétrico A = Xy — a com

1
a= 56 x,(1). Assim, a solugdo X obtida acima pode ser reescrita como:
X(t) = p(t) + B(1)A

em que p, 3 :[0,7] — R sdo fungoes definidas por

pl0) = oo [ t rejas) (a+ [ stwess (- sas)a)

B(t) = exp (f: f(s)ds) | (4.30)

Agora, defina a aplicacdo ¥ : R? — Rrca) como ¥(p,q) = p + gA. Note que ¥ ¢é
um isomorfismo uma vez que {1, A} é FLI e que V(p(t),5(t)) = X(t). Além disso, a

continuidade das fungoes f e g em [0,T] garante que p e 3 sao fungoes diferencidveis
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em (0,7) e assim X é W-diferencidvel devido a Proposicao 19. Como diam(A) > 0 e
t

Bt)3 (t) = f(t)exp (2] f(s)ds) > 0 para todo t € (0,7, segue pelo Corolario 3 que
0

X{(iy—gm)(t) = X'(t) em t € (0,T). Em particular, X(;_,m)(t) = p'(t) + 5'(t)A e assim a

solugdo X do PVIF-gH em (4.27) é também solu¢ao do PVIF-W¥ descrito por:

X' = W (1), B() = 4 (6) + B (0)A = Xliy ) = FOX (1) + (1), (1) >0,
X(0) = U(p(0), (0) = U(a,1) = a+ A = X,.
(4.31)

Aplicado o operador inverso ¥~ : R4y — R* ao PVIF dado em (4.31) encontramos os
PVTI’s:
(1), B'(1) = W (f(H)X(t) + 9(t))
(0(0),5(0)) = (a, 1).
Uma vez que f(t)X () + g(t) = f(t)X(t) +v g(t), obtemos:

UHFOX () +9() = TTHFOXE) +og(b))
= UTHU(f()THX() +g() T (1))]
FOp(t). A1) + 9(1)(1,0)

E assim os PVI’s em (4.32) nos fornecem duas EDOs lineares, com as suas respectivas

(4.32)

condicoes iniciais,

p(t) = f(t)p(t) + g(t) Bt) = f(1)B()
p(0) = a p0) =1

cujas solugoes sao exatamente

1) — exp ( L t f(s)ds> <a + E g(u) exp (- L ' f(s)ds) du)
_exp ( ) |

Isso significa que a solugao do PVIF sob a (i)-gH-derivada é também solu¢ao do mesmo
PVIF escrito sob a WU-derivada.

Suponha agora que Xj seja um nimero fuzzy simétrico. Dado € > 0 arbitrario,

. 1
o numero fuzzy Xy = Xy + €, com € = (0;0;¢), é ndo-simétrico. Para a = 55)(0(1), 0
nimero fuzzy A = Xy — a é também nao-simétrico. A partir da solu¢do X do PVIF em

(4.28), defina a funcio fuzzy X : [0,7] — Rr por

X(t) = plt) + BH)A = X(t) +e8(1)

com as expressoes das funcoes p e § dadas em (4.29) e (4.30), respectivamente. Note que X
é (i)-gH-diferenciavel e que X’é(i)_gH) (t) = X{@—gm () + EB'(t) = ()X (1) + g(t) + €6'(1).
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Por outro lado, {1, A} é um conjunto FLI e assim a aplicacio ¥ : R* — Rz 4,
definida por ¥(p,q) = p + ¢A, é um isomorfismo. Como X (t) = ¥(p(t), 3(t)) e p e § sido
diferencidveis em (0,7), entdo X ¢é W-diferencidvel e X'(t) = p/(t) + §'(t)A para todo

t € (0,7). Uma vez que diam(A) > 0 e 8(¢t)8'(t) > 0 em todo t € (0,T), decorre que

)N(E(i)_gH)(t) = X'(t) para todo t € (0, 7).
Agora, veja que
X'(6) = FOX(E) + )+ B(E) = F(£) (X(8) +EB(1) +9(t) = FOX () + g(t)
F@®)B(@) X()

e daf concluimos que X é solugao do PVIF, sob a WU-derivada,

X'(t) = w(p'(t), (1)) = fF(1)X(t) + g(t), f(t) =0,
X(0) = w(p(0),50)) = ¥(a,1) = a + A = X,

Aplicando o operador inverso U™ : Rray — R? ao PVIF acima, obtemos os PVI’s:

p(t) = f()p(t) + g(t) . B(t) = f(t)B(¢)
p(0) =a B(0) =1
cujas solugoes sao exatamente as obtidas no caso em que X é ndo-simétrico. Por fim,

observamos que:

Dw(X,X) = sup doo(X(t),f((t)) = sup do(X(t), X(t) + €5(t))
te[0,T] te[0,T']
= sup dw(0,€6(1))
te[0,T°]

(0]
_ cexp (LT f(s)ds>

Do (X', X{(3y—gm) = sup dop(X'(8), X{(jy_ymy(t)) = sup du(f()X(t) + g(t), f(£) X (¢)
t€[0,T7 t€[0,77]
+9(t))
= tes[lé]@;] duo (F ()X (2), F(H)X (1))
= t:’[lollgp]ﬂf(tﬂdoo(j((t)a X())]
< tes[g%lf(t)l'ts[lé%doo()z(tLX(t))

_ Meexp UOTf(s)ds)

em que M = sup |f(¢)|. Dai, concluimos que a solugdo do PVIF-gH nos fornece uma
te[0, 7]
solucao uniformemente proxima de um PVIF-W¥ o qual é uma aproximacao ao PVIF-gH

original com a gH-derivada substituida pela W-derivada. O
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Sejam f; : [0,T] - R, T > 0,i = 1,...,n funcoes diferenciaveis em (0,7) e
X : [0, T] — R a fungao fuzzy definida por

X(t) = Bi(t) Ay + - + Bu(t) Ay (4.33)

em que {Ay,...,A,} é um subconjunto FLI de Rx. Ao longo deste capitulo, relembramos
que um PVIF-U esta diretamente relacionado a um PVI n-dimensional, em que n é a
dimensao da imagem do operador ¥ : R" — S(Ay, ..., A,). Mais precisamente, vimos que

os coeficientes 3; de uma solugao da forma (4.33) sdo as solugoes de um PVI n-dimensional.

Por seguinte, mostramos, sob algumas condi¢oes, que uma solucao da forma
(4.33) de um PVIF-W pode também ser solugao desse PVIF escrito sob a gH-derivada.
Apresentamos também as condigoes sob as quais uma solugao X (¢), dada por (4.33), de
um certo PVIF-gH é solugao ou é uma aproximagao da solugao de um PVIF-W ou, sob
outra perspectiva, quando a solucao de um PVIF-gH é aproximada pela solu¢ao de um

PVIF-V¥ cujo aspecto é similar ao dado em (4.33).

Resta a nos conectarmos a solucao de um PVIF-gH diretamente as solugoes
de um PVI n-dimensional para fecharmos de certa forma o ciclo de equivaléncias, sem
precisarmos necessariamente nos ater a resolu¢ao do PVIF sob a W-derivada. Em particular,
estabeleceremos a relagao entre a solu¢ao de um PVIF-gH cujo campo é descrito por
X, (t) = f(t)X + g(t) com a solucdo de n PVI's descritos por meio de um sistema de

EDO’s lineares de primeira ordem.

Teorema 15. Sejam {1, Ay, As, ..., Ay} € Rx um conjunto fortemente linearmente inde-

pendente e X : [0,T] —» Rxe, T > 0, uma fungao fuzzy gH-diferencidvel definida por
X(t) = Polt) + br(t) Ay + - - + Bu(t) An
em que B; : [0, T] — R sdo fungoes diferencidveis em (0,T) com i =0,1,...,n. Considere
f,9:[0,T] = R fungoes continuas em [0,T].
(i) Se B;(t)Bi(t) > 0 para todo i = 0,1,...,n nos quais diam(A;) > 0, entdo o PVIF

{ X!p(t) = F(OX(1) + g(t), f(£) > 0,

(4.34)
X(O) = XO € R]:

é equivalente ao PVI n-dimensional
Bit) = f()Bi(t) + g(t)
Bi(0) = (Bi)o

para todo i =1,...,n.
(it) Se B;(t)Bi(t) < 0 para todo i = 0,1,...,n nos quais diam(A;) > 0, entdio o PVIF

{ X!g(t) = F(OX () + g(t), f(£) <0,

(4.35)
X(O) = XO € R]:
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¢ equivalente ao PVI n-dimensional

{ Bi(t) = f(t)Bilt) + g(t)
Bi(0) = (B:)o

para todo i =1,...,n.

Demonstracao. Vamos provar o primeiro caso, o segundo é analogo. Para isto, considere a
aplicacdo ¥ : R"*' — S(1, Ay, ..., A,) definida por

U(po, p1,---,Pn) = Po + 1AL+ -+ + DrA,.

Entao, da Proposigao 19 segue que X (t) = WU(5y(t), B1(t), ..., Ba(t)) é ¥-diferencidvel, pois

as fungoes 3,1 = 0,1,...,n, sao diferenciaveis. Além disso,
X'(t) = W(By(t), By (1), -, Bp(t)) = Bo(t) + Bi() A + - + B (1) An.
Como ()5’ (t) > 0 para todo i = 0,1,...,n para os quais diam(A4;) > 0, entao
X{(iy—gm () = X'(t) = Bo(t) + B1(t)Ar + -+ - + B, (1) Ay

Denotando 5;(0) = (8;)o para cada i = 0,1,...,n, teremos que X (0) = (5o)o + (81)0A1 +
<+ + (Bn)oA, e assim,

X{(iy—gm (@) = FX () + g(t), f(t) >0,
X(0) = X,

|
Bo(t) + BL(t) AL+ - + B () A = f(1)(Bo(t) + Br(t) A + - + Bu(t) An) + g(t),
Bo(0) + B1(0)A; + -+ + Bu(0) A, = (Bo)o + (Br)oAr + -+ + (Bn)oAn.

Como {1, A;,..., A,} é um conjunto FLI, segue que

Bo(0) + Br(0)A1 + - + Bn(0)A, = (Bo)o + (B)oAL + - + (Bn)oAn.

0
{66(15) = FOBD) +9l) {Bé(t) — F(8)Bi(2)

{%(t) + B0 AL+ -+ B (D) A = f()(Bo(t) + Pr(t)Ar + -+ + Bult)An) + 9(1),

,i=1,...,n,

50(0) = (50)0 @'(0) = (@)0

0 que prova a equivaléncia entre um PVIF sob a gH-derivada e um PVI n-dimensional sob

as condigoes impostas. O
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5 Consideracoes Finais

No inicio deste trabalho propusemos estabelecer relagoes a fim de que a gH-
derivada e a W-derivada de uma funcao fuzzy f coincidissem em espacos de Banach
construidos a partir de um conjunto fortemente linearmente independente de ntimeros
fuzzy em Rr. Além disso, propusemos analisar as condi¢oes a fim de que pudéssemos
aproximar funcoes arbitrarias gH-diferenciaveis de fung¢oes W-diferenciaveis, com respeito
métrica uniforme de Rz, para assim entao obter solugdes de problemas de valor inicial

fuzzy sob a 6tica dessas derivadas.

Verificamos que as conexoes entre a gH-derivada e a W-derivada de uma funcao

fuzzy f, da forma
f(@) =pi(x) A+ - + pal)An, (5.1)
ocorrem por meio do estudo do sinal do produto das fungoes coeficientes p; por suas
derivadas de primeira ordem p;. Mostramos no Teorema 9 que analisar os coeficientes p;
de f é suficiente para determinar se a gH-derivada e a W-derivada da funcao f, dada em
(5.1), coincidem quando f é (i) ou (ii)-gH-diferenciavel. Ainda mais, o valor do sinal de
pip; é condigao suficiente para f ser gH-diferencidvel e sua gH-derivada coincidir com a

sua W-derivada como foi provado no Teorema 10.

Exibimos um conjunto de nimeros fuzzy fortemente linearmente independente
{1,A;,..., A,} no Lema 1 e no Teorema 12 verificamos que ele tem propriedade similar a
um conjunto denso enumeravel em Rz, , no sentido que todo nimero fuzzy A € Rz, é apro-
ximado arbitrariamente por elementos B € S(1, Ay,..., A,). A partir dai, concluimos no
Teorema 13 que toda fungao fuzzy em Rz, continuamente diferencidvel e sem switch points,
é aproximada uniformemente por uma funcao g cuja imagem estd em S(1, Ay,..., A,) e

vale o0 mesmo para a gH-derivada de f e para a respectiva W-derivada de g.

Aplicamos os resultados do Teorema 9 na resolucao de problemas de valor
inicial fuzzy ao mostrar que toda solugao de um PVIF-U da forma (5.1) é solugao PVIF

sob a gH-derivada, conforme estabelecido no Corolario 3 e aplicado aos Exemplos 31 e 32.

Em seguida, investigamos a partir de modelos de decaimento e crescimento
populacional, com condigao inicial fuzzy, as condi¢des para que a solucdo de um PVIF,

sob a gH-derivada, seja a mesma ou aproxime a solug¢ao do PVIF sob a W-derivada.

Vimos que sob a (ii)-gH-diferenciabilidade a solu¢ao do decaimento nos fornece
a solucao sob a W-diferenciabilidade, enquanto na (i)-gH-diferenciabilidade a soluc¢ao do
crescimento populacional é a mesma sob a W-diferenciabilidade. Em ambos os casos, a
condicao inicial ser um ntimero fuzzy nao-simétrico foi essencial para a solu¢ao do PVIF-gH

corresponder uma solugao do PVIF-W.
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Verificamos que quando a condigdo inicial dos PVIF-gH de decaimento e
crescimento populacional era simétrica, ainda sim era possivel obter solu¢oes aproximadas

para os mesmos modelos sob a perspectiva da W-diferenciabilidade.

A partir desses modelos explorados nas Subsegoes 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.3, no
Teorema 13 pudemos obter condi¢des fracas para a partir das solugdes do PVIF-gH

encontrar ou aproximar solu¢ées do PVIF-V¥, conforme o Teorema 14.

Por fim, no Teorema 15, foram estabelecidas condi¢bes para se obter solucoes
de Problemas de Valor Inicial em R" a partir de PVIF-gH cujas solugoes sao da forma
(5.1).

Os seguintes resultados constituem a nossa contribuigdo teodrica e pratica para
Teoria Fuzzy. O sentido pratico é expresso pela contribuicao a pesquisa de métodos de

obtencao de solugoes analitica (ou numéricas) de problemas de valor inicial fuzzy.

O sentido tedrico da contribuicao se relaciona ao Calculo Fuzzy, para fungoes
fuzzy da forma (5.1), ao garantir que a anéalise das fungoes coeficientes é uma condigao
necessaria e suficiente para avaliar a existéncia de gH-derivadas e, além disso, expressa-las

a partir de suas W-derivadas.

Apesar desses resultados positivos, convém considerar (ou melhor, expor) as
limitagoes da pesquisa, mostrando as dificuldades encontradas para o desenvolvimento do

trabalho e como elas afetaram os resultados.

Inicialmente, o candidato a uma solucao de um PVIF-gH de 1* ordem é
obtido pelos a-niveis da EDF associada, e estes por terem que satisfazer as condi¢oes do
Teorema do Empilhamento implicam em um PVIF-gH sempre associado a dois sistemas
bidimensionais de equagoes diferenciais: um gerado pela (i)-gH-diferenciabilidade e outro
pela (ii)-gH-diferenciabilidade. Quando cada uma das equagoes do sistema depender apenas
das fungoes x, ou 7, o sistema se reduz a uma EDO linear, geralmente simples de resolver,

como se verifica nas Subsegoes 4.1.1 e 4.1.3 caso 1).

No entanto, no PVIF de 1% ordem, o sistema obtido em cada equagao depende
mutualmente tanto de z,, como z°, entdo pode acabar em alguns casos associada a uma,
EDO de segunda ordem, isto é, um sistema acoplado, similar ao obtido com a W-derivada,
como foi visto na Subsecao 4.1.2. Em alguns casos, os sistemas de equacgoes diferenciais
determinado por z, e x se degeneram ao caso crisp, conforme foi mostrado na Subsecao
4.1.1 caso 2).

Independentemente do que ocorra, sempre é possivel obter uma solucao para o
PVIF-U a partir do PVIF-gH, mas sera necessario considerar o comportamento das mesmas
para se verificar se elas agem de acordo com o que se espera do fendémeno estudado. Ao
fazermos essa analise, concluimos que as solug¢oes encontradas para o modelo de decaimento

e crescimento populacional fuzzy nao sao consistentes com o comportamento esperado
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do fendmeno, uma vez que no de decaimento uma das solugoes encontradas aumenta sua
incerteza ao longo do tempo, e no crescimento populacional a incerteza pode ser nula

quanto maior a populagado e isso contraria a concepc¢ao natural de cada modelo.

Outro obstaculo ¢ a existéncia de switch points no dominio de definicao do PVIF,
uma vez que isso obrigatoriamente “separa” a equacao diferencial fuzzy em duas partes
gerando assim duas solugoes locais para esse modelo, conforme verificado no Exemplo 32.
No exemplo, a U-diferenciabilidade nos fornece uma solugao ao modelo logistico linearizado,
com condicao inicial incerta, que na verdade ¢é solucao de dois PVIF’s, sob a gH-derivada,
do mesmo modelo mas em intervalos distintos. Assim, concluimos que se resolvermos o

PVIF": .
X!y =X Og (1 - KX)
X(O) IX()ES(l,Al,...,An)

para t € [0,T],T > 0, supondo que X ¢ (i)-gH-diferenciavel ou (ii)-gH-diferencidvel
nao encontraremos uma solucao global do PVIF, apenas solucoes restritas aos intervalos

_ 1
[0,%] e [t,T] onde em ¢ ocorre o switch point da EDF X,y = rX Oy (1 - KX). Esse

comportamento é o oposto do que aconteceu para os modelos de decaimento sob a (ii)-gH-

diferenciabilidade ou de crescimento populacional sob a (i)-gH-diferenciabilidade.

Considerando tudo que foi exposto, compreendemos que a teoria aqui desen-
volvida, relacionando os conceitos de gH-derivada e W-derivada e que permitiu avaliar a
gH-diferenciabilidade de uma fungao da forma (5.1) e posteriormente calcular gH-derivadas
a partir de W-derivadas, apenas baseado no conceito de independéncia linear forte, é uma
contribuicao importante a area da Teoria Fuzzy e, em especial, ao estudo de métodos e

técnicas para a resolucao de PVIF sob a gH-derivada.

Em particular, o projeto de tese de doutorado aqui apresentado teve como
resultado direto o artigo intitulado “Some connections between the generalized Hukuhara
derivative and the fuzzy derivative based on strong linear independence” com ntimero de
manuscrito INS-D-22-3089R 1, e que foi publicado no volume 643 da Information Sciences
em setembro de 2023, o qual pode ser consultado em doi.org/10.1016/j.ins.2023.119249.

Por fim, concluimos esse trabalho observando que como essa teoria ainda é
incipiente mais estudos e investigagoes sao necessarios para estabelecer resultados para
uma classe geral de equagoes diferenciais fuzzy, além daqueles apresentados nos Teoremas
14 e 15 e, sendo assim, nos permitimos deixar algumas sugestoes para futuras pesquisas

sob o tema:

— No Capitulo 3, especificamente nos Lema 1 e Teorema 12, a proposta de construcao
dos coeficientes p; do nimero fuzzy B = poAy + p1A1 + - -+ + p, A, que aproxima

A € Ry, poderia ser alterada por outras abordagens e comparadas ao método



Capitulo 5. Consideragoes Finais 134

aqui exposto, verificando se as estimativas de erro de aproximagao sao menores.
Dentre as abordagens de construcao de coeficientes poderiamos utilizar a estrutura
de espago de Banach de S(Ag, Ay,...,A,) para muni-lo de um produto interno
(-, v, transformando-o num Espago de Hilbert, e assim explorar naturalmente os

coeficientes de Fourier p; = (A, A;)y/||A;|3 para determinar a aproximacio 5.

— Em vez das gH-derivadas, considerar outras derivadas fuzzy existentes como, por
exemplo, a derivada interativa definida em (BARROS; PEDRO, 2017), a qual no
proprio artigo é comparada a gH-derivada no problema de decaimento fuzzy (Exemplo
7.2). Outros exemplos de derivadas fuzzy desenvolvidas ao longo das tltimas cinco

décadas, e que se pode avaliar se vale a pena ou nao as comparar a W-derivada, sao
apresentadas em (MAZANDARANTI; XIU, 2021).
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