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Resumo

Neste trabalho, estudamos os nimeros de Fibonacci, que recebe este nome em homenagem
ao matematico Leonardo Fibonacci (1170-1250). Para tanto, realizamos uma pesquisa
bibliografica buscando elementos essenciais a fim de explanar as principais propriedades e
aplicagoes. Na primeira parte, abordamos o contexto histérico em que surgiu a famosa
sequéncia, bem como suas propriedades e ralacdo com os niimeros de Lucas. Na segunda
parte, mostramos a relagao dos nimeros de Fibonacci com a teoria dos ntimeros e suas
aplicacoes, destacando-se a férmula de Binet e identidades. Na terceira parte, mostramos
a conexao entre os numeros de Fibonacci e a algebra linear, através das matrizes e
determinantes. E por fim, na quarta parte, estudamos os polinomios de Fibonacci bem

como suas propriedades e derivada.

Palavras-chave: Numeros de Fibonacci; niimeros de Lucas; Formula de Binet; triangulo

de Pascal; matrizes; determinantes; polinémios.



Abstract

In this work, we study the Fibonacci numbers, named after the mathematician Leonardo
Fibonacci (1170-1250). For properties, we carried out a bibliographic research looking
for essential elements for the purpose of plans such as principals and applications. In
the first part, we approach the historical context in which a famous sequence appeared,
as well as its relationship with the numbers of Lucas properties. In the second part, we
show the relationship of Fibonacci numbers with number theory and its applications,
highlighting the Binet formula and identities. In the third part, we show the connection
between Fibonacci numbers and a linear algebra, through matrices and determinants. And
finally, in the fourth part, we study the Fibonacci polynomials as well as their properties

and derivatives.

Keywords: Fibonacci numbers; Lucas numbers; Binet’s formula; Pascal’s triangle; matrices;

determinants; polynomials.



Lista de ilustracoes

Figura 1 — Fibonacci . . . . . . . . . . . . 14
Figura 2 — Arvore genealdgica. . . . . . . . . .. 16
Figura 3 — Retangulo dureo . . . . . . . . . .. .. .. oL oo 23
Figura 4 — Achillea Ptarmica . . . . . . . . . . . . 28
Figura 5 — Arranjo das folhas . . . . . . . . . .. ... 29
Figura 6 — Espiraldeouro . . . . . .. . . . .. . o 29
Figura 7 — Disposicdo de sementes . . . . . . . . . ... oL 29
Figura 8 — Disposicdo das pétalas . . . . . . .. .. ... oo 30
Figura 9 — A espiral perfeita e o retangulo dureo . . . . . . . .. ... ... ... 31
Figura 10 — Retrato de Francois Edouard Anatole . . . . . . . . ... ... ..... 32
Figura 11 — Tridngulo de Pascal . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 43
Figura 12 — Particao . . . . . . . . . . . . 46
Figura 13 — Composicdes . . . . . . . . . . . 48
Figura 14 — Gréfico dos polindmios de Fibonacci até 52 ordem . . . . . . . . . . .. 58

Figura 15 — Expansao binomial de ordem 7 . . . . . . . .. .. ... .. ... .. 58



Lista de tabelas

Tabela 1 — Nascimento de coelhos . . . . . . . . ... .. ... .. ... ...... 17
Tabela 2 — Crescimento de galhos . . . . . . . .. ... ... .. ... ... ... 28
Tabela 3 — Numerode Lucas . . . . . . . . . . . . 32
Tabela 4 — Subconjuntos . . . . . . . . . .. 45
Tabela 5 — Bits . . . . . . . o 45



1.1
1.1.1
1.2
1.3
1.4
1.4.1
1.4.2
1.43
1.5

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

3.1
3.2
3.3

4.1
4.2
4.3
4.4

Sumario

Introducao . . . ... .. ... . ... 13
A SEQUENCIADE FIBONACCI . . . . . .ot v ittt e e e s 14
O Liber Abaci . . . . . . . . . .. 15
O Problema dos Coelhos . . . . . . . . . . ... ... ... 15
Propriedades . . . . . . . . ... 17
Retangulo aureo e nimerodeouro . . . . . .. .. .. ... .. ... 23
Fibonacci na Natureza . . . . . . . . . . ... ... .. .. ....... 27
Plantas . . . . . . . . e 27
Flores . . . . . . e 28
Nautilus marinho . . . . . . . . .. 30
Fibonacci e os Nimeros de Lucas . . . . . . . . ... ... ... ... 32
FIBONACCI E A TEORIA DOS NUMEROS . .. .......... 37
Relacdes de recorréncia e Formula de Binet . . . . . . . . . ... .. 37
Funcdes Geradoras . . . . . . . . . . .. ... 41
Triangulo de Pascal . . . . . . .. .. .. .. ... ... ... ... 42
Subconjuntos . . . . ... 45
Composicdes . . . . . . . . . 46
FIBONACCI E ALGEBRA LINEAR . . ... ... ... ... 49
Matriz Q . . . . . . . . 49
MatrizM . . . . . . 51
Determinante . . . . . . . .. .. L 53
POLINOMIOS DE FIBONACCI . . . . . . oo it e e iee e 57
Definicao . . . . . . .. .. 57
Relacoes de Recorréncias e Propriedades . . . . . . . .. . ... ... 58
Derivada . . . . . . . . . . 61
Matriz Q(x) . . . . . . 62
CONSIDERACOES FINAIS . . . . . . ot it e e et e et e 64

REFERENCIAS . . . . . . e e e e e e e e e s 65



13

Introducao

Leonardo Fibonacci (1170-1250) foi um grande matemadtico italiano da idade
média. Estudando um problema ficticio relacionado a um casal de coelhos, ele observou a
seguinte sequéncia numérica, (1,1,2,3,5,8,13...), estes estudos deram origem a chamada
sequéncia de Fibonacci, definida pela relagao de recorréncia F, ., = F,, + F,_1, na qual
cada termo subsequente é obtido a partir da soma dos dois anteriores.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos, cujas principais referencias
tedricas sao,(KOSHY, 2019), (GRIMALDI, 2012), (POSAMENTIER; LEHMANN, 2010).

No primeiro capitulo, trazemos uma breve introduc¢ao histoérica sobre Fibonacci,
sua principal obra, o LiberAbaci (1202), além de algumas propriedades e como os nimeros
de Fibonacci sdo encontrados na natureza. Ainda neste capitulo, apresentamos os nimeros
de Lucas, demonstrando algumas propriedade e a relevante relacao existente entre os
numeros de Fibonacci e os niimeros de Lucas. Lucas foi um matematico francés que estudou
os numeros de Fibonacci, nomeando a famosa sequéncia.

No segundo capitulo abordamos os niimeros de Fibonacci e sua relacao com a
teoria dos nimeros. Vamos mostrar uma importante ferramenta para encontrar qualquer
nimero da sequéncia de Fibonacci, a formula de Binet. Demonstramos como os niimeros
de Fibonacci estao presentes na diagonal do triangulo de Pascal, sua relacao com funcoes
geradoras, subconjuntos e composigoes.

No terceiro capitulo, exploramos a relagdo dos niimeros de Fibonacci e a algebra
linear, partir da matriz (), suas propriedades e determinantes que geram os niimeros de
Fibonacci.

No quarto e ultimo capitulo, abordamos os polinémios de Fibonacci, suas
propriedades, derivadas e matriz Q(z).

O estudo dos nimeros de Fibonacci tornou-se de grande relevancia, tendo em
vista sua versatilidade ao relacionar-se com diversas areas da matematica, como veremos

neste trabalho.
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1 A Sequéncia de Fibonacci

Figura 1 — Fibonacci

Fonte:(ZAHN, 2011)

Leonardo de Pisa (c. 1175-1250), conhecido como Fibonacci (que quer dizer
filho de Bonaccio), foi um grande matematico italiano da baixa idade média, nasceu na
cidade de Pisa, centro comercial importante, onde seu pai era ligado aos negbcios mercantis.
Por ser filho de um mercador, Fibonacci estava rodeado pelo mundo dos negdocios e as
viagens pelo Mediterraneo eram frequentes.

Pisa, expandia-se como reflexo das consequéncias da revolu¢ao comercial do
Século XII e do surgimento das rotas internacionais pelo Mediterraneo, ela foi importante
por desencandear um elo de transformagao pela Europa.

Viajando pelo Mediterraneo, Fibonacci entrou em contato com diversas culturas,
principalmente do Oriente, o que o motivou a estudar o sistema de numeracio indo-arabico
e torna-los conhecidos por toda Europa Medieval. Fibonacci foi autor de quatro obras:
Pratica Geometriae, Liber Quadratorum, Flos e o Liber Abaci, este ultimo, sua obra
famosa escrita em 1202 e republicada em 1228, contribui de forma significativa para a
difusdo do sistema de numeragao hindu-arabico entre os mercadores italianos.

O Liber Abaci, tornou Fibonacci conhecido no Ocidente e nele encontramos
o célebre problema sobre a reproducao de coelhos, cuja resolucao deu inicio a chamada
sequéncia de Fibonacci, que possui propriedades importantes e sua principal caracteristica
¢é a recursividade,como veremos na préxima secao.

A fim de perpetuar os estudos dos nimeros de Fibonacci, em 1963 foi criada
a Associacao Fibonacci , cuja principal publicacao é um peridodico chamado Fibonacci
Quarterly (LIVIO, 2008) que tem como objetivo incentivar proposta de pesquisa, novos

resultados, problemas desafiadores e novas provas de relagoes.
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1.1 O Liber Abaci

Considerado a principal obra de Fibonacci, o Liber Abaci (também Livro do
Abaco) - Nao é um livro sobre o abaco, mas um trabalho sobre problemas e métodos
algébricos em que o emprego do sistema de numeragao Hindu-ardbico é amplamente
utilizado (SANTOS, 2009).Foi escrito em 1202 e tinha como base a experiéncia que
Fibonacci adquiriu em suas viagens pelo Mediterraneo.

Esta importante obra, teve varias republicagoes, sempre revisadas. Atualmente,
sO existem trés publicacoes deste livro e o seu original teve 500 paginas. Por ser um marco
daquele periodo muitos o copiavam, pois como sugere seu nome, o mesmo era utilizado
para as operagoes comerciais aritméticas daquela época.

Pela propria histéria de Fibonacci e toda influéncia percebemos que o livro
tem influéncia arabe e o sistema de numeracao utilizado na obra ¢é o indo-arabico. O livro
pode ser considerado bem completo para aquela época, uma vez que o mesmo tratava de
operagoes mercantis do comércio, Uteis aqueles que o utilizavam, como calcular juros e
resolver equacoes quadraticas (BERLINGHOFF; GOUVEA, 2010).

Ainda assim, a obra mais famosa de Fibonacci sofria rejeicoes por parte de
alguns mercadores uma vez que este livro foi o grande responsavel por difundir o sistema
de numeragao indo-arabico pela Europa e naquele século o sistema aceito pelo comércio
europeu era o sistema numérico romano.

Apesar de sofrer restrigoes no que concerne a adaptacao a matematica moderna,
foi um dos primeiros livros a utilizar a divisao de fragoes,além de conter o célebre problema
sobre a reproducao de coelhos, que tornou a sequéncia de Fibonacci conhecida por todo
Ocidente.

1.1.1 O Problema dos Coelhos

Este ¢ um dos problemas mais célebres, o da reproducao de coelhos, cuja
resolucao da origem a famosa sequéncia de Fibonacci.

Um certo homem tinha um casal de coelhos num lugar cercado de muro por
todos os lados. Quantos coelhos podem ser gerados a partir desse casal em um ano se,
supostamente, todo més cada casal de coelhos gera mais um casal, que é fértil a partir do

segundo més?
e No primeiro més, o casal inicial é filhote, entdao ainda nao poderao gerar filhotes.

e No segundo més, continua o casal inicial de coelhos, ja na fase adulta, portanto fértil.

e No terceiro més, termos dois casais de coelhos, um casal acima e um novo casal gerado

por eles. Assim, existem dois casais de coelhos.
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Figura 2 — Arvore genealdgica.

0 Meses Casais: 0
P X
5 .
3 ,
. .
= m ;
IG k Eﬂﬂ [’I”\ 8
7 (e EJE'J m@mw 13

Fonte: (BELINI, 2015)

No quarto més, temos o casal do primeiro més, mais o casal do més anterior, gerado
por eles, e mais um outro casal de coelhos, gerado pelo casal inicial. Tem-se portanto,

trés casais de coelhos.

No quinto més, tem-se o casal inicial de adultos, que produz um novo casal de filhotes,
o segundo casal de adultos, que produz outro casal de filhotes e o casal de filhotes
produzido no més anterior, que se torna fértil. Tem-se portanto, cinco casais de

coelhos (dois casais de adultos mais trés de filhotes).

No sexto més, tem-se trés casais de adultos que produzirdo trés casais de filhotes, mais

dois casais de filhotes. Portanto, teremos oito casais de coelhos (trés adultos mais

cinco filhotes).

o No sétimo més, teremos treze casais de coelhos (cinco adultos mais oito filhotes).

E assim, cada casal fértil de coelhos gera um novo casal, menos os filhotes do
més anterior e assim sucessivamente segue a sequéncia até o 12° més, totalizando 144
casais de coelhos, respondendo ao questionamento do problema. Vamos observar a tabela
1.

Observamos que, a partir do terceiro més, o nimero de casais num certo més
é igual a soma dos dois meses anteriores ( figura 2). Com a resolugao deste problema

obtemos uma sequéncia numérica:

(1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 144, ...).

Definig¢ao 1.1.1. Definimos a sequéncia de Fibonacci, pela relacao de recorréncia F; = 1
(& F2 =1:
Fn+1 - an + anl (11)
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n-més | Namero de casal de coelhos (F},)
o 1
Q 1
Q 2

4° 3
59 )
6 8
79 13
8° 21
9 34
10 95
11¢ 89
12° 144

Tabela 1 — Nascimento de coelhos

Esta relacao de recorréncia 1.1.1, em que ¢é possivel encontrar os termos subse-
quentes da sequéncia, é o centro deste trabalho, onde exploramos diversas propriedades.

Por questao de conveniéncia, definimos Fy = 0.

1.2 Propriedades

Os nimeros de Fibonacci possuem diversas propriedades e neste capitulo vamos
explorar algumas delas. As principais referéncias utilizadas nesta segao foram (KOSHY,
2019), (GRIMALDI, 2012) e (ZAHN, 2011).

Proposicao 1.2.1. Dois niumeros de Fibonacci consecutivos sao primos entre si.

Demonstragao. Utilizando o principio de inducao sobre n, sejam F), e F,, ;1 dois nimeros
de Fibonacci consecutivos, para n = 1, o mde(F,,, F,,41) = mdc(1,1) = 1 e para n = 2,
mdc(Fy, F3) = mdc(1,2) = 1, logo a proposigao se verifica para as bases da indugao.
Suponhamos, por hipotese, que a proposicao seja verdadeira para n = k, tal que o
mdc(Fy, Fry1) = 1, mostraremos que o mdc(Fy1, Fyr2) = 1. Pela hip6tese de inducao,

temos que:

mde(Fyy1, Frio) = mdc

Logo, a proposicao ¢é verdadeira para n = k + 1. O
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Proposicao 1.2.2. A soma dos numeros de Fibonacci de indices pares €,

ZFZi:F2n+1_1 V n>1
i=1

Demonstragao. Utilizando o principio de indugao sobre n, paran =1 e n = 2,temos, Fy =
F3—1=1eFy+ Fy = F5—1 =4, logo vale as bases da indu¢ao. Admitamos, por hipétese,
que a proposicao seja verdadeira para um certo k, tal que Fy + Fy + ... + Fop = Foppq — 1.

Assim, devemos mostrar que também é verdade para n = k + 1,

(Fo + Fy 4 oo+ Fop) + Foppo = Fopgr — 1+ Fopyo
= (Fokg1 + Fopyo — 1)
= Fop3—1

= By —1

Proposicao 1.2.3. A soma dos numeros de Fibonacci de indices impares €,

Zin—1 =F, V n=1

=1

Demonstracao. Verificamos a validade da propriedade paran =1 e n = 2, como F; =
Fy,=1e Fy + F3 = Fy, = 3, entao é verdadeira para n = 1 e n = 2. Suponhamos, por
hipdtese, que seja verdade para n = k, tal que Fy + F3+ ... + Fy,_1 = F}, entao verificamos

se é verdadeira para n = k + 1, assim:
(F1+F3+...+F2k_1)+F2k+1 = F2k+F2k+1
= Fopio

= Fypg)

Proposicao 1.2.4. Para todon > 1,

Fy =+ Fs—Fy+ .. 4 Fop g — Fyy = —Fy, 1 + 1

Demonstragao.

FF—-F+F—F+..+F, 1 —Fyy = (Fi+F3+..+Fnq)—(F+F+.. .+ F,)

= Y Py — ) P
i=1 i=1

= FQn_(FQn-‘rl_]-)

= Py, — Fopp +1

= —(Fopy1 — o) + 1

= —Fy 1 +1
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Proposicao 1.2.5. Soma dos quadrados dos nimeros de Fibonacci,

YN =FF. ¥V n>1

Demonstracao. Verificamos que para n = 1 e n = 2, a propriedade é verdadeira, uma
vez que F} = F\Fy = 1. e F? + F} = FyFy = 2. Suponhamos, por hipétese, ser verdade
para n = k, tal que, F> + F? + ... + F? = FyFyy1. Devemos provar que é verdade para
n==rk+1,

(Fi+Fi+ ..+ F)+F},, = FiFin+ Fiy
= Fir1 (Fy + Fipa)

= Fip1Fiqo

Proposicao 1.2.6. Para todon > 1

Z(_l)leFH_l _ (_1)n—1Fn
i=1

Demonstracao. Utilizando o principio de inducao sobre n, verificamos se a propriedade
1 2

é véalida paran =1 en = 2, Z(—1)2F2 = (1) =1e Z(—l)”lFiH = (—1)’F, +
i1 ‘

(—1)3F3 = (—=1)'F, = —1. Logo a propriedade se verifica. Suponhamos, por hipétese, que

a proposicao seja verdadeira para n=Kk,

Z(_l)i+kFi+k _ (—1)k_1Fk

i=1

Entao para n =k + 1:

k+1

k
Z(_1)1+1E+1 _ 2( 1)Z+1F1i+1 + (_1)(k+1)+1F(k;+1)+1

=1

Z( DM R+ (1) 2 F
= ()" 'F+ (=) Frao

(—1)*[Frs2 — Fi]

(-1)*

1)*Fri

Logo, a propriedade é verdadeira para n = k + 1.
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Proposicao 1.2.7. Paran > 1,
2n
D FFa=F,,—1
i=1

2.1

Demonstracao. Utilizando o principio de indugao sobre n, temos que paran = 1, Z FF =
i=1

4
FlFQ +F2F3 =3 = F32 —1=3e para n = 2 ’ZEE+1 = FlFQ +F2F3 +F3F4+F4F5 =

i=1
F. 52 —1 = 24, logo o resultado se verifica para as bases da inducao. Por hipdétese, assumimos

que a proposicao seja verdadeira para n = k:

2k
Z FiF = Fy, —1
=1

Adicionando (Fyyy1Forio + FopyoForys) a ambos os membros da igualdade,

temos:

iR+ .+ By Fopy 1+ (Fopy 1 Foryo + ForsoFonya) = Fapg — 14 (Fopg1 Foryo + FopyoFopys)

Fops1Foprr + Fopp1 Fopro + FoproFopys — 1 = Foppn (Fogrr + Fopyo) + ForgoFopys — 1
= Fopp1Fopys + FopyoFopis — 1
= Fopys (Foppr + Fopso) — 1

= F22k+3_1

Logo a proposicao ¢ verdadeira para n = k + 1. O

Proposigao 1.2.8. Para todo m,n € N¥,

Fm+n = Fm—an+Fan+1~

Demonstracio. A prova serd feita por indugao sobre n , com m fixo, para n= 1, a propo-

sicao se verifica, pois Fj,;1 = F,,_1F1+F,,F». Paran = 2, o resultado também é verdadeiro,

Fove = fmaFo+ FpFs
= F,.1+2F,
= Fhaa+E,.+F,
= Fpu+

Suponhamos que a proposicao seja verdadeira para n = k, assumimos que seja valida para

n==k+1.
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Fm+k = fm—le: + Fka+1
Fm+(k+1) = fm—le + 1+ Fka+2

somando as duas equagoes acima, temos:

Ferk + Fm+(k+1) = Fn1F+ meleﬁ’l + Fka+1 + Fka+2
Fm+k+Fm+(k+1) = mel(Fk"i_FkJrl) +Fm<Fk+1 +Fk+2)
Fm+(l€+2) = Fm—le+1 + Fka+3

Logo, a proposicao ¢é valida para n = k + 2.

Proposicao 1.2.9. Dados m,n € N,

Fo | Fon.

Demonstracao. Para cada m fixado, faremos indugao sobre n. Para n=1, temos que
Fo,. | F,, e paran = 2, F,, | Fy, , assim, vale as bases da indu¢ao. Suponhamos que a
propriedade seja verdadeira para um certo k,isto é, F, | Fyx. Devemos mostrar que vale
para k + 1.

Fou | Fra(es)-

Assim, aplicando o resultado da propriedade anterior, temos:

Fm(k+1) = ka+m = Fem—1Fm + kaFm-i—l

E como F,, | Fim—1 € Fy, | Fim, por hipétese, segue que Fy, | Fliy1ym - O que
conclui a prova.

]

Proposicao 1.2.10.
F3+F§+3 :2(F3+2+F3+1)

Demonstragao.
(Fn+2 - Fn+1>2 + (Fn+2 + Fn+1>2 = 2F3+2 - 2Fn+2Fn+1 + 2Fn+2Fn+1 + 2F3+1

= 2 (F3+2 + F2+1)

n
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Proposicao 1.2.11. A soma de quaisquer seis numeros consecutivos de Fibonacci é

divisivel por 4.

5
2 Futi = 4F14

=0

Demonstragio. Considerando n = 0 (com n fixo) e aplicando a ja conhecida relagao de

recorréncia de Fibonacci, temos que:

5
ZFnJri = Fo+Foa+Fpo+Fos+ Foa+ Fogs
=0
= (Fn+Fn+1)+Fn+2+Fn+3+Fn+4+(Fn+3+Fn+4>
= 2F, 0+ 2F 3+ 2F, 44
= 2(Fhso+ Foys) + 2F, 14
= 4Fﬂn+4

Proposicao 1.2.12. Formula de Cassini, para n > 1
FoFpy=F2+ (-1)"

Demonstragao. Utilizando o principio de indugao sobre n, verificamos se a propriedade
é valida para n = 1, FoFy = F2 + (—1)' =0 eparan = 2, F{F5 = F2 + (—1)% = 2, logo

vale as bases da induc¢do. Suponhamos, por hipdtese, ser verdadeira paran = k > 1,

Fy1Fyq = F2 + (=1)"
Paran =k + 1:

FiFyvo — Fy = FiFgpo— Frr (Froy + F)
= Fy(Fr2 — Fia) = Fra P
= F{ = FiFen

(1) (Fye1Fpr1 — F)
= (1) (=)
(

_1>k+1

Logo, a propriedade ¢ verdadeira para n = k + 1.
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1.3 Retangulo aureo e niimero de ouro

Chamamos retangulo dureo, um retangulo que possui a seguinte propriedade:
se dele extrairmos um quadrado, o retangulo restante sera semelhante ao original, assim,

consideremos o retangulo da figura 3:

Figura 3 — Retangulo aureo

D E c
i
A k. F k—a B

Fonte: Elaborada pela autora

Do retangulo dureo ABC D, extraimos o quadrado ADE'F', obtemos o retangulo
BCFEF, semelhante ao retangulo original. Conforme a defini¢do, estabelecemos a seguinte
relacao de semelhanca:

AB EF k T 9 9
—_— === = kr —k“ =0
AD FB «x k‘—x@x—i_x

Resolvendo a equacao do segundo grau em funcao de k, encontramos as raizes:

1+\/3) . kQZa(—ler\@)

Como trata de um segmento somente a raiz positiva ko nos interessa, assim:

9—1+\/5—¢
k2

EF
Ve /7 7’ FB . .
também ¢é aureo. Se repetirmos o mesmo processo, construindo um quadrado no novo

Portanto, = ¢ e, notemos que o novo retangulo BCEF, interior ao primeiro,

retangulo aureo interior ao primeiro, também nas proporg¢oes aureas, obteremos outro

retangulo interior a este segundo, e este processo é infinito (ZAHN, 2011).

Este ntimero irracional obtido é conhecido como ¢, o niimero de ouro.Veremos

adiante que este nimero possui uma relacao intrinseca com a Sequéncia de Fibonacci.
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1 5
¢ = +2\f ~ 1,618033988749...

Vejamos, a principio, como é estabelecida esta relagao. Considerando os 13

primeiros numeros de Fibonacci:

o= 1
L =1
Fy = 2
F, = 3
F5, =5
Fs = 8
F o= 13
Fy = 21
Fy = 34
Fio = 55
F; = 89
F, = 144

i3 = 233
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Dividindo cada niimero com seu antecessor:

By

Fy

B _

Fy

Fy

4 _ 15

F3 ) b

B _ 1,66666
F4 - 9 9
Fs

55— 16

F5 ) b
o 1,625
F6 - 9 9
By _ 1,61538
F7 - 9 9
Fy

2~ 1.61904
FS b) b)
FlO

“19 _ 1 61764
F9 b) b)
Fll

“L— 1,61818,
Fip

F12

“2— 1,61797,
Fll

F13

1B~ 1,61805.
F12

Como podemos observar, a partir que os nimeros vao aumentando, a razao
entre eles vai convergindo para o nimero de ouro (POSAMENTIER; LEHMANN;, 2010).

Teorema 1.3.1. Limite da sequéncia de Fibonacci.

l. Fn+1
1m

n—o0

-

n

Demonstracao. Pela definicdo da sequéncia de Fibonacci F, (1 = F,, + F},_1, dividindo essa

igualdade por F, e fazendo algumas manipulagoes, temos que:

Fn+1 1
=1+ —
n Fos

Aplicando o limite na igualdade acima:

. Fn+1 . 1
B :Jﬂﬁl@(l* FF”)
n—1
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Resultando na equaciao ¢ — ¢ — 1 = 0, tendo como uma das solucdes a raiz

++/5
9

positiva, = ¢, logo:

lim = .
n—00 Fn 2

O

Mantendo ainda a relagdo com o nimero de ¢, vamos calcular as poténcias dos
mesmos (ZAHN, 2011):

1+\/5)2_1+2\/5+5_6+2\/5_3+\/5_1+\/5
2 B 4 422

¢2:( +1=¢+1

Prosseguindo até n = 8:

P =00 =0+ 1)=¢*+d=(p+1)+¢=1+20

P =2 =(p+1)(d+1)=¢*+20+1=(dp+1)+20=2+3¢

P = =20+ 1)(0+1)=20>+30+1=2(¢+1)+3¢+1=3+5¢
=0 =20+ 120+ 1) =40 +4¢p+1=4(¢p+1) +40+1=5+8¢
¢T=¢"¢" = (30 +2)20+1) =6¢° + 7o +2=06(p+ 1) + 7o +2 = 8+ 13¢
P8 = ¢* 0t = (30 +2)(3d+1) =962 + 12 + 4 = 9(d + 1) + 126 + 4 = 13 + 21¢

Notemos o padrao que vai emergindo ao calculo de cada poténcia,que nos da

os seguintes resultados:

=1 + 2¢
pt=2 + 3¢
¢ =3 + 5¢
¢°=5 + 8¢
¢’ =8 + 13¢
¢* =13 + 21¢

Tal que as constantes obtidas formam a sequéncia de Fibonacci. Assim, defini-

mos a seguinte propriedade:

Proposicao 1.3.1. Para todon > 1

(bn: n71+Fn¢
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Demonstracao. Vamos provar a propriedade acima utilizando o principio de indugao ma-

tematica.

Para n = 1, temos que: ¢* = F,_1 + Fi¢p = 0+ 1¢ = ¢ A proposicao é verda-

deira, supomos agora que seja valida para n = k, tal que:

®" = Fy_1 + Fj,¢, entdo, verificamos se é verdade para n = k + 1, multiplicando

ambos os membros da igualdade por ¢, temos:

o = Frrd+ Fud?
o = Fiio+ Fu(1+0)
" = Fad+ B+ Fro
oM = G(Fro1 + Fr) + Fy,
P = Fi+ Fend.

Logo, a sentenca é verdadeira para n = k + 1.

]

Vimos assim, uma pequena parte da importante relacao do nimero

de ouro com os numeros de Fibonacci.

1.4 Fibonacci na Natureza

1.4.1 Plantas

A sequéncia de Fibonacci esta presente na natureza, em algumas plantas é
possivel observar a sua formacgao. Um exemplo é como se manifesta o crescimento dos

galhos da planta Achilla Ptarmica e que caracteristicas esta possui.

Nesta planta como podemos observar, conforme a tabela 2, seus galhos crescem

sistematicamente conforme a sequéncia de Fibonacci.

Esta sequéncia também estd presente em alguns arranjos das folhas de deter-

minadas plantas.

Na figura 5, podemos contar as folhas, seguindo-as pela ordem que aparecem,
até encontrar uma folha exatamente na vertical da primeira.

Na planta do topo contamos trés rotacoes no sentido dos ponteiros do relogio,



Capitulo 1. A Sequéncia de Fibonacci 28

Figura 4 — Achillea Ptarmica

N ] s

Fonte: (PIROPO, 2009)

Meés | Galhos
1° 1
29 1
3¢ 2
4° 3
5° 5
6° 8

Tabela 2 — Crescimento de galhos

antes de encontrarmos a folha na mesma direcao da primeira. Passamos por cinco folhas, até
que isso aconteca. Se contarmos no sentido contrario aos ponteiros do reldgio, precisamos
de duas rotagoes. Os algarismos 2, 3 e 5 sdo como vimos, nimeros da sucessao de Fibonacci.

Na outra planta, para encontrarmos a folha na mesma direcdo da primeira tem
que se fazer cinco rotagoes no sentido dos ponteiros do relégio. Passamos por oito folhas até
que isso aconteca. Se contarmos no sentido contrario aos ponteiros do reldgio, precisamos
de trés rotagdes. Os algarismos 3, 5 e 8 sdo como vimos, nimeros da sucessao de Fibonacci.

Na figura 6, podemos observar, novamente a presenca da sequéncia e desta vez

pela espiral de ouro.

Na folha de uma bromélia, podemos perceber a sequéncia de Fibonacci, através
da composi¢ao de quadrados com arestas de medidas proporcionais aos elementos da
sequéncia, por exemplo:1,1,2,3,5,8,13..., tendentes a razao aurea. Este mesmo tipo de

espiral também pode ser percebida na concha do Nautilus marinho.

1.4.2 Flores

Na figura 6 apresentamos a espiral de ouro, relacionada a sequéncia de Fibo-
nacci, observamos que esta espiral é a que formamos quando desenhamos um quarto de

uma circunferéncia num quadrado que dispoe dos nimeros de Fibonacci em suas dimensoes.
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Figura 5 — Arranjo das folhas

Fonte: (PIROPO, 2009)

Figura 6 — Espiral de ouro

Fonte: (ZAHN, 2011)

Figura 7 — Disposi¢ao de sementes

Fonte: (ZAHN, 2011)

Os numeros de Fibonacci podem também ser usados para caracterizar outras
propriedades na Natureza. O modo como as sementes estao dispostas no centro de diversas

flores é um desses exemplos.
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A Natureza dispds as sementes do girassol sem intervalos, na melhor forma
possivel, formando espirais que tanto curvam para a esquerda como para a direita. O
curioso é que os nimeros de espirais em cada dire¢do sao (quase sempre) ntimeros vizinhos
na sequéncia de Fibonacci. O raio destas espirais varia de espécie para espécie de flor.

Também um fenémeno onde encontramos a sequéncia é na disposicao das

pétalas de determinadas flores existentes. Vejamos um esquema:

Figura 8 — Disposicao das pétalas

Fonte:(PTROPO, 2009)

Estas flores estao dispostas de acordo com os niimeros de Fibonacci, elas seguem
um padrao natural em relacao as suas pétalas que acompanham a sequéncia e que se

dispoem de forma a reconhecermos a Sequéncia (1,1,2,3,5,8,13...).

1.4.3 Nautilus marinho

O nautilus é um molusco que possui uma concha de estrutura espiralada. Esta
espiral pode ser construida aplicando-se a seqiiéncia de Fibonacci como visto anteriormente,
na formacgao de uma série de quadrados que, unidos, formam um retangulo aureo. Feitos
os quadrados, tragamos uma espiral a partir da origem dos quadrados, fazendo com que
seus arcos concéntricos passem pelos pontos das sucessivas divisoes entre os quadrados,
olhando a figura observando a estrutura interna da concha do nautilus, podemos notar a
igualdade entre ela e a espiral construida a partir da sequéncia de Fibonacci.

Essa espiral é conhecida como espiral de ouro, uma referéncia ao retangulo
aureo e as subdivisoes que fazem com que a razao de seus segmentos dé como resultado o

numero ¢ seus arcos existentes. Atentamos para tal. Conforme figura, a espiral perfeita.

Observamos na figura 9 que as dimensoes do quadrados que compdem o
retangulo aureo sao 1x1,2x2,3x3,4x4... e assim sucessivamente, gerando a sequéncia de
Fibonacci 1,1,2,3,5.....
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Figura 9 — A espiral perfeita e o retangulo dureo

55

Fonte: (BELINI, 2015)

Este padrao nao é por acaso, visto que é observado com frequéncia na natureza,
pois o retangulo dureo preserva as proporg¢oes resultando no niimero de ouro, visto na

secao anterior.
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1.5 Fibonacci e os Niimeros de Lucas

Figura 10 — Retrato de Francois Edouard Anatole

-

Fonte: (POSAMENTIER; LEHMANN, 2010)

O matemaético francés Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891) que nasceu
em Amiens-Franca e estudou na Ecole Normale. Além de servir como um oficial de artilha-
ria na Guerra Franco-Prussion, Lucas foi nomeado professor de matematica no Lycée Saint
Louis, e mais tarde, no Lycée Charlemagne, ambos em Paris. Ele pode ser considerado o
responsavel pela divulgacao da Sequéncia de Fibonacci pela Europa, inclusive, ele proprio,
estudando o Liber Abaci e o problema dos coelhos ficou fascinado com os nimeros de
Fibonacci, que homenageou tal matematico batizando a famosa sequéncia, até entao nao
tao conhecida pela Europa (LIVIO, 2008).

Apéds estudar os nimeros de Fibonacci, Lucas meditou sobre o inicio da sequén-
cia, imaginando o que aconteceria se a mesma tivesse comecado com 1 e 3, em vez de 1 e 1.

Dessa forma, listamos abaixo os 13 primeiros nimeros de Lucas (VAJDA, 2008):

n|0|1}2(3/4,/ 5|6 | 7|89 ]10 11 | 12
L, | 2134|711 [18]29 |47 |76 | 133 | 199 | 322

Tabela 3 — Ntmero de Lucas

Observando a tabela acima,sendo Lo = 2, verificamos que a mesma obedece

um padrao, semelhante a sequéncia de Fibonacci,o que permite a definicao a seguir.

Definicao 1.5.1. Definimos a sequéncia de Lucas pela relagao de recorréncia, com L =1
e L2 = 3:
Ln+1 = Ln + Ln—17 nz=l

Varias das propriedades verificadas pelos nimeros de Fibonacci também se

verificam para os nimeros de Lucas. Provaremos algumas delas.
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Proposicao 1.5.1. Paran > 1,

Lpi1Llny — L2 =5(-1)""

Demonstracao. Aplicando o principio de indugao para n = 1 e n = 2, o resultado é
verdadeiro, pois LyLy — L? = 5(—=1)" > 5=>5¢ LyL, — L2 = 5(—1)' = —5.

Assumimos, por hipdtese, que a proposicao seja verdadeira para n = k,

LiiiLy_y — L2 = 5(=1)*", entdo para n = k + 1, temos:

Ligr (Lypr — Ly) = L = Ly — Ly Ly — L
= Ly — L (Lysr + Ly)
= L}, — LiLis
= (-5 (=1
— 5(=1)"

Proposicao 1.5.2. Paran > 1,

n

D Li=Luz—3

i=1
Demonstmgig. Usando indugao sobre n, paran =1, temos que, L; = L3 —3 —>1=1e
paran = 2, Z L; =L+ Ly = Ly — 3 =4, logo vale as bases da indugao.

Assumimos, Z;(;r hipotese, que seja verdadeira paran = k, tal que, L1+ Lo+ Ly + ...+ Ly =

L9 — 3. Adicionando Lj,; a ambos os membros da igualdade, temos:

(Li+ Lo+ Ls+ ...+ Lg) + L1 = Lgio—3+ Ly
— Lpo—3+Lp+1
= Lk+2+Ly+1-3
= Ly3—3

Proposicao 1.5.3. Paran > 1,

Z iLi =nlnio — Lyig+4

i=1
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Demonstra¢ao. Para n = 1, temos 1L — Ly +4 = 14 —-7+4+4 =1 e paran = 2,
2

Zz’Li =1L, +2L2 = 2Ly — Ls + 4 = 7 logo o resultado se verifica para n = 1 e 2.
i=1
uponhamos, por hipotese, a proposicao ser verdadeira para n = k,

k
D iLi = kLiss = Liss +4

i=1

Adicionando (k + 1) Li41 a ambos os membros da igualdade:

(Li+ Lo+ ...+ kLy)+ (E+1)Lyyy = kLpyo— Lpys+4+ (k+1) Ly

= [(k+1)Lgro — Lky2] — Liys + 4+ (K + 1) Ly
k+1)Lgio+ (K+1)Lgyr — (Lggo + Lgys) + 4
) (Lis2 + Li1) = (Lo + Ligs) + 4

(
-
( ) Lgrs — Lgiga + 4

kE+1
kE+1
Logo, a proposicao ¢é verdadeira para n = k + 1.

]

As duas sequéncias estao intimamente relacionadas, listamos algumas identida-

des abaixo:

1) Ln = lpy + anl
i) L, = F, + 2F,_,
iii) 2L, 1 = 5F), + L,

Das identidades acima, provaremos a rela¢ao i) pelo método de indugao, as

outras sao provadas de modo analogo.

Ln = I'ny1 + anh n>=1 (12)

Demonstragio. Observamos, inicialmente, que esta propriedade ¢ valida para n=1 e 2,

Li=F+ Fy=1e Ly = F5+ F, = 3.Suponhamos ser verdadeira para n < k,

Ly+ Ly = Fyoi+ Fypr + Ly
Livi = (Fro1+ Fre) + (Fr—2 + F)
Liyi = Frp+ Fryo

Logo, ¢é verdadeira para k + 1. O
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As relagoes de recorréncia de L, em funcao de F),, servirdao como base para

demonstrar algumas propriedades envolvendo ambas.

Proposicao 1.5.4. Paran > 1,

Ln+1 + Lnfl = 5Fn
Demonstracao.

Lysi+ Loy = Lo+ L1+ Loy
= (Foy1+ Fo) +2(F, + F9)
= F,+F, 1 +F,1+2(F,+ F, )
= F,+2F, 1+2F, +2F, 5
= F,+2F,+2(F,_1+ F, 2)
= F, +2F, + 2F,
= bHF,

Proposicao 1.5.5. Paran > 1,
L,=F,+2F,

Demonstracao. Provaremos por indugao sobre n, paran=1en =2, L4 = F; + 2F) —
1=1e Ly = F,+ 2F;, — 3 = 3 verificamos que a proposi¢ao ¢ verdadeira. Por hipotese,

assumimos que a proposi¢ao seja verdadeira para n = k, tal que: Ly = Fj, + 2F};_,. Entao:

Frp+2Fy 1 = Fpp— Frq+2F
= Frpp—Fra+ Feoy + Fr
= Frp+ Fra

= Lpn
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Proposicao 1.5.6. n > 1,

FQnZFnLn

Demonstracio. Considerando as sequéncias de igualdades, temos:

Fon = Fugn
= FoaFo+ F,Foa
= F,(Fu1+ Faia)
= F,L,

]

Como podemos observar, ha diversas relagoes existentes entre essas grandiosas
sequéncias e a contribuicdo de Lucas foi um marco importante para a difusao dos niimeros

de Fibonacci.
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2 Fibonacci e a Teoria dos Nimeros

Nesse capitulo vamos abordar teoremas e propriedades relacionando os niimeros
de Fibonacci com a teoria dos nuimeros, destacando-se a Formula de Binet, Fungoes
Geradoras, Triangulo de Pascal e Composicoes. Para tanto, as principais referéncias
utilizadas para provar as demonstragoes aqui apresentadas foram (GRIMALDI, 2012),
(COSTA, 2015), (KOSHY, 2019), (SILVA, 2017)

2.1 Relactes de recorréncia e Féormula de Binet

No capitulo anterior vimos que a definicao 1.1.1, é a relagao de recorréncia que
nos permite encontrar qualquer nimero de Fibonacci conhecendo seus termos anteriores.
Agora, considere a relagao de recorréncia linear homogénea de segunda ordem, tais que a
e b sdo termos constantes, com b # 0 (SANTOS, 1998).

Tpi1 = aT, + bx, 4 n,e N* (2.1)

Observando essa relagdo de recorréncia quando xrg = 0exz; =1=a =0, a
mesma nos remete a sequéncia de Fibonacci, no entanto, para determinar quaisquer termos
dessa sequéncia ¢ necessario conhecer seus termos anteriores, algo que pode tornar-se
trabalhoso dependendo do valor de n que desejamos encontrar.

Para tanto, Seja x,, = cr” solucdo da relacao de recorréncia 2.1 tal que cr™™! =

acr™ + ber™™ !, com er # 0. Dividindo a relacdo por er™™!, temos:
r—ar—b=0 (2.2)

Esta igualdade é a equacgao caracteristica da relacao de recorréncia. O préximo

teorema mostra como as solucgoes dessas igualdades estao relacionadas.

Teorema 2.1.1. (KOSHY, 2019) Sejam 1 e ry solucdes distintas da equagdo r*—ar—b = 0,
entdo todas as solugoes da recorréncia x,41 = ax, +br,_1 sao da forma x, = Cir} + Cory,
C1 e Cy constantes. Sendo que para cada condicio inicial xo = Yy e x1 = Y7 hd uma unica

solugdo para a relacao de recorréncia.

Demonstracdo. A principio, vamos mostrar que x, = C1r? + Cyrl, de fato, é solucdo da
) 1 29 )
recorréncia ,,1 = at, + bx,_1, sendo r; e ry raizes da equacdo 2 — ar — b = 0, tal que

r?=ar, —bers=ary —b.
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Tpy1 = axp+br, 4

Tpr1 = a(Cir] + Cor) + b (Coirf ™ + Cory ™)
Tpi1 = aCyr 4 aCorl + bCyr7 ™t + bCorl™
Top1 = (aCyr + 6O Y) + (aCyrt + bCyry™)
Tpi1 = Oyt (ary +b) + Cor™ ! (ary + b)

Tpyr = O™+ Cory™

O

Assim, a primeira parte foi provada. No entanto, precisamos verificar se as

condicOes iniciais estabelecidas no teorema sao satisfeitas.

Como z,, = Cyr! + Cyry é solucao da recorréncia z,y1 = ax, + br,_; e
considerando as condig¢oes iniciais o = Yy e 1 = Y7 vamos encontrar os valores de (] e

C5. Assim:
=C1+ (Y
Y: = Ciri + Carg

Resolvendo o sistema, encontramos as seguintes solugoes, com ry # ro:

Y, - Y. Yor1 — Y3
) = 1 072 e Cy— o1 1

L — 79 T — T2
O que completa a prova do teorema 2.1.1, como queriamos demonstrar.

Apés esses resultados preliminares através das relacoes de recorréncia, como
aplicacao, consideremos a sequéncia de Fibonacci Fj,;1 = F,, + F,,_1, tal que F; =1 = F5,
uma relagao de recorréncia de Segunda ordem de equacdo caracteristica 1> —r — 1 = 0,

: . , 1+ \f 1-+/5
cuja solucao sao as raizes a = el = —
im, conform rem j = Cho 5 uca r recor-

Assim, confo eoteoe a, seja F, = Cha™ 4+ Cy% a solucdo geral da reco

réncia, com as condigoes iniciais Fy = 1 = Fy:

F1=C'1a+026=1
FQ = ClOé2 + 0262 =

Resolvendo o sistema acima em funcao de C e Cs, encontramos as constantes
1 1

C
NG

E finalmente, substituindo o resultado encontrado na solucao geral:

Cr =
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V5

F, = (2.3)

a”—ﬁ":1<1+2\/5>n 1 (1—\/3)”

VB Wb 2

Esta é a formula de Binet, descoberta em 1843 pelo matematico francés Jacques
Binet (1786-1856).

Exemplo 2.1.1. Encontrar o vigésimo quinto nimero de Fibonacci, n = 25.

Fys — \}5 ((1 +2*/5>25 - (1 _2\/5>25> _ 75.025

Como consequéncia da féormula de Binet existem algumas propriedades em

funcao de F,, (GRIMALDI, 2012), nesse sentido, consideremos as seguintes identidades

relacionadas as raizes o = L +2\/5 el = L _2\/5:
a+pf =1 (2.4)
a—f = V5 (2.5)
af = -1 (2.6)
2+ B =3 (2.7)
@ = a+1 (2.8)
B = B+1 (2.9)
Diante das identidades acima e considerando que F;, = a; : gn, vamos provar

algumas propriedades.
Proposicao 2.1.1. Paran > 1,

F2

n+l

2 _ 2
anl_FQn
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Fy Fi_l =

n+1

2n+2

92 (Oéﬁ)n-i_l

antl — Bn-i-l 2 a1 _ gn—
() - (%

a?" 2 42 (ozﬁ)n_l

Bnl2
)

o 62n72

(a—B)°

Q22 4 B2 2

-2 _ B2n7

2

O
2n 2 +ﬁ2nﬁ2

)2
(0022

(as) 5

(cv

- a? — 52<a2n . 5%) B

&
(

)(o = B)(a®" — B*")

(a—B)°
= F2n

Proposicao 2.1.2. Para todo n > 1, Fy, 1 F5, 1 —

a2n+1 _ B2n+1 a2n—1 _ 62n—1

2
a+p
(

a—pf)(a—p)

Fy =1

2
F2n+1F2n—1 - an =

a—f a—f

[a4n _ a2n+152n 1

— O =

~ [-(apy g -
(-1t

= @+ 5% +2]
=1

— O] = Ot

=;B+ﬂ

Proposicao 2.1.3. Para todo n > 1,F2 , + F. =

a2n+2 o

(a6)2”_1.a2

(_1)271,71‘0(2

@2n _ 52n 2
_( a-p )

6271-1—1 2n—1

64n a4n + 2(056)
+2(af)™]

+2(=1)""]

F2n+1-

an+1 o Bn-'rl 2 a — ﬁn 2
() (=7

2(af)" + 5>

(o —p)?

2n+2 1
Oén+ (Oé"‘a)

+ 8B+ 3)

(= p)?

a2n+2(a _ B) + 52n+2 (5 _

a)

(o =)

Q22 o223 4 gAn+2

_ B2n+2a

(o = B)?
_ 52n+1)
(o = B)

- F2n+1

(a2n+1

2n /6471]
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2.2 Funcoes Geradoras

As fungoes geradoras utilizam técnicas que se tornam ferramentas poderosas
para a resolucao de problemas nas diversas areas da matematica. O estudo dessa importante
ferramenta teve inicio com o matemaético francés Abraham de Moivre (1667-1754), sendo
utilizado por mateméticos famosos em suas teorias, Euler (1707-1783), Laplace (1749-1827),
Bernoulli (1687-1759) (RIBEIRO et al., 2019).

De Moivre utilizou func¢oes geradoras para encontrar uma férmula fechada para
determinar diretamente os nimeros de Fibonacci.

Neste trabalho trataremos de funcao geradora ordinaria.

Definigao 2.2.1. Dada uma sequéncia numérica f = (fo, f1, f2,...), a fungdo geradora
ordindria para esta sequéncia € dada pela série de poténcias que tem o coeficiente de x*

tqual a f;, para todo 1 =0,1,2,...:

f (.CE) = fo + f1$ + f21'2 + f3x3 + ...+ fnl‘n

A definicdo acima também pode ser representada pelo somatorio:
0¢]
fl@) =) fua”
n=0

Do entendimento dessa defini¢ao e utilizando técnicas de manipulacoes algé-
bricas vamos aplicar na relacao de recorréncia de Fibonacci afim de encontrarmos uma

formula fechada para a mesma. Assim,
Fn+1 = Fn + Fn—la n = 1,S€Ild0 F() =0 e F1 =1

Multiplicando a relagao de recorréncia por x,, aplicando a definicao para a soma dos

termos,
Foox" = Fao"+ F,_a"
o0 o0 o0
Z F,x" = Z F.a" + Z F,_a"
n=1 n=1 n=1
F(x) —
Fla) -z = F(x)+aF(x)
x
x
Ja -
(%) 1—x— a2

Esta ¢é funcao geradora da féormula de Fibonacci, a partir dela, e aplicando

fragbes parciais, encontraremos uma férmula fechada para a mesma.
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Da subsecdo 2.1 vimos que as raizes da equacio 1 — x — 2% sdo ky =

1-v5
ky = —g ) assim:

@ = wona-g
T (1= k)1 — ko)
A B

+
1—k1$ 1—k'2.CC

Para calcular as constantes A e B,

A N B A(l — zky) + B(1 — xks)
1—FKkx 1—kex (1 —zky)(1 — xks)
A — Axk, + B — Bxk,
(1 — zky)(1 — xky)
A+ B + x(—Ak, — Bks)
(1 — xky)(1 — xky)

Obtemos o sistema de equagao,

A+B=0
—koA—k;B=1

1
= ——— Assim, temos que:

1
VY-

Cuja solugao ¢ A =

. — x = — x
V|1l —kix 1—kox n—0 ' n=0 ’
Ky — kg

V5

Esta ¢é a formula fechada para determinar o enésimo ntimero de Fibonacci que

F, =

encontramos a partir da funcao geradora aplicada a relacao de recorréncia, a férmula de
Binet 2.3.

2.3 Triangulo de Pascal

O Tridngulo de Pascal, recebe este nome em homenagem a Blaise Pascal (1623-
1662), matematico, fisico, fildsofo e escritor francés, que estudou e demonstrou diversas
propriedades deste no trabalho intitulado “tridngulo aritmético” (SILVA, 2009), publicado
no ano de 1654.
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O triangulo de Pascal possui caracteristicas especificas.EE simétrico e suas linhas
crescem infinitamente, além de diversas propriedades e relagoes, as quais nao fazem parte
do objetivo desse trabalho. No entanto, nos perguntamos qual a relagdo deste famoso

tridngulo com a Sequéncia de Fibonacci?

De acordo com o triangulo de Pascal, observando a figura abaixo, percebemos
que a soma das diagonais nos remete a sequéncia (1,1,2,3,5,8,13,21....) e é infinita assim
como as linhas dos tridngulos e seus nimeros. E interessante destacar que Fibonacci, havia
estudado esse Triangulo, pelo seu similar o tridngulo chinés, o que é incrivel uma vez que

Pascal nasceu 400 anos depois de Fibonacci.

Figura 11 — Triangulo de Pascal

i
- Lo 1 1
st il
A ORS)
Y 510710 5 1
; }8 6 152015 6 1 3( o) 3( = )3( = )3
h A 33 2 7 1
34214« 82856 70 56 28 8 1 ) DEG)
%9736 84 126126 84 36 9 1 + 4y (a2 (4
80‘"3.,1 10 45 120210 252210 120 45 10 1 ) GGG

Fonte: (SILVA, 2017)

Os numeros de Fibonacci também podem ser escritos em func¢ao do triangulo

de pascal, conforme segue:

F, = 1Fn
Fooyw = 1F, +1F, 4
Foio = 1F, +2F, 1 +1F,
Fois = 1F, +3F, 1 +3F, 2+ 1F, 3
Foya = 1F, +4F, 1 +6F, o +4F, 3+ 1F,_4
Fois = 1F, +5F, 1+ 10F, 2+ 10F, s+ 5F,_ 4+ 1F, 5

Para construcao do triangulo, Pascal utilizou conhecimentos da teoria combina-
toria, por isso, antes de apresentar o teorema desta se¢ao, vamos listar algumas propriedades

basicas dos coeficientes binomiais que servirao como base para o entendimento do mesmo.

n!
> k;

" s
n (n — k)E!
L) =L k=0

0, n<k.
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n n n+1 . :
(- 1) + <k> = < ) ) Relagao de Stifel

O teorema a seguir se deve aos estudos de Lucas que utilizou os coeficientes

binominais para determinar o termo geral da sequéncia de Fibonacci.

Teorema 2.3.1. Formula de Lucas, para n = 0,

() (3 (39 ()

Demonstracao. Utilizando o principio de indugao sobre n: Paran = 0en = 1, a identidade

se verifica, suponhamos que seja verdadeira para k < n,

F - (k51)+(k;2)+(k;3)+....
Fioi - (’g)+("?;1>+<k;2>+.(k§3)+._.

Adicionando as duas equagoes acima:

et ()| () = COPHC) = G - 00)

E utilizando a relagao de Stifel:

o k+1 N k N kE—1 N k—2 N k—3 N
k+2 = 0 1 9 5 4
Logo, o teorema é valido para k + 1, como queriamos demonstrar. O

Para exemplificar o teorema acima, calculemos F;,, para n = 5:

(00 () romee-

O que pode ser observado nas diagonais inversas/ascendentes da figura 11



Capitulo 2. Fibonacci e a Teoria dos Niumeros 45

2.4  Subconjuntos

Nesta secao iremos relacionar os niimeros de Fibonacci com os subconjuntos,
nesse sentido, Para n > 1, seja S, = {1,2,3,4,.....n} ¢Sy = &, entdo o nimero de

subconjuntos de S,, é 2".

No entanto, estamos interessados em encontrar o nimero de subconjuntos de
S,, com inteiros nao consecutivos, assim, para n > 0 vamos denominar a, como o numero
de subconjuntos de \S,, que possuem inteiros nao consecutivos. Considere os

conjuntos Sy, S1, Sa, 93,54 e S5 e seus respectivos subconjuntos, conforme a tabela abaixo.

n Subconjuntos de inteiros nao consecutivos p
0 %} 1
1 a.{1} 2
2 a.{1},{2} 3
3 a.{1},{2},{3},{1,3} 5
4 o.{1}.{2},{3} {4} {1,3} . {1,4} . {2,4} 8
5 @41}, {2},{3},{4},{1,3},{1,4},{2,4},{5},{1,5},{2,5},{3,5},{1,3,5} | 13

Tabela 4 — Subconjuntos

Observando a tabela acima vemos que ayp = 1 € a; = 2 , e que o nimero de

subconjuntos subsequentes a + 1 , inclui os dois ultimos subconjuntos anteriores, a,, € @, _1.

Dessa forma, temos a seguinte relagao:

Up1 = Qp + Appr N =2

Neste caso, a relagdo de recorréncia é a mesma dos nimeros de Fibonacci, mas

as condigoes iniciais sao diferentes. Aqui temos;ag = 1 = F; e 1 = 2 = F3. Portanto,

\%

0 (2.10)

ap = I'ny2, n

Podemos relacionar essa recorréncia a alguns exemplos, como os n — bits que

formam palavras binarias que possuem os digitos 0 e 1, mas considerando niimeros 1s nao

consecutivos.
n palavras com n — bits b,
0 0 1
1 0,1 2
2 00,01,10 3
3 000,010,100,001,101 5
4 1 0000,0100,1000,0010,1010,0001,0101,1001 | 8

Tabela 5 — Bits
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Um outro exemplo no qual essa férmula de recorréncia se aplica. Seja S, =
{1,2,3,4,....,n— 1,n,n + 1}, para n > 1, estamos interessados nos subconjuntos de S,, da

forma {ay,as, as, ...a}, que satisfagam as seguintes condigoes:

1) a <ag <az < .. <ay,k;

nan

2)a; é impar para "i" impar, i < n;

nan

3) a; é par para "i" par, i <n.

Os subconjuntos satisfazendo as condi¢des acima, sao chamados subconjuntos

alternados.

2.5 Composicoes

Antes de chegarmos ao objetivo desta secao, vamos analisar alguns conceitos
relacionados a particao de um inteiro positivo n.Esta é definida como decomposicao de
um inteiro positivo n como soma de suas “partes menores”, onde a ordem nao é relevante.

Nesta secao, consideraremos a particdo ordenada de um inteiro positivo, ou
seja, a ordem de sua composicao sera relevante, para isso vamos considerar a permutacao
de suas partes.

Como exemplo, vejamos a figura 12 abaixo com as parti¢oes ordenadas para

n = 3,4,5,6, cujos nimeros destas parti¢goes sao respectivamente 4, 8, 16, 32.

Figura 12 — Particao

n Partigdo ordenada (1) N® de partigdes
ordenadas

3

3 |2+ 142 4
1+1+1
E
3412143

4 2+2 g
24141, 1424114142
2+2
1+1+1+1
>
4+1.1+4

5 (32243 16

3L I3+ 1143

24041 2414214242

DHLHIHL 14241 1414241 1414142
1+1+1+1+1

6

53l B B

4422+

4141 1+44+1,14+1+4

6 34242, 34142, 243+1, 24143 14342, 14243 3+1+14+ L 13 +H1+L 1+ 141+
3

3+3

2+2+42

242+1+1 2+1+2+1 2+1+1+2 1+2+42+1 1+2+1+42

14242+1 241+ 11+ 12411+ 14124141, 141414241, 141414142,

1+1+1+1+1+1

Fonte: Elaborada pela autora.

Observamos o padrao que vai surgindo para o nimero de parti¢oes ordenadas

de n, é 2", Vamos provar que isto é verdade.
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Demonstracio. Para n = 2, temos que 2" ! = 2, logo é verdadeiro, uma vez
que as partigoes ordenadas de 2 sao [2,1+1]. Por hipdtese, supomos que seja verdadeiro

para n = k, tal que k maior ou igual a 2, 2"~! Devemos mostrar que vale para n = k + 1.
k

2
Adicionando "+1’ & tiltima soma dos 2! particoes de k, existem 2(2F71), tal que 2.5 = ok
logo é verdadeira paran =k + 1.
E mais, podemos observar que o ntimero de parti¢oes ordenadas de n é igual
o ntimero de subconjuntos de S,_; é 2" !.Isto nao é por acaso, uma vez que existe uma

relacao biunivoca entre eles. Como exemplo, para visualizarmos como essa bijecao acontece,

tomemos a parti¢do ordenada para n = 4 e os subconjuntos de {1,2, 3}.

Para tanto, consideremos uma das particoes de n = 4 e a quantidade e posi¢ao

dos sinais (sn) de +:

1+1+1+1
l l l
1°sn 2°sn 3°sn
(1+1+1)+1
R
{1,2}

(1+1+1)+1
—_—
3+ 1

Na particao acima cujos termos sao iguais a 1, temos trés sinais de +, represen-
tando o conjunto {1, 2,3}, colocando parénteses convenientemente, obtemos o subconjunto
{1,2} que corresponde a composicao (3 + 1) de 4. Assim, permutando os parénteses nas

composicoes cujos termos sao iguais a 1, temos:

4 — {1,2,3}

3+1 — {1,2}

1+3 — {2,3}

2+2 — {1,3}
2+1+1 — {1}
1+2+1 — {2}
1+14+2 — {3}
1+14+41+1 — {&}
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O que ilustra como as 2"~ particoes ordenadas de n estdo relacionadas com os

subconjuntos de S,_1. Os resultados apresentados até agora sao importantes e veremos

como estes se relacionam com os numeros de Fibonacci.

Em 1974, K. Alladi e V.E.Hoggat Jr, estudaram a parti¢ao ordenada de um

inteiro n cujos termos sao 1’ e 2’ . Dessa forma, consideremos a figura 13.

Figura 13 — Composigoes

Composigdes de (1)

1

2
1+1

2+1, 1+2
1+1+1

242
24141, 1424114142
1+1+1+1

w

24241 2+14+2,1+242
2414141, 24141 114241, 11 +142
1+1+141+1

24242

2424141 2414241 241142 14+2+24+1 1+241+2

H2H241 24111 H24H 1 L 24 1] T T 124D 14114142
1+1+1+1+1+1

Observamos qu

Fonte: Elaborada pela autora.

e: Cl = 1,02 :2,0323,0425,05

ilustramos o seguinte teorema.

= 8, (s = 13, dessa forma

Teorema 2.5.1. O numero de composicoes C,, de um inteiro positivo n, usando somente

1's e 2's ¢ dado por C,, =

n+1-

Demonstracao. Utilizando fungoes geradoras, seja:

Logo, C,, = Fj,;1.

() = Cix+ Cox® + C32° + -+ Cpz™ + -+
() = C12°+ Coa® + Csa* + -+ Cpya™ + -+
() = O+ +Cpox" +---
() = x4+ 27
x + x?

(z) = 1—x—2a?

[ee}

= Foz™ + Z Fa"
0

-8 =8

a0
(Fo+ Faop)a" = ) Frpa”
1
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3 Fibonacci e Algebra Linear

Neste capitulo veremos como os nimeros de Fibonacci estao associados as ma-
trizes e determinantes, utilizando das propriedades destas para demonstragao de resultados
importantes. As principais referéncias consultadas foram (GRIMALDI, 2012), (KOSHY,
2019) e (BOLDRINI; COSTA; FIGUEREDO, 1980).

3.1 Matriz Q

Inicialmente definimos a matriz Q e como esta se relaciona com as propriedades
dos nimeros de Fibonacci. A matriz (Q tem seus primeiros registros na tese de mestrado

de Charles H. King (1960) e pode ser definida como segue:

11
Q =
10
A partir desta matriz e utilizando as propriedades da multiplicagdo de matrizes,

obtemos a poténcia de ", para n = 2, 3,4, 5, assim:

_ 92 — -

o |1 |2 !
10 11
__3__

o [V |3 2
10 2 1
__4__

o |11
-5 ol -
__5__

R L
10

Podemos observar que a cada poténcia de Q™ vai surgindo um padrao,conforme
abaixo:
Fy Fy F3 Fy Fy F3

Q= Fs Fy
F, F, F, B F | F, F3|

Sendo que a matriz resultante de cada operacao é formada pelos ntimeros de

Q= Q= Q=

Fibonacci, dessa forma, podemos induzir que para Q":
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Fn+1 Fn
Fn anl
Para demonstrar que o resultado acima é verdadeiro, vamos utilizar o principio da indu-

L

Para n = 2 o padrao também se verifica, pois:

, B Bl |21
e[ Al

B F
Suponhamos que a sentenca seja verdadeira para n = k:

Q" = Fry Fy
Fr  Fp

¢cao,para n = 1, temos:

le F2 Fl
F F

E multiplicando Q* por Q!, temos que:

Fryr i

kAl _
v [Fk Fi1

(11
10
Frp + Iy, Fk+1] _ Frio Fk+1]

Qk+1 _
Fp+Fr1  Fy _Fk+1 Fy

Logo, ¢ a sentenca é verdadeira para n= k+1. Como queriamos demonstrar.
Proposicao 3.1.1. Paran > 1,
Q" = FQ+ Foal

Para mostrar que a propriedade acima é verdadeira, vamos desenvolver a relacao

de recorréncia fazendo as substitui¢coes necessarias.

10 1 1
Seja I = [0 1] , a matriz identidade e () = [1 ]

0
11 10
"=F, + F—
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(F, F| [F 0
Q" = + "
_Fn 0 0 Fn—l
. _Fn + anl Fn
Fn Fn—l

Considerando que F, .1 = F,, + F,,_1, temos que:

Fn+1 Fn

Q - Fn anl

Como queriamos demonstrar.

No capitulo 1, vimos que o limite da razao dos nimeros consecutivos de
n+1

Fibonacci é igual a lirrolo = ¢. Agora veremos como este se relaciona com as matrizes.
n—

n
Assim, segue:

Teorema 3.1.1. Paran > 1:

lim =
n—00 anl

Q" _fe+1 0
[0) 1

Demonstracao. Utilizando as relacoes de limites e as relacoes de recorréncias, temos:

1. Fn+1 1 Fn
RN S PSR O e DO o N
P P | By Faa| | im % Jim ¢ 1

n—00 Fn—l n—00 Fn—l

Como ¢* = ¢ + 1, Temos que:

3.2 Matriz M

Estudada em 1983 por Sam Moore, a matriz M traz caracteristicas associadas

vl

a sequéncia de Fibonacci.



Capitulo 3. Fibonacci e Algebra Linear 52

Vamos analisar as poténcias de M", até n=5. Seja n > 1.

o |t 11| |2 3
1 2|(1 2] |35

i |28 s o8
1 2[[3 5] |8 13

M4_11__58 |13 21
12| (8 13| |21 34

R EE Y N RE I I T
12|21 34| |55 89

Observamos que vai surgindo um padrao, similar ao que ocorre com a matriz
Q estudada na secdo anterior, embora os padroes de ambas sejam diferentes, mas os dois

resultam nos ntmeros de Fibonacci, assim:

Fy, F,
M= [P 2
Fo  Fopnp

Vamos mostrar que o resultado para a matriz M", é verdadeiro. Assim utilizando

e
1 2
Para n = 2, o resultado também se verifica:

it

Suponhamos que a relagao seja verdadeira para n = k, tal que:

A — Fop_1  Fop
For  Frqa

o principio da inducgao, para n = 1, temos que:

Ml_ Fl FZ
Fy Fy

Ml_ FS F4
F, F;

Entao, devemos mostrar que a relagao é verdadeira para n = k + 1.
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ME A = Fopw Py L1
| For Fopa | |12
AR Fopy + Fo, Fopy + 2Fy,
_F2k+1 + Fop1 Fop + 2F54
Ak Fop1 + Fop, Fopq + Fop + Fop,
_F2k+1 + Foryr Fop + Fopgr + Fopq
Mk Fop Fopio
_F2k+1 + Fop Fopyo + Fopn
MkJrl _ F2k+1 F2k+2
_F2k+2 Fopqs

Considerando a definicao F, 1 = F), + F,,_1 quando n = 2k. Logo é verdadeira

para n = k + 1, como queriamos demonstrar.

De forma analoga a se¢do anterior, vamos mostrar que o limite da matriz M é

convergente, conforme segue.

Teorema 3.2.1. Para n > 1.

) M™ 1 F2n71 FQ”
lim =
n—00 an,1 Fanl FQn F2n+1
Demonstracao.
lim Fona lim Fon
=0 fh, g no®0 Fo, g [1 (b]
i Ly 20t b ¢

=0 fo, 4 om0 [y, g

Considerando ¢* = ¢ + 1, temos que:

L ¢
o o+1

Dessa forma, concluimos a prova. O]

3.3 Determinante

No capitulo 1, estudamos as principais propriedades dos ntimeros de Fibonacci,
veremos como que estas se relacionam com a Matriz (), seu determinante, sua matriz

inversa, seus autovalores e autovetores no processo de diagonalizacao.
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Calculamos determinante da Matriz Q:

11
10

Iniciar o processo de diagonalizagao da Matriz (), encontrando primeiramente

seu polinémio caracteristico.

10
Seja [ = [0 1], a matriz identidade 222, consideremos a equagao (1), tal que:

el )

Resolvendo o polinémio caracteristico, encontramos as raizes:

1-Xx 1
1 -2

=N -)1-1

14++/5 \ 1—+/5
— , =

A
! 7 ¢ 2

(Q — A)v =0, tal que v é o vetor coluna (x,y).

1++/5

0

2
Resolvendo o sistema,
1 5
<ﬁ;ﬂx+y:0
1 5
2

1 5

Uma solucao possivel é xy = +2\[ e y; = 1 Aplicando o mesmo procedi-
1-+5

mento para Ao, encontramos o autovetor r, = e Yo = 1. Os autovetores formam

2
a matriz P, tal que:

1+45 1—4/5
2 2
1 1
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Cuja inversa é P!,

V5 —1

2v/5
V5 +1

VB o2v5

|
=
— Qv

A matriz diagonal D formada pelos autovalores:

14+4/5 0

1-+5
2

Considerando Q™ = P.D™. P!, Chegamos ao seguinte resultado:

1 1+4/5 1—4/5

Fy= 3 = (5]

A férmula de Binet , do capitulo 2.

Utilizando as propriedades dos determinantes , calculamos Q":

Det(Q™) = Det(Q.Q" 1)
= DetQDetQ™ !

= Det(Q")
Assim, concluimos que aplicando o determinante na Matriz (), obtemos:

FnJrl Fn

= —1”
Fn Fn—l ( )

Desenvolvendo o determinante acima, chegamos a propriedade 1.2.9, do capitulo 2, conhe-

cida como Férmula de Cassini, Fj, 1 F,1 = F2 + (—1)™.

Utilizando novamente as propriedades dos determinantes e considerando as

seguintes matrizes:

Fm+1 Fm

Q N Fm Fm—l
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Qn: Fn+1 Fn
Fn anl

Calculamos os respectivos determinantes e multiplicamos os mesmos para assim

obtermos uma das propriedades dos nimeros de Fibonacci, lembrando que Det (Q™.Q™)

— Det (Q"). Det (Q™):

Fn+1 Fn
Fn anl

Fn+1 Fn

:Fm n Fm n— _F2
Fn Fnil +n+1 + 1

m+n

Eparam>1en > 1, temos:

2
Fm+n+1Fm+n71 - Fm+n

= (Ferlmel _Fs@><Fn+1Fn71 _Fs) (31>

Teorema 3.3.1. Seja A, a matriz nXn, dada abaizo, entao ¥ n # 1, DetA, = Fy,,».

o o0 o0 o0 0 - -1 3

Demonstracio. A prova sera feita por inducgao, verificamos se a proposicao é verdadeira

—1

3
para n=1 e 2, assim, DetA; = 3 = F; e DetAy,= = 8 = F%, 0 que se verifica.

Suponhamos, por hipotese, que a proposicao seja verdadeira para k < n

1 -1 0 - 0
0 3 —1 -~ 0
A = 3|Au|+ B
0o 0 0 -1 3
= 3|Ap_1| — [Ap—2]

= 3Fop-1)+2 — For—2)42

= 3Fy — Fopo

= o + Fop + (Fok — Foy )
= Fop + (For + Fop1)

= Fo, + Fopnr

= Fopyo

Logo, a proposicao para todo n > 1. O
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4 Polinomios de Fibonacci

Nesse capitulo exploramos os polinomios de Fibonacci, algumas de suas proprie-
dades, derivada e matriz Q(z). As referéncias utilizadas foram (KOSHY, 2019), (FALCON;
PLAZA, 2009) e (OZKAN; TASTAN, )

4.1 Definicao

Os polinémios de Fibonacci, como sao conhecidos, foram estudados e assim
denominados pelos matematicos Charles Catalan e E. Jacobsthal em 1883. Neste trabalho

vamos utilizar a definicao segundo Catalan.

Definicao 4.1.1. Seja F,(x), com n = 0, o polindmio de Fibonacci é definido pela relagio

de recorréncia, Fi(x) =1 e Fy(z) = x:

Foii(x) = zF,(z) + Fq(2)

Com base na relagao de recorréncia acima vamos listar os cinco primeiros
polinémios de Fibonacci e logo abaixo o grafico destes (14), embora nao estamos interessados

nas raizes, mas em seus coeficientes, como veremos mais adiante.

Fi(z) =1
F(z) = =z
Fy(r) = 2*+1
Fy(r) = 2°+2x
() = 2*+322+1

Um resultado importante que esta relacionado com algumas propriedades e
identidades, como veremos na préxima se¢ao, ¢ a expansao dos polinémios e sua relagao

com o binémio de Newton, 15.
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Figura 14 — Grafico dos polinémios de Fibonacci até 5° ordem

Fonte: Wolfram.

Figura 15 — Expansao binomial de ordem 7

[
®

X
s 2%+ %0

s 33+ 33t 4

cdx 4 B3 43t 4t
+8x+10x + 53t 2 x°

cBx 35 £ 15 s BxE L Xt

e 7x+ 213" #3533 £ 35%% 4+ 200" + 7 4 o

umm#wml—\@n
i i i ]

Fonte: Elaborada pela autora.

Observemos as diagonais da figura 15, uma das formulas explicitas para encon-

trar os polinémios de Fibonacci, através da expansao binomial é:

. 2 n—j n—2j
Foa= E )2 n=0 (4.1)
— J
7=0

Exemplo 4.1.1. para n = 6 temos:

3 .
6 — » 6 5 4 3
Fr(z) = Z ( . j>x6_2j = (0> 2% + (1)m4 + (2)x2 + <3> 2% = 2% + 5% + 627 + 1
=\ J

4.2 Relacoes de Recorréncias e Propriedades

Nesta secao apresentamos alguns resultados relacionados as relacées de recor-

réncia dos polindmios de Fibonacci e algumas propriedades.

n

Teorema 4.2.1. Para n > 1,:1:2 Fi(z) = Foy1 + Fo(z) — 1

=1
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Demonstragao. Utilizando a definigdo 4.1.1,tal que Fy(z) = 0 e Fi(x) = 1, temos que:

inﬂ(@ = xiﬂ(m)—i—ZFZ_l(I)

F.(z) + Foi(z) = IE Fi(z) + Fo(z) + Fi(2)

Fazendo Fy(z) =0e Fi(z) = 1:

O

A propriedade a seguir é uma extensao da Férmula de Binet, como esta ja foi

demonstrada no capitulo 2, vamos utilizar seus resultados na demonstragao.

Proposicao 4.2.1. Paran > 1,

Fn(l‘) _ a(x) —B(LE)
a(z) — B(z)
Demonstragdo. Sejam a(x) e B(x) solucdes da equacio quadrética t* — zt — 1 = 0, tais
que:
T+ +4 r—a?+4
ar) = ———e ) = ———.
2 2
Considerando, a(x) = « e f(x) = [ observamos que aff = =1, a + = «z,

al=-Fe 5_1 = —q.

Assim, reescrevendo a definigao 4.1.1 para x.F,(z) = F,41(x) — F,,—1(z), temos

que:
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anJrl _ 6n+1 (anfl _ anl)

xF,(x) = - "
an(x) _ an-i—l _ 671-&-1;_0{;0[—1 + Bnﬁ—l
n+1 n+1 n n
eFy(e) = L0 af@& e
B (an _ Bn)
R
a(w — "(x)
B = @ — A
L]
Proposicao 4.2.2. Paran > 1,
Fopia(w) = F(x) + Foyy (2)
Demonstracao.
an — Br 2 antl BnJrl 2
Fan) = (57) (e
B a2n +2(aﬁ)n +62n +@2n+2 + 2(0&5)”+1 +52n+2
- (a —pB)?
B Oan'H(Oz-i-Oc_l) +52n+1(5+ﬁ_1)
N (a —pB)?
o™ a-p) = a =P
- (a—pB)?
a2n+1 _ 62n+1
e O
= F2n+1($)
]

Agora apresentamos um resultado importante que é a funcao geradora para os

polinémios de Fibonacci.

A

CN =TT e

(4.2)

Chegamos nessa funcao facilmente utilizando a relagdo de recorréncia e a pro-

priedade relativa ao somatoério dos polindmios de Fibonacci, assim, seja n = 0:
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a0 ee] o0
GA) = D Fu(@)A"zAGA) = Y aFy(2)A"NGA) = Y. F(x) A"
n=0

Considerando que Fy(z) =0 e Fi(z) = 1, temos:

G (1 —a2X = N\?) = Fy(z) + Fi(x) — 2 Fy(z) = A
Logo, obtemos a fung¢ao geradora dos polinémios de Fibonacci:
A
N =1

4.3 Derivada

A derivada dos polindémios de Fibonacci segue o mesmo padrao que observamos

na expansao binomial, conforme listamos abaixo:

Fl(z) = 0
Fy(z) = 1
s(z) = 2z
Fj(x) = 32%+2
Fi(z) = 42°+62
Fj(r) = bBa*+122° +3
Fi(z) = 62°+ 202" + 122
Fi(z) = 72°%+ 302" + 302% + 4

Teorema 4.3.1. Paran > 1,
n—1
Fix) = 3 Fi(2)Fooi(w)
i=1

Demonstragio. A prova serd feita pelo principio de indugdo, para n = 2, Fy(z) =
Fi(x)Fi(z) = 1, é verdadeira. Suponhamos, por hipdtese, que a férmula é verdadeira

para n = k, tal que F}(z) < n. E derivando a defini¢ao 4.1.1 pra n = k:
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FI;+1($> = a2l () + F_(2)
= Fy(z )+$F;2( )+ Fi(2)

= )+ Z Fi(x)Fp—i( Z Fi(z)Fy—1-i(x)
= Fu(2) + 2Fp(2)Fi(z) + Z e Fy(2)Fui(x) + Z Fy(2)F_y_i(x)

= Fk(ﬂf)—i-ﬂ?Fk 1 +ZF .Q?Fkl )+Fk,‘—l—x]

k—2

= Fu(x)Fi(z) + Fior(2)Fa(z) + Y Fi(2)Fe—i()

=1
k
= Z Fk+1 —1 )

Exemplo 4.3.1. Para n =5, sua derivada é dada por:

Fi(z) = Z Fi(x)Fsi(
= Fl( VEu(z) + Fo(2)F3(2) + F3 (2) F> (2) + Fiy(z) Fi(2)
= 2F(2)Fy(z) + 2F5(x) F5(2)
= 2(2® +27) + 22(2? + 1)
= 2% 4 4o+ 22° + 22
= 42° + 62

4.4 Matriz Q(x)

Os polinémios de Fibonacci também estao relacionados com matrizes, no

capitulo anterior vimos a Matriz Q, agora vamos considerar a Matriz Q(x).

r 1
- ]

A partir dessa matriz podemos estabelecer algumas relagoes, para tanto, vamos
mostrar que é verdadeira a seguinte (KOSHY, 2019):
n Fn 1(.17) Fn(ﬂf)
Q') ="' :
F.(x) F,1(z)
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n=1

Demonstracao. Utilizando o principio de inducao, para n = 1, temos que:

-1

Logo ¢é verdadeira para n = 1, Suponhamos que seja verdadeira para n = k,

Fy(z) Fi(x)

o) = [ﬂ(x) Fe)

assim:

0 (e) = [Fkﬂ(fﬂ) Fiz) ] |

Fk(l‘) Fk_l(fb)

Entao devemos mostrar que é verdade para n = k + 1: Multiplicando Q" (x)

por Q(z), temos:

k . _Fk+1<x) Fi(x) v 1

@waeE = | o mw] | 0]
k+1 _ka+1(x) + Fi(z) Fin(2)
Q" (2) _ka(a:) + Fea(z)  Fi(z)
. B Fk+2 Fk+1 _ (1 \k+1
w = | Fk@)]“( !

Assim , a sentenca é valida para n = k + 1 Como queriamos demonstrar.
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5 Consideracoes Finais

Os nimeros de Fibonacci representam um marco historico, uma verdadeira
revolugdo matematica, pois de fato, Fibonacci foi um génio que expressou seu pensamento
matematico em suas obras e comprovou que a matematica estd presente na natureza e se
manifesta através das mentes brilhantes.

Talvez Fibonacci nunca imaginasse que a sequéncia, que recebeu seu nome, e
que utilizou para resolver um ficticio problema de coelhos fosse representar um marco na
matematica. Se ele sabia da proeza da sequéncia? Ele sabia que descobriu algo que ja
havia na natureza, pois nao foi ele quem descobriu estes padroes, nem mesmo soubesse
que seus numeros mantivessem intrinseca relacdo com o ntimero de ouro.

Neste trabalho, apresentamos apenas uma pequena parte dos intimeros resulta-
dos e estudos dos nimeros de Fibonacci, inclusive sua relagao com a natureza, uma vez
que existem muitas aplicagoes em outras areas, como fisica e biologia. Mas para o bem
da ciéncia, existe a Associacao Fibonacci que incentiva e estimula a pesquisas sobre os
numeros de Fibonacci e periodicamente publica a revista Fibonacci Quarterly.

Enfim, ndo ha muito sobre a histéria de Fibonacci, nem ao certo quando ele
nasceu. Mas certamente sua sequéncia foi perpetuada por varios séculos e notada por
grandes nomes matematicos.Ele pode ser considerado um génio que contribuiu de forma

significativa a teoria dos nimeros e diversas areas da matematica.
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