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Resumo

A pesquisa apresentada é uma contribuicao para o Grupo de Biomatematica da UNICAMP,
com foco no Grupo de Ecologia Matematica que trabalha com problemas relacionados a
poluicao e impactos ambientais. O objetivo principal é criar um instrumento algoritmico
pra poder simular a difusao evolutiva de um material impactante em um meio fluvial. Um
estudo de caso é apresentado, estudando um trecho do Rio das Mortes localizado no estado
de Mato Grosso, com a extensao de aproximadamente 10km. Foram usadas técnicas de
modelagem e simulacao numérica com o uso do Método dos Elementos Finitos, o que inclui
a formulacao variacional do problema, sua discretizagao com o método de Galerkin via
elementos finitos de primeira ordem para discretizagdo espacial e Crank-Nicolson para a
discretizacao temporal. As conclusoes podem ser inferidas a partir da anélise dos resultados
obtidos na simulacao numérica de diversos cenarios e das discussoes realizadas ao longo

da dissertagao.

Palavras-chave: modelagem matematica, impacto ambiental, método de elementos finitos

e ecologia matematica.



Abstract

The presented research is a contribution to the effort of the Biomathematics Group at
UNICAMP, with a focus on the Mathematical Ecology Group with problems related to
pollution and environmental impacts. The main objective is to address the evolutionary
diffusion of an environmental impact in medium-sized river, using as case study a part
of the Rio das Mortes river, located in the state of Mato Grosso, with an extension of
approximately 10km. Modeling and numerical simulation techniques for approximating
weak solutions in the presented case study, used the Finite Element Method, including the
variational formulation of the problem, discretizing space variables using Galerkin’s method
via first-order finite elements for spatial discretization and Crank-Nicolson for temporal
discretization. Conclusions can be inferred from the analysis of the results obtained in the
numerical simulation and from the discussions of several scenarios carried out throughout

the dissertation.

Keywords: mathematical modeling, finite element method, environmental impact and

mathematical ecology.
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1 Introducao

O constante desenvolvimento da ciéncia traz diversas contribui¢bes para a
sociedade, sejam elas positivas ou negativas. Desde a pré-histéria e até quando o ser humano
descobriu como chegar a lua, os conhecimentos tiveram incomensuraveis avancos. Estamos
em um periodo em que a corrida tecnolégica proporciona um crescimento econdémico
fundamental para a humanidade. Assim como é um fato aceito que essa ciéncia pode trazer
varios beneficios, como a produc¢ao de mais alimentos, geracdo de empregos, criacao de
vacinas em tempo recorde, desenvolvimento de energias sustentaveis, também ¢é verdade
que devemos nos atentar ao fato de que todas essas contribui¢oes geram uma infinidade de
problemas, como a polui¢do ambiental, a polui¢do por irradiagoes de materiais radioativos
descartados, efeitos de toda a ordem como consequéncias de guerras, um brutal desequilibrio
econdémico, enfim, uma grande nimero de resultados desastrosos e de duradouros efeitos

para a sociedade e para a natureza.

E importante pensar que a ciéncia e a tecnologia tém que assumir um papel
fundamental na contencao de todos esses impactos, bem como na construcao e, no geral,
na reconstruc¢ao de um ambiente saudéavel para toda a sociedade e para a natureza. Na
tentativa de conter e de amenizar tais impactos ambientais, o presente trabalho tem como
objetivo criar instrumentos matematicos e computacionais que permitam fazer estudos
sobre determinados locais em que se acredita que a emissao de poluentes gerados pelos
seres humanos, tanto na agricultura, pecuaria, turismo e extracao de minérios, pode levar

a contaminacgao dos rios e todo o seu ecossistema que ali habita.

Neste sentido, faz-se necesséario o uso de algumas ferramentas muito importantes
para a analise de problemas reais, que no caso, sao as Equagoes Diferenciais. Segundo
Bassanezi e Ferreira Jr. (1988) é um recurso utilizado para a modelagem de problemas
reais e que podem ser simplificada nos seguintes passos: experimentagao (coleta dos dados),
abstracao (montagem do modelo), resolugao (anélise dos dados), validagao (comparagao do
modelo obtido com os dados reais), modificacao (necessaria, caso a aproximagao obtida nao

seja o esperado) e aplicagdo (o modelo esta apto a ser aplicado em outros locais/situagoes).

Sendo assim, o problema a ser estudado tem como ferramenta Equagoes Di-
ferenciais Parciais (EDP) que, de acordo com Bassanezi e Ferreira Jr. (1988), sao muito
utilizadas em problemas da Fisica Matematica e da Biomatematica. Usando como princi-
pais referéncias os trabalhos de Krindges (2011), Wolmuth (2009) e Silva (2022), fizemos um
estudo de caso sobre o Rio das Mortes localizado no Estado de Mato Grosso e analisamos

quais os impactos de um poluente neste local.

Com exce¢ao da introducao, este trabalho estd dividido em 5 capitulos, em
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que no primeiro capitulo fazemos uma breve explicagdo sobre o problema e o local o qual
serd estudado, apresentamos também alguns trabalhos relevantes para o desenvolvimento
desta pesquisa. Em seguida, no segundo no temos o modelo classico, com as equagoes que
serao utilizadas e suas respectivas condigoes de contorno. Depois fazemos a formulacao
variacional do problema para entao aplicar o método de Galerkin, via elementos finitos de
primeira ordem, para discretizagao espacial e Crank-Nicolson para a discretizagao temporal

no capitulo 4. No capitulo 5 temos o resultados numéricos e por fim as consideragdes finais.
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2 Delimitacao do Problema

2.1 O local de estudo

A 4gua é um recurso de extrema importancia para a sobrevivéncia de tudo que
habita a Terra, esta presente em diversos setores sejam eles agricolas, industriais, lazer,
cultura, esporte, dentre outros. Assim, é fundamental que nés devemos cuidar de algo tao

importante para a existéncia da humanidade.

De acordo com Vianna et al. (2008), o planeta Terra é composto por 71% de
agua, dos quais 97% estao nos oceanos e apenas 3% sao agua doce. Deste total de dgua
doce, apenas 22% compoe as dguas subterrdneas e uma fragao dessa porcentagem estéd
presente em rios, lagos e riachos. Sendo assim, segundo Lima (2001), apenas 0,007% dos

recursos hidricos estao disponiveis para consumo dos seres humanos.

Com o intuito de analisar as condi¢oes de poluicao presente em rios, determina-
mos onde serd feito este estudo, o qual faremos uma breve apresentagao. O local escolhido
¢é o Rio das Mortes, tendo sua nascente localizada no estado de Mato Grosso na Serra
de Sao Louren¢o, no municipio de Campo Verde. De acordo com Melo et al. (2007), se
trata da sub-bacia mais importante do rio Araguaia, localizada na margem esquerda. O
rio conta com uma extensao de aproximadamente 1150km, com uma biodiversidade de

plantas e animais caracteristicas da regiao do Cerrado, como mostram as Figuras 1 e 2 .

et

Fontes 1GE, Do i Geoitess,Coodenseo i Cartgrs www.ibge.gov.br 0800 721 8181

Figura 1 — Mapa do Brasil e do estado de Mato Grosso.
Fonte: IBGE (2010)
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Figura 2 — Bacia do Rio Araguaia no Estado de Mato Grosso.

Elaboragao: Gabriela Scavazini e Douglas Castro, 2023

Conhecido também como Rio Manso, no entanto, nao é o nome mais utilizado,
de acordo com Napolis (2010) isso deve ao fato de que na época da colonizagao foram
travadas varias batalhas entre os povos indigenas e os nao indigenas, que eram o grupo
de expedicao dos Bandeirantes, neste processo houve muitas mortes e as pessoas eram

jogadas no rio, e desde entdo, ficou conhecido como Rio das Mortes.

A sazonalidade no Estado de Mato Grosso é bem definida, cujos periodos de
estiagem das chuvas se concentram entre os meses de maio a outubro, que é quando o rio
estd bem delimitado, ficando dentro dos limites estabelecidos. J4 nos meses de novembro
a abril, com as grandes chuvas, o mesmo tem seu nivel de agua muito maior, ocasionando
assim um alagamento das planicies locais. Porém, neste trabalho, vamos considerar apenas

a largura do rio fornecida pelo site Google Maps.
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O Rio das Mortes passa pelas seguinte cidades do estado de Mato Grosso:
Campo Verde, Poxoréo, Primavera do Leste, Novo Sao Joaquim, Indianépolis, Nova
Xavantina, Nova Nazaré, Cocalinho e Novo Santo Antonio. Dentre essas cidades, a tnica
que o rio passa dentro é Nova Xavantina. Seus principais afluentes sdo: Rio Sao Marcos,
Noidore, Aredes, Pindaiba, Borecaia, Agua Suja, Pimentel Barbosa e Corixdo, isto é

possivel observar com mais detalhes na Figura 3.
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Figura 3 — Rio das Mortes e seus afluentes.

Fonte: Napolis (2010)

A escolha para se trabalhar com este problema de dispersao de poluentes neste
rio se faz importante, pois segundo Népolis (2010) é um dos principais rios do estado, sendo
responsavel pelo abastecimento de 21 municipios e 11 destes tem atividades econdémicas

predominantes na bacia do rio. As principais atividades desenvolvidas sao: lavoura, pecuéria,
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atividades esportivas e pesca para alimentagao das comunidades indigenas e populacao

ribeirinha.

De acordo com Napolis (2010) a bacia hidrogréafica do Rio das mortes vem
sendo afetada pelo desmatamento indiscriminado das atividades que sao desenvolvidas pela
agricultura. A partir de uma andlise feita através do depoimento de pessoas que moram na
regiao, foi possivel identificar a necessidade de uma Educagao Ambiental, para as pessoas

se conscientizarem da importancia que o rio tem nas atividades que sdo desenvolvidas.

Neste sentido, é muito interessante analisarmos quais sao os efeitos de um
material poluente nesta regiao de Nova Xavantina - MT, pois o rio passa por dentro
da cidade se tornando extremamente relevante para as atividades locais. Esta analise se
faz importante para alertar as autoridades locais e estaduais sobre os impactos que os

poluentes despejados no rio podem trazer para o ecossistema que ali habita.

Por se tratar de um rio muito extenso, delimitamos nosso estudo em uma
regiao localizada no municipio de Nova Xavantina — MT. Neste local, temos o registro de
plantagoes agricolas, uma mineradora de ouro, dois riachos que entram no rio das mortes,
um sem descri¢do e o outro ribeirdo Antartico, e alguns ranchos nas margens do rio, como

mostra nas Figuras 4 e 5.
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Figura 4 — Mapa do local de estudo.
Fonte: TerraMetrics (2012)
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Figura 5 — Imagens do local.

Fonte: autora

A seguir vamos apresentar os trabalhos realizados no grupo de Biomatematica,

que vao contribuir para o desenvolvimento desta pesquisa.

2.2 Grupo Biomatematica

O estudo desses tipos de fend6menos que ocorrem na natureza, vem sendo
desenvolvido ha muito tempo pelo grupo de Biomatematica do Instituto de Matematica,
Estatistica e Computagao Cientifica (IMECC). Nesta modalidade de dispersao de poluentes
tem diversos trabalhos que foram realizados ao longo dos anos. Dentre esses trabalhos

hé um destaque maior no ultimo realizado por Silva (2022), pois ele faz uma abordagem
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diferente com relagao a fronteira variando no tempo (FVT), ou seja, leva em consideragao

a sazonalidade da regiao. Na tabela a seguir apresento os trabalhos envolvendo dispersao

de poluentes, eles estao organizados de acordo com a dificuldade do campo de velocidades,

ou seja, se iniciam desde o mais simples, considerando a campo de velocidades como

constante, até o ultimo que utiliza o campo de Navier-Stokes para analisar o perfil de

velocidades.

Tabela 1 — Trabalhos realizados pelo grupo de Biomatemética utilizando o método de
elementos finitos (MEF)

Autor Dim. Dominio Meio Campo de Vel. FVT
Mistro (1992) R® retangulo agua constante constante
Wolmuth (2009)  R? mapa agua constante constante
Bernardes (1998) R? mapa agua const. por partes constante
Cantao (1998) R? mapa agua interp. de dados constante
Diniz (2003) R? regular agua e ar perfil parabdlico constante
Oliveira (2003) R? mapa agua Stokes constante
Véasquez (2005) R3  paralelepipedo agua Stokes constante
Inforzato (2008) R*  paralelepipedo 4gua e ar Stokes constante
Krindges (2011) R? mapa 3D agua Navier-Stokes constante
Silva (2022) R? mapa2D agua Navier-Stokes ~ var. no tempo

Apés a delimitagao do problema e um estudo sobre os trabalhos realizados,

vamos agora apresentar as equagoes e as ferramentas que serao utilizadas para o desenvol-

vimento deste estudo.



24

3 Modelo Classico

3.1 Equacao de Difusao-Adveccao

O estudo de polui¢oes em meios aquaticos se fazem necessarias para analisar os
possiveis impactos ambientais causados por agoes dos seres humanos. Deste modo, surgem
os primeiros modelos classicos de equagao de difusao-advecgao e transporte. Estes modelos
podem ser organizados em situagoes envolvendo apenas variaveis espacias ou com variaveis

espaciais e temporais.

A variacao do poluente com relagao ao tempo da-se da seguinte forma:

Variacao do
POhZLG”fe O = (difusdo) — (transporte) — (decaimento) + (fonte)
relagdo ao

tempo

Nesta equagao podemos observar que a variacao do poluente depende de alguns

fatores, os quais daremos uma breve explicagao para contextualizar o leitor.

A difuséo, segundo Okubo (1980), é um processo em que um grupo de particulas
se espalha ao longo do espago em relacao ao tempo, ocupando cada vez mais o dominio

estudado a partir do ponto inicial.

De acordo com Marchuk (1986), os poluentes despejados na atmosfera sao
levados por correntes de ar, com fluxos de correnteza de curto alcance. Desta forma, o

transporte de poluentes se deve a agoes que sao geradas pela propria natureza.

Ao longo do dominio, o poluente pode ir se depositando nas margens do rio,
0 que ocasiona uma taxa de decaimento, ou seja, a quantia de poluente que se encontra
no local em que esta sendo despejado nao é a mesma em todo o trecho, pois ha perda de

material.

O termo fonte representa o local em que a substancia é inserida ou retirada do
ambiente em questao que, neste caso, serao os dois riachos na margem direita e os residuos

da mineradora levados pelas chuvas até o leito do rio, localizado na margem esquerda.

A partir disso, obtemos a equacao que sera usada no problema em questao, na

qual faremos algumas defini¢des sobre o dominio espacial e a variavel temporal.

Seja (z,y) € Q — R? varidvel espacial e t € J = (0,7 varidvel temporal.
Assim, nossa equacao de difusdo-advecgao sera definida da seguinte forma: considere a

concentragao de poluente como sendo C(z,y,t), entdo:
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oC =

A =aAC -V -VC -oC+ f¥(z,y)eQ e teJ=(0,T].
Ou ainda, podemos escrevé-la como:

oC =

E—QAC—FV'VC—FGC'zf,V(m,y)EQ e teJ=(0,T1], (3.1)
em que:

oC

—:variacao do poluente com relacao ao tempo;

ot

a: coeficiente de difusibilidade do poluente;

V: campo das velocidades, neste caso longitudinal e transversal;

o: taxa de decaimento do poluente;

f: termo fonte de poluicao.

Nosso problema sera analisado em uma situagao bidimensional, por se tratar

de um problema envolvendo equacoes diferencias parciais, vamos precisar definir algumas

condigoes, que neste caso serao condigoes de fronteira. Para este problema faremos uso

de dois tipos, Von Neumann e Robin. A escolha destas condig¢oes se da pelo fato de, elas

representarem melhor a entrada e perda de poluentes.

Para facilitar a identificagdo de cada condigao vamos dividir nossa fronteira of2

em varias partes, que sera denotada por 0€2 = I'1, 'y, '3, ', I'5, s, I'7, ', I'g, I'1g € I'11. E

podemos observar essa divisao na figura a seguir, que estao apresentadas em coordenadas

geogriéficas (latitute e longitude).
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Figura 6 — Fronteira.

Fonte: Autora
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Para os casos de ingresso de poluente no meio aquatico, vamos utilizar a
condicao de fronteira do tipo Von Neumann, pois esta representa a entrada de poluente, a

qual depende de uma funcao g,, na posigao (z,y) e no instante ¢.

oC

aa—n = 9m (Von Neumann)

I'; representa o corte de entrada do rio e nos lugares com m = 2,3 e 4 temos 3

fontes de poluicao que caem diretamente no rio.

Nos casos de perda de poluente vamos utilizar a condi¢ao de fronteira de Robin,
em que k,, ¢ um constante responsavel por controlar a perda de poluente. As fronteiras
em que vamos utilizar esta condicao ¢ I's representa o corte de saida do rio e para as

fronteiras com m = 5,6,7,8,9,10 e 11

oC ,
a% o knC  (Robin)

De uma forma mais simplificada, podemos reescrever a equac¢ao do nosso

problema como sendo:

r&(g—aAC—i—V-VC—i—osz,V(x,y)eQ e teJ=(0,T1,
V-V =0 (fluido incompressivel)
oS = g1(z,y,t),t € J = (0,T];
a
%
Oég I = gZ(xvyat)7t€ J = (OaT]a
ag Iy = g3(£7yat)7t€ J = (OaT]a
= :g4('r7y7t)7t€J:(OaT];
on s
oC
<—C¥ai I =k5C,t€J:(O,T]; (32)
0
o = keCite = (0,T];
ag I's 6L,T € (7 ]7
—a—| =k CiteJ=(0,T];
ag T, 7C,1 € (7 ]7
o] —kCiteJ = (0,T);
ag T gL, T € (7 ]7
_aaa Iy = k’gC,tE J = (O,T];
_ag - = kloo,t eJ = (O,T];
L_aﬁi’l’] L = /{leo,t eJ = (O,T],




Capitulo 3. Modelo Cldssico 27

Apods definirmos nossa equacao e as condi¢oes de contorno necessarias para
analisar este problema, vamos agora definir a equacao de Navier-Stokes, que sera usada

para determinar o campo de velocidades.

3.2 Equacao de Navier-Stokes

A equagao de Navier-Stokes é utilizada em mecanica de fluidos para descrever
o comportamento de fluidos newtonianos, um exemplo classico de fluido newtoniano é a
agua, pois esta independentemente da velocidade de fluxo ou cisalhamento permanece
com a mesma viscosidade, por isso vamos usar esta equagao para criar um campo de

velocidades.

Ao observarmos a equagao (3.1) temos um componente \Y% que ¢é responsavel
pelo transporte do poluente no curso da agua. Deste modo, utilizando como referéncia
Silva (2022) e Krindges (2011), faremos a constru¢do do nosso campo de velocidades a
partir de um perfil de velocidade criado na entrada do rio.

oV

E—F(V-V)VjLVp—yAV:F,V (z,y) € Qi e J = (0,T], 53

V-V =0 (fluido incompressivel),

em que:

—

V: campo das velocidades, neste caso horizontal e vertical,

p: € a pressao exercida no fluido;

v: viscosidade do fluido, ou seja, o atrito que ele tem com o meio;
F: campo de forgas externo.

Assim como na equacao de difusdo-advecgao, é necessario definir as condicoes

de contorno para a equacao de Navier-Stokes. Considere as seguintes condicoes:

o Entrada d’agua: na entrada do rio vamos definir o perfil de velocidade da agua, para

isto vamos utilizar uma condi¢ao de Dirichlet ndo homoegénea.

V’F = {(z,y,t), para (z,y) e Qete J = (0,T].
1

o Saida d’agua: vamos deixar a saida livre, entdo vamos usar um condicdo de Von
Neumann homogénea, pois o vetor saida tem que ser perpendicular a seccao que foi
feita no rio.
i) 0v

—‘ _—( — 0, comm = 2,3,4,5,6,7,8,9,10 ¢ 11 ¢ V = (&, 7)
onlr,,  onlr,

Apés a definicao das equagdes que vamos utilizar, agora vamos montar a

formulagao variacional e a discretizacao para a equacao de difusao-adveccao.
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4 Formulacao Variacional

O uso da modelagem matematica para estudar problemas do nosso cotidiano se
faz necessario em diversas situagoes, em particular para este caso de ecologia matematica

no Rio das Mortes.

Para este problema ¢ dificil determinarmos a soluc¢ao de C(z,y,t), na forma
forte, ou seja, encontrar a solugao analitica da equagdo (3.1) muitas vezes nao é possivel,
pois o dominio utilizado nao tem uma regularidade que ¢é necessaria para a solugao analitica
desse tipo de situacao e, muitas vezes esta pode até mesmo nao existir. Por isso, vamos em

busca de uma solugao aproximada ou, o que chamamos também, de solucao fraca. Para

tal construcao iremos utilizar os seguintes passos.

E possivel determinar
uma solucdo analitica?

Figura 7 — Passos para resoluc¢ao do problema.

Deste modo, encontrar a solucdo aproximada ¢é o equivalente a encontrar a
solucao analitica do problema, para isto vamos definir espacos que nos permitam tal

formulacdo variacional, ou seja, espaco das funcoes quadrados integréaveis, espaco L.

De acordo com Wolmuth (2009), sabemos que o modelo cldssico exige que a
solucdo de C(z,y,t) esteja em C?, porém estamos em busca de um conjunto maior de
candidatas a solucao, por isso vamos definir nosso espaco de fun¢oes quadrados integraveis

no sentido de Lebesgue. Seja € nosso dominio, tal que  — R?  agora vamos definir o
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espaco das funcdes quadrados integraveis, ou seja, L?(2) como sendo:

L*(Q) = {C’ 1 Q — R JQ[C'(x,y,t)qu <oo,¥(x,y) e e teJ= (O,T]} .

O produto interno e sua norma, sao respectivamente:

(ulv)rz = J2 wodp e [|ullfz2q) = (u,v)2),V u e ve L*(Q).
L2()

Utilizando a equacao do modelo classico, vamos precisar que as derivadas
parciais com relacao a x e y sejam quadrado integraveis. Deste modo, é necessario definir

um subespaco de L*(Q) que satisfaca essas condicoes.

Seja H'(Q)) < L*(R), o espaco das funcdes quadrado integraveis, cuja sua

primeira derivada também pertence ao espaco L*(Q).

O espaco H'(Q) pode ser definido da seguinte maneira:

Hl(Q)z{ueLQ(Q) e ZZ ZZ L?(Q)}

Conhecido como espaco de Hilbert, que por ser um espaco normado possui um

produto interno e uma norma que sao definidos a seguir:

(o) = ()i + ((2420) 4 (242
UV )gr) = \U|V)L2Q) oz' o L@ ay ay L@

el oy =l ooy + |

L2(Q H ay L2(Q

Apés estas definigoes estamos prontos para iniciar a solu¢ao aproximada da

equacao 3.1 através do Método de Galerkin.

Seja ve H'Y(Q) e C = C(z,y,t) € V, tal que V é da seguinte forma:

V= {c e L2((0,7] x H'(Q)| L

S eV ted= (O,T]}.

A partir da equacao (3.1), quando multiplicamos v por cada elemento e aplica-

mos a integral, obtemos a seguinte expressao:
oC
é’t
ve H'(Q) e teJ=(0,T].

vd,u—ozj AC - vderfVVC’ vd,u+aJC vdp = Jf vdu,¥Y C eV,

(4.1)
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Pela definicao do Teorema de Green temos que:

—ozf AC'vduzaf VC - Vudy — a—c-vdu,v CeV,ve H(Q) e
Q Q o0 0N (4.2)

teJ=(0,T].

Substituindo a expressao (4.2) em (4.1), temos:
J aomd,ujLaf VC - Vovdy — « aC(-vdujLJ V-(VC’)-vdquaJ C -vdy =
o Ot Q 0 0

20 0N
Jf‘vd,u,v CeV,iweH (Q) e teJ=(0,T].
Q

Aplicando as condigoes de contorno que foram determinadas no capitulo anterior
na equagao (3.2) temos:
oC

11
~vd,u+af VC - Voudu + ZJ k‘mC-vdquJ V(VC’)-vdquaJ C -vdy =
o Ot Q = Jr., Q Q

4
ff-vd/wl—Zf Gm -vdp,¥ CeVove H(Q) e teJ=(0,T]
Q me19Tm

(4.3)

Para simplificar a equagao (4.3) podemos escrevé-la utilizando a defini¢do de

produto interno, obtendo:

11
(Gw) +atvelToia+ 3] k€l + (7-5CI), +o(Cha = (7o

4
+ (gm|v)p, ¥ CeVoe H(Q) e teJ=(0,T]

m=1

(4.4)

Deste modo obtemos nossa formulagao variacional (4.4) que satisfaz a solugao
da equagao (3.1). Com relagdo a existéncia e unicidade, podemos verificar em Cantao
(1998), Inforzato (2008) e Diniz (2003), eles apresentam e verificam a validade desta solugao
para este problema. Agora, o proximo passo é obter a aproximagao numérica espacial via
Galerkin, utilizando o método de elementos finitos. Para a aproximagdo numérica temporal

faremos o uso do método de Crank-Nicolson.
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5 Discretizacao da Equacao de Difusao-

adveccao

A partir da formulacao variacional, vamos determinar a solu¢ao do nosso
problema. Sabendo que esta situacao pode nao possuir solugao analitica, vamos agora
fazer uma aproximacao do resultado analitico através do Método de Galerkin. Para isto,
vamos utilizar elementos finitos para a discretizacao espacial e na discretizacao temporal

faremos o uso do método de Crank-Nicolson.

5.1 Discretizacao Espacial

O método de elementos finitos consiste em dividir o dominio da solu¢do em um
numero finito de subdominios que chamamos de elementos, para determinar a aproximagao
da solucao do problema. Neste caso, considere €2 a regiao que contém todos os resultados
da equagao (3.1), vamos dividir 2 em um ntmero finito de tridngulos bidimensionais, de

tal forma que a uniao de todos esses elementos seja 0 mais préximo possivel do dominio 2.

Seja €2, — €, tal que quanto mais préximo 0€2;, for de 02 teremos uma maior
precisao da nossa solucao fraca, ou seja, quanto mais elementos escrevermos melhor serd

nosso resultado.

Seja V}, subespago vetorial de V finito de dimensao n, tal que a base B(V},) =
{®, Dy, D3, ..., P, }, agora vamos fazer nossa aproximagcao de C(x,y,t) ~ Cp(x,y,1t). Seja
Cy(z,y,t) € Vp, deste modo, podemos escrevé-la como combinagao linear dos elementos

da base.

Ch(z,y,t) = 1P + 2Py + c3P3 + ... + ¢, P, = Z ci(t)®;(x,y). (5.1)
j=1

Substituindo Cy(z,y,t) = C}y na equacao (4.4), temos:

Ot

4
Z (gm|v)p, ¥ ve H'(Q),te J=(0,T] e Cy€ V.

m=1

(ach > + a(VCy|[Vv)a + Z km (Calo)r,, (V ' VC’;JU)Q FolGivla = (flv)a

(5.2)
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Ainda,
(a ZQ(t)‘E(at,y)‘v) + (an Vo,(x,y va) +
0t = ) P )
b <Z Cj(f)cbj(w,y)‘v) + (Z ¢(t y)’ ) n
" =t I V=1 Q0

(5.3)

A propriedade do somatério nos garante que:

j=1

Substituindo a equagao (5.4) em (5.3), segue que:

Temos que a variavel ¢; depende apenas de ¢, entao podemos reescrever a equagao acima
como:

(55400 y>!v>Q ra o) (Ve |[e), 3k o0 (4ol

XA

Vve H(Q),te J=(0,T] e ®; € B(V}).

)
_l_
Q
=
s
=<
N~—
/N
KA
o
8
s
<
N—
=
S~—
2
+
B
o
El
=
3
3

Como Z ¢j(t) é comum em alguns termos, podemos coloca-lo em evidéncia e obtemos a

seguinte equacao:

(52808 00} + oo (oien]52), 3y (i)

V ve H(Q),te J=(0,T] e ®; e B(V}).
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Temos que v € H'(£2), por outro lado, segue que V, = V < H'(Q) < L*(Q). Portanto,

v € Vj, deste modo, podemos escrevé-la como os elementos da base B(V},) e, assim,

obtemos:
( ey Z< )il y>> + Z cg<t>{a (V@xx,y)H;cju)vq%(x,y))g ¥
7i@«@@wgh@@m@)+<vv®@w;h@@@w)+

o <<I>J(x,y) ;cj(t)q%(x,y))g} = (f Zzn;cj(t)¢i(x,y))g+

ch(t)i)i(x,y)) Y @, e BW,),teJ=(0,T] e ®;,P;, € B(V3).
I'm

Fazendo alguns ajustes obtemos a seguinte equacao:
n

) Z {a <V<I>j(x,y)HV<I>i(w,y)>Q+

% (0) (‘1’ (z,y)|®

i

kpm (q)j(m,y) ,-(:E,y)>F + <V~V(I>j(a:,y)

i(x, y)>Q +o <<I>]-(:1:,y)

z(%@)Q } =

4
(@i, 9)g + ) (gnl @iz, ), ¥ @ e ®;eB(Vi) e teJ=(0,T]
m=1

m

Em notagdo matricial podemos escrever da seguinte forma:

oc;

J
0

9 M+ ¢(t)-P =B, (5.5)

em que:

i(x7y))Q7
Prxn = (pw) = (V‘%(w,y)HV@Am,y))ﬂ + 2 m, (CI)J(.CE Y
Z-(:c,y)) +0(<I>j(:c,y) <I>i(96,y))Q e

4
Brsn = (bij) = (f1®i(2,9))q + Y (gml|®i(x,y))
m=1

Moxn = (my;) = (‘I)j(%y)

(I)i(xvy)>r +

m

(W_} -Vo,(x,y)

Observe que a matriz P contém a componente do campo de velocidades, que sera construida
a partir da Equagao de Navier-Stokes. De acordo com Silva (2022), podemos escrever P,
em duas matrizes, para que a segunda possa receber o tratamento adequado. Deste modo,
a equagao (5.5) pode ser reescrita da seguinte forma:

%ffm+gm-m+@=ﬁ, (5.6)
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em que:
My = (my) = (@5, p)|@i(ay))
Prxn = (pij) = (V<I>j(w,y)HV‘1>i(x,y)>Q + Z Kom (‘Pj(w,y)‘@(%y))F +
o (@@ p|eila.n))_ . m
Quen = (V- V0@, p)| @il ) e

4
Bron = (b5) = (182, )0 + > (gl @i, 9)y.,
m=1

Apébs obtermos os resultados da discretizagao espacial, agora vamos fazer a

discretizacao com relagao a variavel temporal.

5.2 Discretizacao Temporal

Para fazer a aproximacao temporal podemos utilizar trés métodos, sendo eles:

o Método de Euler explicito: convergéncia condicional e erro de ordem At;
o Método de Euler implicito: convergéncia incondicional e erro de ordem At;

« Método de Crank-Nicolson: convergéncia incondicional e erro de ordem At?.

Ao levarmos em consideracao a convergéncia e a ordem do erro, o método ideal
para fazer a discretizacao temporal é Crank-Nicolson, que consiste em fazer a aproximagao
da derivada pelo ponto intermediario, ou seja, ¢,, 1= n+— Segundo Diniz (2003), mesmo
com sua instabilidade numérica logo no inicio, apds algumas iteracoes ele estabiliza,

obtendo assim a curva que melhor se ajusta ao problema.

Deste modo, temos as seguintes aproximagoes numéricas:

8cj(t) N Cjn-i—l _ Cjn C(t)‘ N Cjn-i—l — Cjn
ot - At e, 2
n+d ’ (5.7)
Qn-‘rl +@n g;ln+1 +9;Lz
Q -==— g -
tn+% tn+%

Substituindo as equagoes (5.7) em (5.6), temos que:

1 1 1 1
CjnJr _ Cjn . M N Cjn+ _ Cjn . ]P N Cjn+ _ Cjn Qn+ + Qn _ EnJr%
At 2 2 2

Multiplicando todos os elementos por At e fazendo alguns ajustes obtemos:
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n+1 n

2 2 2
5.8)
n+1 n N (
<M+A2tIP>+A2t<@ ;Q ))C}%At-]}%’”z,

Deste modo, construimos a discretizacao com relacao ao espaco e ao tempo.

Agora, vamos analisar as condi¢oes de estabilidade.

5.3 Estabilidade Numérica

O uso de métodos numéricos para resolver as equagoes que surgem nos problemas
estudados, faz com que seja necessario recorrer algumas técnicas para obter a estabilidade
numeérica, ou seja, necessitamos de recursos que possam garantir que a solucao encontrada

estd proxima da realidade.

A estabilidade numérica é uma consideracao critica na escolha e implementacao
de métodos numéricos, e é necessario realizar analises cuidadosas de estabilidade para
garantir a confiabilidade dos resultados obtidos. Métodos numéricos estaveis sao capazes
de fornecer solugoes precisas e confidveis para uma ampla gama de problemas, e sao
fundamentais na simulagao e modelagem de fendmenos complexos em diversas areas da

ciéncia e engenharia.

Uma das formas de garantir que o problema tenha estabilidade ¢ utilizar o
ntmero de Péclet. O nimero de Péclet (Pe) é um nimero adimensional usado na mecénica
dos fluidos e na transferéncia de calor. Ele é usado para descrever a relagdo entre o
transporte convectivo e o transporte difusivo em um sistema. Segundo Diniz (2003) o uso
de uma malha bem refinada nos garante também uma solucao estavel, porém o custo
computacional acaba se tornando muito caro. Neste sentido, faremos o uso dos recursos
da Universidade Federal de Mato Grosso, com o auxilio do professor Dr. André Krindges,

para encontrar as solugoes desejadas com uma malha bem refinada.

O numero de Péclet é definido como a razao entre o transporte convectivo e o

transporte difusivo, e é expresso da seguinte forma:

Az
VAT i1y
a

em que:

e v; : ¢ a componente na velocidade na dire¢ao x;;

e Ax; : é o comprimento maximo do vetor na direcao x;;
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e «: ¢ o coeficiente de difusibilidade.

O ntimero de Péclet (Pe) ¢ usado para determinar se o transporte convectivo
ou o transporte difusivo é dominante em um sistema. Se o valor de Pe for muito maior
que 1, o transporte convectivo é dominante e a transferéncia de massa ou calor ocorre
principalmente devido ao movimento do fluido. Se o valor de Pe for muito menor que 1, o
transporte difusivo é dominante e a transferéncia de massa ou calor ocorre principalmente

devido a difusdo molecular.

Desta forma, para o proximo capitulo ao fazer as escolhas dos parametros,
vamos levar em consideracdo o nimero de Péclet, pois este vai nos garantir que a solugao

do problema é estavel.
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6 Resultados Numéricos

Apés fazer um estudo detalhado sobre a equacao de difusao-advecgao, agora
vamos obter os resultados numéricos através de simulagdes computacionais. Para gerar
estas simulacoes vamos precisar de alguns parametros que serao extraidos dos trabalhos
de Silva (2022), Krindges (2011), Wolmuth (2009), Diniz (2003).

6.1 Discretizacao do dominio e perfil de velocidade de entrada

Para fazer a construgao dos resultados, devemos primeiro discretizar nosso
dominio, ou seja, dividi-lo em uma quantidade finita de elementos e, a partir disso, comecar

a implementagao para obter os resultados.

De acordo com Oden et al. (1981), o método de elementos finitos (MEF),
consiste em dividir o dominio do problema em uma malha ou rede de elementos menores
e mais simples, como triangulos ou tetraedros no caso de problemas bidimensionais
e tridimensionais, respectivamente. Cada elemento é caracterizado por uma série de
propriedades fisicas e esta associado a uma funcao matematica de aproximacao, conhecida
como funcao de forma. Essas fungoes de forma sdo usadas para representar o comportamento
do problema dentro de cada elemento. Para este problema em questao, faremos o uso de

elementos triangulares e bidimensionais.

A construcao da malha foi feita através do software GMSH. Este é um software
livre e de codigo aberto utilizado para geracao de malhas em simulagoes numéricas e
modelagem computacional. Ele é amplamente utilizado na area de métodos numéricos,
especialmente no contexto do método de elementos finitos. Sob a coorienta¢ao do professor
Dr. André Krindges fizemos a construcao da malha no sentido anti-horario, vale ressaltar

que todos os graficos a seguir estdao em coordenadas UTM.
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Figura 8 — Malha ampliada.

Fonte: Autora

e Numero de nds: 592.477
e Numero de elementos: 1.170.230

e Numero de elementos da fronteira: 14.724

Uma vez que o dominio tenha sido discretizado com elementos finitos, sao
estabelecidas condigoes de contorno que foram apresentadas no capitulo 3.1 e o sistema
de equagoes que governa o problema é formulado. O sistema de equagoes resultante é
geralmente um conjunto de equagoes algébricas lineares, que sao resolvidas numericamente
usando técnicas como o método de eliminacao de Gauss ou métodos iterativos como o

método de Jacobi ou Gauss-Seidel.

Feita a discretizacao da malha, partimos para a construcao do perfil de veloci-
dade de entrada do rio, pois através da equacao de Navier Stokes, estabelecemos o perfil de
velocidade do rio e entao aplicamos na equagao de difusdo-adveccao. As equagoes utilizadas

para construir o perfil de velocidades se encontram no apéndice A deste trabalho.
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Figura 9 — Perfil de velocidade de entrada do Rio da Mortes rotacionado.

Fonte: Autora

A Figura 10, ilustra o perfil parabdlico inserido no corte de entrada do rio. Com
o uso da equacao de Navier-Stokes e este perfil de velocidade, foi possivel construir todo o
campo de velocidades ao longo do dominio estudado. Nas Figura 11 podemos observar
também que, quanto maior o fluxo de dgua, maiores sao as velocidades descritas pelos
vetores, e ao observar a parte ampliada da figura, vemos velocidades quase inexistentes
no canto superior direito. Isto indica que o fluxo de dgua nao é tao intenso, devido a

geomorfologia do rio, e aparecem locais onde o curso da agua é mais tranquilo, também
conhecido como "rebojo".

Para ilustrar melhor o comportamento da equacao de Navier-Stokes temos a
Figura 12, na qual apresenta-se um campo de velocidades para o cérrego. A partir do
momento que este entra no rio, se adapta e segue o fluxo mais intenso de agua. Feita

esta construcao do campo de velocidades, agora vamos encontrar a solu¢do numeérica
aproximada para a equacao 3.1.
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Figura 11 — Campo de velocidades: via Navier-Stokes.

Fonte: Autora
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Figura 12 — Campo de velocidades: via Navier-Stokes, na entrada do cérrego.

Fonte: Autora

6.2 Analise e construcao dos resultados

Para implementagao do cédigo utilizando o método de elementos finitos, é
necessario fazer os calculos em um elemento de referéncia e depois encontrar a solugao no

elemento que estamos trabalhando, como mostramos na Figura 13 a seguir:

(¥

0.0 e

Figura 13 — Transformacao afim.

Fonte: Autora

O programa utilizado para obter os resultados foi o MATLAB, que é muito
adotado no meio académico e nas engenharias para geracao de resultados numéricos. A
parte técnica da implementagao é possivel ver em Krindges (2011), Wolmuth (2009) e
Silva (2022), contendo em seus anexos ou no corpo do texto toda a teoria para empregar o

método de elementos finitos no ambito computacional.
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O cédigo utilizado para implementacao tem como referéncia principal Silva
(2022). Através de algumas adaptagoes, foi possivel criar cendrios para analisar o compor-
tamento de um poluente qualquer no Rio das Mortes. Vale ressaltar, que os dados dos

parametros sao heuristicos, pois até o momento nao foram coletados materiais.

Para fins de utilizagao futura do codigo, é necessario acrescentar algumas
informacoes. Como ja descrito anteriormente, a malha foi construida no sentido anti-
horario e as coordenadas estdao em quilometros. Os campos de velocidade dos trés rios
(Rio das Mortes, Ribeirao Antértico e o cérrego) encontram-se com as unidades de medida
em km/dia, e sdo sempre os mesmos independentemente do cendrio utilizado. Nestes
experimentos, consideramos que a fronteira nao varia com o tempo, ou seja, o rio ndo tem

cheia nem baixa, apenas um nivel de 4dgua.

A escolha das unidades de medida em km/dia deve-se ao fato de que, durante
a resolucao do sistema linear, se usarmos as unidades de medida fornecidas pelos dados
das coordenadas (em metros), teremos nimeros muito grandes, o que pode causar erros de
arredondamento ao resolver o sistema. Portanto, é melhor trabalharmos com unidades de
medidas maiores, neste caso, quilometros por dia. A seguir, apresenta-se a Tabela 2 com

dois cendarios e, em seguida, avalio os resultados gréaficos obtidos.

Tabela 2 — Parametros dos cenarios.

Parametros Cenario 1 Cenéario 2 Unidade
At 0,05 0,05 passo no tempo
a 0,2 0,2 km?/dia
o 24 x107* 24 x 107* 1/dia
g1 0 24 x 10712 km/dia
G 24 x 1073 24 x 1073 km/dia
g3 0 24 x 107° km/dia
g4 0 24 x 107° km/dia
ks 0 24 x 107° km/dia
ke 0 24 x 107° km/dia
kr 0 24 x 107° km/dia
ko 0 24 x 107° km/dia
k1o 0 24 x 107° km/dia
k11 0 24 x 107° km/dia
Re 100 100 -

Para andlise destes cendrios, escolhemos quatro pontos no rio, que vao servir
de apoio para analisar a estabilidade do poluente, ou seja, com esses pontos ¢ possivel
verificar que a partir de um certo ntimero de iteragoes, o grafico se estabiliza, isto quer
dizer que encontramos a solu¢do numérica aproximada para o cenario escolhido. A se-
guir, apresentamos a Figura 14 que contém os pontos que serao utilizados para testar

numericamente esta estabilidade.
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Figura 14 — Pontos selecionados para analise.

Fonte: Autora

Neste primeiro cenério, criamos uma situacao em que a unica fonte de poluicao
¢é o curso de dgua a montante do qual se localiza a mineradora, e todos os outros parametros
foram considerados iguais a zero. Foram realizadas 3000 iteragdes, mas a partir de 120
iteracoes, que € o equivalente a 6 dias, é possivel perceber que a poluicao se estabiliza, isto
é, a quantidade poluente que entra e sai é proporcional, fazendo assim com que a variacao
da poluicao se mantenha constante. A Figura 15 nos mostra a partir de que iteracao a

quantidade de poluente se estabiliza.
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Figura 15 — Concentracao de poluente ao longo do tempo para o cenario 1.

Fonte: Autora

A Figura 16 ilustra o desenvolvimento da poluicao ao longo de 150 dias, ja a

Figura 17 representa a quantidade de poluicao na primeira iteracao e na ultima iteracao.
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Figura 16 — Cenario 1: 150 dias.

Fonte: Autora
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Figura 17 — Cenério 1: poluicao inicial e final.

Fonte: Autora

Na Figura 18 temos uma imagem ampliada na regiao da mineradora, apos 150
dias de poluicao efetiva.
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Figura 18 — Cenério 1: destaque na regiao da mineradora.

Fonte: Autora

Com os dados da Tabela 2, ilustramos a seguir o cenario 2, em que aplicamos
poluente na regiao da mineradora, do cérrego e do ribeirao Antartico. Entre o ribeirao
Antartico e a saida do rio, estd localizada a condicao de fronteira kg, que consideramos
igual a 0. Nas outras condic¢oes colocamos uma perda de poluente baixa e analisamos o
resultado apds 3000 iteragoes. A Figura 19 mostra a concentragao de poluente ao longo do
tempo, neste a estabilidade numérica é atingida apds 2500 iteragdes, o equivalente a 125

dias.
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Figura 19 — Concentracao de poluente ao longo do tempo para o cenério 2.

Fonte: Autora

Nas Figuras 20 e 21, temos a evolucao do poluente ao longo de 150 dias. Vale
ressaltar que neste caso a estabilidade da concentragdo do poluente s6 pode ser vista nas 2

ultimas imagens da Figura 20.
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Figura 20 — Cenario 2: 150 dias.

Fonte: Autora



Capitulo 6. Resultados Numéricos

48

tterag&0:3001

teragdo:1
8379
8378.5]
B378
83775
B3T7|
8376.5|

8376

338 339 340 kRl 342 343 344 345 346 347
LS — | ]
2 4 6 8 10 12 14 002 004 006 008 a1 012 014 016

and

Figura 21 — Cenério 2: poluigao inicial e final.

Fonte: Autora

As Figuras 22 e 23 destacam a regiao da ilha e, na primeira

apresentamos a

regiao da ilhota e como se comporta o poluente naquele lugar. Ja a segunda faz evidéncia

no corrego e no ribeirdo Antartico. Nestes é possivel perceber como é a entrada de poluente

no rio pelos riachos, esta que, por sua vez, ocasionada pelo campo de velocidades.
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Figura 22 — Cenéario 2: destaque na regiao da ilha.

Fonte: Autora
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Figura 23 — Cenario 2: destaque no corrego e no ribeirao Antartico.

Fonte: Autora

A seguir apresentamos as consideracoes finais a respeito desta pesquisa, e a

possibilidade de trabalhos futuros.
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7 Consideracoes Finais e trabalhos futuros

Durante o estudo de caso realizado no Rio das Mortes, foi possivel identificar a
presenca de um determinado poluente, que neste caso nao foi especificado pois nao temos
nenhum dado a respeito de alguma substancia téxica no local. Sendo assim fizemos uma
andlise para mostrar como seria o comportamento de um poluente caso ele seja despejado
no rio, os resultado foram satisfatérios, pois vimos que a tanto a equacao de Navier-Stokes,
quanto a equacao de difusao-advecgao cumprem o seu papel descrevendo a acao dos
materiais toxicos. No entanto, é importante considerar outros fatores que influenciam a
dispersao de poluentes nessa regiao especifica, como as caracteristicas hidrodinamicas do

rio, as condigoes meteoroldgicas locais e a interagao com a flora e fauna aquaticas.

Devido a falta de referéncias bibliograficas sobre os parametros especificos
utilizados na equacao de difusao-advecgao, tornou-se imprescindivel realizar um estudo
aplicado para estabelecer esses valores. Essa abordagem permitira uma melhor compreensao
da dindmica de dispersao dos poluentes no meio aquatico do Rio das Mortes e fornecera

informagoes mais confidveis para andlises futuras.

Uma proposta interessante para trabalhos futuros é a realizagao de coletas de
dados em campo, abrangendo diversas regioes do rio. Essa abordagem permitirda uma
avaliagdo mais ampla da quantidade de poluentes ao longo do curso d’agua, auxiliando na

identificacdo de pontos criticos e na elaboragao de estratégias de mitigacao efetivas.

Além disso, a criacdo de um programa computacional geral, capaz de lidar com
diferentes situacoes relacionadas a equagao de difusao-adveccao em meio aquatico fluvial
ou costeiro, se mostra uma necessidade. Esse recurso seria uma ferramenta valiosa para
a realizacdo de estudos futuros nao apenas no Rio das Mortes, mas em outras regioes
hidrogréficas, contribuindo para avancos significativos no campo da modelagem ambiental.
Futuramente seria interessante, se nao necessario, acrescentar um fator, o estudo do
dominio variando no tempo, com o qual pretendemos simular a presenga de rios com
regime de variagao periédica de maiores amplitudes de largura, por exemplo, devidas

sobretudo as condigOes sazonais.

No contexto da Biomatematica, esse estudo desempenha um papel fundamental
na area da ecologia, pois proporciona insights importantes sobre o impacto dos poluentes na
saude dos ecossistemas aquaticos. Essas informagoes sao essenciais para embasar tomadas

de decisao voltadas a preservagao e manejo sustentavel dos recursos hidricos.

Por fim, é valido ressaltar que a participacao da populacao, tanto local quanto
global, é crucial para o sucesso e relevancia de qualquer pesquisa. A conscientizacao publica

sobre os problemas relacionados a poluigao dos rios e a disseminagao dos resultados obtidos
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sao fundamentais para incentivar acoes coletivas e politicas ambientais mais eficazes,

promovendo o avanco tecnolégico e o bem-estar da sociedade como um todo.
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APENDICE A - Perfil de Velocidade

Para determinar o perfil de velocidade do rio, foram necessérias fazer algumas
calibragens nos dados coletados. Aos 22 dias do més de janeiro de 2023, fizemos uma coleta
da velocidade do rio através de garrafas, onde a soltamos a em um determinado ponto do
rio, em seguida medimos o tempo gasto para percorrer uma determinada distancia. Os

dados foram obtidos nas seguintes condigoes:

o Largura média do Rio: 230 metros;
« Distancia percorrida: 1510 metros;

« Tempo gasto: 1323 segundos e

Velocidade méxima: 1,1413m/s.

No entanto nosso dominio estudado apresenta uma largura de 153.4142 metros, entao para
obter a velocidade maxima neste local de acordo com Silva (2022), seguimos os seguintes

passos:

Figura 24 — Como obter a velocidade méxima.

Seja fi1(z) = ax(x — Ly) para a primeira velocidade obtida, onde onde L; é a
equivalente a 230 metros. Com as condigdes que temos sobre fi(x), é possivel determinar

o valor do coeficiente a.

° f1(070)7

. £1(230,0) ¢
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e f1(115,1.1413).

1.1413 1.1413
Fazendo os célculos obtemos que a = BT entdao fi(zr) = BRI

230). Apos determinar a fungdo, agora podemos ir em busca de calcular a drea da regiao

ca(z —

parabolica e em seguida encontrar a velocidade média da regidao a ser estudada. Para isso

vamos utilizar a seguinte equagao:

1 1 (> 1.1413

= — e .
Vin hlw)de =555 |~

-z(z —230)dx (A.1)
Ly Jp,

Resolvendo a equagao (4.1) obtemos o seguinte resultado:

Vi, = 0.7609m/s. (A.2)

Por outro lado temos que V,,, pode ser obtido da seguinte forma:

v, — V/azzio _ Vazao . _ Vazao ' (A.3)
Area Largura x Profundidade 230 - P

Se considerarmos que a profundidade é a mesma ao longe de todo o rio, temos

que a velocidade média ao longo do problema é a seguinte:

V.o Vazao Vazao B Vazao
™2 Area  Largura x Profundidade  153.4142- P’

(A.4)
Fazendo alguns ajustes em V,,,, e substituindo a equagao (4.4) em (4.3), temos:

p— Vm2
T 1.62

Vi, = Vi, = Vi, - 1,62 = V,,,, = 1.1407m/s (A.5)

Seja fo(z) = bx(x — Lg), onde Ly = 142 ¢é a funcdo que determina a parabola
que forma o perfil de velocidades no corte feito para o estudo do problema. Temos as

seguintes informacgoes:

* f2(07 0);
o f2(153.4142,0) e
o f5(76.7071,q).

q

Deste modo obtemos que b = BTE Substituindo na equagao a seguir, temos
que:
1 1 153.4142 g
Vi, = o . fo(z)dr < 1.1407 = 1534142L —Wx(x — 153.4142)dx

(A.6)



APENDICE A. Perfil de Velocidade 56

Resolvendo a equagao (4.6), obtemos:

q=1.7110m/s (A.7)
e consequentemente,

b= —2.9080 x 10~* (A.8)

Portando a fun¢ao que modela o perfil parabdlico de entrada do rio é fo(x) =
—2.9080 x 10 *x(x — 153.4142).
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APENDICE B - Cédigo Fonte

Coédigo-fonte 1 — Perfil de velocidades

clear

clc

load(’gab_anti_horario.mat’) J%arquivo que contem os dados das
coordenadas e dos elementos de fronteira

format short

h%hConstrucao da parabola do perfil de velocidade na entrada

do Rio das Mortes

yA

R el Determinar a velocidade media
---------------------- it

yA

L1=230; %largura do rio onde foram feitas as medicoes

al=-(1.1413/((L1/2)"2)); %coeficiente da f1(x)

syms X

fi(x)=al*x*x(x-L1); %funcao que determina o perfil de
velocidade onde foram feitas as medicoes

Vmi=(1/L1)*(int (f1(x),x,0,230)); %calcular a area sob a

curva para determinar a velocidade media

%L2 = sqrt((coordenadas(1l,1)-coordenadas (693,1))72 + (
coordenadas (1,2) -coordenadas (693,2)) "2) ;

L2=norm((coordenadas (1,:)-coordenadas (693,:)) ,2); %largura do
local onde estamos trabalhando

c=L1/L2; Y%obtido da equacao V=Vazao/area

Vm2=Vml*c; %velocidade media no local onde estamos
trabalhando

If2=-(4/L2"°3)*(int (x*(x-L2) ,x,0,L2)); %calcular a area sob a
funcao f2(x)

q=Vm2/If2 ; %velocidade maxima do rio no local onde estamos
trabalhando

b=-((4%q)/(L272)); %coeficiente da f2(x)




24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

APENDICE B. Cédigo Fonte 58

f2(x)=b*xx*x(x-L2); %funcao que indica o perfil de velocidade

do local onde estamos trabalhando

e

%% Tranformacao Linear

hipfh==mmmmmmn s msnssasmaa s Dados de entrada do dominio
---------------- ho

%

xl=coordenadas (1,1); %coordenadasenada do no 1 no eixo x

yl=coordenadas (1,2); %coordenadasenada do no 1 no eixo y

x693=coordenadas (693,1); %coordenadasenada do no 623 no eixo
X

y693=coordenadas (693,2); ’%coordenadasenada do no 623 no eixo

A

m=(yl-y693)/(x1-x693); ’%coeficiente da reta que passa pelas
coordenadasenadas da entrada do dominio

n=((y693-y1)/(x1-x693))*x1 + yl; Ycoeficiente da reta que
passa pelas coordenadasenadas da entrada do dominio

cl1=(x1+x693)/2; ‘media do comprimento do eixo x

c2=(y1+y693)/2; %%media do comprimento do eixo y

xv=(1/(m~2+1) )*x(cl+cl*m~2-m*xq*sqrt(m~2+1)); %xv do vetor que
indica velocidade maxima do rio

xv=double (xv); ’%determina o valor do xv no formato decimal

yv=(-xv/m)+c2+(cl/m); %%xv do vetor que indica velocidade
maxima do rio

yv=double(yv); %determina o valor do yv no formato decimal

nos=1:693;

nos=[nos 1];

%

front693=find(elementos_fronteira(:,1)==693); %procura na
primeira coluna do elementos_fronteira todos os elementos
que tem seus vertices sob a linha 693

front693=elementos _fronteira(front693,2:3); %determina os nos

dos elementos encontrados
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APENDICE B. Cédigo Fonte 59

front693=[front693(:,1) ;front693(end,2)]; %retira os nos
repetidos
A
for i=1:length(front693)
D(i)=norm(coordenadas (front693(i) ,:)-coordenadas (front693
(1) ,:),2); %distancia de cada no ate o no inicial
end
x=D;
y=zeros (size(x));
for i=1:length(x)
[X,Y]=transformacao (x(i),y(i),x1,x693,xv,yl,y693,yv,L2,q)
; htransformacao linear do eixo x
ptos_eixox(i,:)=[X Y]; %associa os pontos do eixo x a
transformacao linear
p(i)=b*x (i) *(x(i)-L2); %parabola do perfil de velocidade
com 1 variando nos nos do perfil de entrada
[X,Y]=transformacao (x(i),p(i),x1,x693,xv,yl,y693,yv,L2,q)
; htransformacao linear da parabola
ptos_parabola(i,:)=[X Y]; ’%associa os pontos da parabola
a transformacao linear
end
% figure (2)
% plot ([x693;x1],[y693;y1]) %visualizacao dos pontos
extremos
% hplot (xv,yv,’r*’)
% %hplot (coordenadas (nos,1),coordenadas (nos,2) ,xv,yv,’m*’) %
visualizacao do desenho do rio e do ponto que ira definir
0 XV e yVv
% view ([0 90]) %visualizar o grafico completo
% axis equal %mesmas unidades de comprimento no grafico
% hold on Y%gera um grafico em cima do outro
% quiver (ptos_eixox(:,1),ptos_eixox(:,2),ptos_parabola(:,1)-
ptos_eixox(:,1) ,ptos_parabola(: ,2)-ptos_eixox(: ,2),’c’)
%visualizacao dos vetores, lembrar que o O plota o tamanho
real do vetor
% axis equal
vel entrada=double ([ptos_eixox(:,1) ptos_eixox(:,2)
ptos_parabola(:,1)-ptos_eixox(:,1) ptos_parabola(: ,2)-
ptos_eixox(: ,2)1);
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save vel _entrada vel_entrada

function [X,Y]= transformacao(x,y,x1,x693,xv,yl,y693,yv,L2,q)

T1 = [((x1-x693)/L2) ((1/(2*q))*(2*xv-x1-x693)); ((y1-y693)/L2
) ((1/(2%q)) *(2xyv-y1-y693))1];

T2 = [x693;y693];

a = Ti*x[x;y]+T2; %matriz da transformacao linear
X = a (1) ; %coordenadasenada do X

Y = a (2) ; Ycoordenadasenada do Y

end

Cddigo-fonte 2 — Programa Principal

clear all

clc

% arquivo malhal

load(’gab_anti_horario.mat’)

load(’nos_contorno.mat’)

load(’vel entrada.mat’)

ntn=size (coordenadas ,1) ;

b

continuacao=input (’Continuacao de outra simulacao? (responda
1 para sim ou O para nao) = ’);

n_iteracoes=input (’Numero de iteracoes = ’);

if continuacao==
nome_arquivo=input (’De o nome do arquivo para continuacao
r
load (nome_arquivo)
vi=solucao (:,size(solucao ,2)-1:size(solucao,2));
polli=solupol (:,size(solupol ,2));
else
solucao=[];

iteracao=[];

solupol=[];
nome_arquivo=strcat (’CENARIOteste_’,’10’);
save (nome_arquivo,’solucao’,’iteracao’,’solupol’,’-v7.3’)

vi=zeros (ntn,2) ;
poll=zeros(ntn,1);
end

proximo=nome_arquivo (end-1:end) ;
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APENDICE B. Cédigo Fonte 61

proximo=str2num(proximo) ;

proximo=proximo+1;

proximo=num2str (proximo) ;

Yot

phii_phij=[1/12 1/24 1/24; 1/24 1/12 1/24; 1/24 1/24
1/1271;

dfipsi_dfipsi=[1/2 0 -1/2;0 0 0; -1/2 0 1/2];

dfijpsi_dfieta=[0 0 0;1/2 0 -1/2;-1/2 0 1/21;%
dfcsi_dfieta

dfieta_dfipsi=[0 1/2 -1/2;0 0 0;0 -1/2 1/21;%
dpjeta_dficsi

dfijeta_dfieta=[0 O 0;0 1/2 -1/2;0 -1/2 1/2];

h

dphipsij_phii=[1/6 0 -1/6;1/6 0 -1/6;1/6 0 -1/6]; Y%dphi
/dpsi * phii

dphijeta_phii=[ 0 1/6 -1/6;0 1/6 -1/6;0 1/6 -1/6];

h
elem_frontl1=[1/3 1/6;1/6 1/3]; %phii_phij
elem front2=[1/2;1/2];% um phi

%“Dados de entrada da Matriz¥
nte=size(elementos ,1);

ntn=size (coordenadas ,1) ;
ntef=size(elementos_fronteira,bl);
nf=elementos fronteira(:,2:3);
nf=nf (:);

nf=sort (nf) ;

nf=unique (nf) ;

nf=nf (end) ;

tetal=24e-12;
teta2=24e-2;
teta3=24e-6;
tetad=24e-6;

kk5=24e-5;
kk6=0;

kk7=24e-5;
kk8=24e-5;
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kk9=0;
kk10=24e-5;
kk11=24e-5;

band=zeros (ntef , 1) ;

band (13124:13200) =1; %G1
band (12250:12779) =2; %G2

band (6037:6040) =3; %G3
band (5052:5057) =4; hG4
band (6796:6854) =5; %G5
band (1:5051) =6; %G6
band (5058:6036) =7; %GT
band (6041:6795) =8; %G8

band (6855:12249)=9; %G9
band (12780:13123)=10; %G10
band (13201:14724)=11; %G11

%Parametros fundamentaisy

dt=0.05;

Re=100; % numero de reynolds
alpha=0.2; % coeficiente de difusao

sigma=24e-10;% decaimento

%Dados de entradal,

fronteira4d=nos_mortes;

%hco_pre=fronteira?2;
inco_pre=(1l:ntn)’;

%hinco_pre(co_pre)=I[];

i

inco vi=[nf+1l:ntnl; %co pre’];% estou tirando a fronteira de
entrada,as laterais e as do disco.

inco_vi=sort(inco _v1);

%hinco_v1(cacau)=[];

inco_vl=inco_v1l’;

h
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co vi=(1l:ntn)’;

co_vl(inco v1)=[];

% % cognitas e incognitas/
inco_v2=inco_v1l;

co_v2=co_vl;

if isempty(iteracao)==
it_inicial=1;

else
it _inicial=iteracao(end)+1;

end

Mfront=zeros (2,3 ,nf);
MFIJ=zeros (2,6 ,nf) ;
parfor k=1:nf
MFIJ(:,:,k)=EIFFL _FRONT(elementos fronteira(k,:));
Mfront (:,:,k)=trab matriz front (k,coordenadas,
elementos_fronteira,elem_frontl ,band,...
tetal ,teta2,tetal3,tetad ,kkb,kk6,kk7,kk8,kk9,kk10,kkl1
)
end
% I e J para a fronteira phii_phij robini
I front_ 1=MFIJ(:,1:2,:); I front_1=I front_1(:);
J front 1=MFIJ(:,3:4,:); J front 1=J front 1(:);

% I e J para a fronteira um_phii Von Neumann}
I front 2=MFIJ(:,5,:); I front 2=1 front 2(:);
J front _2=MFIJ(:,6,:); J front_2=1 front 2(:);

% valores para as condicoes de fronteiras

Vfronti1=Mfront (:,1:2,:); Vfrontl=Vfrontl(:);
Vfront2=Mfront (:,3,:); Viront2=Vfront2(:); %alterei aqui

%Montando as matrizes sparse para as fronteiras
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R=sparse(I_front_1,J front_1,Vfrontl,ntn,ntn); %Sparse para
front phi_phij
S=sparse(I_front 2,1,Vfront2,ntn,1); Y%sparse para front phi
parfor ke=1:nte
% COORD=[coordenadas (elementos (ke ,1) ,:); %
coordenadas (elementos (ke ,1) ,2);
% coordenadas (elementos (ke ,2) ,:); %
coordenadas (elementos (ke ,2) ,2);
% coordenadas (elementos (ke ,3) ,:)]; b
coordenadas (elementos (ke,3) ,2)1]
MMM (:,:,ke)=EIFFL_II JJ(elementos(ke,:));lharmazenei as
phi_phij
end
% valores para I e J empilhados
I=MMM(:,1:3,:); I=IC(:);
J=MMM (: ,4:6,:); J=J(:);
for it=it inicial:n iteracoes
tic
if it<=it_inicial+0
% theta variandol
MM=zeros (3,12,nte) ;
MMM=zeros (3,6 ,nte) ;
WW=zeros (3,3 ,nte) ;
parfor ke=1:nte
% COORD=[coordenadas (elementos (ke ,1),:); %

coordenadas (elementos (ke ,1) ,2);

% coordenadas (elementos (ke ,2) ,:);
coordenadas (elementos (ke ,2) ,2);

% coordenadas (elementos (ke ,3) ,:)1];

Y%coordenadas (elementos (ke ,3) ,2)1

MM(:,:,ke)=MATMP (ke ,elementos , coordenadas,
phii_phij ,dfipsi_dfipsi, ...
dfijpsi_dfieta,dfieta_dfipsi,dfijeta_dfieta,
dphipsij_phii,dphijeta_phii);

h
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WW(:,:,ke)=vel media(ke,elementos,coordenadas,vl,
dphipsij_phii,dphijeta_phii); % subrotina
end
% valores para I e J empilhados¥

hValores para as matrizes M e PQ%

Vi=MM(:,1:3,:); V1i=V1(:); % phi_phj
V2=MM(: ,4:6,:); V2=V2(:); % Gradiente phi_phj
V3=MM(:,7:9,:); v3=V3(:); % dphix_phi

V4=MM (:,10:12,:); V4=V4(:); % dphiy_phi

%Sparse para a matriz M fruto de phii_phij_global¥

M=sparse(I,J, V1,ntn,ntn); % matriz esparsa para
phi_phij

PQ=sparse(I,J,V2,ntn,ntn); 7% matriz esparsa para o
gradiente

Mli=sparse(I,J,V3,ntn,ntn);’% matriz esparsa para
dphix_phi

M2=sparse(I,J,V4,ntn,ntn);’% matriz esparsa para

dphiy_phi

WW=WW(:);% empilhamento dos dados para a velocidade
media nos tres nos
%length (WW) teste
FF=sparse(I,J,WW,ntn,ntn); ’%esparsa para a velocidade
media nos tres nos

% montando o bl _esterisco

bl star=(1/dt)*M(inco _v1,:)*v1(:,1)-((1/dt)*M(inco vl
,co_v1)+(1/Re)*PQ(inco_vl,co_vl)+
FF(inco_vl,co_v1))*vl(co_vl,1); %comentado geral
%montando o b2 asterisco
b2 star=(1/dt)*M(inco v2,:)*v1(:,2)-((1/dt)*M(inco_v2
,co_v2)+(1/Re)*PQ(inco_v2,co_v2)+

FF(inco_v2,co_v2))*vl(co_v2,2); ’comentado geral

% Jcomentado geral

NS_apri=(1/dt)*M(inco_v1l,inco_v1)+(1/Re)*PQ(inco_v1,
inco_v1)+FF(inco_v1,inco_vl);

NS _apr2=(1/dt)*M(inco_v2,inco_v2)+(1/Re)*PQ(inco_v2,
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inco_v2)+FF(inco_v2,inco_v2);

%» Resolvendo os sistemas para vl e v2 aproximado
VE1=NS_apri\bl_star;
VE2=NS_apr2\b2_star;

A

vel star=zeros(ntn,2);

A

vel star(inco_v1,1)=VEl; % abrange toda superficie e
os no da fronteira cog_pressao

vel _star (inco_v2,2)=VE2; 9’ abrange toda superficie e
os no da fronteira cog_pressao

% vel star(cacau,1)=0.432e+02;% km/dia

)

vel star (fronteirad,:)=rio _mortes;

%hvel star(fronteira4 ,2)=vel _entrada(:,3);

hcorregos

vel _star (nos_antartico,:)=rio_antartico;

vel star(nos_juma,:)=rio_juma;

% vel star(belavista,1)=0.43e+2;

% vel star (capivara,1)=-0.43e+2;

% vel star(stereza,1)=-0.43e+2;

/)

bpre=-(1/dt)*M1(inco_pre,:)*vel _star(:,1)-(1/dt)*xM2(
inco_pre,:)*vel_star(:,2);

wp=PQ(inco_pre,inco_pre) \bpre;

pre=zeros (ntn,1);

pre(inco_pre)=wp; %calculo da pressao

b
bl1=M(inco_v1l,:)*vel star(:,1)-dt*M1(inco_v1,:)*pre;%
comentado geral

b2=M(inco_v2,:)*vel _star(:,2)-dt*M2(inco_v2,:)*pre;

Yoresolver o sistema

velocidadel=M(inco_v1l,inco _v1)\bil;

velocidade2=M(inco_v2,inco_v2)\b2;
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% Armazenando na matriz velocityl2

v2=zeros (ntn,2) ;

%v2(fronteirad ,1)=vel rio;%velocidade na entrada do
duto

v2(inco_vl,1)=velocidadel; % abrange toda superficie
e os no da fronteira cog_pressao

v2(inco_v2,2)=velocidade?2;

v2(fronteira4 ,:)=rio _mortes;
%v2(fronteirad ,1)=ptos_parabola(:,1)-ptos_eixox(:,1);
%hCorregos corrigidas/
v2(nos_antartico,:)=rio_antartico;
v2(nos_juma,:)=rio_juma;

% v2(cacau,1)=-0.43e+2;

% v2(bacuri,1)=-0.43e+2;

% v2(belavista ,1)=0.43e+2;

% v2(capivara,1)=-0.43e+2;

% v2(stereza,1)=-0.43e+2;

A

% km/dia

A v2(cacau,1)=43.2;

% v2(fronteira4 ,2)=0.00923;%*xdt*xit;
% v2(fronteiradd ,1)=0.0025;%*xdt*it;

% velocidade no dois passos}

else
v2=v1l,;

end

VPOL=zeros (3,3, nte) ;

parfor el=1l:nte
VPOL(:,:,el)=vel _grad phii(el,elementos,vl,v2,

coordenadas ,dphipsij_phii,dphijeta_phii);

end

VPOL=VPOL (:) ;

G=sparse(I,J,VPOL,ntn,ntn);

%hEquacao da Poluicao’

GE=M+(dt/2) *(alpha*PQ+sigma*M+R)+(dt/2) *G;
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EL=(M-(dt/2) *(alpha*xPQ+sigma*M+R) -(dt/2) *G) *poll+dt*S;’dt

*f
h
pol2=GE\EL;
vi=v2;
poll=pol2;
% tetacol=tetaco;
% tetaeml=tetaem;
A
it
if mod(it,10)==
if size(solupol,h2) <50
solucao=[solucao v2];
iteracao=[iteracao;it];
solupol=[solupol pol2];
save (nome_arquivo,’solucao’,’iteracao’,’solupol’,
’-v7.37)
else
solucao=v2;
iteracao=[iteracao;it];
solupol=pol2;
nome_arquivo=strcat (’CENARIOteste_ ’,proximo);
save (nome_arquivo,’solucao’,’iteracao’,’solupol’,
’-v7.37)
proximo=nome_arquivo (end-1:end) ;
proximo=str2num(proximo) ;
proximo=proximo+1;
proximo=num2str (proximo) ;
end
end
toc
end
Cédigo-fonte 3 — Visualizacao Gréfica
clear

load(’gab_anti_horario.mat’)
load(’vel entrada.mat’)
load (’CENARIO1 10.mat’)
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load(’nos_contorno.mat’)

hoh

%plot do campo de velocidade:

quiver (coordenadas (:,1),coordenadas (:,2) ,solucao(:,end-1),
solucao (:,end))

hold on

plot (coordenadas (nos_rio,1),coordenadas(nos_rio,2),"red")

plot (coordenadas (nos_ilha,1),coordenadas(nos_ilha ,2),"red")

axis equal

hho

%plot do perfil de poluicao

trisurf (elementos,coordenadas(:,1),coordenadas(:,2),solupol
(:,end),’edgeColor’,’none’,’faceColor’,’interp’)

axis equal

view ([0 90])

%% plot do perfil de poluicao com varias imagens

nti=size(solupol,h2);
p=floor (1+nti/10) ;
if mod(p,2)==0
pP=p/2;
else
p=ceil (p/2);
end
k=1;
t=tiledlayout(p,2,’TileSpacing’,’Compact’);
for i=1:10:nti
axl=nexttile;
haxl=subplot(p,2,k);
trisurf (elementos,coordenadas(:,1),coordenadas(:,2),
solupol(:,i),’edgeColor’,’none’,’faceColor’,’interp’)
axis equal
view ([0 90])
str=strcat(’Iteracao:’,string(iteracao(i)));
title(str)
axl.FontSize = 8;
k=k+1;
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end
t.TileSpacing=’compact’;

t.Padding=’compact’;

hoo
str =17

str={str, 8627’ };

for i=3:size(elementos_fronteira,hl)
str{1,i}=mat2str(elementos fronteira(i,2));

end

plot (coordenadas (elementos_fronteira(:,2) ,1),coordenadas (
elementos fronteira(:,2),2),’.°)
text (coordenadas (elementos fronteira(:,2),1),coordenadas(

elementos fronteira(:,2) ,2),str)

hho

A=zeros(size(elementos ,1) ,1);

for i=1:size(elementos,1)
a(l)=norm(coordenadas (elementos(i,1) ,:)-coordenadas(
elementos (i,2),:),2);
a(2)=norm(coordenadas (elementos(i,1),:)-coordenadas(
elementos (i,3) ,:),2);
a(3)=norm(coordenadas (elementos (i,2) ,:)-coordenadas (

elementos (i,3),:),2);

v(1l)=norm([solucao(elementos(i,1),end-1) solucao(
elementos (i,2),end)],2);

v(2)=norm([solucao(elementos(i,1) ,end-1) solucao/(
elementos (i,3),end)],2);

v(3)=norm([solucao(elementos(i,2),end-1) solucao/(
elementos (i,3),end)],2);

A(i,1)=min(a)/max(a);

A(i,2)=mean(a)*mean(v)/0.20;

end
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figure
qm=A(:,1);
gqm=sort (qm) ;
plot (gqm)

figure
pe=A(:,2);
pe=sort (pe);
plot (pe)

hh
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