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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia e multiplicidade de solug¢oes fracas para o seguinte

problema eliptico de tipo Kirchhoff envolvendo o p—Laplaciano

-M (J |Vul? dw) Apu = Af(z,u) + |uf"2u em Q wu=0 em N
0

onde © é um dominio limitado e suave em RY, com dimensdo N > p > 1, A > 0, f é um
termo subcritico e M modela o coeficiente de Kirchhoff. Enfrentamos trés casos particulares,
dependendo do comportamento de f. Por isto, combinamos diferentes métodos variacionais com
apropriados argumentos topologicos. Em todos os casos, precisamos do principio de concentracao
e compacidade de Pierre-Louis Lions para superar a perda de compacidade na imersao de
Sobolev gerada pela presenca do termo com expoente critico |u|p*_2u. A peculiaridade dos
nossos resultados é que conseguimos cobrir o caso mais delicado quando M (0) = 0, ou seja com

M degenerada.



Abstract

In this work, we study the existence and multiplicity of weak solutions for the following Kirchhoff

type elliptic problem involving p—Laplacian operator

-M (J |Vul? dw) Apu = Af(z,u) + |uf"2u em Q wu=0 em N
0

where © is a bounded and smooth domain in RY, with dimension N > p > 1, A > 0, f is a
subcritical term and M models the Kirchhoff coefficient. We face three particular cases, depending
on the behavior of f. For this, we combine different variational methods with appropriate
topological arguments. In all cases we need the principle of concentration and compactness of
Pierre-Louis Lions to overcome the lack of compactness in the Sobolev immersion generated by
the presence of the critical term |u]p* ~2u. The peculiarity of our results is that we are able to

cover the most delicate case when M (0) = 0, that is when M is degenerate.
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Introducao

O proposito deste trabalho de mestrado é investigar a existéncia e multiplicidade de
solucoes fracas em Wol P(Q)) para o seguinte problema eliptico critico ndo-local de tipo Kirchhoff
M (Jul?)Agu = A f(e,u) + [u 2 em ©, "

u=>0 em 0f),

onde Q ¢ RY ¢ um dominio limitado e suave, com dimensdo N > p > 1, A um pardmetro

positivo, |ul’ = J \VulP dz, p* = Np/(N —p), enquanto f: Q x RY — Re M :Rf — R
Q

sao duas fungoes continuas satisfazendo algumas propriedades ou condi¢des que daremos em

seguida.

O problema (1) é dito ndo-local porque para estudar a primeira equagao em (1) para
x € 2, nao é suficiente conhecer s6 o valor de u(x). Devemos saber o comportamento de u para

qualquer z € Q, pois em (1) temos uma integral definido em todo €.

Um protétipo tipico de M é dado por
M(t)za—i—bﬁte’l, ondea, b=>0, a+b>0, §=>1. (2)

Na literatura distinguimos duas situagdes. Se M(t) > 0 para todo t € Ry, um problema de
Kirchhoff como (1) é chamado nao degenerado, e isto acontece no caso modelo (2) quando a > 0.
Se M(0) = 0 mas M(t) > 0 para todo t € R™, um problema de Kirchhoff como (1) é chamado

degenerado, e isto acontece no caso modelo (2) quando a = 0.

Nés estamos interessados em estudar o problema (1) no caso degenerado, sempre
assumindo que M (0) = 0. Este fato gera algumas dificuldades matematicas, ndo permitindo um
controle uniforme positivo de baixo para M. Por isto, precisamos estudar diferentes situagoes,
dependendo do comportamento de M perto do zero. Enquanto a presenca do termo com
exponente critico p* ocasiona uma perda de compacidade na imersao de Sobolev Wol P(Q) —
L (Q). Todo torna (1) um problema interessante. Além disso, nés temos a seguinte motivacao
fisica. Quando p = 2, o operador M (|u]?)Au esta presente na equacio de Kirchhoff, que surge

em vibracoes nao lineares, a saber

wy — M([|[u*)Au = f(x,u) em Q x (0,T),
u=0 em 0§ x (0,7), (3)

u(z,0) = up(x), u(z,0) = up ().
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Tal problema hiperbdlico é uma versao geral da equacao de Kirchhoff

2
*u

apresentada em [16], com M (t) = a + bt e a = By/h, b = E/2L. Esta equagao (4) estende a

versao classica da equagao de onda estudada por Jean le Rond d’Alembert no ano 1746, a qual

ou

Pu_ (PR E ("|ou
ox

Pae ~\h Tar

considera os efeitos da mudanca no comprimento da corda durante a vibragao. Os parametros em
(4) tem os seguintes significados: L é o comprimento da corda, h é a drea do corte transversal,
E é o médulo de Young para o material, p ¢ a densidade de masa e F ¢ a tensao inicial da
corda. Portanto, do ponto de vista fisico, o coeficiente de Kirchhoff M mede a mudanca da
tensao na corda causada pela mudanca de seu comprimento durante a vibracao. Assumindo o
caso degenerado com M (0) = 0 em (3) e (4) significa supor que a tensao inicial seja nula, uma
situacdo mais realista. Também podemos encontrar aplicagoes dos problemas nao—locais em
outros campos, como por exemplo nos sistemas biolégicos onde u descreve um processo que
depende em certa medida de si mesmo, por exemplo a densidade de populagao (veja por exemplo
[1]). Matematicamente falando, existem muitos artigos que estudam a equagao de Kirchhoff com
termos nao lineares criticos, abordando dito problema com ferramentas do célculo variacional,

como por exemplo em [1],[2], [9], [12], [13], [23], e as referéncias neles.

O trabalho esta estruturado da seguinte forma: No Capitulo 1 daremos os instrumentos
bésicos para estudar o problema (1). Em particular introduziremos os métodos variacionais e

, . /. . ~ 1
topolégicos necessarios, e os teoremas de imersoes de Sobolev para W,”* ().

No Capitulo 2, estudaremos o problema (1) quando f seja subcritica mas sobrelinear. Ou seja,

satisfaz condigoes tais que tenha o seguinte crescimento, para todo € > 0
g
|f(z,t)] <elt|P! + C.|t|*", paratodo teR,zeQ,

com q € (Op,p*), onde 0 € (1,p*/p) tem mesmo significado em (2), e C. > 0 é uma constante
apropriada. Para este caso assumiremos hipoteses gerais também para M, que daremos no
Capitulo 1 juntas com as hipdteses da f. Provaremos um resultado de existéncia estabelecido
no Teorema 2.0.1, supondo que o parametro A seja suficientemente grande. Por isto, usaremos o
classico Teorema do passo de montanha, como feito na primeira parte do artigo [23]. O nosso
Teorema 2.0.1 melhora também o resultado obtido em [13], onde p = 2 e M ¢é nao—degenerado.

No Capitulo 3, estudaremos o problema (1) quando f seja linear, ou seja, exatamente com

f(z,t) = [t|?7%t. Para cobrir esta situacéo, precisaremos M (t) = ¢~

com ¢ € (1,p*/p), que
corresponde ao caso degenerado de (2). Assim, provaremos um resultado de multiplicidade
estabelecido no Teorema 3.0.2. Por isto, precisaremos um resultado abstrato do calculo vari-

acional baseado na teoria de indice cohomolégico de Fadell e Rabinowitz, aplicado quando o
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pardmetro A esteja numa vizinhanca adequada de algum autovalor do operador —M (|u[?) A,.

Argumentaremos como na segunda parte do artigo [23].

Enfim, no Capitulo 4, estudaremos o problema (1) quando f seja soblinear, considerando
f(z,t) = |t|*%t com ¢ € (1,0p). Também neste caso precisaremos que M (t) = t*~1, para cobrir
uma situacao soblinear completa com ¢ € (1,0p). Todavia, usaremos um teorema variacional
abstrato com suportes na teoria de genus de Krasnoselskii, achando um intervalo 6timo para o
parametro A e construindo uma sequéncia de pontos criticos para o operador de Euler-Lagrange
associado a nosso problema (1), mostrando a existéncia de infinitas solugdes. O resultado
estd estabelecido no Teorema 4.0.1 ¢ estende o mesmo resultado em [13], onde p =2 e M é

nao—degenerado.
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1 Preliminares

O objetivo deste capitulo é dar as ferramentas necessarias para o desenvolvimento

deste trabalho. As referéncias para um bom entendimento serdao dadas em cada segao.

1.1 Propriedades das funcées M e f do Teorema 2.0.1

t
Consideremos M : Rf — RJ uma fungio continua com primitiva M(t) = J M(7)dr.
0

No Teorema 2.0.1, assumiremos que M satisfaz as seguintes propriedades:
(M) existe um 6 € (1,p*/p) tal que tM(t) < OM(t), Vi e Ry;
(M) para qualquer 7 >0 existe um k= r(7) >0 talque M(t) =k, Vt=T;

(Ms) existe uma constante ¢ >0 tal que M(t) = ct’~!, Vte[0,1].

E fécil verificar que o protétipo para M dado em (2) satisfaz (M;)-(Ms). Agora
mostraremos que as propriedades de M implicam umas consequéncias extras que serao de vital

importancia na prova do Teorema 2.0.1.

Lema 1.1.1. Suponha que M wverifique as propriedades (My)—(M3) e seja fixrado to > 0 genérico.
Entao
O M(t) = M(to)t?, vt e [0,t], (1.1)

Y M(t) < M(to)t?, Vit € [tg, ). (1.2)

Demonstragio. Para mostrar (1.1), note que pela propriedade (M) segue que M (t) > 0 para

todo t > 0, e consequentemente por (M)

— N S

M) 6
M) St

, Vt>0.

Assim, para 0 < t < t; temos

:O j\\ﬁi:)) dr < fo idT — In (/x{(g))) <fn (?) ,

e segue que (1.1) vale para todo 0 < ¢t < t5. Como M(0) = 0, (1.1) é valida para todo 0 < t < .

De forma andloga, para mostrar a desigualdade (1.2), se consideramos t > t, obtemos
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e daqui segue (1.2).
[l

t
Seja F(x,t) = f f(z,7)dr, que chamaremos de primitiva para f com respeito a t.

0
Para o Teorema 2.0.1, assumiremos que f satisfaz as seguintes hipdteses:

(f1) lim /o, ?)

-— = 0 uniformemente sobre z € ()
[t|—0 ‘t‘ p—

(fo) existe um o € (Ip,p*) talque 0 < oF(x,t) <tf(x,t) YreQ, t+#0;

t _
(f3) existe um ¢ € (fp,p*) tal que lim f(@,1) =0 uniformemente sobre x € ().

|t [t]a71

O modelo f(z,t) = ¢(z) (|1t|ff’—1 + |t|q’—1> com ¢ € Cy(Q), ¢ > 0em Q, e Op < o’ < ¢ < p,
verifica todas as propriedades (f1)—(f3). Das propriedades (f1) e (f3) obtemos uma quarta

propriedade necesséaria para a prova do Teorema 2.0.1.

Lema 1.1.2. Suponha que f verifique as propriedades (f1) e (f3). Entao para todo € > 0 existe

uma constante C. > 0 tal que

|f(z,t)| < elt|?”t + C.Jt|*™",  para todo te R,z e (1.3)

Demonstragao. Seja ¢ > 0 fixado. Pela propriedade (f;) existe uma constante 6 = d(¢) > 0 tal
que, se [t| < 6 e x € Q, entdo
[fx, )] < eft]P (1.4)

Enquanto, pela propriedade (f3) existe um § = (1) > § tal que, se [t| >d ez e Q
[f )] < [t

No compacto © x [4,0] obtemos pela continuidade de f a existéncia de uma nova constante

R = R(g) > 0 tal que

|f(z, )| < R, se (x,t)eQx][d,0].

Portanto, se |t| = ¢ e x € {1, obtemos

_ _ R _ R _
ol <+ R= (1 ) < (14 ) —c )
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e por fim, com as desigualdades (1.4) e (1.5), provamos (1.3).

O
Também temos a seguinte propriedade para a primitiva de f.
Lema 1.1.3. Suponha que f verifique (f2). Entdo existem ¢y, co > 0 tais que
F(x,t) = c1t” — co, (1.6)
para todot > 0 e x € Q, onde o é dado na propriedade (f5).
Demonstragio. Fixemos um 7 > 0, entdo para 7 > 7 e x € ) vale por (f2) a desigualdade
1{:&:)) > 2. (1.7)

Agora, integrando (1.7) de r a t com (¢ > r) obtemos

fg;T to F(x,t) t =
deT — ln(F(x,r))>Oln(T)7 Vo e Q. (1.8)

T

F(z,r)

Escrevendo ¢; = min , que representa um numero finito pela continuidade de f, temos

e
por (1.8) que

F(z,t) = t?, Yt>r e xzell

Agora, pela continuidade de f no compacto Q x [0, 7], existe uma constante ¢y > 0 tal que
f(z,t) <cp, paratodo 0<t<r e xzel, (1.9)

e segue por integracao em (1.9) que

F(z,t) <cor, paratodo 0<t<r e xzef.

Fixando ¢ > ¢y 7, obtemos que para todo ¢t = 0 e x € Q vale (1.6), onde ¢y = ¢ + ¢17°.

]

Concluimos esta segdo dando a formulagao variacional do problema (1). Lembramos

que u € W, P(Q) é dita solucdo (fraca) do problema (1) se verificar
M ([|u|?) J |VulP?VuVov dr — J M (z,u)vdr — J luP* "2uv dz = 0
Q Q Q
para todo v € W, (). Entéo as solucdes do problema (1) sdo os pontos criticos do funcional

de Euler-Lagrange I : Wy(Q) — R, dado por

I(u) = ;M(WV’) - JQ (2, 1) d — ;L uf?* da. (1.10)
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Pelas propriedades (M;)—(M3) e (f1)—(f3), é imediato verificar que I seja um funcional de

classe C'' com na verdade
(I\(u),v)y = M(]u]p)J |VulP2VuVvdr — J M (z,u)vde — f P~ 2uv da
Q Q Q

para todo v € Wy (€).

1.2 Meétodos variacionais e o principio de concentracdo e compacidade

Comecamos com algumas notacoes que serao utilizadas ao longo do trabalho.

Definicao 1.2.1. Seja X um espaco vetorial Banach sobre R e J : X — R um funcional.

Fizados a, be R, (a <b), escrevemos
P={ueX:Ju) <b}, Juy={ue X :J(u)=a}, J'=J,nJ"
E ainda, se J € diferencidvel, escrevemos

K,={ueX:Ju)=aelJ(u) =0}

A seguinte definicdo é importante no desenvolvimento do trabalho.

Definicdo 1.2.2. Seja X um espago vetorial Banach sobre R, J e C*(X,R) e c e R. Dizemos
que uma sequéncia (u,), < X é de Palais—Smale de nivel ¢, ou simplesmente uma sequéncia
(PS)., se verifica

lim J(u,) = ¢, e lim J (u,) = 0. (1.11)

n—00 n—0o0

Entao, Dizemos que J satisfaz a condi¢ao de Palais—Smale de nivel ¢, ou (PS)., se toda
sequéncia (PS). tem uma subsequéncia convergente na norma de X. Se J satisfaz (PS). para

qualquer ¢ € R diremos que J satisfaz (PS).

Enunciamos agora o resultado abstrato fundamental para a demostracao do Teorema
2.0.1. Uma proposigao classica que permite encontrar um ponto critico de funcionais que verificam

a geometria chamada de passo de montanha.

Proposicao 1.2.3. (Passo de montanha) Seja X um espaco vetorial de Banach sobre R, e
J e C'(X,R) tal que

(1) J(0) = 0;
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(ii) existem p,c € (0,00) tais que Hlﬁlf J(u) = a;
ul=p

(iii) existe um v € X com ||v| > p tal que J(v) < 0;

(iv) J wverifica (PS)g, com B = inf sup J(v(t)) , onde

7€L te[0,1]

I'={yeC([0,1], X) : 7(0) = 0 e y(1) = v}.
Entdo B ¢ um valor critico de J.

Para uma prova veja as referéncias [3] e [21].

1.3 ImersGes de Sobolev e convergéncias

Lembramos agora os resultados sobre imersao continua e compacta de Sobolev

necessarios para este trabalho.

Proposicao 1.3.1. Suponha que 2 seja limitado e suave. Entao temos a sequintes imersoes

continuas:

WyP(Q) c LP*(Q), sep<N,
WeP(Q) c L5(Q) Vse[p,o), sep=N, (1.12)
WyP(Q) c L*(Q), sep> N.

E também, temos as sequintes imersoes compactas:

WoP(Q) c L*(Q) Vsel[l,p*), sep<N,
WyP(Q) c L3(Q) Vsel[p,o), sep=N, (1.13)
WyP(Q) < C(Q), sep> N.

Para uma demostragao pode combinar o Corolario 9.14 e o Teorema 9.16 de [8].

Como consequéncia de (1.12) e (1.13), temos que se p < N e Wy*(Q) < L*(Q) para algum

s € [1,p*], entao existe uma constante Cs > 0 tal que
1
[uls = (J |u\sd:£> < Cyluf, para todo ue W, (Q).
Q

Surge espontaneamente entdo a questao de qual seja a melhor constante ou constante mais
6tima para a qual a desigualdade acima é verificada.
No caso s = p* definimos

p
Jul

S = -
wew P (@)\{o} ||l

(1.14)
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conhecida como a melhor constante de Sobolev para a imersao. Obviamente S é um nimero

positivo e serd fundamental no resultado de compacidade, dado na Proposicao 1.3.7.

Enunciamos agora um resultado para os espacos L*(€2), com s € [1, 0], o qual vai

permitir dominar sequéncias convergentes de L*({2) com uma fungao deste mesmo espago.

Proposigao 1.3.2. Sejam s € [1,0], (gu)n € g em L*(Q) tais que g, — g em L*(Q2). Entao

existem uma subsequéncia (gn, )r € uma fungio h € L*(S2) tais que:

(i) gn,(x) = g(x) qtp. ze,

(77) |gn, (x)| < h(x), para todo k€N e qt.p. xe.

Uma prova pode ser achada no Teorema 4.9 de [8].

continuamos definindo dois tipos de convergéncias para sequéncias de medidas na o-algebra de
Borel de RY.

Aqui, o espago das medidas finitas de Radom, denotado por R(RN ), € definido como o dual de
(Co(RY), | [0) - Assim, para uma sequéncia de medidas (u,), = R(R") temos as seguintes

definicoes.

Definigao 1.3.3. Dizemos que (u,), converge fracamente para uma medida p, denotando

POT fin — [, S€

lim gdu, = f gdp, para toda g € C,(RY).
RN

n—w0 JoN

Dizemos que (j1,), converge tightly para uma medida p, denotando por p, ~ u, se

lim gdpi, = J gdp, para toda g € Cy(RY).
N RN

n—0
R

Definicao 1.3.4. Uma medida de Radom p é dita tight, se para todo ¢ > 0 existe um compacto

D. < RY tal que |p|(RM\D,) < ¢, onde |p| é a variagio total de pu.

Observamos que as definicbes acima sido validas se trocamos RY por qualquer

boleriano U < RY.

Definicdo 1.3.5. Consideremos ¥ uma familia de medidas de Radom em RY. Dizemos que ¥
¢ uniformemente tight se para todo ¢ > 0, existe um compacto D, tal que |u|(RV\D.) < ¢

para todo € X.
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Enunciaremos agora um resultado chave para as provas dos Teoremas 2.0.1, 3.0.2 e
4.0.1. A seguinte proposigao permite dar uma relagdo entre sequéncias relativamente sequencial-

mente compactas e sequéncias tightly, seguindo a definicao dada em 1.3.5, como bem explicado
na Secao 2.3 de [18].

Proposigdo 1.3.6. (Teorema de Prokhorov) Seja ¥ uma familia de medidas de Radom em R™.

Entao as sequintes condigoes sio equivalentes:

(i) toda sequéncia (), < X tem uma subsequéncia convergindo tightly;

(ii) a familia 3 é uniformemente tight e uniformemente limitada na norma da variagao.

Para uma demostragao ver Teorema 8.6.2, Corolario 8.6.3 e Teorema 8.6.4 de [7].

Vamos enunciar um resultado fundamental para superar a falta de compacidade da imersao de
Sobolev W, (Q) — LP* (), como descrito na Proposicao 1.3.1. Precisamos disto para gerir o
termo com exponente critico p* em (1). A seguinte proposi¢ao é um resultado muito cléssico e

conhecido, provado pelo matematico francés P.L. Lions.

Proposigao 1.3.7. (Principio de concentragao e compacidade) Seja (uy,), uma sequéncia em
W,y P(Q) convergindo fracamente para uma fungio u tal que |Vup|Pdr — p e [un|? dz = v, onde

w, v sio medidas nio negativas e limitadas em RY. Entdo temos:

(1) Eziste um conjunto J no mdximo enumerdvel e duas familias, (z;)jes < S de vetores

distintos e (vj)jeq < [0, 0) tais que

v = |ulP*dz + Z Vilg;s
jed

onde 0, € a medida de concentragio de massa de Dirac em x;.

(ii) Além disso, Z Z/f/p* < w0 e existe outra familia (y1;)es < (0,00) com as propriedades
jeJ

* .
z/f/p <p/S VjeJ e p=|Vulf + Z 1450z,
JjeJ

onde S é a melhor constante de Sobolev dada em (1.14).

Para uma demostracao veja o Lema 1.1 de [17].
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1.4 Indice Cohomoldgico

Agora falaremos sobre o tépico de indice de cohomologia, o qual vai ser muito
importante para a prova do Teorema 3.0.2. A maioria das defini¢bes e resultados que daremos

estdo maiormente baseados no capitulo 2 de [19], mas também precisaremos de outras referéncias.

Defini¢ao 1.4.1. Para um inteiro n = 0 e um espago topologico X definimos Ch"™(X) como
0 espago vetorial sobre Zy = {0,1} de todas as fungoes p : X" — Zy, onde X" denota o

produto de (n + 1)-copias de X, com adi¢io e multiplicagio por escalar dadas de forma natural.

Definimos o operador cobordo 6" : Ch™(X) — Ch™ (X)) por

+
[y

n

0" (@) (@0, -+ Tng1) = D p(0s oy Bhy -+ Tng),

i
o

entdo 6™ 06"t = 0 e 0s conjuntos Ch"(X), Ch(X) = {Ch™(X), 8"} n=o sdo chamados n-cocadeia

e complexo de cocadeias respectivamente.

Dizemos que ¢ € Ch™(X) € identicamente nula se existe uma cobertura aberta U
de X tal que p é nula em U™ := | J{U! : U e U}. Seja Ch{(X) o subespago de Ch"(X)
consistindo de todas as funcoes localmente nulas, e note que, se @ € nula em U™, entdo 5" (p)
¢ nula em U™?, e dizemos que Cho(X) = {Ch?(X), 6"} n=0 € um subcomplezo de Ch(X).

Denotemos por Ch(X) o complexo de cocadeias {Ch™(X)/ChZ(X), 8 Ynso, onde & ¢ aplicagio

entre quocientes induzida de forma natural. Considere os subespagos
Z"(X) = Ker (6"), B™(X)=1Im(" ™)

chamados de n-cociclo e n-cobordo respectivamente. E claro que B"(X) < Z"(X) e definimos

entio o n-ésimo grupo de cohomologia de Ch(X) por
H"(X) =Z"(x)/B"(X).

Veja o Capitulo 2-Segao 2.3 de [19].

Definicao 1.4.2. Definimos a cohomologia de Alexander-Spanier de X por

H*(X) =@ H"(X), (1.15)

n=0
dotado com um produto v que dd a (1.15) uma estrutura de anel graduado. Para definir v

primeiro definimos v : Ch™(X) x Ch™(X) — Ch™™™(X) por

(01 vV @2) (@0, -+ s Tngm) 1= ©1(T0s - -+, Tn)P2(Tnt1, - - - s Trem)-
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Se 1 e o sdo localmente nulas, entdo w1 v o € localmente nula, e assim v induz um produto
v CR"(X) x CR™(X) — CR"™™(X). Nio ¢ dificil verificar que

5m+n(<ﬂl v 802) = 5m+n(901) V Py + 1V 5m+n(902)-

Seque que, se @1 e py sao cociclos , entdo o mesmo acontece para p1 vV o, € Se Y1 0U Py € UM

cobordo, entdo o1 v g também é um cobordo. Assim v induz um produto

v H"(X) x H"(X) — H™™(X).

Para isto, considere o Capitulo 2-Secao 2.3 de [19] ou Capitulo 6-Se¢ao 4 de [22].

Exemplo 1.4.3. H*(RP®) = Zy[w], o anel polinomial com tinico gerador w € H'(RP®).

Veja o Exemplo 2.6 de [19].

Defini¢ao 1.4.4. (Zy—fibrado principal).

Escrevendo Zs na forma multiplicativa {—1,1}, um Zs—espaco paracompacto é um espago

topologico paracompacto X dotado com uma acdo © : Zy x X — X tal que

ol,z) =2, —(—z)=x VrelX,
onde —x := O(—1,x).

Um subconjunto A de X € invariante (ou simétrico) com respeito a ©, se —A = A, e dados dois

Zo—espagos paracompactos X, X', uma fungio h : X — X' € equivariante (ou impar) se

h(—z) = —h(z) VYxe X.
Dizemos que dois Zy—espagos paracompactos X e X' sdo equivalentes (denotado por
X=X'), se existe um homeomorfismo equivariante entre eles.

Denotaremos por F a classe de todos os Zo—espacos paracompactos, identificando espacos

equivalentes.

Veja o Capitulo 2-Segao 2.4 de [19].

Exemplo 1.4.5. Dado um espaco vetorial normado W, todo subconjunto de W simétrico com
respeito ao origem e que nao contém o zero esta em F. Em particular, se S, denota a esfera de

raio v em W, entdo S, € F.
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Defini¢ao 1.4.6. Um Zy—fibrado principal com base paracompacta é uma terna ¢ = (E, p, B)
constituida de um E € F, chamado de espago total, um espago paracompacto B, chamado de

espaco base, e uma aplicagdo continua p : E — B, chamada a projecio de fibrado, tal que

(i) Eziste uma cobertura aberta {U;}icn de B,
(ii) para todo i € A, existe um homeomorfismo @; : U; x Zy — p~*(U;) satisfazendo

wi(b,—1) = —pi(b,1), plgi)(b,£1) =b Vbe B.

Uma aplicacao entre fibrados h ¢ —> (' consiste de uma aplicacio equivariante
h:E — E' e uma aplacacio continua h : B — B’ tal que p' o h = ho p. Dois fibrados e '
s@o equivalentes se existem duas aplicacoes entre fibrados hy : ¢ —> (' € hy : (' —> ( tal que

ﬁl o 712 e fLQ o l~11 sdo aplicacoes identidade entre fibrados.

Denotaremos por Pring,B o conjunto de todos os Zs—fibrados principais com base
em B e por PrinZs o conjunto de todos os Zs—fibrados principais com base paracompacta

identificando fibrados equivalentes.

Cada Zy—espago paracompacto X pode ser identificado com um Zs—fibrado principal
com base paracompacta como seque. Seja X = X /Zsy o espago quociente para X € F obtido

identificando cada v e —x, chamado a 6rbita de X, e m : X — X a aplicagio quociente. Entdo
P:F — PrinZ, X — (X,m X)

¢ uma correspondéncia 1-1 que identifica F com PrinZs.

Veja o Capitulo 2-Segao 2.4 de [19].

Exemplo 1.4.7. Se denotamos por S™' a 1-esfera de R", entdo P(S" ') = (S" ' n,RP" 1),

onde 7 : St — RP™! identifica pontos antipodais.

Defini¢ao 1.4.8. Dados dois Zo—fibrados ( = (E,p,B) e (' = (E',p',B’), uma aplicagdo
continua g : B — B’ induz um fibrado ¢*¢' = (¢*(E'), p*, B) € PrinZs,, chamado de pullback,

onde
g (E") ={(b,eYe Bx E":g(b) =/p' (")}, —(b€):=(b,—¢€), e p“(be)=0.

Entiog: g"(E") — E', (b,e') — € e g constituem uma aplicagio entre fibrados g : g*¢' — (.
Fungoes homotopicamente equivalentes induz fibrados equivalentes. Assim, dado um fibrado

¢'=(F'p,B") e um espago paracompacto B, nds temos uma aplica¢dio
T :|B,B]| — Pring,B, [g] — g*C

onde [B, B'] denota as classes de homotopia de aplicagoes continuas de B em B'.
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Veja Capitulo 2-Secao 2.4 de [19].

Enunciamos agora um resultado de topologia algébrica que permite obter qualquer

Za—fibrado com base paracompacta como pullback do fibrado universal ¢’ = (S*, 7, RP%).

Proposicao 1.4.9. Para o fibrado universal ¢ = (S*,7,RP*), T é uma correspondéncia 1-1,
dado X € F, existe uma tnica aplicacdo continua g : X — RP®, salvo homotopias, chamada

de aplicagdo classificante tal que

Veja a Proposicao 2.10 e de [19] e a Proposigao 7.5 de [10].

Definigao 1.4.10. Baseados na Proposicao 1.4.9 definiremos o indice de cohomologia (denotado
porind ) para um Zg—espago paracompacto.
Seja X € F, g uma aplicagdo classificante e

g*: H*(RP*) — H*(X)

0o homomorfismo induzido entre anéis de cohomologia. Definimos entao

ind (X) := sup{k € N: g*(wF1) # 0}.

Veja o Capitulo 2-Segao 2.5 de [19].

Enunciamos agora algumas propriedades para o indice cohomolégico, as quais serao

fundamentais na prova do Teorema 3.0.2.

Proposicao 1.4.11. O indice ind : F —> N u {0, 0} satisfaz as sequintes propriedades:

(i) ind (X) =0 se e séd se X = J;
(ii) se h: X — Y € uma aplicacio equivariante (em particular se X €Y'), entao
ind (X) <ind(Y)
e a iqualdade € valida se X~Y ;

(7ii) dado um espago vetorial normado W e um X < W, simétrico e que nao contém o zero,

entao

ind (X) < Dim(W);

(iv) se U é uma vizinhanga aberta, limitada e simétrica de zero num espago vetorial normado
W, entao
ind (0U) = Dim(W),

em particular ind (S,) = Dim(W);
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(v) se X € a unido disjunta de subconjuntos U, —U, entdo ind (X) = 1. Em particular se X

for finito seu indice é 1;

(vi) se X é compacto, entio ind (X) < c0.

Como uma referéncia para as provas pode olhar Proposigoes 2.12 e 2.14 de [19].

Continuamos enunciando resultados importantes que mostram a aplicacdo do indice
de cohomologia na pesquisa de pontos criticos para funcionais pares I € C*(W,R), onde W ¢é
um espago vetorial Banach sobre R. Denote por A a classe de todos os subconjuntos de W que
nao contém o zero e sao simétricos com respeito ao origem, identificados por homeomorfismos

impares.

Definic¢ao 1.4.12. Sejam 0 < r, 0 < d < o e denote por I'* o grupo formado por todos os
homeomorfismos impares em W que sio a identidade fora de I (0, d). Definimos o pseudo-indice
(denotado por ind}) de N € A relativo a S,, ind e I'* como sendo

ind;(A) := min(ind (y(N) 0 S,)).

~yel'*

Proposicao 1.4.13. Sejam Ay, By subconjuntos simétricos de Sy tal que Ag é compacto em W
e By € fechado em W, e
ind(Ag) = k+m, ind(S1\By) <k

para alguns inteiros k = 0 e m = 1. Suponhamos que existem be R e R > r > 0 tais que

supI(u) < 0 < inf I(u), supl(u)<b,
ueA ueB ue X

onde A = {Ru : ue Ay}, B={ru:ue By} eX = {tu:ue Atel01]} Paraj =
k+1,...,k+m seja

A*={NeA: N ¢écompacto e ind’(N) = j}

e seja

" .
¢t = inf supl(u).
J NG.A* ue]:E[) ( )

Entao

inf I(u) < ¢y < ... <y <supl(u),
ueB ueX

em particular 0 < ¢; <b. Se em adigdo I satisfaz (PS). para cada c € (0,b), entdo cada cj é

um ponto critico para I e assim I tem distintos pares de pontos criticos associados.

Veja o Teorema 2.2 de [20].
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Definicao 1.4.14. Sejam W, W' espacos vetoriais Banach sobre R, um operador | : W — W'

¢ dito s—homogéneo, onde s > 0, se
l(au) = a®l(u) Yue W, a=0.

Tomando o = 0, L(0) = 0.

Um operador continuo e s-homogéneo [ é limitado no seguinte sentido.

Proposicao 1.4.15. Se l € C(W,W') € s-homogéneo, entio existe uma constante Cy > 0 tal
que

[l(uw)| < Csllul® Yue W. (1.16)
Em particular | € limitado sobre conjuntos limitados.
Veja a Proposicao 1.1 de [19].

Defini¢ao 1.4.16. Se denotamos por W* o dual de W, um operador l € C(W,W*) é dito de

operador potencial se existe um funcional L € C*(W,R), chamado de potencial de 1, tal que
L'(u) =1l(u) YueW.
Trocando L por L — L(0) se é necessdrio, podemos assumir que L(0) = 0.

Proposicao 1.4.17. Se | ¢ um operador potencial e L € seu potencial, entdo

L(u) = L Q(tw), uydt ue W

Em particular, L € par se l € impar, e L € impar se l € par. Se | é s—homogéneo, entao

1
s+1

L(u) = d(u),uy uweW.

Veja por exemplo Proposigao 1.2 de [19].

Orientados a nosso trabalho, consideramos de novo I € C'(W,R) um funcional par,

assumamos que 1 é um valor regular para I e I(0) = 0. Logo
N={ueW:I(u) =1}
é uma variedade de classe C' e completa. Além disso, o plano tangente para u e N é

TN = Ker (I'(u)).
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Denotemos por F a classe de subconjuntos simétricos de N, seja ® € C'(W,R) um

funcional par, ® sua restricio a A. Definamos para b € R de acordo a Definicao 1.2.1

(i)bzq)bﬁ./\/—,
Pt = o A N,
/;ZbIKbﬂN,

e para cada inteiro 1 < k < Dim(W) = d defina

Fe:={NeF:ind(N)=k} e c,= inf sup®(u).

NeFy ueN

A sequéncia (cy)r<q é crescente e é utilizada para achar pontos criticos de funcionais pares

restritos a NV, e se d < oo definimos ¢, = 0 Vk > d.

A seguinte proposi¢ao mostra uma forma de aplicar dita sequéncia.

Proposicao 1.4.18. Suponhamos que ® seja par.

(i) Se —0 < ¢ = ... = Chpm1 = ¢ < 0 para algum m > 1 e ® satisfaz (PS)., entio
ind([@) > m. Em particular, se —00 < ¢x < ... < Chpm_1 < © ¢ ® satisfaz (PS). para
C=Chky...,Chom—1, €ntao cada ¢ € um valor critico e d tem m pares distintos de pontos

criticos.

(ii) Se Dim(W) = oo, ® satisfaz (PS) e —00 < ¢; < o0 para todo k suficientemente grande,

entao ¢ — 0.
(iii) Se cy, ¢ finito e ® satisfaz (PS).,, entio
ind (N \®,,) < k <ind (D). (1.17)
(iv) Se ¢ < cpyq1 sao finitos e ® satisfaz (PS). para ¢ = ¢, cgpy1, entao

ind (®*) = ind (N \®*) = ind (N \®,,,,) =k VYae (cx,cri).

Veja Proposigoes 3.52 e 3.53 de [19].

1.5 Genus de Krasnoselskii

Nesta subsecao preliminar daremos uma breve introducao a teoria de genus de

Krasnoselskii e resultados necessarios para a prova do Teorema 4.0.1.
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Definigao 1.5.1. Seja W um espago vetorial Banach sobre R e denote por A a classe de todos
0s subconjuntos fechados (em W ) que ndo contém o zero e sao simétricos com respeito a origem,
identificados por homeomorfismos impares. Para A € A definimos o genus de A (denotado por
v(A) =n) como o menor inteiro ndo negativo n tal que existe 1 € C(A,R™\{0}). Se ndo existir

dito inteiro definimos y(A) = o para A nao vazio e y() = 0.

Enunciamos agora algumas propriedades do genus.
Proposicao 1.5.2. Sejam A, B € A. Entao:
(i) se existe ¢ € C(A,B) com ¢ impar, entao v(A) < v(B). Em particular se A < B,
1(4) <7(B);
(ii) se v(B) < o, entdo y(B\A) = v(B) — v(A);
(iii) se A € compacto, entao v(A) < w0 e existe um § > 0 tal que, o conjunto
Ns(A) ={weW: |w— Al <d}
esta em A e y(A) = v(Ns(A));

(iv) se A é homeomorfo por aplica¢io impar ao bordo de uma vizinhanga simétrica e aberta do
zero em R™, entdo v(A) = n. Em particular v(S" ) = n, onde S™™' € a esfera unitdria

em R";

(v) se Bn (—B) =, entio Bu (—B) € A e v(B u (—B)) = 1. Em particular, se A for
finito v(A) = 1;

(vi) se y(A) > 1, entdo A tem infinitos pontos.

Veja o Lema 1.2 e Proposigao 7.5 de [3], e Exemplo 7.2 de [21].

Lembrando a notacao dada na Sec¢ao 1.2 enunciamos agora um resultado muito forte

na teoria variacional e fundamental para a prova do Teorema 4.0.1.

Proposicao 1.5.3. (Lema de deformagao)

Suponha que J € C*(W,R) satisfaz (PS), sejam ¢ € R\{0} e N qualquer vizinhanca de K.,.
Entao existem n e C([0,1] x W, W), com n,(x) = n(t,x), e constantes € > 0, |c| > d; > 0 tais

que:

(1) no = Idw;

(ii) n.(u) = u para todo u ¢ J *([c —e,c+¢]) ete[0,1];
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(7ii) n; é um homeomorfismo para cada t € [0,1];
(iv) J(ny(uw)) < J(u) para todo ue W ete|[0,1];
(v) m(JFMN) < Joh,

(vi) se K. = &, entdo n(JT4) < Jodt;

(vii) se J é par, entao n, € impar para todo t € [0, 1].

Veja Lema 3.46 de [19] e Lema 1.3 de [3].

Concluimos o capitulo dando a versao simétrica da Proposi¢ao 1.2.3, ou seja, a versao

simétrica do lema do passo de montanha.

Proposigao 1.5.4. (Passo de montanha simétrico) Seja E um espaco infinito dimensional,
J e CY(E,R). Denotemos por ', a familia dos subconjuntos simétricos e fechados A de W ,com

v(A) = n e suponha que as sequintes condi¢oes sejam verificadas:

(J1) J € par, limitado por baixo, J(0) = 0 e J wverifica (PS)., para cada ¢ < ¢, com ¢ > 0

apropriado,

(J2) para cada n € N, existe um A, € T, tal que sup J(u) < 0.
uc€A,

Entao vale ou (i) ou (ii), embaizo:

(i) existe uma sequéncia (u,), tal que J'(u,) =0, J(u,) <0 € (u,), converge a zero.

(ii) existem duas sequéncias (un), € (vn)y tais que J' (u,) = 0, J(u,) =0, u, # 0, lim u, =0,

J (vp) =0, J(v,) <0, lim J(v,) =0, e (vp)n converge a um limite nao nulo.

Para uma prova, veja [15].
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2 Caso sobrelinear

Neste capitulo vamos estudar nosso problema (1) com M e f gerais, mas satisfazendo
as hipéteses dadas na Secao 1.1. Enunciaremos os lemas necessarios com suas respetivas provas

para dar uma demostracao do Teorema 2.0.1 dado na continuacao.

Teorema 2.0.1. Suponha que M e [ verifiquem as propriedades (My)—(Ms) e (f1)—(f3) respec-
tivamente. Entao existe um Ao > 0, tal que o problema (1) tem uma solugio uy nao trivial para
todo A = \g. Além disso, o limite

lim s = 0 2.1)

vale.

A ideia é aplicar a Proposi¢ao 1.2.3 ao nosso operador I, dado em (1.10) para provar

o Teorema 2.0.1. O primeiro passo ¢ mostrar que [, satisfaz a geometria do passo de montanha.

Lema 2.0.2. Suponha que M e f verifiquem as propriedades (M), (Mz), (f1) e (fs). Entdo,
para cada \ > 0, existem dois nimeros positivos p e « tais que I\(u) = a para todo u € Wol’p(Q)

com |[u] = p.

Demonstragdo. Integrando a propriedade (1.3), para todo € > 0 existe uma constante positiva
C. tal que
€ C
F(x,t) < Q—WP + —=|t|2 paratodo teR,zeq. (2.2)
p q

Agora, por (M) existe um ty > 0 tal que M(#5) > 0. Fixemos A > 0 e tomemos u € Wy (Q)
com |ul? < ty. Logo por (1.1) e (2.2)

1 C. 1
L(u) = ~m|u|® — Agf | do: — f | do: — f " da,
p Op Jo q Jo p* Ja

onde m = M(to)ty? > 0.

Dado que 0p < ¢ < p* em (f3), temos por (1.12) que existem constantes Cp,, Cy, Cpx > 0 tais

que
m A& C.C C o #
) > ful? (2 = 556, ) = S - S g
b p
. m  Ae .
Tomamos € > 0 suficientemente pequeno de forma que [ — — H—Cgp > (. Como Op < q < p~,
p

o resultado segue tomando p suficientemente pequeno de modo que, se |u| = p, obtemos

A .C %
pep (m_eecep) _70 qpq—C—p;pp =a > 0.
p P q p
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]

Lema 2.0.3. Suponha que M e f verifiquem as propriedades (M), (f1)—(fs3). Entao, para cada
A > 0, existe e € WyP(Q) com |le| > p tal que Iy(e) <0, onde p é dada no Lema 2.0.2.

Demonstrag¢io. Fixemos A > 0 e vg € CF(Q), com |vg| = 1 e vo(z) = 0 para todo z € 2. Logo,
e

se consideramos ty como no Lema 2.0.2, para t* > ¢, vale por (1.2) e (1.6) a desigualdade

1 tp* *
I(tvo) < ~mit? — )\t"J erluo]” dz + Aes|] — J o P da, (2.3)
p Q pT Ja

onde m = M(to)t;? > 0.

Como p* > o > Op em (fs), temos I)(tvg) — —© , se t — o0, logo, basta tomar t, > 0

suficientemente grande e definir e := t,vy de forma que |e| > p e I\(e) < 0. O

Agora discutimos a propriedade de compacidade requerida na parte (iv) da Proposigao

1.2.3. Por isto, fixado A > 0, definimos o nivel critico

cy = inf sup I,(y(t)),
V€L 4e0,1]

onde

I = {yeC ([0, 1], Wa(Q)) : 7(0) = 0 e y(1) = e}.

Antes de provar a condi¢do de compacidade, no seguinte lema estudamos uma
propriedade assintética para cy. Este resultado serd fundamental para provar (2.1) e superar a

falta de compacidade em (1) devida a presenga do termo critico.

Lema 2.0.4. Suponha que M e [ verifiquem as propriedades (My)—(Ms) e (f1)—(f3). Entao

lim ¢, = 0.
A—00

Demonstragio. Sejam ty > 0 como no Lema 2.0.2 e e € W, ?(Q) como no Lema 2.0.3.

Dado que para todo A > 0 o funcional I, satisfaz a geometria do passo de montanha para 0 e
e, temos a existéncia de um ¢, > 0 tal que I)(t\e) = max I\(te) . Portanto {I§(txe),e) = 0, e

segue por (My) e (f2) que

& f P dr < )\f flz, tre)treds + 2 f P dx
0 0 0 (2.4)

= M (tx]e]”) tx]le]” < OM(Ex]e])-

Seja A = {\ > 0: t}]le|? = o}, entdo estudaremos os dois casos quando A € A ou quando A ¢ A.
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Caso (1): A € A. Aplicando (1.2) obtemos

M(t
oME1elP) < 6~ el (25)
Segue para (2.4) que
-1
o < QM(tD) (J e?” dx) :
o Q

Portanto, para A € A a familia {t\}\ea ¢ limitada.

Caso (2): A ¢ A. Pela mesma defini¢ao do conjunto A, obtemos que t§ < to/|e|’ para todo

A ¢ A, que implica a limitacao desejada.

Por isto, juntando os casos (1) e (2) a familia completa {t)} o é limitada. Assim, fixada uma
sequéncia (A,), de nimeros positivos tal que A, — o0 quando n — oo, temos que {t,,}, é uma
sequéncia limitada. Portanto, existe um oy > 0 tal que a menos de subsequéncia t), — g
quando n — oo. Pela continuidade de M, segue que a sequéncia (M (t5 [e|?)), ¢é limitada, e

assim existe um D > 0 tal que

A”J f(z, ty,e)ty, edr + tf{i f e’ dr < D, ¥neN. (2.6)
Q Q

Se o > 0, utilizamos (1.3) e o Teorema de convergéncia dominada de Lebesgue para concluir

que

lim f [z, ty, e)ty,edr = J f(z, ape)apedr > 0, quando n — o
Q Q

n—o0

com a tltima desigualdade devida por (f;). Entao

lim ()\nf f(z,ty,e)tr,edr + t’;: J eP* d;p) = o,
Q Q

n—0o0

que contradiz (2.6). Assim, necessariamente oy = 0. Por isto, dada qualquer sequéncia de
nimeros positivos A, — o0, toda subsequéncia (), )i de (t),) admitird uma subsequéncia

convergente a 0, portanto ¢, — 0 para toda sequéncia \,, — oo, entao /\lim ty=0.
—00

Por fim, tomando 7, (t) = te, t € [0, 1], obtemos que 7, € I" e pelo Lema 2.0.2 segue que

1
0 < ey < max [y(74(t)) < Ia(txe) < —M(3 ), (2.7)
te[0,1] p

onde a ultima desigualdade é ainda devida a (f;). Pela continuidade de M, a hipdtese M(0) = 0
e (2.7) concluimos

lim ¢y, = 0.
A—00
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Lema 2.0.5. Suponha que M e f verifiguem as propriedades (My)—(Ms) e (f1)—(f3). Entao

existe um \g > 0 tal que o funcional satisfaz a condigio de (PS)., para todo A = .

Demonstragio. Pelo Lema 2.0.4, existe um A\g > 0 suficientemente grande tal que, se A > Ag,

* * * *
¢y < min { (1 - 1>CP£—9P Spip—ep, (1 - 1)/@”5‘—? Spi—p} ; (2.8)

o p* o p*

entao

onde o € (0p,p*) é dado em (f3), S estd definida em (1.14), ¢ vem da propriedade (M3) e K é
obtido pela propriedade (Ms) tomando 7 = 1.
Fixemos A = Ao. Seja (uy), < WyP(2) uma (PS),
da Definig¢ao 1.2.2.

. sequéncia para [, ou seja satisfaz (1.11)

Agora, dado d = in%I |||, pois M é degenerado entdo pode ocorrer que d > 0 ou d = 0.
ne

Estudamos primeiro o caso.
Caso (1): inf |u,| =d > 0.
neN

Nosso primeiro objetivo é mostrar que (u,), ¢ limitada em W, ?(Q). Por (M;) e (f,) obtemos

g

1 1 1 1 1 *
) = 2B > (= L)l (ual?) + (5= ) [ ol do

1 1
> | ——— wl|P M ([, 7).
((9p )Ilu [P M ([ )

o
Aplicando (M3) com 7 = d”, temos que existe um K = K(d) > 0 tal que M (|u,|’) = K para

todo n € N. Portanto

Bin) = 2B w) > (= 1) [l 29)

Op

Por (1.11) existe um og > 0 tal que, quando n — o

1 1
+ 0olun] + 0n(1) = [ — =) [un|PK.
-t anlunl +0,(1) > (o =2
Isto implica que (u,), ¢ limitada em W, ?(Q). Assim, aplicando (1.12), (1.13) e a Proposicao

1.3.2 a menos de subsequéncia existem um u € W, ?(Q) e um o > 0 tais que

U, — u em WyP(Q), |un| — a,
U, — u em L (), (2.10)
u, > uem L*(Q), sel[l,p*) , u, > u qt.p. em (.
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Claramente a > 0 pois d > 0. Além disso, como (uy,), ¢ limitada em W, (), com © compacto
e como podemos assumir Vu, = 0, u,, = 0 em 02 para todo n € N. Segue que (|Vu,|’ dz), e
(|un|p* dx), sdo uniformemente tight, seguindo a Definigao 1.3.4. Assim, pela Proposicao 1.3.6,

existem duas medidas nao negativas e limitadas u, v tais que
Vun(2)]P do 5 p e |un(@)]” de 5 v em R(Q),
ou seja, pela Definicao 1.3.3 sabemos que, quando n — oo

J Y |Vu,|” de — f du  para toda i € Cp(Q), (2.11)
Q Q

J P ]un|p* dr — J dv  para toda ¢ € Cy(92). (2.12)
Q Q

Assim, aplicando a Proposicao 1.3.7, existe um conjunto 7 no maximo enumeravel e trés familias,

(zj)jer = Q de vetores distintos e (v})je7, (1;)jes < [0,00) de ntimeros, tais que

v=|u(@) dx+ Z Vibg,, o= |Vu(z)[” do + Z 140z, (2.13)
jeJ JjeJ
com
vy < ST (2.14)

onde S é a melhor constante de Sobolev dada em (1.14).

Fixemos ¢ € C*(RY,[0,1]) tal que ¢ = 1 em B(0,1) e p = 0 em RY\B(0,2). Para ¢ > 0
e jo € J definamos ¢, ;,(z) = o((x — z;,)/¢). Claramente (@ j,tn)n ¢ limitada em W, ?(Q)
e Supp(pej,) < B(zj,,2¢). Logo, por (1.11) segue que {I}(u,), pe jotny — 0, quando n — oo.

Assim, obtemos

M(Jun|?) f e | VtnlP d = — M () f IVl Vit - Vg da

@ @ (2.15)

+ )\f f(z, un)gpajoun dr + J gos,jo\un|p* dx + 0,(1),
Q Q

quando n — 0.

Agora, lembrando que Supp(y. j,) < B(z;,, 2¢), pela desigualdade de Holder e por uma mudanga

de variavel

lim sup
n—a0

J V[P~ *u, Vi, - Ve j, dx
Q

n—0o0

1/p 1/p
< lim sup Hvuan_l f |unv90€,j0 |p dz < CO (J |UV§05J’0 ‘p dlt)
n—00 B(xj,,2¢) B(zj,,2¢)

1/p*
< C,Cy J ulP" da ,
B(l’jo,2€)

< lim supf |Vun|p71|un’ Ve jo| do
B(Z‘jo,za)
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1/N
onde consideramos Cy = sup ||Vu, |2~ e C, = (J |Vg0(y)\Ndy> :
neN B2

Portanto segue imediatamente que

lim lim =0. (2.16)
e+ N—0

f |V, [P~ *u, Vi, - V. j, dx
Q

Além disso, por (2.10) obtemos M (||u,|?) — M(ca”) > 0, pois o > 0 combinado com (M,), e

também

lim i M () f V|20, Vit - Vo, dir| = 0. (2.17)
Por (1.3) com & = 1, existe um C; > 0 tal que

|f(z,t)] < [t~ 4+ Ci|t|*", paratodoxreQeteR. (2.18)

Logo, pelas propriedades de ¢. j,, (2.10) e (2.18), quando n — o

Lﬂx,unmmun dz

< J (!un\ep + Chlu,|?) de — J \u|€p + Ch|ul?) dx
B(wj,2¢) B(xjq,2

que implica

lim lim = 0. (2.19)
e—0+t Nn—00

J (@, wn) e jo iy dz
Q

A partir daqui dividimos a prova do Caso (1) em dois subcasos, quando « > 1 ou quando

0 < a < 1, para provar que v, = 0.
Subcaso (1.1): a < 1.

Neste caso, por (2.10) a menos de subsequéncia temos |u,| < 1 para todo n € N. Assim,

aplicando a propriedade (M3) e considerando ¢, j, < 1 obtemos

0
_ 1
( f el Vit ? daz) < g @07 f e |Vt dz < 2 M (Jun|?) f e VunPdr.  (2.20)

o

Combinando (2.11), (2.12), (2.15), (2.17), (2.19), (2.20) e a continuidade de M, deduzimos que

0
1
(J gowod,u) < f Yejodv + 0:(1), quando e — 0F. (2.21)
Q ¢ Ja

Enviando ¢ — 07 em (2.21) e usando (2.13), obtemos

iy < Vi (2.22)

Utilizando (2.14) e (2.22), temos que
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Entéao, de (2.14) segue que
p* op*
Viy = 0 ou Vj, = cr*—0p §'p¥—op (223)

Como (u,), é uma (PS),, sequéncia limitada em W (£2), segue que

lim (IA(un) - i<[/’\(nn),un>) . (2.24)

n—00

Mas lembremos que por (M) e (fs)

1 1 1 1 1 *
Bn) = S8 > (= )l P21l + (2 = 20 [ b as

g

1 1 *
> (2= 2 ) Il
g p

Combinando (2.24) e (2.25), utilizando (2.12) com 1 = 1 junto a Proposi¢ao 1.3.7, nés obtemos
que se v;, # 0, entdo por (2.23)

(2.25)

1 1 At 1
v B3

o p* ‘P* p* ;} J

><1 _ 1*)% (2.26)
o p
1 1 p* op*

(L L yertm st 2,
o p*

o qual contradiz (2.8). Portanto devemos ter v;, = 0.

Estudamos agora o segundo subcaso para «.
Subcaso (1.2): o > 1.

Lembremos que por (Ms) com 7 = 1, existe um k = k(1) > 0 tal que M(a?) = k. Logo, por
(2.11), (2.12), (2.15), (2.17), (2.19), (2.20) e a continuidade de M, vale

K L e jodpt < M(aP) L De jodpt = L Y jodv + 0-(1), quando e — 0. (2.27)

Enviando € — 0% em (2.27) e junto com (2.13), temos

Kl < Vio- (2.28)

Utilizando (2.14) e (2.28), esta vez obtemos imediatamente que

* p*

vi, =0 ou v = kP S (2.29)
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Entao, analogo ao Subcaso (1.1), para v;, # 0, obtemos a seguinte estimativa para cy

1 1 * 1 1
P }:
A 2(5 B p*>|up*+<a B p*) Vi

jeJ
><1 _ 1*>Vj0 (2.30)
o p
* *
>(1 - 1) P SF T > 0,
o p*

o qual também contradiz (2.8), provando que v, = 0.

Assim, combinando os Subcasos (1.1) (1.2), para A > A a desigualdade (2.8) forga que

vj, = 0 independentemente de «.

Como jj foi arbitrario, deduzimos que v; = 0 para qualquer j € J. Como consequéncia de (2.12)

com ¢ =1 e (2.13), seque que u, — u em L”* () quando n — .

Agora, mostraremos que u, — u em W, ?(Q), quando n — co. Dado que (uy,), é limitada em

Wy (Q), por (1.11) obtemos que (I} (u,), t, — u) — 0, quando n — o0, isto é

M(Jun?) j VP2V, - (Vi — V) dir — A j £, w00 (1t — ) de

(2.31)
+ J |t [P % U (0, — ) dz = 0,(1)  quando n — oo.
0
Por (2.10), (2.18) e o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue nés temos
lim f f(z,un)(uy — u) de| = 0, (2.32)
n—aoo Q

enquanto considerando a desigualdade de Holder e o fato que u,, — u in I () segue que

lim. ~ 0. (2.33)

J | |” 2w (1, — ) da
Q

Entéao, por (2.31)-(2.33), deduzimos que
M(Jl?) | [Fua 0, (T, = Vu)do = 0,(1) - quando n — oz
o qual implica que
L IVu,|P~*Vu, - (Vu, — Vu)dr = 0,(1)  quando n — oo, (2.34)

pois M (||u,|?) — M(a®) > 0 por (2.10), sendo também « > 0.
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Dado que u, — u em Wy"(Q), vale a igualdade

J (|Vu, [P~2Vu,, — |VulP~2Vu) - (Vu, — Vu) dz
0

(2.35)
= J |Vu, P2 Vu, - (Vu, — Vu)dr + 0,(1)  quando n — oo.
Q
Agora, escrevemos a bem conhecida desigualdade de Simon, a qual estabelece que
Co(|E[P26 = InfP?n) - (€ —n), > 2,
e—np<d - _QAK\_E """ n) § n) - se p (2.36)
Cp [(IEP726 = PP =2n) - (€ =m)]* (P + "), sel<p<2,

para qualquer &, n € RY, com Cp e 5;, constantes positivas adequadas. Por isto, se p > 2 nés
temos

un, — ul? < CPJ (|Vu, [P2Vu,, — |VulP2Vu) - (Vu, — Vu) dz. (2.37)
0

Enquanto se p € (1,2), pela desigualdade de Holder aplicada com expoentes 2/p e 2/(2 — p),

obtemos que

[t = ul”

IS}

~ 3 - (2.38)
<G, [J (|Vun P2V, — |VulP*Vu) - (Vu, — Vu)dz | (|u? + [ul?) 2 .
Q

Combinando (2.34)(2.38), nés provamos que u,, — u em Wy () quando n — o, concluindo

a prova no Caso (1).

Caso (2): inf |u,|| = 0.
neN

Assim, ou 0 é um ponto de acumulagio para a sequéncia real (|u,|), e entdo had uma subsequéncia
de (uy,), convergindo fortemente para u = 0, ou 0 é um ponto isolado de (||u,|),. A primeira
situacao nao pode ocorrer, pois implica que a solugao trivial é um ponto critico no nivel c¢,. Isso
¢ impossivel, sendo 0 = I,(0) = ¢, > 0. Dai s6 a tltima situagao pode ocorrer, de modo que ha
uma subsequéncia, denotada por (||u,, |)x, tal que IlgrelRfI |ttn, | = d > 0 e podemos prosseguir como

no Caso (1). Isto completa a prova do Caso (2) e do lema.

O
Concluimos este capitulo com a prova do Teorema 2.0.1.

Demonstracao do Teorema 2.0.1. Pelos Lemas 2.0.2, 2.0.3 e 2.0.5 obtemos que, para qualquer
A = ) o funcional I satisfaz todas as hipdtese necessarias para aplicar a Proposicao 1.2.3.
Assim, para todo A = \g existe um ponto critico uy de I, ao nivel c,. Dado que I (uy) = ¢y >0

necessariamente uy # 0. Para concluir, basta provar (2.1).
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Sendo uy ponto critico de I, ao nivel ¢y, segue

1, 11
cx = Iy(uy) — g<]/\(u>\>,U)\> > (9]9 - J> [ualPM (|ur|?) para todo A = A, (2.39)

onde a ultima desigualdade é consequéncia de (M) e (f2). Seja 8 = limsup |u,| e assumamos
A—0

por contradi¢ao que > 0. Logo, existe uma sequéncia crescente (A,), com \, — o tal que

f = lim |un, || Assim, por (2.39) e pelo Lema 2.0.4 obtemos que

0= lim ¢y, > (1 - 1) BPM(BP) > 0,
! Op o

por (M,). Dita contradigao for¢a que 5 = 0 e portanto (2.1) é valida.
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3 Caso linear

Neste capitulo vamos resolver o problema (1) no caso linear, ou seja, exatamente

com f(z,t) = [t|?~2t. Por isto, precisamos M (t) = t°~!, assim que o (1) se torna como

{—u(e_l)pApu — M| 20+ [u)" 2u em Q, (3.1)

u=>0 em 0f).
A partir de agora, no capitulo inteiro suponhamos que N > p e 0 € (1, p*/p), sem repeti-los.

A ideia para estudar (3.1) é aplicar a teoria de indice cohomolégico dada na Secao
1.4. Esta teoria permite definir os autovalores do operador nao-linear —||u|®"Y?A u, como

mostrado no Lema 3.0.8. Por isto, lembramos a defini¢cao de autovalor.

Definicio 3.0.1. Um nimero real X se diz autovalor de —|u|®"VPA u se existe ve WyP(Q),

com v # 0, solugao do problema

(3.2)

— || CIP A u = Au|P 2w em Q,
u=20 em 0f).

A veW,P(Q) se chama autovetor relativo a \.

No Lema 3.0.8 conseguiremos construir uma sequéncia (A;), de autovalores para

(3.2), que permite assim dar o resultado principal do capitulo.

Teorema 3.0.2. Seja \** = S%/|Q|P*=9/P* " Entdo se My < X < Mgt = -+ = Mo < Mot
para alguns k,m e N e A > A1 — A, 0 problema (3.1) tem m pares distintos de solugoes nao

triviais tu; (j=1,...,m) tal que u; — 0 quando X — \j41.

Para provar Teorema 3.0.2, precisamos construir os nossos autovalores (\g)y. Por
isto, a ideia é argumentar similarmente como no Capitulo 4 de [19]. Definamos os operadores
A, ,B, € C(W,7(Q), (W, ?(€2))*) como sendo

(Ay(u),v) = Op|u)@-1P fg \Vul[P~2Vu - Vodr  Yu, ve WyP(Q), (3.3)

(B, (), v — Op f | 2uvdr Y, ve WEP(Q), (3.4)
Q
que verificam algumas propriedades, requeridas em [19].

Lema 3.0.3. O operador A, satisfaz as sequintes propriedades:
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(A1) (6p — 1)-homogéneo e impar;
(A2) uniformemente positivo: existe um ag > 0 tal que

(Ap(u), u) = aollul Vu e Wy™(9);

(A3) é um operador potencial;
(Ay) € do tipo (S): verifica que toda sequéncia (uy), < Wy (Q) tal que
u, —~u, e {(Ay(up),u, —uy—0, n—ow

tem uma subsequéncia fortemente convergente para u.

Demonstragio. As propriedades (A;)—(Asz) seguem imediatamente pela defini¢ao em (3.3). Para
mostrar que A, cumpre (A;) consideremos uma sequéncia (u,), < Wy () e um u € Wy *(Q)

tais que
u, —u em WyP(Q), e (Ay(un),uy —u) — 0, quando n — oo. (3.5)

Logo, (uy), é limitada em W, (), e portanto a menos de subsequéncia existe um ¢, > 0 tal
que

i | = .

Note que, se ¢, = 0, imediatamente u, — 0 em Wy"(Q). Assumamos que ¢, > 0, entdo pela

segunda parte de (3.5)
0= lim Gp!un|(91)pf |Vu,|P2Vu, - (Vu, — Vu) d,
n— Q

o qual implica

n—o0

lim J |Vu,|P*Vu, - (Vu, — Vu)dr = 0,
Q

e também, pela primeira parte de (3.5), vale a igualdade
J (|Vun|P~*Vu, — |VulP"*Vu) - (Vu, — Vu) dx
Q
= J |V, [P2Vu, - (Vu, — Vu)dz + 0,(1), quando n — .
Q

Assim, aplicando (2.36) de forma anéloga ao discurso feito no Lema 2.0.5 obtemos a existéncia

de uma subsequéncia de (u,), convergindo fortemente para u em Wy™"(Q).

[]

Lema 3.0.4. O operador B, satisfaz as sequintes propriedades:

(B1) (0p — 1)-homogéneo e impar;
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(Bs) estritamente positivo:
(By(u),uy >0 Vu # 0;

(B3) € um operador potencial compacto.

Demonstragio. Por (3.4) temos imediatamente (Bj)—(Bz). Para mostrar que B, satisfaz (Bj),
basta tomar (u,), < Wy(Q) e ue Wy?(Q) tais que

U, —u em  WyP(Q),

vejamos que By (u,) — By(u) em (WyP(Q))*, quando n — oo. Denotemos por | - |, a norma de
(WyP())*, entdo

| Bp(un) = Bp(u)l« = sup  [(Bp(un)(v) = By(u)(v)]

veW, P(Q),Jv]<1

= sup Op
veW P (), o] <1

J (|| %P2y — |u|?2u)v da
0

Aplicando a desigualdade de Holder e a Proposigao 1.3.1 obtemos a existéncia de uma constante
cop tal que

op

Op—1 1/

. 0 Op—2 . Op—2 09%1 d or op d o

| Bp(un) = By(u)« < sup P | unl™  un — ol T do v dz
veWd P (), Jv] <1 Q Q

Op—1

< Op—2 o Op—2 9% o
< cgp ||tn] Py, — |0~ u| 7T da : (3.6)
Q

Pela Proposicio 1.3.1 também obtemos que u, — u em L (Q) e pela Proposicao 1.3.2 existe

uma funcio h € L%(Q) tal que, a menos de subsequéncia
lun(z)| < h(x) qtp. zeQ, VnelN.

Portanto
1|72, | < (R(2))P70 qtp. 2€Q, VneN,

0
mas (h(z))?' € L% 1(Q), assim pelo teorema de convergéncia dominada de Lebesgue, a
expressao em (3.6) converge a zero, quando n — o0, concluindo que B,(u,) — B,(u) em
(Wy?(Q))*, quando n — co. O

Note que por (A;)—(A;3) e (B1)—(Bs), podemos aplicar a Proposigao 1.4.17, encon-

trando os potenciais de A, e B,, dados por

0
Top(u) = [ul™ e Top(u) = [ullg,
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respectivamente. Definamos para u € Wy"(Q)\{0} o funcional ¥(u) e seja ¥ a

B 1
- jé,/p(“) ,

restricao de ¥
U =Uly, onde N ={ueW,"(Q):Zy,(u) =1} (3.7)

Claramente A/ é uma variedade completa de classe C'. Nosso objetivo é mostrar que os valores
e pontos criticos de ¥ sdo autovalores e autovetores de (3.2), respectivamente. Em particular, os
trés seguintes lemas serao fundamentais para achar a sequéncia (), de autovalores, aplicando

a Proposicao 1.4.18.

Lema 3.0.5. Se W é um espago vetorial Banach sobre R e L, Lo € W™, entdo
Il el = min |2~ Lol
onde || - |+ denota a norma de W*.

Demonstragao. Para cada e R,

| Llerzolls = sup (L, v) < sup (L — pLo,v) = |L = pLo].
veKer(Lo) Jol=1

Por outro lado, aplicando o teorema de extensdo de Hahn—Banach, existe um L € W* tal que

Llkeroy =L e |L| = | Llger(zo)l+-

Dado que Ker(Ly) < Ker(L — L), existe um jp € R tal que L — L = pLg. Segue entdo

IL — poLo|s = | L]+, mostrando assim a igualdade. O

Lema 3.0.6. Temos que u € N é um ponto critico de W se e 86 se A = ¥(u) é um autovetor de
(3.2).

Demonstracio. Note que, para v € N

¥l =~ CHPB ) e L) = Ay(0)

Entao pelo Lema 3.0.5, ¥'(u) = 0 se e s6 se

pA,(u) + ¥(u)?By(u) =0 para algum peR. (3.8)

Suponha que u € N é um ponto critico de ¥, entdo por (3.8)

B o Tg) o
w= VO ~ T g T T <0
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aplicando novamente (3.8) obtemos

ou seja A = W(u) é um autovalor de (3.2).

Reciprocamente suponha que A = W(u) seja um autovalor de (3.2), entdo

_ Lo p(u)
To.p(u)

A e Ap(u) = ABy(u).

Logo, tomando ;1 = —¥(u) obtemos (3.8) e portanto ¥'(u) = 0.

Lema 3.0.7. O funcional U dado em (3.7) satisfaz a condicio (PS), restrita em N .

Demonstrag¢io. Sejam c € R e (u,), = N tais que

U(u,) —>c¢ e W(u,) >0, quando n — oo.

Claramente (uy), é limitada em Wy"(Q), portanto existe um u € Wy () tal que, a menos de
subsequéncia u,, — u em WyP(Q). Por (Bs), temos By(u,) — B,(u) em (W, 7(Q))*, entdo

~ B Op . Op
V) = B iy By ”

que implica ¢ # 0.

Pelo Lema 3.0.5 existe uma sequéncia (u,), < R tal que
fin Ay (tn) + W (un)?By(uy,) — 0, quando n — oo. (3.9)

Aplicando (3.9) a u,, obtemos que 1, + ¥(u,) — 0 que implica p1,, — —c # 0. Aplicando (3.9) a
U, — u, obtemos (A, (uy), u, —uy — 0 dado que (By(uy), u, —uy — 0, logo por (A4), a menos de

NI 1 / ’
subsequéncia, temos que u,, — u em Wy*(Q), e como N é fechado concluimos u,, - ue N. [

Agora podemos construir em particular nossa sequéncia () de autovalores de (3.2),

aplicando a Proposigdo 1.4.18. A ideia é argumentar similarmente ao Teorema 4.6 de [19].

Lema 3.0.8. Denotemos por F a classe de subconjuntos simétricos de N' em WyP(Q2). Para
cada k € N defina

Fro={NeF:ind(N)=k} e M= inf sup¥(u). (3.10)

NeFi ueN

Entao (A € uma sequéncia nao decrescente de autovalores para (3.2), que satisfaz as sequintes

propriedades:
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(1) se \p = ... = Ngrm—1 = A, entao ind ([N(,\) >m;
(ii) o minimo autovalor, chamado primeiro autovalor, é dado por

~ 7
A1 = min ¥(u) = min 0(t) ;
uEN u#0 j97p(u)

(i1i) temos ind (N\Wy,) < k < ind (U™). Se Ay < A < A\y1, entdo
ind (I*) = ind (N\Wy,) = ind (I*) = ind (N \Ty, ,,) = k;

(iv) A\, — o0, quando k — 0.

Demonstrag¢io. Pelos Lemas 3.0.6 e 3.0.7 segue que (A\g)r em (3.10) é uma sequéncia de auto-
valores para (3.2). Pela definigdo em (3.10) é imediato que () seja ndo decrescente. Usando
Lemas 3.0.3 e 3.0.4 podemos aplicar a Proposi¢ao 1.4.18 e concluir os itens (i), (iii) e (iv). Para
(77) basta mostrar que A\; = grg\r/l T (u), pois Zyp, Jop sa0 Op-homogéneos. Como Ay é um valor
critico para W, existe um u; € N tal que Ay = U(uq), entdo A\; > 52/% U(u). Por outro lado, pela

Proposigao 1.4.11 dado um u € N temos {—u, u} € Fi, assim

A < sup U(v) = U(u),
ve{—u,u}

ou seja, A\; < ¥(u) para todo u € N, e portanto \; < inj{/ ¥(u) concluindo a prova do lema.
UE.

]

Observamos que Ay > A**, com A\** introduzido no Teorema 3.0.2. Na verdade,
denotando com u; € N o autovalor de \;, dado na prova do Lema 3.0.8, note que pela
desigualdade de Holder

0 *
S| s
- |Q[1-0p/p*

— A** (3.11)

1 7
Jullgp

a5
com desigualdade estrita, pois é bem sabido que S nao é atingido em u;. Portanto, gracas
a (3.11) o Teorema 3.0.2 é bem configurado. Para provar o Teorema 3.0.2, lembremos que o
funcional associado ao problema (3.1) e sua derivada sao

1 A 1 .
D) = gl = - [ ol do = |l de, e paracada v e W37(9)

I\ (u),v)y = |u|(9_1)pf |Vu|P~2Vu - Vv dr — )\f |u|% 2y do — J |u|P* " 2uw da.
0 0 0

O seguinte resultado mostra que I satisfaz (PS). com ¢ num certo intervalo, inde-
pendentemente do valor de A\. A prova é similar a aquela do Lema 2.0.5, todavia com a presenga
do termo linear no novo funcional I, precisamos argumentar diferentemente. Por uma questao

de completude do capitulo, vamos dar a prova inteira.
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Lema 3.0.9. Para cada A\ > 0, o funcional I satisfaz (PS). para todo ¢ € (0,c*), onde
ct = 1 Slfefo/p*,
Op  p*

Demonstragio. Fixemos A > 0 e c € (0,¢*). Seja (u,)n, < WyP(Q) uma sequéncia tal que
L(u,) > ¢ e I\(u,) — 0. (3.12)

A ideia é aplicar o principio de concentracao-compacidade dado na Proposicao 1.3.7 para achar
uma subsequéncia fortemente convergente de (uy,)s,.

Primeiro, vamos mostrar que (uy,), é limitada Wy (). Por isto, suponhamos por contradicio
que a menos de subsequéncia |ju,| — o quando n — o, e u, # 0 para todo n € N. Note que, a

sequéncia (ty, [u,| ™), é limitada em W, ?(Q), entdo por (3.12)

0 *
[ e el

[

(I (un) | ) =

Op
ot ) + (22 ~1)
= p — 0, quando n — 0.
un

Dado que 0p < p*, segue da estimativa acima combinada com (3.12) que

Juun s

R
Jn

0, quando n — o0, (3.13)

e portanto, como |u,|| — o se n — o0, obtemos

— 0, quando n — o0, (3.14)

e similarmente

lual® ] 22 1 0. quando 1 — oo (3.15)
[l = Tun| % Jagore i 2 4 ‘ '

Agora, vamos mostrar também que

0
|n gy

Jn |7

— 0, quando n — . (3.16)

Aplicando a desigualdade de Holder obtemos que

Op/p*
e N R B T
{ Q

= llunllph 217",
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e assim

0 0
HunHeg ”uang 1—0p/p*
Op < op |Q|

0< , (3.17)

que prova (3.16), gragas a (3.15). Por (3.12) e do fato que |ju,| — o0, obtemos que

(I (), U || %Y — 0 quando n — oo.

Portanto, usando (3.14) e (3.16)

0 *
a7 — At gy — [ [

0 = Jim (I3 (), o | = Jim

noe Jun [P
Op p*
U U
o [ Jlun®

que da a contradicao desejada.

Assim, segue que (uy), tem que ser limitada em W™ (), aplicando (1.12), (1.13) e a Proposicao

N . . 1 .
1.3.2 a menos de subsequéncia existem um u € Wy () e um a = 0 tais que

up — uw em Wo™(Q), lunll = a,
U, — u em LP(Q), (3.18)
u, > uem L°(Q), se[l,p*) , u, —>u qt.p.em Q.

Note que, se @ = 0 a conclusao do lema segue. Portanto assumiremos que o > 0. Entao,
aplicando um discurso semelhante a aquele feito na demostracao do Lema 2.0.5 obtemos a

existéncia de duas medidas nao negativas u, v tais que

Vun ()P dz 25 p e |un(@)]” de 5 v em M(Q),

J Y |Vu,|” de — f dp  para todo ¢ € Cy(9), (3.19)
Q Q

f O |unl? do — J dv  para todo ¥ € Cy(Q). (3.20)
Q Q

Assim, aplicando a Proposi¢ao 1.3.7, existe um conjunto J no maximo enumeravel e trés familias,

(z;)je7 = Q de vetores distintos e (v;)jer, (1) je7 < [0,0) de ntimeros tais que
v=|u(@) dx+ Z Vibz,, = |Vu(z)” do + Z It (3.21)
jeJ JjeJ
com
vy < STV, (3.22)
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Como na prova do Lema 2.0.5, fixemos o € CX(R™,[0,1]) tal que p = 1 em B(0,1) e ¢ =0 em
R\ B(0,2). Para ¢ > 0 e jy € J definamos ¢. j,(r) = ¢((z — x;,)/¢). A sequéncia (. j,tn)n ¢
limitada em W, * () e Supp (p.,) © Blxj,, 2€), assim, por (3.12) temos (I (), Pz jotn) — 0,

quando n — o0, entao

a7 [ e Tl e == 7 | V0P, Vi da
Q Q
(3.23)
A Tl do [ gl do -+ 0,(0)

quando n — . Argumentando como no Lema 2.0.5, obtemos imediatamente (2.16) que junto

com (3.18) prova

lim lim [Ju,| "7 || | Vun|P~2u,Vu, - V., dz| = 0. (3.24)
£—(0+ Nn—00 Q P
Enquanto, sendo ¢ j, < 1 com Supp(p. j,) < B(xj,, 2¢), temos
[ rosde| <[ oo
Q B(xj,2¢)
< J |, | du,
B(J}jO,Qé‘)
que junto com (3.18) prova
51_i>%1+ nlgrolo J;) |un|0p905,j0 dz| = 0. (3'25)
Segue de (3.23)-(3.25) que
i@ | e Fnl? d = [ fual”" ey o+ 0n(1) (3.26)
Q Q
mas por outro lado, como ¢.;, < 1 podemos concluir que
0
(J |Vun|Poe dx) < |un|(9_1)pf e jo | Vuy|P dz + 0,(1). (3.27)
Q 9)

Logo por (3.19), (3.20), (3.26) e (3.27), enviando n — o e ¢ — 0" obtemos que
'u?o < Yjo>
portanto, com (2.14) segue que

op¥

vji, =0 ou v = Si¥ s (3.28)
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op*
Suponhamos por absurdo que v, > Sp*pfep, entao por (3.12)

¢ Iy(un) — legg(un), ) + on(1)

onde a ultima desigualdade ¢ consequéncia de ¢.; < 1. Enviandon —»0ee — 0% obtemos a

contradicao

c= 1 ST = ¢t
Op p*

Logo, como j, foi arbitrario, tem que ser v; = 0 para todo j € J. Assim aplicando (3.20) com

1 = 1 concluimos que u,, — u em " (Q).

Como (uy), é limitada em Wy™P(€2), por (3.12) obtemos que (I}(uy,), u, — u) — 0, quando

n — 00, ou seja

”un(O—l)pJ ’vun|p_2vun ’ (Vun - VU) dx — )‘f ’unyép—2un<Un - U) dx
Q Q

(3.29)
+ J un P "2y (u, — w) dz = 0n(1)  quando n — oo.
Q
Por (3.18) e pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue
lim J || P2, (1, — 1) diz| = 0, (3.30)
n—00 Q
utilizando a desigualdade de Hélder e o fato que u, — u in LP" (Q) segue que
lim J |t |” 2 (1, — ) da| = 0. (3.31)
n—a0 Q
Entéo, por (3.29)—(3.31), deduzimos que
\unH(@l)pJ |Vu,|P*Vu, - (Vu, — Vu)dr = 0,(1) quando n — oo,
Q
o qual implica que
J IVu,|P2Vu, - (Vu, — Vu)dr = 0,(1)  quando n — oo, (3.32)
Q

pois a > 0 em (3.18).
A partir disto, argumentando como na parte final do Lema 2.0.5 nds ainda obtemos (2.35)(2.38)

. 1 .
que permite provar que u, — u em Wy?(Q2) quando n — o0, concluindo a prova do lema.

]
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Observamos que pelo Lema 3.0.8 se A\gpm < Mipme1 €ntao ind (\Tfk””) = k+m. Com
a ideia de aplicar a Proposigao 1.4.13, vamos construir um subconjunto simétrico e compacto
Ay de UF*™ com indice semelhante.

Por isto, definamos para u, v € W, ? (Q) o operador
(L), v = [ =D J V2V - Vo de. (3.33)
Q

Vamos provar que L£(u) verifica a seguinte propriedade.

Definicao 3.0.10. Dado um espago vetorial Banach W, dizemos que um operador

T:W — W™ € estritamente mondtono se
T(u) —TW),u—vy>0 VYu,veW, comu#uv,
e vale a igualdade se e somente se u = v.

Lema 3.0.11. O operador L(u) em (3.33) é estritamente mondtono, sequindo a Defini¢ao
3.0.10.

Demonstragao. Pela desigualdade de Holder

(L(u),v) = [u] 1P L [VulP=2Vu - Vodz < [u]v]. (3.34)
Por isto, segue que
(L(u) = L(v),u =) = [[u]® = {L(w),v) = (L(v),u) + o]
> [ul — Ju "o = Jol~ o] + |u]®
= (Jult = ol (Jull = [o]) = 0. (3.35)
Logo, se {L(u) — L(v),u — vy = 0, entao |u] = |v], e por (3.34)
Lu)swy = [u|® = Ju| P Vo] = (Lw),v) = {(L),u—v)=0, (3.36)
L), 0 = o] = o] Vu| = (L@),uy = {Lv),v—u) >0, (3.37)
segue de (3.35) que
Lu) = L(v),u—v) = (L(u),u —v) = {L(v),u—v) =0,

entdo por (3.36) e (3.37) (L(u),u—v) = 0e{L(v),v—u)y = 0, em particular valem as igualdades
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L),y = [l | [Vup 2 u Vode = [u P | [Vap (Tl de = ful? o]
Q Q

(L(v),uy = [v] @7 L VP2 Vo - Vudz = v @7 L Vol Vul do = o7~ |ul.
A igualdade na desigualdade de Holder implica que existem duas constantes ndo negativas « e
£ (nao nulas simultaneamente), tais que
a|Vu(z)| = B |Vu(z)] qt.p. zel,
e pela igualdade na desigualdade de Schwarz concluimos
aVu(z) = V() qtp. xel,

pelo qual au = fuv, e assim |au| = |fv], mas |u = |v| e a, 5 sdo nao negativos, portanto

obtemos que u = v.

[
Lema 3.0.12. Para cada w € L(Q), o problema
HuH(e_l)pApu = )\|w]9p_2w em 2,
(3.38)
u=20 em 0S),

tem inica solucio fraca w e Wy (Q). Mais ainda, o operador J : LPP(Q) — Wy (Q), definido

pela lei w — J(w) = u, com u solugio de (3.38), é continuo.

Demonstragio. De fato, a existéncia segue de um argumento de minimizagao padrao (veja o
Corolario 3.23 de [5]) e a unicidade segue do Lema 3.0.11. Para mostrar a continuidade do
operador .J, tomemos (w,), em L%(Q) tal que w, — w em L?(Q) quando n — w© e seja

u, = J(w,). Entao, considerando
L(uy),v) = J lwn P 2wv de,  ve WyP(Q)
0

e testando com v = u,, obtemos pela desigualdade de Holder

6p—1 1
Top 0p
||unH9p = (L(Up), Upy = fﬂ |wn|9”_2wnun dr < (JQ |wn|0p dm) <fﬂ |un]9p dx) ,

e assim, aplicando a Proposicdo 1.3.1 mostramos que (u,), é limitada em W,”(Q). Portanto, a
menos de subsequéncia, pela Proposicao 1.3.1 existem um u € W, ?(Q) e um a > 0 tais que
1
up, — u em Wy(Q), |un| — «,

(3.39)
u, —> uwem L°(Q), 1<s<p*, wu,—u qt.p. em Q.
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Mostraremos que u, — u em Wy" (Q2). Por isto procederemos similarmente a parte final da
prova do Lema 3.0.9. Se a = 0, entdo u, — 0 e u = 0. Se assumimos que « > 0, por (3.38)

segue que
L(up)yty —uy = ||un(0_1)pf (Vu,|P~2Vu, - (Vu, — Vu)dz = J 1w, %P2 w, (1, — u), (3.40)

Q Q

enquanto pelo teorema de convergéncia dominada de Lebesgue junto com (3.39) obtemos
J w0 |2 w, (U —u) — 0, n — 0.

Q

Como «a > 0, segue de (3.40) a convergéncia
f |Vu,|P~*Vu, - (Vu, — Vu)dr — 0, n — o,
Q

assim, temos as ferramentas necessarias para aplicar (2.36) e obter a convergéncia forte u,, — u
em W,?(9Q), e em particular Vu, — Vu q.t.p. Q. Por outro lado, dada ¢ € Wy*(Q), pelo

teorema de convergéncia dominada de Lebesgue
(L(un), ) = Iun|(9_”pf Vun["*Vuy, - Vi do
Q
= f |w, PP 2w, do — J lw|?"wpdr, quando n — oo,
Q Q
enquanto

S R f (V[P 2V - Vipdr — [ =17 f VP2V - Vods n — oo.
Q Q

Portanto, sendo ¢ € Wy ?(Q) arbitréria, temos J(w) = u e J(w,) — J(w) = u quando n — o,

mostrando a continuidade de J.

]

Lema 3.0.13. Se A\, < M\ey1, entdo U™ tem um subconjunto A, simétrico e compacto em
Wy (Q), com ind (Ay) = k.

Demonstragio. Seja
u

ey’

ue Wy (Q)\{0}

Top(u)
chamada de projegio radial sobre Ny, = {u € Wy*(Q) : |ulg, = 1}, e definamos

A= mp(8%) = {we Ny : ] < M)
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Entao pela Proposicio 1.4.11 e pelo Lema 3.0.8 segue que ind (4) = ind (0*) = k.
Seja u = J(v) com v e A e J o operador do Lema 3.0.12. Entao se L é o operador definido em

(3.33) temos as desigualdades

Op—1
“0p Op
(L) =l = [ o tuvds < ( [ dx) ( [ e dx) |

1 = (L(u), v) < [u @7 f Vul?Vu - Voda < [u ( f Vol dx)p — o]
Q Q
Destas duas desigualdades nés obtemos

]

lop

_ vl

oy

<1< u o] = |mop(u) < ol

e assim g, (J(A)) € A. Defina J = g, 0 J, seja A = J(A) e considere (p,), = A. Logo, para
cada n € N existe um v, € A tal que J(v,) = ¢,. Como (v,), < A obtemos |[v,|? < A, e
portanto existe um v € Wy (Q) tal que v, — v em W,?(Q). Entdo pela Proposicao 1.3.1 e

semicontinuidade inferior da norma
va v, em L(Q), e ol < Timinf v < A,

de onde v € A. Segue pela continuidade de J em Lema 3.0.12 que J(v,) — J(v), e assim
¢on = J(v,) = J(v) € A, quando n — . Isto mostra que A é compacto em W,7?(§). Por
outro lado, dado que A = A e J é uma aplicacio continua e impar de A para A, obtemos pela

Proposigao 1.4.11 a igualdade ind (A) = ind (A) = k. Finalmente, seja
u
m(u) = Tl “€ WoP (2)\{0}
chamada de projecao radial sobre A/. Definamos Ay = 7(A), entdo Ay < UM é compacto em
Wy (Q) e satisfaz ind (A) = ind (Aq) = k.
]

Concluimos o capitulo dando a demostragao do Teorema 3.0.2, baseada principalmente

na Proposicao 1.4.13.

Demonstragio do Teorema 3.0.2. Pelo Lema 3.0.9 o operador I satisfaz (PS). para qualquer

1 1 0
Assim nossa ideia ¢ aplicar a Proposigao 1.4.13 com b = < — ) S1-op/p¥

op  p*
Pelo Lema 3.0.13, temos que U <™ tem um subconjunto compacto e simétrico Ag com ind (Ag) =
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k + m. Pela Proposicao 1.4.13, denotamos B, = qj/\ker' Segue entao pelo Lema 3.0.8 que
ind (N'\By) = k + m.

Sejam R >r > 0e A, B e X como na Proposi¢ao 1.4.13. Para u € By e usando (1.14) nés temos

rop 0 0 rp* .
o) = Sl =2 [ e = [l e
Q
rop op Ar%P %P rp* »
27\\ | T o N o u[”" dx
p P k+m p Q
op A p* op A p*
> Dl (1- 52 ) - St s = 2 (1= ) - s aany
Op A1 p* Op A1 p*

Dado que A < Ay € 0p < p*, segue de (3.41) que ing I(u) > 0 para r suficientemente pequeno.
ue

Agora, para u e Ay < Pretm g pela desigualdade de Holder

Op AR p* .
DR = ol = 250 | e = 2 |l do
Q pT Ja

tp tp *
. p*/0p
AR [l J e

O Neem P | n |0

RO
g -
tp

Jull” —

p*/0p
R%m@_Apr%_Rﬁ< ol )

Op Op Aiem 2"\ Ny |Q) 9%
R A RP* 1
= %HUHGP (1 T ) — : (3.42)

* op \ P*/0p
7 (o #)

Dado que A < Agypm € Op < p*, por (3.42) podemos escolher R > r suficientemente grande tal
que I, (u) < 0, para cada u € A. Para u € X, pela desigualdade de Holder segue

1 A 1 "
L(u) = —|ju|? - — o dx — J P d
A(u) epHUH o L jul* dx o s jul?” dx

p*/0p

P dqr

Netm — A 1 J [l

<k+f|u|9pdx— CAUR
Pt

*/0p
Mo — A 1 "
= Ckm 2 % dr — = ( [l ) : (3.43)
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o4

Defina g : R — R com

*/6
( ) (/\k+m—)\) 1 T ' /p
N=|—"")7—-— )
g Op P\ o

Entao, como 0p < p* e Ap1m > A, a ¢ atinge um méximo no seu tnico ponto critico

7 = (N — NP/ 1Q) - com valor

1 1

max g(r) = <ep - p> Noem — N) 770,

pelo qual

sup / (u) < (1 — 1) ()\ — )\)%’Q‘ < (1 _ 1> SPszikG
ue)Ig A - Op  p* fem = Op p*

ja que Agppm — A < A Agora, pela Proposicao 1.4.13 obtemos a existéncia de m pares distintos

de pontos criticos +u;, com j = 1,...,m, de I tais que

1 1 ot
0<I(u) < <(9p - p*) (Megm — A)P*=02|Q] — 0, quando A — Agym,
que implica
1 1 - 1,
o Jullpe = Ia(u;) — %UA(%‘),UD = Ix(u;) =0,
quando A — Agy,,. Além disso, pela desigualdade de Holder u; — 0 em LP(2), quando

A — Aoim, € assim concluimos
Op Op Qp p*
™ = { OpIx(u;) + Auslg, + ];Huij* — 0,

quando A — A\ ip.
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4 Caso sublinear

Neste ultimo capitulo vamos estudar o problema (1) no caso sublinear. Ou seja,

consideramos

(4.1)

—[u]CIPA = N uli 2+ Juf2u em Q,
u=20 em Of).

com 1 < q < 0p < p*, que serd assumido no capitulo inteiro, sem repeti-lo. Neste caso o

funcional associado ao problema (4.1) vem dado por

1 A 1 *
I(u) = %Huwap ~ L |ul? dx — po L |ulP” dx. (4.2)

Assim, podemos estabelecer o resultado principal do capitulo.

Teorema 4.0.1. Existe um \* > 0 tal que para todo \ € (0,\*) o problema (4.1) tem uma

sequéncia de solugoes (), com I\(u,) <0 e (uy), converge a zero quando n — 0.

A ideia para provar o Teorema 4.0.1 é aplicar a Proposicao 1.5.4. Por isto, precisamos
provar a condi¢ao (PS). com ¢ suficientemente pequeno. Argumentaremos similarmente ao
Lema 3.0.9, porém devemos estudar diferentemente o termo sublinear do novo I,. Em particular,

consideremos ja que a sequéncia de (PS). seja limitada.

Lema 4.0.2. Fizado A\ > 0, seja (uy)n © WoP(Q) uma (PS). sequéncia para Iy, com (up)n

limitada e

1
11 pia | p¥=a
11 e (*—*) 2 1 1) (p* p*
< ( _ ) S — | N ( - ) (p - 1) AP, (4.3)

Op p* q

Entio (uy), admite uma subsequéncia fortemente convergente em W,P(Q).

Demonstragio. Fixemos A > 0 e ¢ que verifica (4.3). Seja (uy)n = WyP(Q) uma sequéncia
limitada tal que

L(u,) » ¢ e I\(u,) — 0. (4.4)
Sendo (u,,), limitada em W,?(€2), aplicando (1.12), (1.13) e a Proposicdo 1.3.2, temos que, a

A . . 1 .
menos de subsequéncia, existem um u € Wy?(2) e um « > 0 tais que

up, — u em WyP(9), [un] = o,
U, — u em L7 (Q), (4.5)
u, —uwem L°(Q), se[l,p*) , u, —u q.t.p.em Q.
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Note que, se @ = 0 a conclusao do lema segue. Portanto assumiremos que a > 0. Agora
podemos argumentar exatamente como na demostra¢ao do Lema 2.0.5, usando (4.5) e provando

(3.19)-(3.28), com

@7 | e Tl i = = 7 | [V, 0Pt D d
Q Q

+ )\f U |Tc o dx + J @E,jo\un\p* dx + o,(1),
Q Q

em vez de (3.23) e

lim lim =0,
e—0t N—00

f |un’q90£7jo dx
Q

em vez de (3.25). Assim, sobretudo concluimos que
*P
Vip, =0 ou v, = SrF-or,

Suponhamos por absurdo que v, = S»*-% *917 entao por (4.4)

1
c=I(u,) — 0—<I§\(un),un> + 0,(1) = ( — ) f [u,|?de + < ) f |up [P daz,
P q
enviando n — o junto com (3.21) nés obtemos
1 1 1 1
c>—)\(—)J lu|? dx + (—)J ul? dz + (—*) Zvj
q Op op  p*) =
1 *
- — — uquJr()fup dx+<> o o,
(q ) J i op  p* i op  p*
e pela desigualdade de Holder
a/p*
1 1 p* 1 1 1 *
> ( - ) S — A ( _ ) 5 (f uf” d:c) ; ( - > J ul?* da
op  p* q op  p*) Ja
1 1 op* 1 1 *
=———= 5% - \|-—— Qp* u — — — | |ulPx
(9p p*) (q )' 7 el <9p p*) I
Consideremos a funcao

1 p¥—q 1 1 *
h(t) ==X - —— ) |Q] #* tq+(—)tp, t=0.
(® (q 0p>|| op p*

(4.6)

1 1 ’
v (%~ )
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com valor )

e | o)1 (L) (-2 o

Op p* q

_1
* 11 QPP;Q vr * *
n (LY | LBy e
Op  p* < _pi) Op p*) \ q

que contradiz (4.3). Portanto, como jy foi arbitrario, v; = 0 para todo j € J. Assim aplicando

(3.20) com v = 1 concluimos que (uy,), converge fortemente para u em LP" (£2).

A partir disto, podemos argumentar exatamente como na parte final do Lema 3.0.9, com

|un||(9_1)pj |V, [P 2Vu, - (Vu, — Vu)dr — )\f |t |7 200, (U, — ) div
Q Q

+ J ltn|”* 2 wn (un — w) dz = 0,(1)  quando n — oo
Q

em vez de (3.29) e

lim
n—o0

f | |7 21 (1, — ) div
Q

em vez de (3.30), provando que u, — u em W, (Q) quando n — o e concluindo a prova do

lema.

]

Para aplicar a Proposicao 1.5.4 precisamos um funcional limitado por baixo. Todavia
0 nosso I em (4.2) ndo é limitado por baixo. Na verdade dado u € Wy (2) temos
t@

£ "
—Jul? — == | Ju|?dz — — | |u["" dz — —0 quando n — oo,
Op q Jo P* Jo

[/\(tU) =

pois q < fp < p*.

Por isto, vamos usar um argumento de truncamento, com inspiragao no artigo [4]. Pela Proposicao

1.3.1 existem constantes C 4, C1p+ > 0 tais que

1 A, C p

Iy(u) = —|u|% — ullP*  para todo we WiP(Q),
()ngH p|||| 0" (©2)

Jul -

segue entao que Iy (u) = ga(|u]), onde

1 AC C
O

" tel0,0).
Op q P [0, 20)
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Agora, pegamos Ry > 0 suficientemente pequeno tal que

R _ G R >0,
Op p*
e definimos o
q 9 1p*
A= RP — —I"RV ) >0 4.8
! 2C 4 RY <0p p* ) ’ (4.8)

tal que gyx(R;) > 0. Consideramos

Ry = max {t e(0,R): gy(t) < o} .
Dado que ¢ < 6p, temos que g,\;k(t) < 0 quando ¢ estd perto do 0 e como gy=(R1) > 0, segue
imediatamente que gyx(Ro) = 0.

Assim, podemos construir uma fungao ¢ € C°([0, ), [0, 1]) tal que ¢(t) = 1 se t € [0, Ro] e

o(t) = 0 se t € [Ry,0). Definimos um truncamento para I por
Op N
i) = ol =2 [ Julre = 2CE [, wewi)
p Q

Entao segue que Jy(u) — oo se ||ul| — co. Portanto .Jy é coercivo e limitado por baixo.

Lema 4.0.3. Para cada X € (0,\]), se Jx(u) <0 entdo |u| < Ry e Jy\(v) = I\(v) para todo v

em alguma vizinhanca aberta de u.

Além disso, Jy satisfaz (PS). para todo ¢ que satisfaz (4.3).

Demonstragio. Fixemos A € (0, A}). Suponhamos que I, (u) < 0. Quando ||ul| = Ry, pois A < A}

e pela Proposicao 1.3.1, temos

Xlk Cl,q

1
In(u) = —|u|% — ul? > 0
) = ol u
com a ultima desigualdade consequéncia do fato que ¢ < #p. Considerando que % (Ry) >0

temos

1 Rgp AT Ch
Op q
dai obtemos a contradigao 0 = Jy(u) > 0.

q Rq 0

Quando [jul| < Ry dado que ¢(t) < 1 para cada t € [0,00) e considerando A < A}, segue que

0> Ii(u) = gr(lul) = grz (Jul),

que implica |u| < Ry, pela definigdo de Ry. Além disso, pela continuidade de J, existe uma
vizinhanca aberta U de u tal que Jy\(v) < 0 para todo v € U e assim |v|| < Ry para todo v € U,
portanto Jy(v) = I(v) e Jy(v) = I}(v) para todo v e U.
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Logo, se ¢ satisfaz (4.3) e (u,), é uma (PS). sequéncia para .J,, segue entao que
I\(up) = In(u,) > c<0 e Iy(u,) = J5\(u,) — 0,

quando n — co. Como .Jy é coercivo, a sequéncia (uy,),, tem que ser limitada em W, (€2), e assim
pelo Lema 4.0.2 obtemos a existéncia de uma subsequéncia de (u,), fortemente convergente em
Wy P (Q). Ou seja vale a condicio (PS). para Jy. O

Agora damos alguns resultados técnicos, onde precisamos o genus de Krasnoselskii
definido na Defini¢cao 1.5.1.

Lema 4.0.4. Para cada A > 0 e k € N, existe um g = go(A, k) > 0 tal que v(J, =) = k, onde
Ji ={ue WoP() : Ja(u) < —¢e} € definido sequindo a Definigio 1.2.1.

Demonstragio. Fixemos A > 0 e k € N. Seja X, um subespaco de Wy *(Q) tal que dim(X}) = k.
Logo em X}, as normas || - ||, || - |, sdo equivalentes e portanto existe uma constante C'(k) > 0 tal
que
—C(k)|ul? = —J |u|?dx para todo we Xj. (4.9)
Q0

Para cada u € X}, com |ju]| < Rg, por (4.9)

U ACR),
Ja(u) = In(u) < %Hulle i R (4.10)

Seja p uma constante positiva tal que

m{ [WM @11)

eseja S, = {ue Xy : [Ju| = p}. Obviamente, S, é homeomorfo a esfera (k — 1)-dimensional
Sh=1
Além disso, para cada u € S, por (4.10)

Ja(u) < p? <1p9”‘1 — )\C(k)> <0
Op q

onde a tultima desigualdade segue por (4.11). Assim, encontramos uma constante €y > 0 tal
que Jy(u) < —¢go para cada u € S,. Lembrando a Definicao 1.5.1, segue entao que S, < J, °,
com Jy °° € A pois J é continua, par e J,(0) = 0. Logo, pela Proposigao 1.5.2 concluimos que

Y(J5y ™) = v(S,) = k, lembrando que S, ¢ homeomorfo & esfera S*~!.

]
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Definimos para cada k € N
Ty = {A < W,7(Q): Aéfechado, 0¢ A, A ésimétrico e v(A) > k},
e definimos também o nivel critico

cr = inf sup Jy(u).

AEFk uceA

Provamos algumas propriedades da sequéncia (cx)y.

Lema 4.0.5. Para cada A > 0 e k € N, o niumero c; € negativo.

Demonstragio. Seja A > 0 en € N. Pelo Lema 4.0.4, existe g > 0 tal que v(J5*°) = k. Pois J) é

continuo e par, J, © € I'y. Como J,(0) = 0 havemos que 0 ¢ J; “°. Além disso sup Jy(u) < —ey.

ueJ, 0
A
Em conclusao, lembrando também que J, é limitado por baixo, obtemos
—00 < ¢f = jnrf sup Jy(u) < sup Jy(u) < —g9 <0,
€Lk ueA ueJ;EO
concluindo a prova. O

Agora vamos provar um resultado de interesse independente para (cg)x. Isto mostra
que cada ¢ é um valor critico para Jy. Como é explicado no Remark 1.2 no artigo [15], a

sequéncia (uy,), do Teorema 4.0.1 ndo necessariamente ¢ associada aos valores criticos (cx ).

Lema 4.0.6. Para cada X € (0, A}), com A} dado em (4.8), (¢x)r € uma sequéncia nao decrescente

de valores criticos para Jy com ¢ — 0 quando k — 0.

Demonstragio. Fixemos A € (0,\¥). E claro que ¢, < ¢p41, pelo Lema 4.0.5 obtemos ¢, < 0,
para cada k € N. Portanto ¢, — ¢ < 0. Além disso, pelo Lema 4.0.3 o funcional J, verifica
(PS),,. Entao, segue por argumentos padrao, como no artigo [21], que todos ¢, sdo valores

criticos para J,. Afirmamos que ¢ = 0. Se ¢ < 0, usando ainda o Lema 4.0.3 temos que
Ke={ueWyP(Q): Ji(u)=0 e Jy(u)=¢c},

definido seguindo a Defini¢ao 1.2.1, é compacto. Pela Proposicao 1.5.2 segue que y(Kz) = ky < ©
e existe um ¢ > 0 tal que v(Kz) = v(Ns(Kz)) = ko.

Pela Proposicao 1.5.3 existe um ¢ € (0,¢) e um homeomorfismo fmpar 7 : W, 7(Q) — Wy (Q)

tal que

n(J3 N5 (Kz)) = T (4.12)
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Dado que (cg)r é nao decrescente e converge a ¢, existe um k € N tal que ¢ > T — ¢ e ¢gpp, < C.

Pegamos A € T'y 4, tal que sup Jy(u) < ¢+ . Pela Proposigao 1.5.2, temos
ueA

Y(A\Ns(Kz)) = v(A) = v(Ns(Kz)),  v(n(A\N;(K7))) = k. (4.13)
Portanto, obtemos
n(A\Ns(Kz)) € I,

sup  JS(u) = >C—e (4.14)
uen(A\Ns(Kz))

Por outro lado, por (4.12) e (4.13), segue que
N(A\Ns(Kz)) = n(A\N;(Kz)) < n(J3\Ns(Kz)) = T (4.15)

que contradiz (4.14). Portanto concluimos que ¢, — 0 quando k — co. O

Finalmente damos uma prova para o Teorema 4.0.1.

Demonstragio do Teorema 4.0.1. Consideramos A5 > 0 suficientemente pequeno tal que para
cada X € (0,3)

1
p¥—q p¥—q

p* it 1 U * ¥
c:=(1 1>spf<ep_ <" 9p> (1 1><p—1)m*q>o. (4.16)

o o )\

Assim, denotamos \* = min{A}, A3} com A} dado em (4.8). Agora, pelo Lema 4.0.3, temos
Ja(u) = I, (u) numa vizinhanga aberta de u, se Jy(u) < 0. Portanto, para cada A € (0, \*) pelos
Lemas 4.0.3 e 4.0.5 podemos aplicar a Proposi¢ao 1.5.4 a I, com ¢ dado em (4.16), concluindo
que existe uma sequéncia (uy)r de pontos criticos para I, que satisfaz (i) ou (i) da Proposicao

1.5.4. Em qualquer caso obtemos o resultado desejado, concluindo a prova do teorema.

]

Terminamos o trabalho observando que ao contrario do Teorema 3.0.2, no Teorema

4.0.1 ndo precisamos a homogeneidade derivada pelo operador — |u] =P A u. Portanto, podemos

estudar (4.1) com um coeficiente de Kirchhoff mais geral, ou seja o problema
{—M(|u|p)Apu = Mu"%u + [u”*%u em Q,

(4.17)
u=0 em OS2,

com M que verifique (M;)—(M;3) dadas na Segao 1.1. Todavia, por causa de (M) consegue—se
resolver o problema (4.17) somente quando ¢ € (1, p). Ou seja, nao se pode cobrir o caso sublinear

completo ¢q € (1,60p) dado no Teorema 4.0.1, como bem explicado no artigo [6].
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