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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existência e multiplicidade de soluções fracas para o seguinte

problema elíptico de tipo Kirchhoff envolvendo o p–Laplaciano

´M

ˆż

Ω

|∇u|p dx

˙
∆pu “ λfpx, uq ` |u|p

˚´2u em Ω, u “ 0, em BΩ

onde Ω é um domínio limitado e suave em R
N , com dimensão N ą p ą 1, λ ą 0, f é um

termo subcrítico e M modela o coeficiente de Kirchhoff. Enfrentamos três casos particulares,

dependendo do comportamento de f . Por isto, combinamos diferentes métodos variacionais com

apropriados argumentos topológicos. Em todos os casos, precisamos do principio de concentração

e compacidade de Pierre–Louis Lions para superar a perda de compacidade na imersão de

Sobolev gerada pela presença do termo com expoente crítico |u|p
˚´2u. A peculiaridade dos

nossos resultados é que conseguimos cobrir o caso mais delicado quando Mp0q “ 0, ou seja com

M degenerada.



Abstract

In this work, we study the existence and multiplicity of weak solutions for the following Kirchhoff

type elliptic problem involving p–Laplacian operator

´M

ˆż

Ω

|∇u|p dx

˙
∆pu “ λfpx, uq ` |u|p

˚´2u em Ω, u “ 0, em BΩ

where Ω is a bounded and smooth domain in R
N , with dimension N ą p ą 1, λ ą 0, f is a

subcritical term and M models the Kirchhoff coefficient. We face three particular cases, depending

on the behavior of f . For this, we combine different variational methods with appropriate

topological arguments. In all cases we need the principle of concentration and compactness of

Pierre–Louis Lions to overcome the lack of compactness in the Sobolev immersion generated by

the presence of the critical term |u|p
˚´2u. The peculiarity of our results is that we are able to

cover the most delicate case when Mp0q “ 0, that is when M is degenerate.
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Introdução

O propósito deste trabalho de mestrado é investigar a existência e multiplicidade de

soluções fracas em W
1,p
0 pΩq para o seguinte problema elíptico crítico não–local de tipo Kirchhoff

#
´Mp}u}pq∆pu “ λ fpx, uq ` |u|p

˚´2u em Ω,

u “ 0 em BΩ,
(1)

onde Ω Ă R
N é um domínio limitado e suave, com dimensão N ą p ą 1, λ um parâmetro

positivo, }u}p “

ż

Ω

|∇u|p dx, p˚ “ Np{pN ´ pq, enquanto f : Ω ˆ R
N ÝÑ R e M : R`

0
ÝÑ R

`
0

são duas funções contínuas satisfazendo algumas propriedades ou condições que daremos em

seguida.

O problema (1) é dito não–local porque para estudar a primeira equação em (1) para

x P Ω, não é suficiente conhecer só o valor de upxq. Devemos saber o comportamento de u para

qualquer x P Ω, pois em (1) temos uma integral definido em todo Ω.

Um protótipo típico de M é dado por

Mptq “ a ` bθ tθ´1, onde a, b ě 0, a ` b ą 0, θ ě 1. (2)

Na literatura distinguimos duas situações. Se Mptq ą 0 para todo t P R
`
0

, um problema de

Kirchhoff como (1) é chamado não degenerado, e isto acontece no caso modelo (2) quando a ą 0.

Se Mp0q “ 0 mas Mptq ą 0 para todo t P R
`, um problema de Kirchhoff como (1) é chamado

degenerado, e isto acontece no caso modelo (2) quando a “ 0.

Nós estamos interessados em estudar o problema (1) no caso degenerado, sempre

assumindo que Mp0q “ 0. Este fato gera algumas dificuldades matemáticas, não permitindo um

controle uniforme positivo de baixo para M . Por isto, precisamos estudar diferentes situações,

dependendo do comportamento de M perto do zero. Enquanto a presença do termo com

exponente crítico p˚ ocasiona uma perda de compacidade na imersão de Sobolev W 1,p
0 pΩq ãÑ

Lp˚

pΩq. Todo torna (1) um problema interessante. Além disso, nós temos a seguinte motivação

física. Quando p “ 2, o operador Mp}u}2q∆u está presente na equação de Kirchhoff, que surge

em vibrações não lineares, a saber

$
’&
’%

utt ´ Mp}u}2q∆u “ fpx, uq em Ω ˆ p0, T q,

u “ 0 em BΩ ˆ p0, T q,

upx, 0q “ u0pxq, utpx, 0q “ u1pxq.

(3)
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Tal problema hiperbólico é uma versão geral da equação de Kirchhoff

ρ
B2u

Bt2
´

˜
P0

h
`
E

2L

ż L

0

ˇ̌
ˇ̌Bu
Bx

ˇ̌
ˇ̌
2

dx

¸
B2u

Bx2
“ 0 (4)

apresentada em [16], com Mptq “ a ` bt e a “ P0{h, b “ E{2L. Esta equação (4) estende a

versão clássica da equação de onda estudada por Jean le Rond d’Alembert no ano 1746, a qual

considera os efeitos da mudança no comprimento da corda durante a vibração. Os parâmetros em

(4) tem os seguintes significados: L é o comprimento da corda, h é a área do corte transversal,

E é o módulo de Young para o material, ρ é a densidade de masa e P0 é a tensão inicial da

corda. Portanto, do ponto de vista físico, o coeficiente de Kirchhoff M mede a mudança da

tensão na corda causada pela mudança de seu comprimento durante a vibração. Assumindo o

caso degenerado com Mp0q “ 0 em (3) e (4) significa supor que a tensão inicial seja nula, uma

situação mais realista. Também podemos encontrar aplicações dos problemas não–locais em

outros campos, como por exemplo nos sistemas biológicos onde u descreve um processo que

depende em certa medida de si mesmo, por exemplo a densidade de população (veja por exemplo

[1]). Matematicamente falando, existem muitos artigos que estudam a equação de Kirchhoff com

termos não lineares críticos, abordando dito problema com ferramentas do cálculo variacional,

como por exemplo em [1],[2], [9], [12], [13], [23], e as referências neles.

O trabalho está estruturado da seguinte forma: No Capítulo 1 daremos os instrumentos

básicos para estudar o problema (1). Em particular introduziremos os métodos variacionais e

topológicos necessários, e os teoremas de imersões de Sobolev para W 1,p
0 pΩq.

No Capítulo 2, estudaremos o problema (1) quando f seja subcrítica mas sobrelinear. Ou seja,

f satisfaz condições tais que tenha o seguinte crescimento, para todo ε ą 0

|fpx, tq| ď ε|t|θp´1 ` Cε|t|q´1, para todo t P R, x P Ω,

com q P pθp, p˚q, onde θ P p1, p˚{pq tem mesmo significado em (2), e Cε ą 0 é uma constante

apropriada. Para este caso assumiremos hipóteses gerais também para M , que daremos no

Capítulo 1 juntas com as hipóteses da f . Provaremos um resultado de existência estabelecido

no Teorema 2.0.1, supondo que o parâmetro λ seja suficientemente grande. Por isto, usaremos o

clássico Teorema do passo de montanha, como feito na primeira parte do artigo [23]. O nosso

Teorema 2.0.1 melhora também o resultado obtido em [13], onde p “ 2 e M é não–degenerado.

No Capítulo 3, estudaremos o problema (1) quando f seja linear, ou seja, exatamente com

fpx, tq “ |t|θp´2 t. Para cobrir esta situação, precisaremos Mptq “ tθ´1 com θ P p1, p˚{pq, que

corresponde ao caso degenerado de (2). Assim, provaremos um resultado de multiplicidade

estabelecido no Teorema 3.0.2. Por isto, precisaremos um resultado abstrato do cálculo vari-

acional baseado na teoria de índice cohomológico de Fadell e Rabinowitz, aplicado quando o
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parâmetro λ esteja numa vizinhança adequada de algum autovalor do operador ´M p}u}pq ∆p.

Argumentaremos como na segunda parte do artigo [23].

Enfim, no Capítulo 4, estudaremos o problema (1) quando f seja soblinear, considerando

fpx, tq “ |t|q´2 t com q P p1, θpq. Também neste caso precisaremos que Mptq “ tθ´1, para cobrir

uma situação soblinear completa com q P p1, θpq. Todavia, usaremos um teorema variacional

abstrato com suportes na teoria de genus de Krasnoselskii, achando um intervalo ótimo para o

parâmetro λ e construindo uma sequência de pontos críticos para o operador de Euler–Lagrange

associado a nosso problema (1), mostrando a existência de infinitas soluções. O resultado

está estabelecido no Teorema 4.0.1 e estende o mesmo resultado em [13], onde p “ 2 e M é

não–degenerado.
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1 Preliminares

O objetivo deste capítulo é dar as ferramentas necessárias para o desenvolvimento

deste trabalho. As referências para um bom entendimento serão dadas em cada seção.

1.1 Propriedades das funções M e f do Teorema 2.0.1

Consideremos M : R`
0

Ñ R
`
0

uma função contínua com primitiva Mptq “

ż t

0

Mpτq dτ .

No Teorema 2.0.1, assumiremos que M satisfaz as seguintes propriedades:

pM1q existe um θ P p1, p˚{pq tal que tMptq ď θMptq, @t P R
`
0

;

pM2q para qualquer τ ą 0 existe um κ “ κpτq ą 0 tal que Mptq ě κ, @t ě τ ;

pM3q existe uma constante c ą 0 tal que Mptq ě c tθ´1, @t P r0, 1s.

É fácil verificar que o protótipo para M dado em (2) satisfaz pM1q-pM3q. Agora

mostraremos que as propriedades de M implicam umas consequências extras que serão de vital

importância na prova do Teorema 2.0.1.

Lema 1.1.1. Suponha que M verifique as propriedades pM1q–pM3q e seja fixado t0 ą 0 genérico.

Então

tθ
0

Mptq ě Mpt0q tθ, @t P r0, t0s, (1.1)

tθ
0

Mptq ď Mpt0q tθ, @t P rt0,8q. (1.2)

Demonstração. Para mostrar (1.1), note que pela propriedade pM2q segue que Mptq ą 0 para

todo t ą 0, e consequentemente por pM1q

Mptq

Mptq
ď
θ

t
, @t ą 0.

Assim, para 0 ă t ď t0 temos
ż t0

t

Mpτq

Mpτq
dτ ď

ż t0

t

θ

τ
dτ ùñ ln

ˆ
Mpt0q

Mptq

˙
ď θ ln

ˆ
t0

t

˙
,

e segue que (1.1) vale para todo 0 ă t ď t0. Como Mp0q “ 0, (1.1) é válida para todo 0 ď t ď t0.

De forma análoga, para mostrar a desigualdade (1.2), se consideramos t ě t0 obtemos
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ż t

t0

Mpτq

Mpτq
dτ ď

ż t

t0

θ

τ
dτ ùñ ln

ˆ
Mptq

Mpt0q

˙
ď θ ln

ˆ
t

t0

˙
,

e daqui segue (1.2).

Seja F px, tq “

ż t

0

fpx, τq dτ , que chamaremos de primitiva para f com respeito a t.

Para o Teorema 2.0.1, assumiremos que f satisfaz as seguintes hipóteses:

pf1q lim
|t|Ñ0

fpx, tq

|t|θp´1
“ 0 uniformemente sobre x P Ω;

pf2q existe um σ P pθp, p˚q tal que 0 ă σF px, tq ď tfpx, tq @x P Ω, t ‰ 0;

pf3q existe um q P pθp, p˚q tal que lim
|t|Ñ8

fpx, tq

|t|q´1
“ 0 uniformemente sobre x P Ω.

O modelo fpx, tq “ φpxq
´

|t|σ
1´1 ` |t|q

1´1

¯
com φ P CbpΩq, φ ą 0 em Ω, e θp ă σ1 ă q1 ă p˚,

verifica todas as propriedades pf1q–pf3q. Das propriedades pf1q e pf3q obtemos uma quarta

propriedade necessária para a prova do Teorema 2.0.1.

Lema 1.1.2. Suponha que f verifique as propriedades pf1q e pf3q. Então para todo ε ą 0 existe

uma constante Cε ą 0 tal que

|fpx, tq| ď ε|t|θp´1 ` Cε|t|q´1, para todo t P R, x P Ω. (1.3)

Demonstração. Seja ε ą 0 fixado. Pela propriedade pf1q existe uma constante δ “ δpεq ą 0 tal

que, se |t| ď δ e x P Ω, então

|fpx, tq| ď ε|t|θp´1. (1.4)

Enquanto, pela propriedade pf3q existe um δ “ δ̄p1q ą δ tal que, se |t| ě δ̄ e x P Ω

|fpx, tq| ď |t|q´1.

No compacto Ω ˆ rδ, δ̄s obtemos pela continuidade de f a existência de uma nova constante

R “ Rpεq ą 0 tal que

|fpx, tq| ď R, se px, tq P Ω ˆ rδ, δ̄s.

Portanto, se |t| ě δ e x P Ω, obtemos

|fpx, tq| ď |t|q´1 ` R “ |t|q´1

ˆ
1 `

R

|t|q´1

˙
ď |t|q´1

ˆ
1 `

R

|δ|q´1

˙
“ Cε|t|q´1, (1.5)
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e por fim, com as desigualdades (1.4) e (1.5), provamos (1.3).

Também temos a seguinte propriedade para a primitiva de f .

Lema 1.1.3. Suponha que f verifique pf2q. Então existem c1, c2 ą 0 tais que

F px, tq ě c1t
σ ´ c2, (1.6)

para todo t ą 0 e x P Ω, onde σ é dado na propriedade pf2q.

Demonstração. Fixemos um r ą 0, então para τ ą r e x P Ω vale por pf2q a desigualdade

fpx, τq

F px, τq
ě
σ

τ
. (1.7)

Agora, integrando (1.7) de r a t com pt ą rq obtemos
ż t

r

fpx, τq

F px, τq
dτ ě

ż t

r

σ

τ
dτ ùñ ln

ˆ
F px, tq

F px, rq

˙
ě σ ln

ˆ
t

r

˙
, @x P Ω. (1.8)

Escrevendo c1 “ min
xPΩ

F px, rq

rσ
, que representa um número finito pela continuidade de f , temos

por (1.8) que

F px, tq ě c1t
σ, @t ą r e x P Ω.

Agora, pela continuidade de f no compacto Ω ˆ r0, rs, existe uma constante c0 ą 0 tal que

fpx, tq ď c0, para todo 0 ď t ď r e x P Ω, (1.9)

e segue por integração em (1.9) que

F px, tq ď c0 r, para todo 0 ă t ď r e x P Ω.

Fixando c ą c0 r, obtemos que para todo t ě 0 e x P Ω vale (1.6), onde c2 “ c ` c1r
σ.

Concluímos esta seção dando a formulação variacional do problema (1). Lembramos

que u P W 1,p
0 pΩq é dita solução (fraca) do problema (1) se verificar

Mp}u}pq

ż

Ω

|∇u|p´2∇u∇v dx ´

ż

Ω

λfpx, uqv dx ´

ż

Ω

|u|p
˚´2uv dx “ 0

para todo v P W 1,p
0 pΩq. Então as soluções do problema (1) são os pontos críticos do funcional

de Euler–Lagrange Iλ : W
1,p
0 pΩq Ñ R, dado por

Iλpuq “
1

p
Mp}u}pq ´

ż

Ω

λF px, uq dx ´
1

p˚

ż

Ω

|u|p
˚

dx. (1.10)
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Pelas propriedades pM1q–pM3q e pf1q–pf3q, é imediato verificar que Iλ seja um funcional de

classe C1 com na verdade

xI 1
λpuq, vy “ Mp}u}pq

ż

Ω

|∇u|p´2∇u∇v dx ´

ż

Ω

λfpx, uqv dx ´

ż

Ω

|u|p
˚´2uv dx

para todo v P W 1,p
0 pΩq.

1.2 Métodos variacionais e o princípio de concentração e compacidade

Começamos com algumas notações que serão utilizadas ao longo do trabalho.

Definição 1.2.1. Seja X um espaço vetorial Banach sobre R e J : X ÝÑ R um funcional.

Fixados a, b P R, (a ă b), escrevemos

J b “ tu P X : Jpuq ď bu, Ja “ tu P X : Jpuq ě au, J b
a “ Ja X J b.

E ainda, se J é diferenciável, escrevemos

Ka “ tu P X : Jpuq “ a e J 1puq “ 0u.

A seguinte definição é importante no desenvolvimento do trabalho.

Definição 1.2.2. Seja X um espaço vetorial Banach sobre R, J P C1pX,Rq e c P R. Dizemos

que uma sequência punqn Ă X é de Palais–Smale de nível c, ou simplesmente uma sequência

pPSqc, se verifica

lim
nÑ8

Jpunq “ c, e lim
nÑ8

J
1

punq “ 0. (1.11)

Então, Dizemos que J satisfaz a condição de Palais–Smale de nível c, ou pPSqc, se toda

sequência pPSqc tem uma subsequência convergente na norma de X. Se J satisfaz pPSqc para

qualquer c P R diremos que J satisfaz pPSq.

Enunciamos agora o resultado abstrato fundamental para a demostração do Teorema

2.0.1. Uma proposição clássica que permite encontrar um ponto crítico de funcionais que verificam

a geometria chamada de passo de montanha.

Proposição 1.2.3. (Passo de montanha) Seja X um espaço vetorial de Banach sobre R, e

J P C1pX,Rq tal que

(i) Jp0q “ 0;
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(ii) existem ρ, α P p0,8q tais que inf
}u}“ρ

Jpuq ě α;

(iii) existe um v P X com }v} ą ρ tal que Jpvq ď 0;

(iv) J verifica pPSqβ, com β “ inf
γPΓ

sup
tPr0,1s

Jpγptqq , onde

Γ “ tγ P Cpr0, 1s, Xq : γp0q “ 0 e γp1q “ vu.

Então β é um valor crítico de J .

Para uma prova veja as referências [3] e [21].

1.3 Imersões de Sobolev e convergências

Lembramos agora os resultados sobre imersão contínua e compacta de Sobolev

necessários para este trabalho.

Proposição 1.3.1. Suponha que Ω seja limitado e suave. Então temos a seguintes imersões

contínuas:
W

1,p
0 pΩq Ă Lp˚

pΩq, se p ă N,

W
1,p
0 pΩq Ă LspΩq @s P rp,8q, se p “ N,

W
1,p
0 pΩq Ă L8pΩq, se p ą N.

(1.12)

E também, temos as seguintes imersões compactas:

W
1,p
0 pΩq Ă LspΩq @s P r1, p˚q, se p ă N,

W
1,p
0 pΩq Ă LspΩq @s P rp,8q, se p “ N,

W
1,p
0 pΩq Ă CpΩq, se p ą N.

(1.13)

Para uma demostração pode combinar o Corolário 9.14 e o Teorema 9.16 de [8].

Como consequência de (1.12) e (1.13), temos que se p ă N e W 1,p
0 pΩq Ă LspΩq para algum

s P r1, p˚s, então existe uma constante Cs ą 0 tal que

}u}s “

ˆż

Ω

|u|sdx

˙1{s

ď Cs}u}, para todo u P W 1,p
0 pΩq.

Surge espontaneamente então a questão de qual seja a melhor constante ou constante mais

ótima para a qual a desigualdade acima é verificada.

No caso s “ p˚ definimos

S “ inf
uPW

1,p
0

pΩqzt0u

}u}p

}u}p
p˚

, (1.14)
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conhecida como a melhor constante de Sobolev para a imersão. Obviamente S é um número

positivo e será fundamental no resultado de compacidade, dado na Proposição 1.3.7.

Enunciamos agora um resultado para os espaços LspΩq, com s P r1,8s, o qual vai

permitir dominar sequências convergentes de LspΩq com uma função deste mesmo espaço.

Proposição 1.3.2. Sejam s P r1,8s, pgnqn e g em LspΩq tais que gn Ñ g em LspΩq. Então

existem uma subsequência pgnk
qk e uma função h P LspΩq tais que:

(i) gnk
pxq Ñ gpxq q.t.p. x P Ω;

(ii) |gnk
pxq| ď hpxq, para todo k P N e q.t.p. x P Ω.

Uma prova pode ser achada no Teorema 4.9 de [8].

continuamos definindo dois tipos de convergências para sequências de medidas na σ-álgebra de

Borel de R
N .

Aqui, o espaço das medidas finitas de Radom, denotado por RpRN q, é definido como o dual de`
C0pRN q, } ¨ }8

˘
. Assim, para uma sequência de medidas pµnqn Ă RpRN q temos as seguintes

definições.

Definição 1.3.3. Dizemos que pµnqn converge fracamente para uma medida µ, denotando

por µn á µ, se

lim
nÑ8

ż

RN

g dµn “

ż

RN

g dµ, para toda g P CcpR
N q.

Dizemos que pµnqn converge tightly para uma medida µ, denotando por µn
˚

á µ, se

lim
nÑ8

ż

RN

gdµn “

ż

RN

gdµ, para toda g P CbpR
N q.

Definição 1.3.4. Uma medida de Radom µ é dita tight, se para todo ε ą 0 existe um compacto

Dε Ă R
N tal que |µ|pRN zDεq ă ε, onde |µ| é a variação total de µ.

Observamos que as definições acima são válidas se trocamos R
N por qualquer

boleriano U Ď R
N .

Definição 1.3.5. Consideremos Σ uma família de medidas de Radom em R
N . Dizemos que Σ

é uniformemente tight se para todo ε ą 0, existe um compacto Dε tal que |µ|pRN zDεq ă ε

para todo µ P Σ.
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Enunciaremos agora um resultado chave para as provas dos Teoremas 2.0.1, 3.0.2 e

4.0.1. A seguinte proposição permite dar uma relação entre sequências relativamente sequencial-

mente compactas e sequências tightly, seguindo a definição dada em 1.3.5, como bem explicado

na Seção 2.3 de [18].

Proposição 1.3.6. (Teorema de Prokhorov) Seja Σ uma família de medidas de Radom em R
N .

Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) toda sequência pµnqn Ă Σ tem uma subsequência convergindo tightly;

(ii) a família Σ é uniformemente tight e uniformemente limitada na norma da variação.

Para uma demostração ver Teorema 8.6.2, Corolário 8.6.3 e Teorema 8.6.4 de [7].

Vamos enunciar um resultado fundamental para superar a falta de compacidade da imersão de

Sobolev W 1,p
0 pΩq ãÑ Lp˚

pΩq, como descrito na Proposição 1.3.1. Precisamos disto para gerir o

termo com exponente crítico p˚ em (1). A seguinte proposição é um resultado muito clássico e

conhecido, provado pelo matemático francês P.L. Lions.

Proposição 1.3.7. (Princípio de concentração e compacidade) Seja punqn uma sequência em

W
1,p
0 pΩq convergindo fracamente para uma função u tal que |∇un|pdx á µ e |un|p

˚

dx
˚

á ν, onde

µ, ν são medidas não negativas e limitadas em R
N . Então temos:

(i) Existe um conjunto J no máximo enumerável e duas famílias, pxjqjPJ Ă Ω de vetores

distintos e pνjqjPJ Ă r0,8q tais que

ν “ |u|p
˚

dx `
ÿ

jPJ

νjδxj
,

onde δxj
é a medida de concentração de massa de Dirac em xj.

(ii) Além disso,
ÿ

jPJ

ν
p{p˚

j ă 8 e existe outra família pµjqjPJ Ă p0,8q com as propriedades

ν
p{p˚

j ď µj{S @j P J e µ ě |∇u|p `
ÿ

jPJ

µjδxj
,

onde S é a melhor constante de Sobolev dada em (1.14).

Para uma demostração veja o Lema I.1 de [17].
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1.4 Índice Cohomológico

Agora falaremos sobre o tópico de índice de cohomología, o qual vai ser muito

importante para a prova do Teorema 3.0.2. A maioria das definições e resultados que daremos

estão maiormente baseados no capítulo 2 de [19], mas também precisaremos de outras referências.

Definição 1.4.1. Para um inteiro n ě 0 e um espaço topológico X definimos ChnpXq como

o espaço vetorial sobre Z2 “ t0, 1u de todas as funções ϕ : Xn`1 ÝÑ Z2, onde Xn`1 denota o

produto de pn ` 1q-cópias de X, com adição e multiplicação por escalar dadas de forma natural.

Definimos o operador cobordo δn : ChnpXq ÝÑ Chn`1pXq por

pδnpϕqqpx0, . . . , xn`1q “
n`1ÿ

k“0

ϕpx0, . . . , x̂k, . . . , xn`1q,

então δn ˝δn´1 “ 0 e os conjuntos ChnpXq, ChpXq “ tChnpXq, δnuně0 são chamados n-cocadeia

e complexo de cocadeias respectivamente.

Dizemos que ϕ P ChnpXq é identicamente nula se existe uma cobertura aberta U

de X tal que ϕ é nula em Un`1 :“
Ť

tUn`1 : U P Uu. Seja Chn
0
pXq o subespaço de ChnpXq

consistindo de todas as funções localmente nulas, e note que, se ϕ é nula em Un`1, então δnpϕq

é nula em Un`2, e dizemos que Ch0pXq “ tChn
0
pXq, δnuně0 é um subcomplexo de ChpXq.

Denotemos por ChpXq o complexo de cocadeias tChnpXq{Chn
0
pXq, δ

n
uně0, onde δ

n
é aplicação

entre quocientes induzida de forma natural. Considere os subespaços

ZnpXq “ Ker pδ̄nq, BnpXq “ Im pδ̄n´1q

chamados de n-cociclo e n-cobordo respectivamente. É claro que BnpXq Ď ZnpXq e definimos

então o n-ésimo grupo de cohomologia de ChpXq por

HnpXq “ Znpxq{BnpXq.

Veja o Capítulo 2–Seção 2.3 de [19].

Definição 1.4.2. Definimos a cohomologia de Alexander-Spanier de X por

H˚pXq “
à
ně0

HnpXq, (1.15)

dotado com um produto _ que dá a (1.15) uma estrutura de anel graduado. Para definir _

primeiro definimos _ : ChnpXq ˆ ChmpXq ÝÑ Chn`npXq por

pϕ1 _ ϕ2qpx0, . . . , xn`mq :“ ϕ1px0, . . . , xnqϕ2pxn`1, . . . , xn`mq.
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Se ϕ1 e ϕ2 são localmente nulas, então ϕ1 _ ϕ2 é localmente nula, e assim _ induz um produto

_ : Ch
n
pXq ˆ Ch

m
pXq ÝÑ Ch

n`m
pXq. Não é difícil verificar que

δm`npϕ1 _ ϕ2q “ δm`npϕ1q _ ϕ2 ` ϕ1 _ δm`npϕ2q.

Segue que, se ϕ1 e ϕ2 são cociclos , então o mesmo acontece para ϕ1 _ ϕ2, e se ϕ1 ou ϕ2 é um

cobordo, então ϕ1 _ ϕ2 também é um cobordo. Assim _ induz um produto

_ : HnpXq ˆ HmpXq ÝÑ Hm`npXq.

Para isto, considere o Capítulo 2–Seção 2.3 de [19] ou Capítulo 6–Seção 4 de [22].

Exemplo 1.4.3. H˚pRP8q “ Z2rωs, o anel polinomial com único gerador ω P H1pRP8q.

Veja o Exemplo 2.6 de [19].

Definição 1.4.4. (Z2–fibrado principal).

Escrevendo Z2 na forma multiplicativa t´1, 1u, um Z2–espaço paracompacto é um espaço

topológico paracompacto X dotado com uma ação d : Z2 ˆ X ÝÑ X tal que

dp1, xq “ x, ´p´xq “ x @x P X,

onde ´x :“ dp´1, xq.

Um subconjunto A de X é invariante (ou simétrico) com respeito a d, se ´A “ A, e dados dois

Z2–espaços paracompactos X,X 1, uma função h : X ÝÑ X 1 é equivariante (ou ímpar) se

hp´xq “ ´hpxq @x P X.

Dizemos que dois Z2–espaços paracompactos X e X 1 são equivalentes (denotado por

X 9»X 1), se existe um homeomorfismo equivariante entre eles.

Denotaremos por F a classe de todos os Z2–espaços paracompactos, identificando espaços

equivalentes.

Veja o Capítulo 2–Seção 2.4 de [19].

Exemplo 1.4.5. Dado um espaço vetorial normado W , todo subconjunto de W simétrico com

respeito ao origem e que não contém o zero está em F . Em particular, se Sr denota a esfera de

raio r em W , então Sr P F .
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Definição 1.4.6. Um Z2–fibrado principal com base paracompacta é uma terna ζ “ pE, ρ,Bq

constituída de um E P F , chamado de espaço total, um espaço paracompacto B, chamado de

espaço base, e uma aplicação contínua ρ : E ÝÑ B, chamada a projeção de fibrado, tal que

(i) Existe uma cobertura aberta tUiuiPΛ de B,

(ii) para todo i P Λ, existe um homeomorfismo ϕi : Ui ˆ Z2 ÝÑ ρ´1pUiq satisfazendo

ϕipb,´1q “ ´ϕipb, 1q, ρpϕiqpb,˘1q “ b @b P B.

Uma aplicação entre fibrados h̃ : ζ ÝÑ ζ 1 consiste de uma aplicação equivariante

h : E ÝÑ E 1 e uma aplacação contínua h : B ÝÑ B1 tal que ρ1 ˝ h “ h ˝ ρ. Dois fibrados ζ e ζ 1

são equivalentes se existem duas aplicações entre fibrados h̃1 : ζ ÝÑ ζ 1 e h̃2 : ζ 1 ÝÑ ζ tal que

h̃1 ˝ h̃2 e h̃2 ˝ h̃1 são aplicações identidade entre fibrados.

Denotaremos por PrinZ2
B o conjunto de todos os Z2–fibrados principais com base

em B e por PrinZ2 o conjunto de todos os Z2–fibrados principais com base paracompacta

identificando fibrados equivalentes.

Cada Z2–espaço paracompacto X pode ser identificado com um Z2–fibrado principal

com base paracompacta como segue. Seja X “ X{Z2 o espaço quociente para X P F obtido

identificando cada x e ´x, chamado a órbita de X, e π : X ÝÑ X a aplicação quociente. Então

P : F ÝÑ PrinZ2, X Ñ pX, π,Xq

é uma correspondência 1–1 que identifica F com PrinZ2.

Veja o Capítulo 2–Seção 2.4 de [19].

Exemplo 1.4.7. Se denotamos por Sn´1 a 1-esfera de R
n, então PpSn´1q “ pSn´1, π,RP n´1q,

onde π : Sn´1 ÝÑ RP n´1 identifica pontos antipodais.

Definição 1.4.8. Dados dois Z2–fibrados ζ “ pE, ρ,Bq e ζ 1 “ pE 1, ρ1, B1q, uma aplicação

contínua g : B ÝÑ B1 induz um fibrado g˚ζ 1 “ pg˚pE 1q, ρ˚, Bq P PrinZ2, chamado de pullback,

onde

g˚pE 1q “ tpb, e1q P B ˆ E 1 : gpbq “ ρ1pe1qu, ´pb, e1q :“ pb,´e1q, e ρ˚pb, e1q “ b.

Então g : g˚pE 1q ÝÑ E 1, pb, e1q Ñ e1 e g constituem uma aplicação entre fibrados g̃ : g˚ζ 1 ÝÑ ζ 1.

Funções homotopicamente equivalentes induz fibrados equivalentes. Assim, dado um fibrado

ζ 1 “ pE 1, ρ1, B1q e um espaço paracompacto B, nós temos uma aplicação

T : rB,B1s ÝÑ PrinZ2
B, rgs Ñ g˚ζ 1

onde rB,B1s denota as classes de homotopia de aplicações contínuas de B em B1.
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Veja Capítulo 2–Seção 2.4 de [19].

Enunciamos agora um resultado de topologia algébrica que permite obter qualquer

Z2–fibrado com base paracompacta como pullback do fibrado universal ζ 1 “ pS8, π,RP8q.

Proposição 1.4.9. Para o fibrado universal ζ 1 “ pS8, π,RP8q, T é uma correspondência 1-1,

dado X P F , existe uma única aplicação contínua g : X ÝÑ RP8, salvo homotopias, chamada

de aplicação classificante tal que

T prgsq “ PpXq.

Veja a Proposição 2.10 e de [19] e a Proposição 7.5 de [10].

Definição 1.4.10. Baseados na Proposição 1.4.9 definiremos o índice de cohomologia (denotado

por ind ) para um Z2–espaço paracompacto.

Seja X P F , g uma aplicação classificante e

g˚ : H˚pRP8q ÝÑ H˚pXq

o homomorfismo induzido entre anéis de cohomologia. Definimos então

ind pXq :“ suptk P N : g˚pωk´1q ‰ 0u.

Veja o Capítulo 2–Seção 2.5 de [19].

Enunciamos agora algumas propriedades para o índice cohomológico, as quais serão

fundamentais na prova do Teorema 3.0.2.

Proposição 1.4.11. O índice ind : F ÝÑ N Y t0,8u satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ind pXq “ 0 se e só se X “ H;

(ii) se h : X Ñ Y é uma aplicação equivariante (em particular se X Ď Y ), então

ind pXq ď ind pY q

e a igualdade é valida se X 9»Y ;

(iii) dado um espaço vetorial normado W e um X Ă W , simétrico e que não contém o zero,

então

ind pXq ď DimpW q;

(iv) se U é uma vizinhança aberta, limitada e simétrica de zero num espaço vetorial normado

W , então

ind pBUq “ DimpW q,

em particular ind pSrq “ DimpW q;
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(v) se X é a união disjunta de subconjuntos U,´U , então ind pXq “ 1. Em particular se X

for finito seu índice é 1;

(vi) se X é compacto, então ind pXq ă 8.

Como uma referência para as provas pode olhar Proposições 2.12 e 2.14 de [19].

Continuamos enunciando resultados importantes que mostram a aplicação do índice

de cohomologia na pesquisa de pontos críticos para funcionais pares I P C1pW,Rq, onde W é

um espaço vetorial Banach sobre R. Denote por A a classe de todos os subconjuntos de W que

não contém o zero e são simétricos com respeito ao origem, identificados por homeomorfismos

ímpares.

Definição 1.4.12. Sejam 0 ă r, 0 ă d ď 8 e denote por Γ˚ o grupo formado por todos os

homeomorfismos ímpares em W que são a identidade fora de I´1p0, dq. Definimos o pseudo-índice

(denotado por ind˚
r ) de N P A relativo a Sr, ind e Γ˚ como sendo

ind˚
r pAq :“ min

γPΓ˚
pind pγpNq X Srqq.

Proposição 1.4.13. Sejam A0, B0 subconjuntos simétricos de S1 tal que A0 é compacto em W

e B0 é fechado em W , e

ind pA0q ě k ` m, ind pS1zB0q ď k

para alguns inteiros k ě 0 e m ě 1. Suponhamos que existem b P R e R ą r ą 0 tais que

sup
uPA

Ipuq ď 0 ă inf
uPB

Ipuq, sup
uPX

Ipuq ă b,

onde A “ tRu : u P A0u, B “ tru : u P B0u e X “ ttu : u P A, t P r0, 1su. Para j “

k ` 1, . . . , k ` m seja

A˚ “ tN P A : N é compacto e ind˚
r pNq ě ju

e seja

c˚
j :“ inf

NPA˚
sup
uPN

Ipuq.

Então

inf
uPB

Ipuq ď c˚
k`1

ď . . . ď c˚
k`m ď sup

uPX

Ipuq,

em particular 0 ă c˚
j ă b. Se em adição I satisfaz pPSqc para cada c P p0, bq, então cada c˚

j é

um ponto crítico para I e assim I tem distintos pares de pontos críticos associados.

Veja o Teorema 2.2 de [20].
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Definição 1.4.14. Sejam W,W 1 espaços vetoriais Banach sobre R, um operador l : W ÝÑ W 1

é dito s–homogêneo, onde s ą 0, se

lpαuq “ αslpuq @u P W,α ě 0.

Tomando α “ 0, Lp0q “ 0.

Um operador contínuo e s–homogêneo l é limitado no seguinte sentido.

Proposição 1.4.15. Se l P CpW,W 1q é s–homogêneo, então existe uma constante Cs ą 0 tal

que

}lpuq} ď Cs}u}s @u P W. (1.16)

Em particular l é limitado sobre conjuntos limitados.

Veja a Proposição 1.1 de [19].

Definição 1.4.16. Se denotamos por W ˚ o dual de W , um operador l P CpW,W ˚q é dito de

operador potencial se existe um funcional L P C1pW,Rq, chamado de potencial de l, tal que

L1puq “ lpuq @u P W.

Trocando L por L ´ Lp0q se é necessário, podemos assumir que Lp0q “ 0.

Proposição 1.4.17. Se l é um operador potencial e L é seu potencial, então

Lpuq “

ż
1

0

xlptuq, uy dt u P W.

Em particular, L é par se l é ímpar, e L é ímpar se l é par. Se l é s–homogêneo, então

Lpuq “
1

s ` 1
xlpuq, uy u P W.

Veja por exemplo Proposição 1.2 de [19].

Orientados a nosso trabalho, consideramos de novo I P C1pW,Rq um funcional par,

assumamos que 1 é um valor regular para I e Ip0q “ 0. Logo

N “ tu P W : Ipuq “ 1u

é uma variedade de classe C1 e completa. Além disso, o plano tangente para u P N é

TuN “ Ker pI 1puqq.
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Denotemos por F a classe de subconjuntos simétricos de N , seja Φ P C1pW,Rq um

funcional par, Φ̃ sua restrição a N . Definamos para b P R de acordo a Definição 1.2.1

Φ̃b “ Φb X N ,

Φ̃b “ Φb X N ,

k̃b “ Kb X N ,

e para cada inteiro 1 ď k ď DimpW q “ d defina

Fk :“ tN P F : indpNq ě ku e ck “ inf
NPFk

sup
uPN

Φ̃puq.

A sequência pckqkďd é crescente e é utilizada para achar pontos críticos de funcionais pares

restritos a N , e se d ă 8 definimos ck “ 8 @k ą d.

A seguinte proposição mostra uma forma de aplicar dita sequência.

Proposição 1.4.18. Suponhamos que Φ seja par.

(i) Se ´8 ă ck “ . . . “ ck`m´1 “ c ă 8 para algum m ě 1 e Φ̃ satisfaz pPSqc, então

indpK̃cq ě m. Em particular, se ´8 ă ck ă . . . ă ck`m´1 ă 8 e Φ̃ satisfaz pPSqc para

c “ ck, . . . , ck`m´1, então cada c é um valor crítico e Φ̃ tem m pares distintos de pontos

críticos.

(ii) Se DimpW q “ 8, Φ̃ satisfaz pPSq e ´8 ă ck ă 8 para todo k suficientemente grande,

então ck Ñ 8.

(iii) Se ck é finito e Φ̃ satisfaz pPSqck
, então

ind pN zΦ̃ck
q ă k ď ind pΦ̃ck

q. (1.17)

(iv) Se ck ă ck`1 são finitos e Φ satisfaz pPSqc para c “ ck, ck`1, então

ind pΦ̃ckq “ ind pN zΦ̃aq “ ind pN zΦ̃ck`1
q “ k @a P pck, ck`1q.

Veja Proposições 3.52 e 3.53 de [19].

1.5 Genus de Krasnoselskii

Nesta subseção preliminar daremos uma breve introdução a teoria de genus de

Krasnoselskii e resultados necessários para a prova do Teorema 4.0.1.
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Definição 1.5.1. Seja W um espaço vetorial Banach sobre R e denote por A a classe de todos

os subconjuntos fechados (em W ) que não contém o zero e são simétricos com respeito a origem,

identificados por homeomorfismos ímpares. Para A P A definimos o genus de A (denotado por

γpAq “ n) como o menor inteiro não negativo n tal que existe ψ P CpA,Rnzt0uq. Se não existir

dito inteiro definimos γpAq “ 8 para A não vazio e γpHq “ 0.

Enunciamos agora algumas propriedades do genus.

Proposição 1.5.2. Sejam A, B P A. Então:

(i) se existe φ P CpA,Bq com φ ímpar, então γpAq ď γpBq. Em particular se A Ď B,

γpAq ď γpBq;

(ii) se γpBq ă 8, então γpB zAq ě γpBq ´ γpAq;

(iii) se A é compacto, então γpAq ă 8 e existe um δ ą 0 tal que, o conjunto

NδpAq “ tw P W : }w ´ A} ď δu

está em A e γpAq “ γpNδpAqq;

(iv) se A é homeomorfo por aplicação ímpar ao bordo de uma vizinhança simétrica e aberta do

zero em R
n, então γpAq “ n. Em particular γpSn´1q “ n, onde Sn´1 é a esfera unitária

em R
n;

(v) se B X p´Bq “ H, então B Y p´Bq P A e γpB Y p´Bqq “ 1. Em particular, se A for

finito γpAq “ 1;

(vi) se γpAq ą 1, então A tem infinitos pontos.

Veja o Lema 1.2 e Proposição 7.5 de [3], e Exemplo 7.2 de [21].

Lembrando a notação dada na Seção 1.2 enunciamos agora um resultado muito forte

na teoria variacional e fundamental para a prova do Teorema 4.0.1.

Proposição 1.5.3. (Lema de deformação)

Suponha que J P C1pW,Rq satisfaz pPSq, sejam c P Rzt0u e N qualquer vizinhança de Kc.

Então existem η P Cpr0, 1s ˆ W,W q, com ηtpxq “ ηpt, xq, e constantes ε ą 0, |c| ą d1 ą 0 tais

que:

(i) η0 “ IdW ;

(ii) ηtpuq “ u para todo u R J´1prc ´ ε, c ` εsq e t P r0, 1s;



Capítulo 1. Preliminares 28

(iii) ηt é um homeomorfismo para cada t P r0, 1s;

(iv) Jpηtpuqq ď Jpuq para todo u P W e t P r0, 1s;

(v) η1pJ c`d1zNq Ď J c´d1;

(vi) se Kc “ H, então η1pJ c`d1q Ď J c´d1;

(vii) se J é par, então ηt é ímpar para todo t P r0, 1s.

Veja Lema 3.46 de [19] e Lema 1.3 de [3].

Concluímos o capítulo dando a versão simétrica da Proposição 1.2.3, ou seja, a versão

simétrica do lema do passo de montanha.

Proposição 1.5.4. (Passo de montanha simétrico) Seja E um espaço infinito dimensional,

J P C1pE,Rq. Denotemos por Γn a família dos subconjuntos simétricos e fechados A de W ,com

γpAq ě n e suponha que as seguintes condições sejam verificadas:

pJ1q J é par, limitado por baixo, Jp0q “ 0 e J verifica pPSqc, para cada c ă c̄, com c̄ ą 0

apropriado;

pJ2q para cada n P N, existe um An P Γn tal que sup
uPAn

Jpuq ă 0.

Então vale ou (i) ou (ii), embaixo:

(i) existe uma sequência punqn tal que J 1punq “ 0, Jpunq ă 0 e punqn converge a zero.

(ii) existem duas sequências punqn e pvnqn tais que J 1punq “ 0, Jpunq “ 0, un ‰ 0, lim
nÑ8

un “ 0,

J 1pvnq “ 0, Jpvnq ă 0, lim
nÑ8

Jpvnq “ 0, e pvnqn converge a um limite não nulo.

Para uma prova, veja [15].
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2 Caso sobrelinear

Neste capítulo vamos estudar nosso problema (1) com M e f gerais, mas satisfazendo

as hipóteses dadas na Seção 1.1. Enunciaremos os lemas necessários com suas respetivas provas

para dar uma demostração do Teorema 2.0.1 dado na continuação.

Teorema 2.0.1. Suponha que M e f verifiquem as propriedades pM1q–pM3q e pf1q–pf3q respec-

tivamente. Então existe um λ0 ą 0, tal que o problema (1) tem uma solução uλ não trivial para

todo λ ě λ0. Além disso, o limite

lim
λÑ8

}uλ} “ 0 (2.1)

vale.

A ideia é aplicar a Proposição 1.2.3 ao nosso operador Iλ dado em (1.10) para provar

o Teorema 2.0.1. O primeiro passo é mostrar que Iλ satisfaz a geometria do passo de montanha.

Lema 2.0.2. Suponha que M e f verifiquem as propriedades pM1q, pM2q, pf1q e pf3q. Então,

para cada λ ą 0, existem dois números positivos ρ e α tais que Iλpuq ě α para todo u P W 1,p
0 pΩq

com }u} “ ρ.

Demonstração. Integrando a propriedade (1.3), para todo ε ą 0 existe uma constante positiva

Cε tal que

F px, tq ď
ε

θp
|t|θp `

Cε

q
|t|q para todo t P R, x P Ω. (2.2)

Agora, por pM2q existe um t0 ą 0 tal que Mptp0q ą 0. Fixemos λ ą 0 e tomemos u P W 1,p
0 pΩq

com }u}p ď t0. Logo por (1.1) e (2.2)

Iλpuq ě
1

p
m}u}θp ´ λ

ε

θp

ż

Ω

|u|θp dx ´
Cε

q

ż

Ω

|u|q dx ´
1

p˚

ż

Ω

|u|p
˚

dx,

onde m “ Mpt0qt´θ
0

ą 0.

Dado que θp ă q ă p˚ em pf3q, temos por (1.12) que existem constantes Cθp, Cq, Cp˚ ą 0 tais

que

Iλpuq ě }u}θp

ˆ
m

p
´
λε

θp
Cθp

˙
´
CεCq

q
}u}q ´

Cp˚

p˚
}u}p˚

.

Tomamos ε ą 0 suficientemente pequeno de forma que
ˆ
m

p
´
λε

θp
Cθp

˙
ą 0. Como θp ă q ă p˚,

o resultado segue tomando ρ suficientemente pequeno de modo que, se }u} “ ρ, obtemos

ρθp

ˆ
m

p
´
λε

θp
Cθp

˙
´
CεCq

q
ρq ´

Cp˚

p˚
ρp˚

:“ α ą 0.
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Lema 2.0.3. Suponha que M e f verifiquem as propriedades pM1q, pf1q–pf3q. Então, para cada

λ ą 0, existe e P W 1,p
0 pΩq com }e} ą ρ tal que Iλpeq ă 0, onde ρ é dada no Lema 2.0.2.

Demonstração. Fixemos λ ą 0 e v0 P C8
c pΩq, com }v0} “ 1 e v0pxq ě 0 para todo x P Ω. Logo,

se consideramos t0 como no Lema 2.0.2, para tp ě t0 vale por (1.2) e (1.6) a desigualdade

Iλptv0q ď
1

p
mtθp ´ λtσ

ż

Ω

c1|v0|σ dx ` λc2|Ω| ´
tp

˚

p˚

ż

Ω

|v0|p
˚

dx, (2.3)

onde m “ Mpt0qt´θ
0

ą 0.

Como p˚ ą σ ą θp em pf2q, temos Iλptv0q Ñ ´8 , se t Ñ 8, logo, basta tomar t˚ ą 0

suficientemente grande e definir e :“ t˚v0 de forma que }e} ą ρ e Iλpeq ă 0.

Agora discutimos a propriedade de compacidade requerida na parte pivq da Proposição

1.2.3. Por isto, fixado λ ą 0, definimos o nível crítico

cλ :“ inf
γPΓ

sup
tPr0,1s

Iλpγptqq,

onde

Γ “ tγ P C
`
r0, 1s,W 1,p

0 pΩq
˘

: γp0q “ 0 e γp1q “ eu.

Antes de provar a condição de compacidade, no seguinte lema estudamos uma

propriedade assintótica para cλ. Este resultado será fundamental para provar (2.1) e superar a

falta de compacidade em (1) devida a presença do termo crítico.

Lema 2.0.4. Suponha que M e f verifiquem as propriedades pM1q–pM3q e pf1q–pf3q. Então

lim
λÑ8

cλ “ 0.

Demonstração. Sejam t0 ą 0 como no Lema 2.0.2 e e P W 1,p
0 pΩq como no Lema 2.0.3.

Dado que para todo λ ą 0 o funcional Iλ satisfaz a geometria do passo de montanha para 0 e

e, temos a existência de um tλ ą 0 tal que Iλptλeq “ max
tě0

Iλpteq . Portanto xI 1
λptλeq, ey “ 0, e

segue por pM1q e pf2q que

t
p˚

λ

ż

Ω

ep˚

dx ď λ

ż

Ω

fpx, tλeqtλe dx ` t
p˚

λ

ż

Ω

ep˚

dx

“ M ptpλ}e}pq tpλ}e}p ď θMptpλ}e}pq.

(2.4)

Seja Λ “ tλ ą 0 : t
p
λ}e}p ě t0u, então estudaremos os dois casos quando λ P Λ ou quando λ R Λ.
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Caso (1): λ P Λ. Aplicando (1.2) obtemos

θMptpλ}e}pqq ď θ
Mpt0q

tθ0
}tλe}

θp. (2.5)

Segue para (2.4) que

t
p˚´θp
λ ď θ

Mpt0q

tθ0

ˆż

Ω

ep˚

dx

˙´1

.

Portanto, para λ P Λ a família ttλuλPΛ é limitada.

Caso (2): λ R Λ. Pela mesma definição do conjunto Λ, obtemos que tpλ ă t0{}e}p para todo

λ R Λ, que implica a limitação desejada.

Por isto, juntando os casos (1) e (2) a família completa ttλuλą0 é limitada. Assim, fixada uma

sequência pλnqn de números positivos tal que λn Ñ 8 quando n Ñ 8, temos que ttλn
un é uma

sequência limitada. Portanto, existe um α0 ě 0 tal que a menos de subsequência tλn
Ñ α0

quando n Ñ 8. Pela continuidade de M , segue que a sequência pMptpλn
}e}pqqn é limitada, e

assim existe um D ą 0 tal que

λn

ż

Ω

fpx, tλn
eqtλn

e dx ` t
p˚

λn

ż

Ω

ep˚

dx ď D, @n P N. (2.6)

Se α0 ą 0, utilizamos (1.3) e o Teorema de convergência dominada de Lebesgue para concluir

que

lim
nÑ8

ż

Ω

fpx, tλn
eqtλn

e dx “

ż

Ω

fpx, α0eqα0e dx ą 0, quando n Ñ 8

com a última desigualdade devida por pf2q. Então

lim
nÑ8

ˆ
λn

ż

Ω

fpx, tλn
eqtλn

e dx ` t
p˚

λn

ż

Ω

ep˚

dx

˙
“ 8,

que contradiz (2.6). Assim, necessariamente α0 “ 0. Por isto, dada qualquer sequência de

números positivos λn Ñ 8, toda subsequência ptλnk
qk de ptλn

q admitirá uma subsequência

convergente a 0, portanto tλn
Ñ 0 para toda sequência λn Ñ 8, então lim

λÑ8
tλ “ 0.

Por fim, tomando γ˚ptq “ te, t P r0, 1s, obtemos que γ˚ P Γ e pelo Lema 2.0.2 segue que

0 ă cλ ď max
tPr0,1s

Iλpγ˚ptqq ď Iλptλeq ď
1

p
Mptpλ}e}pq, (2.7)

onde a última desigualdade é ainda devida a pf2q. Pela continuidade de M , a hipótese Mp0q “ 0

e (2.7) concluímos

lim
λÑ8

cλ “ 0.
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Lema 2.0.5. Suponha que M e f verifiquem as propriedades pM1q–pM3q e pf1q–pf3q. Então

existe um λ0 ą 0 tal que o funcional satisfaz a condição de pPSqcλ
para todo λ ě λ0.

Demonstração. Pelo Lema 2.0.4, existe um λ0 ą 0 suficientemente grande tal que, se λ ě λ0,

então

cλ ă min

"´ 1

σ
´

1

p˚

¯
c

p˚

P ˚´θp S
θp˚

p˚´θp ,
´ 1

σ
´

1

p˚

¯
κ

p˚

P ˚´p S
p˚

p˚´p

*
, (2.8)

onde σ P pθp, p˚q é dado em pf2q, S está definida em (1.14), c vem da propriedade pM3q e κ é

obtido pela propriedade pM2q tomando τ “ 1.

Fixemos λ ě λ0. Seja punqn Ă W
1,p
0 pΩq uma pPSqcλ

sequência para Iλ, ou seja satisfaz (1.11)

da Definição 1.2.2.

Agora, dado d “ inf
nPN

}un}, pois M é degenerado então pode ocorrer que d ą 0 ou d “ 0.

Estudamos primeiro o caso.

Caso (1): inf
nPN

}un} “ d ą 0.

Nosso primeiro objetivo é mostrar que punqn é limitada em W
1,p
0 pΩq. Por pM1q e pf2q obtemos

Iλpunq ´
1

σ
xI 1

λpunq, uny ě

ˆ
1

θp
´

1

σ

˙
}un}pMp}un}pq `

ˆ
1

σ
´

1

p˚

˙ż

Ω

|un|p
˚

dx

ě

ˆ
1

θp
´

1

σ

˙
}un}pMp}un}pq.

Aplicando pM2q com τ “ dp, temos que existe um K “ Kpdq ą 0 tal que Mp}un}pq ě K para

todo n P N. Portanto

Iλpunq ´
1

σ
xI 1

λpunq, uny ě

ˆ
1

θp
´

1

σ

˙
||un||pK. (2.9)

Por (1.11) existe um σ0 ą 0 tal que, quando n Ñ 8

cλ ` σ0}un} ` onp1q ě

ˆ
1

θp
´

1

σ

˙
}un}pK.

Isto implica que punqn é limitada em W
1,p
0 pΩq. Assim, aplicando (1.12), (1.13) e a Proposição

1.3.2 a menos de subsequência existem um u P W 1,p
0 pΩq e um α ě 0 tais que

un á u em W
1,p
0 pΩq, }un} Ñ α,

un á u em Lp˚

pΩq,

un Ñ u em LspΩq, s P r1, p˚q , un Ñ u q.t.p. em Ω.

(2.10)
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Claramente α ą 0 pois d ą 0. Além disso, como punqn é limitada em W
1,p
0 pΩq, com Ω compacto

e como podemos assumir ∇un ” 0, un ” 0 em BΩ para todo n P N. Segue que p|∇un|p dxqn e

p|un|p
˚

dxqn são uniformemente tight, seguindo a Definição 1.3.4. Assim, pela Proposição 1.3.6,

existem duas medidas não negativas e limitadas µ, ν tais que

|∇unpxq|p dx
˚

á µ e |unpxq|p
˚

dx
˚

á ν em RpΩq,

ou seja, pela Definição 1.3.3 sabemos que, quando n Ñ 8
ż

Ω

ψ |∇un|p dx Ñ

ż

Ω

ψdµ para toda ψ P CbpΩq, (2.11)

e ż

Ω

ψ |un|p
˚

dx Ñ

ż

Ω

ψdν para toda ψ P CbpΩq. (2.12)

Assim, aplicando a Proposição 1.3.7, existe um conjunto J no máximo enumerável e três famílias,

pxjqjPJ Ă Ω de vetores distintos e pνjqjPJ , pµjqjPJ Ă r0,8q de números, tais que

ν “ |upxq|p
˚

dx `
ÿ

jPJ

νjδxj
, µ ě |∇upxq|p dx `

ÿ

jPJ

µjδxj
, (2.13)

com

νj ď S´p˚{pµ
p˚{p
j , (2.14)

onde S é a melhor constante de Sobolev dada em (1.14).

Fixemos ϕ P C8
c pRN , r0, 1sq tal que ϕ ” 1 em Bp0, 1q e ϕ ” 0 em R

N zBp0, 2q. Para ε ą 0

e j0 P J definamos ϕε,j0
pxq “ ϕppx ´ xj0

q{εq. Claramente pϕε,j0
unqn é limitada em W

1,p
0 pΩq

e Supppϕε,j0
q Ă Bpxj0

, 2εq. Logo, por (1.11) segue que xI 1
λpunq, ϕε,j0

uny Ñ 0, quando n Ñ 8.

Assim, obtemos

Mp}un}pq

ż

Ω

ϕε,j0
|∇un|p dx “ ´ Mp}un}pq

ż

Ω

|∇un|p´2un∇un ¨ ∇ϕε,j0
dx

` λ

ż

Ω

fpx, unqϕε,j0
un dx `

ż

Ω

ϕε,j0
|un|p

˚

dx ` onp1q,

(2.15)

quando n Ñ 8.

Agora, lembrando que Supppϕε,j0
q Ă Bpxj0

, 2εq, pela desigualdade de Hölder e por uma mudança

de variável

lim sup
nÑ8

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

|∇un|p´2un∇un ¨ ∇ϕε,j0
dx

ˇ̌
ˇ̌ ď lim sup

nÑ8

ż

Bpxj0
,2εq

|∇un|p´1|un| ¨ |∇ϕε,j0
| dx

ď lim sup
nÑ8

}∇un}p´1

p

˜ż

Bpxj0
,2εq

|un∇ϕε,j0
|p dx

¸1{p

ď C0

˜ż

Bpxj0
,2εq

|u∇ϕε,j0
|p dx

¸1{p

ď CϕC0

˜ż

Bpxj0
,2εq

|u|p
˚

dx

¸1{p˚

,



Capítulo 2. CASO SOBRELINEAR 34

onde consideramos C0 “ sup
nPN

}∇un}p´1

p e Cϕ “

ˆż

B2

|∇ϕpyq|Ndy

˙1{N

.

Portanto segue imediatamente que

lim
εÑ0`

lim
nÑ8

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

|∇un|p´2un∇un ¨ ∇ϕε,j0
dx

ˇ̌
ˇ̌ “ 0. (2.16)

Além disso, por (2.10) obtemos Mp}un}pq Ñ Mpαpq ą 0, pois α ą 0 combinado com pM2q, e

também

lim
εÑ0`

lim
nÑ8

Mp}un}pq

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

|∇un|p´2un∇un ¨ ∇ϕε,j0
dx

ˇ̌
ˇ̌ “ 0. (2.17)

Por (1.3) com ε “ 1, existe um C1 ą 0 tal que

|fpx, tq| ď |t|θp´1 ` C1|t|q´1, para todo x P Ω e t P R. (2.18)

Logo, pelas propriedades de ϕε,j0
, (2.10) e (2.18), quando n Ñ 8

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

fpx, unqϕε,j0
un dx

ˇ̌
ˇ̌ ď

ż

Bpxj0
,2εq

p|un|θp ` C1|un|qq dx Ñ

ż

Bpxj0
,2εq

p|u|θp ` C1|u|qq dx,

que implica

lim
εÑ0`

lim
nÑ8

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

fpx, unqϕε,j0
un dx

ˇ̌
ˇ̌ “ 0. (2.19)

A partir daqui dividimos a prova do Caso (1) em dois subcasos, quando α ě 1 ou quando

0 ă α ă 1, para provar que νj0
“ 0.

Subcaso (1.1): α ă 1.

Neste caso, por (2.10) a menos de subsequência temos }un} ď 1 para todo n P N. Assim,

aplicando a propriedade pM3q e considerando ϕε,j0
ď 1 obtemos

ˆż

Ω

ϕε,j0
|∇un|p dx

˙θ

ď }un}pθ´1qp

ż

Ω

ϕε,j0
|∇un|p dx ď

1

c
Mp}un}pq

ż

Ω

ϕε,j0
|∇un|p dx. (2.20)

Combinando (2.11), (2.12), (2.15), (2.17), (2.19), (2.20) e a continuidade de M , deduzimos que

ˆż

Ω

ϕε,j0
dµ

˙θ

ď
1

c

ż

Ω

ϕε,j0
dν ` oεp1q, quando ε Ñ 0`. (2.21)

Enviando ε Ñ 0` em (2.21) e usando (2.13), obtemos

µθ
j0

ď
1

c
νj0

(2.22)

Utilizando (2.14) e (2.22), temos que



Capítulo 2. CASO SOBRELINEAR 35

Então, de (2.14) segue que

νj0
“ 0 ou νj0

ě c
p˚

p˚´θpS
θp˚

p˚´θp . (2.23)

Como punqn é uma pPSqcλ
sequência limitada em W

1,p
0 pΩq, segue que

lim
nÑ8

ˆ
Iλpunq ´

1

σ
xI 1

λpnnq, uny

˙
“ cλ. (2.24)

Mas lembremos que por pM1q e pf2q

Iλpunq ´
1

σ
xI 1

λpunq, uny ě

ˆ
1

θp
´

1

σ

˙
||un||pMp||un||pq `

ˆ
1

σ
´

1

p˚

˙ż

Ω

|un|p
˚

dx

ě

ˆ
1

σ
´

1

p˚

˙
}un}p˚

p˚ .

(2.25)

Combinando (2.24) e (2.25), utilizando (2.12) com ψ ” 1 junto a Proposição 1.3.7, nós obtemos

que se νj0
‰ 0, então por (2.23)

cλ ě
´ 1

σ
´

1

p˚

¯
}u}p˚

p˚`
´ 1

σ
´

1

p˚

¯ÿ

jPJ

νj

ě
´ 1

σ
´

1

p˚

¯
νj0

ě
´ 1

σ
´

1

p˚

¯
c

p˚

P ˚´θp S
θp˚

p˚´θp ą 0,

(2.26)

o qual contradiz (2.8). Portanto devemos ter νj0
“ 0.

Estudamos agora o segundo subcaso para α.

Subcaso (1.2): α ě 1.

Lembremos que por pM2q com τ “ 1, existe um κ “ κp1q ą 0 tal que Mpαpq ě κ. Logo, por

(2.11), (2.12), (2.15), (2.17), (2.19), (2.20) e a continuidade de M , vale

κ

ż

Ω

ϕε,j0
dµ ď Mpαpq

ż

Ω

ϕε,j0
dµ “

ż

Ω

ϕε,j0
dν ` oεp1q, quando ε Ñ 0`. (2.27)

Enviando ε Ñ 0` em (2.27) e junto com (2.13), temos

κµj0
ď νj0

. (2.28)

Utilizando (2.14) e (2.28), esta vez obtemos imediatamente que

νj0
“ 0 ou νj0

ě κ
p˚

P ˚´p S
p˚

p˚´p . (2.29)
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Então, análogo ao Subcaso (1.1), para νj0
‰ 0, obtemos a seguinte estimativa para cλ

cλ ě
´ 1

σ
´

1

p˚

¯
}u}p˚

p˚`
´ 1

σ
´

1

p˚

¯ÿ

jPJ

νj

ě
´ 1

σ
´

1

p˚

¯
νj0

ě
´ 1

σ
´

1

p˚

¯
κ

p˚

P ˚´pS
p˚

p˚´p ą 0,

(2.30)

o qual também contradiz (2.8), provando que νj0
“ 0.

Assim, combinando os Subcasos (1.1) (1.2), para λ ě λ0 a desigualdade (2.8) força que

νj0
“ 0 independentemente de α.

Como j0 foi arbitrário, deduzimos que νj “ 0 para qualquer j P J . Como consequência de (2.12)

com ψ ” 1 e (2.13), seque que un Ñ u em Lp˚

pΩq quando n Ñ 8.

Agora, mostraremos que un Ñ u em W
1,p
0 pΩq, quando n Ñ 8. Dado que punqn é limitada em

W
1,p
0 pΩq, por (1.11) obtemos que xI 1

λpunq, un ´ uy Ñ 0, quando n Ñ 8, isto é

Mp}un}pq

ż

Ω

|∇un|p´2∇un ¨ p∇un ´ ∇uq dx ´ λ

ż

Ω

fpx, unqpun ´ uq dx

`

ż

Ω

|un|p
˚´2

unpun ´ uq dx “ onp1q quando n Ñ 8.

(2.31)

Por (2.10), (2.18) e o Teorema da convergência dominada de Lebesgue nós temos

lim
nÑ8

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

fpx, unqpun ´ uq dx

ˇ̌
ˇ̌ “ 0, (2.32)

enquanto considerando a desigualdade de Hölder e o fato que un Ñ u in Lp˚

pΩq segue que

lim
nÑ8

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

|un|p
˚´2

unpun ´ uq dx

ˇ̌
ˇ̌ “ 0. (2.33)

Então, por (2.31)–(2.33), deduzimos que

Mp}un}pq

ż

Ω

|∇un|p´2∇un ¨ p∇un ´ ∇uq dx “ onp1q quando n Ñ 8,

o qual implica que
ż

Ω

|∇un|p´2∇un ¨ p∇un ´ ∇uq dx “ onp1q quando n Ñ 8, (2.34)

pois Mp}un}pq Ñ Mpαpq ą 0 por (2.10), sendo também α ą 0.
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Dado que un á u em W
1,p
0 pΩq, vale a igualdade

ż

Ω

p|∇un|p´2∇un ´ |∇u|p´2∇uq ¨ p∇un ´ ∇uq dx

“

ż

Ω

|∇un|p´2∇un ¨ p∇un ´ ∇uq dx ` onp1q quando n Ñ 8.

(2.35)

Agora, escrevemos a bem conhecida desigualdade de Simon, a qual estabelece que

|ξ ´ η|p ď

#
Cpp|ξ|p´2ξ ´ |η|p´2ηq ¨ pξ ´ ηq, se p ě 2,

ĂCp

“
p|ξ|p´2ξ ´ |η|p´2ηq ¨ pξ ´ ηq

‰ p

2 p|ξ|p ` |η|pq
2´p

2 , se 1 ă p ă 2,
(2.36)

para qualquer ξ, η P R
N , com Cp e ĂCp constantes positivas adequadas. Por isto, se p ě 2 nós

temos

}un ´ u}p ď Cp

ż

Ω

p|∇un|p´2∇un ´ |∇u|p´2∇uq ¨ p∇un ´ ∇uq dx. (2.37)

Enquanto se p P p1, 2q, pela desigualdade de Hölder aplicada com expoentes 2{p e 2{p2 ´ pq,

obtemos que

}un ´ u}p

ď ĂCp

„ż

Ω

p|∇un|p´2∇un ´ |∇u|p´2∇uq ¨ p∇un ´ ∇uq dx

 p

2

p}un}p ` }u}pq
2´p

2 .
(2.38)

Combinando (2.34)–(2.38), nós provamos que un Ñ u em W
1,p
0 pΩq quando n Ñ 8, concluindo

a prova no Caso (1).

Caso (2): inf
nPN

}un} “ 0.

Assim, ou 0 é um ponto de acumulação para a sequência real p}un}qn e então há uma subsequência

de punqn convergindo fortemente para u ” 0, ou 0 é um ponto isolado de p}un}qn. A primeira

situação não pode ocorrer, pois implica que a solução trivial é um ponto crítico no nível cλ. Isso

é impossível, sendo 0 “ Iλp0q “ cλ ą 0. Daí só a última situação pode ocorrer, de modo que há

uma subsequência, denotada por p}unk
}qk, tal que inf

kPN
}unk

} “ d ą 0 e podemos prosseguir como

no Caso (1). Isto completa a prova do Caso (2) e do lema.

Concluímos este capítulo com a prova do Teorema 2.0.1.

Demonstração do Teorema 2.0.1. Pelos Lemas 2.0.2, 2.0.3 e 2.0.5 obtemos que, para qualquer

λ ě λ0 o funcional Iλ satisfaz todas as hipótese necessárias para aplicar a Proposição 1.2.3.

Assim, para todo λ ě λ0 existe um ponto crítico uλ de Iλ ao nível cλ. Dado que Iλpuλq “ cλ ą 0

necessariamente uλ ‰ 0. Para concluir, basta provar (2.1).
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Sendo uλ ponto crítico de Iλ ao nível cλ, segue

cλ “ Iλpuλq ´
1

σ
xI 1

λpuλq, uλy ě

ˆ
1

θp
´

1

σ

˙
}uλ}pMp}uλ}pq para todo λ ě λ0, (2.39)

onde a última desigualdade é consequência de pM1q e pf2q. Seja β “ lim sup
λÑ8

}uλ} e assumamos

por contradição que β ą 0. Logo, existe uma sequência crescente pλnqn com λn Ñ 8 tal que

β “ lim
nÑ8

}uλn
}. Assim, por (2.39) e pelo Lema 2.0.4 obtemos que

0 “ lim
jÑ8

cλj
ě

ˆ
1

θp
´

1

σ

˙
βpMpβpq ą 0,

por pM2q. Dita contradição força que β “ 0 e portanto (2.1) é valida.
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3 Caso linear

Neste capítulo vamos resolver o problema (1) no caso linear, ou seja, exatamente

com fpx, tq “ |t|θp´2 t. Por isto, precisamos Mptq “ tθ´1, assim que o (1) se torna como
#

´}u}pθ´1qp∆pu “ λ |u|θp´2u ` |u|p
˚´2u em Ω,

u “ 0 em BΩ.
(3.1)

A partir de agora, no capítulo inteiro suponhamos que N ą p e θ P p1, p˚{pq, sem repeti–los.

A ideia para estudar (3.1) é aplicar a teoria de índice cohomológico dada na Seção

1.4. Esta teoria permite definir os autovalores do operador não-linear ´}u}pθ´1qp∆pu, como

mostrado no Lema 3.0.8. Por isto, lembramos a definição de autovalor.

Definição 3.0.1. Um número real λ se diz autovalor de ´}u}pθ´1qp∆pu se existe v P W 1,p
0 pΩq,

com v ‰ 0, solução do problema
#

´}u}pθ´1qp∆pu “ λ|u|θp´2u em Ω,

u “ 0 em BΩ.
(3.2)

A v P W 1,p
0 pΩq se chama autovetor relativo a λ.

No Lema 3.0.8 conseguiremos construir uma sequência pλkqk de autovalores para

(3.2), que permite assim dar o resultado principal do capítulo.

Teorema 3.0.2. Seja λ˚˚ “ Sθ{|Ω|pp˚´θpq{p˚

. Então se λk ď λ ă λk`1 “ . . . “ λk`m ă λk`m`1

para alguns k,m P N e λ ą λk`1 ´ λ˚˚, o problema (3.1) tem m pares distintos de soluções não

triviais ˘uj pj=1,. . . ,mq tal que uj Ñ 0 quando λ Ñ λk`1.

Para provar Teorema 3.0.2, precisamos construir os nossos autovalores pλkqk. Por

isto, a ideia é argumentar similarmente como no Capítulo 4 de [19]. Definamos os operadores

Ap ,Bp P CpW 1,p
0 pΩq, pW 1,p

0 pΩqq˚q como sendo

xAppuq, vy “ θp}u}pθ´1qp

ż

Ω

|∇u|p´2∇u ¨ ∇v dx @u, v P W 1,p
0 pΩq, (3.3)

e

xBppuq, vy “ θp

ż

Ω

|u|θp´2uv dx @u, v P W 1,p
0 pΩq, (3.4)

que verificam algumas propriedades, requeridas em [19].

Lema 3.0.3. O operador Ap satisfaz as seguintes propriedades:



Capítulo 3. CASO LINEAR 40

pA1q pθp ´ 1q–homogêneo e ímpar;

pA2q uniformemente positivo: existe um a0 ą 0 tal que

xAppuq, uy ě a0}u}θp @u P W 1,p
0 pΩq;

pA3q é um operador potencial;

pA4q é do tipo pSq: verifica que toda sequência punqn Ă W
1,p
0 pΩq tal que

un á u, e xAppunq, un ´ uy Ñ 0, n Ñ 8

tem uma subsequência fortemente convergente para u.

Demonstração. As propriedades pA1q–pA3q seguem imediatamente pela definição em (3.3). Para

mostrar que Ap cumpre pA4q consideremos uma sequência punqn Ă W
1,p
0 pΩq e um u P W 1,p

0 pΩq

tais que
un á u em W

1,p
0 pΩq, e xAppunq, un ´ uy Ñ 0, quando n Ñ 8. (3.5)

Logo, punqn é limitada em W
1,p
0 pΩq, e portanto a menos de subsequência existe um c˚ ą 0 tal

que

lim
nÑ8

}un} “ c˚.

Note que, se c˚ “ 0, imediatamente un Ñ 0 em W
1,p
0 pΩq. Assumamos que c˚ ą 0, então pela

segunda parte de (3.5)

0 “ lim
nÑ8

θp}un}pθ´1qp

ż

Ω

|∇un|p´2∇un ¨ p∇un ´ ∇uq dx,

o qual implica

lim
nÑ8

ż

Ω

|∇un|p´2∇un ¨ p∇un ´ ∇uq dx “ 0,

e também, pela primeira parte de (3.5), vale a igualdade
ż

Ω

p|∇un|p´2∇un ´ |∇u|p´2∇uq ¨ p∇un ´ ∇uq dx

“

ż

Ω

|∇un|p´2∇un ¨ p∇un ´ ∇uq dx ` onp1q, quando n Ñ 8.

Assim, aplicando (2.36) de forma análoga ao discurso feito no Lema 2.0.5 obtemos a existência

de uma subsequência de punqn convergindo fortemente para u em W
1,p
0 pΩq.

Lema 3.0.4. O operador Bp satisfaz as seguintes propriedades:

pB1q pθp ´ 1q–homogêneo e ímpar;
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pB2q estritamente positivo:

xBppuq, uy ą 0 @u ‰ 0;

pB3q é um operador potencial compacto.

Demonstração. Por (3.4) temos imediatamente pB1q–pB2q. Para mostrar que Bp satisfaz pB3q,

basta tomar punqn Ă W
1,p
0 pΩq e u P W 1,p

0 pΩq tais que

un á u em W
1,p
0 pΩq,

vejamos que Bppunq Ñ Bppuq em pW 1,p
0 pΩqq˚, quando n Ñ 8. Denotemos por } ¨ }˚ a norma de

pW 1,p
0 pΩqq˚, então

}Bppunq ´ Bppuq}˚ “ sup
vPW

1,p
0

pΩq,}v}ď1

|pBppunqpvq ´ Bppuqpvq|

“ sup
vPW

1,p
0

pΩq,}v}ď1

θp

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

p|un|θp´2un ´ |u|θp´2uqv dx

ˇ̌
ˇ̌ .

Aplicando a desigualdade de Hölder e a Proposição 1.3.1 obtemos a existência de uma constante

cθp tal que

}Bppunq ´ Bppuq}˚ ď sup
vPW

1,p
0

pΩq,}v}ď1

θp

ˆż

Ω

||un|θp´2un ´ |u|θp´2u|
θp

θp´1 dx

˙ θp´1

θp
ˆż

Ω

|v|θp dx

˙1{θp

ď cθp

ˆż

Ω

||un|θp´2un ´ |u|θp´2u|
θp

θp´1 dx

˙ θp´1

θp

. (3.6)

Pela Proposição 1.3.1 também obtemos que un Ñ u em LθppΩq e pela Proposição 1.3.2 existe

uma função h P LθppΩq tal que, a menos de subsequência

|unpxq| ď hpxq q.t.p. x P Ω, @n P N.

Portanto

||un|θp´2un| ď phpxqqθp´1 q.t.p. x P Ω, @n P N,

mas phpxqqθp´1 P L
θp

θp´1 pΩq, assim pelo teorema de convergência dominada de Lebesgue, a

expressão em (3.6) converge a zero, quando n Ñ 8, concluindo que Bppunq Ñ Bppuq em

pW 1,p
0 pΩqq˚, quando n Ñ 8.

Note que por pA1q–pA3q e pB1q–pB2q, podemos aplicar a Proposição 1.4.17, encon-

trando os potenciais de Ap e Bp dados por

Iθ,ppuq “ }u}θp e Jθ,ppuq “ }u}θp
θp,
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respectivamente. Definamos para u P W
1,p
0 pΩqzt0u o funcional Ψpuq “

1

Jθ,ppuq
, e seja Ψ̃ a

restrição de Ψ

Ψ̃ “ Ψ|N , onde N “ tu P W 1,p
0 pΩq : Iθ,ppuq “ 1u. (3.7)

Claramente N é uma variedade completa de classe C1. Nosso objetivo é mostrar que os valores

e pontos críticos de Ψ̃ são autovalores e autovetores de (3.2), respectivamente. Em particular, os

três seguintes lemas serão fundamentais para achar a sequência pλkqk de autovalores, aplicando

a Proposição 1.4.18.

Lema 3.0.5. Se W é um espaço vetorial Banach sobre R e L,L0 P W ˚, então

}L|KerpL0q}˚ “ min
µPR

}L ´ µL0}˚,

onde } ¨ }˚ denota a norma de W ˚.

Demonstração. Para cada µ P R,

}L|KerpL0q}˚ “ sup
vPKerpL0q

}v}“1

xL, vy ď sup
}v}“1

xL ´ µL0, vy “ }L ´ µL0}˚.

Por outro lado, aplicando o teorema de extensão de Hahn–Banach, existe um L̃ P W ˚ tal que

L̃|KerpL0q “ L e }L̃} “ }L|KerpL0q}˚.

Dado que KerpL0q Ď KerpL ´ L̃q, existe um µ0 P R tal que L ´ L̃ “ µL0. Segue então

}L ´ µ0L0}˚ “ }L̃}˚, mostrando assim a igualdade.

Lema 3.0.6. Temos que u P N é um ponto crítico de Ψ̃ se e só se λ “ Ψ̃puq é um autovetor de

(3.2).

Demonstração. Note que, para u P N

Ψ̃1puq “ ´
J 1

θ,ppuq

Jθ,ppuq
“ ´Ψ̃puq2Bppuq e I 1

θ,ppuq “ Appuq.

Então pelo Lema 3.0.5, Ψ̃1puq “ 0 se e só se

µAppuq ` Ψ̃puq2Bppuq “ 0 para algum µ P R. (3.8)

Suponha que u P N é um ponto crítico de Ψ̃, então por (3.8)

µ “ ´Ψ̃puq2
xBppuq, uy

xAppuq, uy
“ ´Ψ̃puq2

Iθ,ppuq

Jθ,ppuq
“ ´Ψ̃puq ă 0.
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aplicando novamente (3.8) obtemos

Appuq “ Ψ̃puqBppuq,

ou seja λ “ Ψ̃puq é um autovalor de (3.2).

Reciprocamente suponha que λ “ Ψ̃puq seja um autovalor de (3.2), então

λ “
Iθ,ppuq

Jθ,ppuq
e Appuq “ λBppuq.

Logo, tomando µ “ ´Ψ̃puq obtemos (3.8) e portanto Ψ̃1puq “ 0.

Lema 3.0.7. O funcional Ψ̃ dado em (3.7) satisfaz a condição pPSq, restrita em N .

Demonstração. Sejam c P R e punqn Ă N tais que

Ψ̃punq Ñ c e Ψ̃1punq Ñ 0, quando n Ñ 8.

Claramente punqn é limitada em W
1,p
0 pΩq, portanto existe um u P W 1,p

0 pΩq tal que, a menos de

subsequência un á u em W
1,p
0 pΩq. Por pB3q, temos Bppunq Ñ Bppuq em pW 1,p

0 pΩqq˚, então

Ψ̃punq “
θp

xBppunq, uny
ÝÑ

θp

xBppuq, uy
‰ 0,

que implica c ‰ 0.

Pelo Lema 3.0.5 existe uma sequência pµnqn Ă R tal que

µnAppunq ` Ψ̃punq2Bppunq Ñ 0, quando n Ñ 8. (3.9)

Aplicando (3.9) a un, obtemos que µn ` Ψ̃punq Ñ 0 que implica µn Ñ ´c ‰ 0. Aplicando (3.9) a

un ´u, obtemos xAppunq, un ´uy Ñ 0 dado que xBppunq, un ´uy Ñ 0, logo por pA4q, a menos de

subsequência, temos que un Ñ u em W
1,p
0 pΩq, e como N é fechado concluímos un Ñ u P N .

Agora podemos construir em particular nossa sequência pλkqk de autovalores de (3.2),

aplicando a Proposição 1.4.18. A ideia é argumentar similarmente ao Teorema 4.6 de [19].

Lema 3.0.8. Denotemos por F a classe de subconjuntos simétricos de N em W
1,p
0 pΩq. Para

cada k P N defina

Fk “ tN P F : ind pNq ě ku e λk “ inf
NPFk

sup
uPN

Ψ̃puq. (3.10)

Então pλkqk é uma sequência não decrescente de autovalores para (3.2), que satisfaz as seguintes

propriedades:
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piq se λk “ . . . “ λk`m´1 “ λ, então ind pK̃λq ě m;

piiq o mínimo autovalor, chamado primeiro autovalor, é dado por

λ1 “ min
uPN

Ψ̃puq “ min
u‰0

Iθ,ppuq

Jθ,ppuq
;

piiiq temos ind pN zΨ̃λk
q ă k ď ind pΨ̃λkq. Se λk ă λ ă λk`1, então

ind pΨ̃λkq “ ind pN zΨ̃λk
q “ ind pΨ̃λq “ ind pN zΨ̃λk`1

q “ k;

pivq λk Ñ 8, quando k Ñ 8.

Demonstração. Pelos Lemas 3.0.6 e 3.0.7 segue que pλkqk em (3.10) é uma sequência de auto-

valores para (3.2). Pela definição em (3.10) é imediato que pλkqk seja não decrescente. Usando

Lemas 3.0.3 e 3.0.4 podemos aplicar a Proposição 1.4.18 e concluir os itens piq, piiiq e pivq. Para

piiq basta mostrar que λ1 “ min
uPN

Ψ̃puq, pois Iθ,p, Jθ,p são θp–homogêneos. Como λ1 é um valor

crítico para Ψ̃, existe um u1 P N tal que λ1 “ Ψ̃pu1q, então λ1 ě inf
uPN

Ψ̃puq. Por outro lado, pela

Proposição 1.4.11 dado um u P N temos t´u, uu P F1, assim

λ1 ď sup
vPt´u,uu

Ψ̃pvq “ Ψ̃puq,

ou seja, λ1 ď Ψ̃puq para todo u P N , e portanto λ1 ď inf
uPN

Ψ̃puq concluindo a prova do lema.

Observamos que λ1 ą λ˚˚, com λ˚˚ introduzido no Teorema 3.0.2. Na verdade,

denotando com u1 P N o autovalor de λ1, dado na prova do Lema 3.0.8, note que pela

desigualdade de Hölder

λ1 “
}u1}θp

}u1}θp
θp

ě
Sθ}u1}

θp{p˚

p˚

}u1}θp
θp

ą
Sθ

|Ω|1´θp{p˚ “ λ˚˚, (3.11)

com desigualdade estrita, pois é bem sabido que S não é atingido em u1. Portanto, graças

a (3.11) o Teorema 3.0.2 é bem configurado. Para provar o Teorema 3.0.2, lembremos que o

funcional associado ao problema (3.1) e sua derivada são

Iλpuq “
1

θp
}u}θp ´

λ

θp

ż

Ω

|u|θp dx ´
1

p˚

ż

Ω

|u|p
˚

dx, e para cada v P W 1,p
0 pΩq

xI 1
λpuq, vy “ }u}pθ´1qp

ż

Ω

}∇u}p´2∇u ¨ ∇v dx ´ λ

ż

Ω

|u|θp´2uv dx ´

ż

Ω

|u|p
˚´2uv dx.

O seguinte resultado mostra que Iλ satisfaz pPSqc com c num certo intervalo, inde-

pendentemente do valor de λ. A prova é similar a aquela do Lema 2.0.5, todavia com a presença

do termo linear no novo funcional Iλ, precisamos argumentar diferentemente. Por uma questão

de completude do capítulo, vamos dar a prova inteira.
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Lema 3.0.9. Para cada λ ą 0, o funcional Iλ satisfaz pPSqc para todo c P p0, c˚q, onde

c˚ :“

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
S

θ

1´θp{p˚ .

Demonstração. Fixemos λ ą 0 e c P p0, c˚q. Seja punqn Ă W
1,p
0 pΩq uma sequência tal que

Iλpunq Ñ c e I 1
λpunq Ñ 0. (3.12)

A ideia é aplicar o princípio de concentração-compacidade dado na Proposição 1.3.7 para achar

uma subsequência fortemente convergente de punqn.

Primeiro, vamos mostrar que punqn é limitada W 1,p
0 pΩq. Por isto, suponhamos por contradição

que a menos de subsequência }un} Ñ 8 quando n Ñ 8, e un ‰ 0 para todo n P N. Note que, a

sequência pun}un}´1qn é limitada em W
1,p
0 pΩq, então por (3.12)

xI 1
λpunq, un}un}´1y “

}un}θp ´ λ}un}θp
θp ´ }un}p˚

p˚

}un}

“

θpIλpunq `

ˆ
θp

p˚
´ 1

˙
}un}p˚

p˚

}un}
ÝÑ 0, quando n Ñ 8.

Dado que θp ă p˚, segue da estimativa acima combinada com (3.12) que

}un}p˚

p˚

}un}
Ñ 0, quando n Ñ 8, (3.13)

e portanto, como }un} Ñ 8 se n Ñ 8, obtemos

}un}p˚

p˚

}un}θp
Ñ 0, quando n Ñ 8, (3.14)

e similarmente

}un}θp
p˚

}un}θp
“

}un}θp
p˚

}un}θp{p˚

1

}un}θppp˚´1q{p˚ Ñ 0, quando n Ñ 8. (3.15)

Agora, vamos mostrar também que

}un}θp
θp

}un}θp
Ñ 0, quando n Ñ 8. (3.16)

Aplicando a desigualdade de Hölder obtemos que

}un}θp
θp “

ż

Ω

|un|θp dx ď

ˆż

Ω

|un|p
˚

dx

˙θp{p˚

|Ω|1´θp{p˚

“ }un}θp
p˚ |Ω|1´θp{p˚

,
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e assim

0 ď
}un}θp

θp

}un}θp
ď

}un}θp
p˚

}un}θp
|Ω|1´θp{p˚

, (3.17)

que prova (3.16), graças a (3.15). Por (3.12) e do fato que }un} Ñ 8, obtemos que

xI 1
λpunq, un}un}´θpy Ñ 0 quando n Ñ 8.

Portanto, usando (3.14) e (3.16)

0 “ lim
nÑ8

xI 1
λpunq, un}un}´θpy “ lim

nÑ8

}un}θp ´ λ}un}θp
θp ´ }un}p˚

p˚

}un}θp

“ lim
nÑ8

˜
1 ´ λ

}un}θp
θp

}un}θp
´

}un}p˚

p˚

}un}θp

¸
“ 1,

que dá a contradição desejada.

Assim, segue que punqn tem que ser limitada em W
1,p
0 pΩq, aplicando (1.12), (1.13) e a Proposição

1.3.2 a menos de subsequência existem um u P W 1,p
0 pΩq e um α ě 0 tais que

un á u em W
1,p
0 pΩq, }un} Ñ α,

un á u em Lp˚

pΩq,

un Ñ u em LspΩq, s P r1, p˚q , un Ñ u q.t.p. em Ω.

(3.18)

Note que, se α “ 0 a conclusão do lema segue. Portanto assumiremos que α ą 0. Então,

aplicando um discurso semelhante a aquele feito na demostração do Lema 2.0.5 obtemos a

existência de duas medidas não negativas µ, ν tais que

|∇unpxq|p dx
˚

á µ e |unpxq|p
˚

dx
˚

á ν em MpΩq,

ż

Ω

ψ |∇un|p dx Ñ

ż

Ω

ψdµ para todo ψ P CbpΩq, (3.19)

e ż

Ω

ψ |un|p
˚

dx Ñ

ż

Ω

ψdν para todo ψ P CbpΩq. (3.20)

Assim, aplicando a Proposição 1.3.7, existe um conjunto J no máximo enumerável e três famílias,

pxjqjPJ Ă Ω de vetores distintos e pνjqjPJ , pµjqjPJ Ă r0,8q de números tais que

ν “ |upxq|p
˚

dx `
ÿ

jPJ

νjδxj
, µ ě |∇upxq|p dx `

ÿ

jPJ

µjδxj
, (3.21)

com

νj ď S´p˚{pµ
p˚{p
j . (3.22)
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Como na prova do Lema 2.0.5, fixemos ϕ P C8
c pRN , r0, 1sq tal que ϕ ” 1 em Bp0, 1q e ϕ ” 0 em

R
N zBp0, 2q. Para ε ą 0 e j0 P J definamos ϕε,j0

pxq “ ϕppx ´ xj0
q{εq. A sequência pϕε,j0

unqn é

limitada em W
1,p
0 pΩq e Supp pϕε,j0

q Ă Bpxj0
, 2εq, assim, por (3.12) temos xI 1

λpunq, ϕε,j0
uny Ñ 0,

quando n Ñ 8, então

}un}pθ´1qp

ż

Ω

ϕε,j0
|∇un|p dx “ ´ }un}pθ´1qp

ż

Ω

|∇un|p´2un∇un ¨ ∇ϕε,j0
dx

` λ

ż

Ω

|un|θpϕε,j0
dx `

ż

Ω

ϕε,j0
|un|p

˚

dx ` onp1q,

(3.23)

quando n Ñ 8. Argumentando como no Lema 2.0.5, obtemos imediatamente (2.16) que junto

com (3.18) prova

lim
εÑ0`

lim
nÑ8

}un}pθ´1qp

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

|∇un|p´2un∇un ¨ ∇ϕε,j0
dx

ˇ̌
ˇ̌ “ 0. (3.24)

Enquanto, sendo ϕε,j0
ď 1 com Supppϕε,j0

q Ă Bpxj0
, 2εq, temos

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

|un|θpϕε,j0
dx

ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż

Bpxj0
,2εq

|un|θpϕε,j0
dx

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď

ż

Bpxj0
,2εq

|un|θp dx,

que junto com (3.18) prova

lim
εÑ0`

lim
nÑ8

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

|un|θpϕε,j0
dx

ˇ̌
ˇ̌ “ 0. (3.25)

Segue de (3.23)–(3.25) que

}un}pθ´1qp

ż

Ω

ϕε,j0
|∇un|p dx “

ż

Ω

|un|p
˚

ϕε,j0
dx ` onp1q, (3.26)

mas por outro lado, como ϕεj0
ď 1 podemos concluir que

ˆż

Ω

|∇un|pϕε,j0
dx

˙θ

ď }un}pθ´1qp

ż

Ω

ϕε,j0
|∇un|p dx ` onp1q. (3.27)

Logo por (3.19), (3.20), (3.26) e (3.27), enviando n Ñ 8 e ε Ñ 0` obtemos que

µθ
j0

ď vj0
,

portanto, com (2.14) segue que

νj0
“ 0 ou νj0

ě S
θp˚

p˚´θp . (3.28)
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Suponhamos por absurdo que νj0
ě S

θp˚

p˚´θp , então por (3.12)

c “ Iλpunq ´
1

θp
xI 1

λpunq, uny ` onp1q

“

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙ż

Ω

|un|p
˚

dx ` onp1q

ě

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙ż

Ω

ϕε,j0
|un|p

˚

dx ` onp1q,

onde a última desigualdade é consequência de ϕεj0
ď 1. Enviando n Ñ 0 e ε Ñ 0` obtemos a

contradição

c ě

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
S

θ

1´θp{p˚ “ c˚

Logo, como j0 foi arbitrário, tem que ser νj “ 0 para todo j P J . Assim aplicando (3.20) com

ψ ” 1 concluímos que un Ñ u em Lp˚

pΩq.

Como punqn é limitada em W
1,p
0 pΩq, por (3.12) obtemos que xI 1

λpunq, un ´ uy Ñ 0, quando

n Ñ 8, ou seja

}un}pθ´1qp

ż

Ω

|∇un|p´2∇un ¨ p∇un ´ ∇uq dx ´ λ

ż

Ω

|un|θp´2unpun ´ uq dx

`

ż

Ω

|un|p
˚´2

unpun ´ uq dx “ onp1q quando n Ñ 8.

(3.29)

Por (3.18) e pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue

lim
nÑ8

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

|un|θp´2unpun ´ uq dx

ˇ̌
ˇ̌ “ 0, (3.30)

utilizando a desigualdade de Hölder e o fato que un Ñ u in Lp˚

pΩq segue que

lim
nÑ8

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

|un|p
˚´2

unpun ´ uq dx

ˇ̌
ˇ̌ “ 0. (3.31)

Então, por (3.29)–(3.31), deduzimos que

}un}pθ´1qp

ż

Ω

|∇un|p´2∇un ¨ p∇un ´ ∇uq dx “ onp1q quando n Ñ 8,

o qual implica que
ż

Ω

|∇un|p´2∇un ¨ p∇un ´ ∇uq dx “ onp1q quando n Ñ 8, (3.32)

pois α ą 0 em (3.18).

A partir disto, argumentando como na parte final do Lema 2.0.5 nós ainda obtemos (2.35)–(2.38)

que permite provar que un Ñ u em W
1,p
0 pΩq quando n Ñ 8, concluindo a prova do lema.
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Observamos que pelo Lema 3.0.8 se λk`m ă λk`m`1 então ind pΨ̃k`mq “ k`m. Com

a ideia de aplicar a Proposição 1.4.13, vamos construir um subconjunto simétrico e compacto

A0 de Ψ̃k`m com índice semelhante.

Por isto, definamos para u, v P W 1,p
0 pΩq o operador

xLpuq, vy :“ }u}pθ´1qp

ż

Ω

|∇u|p´2∇u ¨ ∇v dx. (3.33)

Vamos provar que Lpuq verifica a seguinte propriedade.

Definição 3.0.10. Dado um espaço vetorial Banach W , dizemos que um operador

T : W ÝÑ W ˚ é estritamente monótono se

xT puq ´ T pvq, u ´ vy ą 0 @u, v P W, com u ‰ v,

e vale a igualdade se e somente se u “ v.

Lema 3.0.11. O operador Lpuq em (3.33) é estritamente monótono, seguindo a Definição

3.0.10.

Demonstração. Pela desigualdade de Hölder

xLpuq, vy “ }u}pθ´1qp

ż

Ω

|∇u|p´2∇u ¨ ∇v dx ď }u}θp´1}v}. (3.34)

Por isto, segue que

xLpuq ´ Lpvq, u ´ vy “ }u}θp ´ xLpuq, vy ´ xLpvq, uy ` }v}θp

ě |u}θp ´ }u}θp´1}v} ´ }v}θp´1}v} ` |u}θp

“ p}u}θp´1 ´ }v}θp´1qp}u} ´ }v}q ě 0. (3.35)

Logo, se xLpuq ´ Lpvq, u ´ vy “ 0, então }u} “ }v}, e por (3.34)

xLpuq, uy “ }u}θp “ }u}pθp´1q}v} ě xLpuq, vy ùñ xLpuq, u ´ vy ě 0, (3.36)

xLpvq, vy “ }v}θp “ }v}pθp´1q}u} ě xLpvq, uy ùñ xLpvq, v ´ uy ě 0, (3.37)

segue de (3.35) que

xLpuq ´ Lpvq, u ´ vy “ xLpuq, u ´ vy ´ xLpvq, u ´ vy “ 0,

então por (3.36) e (3.37) xLpuq, u´vy “ 0 e xLpvq, v´uy “ 0, em particular valem as igualdades
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xLpuq, vy “ }u}pθ´1qp

ż

Ω

|∇u|p´2∇u ¨ ∇v dx “ }u}pθ´1qp

ż

Ω

|∇u|p´1|∇v| dx “ }u}θp´1}v},

xLpvq, uy “ }v}pθ´1qp

ż

Ω

|∇v|p´2∇v ¨ ∇u dx “ }v}pθ´1qp

ż

Ω

|∇v|p´1|∇u| dx “ }v}θp´1}u}.

A igualdade na desigualdade de Hölder implica que existem duas constantes não negativas α e

β (não nulas simultaneamente), tais que

α |∇upxq| “ β |∇vpxq| q.t.p. x P Ω,

e pela igualdade na desigualdade de Schwarz concluímos

α∇upxq “ β∇vpxq q.t.p. x P Ω,

pelo qual αu “ β v, e assim }αu} “ }βv}, mas }u} “ }v} e α, β são não negativos, portanto

obtemos que u “ v.

Lema 3.0.12. Para cada w P LθppΩq, o problema

#
}u}pθ´1qp∆pu “ λ|w|θp´2w em Ω,

u “ 0 em BΩ,
(3.38)

tem única solução fraca u P W 1,p
0 pΩq. Mais ainda, o operador J : LθppΩq ÝÑ W

1,p
0 pΩq, definido

pela lei w ÞÑ Jpwq “ u, com u solução de (3.38), é contínuo.

Demonstração. De fato, a existência segue de um argumento de minimização padrão (veja o

Corolário 3.23 de [5]) e a unicidade segue do Lema 3.0.11. Para mostrar a continuidade do

operador J , tomemos pwnqn em LθppΩq tal que wn Ñ w em LθppΩq quando n Ñ 8 e seja

un “ Jpwnq. Então, considerando

xLpunq, vy “

ż

Ω

|wn|θp´2wnv dx, v P W 1,p
0 pΩq

e testando com v “ un, obtemos pela desigualdade de Hölder

}un}θp “ xLpunq, uny “

ż

Ω

|wn|θp´2wnun dx ď

ˆż

Ω

|wn|θp dx

˙ θp´1

θp
ˆż

Ω

|un|θp dx

˙ 1

θp

,

e assim, aplicando a Proposição 1.3.1 mostramos que punqn é limitada em W
1,p
0 pΩq. Portanto, a

menos de subsequência, pela Proposição 1.3.1 existem um u P W 1,p
0 pΩq e um α ě 0 tais que

un á u em W
1,p
0 pΩq, }un} Ñ α,

un Ñ u em LspΩq, 1 ď s ă p˚, un Ñ u q.t.p. em Ω.

(3.39)
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Mostraremos que un Ñ u em W
1,p
0 pΩq. Por isto procederemos similarmente à parte final da

prova do Lema 3.0.9. Se α “ 0, então un Ñ 0 e u “ 0. Se assumimos que α ą 0, por (3.38)

segue que

xLpunq, un ´ uy “ }un}pθ´1qp

ż

Ω

|∇un|p´2∇un ¨ p∇un ´ ∇uq dx “

ż

Ω

|wn|θp´2wnpun ´ uq, (3.40)

enquanto pelo teorema de convergência dominada de Lebesgue junto com (3.39) obtemos
ż

Ω

|wn|θp´2wnpun ´ uq Ñ 0, n Ñ 8.

Como α ą 0, segue de (3.40) a convergência
ż

Ω

|∇un|p´2∇un ¨ p∇un ´ ∇uq dx Ñ 0, n Ñ 8,

assim, temos as ferramentas necessárias para aplicar (2.36) e obter a convergência forte un Ñ u

em W
1,p
0 pΩq, e em particular ∇un Ñ ∇u q.t.p. Ω. Por outro lado, dada ϕ P W

1,p
0 pΩq, pelo

teorema de convergência dominada de Lebesgue

xLpunq, ϕy “ }un}pθ´1qp

ż

Ω

|∇un|p´2∇un ¨ ∇ϕdx

“

ż

Ω

|wn|θp´2wnϕdx Ñ

ż

Ω

|w|θp´2wϕdx, quando n Ñ 8,

enquanto

}un}pθ´1qp

ż

Ω

|∇un|p´2∇un ¨ ∇ϕdx Ñ }u}pθ´1qp

ż

Ω

|∇u|p´2∇u ¨ ∇ϕdx n Ñ 8.

Portanto, sendo ϕ P W 1,p
0 pΩq arbitrária, temos Jpwq “ u e Jpwnq Ñ Jpwq “ u quando n Ñ 8,

mostrando a continuidade de J .

Lema 3.0.13. Se λk ă λk`1, então Ψ̃λk tem um subconjunto A0 simétrico e compacto em

W
1,p
0 pΩq, com ind pA0q “ k.

Demonstração. Seja

πθppuq “
u

}u}θp

, u P W 1,p
0 pΩqzt0u

chamada de projeção radial sobre Nθp “ tu P W 1,p
0 pΩq : }u}θp “ 1u, e definamos

A “ πθppΨ̃λkq “ tw P Nθp : }w}θp ď λku.
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Então pela Proposição 1.4.11 e pelo Lema 3.0.8 segue que ind pAq “ ind pΨ̃λkq “ k.

Seja u “ Jpvq com v P A e J o operador do Lema 3.0.12. Então se L é o operador definido em

(3.33) temos as desigualdades

xLpuq, uy “ }u}θp “

ż

Ω

|v|θp´2uv dx ď

ˆż

Ω

|v|θp dx

˙ θp´1

θp
ˆż

Ω

|u|θp dx

˙ 1

θp

,

1 “ xLpuq, vy ď }u}pθ´1qp

ż

Ω

|∇u|p´2∇u ¨ ∇v dx ď }u}θp´1

ˆż

Ω

|∇v|p dx

˙ 1

p

“ }u}θp´1}v}.

Destas duas desigualdades nós obtemos

}u}θp

}u}θp

ď 1 ď }u}θp´1}v} ùñ }πθppuq} “
}u}

}u}θp

ď }v}

e assim πθppJpAqq Ď A. Defina J̄ “ πθp ˝ J , seja Ā “ J̄pAq e considere pϕnqn Ă Ā. Logo, para

cada n P N existe um vn P A tal que J̄pvnq “ ϕn. Como pvnqn Ă A obtemos }vn}θp ď λk, e

portanto existe um v P W
1,p
0 pΩq tal que vn á v em W

1,p
0 pΩq. Então pela Proposição 1.3.1 e

semicontinuidade inferior da norma

vn Ñ v, em LθppΩq, e }v}θp ď lim inf
nÑ8

}vn}θp ď λk,

de onde v P A. Segue pela continuidade de J em Lema 3.0.12 que Jpvnq Ñ Jpvq, e assim

ϕn “ J̄pvnq Ñ J̄pvq P Ā, quando n Ñ 8. Isto mostra que Ā é compacto em W
1,p
0 pΩq. Por

outro lado, dado que Ā Ă A e J̄ é uma aplicação contínua e ímpar de A para Ā, obtemos pela

Proposição 1.4.11 a igualdade ind pAq “ ind pĀq “ k. Finalmente, seja

πpuq “
u

}u}
, u P W 1,p

0 pΩqzt0u

chamada de projeção radial sobre N . Definamos A0 “ πpĀq, então A0 Ď Ψ̃λk é compacto em

W
1,p
0 pΩq e satisfaz ind pĀq “ ind pA0q “ k.

Concluímos o capítulo dando a demostração do Teorema 3.0.2, baseada principalmente

na Proposição 1.4.13.

Demonstração do Teorema 3.0.2. Pelo Lema 3.0.9 o operador Iλ satisfaz pPSqc para qualquer

0 ă c ă

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
S

θ

1´θp{p˚ .

Assim nossa ideia é aplicar a Proposição 1.4.13 com b “

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
S

θ

1´θp{p˚ .

Pelo Lema 3.0.13, temos que Ψ̃λk`m tem um subconjunto compacto e simétrico A0 com ind pA0q “
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k ` m. Pela Proposição 1.4.13, denotamos B0 “ Ψ̃λk`m
. Segue então pelo Lema 3.0.8 que

ind pN zB0q “ k ` m.

Sejam R ą r ą 0 e A, B e X como na Proposição 1.4.13. Para u P B0 e usando (1.14) nós temos

Iλpruq “
rθp

θp
}u}θp ´

λrθp

θp

ż

Ω

|u|θp dx ´
rp˚

p˚

ż

Ω

|u|p
˚

dx

ě
rθp

θp
}u}θp ´

λrθp

θp

}u}θp

λk`m

´
rp˚

p˚

ż

Ω

|u|p
˚

dx

ě
rθp

θp
}u}θp

ˆ
1 ´

λ

λk`1

˙
´
rp˚

p˚
}u}p˚

S´p˚{p “
rθp

θp

ˆ
1 ´

λ

λk`1

˙
´
rp˚

p˚
S´p˚{p. (3.41)

Dado que λ ă λk`m e θp ă p˚, segue de (3.41) que inf
uPB

Iλpuq ą 0 para r suficientemente pequeno.

Agora, para u P A0 Ă Ψ̃λk`m e pela desigualdade de Hölder

IλpRuq “
Rθp

θp
}u}θp ´

λRθp

θp

ż

Ω

|u|θp dx ´
Rp˚

p˚

ż

Ω

|u|p
˚

dx

ď
Rθp

θp
}u}θp ´

λRθp

θp

}u}θp

λk`m

´
Rp˚

p˚

¨
˚̊
˝

ż

Ω

|u|θp dx

λk`m |Ω|
1´ θp

p˚

˛
‹‹‚

p˚{θp

ď
Rθp

θp
}u}θp ´

λRθp

θp

}u}θp

λk`m

´
Rp˚

p˚

˜
}u}θp

λk`m |Ω|
1´ θp

p˚

¸p˚{θp

“
Rθp

θp
}u}θp

ˆ
1 ´

λ

λk`m

˙
´
Rp˚

p˚

1
´
λk`m |Ω|

1´ θp

p˚

¯p˚{θp
. (3.42)

Dado que λ ă λk`m e θp ă p˚, por (3.42) podemos escolher R ą r suficientemente grande tal

que Iλpuq ď 0, para cada u P A. Para u P X, pela desigualdade de Hölder segue

Iλpuq “
1

θp
}u}θp ´

λ

θp

ż

Ω

|u|θp dx ´
1

p˚

ż

Ω

|u|p
˚

dx

ď
λk`m ´ λ

θp

ż

Ω

|u|θp dx ´
1

p˚

¨
˚̊
˝

ż

Ω

|u|θp dx

|Ω|
1´ θp

p˚

˛
‹‹‚

p˚{θp

“
λk`m ´ λ

θp

ż

Ω

|u|θp dx ´
1

p˚

˜
}u}θp

θp

|Ω|
1´ θp

p˚

¸p˚{θp

. (3.43)
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Defina g : R`
0

ÝÑ R com

gpτq “

ˆ
λk`m´λ

θp

˙
τ ´

1

p˚

˜
τ

|Ω|
1´ θp

p˚

¸p˚{θp

.

Então, como θp ă p˚ e λk`m ą λ, a g atinge um máximo no seu único ponto crítico

τ “ pλk`m ´ λqθp{pp˚´θpq |Ω|, com valor

max gpτq “

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
pλk`m ´ λq

p˚

p˚´θp |Ω|,

pelo qual

sup
uPX

Iλpuq ď

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
pλk`m ´ λq

p˚

p˚´θp |Ω| ď

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
S

θp˚

P ˚´θp

já que λk`m ´ λ˚˚ ă λ. Agora, pela Proposição 1.4.13 obtemos a existência de m pares distintos

de pontos críticos ˘uj, com j “ 1, . . . ,m, de Iλ tais que

0 ă Ipujq ď

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
pλk`m ´ λq

p˚

p˚´θp |Ω| ÝÑ 0, quando λ Ñ λk`m,

que implica ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
}u}p˚

p˚ “ Iλpujq ´
1

θp
xI 1

λpujq, ujy “ Iλpujq Ñ 0,

quando λ Ñ λk`m. Além disso, pela desigualdade de Hölder uj Ñ 0 em LppΩq, quando

λ Ñ λk`m, e assim concluímos

}uj}θp “

ˆ
θpIλpujq ` λ}uj}θp

θp `
θp

p˚
}uj}p˚

p˚

˙
Ñ 0,

quando λ Ñ λk`m.
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4 Caso sublinear

Neste último capítulo vamos estudar o problema (1) no caso sublinear. Ou seja,

consideramos #
´}u}pθ´1qp∆pu “ λ |u|q´2u ` |u|p

˚´2u em Ω,

u “ 0 em BΩ.
(4.1)

com 1 ă q ă θp ă p˚, que será assumido no capítulo inteiro, sem repeti–lo. Neste caso o

funcional associado ao problema (4.1) vem dado por

Iλpuq “
1

θp
}u}θp ´

λ

q

ż

Ω

|u|q dx ´
1

p˚

ż

Ω

|u|p
˚

dx. (4.2)

Assim, podemos estabelecer o resultado principal do capítulo.

Teorema 4.0.1. Existe um λ˚ ą 0 tal que para todo λ P p0, λ˚q o problema (4.1) tem uma

sequência de soluções punqn com Iλpunq ď 0 e punqn converge a zero quando n Ñ 8.

A ideia para provar o Teorema 4.0.1 é aplicar a Proposição 1.5.4. Por isto, precisamos

provar a condição pPSqc com c suficientemente pequeno. Argumentaremos similarmente ao

Lema 3.0.9, porém devemos estudar diferentemente o termo sublinear do novo Iλ. Em particular,

consideremos já que a sequência de pPSqc seja limitada.

Lema 4.0.2. Fixado λ ą 0, seja punqn Ă W
1,p
0 pΩq uma pPSqc sequência para Iλ, com punqn

limitada e

c ă

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
S

θp˚

p˚´θp ´

»
—–

´
1

q
´ 1

θp

¯
|Ω|

p˚´q

p˚

´
1

θp
´ 1

p˚

¯

fi
ffifl

1

p˚´q ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙ˆ
p˚

q
´ 1

˙
λ

p˚

p˚´q . (4.3)

Então punqn admite uma subsequência fortemente convergente em W
1,p
0 pΩq.

Demonstração. Fixemos λ ą 0 e c que verifica (4.3). Seja punqn Ă W
1,p
0 pΩq uma sequência

limitada tal que

Iλpunq Ñ c e I 1
λpunq Ñ 0. (4.4)

Sendo punqn limitada em W
1,p
0 pΩq, aplicando (1.12), (1.13) e a Proposição 1.3.2, temos que, a

menos de subsequência, existem um u P W 1,p
0 pΩq e um α ě 0 tais que

un á u em W
1,p
0 pΩq, }un} Ñ α,

un á u em Lp˚

pΩq,

un Ñ u em LspΩq, s P r1, p˚q , un Ñ u q.t.p. em Ω.

(4.5)
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Note que, se α “ 0 a conclusão do lema segue. Portanto assumiremos que α ą 0. Agora

podemos argumentar exatamente como na demostração do Lema 2.0.5, usando (4.5) e provando

(3.19)–(3.28), com

}un}pθ´1qp

ż

Ω

ϕε,j0
|∇un|p dx “ ´ }un}pθ´1qp

ż

Ω

|∇un|p´2un∇un ¨ ∇ϕε,j0
dx

` λ

ż

Ω

|un|qϕε,j0
dx `

ż

Ω

ϕε,j0
|un|p

˚

dx ` onp1q,

em vez de (3.23) e

lim
εÑ0`

lim
nÑ8

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

|un|qϕε,j0
dx

ˇ̌
ˇ̌ “ 0,

em vez de (3.25). Assim, sobretudo concluímos que

νj0
“ 0 ou νj0

ě S
θp˚

p˚´θp .

Suponhamos por absurdo que νj0
ě S

θp˚

p˚´θp , então por (4.4)

c “ Iλpunq ´
1

θp
xI 1

λpunq, uny ` onp1q “ ´λ

ˆ
1

q
´

1

θp

˙ż

Ω

|un|q dx `

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙ż

Ω

|un|p
˚

dx,

enviando n Ñ 8 junto com (3.21) nós obtemos

c ě ´ λ

ˆ
1

q
´

1

θp

˙ż

Ω

|u|q dx `

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙ż

Ω

|u|p
˚

dx `

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙ÿ

jPJ

vj

ě ´λ

ˆ
1

q
´

1

θp

˙ż

Ω

|u|q dx `

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙ż

Ω

|u|p
˚

dx `

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
S

θp˚

p˚´θp ,

e pela desigualdade de Hölder

c ě

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
S

θp˚

p˚´θp ´ λ

ˆ
1

q
´

1

θp

˙
|Ω|

p˚´q

p˚

ˆż

Ω

|u|p
˚

dx

˙q{p˚

`

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙ż

Ω

|u|p
˚

dx

“

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
S

θp˚

p˚´θp ´ λ

ˆ
1

q
´

1

θp

˙
|Ω|

p˚´q

p˚ }u}q
p˚ `

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
}u}p˚

p˚ .

(4.6)

Consideremos a função

hptq “ ´λ

ˆ
1

q
´

1

θp

˙
|Ω|

p˚´q

p˚ tq `

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
tp

˚

, t ě 0.

Como p˚ ą θp ą q, a função h atinge um mínimo num t0 ą 0, mais especificamente no ponto

t0 “

»
—–
λq

´
1

q
´ 1

θp

¯
|Ω|

p˚´q

p˚

p˚
´

1

θp
´ 1

p˚

¯

fi
ffifl

1

p˚´q

,
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com valor

hpt0q “

»
—–

´
1

q
´ 1

θp

¯
|Ω|

p˚´q

p˚

´
1

θp
´ 1

p˚

¯

fi
ffifl

1

p˚´q ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙ˆ
1 ´

p˚

q

˙
λ

p˚

p˚´q . (4.7)

Logo, por (4.6) e (4.7) segue que

c ě

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
S

θp˚

p˚´θp ´

»
—–

´
1

q
´ 1

θp

¯
|Ω|

p˚´q

p˚

´
1

θp
´ 1

p˚

¯

fi
ffifl

1

p˚´q ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙ˆ
p˚

q
´ 1

˙
λ

p˚

p˚´q ,

que contradiz (4.3). Portanto, como j0 foi arbitrário, νj “ 0 para todo j P J . Assim aplicando

(3.20) com ψ ” 1 concluímos que punqn converge fortemente para u em Lp˚

pΩq.

A partir disto, podemos argumentar exatamente como na parte final do Lema 3.0.9, com

}un}pθ´1qp

ż

Ω

|∇un|p´2∇un ¨ p∇un ´ ∇uq dx ´ λ

ż

Ω

|un|q´2unpun ´ uq dx

`

ż

Ω

|un|p
˚´2

unpun ´ uq dx “ onp1q quando n Ñ 8.

em vez de (3.29) e

lim
nÑ8

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

|un|q´2unpun ´ uq dx

ˇ̌
ˇ̌ “ 0,

em vez de (3.30), provando que un Ñ u em W
1,p
0 pΩq quando n Ñ 8 e concluindo a prova do

lema.

Para aplicar a Proposição 1.5.4 precisamos um funcional limitado por baixo. Todavia

o nosso Iλ em (4.2) não é limitado por baixo. Na verdade dado u P W 1,p
0 pΩq temos

Iλptuq “
tθ

θp
}u}θp ´

tq λ

q

ż

Ω

|u|q dx ´
tp

˚

p˚

ż

Ω

|u|p
˚

dx Ñ ´8 quando n Ñ 8,

pois q ă θp ă p˚.

Por isto, vamos usar um argumento de truncamento, com inspiração no artigo [4]. Pela Proposição

1.3.1 existem constantes C1,q, C1,p˚ ą 0 tais que

Iλpuq ě
1

θp
}u}θp ´

λC1,q

q
}u}q ´

C1,p˚

p˚
}u}p˚

para todo u P W 1,p
0 pΩq,

segue então que Iλpuq ě gλp}u}q, onde

gλptq “
1

θp
tθp ´

λC1,q

q
tq ´

C1,p˚

p˚
tp

˚

, t P r0,8q.
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Agora, pegamos R1 ą 0 suficientemente pequeno tal que

1

θp
R

θp
1 ´

C1,p˚

p˚
R

p˚

1 ą 0,

e definimos

λ˚
1

“
q

2C1,qR
q
1

ˆ
1

θp
R

θp
1 ´

C1,p˚

p˚
R

p˚

1

˙
ą 0, (4.8)

tal que gλ˚
1

pR1q ą 0. Consideramos

R0 “ max
!
t P p0, R1q : gλ˚

1

ptq ď 0
)
.

Dado que q ă θp, temos que gλ˚
1

ptq ď 0 quando t está perto do 0 e como gλ˚
1

pR1q ą 0, segue

imediatamente que gλ˚
1

pR0q “ 0.

Assim, podemos construir uma função φ P C8
c pr0,8q, r0, 1sq tal que φptq “ 1 se t P r0, R0s e

φptq “ 0 se t P rR1,8q. Definimos um truncamento para Iλ por

Jλpuq “
1

θp
}u}θp ´

λ

q

ż

Ω

|u|q dx ´
φp}u}θpq

p˚

ż

Ω

|u|p
˚

dx, u P W 1,p
0 pΩq.

Então segue que Jλpuq Ñ 8 se }u} Ñ 8. Portanto Jλ é coercivo e limitado por baixo.

Lema 4.0.3. Para cada λ P p0, λ˚
1
q, se Jλpuq ď 0 então }u} ă R0 e Jλpvq “ Iλpvq para todo v

em alguma vizinhança aberta de u.

Além disso, Jλ satisfaz pPSqc para todo c que satisfaz (4.3).

Demonstração. Fixemos λ P p0, λ˚
1
q. Suponhamos que Iλpuq ă 0. Quando }u} ě R1, pois λ ă λ˚

1

e pela Proposição 1.3.1, temos

Jλpuq ě
1

θp
}u}θp ´

λ˚
1
C1,q

q
}u}q ą 0

com a última desigualdade consequência do fato que q ă θp. Considerando que gλ˚
1

pR1q ą 0

temos
1

θp
R

θp
1 ´

λ˚
1
C1,q

q
R

q
1 ą 0

daí obtemos a contradição 0 ě Jλpuq ą 0.

Quando }u} ă R1 dado que φptq ď 1 para cada t P r0,8q e considerando λ ă λ˚
1
, segue que

0 ą Iλpuq ě gλp}u}q ě gλ˚
1

p}u}q,

que implica }u} ă R0, pela definição de R0. Além disso, pela continuidade de Jλ existe uma

vizinhança aberta U de u tal que Jλpvq ă 0 para todo v P U e assim }v} ă R0 para todo v P U ,

portanto Jλpvq “ Iλpvq e J 1
λpvq “ I 1

λpvq para todo v P U .
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Logo, se c satisfaz (4.3) e punqn é uma pPSqc sequência para Jλ, segue então que

Iλpunq “ Jλpunq Ñ c ă 0 e I 1
λpunq “ J 1

λpunq Ñ 0,

quando n Ñ 8. Como Jλ é coercivo, a sequência punqn tem que ser limitada em W
1,p
0 pΩq, e assim

pelo Lema 4.0.2 obtemos a existência de uma subsequência de punqn fortemente convergente em

W
1,p
0 pΩq. Ou seja vale a condição pPSqc para Jλ.

Agora damos alguns resultados técnicos, onde precisamos o genus de Krasnoselskii γ

definido na Definição 1.5.1.

Lema 4.0.4. Para cada λ ą 0 e k P N, existe um ε0 “ ε0pλ, kq ą 0 tal que γpJ´ε0

λ q ě k, onde

J´ε0

λ “
 
u P W 1,p

0 pΩq : Jλpuq ď ´ε
(

é definido seguindo a Definição 1.2.1.

Demonstração. Fixemos λ ą 0 e k P N. Seja Xk um subespaço de W 1,p
0 pΩq tal que dimpXkq “ k.

Logo em Xk as normas } ¨ }, } ¨ }q são equivalentes e portanto existe uma constante Cpkq ą 0 tal

que

´Cpkq}u}q ě ´

ż

Ω

|u|q dx para todo u P Xk. (4.9)

Para cada u P Xk com }u} ď R0, por (4.9)

Jλpuq “ Iλpuq ď
1

θp
}u}θp ´

λCpkq

q
}u}q. (4.10)

Seja ρ uma constante positiva tal que

ρ ă min

#
R0,

„
λCpkq θp

q

 1

θp´q

+
(4.11)

e seja Sρ “ tu P Xk : }u} “ ρu. Obviamente, Sρ é homeomorfo à esfera pk ´ 1q–dimensional

Sk´1.

Além disso, para cada u P Sρ por (4.10)

Jλpuq ď ρq

ˆ
1

θp
ρθp´q ´

λCpkq

q

˙
ă 0

onde a última desigualdade segue por (4.11). Assim, encontramos uma constante ε0 ą 0 tal

que Jλpuq ă ´ε0 para cada u P Sρ. Lembrando a Definição 1.5.1, segue então que Sρ Ă J´ε0

λ ,

com J´ε0

λ P A pois Jλ é contínua, par e Jλp0q “ 0. Logo, pela Proposição 1.5.2 concluímos que

γpJ´ε0

λ q ě γpSρq ě k, lembrando que Sρ é homeomorfo à esfera Sk´1.
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Definimos para cada k P N

Γk :“ tA Ď W
1,p
0 pΩq : A é fechado, 0 R A, A é simétrico e γpAq ě ku,

e definimos também o nível crítico

ck “ inf
APΓk

sup
uPA

Jλpuq.

Provamos algumas propriedades da sequência pckqk.

Lema 4.0.5. Para cada λ ą 0 e k P N, o número ck é negativo.

Demonstração. Seja λ ą 0 e n P N. Pelo Lema 4.0.4, existe ε0 ą 0 tal que γpJ´ε0

λ q ě k. Pois Jλ é

contínuo e par, J´ε0

λ P Γk. Como Jλp0q “ 0 havemos que 0 R J´ε0

λ . Além disso sup
uPJ

´ε0

λ

Jλpuq ď ´ε0.

Em conclusão, lembrando também que Jλ é limitado por baixo, obtemos

´8 ă ck “ inf
APΓk

sup
uPA

Jλpuq ď sup
uPJ

´ε0

λ

Jλpuq ď ´ε0 ă 0,

concluindo a prova.

Agora vamos provar um resultado de interesse independente para pckqk. Isto mostra

que cada ck é um valor crítico para Jλ. Como é explicado no Remark 1.2 no artigo [15], a

sequência punqn do Teorema 4.0.1 não necessariamente é associada aos valores críticos pckqk.

Lema 4.0.6. Para cada λ P p0, λ˚
1
q, com λ˚

1
dado em (4.8), pckqk é uma sequência não decrescente

de valores críticos para Jλ com ck Ñ 0 quando k Ñ 8.

Demonstração. Fixemos λ P p0, λ˚
1
q. É claro que ck ď ck`1, pelo Lema 4.0.5 obtemos ck ă 0,

para cada k P N. Portanto ck Ñ c ď 0. Além disso, pelo Lema 4.0.3 o funcional Jλ verifica

pPSqck
. Então, segue por argumentos padrão, como no artigo [21], que todos ck são valores

críticos para Jλ. Afirmamos que c “ 0. Se c ă 0, usando ainda o Lema 4.0.3 temos que

Kc “
 
u P W 1,p

0 pΩq : J 1
λpuq “ 0 e Jλpuq “ c

(
,

definido seguindo a Definição 1.2.1, é compacto. Pela Proposição 1.5.2 segue que γpKcq “ k0 ă 8

e existe um δ ą 0 tal que γpKcq “ γpNδpKcqq “ k0.

Pela Proposição 1.5.3 existe um ε P p0, cq e um homeomorfismo ímpar η : W
1,p
0 pΩq ÝÑ W

1,p
0 pΩq

tal que

ηpJ c`ε
λ zNδpKcqq Ă J c´ε

λ . (4.12)
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Dado que pckqk é não decrescente e converge a c, existe um k P N tal que ck ą c´ ε e ck`k0
ď c.

Pegamos A P Γk`k0
tal que sup

uPA

Jλpuq ă c ` ε. Pela Proposição 1.5.2, temos

γpAzNδpKcqq ě γpAq ´ γpNδpKcqq, γpηpAzNδpKcqqq ě k. (4.13)

Portanto, obtemos

ηpAzNδpKcqq P Γk,

e assim

sup
uPηpAzNδpKcqq

Jλpuq ě ck ą c ´ ε. (4.14)

Por outro lado, por (4.12) e (4.13), segue que

ηpAzNδpKcqq Ă ηpAzNδpKcqq Ă ηpJ c`ε
λ zNδpKcqq Ă J c´ε

λ , (4.15)

que contradiz (4.14). Portanto concluímos que ck Ñ 0 quando k Ñ 8.

Finalmente damos uma prova para o Teorema 4.0.1.

Demonstração do Teorema 4.0.1. Consideramos λ˚
2

ą 0 suficientemente pequeno tal que para

cada λ P p0, λ˚
2
q

c̄ :“

ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙
S

θp˚

p˚´θp ´

»
—–

´
1

q
´ 1

θp

¯
|Ω|

p˚´q

p˚

´
1

θp
´ 1

p˚

¯

fi
ffifl

1

p˚´q ˆ
1

θp
´

1

p˚

˙ˆ
p˚

q
´ 1

˙
λ

p˚

p˚´q ą 0. (4.16)

Assim, denotamos λ˚ “ mintλ˚
1
, λ˚

2
u com λ˚

1
dado em (4.8). Agora, pelo Lema 4.0.3, temos

Jλpuq “ Iλpuq numa vizinhança aberta de u, se Jλpuq ă 0. Portanto, para cada λ P p0, λ˚q pelos

Lemas 4.0.3 e 4.0.5 podemos aplicar a Proposição 1.5.4 a Iλ com c̄ dado em (4.16), concluindo

que existe uma sequência pukqk de pontos críticos para Iλ que satisfaz piq ou piiq da Proposição

1.5.4. Em qualquer caso obtemos o resultado desejado, concluindo a prova do teorema.

Terminamos o trabalho observando que ao contrário do Teorema 3.0.2, no Teorema

4.0.1 não precisamos a homogeneidade derivada pelo operador ´}u}pθ´1qp∆pu. Portanto, podemos

estudar (4.1) com um coeficiente de Kirchhoff mais geral, ou seja o problema
#

´Mp}u}pq∆pu “ λ |u|q´2u ` |u|p
˚´2u em Ω,

u “ 0 em BΩ,
(4.17)

com M que verifique pM1q–pM3q dadas na Seção 1.1. Todavia, por causa de pM2q consegue–se

resolver o problema (4.17) somente quando q P p1, pq. Ou seja, não se pode cobrir o caso sublinear

completo q P p1, θpq dado no Teorema 4.0.1, como bem explicado no artigo [6].
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