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Resumo

Esta tese investiga a classe dos sistemas lineares positivos, isto €, sistemas cujas varidveis de
estados assumem apenas valores nio negativos. As principais contribui¢des deste trabalho com-
preendem a elaboracido de métodos para andlise de estabilidade e para a sintese de controladores
e filtros para sistemas lineares positivos. As condi¢des propostas sao dadas em termos de desi-
gualdades matriciais lineares desde que, nos procedimentos de sintese, algumas varidveis sejam
fixas, o que leva a construcdo de algoritmos iterativos para a resolu¢do dos problemas. Na ana-
lise consideram-se os sistemas precisamente conhecidos (sem incertezas) com saturagao nos
atuadores, explorando a representacdo da saturagdo em termos da fun¢do rampa e valendo-se
de relaxagdes de copositividade de formas quadraticas em condigdes de estabilidade global. O
projeto de controle .75 é feito para sistemas lineares positivos de tempo continuo com parame-
tros incertos pertencentes a um politopo. No projeto do controlador dindmico por realimentacao
de saida de ordem completa sdo tratados sistemas lineares positivos sujeitos a incertezas inter-
valares, considerando modelos no tempo continuo e discreto. O projeto de filtros positivos de
ordem reduzida .74 e 77, € investigado para sistemas lineares positivos incertos discretos no
tempo. A sintese de controladores € feita por algoritmos iterativos cuja principal vantagem €
apresentar as condi¢des do problema de otimizacdo com a matriz de Lyapunov e outras varia-
veis de decisdo de forma afim. Essa caracteristica é especialmente vantajosa no contexto de
sistemas positivos, pois propicia que as restricoes relacionadas a positividade sejam impostas
diretamente nas varidveis de projeto (matrizes do filtro ou do controlador). Por fim, a eficicia

dos métodos propostos € ilustrada por exemplos numéricos.

Palavras-chaves: Sistemas lineares positivos; saturacao; controle robusto; controle por reali-
mentacao estdtica de saida; controle por realimentacdo dinamica de saida; controle por reali-

mentacdo de estados; filtragem; desigualdades matriciais lineares.



Abstract

This thesis investigates the class of positive linear systems, that is, systems whose state variables
assume only non-negative values. The main contributions of this study concern the elaboration
of methods for stability analysis and for the synthesis of controllers and filters for positive lin-
ear systems. The proposed conditions are given in terms of linear matrix inequalities since, in
the synthesis procedures, some variables are fixed, which leads to the construction of iterative
algorithms to solve the problems. In analysis, precisely known systems (without uncertainties)
are considered with saturation in the actuators, exploring the representation of saturation in
terms of a ramp function and making use of relaxations of copositivity of quadratic forms in
global stability conditions. The .74 control design is addressed for continuous-time positive
linear systems with uncertain parameters belonging to a polytope. In the full order dynamic
output-feedback control design, positive linear systems with interval uncertainties are treated,
considering continuous- and discrete-time models. The reduced-order 7% and 772, positive filter
design is investigated for positive uncertain discrete-time linear systems. The control synthesis
is addressed by iterative algorithms whose main advantage is to present the conditions of the
optimization problem with the Lyapunov matrix and other decision variables appearing in an
affine way. This characteristic is especially advantageous in the context of positive systems,
since the restrictions related to positivity can be imposed directly on the design variables (ma-
trices of the filter or controller). Finally, the effectiveness of the proposed methods is illustrated

by numerical examples.

Keywords: Linear positive systems; saturation; robust control; static output-feedback control;

dynamic output-feedback control; state-feedback control; filtering; linear matrix inequalities.
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Introducao

Em virtude das crescentes e rigorosas exigéncias em relagdo ao desempenho e pre-
cisdo em sistemas de controle, tem-se o aumento da complexidade dos modelos, dificultando
o tratamento de tais sistemas por procedimentos analiticos. Nesse cendrio, as desigualdades
matriciais lineares (em inglé€s, Linear Matrix Inequalities — LMIs) emergem como uma pode-
rosa ferramenta para tratar problemas de controle que apresentam dificuldade, ou até mesmo
impossibilidade, de resolugdo analitica (SCHERER; WEILAND, 2015). Embora a histéria das
LMIs remonte as décadas de 1940-1960 com os trabalhos desenvolvidos por Kalman, Yakubo-
vich, Popov e Willems, descrevendo problemas de controle em termos de LMIs (SCHERER;
WEILAND, 2015; PALHARES; GONCALVES, 2007), apenas no final do século XX surgiram
técnicas eficientes para a resolu¢cdo das LMIs, como o algoritmo de pontos interiores (GAHI-
NET; NEMIROVSKII, 1997). Esta disponibilidade de resolvedores rapidos e eficientes para
problemas de programacdo semidefinida ocasionou uma mudanca de paradigma na area de
controle robusto, fomentando as reformulacdes dos problemas de controle de modo a verificar
a existéncia de solucdes em termos de LMIs ou, alternativamente, a otimizac¢do de funcionais
sob restricdes LMIs (SCHERER; WEILAND, 2015).

Na teoria de controle, a primeira formulacdo direta em termos de LMIs decorreu
do Teorema de Lyapunov (PALHARES; GONCALVES, 2007). Primeiramente, a funcao de
Lyapunov quadratica nos estados, com matriz constante, foi utilizada para o desenvolvimento
de condig¢des suficientes para a estabilidade (chamada de estabilidade quadratica) de sistemas
com incertezas, com extensdes para controle e filtragem. Posteriormente, fun¢des de Lyapunov
mais complexas, como as func¢des polinomiais homogéneas em termos dos parametros incertos,
proveram uma gama de novos resultados, para as mais variadas classes de sistemas dindmi-
cos (continuos, discretos, hibridos) sujeitos a diversas perturbacdes e nao linearidades. Nesse
contexto, podem ser citados trabalhos com sintese de realimentacdo de estados baseada na es-
tabilidade quadratica (BERNUSSOU et al., 1989; GEROMEL et al., 1991), com formas afins
da matriz de Lyapunov, como em de Oliveira et al. (1999), Leite e Peres (2003), Peaucelle
et al. (2000) (utilizando varidveis extras introduzidas pelo lema de Finsler (DE OLIVEIRA;
SKELTON, 2001)) e a caracterizacdo completa de estabilidade robusta por meio de fungdes

de Lyapunov polinomiais, de grau genérico, construidas a partir de relaxacdes LMIs conver-
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gentes (BLIMAN, 2004; CHESI, 2010; CHESI et al., 2005; CHESI et al., 2009; OLIVEIRA;
PERES, 2007; OLIVEIRA et al., 2008; SCHERER; HOL, 2006).

No estudo de sistemas dindmicos, além das especificagdes oriundas dos critérios de
desempenho ou das incertezas, pode ser necessdrio incorporar restricoes que sao intrinsecas ao
préprio sistema, como no caso dos sistemas positivos, abordados nesta tese, cujas varidveis de
estados assumem apenas valores ndo negativos. Para manter o significado do ponto de vista de
modelagem desta classe de sistemas, € necessario, por exemplo, ao sintetizar uma lei de controle
por realimentacdo, estender a propriedade de positividade, caracteristica do sistema em malha
aberta, para o sistema projetado em malha fechada (BRU; ROMERO-VIVO, 2009), inserindo
assim mais restricdes ao projeto de controle.

Os sistemas positivos estdo presentes em inimeros problemas praticos de engenha-
ria. De fato, a restricdo de ndo negatividade estd contida em qualquer varidvel que represente
recursos mensuraveis por quantidades como tempo, dinheiro, pacotes de dados, populagdes,
etc. (FARINA; RINALDI, 2000). Desse modo, ¢ comum encontrar sistemas positivos em mo-
delos de fluxo em redes (transporte, trafego, comunicagdes), populacionais, econdomicos, epi-
demioldgicos, etc. (RANTZER; VALCHER, 2018; AIT RAMI et al., 2014; BLANCHINI; GI-
ORDANO, 2014; HERNANDEZ-VARGAS; MIDDLETON, 2013; FARINA; RINALDI, 2000;
BERMAN; PLEMMONS, 1979; LUENBERGER, 1979).

De acordo com Luenberger (1979), o conceito dos sistemas positivos estd funda-
mentado na teoria das matrizes positivas que tem como alicerce o célebre Teorema de Perron-
Frobenius (HORN; JOHNSON, 1991), sendo uma tematica ainda aberta para pesquisas. Inclu-
sive, de acordo com Ebihara et al. (2018), embora existam resultados significativos em andlise
vélidos especificamente para os sistemas positivos, 0 mesmo ndo ocorre em problemas de sin-
tese nos quais, conforme mencionado anteriormente, hd a restricdo natural para que o sistema
em malha fechada seja positivo, dificultando o projeto. Entretanto, ainda segundo Ebihara et al.
(2018), em alguns casos, este desafio pode ser contornado pelo uso de estruturas diagonais para
algumas matrizes envolvidas no projeto do controlador ou filtro. Essa estratégia baseia-se no re-
sultado bem estabelecido em que uma matriz de Lyapunov diagonal € utilizada para certificar a
estabilidade assintética do sistema positivo (FARINA; RINALDI, 2000). Na mesma linha, den-
tre outros resultados, destaca-se o trabalho de Tanaka e Langbort (2011) que projeta um ganho
de controle 6timo .77, por realimentacio de estados a partir do bounded real lemma com uma
matriz de Lyapunov diagonal sem qualquer conservadorismo para sistemas lineares positivos
precisamente conhecidos. Uma prova alternativa referente a este resultado é dada em Ebihara
et al. (2014). Além disso, ainda em Ebihara et al. (2014) é apresentada uma nova LMI para a
andlise de desempenho 72, em que a varidvel correspondente a matriz de Lyapunov pode ser
nao-simétrica. Em Li et al. (2010) a norma .77, é adotada como critério de desempenho no pro-
jeto de um filtro positivo de ordem reduzida para sistemas positivos precisamente conhecidos
no tempo discreto.

No ambito de sistemas positivos € preciso ressaltar que, embora seja possivel obter
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condicdes necessdrias e suficientes ao tratar do controle por realimentacdo de estados consi-
derando norma 7% no caso de sistemas precisamente conhecidos. Isto ndao ocorre ao lidar
com a norma %3, sendo que até o presente momento, existem apenas condi¢Oes suficientes.
De acordo com Ebihara et al. (2018) é possivel que para sistemas positivos o projeto de con-
trole .75 por realimentago de estados seja ndo convexo. Em relacio aos trabalhos que abordam
a norma 7% como critério de desempenho para andlise ou sintese no contexto de sistemas po-
sitivos pode-se citar Deaecto e Geromel (2017), Ebihara (2018), Ebihara ef al. (2018), Ebihara
et al. (2019).

Com relacdo ao projeto de controle por realimentacio de saida para sistemas posi-
tivos, novamente, t€ém-se unicamente solucdes subodtimas, veja Blondel e Tsitsiklis (2000) no
qual esse problema € tratado com o uso de algoritmos iterativos baseados em LMIs.

Nao obstante, quando incertezas afetam a planta, apenas condi¢des suficientes po-
dem ser obtidas e uma estrutura diagonal fixa para a matriz de Lyapunov, ou qualquer outra
varidvel envolvida nas condi¢des, pode produzir resultados ruins em termos de custos garanti-
dos 7% e 7%, especialmente se a matriz restrita a ser diagonal estiver envolvida no calculo do
ganho projetado.

Diante do exposto, nesta tese objetiva-se desenvolver técnicas de andlise e sintese
de controladores e filtros para sistemas positivos, considerando as normas 7% e .7, como
indices de desempenho. Para solucionar as condi¢des elaboradas para sintese, utilizam-se algo-
ritmos iterativos baseados no método de Felipe (2017). Os procedimentos iterativos propostos
caracterizam-se por apresentar o ganho e a matriz de Lyapunov como varidveis independentes
nas condig¢des. Portanto, no problema de filtragem, por exemplo, é possivel impor diretamente
nas matrizes dos filtros as restri¢des relacionadas a positividade. No projeto de controle estitico
em que o sistema em malha fechada tem que satisfazer a ndo negatividade no caso discreto
(ou ser Metzler, isto €, ter elementos ndo negativos fora da diagonal, para sistemas continuos
no tempo), elimina-se a necessidade de impor estrutura diagonal as varidveis de decisdao em-
pregadas nas LMIs, pois o ganho nao é recuperado por mudancas de varidveis e sim tratado
diretamente como uma variavel do problema de otimizagao.

As contribuicOes desta tese sdo apresentadas nos capitulos 2, 3 e 4. As condic¢des
de sintese propostas nos capitulos 3 e 4 sdo descritas em termos de LMIs dependentes de para-
metros pertencentes ao simplex unitdrio, o procedimento de resolucdo numérica desse tipo de
condi¢do € discutido na Secao 1.2.1.

Na sequéncia, os capitulos que compdem esta tese sdo brevemente descritos.

Capitulo 1: Introduz os conceitos e as defini¢des empregados no decorrer desta tese.

Capitulo 2: Contém a primeira contribui¢ao desta tese, a qual consiste em uma técnica para
andlise de sistemas lineares positivos com saturagao nos atuadores explorando a represen-
tacdo da saturacao em termos da fun¢do rampa, nos casos continuo e discreto no tempo.

A eficdcia das abordagens propostas é averiguada recorrendo a exemplos numéricos en-
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volvendo sistemas positivos com diferentes ordens e nimero de entradas.

Capitulo 3: Aborda os problemas de sintese de um ganho estatico por realimentacdo de saida
que assegure um custo garantido .7#5 para sistemas lineares positivos em tempo continuo
com parametros incertos pertencentes a um politopo e o projeto de um controlador di-
namico por realimentacdo de saida de ordem completa para sistemas lineares positivos
sujeitos a incertezas intervalares em tempo continuo e discreto. As condi¢des propostas
sdo solucionadas por meio de procedimentos iterativos. Exemplos numéricos criados ou

retirados da literatura explicitam as vantagens das técnicas elaboradas.

Capitulo 4: Discorre sobre o projeto de filtros positivos 7% e .7, de ordem reduzida para
sistemas lineares incertos positivos em tempo discreto. Novamente utiliza-se um procedi-
mento iterativo para a resolucio das condi¢des propostas. A validacao dos procedimentos
propostos ¢é feita por meio de exemplos baseados em aplicacdes praticas cujos modelos

matemadticos podem ser encontrados na literatura.

Capitulo 5: Apresenta as consideragdes finais desta tese, retratando as contribuicdes, as pers-

pectivas para trabalhos futuros e os artigos produzidos.
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Capitulo

Conceitos Preliminares e Defini¢des

1.1 Sistemas lineares invariantes no tempo incertos

A maioria dos projetos de controle € baseada no uso de um modelo matematico, cuja
finalidade € caracterizar um sistemareal. As diferencgas ou erros entre o modelo e a realidade sado
denotados pelo termo incerteza, e qualquer mecanismo usado para expressar esses erros € dito
representagdo da incerteza (ZHOU; DOYLE, 1998). De fato, o modelo € meramente uma apro-
ximacao matemadtica da planta, podendo conter diferentes tipos de incerteza como, por exemplo,
as decorrentes de linearizacdes, ruidos, dinamicas ndo modeladas, erros de identifica¢do, entre
outras. Na maioria dos sistemas praticos, pelo menos dois tipos estdo presentes: a dindmica ndo
modelada, associada a incertezas de alta frequéncia, e a incerteza paramétrica, devido a falta do
conhecimento preciso dos parametros. Estas incertezas causam a deterioracdo do desempenho
e podem até tornar o sistema controlado instavel (DATTA; PATEL, 1996). Deste modo, € essen-
cial admitir incertezas no modelo, obtendo assim uma representa¢do mais fidedigna do sistema
fisico.

Nesta tese, uma das representagdes utilizadas para expressar os modelos de sistemas
lineares com a presenga de incertezas paramétricas € a politdpica, conforme denotado pelo
sistema

Olx] =A(a)x+B(a)u+E(o)w,
z=C(0)x+ D, (t)u+E;(a)w, (1.1)
y=Cy(a)x+Ey(a)w,
sendo x € R™, u € R™, w e R", z € R™, y € R', respectivamente, os vetores de estados, da
entrada de controle, da entrada exdgena, da saida controlada e da saida medida. O operador § -]
equivale a derivada, dx/dt, para sistemas continuos e ao operador avango, x(k + 1), para sis-
temas discretos no tempo. As matrizes do espago de estados possuem dimensdes apropriadas,

sdo incertas e pertencem a um politopo’, ou seja, qualquer matriz pode ser escrita como uma

' Em Palhares e Gongalves (2007) um politopo é definido como um conjunto poliedral limitado (convexo e

fechado), ou ainda, como a casca convexa de um conjunto finito de vértices.
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combinacdo convexa de N vértices conhecidos na forma

N
M(a)=Y oM, o €A, (1.2)

i=1
em que M(o) caracteriza cada uma das matrizes de (1.1), M;, i = 1,...,N, descreve os vér-
tices do politopo e & = [o; 0 -+ ]’ é um vetor de parAmetros invariantes no tempo que

corresponde as incertezas paramétricas e pertence ao simplex unitario

N
A:{aeRN: Zocizl,oc,-zo,izl,...,N}. (1.3)

i=1
A fim de ilustrar o conceito apresentado, considere o politopo com cinco vértices
apresentado na Figura 1. Qualquer combinacdo de o que satisfaca (1.3) corresponderd a uma
combinacdo de vértices M; e produzird um ponto no interior, em uma aresta ou em um vértice

do conjunto poliedral representado em azul.

Ms M,

Yo, oM;

M,

Figura 1 — Politopo de matrizes composto por cinco vértices, baseado em Oliveira (2006).

1.1.1 Sistemas intervalares

De acordo com Ma et al. (2018), além de existirem incertezas intervalares em mui-
tos sistemas reais, a maioria dos sistemas de controle com parametros incertos pode ser apro-
ximada por sistemas com incertezas intervalares. Denota-se por sistema intervalar um sistema
dindmico linear regido por uma matriz intervalar, isto €, uma matriz cujos elementos variam
entre determinados limites (GAROFALO et al., 1993). Uma familia de matrizes intervalares é
definida como

A (A, Ay) ={A € R A, <A< Ay}, (1.4)

sendo A, = [am;;] € Ay = |ap;j] matrizes precisamente conhecidas. A familia 7' é descrita
geometricamente como um hiperretingulo no espaco R"*" dos coeficientes a;;. Assim, é um
caso especial do politopo de matrizes quando os elementos das matrizes variam de maneira
linearmente dependente em relacdo aos parametros incertos (YEDAVALLI, 2002). Em relacdo
a estabilidade (Schur ou Hurwitz), diz-se que o/ € estdavel se todo A € o for estavel (SU;
SHYR, 1994).
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1.2 Desigualdades matriciais lineares para estabilidade

Em Boyd et al. (1994) uma LMI € definida matematicamente como

F(v) éFg—l—iv,-E->-0, (1.5)
i=1

em que v € R™ € o vetor de varidveis e F; = F/ € R"™", i = 0,...,m sdo matrizes dadas.
Em (1.5), F(v) é definida positiva, mas poderia ser definida negativa ou com desigualdade
ndo-estrita. Perceba que F(v) tem estrutura simétrica, caracteristica intrinseca as LMIs (PA-
LHARES; GONCALVES, 2007). Note ainda que a LMI (1.5) é uma restricdo convexa em v,
ou seja, o conjunto solugdo {v|F(v) > 0} é convexo. A convexidade no conjunto solugio é uma
caracteristica relevante das LMIs, uma vez que simplifica a resolu¢@o de problemas complexos
como, por exemplo, os referentes aos sistemas incertos. De acordo com Boyd ef al. (1994), é
possivel representar uma ampla variedade de restricdes convexas em v utilizando (1.5), como:
desigualdades lineares, desigualdades quadraticas (convexas) e desigualdades de normas matri-
ciais. Diversos problemas de controle, filtragem e anélise de estabilidade podem ser descritos
por meio de tais restricdes, tal qual a desigualdade de Lyapunov. Inclusive, conforme discutido
em Palhares e Gongalves (2007), na teoria de controle, a primeira formulacdo direta em termos
de LMIs decorreu do teorema de Lyapunov, apresentado na tese de doutorado de Aleksandr
Mikhailovich Lyapunov em 1892 (LYAPUNOV, 1992).

Com base na teoria de estabilidade de Lyapunov, o sistema incerto
o[x] =A(a)x, (1.6)

em que A(c) é descrita por (1.2), pode ter sua estabilidade certificada por meio do lema a
seguir. Ressaltando que o Teorema de Lyapunov certifica a estabilidade da origem do sistema.
Entretanto, com um certo abuso de linguagem, é dito que Lyapunov certifica a estabilidade
Hurwitz do sistema linear, pelo fato do sistema linear com um udnico ponto de equilibrio na
origem que € assintoticamente estdvel necessariamente ser descrito por uma matriz A Hurwitz
(ou Schur).

Lema 1.1. (BOYD et al.,, 1994) O sistema continuo (1.6) é Hurwitz estdvel se, e somente se,

existir uma matriz de Lyapunov 0 < P = P’ € R"™*" tal que
A(o)P(at) +P(a)A(at) <0, Va €A. (1.7)

A estabilidade para o caso discreto no tempo pode ser verificada de modo analogo

pelo préximo teorema.

Lema 1.2. (BOYD et al., 1994) O sistema discreto (1.6) é Schur estdvel se, e somente se, existir

uma matriz de Lyapunov 0 < P = P’ € R™*" tal que

A(o)P()A(a) —P(a) <0, Va €A. (1.8)
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Para a resolucdo numérica dos lemas 1.1 e 1.2 € necessdrio estabelecer a priori
a forma que a matriz de Lyapunov depende do parametro incerto ¢, ou seja, a estrutura da
matriz P(o). Desta maneira, ao fixar uma estrutura para P(¢), é possivel construir um con-
junto finito de LMIs programaveis que, se satisfeitas, asseguram a validade da desigualdade
em todo o dominio A dado por (1.3), composto por infinitos pontos. Em suma, para obter um
conjunto finito de restricdes LMIs, € preciso definir estruturas para as varidveis do problema.
Deste modo, impor, por exemplo, a matriz de Lyapunov como independente de pardmetros
(constante), P(a) = P, é suficiente para certificar as condigdes dos teoremas 1.1 e 1.2 a partir
da verificag@o nos vértices do politopo ao qual pertence a matriz A(@), lembrando que a matriz
A(o) possui estrutura afim no pardmetro incerto, como em (1.2). Esta metodologia € referida
na literatura como estabilidade quadrdtica (BARMISH, 1985) e no ambito de sistemas preci-
samente conhecidos € uma condi¢do necessdria e suficiente para a estabilidade. Entretanto, no
caso de sistemas incertos, tal abordagem gera resultados que podem ser conservadores, visto
que a mesma fungdo de Lyapunov (quadratica nos estados), V (x) = x'Px, deve assegurar a esta-
bilidade do sistema em todo o dominio de incertezas. Para exemplificar, veja o préximo lema,
baseado na estabilidade quadratica. As condi¢des sao descritas para os N vértices pertencentes
ao politopo que descreve A(), porém, P € tnica. Por uma questdo de brevidade, a partir deste

ponto os proximos lemas desta se¢do abordam apenas o tempo continuo.

Lema 1.3 (BARMISH, 1985; BOYD et al., 1994). O sistema continuo (1.6) € estdvel se existir
uma matriz de Lyapunov 0 < P = P' € R™*"™ ral que

AP+PA;<0,i=1, ..., N. (1.9)

Na literatura, além do uso da estrutura constante, P(¢o) pode ter outras estruturas,
como por exemplo P(o) dependente de forma afim nos parimetros, ou seja, com estrutura igual
ade A(a), definida em (1.2). Observe na sequéncia condi¢des em que P(¢) tem estrutura afim

nos parametros que certificam a estabilidade do sistema.

Lema 1.4 (RAMOS; PERES, 2002). Se existirem matrizes de Lyapunov 0 < P, :Pl-’ € R™* " =
1, ..., N tais que
AlP+PA; <—1, i=1,...,N,
o) (1.10)
A;Pj+Pin+A;-B+BAJ-<ﬁI, i=1,...,N—1, j=i+1,..., N,
entdo

N N
Pla)=Y aP,, Y oi=1,0;>0 (1.11)
i=1 i=1

€ uma fungdo de Lyapunov dependente de pardmetros que assegura a estabilidade do sistema

continuo (1.6) para A(a) dado em (1.2), ou seja, que verifica a condi¢do (1.7) do Lema 1.1.

Perceba que as condi¢des fornecidas pelo Lema 1.4 sdo menos conservadoras que as

apresentadas no Lema 1.3, visto que a matriz de Lyapunov ndo € tinica e as condi¢des em (1.9)
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podem ser recuperadas fazendo P, = P, isto €, estdo contidas no Lema 1.4. Entretanto, ambas
estratégias sdo conservadoras ou, em outros termos, ¢ possivel que existam sistemas para os
quais ndo ha P constante ou P(a) afim que prove a estabilidade, mesmo que o sistema seja
estavel.

O desafio de encontrar uma estrutura particular para P(a) sem perda de generali-
dade foi solucionado em 2004 por Pierre-Alexandre Bliman utilizando um teorema de existén-
cia (BLIMAN, 2004). Neste teorema, se hd uma solu¢do com estrutura arbitraria para uma LMI
robusta, entdo existe uma func@o polinomial que também resolve essa LMI. Particularizando
o resultado de Bliman (2004) de modo que o dominio incerto seja o simplex unitario (1.3), a
solugio pode ser restrita i classe de polindmios homogéneos? de grau arbitrério. Deste modo, é

possivel caracterizar a estabilidade robusta do sistema (1.6) pelo seguinte lema.

Lema 1.5 (OLIVEIRA; PERES, 2007). O sistema continuo (1.6) é Hurwitz estdvel se, e so-
mente se, existir uma matriz polinomial homogénea 0 < Py(a) = Py(at)" € R™*™ de grau sufi-

cientemente grande g tal que
A'(a)Py(a) + P(a)A(a) <0, Yo €A. (1.12)

Note que o Lema 1.5 possui desigualdades polinomiais matriciais. Deste modo,
surge um novo problema desafiador que consiste em testar sem conservadorismo a positividade
ou negatividade de polindmios matriciais com parametros no simplex. Um resultado significa-
tivo para este teste € o teorema de Pdlya, mostrado a seguir, que inclusive lida exclusivamente

com polindmios homogéneos com varidveis no simplex unitario (1.3).

Lema 1.6 Pélya (HARDY et al., 1952). Seja um polindmio homogéneo escalar e positivo
F(a)2F(oq,0,...,0y), Yo € A. Entdo para um grau d suficientemente grande, o polinémio
resultante de

(0 + 0+ -+ o) F(a)

possui todos os coeficientes estritamente positivos.

Para um melhor entendimento do uso do Lema 1.6, considere o seguinte exemplo,

baseado nas notas de aula de Oliveira (2023).

Exemplo 1.1. Admita f(a) = & — a1 00+ 03, & € A. Utilizando a relaxagdo de Pélya, obtém-
se
d=1
(o4 ) (0d — oo+ 03) = o + 05,

embora o resultado contenha apenas termos positivos os coeficientes 0612062 e o OC22 sdo

nulos,

2 Polindmios em que os mondmios com coeficientes ndo-nulos t8m o mesmo grau total. Exemplo: x> + 3x%y* +

7xy*z2 4 27 é um polindmio homogéneo de grau 5, com trés varidveis.
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d=2
(a1 4+ )*(0d —oop+03) =af + oo + ool + 0,

o0 coeficiente 06120622 é nulo,
d=3

(o + ) (af — oo+ 03) = a3 +2atar + o5 03 + af o + 2005 + 0.

Neste exemplo, a relaxacdo de Polya para o grau d = 3 resulta em todos os coeficientes estri-

tamente positivos.

Embora o teorema de Pdlya trate de polindmios escalares, Carsten W. Scherer mos-
trou que é possivel estender os resultados para o caso matricial de modo direto (SCHERER,
2003; SCHERER, 2005), inserindo assim, o teorema de P6lya no contexto de anélise de siste-
mas lineares. Diante desse resultado, os requisitos para obter condi¢des necessdrias e suficientes
para certificar a estabilidade de (1.6) sdo alcancados (na verdade, as condigdes sdo assintotica-
mente necessarias, pois ndo € possivel computar a priori um valor de d para o qual a condi¢ao
seja conclusiva). Em suma, recorrendo ao uso de funcdes de Lyapunov quadraticas no estado
com dependéncia polinomial homogénea de grau arbitrario nos parametros, juntamente com as
relaxacdes de Polya, € possivel obter condi¢cdes LMIs finitas que tendem a necessidade para um

grau suficientemente grande de g ou d, conforme abordado em Oliveira e Peres (2007).

Lema 1.7 (OLIVEIRA; PERES, 2007). O sistema (1.6) é Hurwitz estdvel se, e somente se,
existir uma matriz polinomial homogénea Py(o) = Py(at)’ € R™*"™, um grau g e um d sufici-

entemente grandes tais que

(o 4044 oy) Py (a) = 0,

(1.13)
(o + 0+ +on) (A (@) Py () + Py(a)A(a)) < 0

sdo verificadas para todo o € A.

A fim de recapitular e reforcar as estruturas mencionadas para a matriz de Lyapunov,

assim como o uso da relaxacao de Pdlya para o caso matricial, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 1.2. Admita o sistema continuo (1.6) com N =2, ou seja, A(a) = a1A] + 0pA;.
Condigdes de estabilidade suficientes para A(a), considerando as relaxacoes em relacdo a

estrutura da matriz de Lyapunov, P(a.), e ao Teorema de Pdlya, sdo dadas a seguir:
(a) Estrutura constante (§=d =0, P(a) = P)

P >0,

, / (1.14)
A{P+PA; <0, ALP+PA; <0.
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(b) Estrutura afim (g =1,d =0, P(a)) = Pi(at) = 01 Po + 02 Po1)
Py > 0, Py >~ O,
AP+ PioA1 <0, A5Py +PyiAz <0, (1.15)
A,1P01 + Py1Aq +Al2P10 + PjpAp < 0.
Observe que a notacdo empregada nas matrizes de Lyapunov com dependéncia afim e, a
seguir, polinomial utiliza subindices que indicam a poténcia dos pardmetros que formam
0 monomio.
(¢) Estrutura polinomial (g =2, d =0, P(at) = Po(0) = 0 Pog + @1 0o P11 + Q3 Po2)
Py >~ O, P~ 0, Py >~ O,
A/] Pyy+ PpA; <0, A,2P()2 + PypAy <0,
A’ Poy + PppA1 +A5P1 + PiiAy < 0,
APy + PiiAy + AL Py + PyA; < 0.

(1.16)

(d) Estrutura afim e com uma relaxa¢do de Polya (g =1,d =1: P(a)) = Pi(a) = a1 P+
o FPor)
Po>0, Py >0, (1.17)

o Pio+ 0Py - 0, (1.18)

of (A} Pio+ PioA1) +03 (AyPyy + Po1Ay) +

N J/ N J/

Ry Ry

o1 0 (A1 Por + Po1A1 +ASPyg + PioAz) < 0. (1.19)

J/

R3
A desigualdade (1.18) testa se a matriz de Lyapunov é definida positiva, porém, como
trata-se de um polinomio de grau unitdrio basta impor que os coeficientes sejam posi-
tivos, ou seja, é necessdrio e suficiente impor as condicoes dadas em (1.17). Porém, na
segunda desigualdade (1.19), os graus do polinomio sdo maiores do que um, assim é
apenas suficiente impor Ry < 0, Ry < 0 e R3 < 0. Entretanto, perceba que as restri¢oes
envolvendo Ry e Ry sdo necessdrias, pois garantem a estabilidade nos vértices, aten-
dendo os casos em que ot =1 e oo =0, bem como a situacdo contrdria. Por outro lado,
a condi¢cdo Rz < 0 é apenas suficiente, tornando vantajoso o uso do teorema de Polya.

Assim, aplicando a relaxagdo de Polya para d = 1, tem-se
(OC] -+ OCQ)I(OCIZRI + OL22R2 + o OC2R3) <0,
R <0, R{+R3<0, Ry+R3=<0, Ry=<0. (1.20)

Em (1.20) as restricées Ry < 0 e Ry < 0 novamente aparecem, pois, como mencionado
anteriormente, sdo necessdrias. Entretanto, apos aplicar o Teorema de Polya a desi-
gualdade Rz < 0 é combinada com as demais, produzindo outras duas restricoes mais

relaxadas que Rz < 0.
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1.2.1 Resolucao Numérica de LMlIs robustas

A maior parte das condi¢des apresentadas nesta tese estd na forma de LMIs robustas,
ou seja, dependentes do parametro incerto & € A. Porém, conforme mencionado anteriormente,
condi¢des escritas em termos do pardmetro incerto & devem ser satisfeitas para todo o dominio
de A (1.3). Portanto, caracterizam um problema que a principio ndo é numericamente tratavel.
Uma forma de contornar esse obstaculo € arbitrar estruturas particulares para as varidveis de oti-
mizacdo como, consoante as apresentadas previamente na Se¢do 1.2 para a matriz de Lyapunov,
a afim e a polinomial. Assim, a positividade (ou negatividade) das desigualdades polinomiais
resultantes pode ser verificada em termos de um conjunto finito de LMIs (OLIVEIRA; PERES,
2007), que pode ser gerado automaticamente pelo Robust LMI Parser (ROLMIP) (AGULHARI
etal.,2012).

Nos exemplos apresentados ao longo da tese que tratam sistemas incertos, o uso da
estrutura afim para a matriz Lyapunov (ou varidveis de folga) € suficiente para promover resul-
tados que apresentam um bom compromisso entre precisdo e esforco computacional. Estruturas
polinomiais de graus maiores poderiam ser utilizadas, potencialmente fornecendo resultados
ainda melhores (menos conservadores), mas ao preco de um significativo aumento no esforco

computacional, especialmente nas técnicas iterativas que possuem muitas varidveis de folga.

1.3 Sistemas com saturacdo nos atuadores

1.3.1 Condicao de setor

A condig¢do de setor € uma técnica de modelagem em que a saturagdo do atuador é
tratada como uma nao-linearidade pertencente a um setor. Deste modo, o problema de anélise de
estabilidade para sistemas de controle lineares com saturag¢do na entrada pode ser tratado usando

o modelo de ndo linearidade setorial para representar o sistema de malha fechada saturado
O[x] = Ax + Bsat[umin, Umax] (1), (1.21)

em que x € R™ é o vetor de estados e u € R™ é a entrada de controle. A notagao sat|u;y, Umax)(#)
indica que cada componente do sinal de controle u; estd restrita ao intervalo [Upin,;, Umay,] COM
Umin; < 0 € Upay; > 0 conhecidos, i =1,...,n,.

Na sequéncia, s@o apresentados lemas para a estabilidade global do sistema em
malha fechada (1.21), considerando realimentacio de estados u = Kx, para os casos de tempo

continuo e discreto, respectivamente.

Lema 1.8. (TARBOURIECH et al., 2011) Se existirem uma matriz0 < W = W' € R™**" ¢ uma
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matriz 0 < S € R™>™ S € D, que satisfacam®

W(A+BK) 4+ (A+BK)W BS—WK’

<0, 1.22
* -25 ( )

entdo a origem é globalmente assintoticamente estdvel para o sistema saturado (1.21) no tempo

continuo.

Lema 1.9. (TARBOURIECH et al., 2011) Se existirem uma matriz definida 0 < W = W' &
R™*" e uma matriz 0 < S € R™*™ S € D, que satisfacam

W —WK’ W(A —I—BK)’
* -28 SB’ <0, (1.23)
* * W

entdo a origem é globalmente assintoticamente estdvel para o sistema saturado (1.21) no tempo

discreto.

Observe que, como os lemas s@o baseados nas condi¢des de setor e na estabilidade
global, qualquer ndo linearidade pertencente ao setor é permitida e, portanto, os valores de
Umin € Umay podem ser arbitrarios. Ademais, embora recorra-se ao desenvolvimento apresentado
em Tarbouriech et al. (2011) com os lemas 1.8 ¢ 1.9, na literatura existem trabalhos anteriores
abordando esse tipo de representacao. Inclusive, no préprio livro (TARBOURIECH et al., 2011)
sdo abordados dois tipos de condi¢do de setor: a cldssica, que pode ser encontrada em Khalil
(1996) e a dita generalizada que, de acordo com os autores, foi originalmente proposta em Silva
e Tarbouriech (2003), Silva e Tarbouriech (2005), Tarbouriech et al. (2006).

1.3.2 Usando rampas para definir saturacao

Na subsec¢ao 1.3.1 foi introduzida a modelagem por ndo linearidade de setor. Po-
rém, esta técnica ndo caracteriza especificamente o sistema saturado, mas sim toda uma classe
de sistemas (PAIM, 2003). Deste modo, obter uma descricao exata da funcdo de saturacdo €
uma alternativa na busca por melhorias (resultados menos conservadores) nas condi¢des de
andlise para sistemas sujeitos a saturacdo. Em Primlos e Giannelli (2001) a saturacdo € repre-
sentada como um problema de otimizagdo restrito, em que as condicdes necessarias (Karush-
Kuhn-Tucker) para otimizacao sdo usadas para derivar restricdes lineares e quadréticas que ca-
racterizam a saturacio. A construgdo dessa representacio € mostrada na sequéncia, baseando-se
no desenvolvimento de Valmorbida (2021).

A fungdo rampa r(u), ilustrada na Figura 2, pode ser definida como

0, u<o,

=9 (1.24)

3 O simbolo  representa blocos simétricos.
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r(u)

Figura 2 — Fung@o rampa r(u).

Alternativamente, r(u) pode ser definida a partir das restricdes envolvendo as varia-

veis u e r(u), sendo duas desigualdades e uma igualdade, dadas por

r(u) >0, r(u)—u>0, r(u)(r(u)—u)=0, (1.25)

como pode ser verificado por inspecdo escolhendo-se valores arbitrarios de u.
As condigdes dadas em (1.25) podem ser obtidas alternativamente a partir do pro-

blema de otimizacdo parametrizado em 6

1
min > (r—6)7,

impondo-se as condi¢cdes de Karush-Kuhn-Tucker (necessarias para a otimalidade) (BOYD;
VANDENBERGHE, 2004)

r—0—-A=0, Ar=0, r>0, A>0
ou, eliminando-se a varidvel A =r — 0,
rir—0)=0, r>0, r—62>0

que recaem nas condi¢oes dadas em (1.25) com 6 =u e r =r(u).
A fun¢do rampa pode ser utilizada para descrever outras fungdes, como por exemplo

a funcdo saturagado, dada por

u<-—1
sat[—1,1](u) = u , —l<u<l (1.26)
, u>1

e ilustrada na Figura 3.
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Figura 3 — Func@o saturagdo sat[—1, 1](u).

A saturacdo pode ser reescrita em termos da fun¢do zona-morta (ilustrada na Figura 4), dada

por
u+1 , u<<-1

dz[—1,1](u) = 0 , —-l<u<l. (1.27)
u—1 , u>1

dz[—1,1](x)

Figura 4 — Fun¢do zona morta dz[—1, 1](u).

Pode-se notar que
dz[—-1,1J(u) =r(u—1)—r(—u—1) (1.28)
e, portanto, como sat[—1, 1](u) = u —dz[—1,1](u), tem-se
sat[—1,1](u) =u—r(u—1)+r(—u—1). (1.29)
Para um sinal saturado entre u,,;;, < 0 € u;, > 0, tem-se

sat[tmin, Umax]) (U) = 1t — r(U — Upmax) + (=t + tpmin)- (1.30)

1.4 Fundamentos de sistemas positivos

Esta sec@o apresenta alguns resultados preliminares referentes aos sistemas positi-

vos. Para um estudo mais aprofundado veja as referéncias classicas Luenberger (1979), Farina
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e Rinaldi (2000) e também o artigo tutorial Rantzer e Valcher (2018). Além das defini¢cdes de
sistemas positivos, € feita a caracterizacdo da estabilidade dessa classe de sistemas por meio
da existéncia de uma matriz de Lyapunov diagonal definida positiva, tanto no caso de sistemas
continuos como discretos no tempo. Também sdo apresentadas condi¢des que asseguram esta-
bilidade e um limitante para a norma 7% (7/3) dos sistemas positivos e o problema de sintese
de um ganho de realimentacio de estados (apenas estabilizante, ou estabilizante e assegurando
um limitante para a norma 7%, (J43)).

A seguir, s@o relembradas algumas defini¢des sobre sistemas positivos definidos por
uma realizag¢do de estados (FARINA; RINALDI, 2000; RANTZER, 2015).

Definicao 1.1. Um sistema linear com realizacdo (A, B,C) é considerado externamente positivo
se a saida forcada do sistema (isto é, a saida correspondente a um estado inicial nulo) é ndo

negativa para toda fungdo de entrada ndo negativa.

Definicao 1.2. Um sistema linear com realizacdo (A,B,C) é (internamente) positivo se os es-
tados e as saidas sdo ndo negativos para qualquer estado inicial ndo negativo e entrada ndo

negativa.

Perceba que a Defini¢do 1.1 requer a ndo negatividade da saida apenas para x(0) =0,
enquanto a Defini¢do 1.2 € para todo estado inicial ndo negativo. Desse modo, a positividade
interna implica na positividade externa, entretanto, o oposto ndo € verdadeiro. Além disso, se-
gundo Farina e Rinaldi (2000), pode-se dizer que existem sistemas que sao externamente positi-
vos e ndo podem ser tornados internamente positivos por nenhuma mudanca de base do espaco
de estados.

Esta tese considera o contexto de sistemas internamente positivos, mas por ques-
tao de brevidade e consisténcia com a terminologia atual, sdo referidos apenas como sistemas

positivos.

1.4.1 Sistemas continuos

Um sistema linear invariante no tempo dado por

x(t) = Ax(t) +Bw(t), (1.31)
Cx(1) + Dw(r) (1.32)

<

~~
~

SN—
Il

€ positivo se, e somente se, A € M, B> 0, C > 0e D > 0 (FARINA; RINALDI, 2000). As
matrizes A, B, C e D possuem dimensdes apropriadas, sendo x € R o vetor de estados, w € R™

o vetor de distirbios e y € R"™ o vetor de saidas.

Lema 1.10 (FARINA; RINALDI, 2000). O sistema positivo (1.31)-(1.32) é assintoticamente

estdvel se, e somente se, existir uma matriz de Lyapunov 0 < P € R™*"™, P € D, tal que

A'P+PA<0. (1.33)
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Note que a existéncia de uma matriz de Lyapunov diagonal definida positiva satis-
fazendo (1.33) assegura propriedades de robustez com respeito a perturbagdes no estado x(z),
um resultado conhecido na literatura como estabilidade absoluta ou D-estabilidade (KASZKU-
REWICZ; BHAYA, 1999; OLIVEIRA; PERES, 2005).
Definindo a matriz de transferéncia de w(z) para y(¢) associada ao sistema posi-
tivo (1.31)-(1.32)
H(s)=C(sI—A)"'B+D, (1.34)
em que s representa a varidvel complexa da transformada de Laplace, pode-se enunciar o cha-

mado bounded real lemma para sistemas positivos continuous no tempo.

Lema 1.11 (RANTZER, 2016; TANAKA; LANGBORT, 2011). O sistema positivo (1.31)-
(1.32) é assintoticamente estdvel e ||H(s) || < ¥ se, e somente se, existir uma matriz de Lyapu-
nov0 < P e R%* PeD, tal que

A'P+PA C PB
C -1 D | =0. (1.35)
BP D —yI

Adicionalmente, se o sistema positivo (1.31)-(1.32) € assintoticamente estdvel, um
limitante superior para a norma .74 pode ser computado pelo seguinte lema, adaptado do clas-
sico Boyd er al. (1994).

Lema 1.12. O sistema positivo (1.31)-(1.32) (D = 0) ¢é assintoticamente estdvel e ||[H(s)|[» < p
se existir uma matriz de Lyapunov 0 < P € R™*" P € D, tal que

Tr (B'PB) < p, (1.36)
A'P+PA+C'C=<0 (1.37)

ou se existir uma matriz de Lyapunov 0 < W € R"™*" W € D, tal que

Tr (CWC') < p?, (1.38)
AW + WA’ + BB < 0. (1.39)

No caso 7%, Lema 1.12, a condi¢do € apenas suficiente. Além disso, é possivel
admitir P (ou W) com estrutura simétrica (ndo necessariamente diagonal), o que inclusive pode

produzir limitantes melhores para a norma .743.

1.4.1.1 Controle

Considere o sistema positivo dado por

.
—~
~
N—
Il

Ax(t) + Byu(t) + By,w(t), (1.40)
z(t) = Cx(t) + Dyu(t) + Dyw(t), (1.41)
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sendo x € R™, u € R™,we R"™, z € R™, respectivamente, os vetores de estados, da entrada de
controle, da entrada exdgena e da saida controlada. As matrizes do sistema (1.40)-(1.41) sdo de
dimensdes apropriadas.

O problema de estabilizagao por realimentagao de estados com critério 72, (.75 com
D,, = 0) pode ser assim definido: Determine a lei de controle u(z) = Kx(t) tal que o sistema em

malha fechada

#(t) = (A +BuK)x(t) + Byw(t), (1.42)
z2(t) = (C+ D,K)x(t) + D,yw(t), (1.43)

cuja matriz de transferéncia é dada por
Hy7(s) = (C+D,K)(sI — (A+B,K)) ' B, +D,, (1.44)

mantenha a positividade, seja assintoticamente estavel e ||H,,¢(s)|| < ¥ ou, no caso %, com
Dy, =0, [[Hus(s)[l2 < p-

Os lemas da Subse¢do 1.4.1 podem ser estendidos para sintese de ganhos estabi-
lizantes. Para isso faz-se necessario empregar o Lema de Finsler ou o Lema da Projecao (DE
OLIVEIRA; SKELTON, 2001; PIPELEERS et al., 2009; XIE, 2008) para obter condi¢cdes equi-
valentes com varidveis de folga (ou multiplicadores) e escalares. Em seguida, trocando-se A por
A+ B,K e C por C+ D,K nas condi¢des em que essas matrizes aparecem multiplicando a
esquerda varidveis de decisdo e fazendo a habitual mudanca de varidveis K = ZW~! (BER-
NUSSOU et al., 1989), por exemplo, produz-se o seguinte resultado para o computo do ganho

K com limitante superior ¥ para a norma .7, do sistema (1.42)-(1.43).

Lema 1.13. O sistema positivo (1.40)-(1.41) é estabilizdvel por realimentagdo de estados K =
ZX ! que garante ||Hy £ (s) || < ¥ se existirem uma matriz de Lyapunov 0 < W € R™*"x, W €

D, matrizes Z € R™*"x, X € R"™*" ¢ um escalar & > 0 tais que

AX+B,Z+X'A'+7Z'B,, W+EAX+B,Z)—-X'  X'C'+7Z'D, B,

—EX+X X'C'+7'D 0
* * —1 W
* * * —7’I

e, além disso, A+ B,K for Metzler e C+ D,K > 0.

Uma estratégia similar a usada no Lema 1.13 poderia ser adotada para a sintese de
controladores .74 por realimentacdo de estados (EBIHARA et al., 2019). Perceba que, para o
sistema positivo (1.40)-(1.41) em malha fechada atender as restri¢des de positividade, € neces-
sario (adicionalmente ao exigido no problema de controle 7, cldssico) garantir que a matriz
A+ B,K seja Metzler e também que C 4 D, K > 0. Varias abordagens tém aparecido na litera-
tura para tratar esse problema, como por exemplo Briat (2013), Ebihara et al. (2014), Shen e
Lam (2015), Shen e Lam (2016), Shen e Lam (2017), Tanaka e Langbort (2011), Wang e Huang
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(2013). Pode-se dizer que um dos desafios do controle de sistemas positivos € estender méto-
dos que funcionam bem para sistemas com uma entrada de controle e uma saida, por exemplo,
baseados em programacgdo linear (ARNESON; LANGBORT, 2012; AIT RAMI, 2011; ROS-
ZAK; DAVISON, 2009), para o caso multivaridvel. Embora condi¢des de sintese de controle
por realimentacdo de estados por meio de LMIs possam ser obtidas de maneira direta, con-
forme mostrado nos lemas anteriores com a exigéncia adicional de que a matriz de Lyapunov
seja diagonal, a dificuldade maior estd em tratar a restricdo de que o sistema em malha fechada
mantenha-se positivo, o que pode ser conseguido impondo-se restri¢cdes de estrutura a matriz
utilizada para computar o ganho (TANAKA; LANGBORT, 2011; EBIHARA et al., 2014). No
caso de sistemas precisamente conhecidos, as condi¢des para realimentagcdo de estados com P
diagonal e sistema em malha fechada positivo de Tanaka e Langbort (2011) ndo impdem ne-
nhum conservadorismo adicional, mas o mesmo nao ocorre para sistemas incertos ou mesmo
para o controle .75 por realimentag@o de estados. Outras alternativas poderiam ser, por exemplo,

o uso de abordagens iterativas.

1.4.2 Sistemas discretos

Um sistema linear discreto invariante no tempo dado por
x(k+1) =Ax(k) + Bw(k), (1.46)
y(k) = Cx(k) + Dw(k) (1.47)
€ positivo se, e somente se, A >0, B> 0, C >0 e D > 0 (FARINA; RINALDI, 2000). As

matrizes A, B, C e D possuem dimensdes apropriadas, sendo x € R" o vetor de estados, w € R

o vetor de distirbios e y € R"™ o vetor de saidas.

Lema 1.14 (FARINA; RINALDI, 2000). O sistema positivo (1.46)-(1.47) é assintoticamente

estdvel se, e somente se, existir uma matriz de Lyapunov 0 < P € R™*" P € D, tal que
A'PA—P <0. (1.48)

Definindo a matriz de transferéncia de w(k) para y(k) associada ao sistema posi-

tivo (1.46)-(1.47), com z representando a varidvel complexa da transformada Z,
H(z) =C(zI—A)"'B+D, (1.49)
pode-se enunciar o chamado bounded real lemma para sistemas positivos discretos.

Lema 1.15 (RANTZER, 2016). O sistema positivo discreto (1.46)-(1.47) é assintoticamente
estavel e ||H(z)|| < 7 se, e somente se existir uma matriz de Lyapunov 0 < P € R"™*"x, P € D,
tal que

P AP 0 C

PA P PB O

0O Bp I D

C 0 D yI

= 0. (1.50)
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Adicionalmente, se o sistema positivo (1.46)-(1.47) € assintoticamente estavel, um
limitante superior para a norma 7% pode ser computado pelo lema a seguir, adaptado de Boyd
et al. (1994).

Lema 1.16. O sistema positivo discreto (1.46)-(1.47) é assintoticamente estdvel e |[H(z)||2 < p
se existir uma matriz de Lyapunov 0 < P € R™*" P € D, tal que

Tr(B'PB+D'D) < p?, (1.51)
A'PA—P+C'C=<0 (1.52)

ou se existir uma matriz de Lyapunov 0 < W € R"™*" W € D, tal que

Tr (CWC'+DD') < p?, (1.53)
AWA' —W +BB' < 0. (1.54)

Andlogo ao caso continuo, a condigdo 7% para sistemas positivos discretos é apenas
suficiente. Portanto, o uso de P (ou W) simétrica (ndo necessariamente diagonal) pode produzir

limitantes melhores para a norma .743.

1.42.1 Controle

Um primeiro problema de controle relacionado a estabilizacdo de sistemas positivos

discretos pode ser formulado da seguinte forma. Dado um sistema positivo discreto
x(k+1) = Ax(k) + B,u(k), (1.55)

encontre uma lei de controle u(k) = Kx(k) tal que: i) A + B,K seja Schur estdvel (ou seja, todos
os autovalores estejam contidos no interior do circulo unitario); ii) A+ B, K > 0 (isto é, o sistema
em malha fechada seja nao negativo).

Uma solugdo para esse problema pode ser construida a partir do Lema 1.14, usando

complemento de Schur, com W = P~! e trocando-se A’ por A.
Lema 1.17. Se existirem uma matrizO < W € R™=*" W € D, e Z € R™*"™ tais que

w AW +B,Z

=0, AW +B,Z>0, (1.56)
WA'+Z'B, W

entdo K = ZW~! assegura que a matriz de malha fechada A + B,K é ndo negativa e Schur

estdvel.

Demonstragdo. Como 0 < W € R™*" W ¢ D, a restri¢io (A + B,ZW )W > 0 assegura a
nao negatividade da matriz de malha fechada. Aplicando o complemento de Schur, verifica-se
que A+ B,ZW ! satisfaz as condi¢des do Lema 1.14 com P =W~ € D. U
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De maneira similar, pode-se formular o problema de controle 772, de sistemas posi-

tivos discretos. Considere um sistema positivo discreto dado por

x(k+1) = Ax(k) + Byu(k) + B,w(k), (1.57)
2(k) = Cx(k) + Dyu(k) + Dyw(k), (1.58)

sendox € R™, u € R™, we R"™, z € R, respectivamente, os vetores de estados, da entrada de
controle, da entrada exdgena e da saida controlada. As matrizes do sistema (1.57)-(1.58) sdo de
dimensdes apropriadas.

O problema de controle .77, (7¢3) por realimentagdo de estados pode ser definido

como a busca por uma lei de controle u(k) = Kx(k) que produza um sistema em malha fechada

x(k+1) = (A+B,K)x(k) + By,w(k), (1.59)
z2(k) = (C + DuK)x(k) + Dyyw(k) (1.60)

comA+B,K > 0 Schur estdvel, C+D,K >0 ¢ ||H,,(z)|| < Y 0u, no caso 54, || Hy ()2 < p.
Uma extensao do Lema 1.15 com varidveis de folga e escalares pode ser obtida
seguindo as linhas de Morais ef al. (2014) para o computo de um controlador .72, por realimen-

tacdo de estados para o sistema positivo (1.46)-(1.47).

Lema 1.18. Existe um ganho por realimentagdo de estados K = ZX ™' que estabiliza o sistema
positivo discreto (1.57)-(1.58) e garante ||H,,;(z)||. < Y Se existirem uma matriz de Lyapunoy
0<W eR™"" W €D, matrizes Z € R"*", X € R™*" e um escalar & € (—1,1) tais que

EAX+EBZ+EX'A+EZ'B,—W * * *
X'A"+7Z'B, —EX wW-X-X* *
+ZB, =5 : <0 (1.61)
ECX+EDZ CX+D,Z —yI ~x
0 B, D, -—I
comA+B,K>0eC+D,K > 0.

Um método similar poderia ser adotado para a sintese de controladores .74 por
realimentacao de estados para sistemas discretos positivos (EBIHARA et al., 2018). A principal
dificuldade do problema de sintese para sistemas discretos positivos vem do fato de que as
matrizes de malha fechada devem ser todas ndo negativas (no caso continuo, € preciso garantir
que amatriz A+ B, K seja Metzler, e também que C+ D, K > 0). Dentre os trabalhos na literatura
que tratam esse problema, pode-se citar Briat (2013), Ebihara et al. (2014), Shen e Lam (2015),
Shen e Lam (2016), Shen e Lam (2017), Tanaka e Langbort (2011), Wang e Huang (2013) que

empregam programagao linear ou programacao semidefinida.

1.5 Testes de copositividade

Quando, para valores nio negativos de x, a forma quadratica x’Mx assume apenas

valores ndo negativos, a matriz real M € dita copositiva.
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Nas condic¢des de andlise de estabilidade global, propostas no Capitulo 2, € neces-
sario verificar a copositividade de uma matriz M. Desse modo, nesta secao s@o apresentados os

testes e a defini¢do da copositividade para uma matriz real.

Definicdo 1.3 (VALIAHO, 1986). Uma matriz M = M’ € R™" ¢ copositiva se X Mx > 0 para
qualquer x > 0, x € R". Uma matriz copositiva é denominada estritamente copositiva se x > (

e XMx = 0 implicaem x =0.

Embora, de acordo com Parrilo (2000), verificar a copositividade de uma matriz
seja um problema co-NPC (co-NP-completo®, consulte Cormen et al. (2009) como referéncia
sobre complexidade computacional), condi¢des suficientes podem ser estabelecidas em termos
de testes baseados em programacdo semidefinida para determinar a copositividade de matrizes

reais. A seguir, sdo apresentadas trés destes testes.

Lema 1.19 (PARRILO, 2000). Uma matriz M =M’ € R™", M = [m;;], é copositiva se m;; > 0

paratodoi,j=1,...,n.

Lema 1.20 (PARRILO, 2000). Se existir uma matriz 0 < P = P' € R™" e uma matriz My =

M € R™", My = [moij], com mg,; > 0, entdo a matriz M = P+ M € copositiva.

Lema 1.21 (PARRILO, 2000). Se existir uma solucdo factivel para o sistema de equacoes e

desigualdades dado por (programacdo linear)

M—Q >0,
wiii:07
; j j o (1.62)

i i k . .
Oj+ o+ 0 >0, i #jFk,
comQl=Q" e R™" i=1,...,n Q = [a);k] entdo M é copositiva.

Como mostrado em Parrilo (2000), as condi¢gdes dos lemas 1.19 e 1.20 sdo equiva-
lentes e, embora o Lema 1.21 seja menos conservador do que os anteriores, a complexidade da

resolucao € maior, visto que requer mais varidveis e restricoes.

1.6 Lemas auxiliares

Os lemas apresentados nesta secdo sdo extensivamente utilizados para manipular
condicdes LMIs, possibilitando, por exemplo, a inclusdo ou exclusdo de varidveis, a separacao
da matriz de Lyapunov em relagdo as matrizes do sistema e linearizacdes. Na sequéncia, o
complemento de Schur, empregado na conversao de restricdes convexas com desigualdades ndo
lineares em LMIs (BOYD et al., 1994), é reproduzido.

4

Problemas de decisdo que sdo complementares aos problemas da classe NP-completo.
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Lema 1.22 Complemento de Schur (BOYD et al., 1994). Considere as matrizes Q = Q',

R =R e S com dimensoes apropriadas. Entdo, a LMI

0 S
-0 1.63
¢ R (1.63)
€ equivalente a
R=0, O—SR'S' 0. (1.64)

Em outras palavras, as desigualdades (1.64), que incluem uma ndo linearidade, podem ser

representadas como a LMI (1.63).

A seguir, apresenta-se o lema da Projecao, muito empregado para isolar a matriz de
Lyapunov em relag@o as matrizes do sistema e obten¢do de condi¢des equivalentes, eliminando

ou inserindo variaveis.

Lema 1.23 Lema da Projecao (GAHINET; APKARIAN, 1994; SKELTON et al., 1998). Da-

das as matrizes W e V com n colunas e ¥ =¥’ € R"*", existe uma matriz © tal que

¥ +WeV+Ve'w =<0 (1.65)

se, e somente se,
(WH"PWE <0, (1.66)
(VH'wv+ <0, (1.67)

em que W e /- sdo matrizes arbitrdrias cujas colunas formam uma base para o espaco nulo
de W e V.

Por fim, tem-se o lema de Finsler, descrito a seguir, que também € aplicado para

obter condi¢des equivalentes.

Lema 1.24 Lema de Finsler (DE OLIVEIRA; SKELTON, 2001). Considere ¥ € R", 2 €
R™" ¢ B € R™", em que rank(PB) < n e B+ é uma base para o espaco nulo de B, ou seja,

BIRB+ = 0. Entdo, as condicées a seguir sdo equivalentes:
1. ¥ 29,V0 #£0 : Y =0;
2. B 28" <0;
3 3ueR : 2—uB B =<0;

4. 3Z eR™" . Q4+ X B+ B 2 <0.
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Capitulo

Analise de Sistemas Positivos Saturados

2.1 Introducao

Como retratado anteriormente, os sistemas positivos estdo presentes em diversas
aplicacdes de engenharia como, por exemplo, redes de trafego, de energia e de processos quimi-
cos (FARINA; RINALDI, 2000; RANTZER, 2015). Paralelamente, um fendmeno comumente
encontrado em sistemas de controle industrial € a saturacdo nos atuadores, pois todo atuador
possui limitagdo fisica (YIN er al., 2018). Porém, independentemente da saturacdo ser origi-
nada por restri¢des advindas de limitacdes tecnoldgicas ou de requisitos de seguranga, a analise
e o projeto de um sistema que contém nao linearidades do tipo saturacdo sdao problemas de
dificil solugdo tedrica, e que atrairam muitos esforcos de pesquisa nas dltimas décadas. Vale
ressaltar que a saturagdo no atuador pode degradar o desempenho e até causar a instabilidade
dos sistemas (HU; LIN, 2001; TARBOURIECH et al., 2011; YIN et al., 2018).

De acordo com Tarbouriech et al. (2011) existem trés abordagens principais para li-
dar com os problemas de saturacdo. A primeira usa técnicas de controle 6timo para sintetizar um
controlador que contenha as restri¢des de saturacdo, com condicdes frequentemente formuladas
em termos de equagdes de Riccati e LMIs parametrizadas. Na segunda abordagem projeta-se
um compensador anti-windup' para compensar o controlador projetado sem considerar a satu-
racdo. Por fim, o dltimo método corresponde ao emprego das estratégias de controle preditivo
de modelo.

Além do método a ser utilizado é possivel explorar diferentes maneiras de mode-
lar o termo de saturacdo. Dentre as representacdes existentes, trés sdo descritas a seguir con-
forme Tarbouriech et al. (2011). A representagao inicial é a modelagem politépica que viabiliza
o uso de técnicas de controle robusto para tratar problemas de estabilidade e estabilizacdo. A
caracterizacao seguinte € a modelagem por ndo linearidade de setor, que consiste em reescrever

o sistema em malha fechada e substituir a saturagdo por uma nao linearidade de zona morta.

' O termo windup descreve diferengas entre a saida e a entrada do atuador ocasionadas quando o sinal de controle

atinge um limite fisico (saturacio).



Capitulo 2. Andlise de Sistemas Positivos Saturados 42

Assim, as condi¢des do setor podem ser usadas na busca por condi¢des de estabilidade e es-
tabilizabilidade mais relaxadas. Por fim, a terceira representacdo envolve a divisao do espago
de estados em regides de saturagdo. Dentro de cada uma dessas regides, a dindmica do sis-
tema € descrita por um sistema linear afim. Isso permite que os problemas sejam tratados com
ferramentas de sistemas hibridos.

Diferentemente das técnicas mencionadas, neste capitulo utiliza-se a representacao
da saturacdo em termos da funcido rampa (PRIMLOS; GIANNELLI, 2001) com o intuito de
explorar a ndo negatividade caracteristica dessa funcdo e formular condi¢cdes de estabilidade
que exploram a copositividade de matrizes. Atualmente € possivel testar a copositividade de
uma matriz utilizando relaxacdes LMIs com precisdo arbitrdria. Embora seja possivel consi-
derar diferentes tipos de fun¢des de Lyapunov, como poliedrais, do tipo Lur’e, quadrética por
partes (GROFF et al., 2023), neste trabalho, por simplicidade, apenas funcdes quadréticas de
Lyapunov sdo consideradas para andlise de estabilidade. Ademais, o uso de fun¢des quadréticas
permite uma comparagdo mais justa com os métodos baseados nas condi¢des de setor, o que
evidencia as melhorias obtidas pelo uso das condi¢des propostas. Essas melhorias sdo ilustra-
das por meio de experimentos numéricos envolvendo sistemas positivos com diferentes ordens

e numero de entradas.

2.2 Saturacao nos atuadores

Na sequéncia € apresentado um estudo da estabilidade global de sistemas com sa-
turacao nos atuadores explorando a representacdo da funcdo de saturacdo em termos da fungdo
rampa. O objetivo é obter resultados menos conservadores do que os baseados na condicao de
setor generalizada (lemas 1.8 e 1.9), que consideram uma familia de ndo linearidades, ou seja,

todas as que possam ocorrer no setor.

2.2.1 Definicdo do problema
Considere o sistema linear positivo
O[x] = Ax+ Bsat[umin, Umax] (1), (2.1)

em que x € R™ representa o vetor de estados e # € R o sinal de controle’ sujeito a saturacio.
Considerando a lei de controle por realimentagdo de estados u = Kx, obtém-se o sistema em
malha fechada

O[x] = Ax+ Bsat[umin, Umay] (KxX) (2.2)

que pode ser reescrito em termos da fun¢do rampa

8[x] = Ax+ B(Kx — r(Kx — tmax) + r(—Kx + tin)) (2.3)

2 A apresentacio ¢ feita para uma entrada por simplicidade, sendo imediata a extensdo para trabalhar com um

ndmero arbitrario de sinais de entrada em que u € R".
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desde que as restricoes (1.25) sejam satisfeitas.
Definindo
uyp = Kx — upmax, U2 = —Kx+umin, (2.4)
tem-se
8[x| = Ax+B(Kx—r(u1) + r(u)) (2.5)
bem como, as desigualdades lineares
r(uy) >0, r(uy) —u; >0, r(up) >0, r(uy) —uy >0 (2.6)
e as igualdades quadraticas
r(ul)(r(m) — Lt]) = O, r(uz)(r(uz) — uz) =0. (2.7)

Empregando a teoria de Lyapunov é possivel verificar a estabilidade global do sis-

tema em malha fechada (2.5). Para tal, r(u;) e r(uy) devem satisfazer as restri¢des que descre-

vem a fun¢do rampa, ou seja, as desigualdades (2.6) e as igualdades (2.7).

2.2.2 Caso continuo no tempo

O teorema abaixo apresenta condigdes LMIs para examinar a estabilidade global do

sistema em malha fechada (2.2) para o caso de tempo continuo.

Teorema 2.1. Se existirem matrizes 0 < P = P' € R™*™ ¢ T € R¥>2 T € D, uma matriz

copositiva M = M’ € Rttt )x@mtnet1) o ym escalar positivo €, tais que

Qv+Qh+ngO

seja satisfeita, sendo

0 0 0

0, — 0 A'P+PA+He(PBK)+¢el —PB PB
"o _B'P 0
0 B'P 0

0y =FTG+G'TF,

V/

0;=|V E F G|M EF/ ,

)

000 1[I

oS O O =

ER(Zn”+HX+l)Xl F— [O 0 1 0] eRZnux(Znu-i-nx-i-l)

)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

2.11)

(2.12)
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0

E _ I E R(Znu+nx+l)xnx G — Mmax _K I 0 E R2nu><(2nu+nx+l) (2.13)
0 ’ ~tmin K 0 1 ’
0

entdo a origem do sistema positivo em malha fechada de tempo continuo (2.2) é globalmente

exponencialmente estdvel.

Demonstragdo. Seja v(x) = x' Px uma candidata a fung¢do Lyapunov, para 0 < P = P/ € R,
implicando que
XPx>0, Vx#0. (2.14)
Uma vez que (2.8) € vélida, a seguinte forma quadratica € satisfeita
E'(0v+0n+0,)¢ <0, (2.15)

sendo &' = [1 X' r(uy) r(up)'|.Observe que
§'0,8 =v(x)+ex'x, €>0.

Além disso, para r(u;) e r(uy) satisfazendo (2.6) e (2.7), tem-se E'QE =0 ¢
&'Q,& > 0, implicando em
v(x) < —§'Q,6 —ex'x, (2.16)

0 que conclui a prova. U

O Teorema 2.1 pode ser estendido para abranger sistemas lineares sujeitos a satura-

¢do, ndo necessariamente positivos, como segue.

Corolario 2.1. Se existirem matrizes 0 < P = P' € R™*" ¢ T € R?w*?w T € D, uma matriz
copositivaM =M’ € Rt D)x@ntl) o yum escalar positivo €, tais que (2.8) seja satisfeita, com
0, definida por (2.9), Qy, descrita por (2.10) e

V/
ng[v F/ G’}M F (2.17)
G

com V, F e G definidas em (2.12) e (2.13), entdo a origem do sistema em malha fechada de

tempo continuo (2.2) (ndo necessariamente positivo) é globalmente exponencialmente estdvel.

Perceba que no Coroldrio 2.1 a dimensdo da matriz copositiva M € menor do que no

Teorema 2.1, pois no teorema os estados sao incorporados aos vetores que multiplicam M.



Capitulo 2. Andlise de Sistemas Positivos Saturados 45

2.2.3 Caso discreto no tempo

As condi¢des LMIs para examinar a estabilidade global do sistema em malha fe-

chada (2.2) em tempo discreto sdo apresentadas no teorema a seguir.

Teorema 2.2. Se existirem matrizes 0 < P = P € R™*™ ¢ T € R¥>2 T € D, uma matriz
copositiva M = M/ € Rttt )x@ntmt1) o ym escalar positivo €, tais que (2.8) seja vdlida

com Qy e Qg definidas, respectivamente, por (2.10) e por (2.11) e com

0 0
x A'PA—P+He(A'PBK)+ K'B'PBK + €l
QV B * *
* *
0 0
—A'PB—K'BPB A'PB+K'B'PB 2.18)
B'PB —B'PB T
* B'PB

entdo a origem do sistema positivo em malha fechada a tempo discreto (2.2) é globalmente

exponencialmente estdvel.
Demonstracdo. A prova € similar a prova do Teorema 2.1. U

Andlogo ao caso continuo, o Teorema 2.2 também pode ser adaptado para siste-
mas lineares sujeitos a saturacao, nao necessariamente positivos, conforme descrito no préximo

corolario.

Corolario 2.2. Se existirem matrizes 0 < P = P' € R™*" ¢ T € R?*?w T € D, uma matriz
copositiva M = M/ € Rt DxEmtl) o ym escalar positivo €, tais que (2.8) seja vdlida para
Oy e Qg dadas, respectivamente, por (2.10) e por (2.17) e com Q,, definida por (2.18), entdo a
origem do sistema em malha fechada de tempo discreto (2.2) (ndo necessariamente positivo) é

globalmente exponencialmente estdvel.

2.2.4 Exemplos numéricos

As rotinas testadas nos exemplos a seguir foram programadas em Matlab-R2017a,
utilizando os parsers ROLMIP (AGULHARI et al., 2012) e Yalmip (LOFBERG, 2004) e o
SDP solver Mosek (ANDERSEN; ANDERSEN, 2000). O computador utilizado foi um Intel®
Core™i7-7700 (3.60 GHzx 8), 15.6 GiB, Linux (Ubuntu 18.04.5 LTS).

Dois experimentos baseados na andlise de um nimero grande de sistemas positivos

demonstram a aplicabilidade e auxiliam na andlise do conservadorismo das técnicas propostas.

Exemplo 2.1. Neste experimento numérico é feita uma comparagdo entre os métodos do Lema 1.8
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e os propostos no Teorema 2.1 e no Coroldrio 2.1, empregando as relaxagoes de copositividade
definidas pelos lemas 1.19 e 1.21 na matriz M, presente em (2.11) e (2.17). Para tal, é criada
uma base de dados composta por sistemas positivos a tempo continuo® de modo que os sistemas
em malha aberta (estdveis) e em malha fechada (com ganhos conhecidos) sejam estabilizdveis
para uma P comum (situacdo em que a abordagem do Lema 1.8 é necessdria e suficiente para
o caso SISO). A base possui 200 sistemas para cada uma das combinagcées em que N = 1
(sistemas precisamente conhecidos), ny =2,...,.5en, =2,...,5, comn, < n,.

A Tabela 1, mostrada a seguir, apresenta as solucdes obtidas para o caso continuo
no tempo. Em relagdo aos pardmetros adotados, os valores wpayx, = 1, upin, = —1,1=1,...,n,
foram escolhidos por simplicidade (poderiam ser arbitrdrios). A tolerdncia adotada na resolu-
cdo das LMIs e nas restricées elemento a elemento é denotada por tol. Finalmente, € = 1073,
presente no elemento (2,2) da matriz Q,, foi escolhido de modo a garantir que as desigualdades

sejam atendidas de modo estrito.

Tabela 1 — Resultados da estabilidade global de sistemas positivos continuos no tempo com or-
dem n, e entradas n,, comparando o método do Lema 1.8 (designado por S;), com os
propostos no Teorema 2.1 (T'1) e no Corolério 2.1 (C1). Sdo mostrados os nimeros
de sistemas certificados como estaveis em um total de 200 para cara combinagdo
(ny,ny). As abordagens propostas utilizam as relaxacdes de copositividade apresen-
tadas nos lemas 1.19 (L2) e 1.21 (L4). O tempo de simulacdo € definido por ¢, em
segundos. Além disso, adotam-se os seguintes parmetros: uyqy, = 1, Upin; = —1,
i=1,....n,e=103etol =107,

S Z‘(S) Clpy Z‘(S) Clya Z‘(S) T1;» Z‘(S) T1;4 Z‘(S)

ny Ny
2 2 22 247 35 27.2 98 186.2 49 37.7 102 290.4
3 2 20  48.1 49 52.6 110 366.6 99 74.6 115 550.4
3 2 71.6 6 80.9 50 1001.1 25 1225 55 1601.9
2 59 9438 99 108.3 148 1164.1 144 161.6 149 1817.5
4 3 2 118 7 1383 72 1818.8 54 2128 73 2928.1
4 0 142.1 3 1732 35 3337.5 14 2824 41 5969.7
2 75 1654 104 204.8 154 3569.4 152 3258 154 62433
5 3 7 188.9 37 2373 116 4268 109 3819 118 7173.8
4 0 2125 1 272.8 37 6078.8 14 4555 43 11028.7
5 0 2358 1 313.2 16 10088.2 10 5549 20 19321.5

TOTAL 9.3% O0h36 17.1% O0Oh44 36.9% 9h25 33.5% 1h12 43.5% 16h21

Repare que na Tabela 1 as solucoes obtidas com T'1 e C1 sdo menos conservadoras
quando comparadas com as de S|. Ademais, note que os resultados utilizando o Teorema 2.1,
especifico para o caso de sistemas positivos, consegue verificar a estabilidade global de uma
quantidade maior de sistemas do que o Coroldrio 2.1. Entretanto, perceba também que hd
um aumento significativo no tempo de simulacdo, visto que a ordem da matriz copositiva a ser
testada, M, é maior no Teorema 2.1, o que em especial para o Lema 1.21, influencia diretamente

na quantidade de restricoes do problema.

3 Disponivel em <https://www.fee.unicamp.br/profs/ricfow/programs/positiveSaturated_c.zip>
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Exemplo 2.2. Neste segundo experimento numérico aborda-se o caso discreto® no tempo, com
uma base de sistemas gerada com o mesmo critério do caso continuo (uma matriz de Lyapunov
P = P' = 0 comum entre o sistema em malha aberta — estdvel — e o sistema em malha fechada).
Portanto, a comparacdo é realizada entre o Lema 1.9, o Teorema 2.2 e o Coroldrio 2.2, e
novamente adotam-se as relaxacoes de copositividade dos lemas 1.19 e 1.21.

A quantidade de sistemas positivos discretos no tempo com estabilidade global ve-
rificada e o tempo de simulagcdo necessdrio para isto sdo expostos na Tabela 2. Os pardmetros
utilizados para a simulagdo sdo os mesmos do caso continuo, isto é, Umay, = 1, Upin, = —1,
i=1,...,n, €=10"3etol =10".

Tabela 2 — Resultados da estabilidade global de sistemas positivos discretos no tempo com or-
dem n, e entradas n,, comparando o método do Lema 1.9 (designado por S,), com os
propostos no Teorema 2.2 (T2) e no Corolério 2.2 (C2). Sdo mostrados os ndmeros
de sistemas certificados como estdveis em um total de 200 para cara combinacao
(ny,ny). As abordagens propostas utilizam as relaxacdes de copositividade apresen-
tadas nos lemas 1.19 (L2) e 1.21 (L4). O tempo de simulacdo é definido por 7, em
segundos. Além disso, adotam-se os seguintes parmetros: uyqy, = 1, Upin; = —1,
i=1,....n,e=103etol =107,

S» Z‘(S) C2» t(s) C24 t(s) T21» Z‘(S) T214 Z‘(S)

ny Ny
2 2 32 242 61 28.9 109 162.1 97 37.3 110 210.1
3 2 43 46.1 72 55.1 133 318.6 114 754 131 436.6
3 12 679 35 833 76 847.4 54 1245 75 1336.8
2 64 89.7 93 111.3 146 1011.1 128 1653 144 1601.5
4 3 3 111.5 41 140.8 100 15605 73 2176 99 2598.9
4 3 1344 9 1742 54 3110.1 24 288.3 51 5609.4
2 88 156.6 117 206.1 165 3317.1 148 337.8 161 5905.8
5 3 13 1788 57 2398 129 39025 99 3952 120 6979.8
4 1 2009 14 2759 75 55385 28 4689 57 10760.9
5 0 223.1 2 3159 29 93395 12 5639 27 19551.5

TOTAL 12.9% 0Oh34 25% 0h45 50.8% 8h08 38.8% 1h14 48.7% 15h27

Na Tabela 2, T2 e C2 apresentam resultados menos conservadores em relacdo a S».
As solucoes associadas ao Teorema 2.2, especifico para o caso de sistemas positivos, sao mais
vantajosas que as do Coroldrio 2.2 apenas quando associadas a relaxacdo mais simples dada
no Lema 1.19. Novamente, o tempo de simulacdo referente ao Teorema 2.2 é maior, pois, assim
como no caso continuo, a dimensdo da matriz copositiva, M, é maior quando comparada a do

Coroldrio 2.2.

4 A base de dados para o caso discreto no tempo pode ser vista em <https://www.fee.unicamp.br/profs/ricfow/

programs/positiveSaturated_d.zip>
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2.2.5 Conclusoes

Os métodos propostos em ambos os casos, continuo e discreto, mostraram-se me-
nos conservadores quando comparados com as condi¢des apresentadas nos lemas 1.8 e 1.9. O
emprego dos teoremas 2.1 e 2.2 em oposi¢ao aos coroldrios 2.1 e 2.2 na andlise de sistemas
positivos mostra-se vantajoso principalmente ao utilizar a relaxacdo descrita no Lema 1.21, ao

preco do aumento da complexidade computacional.



49

Capitulo

Controle de Sistemas Positivos

3.1 Introducao

As restricdes presentes no projeto de controladores ndo advém apenas dos critérios
de desempenho ou de perturbagdes externas, mas também podem estar atreladas as caracteris-
ticas inerentes ao proprio sistema tratado, como € o caso dos sistemas positivos. Nestes, existe
a restri¢do de positividade intrinseca ao sistema em malha fechada que, inclusive, € um aspecto
que dificulta a sintese (EBIHARA et al., 2018). Na estabilizacdo por realimentagdo de estados,
esse problema é comumente contornado pelo emprego de uma estrutura diagonal na matriz de
Lyapunov (ou na matriz quadrada utilizada para recuperar o ganho) de modo que a positividade
do sistema em malha fechada possa ser indiretamente garantida pela mudancga usual de varia-
veis, provendo um ganho estabilizante por meio de um procedimento convexo de otimizagdo.
Para tal, vale-se do resultado bem estabelecido de que sistemas positivos assintoticamente es-
tdveis admitem uma matriz de Lyapunov com estrutura diagonal (FARINA; RINALDI, 2000).
Esta estratégia pode ser estendida também para lidar com o problema de controle .77, por re-
alimentacdo de estados (TANAKA; LANGBORT, 2011; EBIHARA et al., 2014; RANTZER,
2016) sem perder a convexidade, produzindo condi¢des necessarias e suficientes para sistemas
precisamente conhecidos (TANAKA; LANGBORT, 2011). Todavia, na realimentacao de saida,
ou quando incertezas afetam a planta, as condi¢Oes .77, existentes para sistemas positivos sao
apenas suficientes. Nao obstante, no caso .73, mesmo para sistemas precisamente conhecidos e
no controle por realimentacdo de estados, apenas solugdes subdtimas sao obtidas (DEAECTO;
GEROMEL, 2017; EBIHARA, 2018; EBIHARA et al., 2019), uma vez que a matriz de Lya-
punov, restrita para garantir a positividade, desempenha um papel importante nos gramianos de
controlabilidade e de observabilidade associados a norma .77 do sistema em malha fechada.
Ainda, de acordo com Ebihara et al. (2018), € possivel que o controle 7% por realimentagdo de
estados com restri¢des de positividade seja um problema nao convexo.

No que concerne o problema de sintese por realimentacio de saida, mesmo o caso

que abrange sistemas lineares sem restricdo de positividade € visto como um problema de difi-
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cil solucao (BLONDEL; TSITSIKLIS, 2000). Ademais, no ambito de sistemas positivos, Bhat-
tacharyya e Patra (2018) afirmam que sdo poucas as abordagens propostas para este tipo de
controle na literatura.

Os trabalhos citados nesta sec@o investigam, em sua maioria, sistemas positivos
precisamente conhecidos e o controle por realimentagdo de estados, as vezes incluindo critérios
de desempenho como as normas %, e .7%. Entretanto, conforme mencionado no primeiro
capitulo, os sistemas positivos estdo presentes em uma vasta gama de problemas préticos, na
qual € inevitavel que fontes de incertezas afetem o comportamento do sistema, seja devido a
limita¢des de aquisi¢do de dados, flutuacdes de parametros, perturbacdes externas ou outros
efeitos (ZHOU; DOYLE, 1998). Portanto, € importante levar em consideragdo a presenca de
incertezas no modelo e fornecer procedimentos de sintese para o controle robusto de sistemas
positivos.

Dentre as diversas formas de modelar ou descrever as incertezas, neste capitulo
sao abordados os sistemas lineares positivos afetados por parametros invariantes no tempo per-
tencentes a um politopo e os sistemas lineares positivos sujeitos a incertezas intervalares. No
segundo caso, as condi¢des disponiveis geralmente sdo conservadoras ou exigem um enorme
esforco computacional se for realizada uma conversdo para a representagdo politdpica. No en-
tanto, ao lidar com sistemas positivos intervalares, € necessario apenas testar certos limites do
dominio de incerteza (SHU et al., 2008). Além de facilitar o desenvolvimento das condigdes
de estabilidade e sintese, essa propriedade também reduz drasticamente a carga computacional.
Conforme afirmado no célebre livro de Luenberger (LUENBERGER, 1979): apenas o conhe-
cimento de que o sistema é positivo permite fazer algumas afirmagoes bastante fortes sobre
seu comportamento: essas afirmacoes sendo verdadeiras ndo importa o valor que os pardame-
tros possam assumir (traduzido pela autora da tese). Ainda em relagdo aos sistemas intervalares
positivos, existem resultados para realimentacio de estados (ZAIDI et al., 2015), observadores
positivos (ZAIDI et al., 2015; SHU et al., 2008) e controladores dindmicos por realimentacao
de saida (SHU et al., 2008).

Neste capitulo, sdo abordados: i) o problema de sintese de um ganho estatico por
realimentacdo de saida que assegura um custo garantido .73 para sistemas lineares positivos
em tempo continuo com parametros incertos pertencentes a um politopo; e ii) o projeto de um
controlador dindmico por realimentacao de saida de ordem completa para sistemas lineares po-
sitivos sujeitos a incertezas intervalares, em tempo continuo e discreto. No caso dos sistemas
intervalares, a técnica proposta € inspirada no método de Shu ez al. (2008), que considera a posi-
tividade do sinal de erro (definido como a diferenca entre os estados da planta e do controlador)
para projetar o controlador dindmico de ordem completa por realimentacdo de saida.

Como contribui¢des, sdo propostas condi¢des suficientes dadas em termos de LMIs
para ambos os controladores, estatico e dindmico, que sao resolvidas em termos de métodos ite-
rativos, seguindo a metodologia de projeto sugerida em Felipe e Oliveira (2021). Deste modo,

uma estratégia para relaxar as condi¢des de sintese e as escolhas iniciais vidveis para o procedi-
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mento iterativo, visando reduzir o conservadorismo do método, sdo apresentadas. Finalmente,

apresentam-se os exemplos numéricos que ilustram a eficdcia das técnicas propostas.

3.2 Controle por realimentacao estatica de saida

Na sequéncia, apresenta-se uma abordagem para o projeto de controle .74 para
sistemas lineares positivos em tempo continuo com parametros incertos pertencentes a um po-
litopo. A abordagem para sistemas discretos no tempo ndo € apresentada, pois os problemas de
estabilizagdo e de controle J#; e J#, para sistemas lineares positivos discretos no tempo com
parametros variantes no tempo (do inglés, Linear Parameter-Varying — LPV) estdo presentes
na dissertagdo de mestrado da autora (SPAGOLLA, 2019).

Os resultados do método proposto sdo ilustrados por meio de exemplos numéricos.
Um primeiro exemplo evidencia o melhor desempenho da técnica proposta quando compa-
rada com outros métodos da literatura no caso do controle .7 por realimentacdo de estados
para sistemas lineares positivos de tempo continuo precisamente conhecidos, um problema que
se acredita ser ndo convexo. No mesmo exemplo, para demonstrar a versatilidade do método,
controladores .7 descentralizados por realimentag¢do de saida sdo obtidos pela imposi¢ao de
restrigdes estruturais sobre os ganhos. Um segundo exemplo, relacionado com o controle 773,

destaca o potencial do método para tratar sistemas incertos.

3.2.1 Definicdo do problema
Considere o sistema linear incerto

Olx] =A(a)x+B(a)u+E(o)w,
z=C(a)x+D (a)u+E;(a)w, (3.1)
y=Gy(a)x+Ey(a)w,
em que x € R™ € o vetor de estados, u € R" a entrada de controle, w € R™ a entrada exdgena,
z € R'= a saida controlada e y € R" a saida medida. As matrizes do espacgo de estados possuem
dimensdes apropriadas e sdo incertas, como definido em (1.2).
Nesta se¢do, o problema consiste em projetar uma lei de controle robusto por reali-

mentagdo estdtica de saida (independente de parametros) dada por u = Ly para o sistema (3.1)

tal que o sistema em malha fechada
(3.2)
com

Aa(e) = A(er) + B(a)LCy(0t),  Bu(0t) = E(ct) + B(ot)LEy(a0),
Cy(a) =C.(a)+D;(a)LCy(a), Dg(a)=E. (ot)+D(0)LE,(cx),

(3.3)
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seja assintoticamente estavel e positivo, conforme caracterizado no seguinte lema (FARINA;
RINALDI, 2000).

Lema 3.1. O sistema continuo (3.2) é (internamente) positivo se, e somente se, a matriz A (o) €
M, B(a) >0,Cy(ar) >0eDy(a) >0, ou seja, todos os elementos de By (), C() e Deg(or)

sdo ndo negativos para todo o € A.

Além de assegurar a positividade e a estabilidade assintética, é possivel satisfazer
algum critério de desempenho como, por exemplo, impor limitantes para as normas .73 ¢ #z.
Para tal, no sistema de tempo continuo (3.1), tem-se A(@) € M, E(a) > 0,C,(a) >0e E, (o) >
0 para todo @ € A. Observe que, como A € um conjunto convexo, as restricdes se verificam
para todo o € A se, e somente se, as mesmas propriedades sdo mantidas nos vértices do poli-
topo (1.2). Finalmente, no controle .74, as matrizes E;(a) e Ey(a) sdo consideradas nulas para

garantir valores finitos do custo garantido .7%3.

3.2.2 Caso continuo no tempo

O teorema a seguir apresenta condigoes LMIs dependentes de parametros suficien-
tes que, se satisfeitas, resultam em um ganho estatico por realimentacdo de saida que garante a
positividade e a estabilidade assintética com um custo garantido .73 para o sistema (3.1) (com
E.(a) = Ey(a) = 0) em malha fechada.

Teorema 3.1. Sejam as matrizes Fi(a), F>(a) com F(o) de posto completo, e um escalar
& > 0, dados. Se existirem matrizes dependentes de pardmetros 0 < P(a) = P(a)' € R™*™,
Z (o) € ROt <40 - escalares reais 8 e p > 0, e uma matriz independente de pardametros

L € R™*™ tais que

Aa()+81>0, Cy(a)=>0, (3.4)
Tr(E(a) P(@)E(a)) < p?, (3.5)
20)+ 2 (a)B(a)+B(a) 2 () <0 (3.6)

sejam vdlidas para todo o € A, em que (o) = [Fi(a) EF(a) 0 B(a)],

0 I H (o)

2(a) = Pla) 0 *x % 2 () = EH (o)
cl(a> 0 I * 7 0

Ag(a) =1 0 0 Hy(o)

com A (@) e Cy(at) definidas em (3.3), entdo L é um ganho de controle por realimenta¢do
estdtica de saida que assegura simultaneamente a positividade e a estabilidade com um custo

garantido 5, p, para o sistema (3.1) em malha fechada.
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Demonstracdo. Primeiro, observe que (3.4) garante a positividade do sistema de malha fe-
chada (3.2) com Ey(a) =0 e E;(ct) = 0. Além disso, F>() é uma matriz de posto completo, o

que significa que Z() pode ser reescrita como
#(a) = Fr(a)[-G(a) —EG(a) 01]

com G(a) = —F, ' (o) Fi (). Pré- e pés-multiplicando (3.6) respectivamente por % (a)' e
%+ (o) (uma base para o espago nulo de Z(), ou seja, B(a) %+ (a) = 0), e entdo, multipli-
cando a desigualdade resultante & esquerda por .4 ()’ e a direita por .4 (o), com

I 00 G(a) /A o
BHa) =10 1T 0 EG(a)|, N (a) = [0 C’éa) ik
00 1 0

obtém-se a LMI dependente de parametros do gramiano de observabilidade (BOYD et al., 1994)
que, juntamente com (3.5), fornece um limitante superior para a norma .73 do sistema incerto
em malha fechada (3.2). 0]

Na sequéncia, uma relaxac¢do na estabilidade do sistema em malha fechada e es-
colhas de Fi(o) e F>(o) que sempre garantem uma solugdo factivel para o Teorema 3.1 sdo

apresentadas.

Teorema 3.2. Substitua A (o) por A(a) = Ay () — rl nas condicoes do Teorema 3.1. Entdo,

as escolhas
Fla)=1 Ba)=1 = Bla)=%By=|1 & 0 —1], £>0

asseguram a existéncia de uma solucdo factivel para o Teorema 3.1 para um r positivo sufici-

entemente grande.

Demonstrag@o. Com as escolhas acima, supondo 2 (@) = —(r/2)%o(a)" e P(at) = Erl, com

r > 0, a condi¢do (3.6) (ap0ds aplicar o complemento de Schur) assegura

" 0 Ca(a) | | =E%r1 0
Aa(a) —rI| — |(Er—=DI 0 0 -1

que é equivalente, pelo complemento de Schur, a

0 (Er—1)I

< 0,
Ccl(OC) 0

=

Fazendo r grande o suficiente, a desigualdade acima tende a —2/& < 0 que é sempre verificada,

)I '<Acl(a> (Ccl(a>l cl(a> _rl)_lAcl(a>l'

pois & > 0. Observe que, como o sistema em malha aberta (3.1) é considerado positivo, a escolha
L = 0 garante que (3.4) seja satisfeita. Finalmente, sempre existe um p suficientemente grande

tal que (3.5) seja valida. U
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E possivel adaptar o Teorema 3.1 de modo a contemplar distintas classes de sistemas
e tipos de leis de controle. Por exemplo, o controle por realimentacio de estados € apresentado

a seguir.

Corolario 3.1 Realimentagdo de estados. Sejam as matrizes Fi (&), Fa(a&) com F>(a) de posto
completo, e um escalar & > 0, dados. Se existirem matrizes dependentes de parametros 0 <
P(a) = P(a) € R, H|(a) € R™*", Hy(a) € R™*", escalares reais 8, p > 0, e uma
matriz independente de pardmetros K € R"*™, considerando Cy(ot) =1 e E,(ct) = 0, tais
que (3.4), (3.5) e (3.6) sejam satisfeitas, entdo K é um ganho de controle por realimentacdo
estdtica de estados que assegura simultaneamente a positividade e a estabilidade com um custo

garantido 5, p, para o sistema (3.1) em malha fechada.

A partir dos resultados anteriores, para resolver a versao do Teorema 3.1 (e Corola-

rio 3.1) com a varidvel de relaxacdo ‘r’, um procedimento iterativo (Algoritmo 1) € proposto.

3.2.3 Meétodo iterativo

O Algoritmo 1 € dividido em duas etapas: i) Dado um niimero méximo de iteragoes,
itmax, comece a partir da iteracdo m = 0 com a condi¢do inicial fornecida pelo Teorema 3.2 e
substitua A () por A(a) = A (o) — rl. Resolva (3.4) e (3.6) minimizando o escalar r, que é
um limitante superior para a parte real dos autovalores da matriz dindmica de malha fechada
Aq (). Portanto, quando r < 0, L é um ganho estabilizante e o algoritmo segue para a segunda
etapa. Caso contrario, como a estabilidade em malha fechada nao foi certificada, execute a atua-
lizagdo B(ax) = 2 (a)’ (que sempre garante uma solugdo vidvel para o Teorema 3.1, visto que
He(Z ()% (o)) = He(% (o) 2 (a)') em (3.6)), implicando que o algoritmo é ndo crescente
em termos do valor de r ao longo das iteragdes. Incremente m e repita o primeiro passo até r < (0
(vé para a proxima etapa, pois uma solucdo foi encontrada) ou m = ity (aborte o algoritmo,
pois nio foi encontrada uma solugo). ii) Faca' r = 0 (removendo a relaxacio de estabilidade).
Minimize p sujeito a (3.4), (3.5) e (3.6), incremente m e atualize Z(a) = 2 (a)’ enquanto
m < itmax € a diferenca entre dois valores consecutivos de p for maior que uma tolerancia pre-
definida (zo0l). O valor do custo garantido p ndo pode ser pior de uma iteracio para a proxima.
Do ponto de vista numérico, pode ser interessante impor um valor maximo para p durante a

minimizacao de r.

' Observe que, para r # 0, o limitante .7 é referente a A(a), e ndo a A (a).
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Algoritmo 1: CONTROLE 7%

1 Funcdo H2(A,B,E,C,,D,,E (a(k)),tol,itmax)
Inicializacdo de %y, m < 0, etapa < 1;

2

3

4

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25 fim

enquanto m < ity & |pm — Pm—1| > tol faca

fim

m—m+1; Ay +— A;
se etapa =1 entao
minimize r sujeito a
P(a) =0, (3.4), (3.6);
se factivel entao
se r < 0 entao
‘ r< 0, etapa < 2;
fim
senao
Abandone;

fim

senao

minimize p sujeito a

P(a) > 0, (3.4), (3.5), (3.6);

se factivel & |pm — Pm—1| < tol entdo
P = Pm;
retorna L, p;

fim

fim
PB(a) «— 2 (a);
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3.2.4 Exemplos numéricos

As rotinas foram programadas em Matlab-R2017a, utilizando os parsers ROL-
MIP (AGULHARI et al., 2012) e Yalmip (LOFBERG, 2004) e o SDP solver Mosek (ANDER-
SEN; ANDERSEN, 2000). O computador utilizado foi um Intel® Core™i7-7700 (3.60 GHz x
8), 15.6 GiB, Linux (Ubuntu 18.04.5 LTS).

Nesta secdo, os métodos propostos para estabilizacdo por realimentacdo estatica de
saida e de estados sdo submetidos a uma comparagdo baseada em exemplos numéricos. Além
disso, verifica-se a capacidade da abordagem fornecer ganhos por realimentacao de estados com

restri¢des de estrutura como, por exemplo, descentralizados.

Exemplo 3.1. Considere o projeto por realimentacido de estados de um controlador 7% para
o sistema linear positivo retirado de Ebihara et al. (2019, Example A). Assim, faca C, =1 e
Ey=0em (3.1),com E,; =0

[—1.90 087 039 055 0.27 ] [ 0.37 —0.57] [0.06

073 —131 023 026 0.29 0.56  0.03 0.79
A=10.16 0.19 —147 028 005 |,B=|-074 042 |,E=|0.54],

055 017 092 —137 022 —0.38 0.17 0.17

| 099 0.87 0.08 080 —1.89] | 0.09 —0.29) 0.84]

Z:

0.79 0.80 0.88 0.30 0.45 ~[-0.02 0.09
0.55 027 0.88 0.83 0.60|  ° | 060 —0.26]

O objetivo € efetuar comparagdes numeéricas entre as trés condi¢des de sintese presentes em Ebihara
et al. (2019), a técnica iterativa de Deaecto e Geromel (2017) e o algoritmo proposto nesta
tese (A1). Preliminarmente, diversos valores de & (condigdes iniciais para A1) foram investiga-
das. Na Figura 5 € possivel notar que ao aplicar o Algoritmo 1 para solucionar o Corolério 3.1,
diferentes custos garantidos .74 (p) e normas de malha fechada (p*) sdo computadas para cada
& > 0 empregado na condi¢@o inicial proposta pelo Teorema 3.2 (20 valores espagados loga-
ritmicamente para & € [0.01,10]). Isto ilustra a influéncia do parAmetro escalar & na condigdo

inicial factivel para Al.



Capitulo 3. Controle de Sistemas Positivos 57

49 _*
48t
47t
46 L
45|
44l
43t
42t

41

10" 10° 107

g

Figura 5 — Norma .74 em malha fechada (p*) e custo % garantido (p) computados pelo Al-
goritmo 1 com condigdo inicial By = [I E1 0 —I] versus &, utilizando ity,x = 100,
Exemplo 3.1.

Os limitantes da norma .74 fornecidos pelo método proposto e por outros da litera-

tura sio mostrados na Tabela 3. O Algoritmo 1 prové> o ganho de realimentagio de estados’

K= 2.6142 1.5927 2.9547 1.4662 0.5327

_ : 3.7
42250 2.5602 1.1928 1.9166 0.8194 G7)

usando & = 0.2 e 30 itera¢des, com custo garantido dado por p = p* = 4.0419. Perceba que,
considerando trés casas decimais de precisdo, esse ganho € o mesmo que F,;; dado em Ebihara
et al. (2019), em que foi verificado (por meio de um cdlculo do limite inferior) ser a solugdo

Otima para este exemplo.

Tabela 3 — Custos garantidos .7 (p) computados pelo Algoritmo 1 (A1), por Deaecto e Gero-
mel (2017) (DG) e pelos métodos de Ebihara et al. (2019) (E-(12), E-(13) e E-(14))
usando realimentacdo de estados sem restri¢ao de estrutura.

Al E-<(12) E-(13) E-(14) DG

P 40419 43660 4.3731 42184 4.0525
(p—pu1)/oa1 (%) O +8.02 +8.19 +437 +0.26

Embora a abordagem proposta tenha sido desenvolvida para lidar com sistemas po-
sitivos incertos, pode-se notar na Tabela 3 os bons resultados obtidos pelo método no tratamento
de sistemas precisamente conhecidos. Ademais, diferentemente dos métodos de projeto apre-

sentados em Ebihara et al. (2019) e Deaecto e Geromel (2017), a abordagem proposta também

2
3

Devido aos bons resultados, & = 0.2 foi adotado nos demais experimentos numéricos envolvendo a norma 73.
Os ganhos apresentados nos exemplos sdo truncados com quatro digitos decimais.
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pode tratar o caso de realimentacao de saida. Além disso, como Al considera o ganho de con-
trole diretamente como uma varidvel de otimizacdo, ganhos estruturados (como no controle
descentralizado) podem ser calculados de forma direta, sem introduzir conservadorismo adi-
cional. Assim, para ilustrar o desempenho da técnica proposta nos casos mencionados acima,

primeiro, considere o ganho de realimentacdo de estados com a seguinte estrutura

kit ki kiz kg 0

. (3.8)
ka1 ky kaz kps O

Kstruc - [

Os resultados fornecidos pelo Algoritmo 1 e os obtidos com Ebihara et al. (2019) e Deaecto
e Geromel (2017), adaptados para considerar uma estrutura particular para realimentacdo de

estados, sdo mostrados na Tabela 4. O ganho estruturado obtido por A1l é dado por

2.6142 1.5927 2.9547 1.4662 0
struc — (39)

4.2251 2.5602 1.1928 1.9167 O

que garante um custo garantido .7# menor em comparagio aos outros métodos testados.

Tabela 4 — Custos garantidos .75 (p) calculados pelo Algoritmo 1 (A1), por Deaecto e Geromel
(2017) (DG) e pelas técnicas de Ebihara et al. (2019) (E-(12), E-(13) e E-(14)),
considerando um ganho de realimentacdo de estados com estrutura definida em (3.8).

Al E-(12) E-(13) E-(14) DG

p 4.1807 4.4182 5.693 4.6545 4.1998
(P—Pa1)/Pa1 (%) 0 +5.68 +36.17 +11.33 +0.46

Outra vantagem do ganho de controle ser diretamente uma varidvel de otimizacao
(ou seja, ndo requerendo mudanga de varidveis) € o tratamento imediato das restricdes de mag-
nitude nas entradas do ganho. Assim, sabendo que em algumas aplica¢des praticas a magnitude
do ganho deve ser pequena o suficiente para evitar a saturacdo nos atuadores, considere o pro-
blema de determinar o valor minimo de 3 > 0 tal que as entradas de ganho obedegam a |k;;| < 3,
i=1,...,n4 j=1,...,ny ¢ o0 custo garantido .7 nido aumente mais de 3% quando comparado
com a solucdo obtida sem as restricdes de magnitude. A imposicao de um limitante na mag-
nitude das entradas do ganho corresponde simplesmente a incluir 2n,n, restricoes lineares no
problema, ou seja, duas restri¢cdes lineares para cada entrada de ganho. Nesse contexto, o Algo-
ritmo 1 fornece p = p* = 4.1299 (2% maior que a norma .7/ 6tima obtida sem restri¢cdes de

magnitude) e o seguinte ganho

1.5783 1.5211 2.4000 1.4662 0.5327

Kiimitado = ,
fmitado =12 4000 2.4000 1.0207 1.9167 0.8194

cuja magnitude maxima (f = 2.4) é 40% inferior 2 magnitude maxima do ganho 6timo (f =
4.2251).
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Por fim, para exemplificar o caso de realimentacdo de saida, considere quando ape-

nas o segundo, terceiro e quinto estados podem ser medidos, ou seja,

01000
G,=100100
00001

Nesse caso, Al € usado para resolver o Teorema 3.1 e fornece um ganho estabilizador de reali-

mentacdo de saida dado por

[— 1.5927 2.9546 0.5326
~2.5602 1.1928 0.8194

associado a p = 4.3035 (aumento de apenas 6% quando comparado com a solug¢do 6tima de

realimentacao de estados).

Exemplo 3.2. A fim de demonstrar a capacidade da técnica proposta no tratamento de incerte-
zas, considere o sistema linear positivo incerto de tempo continuo gerado aleatoriamente cujos

vértices sdo Eyip=FE;p= 0, Cy|72 =1,

~1.15 035 043 1—146 038 0.09 0.4110.58
| |
A= 018 —173 061 ' 0.8 —0.13 0.11 |,E,=| 1001044 |,
| |
031 032 —0.09' 0.85 071 —0.46 0.58 10.36

0.77 0.8410.59 0.68
|
Bio,= 1 0.38 0.4210.55 0.29 ,CZ172:[
|
0.31 0.3710.25 0.23

0.88 0.12 0.5410.74 031 0.29
|
0.64 0.48 0.8310.40 0.89 0.10 |’

0.68 0.4910.11 0.62
— | .
27 046 0.30 10.33 043

O objetivo é comparar o conservadorismo do Algoritmo 1 com as condi¢des LMIs de Ebihara et
al. (2019), adaptadas para lidar com o caso incerto (basicamente, definindo as LMIs nos vértices
do dominio incerto), para o projeto de controladores robustos .73 por realimentagdo de estados.
Infelizmente, nenhuma solucao vidvel foi obtida com as adaptagdes dos métodos de Ebihara et
al. (2019). Por outro lado, A1 (resolvendo o Corolario 3.1 com 64 iteracdes) obteve um custo
garantido 73 dado por p = 2.8055 e a norma de malha fechada de pior caso p,, = 2.6515 para

o ganho associado
_ | —2.6274 0.2107 —0.2400

| 1.9486 —0.5373 0.0758 |

Para ilustrar melhor a aplicabilidade do método proposto, suponha que o vetor de

estados ndo esteja disponivel para realimentacdo. Em vez disso, apenas as varidveis de saida
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podem ser usadas para estabilizar o sistema, com uma matriz de saida incerta representando

sensores sujeitos a falhas parciais, de 80% a 100% (capacidade total), dada por

10008 0 0
Cy12= ! -
01 110 08 08

Neste caso, o Algoritmo 1 € usado para resolver o Teorema 3.1 e fornece o seguinte ganho

estabilizante por realimentacdo de saida

L ~2.7096 —0.1527
| 2.0230 —0.0329

associado com p = 3.9829 (p,,. = 3.5321, 100 iteragdes). Deste modo, os exemplos numéricos
mostram que a técnica proposta apresenta custos garantidos menores quando comparada a ou-
tros métodos na literatura, sendo capaz de fornecer solu¢des quando outros métodos falham ou

ndo podem ser aplicados.

3.3 Controle por realimentacao dinamica de saida

Nesta secdo, aborda-se o projeto de um controlador dinamico por realimentacio de
saida de ordem completa para sistemas lineares positivos sujeitos a incertezas intervalares, con-
siderando o tempo continuo e discreto. As particularidades das técnicas propostas e os dados
necessdrios para a reprodugdo dos resultados obtidos sdo expostos ao longo do texto. Para ilus-
trar a melhor eficiéncia do método quando comparado com a técnica proposta em Shu et al.

(2008), dois exemplos sdo apresentados ao final.

3.3.1 Definicdo do problema

Um sistema linear positivo intervalar € descrito por

O[x] = Ax+ Bu,
(3.10)
y=Cx,
sendo x € R™ o vetor de estados, u € R a entrada de controle e y € R"> a saida medida. Além
disso, (A,B,C) € [(Am,Bm,Cn),(Am, By, Cy)] sdo matrizes intervalares (veja a Segdo 1.1.1),
comA, € M, B,, >0e C, >0 no tempo continuo ou 4,, > 0, B, > 0 e C, > 0 no caso
discreto. A estrutura do controlador é dada por
O[x.| = Gx. + Ly, 3.41)
u = Kx.,
em que x. € R™, sendo G, L e K as matrizes a serem projetadas. O sistema em malha fechada,
resultante da unido de (3.10) e (3.11), é dado por
6x]| | A BK
lé[xc]] - |lLc G

X

(3.12)

Xc
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No entanto, conforme provado por Shu et al. (2008), ndo € possivel obter G, L e K tais que
o sistema (3.12) seja assintoticamente estavel e positivo simultaneamente. Todavia, ainda de
acordo com Shu ef al. (2008), esse desafio pode ser superado considerando o vetor do erro,
e = x — x., no estado aumentado, fazendo z = [x’ ¢']’. Note que a proposta de Shu ez al. (2008)
pode ser reinterpretada como a aplicagdo de uma simples transformagdo de similaridade na

matriz dindmica usando a mudancga de base

AN}

0 que mostra que nem toda realizacdo em espaco de estados € adequada para lidar com sistemas
positivos no contexto de controle por realimentacdo dindmica de saida. Por fim, o sistema de

malha fechada resultante € dado por

A+BK —BK
<
A—ILC+BK—-G G-BK

J/

olz] =

(3.14)

-~

Acl

Assim, assumindo um sistema intervalar instavel dado por (3.10) é possivel projetar um contro-

lador como em (3.11), garantindo a estabilidade assintética e a positividade do sistema (3.14).

3.3.2 Caso continuo no tempo

A seguir, condi¢cdes LMIs suficientes para a existéncia de um controlador estabili-
zante como em (3.11) que garanta a estabilidade assintdtica e a positividade do sistema interva-

lar em malha fechada de tempo continuo (3.14) sdo apresentadas.

Teorema 3.3. Sejam Y;, i = 1,2,3 matrizes dadas. Se existirem matrizes 0 < P = P’ € R?%*2
Z. € ROuwxon: Ge R GeM,0<Le R e0>K e R ¢um escalar real § tais

que

Apm+ByK+81>0, (3.15)
Am—LCy +ByK —G >0, (3.16)
Lo+ 2B+ B! <0 (3.17)

sejam vdlidas com B, = [Yl Y, Y3] ,

0 * K X
Qc: P 0 7‘%;‘: X2 )
Ay, —1 0 X3

Ay + B, K —ByK

A, = ) (3.18)
Ay—LC,,+B,K—G G—ByK
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entdo G, L e K sdo as matrizes de um controlador dindmico que assegura, simultaneamente, a
estabilidade assintotica e a positividade do sistema de malha fechada de tempo continuo (3.14)
para qualquer (A,B,C) € [(An, B, Cn), (Ant, But, Co)).

Demonstracdo. A prova referente a positividade do sistema em malha fechada segue o mesmo
caminho de Shu et al. (2008), em que (3.15) impde A,, + By K a ser Metzler e (3.16) restringe
Ay — LCy + By K — G a ser ndo negativa. Adicionalmente, combinando a isso as desigualdades
L>0e K <0, tem-se

A+BK > A,,+ByK

A—LC+BK—-G>A, —LCy+ByK—G.
Além disso, K <0e G € M garantem que, para qualquer B € [B,,, Byy], —BK > 0e G—BK € M.
Portanto, para qualquer (A, B,C) € [(An, Bm,Cnm), (Ap, By, Car)] 0 sistema (3.14) € positivo.
Em relacdo a estabilidade assintética, observe que, se (3.17) € valida, entdo Y3 é

uma matriz de posto completo e, portanto, %, pode ser reescrita como %, = Y3 [—R -U I} ,

comR = —Y3’1Y1 eU = —Y3’1Y2. Assim, pré- e pés-multiplicando (3.17), respectivamente, por
|1 0K
‘ 01U

e % (uma base para o espago nulo de 4,), tem-se

He (RA;,) *

, <0 (3.19)
P+UAcle_R —HC(U)

com A, dada por (3.18). A multiplicag¢do de (3.19) a esquerda por I, = [I Ai_le] e a direita

por I'. resulta em
Ai.leP +PA,, <0 (3.20)

que assegura a estabilidade assintotica de A.,, visto que P > 0. Finalmente, como mostrado

em Shu ez al. (2008) A,;, > A;. Logo, (3.14) € assintoticamente estdvel para qualquer (A, B,C) €
[(Am7BVH7Cm)7(AM7BM7CM)] |:|

Uma vez que o Teorema 3.3 requer que algumas matrizes sejam pré-especificadas,
para evitar termos bilineares nas condi¢des, o proximo teorema propde escolhas iniciais para
tais matrizes, além de introduzir um parametro de relaxacao, r, garantindo solugdes vidveis para

as condi¢des modificadas.
Teorema 3.4. Substitua A, porA = A1, — rl no Teorema 3.3. Entdo, as escolhas
Y =1, V=1, Y= —1 = B, — By — [1 I —1}

garantem a existéncia de uma solucdo factivel do Teorema 3.3 para um r positivo suficiente-

mente grande.
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Demonstrag¢do. Adote a escolha %, proposta no Teorema 3.4 e faca 2, = (—r/2)%B.o. Deste
modo, (3.17) pode ser reescrita como

—rl * *
P—rl —rl * | <0. (3.21)
Ag, (r—DI —rI

Para a escolha particular P = rl, com r > 0, e aplicando o complemento de Schur em (3.21),

tem-se

que € equivalente a

Y
(r r1> 1<0. (3.22)

1
_I"I + ;ACleAi‘le +
Multiplicando (3.22) por r em ambos os lados, tem-se
(1=2nI+AqA, <0
que é sempre verificada para qualquer r > 0 tal que (2r — 1) seja maior que o raio espectral de

A Al 0

3.3.3 Caso discreto no tempo

O préximo teorema apresenta condigdes LMIs suficientes para a obtenc¢do de um ga-
nho dinamico por realimentacao de saida que garanta a positividade e a estabilidade assintdtica

do sistema intervalar em malha fechada de tempo discreto (3.14).

Teorema 3.5. Sejam Y;, i = 1,2,3 matrizes dadas. Se existirem matrizes 0 < P = P’ € R?%*
g € ROWXOn 0 < Ge R ™, 0<LeR™™e0>K e R ™ tais que (3.16),

Ap+ByK >0, (3.23)
P+ XaBy+ By Z; <0 (3.24)

sejam satisfeitas, sendo By = [Yl 2 Yg] ,

—P x * Xi
Qd = 0 P x|, ‘%;1 = XZ
Ay —I 0 %

e

e Ay, dada por (3.18), entdo G, L e K sdo as matrizes do controlador dindmico que assegura,
simultaneamente, a estabilidade assintotica e a positividade do sistema em malha fechada a
tempo discreto (3.14) para qualquer (A,B,C) € [(Am, Bmn;Cn), (Apr, Bi, Cyr)]-
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Demonstracdo. Novamente, a prova em relacdo a positividade do sistema em malha fechada
segue o mesmo caminho de Shu et al. (2008). Com relacdo a estabilidade assintética, observe
que, se (3.24) é vilida, entdo Y3 é uma matriz de posto completo e, portanto, %, pode ser
reescrita como %, = Y3 [—F —J I}, com F = —173_]71 eJ = —173_1172. Assim, pré- e pds-

multiplicando (3.24) respectivamente por

I 0 F
@L/ —
¢ L Iy
e %j produz
—P+He(A.,F) *

=< 0. (3.25)

JAq, —F P—He(J)
Multiplicando (3.25) a esquerda por I/, = [l A’Cle} e a direita por I';, tem-se
—P+A PA, <0 (3.26)

que, com P > 0, assegura a estabilidade assint6tica de A.;,. Finalmente, como mostrado em Shu
etal. (2008),A.;, > A, entdo o sistema (3.14) é assintoticamente estavel para qualquer (A, B,C) €
[(AWl7Bm7Cm>7(AMaBM7CM>] |:|

Uma inicializacao com relaxacao da estabilidade para o caso discreto é dada abaixo.
Teorema 3.6. Substitua A, porA=(1- r)A., no Teorema 3.5. Entdo, as escolhas
B=0, =1 =—I=%=%Bu0=0 I I
garantem a existéncia de uma solucdo vidvel para o Teorema 3.5.

Demonstrag¢do. Assuma as escolhas propostas no Teorema 3.6 e considere 2y = (—r/2)%Bao €

r =1 (A = 0). Aplicando um complemento de Schur em (3.24), obtém-se

—-P  x *
0 P—I «|<0. (3.27)
0 0 -1
Finalmente, fixando P = vI, v € (0, 1) a condic@o (3.27) é satisfeita. O

Os resultados dos teoremas 3.4 e 3.6, fornecem propostas para A, e A, assim
como a inclusao do parametro de relaxagado r, permitindo sempre obter solu¢des vidveis para os
teoremas 3.3 e 3.5. Porém, para garantir que os controladores sintetizados estabilizem o sistema
em malha fechada, o parametro r deve ser nao positivo (r < 0). A busca por uma solu¢do pode
ser feita resolvendo as condigdes relaxadas dos teoremas 3.3 e 3.5 minimizando o valor de r.
Caso o valor resultante de r seja maior que zero, nada pode ser concluido sobre a estabilidade

em malha fechada, mas as atualizagdes . = 2,/ e B3 = 2] podem ser usadas como novas
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escolhas iniciais vidveis para as condi¢des modificadas dos teoremas 3.3 e 3.5, respectivamente,
produzindo garantidamente um novo valor de r que nao pode ser maior que o anterior. Conse-
quentemente, é possivel estabelecer um procedimento iterativo em que r € minimizado até que

r < 0. Tal procedimento é apresentado na préxima secao.

3.3.4 Meétodo iterativo

Com escolhas iniciais apropriadas de %o e %9, dadas nos teoremas 3.4 e 3.6,
um procedimento iterativo é estabelecido, sendo apresentado pelo Algoritmo 2. A finalidade
€ obter ganhos que garantam a estabilidade e a positividade do sistema intervalar positivo em
malha fechada para os casos de tempo continuo e discreto. No algoritmo, as condi¢cdes para a
abordagem discreta no tempo sdo indicadas entre parénteses.

Para usar este procedimento, comece definindo um nimero méaximo de iteragdes,
itmax, a €scolha inicial %o (ou AB,) e defina o contador de iteragdes m = 0. Entdo, resolva (3.17)
para o Teorema 3.3 (ou (3.24) para o Teorema 3.5), substituindo A, por A como no Teorema 3.4
(ou 3.6). A seguir, resolva o Teorema 3.3 (ou 3.5) modificado, minimizando o escalar r (r,, in-
dica o valor de r na itera¢do m no algoritmo). Portanto, quando » < 0 as matrizes do controlador
dinamico G, L e K garantem a estabilidade assintética e a positividade do sistema em ma-
lha fechada para qualquer (A,B,C) € [(An,Bm,Cm), (Ap,Bu,Cuy)]. Caso contrério, se r > 0,
incremente m e faga a atualizacdo A, < 2! (ou B, < Z)) até que r < 0 ou m = ity
Perceba que a substitui¢do A < (1 —r)A.;, no caso discreto no tempo requer a mudanga das
varidveis G = (1 —r)G, K = (1 —r)K e L = (1 — r)L. Consequentemente, apés uma solugio
factivel, os valores de G, K e L podem ser recuperados fazendo G = G/(1—r), K =K/(1—r)
e L=L/(1—r), conforme indicado entre parénteses na linha 8 do Algoritmo 2. Por fim, note
que o algoritmo proposto ndo tem garantia de convergir para um valor negativo de r (mesmo

que esse valor exista), ou seja, os resultados dependem da condicéo inicial .o (Aao).
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Algoritmo 2: ESTABILIZACAO DE SISTEMAS POSITIVOS INTERVALARES NO
TEMPO CONTINUO (DISCRETO)

1 Funcdo Estab-intervalar(A,,,Ay,Bm, By, Con,Cur,itmay)

2 Inicializacdo de % (ou By), m + 0, A como no Teorema 3.4 (ou 3.6);
3 enquanto m < it faca

4 m<—m+1;

5 minimize r sujeitoa P >~ 0,L >0,K <0,G € M, (3.15), (3.16), (3.17) (ou

P>~0,L>0,K<0,G>0,(3.16), (3.23), (3.24));

6 se factivel entao

7 se r <0 entao

s | retorna G,L,K (ou G/(1— ), L/(1—rw), K/ (1= 1)).

9 fim
10 senao

11 Abandone;
12 fim
13 Be,, — X (ou By, — Z));
14 fim

15 fim
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3.3.5 Exemplos numéricos

Os scripts computacionais foram programados em MatlabR2017a, utilizando o par-
ser Yalmip (LOFBERG, 2004) e 0 solver Mosek (ANDERSEN; ANDERSEN, 2000). O compu-
tador utilizado foi um Intel® Core™;i7-7700 (3.60 GHzx 8), 15.6 GiB, Linux (Ubuntu 18.04.5
LTS). O Algoritmo 2 é implementado com X; e X;, i = 1,2,3 como matrizes arbitrdrias e
itmax = 100.

Dois exemplos ilustram a aplicabilidade das condi¢des de projeto propostas nesta

secao.

Exemplo 3.3. Considere o problema de estabiliza¢do por realimentacdo dindmica de saida
para o sistema linear positivo de tempo discreto retirado de Shu et al. (2008), em que con-
digoes suficientes para o projeto de um controlador dindmico por realimentac¢do dindmica de
saida sdo propostas e um algoritmo iterativo baseado em LMIs é fornecido para a resolucdo
das condigoes. O modelo matricial de Leslie é usado para descrever a dindmica populacional

estruturada de uma determinada praga, dado em (3.10) com

/

i fa S by by 0
A= P12 0 0], B=10 0 , C=|c (3.28)
0 p3 O 0 0 c

e x(k) = [x1(k), x2(k), x3(k)]’, em que x1(k), x2(k) e x3(k) representam o niimero de pragas
Jjuvenis, imaturas e adultas no tempo k, respectivamente. A taxa de natalidade para pais na
i-ésima faixa etdria é denotada por f;, e p; j representa a taxa de sobrevivéncia para individuos
na i-ésima faixa etdria passando para (i+1).

Adotando os mesmos parametros que Shu et al. (2008), ou seja,

f1=0.3011£0.0220, f> = 0.5915+0.0282, f3 =0.5235£0.0022,
b1 =0.9000 £ 0.0200, by = 0.5000 +0.0050, ¢ = 1+0.0100,
P12 =0.8868+:0.0128, pr3 =0.7894£0.0194,

o0 objetivo é aniquilar a praga de um determinado distrito. O controlador estabilizante, obtido

em Shu et al. (2008) apos 58 iteracoes, é reproduzido abaixo

[ 0.0010 0.0008 0.0010 0.3758
G= | 0.8726 0 0 , L= 0 ;
0 0.7651 0 0

[ —0.1680 —0.1192 —0.0667

K= .
—0.2438 —0.1445 —-0.1563

Visando comparar o Algoritmo 2 com o método de Shu et al. (2008), este também foi progra-
mado utilizando o parser Yalmip (LOFBERG, 2004) e o solver Mosek (ANDERSEN; ANDER-
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SEN, 2000), fornecendo os seguintes ganhos

0 0 0 0.4247
G= | 0.8740 0 01|,L= 0 ;
0 0.5616 0 0

[ _0.1560 —0.0526 0

K= :
—0.2685 —0.1702 —0.1828

obtidos apos 42 iteracoes com tempo computacional de 106.95 segundos. O método de Shu et al.
(2008) requer a selecdo de uma matriz inicial Q no algoritmo. Assim, considerando Q = @I, foi
realizada uma busca com ¢ € {1,5,10,50, 100,500, 1000, 10000} (8 valores). Neste exemplo,
escolheu-se ¢ = 10 por este valor requerer um menor niimero de iteracoes. Ademais, note que
os valores dos ganhos do controlador sdo ligeiramente diferentes dos relatados em Shu et al.
(2008), possivelmente devido a versoes distintas de software e solvers, além da inicializacdo da
matriz Q, que ndo foi informada em Shu et al. (2008).

Por outro lado, o Algoritmo 2 fornece apos apenas 2 iteracdes com tempo de simu-

lacdo de 1.57 segundos, os seguintes ganhos de controle estabilizantes

0 0 0 0.3909
G=|08740 0 0|,L=| o0 |,
0 07700 0 0 (3.29)
| o 0 0
| 05527 —0.3336 —0.2504 |

A fim de ilustrar a resposta em malha fechada com os ganhos projetados, considere o con-
Junto A ={0,0.25,0.5,0.75,1} e as matrizes A = oA, + (1 — @)Apy, B= BB+ (1—B)Bu e
C=9Cp+ (1—=79)Cy com (a,B,y) € Ax A X A. Tomando todas as combinagdes possiveis de
(o, B,7) tem-se 53 =125 (A, B,C) sistemas. A Figura 6 mostra o envoltério das trajetdrias con-
siderando os 125 sistemas (A, B,C) avaliados com os ganhos de controle (3.29) gerados pelo
Algoritmo 2. Os valores dos estados iniciais usados sdo x(0) = [300 250 230]" e x.(0) = [00 0]".
As trajetorias obtidas com os ganhos calculados com o método de Shu et al. (2008) sdo seme-
lhantes as apresentadas na Figura 6 e, portanto, sdo omitidas. Observe que o Algoritmo 2 e a
técnica de Shu et al. (2008) lidam apenas com a estabilizacdo robusta, sendo a vantagem do
Algoritmo 2 sobre Shu et al. (2008) a menor complexidade (estimada pelo tempo necessdrio

para se obter a solugcdo) para calcular os ganhos de estabilizacdo.

Exemplo 3.4. Para comparar a técnica proposta com o Algoritmo 2 de Shu et al. (2008) no
caso do tempo continuo, considere o sistema linear intervalar positivo continuo no tempo, cujas

matrizes, geradas aleatoriamente, sdo mostradas na sequéncia.
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Figura 6 — Envelopes das trajetdrias de x;(¢), i = 1,2,3 para o sistema em malha fechada do
Exemplo 3.3 com condi¢@o inicial x(0) = [300 250 230]" e x.(0) = [0 0 0]".

260 080 1.60 2
Aw=| 0 —040 2.80 |,Cn= [ 14 20 10 ] Bu=10|,
060 0 —3.60 0

—1.82 0.80 1.60
Aw=1| 0 015 280 |, Cu=|1692 24 10|, Bu=Bn.
0.60 0 —2.35
Os ganhos dinamicos do controlador por realimentacdo de saida obtidos pela téc-

nica de Shu et al. (2008), apos 326 iteracoes com tempo computacional de 553.73 segundos,

sdo
_12.8727 0 1.2976 0.0302
G = 0 04000 05029 |, L=| o |,
0.6000 0  —3.7005 0
K=| —4.8808 —0.0376 —0.0001].

Neste exemplo, o tinico valor de @ (dentre as 8 possibilidades testadas) que fornece uma solu-

cdo foi ¢ = 10000. Por outro lado, o Algoritmo 2, proposto nesta se¢do, apos 3 iteragcdes com
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tempo de simulacdo de 1.84 segundos, produz os ganhos

—42.1191 0 1.0291 0.0333
G= 0 —0.4000 2.8000 |,L= 0 ;
0.6000 0 —3.6000 0
K=1]-194776 0 0O |.

Deste modo, para este exemplo, a abordagem continua no tempo, semelhante ao
método discreto, se mostra mais eficiente em termos de esforco computacional (i.e., menor

niimero de iteragbes e menor tempo de simulacdo) do que a técnica proposta em Shu et al.

(2008).

3.4 Conclusodes

No projeto de controle estatico .73 robusto para sistemas lineares positivos incertos
de tempo continuo, os exemplos numéricos mostraram que a técnica proposta apresenta custos
garantidos menores quando comparada com outros métodos da literatura, sendo inclusive capaz
de fornecer solu¢des quando outras abordagens falham ou nao podem ser aplicadas.

Em relacdo as técnicas propostas para fornecer os controladores dinamicos por re-
alimentacdo de saida de ordem completa para sistemas lineares positivos sujeitos a incertezas
intervalares no tempo continuo e no discreto, os exemplos salientaram que o algoritmo pro-
posto fornece ganhos de controle com menos iteracdes e menor tempo de simulacdo em relagdao

as estratégias comparadas.
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Capitulo

Filtragem de Sistemas Positivos

4.1 Introducao

A filtragem é um problema classico extensivamente estudado na literatura de con-
trole e de processamento de sinais. Em termos gerais, o objetivo € obter uma estimativa precisa
de um determinado sinal corrompido por ruido, possivelmente minimizando algum critério de
desempenho (ANDERSON; MOORE, 1979). Este problema tem sido considerado em varios
contextos diferentes, como sistemas lineares, ndo lineares e incertos com énfase nos métodos
baseados em desigualdades matriciais lineares. As abordagens LMIs para o projeto de filtros
lineares podem reproduzir os resultados do filtro de Kalman 6timo (obtido por meio de uma
equacdo de Riccati), podem lidar com outros critérios de desempenho e, mais importante, for-
necer filtros com robustez certificada por meio das normas .74 e .77 para sistemas lineares
afetados por parametros incertos (BOYD et al., 1994).

No contexto de sistemas positivos, o projeto de filtros permanece desafiador. Con-
forme discutido em Li ez al. (2010), existem particularidades relacionadas com a restri¢ao de
positividade que ndo podem ser abordadas diretamente nos métodos baseados em LMIs para
o projeto de filtros sem adicionar conservadorismo extra, mesmo no caso de sistemas pre-
cisamente conhecidos. Em particular, as abordagens LMIs que tratam o projeto de filtro ro-
busto .74 ou .77, de ordem completa, baseadas na mudanga de varidaveis envolvendo blocos da
matriz de Lyapunov (GEROMEL, 1999) (ou das variaveis de folga (GEROMEL et al., 2002)),
precisam impor restricdes de estrutura diagonal e ndo-negatividade elemento a elemento caso
sejam adaptadas para assegurar a positividade das matrizes do sistema filtrado. Resultados mais
recentes, que utilizam uma parametrizacdo mais simples para as matrizes de realizacao do fil-
tro (e.g., Duan et al. (2006), Lacerda et al. (2011)), permitem que a restri¢do de positividade
seja definida de forma semelhante a usada para o controle 77, por realimentacdo de estados
para sistemas positivos (TANAKA; LANGBORT, 2011) (ou seja, uma matriz ndo negativa ele-
mento a elemento multiplicando o inverso de uma matriz diagonal definida positiva), mas ainda

introduzem conservadorismo no projeto do filtro.
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Neste capitulo, uma nova abordagem baseada em LMIs € proposta para projeto de
um filtro robusto positivo para sistemas lineares positivos de tempo discreto com parametros
incertos pertencentes a um politopo. Condi¢des suficientes para a existéncia de um filtro posi-
tivo de ordem completa ou reduzida assegurando um custo garantido .73 ou .7 sdo propostas.
Como principal vantagem em relacdo as demais técnicas baseadas em LMIs, as matrizes de rea-
lizagdo do filtro aparecem de forma afim nas condi¢des propostas, sendo varidveis de decisao no
problema de otimizac¢do. Portanto, a restricdo de ndo negatividade pode ser imposta diretamente
(nenhuma mudanga de varidvel € necessaria), sem introduzir conservadorismo extra. Um algo-
ritmo iterativo, baseado em Felipe e Oliveira (2021), € proposto em conjunto com uma condi¢ao
inicial que viabiliza a busca por filtros positivos que assegurem os niveis de desempenho .7 ou

. Exemplos motivados por problemas fisicos ilustram as vantagens da abordagem proposta.

4.2 Filtragem 74 e 7,

Os problemas de projeto de filtros positivos 7% e 7 de ordem reduzida para sis-
temas lineares incertos positivos a tempo discreto sdo investigados neste capitulo. Devido a
restri¢do de positividade nas matrizes do filtro, os filtros 6timos 743 e .77, nao podem ser ob-
tidos por meio de métodos convencionais baseados em LMIs, mesmo no contexto de filtragem
de ordem completa para sistemas precisamente conhecidos. Portanto, novas condi¢des LMIs
suficientes sdo propostas para o projeto de filtros positivos .73 e .7 para sistemas lineares po-
sitivos de tempo discreto, tendo como principal vantagem o fato de que as matrizes dos filtros
sdo varidveis do problema. Neste caso, nenhuma restri¢ao estrutural nas varidveis de otimizacao
(fonte de conservadorismo) € necessdria para garantir a positividade. Uma relaxagdo na estabili-
dade do filtro é incluida, sendo propostos um algoritmo iterativo e uma condic¢ao inicial factivel
para buscar filtros positivos que assegurem um nivel de atenuagido .7 ou .77, para o sistema
filtrado. As condi¢des podem lidar com filtragem de ordem completa ou reduzida, incerteza do
tipo politdpica e restricdes estruturais. Exemplos inspirados em modelos da literatura ilustram
os resultados.

O problema € apresentado genericamente (casos continuo e discreto) pois, apesar
da tese abordar e apresentar resultados apenas para o caso discreto, o caso continuo poderia ser

tratado seguindo uma metodologia similar.

4.2.1 Definicao do problema

Considere o sistema linear incerto positivo

G= z=C(0)x+E (a)w, (4.1)
( (o)
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em que x € R™ € o vetor de estados, w € R™ € a entrada de ruido, z € R™ € o sinal a ser
estimado, e y € R € a saida medida. As matrizes do espaco de estados possuem dimensoes
apropriadas e sdo incertas, como definido em (1.2). Deseja-se obter as matrizes do seguinte
filtro

Olxf| =Asxs+ By,
gfé{ bl =Apxy+ Byy 4.2)

2p =Crxg+Dyy,
emque xy € R",0 <ny <ny,é€oestado estimado, e zy € R € a saida estimada do sistema (4.1)
que minimiza os efeitos da entrada de ruido w para o erro e = z — zy. Com este proposito,

definindo o vetor de estado aumentado % = [x' x;|', tem-se a seguinte dindmica de erro

g8 {5[)2] = A(a)%+B(a)w,

= . . (4.3)
e=C(a)x+D(a)w

com A(a) € ROt x(nctng) B(q) € ROxtns)xme (o) € R™=*tnr) e P(or) € R™=*™ dadas
por )

Alar) 0
BrCy(@) Ay

E(a)
ByEy(at)

, B(a) =

b

C(0) = [cu(o) - DyCy(e) “44)

Do) = |E-(e) ~ DyEy(a)|

4.2.2 Caso discreto no tempo

O Teorema 4.1 apresenta uma condi¢ao suficiente para o projeto de um filtro 7%, po-
sitivo para sistemas positivos em tempo discreto, expressa em termos de LMIs dependentes de

pardmetros, sendo necessario fornecer (como discutido em seguida) a matriz Y (o) a priori.

Teorema 4.1. Sejam Y;(a), i = 1,...,5, matrizes dadas. Se existirem matrizes dependentes de
parametros 0 < P(a) = P'(a) € RUwFm)x(mtnp) X (o) € REBmt3nsnatma) x(mtsng) matrizes
Ap e R, By € R, Cr € R™™, Dy € R™*™ e um escalar y > 0 tais que

Q(a)+X(a)Y(a)+Y'(a)X'(ax) <0, 4.5)
AfZO, BfZO, CfZO, DfZO 4.6)
sejam vdlidas para todo @ € A, em que
V(@)= [n(@) nia) (@) Y@ %),

X(@)=[Xi(@) Xj(0) Xj(e) Xj(e) xi(e)]

[—P(a) * * —
0 Pla) * x  x
o()=| 0 0 -y x x 4.7)
Ba) 0 D(a) —yl %
| A() -1 C(a) 0 0]
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com A(a), B(a), C(a), e D(a) dadas por (4.4), entdo (4.2) é um filtro positivo e Y é um custo
garantido ¢ do sistema (4.3).

Demonstragdo. Perceba que as condicdes em (4.6) garantem a positividade do filtro (4.2). Além
disso, se (4.5) for vélida, entdo Xs( o) e Y5() sdo matrizes de posto completo e, portanto, ¥ ()

pode ser reescrita como
Y(a) = Ys(ct) [—F(a) ~Gla) —H(a) —J(a) I

Fla)=-Ys(a) ' (a), G(a)=—-Ys(a) ' (a),
H(a)=-Ys(a) '»3(a), J(at) =—Ys5(a)" V().

Assim, pré- e pés-multiplicando (4.5) respectivamente por Y/ («) e Y+ (), sendo

(em que Y (o) é uma base para o espaco nulo de Y (), ou seja, Y (&)Y (a) = 0) e, entdo,

multiplicando o resultado a esquerda por

I Ala) 0 0
0 Cla) I 0
0O 0 01
e a direita pela matriz transposta, tem-se
Ala)P(a)A'(a) — P(x) * *
C(a)P(a)A'(a) —yI+C(a)P(a)C'(at) % | <0 (4.8)
B'(a) D'(a) —yI

que é equivalente, por complemento de Schur, ao bounded real lemma dado em (1.50) aplicado
ao sistema (4.3). 0]

No Teorema 4.1, a fim de tornar as desigualdades apresentadas lineares nas varidveis
de otimizagdo, pode-se utilizar uma escolha fixa de Y (o), como por exemplo, a sugerida no
Teorema 4.2. Entretanto, fixar uma varidvel pode dificultar a obten¢do de uma solucao vidvel.
Uma alternativa € introduzir uma relaxagdo, conforme sugerido em Felipe e Oliveira (2021).
Deste modo, a desigualdade (4.5) do Teorema 4.1 é solucionada substituindo A(a) por A(a) =
rA(@) com r € [0, +oo). Assim, para r € [0, 1), é mais fécil verificar a estabilidade de A(at) do
que de A(@). Além disso, se r > 1, a estabilidade de A(a) implica na estabilidade de A( o).

Teorema 4.2. Substitua A(t) por A(o) = rA(a) no Teorema 4.1. Em seguida, para a escolha
particular

Y(@)=Yo=[0 & 0 0 1], (4.9)
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em que & € (1/2,400) é um pardmetro escalar livre, sempre existe um r finito e um 'y suficien-

temente grande para os quais (4.5) é vdlida.

Demonstragdo. Observe que a desigualdade (4.5), com r =0 (A(a) =0), By =0,A;=0¢

X(a) = —(1/2)Y; fornece, ap6s o complemento de Schur,
B(a 0 1 —P(a 0 0
(@) -yl % B'(a) 0 0 (@) )
0 i -1 o Pla)—&u —1+E&I| 0.
~ D(a) —vI 0 0 Cla)
0 ¢ 0 —I+&1 I
Ty T

Para 7y suficientemente grande, o termo T'; pode ser desconsiderado e, aplicando o complemento

de Schur novamente em T, < 0, tem-se

—P(a) 0 <0
0  Pla)—E2I+(&E—1)°1

que € assegurado ao escolher P(a) = t/ com
0<T<2E—1.

O

Uma condi¢@o suficiente para o projeto de um filtro 7% positivo para sistemas po-

sitivos de tempo discreto € fornecida a seguir.

Teorema 4.3. Sejam Y;(), i = 1,...,8, matrizes dadas. Se existirem matrizes dependentes
de parametros 0 < P(a) = P'(a) € ROwF)x(nbns) 0 < M(o) = M (@) € R™*™, X, (o) €
R(3n_x+3nf+nz)><(4nx+4nf)’ X[(OC) c R(an—O—an—O—nz—O—nW)><(4nx+4nf)’ matrizesAf c Ry, Bf c R >y,

Cr e R, Dy € R"™*"™ e um escalar p > 0 tais que (4.6),

Qg () + X ()Y () + Yy () Xg () < O, (4.10)
O(a) + X ()Y (a) + Y/ ()X () <0, 4.11)
Tr(M(@)) < p* (4.12)

sejam vdlidas para todo o € A, com

) (4.13)
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*
0 Pla) * 4.14)
*

D)y 0 ~I
Cla) -1 0 0

() =

e A(a), B(a), C(a), e D() dadas por (4.4), entdo (4.2) é um filtro positivo e p é um custo
garantido 5% para o sistema (4.3).

Demonstragcdo. Andlogo ao Teorema 4.1, as desigualdades em (4.6) garantem a positividade
do filtro (4.2) e, se (4.10) é verificada, constata-se que Y4(ot) possui posto completo. Assim,

pode-se escrever

Yo(a) =Y4(@) |-R(a) —T(a) —U(a) I|,

sendo

Entdo, pré- e pés-multiplicando (4.10) respectivamente por

1 _ | I
e (a>—[ R(a) T(a) Ula) ]

e Ygl(OC), em que YgL(OC) ¢ uma base do espaco nulo de Y, () (ou seja, Yg(OC)YgL(OC) =0), e, em

seguida, multiplicando a desigualdade resultante a esquerda por

I Ala) 0
o 0 I

e a direita pela matriz transposta, tem-se (1.54). Seguindo um desenvolvimento similar com
Y;(a) e (4.11), a condicdo (1.53) do Lema 1.16 pode ser obtida, garantindo que, com (4.12), p

¢ um custo garantido .75 para o sistema (4.3). O

Na sequéncia, possiveis valores iniciais de Y, (o) e ¥;( o) que garantem uma solucdo

factivel para o Teorema 4.3 sdo sugeridos.

Teorema 4.4. Adote A(at) = rA() ao invés de A(at) no Teorema 4.3. Posteriormente, valendo-

se das escolhas particulares
Yol@) =Yi(@) =Yg =Yo=[0 oI 0 —(1/0)I] (4.15)

para um valor apropriado de o > 0, sempre hd uma solucdo factivel para as condigoes (4.10),
(4.11) e (4.12).

Demonstragdo. Escolhendo r = 0 (A(a) = 0), By =0, Ay = 0, X;(a) = —1/2Y, X/(at) =

—1/2Y,;9 e aplicando o complemento de Schur em (4.10) e (4.11), obtém-se respectivamente

—P(a)+B(a)B' (a) 0 ] -0, (4.16)

0 P(a)—o’l
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—M(a)+D(a)D' () 4+ 6>C(a)C' () 0

0. 4.17
0 Pla)—a| (17

Note que, P(ct) = vl, com v € (0,6?), garante que os blocos (2,2) de (4.16) e de (4.17) sejam
definidos negativos. Ademais, sempre existe uma M (@) garantindo que o bloco (1,1) de (4.17)
seja definido negativo. O bloco (1,1) de (4.16) implica que
E(0)E(a) 0]
O )

62 = P =0l >~ 0

garantindo que a escolha'

2 Ay = A 4.18
o>v>hy= max o {A(@)) (4.18)

certifica que (4.16) tenha sempre uma solugao factivel. U

Observacao 4.1. O Teorema 4.3 pode ser escrito em termos do gramiano de observabilidade
com simples modificagées, alterando as varidveis de decisdo P(a), M(a) por W(a), S(&) e
fazendo A(o)) = A'(ax), B(a) = C'(ax), C(a) = B' () e D(a) = D' ().

Observacao 4.2. Os teoremas 4.1 e 4.3 também podem ser usados no projeto de filtros para
sistemas lineares incertos no tempo discreto (ndo necessariamente positivos), simplesmente

desconsiderando as restrigoes de positividade (4.6).

4.2.3 Método iterativo

Com condig¢des iniciais factiveis para os teoremas 4.1 e 4.3, um procedimento ite-
rativo pode ser construido. O algoritmo aumenta o valor de r gradativamente até r > 1. Em
seguida, r = 1 € fixado e a minimizacdo do custo garantido se inicia. Lembrando que, como
He(X(a)Y(a)) = He(Y'(t)X'(a)), todos os possiveis valores para Y (o) sdo escolhas vali-
das para X'(ct). Isso também & vilido para Yy(o) com Xy(o) em (4.10) e ¥; (o) com X/ ()
em (4.11). Perceba que, com essas atualizacoes, a factibilidade é sempre assegurada e os novos
valores de r s30 maiores (ou iguais) aos anteriores, e os valores de p e ¥ sdo menores (ou iguais)
aos anteriores.

O Algoritmo 3, mostrado mais adiante, € dividido nas seguintes etapas:

* Etapa 1 (Estabilidade): Defina o nimero maximo de iteragdes itmax € a precisdao do custo
garantido fol. Inicialize o contador de iteragdes m = 0 e Y (o) (Teorema 4.1) satisfa-
zendo (4.9) com & € (1/2,) ou Yy(x) e ¥;() (Teorema 4.3) como em (4.15), aten-
dendo (4.18). Em seguida, aplique uma relaxag@o na estabilidade do sistema filtrado,
substituindo A (o) por A(a) = rA(a) para resolver as condi¢des dos teoremas 4.1 ou 4.3.

Maximize r, incremente m e atualize ¥ (o) = X'(a) (Teorema 4.1) ou Yg(&) = Xz(x) e

' 0 i-ésimo autovalor da matriz E(a)E’ () para um valor fixo de a é denotado por A;(a),i = 1,...,n,.
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Y;(a) = X/ () (Teorema 4.3) enquanto r < 1 e m < itmax. Se r > 1, a estabilidade assin-
tética de A(«x) estd assegurada. Entdo, remova a relaxacdo fixando r = 1 e prossiga para

a etapa 2. Caso contrdrio, o procedimento € encerrado sem um filtro estavel.

* Etapa 2 (Custo garantido): Minimize o limitante de desempenho .73, p,, = p, sujeito as
condi¢des (4.6), (4.10), (4.11) e (4.12) (Teorema 4.3) ou o limitante .77, ¥, = 7, sujeito
as condigoes (4.5) e (4.6) (Teorema 4.1). Na sequéncia, incremente m, e atualize Y (o)
(Teorema 4.1) ou Yy () e Y; () (Teorema 4.3) enquanto m < itmax € |Ym — Ym—1| > tol
(Teorema 4.1) ou |py, — Pm—1| > tol (Teorema 4.3).



Capitulo 4. Filtragem de Sistemas Positivos

79

Algoritmo 3: FILTRO POSITIVO .7, (OU )

1 Filtro-Positivo(A,E,C,,E;,Cy,Ey,tol,itmax)
2 m< 0, Yy (ou Y, Yi0), etapa <1, A < rpA ;

3 enquanto m < ity faca

4

5

6

10

11

12

13

14

15

16

17 fim

se etapa =1 entao
maximize r,, sujeito a P > 0, (4.5), (4.6), (ou (4.6), (4.10), (4.11), (4.12));
se 1, > 1 & factivel entao
‘ rm < 1, etapa < 2;
fim
fim
se etapa =2 entao
minimize %, (ou p,,) sujeito a P > 0, (4.5), (4.6), (ou (4.6), (4.10), (4.11),
(4.12));
se |Ym — Ym—1| < tol (ou |ppm — pm—1| < tol) entdo

‘ retorna 7%, (ou p;,);

fim
fim

m+—m+1,Y, < X (ouY;,, < X/, ng<—Xé’,);
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4.2.4 Exemplos numéricos

As rotinas foram programadas em Matlab-R2017a, utilizando os parsers ROL-
MIP (AGULHARI et al., 2012) e Yalmip (LOFBERG, 2004) e o SDP solver Mosek (ANDER-
SEN; ANDERSEN, 2000). O computador utilizado foi um Intel® Core™i7-7700 (3.60 GHz x
8), 15.6 GiB, Linux (Ubuntu 18.04.5 LTS).

Dois exemplos com motivacao pratica ilustram a aplicabilidade das condicdes de
projeto propostas neste capitulo. Os casos dual e primal sdo testados e o melhor resultado é
mantido. Nas simula¢gdes numéricas, as matrizes dependentes de parametros sdo consideradas
como polindmios homogéneos, os graus das varidveis X;, i = 1,...,4 e X, j =1,...,8 (apre-
sentadas nas condi¢des como genericamente dependentes do pardmetro & € A) sdo iguais a
zero, e os graus das outras varidveis matriciais sdo iguais a um. O Algoritmo 3 € implementado
com X 7 5 € X» ¢ como matrizes arbitrérias, X3 4 ¢ X3 5 7 iguais a zero, e X; 43 como simétricas,
itmax = 100, tol = 1073, £ = 1 e 6 = 2. Outras escolhas, especialmente para & e &, podem pro-
duzir resultados diferentes (piores ou melhores). Um melhor comportamento numérico pode
ser obtido definindo a priori limites para os custos garantidos ¥ ou p durante a etapa 1 (que
podem ser tratados diretamente como varidveis de otimizagdo, ou podem ser minimizados por

bissecao).

Exemplo 4.1. Considere o modelo de Leslie que descreve a dindmica populacional estruturada

de uma certa praga, retirado de Li et al. (2010).

fi L f by by
x(k+1)=|s; 0 0]|x(k)+ b3 by|w(k),
0 5 0 bs bs (4.19)
0 ¢ 0 dy d»
k) = x(k)+ w(k),
y(k) _OOc]() d3d4]()

em que x(k) = [x1(k), x2(k), x3(k)], sendo xi(k), x2(k) e x3(k) o niimero de pragas juvenis,
imaturas e adultas no tempo k. Além disso, f; denota a taxa de natalidade dos pais na classe de
idade i e s; expressa a taxa de individuos que sobrevivem da classe de idade i para a classe i+ 1.

Os valores dos parametros sdo os mesmos que em Li et al. (2010) e podem ser vistos a seguir

f1 =0.1595, f»=0.1890, f3 =0.2713, 51 = 0.5091, 55 = 0.6740,
b1 =0.1350, by = 0.0128, b3 = 0.0128, by = 0.0510, bs = 0.1021, (4.20)
be = 0.1250, d; = 0, dr = 0.1250, d3 = 0.1460, dy = d,, c = 1.

Em Li et al. (2010), condi¢coes LMIs iterativas baseadas em um sistema aumentado
sdo propostas para o projeto de filtro 7% positivo de ordem reduzida para sistemas positivos
precisamente conhecidos no tempo discreto. O objetivo é estimar a quantidade de pragas ju-

venis (primeiro estado), minimizando o limitante da norma ¢, da dindmica de erro. O filtro
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positivo para ny = 1, reportado em Li et al. (2010), estd associado com um custo 7, garantido

de y=0.1415, sendo apresentado na sequéncia

Ay =[022819], By = [0.00003 0.00003],
4.21)
Cr=[0.14130], Dy = [0.17889 0.34404] .

Por outro lado, o Algoritmo 3 fornece (apos 11 iteragées) o filtro de primeira ordem dado por

(ntimeros truncados com 4 digitos decimais)

Ap=10.0000, B = [0.9671 2.4386] .
(4.22)
¢y = [0.2433], D = [0.0000 0.0215],
associado a 'y = 0.0744 (aproximadamente 50% menor do que o custo em Li et al. (2010)) e
com a norma H de ||9,||~ = 0.0743. Uma vez que as matrizes do filtro em Lacerda et al.
(2011) sdo recuperadas como Ay = Ie_lKL By = k_]Kg, Cr e Dy, com K definida positiva,
uma condi¢do suficiente para a positividade pode ser obtida impondo K como diagonal, K; >
0,i=1,2,Cr>0e Dy >0, resultando em 'y = 0.1444. Esta estratégia, que pode ser vista
como uma alternativa para obtencdo de filtros positivos de ordem completa, é utilizada no
controle ¢, por realimentagdo de estados para sistemas lineares positivos de tempo continuo
em Tanaka e Langbort (2011). Observe que Lacerda et al. (2011) requer uma busca no espago
dos parametros, que foi feita com 11 = 12 c{107%,1073,...,1,... 106} (13 valores).

A complexidade computacional pode ser estimada em termos de niimero de varid-
veis escalares (V') e linhas de LMIs (£ ). Neste exemplo, o filtro de ordem completa de Lacerda
et al. (2011) foi obtido com V' =90 e £ = 41, o filtro de primeira ordem de Li et al. (2010)
utilizou V' =94 e £ = 27 e o filtro de primeira ordem resultante do Algoritmo 3 (A3) possui
YV =66e L =26. Os valores de V' e £ correspondem a cada vez que as condicoes sdo re-
solvidas. Fica claro que a abordagem proposta fornece os melhores resultados, superando até

mesmo o filtro positivo de ordem completa derivado de Lacerda et al. (2011).

Exemplo 4.2. Considere o processo de tanques séxtuplos, ilustrado na Figura 7, que é uma
extensdo do modelo apresentado em Johansson (2000). As entradas sdo vy e vy (tensoes apli-
cadas nas bombas) e os estados sdo os niveis dos tanques (em torno de pontos nominais pré-

especificados). As saidas medidas y| e y, sdo as tensoes dos sensores de nivel dos tanques.
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Figura 7 — Diagrama esquematico do processo de tanque séxtuplo.

O objetivo é projetar um filtro positivo estdvel que estime os estados ndo medidos
(niveis dos tanques 3, . ..,6), minimizando um limitante para a norma 76 ou 7. da dindmica

de erro (4.3). A representacdo em espaco de estados do sistema positivo em tempo continuo é

dada por
1 A ] -k .
0 an /? 0 e 0
1 k
0 -5z 0 @n 9 0 v
_ 1 5
A, = 0 0 T3 0 (A3T5) 0 , B.= 0 0 ,
0 0 0 -+ 0 As 0 0
Ty (AaTs) (l—m)k
0o 0 0 0 —% 0 y Y
(1-n1)k
0 0 0 0 0 —%6_ |0 y vl
k. 0 0 0 0 0 A [2h
Ce= ¢ ’ T]__j —j7 :17 767
0 k. 00 0 0 aj\l g

em que B. e C. sdo matrizes com elementos ndo negativos e A. é uma matriz Metzler. Os
significados dos pardmetros presentes nessas matrizes sdo descritos a seguir: A; e a; sdo a drea
da segdo transversal dos tanques e orificios de saida (A1 35 =28, Ay 46 = 32, a; 35 = 0.071,
az 46 = 0.057 cmz); hi € o nivel da dgua (hy = 12.4, hp = 12.7, h3 5 = 1.8, h4 s = 1.4 cm);
g =981 cm/s* é a aceleragdo gravitacional; k. = 0.5V /cm é o ganho dos sinais de nivel
medidos; M1 = 0.7, Ny = 0.6 determinam a relagdo de vazdo (n,Ny € (0,1)); e k; = 3.33,
ko = 3.35 sdo os ganhos de tensdo aplicados a bomba.

Uma matriz dindmica positiva em tempo discreto pode ser obtida fazendo A =
I +tA. (aproximagdo de Euler de primeira ordem), em que t é a taxa de amostragem. Neste
exemplo, t ndo é precisamente conhecida, mas pertence ao intervalo dado port € [3.5,5]. Além
disso, para garantir robustez contra falhas parciais do sensor, uma matriz de saida dada pela
combinagdo convexa de 0.1Cy e Cy, com Cy = C, (valor nominal) também é considerada, re-
sultando em um sistema incerto com N = 4 vértices. As outras matrizes no sistema (4.1) sdo
E=B.,C,=[0|1L4],E,=0,E, =091
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Tabela 5 — Custos garantidos 7% e %3 (' e p) obtidos pelo Algoritmo 3 (m iteragdes) e Lacerda
et al. (2011) (estendido, denotado por L*), ¥ e .Z (respectivamente, varidveis esca-
lares e linhas LMIs para cada teste das condicdes LMIs) e as normas de pior caso
(|%. || € |%.||> computadas por meio de uma grade fina em ) para o Exemplo 4.2.

estritamente préprio préprio
ny m vy %l. 7.2 m Yy %l. 7.%
A3 1 35 1.4024 1.3818 268,144 49 1.0120 1.0114 276,152
6 48 0.9998 0.9997 818,289 49 0.9994 0.9991 826,297

L 6 1.6174 1.6169 1110, 420 1.0040 1.0040 1118,428
nwm p L, 7.2 m p %, 7.7

A3 1 30 04832 0.4400 315,228 47 0.4807 0.4324 323,236
6 38 0.3481 0.3283 920,413 70 0.3301 0.3071 928,421

L 6 0.5920 0.5917 1054, 408 0.5914 0.5910 1062,416

A Tabela 5 mostra os resultados fornecidos por A3 para os filtros positivos ¢ e
. de ordens ny = 1,6, assim como os de Lacerda et al. (2011) (ordem completa ny = 6, de-
notado por L*, adaptado para projeto de filtro positivo e para considerar Dy # 0 no caso ),
com o0s respectivos niimeros de V' e de . Em ambos os métodos, os filtros estritamente pro-
prios podem ser obtidos zerando Dy (varidvel do problema). Conforme observa-se, A3 fornece
os melhores resultados em termos de custos garantidos. Os niimeros de V' e £ sdo menores no
caso de filtros de ordem reduzida e semelhantes quando ny = ny (filtros de ordem completa),
porém, A3 requer em todos os casos mais iteracoes do que o niimero de pardmetros escalares

testados na buscar linear do método L*.

4.2.5 Conclusoes

Um algoritmo iterativo baseado em LMIs foi proposto para o projeto de filtros posi-
tivos para sistemas lineares positivos incertos de tempo discreto, considerando como critério de
desempenho as normas 7% e .7. Conforme ilustrado por exemplos numéricos, o método pode
lidar com filtros de ordem reduzida e restricdes de positividade com menos conservadorismo
quando comparado com técnicas da literatura. As deficiéncias do método sdo a convergéncia
lenta (em alguns casos) e a necessidade de procurar um filtro estavel vidvel (fase 1 do algo-

ritmo) antes de iniciar a minimizacao do custo garantido.
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Consideracoes Finais

A primeira contribuicdo apresentada nesta tese concerne a estabilidade global de
sistemas lineares positivos com saturagdo nos atuadores. Foram elaboradas técnicas de andlise
para o tempo continuo e discreto. Nas condi¢Oes propostas a representacdo da saturacdo € feita
em termos da funcdo rampa e considerando relaxacdes para o teste da copositividade de ma-
trizes. A eficdcia das abordagens propostas é demonstrada por meio de exemplos numéricos
envolvendo comparagdes com as técnicas baseadas nas condi¢des generalizadas de setor.

A segunda contribui¢do € uma condi¢@o para tratar o problema de sintese de um
ganho estatico por realimentagao de saida que assegura um custo garantido .73 para sistemas
lineares positivos em tempo continuo com parametros incertos pertencentes a um politopo. A
condic¢do proposta € solucionada por meio de um procedimento iterativo. Dentre as vantagens do
método proposto, pode-se citar a capacidade de tratar o controle por realimentagao de estados e
de saida indistintamente, a descentralizac@o ou as restricdes de magnitude no ganho de controle
e a presenca de incertezas em todas as matrizes do sistema. Exemplos numéricos ilustram que
o método proposto pode fornecer resultados menos conservadores, em geral ao preco de um
maior esfor¢o computacional quando comparado com outras técnicas disponiveis na literatura.

Ainda no ambito de controle, outro resultado desta tese € o controle por realimenta-
¢do dindmica de saida de ordem completa para sistemas lineares positivos sujeitos a incertezas
intervalares, considerando o tempo continuo e discreto. As condi¢cdes propostas novamente sao
solucionadas por meio de um procedimento iterativo. Nos exemplos o algoritmo proposto ob-
teve ganhos de controle com menos iteracdes e tempo computacional também menor em relagdao
aos resultados de outras técnicas da literatura.

Por fim, investigou-se o projeto de filtros positivos .74 e 7%, de ordem reduzida
para sistemas lineares incertos positivos em tempo discreto. Mais uma vez a resolucao das
condic¢des propostas € feita por um procedimento iterativo. Conforme apresentado nos exemplos
numéricos, a abordagem proposta fornece resultados menos conservadores quando comparada
a outras técnicas da literatura.

Como comentdrio final, vale ressaltar que as condicdes apresentadas para sistemas
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positivos politépicos podem ser adaptadas de forma imediata para tratar sistemas intervalares,
seguindo o que foi feito na Sec¢do 3.3. Além dessa extensao direta, na sequéncia apresentam-se

outros topicos pertinentes para investigagao.

Perspectivas

Para trabalhos futuros, considera-se:

1. O emprego de diferentes tipos de fungdes de Lyapunov, como fungdes quadraticas por

partes ou do tipo Lur’e, nas condi¢gdes de andlise propostas no Capitulo 2.

2. Analisar o efeito do uso de distintas condi¢des iniciais nos algoritmos iterativos utilizados

para solucionar os problemas de sintese.

3. A elaboragdo de condi¢des de sintese, ou seja, propor condi¢des para realimentacao de es-
tados e de saida, estatica e dindmica, para sistemas positivos sujeitos a saturacao, partindo

dos resultados do Capitulo 2.

4. No ambito de sistemas positivos intervalares, abordado no Capitulo 3, € possivel abordar

o problema de observadores de estado.

5. Adaptar o projeto de filtros, apresentado no Capitulo 4, para o caso continuo no tempo.
Além disso, melhorias no projeto de filtros positivos 745 e .77, seriam proporcionadas
pelo uso de um filtro ad hoc estavel e positivo para a constru¢ao de uma condigao inicial

mais adequada para o algoritmo.

Publicacoes

Durante o desenvolvimento desta pesquisa de doutorado foram produzidos artigos
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