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Resumo

Problemas de empacotamento com nimero fixo de recipientes consistem em, dado um
conjunto de itens e um nimero de recipientes de uma determinada capacidade, empaco-
tar um subconjunto dos itens nos recipientes, maximizando ou minimizando uma certa
funcao objetivo, tal como a soma dos valores dos itens empacotados. O BINARY KNAP-
SACK PROBLEM (KP), o GENERALIZED ASSIGNMENT PROBLEM (GAP), o MULTIPLE
KNAPSACK PROBLEM (MKP) e o BIN PACKING PROBLEM (BPP) sao exemplos clas-
sicos de problemas de empacotamento, mas apenas o KP, o GAP e o MKP possuem
ntumero fixo de recipientes, ja que o BPP permite que novos recipientes sejam criados.
Outros problemas com essa caracteristica sao o MAXSPACE, o POSITIONAL KNAPSACK
PROBLEM e o EXTENSIBLE BIN PACKING. O MAXSPACE é um problema de disposicao
de propagandas, no qual desejamos exibir propagandas em um banner, maximizando a
area ocupada pelas propagandas exibidas. O POSITIONAL KNAPSACK PROBLEM é uma
variante do BINARY KNAPSACK PROBLEM em que desejamos colocar itens em um re-
cipiente e o valor do item pode variar de acordo com a posi¢cao que é empacotado. Ja
o EXTENSIBLE BIN PACKING (EBP) é um problema de empacotamento em que dese-
jamos adicionar uma quantidade de itens em um namero fixo de recipientes de mesmo
tamanho, mas, diferentemente dos MAXSPACE e do PKP, o EBP exige que todos os itens
sejam empacotados e permite que os recipientes sejam estendidos, aumentando o custo
da solucao proporcionalmente ao valor total de extensao. Neste trabalho, apresentamos
um Polynomial-Time Approzimation Scheme (PTAS) para uma variante do MAXSPACE,
um Fully Polynomial-Time Approzimation Scheme (FPTAS) para uma fungao de varia-
cao especifica do PKP e um PTAS para o PKP com um conjunto de fungdes mais geral.

Além disso, apresentamos algoritmos utilizando a formulacao Arc-Flow e a técnica de
Branch-Cut-and-Price para o EBP.



Abstract

Packing problems with a fixed number of bins consist of, given a set of items and several
bins of a given capacity, packing a subset of the items in the bins, maximizing or minimiz-
ing a certain objective function, such as the sum of the values of the packed items. The B1-
NARY KNAPSACK PROBLEM (KP), the GENERALIZED ASSIGNMENT PROBLEM (GAP),
the MULTIPLE KNAPSACK PROBLEM (MKP), and the BIN PACKING PROBLEM (BPP)
are classic examples of packing problems, but only KP, GAP and MKP have a fixed
number of bins since BPP allows new bins to be created. Other problems with this char-
acteristic are MAXSPACE, POSITIONAL KNAPSACK PROBLEM, and EXTENSIBLE BIN
PACKING. The MAXSPACE is an advertising placement problem in which we want to
display advertisements on a banner, maximizing the area occupied by the advertisements
displayed. The POSITIONAL KNAPSACK PROBLEM is a variant of BINARY KNAPSACK
PROBLEM in which we want to place items in a knapsack, and the item’s value can
vary according to the position in which it is packed. And the EXTENSIBLE BIN PACK-
ING (EBP) is a packing problem in which we want to place several items in a fixed
number of bins of the same size, but, unlike MAXSPACE and PKP, EBP requires that all
items be packed, and allows the bins to be extended, increasing the cost of the solution
proportionally to the total value of the extension. The main objective of this work is
to develop new approximation and exact algorithms for packing problems with a fixed
number of bins, more specifically to MAXSPACE, POSITIONAL KNAPSACK PROBLEM,
and EXTENSIBLE BIN PACKING, taking into account variants found in practice for these
problems. In this work, we present a Polynomial-Time Approximation Scheme (PTAS)
for a variant of MAXSPACE, a Fully Polynomial-Time Approximation Scheme (FPTAS)
for a specific variation function of PKP, and a PTAS for PKP with a more general set
of functions. In addition, we present algorithms using the Arc-Flow formulation and the
Branch-Cut-and-Price technique for EBP.
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Capitulo 1

Introducao

Problemas de empacotamento possuem muitas aplicacoes praticas, principalmente na lo-
gistica dos setores de industrias e servigos. A logistica é responsével por uma parcela
consideravel do custo dos servigos e dos produtos. O custo total dessa area represen-
tou 26% do PIB brasileiro e 9,5% do PIB estadunidense em 2008 [73]. Uma otimizagao
nesses processos pode reduzir os custos e tornar os produtos mais baratos e competitivos.

Esses problemas também despertam um grande interesse da literatura. Delorme [27]
apresentou um levantamento do ntimero de artigos cientificos sobre problemas de empaco-
tamento ou problemas de corte de estoque em diferentes fontes bibliogréaficas entre os anos
de 1991 e 2016. Podemos verificar que houve um aumento de interesse nesses problemas
na Figura 1.1 (extraida de [27]). Dessa forma, é importante encontrar bons resultados e
valida-los em veiculos de divulgacao internacional. Além disso, os problemas abordados
representam um grande desafio teérico, pois sao NP-dificeis.

160
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Figura 1.1: Numero de artigos sobre problemas de empacotamento ou problemas de corte de estoque entre 1991 e 2016 [27].

Alguns problemas classicos de empacotamento sao o0 BINARY KNAPSACK PROBLEM, o
MULTIPLE KNAPSACK PROBLEM e 0 BIN PACKING PROBLEM. No BINARY KNAPSACK
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PROBLEM (KP), a tarefa é empacotar itens em uma mochila de determinada capacidade.
Como pode nao ser possivel adicionar todos os itens a mochila, escolhe-se um subcon-
junto para ser empacotado que maximize o valor total. Formalmente, uma instancia do
KP consiste em uma mochila de capacidade L, um conjunto de itens I = {iy,s,...,0,}
e, para cada item i, um valor v; > 0 e um tamanho s; > 0. O objetivo é encontrar um
subconjunto S C I que maximize ) ,_¢v; € que nao exceda a capacidade da mochila, ou
seja, y ..o 5i < L [55]. Este ¢ um dos problemas mais conhecidos da Computagao, pos-
suindo muitas variantes e generalizagoes [10, 11|, como o MULTIPLE KNAPSACK PRO-
BLEM e o BIN PACKING PROBLEM.

O GENERALIZED ASSIGNMENT PROBLEM (GAP) é um problema em que, dado um
conjunto de itens I = {i, i, ...,i;} € um conjunto de m recipientes M = {My, ..., M, },
tem como objetivo empacotar um subconjunto dos itens nos recipientes, maximizando o
valor dos itens empacotados e respeitando a capacidade dos recipientes. Cada item i tem
um valor v;; e um tamanho s;; ao ser empacotado em um recipiente j, e cada recipiente j
possui uma capacidade limitada L;. O objetivo do GAP é encontrar S = {I1,I5,..., I}
com m subconjuntos de itens e [ Les I; = 0, tal que S maximize o valor dos itens, dado
por lees Zielj v;;, € que cada subconjunto de itens [; € S possa ser empacotado na
mochila m; € M para todo j, ou seja, Zidj sij < L; para todo j [13, 33].

O MuLTIPLE KNAPSACK PROBLEM (MKP) é uma generalizacio do KP e um caso
particular do GAP em que cada item 7 possui o mesmo valor e tamanho para todos os reci-

pientes. No MKP, sdo dados um conjunto de itens I = {iy, s, ..., 4}, em que cada item i
possui valor v; e tamanho s;, e um conjunto de m recipientes M = { My, My, ..., M,,}, em
que cada recipiente j possui uma capacidade L;. Desejamos encontrar S = {[y, Is, ..., I,,}

com m subconjuntos de itens e [ Les I; = 0, tal que S maximize o valor dos itens, dado
por lees Zielj v;, e que cada subconjunto de itens I; € S possa ser empacotado na
mochila m; € M para todo j, ou seja, Zielj s; < L; para todo j [13].

Ja o BIN PACKING PROBLEM (BPP) é um problema de empacotamento em que
o numero de recipientes (neste caso, também chamados de bins) é ilimitado e deseja-
mos empacotar todos os itens, minimizando o ntmero de recipientes usados. Formal-
mente, esse problema pode ser definido da seguinte maneira: dado um conjunto de
itens I = {iy,i2,...,0,}, em que cada item ¢ possui tamanho s;, e um conjunto ilimitado
de recipientes idénticos de capacidade L; encontre S = {Iy, I, ..., I,,} com m subconjun-
tos de itens, tal que Uljes I; = I, m seja minimo e todo subconjunto I; € S possa ser
empacotado em uma mochila de capacidade L, ou seja, Zigj s; < L para todo I; € S [53].

Problemas de empacotamento com ntmero fixo de recipientes sao aqueles que pos-
suem um dado ntmero de recipientes dado na entrada ou na definicao do problema, nao
permitindo a criagao de novos recipientes para o empacotamento dos itens. O KP, o GAP
e o MKP séo, portanto, exemplos de problemas dessa classe (o BPP nao, ja que permite
a criacao de novos recipientes).

Essa classe de problemas com um ntmero fixo de recipientes introduz um novo desafio:
a selecao dos itens a serem empacotados. Ao contrario dos problemas com recipientes
ilimitados, em que todos os itens precisam ser empacotados, nos problemas com ntmero
fixo de recipientes pode ser necessario escolher quais itens serao empacotados e como
organiza-los dentro dos recipientes disponiveis. Neste trabalho, abordaremos essa classe
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de problemas, mais especificamente os problemas MAXSPACE, POSITIONAL KNAPSACK
PROBLEM e EXTENSIBLE BIN PACKING.

O MAXSPACE é um problema de disposi¢ao de propagandas, no qual desejamos exibir
propagandas em um banner, maximizando a area ocupada pelas propagandas exibidas.
Cada propaganda possui uma quantidade de copias e as propagandas exibidas no banner
sao alteradas a cada intervalo de tempo. A quantidade de intervalos de tempo é fixa, e
podemos considerar que cada intervalo de tempo é um recipiente de capacidade igual a
do banner. Problemas de disposi¢cao de propagandas sao comuns em sites que oferecem
servigos de forma gratuita enquanto exibem propagandas aos seus usuérios, como Google
e Facebook [59]. Anualmente, a receita de publicidade na web movimenta centenas de
bilhdes de dolares [48], o que faz com que, mesmo pequenas melhorias na forma de exibi-
las, tenham um grande impacto na receita.

Introduzimos uma variante do BINARY KNAPSACK PROBLEM, que denominamos PO-
SITIONAL KNAPSACK PROBLEM (PKP), em que o ganho do item varia de acordo com
a posicao em que é adicionado. O PKP também foi motivado pela exibicao de antuncios
em layouts de sites. Mas, diferentemente dos problemas de disposicao de propagandas
apresentados anteriormente, no PKP a receita esperada para a exibicao de um antincio
varia de acordo com sua proximidade do topo.

Ja o EXTENSIBLE BIN PACKING (EBP) é um problema de empacotamento em que
desejamos adicionar uma quantidade de itens em um ntmero fixo de recipientes de mesmo
tamanho. Diferentemente do MKP, no EBP todos os itens devem ser adicionados e as
capacidades dos recipientes podem ser excedidas. O custo de um recipiente é dado pela
sua capacidade mais o espaco excedido naquele recipiente. O objetivo do EBP é minimizar
os custos dos recipientes. Embora o EBP exija que todos os itens sejam empacotados, a
necessidade de escolher quais itens adicionar permanece. Isso porque podemos resolver o
problema decidindo quais itens tem pelo menos uma parte dentro de algum recipiente e
como empacota-los. Ja os itens restantes, que estao totalmente fora dos recipientes, podem
ser empacotados em qualquer recipiente sem alterar o valor da solucao. O EBP surge em
uma variedade de problemas de escalonamento e aloca¢do de armazenamento (storage
allocation). Considere, por exemplo, o caso de um conjunto de tarefas que devem ser
atribuidas a um conjunto de recursos idénticos (por exemplo, trabalhadores) que estao
disponiveis a um custo fixo por um determinado periodo (o tempo regular) e podem
ser adquiridos a um custo adicional, proporcional ao tempo (horas extras), em caso de
necessidade. O problema de atribuir as tarefas aos trabalhadores com o objetivo de
minimizar o custo total é equivalente ao EBP. [26].

No Capitulo 2, apresentamos os principais conceitos utilizados durante todo o trabalho.
No Capitulo 3, definimos formalmente o MAXSPACE e algumas variantes, apresentamos
a literatura do problema e um Polynomial-Time Approximation Scheme (PTAS) para
uma variante do problema, que publicamos no periédico “ Theory of Computing Systems
- TOCS” [71]. Esse é o melhor fator de aproximagao possivel para esse problema, ja que
generaliza o MULTIPLE KNAPSACK PROBLEM, que ¢ fortemente NP-dificil até mesmo com
dois recipientes. No Capitulo 4, definimos formalmente o PKP, mostramos que é NP-dificil
até mesmo para uma funcao de variagao especifica e apresentamos um Fully Polynomial-
Time Approzimation Scheme (FPTAS) para o problema com essa fungao, e um PTAS
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para um conjunto de fungoes mais geral. Apresentamos uma versao preliminar do FPTAS
para o POSITIONAL KNAPSACK PROBLEM no “XII Latin-American Algorithms, Graphs
and Optimization Symposium - LAGOS” [70] e submetemos a versdo completa do FPTAS
e do PTAS para o PKP para um periédico internacional. No Capitulo 5, definimos
formalmente o EBP e apresentamos algoritmos exatos, utilizando as técnicas de Branch-
Cut-and-Price e Arc-flow. Também apresentamos e analisamos os resultados obtidos pelos
algoritmos desenvolvidos. No Capitulo 6, fazemos nossas consideragoes finais e indicamos
quais serao os proximos passos.
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Capitulo 2

Preliminares

Na Teoria da Computagao, um algoritmo é chamado de eficiente se resolve um deter-
minado problema em tempo polinomial no tamanho da representacao da entrada. Um
problema é chamado de Problema de Decisao quando a solugao consiste em responder
“sim” ou “nao”. A classe de todos os problemas de decis@o que podem ser resolvidos em
tempo polinomial é chamada de P e chamamos de NP a classe de problemas de decisao que
podemos, dado um certificado, verificar se a resposta é “sim” para qualquer instancia em
tempo polinomial. A grande questao em aberto da Teoria da Computagao é determinar
se P = NP.

Chamamos de NP-dificeis os problemas que sao tao dificeis quanto qualquer problema
em NP. Como o MAXSPACE, o EXTENSIBLE BIN PACKING, e 0 POSITIONAL KNAPSACK
PROBLEM sao NP-dificeis, nao existem algoritmos para resolvé-los de forma eficiente, a
menos que P = NP [68].

Neste trabalho, criamos novos algoritmos exatos e algoritmos de aproximagao para
alguns problemas de empacotamento com ntmero fixo de recipientes. A seguir, apresen-
tamos essas abordagens de pesquisa.

2.1 Algoritmos Exatos

No contexto de algoritmos exatos, procuramos desenvolver algoritmos para encontrar
uma solucao 6tima. Em problemas de otimizacao combinatéria existe, em geral, um
nimero muito grande de solugoes viaveis e enumera-las pode tomar muito tempo. Por
isso, é importante projetar um algoritmo que encontre solugoes 6timas rapidamente. Nesse
contexto, algoritmos baseados em Programacao Linear, Geragao de Colunas, Branch-and-
Price e Arc-flow sao bastante aplicados.

2.1.1 Programacao Linear

A Programagao Linear (PL) é um modelo matematico que descreve um problema de oti-
mizacao e possui uma funcao objetivo linear de varias variaveis e um conjunto de restri¢oes
que sao desigualdades lineares sobre essas varidveis. As restri¢oes lineares definem um po-
liedro convexo, chamado de conjunto dos pontos viaveis. Como a funcao objetivo também
é linear, todo 6timo local também é um 6timo global. A linearidade da fungao objetivo
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também implica que uma solu¢ao 6tima s6 pode ocorrer em um ponto da fronteira do
poliedro convexo. Essas propriedades permitem que um modelo de PL seja resolvido em
tempo polinomial [6].

Quando existem restrigdes que se contradizem dizemos que o modelo é inviavel (o
poliedro é vazio) e quando a fun¢do objetivo ¢ ilimitada dizemos que o modelo é ilimitado.
Em ambos os casos, nao é possivel obter solugao para o modelo [6].

Seja x um vetor de varidveis e sejam A, b e ¢ vetores de constantes para um problema
de minimiza¢ao. Um programa linear para esse problema pode ser escrito como:

minimizar ¢!

sujeito a: Ax > b
x>0

Em (2.1) temos a fungao objetivo do modelo e em (2.2) e (2.3) temos as restri¢oes do
modelo. Em um modelo de PL, todas as variaveis sao lineares. Também existem modelos
de Programacao Linear que possuem variaveis inteiras, ¢ a chamada Programacao Linear
Inteira (PLI), uma das principais abordagens para projetar algoritmos exatos. Modelos
em que existem variaveis lineares e inteiras também podem ser chamados de modelos de
Programagao Linear Mista (PLM).

Ao contrario da PL, que pode ser resolvida em tempo polinomial, muitos modelos de
PLI nao podem, a menos que P = NP. Por isso, quando usamos PLI para modelar proble-
mas NP-dificeis, nao conseguimos um algoritmo polinomial. Usamos o termo relaxacao
linear ou modelo relaxado para nos referir a um modelo de PL obtido a partir de um
modelo de PLI com suas varidveis inteiras modificadas para racionais. A seguir, apresen-
tamos um modelo usando Programagao Linear Inteira proposto Martello e Toth [66] para
o BIN PACKING PROBLEM.

K

(T") minimizar Zyj (2.4)
j=1
K

sujeito a: wa >1 Viel (2.5)

j=1
d simig <Ly, j=12... K (2.6)
iel
fl?Z‘JE{O,l} ViEI,j:LQ,...,K
y; € {0,1} =12 . K

Seja K um limitante superior conhecido para o numero de bins necessarios para uma
solu¢do (por exemplo o nimero de itens), o modelo considera que existem K bins e a
fungao objetivo (2.4) minimiza quantos desses bins serao de fato utilizados na solu¢ao. A
variavel binaria y; indica se um bin j foi utilizado ou nao e a variavel binaria x; ; indica
se um item ¢ foi adicionado ao bin j. As restrigoes (2.5) garantem que cada item foi
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adicionado pelo menos uma vez e as restrigdes (2.6) garantem que o preenchimento de
cada bin j é no maximo L quando o bin foi utilizado.

O Teorema da Dualidade [20] em Programagao Linear relaciona um problema de ma-
ximiza¢ao com um problema de minimizacao, um chamado de Primal e outro de Dual,
mostrando que os dois estao relacionados, de forma que toda solucao viavel de um é um
limitante para o outro e, se um dos problemas tem uma solugao 6tima, o outro também
tem e os valores coincidem. O Problema Dual é comumente utilizado para obter limitantes
para o Problema Primal. A formulagao a seguir corresponde ao modelo dual da relaxagao
linear da formulacao (T) apresentada anteriormente para o BPP.

maximizar Z’y,- (2.9)
il

sujeito a: ; — Ajs; > 0 Viel,Vj=1,2,...,.K (2.10)
L\ > 1 i=12.. . K (2.11)
>0 Viel (2.12)
A >0 =12 K (2.13)

O modelo dual troca os papéis das variaveis e das restricoes do primal, maximizando
uma funcao linear sujeita a restrigoes lineares, em contraste com o primal que minimiza
uma fungao linear sujeita a restrigoes lineares. Nesse modelo, as varidveis v estao rela-
cionadas as restrigdes (2.5) e as variaveis A estdo relacionadas as restrigdes (2.6). Ja as
restrigoes (2.10) estao relacionadas as variaveis = do primal e as restrigoes (2.11) estao
relacionadas as varidveis y do primal.

2.1.2 Geragao de Colunas

A ideia geral da geracao de colunas é que muitos programas lineares sao grandes demais
para considerar todas as varidveis explicitamente. A premissa é que a maioria das variaveis
assumirao valor zero na solucao 6tima, por isso, apenas um subconjunto de variaveis
precisa ser considerado ao resolver o problema. A geracao de colunas aproveita essa ideia
para gerar apenas as variaveis que tém o potencial de melhorar a funcao objetivo. O
problema a ser resolvido é dividido em trés problemas: o Problema Principal (ou Master
Problem-(MP)), o Problema Principal Restrito (ou Restricted Master Problem-(RMP))
e o Subproblema. O Problema Principal é o modelo do problema original, o Problema
Principal Restrito é o Problema Principal com apenas um subconjunto de varidveis sendo
considerado e o Subproblema é um novo problema utilizado para identificar uma nova
variavel, que posteriormente sera adicionada ao Problema Principal Restrito [64].

No BIN PACKING PROBLEM, um padrao p é uma maneira de empacotar itens em
um bin respeitando a condigao Zie ; @ips; < L, em que a;, indica se um item 7 esta no
padrao p. Chamaremos de P o conjunto com todos os padroes de uma instancia. Nesse
contexto, a seguinte formulac¢do para o BPP pode ser obtida [37]:
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(MP) minimizar ZAP (2.14)
peEP

sujeito a: Zaii”)‘p >1 Viel (2.15)
peEP

Ay €4{0,1} Vpe P (2.16)

As variaveis binarias ), indicam se um padrao p foi utilizado na solugao, a fungao
objetivo minimiza a quantidade de padroes utilizados e as restri¢oes (2.15) garantem que
cada item foi adicionado pelo menos uma vez.

Note que o nimero de padroes pode ser exponencial na quantidade de itens, o que
torna inviavel resolver esse modelo rapidamente, a menos que P = NP. Nesse contexto,
podemos aplicar a técnica de geracao de colunas, criando um problema em que apenas
um subconjunto de variaveis serd considerado. Assim, utilizamos a formulacao (MP)
considerando apenas um subconjunto P C P de padrdes para ser o Problema Principal
Restrito (RMP). A ideia é que o RMP possa ser resolvido em tempo habil para mais
instancias do que o modelo original, mas ainda ficamos com o problema de decidir quais
padroes devem ser considerados. Para isso, utilizamos o modelo dual do RMP, apresentado
a seguir:

(DRMP) maximizar Zm (2.17)
iel

sujeito a: Z apm, <1 Vpe P (2.18)
ep

m € RT Viel (2.19)

Definimos um conjunto de padrdes inicial para P de forma que exista uma solucdo
viavel e adicionamos novos padroes a partir da restrigao (2.18).

O custo reduzido de uma variavel na programacao linear representa o quanto o coe-
ficiente da fungao objetivo precisaria mudar para que essa variavel entrasse na solugao
6tima com um valor positivo. No modelo (DRMP), o custo reduzido de um padrao ¢ dado
por 1 — 3. a7, Estamos interessados em padrées que minimizem o custo reduzido.

Dizemos que um padrao p esté violado quando ele viola a restri¢ao (2.18). Nem sempre
estamos interessados em todos os padroes violados, mas sim em decidir se existe algum
padrao violado. Nesse modelo, o Subproblema consiste em encontrar um padrao violado p

que maximize
Z AipTp.
ieP
Note que isso é equivalente a encontrar um padrao de custo reduzido minimo e que resolver
o subproblema pode ser NP-dificil.
Sempre que novos padroes sao adicionados ao RMP, o modelo deve ser reotimizado,
atualizando os valores das variaveis do modelo dual (DRMP) e podendo identificar assim
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novos padroes violados.

2.1.3 Branch-and-Price

O Branch-and-Price € um hibrido entre o método Branch-and-Bound e a técnica de gera-
¢ao de colunas. O método Branch-and-Bound consiste em uma enumeracao sistemaética
de solugoes candidatas no espago de busca. O conjunto de solugoes candidatas pode
ser pensado como formando uma arvore enraizada com o conjunto completo na raiz. O
algoritmo explora ramos desta arvore, que representam subconjuntos do conjunto de so-
lugbes. Antes de enumerar as solugoes candidatas de uma ramificacao, ela é verificada em
relagdo aos limites superior e/ou inferior conhecidos da solugao 6tima e é descartada se
nao puder produzir uma solucao melhor do que a melhor encontrada pelo algoritmo até
o momento [63].

Um limitante primal corresponde a um limite do valor da fungao objetivo do problema
primal, de forma que nenhuma solugao ultrapasse esse limite dentro da regiao viavel. Um
limitante dual € um valor que corresponde a um limite do valor da funcao objetivo do
problema dual, estabelecendo um limite superior ou inferior para o valor 6timo da func¢ao
objetivo do problema primal, conforme o teorema da dualidade [20] da programacao linear.
Em geral, o limitante dual é obtido resolvendo-se a relaxacao linear do problema associado
ao n6 da arvore de enumeracao do Branch-and-Bound. Desta forma, o Branch-and-Price
consiste no Branch-and-Bound no qual a relaxacao linear em cada né é resolvido por
geragao de colunas. Ele é usado quando o problema de PLI sendo resolvido é modelado
com uma quantidade muito grande de variaveis.

Um algoritmo Branch-and-Price comega a partir do problema principal e, para rea-
lizar a otimizag@o, o subproblema da geragdo de colunas (aqui também denominado de
problema de precificagao) é resolvido a fim de encontrar uma coluna que melhora a fungao
objetivo. Cada vez que uma coluna é encontrada, ela é adicionada ao problema principal
e a relaxacao é reotimizada. Se nenhuma coluna puder entrar no problema e a solugao
para a relaxagao nao for inteira, entao ocorre a ramificagao [4].

Na ramificacao ou branching, estamos interessados em particionar o espaco de solugoes
do modelo, fixando valores de variaveis e resolvendo o subproblema gerado. No exemplo
do modelo (2.14)-(2.16) de geragao de colunas apresentado na Se¢ao 2.1.2, podemos fixar
os valores das variaveis x, em 0 ou 1 de acordo com alguma estratégia, como arredondar
padroes em que z, estd proximo 0.5 na solugao atual para 0 ou para 1. Estratégias de
branching impactam diretamente no desempenho do algoritmo, pois fazem com que a
arvore aumente ou diminua de tamanho, além de possibilitarem que o algoritmo chegue
mais cedo em solu¢oes melhores.

Apo6s fixar varidveis em um no, o algoritmo cria uma ramificacao para o subproblema
gerado. Em cada ramificacao, um limitante para o valor do novo modelo pode ser com-
parado com a melhor solucao encontrada, podando o né atual quando esse limitante nao
puder melhorar a solugao.

Nos nés que nao foram podados, o processo de geracao de colunas se repete: o modelo
é resolvido e novos padroes sao gerados. Uma solucao é encontrada sempre que nenhum
padrao pode ser adicionado ao modelo e a solugao para relaxacao for inteira. Nenhuma
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ramificacao é criada a partir de um n6é que encontra uma solugao inteira. O algoritmo
para quando todas as ramificagoes encontram solugoes inteiras ou sao podadas por algum
limitante, e retorna a melhor solucao encontrada. A Figura 2.1 apresenta um diagrama
resumindo o funcionamento de um né do Branch-and-Price.

Problema Principal

<&
<
A

N

Problema Principal Restrito (RMP)

3
>
A

A

Resolver relaxagéo do (RMP)

A 4

Resolver subproblema para encontrar
padroes violados

Padrées Sim Adicionar
» padroes
encontrados? P
ao RMP
Solugédo =i 2 ey
inteira? -

Ramificar

Figura 2.1: Diagrama do funcionamento de um né do branch-and-price.

Branch-Cut-and-Price

O método de Plano de Corte foi introduzido por Gomory [38] e consiste em resolver a
relaxacao linear de um modelo PLI para um problema e derivar de sua solucao 6tima
uma ou mais desigualdades (chamadas de cortes) violadas pela propria solu¢do, mas
respeitadas por qualquer solucao inteira vidvel do problema. FEssas desigualdades sao
adicionadas ao problema, que é reotimizado. Entao, o método é aplicado novamente a
nova solugao, prosseguindo enquanto a solucao 6tima se torna inteira e, portanto, viavel
e 0tima também para o problema PLI original [38].

O Branch-Cut-and-Price é uma variante do Branch-and-Price em que adicionamos
cortes ao modelo em cada ndé da ramificagao, usando o método de Plano de Cortes.
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O objetivo com essa adigao ¢ fazer com que o limitante dado pela soluc¢ao relaxada se
aproxime do valor da solucao 6tima inteira.

2.1.4 Arc-Flow

O Arc-Flow [22| ¢ uma formulacdo que ja foi usada para modelar problemas como o
BINARY KNAPSACK PROBLEM, o problema de determinar o caminho mais longo em um
grafo direcionado e problemas de empacotamento como o BIN PACKING PROBLEM.

A seguir apresentamos uma formulagao Arc-Flow para o BIN PACKING PROBLEM.
Dados bins de capacidade inteira L e um conjunto de n itens com tamanhos diferen-
tes {s1,$2, *,Sm}, determinar o empacotamento de um bin pode ser modelado como
o problema de encontrar um caminho em um grafo aciclico direcionado com L + 1 vér-
tices. Para isso, considere um grafo G = (V. E) com V ={0,1,2,...,L} e E = {(4,)) :
0 <i<j< Lej—i=sqpara algum d <m}, o que significa que existe um arco
direcionado entre dois vértices se ha um item de tamanho correspondente & distancia
entre os vértices. Considere também arcos adicionais, chamados de arcos de perda, en-
tre (k,k+1), k=0,1,...,L — 1 correspondendo a partes desocupadas do bin. Ha um
empacotamento para um conjunto de itens se e somente se houver um caminho entre os
vértices 0 e L em G que passa apenas por arcos de tamanhos correspondentes aos tama-
nhos dos itens ou arcos de perda. O comprimento dos arcos que constituem o caminho
definem os tamanhos dos itens a serem empacotados [22]. Considere uma instancia com 3
itens de tamanhos {3,2,1} e bins de capacidade 6, um grafo para essa instancia pode ser
visto na Figura 2.2.

Figura 2.2: Exemplo de grafo do arc-flow considerando uma instancia com os itens {3,2,1} e bins de tamanho 6.

Para facilitar a visualizagao, a Figura 2.3 apresenta uma versao simplificada do grafo da
Figura 2.2. Essa versao do grafo pode ser obtida aplicando as compressoes apresentadas
por De Carvalho [22|. Essas compressoes também sao uteis para reduzir o ntimero de
variaveis da formulagao arc-flow, melhorando o desempenho de modelos que usam essa
técnica.

Figura 2.3: Exemplo de grafo do arc-flow considerando uma instancia com os itens {3,2,1}, bins de tamanho 6 e com
compressao de De Carvalho [22].

Nos grafos das Figuras 2.2 e 2.3, os vértices representam o preenchimento do bin,
as arestas tracejadas sao arcos de perda e as demais arestas representam um item da
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instancia de tamanho equivalente. Observe que, para cada possivel combinacao de itens
em um bin, desconsiderando a ordem, existe um caminho no grafo, que vai do vértice 0 ao
vértice L = 6, formado apenas por arcos de tamanho equivalente a esses itens e por arcos
de perda. Dessa forma, podemos visualizar que o BIN PACKING PROBLEM ¢é equivalente
a encontrar o menor niumero de caminhos de 0 até L tal que o arco que representa cada
item apareca em pelo menos um dos caminhos. Podemos generalizar e considerar que
um arco de um determinado tamanho s representa todos os itens desse tamanho, e, nesse
caso, precisamos que o nimero de arcos de tamanho s nos caminhos seja pelo menos d,
em que d é a quantidade de itens de tamanho s na instancia.

2.2 Algoritmos de Aproximacao

Muitas vezes, na pratica, é suficiente encontrar solu¢ées com valor préximo ao valor de uma
solucao 6tima e que sejam calculadas de forma eficiente. Um Algoritmo de Aproximacgao
encontra, em tempo polinomial, uma solugao viavel que possui valor garantidamente a no
maximo um fator do valor de uma solugao 6tima [81].

Considere um problema de otimizacao II com fungao objetivo fr;. Quando II é um
problema de maximizacao, dizemos que um algoritmo H é uma a-aproximacao para II
se, para qualquer instancia I de II, ele consome tempo polinomial no tamanho da repre-
sentacao binaria de I e produz uma solu¢ao S tal que fi1(S) > a - OPT, com a <1 e
em que OPT ¢é o valor de uma solugao 6tima de /. Quando temos um problema II de
minimizagao, uma a-aproximagao H é tal que H é um algoritmo polinomial no tamanho
da representagao binaria da entrada I e fr(S) < - OPT, para a > 1.

Dizemos que H é um esquema de aproximagao para II se, para qualquer instan-
cia I de II, e dado um parametro de erro € > 0, H devolve uma solucao S tal que
fu(S) < (14 ¢)OPT se II é um problema de minimizagao e fr(S) > (1 —¢)OPT se II
¢ um problema de maximizagao, em que OPT é o valor de uma soluc¢do 6tima de I [81].

Um Polynomial-Time Approzimation Scheme (PTAS) é um esquema de aproxima-
¢ao que executa em tempo polinomial no tamanho da instancia, mas nao necessaria-
mente em 1/e. Um Fully Polynomial-Time Approzimation Scheme (FPTAS) é um es-
quema de aproximacao que executa em tempo polinomial no tamanho da instancia e
em 1/e. Ja um Asymptotic Polynomial-Time Approximation Scheme (APTAS) é uma
familia de algoritmos para um problema de otimizacao Il que, para alguma constante k
e qualquer instancia I de II, executam em tempo polinomial no tamanho de I, de modo
que f(I) < (1+¢)OPT + k, em que OPT ¢ o valor de uma solugao 6tima de I [81].

Existem diferentes estratégias para se obter um algoritmo de aproximacao. Em par-
ticular, destacamos métodos combinatorios e métodos usando Programacao Linear. Mé-
todos combinatorios sao aqueles que utilizam estratégias como combinagao, permutagao
ou enumeragao de conjuntos finitos para encontrar uma solucao de fator desejado. J&
métodos usando Programagao Linear sao aqueles que utilizam algum modelo de Progra-
macao Linear para resolver parte do problema, normalmente aplicando transformacoes,
como arredondamentos de variaveis, nas solugoes fracionarias obtidas através desses méto-
dos. A seguir, apresentamos uma 1/2-aproximagao combinatoria para o caso do BINARY
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KNAPSACK PROBLEM em que todos os itens possuem v; = s;.

Algoritmo 1 1/2-aproximagao para o KP com v; = s; para todo i € I.

1: procedimento 1/2-APROX-KP(/, L)

2 S0

3 para cada ¢ € [ em ordem nao-crescente de tamanho faga
4: se s+ > ,cq 5 < L entao
5

6

S« S"Ud{i}

devolve 5’

O Algoritmo 1 recebe um conjunto de itens I e o tamanho da mochila L, e devolve uma
solugao que adiciona os itens em ordem de tamanho (do maior para o menor) sempre que
for possivel, ignorando os itens que nao couberem. No Lema 1, demonstramos que esse
algoritmo é uma 1/2-aproximacao para o BINARY KNAPSACK PROBLEM quando todos
os itens possuem tamanho igual ao valor, ou seja, v; = s; para todo item ¢ € I.

Lema 1. O Algoritmo 1 € uma 1/2-aproximagao para o BINARY KNAPSACK PROBLEM
quando v; = s; para todo item 1 € 1.

Demonstracao. Seja OPT uma solugao 6tima para uma dada instancia com os itens I e
tamanho de mochila L. Seja a fungao f(X) = >,y si, o valor de OPT ¢ f(OPT). Como
todo item tem tamanho igual ao valor, uma solucao 6tima é aquela que maximiza a area
ocupada pelos itens. Com isso, sabemos que f(OPT) < L.

Seja S a solucao devolvida pelo algoritmo e seja Spq: ¢ max;ers; 0 tamanho do
maior item da instancia. Note que o primeiro item esta na solugao, logo f(S) > Smaz-
Se Smaz > L/2, entao,

f(S)>L/2> f(OPT)/2.

Agora, considere que S, < L/2. Se o algoritmo entra na condigdo da Linha 4 para
todos os itens, entao S = [ e, portanto, a solucao é 6tima. Assim, considere o caso em que
existe algum item tal que o algoritmo nao entra na condicao da Linha 4 e seja ¢ o primeiro
item para qual essa condicao foi rejeitada. Sabemos que nesse momento do algoritmo

f(S)>L—s>L— Smau,

COMO Sppar < L/2 e nenhum item ¢ removido de S, entao f(S) > L/2. E novamente temos
que

£(S) > Lj2 = F(OPT)/2.

Dessa forma, mostramos que o algoritmo sempre devolve uma solugao com valor pelo
menos 1/2 do valor da soluc¢ao 6tima. Como o algoritmo possui tempo polinomial, temos
uma 1/2-aproximagcao para o KP quando v; = s; para todo item i € I. O

Em problemas de empacotamento, geralmente usamos limitantes baseados na area
ocupada pelos itens para mostrar o fator de aproximagao, mas esses limitantes nem sempre
sao uteis, principalmente quando o valor do item nao tem relagao com a sua érea, como
ocorre no MAXSPACE com valor diferente do tamanho [17] e no caso geral do KP. Também
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¢ comum arredondar o tamanho dos itens, permitindo que uma parte seja enumerada e
a outra parte seja resolvida com erro pequeno. Essa é a estratégia utilizada no APTAS
para o BIN PACKING PROBLEM apresentado por De La Vega e Lueker [23] e no PTAS
para o MAXSPACE com release dates, deadlines e niimero constante de bins apresentado
por Da Silva et al. [17].
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Capitulo 3

MAXSPACE

Muitos sites (como Google, Yahoo!, Facebook e outros) oferecem servigos gratuitos en-
quanto exibem propagandas aos usuarios. Cada site geralmente tem uma tunica faixa
de altura fixa, reservada para exibir propagandas, e o conjunto de propagandas exibidas
muda com base no tempo. Para esses sites, a propaganda é a principal fonte de receita.
Portanto, é essencial encontrar a melhor maneira de exibi-las no tempo e espaco disponi-
veis, maximizando a receita [59]. Com receitas de publicidade na web na casa das centenas
de bilhoes de dolares [48], mesmo pequenos ganhos percentuais tém um grande impacto.

Sites como Facebook e Mercado Livre usam banners para exibir propagandas enquanto
os usuarios navegam. O Google exibe propagandas vendidas pelo Google Ad Words em
seus resultados de busca em uma érea limitada, na qual as propagandas estao em formato
de texto e tém tamanhos que variam conforme o preco.

Consideramos a classe de problemas de disposi¢ao de propagandas introduzida por
Adler et al. [1], em que, dado um conjunto A = {A;, As, ..., A, } de n propagandas, o obje-
tivo é dispor um subconjunto A" C A em um banner em K intervalos de tempo iguais, cha-
mados slots. O conjunto de propagandas dispostas em um determinado slot 7,1 < j < K,
é representado por B; C A’. Cada propaganda A; tem um tamanho s; e uma frequén-
cia w; < K. O tamanho s; representa o espaco que A; ocupa em um slot e a frequéncia w;
representa o numero de slots que devem conter uma copia de A;. Uma propaganda A;
pode aparecer no maximo uma vez por slot e A; é dita disposta se w; copias de A; aparecem
em slots com no maximo uma copia por slot |1, 21].

Os principais problemas dessa classe sao o MINSPACE e o MAXSPACE. No MINS-
PACE, todas as propagandas devem ser dispostas nos slots e o objetivo é minimizar a
altura do slot mais alto, em que a altura de cada slot j é dada por ZAiij s;. No
MAXSPACE, um limite superior L é especificado para a altura de cada slot. Uma solucao
viavel para o MAXSPACE consiste em um subconjunto A" C A de forma que toda propa-
ganda A; € A’ esteja disposta e nenhum slot tenha excedido a altura maxima L, isto é,
para todo slot Bj, ZAiij s; < L. O objetivo do MAXSPACE ¢é maximizar a receita, dada
por > Aea Si Wi, ou seja, o valor associado a propaganda ¢ a sua altura multiplicada
pela sua frequéncia |1, 21].

O MINSPACE e 0 MAXSPACE sao fortemente NP-dificeis [1, 21]. O MAXSPACE nao
admite um FPTAS mesmo com K =2, ji que generaliza o MULTIPLE SUBSET SUM
PROBLEM com capacidades idénticas (MSSP-I), que também nao admite um FPTAS
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mesmo para K = 2 [55]. Isso implica que um PTAS é a melhor aproximagao possivel para
esse problema e suas generalizagoes, a menos que P = N P.

Considere as propagandas descritas na Tabela 3.1. Nas Figuras 3.1 e 3.2 sao apresen-
tados exemplos de solugoes para o MINSPACE e o MAXSPACE, respectivamente, usando
as propagandas da Tabela 3.1.

Ai | A Ay A3 Ay As Ag Ag
si| 6 4 2 3 1 1 4
w3 2 1 2 1 1 1

Tabela 3.1: Exemplos de Propagandas.

10 A, 10 As Aq
ok 9
5
Ay A7 ] 8 Ay A7 n Az
6 4
As 7 7
6 A 6 A
4 4
4 4
A Ay A A A Ay
Ay Ay

Slot 1 Slot 2 Slot 3 Slot 4 Slot 1 Slot 2 Slot 3 Slot 4

Figura 3.1: Exemplos de solugbes para o MINSPACE usando as propagandas da Tabela 3.1 e considerando K = 4. Na
esquerda temos uma solugéo viavel com valor 11 e na direita temos uma solucéo 6tima com valor 10 [21].

L=6 L=6
As
5
Ag
A, 4 4
6
Aj Ay Ay 13 Ay A A
5
2 A7
Az

Slot 1 Slot 2 Slot 3 Slot 4 Slot 1 Slot 2 Slot 3 Slot 4

Figura 3.2: Exemplos de solugdes para o MAXSPACE usando as propagandas da Tabela 3.1 com L = 6 e K = 4. Na esquerda
temos uma solugao viavel de valor 22 e na direita temos uma solugdo 6tima de valor 24 [21].

Adler et al. [1] apresentaram uma 1/2-aproximacao para o MAXSPACE quando os
tamanhos das propagandas formam uma sequéncia s; > sy > --- > s, tal que s; é um
multiplo de s;,1 para todo .

Posteriormente, Dawande et al. [21] definiram trés casos especiais do problema MAXS-
PACE: MAX,,, MAX g/, ¢ MAX,. Em MAX,,, cada propaganda tem a mesma frequéncia w.
Em MAXkj,, cada propaganda tem a mesma frequéncia w e o ntimero de slots K ¢ um
miultiplo de w. E em MAXj, cada propaganda tem o mesmo tamanho s. Eles apresenta-
ram trés algoritmos de aproximacao, uma (1/4 + 1/4K)-aproximagao para o MAXSPACE,
uma 1/3-aproximacao para MAX,, e uma 1/2-aproximacao para MAXj,. De forma ana-
loga, também definiram trés casos especiais para o MINSPACE: MIN,,, MINg,, € MINj.
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Freund e Naor [32] propuseram uma (1/3 — ¢)-aproximacao para o MAXSPACE e
uma (1/2 — e)-aproximacao para o caso especial em que os tamanhos das propagandas
estao no intervalo [L/2, L].

Wendan e Dingwei [84] apresentaram a heuristica Largest-Size Most-Full (LSMF) para
0 MAXSPACE e Kumar et al. [60] a utilizaram combinada a um algoritmo genético para
desenvolver um algoritmo genético hibrido para o mesmo problema. Amiri e Menon |[3]
apresentam um modelo de Programacao Linear Inteira para uma variante do MAXSPACE
em que existe um conjunto de valores possiveis para a frequéncia de cada propaganda.

Em Boskamp et al. [8], o problema de adicionar propagandas em formato quadrado a
um banner retangular é abordado. Embora também aborde propagandas, este problema
é mais semelhante ao problema da mochila bidimensional do que ao MAXSPACE.

Kim e Moon [56] abordaram o MAXSPACE considerando quatro caracteristicas: taxa
de cliques (do inglés, Clickthrough Rate-CTR), competicdo entre propagandas, uma fun-
¢ao objetivo baseada na CTR e frequéncia variavel (como em Amiri e Menon|3]). Eles
fornecem um modelo de programagao inteira com uma func¢ao objetivo nao linear e dois
algoritmos, um heuristico e outro meta-heuristico, como metodologias de solugao. Os
testes foram realizados com instancias com ntmero de tipos de propagandas entre 4 e
100. Os algoritmos obtiveram bons resultados, mas nao conseguiram resolver instancias
de ntimero de tipos de propagandas entre 30 e 100 no tempo limite de 3600s.

Adler et al. [1] apresentaram a heuristica Largest-Size Least-Full (LSLF), que ¢ uma 2-
aproximagao para o MINSPACE. O algoritmo LSLF também é uma (4/3 —w/(3K))-
aproximacao para MINg), [21]. Dawande et al. [21] apresentaram uma 2-aproximacao
para o MINSPACE usando LP Rouding e Dean e Goemans [25] apresentaram uma 4/3-
aproximagao para o MINSPACE usando o algoritmo de Graham [41]| para o Problema do
Escalonamento.

3.1 Variantes

O MAXSPACE considera que o valor de uma propaganda é dada pela altura multiplicada
pelo nimero de slots (ou unidades de tempo) em que ela aparece. Na pratica, o valor de
uma propaganda pode ser influenciado por outros fatores, como o ntiimero de cliques (ou a
esperanga do niimero de cliques) que a propaganda gera para o anunciante [9]. Definimos
MAXSPACE-V como a variante do MAXSPACE em que cada propaganda A; possui um
valor v; que pode nao estar relacionado com s;w;.

A unidade de tempo relativa a cada slot pode representar segundos, minutos ou perio-
dos maiores, como dias ou semanas. Muitas vezes, podemos considerar a ideia de deadlines
e release dates. Uma propaganda pode possuir um deadline, que indica até qual periodo
ela pode aparecer. Por exemplo, propagandas para o Natal devem ser exibidas até dia 24
de dezembro. De forma analoga, uma propaganda também pode possuir um release date,
que indica a data a partir da qual a propaganda pode ser exibida.

Chamamos de MAXSPACE-D e MAXSPACE-R as variantes que, respectivamente, adi-
cionam deadlines e release dates. No MAXSPACE-D, cada propaganda A; possui um dea-
dline d; < K que indica até qual slot A; pode aparecer. De forma anéloga, no MAXSPACE-
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R, cada propaganda A; possui um release date r; > 1, que indica a partir de qual slot A;
pode aparecer.

Outra variante que pode ser interessante na pratica é a que considera que cada propa-
ganda possui um orgamento (ao invés de uma frequéncia) e que esse orgamento é reduzido
quando a propaganda é exibida (considerando a probabilidade de clique, por exemplo).
Para formalizar essa ideia de frequéncia variavel propusemos a variante MAXSPACE-W,

min
i

em que cada propaganda A; possui um intervalo para a frequéncia que varia entre w
e w;"*.

As variantes MAXSPACE-RD e MAXSPACE-RDWYV sao obtidas a partir da juncao de
algumas variantes apresentadas anteriormente. O MAXSPACE-RD ¢é uma variante que
possui release dates e deadlines e 0 MAXSPACE-RDWYV é uma variante que possui release
dates, deadlines, frequéncia variavel e valor generalizado.

Em Da Silva e Schouery [18], foram apresentados algoritmos baseados nas meta-
heuristicas Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP), Variable Neigh-
borhood Search (VNS), Variable Neighborhood Descent (VND), Busca Local e Busca Tabu
para o MAXSPACE e para o MAXSPACE-RDWYV. Os resultados obtidos nos testes com-
putacionais foram comparados com o algoritmo genético hibrido Hybrid-GA proposto
por Kumar et al. [60].

Em Da Silva et al. [17] foi apresentado um PTAS para o problema MAXSPACE-RD com
numero de slots constantes. Quando o nimero de slots é dado na entrada, o MAXSPACE
é fortemente NP-dificil e nao admite um esquema de aproximagao totalmente em tempo
polinomial (FPTAS) [21].

A seguir, apresentamos um PTAS para o problema MAXSPACE-RDV, uma generaliza-
¢ao do MAXSPACE-RD em que o valor das propagandas ¢ dado na entrada e nao possui
relacao com o tamanho. No MAXSPACE-RDV, cada propaganda A; possui valor v; e esse
valor é contabilizado para cada copia adicionada de A;, assim, o valor total de uma pro-
paganda A; é v;w;. Além de generalizar o MAXSPACE, essa variante é uma generalizagao
do MULTIPLE KNAPSACK PROBLEM, que é fortemente NP-dificil até mesmo com K = 2.

3.2 Um PTAS para o MAXSPACE-RDV com um nimero
constante de slots

A seguir, suponha que o niimero de slots K seja uma constante, L =1, e 0 < s; < 1 para
cada A; € A. No MAXSPACE-RDV, definimos f(B;) = ZAiij v; como o valor de um
slot B; e f(S) = ZBjEs f(Bj;) como o valor de uma solugao S.

Seja S uma solucao viavel com as propagandas A" C A dispostas em slots By, Bs, . . .,
Bg. O tipo t de uma propaganda A; € A’ em relacdo a S é o subconjunto de slots ao
qual A; é atribuido, ou seja, A; € B, se e somente se j € t. Observe que duas propagan-
das do mesmo tipo possuem a mesma frequéncia, e assim pode-se pensar em todas as
propagandas em A’ do mesmo tipo como uma unica propaganda. Seja 7 o conjunto de
todos os subconjuntos de slots, entdo T contém todos os tipos possiveis e |T| = 2.

Dada uma constante € > 0 de forma que 1/e seja um ntmero inteiro, e seja ¢ =
min{|A|, 2225 /e}. Nosso algoritmo “adivinha” um conjunto V com no maximo ¢ pro-
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pagandas com os maiores valores em uma solucao 6tima. Para cada V' C A tal que
|V | < ¢, definimos U como o conjunto de cada propaganda A; € A\ V tal que v;w; < Vyin,
onde V,,;, = min{v,w; : A; € V}. Entao, para cada configuracao viavel de V' C A, pre-
enchemos os espagos restantes com propagandas de U usando programacao linear. Em
seguida, modificamos a solu¢ao 6tima da programacao linear para obter uma solugao
de mesmo valor e com no maximo uma propaganda alocada de forma fracionaria por
tipo. Removemos as propagandas alocadas de forma fracionaria e mostramos que o valor
perdido ¢é pequeno o suficiente para se obter o fator de aproximagao desejado.

Uma configuracao para um subconjunto de propagandas A" C A é uma solucao viavel
que adiciona todas as propagandas em A’. O Lema 2 afirma que se K for constante, entao
o numero de configuragoes possiveis contendo apenas propagandas em V' é polinomial no
numero de propagandas em V e pode ser enumerado por um algoritmo de forca bruta.

Lema 2. Se K for constante, entao as configuracoes para todos os subconjuntos de V'
podem ser listadas em tempo polinomial.

Demonstragio. Existem O(|.A|7) escolhas possiveis para V, e existem O(g?") solugdes
possiveis para cada conjunto, j& que o ntimero de tipos ¢ 2%. Assim, podemos enumerar
V e todas as suas configuracoes no tempo O(qu |A|7), que é polinomial, pois K é constante
e ¢ ¢ limitado por uma constante. O

Seja OPTy uma solugao 6tima para as propagandas de V. Como, pelo Lema 2, todas
as configuracoes candidatas podem ser listadas em tempo polinomial, podemos presumir
que a configuracao Sy encontrada pelo algoritmo é equivalente a soluc¢ao induzida pelas
propagandas de OPTy,. Ficamos com o problema residual de colocar propagandas de U
na solucao. Para cada slot j em Sy, 1 <j < K, o espaco que nao é utilizado pelas

u; =1-— Zsi.

AiEBj

propagandas mais valiosas V' é

Definimos RESIDUAL-MAXSPACE-RDV como o problema de, dado um conjunto de propa-
gandas U, onde v;w; <V, para todos A; € U, encontrar um subconjunto A, C U para
cada t € T tal que a ocupagao de cada slot j seja no maximo u;, e que maximize o valor

DO It

teT A; E.A;

Seja T (A;) o subconjunto de tipos compativeis com uma propaganda A;, ou seja, o
conjunto de tipos t € T com |t| = w;, e de forma que os slots em t respeitem o release
date r; e o deadline d;. Resolvemos o programa linear (P) para atribuir propagandas de U
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aos tipos.

(P) Maximizar Z Z vw; Fa, 4 (3.1)
A;eU teT(A)
Sujeito a: Z Fyu,: <1 VA, €U (3.2)
teT (A;)
> siFuu<u;  j=12.. K (3.3)

teT: A;eU
Jet

FAi,t >0 VAZ eU, Vit € T(AZ) (34)

As varidveis Fy, ; indicam se propaganda A; esta atribuida ao tipo ¢, as restrigoes (3.2)
garantem que uma propaganda nao pode ser atribuida a mais de um tipo e as restri-
goes (3.3) garantem que a capacidade residual de qualquer slot nao sera violada.

Considere uma solu¢ao F' para (P), que pode ser obtida em tempo polinomial [52],
e observe que F' induz uma atribuigao fracionaria de propagandas a tipos. Se a solugao
for tal que F,; < 1 unidades da propaganda A; sao atribuidas ao tipo ¢, entao dizemos
que a propaganda A; é atribuida fracionadamente a ¢ por um valor de Fy, ;. O conjunto
de todos os tipos ¢t para os quais Fy4,; > 0 é chamado de suporte de A; e é denotado
por Sup(A;).

Para eliminar atribuicoes fracionarias, agrupamos propagandas com o mesmo suporte.
Seja W um subconjunto de tipos e Py o conjunto de propagandas A; com Sup(A;) = W.
Em particular, cada propaganda A; € Py é compativel com qualquer tipo t € W. Para
cada tipo t € W, definimos o preenchimento total recebido por t de Py como

Pelo fato de que cada propaganda em Py, é atribuida fracionadamente aos tipos em W,

dosiz > D siFasn=)

A; Py A;EPy teW teWw

sabemos que

Em outras palavras, o tamanho total de Py, dado por > Asepy Sip A0 & menor que o
tamanho recebido por tipos W de Py . Portanto, removemos a atribuicao fracionéria de
todas as propagandas em Py e reatribuimos integralmente cada propaganda em Py aos
tipos em W, descartando qualquer propaganda restante.

O processo de arredondamento da atribuicao fracionaria é resumido no Algoritmo 3,
que recebe como entrada uma atribuicao fracionaria F' de propagandas aos tipos W e
retorna uma atribuicao inteira F’.

Como parte do arredondamento, usamos um procedimento chamado REASSIGN, que
pega um suporte W e as propagandas atribuidas a esse suporte Py e retorna uma nova
alocacao dessas propagandas em . Este procedimento remove todas as propagandas
de Py da solugao fracionaria e preenche de forma gulosa seu espago com propagandas
de Py em ordem de eficiéncia (v;/s;). Note que este novo empacotamento nao tem
um valor pior ja que todo o espago esta preenchido, as propagandas sao escolhidas por
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Algoritmo 2 Algoritmo para reatribuir uma solucao fracionaria.

1: procedimento REASSIGN(W, Py)

2 para cada A; € Py et € W faga

3 Fy <0

4: para cada t € W faga

5: 2 ZAiePW SiFa;

6 Uy <0

7 WA D pew A > Area total das propagandas com suporte W
8 para cada A; € Py em ordem nao-crescente de v;/s; faga
9 se > Ajevy, 53 < AW entao > A ultima propaganda pode nao caber

integralmente

10: UI//V — UI,/V U {AZ}
11: seja {t1,t2,...,tjw|} os tipos em W

12: k<+1

13: para cada A; € Uy, faca

14: S 4 s
15: enquanto s; > 0 faca

16: m < min{s}, z;, — i}

17: Fy, < m/s;

18: S, 4— s —m

19: 2y, < 2y, — M
20: se z;, = 0 entao
21: k< k+1

22: devolve I, Uj,

ordem de eficiéncia, e esta nova solugao ¢ fracionaria. Sejam Uj, C Py as propagandas
recém-empacotadas; observe que todas as propagandas Uj,, exceto talvez a tltima, estao
totalmente empacotadas nos tipos W. O pseudocdédigo REASSIGN é apresentado em
Algoritmo 2.

No Lema 3, observamos que o Algoritmo 2 é polinomial no tamanho da instancia. O
Lema 4 mostra que REASSIGN nao piora a solugao.

Lema 3. O Algoritmo 2 € executado em tempo polinomial.

Demonstragdao. O tamanho de Py é O(n) e o tamanho de W ¢ O(2%); portanto, o tempo
de execucao do Algoritmo 2 é O(n2%), que é polinomial, pois K é constante. O

Lema 4. O Algoritmo 2 retorna uma solu¢ao com o mesmo valor da atribuicao de pro-
gramagao linear (P).

Demonstragao. O algoritmo preenche o espago das propagandas Py nos tipos W de forma
gulosa por eficiéncia, adicionando de forma integral cada propaganda, com excecao talvez
da tltima, que preenchera o espago restante. Seja F’ o nome da alocagao do algoritmo.
Suponha que F’ nao seja uma alocagao 6tima. Entao existe uma alocacao F™* que nao
foi feita por ordem de eficiéncia e que possui valor melhor que F’. Se F” aloca exatamente
as mesmas propagandas de /™ na mesma proporcao, entao possuem o mesmo valor. Dessa
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forma, as propagandas das alocagoes sao diferentes ou a proporcao das propagandas sao
diferentes.

No primeiro caso, existe uma propaganda j que estd em F™* e ndo estd em F’. Como j
nao foi usada em F”, significa que existem propagandas com eficiéncia maior que a de j que
foram usadas antes em F” e que nao foram usadas totalmente em F*. Podemos substituir
todo o espago de j em F™* por espacos dessas propagandas sem piorar a solu¢ao. Podemos
repetir esse processo para toda propaganda que esta em F* e nao estd em F’, de forma a
obter a mesma alocacao e mostrando que o valor da solu¢ao nao piora. Logo, F’ também
¢é Otima.

Agora considere que as duas alocagoes possuem as mesmas propagandas, mas em
proporgoes diferentes. Se todas as propagandas que aparecem em proporgoes diferentes
nas alocagoes possuem a mesma eficiéncia, os valores delas para a solugao sao os mesmos e,
portanto, as aloca¢bes possuem o mesmo valor. Assim, suponha que i e j sao propagandas
que aparecem em proporcoes diferentes em F” e F* e a eficiéncia de i é maior que a de j.
Como F’ foi criada de forma gulosa em eficiéncia, a propaganda j sera alocada em F”’
apenas quando toda a propaganda 7 estiver alocada, assim, sabemos que a propaganda ¢
estéd completamente alocada em F” e esta parcialmente alocada em F*. Podemos remover
espaco da propaganda j de F™* para adicionar mais de 7. Pela eficiéncia das propagandas,
essa mudanca nao piora o valor de F* e podemos repeti-la para todas as propagandas
com propor¢oes diferentes, encontrando uma alocacao igual a F’ sem piorar o valor. E,
novamente, mostrando que F’ é 6tima.

Desta forma, o algoritmo obtém um valor 6timo para a alocacao fracionaria das pro-
pagandas Py no espago considerado. O algoritmo de programagao linear (P) também
obtém uma solugao 6tima fracionaria para as mesmas propagandas e considera o mesmo
espaco. Portanto, ambas as solugoes tém o mesmo valor. O]

Algoritmo 3 Algoritmo para arredondamento de atribuigao de propagandas.

procedimento ROUNDING(F)
para cada A; € U et € T faga
Fy, <0

Py < todas as propagandas A; com Sup(A4;) =W

F' U], < REASSIGN(W, Py)

descarta de Uy, qualquer propaganda que nao esteja totalmente atribuida ao
mesmo tipo em W

1:
2:
3
4: para cada W C 7T faga
5
6
7

8: devolve I’

O Lema 5 mostra que o Algoritmo 3 ¢é polinomial no tamanho da instancia. O Co-
rolario 1 é obtido do Lema 6 e limita o valor total das propagandas descartadas pelo
Algoritmo 3 em cada execugao da Linha 7. E o Corolario 2 é obtido do Lema 6 e do
Corolario 1.

Lema 5. O Algoritmo 3 € executado em tempo polinomial no tamanho da instdncia.
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Demonstracao. O lago da Linha 4 executa um ntmero constante de iteragoes, ja que
7] =25 e o nimero de subconjuntos de 7 é 22°. O algoritmo REASSIGN também &
polinomial, pelo Lema 3. Entao, o algoritmo é executado em tempo polinomial. O

Lema 6. Seja W C T e seja Uy, o conjunto de propagandas com suporte W apds o
algoritmo de reatribui¢io. O nuimero de propagandas descartadas de Uy, na linha 7 do
ROUNDING € no mdximo |W|.

Demonstracao. O algoritmo REASSIGN adiciona uma propaganda fracionadamente a um
tipo de duas maneiras: comegando em um tipo ¢ e continuando em um tipo t + 1, e
completando o preenchimento do ultimo tipo de W. No primeiro caso, o algoritmo pode
adicionar no maximo |W| — 1 propagandas fracionadas, sendo que no segundo caso é
possivel adicionar no maximo uma propaganda fracionada a um tipo. Assim, no méximo,
|W | propagandas s@o adicionadas fracionadamente aos tipos de W, e o resultado segue. [

Corolario 1. Seja W C T e seja Uy, o conjunto de propagandas atribuidas a W apds a
reatribuicao do algoritmo. Entao o valor total das propagandas selecionadas em Uy, apds
a execugao do arredondamento é

Z ZviwiFAht 2 Z Z VWi Fa, ¢ — W Viin.

A;eUy, teW A;eUy, teWw

Demonstragao. Seja Uy, o conjunto de propagandas descartadas de Uy,

Z ZUﬁUz’FAMZ Z ZviwiFAht— Z V;W;

AZEU‘//V teWw AZGU‘,/V teWw AZGU‘//(/
> E E viw; Fa, 1 — W Viin.
AiEU‘//V teWw

A segunda desigualdade é valida porque o ntimero de propagandas descartadas em Py,
na linha 7 é no maximo |W| (Lema 6), e todas as propagandas A; € UJ}, tem valor v;w; <
Vinin, pela definicao de U. O

Corolario 2. A diferenca entre os valores mdximos da solugcao fraciondria e modificada
~ P . K .
nao € maior que 22" 25V, ... Isso é,

V;w; A,t_ VWi L' A; ¢ — K2 Vinin-
SN vwiFly, > > > v 92" ok

A€ AteT A;cAteT

Demonstragao. Considere o valor das variaveis W e Uj;, do Algoritmo 3. Usando o Coro-
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lario 1, temos que

Z ZviwiFAi7t == Z Z ZviwiFAht

A;€AteT WCT A;eU}, teW

Z Z Z iniFAi,t - |W|me

WCT \ AUy, tew

v

K
> Z E VW Fa, ¢ — Z 2% Vinin
A€ A teT wWCT
2K oK
= Z ZviwiFAi7t — 27 2% Vi,
A;eAteT

onde a tltima desigualdade é valida porque |W| < 2K e a dltima igualdade é valida porque
existem 2/71 = 22° escolhas distintas para W. O]

O algoritmo completo para MAXSPACE-RDV ¢é apresentado em Algoritmo 4. Dado o
parametro ¢ > 0, este algoritmo recebe um conjunto de propagandas A como entrada. O
algoritmo tenta adivinhar quais propagandas ¢ sao mais valiosas para uma solugao 6tima.
Ele explora todas as combinagoes possiveis de subconjuntos V' C A com no maximo ¢
propagandas, e para cada empacotamento viavel para V', tenta preencher os espacos res-
tantes com um conjunto de propagandas menos valiosas que as de V', chamado de U. Nesta
etapa, o algoritmo associa propagandas de U a tipos utilizando o programa linear (P).
O Algoritmo ROUNDING transforma a atribuigao fracionaria F' em uma atribuicao in-
teira F’. Observe que esta atribui¢ao pode ser facilmente convertida em uma atribuigao
de propagandas de U em uma solugao S’. O algoritmo retorna a solu¢ao de valor méximo
dentre as consideradas.

Algoritmo 4 Algoritmo para o MAXSPACE-RDV com K constante..

1: procedimento ALGRDV_(A)

2 q + min{|A|, 222K /e}

3 S0

4 para cada V C A tal que |V| < g faga

5: para cada empacotamento viavel Sy de V faca
6 Vinin  min{v,w; : A; € V}

7 U<+ {A € A\V | vw; < Viin}

8 F < resolve LP (P) com as propagandas de U
9: F’ < ROUDING(F)

10: Adiciona propagandas de U a Sy de acordo com F”
11: S« Sy U Sy

12: se f(5) > f(5) entao

13: S5

14: devolve S

No Lema 7 e 8, provamos que o Algoritmo 4 é polinomial no tamanho da instancia e
retorna uma solucao vidvel. No Teorema 1, provamos que o Algoritmo 4 é um PTAS para
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MAXSPACE-RDV .
Lema 7. O Algoritmo j € executado em tempo polinomial.

Demonstra¢ao. O programa linear é resolvido em tempo polinomial no tamanho do mo-
delo [52], e 0 modelo é polinomial no tamanho da instancia, pois possui O(|U| 4+ K) res-
tricoes e O(|U]22") varidveis. O algoritmo ROUDING também é polinomial, pelo Lema 5.
Os lagos nas linhas 4 e 5 sao polinomiais, pelo Lema 2. Entao, Algoritmo 4 é polinomial
no tamanho da instancia. O

Lema 8. O Algoritmo 4 retorna uma solugao vidvel.

Demonstracao. Como cada configuracao de propaganda em V é viavel, Sy respeita as
restrigoes de release date e deadline. A solucao Sy também respeita as restricoes de release
date e deadline, e as restrigoes (3.3) garantem que esta solugao respeite as capacidades
dos slots. Assim, o algoritmo retorna uma solucao viavel. O

Teorema 1. O Algoritmo 4 é um PTAS para MAXSPACE-RDV.

Demonstragao. Tentamos todas as atribui¢oes para V com |V| < ¢. Assim, considere
o momento em que a disposigdo de V' é o mesmo das propagandas mais valiosas de |V/|
em uma solucao 6tima OPT. Seja Sy a atribuicao de propagandas de V' na solugao
retornada S. Assim, f(Sy) = f(OPTy), onde OPTy é a atribui¢ao de V' em OPT.
Observe que, se ¢ = |A| ou |OPT| < ¢, entao f(S) = f(Sy) = f(OPTy) = f(OPT) e o
resultado segue. Agora, considere que ¢ = 2225 /e < | A| e |OPT| > ¢.

Seja F' a solugao do programa linear (P) e F’ a saida de ROUNDING. Defina

— Z sz’wz’FAi,t e f(F)= Z ZviwiFAi7t.

A;eAteT A;eAteT

Seja OPTy uma solucao 6tima para as propagandas em U nos espacos restantes de OPTYy, .
Observe que OPTy induz uma solugao viavel com valor f(OPTy). Isso implica que
f(F) > f(OPTy), ja que F' é uma solugao fracionaria 6tima nos espagos restantes de Sy,
que tem o mesmo preenchimento de OPTy . Além disso, observe que f(S) = f(F')+f(Sv),
entao, usando o Corolario 2, temos que

f(9)

f(F) + f(Sv)
")+ f(OPTy)

(F
(F
(F) — 2225V . + f(OPTy)
(

A%

f
f
f

v

OPTy) — 22K2K@+ f(OPTy)
f(Sv)

22K oK

(OPTy) — 22" 2K + f(OPTy)

f
f(OPTy) —ef(Sy) + f(OPTy)
F(OPT) — 2 f(OPT).

v
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onde a primeira desigualdade é vélida pelo Corolario 2, a segunda desigualdade ¢ valida
porque Vi < f(Sy)/q e a ultima desigualdade ¢ vélida porque f(OPT) > f(Sy). Como
o algoritmo retorna a melhor solucao e considera a solucao S, o resultado segue. O
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Capitulo 4

Positional Knapsack Problem

Problemas de mochila sao recorrentes no layout publicitario de sites, como Google e Mer-
cado Livre, onde os antncios sao exibidos em um banner. Nesses casos, a probabilidade
de receber cliques e, portanto, a receita esperada para a exibicao de um antncio varia de
acordo com sua proximidade do topo [86, 87]. Isto leva ao problema de organizar esses
antncios no banner de forma semelhante ao BINARY KNAPSACK PROBLEM (KP), com
a diferenca de que o ganho de um antincio varia de acordo com sua posi¢ao. Para mode-
lar esta tarefa, introduzimos uma nova variante do KP, que denominamos POSITIONAL
KNAPSACK PROBLEM (PKP), em que o valor de um item varia com a posi¢gdo em que
ele é colocado.

Formalmente, uma instancia do PKP é composta por uma mochila de capacidade L e
um conjunto de itens I = {1,2,...,n}, onde cada item ¢ tem valor v; > 0, tamanho s; > 0
e uma funcado g¢;(h;), onde h; é a posigdo em que o item i é colocado na mochila e cor-
responde & soma dos tamanhos dos itens empacotados antes de ¢ na mochila. O ganho
de um item 7 é dado por G; = g;(h;)v;. O objetivo é encontrar um subconjunto S C [ e
as posigoes para empacotar S que maximize o ganho total e nao exceda a capacidade da
mochila. Veja um exemplo na Figura 4.1, e observe que o topo da mochila corresponde a
posicao 0. Além disso, observe que, quando g; é uma funcao constante para cada item ¢,
temos o KP.

Ibarra e Kim [49] e Lawler [61] propuseram FPTASes para o KP. Varias outras abor-
dagens também foram consideradas para lidar com o KP, que incluem programacao di-
namica [2, 47, 80| e outros algoritmos exatos [5, 42, 47, 57, 65, 69, 88|. Referenciamos ao
leitor a pesquisa em duas partes [10, 11| recentemente apresentada por Cacchiani et al.
sobre o KP e suas variantes, onde algoritmos exatos e de aproximacao sao discutidos.

h;

G; = gi(hi)v; i L

Figura 4.1: Ganho G; de um item ¢ quando empacotado na posi¢do h; de uma mochila.
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Semelhante ao PKP, Gawiejnowicz et al. [36] consideram problemas de mochila com
pesos ou valores de itens variaveis. Nesses problemas, o peso ou o valor de um item
depende do indice do seu indice na sequéncia de itens empacotados na mochila. Observe
que esses problemas diferem do PKP pois, no PKP, os ganhos variam de acordo com a
posi¢do na mochila, e ndo com o indice na sequéncia de itens. Gawiejnowicz et al. [36]
apresentaram FPTASes para os problemas propostos considerando fun¢ées monotonicas.

O PKP também estéa relacionado a problemas de escalonamento. Um desses problemas
¢ o Minimum Weighted Completion Time (MWCT), onde queremos agendar um conjunto
J de n tarefas com pesos w; em m maquinas, que s6 podem processar uma tarefa por vez.
O tempo para processar uma tarefa j € J na maquina ¢ ¢ dado por p;;. Denotamos por C;
o tempo de conclusao de j, que corresponde & soma dos tempos das tarefas anteriores a j na
mesma maquina mais o tempo de execugao de j. O MWCT visa escalonar todas as tarefas
minimizando } . ; w;C;. Este problema ¢ APX-dificil com mdquinas nao relacionadas e
quando todas as tarefas tém um prazo comum [46]. Isto é semelhante ao PKP, exceto
que existem multiplas mochilas, os “tamanhos” (neste problema, chamados de tempo de
processamento) dependem da méaquina, e o custo (em vez de um ganho) é uma fungao
linear do tempo de conclusao (que equivale a altura mais o tamanho do item). Para este
problema, Im e Li [50] propos uma 1,8786-aproximacao, e Im e Shadloo [51] propuseram
uma 1,488-aproximagao.

Em geral, o PKP é semelhante a escalonar tarefas em uma tnica maquina com prazo
comum e com ganho variando de acordo com a posi¢do da tarefa (que deve ser ma-
ximizada). Alguns trabalhos abordam versées do MWCT com apenas uma maquina
[14, 45, 54, 62, 77]. Em Chekuri e Motwani [14], foi apresentada uma 2-aproximacao
para a variante do MWCT com uma méquina e precedéncia entre tarefas; isto é, uma
tarefa s6 pode ser escalonada apds todas as tarefas que a precedem também terem sido
escalonadas. Em Lawler e Moore [62] e Kellerer e Strusevich [54] foi considerada uma
versao em que o objetivo é minimizar o atraso das tarefas, ou seja, o quanto o tempo de
conclusao ultrapassou o prazo. Estes artigos propuseram um algoritmo pseudopolinomial
e um FPTAS para este problema.

Neste trabalho iniciamos o estudo do PKP. Primeiro, consideramos uma funcao de
ganho linear simples, onde g¢;(h;) = L — h; para cada item i. Denotamos este caso
particular de PKP por PKP-/. Mostramos que o problema é NP-dificil mesmo para
este caso e apresentamos um FPTAS. Como uma solugao de PKP inclui a posicao em
que os itens sao empacotados, a funcao objetivo depende dos tamanhos e valores dos
itens empacotados. Isto é diferente do KP, cuja fun¢ao objetivo depende apenas dos
valores dos itens empacotados. Para lidar com essa dificuldade, nosso FPTAS utiliza uma
abordagem de arredondamento recursivo. Também apresentamos um PTAS considerando
fungoes mais gerais, assumindo certas condigoes de monotonicidade e continuidade. Mais
especificamente, consideramos fungoes g;(-) nao-crescentes e que para todo 0 < § < 1,
existe um ¢ > 0 tal que g;(h +¢) > (1 —0)g;(h) para todo h.
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4.1 NP-dificuldade

Nesta secao, mostramos que o PKP é NP-dificil até mesmo para o caso particular do
PKP-£. Quando todos os itens tém o mesmo valor, o PKP-¢ pode ser resolvido em tempo
polinomial escolhendo de forma gulosa os menores itens que cabem na mochila. Da
mesma forma, quando todos os itens tém o mesmo tamanho, o problema também pode
ser resolvido em tempo polinomial escolhendo de forma gulosa os itens de maior valor
enquanto cabem na mochila. Definimos a eficiéncia de um item i como e; = v;/s;. Esta
secao mostra que o PKP-¢ é NP-dificil, mesmo quando todos os itens possuem eficiéncia 1.

O PARTITION PROBLEM (PP) é um problema NP-completo classico que consiste em
decidir se é possivel particionar um conjunto de inteiros positivos em duas partes com a
mesma soma. O EQUAL-CARDINALITY PARTITION PROBLEM (ECP) é uma variante que
também exige que ambas as partes da solugao tenham o mesmo nimero de elementos.
Formalmente, dado um conjunto de indices I = {1,2,...,2m} e um ndimero inteiro posi-
tivo a; para cada i € I, queremos decidir se existe um subconjunto S C [ tal que |S| =m
€ D ies Wi = D jens @ = D ier @i/2. Assim como o PARTITION PROBLEM, ECP também
¢ NP-completo [35].

Diversas variantes do KP sao trivialmente NP-dificeis, pois generalizam ou codificam
facilmente instancias do PARTITION PROBLEM diretamente. Problemas ainda mais sofis-
ticados podem ser demonstrados como NP-dificeis, desde que a fungao objetivo dependa
apenas do valor total dos itens empacotados [58]. Para o PKP-/, entretanto, na fungao
objetivo, o valor de um item depende da posigdo onde estd empacotado (além de seu
valor), e as redugoes padrao nao sao aplicaveis.

Tanto o KP quanto o PKP-/ tém os mesmos conjuntos de entradas e solugoes vidveis.
Apesar dessa semelhanca, os itens de uma solugao 6tima para o KP nao formam necessa-
riamente uma soluc¢ao 6tima para o PKP-/ na mesma entrada, mesmo que todos os itens
tenham eficiéncia 1.

Para ver um exemplo, considere uma instancia com os itens descritos na Tabela 4.1 e
uma mochila de capacidade L = 10. Duas solugoes 6timas para uma instancia do KP com
esses itens sao KP] = {1, I3, Is} e KP5 = {I5, I, I5}. Os valores dessas solugoes quando
consideramos a func¢ao objetivo de PKP-£sao 5-10+3-5+2-2 =69 e 4-104+3-643-3 = 67,
respectivamente. No entanto, uma solugao 6tima para PKP-¢ é PKP-0* = {I;, I} e tem
valor 5-10+4+4-5=70. Observe que PKP-¢* nao ¢ uma solucao 6tima para o KP ja
que D epipgr Vi =9 € Diepr Vi = D iexpy Vi = 10. Além disso, observe que KP7 e KP3
sao solugoes para o PARTITION PROBLEM nesta instancia, e PKP-£* nao é uma solucao
para o PP na mesma instancia. Essas solugoes sao mostradas na Figura 4.2.

1 1 2 3 4 5 6

S; = V; 5

Tabela 4.1: Instancia para o exemplo da Figura 4.2..

A seguir, mostramos como reduzir o ECP para o PKP-/. Dada uma instancia do ECP,
i1 @i/2 € M = 8A? Defina a
capacidade da mochila como L = mM + A e, para cada i € I, crie um item associado cujo

criamos uma instancia do PKP-¢ como segue. Seja A = >
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L L2 L
I 10
A wuss B L
Is I5
KP* KP; PKP-(*

Figura 4.2: Exemplos de solugoes para o KP e o PKP considerando os itens da Tabela 4.1.

tamanho e valor sejam iguais a s; = v; = M +a;. A ideia por tras dessa reducao é ter itens
muito grandes, de modo que um ntmero inteiro na instancia original seja muito menor
que o tamanho do item correspondente. Isto torna todos os itens muito semelhantes em
tamanho, levando a algumas propriedades tuteis fornecidas pelos lemas a seguir.

Seja S C I uma solugao para o PKP-/£ considerando uma instancia reduzida e suponha,
sem perda de generalidade, que S = {1,2,...,r}. Além disso, defina a(S) =)
e a’(S) =>,cqaz. O valor de uma solugao S ¢

ics Qi

= (mM+A>XT:(M+a¢) - %(i(MJrai)) +%§T:(M2+2Mai+a?)
= (mM + A) (rM + a(5)) — %(TM +a(S))* + %(TMQ +2Ma(S) + a*(S))
1

= 5 ([PM(M =M +2mM +24)] + [2((1 = 7+ m)M + A)]a(S) — a(8)* + a*(9)) .

No Lema 9, mostramos que uma solucao 6tima para a instancia reduzida deve ter
m — 1 ou m itens. No Lema 10, mostramos que qualquer solu¢ao com m itens tem um
valor maior do que uma com m — 1 itens e, no Lema 11, mostramos que, dadas duas
solugoes que possuem m itens, aquela com maior preenchimento tem maior valor.

Lema 9. Seja S C I uma solugdo para o PKP-{ nessa redugao, entao |S| < m. Além
disso, se S for dtimo, entio |S| > m — 1.

Demonstragao. Suponha, por contradigao, que |S| > m. Assim,

Y si>(m+1)M>mM+A=L,
€S

e S nao seria uma solucao viavel.
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Agora, suponha que [S| < m — 2 e seja Syax = MaX;en g 5. Dessa forma,

Zsig(m—Q)M—l—ZaiSmM—QM—i—ZA

i€S i€S
=L—-2M+A=L—-M-8A%+ A
<L—-—M-—A<L— Spay,

e concluimos que poderiamos acrescentar um item sem estourar a capacidade da mochila
e aumentar o valor de S. Portanto, S nao é uma solugao 6tima. O]

Lema 10. Sejam S C I e 8" C I solugoes para o PKP neste caso. Se |S'| = m e
|S”| =m — 1, entao f(S") > f(S").

Demonstracao. Note que

F(8") = 5 (mM(M — mM + 2mM +24) +2((1 = m+m)M + A)a(S) - a($")° + a*(S"))

(
(

(mM(M +mM + 24)).

mM(M +mM + 24) + 2(M + A)a(8") — a(8')? + aQ(S’))
mM (

> M +mM + 24) + a(S") a(S) — a(S")* + aZ(s'))

>

NI RN RN RN -

A primeira desigualdade é valida porque 2(M + A) > a(S’). Também note que

£(S") = %((m _ ) M(M = (m = 1)M + 2mM +24)

+2((1 — (m— 1) + m)M + A)a(S") — a(S")? + aZ(S”)>

_ % ((m — DM@M + mM +2A4) + (4M +24)a(5") — a(S")? + a*(5"))
< % (m — 1)M@M +mM + 24) + (4M + 24)24)

= % ((m = 1)M(M 4+ mM + 24) + (m — 1)M? + 8AM + 44%)

< % ((m —1)M(M 4+ mM + 24) + (m + 1)M?).

A primeira desigualdade é valida porque a(S”) < 24 e a*(S”) < a(S")?, e a tltima desi-
gualdade & valida porque 8h < M? e 4A% < M?. A seguir, calculamos a diferenca
f(S") = f(8") > = (M(M +mM + 2A) — (m + 1)M?)

> = ((m+1)M* — (m+1)M?) = 0.

N~ N~

Portanto, de fato f(S5") > f(S"). O
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Lema 11. Sejam S C I e S” C I solugdes para a instancia do PKP-£ tais que |S'| =
|S"| =m. Sed i q 8 > Y cqn iy entdo f(S') > f(S”).

Demonstracao. Lembre-se que
1
f(8) =5 (mM(M +mM + 24) + 2(M + A)a(S") — a(S)? + a2(S')> .
Seja § = a(S") —a(S") e A = a?(S") —a*(S"”). Observe que § < A, ja que a(S’) < A como

S’ & uma solucdo com m itens e a capacidade da mochila é mM + A. Além disso, observe
que A > —A% +1, ja que a(S") < a(S")* < A2, Assim,

=
02

= = (MMM +mM +24) + 2(M + A)a(S) — a(S')’ + a*(S")

mM (M +mM + 2A) + 2(M + A)(a(S") +8) — (a(S") +6)* + (a*(S") + A))

I
L\:>|r—t[\:>|r—t[\:>|>—k
/‘\

mM (M +mM + 2A) + 2(M + A)(a(S") + 9)

—~

— (a(S")? + 26a(S") + 62) + (a>(S") + A)>
(2(M + A)S§ — 26a(S") — 6> + A)

26(M + A — a(S")) — 62+ A)

v

k,‘

02

_|_
[\DI»—‘MIP—‘[\DIH[\.’)I»—!

A primeira desigualdade é valida porque A > a(S”), e a ultima desigualdade é valida
porque 2M > 2A? + 1. O

Com estes lemas é possivel verificar que o resultado da instancia do ECP é “sim” se
e somente se qualquer solucao 6tima para a instancia reduzida tiver m itens e preencher
toda a mochila. Isso implica o Teorema 2.

Teorema 2. PKP-¢ é NP-dificil mesmo quando restrito a instancias onde todos os itens

tém eficiéncia 1.

Demonstracao. Na versao de decisao do PKP-¢, dada uma instancia do PKP-£ e um
parametro k, deseja-se decidir se existe uma solu¢ao com valor pelo menos k.

Considere uma instancia do ECP com um conjunto de indices I = {1,...,2m} e valo-
res a; parai € I, e crie a instancia correspondente de PKP-£. Observe que, para alguma so-
lugdo S de PKP-/, podemos reescrever a funcio objetivo como f(S) = ¢(|S|, a(S),a*(S)),
onde ¢ é uma funcao nao decrescente em cada um de seus pardmetros. Defina k£ =
g(m, A, m(A/m)?).

A seguir, mostramos que a instancia do ECP ¢ “sim” se e somente se a instancia da
versao de decisao do PKP-¢ for “sim”. De fato, se a instancia do ECP for “sim”, seja
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S um conjunto de indices m tais que >, ga; = A. Entdo, f(S) = g(|S],a(5),a*(S)) >
g(m, A, m(A/m)*) = k. Para a outra direciio, assuma que a versio de decisio do PKP-/
é “sim”. Assim, existe uma solug¢ao 6tima S* com um valor de pelo menos k.

Primeiro, afirmamos que |S*| = m. Sendo, entao |S*| = m —1 pelo Lema 9. Considere
um conjunto S com m novos itens (ficticios) associados a nimeros a; = A/m e tamanho
e valor iguais a s; = v; = M + q; para cada i € S. Jaque |S|=me|S*|=m—1,0
Lema 10 implica que

F(5%) < J(S) = g(S], a(8), a*(S)) = g(m, A, m(A/m)?) = k.

Isto é uma contradi¢ao; portanto, de fato |S*| = m. Agora, observe que a(S*) = A, pois
caso contrario teriamos a(S*) < a(S) e, pelo Lema 11, f(S*) < f(S) = k. Novamente, isto
¢ uma contradigao; portanto, a(S*) = A. Juntas, essas afirmagoes implicam que S* é um
conjunto de indices m tais que ), . a; = A, portanto, a instancia de ECP ¢é “sim”. [

4.2 O PKP-/

Nesta secao, consideramos o PKP-/ e apresentamos um algoritmo de tempo pseudo-
polinomial e um FPTAS para ele. Lembre-se que, no PKP-¢, g;(h) = (L — h)v; para
cada item i, e a eficiéncia de um item ¢ é dada por e; = v;/s;. Nos Lemas 12 e 13, obser-
vamos que uma solucao do PKP-/ pode ser representada apenas pelo conjunto de itens
empacotados, pois mostramos que ordenar os itens em ordem nao-crescente de eficiéncia
maximiza o ganho total. Entretanto, observe que isso nao significa que uma solugao 6tima
para KP também seja uma solugao 6tima para PKP-¢ (como mostrado no exemplo da
Figura 4.2).

Lema 12. Sejam i e j itens adjacentes em uma solugao tal que h; < hj;. See; < e;, entao,
trocar a ordem de i e j melhora o valor da solu¢ao para o PKP-£.

Demonstragao. Primeiro, observe que, como e; < e;, temos que v;/s; < v;/s; e, portanto,
5;v; < s;v;. Além disso, observe que apds a troca da ordem de ¢ e j, o ganho dos itens
colocados acima de i e abaixo de j permanecem inalterados. O ganho de ¢ muda de (L —
hi)v; para (L — h; — s;)v; e o ganho de j muda de (L — h;)v; para (L — hj + s;)v;. A
diferenca entre os ganhos novos e anteriores é

(L — hl — Sj)vi — (L — hz)vl + (L — hj + Si)vj — (L — hj)/l}j = —S;U; + S;Vj > 0.

Assim, o valor da solugao aumenta. O]

Lema 13. Seja S uma solugao para o PKP-¢ que empacota itens I' C I em uma ordem
otima. Entao, a ordem de empacotamento € nao-crescente em termos de eficiéncia.

Demonstracao. Suponha, por contradi¢do, que S empacota I’ em uma ordem que nao é
nao-crescente em relacao a eficiéncia. Assim, existem itens adjacentes i e j com h; < h;
e e; < e;. Pelo Lema 12, podemos trocar a ordem de 7 e j e melhorar o valor da solugao,
o que contradiz a suposicao de que S é 6tima para I’. Assim, S empacota I’ em ordem
nao-crescente de eficiéncia. ]
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Observe que quando a eficiéncia de todo item é igual a 1, ou seja, quando v; = s; para
todo item 7, o valor da solucao é o mesmo para qualquer ordem.

4.2.1 Um algoritmo de tempo pseudo-polinomial para o PKP-/

Apresentamos um algoritmo pseudo-polinomial para o PKP-¢ semelhante ao algoritmo
de programagao dindmica apresentado por Ibarra e Kim [49] para o KP. Seja V0. =
max", v; o maior valor de um item e lembre-se que g;(h) = (L — h)v;. Definimos o pre-
enchimento de uma solucao S C I como a soma Zies S;.

Assumimos que os itens sao ordenados em ordem nao-crescente de eficiéncia. O algo-
ritmo cria uma matriz A com dimensoes n X nLV,,,, onde cada entrada A(7, j) da matriz
corresponde ao preenchimento minimo de uma solugao com ganho total exatamente j e
considerando apenas os primeiros i itens. Se nao existir tal solugao, entdao A(i,j) = oc.
A seguinte recorréncia calcula cada entrada da matriz:

00, sei=1e Lv, # j,
A(i,j) =X s, sei=1e Lv =j,
min(A(i — 1,7), ming (A(: — 1,k) + s;)), caso contrario,

onde o segundo minimo no terceiro caso percorre cada niimero inteiro & tal que 0 < k < j
ek+ (L—A@G—1,k)v = 7.

Podemos mostrar que esta recorréncia é 6tima para o PKP-£. O tempo de execugao do
algoritmo ¢ O(L*V2, n?), que ¢ pseudo-polinomial no tamanho da instancia. Embora este
algoritmo nao seja polinomial, usamos a recorréncia como base para o FPTAS apresentado
na Secao 4.2.

Observe que, se L >3,

crescente de eficiéncia para obter uma solucao otima. Assim, podemos assumir que

s;, podemos empacotar todos os itens em ordem nao-

L < ) ,.; 8. Portanto, se todos os valores e tamanhos dos itens forem limitados po-
linomialmente, esta recorréncia resolve o PKP-£ em tempo polinomial.

4.2.2 Um FPTAS para o PKP-/

Lembre-se que o Lema 13 afirma que os itens de uma solugao 6tima para o PKP-/ sao
empacotados em uma ordem nao-crescente de eficiéncia. Assim, como antes, assumimos
que os indices sao ordenados nessa ordem.

Considere uma constante ¢ tal que 0 < € < 1, e defina § = ¢/n. Além disso, para cada
nimero x > 0, defina Rs(z) como a maior poténcia inteira de 1+ ¢ que ndo é maior que x.
Portanto, se Rs(x) = (14 0)’ para algum j, entdo (1+6) <z < (1+6)"". Dizemos
que um valor x é arredondado para baixo para Rs(x).

O algoritmo cria uma matriz As com dimensoes n x ﬂog1 45 (nLVm(m)] tal que cada
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entrada é calculada usando a seguinte recorréncia:

< (1+4),
As(iyj) = < sq, sei=1e Ry(Lvy) > (140),

min(As(i — 1,7), ming (As5(i — 1,k) +s;)), caso contrério,

00, sei=1e Rs(Lv)

onde o segundo minimo no terceiro caso varia sobre cada nimero inteiro k tal que
0<k<jeRs(L—Asti—1,k)v;+ (1+86)F > 1+

A ideia por tras dessa recorréncia é usar um algoritmo de programacao dindmica se-
melhante ao apresentado na Subsecao 4.2.1, mas aproximando o valor de uma solucao
arredondado para uma poténcia de 1 + 0. Cada entrada As(i,j) da matriz corresponde
ao preenchimento de uma solugao considerando apenas os primeiros ¢ itens e com um
ganho total arredondado de pelo menos (1 + 5)j . Se nao existe uma tal solugao, defini-
mos As(i,7) = oo.

Seja S uma solucao com m itens. Denotamos por S; o i-ésimo item de S em ordem
nao crescente de eficiéncia. O ganho total de S é definido como f(S5) = >, s G;. O ganho
total arredondado de S é definido recursivamente como

0 sem =020
5(S) =14 " ’
fs(5) {35<G5m+f5<5\{sm}>>, em>1

Definimos Aj(i,j) como o preenchimento minimo de uma solugdo S considerando
apenas os primeiros 7 itens e com ganho total arredondado f5(S) > (1 + §)’. Se néo existir
tal solugao, entdo Aj(7,j) = co. O Lema 14 prova que a recorréncia calcula A%(i,j), ou
seja, encontra a melhor solugao se o ganho total for calculado por fs.

Lema 14. A;s(i,j) = A4, 7).

Demonstrac¢ao. Mostraremos o lema por indugao em ¢. Se ¢ = 1, uma solucao S s6 pode
incluir o item 1, portanto fs5(S) = Rs(Lv;). Nesse caso,

s1, se Rs(Lvy) > (1+ (5)j,

As (L) = { N
00, caso contrario.
Assim, de fato, As(1,7) = A5(1, j).

Seja i > 2 e suponha que As(i — 1, k) = A5(i — 1, k), para cada k < j. Observe que, se
As(i, j) # 00, entdo podemos construir uma solug¢ao S considerando apenas os primeiros i
itens com f5(S) > (1 + 5)j por indugao. E, entao, As(i,j) > A5(i, 7). A partir de agora,
provaremos que A;(7,7) < A%(4, ).

Se Aj(i,j) = oo, entdo o resultado segue. Entao, suponha que Aj(i,j) # oo e que
existe uma solucdo S* considerando apenas os primeiros i itens com f5(S*) > (1 + 6)’.

Primeiro, suponha que o item i ndo esteja em S*. Isso implica que A5(i —1,j) =
A5(iyj), e entdo As(i —1,75) = A5(4, ) ja que As(i — 1, j) = A5(i — 1,7) pela hipotese de
indugao. Mas As(i,j) < As(i — 1, 7), portanto temos que A;(i,j) < A5(4, j).
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Agora, suponha que o item i esteja em S*, e seja G; 0 ganho (nao arredondado) de i em
relacio a solucdo S*. Além disso, seja k o ntimero inteiro tal que f5(S*\ {i}) = (1 + 6)*.
Observe que k < j, caso contrario, f5(S*\ {i}) > (1+ 0)’, e poderiamos remover i de S*,
mantendo o ganho total arredondado em pelo menos (1 + §)’ e diminuindo o preenchi-
mento.

Observe que S* \ {i} ¢ uma solugao considerando apenas os primeiros i — 1 itens com
ganho total arredondado de pelo menos (1 + §)* que tem preenchimento minimo. Caso
contrario, entdo pode-se diminuir o preenchimento de S* substituindo S* \ {i} pelo con-
junto de itens correspondentes a Aj(i — 1,k). Segue-se que Ztes*\{i} se = A5(i — 1,k).
Como os itens estao em ordem nao crescente de eficiéncia, temos que

G, = <L D D st) vi = (L — Ax(i — 1, k) v,
Pela hipotese de indugdo, As(i — 1, k) = A5(i — 1, k), entdo
Gi=(L—As(i —1,k)) v;.
Assim,

f5(57) = Rs(Gi + f5(S™\ {i}))
= Rs((L — As(i — 1,k)) v + (1 + 6)");
> (1+6).

Concluimos que a entrada As(i—1, k) é considerada na recorréncia ao calcular As(i, j),
e assim

As(i,§) < As(i — 1, k) + s = A5(i — 1, k) + 5, = A3, k). O

Pelo Lema 14, para cada entrada As(7,j) da matriz, o algoritmo pode calcular uma
solucao correspondente S considerando apenas os primeiros ¢ itens com ganho total ar-
redondado f5(S) > (1 + ) que minimiza o preenchimento. Seja S a solucdo calculada
pelo algoritmo correspondente & entrada da matriz As(n, j) tal que As(n,j) < L e j seja
maximo. Dizemos que S é a solu¢ao produzida pelo algoritmo. Usando o lema anterior,
pode-se comparar o valor desta solugao com o valor 6timo para o PKP-/.

Lema 15. Seja S* uma solugdo dtima para o PKP-£ e S a solucao gerada pelo algoritmo.
Entao, f5(S) > exp(—2¢)f(S*).

Demonstragao. Lembre-se de que o valor arredondado de um ntmero x é Rs(x) e que
Rs(z) <z < (1+J)Rs(x), portanto, temos Rs(z) > (1 — J)z.

Sem perda de generalidade, assuma que S* = {1,2,...,m}. Mostraremos por indugao
em m que

fé(S*) 2 Z (1 - 5)iGm—z’+1-

=1
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Para m = 1, temos que
J6(57) = Rs(Gr + f5(S™\{1})) = Rs(G1) = (1 = 0)Gy,

e a premissa é valida. Assim, seja m > 2 e assuma que a afirmacao vale para m — 1.
Temos que

f5(S™) = Rs(G + f5(S™\ {m}))
> (1= 0)(Gm + f5(S"\ {m}))

m—1
> (1-4) (Gm +3 (- 6)’G(m_1)_i+1>
i=1

=(1-90)G,+(1-9) i (1= 6)" Grmein1

=2

- (1 - 5)iGm_Z’+1.

=1

Agora, como n > m,

= (1=0)"f(5).

Observe que f5(S) > f5(S*), porque S ¢ 6timo em relagdo ao ganho total arredon-
dado fs5. Por isso,

fs(S) = f5(87) = (1= 8)" f(57).

Substituindo ¢ por £, e como n > 2,

8 n
£5(8) = (1= =) £(5") 2 exp(=29) £(5"). =
Observe que o algoritmo executa em tempo polinomial.

Lema 16. O algoritmo executa em tempo polinomial no tamanho da representa¢do da
instancia e em 1/e.

Demonstragao. Ordenar os itens por eficiéncia leva tempo O(nlogn). O nimero de en-
tradas na matriz é O(nlog, s (nLV,.,.)) e cada entrada pode ser calculada no tempo
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O(log 5 (nLVpnez)). Assim, como 6 = ¢/n, a complexidade do algoritmo é

nlog® (nL max))

g (1+5)

_ 0 <nlog (nLQVmax))
(57)

_ 0 (n log (nLVmax))'

e2

(@) <n logn + nlogi% (nLVmax)> =0 (

A segunda igualdade ¢ vélida porque log (1 + ) > ¢ parax € [0, 1]. Observe que = € [0, 1],
jdquen>1e0<e<1. Assim,log(l+ %) > . O

Combinando os Lemas 15 e 16, mostramos que o algoritmo é um FPTAS para o PKP-/.

Teorema 3. Ewiste um FPTAS para o PKP-{.

Demonstragao. Pelo Lema 16, o algoritmo roda em tempo polinomial no tamanho da
representagao da instancia e em 1/e. Pelo Lema 15, a solugao de saida S tem valor pelo
menos f(S) > f5(5) > exp(—2¢)OPT, onde OPT é o valor de uma solugao 6tima. Agora
observe que para cada ¢’ tal que 0 < ¢’ < 1/2, podemos definir ¢ = 31In (1/(1 — &’)), tal
que

f(S) > exp(—2¢)OPT = (1 — £')OPT.

Além disso, observe que o tempo de execugao do algoritmo é polinomial em 1/¢" ja
que<e<le

4.3 Versao mais geral do PKP

Esta secao considera variantes do PKP com funcoes de ganho mais gerais. Na Secao 4.3.1,
descrevemos as suposigoes sobre as funcoes de ganho e damos alguns exemplos. Na Se-
¢ao 4.3.2, apresentamos um PTAS para a variante geral.

4.3.1 Suposicoes Sobre as Funcoes de Ganho

Dizemos que uma funcao g é continua se, para todo zy e para todo o > 0, existe um
e > 0 tal que |g(z) — g(xo)| < I, para todo z tal que |z — zo| < €. Uma fungao g é dita
uniformemente continua se, para todo ¢ > 0, existe um € > 0 tal que |g(x) — g(y)| < 0,
para todo z e y tais que |z — y| < €. Neste trabalho, assumimos que a fungdo de ganho
para cada item satisfaz uma nocao de continuidade, conforme definido a seguir.

Definicao 1. Uma fung¢ao nao-crescente g: [0, L] — Rso € relativamente continua se,
para todo 0 < § < 1, existe 0 < e <1 tal que g(h+¢) > (1 —9)g(h) para todo h € [0, L].
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Exemplos de fungoes com esta propriedade sao fung¢oes nao-crescentes uniformemente
continuas com valor minimo um, conforme declarado no Teorema 4.

Teorema 4. Se uma fungio g: [0, L] — R>1 € nao-crescente e uniformemente continua,
entao g € relativamente continua.

Demonstra¢ao. Como ¢ é uniformemente continua e nao-crescente, para todo ¢ > 0,
existe um €’ > 0 tal que |g(z) — g(y)| < ¢, para todo x e y tais que |z — y| < ¢’. Sejam ¢
e d nimeros tais que ¢’ > ¢ >0e 0 < ¢ < ¢'. Portanto, g(h) — g(h +¢) < § para todo h,
e

g(h+¢) = g(h) =6 = g(h) — dg(h) = (1 = 6)g(h).

A segunda desigualdade ¢é valida porque g(h) > 1 para todo h € [0, L]. ]

As fungoes lineares estao entre os exemplos mais simples de fungoes uniformemente
continuas. Outros exemplos sao as fungoes Lipschitz continuas e as fungoes a-Hdélder con-
tinuas. Além disso, qualquer fungao continua no intervalo [0, L] também ¢ uniformemente
continua [79], portanto, funcoes como ¢'(h) = (L?> — h?) +1 ou ¢"(h) = (WL — vh) + 1
sao exemplos de fungoes nao-crescentes e uniformemente continuas para as quais o Teo-
rema 4 se mantém.

Em nosso algoritmo, assumimos que a funcao de ganho de cada item é um elemento
de algum conjunto de fungoes relativamente continuas G. Mais fortemente, assumimos
que as desigualdades da definicao se mantém simultaneamente.

Definicao 2. Um conjunto G de fungdes nao crescentes g: [0, L] — Rsq € relativamente
continuo se, para todo 0 < § <1, existe 0 <e <1 tal que g(h+¢) > (1 —45)g(h) para
todo g€ G e h €0, L].

Observe que as premissas sao satisfeitas por qualquer conjunto finito de fungoes rela-
tivamente continuas ou por qualquer uniao finita de conjuntos relativamente continuos.
Para cada conjunto fixo de fungoes G, consideramos uma variante de PKP em que cada
item ¢ € [ esta associado a alguma funcao g; € G, o ganho associado a ¢ quando é adicio-
nado na posicao h; é G; = g;(h;)v;. A representagao da fun¢ao ganho depende do conjunto
G. Por exemplo, se G for finito, entao uma instancia podera conter, para cada item i, o
indice correspondente a funcao g;.

4.3.2 Um PTAS para PKP com Funcgoes G

A seguir, considere um conjunto fixo de fungoes G que é relativamente continuo e considere
uma instancia da variante correspondente de PKP. Supomos, sem perda de generalidade,
que a capacidade da mochila é L = 1.

Seja 0 > 0 alguma constante fixa. Nesta secao, o objetivo é encontrar uma solugao cujo
valor esteja em um fator de pelo menos 1 — O(4) do valor 6timo. Como G ¢é relativamente
continuo, existe uma constante € > 0 com ¢ < § tal que 1/¢ é um ntimero inteiro e, para
cada item i € I, temos g;(h +¢) > (1 — 9)g;(h) para todo h € [0, 1].
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A seguir, denotamos por (S*, h*) alguma solugao 6tima fixa, de modo que cada item
selecionado 7 € S* tem posigao inicial hf. Suponha que |S*| > 1/&?, caso contrario,
poderiamos resolver a instancia em tempo polinomial.

Nosso algoritmo é descrito a seguir. Consideramos o subconjunto de itens V* de S*
contendo os itens 1/? com os maiores ganhos, bem como todos os itens com tamanho
pelo menos 2. Observe que, como uma solugdo pode ter no maximo 1/&% itens com
tamanho pelo menos 2, a cardinalidade de V* é no maximo 2/¢%, que ¢ limitado por uma
constante. Assim, o algoritmo pode “adivinhar” o conjunto V* e a ordem em que esses itens
sao colocados em tempo polinomial. Para simplificar, suponha que V* = {1,2,... |V*|}
e que os itens estejam posicionados nesta ordem, pois poderiamos alterar os indices se
isso nao fosse o caso.

Como as fungoes de ganho nao sao crescentes, o espago entre itens consecutivos de V'*
na solugao 6tima contém itens cujo tamanho é menor que £2. Dizemos que cada espaco cor-
responde a um intervalo da mochila. O intervalo imediatamente antes de um item ¢ € V*
¢ identificado pelo indice j = 4, e o tltimo intervalo ¢ identificado pelo indice j = [V*| 4 1.

Além disso, seja hrv* = 1, denotamos por ¢} o tamanho do intervalo j, portanto, este

+1
intervalo termina na lposi(;éo h} e corresponde ao conjunto de posigoes [h;‘ —c;, h3).

Observe que, como ja adivinhamos a ordem de V*, a posigao final 2} de cada intervalo
7 poderia ser determinada se soubéssemos o vetor ¢* com os comprimentos dos intervalos.
Nao podemos enumerar todos os vetores candidatos porque o niimero de possibilidades é
exponencial. Em vez disso, para cada intervalo j, gostariamos de encontrar um ntmero
¢j que seja multiplo de €, tal que ¢; se aproxime de ¢ com uma diferenga absoluta de no
méximo €. Como a mochila tem capacidade unitaria, mostramos que o nimero de vetores
candidatos para c é limitado por uma constante.

Definimos um vetor de comprimentos ¢ e um vetor correspondente de posicoes finais h
modificando as posi¢oes dos itens em V* iterativamente. Primeiro, defina ¢; como o menor
multiplo de ¢ tal que ¢; > cj, e defina hy = ¢;. Entao, para cada intervalo j > 2 em
ordem, defina c¢; como o menor miltiplo nao negativo de ¢ tal que ¢; > h} — (hj_1 + ;1)
e defina hj = h;_1 + s;_1 + ¢;. Intuitivamente, pode-se pensar neste procedimento como
“empurrar para baixo” os itens de V*. O lema a seguir observa que as posi¢oes finais nao
mudam muito.

Lema 17. Para cada intervalo j, temos 0 < h; — h; < €.

Demonstracao. A prova é por inducao em j. A posicao final do primeiro intervalo aumenta
em no maximo ¢; assim, a desigualdade vale para 7 = 1. Agora, seja j > 2, e suponha
por indugao que 0 < h;; —hj_; <e. Se ¢; > 0, o intervalo j tem comprimento diferente
de zero e a posicao final de j ¢ aumentada em no maximo . Caso contrério, ¢; = 0 e
h]’ = h]’_l + Sj—1- Como h; 2 h;—l -+ Sj—1 € hj Z h;,

0 < h,j — h; S (hj_l + Sj_l) — (hj;_l + Sj_l) = hj_l — h;—l < E. ]

Como corolério, os intervalos modificados tém a propriedade chave de que o compri-
mento cumulativo é pelo menos tao grande quanto o da solugao 6tima. Isto é formalizado
no seguinte corolério.
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Figura 4.3: A primeira solugdo é um empacotamento 6timo OPT onde, em azul (linhas diagonais cruzadas) estao os itens
de V*, em verde (linhas diagonais paralelas) a 4rea de intervalos entre eles em OPT, e ¢* corresponde ao vetor de tamanhos
dos intervalos. A segunda solugdo é um empacotamento para o mesmo conjunto de itens em OPT considerando os intervalos
como um vetor ¢ com miltiplos de €. E a terceira solu¢do é um empacotamento do mesmo conjunto de itens usando ¢/,
obtido modificando ¢ de acordo com (4.1).

Corolario 3. Para cada intervalo j, temos Y _,¢i > Y 7_ ;.

Demonstragao. Por calculo direto e usando o Lema 17,

J Jj—1 Jj—1 J
E c1g:hj—§ SKZh;—E Sy = . O
=1 =1 =1 =1

Como as posigoes podem aumentar, pode ocorrer que, na solugao modificada, os ulti-
mos itens de V* nao caibam na mochila. Para garantir que todos os itens de V* sejam

empacotados, definimos um vetor ajustado de comprimentos de intervalo ¢’. Seja W o
[V*|+1
i=1

mos cada intervalo j em ordem e definimos c;. = ¢; até o intervalo k no qual o comprimento

comprimento total dos intervalos na solugao 6tima, ou seja, W = > c;. Considera-
cumulativo é de pelo menos W, e definimos o comprimento dos préximos intervalos ajus-
tados como zero. Mais precisamente, seja k o primeiro indice tal que ) ,_, ¢, > W. Para
cada intervalo j, defina

c; se J < k,
ci=qW— Zlgz_g ce, sej=k, (4.1)
0 se j > k.

Veja a Figura 4.3.

Seja h; a posigao final do intervalo j na solugao modificada correspondente aos com-
primentos de intervalo ajustados ¢’. Como antes, as posi¢oes finais ajustadas ndo podem
aumentar muito.

Lema 18. Para cada intervalo j, temos 0 < b — h} < e.

Demonstracao. A prova é por inducao em j. A posigao final do primeiro intervalo aumenta
no maximo ¢; assim, a desigualdade vale para j = 1. Agora, seja 7 > 2, e suponha por
indugao que 0 < A%, —hj_, <e. Sec; > 0, o intervalo j tem comprimento diferente
de zero e a posicao final de j ¢ aumentada em no maximo €. Caso contrério, ¢; = 0 e
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by =W,y +sj1. Como B > hWi_y + s;_1 e h; > I,

O S h; — hj S (h;?l -+ Sj_l) — (h;;l + Sj_1> = h;fl — h;fl < €. D

Corolario 4. Para cada intervalo j, temos Y _, ¢, > )_, C;.

Demonstragao. Por calculo direto e usando o Lema 18,
J Jj—1 J—1 J
Il x _ *
g g = h; E se > I E S = E cp. ]
=1 =1 =1 =1

Agora, para algum subconjunto de itens S, defina f(.S) como o ganho total de itens em
S quando cada item i € S é colocado na posigao hy, ou seja, defina f(S) = >, ¢ gi(h)v;.
Analogamente, defina f'(S) = ) _._¢ gi(h;)v; como o ganho total de S conforme as posi-
goes h'. Além disso, seja R* = S* \ V*. Assim, o valor da solu¢ao 6tima & f(S*) =
FV) + f(R).

Como as posicoes iniciais dos itens em V* mudam no maximo ¢ e as fungoes de ganho
sao relativamente continuas, a perda no valor da solucao é limitada por uma fracao do
valor 6timo.

Lema 19. f/(V*) > (1 —0)f(V*).

Demonstrag¢ao. Considere algum item ¢ € V*. Pelo Lema 18, temos que b, < hf + €.
Como g; ¢ relativamente continua, g;(h;) > g;(hf +¢) > (1 — §)g;(h}). Portanto,

F1(S) =" aihiyvi = Y (1= 8)gi(hi)vi = (1= 6)f(V"). —~

<% IS %

A seguir, abordamos os itens restantes. Seja U o conjunto de itens que nao estao em
V* e cujo tamanho ¢ menor que 2. Consideramos o problema residual de alocacao de itens
de U nos intervalos correspondentes a ¢’. Gostariamos de encontrar uma alocagao cujo
ganho se aproximasse do ganho correspondente aos itens de R* na solucao 6tima. Para
fazer isso, construiremos e resolveremos uma instancia do GENERALIZED ASSIGNMENT
PROBLEM (GAP).

Lembre-se que uma instancia do GAP consiste em um conjunto de recipientes, cha-
mados de bins, onde cada bin j tem capacidade ?;, e um conjunto de itens, onde cada
item ¢ tem valor p;; e peso w;; quando adicionado ao bin j. O objetivo ¢ maximizar o
valor dos itens empacotados sem ultrapassar a capacidade de nenhum bin. O GAP possui
um PTAS para o caso em que o nimero de bins é limitado por uma constante [13, 33].

Construimos uma instancia do GAP da seguinte maneira. Para cada intervalo nao
vazio j, crie g; = [c/e] bins, denotadas por {51, 4%, ...,7%}. Cada bin tem capacidade &,
possivelmente com excegao da tltima, cuja capacidade é ¢ — £(g; — 1). Observe que o
conjunto de bins corresponde a uma particao dos intervalos em subintervalos. Como o
comprimento de todos os intervalos, exceto um, ¢ multiplo de €, no méximo um bin tem
capacidade menor que ¢, correspondendo ao ultimo bin do tltimo intervalo nao vazio.
Portanto, o niamero de bins ¢ limitado por 1/e.
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Seja G.uin 0 ganho minimo entre os itens de V*. Para cada ¢ € U, consideramos
um item correspondente da instancia do GAP. O peso e o valor de um item ¢ quando
adicionado a um compartimento j* sdo, respectivamente,

iik = Si, (42)

0, se gi(Wy — ¢ + ke)vi > Gruin, (4.3)
gi(hg- —di+ kE)Ui, caso contrario. ' .

Observe que o ganho de um item i quando adicionado ao bin j* é o ganho do item quando
colocado na posicao final do subintervalo correspondente. Observe também que o ganho
de um item ¢ quando adicionado a um bin j* é pije = 0 se gi(h;- — c;- + k:s) v; > Goin. 18s0
significa que nenhum item pode valer mais que o pior item de V*; caso contrario, esse
item devera ser um dos itens mais valiosos. Isso conclui a construcao da instancia. O
lema a seguir fornece um limite inferior para o valor 6timo da instancia do GAP.

Lema 20. O valor étimo da instancia do GAP € pelo menos (1 — 6)(f(R*) —ef(V*)).

Demonstrag¢ao. Construimos uma solucao viavel para a instancia do GAP “movendo” ite-
rativamente os itens de R* na ordem em que eles aparecem na solucao otima (S*, h*).
Primeiro, considere uma lista dos bins ordenados de acordo com os subintervalos corres-
pondentes e tome o primeiro bin como atual. Para cada item i € R*, colocamos 7 na
primeira posicao livre do subintervalo correspondente ao bin atual se ele couber, e, caso
contrario, descartamos 7, fechamos o bin atual e definimos o proximo bin como atual.
Considere um item nao descartado i. Seja j* o compartimento ao qual i ¢ atribuido e
seja j* o indice de intervalo contendo ¢ na solu¢ao 6tima (S*, h*). Seja d o tamanho total
dos itens de R* que precedem i na solugao 6tima. Como ¢ esté contido no intervalo j*
e s; > 0, temos que ;:1 ¢; > d. Além disso, o tamanho desses itens (incluindo os
descartados) ocupa totalmente os bins fechados, portanto z;i ¢, < d. Combinando esta

desigualdade com o Corolario 4, obtemos

*

; . :
*k / *
g Cp > Cp 2 Cp.
=1 =1 =1

Mas entao j* > j —1,e j* > j.

Seja h! a posicao inicial de i apos ele ser movido. Novamente, o tamanho total dos
. . i—1 . *—1
itens em R* que precedem ¢ é pelo menos h;—» y_; s, e no méaximo hf—3Y }_|" s, portanto

/ j—1 * Jj -1
By = sy se < hy =221 se, e

j*=1

J—1
h; Sh:—FZSZ— ZSgﬁh:
=1 (=1

A seguir, definimos o valor de um item nao descartado da solu¢ao do GAP. Lembre-se
que o valor de um item atribuido a um bin corresponde ao ganho desse item quando
colocado no final do subintervalo correspondente a esse bin. Como um subintervalo
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tem comprimento no maximo &, cada item nao descartado ¢ tem valor de pelo menos
9i(hi + €)vi = (1= 6)gi(hi)v; = (1 = 6)gi(h])vi.

Para contabilizar os itens descartados, lembre-se que V* contém os 1/&? itens com os
maiores ganhos na solugdo 6tima (S*, h*) e que Gy, € 0 ganho minimo entre esses itens.
Como existem pelo menos 1/¢? itens em V* com ganho de pelo menos G, sabemos que
1/€2 Gin < f(V*) e, portanto, 1/ Gpin < ef(V*). Lembre-se de que existem no maximo
1/e bins; assim, no maximo 1/e itens de R* sao descartados. Como cada item em R*
tem ganho no maximo G,,;,, o ganho total de itens nao descartados ¢ de pelo menos
f(R*) —1/e Gpin > f(R*) — ef(V*). Como o valor da solugao construida é pelo menos
uma fragdo (1 — J) do ganho dos itens nao descartados, o lema segue. ]

Para cada combinacao de conjuntos V’ com até 2/¢? itens, permutagao de V' e vetor c,
definimos A’ adequadamente, construimos uma instancia do GAP e encontramos uma
(1 — §)-aproximacao para a instancia usando algum PTAS conhecido para o GAP. A
solugao encontrada para esta instancia induz um conjunto de itens R’ a serem adicionados
a mochila e um vetor de posi¢oes correspondente h. Fazemos a unidao S = V' U R’
e verificamos se (S’,h') é uma solu¢do viavel. O algoritmo gera a solugao viavel que
maximiza o valor de f'(S”). Um pseudocodigo resumindo todo o PTAS ¢ apresentado no
Algoritmo 5.

Algoritmo 5 PTAS para PKP com um conjunto de fungoes G..
1: procedimento PTAS-PKP-G;.(1,s,v,9)

2:  SejaB={iel|s; >¢e%}.

3: para cada I' C I tal que |I'| < 1/&? faca

4: para cada B’ C B tal que |B’| < 1/&? faga

5: Seja V' =I'UB'.

6: para cada permutagao de V' faga

T para cada vetor ¢ com |V’| 4+ 1 multiplos de ¢ t.q. ZL‘QH ce <1—=3 iy s faga
8: Calcule os comprimentos ajustados ¢’ como em (4.1).

9: Defina a posicao h’; de cada j € V' de acordo com ¢'.

10: Para cada j = 1,2,...,|V’| + 1, crie bins {j*,j2,...,7%}.

11: Defina G,,;, como o menor ganho dentre os itens de V.

12: Seja U =TI\V"

13: Para cada i € U crie um item com peso e valor como em (4.2) e (4.3).
14: Crie uma instancia do GAP com itens e bins criados.

15: Encontre uma (1 — §)-aproximagao para a instancia do GAP.

16: Sejam R’ os itens retornados com posigao h} para cada i € R'.

17: Seja S’ = V' U R’ e calcule o valor da solugao (S’,h').

18: devolve uma solucao (S’,h') com méaximo f(S5’).

Lema 21. O Algoritmo 5 € executado em tempo polinomial.

Demonstra¢ao. Como |I'|, |B’| e |V'| sdo limitados por uma constante, o nimero de
escolhas e permutacoes de V' é polinomial. Além disso, o nimero de vetores distintos
contendo no maximo O(1/e%) multiplos de € ¢ uma constante. Para cada permutacao fixa
de V' e escolha de ¢, o tempo de execucao para cada etapa é polinomial e, portanto, o
algoritmo é polinomial. O]

Teorema 5. O Algoritmo 5 é um PTAS para o PKP com um conjunto de fungoes G.
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Demonstragao. Pelo Lema 21, o algoritmo executa em tempo polinomial no tamanho da
instancia.

Como o algoritmo tenta cada permutacao possivel de um conjunto com até 2/&? itens,
e cada vetor possivel ¢ contendo |V*|+ 1 multiplos de ¢, considera a permutagao de V* e o
vetor ¢ correspondente a solugao 6tima (S*, h*). Seja (S, h') a solugao construida para es-
sas escolhas. Além disso, lembre-se de que o valor desta solucao ¢ f'(S") = f' (V') + f'(R'),
e o valor da solugao 6tima é f(S*) = f(V*) + f(R*).

Pelo Lema 19, f/(V') = f/(V*) > (1 —6)f(V*). Além disso, o valor f'(R') ¢ pelo
menos o valor da solugao construida para a instancia do GAP. Como R’ corresponde a
uma (1 — §)-aproximagao para esta instancia, o Lema 20 implica que f'(R') > (1 =) -
(1=0)(f(R*)—ef(V*)). Combinando essas desigualdades, e lembrando que £ < 4, temos:

F8) =2 (@ =0)f(V)+ (1 =0)- (1= 0)(f(R") —ef(V"))
> (1= 20)f(V*) + (1= 20) f(R") = 3£ (V")
> (1-30)(f(V") + F(R))
= (1=30)f(57).

Como o algoritmo produz a melhor solugao viével, isso completa o teorema. O
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Capitulo 5

Extensible Bin Packing

O EXTENSIBLE BIN PACKING (EBP) ¢ uma variante do BIN PACKING PROBLEM com
numero de bins fixo que permite que a capacidade dos bins seja estendida. Nele, sao
dados K bins com altura L, que podem ser estendidos, e um conjunto I de itens, em que
cada item possui um tamanho s; < L. Em uma solugao, todos os itens devem ser alocados
aos bins e o custo é dado pelo somatoério dos custos dos bins. O custo de um bin é L
mais o espaco excedido naquele bin. O objetivo do EBP é minimizar o custo da solugao
encontrada [16].

Este problema de empacotamento surge em uma variedade de problemas de escalona-
mento e alocagdo de armazenamento (storage allocation). Considere, por exemplo, o caso
de um conjunto de tarefas que devem ser atribuidas a um conjunto de recursos idénticos
(por exemplo, trabalhadores) que estao disponiveis a um custo fixo por um determinado
periodo (o tempo regular) e podem ser adquiridos a um custo adicional, proporcional ao
tempo (horas extras), em caso de necessidade. O problema de atribuir as tarefas aos
trabalhadores visando minimizar o custo total é equivalente ao EBP. O EXTENSIBLE
BIN PACKING também pode ser aplicado aos problemas de storage allocation nos quais
uma capacidade extra pode ser obtida de um conjunto fixo de locais (bins) a um custo
proporcional e desejamos minimizar o custo total [26].

Dell’Olmo et al. [26] mostraram que o algoritmo Longest Processing Time (LPT) é
uma 13/12-aproximagao para o EBP. O LPT, também conhecido como Algoritmo de
Graham [40], consiste em ordenar os itens em ordem nao-crescente de tamanho e inseri-
los, nessa ordem, no bin mais vazio.

Posteriormente, Coffman Jr e Lueker [16] apresentaram um Asymptotic Fully Polyno-
mial Time Approzimation Scheme (AFPTAS) para o Extensible Bin Packing e mostraram
que nao existe um Fully Polynomial Time Approximation Scheme (FPTAS) para esse pro-
blema, a menos que P = NP.

Ye e Zhang [85] consideraram a versao online do EXTENSIBLE BIN PACKING com
tamanhos de bins diferentes e apresentaram um limite justo de um algoritmo de escalo-
namento de lista para cada colegao de tamanhos de bins e cada ntumero de bins.

O EXTENSIBLE BIN PACKING foi bastante explorado na literatura do ponto de vista
de algoritmos de aproximacao, mas nao possui resultados utilizando métodos exatos. Mé-
todos exatos ja se mostraram bastante promissores em problemas semelhantes ao EBP,
como o BIN PACKING PROBLEM. Por esses motivos, nesse trabalho, focamos no desen-
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volvimento de algoritmos exatos para o EBP.

Um modelo trivial de Programagao Linear Inteira para o EBP pode ser obtido a
partir da formulagao fraca apresentada por Martello e Toth [66] para o BPP. Esse modelo
¢ apresentado a seguir e, durante os experimentos, foi comparado com os algoritmos
propostos. A varidvel binaria z; ; indica se o item 4 foi adicionado ao bin j e a variavel
inteira y; indica em quanto a capacidade do bin j ultrapassou L.

K
minimizar KL+Zyj (5.1)
j=1
K
sujeito a: Zx” =1 Viel (5.2)
j=1
iel
z;; €4{0,1} viel,j=12...,K
ijO j21,2,...,K
y; €R =1,2,...,K

A fungao objetivo considera que o valor minimo de uma solugao é K L e que esse valor
¢ acrescido do quanto cada bin estourou a capacidade L. As restrigdes (5.2) garantem
que cada item foi empacotado exatamente uma vez e as restrigoes (5.3) garantem que o
preenchimento de cada bin j é exatamente L + y;.

O Lema 22 apresenta duas condi¢oes suficientes, mas nao necessarias, para as quais
sabemos que uma solucao S é 6tima. Essas condigoes serao usadas pelas heuristicas nos
algoritmos para verificar se uma solugao é étima.

Lema 22. Seja S uma solugio para o EBP e seja Pre(j) o preenchimento de um bin j.
Se todo bin j de S possui preenchimento pelo menos L ou todo bin j de S possui preen-
chimento no mdximo L, ou seja, para todo bin j de S, Pre(j) > L ou, para todo bin j de
S, Pre(j) < L, entao S € uma solugao dtima.

Demonstragao. Seja OPT uma solugdo 6tima para o EBP e seja f(X) o valor de uma
solucao X. Um limite inferior para f(OPT) é max{KL,> ., s}
Considere o caso em que todo bin j de S possua preenchimento pelo menos L. Como

todos os bins estao totalmente preenchidos, entdo f(S) = >_._; s;, que ¢ um limite inferior

iel

para o valor de uma solugao do EBP. Portanto, S é 6tima.
Agora considere que todo bin j de S possua preenchimento no maximo L. Nesse caso,

f(S) = KL, que também é um limite inferior para o valor de uma solu¢ao do EBP.

Portanto, S também é 6tima nesse caso. O

A seguir, apresentamos um algoritmo baseado na formulagao arc-flow e um algoritmo
branch-cut-and-price para o EXTENSIBLE BIN PACKING.
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5.1 Formulacao Arc-flow

No modelo arc-flow apresentado a seguir, agrupamos os itens de mesmo tamanho e defi-
nimos como d; a quantidade de itens de tamanho s;.

Seja W = .., sid; a ocupagao total dos itens, definimos um grafo G = (V, A), tal que,
V={0,1,.... W}e A={(u,v):Fieltalque 0 <u<v<Wev—u=s;}. Também
adicionamos arcos de perda (k, k + 1) para todo k € V' \ {W}.

A seguir, apresentamos um modelo arc-flow para o EBP considerando o grafo des-
crito. A variavel inteira z,,, indica quantas vezes o arco (u,v) foi selecionado e a variavel
inteira yy 41 indica quantas vezes o arco de perda (k, k + 1) foi selecionado.

(F) minimizar KL + Z (v —max{u, L})x,, (5.7)
(u,w)EA
v>L
sujeito a: yo1 + Z zop =K (5.8)
(0,k)eA
Yo—1,0 = You+1 T+ Z Typ — Z Ty =0 v=12....,W—1
(u,v)EA (v,k)eA
(5.9)
Yw-1w + Z Ty = K (5.10)
(u,W)eA
Y Bhhes, > di i=12...,n (511
(k,k+s;)€EA
Ykk+1 = Yk—1,k k=2,...,W—1 (5.12)
Typy > 0 V(u,v) € A (5.13)
Ty € L V(u,v) € A (5.14)
Yk k1 = 0 k=1,2,..., W -1
(5.15)
Ykl € Z k=1,2,... W -1
(5.16)

A funcao objetivo considera que o valor minimo de uma solugao é K L e que esse valor
é acrescido do quanto cada recipiente tem sua capacidade excedida. As restrigoes (5.8)
e (5.10) garantem que exatamente K padroes serdo selecionados. As restrigoes (5.9)
garantem a conservagao do fluxo, as restri¢oes (5.11) garantem que pelo menos d; itens
de cada tamanho serao selecionados e as restrigoes (5.12) garantem que os arcos de perda,
sao sempre adicionados no final do bin.

Note que o niimero de vértices de G pode ser muito grande em relacao a quantidade
de itens. Por isso, criamos um segundo modelo em que consideramos apenas itens que
estao pelo menos parcialmente em algum bin. Itens que forem empacotados totalmente
fora de um bin terao seus custos acrescidos integralmente ao custo final da solugao, nao
importando em quais bins forem alocados.



29

Nesse segundo modelo, definimos W = L 4+ max;¢; s; — 1 e criamos o grafo G = (V, A)
como apresentado: V ={0,1,.... W}le A= {(u,v): 0<u<v<Wev—u=s;i€l}
Novamente adicionamos arcos de perda (k,k + 1) para todo k € V' \ {W}. A variavel
inteira z; indica quantas vezes um item de tamanho s; foi empacotado totalmente fora de
um bin.

(F1) minimizar KL+ Y (v = L)z, + > 8i% (5.17)
(u,v)€A i€l

u<L

v>L
sujeito a: (5.8) — (5.10) e (5.12) — (5.16) (5.18)
> B, 2> dy i=1,2,....n (5.19)

(k,k+s;)€A

2z €Z Viel (5.20)
% >0 Viel (5.21)

No modelo (F1), a fun¢ao objetivo considera separadamente o valor dos itens que
estao pelo menos parcialmente em algum bin e o valor dos itens que estao totalmente fora
dos bins. Nas restrigoes (5.19), garantimos que as demandas dos itens sejam satisfeitas,
considerando também os itens que estao totalmente foram dos bins.

Apesar da redugao do grafo, o tamanho de W ainda pode ser consideravelmente grande
em relagao ao numero de itens, pois basta considerar uma instancia em que o maior item
seja arbitrariamente grande. Com isso, propusemos o terceiro modelo que considera a
técnica de reflect, proposta em Delorme e ITori [28] para o BIN PACKING PROBLEM e
o CUTTING STOCK PROBLEM, e posteriormente aplicada também ao SKIVING STOCK
PROBLEM por Martinovic et al. [67].

A ideia é que precisamos encontrar apenas metade de um padrao e unir com outra
metade para obter um padrao inteiro. Para isso, definimos W = [L/2] e criamos um
grafo G = (V;A): V={0,1,.... W}e A={(u,v) : 0<u<v<Wev—u=s;i€l}
Novamente adicionamos arcos de perda (k,k + 1) para todo k € V' \ {W}. Além disso,
adicionamos arcos de reflexdo R = {(u,L —v) : « < Wo > Wev —u = s;,i €
I U{(W, W)} que serdo utilizados para unir os padrées. Com isso, cada padrao serd
formado por dois meio-padroes e um arco de reflexdao para uni-los.

Considere uma instancia com 3 itens de tamanhos (4, 3,2) e bin de tamanho 10. No
modelo arc-flow sem reflect, um padrao possivel para esses itens seria o apresentado na
Figura 5.1.

0,4
ey (4,7) 7.9
perda
Figura 5.1: Exemplo de padrao arc-flow para 3 itens de tamanhos (4, 3,2) e bin de tamanho 10.

Considerando a técnica de reflect, podemos modelar o mesmo padrao da Figura 5.1
como dois padroes da metade do tamanho unidos por um arco de reflexao. Na Figura 5.2,
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temos um padrao formado pelo item de tamanho 4 e um arco de perda e outro padrao
formado pelos itens de tamanhos 3 e 2. Esses padroes sao unidos pelo arco de refle-
xao (5,5,7). Na Figura 5.3, temos outra forma de representar o padrao da Figura 5.1
usando reflect. Observe que dessa vez o item de tamanho 2 é representado pelo arco de
reflexdo (4,4,7).

0, 4)

(5,5 r)

0, 3)

(3.5

Figura 5.2: Exemplo de padrao arc-flow com reflect para 3 itens de tamanhos (4, 3,2) e bin de tamanho 10. O arco (5,5, 1)
é utilizado para unir as duas metades do padrao.

0. 4)

(4,4, 1)

Figura 5.3: Exemplo de padrao arc-flow com reflect para 3 itens de tamanhos (4, 3,2) e bin de tamanho 10. O arco (4,4,r)
é utilizado para unir as duas metades do padrdao e também corresponde ao item de tamanho 2.

Note que agora todos os padroes completos (compostos pela jungao de dois meio-
padrées) precisam ter tamanhos no maximo L, o que impossibilita que itens sejam adi-
cionados parcialmente em alguma bin. Para contornar isso, adicionamos itens ficticios
de tamanhos 1,2,..., H. Definimos H como o maior tamanho de item da solucao, dado
por max;ey s; — 1. Com essa escolha de H, desejamos limitar as possibilidades de tamanhos
de itens ficticios, permitindo que sejam criados apenas itens que tenham tamanhos me-
nores que o maior item da instancia. Esses itens ficticios serao adicionados a um padrao
para representar a parte que estaria dentro do bin de um item parcialmente adicionado.
Veja o exemplo da Figura 5.4.
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i[ iz i3 11

r o = F S

(a) (b) (c) (d)

Figura 5.4: Exemplo da alocagao dos itens de P considerando a adi¢ao de itens ficticios T'.

A Figura 5.4 apresenta um exemplo de como funciona o preenchimento dos padroes
com itens ficticios. Em (a) temos todos os itens do padrao P adicionados. Note que (a)
nao sera possivel no novo modelo, pois nao permite que o bin seja estourado. Em (b)
temos a remocao do item i;. Observe que essa alocacao possui valor L, ainda que nao
preencha todo o bin. Em (c) adicionamos o item ¢; para preencher o restante do bin. Na
funcao objetivo, o item t¢; entra como um desconto no custo da solugao, o que faz com
que essa alocagao tenha valor L — s;,. Em (d) temos a adi¢ao de i; a solugao final. Note
que o valor de (d) é igual ao valor de (a), pois o item ¢; tem custo negativo de valor igual
a0 espago que seria ocupado por ¢; no bin.

A adigao de itens ficticios permite que tratemos os itens reais apenas como os que estao
totalmente em algum bin ou totalmente fora delas. Para representar os itens ficticios,
adicionamos ao grafo arcos T' para itens de tamanhos 1,2,..., H, assim como 0s arcos
para itens reais. Os arcos de T serao utilizados pelo modelo para preencher os padroes
com itens ficticios, que serao descontados na fungao objetivo.

Seja AT = AUT e seja ATR = AT U R, apresentamos o seguinte modelo de arc-flow
com reflect para o EBP. A variavel inteira z; indica quantas vezes um item de tamanho s;
nao foi empacotado. A varidvel inteira z7, , indica quanto de fluxo passa pelo arco (u,v)
do tipo o. Os tipos de arcos sao: a para arcos de itens da entrada, dado pelo conjunto A;
r para arcos de reflexdo, dado pelo conjunto R; e t para arcos de itens ficticios, dado
pelo conjunto 7. A variavel inteira yj 11 indica quanto de fluxo passa pelo arco de
perda (k,k + 1).
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(F2) min. KL— Y (v—wal,,+ Y zs; (5.22)
(um)ET i€l
suj. a: Z Ty, <K (5.23)
(u,v)ER
i+ > wp=2 Y aj, (5.24)
(0,k,0)€AT (u,v)ER
Yootwt D Thy= Y Th,t Y @, A Yeen  v=12.. W-1
(kv,t)EAT (k,v)ER (v,u,0)€ATR
5.25)
ywoawt+ Y Thw= > Thwt Y. T (5.26)
(k,W,t)eAT (k,W)ER (Wu)ER
Z T kg, T Z Ty, t+2i > d; i=1,2,...,n (5.27)
(k,k+s;)€EA (u,v)ER
2W —v—u=s;
ool <> I=1,2.. . H (52)
(u,v)eT i€l
v—u>l si>l
Ty, €L Y(u,v,0) € ATR (5.29)
Loy =0 V(u,v,0) € ATR (5.30)
Yk k+1 €2 E=1,2,..., W-1
(5.31)
Yr,k+1 2 0 k=1,2,...,W-1
(5.32)
2z €L Viel (5.33)
zi >0 Viel (5.34)

A restrigao (5.23) garante que serao selecionados no méaximo K padroes, pois limita
o nimero de arcos de reflexao utilizados em K e cada padrao deve utilizar exatamente
um arco de reflexdo. A restrigdo (5.24) garante que o fluxo que sai da origem (vértice 0)
é exatamente o dobro do ntimero de arcos de reflexao utilizados, ou seja, cada arco de
reflexdo unird dois fluxos. As restrigoes (5.25) e (5.26) garantem a conservagao do fluxo.
As restrigoes (5.27) garantem que pelo menos d; itens de cada tamanho serao selecionados.
Essa restricao soma os itens fora dos bins, os arcos de tamanho s; selecionados e os
arcos de reflexdo de tamanho s; selecionados. E as restrigdes (5.28) garantem que itens
ficticios serao selecionados apenas se existirem itens fora dos bins de tamanhos iguais ou
superiores, que possam substituir tais itens ficticios na solucao final. As restri¢oes (5.28)
sao importantes porque, quando um item ficticio de tamanho s; é adicionado, ele tem
seu tamanho descontado da solucao objetivo e precisa que exista um item j com s; > s;
empacotado fora dos bins para compensar esse valor descontado.

Em todos os algoritmos de arc-flow usamos a técnica Reduced Cost Variable Fizing
para tentar reduzir o ntimero de arcos dos modelos. Essa técnica sera apresentada na
Secao 5.1.1.
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5.1.1 Fixacao de Variaveis por Custo Reduzido

A fixagao de variaveis por custo reduzido (RCVF) é uma técnica amplamente aplicada na
literatura, principalmente em modelos arc-flow |24, 28|, para fixar varidveis referentes a
arcos em ( e diminuir o nimero de variaveis do modelo.

Para aplicar essa técnica, precisamos do valor Az de uma solucéo inteira para o modelo,
os custo reduzidos ¢ das variaveis obtidas de uma solugao dual viavel S e o valor 7 da
solucao S. Hadjar et al. [44] demonstraram que qualquer varivel x tal que #4¢, > Az —1,
em que ¢, é o custo reduzido de x em S, nao pode pertencer a uma solugao primal com
valor menor que \z. Ou seja, podemos fixar em 0 todos os arcos que satisfacam essa
condicao.

Nos nossos algoritmos, antes de iniciar a resolu¢ao do modelo arc-flow, criamos uma
solucao inteira com o algoritmo de Graham e resolvemos a relaxacao do modelo para
encontrar o valor e os custos reduzidos de uma solugao dual viavel. Em seguida, aplicamos
a técnica de RCVF para fixar arcos em 0 e resolvemos os modelos arc-flow apos esse
processo.

5.2 Branch-Cut-and-Price

Nesta se¢ao, apresentamos um algoritmo Branch-Cut-and-Price para o EXTENSIBLE BIN
PACKING. Neste algoritmo, devido as estratégias de ramificagao utilizadas, consideramos
cada item de forma independente, isto €, os itens nao sao agrupados com outros itens de
mesmo tamanho.

Seja w, o custo de um padrao p,

L7 iep Si < La
wp — { Zzep —

> iep Sis  Caso contrdrio,

e seja a;, a quantidade de vezes que um item ¢ aparece no padrao p. A seguir, apresentamos
o modelo primal utilizado no algoritmo.

(F3) minimizar Z WyTy + Z SiZi (5.35)
peP i=1
sujeito a: pr > K (5.36)
peEP
ZaipprrziZl i=1,2,...,n (5.37)
peP
zp >0 Vpe P 5.38

T, €L Vpe P

(5.38)
2 >0 i=1,2,...,n (5.39)
(5.40)
2 €7 i=1,2,...,n (5.41)
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A variavel inteira z, indica quantas vezes o padrao p foi selecionado e a varidvel
inteira z; indica quantas vezes um item i aparece fora de um bin. As restri¢oes (5.36)
garantem que pelo menos um padrao para cada bin sera selecionado e as restrigoes (5.37)
garantem que pelo menos uma copia de cada item serd selecionada.

A seguir, apresentamos um modelo dual para o modelo apresentado anteriormente,

(D) maximizar Z a; + Kp (5.42)
i=1

sujeito a: Zoz,- + 6 <w, Vp e P (5.43)
1ED

a; < 8; i=1,2,...,n (5.44)

a; >0,8>0 (5.45)

As variaveis « se referem as restri¢oes (5.37) e a variavel g se refere a restrigao (5.36) do
modelo (F3). Utilizamos a restrigao (5.43) para resolver o problema de precificagao e adi-
cionar novos padroes ao modelo. O algoritmo de pricing sera apresentado na Secao 5.2.6.
As estratégias de branching serdo apresentadas na Secao 5.2.1 e os cortes adicionados sao
apresentados na Secao 5.2.3.

5.2.1 Estratégias de Ramificagao

O algoritmo Branch-Cut-and-Price foi implementado usando o modelo primal (F3) apre-
sentado na Secao 5.2. Utilizamos duas estratégias de branching. A primeira é semelhante
a apresentada por Ceselli e Righini [12] para o ORDERED OPEN-END BIN-PACKING
PROBLEM. A cada nivel da arvore, um item ¢ é escolhido de acordo com quanto dele, na
solucao relaxada do n6 atual, se deve a padroes em que ¢ aparece totalmente dentro do bin
ou a padroes em que ¢ aparece estourando o bin. Especificamente, a cada no, escolhemos
o item ¢ em que o somatoério dos x, referente aos padroes em que i aparece totalmente
dentro do bin mais se aproxima de 0.5, e quando mais de um item ficam empatados,
escolhemos o maior deles.

Nessa estratégia, fixamos se ¢ deve aparecer sempre em um padrao ou se ¢ deve sempre
ser um item que estoura um padrao. No primeiro caso, removemos todos os padroes em
que 7 aparece como item que estoura um padrao e permitimos adicionar apenas padroes
em que o item ¢ aparece totalmente dentro do bin ou nao aparece. Ja no segundo caso,
removemos todos os padroes em que i aparece totalmente dentro do bin e permitimos
adicionar apenas padroes em que ¢ aparece como o item que estourou o bin ou nao aparece.
Quando K itens sao fixados como o item que estoura um bin, o algoritmo comega a utilizar
a segunda estratégia de branching nos nos filhos.

Na segunda estratégia utilizamos a ideia proposta por Ryan e Foster [74], que seleciona
um par de itens para que, ou sejam empacotados no mesmo bin, ou nao possam ser
empacotados no mesmo bin. Em cada no, escolhemos os dois itens a e b que maximizam
Sq+ Sp € nao aparecem integralmente juntos na solugao 6tima fracionaria. Se tais itens nao
existirem, selecionamos a e b como os dois itens que maximizam s, + S, € que nao foram
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ramificados juntos ainda. Com tais itens escolhidos, ramificamos considerando que a e b
sempre aparecem juntos ou sempre aparecem separados. No primeiro caso, eliminamos do
modelo todos os padroes em que a e b aparecem separados e no segundo caso eliminamos
do modelo todos os padroes em que a e b aparecem juntos.

Note que essa estratégia de branching também deve ser refletida no pricing (Se-
¢ao 5.2.6), uma vez que os padroes gerados em cada n6 devem considerar que a e b
podem estar juntos ou separados.

5.2.2 Heuristicas Primais

O Relaz-and-Fiz |7] foi a principal heuristica primal utilizada no nosso algoritmo e ¢
executada em cada né do branch-and-bound. Com essa heuristica fixamos variaveis de
forma gulosa e resolvemos o modelo, a fim de encontrar novas variaveis a serem fixadas,
até que uma solucao seja obtida. No nosso algoritmo, a cada passo fixamos todas as
variaveis x; inteiras e quando nao ha nenhuma, fixamos a variavel x; de maior valor.
Em seguida, resolvemos o modelo e adicionamos padroes violados novos com o algoritmo
de pricing. Esse processo é repetido até que K varidveis sejam fixadas e uma solucao
seja obtida. Os padrdes adicionados durante o Relax-and-Fiz se mantém no conjunto de
padroes apoés a execucgao da heuristica.

A cada iteragdo do Relaz-and-Fiz (onde novas variaveis sao fixadas), executamos tam-
bém uma heuristica baseada no algoritmo de Graham [40]. Na nossa heuristica, conside-
ramos a solucao parcial das variaveis fixadas e adicionamos o restante dos itens usando o
algoritmo de Graham.

5.2.3 Cortes

Usamos cortes Subset-Row (SR), que sdo um caso particular dos cortes de Chvatal-Gomory
de Rank 1 [15, 39]. Esses cortes nao sao robustos, ou seja, a adigao deles aumenta a
complexidade do problema de pricing.

Seja I o conjunto de itens e S C {S C I : |S| = 3} o conjunto de triplas desses itens.
Seja I, os itens de um padrao p e seja P(S) = {p € P : |[,NS| > 2} o conjunto de padroes
que contém ao menos dois itens de S. Adicionamos a restri¢gao a seguir para garantir que
no méaximo um padrao de P(S) seja escolhido por vez

> oz, <1, VSeS (5.46)
pEP(S)

Seja \g a variavel dual relacionada a cada restrigao (5.46) no modelo (F3). A fungao
objetivo do modelo (D) se torna

ZO@—FKﬁ—Z)\S
i=1

Ses

Além disso, esses cortes modificam o problema de pricing, ja que as variaveis relacionadas
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a essa restricao aparecem na restricao do dual como

Zai—l—ﬁ— Z As < wp, Vp € P.

e asTea

Seja 6;; = Zpe pa;o;, a afinidade entre dois itens 7 e j. Como demonstrado em
Da Silva e Schouery [19], uma tripla de itens {i, j, k} deve ser adicionada no corte (5.46)
se 0;j + 0ix +9;x > 1 e pelo menos dois termos de 6; ; + d; ; + d;; forem maiores que 0.

Utilizamos uma matriz de afinidade para calcular as afinidades entre os itens. Note
que essa matriz é atualizada uma vez por padrao e cada par de itens no padrao, o que
nos da um custo de O(n? - | P|) para calcular toda a matriz.

Também usamos listas de adjacéncias para os itens a fim de manter informagoes sobre
afinidades e acelerar a geracao de novos cortes. Seja F; a lista de adjacéncias de um item ¢z,
um item j € E; se e somente se d; ; > 0. A cada n6é do branch-and-bound, criamos as
listas de adjacéncias a partir da matriz de afinidades e verificamos se existe alguma tripla
de itens {i, j, k} tal que &; j+d;x + ;% > 1. O custo de criar as listas ¢ O(n?) e o custo de
verificar cada tripla ¢ O(n-Y, ; |E;|?). Se os padroes possuem muitos itens, o custo dessa
implementagao se aproxima do custo da implementagao trivial, O(n?®). Mas, quando nao
h& muitos itens por padrao (o que geralmente ocorre em instancias mais dificeis), essa
implementagao consegue ser mais eficiente.

5.2.4 Rounded Capacity Inequality

A ideia dessa técnica é adicionar um limitante inferior para o valor da solucao 6tima,
visando diminuir o nimero de iteragoes da geragao de colunas [34, 83]. Seja LB um
limitante para o 6timo, adicionamos a seguinte restricao ao modelo

Z wpxy, + i sizi > [LB].
1

peP i=

Iniciamos LB como max{L-K,» ", s;/K}, e em cada no6 atualizamos esse valor para
o valor da solucao dual viavel do n6 pai, calculada como na Secao 5.2.5. Essa restricao é
simples de lidar no dual, pois apenas adiciona uma variavel a funcao objetivo e a restri¢ao
utilizada no pricing. Chamaremos de ~y essa variavel. A restricao do modelo dual utilizada
no pricing fica

Zai-l—ﬁ— Z As+wyy<w, VpeP (5.47)
1ED SES:
[pNS|>2

e a fungao objetivo adicionando essa variavel fica
> aitKB—) As+[LBly.
i=1 ses

A adigao dessa nova restri¢gao implicou em erros numéricos no Gurobi. Esses problemas
foram contornados usando a opgao NumericFocus = 3 do solver, que promete resolver o
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modelo com maior precisao e resulta em custo computacional também maior. Apesar
disso, com essa restricao foi possivel encontrar solugoes 6timas para mais instancias.

5.2.5 Podando

Em cada n6 do branch-and-bound, calculamos o valor de uma solugao dual viavel e poda-
mos o n6 quando esse valor for maior ou igual ao valor da melhor solu¢ao encontrada até
o momento. Isso porque o valor da solu¢ao dual viavel nunca diminuird com a adigao de
novos padroes e, portanto, nao é possivel melhorar a solucao a partir daquele n6. O valor
de uma solugao dual viavel é calculado como mostrado na Segao 5.2.5.

Solugao Dual Viavel

Utilizamos o Gurobi para a implementacao das formulagoes propostas. Como ele trabalha
com um limite de precisao €, sao adicionados ao modelo apenas padroes que estao violados
em pelo menos ¢. Isso faz com que podar nés baseados no valor da solu¢ao dual nao seja
seguro, ja que padroes violados em menos de € nao foram adicionados.

Por isso, precisamos viabilizar o valor da solugao dual e, para isso, utilizamos a técnica
apresentada por Pessoa et al. [72]. Sejam «, 8, A e v uma solugao dual do modelo e lembre-
se que, apos a insercao dos cortes e da Rounded Capacity Inequality, a funcao objetivo se
tornou

Y ai+ KB =Y As+ [LB]y.
=1

Ses

Calculamos o valor dual vidvel de uma solugao dual como

Z elage™] +e|KBe™t] — Z elAse™t] + e[ [LBve ™.

el Ses

Para evitar problemas numéricos relacionados ao uso de ntimeros de ponto flutuante,
utilizamos ponto fixo para o célculo da solugao dual viavel, assim como apresentado em
Da Silva e Schouery [19]. Isso ¢ feito multiplicando os valores por 2% ~ 1.4 - 10! e
convertendo para inteiros de 64 bits. Com essa precisao, é possivel representar solucoes
de valor até 100 milhoes sem overflow, o que foi suficiente para o benchmark utilizado.

A precisao do Gurobi foi definida como 107, Como estamos trabalhando com nimeros
de ponto fixo, definimos nosso € como 272 ~ 1.8 - 107, ja4 que dessa forma, todos os
padroes violados no Gurobi também estarao violados em e¢.

5.2.6 Precificagao

Nesta secao, apresentamos algoritmo utilizado para gerar novos padroes. Note que o
problema de pricing foi alterado pela adi¢ao de cortes e pela estratégia Rounded Capacity
Inequality, apresentada na Se¢ao 5.2.4. O novo problema de pricing é apresentado na
restricao 5.47, a partir da qual extraimos os seguintes pares de condi¢des para um padrao
ser considerado violado:
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Zai >(1—~)L—-p+ Z As t.q. Zsi <L (5.48)

S SEeS: 1ED
[1pNS|>2
(&4
dai>1=9)> si—B+ Y. As  ta  L<) s (5.49)
1Ep 1Ep SeS: 1€Ep
[1pNS|>2

Em (5.48), consideramos o caso em que o padrao nao estoura a capacidade do bin e,
em (5.49), consideramos o caso em que a capacidade é estourada.

Note que a estratégia de branching utilizada também impacta no pricing, uma vez
que os padroes gerados em cada né devem considerar que dois itens a e b estao juntos
ou separados e considerar quando itens estouram ou nao o bin. Por isso, mantemos um
grafo de conflito e uma estrutura Disjoint Set Union (DSU) durante as ramificagoes do
Branch-Cut-and-Price. No grafo de conflitos, adicionamos uma aresta entre os itens a e
b se eles devem aparecer separados e, no DSU, unimos itens que devem ser considerados
juntos. Note que dois itens nunca podem aparecer unidos e possuir conflitos ao mesmo
tempo. No algoritmo de pricing, consideramos todos os itens de um mesmo conjunto no
DSU como um tnico item de tamanho que corresponde a soma dos tamanhos dos itens do
conjunto. Em seguida, ordenamos a lista de itens por tamanho, do menor para o maior,
colocamos os itens com conflito ao final da lista, e executamos o algoritmo com itens nessa
ordem.

Utilizamos a programacao dindmica para o problema da mochila para obter padroes
que satisfagam as condigoes (5.48), consequentemente adicionando-os ao modelo. Nessa
programagao dinamica, consideramos que o valor de um item ¢ é a; e o seu tamanho ¢é s;.
Criamos uma matriz de capacidade n x L, em que cada entrada A(i,[) corresponde ao
maior valor de solucao considerando apenas os ¢ primeiros itens e que possui preenchimento
exatamente [. Devido a regra de branching de Ryan e Foster [74], os itens sao divididos
em dois conjuntos, itens sem conflitos e itens com conflitos, e dentro de cada conjunto
os itens sao ordenados do menor para o maior. A programacao dindmica considera a
ordenagao de itens dada pela concatenagao dos conjuntos de itens sem conflitos e itens
com conflito, nessa ordem. Segue a recorréncia da programacao dinamica:

(O, se l =0,
—00, sei=1es #I,
A(i,l) = ¢ o, sei=1es =1,
Al —1,1), se s; > 1,
(max(A(i — 1,1), A(i — 1,1 — s;) + @), caso contrario.

Utilizamos o Algoritmo 6 para recuperar padroes a partir da programacao dinéamica.
Esse algoritmo recebe como parametro o indice do item que esta sendo considerado i, o es-
paco restante [ no padrao que esta sendo construido, o padrao que esta sendo construido p,
o conjunto de padroes adicionados P e o nimero de chamadas recursivas q. O algoritmo
considera adicionar o item i ao padrao atual p ou nao o adicionar, fazendo chamadas
recursivas para cada caso. Para considerar adicionar o item i, o algoritmo verifica se 2 nao
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Algoritmo 6 Algoritmo para encontrar padroes na matriz A.

1: Sejam n e L dados na entrada

2: Defina k£ como o niimero méaximo de padroes por item

3: Defina limit como o limite de chamadas recursivas do algoritmo
4: procedimento FINDPATTERNS(Z, 1, p, P, q)

5: se q > limit entao devolve > Limite de chamadas recursivas
6: se ¢ < 0 oul =0 entao devolve

7 se s; =l e pU{i} é um padrao violado entao

8: P+ PU{p} > Apenas k padroes de menor custo reduzido por item
9: FINDPATTERNS(: — 1, 1, p, P, ¢+ 1)

10: se ¢ possui conflito com os itens de p ou s; > | entao devolve

11: se i esta fixado no topo ou A(i — 1,1l — s;) = —oo entao devolve

12: s€ D yepupy @ — Al — 1,1 — ;) satisfaz (5.48) ou (5.49) entao

13: FINDPATTERNS(i — 1,1 — s;, pU{i}, P, ¢+ 1)

14: devolve

15: Spin $— MiNer S;

16: P« ()

17: para j < L, L —1,... sy, faga

18: BACKTRACKING(n, j, 0, P, 0) > Apenas padroes com preenchimento j

19: parai < i,i+1,..., N faga
20: para j < 1,2,...,s;, — 1 faga
21: BACKTRACKING (i, L — j, 0, P, 0) > Padroes que estouram o item i

possui conflitos com os itens ja adicionados ao padrao atual, se pode ser adicionado em [
de espago, se nao estéa fixado no topo, se existe uma solugao na matriz A que adiciona i na
posigao [ — s; e se o padrao atual p adicionado de A(i — 1,1 — s;) satisfaz (5.48) ou (5.49).
Quando um padrao violado é encontrado na Linha 8, o algoritmo adiciona ao conjunto
total de padroes encontrados P.

Muitos padroes podem ser gerados de uma tnica vez e pode ser que o modelo fique
muito grande e nao resulte em grande melhoria. Por isso, para cada item, selecionamos
apenas os k padroes violados de menor custo reduzido por iteragao. O valor definido para
k foi 6.

Durante o FINDPATTERNS, se um conflito for encontrado, a ramificagao é podada.
Definimos limit = nL/20 como um limite na quantidade de chamadas recursivas em cada
execucao do algoritmo FINDPATTERNS, para que este nao fique muito tempo preso na
enumeracao de padroes. Garantimos que a otimalidade nao seja afetada por esse limite,
ja que pelo menos o padrao mais violado sera adicionado ao modelo.

No caso de padrées que nao estouram o bin (condigoes (5.48)), consideramos apenas
itens que nao estao fixados como itens que estouram um bin pela primeira estratégia de
branching. Nesse caso, o FINDPATTERNS ¢é executado para todos os tamanhos de padroes.

Ja quando buscamos padroes que estouram o bin (condi¢oes (5.49)), primeiro enu-
meramos qual item estourard o bin e em qual posi¢ao. Nesse passo, o algoritmo ignora
itens que foram fixados para aparecer dentro do bin pela primeira estratégia de branching.
Seja i o indice de um item fixado para aparecer fora do bin, para evitar simetrias, enu-
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meramos as possiveis posi¢coes em que ¢ pode aparecer estourando o bin e executamos o
FINDPATTERNS considerando apenas os ¢ — 1 itens que apareceram antes na ordem da
programagao dindmica e o espago restante no padrao.

Também usamos uma técnica chamada Waste Reduction para evitar a enumeracao de
padroes que nao podem melhorar a solugao. Apresentamos essa técnica na Segao a seguir.

Waste Reduction

O Waste Reduction é uma técnica que nos permite restringir o preenchimento dos padroes
que poderao ser adicionados ao modelo [19]. Se em determinado momento do algoritmo
temos uma solucao incumbente S de valor X, para melhorar esse incumbente precisamos
encontrar uma solucao S" de valor no méaximo X —1. Seja o = X — LK o preenchimento da
solucao S que estoura a capacidade dos bins. Se o < 0, a solugao S é 6tima, logo considere
que o > 0. Com isso, todos os bins de S’ possuem preenchimento no maximo L + o — 1,
caso contrario a preenchimento que estoura em S’ seria pelo menos o e S’ nao seria uma
solugao de valor melhor que S. Portanto, estaremos interessados em padroes p tal que

d si<L+o-1=L+X-LK—-1<X—L(K-1).

1€EP

Por outro lado, também podemos limitar o minimo que o padrao precisa estar cheio.
Isso porque se um padrao estd pouco cheio, os itens restantes devem ser adicionados

pelos demais padroes. Seja A = >°._;s; 0 espago total dos itens, no melhor dos casos

i€l
a solugao S empacotou L(K — 1) desse espago em K — 1 bins e 0 = X — LK fora dos
bins, restando [ = A — L(K — 1) — o desse espago para o bin menos ocupado de S. Para
que S’ tenha valor melhor que S, obrigatoriamente, todos os padroes de S’ precisam ter

preenchimento de pelo menos [. Assim, estaremos interessados em padroes p tal que

ZsiZA—L(K—l)—o.

1ED

Dessa forma, sempre que uma nova solucao é encontrada, atualizamos o valor de X e
limitamos os padroes que poderao ser adicionados pelo algoritmo de pricing.

Como o Waste Reduction é aplicada ao preenchimento do padrao, podemos eliminar
enumeracoes do FINDPATTERNS antes mesmo de inicid-las. Também usamos para elimi-
nar padroes ja adicionados ao modelo e que nao satisfacam mais as condigoes apresentadas
nesta secao.

5.3 Experimentos

Os experimentos foram realizados com 2451 instancias da literatura do BIN PACKING
PROBLEM, obtidas a partir do benchmark Bin Packing Problem Library |30], e adapta-
das para o EXTENSIBLE BIN PACKING. Foram usadas as classes de instancias AI, ANI e
aleatorias de Delorme et al. [29], além das instancias de Falkenauer [31], Gschwind e Ir-

nich [43], Scholl et al. |[76], Schwerin e Wéascher [78], Wéscher e Gau [82] e a classe Hard
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de Schoenfield [75]. Como essas instancias foram originalmente desenvolvidas para BPP,
elas nao possuem o numero de bins definido. Nos experimentos, definimos o nimero de
bins de cada instancia como LB = [>_
o BPP.

A Figura 5.5 apresenta um grafico com diferentes valores para o namero de bins e a
porcentagem de instancias que o algoritmo de Graham [40] consegue resolver de forma

.1 5i/ L], esse é um cléssico limitante inferior para

6tima em cada caso. Utilizamos o Lema 22 para identificar se a solugao do Graham ¢é
6tima ou ndo. Em alguns casos (principalmente quando o ntmero de bins aumenta),
podemos encontrar uma soluc¢ao 6tima e nao saber. Observe que quanto mais o valor
aumenta ou diminui em relagao a LB, mais instancias o algoritmo de Graham consegue
resolver, o que indica que as instancias se tornam mais faceis. Isso reforca que LB seja
um bom valor para o nimero de bins nas instancias, visando estressar nossos algoritmos.

100
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3
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’37%36%
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o
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Figura 5.5: Porcentagem de instancias que o algoritmo de Graham consegue resolver de forma 6tima quando variamos o
nimero de bins em relagao & LB.

Foram desenvolvidos dois algoritmos Branch-Cut-and-Price, aplicando as técnicas
apresentadas, mas variando apenas a estratégia de branching. O B&P é um algoritmo
que usa apenas a ramificagdo de Ryan e Foster [74] no branching, ou seja, apenas fixa
itens juntos ou separados. Ja o B&P2 é um algoritmo que utiliza as duas estratégias
de branching, como apresentado na Secao 5.2.1. Também foram desenvolvidos dois al-
goritmos de Arc-Flow, um com reflect e outro sem. O algoritmo Arc-Flow sem reflect
corresponde a formulac¢ao (5.17)-(5.21) e chamaremos de AF. Ja o algoritmo Arc-Flow
com reflect corresponde a formulagao (5.22)-(5.34) e chamaremos de AF+reflect.

Implementamos todo o funcionamento dos algoritmos Branch-Cut-and-Price, utiliza-
mos o Gurobi apenas para resolver a relaxacao linear do modelo. A implementacao foi
feita em C++.

Os testes foram executados para os algoritmos Branch-Cut-and-Price e Arc-Flow. A
titulo de comparagao, também executamos os testes com o modelo PLI baseado na for-
mulagao fraca de Martello e Toth [66] para o BPP, apresentado no inicio deste capitulo.
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O tempo limite utilizado foi de 3600 segundos por execugao e os testes foram executados
em um computador com Intel(R) Xeon(R) E5-2420 1.90GHz, 32GB de memoria RAM e
Ubuntu 18.04.6 LTS.

5.4 Analise dos Resultados

Os resultados dos experimentos estao descritos na Tabela 5.1. A andlise desses resultados
revela algumas observagoes importantes sobre o desempenho relativo desses algoritmos,
tanto em termos de eficicia na obtencao de solugoes 6timas quanto na eficiéncia em relagao
ao tempo de execucao. A média do tempo foi calculada apenas para as instancias em que
o algoritmo obteve o 6timo.

A coluna “Classe” identifica os conjuntos de instancias testadas, enquanto “Total” in-
dica o nimero total de instancias em cada classe. As colunas “Opt” mostram a quantidade
de instancias resolvidas de forma 6tima por cada método, e “Tempo” registra o tempo mé-
dio de execugao em segundos. Os valores em negrito indicam os melhores resultados em
cada categoria. Os tempos destacados em negrito consideram apenas aos métodos que
resolveram o maior nimero de instancias em cada classe, pois métodos que resolveram
menos instancias podem ter obtido tempos menores por resolverem, possivelmente, com
instancias mais simples. As colunas “# Vars” e “# Cols” representam, respectivamente,
o numero médio de variaveis e colunas utilizadas pelos métodos, refletindo os tamanhos
dos modelos.

Em termos de sucesso na obtencao de solugoes 6timas, os algoritmos de Branch-Cut-
and-Price (B&P e B&P2) mostraram um desempenho superior em varias classes de instan-
cias, superando os demais algoritmos. O AF-+reflect também apresentou bons resultados
em algumas classes, mas foi menos consistente se comparado aos algoritmos de Branch-
Cut-and-Price. O modelo PLI baseado na formulagao fraca de Martello e Toth [66], por
outro lado, falhou em encontrar solucoes 6timas na maioria dos casos, indicando sua li-
mitagao em lidar com este tipo de problema. O B&P2 obteve melhores resultados que o
B&P em quase todas as classes de insténcias, o que indica que combinar estratégias de
branching melhorou o desempenho do algoritmo.

Quando se observa o tempo de execucao, o B&P2 se destacou como o método mais
eficiente, apresentando tempos menores em diversas classes de instancias, como na classe
Al 1003. O AF-+reflect teve desempenho varidvel, sendo rapido em algumas classes de
instancias, como FualkenauerU, Scholl e Schwerin, mas apresentando maiores tempos em
outras, como ANI 201. Para instancias Al e ANI, os algoritmos baseados no método
Arc-Flow e a formulagao PLI mostraram tempos muito elevados ou, na maioria dos casos,
nem conseguiram terminar a execucao dentro do tempo limite estabelecido.

A analise de tamanho das formulagoes baseadas em Arc-Flow, observada através da
média do nimero de variaveis, indica que o algoritmo AF tende a ter um niimero muito
elevado de variaveis, especialmente em instancias mais dificeis, como as da classe Irnich.
Em contraste, o algoritmo AF-+reflect possui menos variaveis em todas as instancias, suge-
rindo uma maior eficiéncia em termos de uso de memoria e complexidade computacional.
As maiores reduc¢oes no ntiimero de variaveis no AF-+reflect se deram nas classes Falkenau-
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erT com 80.5% de redugao, Schwerin com 69.3% de redugao e Wischer com 61.5% de
reducao. Em média, houve uma redugao de 39.4% no nimero de variaveis do AF +reflect
em relacao ao algoritmo AF.

Em classes como Al 202, todos os algoritmos, exceto o PLI, foram capazes de encontrar
solugoes 6timas, com o B&P2 mostrando o melhor desempenho em termos de tempo de
execucao. Nas classes Al 403 e Al 601, o B&P2 novamente se destacou, tanto em termos
de tempo quanto no ntamero de solugoes 6timas encontradas. J& em classes mais dificeis,
como ANI 801 e ANI 1002, nenhum dos algoritmos conseguiu obter a solugao 6tima para
alguma das instancias dentro do tempo limite.

Os algoritmos de Branch-Cut-and-Price, especialmente o B&P2, obtiveram melhores
resultados para o EXTENSIBLE BIN PACKING. O B&P2 foi o algoritmo que resolveu
mais instancias em praticamente todas as classes, com excecao de ANI 600 e Hard. O
AF +reflect obteve bons resultados em alguns casos especificos, especialmente em relagao
ao tempo de execucao, mas em termos gerais conseguiu resolver bem menos instancias
que o B&P e 0 B&P2. O modelo PLI baseado na formulagao fraca de Martello e Toth [66]
mostrou-se inadequado para este problema, nao sendo competitivo em relagao aos outros
métodos analisados.
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Capitulo 6

Conclusao

Desenvolvemos novos algoritmos para problemas de empacotamento com nimero fixo
de recipientes. Mais especificamente, para os problemas MAXSPACE-RDV, POSITIONAL
KNAPSACK PROBLEM e EXTENSIBLE BIN PACKING.

Apresentamos um Fully Polynomial-Time Approximation Scheme (FPTAS) para o
PosITIONAL KNAPSACK PROBLEM com uma funcao de variacao especifica e um Poly-
nomialTime Approximation Scheme (PTAS) para um conjunto de fun¢bes mais geral.
Esses sao os primeiros algoritmos de aproximagao para esse problema.

Uma versao preliminar desse FPTAS foi apresentada no “XII Latin-American Algo-
rithms, Graphs and Optimization Symposium - LAGOS” [70]. A versdao completa do
FPTAS e um PTAS para o POSITIONAL KNAPSACK PROBLEM foram submetidos para
um perioédico internacional. Para trabalhos futuros, pretendemos investigar para quais
outros tipos de fungoes o FPTAS para o PKP continua valido e para quais fun¢oes o PKP
se torna inaproximavel.

Ainda em algoritmos de aproximagao, apresentamos um PTAS para o MAXSPACE-
RDV com K constante. Publicamos esse algoritmo no peridédico “ Theory of Computing
Systems - TOCS” [71]. Esse é o primeiro algoritmo de aproximagao para esse problema e é
o melhor fator de aproximagao possivel, ja& que o MAXSPACE-RDV generaliza o MULTIPLE
KNAPSACK PROBLEM, que ¢ fortemente NP-dificil até mesmo com K = 2.

No contexto de algoritmos exatos, aplicamos as técnicas de Branch-Cut-and-Price e
Arc-flow para desenvolver novos algoritmos para o EXTENSIBLE BIN PACKING. Reali-
zamos experimentos com esses algoritmos utilizando o benchmark Bin Packing Problem
Library [30]. Os algoritmos foram comparados entre si e com um modelo baseado na
formulagao fraca de Martello e Toth [66] para o BPP.

Os algoritmos de Branch-Cut-and-Price, obtiveram melhores resultados para o EX-
TENSIBLE BIN PACKING. O B&P2, algoritmo de Branch-Cut-and-Price que combina
estratégias de branching diferentes, foi o algoritmo que resolveu mais instancias em pra-
ticamente todas as classes. O AF+reflect, algoritmo de Arc-Flow que utiliza uma técnica
chamada reflect, obteve bons resultados em alguns casos especificos, especialmente em
relacdo ao tempo de execucao, ja que houve uma reducao de até 80% no ntumero de va-
ridveis em relagao ao algoritmo de Arc-Flow sem reflect. Mas, em termos gerais, os algo-
ritmos baseados em Arc-flow conseguiram resolver menos instancias que os algoritmos de
Branch-Cut-and-Price. O modelo PLI baseado na formulagao fraca de Martello e Toth [66]
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mostrou-se inadequada para este problema, nao sendo competitiva em relagao aos outros
métodos analisados.
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