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Resumo

Esta dissertacao analisa comparativamente as abordagens continua e discreta na mode-
lagem logistica de Verhulst para prever o crescimento populacional. O estudo destaca a
importancia dos modelos matematicos na compreensao das dindmicas populacionais, funda-
mentais para a formulagao de politicas publicas, planejamento urbano e gestao de recursos
naturais. A abordagem continua, baseada em equacoes diferenciais ordinérias, oferece uma
visao abrangente das tendéncias de longo prazo, enquanto a abordagem discreta, utilizando
equacoes de diferenca, permite uma analise detalhada em intervalos especificos. A pesquisa
avalia a eficacia de cada abordagem em termos de precisao das previsoes, adequacao a
diferentes contextos ecolégicos e demograficos, e estabilidade numérica das solugoes. Os
resultados indicam que o modelo continuo é mais eficaz para captar tendéncias gerais,
enquanto o modelo discreto é mais adequado para andlises detalhadas. A dissertacao
conclui com recomendagoes sobre a escolha da abordagem mais apropriada, enfatizando a

necessidade de politicas sustentaveis para mitigar os impactos do crescimento populacional.

Palavras-chave: Modelagem logistica, crescimento populacional, abordagem continua,

abordagem discreta, equagoes diferenciais, sustentabilidade, Verhulst.



Abstract

This dissertation provides a comparative analysis of the continuous and discrete approaches
in Verhulst’s logistic modeling to forecast population growth. The study underscores the
significance of mathematical models in understanding population dynamics, which are
crucial for public policy formulation, urban planning, and natural resource management.
The continuous approach, based on ordinary differential equations, offers a comprehensive
view of long-term trends, while the discrete approach, using difference equations, allows
for detailed analysis at specific intervals. The research evaluates the effectiveness of
each approach in terms of prediction accuracy, applicability to various ecological and
demographic contexts, and numerical stability of solutions. The results suggest that the
continuous model is more effective in capturing general trends, while the discrete model is
better suited for detailed analyses. The dissertation concludes with recommendations on
selecting the most appropriate approach, emphasizing the need for sustainable policies to

mitigate the impacts of population growth.

Keywords: Logistic modeling, population growth, continuous approach, discrete approach,

differential equations, sustainability, Verhulst.
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Introducao

O crescimento populacional é um fenémeno intrinsecamente complexo, que
exerce influéncia significativa sobre diversos aspectos da sociedade e do meio ambiente.
Compreender as dinamicas de crescimento e estabilizacao das populagoes é essencial para a
formulagao de politicas publicas eficazes, planejamento urbano sustentavel, conservagao da
biodiversidade e gestao de recursos naturais. Essas questoes sao ainda mais relevantes em
um contexto global marcado por desafios como a sustentabilidade ambiental e a seguranca
alimentar (ALVES, 2014).

Desde o século XVIII, modelos mateméaticos tém sido ferramentas indispen-
saveis para descrever e prever o comportamento populacional. O modelo de crescimento
exponencial, introduzido por Leonhard Euler, foi pioneiro na tentativa de representar
matematicamente o crescimento populacional. No entanto, sua premissa de recursos ili-
mitados mostrou-se inadequada para a maioria dos cenarios naturais. Para abordar essa
limitagao, Pierre-Francois Verhulst desenvolveu o modelo logistico, que incorpora a capaci-
dade de suporte do ambiente, oferecendo uma representacao mais realista das dinamicas
populacionais (NAPOLES, 2018).

A modelagem logistica de Verhulst pode ser explorada por meio de duas abor-
dagens principais: as equagoes diferenciais ordinarias (EDOs), que descrevem o crescimento
continuo, e as equagoes de diferenca, que tratam do crescimento em intervalos discretos de
tempo. Cada abordagem apresenta vantagens e limitacoes, e a escolha entre elas depende

das caracteristicas especificas do sistema em estudo e dos objetivos da modelagem.

Este estudo realiza uma analise comparativa das abordagens continua e discreta
na modelagem logistica de Verhulst, visando identificar vantagens, desvantagens e aplicabi-
lidades de cada uma. A pesquisa busca responder: qual abordagem, continua ou discreta, é
mais eficaz na previsao do crescimento populacional no modelo de Verhulst? Para isso, serdo
comparadas a precisao das previsoes, a aplicabilidade em diferentes contextos ecoldgicos e

demograficos e a estabilidade numérica das solugoes de ambas.

A dissertacao esta estruturada em trés capitulos principais. O primeiro capitulo
aborda a fundamentacgao tedrica, apresentando os conceitos de modelagem matematica e
os diferentes tipos de modelos. O segundo capitulo discute tanto as equagoes diferenciais
quanto as equagoes de diferencas e suas aplicagoes, enquanto o terceiro capitulo foca no
modelo logistico de Verhulst e sua aplicacao ao crescimento populacional mundial. Os
resultados desta pesquisa poderao orientar ecologistas, demégrafos, planejadores urbanos
e formuladores de politicas na escolha da abordagem mais adequada para seus estudos

e aplicagoes praticas. Assim, espera-se que esse trabalho nao apenas ofereca uma base
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académica sélida, mas também consistentes ferramentas praticas para profissionais das

areas ambientais e demograficas.
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1 Fundamentacao Tedrica

1.1 Modelagem Matematica

Modelagem matematica é o processo de representar sistemas e fendmenos
do mundo real através de modelos matematicos, que sao construidos e analisados para
prever comportamentos e solucionar problemas complexos. Bassanezi (2002, p.24) define a
modelagem matematica como “a arte de transformar problemas da realidade em problemas
matematicos e resolvé-los, interpretando suas solugoes na linguagem do mundo real”. Esta
defini¢do enfatiza a importancia da modelagem como uma ponte entre a teoria mateméatica

e a aplicagao pratica.

1.1.1 Tipos de Modelos Matematicas

De acordo com (BASSANEZI, 2002) em sua obra Modelagem Matematica
, os modelos matematicos podem ser classificados de varias maneiras, dependendo de
seu propoésito e da natureza das especificidades que representam. Os principais tipos de

modelos matematicos conforme Bassanezi e que serdo sao:

1.1.1.1 Modelos Deterministicos

e Definigao: Nos modelos deterministicos, nao héa incerteza no comportamento do
sistema. Se as condicOes iniciais e as leis que regem o sistema sao conhecidos, o

futuro pode ser previsto com precisao.

o Exemplo: Modelos que utilizam equacoes diferenciais para descrever o crescimento
populacional, onde o resultado é determinado unicamente pelas variacoes e suas

relacgoes.

1.1.1.2 Modelos Discretos

o Definigao: Sao aqueles que ponderam variaveis e processos que mudam em etapas

discretas, ou seja, os valores reforcados pelas variaveis nao sao continuos.

 Exemplo: Modelos baseados em equacoes de diferengas, como os usados para

descrever processos populacionais em geragoes discretas.
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1.1.1.3 Modelos Continuos

o Definicao: Utilizam varidveis continuas para descrever especificacbes em que as

mudancgas ocorrem de forma continua ao longo do tempo ou de outra dimensao.

o Exemplo: Modelos baseados em equagoes diferenciais, como o modelo de crescimento
logistico para a populagao, em que as mudancas populacionais sao continuas no

tempo.

1.1.1.4 Modelos Lineares

« Definicao: Sao aqueles em que a relagdo entre as varidveis do sistema é linear, ou

seja, podem ser descritas por equagoes lineares.

« Exemplo: Modelos simples de crescimento populacional que assumem uma taxa de

crescimento constante.

1.1.1.5 Modelos Nao Lineares

o Definicao: Nesses modelos, as relagoes entre as varia¢oes nao sao lineares, tornando-
0os mais complexos e muitas vezes mais realistas na descricao de caracteristicas

naturais.

o Exemplo: O modelo logistico de crescimento populacional é um modelo nao linear,
ja que a taxa de crescimento varia conforme a populacao se aproxima da capacidade

de suporte do ambiente.

1.1.2 Construcao de um Modelo Matematico

A construcao de um modelo matematico envolve varias etapas criticas:

« Identificacao das Variaveis: Determinar quais sao as variaveis-chave que influen-

ciam o sistema e como elas interagem entre si.

o Formulacao de Hipo6teses: Estabelecer suposi¢oes baseadas na compreensao do
sistema. Essas hipdteses ajudam a simplificar a realidade, tornando o problema

tratavel matematicamente.

« Desenvolvimento de Equagoes: Traduzir as hipoteses e interagdes entre variaveis
em equagoes matematicas. Esta etapa é crucial, pois as equagodes formam a espinha

dorsal do modelo.
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e Solucgao e Analise: Resolver as equagoes do modelo, o que pode ser feito através
de métodos analiticos ou numéricos, e entao analisar as solugoes para interpretar o

comportamento do sistema modelado.

o Validacao: Comparar as previsoes do modelo com dados reais ou experimentais
para verificar sua precisao. Este passo ¢ fundamental para garantir que o modelo

seja uma representacao fiel do sistema real.

1.1.3 Importancia dos Modelos Matematicos

Os modelos matematicos sao indispensaveis na maioria das areas cientificas e

tecnologicas. Eles sdo ferramentas cruciais para:

e Previsao e Planejamento: Permitir a previsao de eventos futuros com base em

dados histoéricos e tendéncias atuais.

o Analise de Sistemas Complexos: Facilitar a compreensao de sistemas complexos

que sao dificeis de estudar diretamente.

« Desenvolvimento de Estratégias: Auxiliar na formulacao de estratégias para

otimizacao, controle ou mitigacao de riscos em sistemas variados.

e Inovacao e Descoberta: Proporcionar um meio para explorar novas teorias, hipé-

teses e tecnologias.

Em esséncia, os modelos mateméaticos desempenham um papel importante na
exploragdo dos mistérios do universo, abrangendo desde os fenomenos mais elementares até
os mais complexos. Eles fornecem perspectivas valiosas que orientam o avanco cientifico e

tecnologico.

1.1.4 Aplicacbes da Modelagem Matematica e Suas Equacdes

A modelagem matemaética encontra aplicagbes em diversas areas, algumas das

quais incluem:

1.1.4.1 Absorcao de Drogas

Um dos principais desafios na area da Farmacologia é compreender como a
concentracao de um farmaco no sangue de um paciente reduz ao longo do tempo. Esse
entendimento é fundamental para estabelecer a dosagem adequada e o intervalo entre as
doses do medicamento. O modelo mais simples para descrever esse fendmeno é baseado
na suposicao de que a taxa de variagao da concentragao é proporcional a quantidade de

medicamento presente no sistema circulatorio em qualquer momento.
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Matematicamente, se considerarmos C' = C(t) como a func¢do que representa a
concentracao do medicamento no sangue ao longo do tempo, o decaimento dessa concen-

tracao pode ser modelado pela seguinte equacao diferencial:

dC
— = 1.1
o = —kC (1.1)

onde (k) é uma constante positiva determinada experimentalmente, que varia
conforme o medicamento especifico (BASSANEZI, 2015).

1.1.4.2 Disseminacdo de uma doenca

Considere uma doenca contagiosa, como o virus da gripe, que se propaga em
uma comunidade através do contato entre individuos. Definimos z(¢) como o nimero de

pessoas que contrairam a doenga até o tempo (¢) e y(t) como o niimero de pessoas que

. - . : p . . ~ X .
ainda nao foram infectadas. E razodvel assumir que a taxa de infecgao s é proporcional
ao numero de interagoes entre os dois grupos de pessoas, ou seja, entre os infectados e os
nao infectados. Se assumirmos que o nimero de interagoes é proporcional ao produto zy,

podemos expressar isso da seguinte forma:

=k 1.2
o = kay (1.2)

onde (k) é uma constante de proporcionalidade. Suponha que a comunidade
tenha uma populacao fixa de (n) pessoas. Se introduzirmos uma pessoa infectada na
comunidade, podemos argumentar que z(t) e y(t) estao relacionados pela equacao = +y =
n + 1. Isso ocorre porque a populagao total é (n), mas estamos adicionando uma pessoa

infectada inicialmente.

Usando essa relagdo para eliminar y na equagao (2), chegamos a seguinte

equacao:

d
dit” —kz(n+1-2) (1.3)
A condicao inicial para este modelo é que em z(0), hd exatamente uma pessoa

infectada, ou seja, z(0) = 1 (ZILL, 2016).

1.1.4.3 PRINCIPIO DA ALOMETRIA

O principio da alometria, amplamente aplicado na biomatematica, afirma que,
em um mesmo organismo, a proporc¢ao entre os crescimentos relativos de seus orgaos
permanece constante. Isso significa que diferentes partes do corpo crescem em proporgao

umas as outras de maneira consistente ao longo do tempo (BASSANEZI, 2011).
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1.1.4.3.1 Modelo Matematico da Alometria

Sejam z(t) e y(t) os tamanhos de 6rgaos ou partes distintas do corpo de um
mesmo individuo em um instante (¢). O modelo matemético que traduz o principio da

alometria é dado pela seguinte equagao diferencial:

lde _ o1dy (1.4)

onde:

o xz(t) e y(t) sdo os tamanhos dos 6rgaos ou partes do corpo em fungao do tempo ().

« (p) é a taxa de proporcionalidade do crescimento relativo, também conhecida como

coeficiente de alometria.

A origem da equacao alométrica reside na observacao de que o crescimento de

diferentes partes de um organismo é interdependente. A equacao assume:

1. Proporcionalidade Relativa: As taxas de crescimento de diferentes érgaos
sdo proporcionais. Se um 6érgao cresce a uma determinada taxa, outro 6rgao crescera a

uma taxa proporcional, determinada pelo coeficiente [3.

2. Derivacao Matematica: A equacao é derivada da relagdo linear entre as taxas
de crescimento especificas dos 6rgaos, expressando a igualdade das razoes de suas taxas de

crescimento.

3. Suposi¢des Subjacentes:

» Constancia de §: O modelo pressupoe que 3 é constante ao longo do tempo, impli-

cando uma relacao de crescimento estavel entre os 6rgaos.

o Independéncia de Fatores Externos: Simplifica a realidade ao nao considerar in-
fluéncias externas, como nutricdo ou condig¢oes ambientais, que podem afetar o

crescimento.
O modelo alométrico tem ampla aplicacdo em diversas areas como:

» Biologia do Desenvolvimento: Utilizado para compreender como diferentes partes do
corpo se desenvolvem em organismos em crescimento, fornecendo insights sobre o

desenvolvimento proporcional.

» Ecologia e Evolugao: Ajuda a explicar padrdes de crescimento em populagoes e
espécies, oferecendo uma base para a compreensao de adaptagoes evolutivas e

estratégias de sobrevivéncia.
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1.1.5 Equacdes Diferenciais Ordinarias

As Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) sao fundamentais para a mode-
lagem e analise de uma vasta variedades de fendmenos naturais e tecnologicos. Estas
equagoes, que estabelecem relagoes entre funcgoes e suas derivadas, sao essenciais para
descrever como sistemas evoluem ao longo do tempo ou em relagdo a outras variaveis. A
forma geral de uma EDO ¢ expressa como y' = f(z,y), onde (y') representa a derivada de

(y) em relagao a (x), e f(z,y) é uma fungdo que pode depender tanto de (x) quanto de

(y)-

1.1.5.1 Aplicaces das EDOs

O uso de EDOs se estende por varios campos do saber, possibilitando a

representacao de processos e sistemas em:

o Circuitos Elétricos: Para circuitos elétricos, as EDOs ajudam a descrever a variagao
de correntes e tensoes ao longo do tempo, considerando elementos como resisténcias,

capacitancias e indutancias.

« Reagdes Quimicas: Na quimica, as EDOs sao aplicadas para modelar a cinética
de reagoes quimicas, permitindo a analise da velocidade das reagoes e a evolugao das

concentragoes de reagentes e produtos.

e Crescimento Populacional: Em ecologia, as EDOs sao fundamentais para modelar
o crescimento populacional, considerando fatores como taxas de nascimento, morte e

capacidade de suporte do ambiente.

o Geometria: As EDOs também encontram aplicagoes em geometria, por exemplo,

na determinacao de curvas que satisfazem certas propriedades geométricas ou fisicas.

1.1.5.2 Importancia das EDOs

A capacidade das EDOs de modelar a variacdo de quantidades em relacao a
outra permite nao apenas a compreensao profunda dos sistemas estudados, mas também
a previsao de seu comportamento futuro sob diferentes condigoes. Isso é crucial para o
desenvolvimento de novas tecnologias, a otimizagao de processos existentes e a solugao de

problemas complexos em ciéncia e engenharia.

1.1.5.3 Definicao

Uma equagao diferencial é uma equacao que relaciona uma funcao com uma
ou mais de suas derivadas. Em termos simples, ela descreve a taxa de variacao de uma
quantidade em relagao a outra. As equacgoes diferenciais sao ferramentas poderosas para

modelar fendmenos continuos em varias disciplinas cientificas e de engenharia.
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Uma equagao diferencial pode ser escrita na forma-padrao ou na forma diferen-

cial. A forma-padrao é representada por:

Y- fay) (L5)

d
onde =2 ¢ a derivada da funcao desconhecida (y) em relagdo a variavel inde-
x

pendente (), e f(z,y) é uma fungao dada de z e y.

Por outro lado, a forma diferencial é representada por:

M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 (1.6)

onde M (z,y)eN (z,y) sdo fungdes de x e y. A forma diferencial é particularmente

util para identificar equagoes diferenciais exatas, que satisfazem a condigao de exatidao:

oM  ON
Py " or (1.7)

Essas duas formas sdo equivalentes e podem ser convertidas uma na outra. Por

exemplo, uma equagao na forma-padrao d—y = f(z,y) pode ser convertida para a forma
x

diferencial multiplicando ambos os lados por dz:

W= fay) = dy = fa,y)de (1.8

Da mesma forma, uma equagao na forma diferencial M (x, y)dz + N(z,y)dy =0

pode ser convertida para a forma-padrao dividindo ambos os lados por dz:

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 = fii = —]\m (1.9)

Essas representacgoes sao fundamentais para a analise e solucao de equagoes
diferenciais, permitindo a aplicacao de diferentes métodos de solugao conforme a forma da
equagao (BOYCE; DIPRIMA, 2015).

1.1.5.4 C(lassificacdo das Equacdes diferenciais ordinarias

A classificagao das EDOs ¢é essencial para a escolha do método de solugao
mais adequado, pois cada categoria possui caracteristicas especificas que influenciam
diretamente as técnicas e estratégias utilizadas (BOYCE; DIPRIMA, 2015).
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1.1.5.4.1 Quanto a Ordem

A ordem de uma EDO é determinada pela maior derivada presente na equagcao.
A ordem da equacado é um fator crucial, pois define a complexidade do problema e as

técnicas de solucao aplicaveis.

1.1.5.4.2 Primeira Ordem:

Envolve apenas a primeira derivada da funcao desconhecida. Essas equagoes
sao frequentemente encontradas em problemas de crescimento populacional, decaimento

radioativo e circuitos elétricos simples.

« Exemplo:

dy
— +y=e" 1.10
dz v=e ( )

» Descrigao: Esta equagdo descreve uma relacao linear entre a funcao (y) e sua

primeira derivada —, com um termo independente e”.

dx

1.1.5.4.3 Segunda Ordem:

Envolve até a segunda derivada da fungdo desconhecida. Equacoes de segunda
ordem sao comuns em problemas de movimento, como a equacao do movimento harmonico

simples e a equacao da onda.

« Exemplo:

Py dy
— —3—+2y=0 1.11
dz? d:z:Jr Y (1.11)

o Descricao: Esta equagao homogénea de segunda ordem é tipica em sistemas oscila-

torios e pode ser resolvida utilizando métodos como a transformagao de Laplace ou

a solugao caracteristica

1.1.5.4.4 n-ésima Ordem:

Envolve até a n-ésima derivada da funcao desconhecida. Equacoes de ordem

superior s40 menos comuns, mas aparecem em problemas complexos de engenharia e fisica.

« Exemplo:
4" dnfl d
o gy o+ agy = g(x) (112)

o Descricao: Esta equagao geral de n-ésima ordem pode modelar sistemas dinamicos

complexos e requer técnicas avancadas para sua solucao.
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1.1.5.45 Quanto a Linearidade:

A linearidade de uma EDO é determinada pela forma como a func¢ao desco-
nhecida e suas derivadas aparecem na equacao. A distingao entre equagoes lineares e nao

lineares é fundamental, pois afeta diretamente a abordagem de solucao.

1.1.5.4.6 Linear:

A funcao desconhecida e suas derivadas aparecem de forma linear, ou seja, nao
sao multiplicadas entre si nem elevadas a uma poténcia diferente de 1. Equagoes lineares

sao mais faceis de resolver e possuem uma teoria bem desenvolvida.

« Exemplo:

d"y dn—ly dy
B 4y - 1.1
@)Y 0@ Y @Y e =gl (113)
dy ., dy
277 _ =
T + SIdx 4y = sen(x) (1.14)

« Descricao: Esta equacao linear com coeficientes variaveis pode ser resolvida utili-

zando métodos como a variacao dos parametros ou a série de poténcias.

1.1.5.4.7 Na3o Linear:

A funcao desconhecida ou suas derivadas aparecem de forma nao linear, o que
torna a solugdo dessas equagoes mais complexa e, muitas vezes, impossivel de obter de

forma analitica

o Exemplo:

dy 2
2 _ 1.1
(dx) +y T (1.15)

dy
Nesse exemplo, a derivada T esta elevada ao quadrado, o que caracteriza uma
x

equacao diferencial ndo linear.

o Descricao: Esta equagdo nao linear pode modelar fendmenos complexos como

turbuléncia e caos, e geralmente requer métodos numéricos para sua solugao.

1.1.5.4.8 Quanto a Homogeneidade

A homogeneidade de uma EDO linear refere-se a presenca ou auséncia de um
termo independente. Esta classificagao é importante para determinar a abordagem de

solugao, especialmente em métodos de superposicao.
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1.1.5.49 Homogeénea:

A equagao ¢ igual a zero, indicando que nao ha termo independente. Equagoes
homogéneas possuem solugoes que podem ser combinadas linearmente para formar a

solugao geral.

« Exemplo:

Py . dy
Z7 3% Loy = 11
5 a2y =0 (1.16)

o Descrigao: Esta equagao homogénea de segunda ordem pode ser resolvida utilizando
o método das solugodes caracteristicas, resultando em uma combinacao linear de

funcdes exponenciais.

1.1.5.4.10 N3ao Homogénea:

A equagao ¢ igual a uma funcao nao nula, o que introduz um termo forgante
ou fonte. A solucao de equagoes nao homogéneas geralmente envolve encontrar a solugao

da equacao homogénea associada e uma solucao particular.

« Exemplo:
d’y L, dy
27 49y = e 1.1
dx2+3dx+y e (1.17)

descricao: Esta equacdo nao homogénea pode ser resolvida utilizando o método

dos coeficientes indeterminados ou a variagao dos parametros.

1.1.5.4.11 Quanto a Separabilidade

A separabilidade de uma EDO de primeira ordem refere-se a possibilidade de
separar as variaveis em lados opostos da equacao. Esta propriedade simplifica a solucao de

muitas equagoes diferenciais.

1.1.5.4.12 Separavel

Pode ser escrita na forma ¢(y)dy = f(z)dz, permitindo a integracao direta de
ambos os lados. Equacoes separaveis sao comuns em problemas de crescimento e decaimento

exponencial.

« Exemplo:

d 1
% =y = ;dy = xdx (1.18)

o Descrigao: Esta equacao separavel pode ser resolvida integrando ambos os lados,

resultando em uma solucao implicita ou explicita.
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1.1.5.4.13 N3ao Separavel

Nao pode ser escrita na forma separavel, o que requer métodos mais avancados

para sua solugao.

« Exemplo:

—tyt=u (1.19)

o Descricao: Esta equacao nao separavel pode exigir técnicas como a substituicao ou

métodos numéricos para encontrar uma solugao.
1.1.5.4.14 Quanto a Exatid3o

A precisdo de uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem esté relacio-
nada a sua capacidade de ser expressa como uma forma diferencial exata. Esta propriedade

permite a utilizagdo de métodos especificos para encontrar solugoes

1.1.54.15 Exata

Pode ser escrita na forma M(z,y)dz + N(x,y)dy = 0 e satisfaz a condigao

oM  ON
de exatiddo —

5~ Dr Equagoes exatas podem ser resolvidas encontrando uma funcao
Yy x

potencial.

« Exemplo:
(2zy + y*)dz + (2* + 2zy)dy = 0 (1.20)

» Descrigao: Esta equagao exata pode ser resolvida encontrando uma fungao F'(z,y)
tal que dF' = Mdx + Ndy.

1.1.5.4.16 N3o Exata

Nao satisfaz a condi¢ao de exatidao, o que pode requerer a utilizacao de fatores

integrantes para transforméa-la em uma equacao exata.

« Exemplo:
(2zy + y?)dx + (2 + 2xy)dy = 0 (1.21)

» descrigao: Esta equacao nao exata pode ser transformada em uma equacao exata

utilizando um fator integrante apropriado.
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1.1.5.4.17 Quanto a Linearidade com Coeficientes Constantes ou Variaveis

A linearidade com coeficientes constantes ou variaveis refere-se a natureza dos
coeficientes das derivadas na equacao. Esta classificagdo é importante para determinar os

métodos de solugao aplicaveis.

1.1.5.4.18 Coeficientes Constantes

Os coeficientes das derivadas sdo constantes, o que simplifica a solucao da
equagao. Equagoes com coeficientes constantes sao comuns em problemas de sistemas

lineares e circuitos elétricos.

« Exemplo:

Py dy
Y I W 1.22
dx? dx+ y ( )

» Descricao: Esta equacao com coeficientes constantes pode ser resolvida utilizando
o método das solucoes caracteristicas, resultando em uma combinacao linear de

fungoes exponenciais.

1.1.5.4.19 Coeficientes Varidveis

Os coeficientes das derivadas sdo func¢oes da varidavel independente, o que
pode complicar a solucdo da equacao. Equagdes com coeficientes variaveis aparecem em

problemas de dinamica de fluidos e mecanica quantica.

 Exemplo:

d? d
xQd—;;—i—xﬁ—l—y:O (1.23)

« Descricao: Esta equacao com coeficientes variaveis pode ser resolvida utilizando

métodos como a série de poténcias ou a transformacao de Frobenius.

A classificagao das EDOs é essencial para a escolha do método de solugdo mais adequado.
Cada categoria possui caracteristicas especificas que influenciam diretamente as técnicas e
estratégias utilizadas para resolver as equacoes diferenciais. Compreender essas classifi-
cagoes permite uma abordagem mais sistematica e eficiente na resolucao de problemas
envolvendo EDOs, facilitando a aplicacdo de métodos analiticos e numéricos apropriados

para cada tipo de equagao.
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1.1.5.5 Solucdes para equacdes diferenciais ordinarias

De acordo com (ZILL, 2016), uma solugdo para uma equagao diferencial ordi-
naria pode ser descrita da seguinte maneira: qualquer funcao ¢, definida em um intervalo
I, que possua pelo menos n derivadas continuas, e que, ao ser substituida na equacao
diferencial ordinaria de ordem n, transforme a equacao em uma identidade, é considerada

uma solucao da equagao diferencial nesse intervalo.

Isso implica que, para uma equagao diferencial de ordem n, existirdo n derivadas,
de modo que, para todo ponto no intervalo I, a funcio ¢ satisfaca a equacao diferencial.
Na busca por solugoes de equagoes diferenciais, também sera necessario verificar se uma

determinada funcao é de fato a solugdo da equacao diferencial.

Para uma equacao diferencial de ordem n, havera n derivadas, de modo que,
para qualquer valor de x dentro do intervalo considerado, a seguinte relagao serd satisfeita:
F(x,¢(x), ¢(x),--- o™ (z)) = 0. Na busca por solucdes de equacdes diferenciais, frequen-

temente serd necessario verificar se uma fungao especifica resolve a equacao diferencial.

Exemplo 1: verifique se y = v
dy 5

—= = 2uy.

dx 4

Resolugao:

com r € R é uma solucdo da equacgao diferencial

« Encontrar a derivada de (y) em relacio a (z) em y = e*

Usando a regra da cadeia para derivar (y) em relagdo a (x), temos:

filyyc - dci' (6362) =" dcfy (332) =" . 20 = 2pe® (1.24)

d
e Substituir (y) e Y ha equagao diferencial original: A equagao diferencial dada é:

dx

Substituindo y = e’ e Y — opes®
dx

2

2xe” = 2uwe® (1.25)

o Verificar a igualdade: Observamos que ambos os lados da equagao sao iguais:

2

2xe” = 2we® (1.26)

Portanto, a funcao y = e é de fato uma solugao da equacao diferencial
d

& _ 2zy v € R.
dx
Uma solugao de uma equagao diferencial é chamada de solucao explicita quando
a variavel dependente é expressa apenas em termos da variavel independente e das cons-

tantes (se houver). Por outro lado, uma fun¢ao é considerada uma solugao implicita se
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existir pelo menos uma fun¢ao que satisfaca a equagao diferencial (ZILL, 2016).

Exemplo: Verifique se 2% + y> = 25 é uma solucdo implicita da equacdo diferencial
dy x

dx Y
Resolugao: Primeiro, aplicamos a diferenciacdo implicita. Temos: 2% + y* = 25, diferenci-

ando ambos os lados em relagao a (x):

d ,, d o d dy
%<x>+%<y)—%25:>2x+2y%—0 (1.27)
Isolando @, temos:
dx
zyjyz—zx;»dy——%;»dy——x (1.28)
X

de 2y de vy
Portanto, verificamos que z? + y* = 25 é uma solucdo implicita da equacdo diferencial

d
d—y — —% Na verdade, qualquer equacdo da forma z* 4+ 3? — ¢ = 0, onde (c) é uma
2y Y

L < . o dy
constante numérica, ¢ uma solugdo da equacao diferencial =
Z Y

1.1.5.6 Equacdes diferenciais de varidveis separaveis

Uma equacao diferencial de primeira ordem é chamada de varidveis separaveis
se existirem fungoes g(x) e h(y) tais que a equagdo possa ser expressa na forma y'(z) =
9(x).h(y).

Isso significa que, ao identificar duas fungoes g(x) e h(y) cujo produto seja
igual a equacao diferencial, podemos concluir que a equacao diferencial é de variaveis
separaveis. B importante lembrar que h(y) é uma funcio composta, pois h(y) = h(y(z)).
Esses conceitos sao essenciais para determinar se uma equagao diferencial é de varidveis

separaveis.

1.1.5.6.1 Verificacdo de Equacdes Diferenciais de Varidveis Separaveis

Para determinar se uma equacao diferencial é de variaveis separaveis, ¢ neces-
sério verificar se a equaciao pode ser escrita na forma y'(z) = g(z).h(y), onde g(z) é uma
funcao de (x) e h(y) é uma funcao de (y). A seguir, apresentamos alguns exemplos de
equagoes diferenciais e verificamos se elas sao de variaveis separaveis.

Exemplo 1

Considere a equacao diferencial:
dy

dx

Para verificar se esta equacao é de variaveis separaveis, tentamos escrever a equacao na

=2’ + 3 (1.29)

forma y'(x) = g(z).h(y). Neste caso, ndo é possivel separar as varidveis (z) e (y) de forma
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que a equacao se torne um produto de duas func¢oes independentes. Portanto, esta equagao

nao ¢é de variaveis separaveis.

Exemplo 2
Considere a equacao diferencial:
(@) = ay (1.30)
Podemos escrever esta equacao como:
y'(x)=g(x) -hly) =y (1.31)

Sendo, g(x) = z e h(y) = y. Portanto, esta equacao é de varidveis separaveis.
Exemplo 3
Considere a equacgao diferencial:
y(z) = % ta (1.32)

Para verificar se esta equacao ¢é de variaveis separaveis, tentamos escrever a equacao na
forma y'(z) = g(x) - h(y). Neste caso, nao é possivel separar as varidveis () e (y) de forma,
que a equacao se torne um produto de duas func¢oes independentes. Portanto, esta equagao
nao é de variaveis separaveis.

Exemplo 4

Considere a equacao diferencial:
y'(z) = sen(x) - cos(y) (1.33)
Podemos escrever esta equacao como:
y'(z) = x - cos(y) (1.34)

Sendo, g(x) = sen(z) e h(y) = cos (y). Portanto, esta equacao é de varidveis separaveis.

Exemplo 5
Considere a equacao diferencial:
y =e" e (1.35)
Podemos escrever esta equacao como:
y =g(x) hly) =€ ¢ (1.36)

Sendo, g(x) = e e h(y) = €Y. Portanto, esta equagao é de varidveis separaveis.

1.1.5.7 Equacdo Diferencial de Primeira Ordem

As equacoes diferenciais de primeira ordem possuem uma definicao especifica.
De acordo com Guidorizzi (2018, p.158), uma equagao diferencial de primeira ordem é

expressa da seguinte maneira:
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Z‘z = F(z,y) (1.37)

onde F(z,y) é uma fungio definida em um aberto 2 do R?. Uma fungio
y = y(z) definida em um intervalo aberto (/) é considerada uma solugao dessa equagao se,

para todo (z) em (I), a relagao 3/ (z) = F(xz,y(z)) for satisfeita.

Inicialmente, pode parecer que estamos lidando com duas variaveis independen-
tes devido a presenca de (x) e (y). No entanto, (y) é uma funcao de (x), o que implica que
(y) depende de (z). Portanto, temos duas coordenadas (por isso a fungao é definida no
conjunto dos nimeros reais ao quadrado), mas ambas as coordenadas dependem de uma
tnica varidvel independente (neste exemplo, (), mas poderia ser qualquer outra, como (t)
para tempo). Assim, podemos afirmar que ha apenas uma variavel independente, que é (),
pois tanto (z) quanto (y) dependem dessa varidvel independente (GUIDORIZZI, 2018).

1.1.5.7.1 Exemplos

a)@_f
de vy
1 dy Y
b 1 du — vdr = 0] - = 1 °J _
) 10+ 2)dy = ydw = 0]~ = (1 +0)5L =

0 dy (2y—|—3)2
dr  \4x +5

1.1.5.7.2 Problema de Valor Inicial

Um problema de valor inicial (PVI) é composto por uma equagao diferencial
junto com uma condigao inicial, que define o valor da fun¢do desconhecida em um ponto

especifico. A forma geral é:

dy

% = f(.l", y)> y(.%o) = Yo (1'38)

1.1.5.7.3 Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucdo

Para garantir que o PVI tenha uma solucao tunica, aplicamos o Teorema de

Existéncia e Unicidade. Este teorema afirma que, se a fungao f(z,y) e sua derivada

Yy . P .. -
e sao continuas em uma vizinhanga do ponto (xg, o), entao
x

existe um intervalo em torno de zy onde existe uma tnica solugdo y(x) que satisfaz a

parcial em relagao a y,

equagao diferencial e a condigao inicial (ZILL, 2016).
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d
1.1.5.7.4 Exemplo: Resolva (¢?¥ — y)cosxd—y = eYsen2z, y(0)=0

x
Resolugao:
Multiplicando a equacgao por temos:
evycosx
(e —y) dy = sen2xdx N (e —y) dy = 2senxcosx .
ey coSx ey CcOSx
2y _
= (eyy)dy = 2senxdx (1.39)
e
Integrando ambos os lados, temos:
(e* —y) -
/7ydy = /QSenxdx = /(ey —ye V)dy = 2/se7mdm (1.40)
e

@ (1)

(D) [ =yedy = [erdy— [yerdy = e~ [y(=e7 + [(=e)ay
= /(ey —ye Ndy=¢e’+ye Y +e ¥+

(I1) /Senxdx = —cosx + Cy

Resultando em:

eV +ye=Y eV 4 0y = —2cosx + Cs

eV + ye(_y) + eV = —2cosz + Cy—C4

e’ +yel™ 4 eV = _2cosx + C

Usamos a condigao inicial y(0) = 0 para determinar a constante (C'), temos:
eV +yel™¥ + Y = —2cosz + C

e 4 0eY 4 9 = _2c050 + C

1+404+1=-21+C

2=-2+C=24+2=C=C=4

Portanto a solucao geral do problema de valor inicial é:

eV + yel™ + eV = _9cosx + 4 (1.41)

1.1.5.7.5 Equacao Linear de Primeira Ordem

Uma equacao diferencial é chamada de equacgao linear de primeira ordem se a

d
funcao f na equagao d—y = f(t,y) depende linearmente da variavel (y). A forma geral de
T
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uma equacao linear de primeira ordem é:

W bty = o) (1.42)

onde p(t) e g(t) sdo fungoes conhecidas da varidvel independente (t) (ZILL, 2016).

1.1.5.7.6 Exemplos de Equacdes Lineares de Primeira Ordem

Exemplo 1: Circuitos Elétricos

Considere um circuito RC' (resistor-capacitor) onde a tensao V'(t) aplicada
ao circuito é uma funcao do tempo. A equagao diferencial que descreve a carga Q(t) no

capacitor é:

Q@ _ 1, V)
= me@= (1.43)

,onde (R) é a resisténcia e (C') é a capacitancia.
Exemplo 2: Crescimento Populacional com Taxa de Decaimento

Um modelo simples de crescimento populacional com uma taxa de decaimento

proporcional ao tamanho da populagao pode ser descrito pela equagao:

dP
— + KP= 1.44
s r (1.44)

,onde P(t) é a populagdo no tempo (), (k) é a taxa de decaimento, e (r) é a taxa de

crescimento constante.
Exemplo 3: Resfriamento de Newton

A lei de resfriamento de Newton afirma que a taxa de variacdo da temperatura
de um objeto é proporcional a diferenca entre a temperatura do objeto e a temperatura

ambiente. A equacao diferencial correspondente é:

dT
R =T,) =0 (1.45)

onde T'(t) é a temperatura do objeto no tempo (t), (k) é uma constante de proporcionalidade,

e (Ta) é a temperatura ambiente.

Exemplo 4: Decaimento Radioativo O decaimento radioativo de uma
substancia é descrito por uma equagao linear de primeira ordem onde a taxa de decaimento

é proporcional & quantidade de substancia presente:

dN
— + AN =0 1.46

,onde N(t) é a quantidade de substancia no tempo (t) e (A) é a constante de decaimento.
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As equagoes lineares de primeira ordem sao amplamente aplicaveis em diversas
areas da ciéncia e engenharia. Elas fornecem modelos matematicos para descrever sistemas
dindmicos onde a taxa de variacdo de uma quantidade é linearmente dependente da
propria quantidade e de uma funcao do tempo. A solucdo dessas equagdes permite prever
o comportamento do sistema ao longo do tempo, o que é importante para o entendimento

e controle de processos fisicos, biologicos, econémicos e muitos outros.

A simplicidade estrutural das equacoes lineares de primeira ordem facilita a
aplicacdo de métodos analiticos e numéricos para encontrar solu¢oes, tornando-as uma

ferramenta essencial para pesquisadores e profissionais em varias areas de conhecimento.

1.2 Equacodes e Solucbes para EDQO's de 12 Ordem

1.2.1 Equacdes separaveis

As equagbes diferenciais ordindrias (EDOs) de primeira ordem que sao separaveis
podem ser resolvidas separando as variaveis e integrando ambos os lados da equacao.

Explorando esse método em detalhes.
Forma Geral das Equacoes Separaveis

Uma EDO de primeira ordem é chamada de separavel se pode ser escrita na

forma
Y 4@)hiy) (1.47)

onde g(x) é uma funcdo de (x) e h(y) é uma funcao de (y).

Passos para Resolver Equagoes Separaveis

i) Reescrever a Equacgao: Colocamos a equagao na forma separével.

ii) Separar as Varidveis: Reorganizamos a equagao para que todas as fungoes de (y)

estejam de um lado e todas as fungdes de (z) estejam do outro lado.
iii) Integrar Ambos os Lados: Integramos ambos os lados da equagao.

iv) Resolver para (y): Isolamos (y) para encontrar a solugao geral.

Exemplo 1: Resolva (1 + z)dy — ydx = 0 (ZILL, 2016).
Solucgao:

A equacao dada é:

dy
14 2)-2 = yd 1.48
(1+2)- =ydo (1.48)
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Reorganizando a equacao para separar as variaveis y e x, temos:

dy _ _do (1.49)
Y 1+
Integrando ambos os lados, obtemos:
/ dy _ [ _de (1.50)
Yy 1+
As integrais resultam em:
Inlyj=In|l+z[+C (1.51)
Para eliminar o logaritmo, exponenciamos ambos os lados:
ly| = 1T = |1 4 g)e¢ (1.52)
Podemos reescrever da seguinte forma:
y=*k(l+z) (1.53)
onde k = +e® é uma constante arbitréria.
Portanto, a solugao geral da equacao diferencial é:
y=k(l+x) (1.54)

Exemplo 2: (MODELAGEM)

A lei do resfriamento de Newton diz que a temperatura de urn objeto varia
a uma razdo proportional diferenca entre sua temperatura e a temperatura ambiente.
Suponha que a temperatura de uma xicara de café obedece a Iei do resfriamento de Newton.
Se o café esta a uma temperatura de 200 °F quando colocado na xlcara e 1 minuto depois
esfriou e esta a 190 °F em uma sala a temperatura de 70 °F, determine quando o café
alcanca a temperatura de 150 °F (BOYCE; DIPRIMA, 2015).

Solugao:
e Definir a Equacgao Diferencial

A Lei do Resfriamento de Newton é dada por:

dT

— =—k(T -1, 1.55
- k-1 (155)
onde: T'(t) é a temperatura do objeto no tempo (t); T'a é a temperatura ambiente; k é

uma constante de proporcionalidade positiva.
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e Substituir os Valores Dados

Dados:
I) Temperatura inicial do café: T'(0) = 200° F’;
IT) Temperatura do café apés 1 minuto: 7'(1) = 190°F;

IIT) Temperatura ambiente: T, = 70°F.

« Separar as Variaveis

T
A equagdo diferencial é: Cflt = —k(T —170)

Separando as variaveis, temos:

dr
———— = —kdt
(T —170)
o Integrar Ambos os Lados

Integramos ambos os lados da equagao:

/(T_lm)d:—k;/dt

In|T — 70| + Cy = —kt + C,
In|T — 70| = —kt + Cy — Cy

In|T — 70| = —kt + C
« Determinar a Constante de Integracao (C)

Usando a condicao inicial:

T(0) = 200°F
In|T — 70| = —kt + C = In|200 — 70| = —k.0 + C = In|130| = C

Portanto,

In|T — 70| = —kt + C = In|T — 70| = —kt + In|130|
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« Resolver para (7))

Isolanto (T'):

|T . 70| — e(—kt+ln|130|)

T — 70| = e(—k0) c(inl130])

Como T > 70, podemos remover o valor absoluto:

T — 70 = 130.e(-F)

Portanto,

T(t) = 70 + 130.¢*)
e Determinar a Constante (k)

Usando a condigao:

T(1) = 190°F

T(t) =70 + 130.e7FD

190 = 70 + 130.e)

Subtraindo 70 de ambos os lados: 120 = 130.e(%)

Dividindo ambos os lados por 130:

120

120 m

130
Simplificando:

12

12 »

13

Tomando o logaritmo natural de ambos os lados:

—k = In(12/13)



Capitulo 1. Fundamentacdo Tedrica

39

Portanto,

k = —In(12/13)
o Determinar o Tempo para 7' = 150°F

Queremos encontrar (t) quando 7' = 150° F:
T(t) =70 + 130.e7FD
150 = 70 + 130."*)

Subtraindo 70 de ambos os lados:

80 = 130.e(~*

Dividindo ambos os lados por 130:

80
130
Simplificando:
8
IR G0
13

Tomando o logaritmo natural de ambos os lados:

—kt = In(8/13)
Substituindo (k):
—k =1In(8/13)
—[=In(12/13)t] = In(8/13)

In(12/13)t = In(8/13)

t =1n(8/13)/In(12/13)

« Calcular o Valor de (t)



Capitulo 1. Fundamentacdo Tedrica 40

Calculando os logaritmos:

In(8/13) ~ —0, 4855

In(12/13) = —0,08

_In(8/13) _ (—0,4855) _
T In(12/13) T (=0,08)

—6,07

Portanto, o café alcangard a temperatura de (150°F") aproximadamente 6,07

minutos apés ser colocado na xicara.

1.2.2 Método dos Fatores Integrantes para EDOs de Primeira Ordem

O método dos fatores integrantes é uma técnica eficaz para resolver equagoes
diferenciais ordindrias (EDOs) lineares de primeira ordem. Este método é particularmente

util quando a equacao diferencial nao ¢é facilmente separavel.

1.2.2.1 Equacdes Diferenciais Lineares de 12 Ordem

As equagoes diferenciais lineares de primeira ordem sao equacoes diferenciais

que podem ser expressas na forma:

Wt Play = QM)

onde P(x) e Q(z) sdo fungodes continuas de z.

1.2.2.2 Passos do Método dos Fatores Integrantes

1. Identificagdo do Fator Integrante: O fator integrante p(x) é uma funcao que,
quando multiplicada pela equagao original, permite que ela seja escrita como uma

derivada de um produto. O fator integrante é determinado por:

u(x) _ efP(ac)da[:

2. Multiplicagao pela Equacao Original: Multiplicamos ambos os lados da equagao

diferencial original pelo fator integrante p(x):

dy

o)+ u(@)Ple)y = pz)Q(w)

3. Reescrita da Equacao: A equacao resultante pode ser reescrita como a derivada

de um produto:
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4. Integracgao: Integramos ambos os lados da equacao em relacao a x:
ua)y = [ p@)Q(r) dz +C
5. Solugao Geral: Finalmente, isolamos y para obter a solucao geral:

y= M(l) ([ nw)Q) iz +C)

d
Exemplo: Resolver a EDO linear d—y — 3y = 6 (ZILL, 2016).
x

Solugao:

Identificagcao do Fator Integrante:

P(z) = -3, u(z)= of “3de _ 3z

Multiplicagao pela Equacgao Original:

d
6—3x7y o 36—3xy — 66—3x
dx

e Reescrita da Equacao:
d

% (6—3my) _ 66—395

o Integrando a dltima equacao:

/ddx (e_?my) dr = 6/6_?“ dx

e Solugao Geral:
y = 24 CeSx

Portanto, a solucao geral da equacao diferencial é:

—2e3 C
Y= 6—3:(: + 6—3x

y=—2+4 Ce*®

Exemplo 2: (Modelagem) Marca-passo cardiaco - Um marca-passo

cardiaco consiste em uma chave, uma bateria de tensao constante Ej,, um capacitor com
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capacitancia constante C', e o coracdo como um resistor com resisténcia constante R.
Quando a chave é fechada, o capacitor se carrega; quando a chave é aberta, o capacitor
se descarrega, enviando um estimulo elétrico para o coragao. Durante o tempo em que o

coragao ¢ estimulado, a tensdo E em todo o coracao satisfaz a equacao diferencial linear

e 1
dt  RC

Resolva a equacao diferencial sujeita a F(4) = Ey (ZILL, 2016), p. 66.

Solucao:

1. Identificagdo da Equacgao: A equagao diferencial é uma EDO linear de primeira

ordem e pode ser escrita na forma padrao:

dFE 1
o TRt

2. Identificagdo do Fator Integrante: O fator integrante u(t) é dado por:

1 1 ¢
Pt) = mmr ult) = e ot = e

3. Multiplicacao pela Equagao Original:

¢ dE i1
— 4+ erc—FE =0
o T Re
4. Reescrita da Equacgao:
d
7 (ercE) =0
5. Integracao:
erc ] = C

onde C' é uma constante de integracao.

6. Isolamento de E: Isolamos E para obter a solucao geral:

C
E=— " — F = (e-t/RO)
ey E=Ce
E(t) = Ce 7e

7. Aplicagdo da Condigao Inicial: Usamos a condigao inicial F(4) = E, para
determinar a constante C":
;t) =4 Eo
E<4) = (Cerc) = (erC = E() =(C = —

€ RC
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8. Substituimos (C') na solugao geral:

E(t) = Cerc = —l?‘l eTic = Foe RO (-4/RC) — p (—t/RC+4/RC) _ Eoe(;_ct)

e RC

Portanto, a solu¢ao da equagao diferencial sujeita a condigao inicial F(4) = EO0 é:

E(t) = Eyerc

A solucao encontrada mostra como a tensao E varia ao longo do tempo ¢ no
coragao, considerando o comportamento de carga e descarga do capacitor no circuito do
marca-passo cardiaco. Esta solucao ¢ fundamental para entender como o marca-passo

mantém a estimulagao elétrica necessaria para o funcionamento adequado do coracao.

1.3 Equacoes Diferenciais Exatas

Segundo Zill, uma expressao diferencial M (x,y)dz + N(x,y)dy é considerada
uma diferencial exata em uma regiao R do plano zy se ela corresponde a diferencial de

uma fungao f(x,y) definida em R. Em outras palavras, existe uma fungao (f) tal que:

0 4oy 0

df:% . oy

dy = M(z,y)dz + N(z,y)dy (1.56)
Neste contexto, uma equacao diferencial de primeira ordem da forma:
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (1.57)

¢ denominada equagao diferencial exata se a expressao a esquerda for uma diferencial
exata. Isso implica que as fungoes M e N devem satisfazer a condicao de exatidao, que é

expressa matematicamente por:

oM _on
oy  Ox

Quando essa condicao é atendida, podemos afirmar que a equacgao diferencial possui uma

(1.58)

solugdo na forma de uma fungao potencial f(z,y), cuja diferencial total é igual & expressao

diferencial original. A solucao geral da equacao diferencial exata pode ser expressa como:

flzy)=C (1.59)

onde (C') é uma constante arbitraria.

A verificacao da condicao de exatidao e a subsequente determinacao da funcao
f(z,y) sdo passos cruciais na resolucao de equagdes diferenciais exatas. A integracao

das funcées M e N em relagao as suas respectivas variaveis, seguida da combinacao dos
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resultados, permite a construcao da funcao potencial f. Esta abordagem sistematica
garante que a solucao da equagao diferencial seja obtida de maneira rigorosa e precisa.
Exemplo: Resolva a EDO exata 2zydz + (v* — 1)dy = 0 (ZILL, 2016).

Solucgao:

o Verificar a Condicao de Exatidao

Primeiro, identificamos M (z,y) e N(z,y):

M(z,y) =22y e N(z,y)=2>-1 (1.60)

o Calculamos as derivadas parciais:

oM
— =2 1.61
o x (1.61)
ON
— =2 1.62
o 2% (1.62)

oM  ON o

Como —— = —. a equagao ¢ exata.
0 ox

« Encontrar a Funcao f(z,y)

Para encontrar a fungao f(z,y), integramos M (x,y) em relagdo a (x):

flay) = [ 2zyde = 2%y + (o) (1.63)

onde g(y) é uma fungao de y que serd determinada.

Derivamos f(z,y) em relacao a y e igualamos a N(x,y):

0
6‘5 ="+ gy +gy) =2"—1 (1.64)

Portanto,
gy)=-1g(y) = —y+C (1.65)
onde C' é uma constante de integracao.
Assim, a funcao f(z,y) é:
flr,y) =2y —y+ec (1.66)

o Formar a Solugdo Geral

A solucao da equacao diferencial é dada por:

flzy)=C (1.67)

Substituindo f(x,y):
vy —y=C (1.68)

onde (C') é uma constante arbitraria.

Portanto a solucdo geral da equacao diferencial exata 2zydx + (2% — 1)dy = 0 é:

vy —y=C (1.69)
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1.3.1 Equacdes Diferenciais de Bernoulli

As equagoes diferenciais de Bernoulli sao equacoes diferenciais de primeira
ordem e nao lineares que podem ser transformadas em equagoes diferenciais lineares através

de uma substituicao apropriada. A equacao de Bernoulli tem a seguinte forma geral:

dy

5 T P@y = Q@)y" (1.70)

onde P(z), Q(x) sdo fungoes de y = y(x) é a fungdo desconhecida, e n é um nimero real.
Quando n = 0 ou n = 1, a equagao se reduz a uma equacao diferencial linear de primeira

ordem.

1.3.1.1 Caracteristicas da equacao de Bernoulli

A equagdo é nao linear devido ao termo y" quando n # 0 ou n # 1. No entanto,
para valores de n diferentes de 0 e 1, pode-se transformar a equagdo de Bernoulli em uma

equacao diferencial linear, usando uma substituicao especifica que simplifica a equacao.
1) Multiplicamos a equagao por y~";

y_nji + P(z)y' ™" = Q(x) (1.71)

2) Fazer a substituicdo z = y' ™™ , onde z é uma nova funcio de x. Entdo, a derivada

de z em relacao a z é:

~ =(1= -n 1.72
Ty (1.72)
ou seja,
dy 1 dz
-n %Y _ ad 1.73
de  (1—n) dx (173)
3) Multiplicar ambos os lados por (1 — n) para simplificar:
dy
e (1—=n)P(x)z = (1 —n)Q(x) (1.74)

Formando uma equagao linear de primeira ordem na variavel z.

dy 1
Exemplo: Resolver a equacao diferencial de Bernoulli d—y+—y = zy? (BOYCE; DIPRIMA,
T T
2007. p.80)"nao tem nas referéncias”.

Solucgao:
1) Identificamos: P(z) =1/z, Q(z) =x en=2:
2) Multiplicamos por y~ %

d 1
y_2 . (di _l_ ) e xyg . y_2 = y_ _— + —y =T (175)
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1-2 1

3) Substituindo z = ' ™", ou seja, z =y > = z =y !, temos y = 2.
4) Derivando y = 2!, em relacio a x:

dij B _,dz

o= o (1.76)
5) Substituindo na equacao de Bernoulli, temos:
;{Z + ;y = nf (1.77)
—2_23; + iz_l = zz7? (1.78)
Zf,; _ 1 — (1.79)
6) Fator de integracao para essa equagao linear em, digamos (0, +00)
efP(:Jc)dac — e wdr _ pmInfz|mt _ logeaT!t _ -1 (1.80)
dcfc[a:_lz] =1 (1.81)
7) Integrando ZZ[x_lz] = —1, obtemos:
7 lr=—24+C (1.82)
2= -2+ Cx (1.83)
8) Substituindo z =y~ 1, temos:
y 1 = —2*+Cx (1.84)
y = —ZEQ:-GI‘ (1.85)

Exemplo: (MODELAGEM - Crescimento populacional) No estudo de dindmica de
populacoes, um dos modelos mais famosos para uma populagdo que cresce mais tem

limitagoes é a equacao logistica

dP
= Pla—bP) (1.86)

em que a e b sdo constantes positivas, resolva a equacao diferencial levando em conta o
fato de que ela é uma equagao de Bernoulli.

Solucgao:

e Reescrever a Equacao

A equacao diferencial logistica é:

P
— =Pla—0bP) (1.87)
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Podemos rearranjar a equagao para a forma padrao de uma equacao de Bernoulli:

dP

— = P(a — bP
7 (a )

Reescrevendo: P

— =aP —bP?
dt

d—P —aP = —bP?
dt

Identificamos: P(t) = —a, Q(t) = —ben = 2.
Multiplicamos por P~%:

dpP dpP
— —aP=-bP?|P 2= P2 —qP'=—p
dt dt

Substituindo z = P'™", ou seja, 2 = P!, temos P = 2~ L.

Derivando P = 2! em relacdo a t:

AP _,dz

a7 dt

Substituindo na equagao de Bernoulli:

Multiplicamos por —z*:
dz/dt +az=1b

O fator de integracao para essa equacao linear é:

6-[ —adt — efat

Resolvendo:

(jt (e’“tz) =b

/jt (e*“tz) dt = b/e*“tdt

Integrando:

0 que resulta em:

e %z +C = 76_“ + Cy
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Substituindo z = P~ % )
et p-l — ;efat +C
a

Multiplicamos por e*:

e ¢
a e—at
Finalmente, a solugao geral é:
1
P=
%b + e*Cat

dpP
Portanto a solucao geral da equacao logistica — = P(a — bP), usando o método de

dt
Bernoulli, é:

1

onde C' é determinada pelas condigoes iniciais do problema.

1.3.2 Equacdes Diferenciais de Ricatti

As equacoes diferenciais de Riccati sao um tipo especial de equagao diferencial
nao linear, nomeada em homenagem ao matematico italiano Jacopo Riccati. Elas aparecem

em diversas areas da matematica e da fisica e tém a forma geral:
dy 2
= P(a) + Q)y + Rxy

onde P(x), Q(x) e R(x) sdo fungdes conhecidas de = e y = y(z) é a fungao

desconhecida.

1.3.2.1 Caracteristicas da Equacdo de Riccati

o A equacao de Riccati é uma equacao de primeira ordem e nao linear devido ao termo

Y2

o Ela tem uma estrutura quadratica em relacao a funcao y.

o As equagoes de Riccati ndo podem ser resolvidas diretamente por métodos simples
de equagoes diferenciais lineares, exceto em alguns casos especiais, como quando é

possivel reduzir a equagao a uma forma linear.
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1.3.2.2 Resolucdo da Equacado de Riccati

Se conhecermos uma solugao particular y;(x) da equagao de Riccati, podemos
transformar a equagao original em uma equacgao diferencial linear. Para isso, fazemos a
seguinte mudanca de variavel:

y=uyt+u (1.88)

Derivando em relacao a x, temos:

dy _ dy  du

de  dr ' dx (1.89)

« Substituindo essa expressao na equacao original, obtemos:

fi?/; + Zz = P(z) + Q(z)(sn + ) + R(x)(yr +u)?

Cizi;l + ZZ = P(z) + Q(x)y1 + Q(x)u + R(x)yi + 2R(z)yu + R(z)u’
‘fﬁ; — P(z) — Q(@)y — R(x)y? +ZZ = Q@)u+ 2R(x)y1u + R(z)u*
W Qayu+ 2R () + Rz
fiz — [Q(z) + 2R(z)y1Ju = R(z)u?

E uma equagdo de Bernoulli

Temos uma equacgao diferencial linear de 1* ordem.

Exemplo: Resolva a equacao de Riccati dada, sendo y; uma solucao conhecida para a

equagao:
d
ﬁ =+ (1+2e")y+y’, y=—e".
Solugao: Sendo y; = —e®, uma solugao particular para a equagao, temos:
dy
— =(1- t)+ b
o = (L= y)la(t) + by]
du
Fri [1— (14 w)][z(t) + b1+ u)]
d
U (1 —=1—u)x(t) + b+ bu
dt
du
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d
d—? = —ux(t) — ub — bu?
d
ditl + uwx(t) + ub = —bu®

(EDO de Bernoulli)

Para transformar essa equacao em uma equagao linear, fazemos a substituicao

de variavel u = —, e em seguida derivamos u em relagao a t:
v

du oo
dt dt

Substituimos na equagao original:

du 9
E + [.Clﬁ(t) + b]u =—bu
d
—v—Qd—: + () + o = —bv?

Portanto, a equacao linear satisfeita por x(t) é representada por:

v —[z(t) + blv =10

Exemplo 2: (Modelagem - Adaptada) A propagacao de uma tunica agdo em
uma populagao grande (por exemplo, motoristas ligando os faréis ao por do sol) muitas
vezes depende parcialmente de circunstancias externas (o escurecer) e parcialmente de
uma tendéncia de imitar os outros que ja executaram a agdo. Nesse caso, a proporcao y(t)

de pessoas que ja executaram a acao pode ser descrita pela equacao:

dy

Y — (1= y)lalt) + by (1.90)

onde z(t) mede o estimulo externo e b é o coeficiente de imitacao. Note que a Eq.(1.90) é
uma equagao de Riccati e que y;(t) = 1 é uma solugdo. Encontre a equagao linear satisfeita

por z(t).
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Solucgao:

 Solucao particular: y;(t) =1=y=14+u
e Derivando em relagao a t, temos:

dy du
-1 ay _ au
VEATUE T T

« Substituindo na equagao original, temos:

fg — (1= )le(t) + by = Cf;; — [ = (1 + )] (t) + b(1 + )]
du
= o= (—u)[z(t) + b+ bu]
du 9
= - = —ux(t) —ub— ub
d

= ditL +ux(t) + ub = —u’b

d
= C%:—i—[x(t)—{—bh = —u?b = EDO de primeira ordem nao linear (EDO de Bernoulli)

o Para transformar essa equagao em uma equagcao linear, fazemos a substituicao de

variavel u = — e derivamos (u) em relacgao a (t):
v

du_ o
dt dt
Substituimos na equagdo original:
= du + [2(t) + bju = —bu* = —vfz@ + [x(t) + bjo~ = —bv?
dx B dt N
= Cj;tj— [x(t) +bjv =10

Portanto, a equacao linear satisfeita por x(t) é representada por:

v = [x(t) +bjv=—b

1.4 Equacdes de Diferencas Lineares

As equagoes de diferencas sao ferramentas matematicas fundamentais para a
modelagem de fendmenos que ocorrem em intervalos discretos de tempo ou espaco. Elas
descrevem relagoes entre os valores de uma variavel dependente, que variam conforme pontos
especificos de uma variavel independente, como o tempo. Em muitos casos, assume-se que

os valores da variavel independente sao espacados uniformemente, isto é, t,,, 1 —t, = k, onde
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k representa a distancia entre dois pontos consecutivos. Para simplificacdo e conveniéncia,
costuma-se adotar £ = 1, o que reflete uma evolu¢gdo em passos unitarios, sendo uma

abordagem pratica em diversas aplicacoes.

A soluc¢do de uma equagao de diferencas é uma expressao funcional que nao
depende de diferencas entre termos e é aplicavel a todos os nimeros naturais n € N.
Essa solucao deve satisfazer a equacao de diferencas, transformando-a em uma identidade.
Embora a solucdo de uma equagao de diferencas seja obtida por um processo recursivo,
nem sempre é possivel determinar explicitamente a solu¢ao geral quando a equacao nao é

linear.

A forma geral de uma equagao de diferengas linear de ordem (n — m) pode ser
representada por:
Yn = Q1Yn—-1 + @2Yp—2 + -+ CYn—m (1.91)
ou de forma mais compacta:

Yn = Z ArYn—k (192)
k=1

onde ay sao constantes, m < n € N, n > 1, e sdo fornecidas (n — m) condigoes iniciais
(BASSANEZI, 2002).

Exemplo 1: A equacao de diferencas associada a sequéncia de Fibonacci é:
F,=Fn—-1)4+F(n—2) (1.93)
com condi¢oes iniciais F'(0) =0e F(1) = 1.

Para encontrar a solugao geral dessa equacao de diferencas, buscamos uma
expressao que nao dependa diretamente das diferencas entre termos. A solugao fechada
para essa equacao ¢ dada pela férmula de Binet:

14+v5\" _ (1=v5\"
f(n) _ ( 2 ) ( 2 )
V5

Essa expressao fornece o valor de F(n) diretamente para qualquer nimero natural n, sem

(1.94)

a necessidade de calcular todos os termos anteriores.

No contexto do problema, a solucao geral da equagao de diferencas, representada
pela formula de Binet neste caso, é uma relacao funcional definida para todos os nimeros

naturais n € N, e ndo envolve diferencas entre termos consecutivos.

1.4.1 Equacdo de Diferencas lineares de Primeira Ordem

Uma equagao de diferencgas de primeira ordem é um caso especifico da equacao
geral, onde (n —m) = 1. Ela é expressa como:

Yn = 5%—1, (195)

Yo = a (valor inicial dado).
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O processo recursivo para resolver essa equacao é:

y1 = fBa
Yo = By = 5261

ys = Byp = ﬁga

Yn = 5yn.—1 =F"a
Portanto, a solucao geral da equacao é:
Yn = Yo"
Uma maneira de resolver a equacao é assumir que a solucao tem a formas:
Yp = kA"
Substituindo essa expressao na equacao, obtemos:
EX" = BEA"!

Simplificando, temos:

kNI (A= B) =0

Isso implica que:

A=0,
ou
A= 8.

Considerando que para n = 0 devemos ter yy = kA°, entdo k = y,. Portanto, a solucio é:

0, se 1o =10
Yn = "
Yo", seyo #0

Observamos que quando yg # 0, podemos ter:

« Se || < 1; entdo y, é convergente, isto é, dado ¢ > 0; existe um nimero natural ng

tal que, se n > ng entdo |y, — y*| < ;
e Se |A| = 1; entdo y, é constante se A = 1 e é oscilante entre dois valores se A = —1;

e Se |A| > 1; entdo y, é divergente, ou seja, nlggo yn = £oo (BASSANEZI, 2002).

Exemplo 2: Crescimento Populacional
Suponha que a popula¢ao de uma certa cidade no ano 0 (Fp) seja de 1.000 habitantes e

que a taxa de crescimento anual seja de 10% (ou 0, 10). Queremos modelar e prever a
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populagao da cidade apés (n) anos.
Resolucgao:

A equacao de diferencas de primeira ordem é expressa por:
Pn - Bpn—l

Onde:

P, é a populacao no ano n.

B ¢ a taxa de crescimento (1 + taxa de crescimento anual).

» Populagao inicial Fy: 1.000 habitantes.

o Taxa de crescimento: 1 4+ 0,10 = 1, 10.

a) Solugdo Recursiva: Usando a férmula recursiva para calcular a populagdo nos

primeiros anos:

PIZBPOZ(:[:]-O)'P(M
Py = AP, = (1,10) - (1,10) - Py = (1,10)* - P,
Py =3P, = (1,10)° - B, (1.96)

Substituindo os valores de Py e (3, temos:
P, = 1000 - (1,10)" (1.97)
Analise de Convergéncia
e Se 8 < 1: A populagao tenderia a diminuir e se estabilizar em zero.

o Se f = 1: A populagdo permaneceria constante.

e Se > 1: A populagao cresce exponencialmente, como é o caso deste exemplo (1.97).
b) Solugao Alternativa:

e Outra maneira de resolver a equacio é assumir que a solucao tem a forma:

P, = kA" (1.98)

o Substituindo essa expressao na equacao, obtemos:

kA" = BEAT! (1.99)
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» Simplificando, temos:

EXN"TA—=B)=0 (1.100)
 Isso implica que:
A=0oul=p (1.101)
Considerando que para n = 0 devemos ter Py = kA’, entdo k = P,. Portanto, a
solucgao é:
0, se Pp =0
P, = (1.102)

Rop®, se By #0

Comportamento da Solucao

Observamos que quando Py # 0, podemos ter:

e Se |B| < 1; entdao P, é convergente, isto é, dado & > 0; existe um nimero natural ng

tal que, se n > ng, entao |P, — P*| <¢;
e Se |B| =1; entdao P, é constante se 5 =1 e é oscilante entre dois valores se f = —1;

e Se |B| > 1; entdo P, é divergente, ou seja, 1i>m P, = 400, como é o caso deste
n o

exemplo (1.97).

Exemplo 3: (Adaptada) Uma determinada populagdo de insetos com 100 individuos,
duplica seu nimero em cada geracgao, porém 10 novos individuos se incorporam em cada
geracao procedente de outro lugar. Construir uma equagao de diferencas que modele esta
situagao (Bertone, R. A. and et al., 2015).

Resolucgao:

o Equacao de Diferencas linear, nao homogénea e auténoma:

Yn = 2yn—l + 10
Yo = 100

(1.103)
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a) Solugao Recursiva: Calculando os primeiros termos:

y1 = 2yo + 10 = 2- 100 + 10,

Yo =21 +10=2-(2-100+10) +10=2-2-10042- 10+ 10 = 4 - 100 + 2 - 10 + 10,

Ys =2up +10=2-(2-2-100+2-10+10) =2-2-2-100+2-2-10+2- 10 + 10
—=8-100+4-10+2-10 + 10,

Yo = 2f---2-100+ 2-f--2 10+ ---42-10+ 10
n fatores n—1 fatores

Yo =2"-100+2""1-10+---+2-104+ 10

Yo =2"-100+ (2427774 -1) 110
soma dos termos de uma PG de razio 2

Yp =2"-100 4 (2" — 1) - 10

Yp = 2"-100 42" - 10 — 10

Y = 2" - (100 + 10) — 10

Yp = 2" - 110 — 10.

—
n fatores

Portanto a solucao geral da equacao de diferengas é:
Yp = 2" 110 — 10 (1.104)
Anilise de Convergéncia:

e Se (8 <1):A populacao tenderia a diminuir e se estabilizar em zero.

e Se (8 =1): A populacdo permaneceria constante.

Se ( > 1): A populacao cresce exponencialmente, como é o caso deste exemplo
(1.104).

b) Solugao Alternativa:

o Outra maneira de resolver a equacao é assumir que a solucao tem a forma:

Yo = kA" (1.105)

Substituindo essa expressdo na equacao, obtemos:

kX" = BEN"! (1.106)
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» Simplificando, temos:
EXN"TA—=B)=0 (1.107)

 Isso implica que:
A=0oul=j (1.108)

+ Considerando que para n = 0 devemos ter y, = kX’, entdo k = y. Portanto, a
solucao é:

0, se 1y =10
Yn = % (1.109)

Yo", seyo#0

Comportamento da Solugao Observamos que quando yy # 0, podemos ter:

e Se |f| < 1; entdo y, é convergente, isto é, dado € > 0; existe um nimero natural ng
tal que se n > ng entdo |y, — y*| < ¢;

e Se |B| = 1; entdo y,, é constante se 5 = 1 e é oscilante entre dois valores se § = —1;

e Se |B] > 1; entdo y,, é divergente, ou seja, y, = +00, como é o caso deste exemplo
(1.104).
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2 Analise da Evolucao do Crescimento

Populacional: De Euler a Verhulst

O estudo do crescimento populacional é uma area fundamental na matematica
aplicada, pois oferece insights cruciais sobre como as populagoes se comportam ao longo do
tempo. Esses modelos matematicos sao essenciais para a formulacao de politicas ptublicas,
planejamento urbano, gestao de recursos naturais e satide publica. O objetivo desta analise
é tracar a evolucao dos modelos de crescimento populacional, comecando pela abordagem
exponencial de Leonhard Euler e culminando no modelo logistico de Pierre-Francois
Verhulst. Através da discussao das contribui¢des de cada matematico, destacaremos como

suas ideias formaram a base para a teoria contemporanea da dindmica populacional.

2.1  Leonhard Euler (1707 — 1783): O Pioneiro do Crescimento

Exponencial

Leonhard Euler é um dos pioneiros na modelagem matematica do crescimento
populacional. Em seu tratado "Introducao a Analise do Infinito", publicado em 1748, ele

apresentou o modelo de crescimento exponencial, que é descrito pela equacgao diferencial:

dP

— =rN 2.1
=7 (2.1)

2.1.1 Solucdo da Equacdo
A solugao dessa equagao fornece a populacao em func¢ao do tempo:
P(t) = Poe’"t (22)

onde:

« P(t) é a populagao no tempo ().
e Py é a populacao inicial.
e (r) é a taxa de crescimento.

« (e) é a base do logaritmo natural.

Essa equagao assume que a taxa de crescimento (r) é constante e que nao ha limitagoes

ambientais ou recursos limitados. Portanto, ela descreve um crescimento ilimitado e
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continuo, o que nao ¢é realista para a maioria das populagoes naturais. Euler também
combinou o crescimento exponencial com a estrutura etaria da populagao, precursor da

teoria das populagoes estaveis, desenvolvida no século X X.

2.1.2 Analise do Modelo

O modelo exponencial de Euler assume que a populagao cresce de maneira
ilimitada. Ao aplicar esta equacao, Euler demonstrou que uma populagao inicial de
100.000 habitantes, com uma taxa de crescimento de 1/30 por ano, poderia atingir
aproximadamente 2.654.874 em 100 anos. Esse resultado ilustra a capacidade do modelo

de prever um crescimento populacional robusto em condigoes ideais (BACAéR, 2021).

2.1.3 Vantagens do Modelo de Euler

« Simplicidade: A equacao ¢é direta e facil de entender, permitindo previsoes rapidas

sobre o crescimento populacional.

« Aplicabilidade: E til para descrever populacdes em condicoes de abundéancia de

recursos, como em fases iniciais de crescimento.

2.1.4 Desvantagens do Modelo de Euler

e Auséncia de Limitagoes: O modelo ignora as limita¢oes impostas pelo ambiente,
como competicao por recursos, doencas e outras restricoes que podem ocorrer a

longo prazo.

o Crescimento Irrealista: Sugere um crescimento populacional indefinido, que nao

reflete a realidade observada em ecossistemas naturais.

Além disso, Euler ajudou Johann Peter Siissmilch na segunda edigao de seu
tratado sobre demografia, elaborando um modelo semelhante a sequéncia de Fibonacci
para populacoes humanas. Este modelo considerava casamentos aos 20 anos, mortes aos

40 e seis filhos por casal, resultando em uma progressao geométrica de nascimentos.

2.2 Daniel Bernoulli (1700 — 1782): Contribuicdes a Dinamica

Populacional

Daniel Bernoulli foi um dos primeiros a aplicar a matematica a epidemiologia.
Em seu trabalho de 1760 sobre a variola, ele introduziu o conceito de variaveis demograficas
em modelos populacionais. Seu modelo considerou a taxa de infec¢do e a mortalidade

associada a variola, resultando em um impacto significativo na satide publica.
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2.2.1 Modelo de Bernoulli para a Variola
A equacao diferencial que Bernoulli utilizou é:
dS
— =—qS —m(x)S 2.3
o= 4 (z) (2.3)

onde:
» S(x) representa o nimero de individuos suscetiveis & infecgao;
e ¢ ¢é a taxa de infeccao;

« m(z) é a taxa de mortalidade por outras causas.

Bernoulli demonstrou que a inoculagao contra a variola poderia aumentar a expectativa de

vida, provando que o risco de morte pela doenca poderia ser mitigado. Ele concluiu que,

se a mortalidade da variola fosse inferior a 11%, a inoculagdo aumentaria a expectativa de

vida média da populagao (BACAER, 2021).

2.2.2 Impacto

A introducao de variaveis demograficas por Bernoulli criou uma ponte entre o

crescimento populacional e a satide publica, permitindo a aplicagao de modelos matematicos

para abordar questoes de saude coletiva.

2.2.3 Vantagens do Modelo de Bernoulli

 Releviancia na Saude Publica: O modelo possibilitou o desenvolvimento de

politicas de satide baseadas em dados matematicos, especialmente no controle de

epidemias.

« Integracao de Fatores Demograficos: A inclusdao da mortalidade por doencas é

fundamental para entender a dindmica de populagoes em contextos de satde.

2.2.4 Desvantagens do Modelo de Bernoulli

o Complexidade: O modelo ¢ mais complexo do que o de Euler e requer dados

epidemiologicos especificos para ser aplicado efetivamente.

« Limitagao a Doengas: Foca principalmente nas doencas infecciosas, desconside-

rando outros fatores que podem afetar a dindmica populacional.
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2.3 Thomas Robert Malthus (1766 — 1834): O Alerta sobre os

Limites do Crescimento

Thomas Malthus é conhecido por sua teoria que contrasta o crescimento
populacional geométrico com o crescimento aritmético dos recursos. Ele argumentou que,
enquanto a populagao pode crescer exponencialmente, os recursos, como alimentos, crescem

apenas de forma linear, o que leva a uma inevitavel crise de subsisténcia.

2.3.1 Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO)

O modelo de Malthus, ou modelo exponencial, descreve a taxa de variagao da

populagao, (P), em relagdo ao tempo, (t), através da seguinte equagao diferencial ordinéria:

dP

— =rP 2.4
=T (2.4)

Ele alertou que a populacao, se nao controlada, superaria os recursos disponiveis, resultando

em crises de fome, guerras e epidemias (BACAER, 2021).

2.3.2 Analise

Malthus nao forneceu um modelo matematico especifico, mas suas consideracoes
sobre os limites ao crescimento e a relacao entre a populacao e os recursos disponiveis
foram fundamentais para as discussoes contemporaneas sobre sustentabilidade e controle

populacional.

2.3.3 Impacto

o Influéncia no Pensamento Econ6émico: Malthus moldou o pensamento econémico

e demografico, enfatizando a importancia dos recursos na dinamica populacional.

« Relevancia Atual: Suas ideias ainda sdo debatidas em contextos contemporaneos,

especialmente nas discussoes sobre crescimento populacional e sustentabilidade.

2.3.4 Vantagens do Modelo de Malthus

o Perspectiva Socioeconémica: Malthus introduziu uma analise que considera as

limitagoes sociais e econdmicas no crescimento populacional.

e Alerta para Crises: Sua teoria chama atencao para os riscos de crises quando o

crescimento populacional nao é gerenciado adequadamente.
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2.3.5 Desvantagens do Modelo de Malthus

e Visao Pessimista: O modelo é frequentemente considerado excessivamente pes-
simista, nao levando em conta inovagoes tecnolégicas que poderiam aumentar a

capacidade de suporte.

o Falta de Modelagem Matematica: A auséncia de uma equacdo matematica clara

limita a aplicabilidade de suas teorias.

Thomas Robert Malthus destacou a discrepancia entre o crescimento expo-
nencial da populagao e o crescimento linear dos recursos, alertando para possiveis crises
de subsisténcia. Embora suas ideias tenham influenciado profundamente o pensamento
econdmico e demografico, sua visao é frequentemente vista como pessimista, subestimando
o impacto das inovagoes tecnologicas. Apesar de nao ter desenvolvido um modelo mate-
matico formal, suas teorias continuam relevantes nas discussoes sobre sustentabilidade
e controle populacional, servindo como um alerta sobre a importancia de gerenciar o

crescimento populacional de forma equilibrada e sustentavel.

2.4 Pierre Francois Verhulst (1804—1849) Introducdo da Capacidade
de Carga

Pierre-Francois Verhulst, matematico belga, desenvolveu o modelo logistico em
1838, revolucionando a compreensao do crescimento populacional. Este modelo introduziu
o conceito fundamental de capacidade de carga, refinando significativamente as teorias

anteriores de crescimento populacional

2.4.1 Equacao Logistica

A equacao logistica de Verhulst é expressa como:

‘Z; =P (1- JZ) (2.5)

Onde:

« P(t) é a populagdo no tempo (t);
e (r) é a taxa de crescimento intrinseca;

e (K) é a capacidade de suporte do ambiente ou o valor maximo que a populacao

pode atingir.
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Verhulst argumentou que, a medida que a populacao cresce, a taxa de crescimento diminui
a medida que se aproxima de K, resultando em uma curva sigmoidal que descreve o
crescimento populacional. A estabilizacao ocorre quando a populacao atinge a capacidade
maxima de suporte do ambiente (BACAER, 2021).

2.4.2 Analise do Modelo

O modelo logistico é caracterizado por um crescimento limitado, onde a po-
pulagao cresce rapidamente no inicio, desacelera conforme se aproxima da capacidade de
suporte e, eventualmente, estabiliza. Isso fornece uma descri¢do mais precisa das dindmicas

populacionais observadas na natureza.

2.4.3 Contribuicao

« Sintese das Ideias Anteriores: Verhulst foi fundamental ao integrar as ideias de
crescimento exponencial de Euler e as consideragoes de limites de Malthus em um

modelo mais realista.

2.4.4 Vantagens do Modelo Logistico

+ Realismo e Relevancia: O modelo logistico é amplamente utilizado na biologia e

na ecologia para descrever o crescimento de populagoes em ambientes limitados.

e Abordagem Flexivel: O modelo permite ajustar a taxa de crescimento e a capaci-

dade de suporte, possibilitando sua aplicacdo em diferentes contextos.

2.4.5 Desvantagens do Modelo Logistico

o Assuncgoes Fixas: O modelo assume uma capacidade de suporte constante, o que

pode nao refletir realidades dindmicas em ambientes que mudam.

o Desconsideragao de Fatores Externos: O modelo nao leva em conta eventos como

migracoes ou desastres que podem influenciar drasticamente a dinamica populacional.

A transicao das equagoes de crescimento populacional de Euler a Verhulst
representa um avanco significativo na modelagem matematica do crescimento populacional.
Enquanto a equacao de Euler é titil para entender o crescimento inicial de uma populacao,
a equacao de Malthus introduz a ideia de crescimento geométrico, e a equacao de Verhulst
fornece uma visao mais completa e realista, incorporando os limites impostos pelo ambiente.

A contribuicao de Malthus, ao destacar os obstaculos ao crescimento geométrico, também
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foi crucial para o desenvolvimento dessas teorias. Essa evolucao reflete a crescente sofisti-
cagao na compreensao dos processos biolégicos e ecologicos que governam as populagoes,

fornecendo uma base solida para estudos demogréficos e ecoldgicos contemporaneos.
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3 Aplicacao do Modelo Logistico de Verhulst

Pierre Francgois Verhulst, um matematico belga nascido em 1804, é amplamente
reconhecido por sua contribuicao significativa ao estudo do crescimento populacional.
Em 1838, Verhulst publicou o artigo “Notice sur la loi que la population poursuit dans
son accroissement” (VERHULST, 1838), no qual apresentou o modelo logistico. Este
modelo surgiu como uma resposta as previsoes de crescimento ilimitado propostas por
Thomas Malthus. Verhulst introduziu a ideia inovadora de que o crescimento populacional
¢é autocontrolado pela limitagao de recursos do ambiente. Ele postulou que, enquanto o
crescimento inicial de uma populagao pode ser exponencial, ele inevitavelmente desacelera e
se estabiliza a medida que a populagao se aproxima da capacidade de suporte do ambiente.
Este conceito foi um marco, pois incorporava a nocgao de sustentabilidade no crescimento

populacional, refletindo um entendimento mais profundo das interagoes ecologicas.

3.1 Definicao do Modelo de Verhulst

O modelo de Verhulst, também conhecido como modelo logistico, é uma equacao
diferencial que descreve o crescimento populacional considerando a capacidade limitada de

recursos. A equacao é formulada como:

dP j2
= _epr(1- =
a ( K>

onde:

e P(t) é o tamanho da populagdo no tempo t;
o 7 representa a taxa intrinseca de crescimento da populacao;

o K ¢ a capacidade de suporte do ambiente, ou seja, o limite maximo que o ambiente

pode sustentar.

3.1.1 Deducao da Equacao do Modelo

A equacao diferencial do modelo logistico é deduzida considerando que a taxa

de crescimento da populacao g é proporcional a populacao atual P e ao fator de limitacao

P
(1 — ) Este fator representa a fracao de recursos disponiveis, decrescendo linearmente

conforme P se aproxima de K.

Para resolver a equacao:

dP P
= _ep(1- =
ar ( K)
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Primeiro, separamos as variaveis:

1
AP = [rat
I
Utilizando fragoes parciais, podemos escrever:

1A B
p(1_§>_P K—-P

Resolvendo, encontramos A =1 e B = 1, resultando em:

/<}17+KiP> dP:/Tdt

Integrando ambos os lados, obtemos:

In|P|—In|K - P|=rt+C

onde C' é a constante de integracao. Reescrevendo, temos:

P
1 =
n(K—P) rt + C

Exponenciando ambos os lados, obtemos:

Definindo ¢ = , onde Py é a populacao inicial, a solucao geral é:

— 10
K Py
(K — Po)e_Tt + P()

P(t) =
Comportamento da Solugao

o Inicialmente (¢ = 0): A populagdo comeca em Fy. A solugao verifica a condicao
inicial, pois:
KPF, KPF, KPF, KPF,

PO: = = =
() (K—P0)60—|—P0 (K—P0)+P0 K—P0—|—P0 K

- P,

« A medida que t — oo: O termo e~ — 0. Assim, a solucéo se aproxima de:

KPR

=K
P

P(o0)

Isso indica que a populagao estabiliza em torno da capacidade de suporte K,

refletindo a limitagdo de recursos disponiveis no ambiente.

Importancia dos Parametros
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o r (Taxa de Crescimento)

— Determina a rapidez inicial do crescimento populacional.

— Um valor maior de r implica um crescimento mais rapido, mas nao altera o

valor final de estabilizacao K.

« K (Capacidade de Suporte)

— Representa o ponto de equilibrio onde os recursos sao suficientes para sustentar

a populagao.

— E o valor assintético que a populacdo atinge conforme ¢ — o0o.

O modelo logistico captura a dindmica do crescimento populacional em am-
bientes naturais. Inicialmente, a populagao cresce rapidamente devido a abundancia de
recursos. No entanto, a medida que a populacao se aproxima da capacidade de suporte
K, o crescimento desacelera e eventualmente estabiliza, refletindo a realidade de recursos
limitados. Este modelo é amplamente utilizado em ecologia e planejamento de recursos

para prever comportamentos populacionais sustentaveis.

3.1.2 Gréfico do modelo gerado no software R Studio

Para ilustrar o comportamento do modelo logistico, podemos utilizar a lingua-
gem de programacao R para gerar um grafico. O cédigo a seguir demonstra como isso

pode ser feito:

# Pardmetros do modelo

r <- 0.1 # Taxa de crescimento
K <- 1000 # Capacidade de suporte
PO <- 10 # Populagdo inicial

# Fungdo para calcular P(t)
logistic_growth <- function(t, r, K, P0) {
K * PO/ ((K - PO) * exp(-r * t) + P0O)

# Gerar dados para o grafico
t_values <- seq(0, 100, by = 0.1)
P_values <- logistic_growth(t_values, r, K, PO)

# Plotar o grafico
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plot(t_values, P_values, type = "1", col = "blue", lwd = 2,
xlab = "Tempo", ylab = "Populagdo",
main = "Crescimento Logistico da Populagdo")

abline(h = K, col = "red", 1ty = 2) # Linha de capacidade de suporte

Grafico do modelo

Crescimento Logistico da Populacao
1000

800
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Populacao

400

2001

- Crescimento Populacional
ot -== Capacidade de Carga

1 L

0 20 40 60 80 100
Tempo

Figura 1 — Crescimento Logistico da Populacao

3.2 Analise do Crescimento Populacional Mundial Usando o Modelo

Logistico de Verhulst

O estudo do crescimento populacional mundial é um tema amplamente dis-
cutido, especialmente devido as limitagdes impostas pelos recursos naturais do planeta.
Inicialmente, o crescimento da populagdo segue um padrao exponencial, mas a medida
que os recursos se tornam escassos, esse crescimento desacelera e eventualmente se es-
tabiliza. Para modelar esse comportamento, utiliza-se o modelo logistico de Verhulst,

uma ferramenta eficaz para descrever o crescimento de populagoes sujeitas a restrigdes
ambientais.
O modelo logistico é expresso pelo seguinte Problema de Valor Inicial (PVI):

dP(t) P(t) _p
= =rP@) < _ 7) . P(0)= Py =2,518629

onde

o P(t) é a populagao mundial no tempo ¢;
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e 7 representa a taxa maxima de crescimento populacional;

o K é a capacidade de suporte da Terra, definida como o nimero méaximo de habitantes

que o planeta pode sustentar.

Neste estudo, adotamos r = 0,026 e K = 12 bilhoes de habitantes, conforme
proposto por (RODRIGUES; HAUSER, 2014).

3.2.1 Solucdo Analitica (Abordagem Continua)

A solucao analitica desta equacao diferencial é dada por:

K
Plt)y=——
®) 1+ Ae "t
onde A é calculado pela equacao:
K — P,
A=
P
3.2.1.1 Calculos da Abordagem Continua
Substituindo os valores de K e Fy:
12 — 2,518629
© 2518629 3,765

Expressao final da solucao analitica:

B 12
1+ 3,765 -0.026t

P(t)

3.2.1.1.1 Calculo para o ano 1960 (¢ = 10)

12 12 12

~1+3.765-0,771 3,902

e O e T

~ 3,075 bilhoes

3.2.1.1.2 Para os demais anos:

e 1970 (¢ = 20):

12 12 o~
P(20) = 17 3. 765¢ 00260 ~ 3,236 ~ 3, 708 bilhoes

« 1980 (¢ = 30):

12 12 -
P(30) = 113, 7656002630 R~ RoT ~ 4,405 bilhoes
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e 1990 (¢ = 40):

12 12
P(40) = ~ ~ 5,152 bilhd
(10) = T3 7ope00mm ~ 5,359 ~ 2 192 bilboes
. 2000 (t = 50):
12 12
P(50) = ~ ~ 5,929 bilhdes

1+ 3,765e70:026:50 7 2 ()24

3.2.2 Analise Grafica do Modelo Continuo

3.2.2.1 Gréfico gerado pelo software R Studio para abordagem continua

Para ilustrar o comportamento do modelo logistico, podemos utilizar a lingua-
gem de programacao R para gerar um grafico. O cédigo a seguir demonstra como isso

pode ser feito:

# Instalar o ggplot2 se ainda ndo estiver instalado
if (!requireNamespace("ggplot2", quietly = TRUE)) {
install.packages("ggplot2")

# Carregar o pacote ggplot2
library(ggplot2)

# Criar um dataframe com os dados

dados <- data.frame(
ano = c(1960, 1970, 1980, 1990, 2000),
populacao = c(3.075, 3.708, 4.405, 5.152, 5.929)

# Criar o gréafico

grafico <- ggplot(dados, aes(x = ano, y = populacao)) +

geom_line(color = "blue") +
geom_point(color = "red") +
labs(
title = "Crescimento Populacional Mundial Usando

0 Modelo Logistico de Verhulst",

x = "Ano",

y = "Populagdo Mundial (bilhdes)"
) +

theme minimal() +
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annotate("text", x = 1960, y = 6.5, label = "Fonte: Mario Cesar Soares

Teixeira, baseado em Rodrigues & Hauser (2014)", size = 3.5, hjust = 0)

# Exibir o grafico

print(grafico)

Grafico

Crescimento Populacional Mundial Usando o Modelo Logistico de Verhulst

Fonte: Mario Cesar Soares Teixeira, baseado em Rodrigues & Hauser (2014)

tn

Populagéo Mundial (bilhdes)

L

1960 1970 1980 1990 2000
Ano

Figura 2 — Crescimento Logistico de Verhulst

3.2.3 Analise referente ao grafico do Modelo Continuo de Crescimento Popu-
lacional Mundial (1960-2000)

O gréfico representando o crescimento populacional mundial de 1960 a 2000 é
baseado no modelo logistico de Verhulst em sua forma continua. Este modelo continuo é
particularmente eficaz para capturar as dinamicas de crescimento populacional em um
contexto onde os recursos sao limitados e a capacidade de suporte do ambiente exerce uma

influéncia significativa. A analise deste grafico fornece insights sobre o comportamento
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do crescimento populacional ao longo das décadas, destacando as fases de crescimento

exponencial e a subsequente transicao para um crescimento mais sustentavel.

3.2.3.1 Comportamento do Crescimento Populacional

3.2.3.1.1 Fase Exponencial Inicial (1960-1980)

o Crescimento Rapido: O grafico mostra um aumento significativo na populacao
mundial, de 3,075 bilhoes em 1960 para 4,405 bilhoes em 1980. Este crescimento
rapido é caracteristico da fase inicial do modelo logistico continuo, onde a populacao
cresce exponencialmente devido a abundancia de recursos e avangos tecnolégicos que

suportam o aumento populacional.

o Impulso Tecnoldgico: Durante este periodo, melhorias em satide publica, agricul-
tura e tecnologia contribuiram para uma reducao nas taxas de mortalidade e um

aumento na expectativa de vida, impulsionando o crescimento populacional.

3.2.3.1.2 Transicdo para Crescimento Logistico (1980-2000)

o Desaceleragcao do Crescimento: A partir de 1980, observa-se uma desaceleracao
no crescimento populacional, com a populacao atingindo 5,929 bilhces em 2000. Esta
desaceleragao indica uma transicao do crescimento exponencial para o logistico, a

medida que a populacao se aproxima da capacidade de suporte do planeta.

« Limitacoes Ambientais: O gréafico reflete o impacto das limitagoes ambientais e a
crescente pressao sobre os recursos naturais. A medida que a populacao se aproxima
de K = 12 bilhoes, a taxa de crescimento diminui, destacando a importancia de

considerar a capacidade de suporte em projegoes populacionais.

3.2.3.1.3 Implicacdes para a Sustentabilidade

« Capacidade de Suporte: O conceito de capacidade de suporte (K) é central
para entender as limitacoes do crescimento populacional. O grafico sugere que, sem
intervencoes significativas, o crescimento populacional pode eventualmente estabilizar,

mas nao sem desafios significativos relacionados a gestao de recursos.

+ Necessidade de Politicas Sustentaveis: A andlise do grafico enfatiza a impor-
tancia de politicas que promovam o uso sustentavel dos recursos naturais, inovagao
tecnologica e planejamento familiar para mitigar os impactos do crescimento popula-

cional.
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Este grafico, ao ilustrar a transicdo de um crescimento exponencial para um
logistico, fornece uma base sélida para entender as dinamicas do crescimento populacional
em um contexto de recursos finitos. Ele destaca a necessidade de estratégias sustentaveis
para gerenciar o crescimento populacional e assegurar a viabilidade dos recursos naturais
para as geracoes futuras. Esta andlise serve como um ponto de partida para comparagoes

com outros graficos e modelos que serdao explorados posteriormente na dissertacao.

3.3 Abordagem Discreta

Para a abordagem discreta, a populacao é calculada em intervalos de tempo
fixos, por exemplo, a cada 10 anos. Usamos a féormula discreta baseada na equacao

diferencial:

by
Pn+1:Pn+TPTL(1_K)At

onde At é o intervalo de tempo entre os calculos.

3.3.1 Justificativa para o Passo Temporal At

O intervalo de 10 anos é escolhido por:

« Dados Disponiveis: Censos sao tipicamente decenais, facilitando a comparacao e

validacao com dados reais.

« Captura de Tendéncias: E suficientemente longo para mostrar mudancas signifi-

cativas, mas curto o bastante para permitir ajustes estratégicos em politicas.

« Simplicidade Computacional: Facilita a implementacao e andlise do modelo.

3.3.2 Analise de Estabilidade

A estabilidade é essencial para previsoes confiaveis:

e Critérios de Estabilidade: Manter rAt dentro de limites criticos para evitar

oscilagoes populacionais excessivas.
3.3.3 Calculos da Abordagem Discreta

3.3.3.0.1 Calculo para o ano de 1950 (¢ = 0)

Py = 2,518629

Este é o valor inicial.
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3.3.3.0.2 Para os demais anos:

. 1960 (t = 10):

P
P = Py+ 1P (1—[(?)&

Com At = 10 e substituindo os valores:

2,518629

P, =2/518629 + 0,026 - 2,518629 - (1 — D

) - 10 ~ 3,036 bilhdes

. 1970 (t = 20):

p
Py = P+ 1P, (1—[;)&

Com At = 10 e substituindo os valores:

P, ~ 3,626 bilhoes
« 1980 (t = 30):

P
Py =P+ rP, (1 - 1(2) At ~ 4,286 bilhoes

« 1990 (¢ = 40):
Py ~ 5,006 bilhoes

e 2000 (t = 50):
P5 ~ 5,787 bilhoes

3.3.4 Analise Grafica do Modelo Discreto
3.3.4.1 Grafico gerado no software R Studio para abordagem Discreta

Para ilustrar o comportamento do modelo logistico para a abordagem discreta,
podemos utilizar a linguagem de programacao R para gerar um grafico. O codigo a seguir

demonstra como isso pode ser feito:
# Instalar o ggplot2 se ainda ndo estiver instalado

if ('requireNamespace("ggplot2", quietly = TRUE)) {
install.packages("ggplot2")

# Carregar o pacote ggplot2
library(ggplot2)

# Criar um dataframe com os dados discretos de crescimento populacional
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dados_discretos <- data.frame(
ano = c(1950, 1960, 1970, 1980, 1990, 2000),
populacao = c(2.518629, 3.036, 3.626, 4.286, 5.006, 5.787)

# Criar o grafico

grafico_discreto <- ggplot(dados_discretos, aes(x = ano, y = populacao)) +

geom_line(color = "blue") +

geom_point(color = "red") +

labs(
title = "Crescimento Populacional Mundial: Abordagem Discreta',
x = "Ano",
y = "Populagdo Mundial (bilh&es)"

) +

theme minimal() +

annotate("text", x = 1950, y = 6.2, label = "Grafico elaborado
por Mario Cesar Soares Teixeiral

nDados baseados em Rodrigues & Hauser (2014)", size = 3.5, hjust = 0)

# Exibir o grafico

print (grafico_discreto)

Gréfico gerado pelo software R Studio para a abordagem Discreta. Representado

na Figura 3

3.4 Analise do Modelo Discreto de Crescimento Populacional Mundial
(1950-2000)

O grafico baseado na abordagem discreta do modelo logistico de Verhulst ilustra
o crescimento populacional mundial em intervalos de 10 anos, de 1950 a 2000. Este modelo
considera o crescimento populacional em passos discretos, refletindo mudancas periddicas
e permitindo uma analise detalhada das dindmicas populacionais ao longo do tempo. A
analise fornece informagoes sobre o comportamento do crescimento populacional e as

implicagoes para o planejamento sustentavel.
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Crescimento Populacional Mundial: Abordagem Discreta

Grafico elaborado por Mario Cesar Soares Teixeira
Dados baseados em Rodrigues & Hauser (2014)

n

Populagao Mundial (hilhdes)
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1950 1960 1870 1880 1980 2000
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Figura 3 — Crescimento Logistico de Verhust

3.4.1 Comportamento do Crescimento Populacional
3.4.1.1 Crescimento Inicial (1950-1960)
« Populacgao Inicial e Crescimento: O grafico comega com uma populacao inicial

de aproximadamente 2.518 bilhdes em 1950, crescendo para cerca de 3.036 bilhdes
em 1960.

o Influéncia de Fatores Externos: Este crescimento reflete as condigoes favoraveis do
periodo, incluindo avancos na medicina e agricultura, que aumentaram a capacidade

de suporte temporariamente.

3.4.1.2 Aumento Consistente (1960-1980)

e Crescimento Sustentado: Entre 1960 e 1980, a populacao continua a crescer,
atingindo 4.286 bilhoes em 1980. A taxa de crescimento, embora consistente, comeca

a mostrar sinais de desaceleracao.

o Pressdoes Ambientais: A abordagem discreta registra a influéncia crescente das
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pressoes ambientais e limitagoes de recursos, que comecam a afetar a taxa de

crescimento.

3.4.1.3 Desaceleracdo e Estabilizacdo (1980-2000)

o Desaceleracao do Crescimento: De 1980 a 2000, a populagao mundial cresce de
4.286 bilhoes para 5.787 bilhoes. A desaceleragao é mais pronunciada, indicando que

o crescimento esta se aproximando da capacidade de suporte do planeta.

o Impacto das Restricoes Ambientais: Este padrao é consistente com o comporta-
mento previsto pelo modelo discreto, onde o crescimento é progressivamente limitado

a medida que a populagdo se aproxima da capacidade de suporte (K).

3.4.2 ImplicacBes para a Sustentabilidade

o Capacidade de Suporte e Sustentabilidade: O conceito de capacidade de
suporte (K') é fundamental para entender as limitagdes do crescimento populacional.
O grafico sugere que, sem intervencgoes significativas, o crescimento populacional pode

eventualmente estabilizar, mas nao sem desafios relacionados a gestao de recursos.

« Politicas de Planejamento Sustentavel: E fundamental adotar politicas que
promovam o uso eficiente dos recursos naturais e incentivem a inovacao tecnolégica.
Essas estratégias ajudam a garantir que o crescimento populacional se mantenha
dentro dos limites dos recursos disponiveis, preservando elementos essenciais como
agua e alimentos. Tais agoes sao essenciais para mitigar os impactos do crescimento

populacional e assegurar um desenvolvi-mento sustentavel para o futuro

Este grafico, ao ilustrar o crescimento populacional em intervalos discretos,
fornece uma visao detalhada das dindmicas do crescimento em um contexto de recursos
limitados. A abordagem discreta é valiosa para entender como as mudancas peridédicas
influenciam o crescimento populacional e para desenvolver estratégias que assegurem a
sustentabilidade dos recursos naturais para as geragoes futuras. Esta analise serve como um

ponto de comparagao com outros modelos que podem ser explorados em estudos futuros.

3.5 Analise Grafica Comparativa dos Modelos Discreto e Continuo

3.5.1 Gréfico gerado pelo software R Studio para comparacao das abordagens

discreta e continua de crescimento populacional

# Instalar o ggplot2 se ainda ndo estiver instalado
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if (!requireNamespace("ggplot2", quietly = TRUE)) {
install.packages("ggplot2")

# Carregar o pacote ggplot2
library(ggplot2)

# Criar dataframes com os dados de ambos os modelos
dados_continuos <- data.frame(

ano = c(1960, 1970, 1980, 1990, 2000),

populacao = c(3.075, 3.708, 4.405, 5.152, 5.929),

modelo = "Continuo"

dados_discretos <- data.frame(
ano = c(1950, 1960, 1970, 1980, 1990, 2000),
populacao = c(2.518629, 3.036, 3.626, 4.286, 5.006, 5.787),

modelo = "Discreto"

# Combinar os dataframes

dados_combinados <- rbind(dados_continuos, dados_discretos)

# Criar o grafico comparativo
grafico_comparativo <- ggplot(dados_combinados,
aes(x = ano, y = populacao, color = modelo)) +
geom_line() +
geom_point() +
labs(
title = "Comparagdo dos Modelos de Crescimento Populacional:

Continuo vs Discreto",

x = "Ano",
y = "Populagdo Mundial (bilh&es)"
) +

theme minimal() +

scale_color_manual(values = c("Continuo" = "blue", "Discreto" = "red")) +
annotate("text", x = 1950, y = 6.5, label =

"Grafico elaborado por Mario Cesar Soares Teixeira\

nDados baseados em Rodrigues & Hauser (2014)", size = 3.5, hjust = 0)
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# Exibir o grafico

print(grafico_comparativo)

Comparac&o dos Modelos de Crescimento Populacional: Continuo vs Discreto

Grafico elaborado por Mario Cesar Soares Teixeira
Dados baseados em Rodrigues & Hauser (2014)
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Figura 4 — Comparacao dos Modelos de Crescimento Populacional: Continuo vs Discreto.

3.5.2 Analise do Modelo Discreto e Continuo de Crescimento Populacional
Mundial (1950-2000)

3.5.2.1 Crescimento Inicial

O modelo discreto comeca em 1950, enquanto o modelo continuo inicia em
1960. O crescimento inicial no modelo discreto é mais gradual, refletindo um ponto de

partida anterior.

3.5.2.2 Tendéncias de Crescimento

Ambos os modelos mostram um crescimento populacional significativo até 1980.

No entanto, o modelo continuo apresenta uma curva de crescimento ligeiramente mais



Capitulo 8. Aplicagio do Modelo Logistico de Verhulst 80

suave, enquanto o modelo discreto tem saltos mais definidos devido aos intervalos de tempo

fixos.

3.5.2.3 Desaceleracdo do Crescimento

A partir de 1980, ambos os modelos indicam uma desaceleracao no crescimento
populacional. No entanto, o modelo continuo mostra uma transicao mais gradual, enquanto

o modelo discreto reflete mudangas mais abruptas entre os intervalos de tempo.

3.5.2.4 Convergéncia e Divergéncia

Até 2000, as previsdes de ambos os modelos comecam a convergir em termos
de populagao total, mas as diferencas nos métodos de célculo (discreto vs. continuo) sao

evidentes na forma das curvas.

3.56.2.5 ImplicacGes para Planejamento

A comparacgao destaca a importancia de escolher o modelo apropriado depen-
dendo do contexto da analise. O modelo continuo é util para entender tendéncias gerais,

enquanto o modelo discreto pode ser mais adequado para andlises em intervalos especificos.

Esta comparacao gréafica fornece uma base sélida para entender como diferentes
abordagens modelam o crescimento populacional e suas implicacoes para o planejamento

e a sustentabilidade.

Neste estudo, comparamos as abordagens discreta e continua do modelo logistico
de Verhulst para analisar o crescimento populacional mundial entre 1950 e 2000. A andlise
grafica revelou diferencas significativas nas representacoes de crescimento, destacando
como cada modelo captura as dindmicas populacionais sob restricoes ambientais. O modelo
discreto, iniciado em 1950, permitiu observar o crescimento em intervalos de tempo fixos,
evidenciando mudancas mais abruptas e a influéncia de fatores externos em periodos
especificos. Em contraste, o modelo continuo, iniciado em 1960, apresentou uma curva de
crescimento mais suave, oferecendo uma visao geral das tendéncias populacionais ao longo
do tempo. Ambos os modelos indicam uma desaceleragdo do crescimento a partir de 1980,
convergindo para uma estabilizacao em torno da capacidade de suporte do planeta. Essa
convergéncia sublinha a importancia de considerar as limitacoes ambientais e a capacidade

de suporte (K) no planejamento populacional.

A comparacao entre os modelos destaca a necessidade de escolher a abordagem
mais adequada ao contexto da andalise. O modelo continuo é eficaz para capturar tendéncias
gerais, enquanto o modelo discreto é valioso para andlises detalhadas em intervalos
especificos. Essa dualidade oferece uma base sélida para o desenvolvimento de politicas

publicas e estratégias de sustentabilidade que assegurem o uso eficiente dos recursos naturais.
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Em suma, este estudo fornece informagoes valiosas sobre como diferentes abordagens podem
modelar o crescimento populacional, contribuindo para uma compreensao mais profunda

das dinamicas envolvidas e suas implicagoes para o futuro planejamento sustentavel.

3.6 Comparacdo com a Referéncia de Rodrigues e Hauser (2014)

Apébs a apresentacao dos calculos e graficos para as abordagens continua e
discreta, este segmento oferece uma comparacao detalhada entre os resultados obtidos
na dissertagao e aqueles reportados por Rodrigues e Hauser (2014) usando o método de
Runge-Kutta. Esta comparagao visa avaliar a precisao e a eficicia das abordagens continua

e discreta.

3.6.1 Tabela de Comparacao de Estimativas Populacionais

A Tabela 1 apresenta as siglas: Cont, Dis e RK para continuo, discreto e
Runge-Kutta, respectivamente. Os valores Continuo, discreto e Runge-Kutta estao em
Bilhoes.

Ano | Continuo | Discreto | Runge-Kutta Erro Absoluto
Cont. vs RK | Dis. vs RK
1960 3,075 3,036 3,074 0,001 0,038
1970 3,708 3,626 3,705 0,003 0,079
1980 4,405 4,286 4,402 0,003 0,116
1990 5,152 5,006 5,149 0,003 0,143
2000 5,929 5,787 5,923 0,006 0,136

Tabela 1 — Comparacao das estimativas populacionais

3.6.2 Analise dos Resultados

Precisao dos Métodos:

e O método de Runge-Kutta fornece estimativas proximas da solu¢ao continua, desta-

cando sua alta precisao.

o A abordagem discreta mostra maiores discrepancias, especialmente em anos posteri-

ores.

Implicagoes para a Modelagem:

» A solucao continua ¢é preferivel para simulagoes de longo prazo devido a sua precisao

analitica.
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e« O método de Runge-Kutta ¢ ideal para aplicagoes que requerem alta precisao

numérica.

3.7 Analise de Erros Numéricos entre Modelos Continuo e Discreto

Analisamos os erros numéricos entre as estimativas dos modelos continuo e

discreto, destacando as diferencas e implica¢oes para a modelagem populacional.

3.7.1 3.7.1 Férmulas de Erro

Erro Absoluto (EA):

FEA = |Pcont1'nuo - Pdiscreto‘ (31)
Erro Relativo (ER):
Pcon inuo — P, iscreto
ER— tP asereiol 1009 (3.2)
continuo

3.7.2 Tabela de Comparacao de Erros

Ano | Abordagem Continua | Abordagem Discreta Erro (%)

Absoluto (EA) | Relativo (ER)
1960 3,075 bilhoes 3,036 bilhoes 0,039 1,27
1970 3,708 bilhoes 3,626 bilhoes 0,082 2,21
1980 4,405 bilhoes 4,286 bilhoes 0,119 2,70
1990 5,152 bilhoes 5,006 bilhoes 0,146 2,83
2000 5,929 bilhoes 0,787 bilhoes 0,142 2,39

Tabela 2 — Comparacao dos erros entre as abordagens continua e discreta

3.7.3 Observacdes

« Diferencgas entre Modelos: O erro absoluto aumenta ao longo do tempo, indicando

diferencas crescentes entre as estimativas.

o Estabilidade do Erro Relativo: O erro relativo permanece estavel, refletindo a

consisténcia do modelo continuo.

o Implicagoes para Modelagem: A escolha entre os modelos deve considerar a

escala temporal e a precisao desejada.
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4 Consideracoes Finais

Esta dissertacao realizou uma analise abrangente das abordagens continua
e discreta na modelagem logistica de Verhulst, com o objetivo de prever o crescimento
populacional. Os resultados indicaram que o modelo continuo é eficaz para identificar
tendéncias gerais de crescimento ao longo do tempo, oferecendo uma visao abrangente e
essencial para o planejamento de longo prazo. Sua capacidade de suavizar varia¢oes torna-o
ideal para cenarios em que o foco é compreender as tendéncias gerais e as dindmicas

populacionais em contextos de longo prazo.

Por outro lado, o modelo discreto destacou-se por sua capacidade de oferecer
analises detalhadas em intervalos especificos, sendo especialmente util em contextos que
exigem precisao em periodos discretos, como impactos sazonais ou eventos especificos. Essa
abordagem permite uma compreensao mais aprofundada das dinamicas populacionais em

situacoes em que as mudancas ocorrem em etapas definidas.

A aplicagdo dos modelos ao crescimento populacional mundial entre 1950 e 2000
evidenciou uma desaceleragao do crescimento, convergindo para a capacidade de suporte
do planeta. Ambos os modelos sugerem que, sem intervengoes significativas, o crescimento
populacional pode se estabilizar, embora nao sem enfrentar desafios relacionados a gestao
de recursos. Este cenario reforga a importancia de considerar a capacidade de suporte

ambiental e a taxa de crescimento intrinseca no planejamento populacional.

Recomenda-se que a escolha entre modelos continuos e discretos seja orientada
pelo contexto especifico do estudo. O modelo continuo é mais adequado para andlises de
tendéncias gerais, enquanto o modelo discreto é preferivel para investigacoes detalhadas
em intervalos especificos. Além disso, a implementacao de politicas que promovam o uso
sustentavel dos recursos naturais, a inovacao tecnoldgica e o planejamento familiar é funda-
mental para reduzir os impactos do crescimento populacional e assegurar a sustentabilidade

a longo prazo.

Em sintese, esta dissertacao oferece uma contribuicao significativa para a
compreensao das dinamicas populacionais e suas implicagoes para a sustentabilidade. As
conclusoes obtidas sdo fundamentais para ecologistas, demdgrafos, planejadores urbanos e
formuladores de politicas, orientando a escolha da abordagem mais adequada para estudos
e aplicagoes praticas. A pesquisa destaca a importancia de abordagens mateméticas
robustas e adaptativas para enfrentar os desafios futuros, garantindo um desenvolvimento

sustentavel e equilibrado.
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