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Resumo

Esta dissertacao é dedicada ao estudo da controlabilidade exata local a trajetérias do
sistema de Navier-Stokes. Para isso, primeiramente foi deduzida uma desigualdade de
Carleman para o sistema adjunto do sistema linearizado de Navier-Stokes. Com isto é
possivel deduzir um resultado de controlabilidade nula para um sistema nao linear auxiliar.
Finalmente, utilizando o resultado anterior e um Teorema de funcao inversa é demonstrada

a controlabilidade exata local a trajetérias para o sistema de Navier-Stokes.

Palavras-chave: Controlabilidade. Desigualdade de Carleman. Equacoes de Navier-Stokes.



Abstract

This final thesis is dedicated to the study of local exact controllability of trajectories of
the Navier-Stokes system. To achieve this, a Carleman inequality was first deduced for the
adjoint system of the linearized Navier-Stokes system. With this it is possible to deduce a
null controllability result for an auxiliary nonlinear system. Finally, using the previous
result and an inverse function theorem, the exact local controllability of trajectories for

the Navier-Stokes system is demonstrated.

Keywords : Controllability. Carleman inequality. Navier-Stokes equations.
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Introducao

Um dos problemas mais sérios do nosso tempo sao os problemas ambientais. A
destruicao indiscriminada de florestas, acimulo de lixo pléstico e a poluicao dos mares
e rios sao exemplos disso. Neste ultimo caso, ao querer minimizar a polui¢cao, o controle
das equagoes de Navier-Stokes aparece naturalmente. Um sistema controlado aceitavel

(simplificado) para um fluido contaminado é :

s 1
yt—vAy+V-(y®y)+;Vp= B(¢,v),

Y — KAY +y - Vip = 0,
V.-y=0,

| + condigoes iniciais e de contorno,

onde as equacoes devem ser resolvidas para (x,t) € Q x (0,7), onde Q = R.

No sistema acima, as fungdes y = y(z,t) e p = p(z,t) representam a velocidade
e pressao do fluido contaminado, respectivamente. As constantes positivas v e p sao
constantes que caracterizam o fluido. O termo B(,v) é uma fun¢ao que muda de acordo
com o modelo e depende da densidade de contaminagao ¢ = 1(z,t) e do controle v = v(z,t).
O controle permite identificar a estratégia de limpeza. Finalmente, a constante k > 0 é o

correspondente coeficiente de difusao.

Um problema natural que surge na situacao descrita é o seguinte:

E possivel encontrar um controle v tal que a densidade de contaminacio v seja pequena

no tempo final T'?.

A resposta a tal questao esta no ambito da teoria do controle. Neste contexto,

vamos descrever conceitos-chave relacionados a controlabilidade.

Um problema de controlabilidade exata é formulado da seguinte forma: Fixemos
um intervalo temporal de observagao (0,7") e consideremos um sistema evolutivo governado
por uma certa equagao ou sistema de equagoes diferenciais (ordindrias ou parciais) munido
de condigbes iniciais e/ou de fronteira. Suponhamos também que podemos agir neste
sistema mediante uma funcao de controle v, pertencente a um determinado conjunto de
controles admissiveis, U,q. Fixado v € U,y, chamaremos de estado associado ao controle
v uma solucao correspondente ¥, do sistema. Agora, sejam yo e yy dois valores em um
determinado espago de Banach B onde o sistema possui solucao. Dizemos que o sistema é

exatamente controlavel em B no tempo 7T', se podemos encontrar um controle v € U, tal
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que a correspondente solucao 1, com dado inicial ¥, satisfaz
Yo(T) = ya.

A 1ltima condicao pode ser alterada de diversas maneiras, obtendo outras

nogoes de controlabilidade.

Neste sentido, dizemos que o sistema é aproximadamente controlavel em B no
tempo T', se com as notagoes anteriores, para cada € > 0 existe um controle v € U,y tal

que o correspondente estado y,, satisfaz
l9o(T) = yal g <.

Outra nocao de controlabilidade é a controlabilidade nula, isto é, quando y4 = 0.

A teoria da controlabilidade para equacoes diferenciais parciais de evolugao
comegou a se desenvolver na década de 1960. Os fundamentos desta teoria foram esta-
belecidos por Egorov [12], Russell [43]-[44] e Fattorini [15]. Em particular, nestes artigos
foi desenvolvido o método do momento, que reduz o problema de controlabilidade exata
a problemas na teoria das séries exponenciais. Também é introduzido o principio da
dualidade, que reduz o problema de controlabilidade para uma equagao de evolugao ao

problema de observabilidade para a equacao adjunta.

A partir de meados da década de 1980, o interesse pela teoria da controlabili-
dade aumentou substancialmente. Naquela época, o caso das equacoes hiperbélicas era
principalmente estudado. Em 1986, Ho [25] encontrou condigoes de observabilidade sufici-
entes para uma equacao hiperbodlica de segunda ordem pelo método dos multiplicadores.
Simultaneamente, J.-L. Lions apresentou o método de unicidade de Hilbert, que permite
derivar a solubilidade do problema de controlabilidade para a equacao original do teorema

da unicidade para a equacao adjunta.

Neste ponto, os pesquisadores notaram ser possivel obter resultados sobre a
controlabilidade da equacao original a partir da unicidade para um certo problema de
Cauchy para a equacdo adjunta. E aqui que entram no jogo as estimativas de Carleman,
ao fornecerem um método mais poderoso para provar a unicidade do problema de Cauchy.
Desde os resultados fundamentais de Hérmander’s em [26] e [27], a teoria das estimativas
de Carleman foi desenvolvida em muitas diregoes. S6 para citar alguns, temos estimativas
para espagos L com p # 2 (veja [33], [35] e [37]) e teoria de estimativas de Carleman com

fungoes de peso singulares desenvolvida por Jerison em [34].

Desde o inicio da década de 1990, as estimativas de Carleman tém sido am-
plamente utilizadas em problemas de controlabilidade exata na fronteira. Usando essas
estimativas, Kazemi e Klibanov em [36] resolveram o problema de observabilidade para a
equagao de onda, e Lasiecka e Triggiani [38] estudaram a controlabilidade de um sistema

de equagoes hiperbolicas
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A grande maioria dos artigos acima trata de problemas de controlabilidade
para equagoes de evolucao lineares. Muito menos se sabia sobre sistemas nao lineares.
Mas, atualmente é conhecido o método mais poderoso para provar controlabilidade de
equagdes parabdlicas nao lineares. E o método no qual a solucio é construida com a ajuda
de um problema de otimizacao, aplica-se as estimativas de Carleman para um sistema
linearizado e logo utiliza um teorema de fungao inversa para abordar a parte nao linear.
As bases deste método foram estabelecidas por Fursikov e Imanuvilov em [19] e [20], para
estudar a controlabilidade exata local da equacao de Burgers e da equacao bidimensional de
Helmholtz. Usando este método, estimativas de Carleman foram obtidas para demonstrar a
controlabilidade exata de equacoes parabdlicas semilineares. A controlabilidade exata para
equacgoes parabolicas semilineares com nao linearidade crescendo no maximo linearmente

no infinito foi estabelecido em [5] e [32].

No ambito do controle do sistema de Navier-Stokes, a controlabilidade nula
exata das equagoes de Navier Stokes foi estabelecida em [17] e [19]. A controlabilidade
exata local das equagoes de Navier-Stokes e do sistema Boussinesq foram provadas por
Fursikov e Imanuvilov em [18], [21], e [22] para o caso em que o controle é distribuido sobre
a fronteira ou uma parte da fronteira, e também para o caso de um controle distribuido
localmente no interior do dominio. Em [29] foi estudada a controlabilidade local exata das
equacgoes de Navier-Stokes e do sistema Boussinesq com controle distribuido localmente e
com condic¢oes de contorno de deslizamento. A controlabilidade aproximada da equacao de
Euler bidimensional e do sistema Navier-Stokes bidimensional com condi¢des de contorno
de deslizamento e com controle de fronteira foi estabelecido por Coron em [6], [7] e [8]. Mais
tarde este resultado foi estendido em [24] por Glass para a equagio de Euler tridimensional.
A controlabilidade exata global das equacdes de Navier-Stokes com um controle local

distribuido em uma variedade bidimensional fechada foi provada por Coron em [9].

Com respeito a controlabilidade exata para o sistema de Navier-Stokes, devido
as propriedades de dissipatividade e a nao-linearidade do sistema, ndo podemos esperar a

controlabilidade exata para uma funcao objetivo arbitraria.

Esta é a principal razao para introduzir outro conceito de controlabilidade para

as equagoes de Navier-Stokes: controlabilidade exata local a trajetérias.

Fixemos um intervalo de observacao (0,7) e consideremos um sistema evolutivo
governado por certa equagio ou sistema de equagoes no qual ndo podemos agir (sistema
nio controlado) cuja solucdo 7 é chamada de trajetéria com dado inicial 7°. Suponha
também que é possivel introduzir uma func¢ao controle v neste sistema de modo que
obtemos um novo sistema (sistema controlado) cuja solugao associada a v é denotada
por y, com dado inicial y°. Assim, dizemos que o dltimo sistema possui a propriedade
de controlabilidade exata local a trajetérias no tempo T' > 0 no espaco de Banach B, se

fixado §° € B e para um dado inicial y° suficientemente préximo a 7° em B, podemos
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encontrar um controle v tal que a solucdo correspondente y, com dado inicial °, coincide

com o valor da trajetéria no tempo 7', isto é,

Nesta dissertacao estudamos um resultado concernente a esta nocao de contro-
labilidade obtida por Ferndndez-Cara, Guerrero, Imanuvilov e Puel em [31] para o sistema
de Navier-Stokes

—Ay+V-(y®y)+Vp=wvl, emQ@Q,
V-y=0 em (),
Vo Q )
y=20 sobre Y,
(y(0) =" em Q,

onde

(V- ' ®y) sy, i=1,..,N.

HMZ

Aqui Q < RY, com N = 2 ou 3, é um subconjunto aberto, conexo e limitado
cuja fronteira 02 é suave (por exemplo de classe C?), w um (pequeno) subconjunto aberto
nao vazio de Q, T >0, Q =2 x (0,T) e ¥ = Q x (0, 7).

A funcio vetorial i : Q x (0,T) — R e a funcgdo escalar p: Q x (0,7) — R
representam respectivamente a velocidade (estado) e a pressao, v = v(x,t) é a fungao

controle com suporte em w e 3° = 3°(x) representa a funcio que descreve o estado inicial

do sistema.

Também, vamos apresentar alguns espacos importantes no contexto das equa-

¢oes de Navier-Stokes
V={peCPQ)N V. p=0}

V={peHy))N :V-p=0em Q} (2)
H={pe?()" :V-p=0em Q, ¢ -n=0em 0Q}.

Agora, para definir o conceito de controlabilidade exata local a trajetérias,

consideremos a solugao y do sistema de Navier-Stokes nao controlado

—Ay+V - y®y)+Vp=0 emQ,
V.-y=0 em @,
)V Q )
y=20 sobre Y3,
y(0) =" em €,

que serda chamada de trajetoria no resto da dissertagao.
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Defini¢ao 0.1. Diz-se que o sistema de Navier-Stokes (1) possui a propriedade de contro-
labilidade exata local a trajetérias, se para cada y° € LZN’Q(Q)N N H, existe 6 > 0 tal que
para todo 1° € L*Y 2(Q)N n H, onde N = 2,3, satisfazendo

0

Hy - gOHL2N—2(Q)NmH < 5,

existe um controle v e L*(w x (0, 7)) tal que a solugio correspondente associada (y,, p,)

de (1) com estado inicial 3°, satisfaz

onde i (trajetéria) denota a solugio de (3) com estado inicial j°.

Um resultado de controlabilidade exata local a trajetérias para o sistema de
Navier-Stokes (1) foi provado para j € W (0, T; W ()Y A V) e §° € V em [28]. Mas

nesta dissertacao assumiremos menor regularidade para a trajetoria g, isto ¢,
ye L?(Q)Y, com g, e L* (0,T; L7 ("), (4)

ondeoc>1se N=2eo>6/5se N =3.

Para mostrar a controlabilidade exata local a trajetorias do sistema de Navier-
Stokes (1) seguiremos a seguinte estratégia: primeiramente mostraremos a controlabilidade

nula do seguinte sistema, que ¢é a linearizagao de (1) em torno da trajetoria 7,

Ly+Vp=f+wvl, emQ@,
V.y=0 em (),
VY Q )
y=20 sobre X,
(¥(0) =" em Q,
onde
Ly=y—Ay+ V- (JQy+y®y). (6)

Para isso provaremos uma desigualdade global de Carleman para o sistema

adjunto associado a (5) dado por

-

L*¢+Vr=g emQ,
V.p=0 em (),
Ve Q ™)
=20 sobre X,
p(T) = ¢ em €,

onde
Dy =V + V' (8)
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L*p = —pr — Ap — Dyy. (9)

Para apresentar tal desigualdade, consideremos w; aberto tal que w; cc w.
Pelo Lema A.4 (apresentado no Apéndice A) podemos tomar uma funcio 7° € C*(€Q),

satisfazendo

n°>0emQ, 7°=0em dQ, |Vn°|>0em Q\w. (10)

Assim, para constantes positivas s, A\, podemos construir as seguintes funcoes

auxiliares associadas a n"

&/ mn], _ Alml[n°] o +n°@)

14T — 1) ’
FAAm || A D[]

alz,t) =

. : e
a(t) = min alz,t) = T — :

R L P L

a*(t) = rilglxa(x,t) = Y :

Al 40 @)
11
HmD)°

f(l’,t) =

A

§(t) = ffgzxf(xvt) ETTGT

il

§5(t) = Tglcﬂeiélf(%t) = T B

e(t) _ 515/4e—28d+5a*515/4’

0(t) = she *%¢.
Além disso, definamos

I(s,\; ) :=5"" Jje_%af_l (lee* + |Ap|?) do dt
Q

+5)\? Jf e B |Vp|? do dt + s°\! Jf e 2% | da dt. (12)
Q Q

A seguinte desigualdade de Carleman constitui o primeiro resultado principal

do presente trabalho e é dada no seguinte teorema.

Teorema 0.2. Suponha que (4) seja satisfeito. Entdo, existem trés constantes positivas

S, \e C, dependendo apenas de Q) e w, tais que para cada ©° € H e cada g € LQ(Q)N, a
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solugao correspondente ¢ do problema (7) verifica

I(S, )\’ 90) <C (1 + T2) 815/2>\20 JJ e—4sd+23a*él5/2|g|2 dz dt
Q

+816/\40 ff e—8s&+6sa*516|¢|2 dz dt :

wx(0,T)

para quaisquer A = M1+ || + 19el 20,700 @)~ + eS‘Tnggo) es= 5T+ T®). As fungoes

a, &, &, aF e € sio dadas em (11).

A prova deste teorema pode ser encontrada no Apéndice B.

A desigualdade de Carleman anterior nos permitird deduzir um resultado de
controlabilidade nula para o sistema linearizado (5), quando o termo denotado por f do
lado direito da primeira equacao de (5) satisfaz certas propriedades perto de t = T'. Assim,

definamos formalmente o conceito de controlabilidade nula para o sistema linearizado (5).

Definicao 0.3. Diz-se que o sistema linearizado (5) € controldvel a zero ou possui a
propriedade de controlabilidade nula no espago de Banach B, se para cada y° € B, existe
um controle v e L*(w x (0,T))Y tal que a solugio associada (y,,p,) de (5) com estado
inicial y°, satisfaz

yu(T) =0 em 2.

Finalmente, a controlabilidade nula do sistema linearizado (5) e um Teorema
da fungdo inversa, nos permitird demonstrar a controlabilidade nula local do sistema nao

linear auxiliar

Lz+V - (z®2)+Vg=vl, emQ@Q,
V.z2=0 em @,
) (14)
z=0 sobre X,
2(0) = 2° em 2,

onde Lz = 2,—Az+ V- (ZQz+2®2) e z denota a trajetéria do sistema nao controlado (3).

Definigao 0.4. Diz-se que o sistema nao linear auziliar (14) possui a propriedade de
controlabilidade nula local no espago de Banach B, se existe § > 0 tal que para cada 2° € B,
satisfazendo

|2°]5 <4

existe um controle v € L*(w x (0, 7)) tal que a solugio associada (z,,q,) de (14) com
estado inicial 2°, satisfaz
2o(T) =0 em S
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Pelo Lema 3.1, as solugdes do sistema de Navier-Stokes (1) e do sistema nao
linear auxiliar (14), estao relacionadas através de uma certa mudanga de varidvel. Este
ultimo fato e a controlabilidade nula local do sistema nao linear auxiliar (14), nos permitira
mostrar a controlabilidade exata local a trajetorias do sistema de Navier Stokes (1), o qual

¢ o segundo resultado principal deste trabalho dado pelo seguinte teorema.

Teorema 0.5. Suponha que (4) seja satisfeito. Entao, o sistema de Navier-Stokes (1)

possui a propriedade de controlabilidade exata local a trajetorias, de acordo na Defini¢io 0.1.

Este trabalho é organizado como se segue.

No Capitulo 1 introduz-se defini¢oes e enunciam-se resultados utilizados no

decorrer da dissertagao.

No Capitulo 2, assumindo que a desigualdade de Carleman dada pelo Teo-
rema (.2 é valida, mostramos uma segunda desigualdade de Carleman para o adjunto do
sistema linearizado (5), isto é, o sistema (7). Além disso, utilizando esta Gltima desigual-
dade mostramos dois resultados de controlabilidade nula para o sistema linearizado (5),
sendo que no segundo resultado ha regularidade adicional para o estado em relagao ao
primeiro resultado. Esta regularidade é necessaria para aplicar o Teorema da fun¢ao inversa

no Capitulo 3.

No Capitulo 3, utilizando os resultados do capitulo anterior e uma versao ade-
quada do Teorema da func¢ao inversa para espacos de Banach, demonstramos a controlabili-
dade exata local a trajetérias do sistema de Navier-Stokes (1) utilizando a controlabilidade

nula local do sistema linearizado (5).
No Capitulo 4, apresentamos uma lista de conclusoes e consideragoes finais.

No Apéndice A, encontra-se resultados auxiliares os quais utilizamos principal-

mente para demonstrar a desigualdade de Carleman no Apéndice B.

Finalmente, no Apéndice B encontra-se a demostracao da desigualdade de
Carleman para o sistema adjunto (7), desigualdade utilizada para deduzir os resultados do
Capitulo 2.
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1 Preliminares

Ao longo deste capitulo apresentaremos defini¢oes, propriedades e resultados

utilizados ao longo desta dissertacao.

1.1 Espacos de funcoes

Nesta secao U < R" sera considerado como um subconjunto aberto.

1.1.1 Espacos de Holder

Seja k um nuimero natural e consideremos os seguintes espagos de fungoes :

CU):={u:UcR"—>R:ué continua},
C(U) := {ue C(U) : u é uniformemente continua},

C*(U) :={u:U cR" - R: u é k-vezes continuamente diferenciavel}.
Definigao 1.1. Seja u: U < R" —» R uma fungao e v € (0,1], entao
1. w € dita Lipchitz se existe uma constante C' > 0 tal que
|u(z) —uy) [<Clz—yl|, Va,yel.
2. w € dita Holder continua com expoente ~y, se existe uma constante C' > 0 tal que
|u(z) —uly) [ Clz—y|", Va,yel.
3. Se u € continua e limitada, entdao definimos
HUHC(U) 1= sup |u(z)]| .
wel
Notagao 1.2. C*7(U) := {u e C(U) : u é Hélder continua com expoente v}.

Teorema 1.3. Seja u e C(U), entdo

L u(z) — u(y)
[u]con @) = zszle% r—y |
THY
[ullcon @y = llulle@) + [ulcon @),

sdo respectivamente uma seminorma e uma norma no espago CO7(U).

O teorema anterior pode ser encontrado na Secao 5.1, pag. 240, de Evans [14].
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Notagdo 1.4. C*(U) := {u e C*(U)| D*u ¢ uniformemente continua para todo |a| < k}.

Defini¢do 1.5. O espaco de Hélder C*7(U) consiste de todas as fungoes u e C*(U) tais

que

||U||ckw(U) = Z ||Dau||0(0) + Z [Dau]cow((?) < 90,

lal<k lo|=k

Em outras palavras, o espago C*(U) consiste de todas as fungbes u que sao k-vezes
continuamente diferencidveis e cuja k-ésima derivada parcial é limitada e Holder continua

com expoente 7.

Proposigdo 1.6. |||ty € uma norma no espago de fungoes C*1(U). Além disso,

C*1(U) é um espago de Banach sob a norma [Nl v () -

O resultado anterior pode ser visto no Teorema 1, Secao 5.1, pag. 241, de
Evans [14].

1.1.2 Espacos de Sobolev

1.1.2.1 Derivadas fracas

1

elU) € seja a um multi-indice. Dizemos que v € a

Definicao 1.7. Suponha que u,v € L

a-ésima derivada parcial fraca de u e denotamos
D% =wv
se satisfaz

J uD%¢ dx = (—1)0‘|J vo dx , Yo e CF(U).
U U

Proposicao 1.8. A a-ésima derivada parcial fraca de u, se existe, é unicamente definida

a menos de um conjunto de medida nula.

O resultado anterior pode ser visto na Se¢ao 5.2, pag. 243, de Evans [14].

Proposicao 1.9. (Propriedades da derivada fraca)

Sejam k =1,2,..., e 1 < p < oo. Assuma também que u,v e W"P(U) e |a| < k, entdo

1. D% e Whlabr(q),
2. DP (D%u) = D*"P(u) para quaisquer multi-indices o, 8 com |a| + |5 < k
3. Para quaisquer \, € R temos que Mu-+puv € W*P(U) e D*(Au+pv) = AD*u-+pDv.

4. Se V é um subconjunto aberto de U, entio ue W"P(V).
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5. Se (e CX(U), entio (ue WHP(U) e

D*(Cu) = Z (g) DP§D*Pu,  (Férmula de Leibnitz)
B<a

onde (a) = L.
B Bl (a - B)!

O resultado anterior pode ser visto no Teorema 1, Secao 5.2, pag. 247, de

Evans [14].

1.1.2.2 Definicao e propriedades de espacos de Sobolev

Definicio 1.10. O espago de Sobolev W*P(U) consiste de todas as fungoes localmente

somaveis u : U € R" — R tais que para cada multi-indice o, com |a| < k, Du existe no

sentido fraco e pertence a LP(U), ou seja

WHhP(U) := {ue LP(U) : D*ue LP(U) para todo |a| < k}.

Definicao 1.11. O espago C°(U) consiste de todas as fungoes infinitamente diferencidveis

¢ : U cR" - R com suporte compacto em U. Uma funcio ¢ € CL(U) é chamada de

funcao teste.

Definicao 1.12. Definimos

whrwy = ey,

C

Notacdo 1.13. Denotamos HE(U) := Wi*(U).

Proposicao 1.14. Para cada k = 1,2,..., e 1 < p < ©, definamos |u|yrrqr) por
( 1/p
<2 |D°‘u]pdx> 1< p<oo,
|| <k YU

HUHW’W(U) =4

2 esssup |[D%|, p = oo.

\ lal<k

Entdo | - |wrry € uma norma no espago de Sobolev WHP(U). Além disso W*P(U) é um

espago de Banach sob a norma | - |wes ).

O resultado anterior pode ser visto no Teorema 2, Secao 5.2, pag. 249, de

Evans [14].

Definicao 1.15.
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1. Uma sequéncia {u,,}>_, <« W*P(U) converge a u e W*P(U) se
m{wm — gy = 0.

m—00

Neste caso, denotamos

Uy, — u em WFP(U).
2. Uy — w em WEP(U) se tm — u em WP(V) para todo V cc U.

Teorema 1.16. Suponha que Q < R™ é um dominio tal que | <o el < p<g< 0. Se
ue L), entao ue LP(Q) e

el < 12171,

portanto
Li(Q) — LP(Q).
A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 2.14, pag. 28, de
Adams [1].
1.1.2.3 Traco

Queremos ser capazes de atribuir valores na fronteira 0U para uma funcao
ue Wkr (U) supondo que U seja de classe C'. Mas em geral a funcdo u ndo é continua,
pior ainda, sendo definida em quase todos os pontos de U. Assim a noc¢ao do operador

trago resolve o problema.

Proposicao 1.17. (Teorema do Trago)

Assuma que U € limitado, 1 < p < o0 e oU € C*, entdo existe um operador linear limitado
T:WH(U) — LP(0U)
tal que
1. Tu = uly, seue WH(U) n C(0).

2. |Tulrrovy < Clulwrsw), para cada we WHP(U), com a constante C' dependendo

apenas de p e U.

O operador T serd chamado operador traco, e se u € W'P(U), dizemos que Tu € o traco

de u em OU.

O resultado anterior pode ser visto no Teorema 1, Secao 5.5, pag. 258, de
Evans [14].
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Proposicao 1.18. (Fungées de trago-zero em Wl’p)
Assuma que U € limitado e 0U € C*. Suponha ainda que u e W P(U). Entdo,

uwe Wy (U) se, e somente se, Tu =0 em OU.

O resultado anterior pode ser visto no Teorema 2, Secao 5.5, pag. 259, de
Evans [14].

Teorema 1.19. Seja ) aberto limitado bem regular de R™ com fronteira 0S2 e T' a fungdo

traco, entdo existe uma constante C > 0 independente de uw € C(U) tal que

ITull2ee) < Cllullaye),  Yue CEU).

A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposi¢ao 2.26, pag. 112, de

Medeiros [39].

1.1.3 Outros espacos de funcoes

Defini¢do 1.20. Denotamos por H ' (U) o espago dual de Hy(U). E denotamos por (- , -»
a dualidade entre H-'(U) e HY(U).

Observagao 1.21. O espagco H'(U) é um espago de Banach munido da norma dual

||‘||H*1(U)7 1sto é,
I lir-sy = sup {<F ) | we HY(U), Julgyor < 1}

1.1.3.1 Espacos envolvendo tempo

Nesta subsecdo B denotara um espago de Banach real com norma | - |.

Teorema 1.22. O espago
LP(0,T; B)

consiste de todas as fungoes mesurdveis u : [0,T] — B tal que t — ||u(t)||%; € integrdvel

em [0,T]. Este é um espago de Banach munido da norma

T 1/p
1. vl trorim) = (J u(t)||pdt> <o paral<p< oo,
0

2. |ul| Lo 0,18y 1= eoss sup |lu(t)| < oo.

Ilx

O teorema anterior pode ser visto na Proposicao I1.5.A, Secao 5.1, pag. 92, de
Boyer [4].
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Definicao 1.23. O espago
C([0,T]; B)

consiste de todas as fungoes continuas u : [0,T] — B com

lulleqorym = max u(®)] < o

Definigdo 1.24. Seja u € L*(0,T; B). Dizemos que v e L'(0,T; B) ¢ a derivada fraca de

u, e denotamos

se

|| aouoi =~ s

0
para toda fungdo teste ¢ € C(0,T).

Definicao 1.25. O espaco
Wh?(0,T; B),

consiste de todas as fungoes u € LP(0,T; B) tais que u' existe no sentido fraco e pertence a
LP(0,T; B).

Teorema 1.26. O espaco W'P(0,T; B) é um espaco de Banach munido da norma

T 1/p
. (fwwW+zmem) l<p<o,
u WLp(0,T;B) = 0

ess sup ([lu(t)[ + [u'(t)]), p = 0.

IS

O resultado anterior pode ser visto no Lema I1.5.10, Secao 5.2, pag. 98, de
Boyer [4].

Notacdo 1.27. H'(0,T; B) denota o espaco W'*(0,T; B).

Proposicao 1.28. Seja u e WH(0,T; B) para algum 1 < p < o0, entdo

1. we C([0,T]; B) (apés possivelmente ser redefinido em um conjunto de medida nula).

N

t
2. u(t) = u(s) + J o' (T)dT para todo 0 < s <t < T.

S

3. Além disso, vale a estimativa

max [u(t)] < Clulwiror;s),

com a constante C' dependendo apenas de T

O resultado anterior pode ser visto no Teorema 2, Secao 5.9, pag. 286, de
Evans [14].
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Proposicao 1.29. Suponha ue L* (0,T; Hy(U)), com v’ € L* (0,T; H(U)),

1. Entao,
ue C([0,T); L*(U)).

(apds possivelmente ser redefinido em um conjunto de medida nula).
2. A aplicacao

t— Ju(t)| ).

€ absolutamente continua, com

1O ) =200, 0,

para quase todo 0 <t < T.

3. Além disso, temos a estimativa

o |u(®) |2y < C <HUHLZ(0,T;H5(U)) + HUIHL2(0,T;H—1(U))> )

com a constante C' dependendo apenas de T

O resultado anterior pode ser visto no Teorema 3, Secao 5.9, pag. 287, de
Evans [14].

Teorema 1.30. Sejam X,Y, X' trés espacos de Hilbert satisfazendo X c Y =Y' < X'.
Se a fungdo u pertence ao espago L*(0,T; X), e sua derivada u; pertence a L* (0,T; X"),
entdo u € igual em quase todo ponto a uma fungio no espago C([0,T];Y). Além disso,
satisfaz

d
£|u|2 = 2<ut7 u>>

no sentido distribucional em (0,T). Em particular, uw € L*(0,T;Y).

A prova deste teorema pode ser encontrada no Lema 1.3, Secao 3.1, pag. 176,
de Temam [46].

Teorema 1.31. (Interpolagio em espagos de fungoes com valor num espago de Banach)

Sejam I um intervalo de R, Q um aberto de R" e p1,q1,p2,q2 em [1,0]. Se f €
LPH (I, L™(Q)) n LP*(1, L%(QY)), entdo para todo 6 € (0,1) tem-se que f € LP(I,L(Q))
para p e q definidas por

1 6 1-0

— = — 4 ,

p D1 D2
e

L0, 10

¢ ¢ @

Além disso,

I fllrr a0y < [l (I1,Lm (Q))Hf”}:;f(],qu Q)
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A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema II. 5.5, pag. 93, de
Boyer [4].

1.1.4 Decomposicao de espacos

Nesta subse¢ao apresentamos um resultado importante para provar a desigual-
dade de Carleman do Teorema 0.2, isto é, o Teorema de decomposi¢do de Helmholtz. Para

isso, definamos os espagos

EYQ) := {Vp | pe L{,.(Q), Vpe LI(Q)"},

CE ()" = {u = (w1, U,y tun) € CE(Q)" | V- u = 0},

Le@) = o @

Teorema 1.32. (Decomposicio de Helmholtz) Sejan =2, Q < R"™ um dominio limitado
ou um dominio exterior com fronteira de classe C' e 1 < q < o. Entdo, para cada

fe Li(Q)" existem tinicos u € LL(Q)" e Vp e E1(Q), tais que a decomposi¢io
f=u+Vp

¢ satisfeita.
Assim, LY(Q)" = LL(Q)" ® EY(Q). Vp e f estao relacionados pela equagao

(Vp, Vo) ={f, V), VpeE(Q).
Além disso, valem as estimativas

IVellg < Cllfllas
lully < (€ +DIFo:

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 1.4, pag. 5, de Simader-
Sohr [45].

1.2  Minimos de funcionais

Durante esta se¢ao B denotara um espaco de Banach e F' : B — R um funcional.

Definicao 1.33. Um funcional F': o — R, com &/ < B, ¢ dito convezo, se para todo

u,v € . temos
FAu+ (1—=Xv) < AF(u) + (1= XN)F(v), VYAe][0,1].

A funcao F : &/ — R é dita estritamente convezra se a ultima desigualdade é estrita.
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Definicao 1.34. Um funcional F' é dito coercivo sobre €, subconjunto fechado e convero
de B, se

lim F(u) = +00 para u € €, sempre que ||u|| — +o0.

Defini¢ao 1.35. Um funcional F' € dito semicontinuo-inferiormente (s.c.i), se satisfaz

alguma das sequintes condicoes equivalentes

1. Ya e R o conjunto {u € B : F(u) = a} € fechado .
2. Vv e B temos que lim iglfF(u) > F(v).

Definicao 1.36. Um funcional F : B — R convexo é dito proprio se nunca atingir o valor

de —o0 e nao for identicamente o0.

Teorema 1.37. Seja B um espaco reflexivo, € um subconjunto nao vazio, convero e
fechado de B. Além disso, considere o funcional F assumindo que € convezo, s.c.i e proprio.
Se € € limitado ou o funcional F' é coercivo sobre €, entdo existe u € € satisfazendo

Além disso, se o funcional F € estritamente convexo, entao u € € € unico.

A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposicao 1.2, Capitulo II,
péag. 35, de Ekeland [13].

1.3 Algumas desigualdades importantes

Nesta secao presentamos desigualdades extremadamente tteis para conseguir

estimativas envolvendo equacoes diferencias parciais.

Teorema 1.38. (Desigualdade de Cauchy)
Sejam a,b € R, entdo
a> b
b< —+ —.
PS5

A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposicao a, Apéndice B,
pag. 622, de Evans [14].

Teorema 1.39. (Desigualdade de Cauchy com €)
Sejam a,b,e > 0, entdo

b2

b<ea®+ —.

a @+

A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposi¢ao b, Apéndice B,

pag. 622, de Evans [14].
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Teorema 1.40. (Desigualdade de Young com ¢)

1
Sejam a,b,e >0 el < p,q < o0 satisfazendo — + — = 1 entao
p q
ab < ea” + C(e)be.

A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposicao d, Apéndice B,
pag. 622, de Evans [14].

Teorema 1.41. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
Seja (X, (+,-)) um espago vetorial complexo com produto interno. Entdo, para quaisquer
u,v € X tem-se que

| (u, 0)| < [ull[[v]].
A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposi¢ao 5.1.2, Secao 5.1,
pag. 78, de Botelho [3].

Teorema 1.42. (Desigualdade de Hélder discreta)

Sejam a = (a1, ...,a,), b= (b1,...,b,) eR", 1 <p,qg <0 com —+ - = 1. Entao,
p q

< (Z \%V’)p (Z mrq) ;
k=1 k=1

A prova deste teorema pode ser encontrada na Observagao 1, Apéndice B,
pag. 623, de Evans [14].

n
2, aibi
k=1

Teorema 1.43. (Desigualdade de Hélder continua)

1 1
Assuma que 1 < p,q < 0 com —+ — =1, U aberto de R", eue LP(U), ve LY U), entio
p q

L luv|de < |[ul ey |V Lo

A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposicao e, Apéndice B,
péag. 622, de Evans [14].

Teorema 1.44. (Desigualdade de Poincaré-Wirtinger’s)
Seja U um subconjunto aberto, conexo e limitado de R™ com fronteira oU de classe C*, e

assuma 1 < p < 0. Entao, existe uma constante C' > 0 dependendo de n e p tal que

1
u—— | udy

< C|Dul| ey,
U]y e

Lr(U)

para todo u e WhHP(U).
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A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 1, Secao 5.8, pag. 275,
de Evans [14].

Teorema 1.45. (Desigualdade de Young para convolugoes)
Sejam u e LP(U) e v e LYU) para algum U < R™ subconjunto aberto, conexo e limitado.

Assuma que 1/p+1/g=1+1/r com 1 < p,q,r < o, entaouxve L"(U) e

lw = ol -y < Nlulle@) 0]l o),

onde
(e o)(w) = | ule = ol
R’I’L
A prova deste teorema pode ser encontrada na Secao 1.2, pag. 20, de Gal-
lagher [10].

Teorema 1.46. (Desigualdade de Jensen)

Assuma que f: R — R é convera e U < R"™ aberto e limitado. Seja u : U — R somduveis,

f <|U1| L uda:) < ‘ajf(u)d:c.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 2, Apéndice B, pag. 621,
de Evans [14].

entao

Teorema 1.47. (Desigualdade de Gronwall - forma diferencial)
Seja n(-) um fungao absolutamente continua em [0,T] satisfazendo para q.t.p. em t a

desigualdade diferencial
'(t) < ¢()n(t) + (),

onde ¢(t) e (t) sio fungoes somdveis, nio negativos em [0,T]. Entao,

t
n(t) < elo?()ds [77(0) +J w(s)ds} , Vtel0,T].
0
Em particular, se ' < ¢n em [0,T] e n(0) = 0, entao

n=0em[0,T].

A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposicao j, Apéndice B,
péag. 624, de Evans [14].

1.4 Resultados de analise funcional

1.4.1 Convergéncia fraca e fraco-estrela

Nesta secao apresentaremos as nogoes de convergéncia fraca e fraco-estrela.
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Sejam X um conjunto, (Y;),.; uma familia de espacos topolégicos e (f;),.; uma
familia de fungoes f; : X — Y, para cada i € I. Queremos encontrar em X a menor
topologia que torna todas as fungoes f; continuas. Para cada ¢ € I e cada aberto A; em Y;,
considere o conjunto

1 (A) ={zeX: filx)e A;}.

)

Chame de ® a colegao dos subconjuntos de X que podem ser escritos como

intersecoes finitas de conjuntos da forma f; ' (4;).

Teorema 1.48. Eziste uma topologia 7 em X que tem ® como base.

O resultado anterior pode ser encontrado na Proposicao 6.1.1, Secao 6.1,

pag. 104, de Botelho [3].

Definicao 1.49. A topologia T do teorema anterior é chamada de topologia gerada pela
familia de fungoes (f;)

el

s

Defini¢ao 1.50. A topologia fraca no espago normado N serd denotada por o(N,N') € a

topologia gerada pelos pelos funcionais lineares continuos ¢ € N”.

Notacao 1.51. Quando uma sequéncia (z,)w_y em N converge para algum x € N na

topologia fraca, escrevemos x, — x.

oe]

x 1 uma sequéncia em N, entdo

Teorema 1.52. Seja N um espago normado e (xy,)

T, — T se, e somente se, o(x,) — p(x), para todo o € N.

O resultado anterior pode ser encontrado na Proposicao 6.2.2, Sec¢ao 6.2,
pag. 105, de Botelho [3].

Defini¢ao 1.53. Seja Jy : N — N o mergulho canénico, onde Jy(z) : N' — R é
dado por Jy(z)(p) = ¢(x), para ¢ € N'. A topologia fraco-estrela no dual N' do espago
normado N, denotada por (N, N'), é a topologia em N gerada pelas fungées pertencentes
ao conjunto Jy(N) = {Jyx(x):z e N} < N".

Notagao 1.54. Quando uma sequéncia (¢,)_, em N’ converge para algum ¢ € N' na

. *
topologia fraco-estrela, escrevemos ¢, — .

0e]

x 1 uma sequéncia em N', entdo

Teorema 1.55. Seja N um espago normado e (¢,)

©n = se, e somente se, p,(x) — @(z), para todo x € N.

A prova deste resultado pode ser encontrada na Proposicao 6.3.2, Secao 6.3,
pag. 111, de Botelho [3].

Teorema 1.56. Para todo espago normado reflexivo N, a bola fechada unitdria By é

compacta na topologia fraca o(N,N') de N.
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A prova deste resultado pode ser encontrada no Teorema 6.4.2, Secao 6.4,
pag. 116, de Botelho [3].

Teorema 1.57. Para todo espaco normado N, a bola fechada unitdria By» é compacta

na topologia fraco-estrela o(N',N) de N'.

A prova deste resultado pode ser encontrado no Teorema 6.3.9, Secao 6.3,
pag. 114, de Botelho [3].

1.4.2 Completamento de espacos

Definicao 1.58. Um operador linear U : (X; (-,-)1) — (Y (+,-)2) entre dois espagos com
produto interno, € unitdrio se for sobrejetor em'Y e (¢,n)1 = (UC,Un)y para todos (,n e X.
Se existe tal operador unitdrio, entao os espacos X, Y sao chamados de unitariamente

equivalentes.

Teorema 1.59. Se (X, (-,-)) é um espago com produto interno, entdo ele é unitariamente
equivalente a um subespaco denso num espaco de Hilbert H. Tal espaco H é chamado de
completamento de X. Além disso, quaisquer dois completamentos de X sdo unitariamente

equivalentes entre si.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 17.15, Secao 17.2,
pag. 124, de Oliveira [11].

1.4.3 Teorema de Lax-Milgram e Teorema da funcao inversa

Teorema 1.60. (Laz-Milgram). Sejam H espago de Hilbert e b: H x H — R uma forma

bilinear tal que existem constantes positivas o e 3 tais que

b, O < edinllligll, vn. e

b(n,n)| = Blnll*, VYneH.

Entao, para todo f € H' existe um dnico § € H com
fn) =0b(s,m), VneH.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 1, Secao 6.2, pag. 297,
de Evans [14].

Teorema 1.61. (Teorema da fungao inversa). Sejam By, By espagos de Banach e seja
A : B, — By satisfazendo A € C*(By; By). Assuma também que existe eq € By, hg € By
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tal que A(eg) = ho e A'(eg) : By — By sobrejetor, entdio existe 6 > 0 tal que para todo

h € By satisfazendo ||h — hol|p, < 9, existe uma solu¢do da equagio

Ale) = h.

A prova deste teorema pode ser encontrada na Secao 2.3.1, pag. 107, de

Alekseev [2].

1.5 Navier-Stokes

Sejam © um subconjunto aberto, limitado e Lipchitz em RY, onde N = 2 ou 3,
T > 0, v uma constante, @ o cilindro parabdlico Q x (0,T] e ¥ = 09 x [0,T] a fronteira
lateral. Nesta secao denotaremos por (-, ) o produto interno induzido no espago H definido
em (2), por L*(Q) e também lembremos que o espaco V em (2), é um espaco de Hilbert

com o produto interno

a(u,v) = J Vu-Vovdr, VYu,velV. (1.2)
Q

1.5.1 Equacdes de Navier-Stokes caso linear

O caso linear das equagoes de Navier-Stokes sdo as equagoes de evolugao

correspondentes para o problema de Stokes

-

uy—vAu+Vp=f emQ,
Vou=0 em (),

{ ? (1.3)
u=20 sobre 3,

\u(x, 0) = up(x) em 2,

onde a funcio vetorial u : Q x [0,7] — RY e a funcdo escalar p : Q x [0,7] — R sao as
incognitas e f: Q x [0,T] — R, uy : Q — R funcoes dadas.
Vamos supor que u € C2(Q) e p e C1(Q) sio solugdes classicas de (1.3). Multi-

plicando primeira equagao de (1.3) por v € V, onde V é definido em (2), e integrando em

), temos
(uta U) + Va(uv U) = (f7 U)a
onde a(-,-) é definido por (1.2).

Pela densidade de V em V, onde V' ¢é definido em (2), a igualdade anterior é

satisfeita para todo v e V.

O seguinte Teorema ¢ referente a existéncia, unicidade de solugdes das equagoes

de Navier-Stokes no caso linear.
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Teorema 1.62. Seuge H e f € L*(0,T; V'), entdo existe uma tnica u € C([0,T]; H) N
L*(0,T;V) com u' € L*(0,T; V") satisfazendo

(1, 0)e + valu,v) = (fyoh, VoeV,

u(0) = up.

Mais ainda, existe uma distribuicao p em Q tal que a dupla (u,p) satisfaz o sistema (1.3),

no sentido de que (u,p) satisfaz

uy —vAu+Vp = f
Vou=0

no sentido distribucional em @), e
u(z,0) = ug(x)
¢ satisfeito no sentido
u(t) — ug em L*(Q)N quando t — 0.

A prova deste resultado pode ser encontrada no Teorema 1.1, Secao 3.1, pag. 172

e na Proposi¢ao 1.1, Se¢ao 3.1, pag. 180 de Temam [46].

Agora, para finalizar a subsecao apresentamos dois resultados relacionados ao

sistema i
—uy —Au+Vg=g em(Q,
V.ou=0 em (),
) (1.4)
u=>0 sobre X,
u(T) = u°, em ).

\
Teorema 1.63. Assuma que u’ € V e g € L*(Q). Entdo, a solugio fraca (u,q) do

sistema (1.4) é na verdade, uma solugdao forte de (1.4). Mais precisamente
ue L*(0,T; H*(Q)) n C([0,T]; V), us € L*(Q) e qe L*(0,T; H(Q)).
Além disso, existe uma constante C' > 0, dependendo somente de ) tal que

lull 20,75m20)) + el 22q) + Nl c2o,m5m0 @) < CUC | + NlgllL2(g))-

A prova deste teorema pode ser encontrada no Lema 4, Apéndice, pag. 445, de

Fernandez-Cara e Guerrero [16].

Teorema 1.64. Seja Q < R®, g € L*3(0,T; L'*'1(Q)%) e u® = 0. Entdo, existe tinica

solugdo (u,q) do sistema (1.4) satisfazendo
we L0, T Wo ™ (2)°) 0 C([0, T]: LY*(9)*),

onde u depende continuamente de g.
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A prova deste teorema pode ser encontrada no Lema 4.3, Secao 4.2, pag. 399,
de Puel [41].

1.5.2 Equacdes de Navier-Stokes caso nao linear

O caso nao linear das equacgoes de Navier-Stokes sao as equagoes de evolugao

correspondentes ao sistema

.
u—vAu+ V- (u®u)+Vp=f emQ,
V-u=0 em (),

X @ (1.5)
u=20 sobre 3,

ku(:zc, 0) = up(x) em €,

onde a funcio vetorial u : Q x [0,7] — RY e a funcdo escalar p : Q x [0,7] — R sao as
incégnitas e f: Q x [0,T] — RY, ug : Q — RY funcoes dadas, onde

=1 N.

Mz

(V- (u' @ u?)

PIREED)

]=

N

Formulagio fraca I: Sejam f € L*(Q)" e ug € H. Encontrar u e p tais que

ue L?(0,T;H) n L*(0,T;V), pe D'(Q),
w —vAu+ V- (u®u)+ Vp = f em D'(Q),
u(0) = uy.

Notagao 1.65. D'(Q) denota o espago das distribuicoes em Q.
Formulacdo fraca II: Sejam f e L*(Q)" e ug € H. Encontrar u tal que

we LP(0,T; H) n L*(0,T;V)
{ug, vy + va(u,v) + blu,u,v) = vy, YveV, (1.6)
u(0) = uo,

onde (-, -) denota a dualidade entre V e V', ¢ = {(t) denota
t),vy = fﬂ f(z,t) -v(x,t) de, YveV, qt.p. tel0,T],
e as formas bilinear e trilinear, respectivamente,
a(u,v) = JQ Vu-Vovdz, Yu,velV,

b(u, v, w) =J(V'(u®v)) cw dz,  Yu,v,we V.
Q
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Considere o espago

D, = {w e C%(w x [0,00))N : V- w(t) = 0, Vte [0, oo)}. (1.7)
Multiplicando a primeira equagao do sistema (1.5) por w € D, e integrando no espago,
temos
(ug, w) — v (Au,w) + (V- (u®u),w) + (Vp,w) = (f,w), Ywe D,.
Na integracao por partes na variavel espacial temos que (Vp,w) = —(p,Vw) = 0 e

(Au,w) = — (Vu, Vw), portanto

(ur,w) + v (Vu, Vw) + (V- (u®u),w) = (f,w), YweD,.

Logo, integrando entre 0 e s e utilizando integracao por partes na variavel

temporal, podemos obter a seguinte no¢ao de formulagao fraca.

Formulagido fraca ITI: Encontrar v e L*(0,T; H) n L*(0, T; V) satisfazendo u(0) = ug e

S

_JS (u, wy) dt—l—qu (Vu, V) dt—f (V- (u®u),w) dt

0 0 0

= (w(0), w(0)) + (u(s),w(s)) + JOS (f,w) dt, (1.8)
para todo w € D, e q.t.p. s > 0.

Teorema 1.66. Suponha que N <4, f e L*(0,T;V’) e ug € H. Entdo, existe pelo menos
uma fungio uw e L*(0,T;V), com v’ € L*(0,T; V"), satisfazendo (1.6). Além disso,

uwe L*(0,T; H)

e u € fracamente continua de [0,T] em H, isto é, a fun¢io t — (u(t),v) é uma fungio

continua para todo v € H.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 3.1, Capitulo 3, pag. 191,
de Temam [46]

Teorema 1.67. No caso 2-dimensional, a solu¢io u de (1.6) no contexto do Teorema 1.66

¢ unica. Além disso, u é igual q.t.p a uma func¢io continua de [0,T] no espago H e
u(t) — ug, em H, quando t — 0.
Também, para qualquer aberto €2, vale

1/2 1/2
[ollzay < 240l oy Vol o), Vo e HY().

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 3.2, Capitulo 3, pag. 198
e Observacao 3.3, Capitulo 3, pag. 200, de Temam [46].
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Teorema 1.68. Considere u’ € H e ge L*(Q)". Entdo, existe uma tnica solugio (u,p)
do problema adjunto dado em (7), com we L*(0,T;V) n C([0,T]; H). Além disso, seja
v e CH[0,T]) tal que v(T) = 0, entdo (,p) := (yu,yp) € solugio forte do problema

—U — AU—Duy+Vp=~v9—~u emQ,
V-u=0 em @,
{ (1.9)
=0 sobre X,
a(T) =0 em €.

Em particular, temos

p(t)e H'(Q), wu(t)e H*(Q)N, w(t)e L*( Q)Y qtp. te(0,7T).

O teorema anterior pode ser encontrado na Observacao 1, Secao 1, pag. 1504,
de Fernandez-Cara [31].

Finalmente apresentamos um resultado de existéncia e unicidade referente ao

sistema linearizado (5) das equagoes de Navier-Stokes caso nao linear.

Teorema 1.69. Seja ij € L*(Q)Y, f e L*(0,T;H™Y), 4" € H e v e L*(w x (0,7))".
Entdo, existe uma tinica fungdo u € C([0,T]; H) n L*(0,T;V), com u, € L*(0,T; V"),

solugao fraca do sistema linearizado (5).

A prova deste teorema pode ser encontrada no Lema 1.49, Secao 1.7, pag. 17,
de Huaman [40].
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2 Controlabilidade do Sistema Linearizado de

Navier-Stokes

Ao longo deste capitulo estudaremos a controlabilidade nula do sistema lineari-
zado (5). Neste capitulo e até o final do trabalho continuaremos considerando 2 = RY,
onde N = 2 ou 3. Aqui demostraremos trés resultados importantes. O primeiro estabelece
uma desigualdade de Carleman com func¢des peso que nao se anulam em ¢t = 0 para o
adjunto do sistema linearizado (5), isto é, o sistema (7). O segundo resultado estabelece
utilizando o primeiro, a controlabilidade nula do sistema linearizado (5) quando o lado
direito da primeira equacao deste sistema decai exponencialmente quando ¢t — T~ . Mas,
este ultimo resultado nao tem regularidade suficiente para aplicar o Teorema da funcao
inversa. Por isso, precisamos de outro resultado de controlabilidade nula com regularidade
adicional . Este é o terceiro resultado importante deste capitulo, um resultado de controla-
bilidade nula para o sistema linearizado (5), com regularidade adicional no estado para

poder aplicar o Teorema da func¢ao inversa.

Observagao 2.1. Ao longo deste capitulo (¢, ) denotard a solugao do sistema adjunto (7),

isto €,
r—gpt—Ago—Dgog%—VW:g em @,
< V-p=0 em @,
=20 sobre 3,
o(T) = ¢° em €.

\

2.1 Desigualdade de Carleman com pesos que nao se anulam em
t=0

Nesta subsecao iremos deduzir uma desigualdade de Carleman com pesos que
nao se anulam em ¢ = 0 para o sistema adjunto (7). Para isso utilizaremos como ferramenta

a desigualdade de Carleman dada pelo Teorema 0.2, cujos pesos se anulam em ¢t = 0 e
t="T.

Observacao 2.2. Ndao podemos usar diretamente a desigualdade de Carleman dada no

Teorema 0.2, pois os pesos de Carleman

P = )\46—2504(85)3’ Py = )\26_28a($€), p3 = )\_16_25a<85)_1,

Dy = )\20ef4sd+23a* (55)15/27 D5 = )\40678Sd+65a* (85)16,
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que acompanham aos termos |o|?, V|, (|o:]”> + |A¢l?), |9, nas respectivas integrais
da desiqualdade (13), se anulam em t =0 et = T. Portanto, seus inversos tendem para
infinito. Se utilizamos tais inversos para definir os espacos Ey em (2.24) e (2.25), para um
par (y,v) € Ey, onde y € solugio de (5), teremos que y(0) = y(T') = 0. Ou seja, o estado

inicial serd sempre nulo, situacao indesejavel pois queremos um estado inicial arbitrdrio.

Pela ultima observagao, precisamos de outra desigualdade de Carleman com
pesos que nao se anulam em ¢ = 0. Utilizando tais pesos definiremos os espacos Ey. Tais
espacos desempenham um papel decisivo para mostrar mais adiante o segundo resultado

de controlabilidade nula do sistema linearizado (5) do capitulo, dado na Proposigao 2.12.

Consideremos uma fungao ¢ de classe C” tal que para algum 6 € (0,7/2)

satisfaz T
T?/4 para 0 <t < — — 0,

t(T —1t) para§+5<t<T,
e as seguintes fungoes auxiliares associadas,

ed/4xm|n°llo _ o A(mln°lleo+1° ()

B('Tv t) = g(t)él )
B(t) = min B(z, ),
e
B*(t) = max S(x, 1),
zef)
eA(m||770||oo+770(90))
y(z,t) = 0L , (2.1)
Y(t) = maxy(z,t),
€S
7*(t) = miny(z,t),
ze)

onde 7n° é definida como no Lema A 4.

Para tornar a demonstracao do lema 2.3 mais clara definamos

(s i) = f f e 23| da dt + j j e 20|Vl di dt + [p(0)]Baayy, (2.2)
Q Q

onde (3 e v sdo dadas em (2.1) e ¢ solugao do sistema adjunto (7).

Lema 2.3. (Desigualdade de Carleman com pesos que ndo se anulam em t =0)
Seja y satisfazendo (4). Entdo, existe uma constante positiva C' dependendo de T, s e A

tal que a solugio ¢ do sistema adjunto (7) satisfaz

J(s,\ ) < C ﬂe“m?sﬂ*aw/ﬂg\? dz dt + ﬂ e SPTOBTLI6| 012 At |, (2.3)
Q

wx (0,7



Capitulo 2. Controlabilidade do Sistema Linearizado de Navier-Stokes 39

para quaisquer s e X como no Teorema 0.2. As funcoes B,%B,ﬁ*,ﬁ e v* sao dadas

em (2.1).
Demonstracao. Consideremos a decomposi¢ao

J(SaA; 90) = Jl(su)‘; 90) + JQ(SaA; 90)7

onde

T/2 T/2
BsAe) = el + [ ] e PloR doatr | | vl ar at,
0

T
Jo(s, A5 ) := J f e %P3 da dt +f J e 2Py |Vp|? dx dt.
T/2J0 T/2JQ

Nosso objetivo é mostrar que

JZ‘(S,)\; S0) <G, J\J\e—4s,f3’+25,8*p}/15/2’g2 dz dt + ff e—88,@+63[3*;)/16‘gp’2 dx dt ’

wx(0,T)
parat =1,2.

Estimativa para Ji(s, \;): Consideremos a seguinte estimativa de energia para o

sistema adjunto (7) dado pela Proposicao A.10
%Q(Q)N 2L2(0,T/2;V) %OC(O,T/Z;H)
[l (0)]] + [l + [l

12 1
< C7eCQTHy”°° (||g||%2(0,3T/4;L2(Q)N) + T2\|<PH%2(T/2,3T/4;L2(Q)N)> : (2.4)

Pelas definigdes de § e v dadas em (2.1), existem constantes C7, Cy > 0 tais
que
e PO e ey <Oy, em Qx(0,T/2).

Multiplicando as duas desigualdades anteriores por |¢|* e |Vi|?, respectiva-

mente, e integrando em Q x (0,7/2), temos

T/2 T/2
J J ~2563)p* da dt < f J lp? da dt,
/2 T/2
J J 265V ? do dt < J f V|? dz dt.

Somando as duas desigualdades acima. Logo, somando o termo ||g0(0)||2L2(Q)N

em ambos membros da desigualdade resultante, obtem-se

T/2 T/2
||¢(0)||i2(mw+f f 23 da dt + f f 28 Vol da dt
0 Q 0 Q

T/2 T/2
Cy (II@(O)H%)N n f f o da df + j j Vel? de dt) |
0 Q 0 Q
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Substituindo a ultima desigualdade no lado esquerdo de (2.4) e lembrando que

L*® — L* temos
T/2 T/2
O By + | [ e drdes [ ] eVl do
0o Ja 0o Ja
—n2 1
< CgeCQT”y“OC (HQH%Q(O,?;TM;L?(Q)N) + T2H<PH%2(T/2,3T/4;L2(Q)N)> .

No lado direito da tdltima desigualdade seja Cj 0 maximo entre as constantes

112
Cie®2 Tl ¢ ¢ 1e2TIl% /72 1,000, esta torna se

T/2 T/2
nwwm@N+f fﬁwfw%m&+f fe%%w¢%ua
0 Q

37/4 37/4
(T, s, \) J f lg|* dz dt —i—f J lo? dx dt | . (2.5)
0

Novamente, pelas definigoes de 8 e v em (2.1), existem constantes Cy, C5 > 0
tais que
e OB 5 0 e e =05 em Qx (0,37/4).

Multiplicando as duas desigualdades anteriores por |g|* e |¢|?, respectivamente,
e integrando em 2 x (0,37/4) e Q x (T/2,31/4), obtemos

37/4 37/4 N
C4f f lg|> dz dt < J f e AsPHABTA152) 012 dg: dt,

3T/4 3T/4
f f lo|? do dt < f J 25631 0|? da dt.
T/2

Somando as duas ultimas desigualdades e considerando Cg = min{Cy, Cs},

37/4 37/4
Cs <J J lg|* dz dt —i—f f lo? da dt)
/2
37/4 37/4
C’4J f lg|* dz dt—l—C%f f l? da dt

3T /4 3T/4
J J 48,3+25,6’*A15/2|g’2 dr dt+f J 67235,}/3“0’2 dx dt.
Q

temos

Em seguida, substituindo a ultima desigualdade no lado direito de (2.5), obtemos

T/2 T/2
|wmﬁmw+f f M3m%mw+f f 2051V da dt

37T /4 . 3T/4 (2'6)
< Cy(T, 5, )) J f AsBH28F 1502|012 gyt +J f “2P3 ] da dt
T/2
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Agora, vamos a estimar os dois termos no lado direito da desigualdade anterior.

O primeiro termo pode ser estimado por

37/4 X R
f f e_48’8+285*’715/2|g|2 de dt < J\J‘e—4sﬁ+25ﬁ*,715/2|g|2 dz dt. (27)
Q

Para estimar o segundo termo do lado direito de (2.6), notemos que no aberto
Q2 x (T/2,3T/4) as fungoes « e  definidas em (11) e (2.1), respectivamente, coincidem.

Portanto vale
3T/4 37 /4
J J —2sp V3ol? do dt = J f e 22 p|? da dt.
T2 Jo

Pela desigualdade de Carleman dada em (13) e a definigao de I(s, A; ¢) em (12),

podemos estimar o lado direito da desigualdade anterior, de modo que

37/4
f | emetel o de < 5.0
Q

<C (1 + T2) 815/2)\20 ff e—4sd+25a*él5/2|g|2 dz dt
Q

+816/\40 ff e—856z+65a*£16|g0|2 dz dt

wx(0,T)

Consideremos C/(T', s, \) 0 maximo entre as constantes Cy = C(1 + T?)s'/2\20

e Cy = C(1 4+ T?%)s"%\* com s e A como no Teorema 0.2. Como as defini¢oes de a e
B coincidem em Q x (7'/2,T), isso implica que & = B,a* =B* E=vef =4em
x (T/2,3T/4), de acordo com suas defini¢goes dadas em (11) e (2.1). Logo, podemos

reescrever a desigualdade anterior em termos de v e /3, como

3T/4
f J —2sp 3]90|2 dz dt

<0, (T s )\ Jf —43,3+255*A15/2|g|2 dr dt + JJ —855+655*A16|¢|2 dx dt

wx(0,T)

Finalmente, substituindo a desigualdade anterior e (2.7) no lado direito de (2.6),

obtemos

T/2 T/2
T(5.3:0) = [0(O) o + f j 283102 da dt + j f 205 VP2 da dt
0

C(T s, /\ fj —4sﬂ+255*A15/2|g|2 dz dt + JJ 886+686*/\16|(p|2 dr dt 7

wx(0,T)
(2.8)
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para quaisquer s e A como no Teorema 0.2.

Estimativa para Ju(s, A; ¢): Como as defini¢oes de o e § dadas em (11) e (2.1), respec-

tivamente, coincidem em Q x (T/2,T), valem as igualdades

T T
J f 6_25573|g0]2 dz dt = J J e 2o do dt
T/2J0 T/2 JQ

T T
f J e 2Py |Vp|? do dt = J J e B¢Vl da dt,
T/2JQ T/2 JQ

para quaisquer A e s como no Teorema 0.2.

Somando as duas igualdades anteriores e comparando o resultado com a defini-

cao de I(s, \; p) dada em (12), obtemos

T T
J f e 203 o do dt + f f e 2P|Vl dr dt
T/2J0 T/2 JQ

T T
= J J e 23 p|? do dt + J f e 2| Vp|? do dt
T/2 Jo 7/2 Jo

< I(s, A ¢).

Substituindo a desigualdade anterior na desigualdade de Carleman dada
por (13), temos

T T
J J e 250302 do dt + J e 2P|Vl dr dt
7/2 Jo 7/2 Jo

<C (1 i TZ) 515/220 Jf ef4sd+25a*§15/2|g|2 de dt
Q

+Sl6)\40 ff 8785&+6sa* é16‘90’2 dr dt

wx(0,T)

Considerando o maximo entre as constantes C; = C(1 + T2)s"2\? e ¢, =
C(1 + T%)s*\*® denotado por C(T, s, \), para todo s e A como no Teorema 0.2, podemos
reescrever a desigualdade anterior, como

T T
f J e 203 do dt + J e 2P|Vl do dt
72 Ja 7/2 Ja

< C(T,S,)\) ffe—4s&+2sa*él5/2|g|2 de dt + J:f 6_88d+6sa*616‘g0|2 dx dt
Q

wx (0,77

Para terminar, como as defini¢oes de a e [ coincidem em €2 x (7/2,T), isso

implica que & = 3, a* = 5%, E=~ve é =4 em Qx (T/2,T), de acordo com suas definigdes
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dadas em (11) e (2.1). Assim, podemos reescrever a desigualdade anterior em termos de ~y

e 3, isto é,

T T
Jo(s, X 0) = J J e 23| da dt —|—f J e 2Py |Vp|? do dt
/2 Jo /2 Jo

< C(T, s: )\) JJ ef4sﬁ+2sﬁ*pyl5/2|g’2 de dt + J] 67833+656*§/16‘90|2 dz dt |,
Q wx(0,T)

(2.9)

para quaisquer s e A como no Teorema 0.2.

Somando as desigualdades (2.8) e (2.9) obtemos a desigualdade desejada (2.3).
[

2.2 Primeiro resultado de controlabilidade nula do sistema lineari-

zado de Navier-Stokes

Seguindo a Defini¢ao 0.3, apresentamos o primeiro resultado de controlabilidade

nula no espago H definido em (2), para o sistema linearizado (5).

Proposicdo 2.4. Sejam y° € H e ¥ (v*)"V2f € L2(0,T; H-(Q)N). Entdo, o sistema

linearizado (5) possui a propriedade de controlabilidade nula no espago H.

Para demonstrar a tltima proposicao, precisamos de alguns resultados prelimi-
nares com respeito ao funcional J, definido por (2.11). Tais resultados sdo coletados pelos
lemas 2.5 a 2.8.

Para definir o funcional J,, consideremos para cada 1° € H dado a solucao 1

do sistema adjunto (7) com lado direito nulo, isto é,

L*%+Vq¢g=0 em Q,
V=0 ,
JVe em ¢ (2.10)
v =20 sobre Y3,
(T = ° em €2,

onde L* ¢ definido por (9).
Assim para cada € > 0, definamos o funcional

@) =g || R de des gl + | 00) s

wx(0,7)

+JT (f,p) dt, vy°eH, (2.11)

0
onde (-, -) denota a dualidade usual entre os espacos H*(Q)Y e H3(Q)".
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Lema 2.5. O funcional J. definido por (2.11) € estritamente convexo de acordo a Defini-
cao 1.33.

Demonstracdo. Consideremos vy, v9 € H, com vy # vg, € sejam 7, 1 solugoes associadas

do sistema adjunto com lado direito nulo (2.10), isto é,

f —ir — AY; — DYy + Vg =0  em Q,
Vi =0 em Q,

< ;=0 sobre ¥,
Vi(T) = vy em (2,

para ¢ = 1,2.

Notemos que para A € [0, 1], ¥ = My + (1 — A)thy € solugao do sistema

—th =AY = DYy + V(Ag1 + (1 = N)gz) =0 em Q,
V-y=0 em (),
v =0 sobre X,

e satisfaz
Y(T) = (A1 + (1= M) (T) = A1)(T) + (1 = A) (@) (T) = Avy + (1 = Avg
Avaliando o funcional J. em Av; + (1 — \)vg, temos

Je(Avp + (1 — A)wg)

A)va
ff M1+ (1 — A)be|? dar dt + €]| Aoy + (1 — Nwal| g
)

wx(0,T
T
+ J (A1 + (1 — A)ap2)(0) - ¢° da + J (f, Ay + (1 — X)) dt. (2.12)
w 0
Lembrando que para quaisquer x,y diferentes num espago de Hilbert com norma ||-|| vale

1Az + (1= Nyl < All[* + (1 = Nllyll*, YA€ (0,1).

Entdo, em particular, o resultado anterior é valido no espago L?(w x (0,T))",

isto é,

U My + (1= A)of? dz dt < A H [gn]? dar dt + (1 — A ” |4s)? da dt.

wx(0,7) wx (0,1 wx(0,T)
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Substituindo a ultima desigualdade no lado direito de (2.12) e utilizando a

desigualdade triangular na norma |||z, temos

1
Jg()\vl + (1 — )\)’UQ) < 5)\ fj ‘77/]1‘2 dx dt + E)\HUlHH + )\f ﬂ]l(()) . yo dx

wx(0,T)

T
x| o ate 0= [l o des = Vleal

wx(0,T)
+<1—A>jw2<o>-y0dx+<1—A>JO () dt
= Me(v1) + (1 = X) Je(v9).

Lema 2.6. O funcional J. definido por (2.11) é coercivo de acordo a Definigio 1.54.

Demonstracao. Primeiramente vamos estimar o valor absoluto dos dois tltimos termos na
definicao de J.. Pela desigualdade triangular vale

T

0

[vo e ars [ g al <o)+ [ e e

Como ¥ (v*) 72 ¢ =" (7*)Y/2 sdo inversos multiplicativos e da bilinearidade

da dualidade (-, -), temos

g ’ * 1/2 * 1/2
L (f, ) dt‘ :Jo ‘<esﬁ ()2 f, e ()Y ¢>‘ dt.

Logo, tendo em conta a ultima igualdade, podemos reescrever (2.13) como
T
0

[ o) sas [ i dt' <] (4(0).5”)]

+ ()R e | (214)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela desigualdade de Young dadas nos

Teoremas 1.41 e 1.40, podemos estimar o primeiro termo do lado direito de (2.14) por
[((0),°)| < [19(0) | 2@~ 19 2@y < Sl (0)[[Z2@)n + CO)IY° 72y (2.15)

Utilizando continuidade do operador linear ¥ (v*)™V2f ¢ a desigualdade de
Young (Teorema 1.40), podemos estimar o segundo termo do lado direito de (2.14). Assim,

notemos que
(e ()2 e () 2|

< HeSB*(’V*)_I/QfHH*l(Q)NHe_Sﬂ* (7*)1/2@/)||H3(Q)N
sB* _ _sB*
< O[le*™ (v*) T2 F )1 @y + CO)le™ (v*) 20 (t) 3 oy -
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Logo, integrando a ultima desigualdade no intervalo (0,7"), obtemos
T
f (e ()12 07" () 20| at
J e (~* )2 fl )NHefsﬂ*(”Y*)l/Z?ﬂHHg(Q)N dt
<0l ()2 f 201 vy + 0(5)He_Sﬂ*(7*)1/2w|’%2(0,T;H5(Q)N)‘ (2.16)

Somando as desigualdades (2.15) e (2.16) e agrupando adequadamente os

termos, temos
T
O8] + | (e 0n) 2 se (r)| at
0
< C(6) (I 122y + 1€ () 2 220 a1
3 (IO B + 167 () 200 ) -

Substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (2.14), conseguimos

estimar o valor absoluto dos dois ultimos termos do funcional .J., isto é,
T

05" de s [ (0) o
0

< C0) (I () 2 f 220 -0 )
+8 (IO + e~ () 200 rumgam)) - (2.17)

Agora, notemos que na desigualdade de Carleman dada por (2.3), a fungao

peso e 858 #658%416 que acompanha o termo l[?, ¢ limitada em (0, T"), portanto

Jf 67883+65,ﬁ*¢y16|gp’2 dz dt Jt[ ‘w‘Q dz dt.

wx(0,T) wx(0,T)

N

Além disso, pela definicio de norma em Hj ()" e as definicdes de §* e +*

m (2.1), temos

Hefsﬁ* ("}/*>1/2wH%2(0,T;Hé(Q)N) = J\J‘QQSﬁ*f}/* (‘w‘z + ]Vz/;‘z) dx dt
Q

< £Je_2857(|¢|2 +|[Vy?) dz de.

Como consequéncia das duas tltimas desigualdades, da defini¢ao de J(s, \; )
dada por (2.2) e da desigualdade de Carleman (2.3) obtida aplicando o Lema 2.3 para o

sistema adjunto com lado direito nulo (2.10), obtemos

0Oy + [[ €5 (07 + 1VoP) dede < Tsxig) < [ 0P dr e
Q

wx(0,T)
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Substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (2.17), temos

T *
J¢@4PM+L<ﬂwdn%{@&@ﬁ%mw+w“WﬁW?MmmewQ

+6C H [ da dt

wx(0,T)

Substituindo a ultima desigualdade na defini¢do do funcional J. dada por (2.11)

e considerando § > 0 de modo que 6C' < 1/4, temos

_sB*®
J®) = el = C (I8 Wz + e~ () 2 a0 ris-m)

1
A1 ﬂ W da dt.
4
)

wx(0,T
De onde
—sfB%
Jo(w®) = ellvln = C (I By + e~ ()2 FBori-scam) ) -
Da tltima desigualdade, quando [|¢°|| — 4+ temos que J.(¢°) — 400, mos-
trando a coercividade. O]

Lema 2.7. O funcional J. definido por (2.11) é semicontinuo inferiormente de acordo a
Definicao 1.35.

Demonstracio. Demonstraremos que o funcional J, é continuo, isso implicara que J, é

semicontinuo inferiormente. Para isso mostremos que para quaisquer vy, vy € H, temos

lim |Je(vy + vg) — Je(v1)| = 0.

lvz2||r—0

Consideremos vy, vy € H e sejam 1, 1y solugoes associadas do sistema (2.10),

isto é,
()~ Av Db+ Vg =0 em Q.
Ve =0 em Q,
< ;=0 sobre X,
\%‘(T) = em (),
para i = 1,2.

Assim, notemos que

on + ) = )| = ellon + el = o) + 5 ([ (o + 0 = J0nP) o

wx(0,T)

+ Jﬂ o(0) - y° dz + JT (f,1hg) dt.

0
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De onde,

1
| Je(v1 + va) — Je(v1)] < €l|va][ar + <||¢1||L2(w><(0,T))NHwQHLQ(wX(O,T))N + 2||¢2||%2(w><(0,T))N)

T

+ (¥2(0),y%) 2w +J (f, ) dt. (2.18)

0

Pela Proposicao A.11, temos a dependéncia continua da solucao do sistema

adjunto com lado direito nulo (2.10) com respeito do estado inicial, isto é,

12l 2@)v < Coe™ Jluallz.
De onde, quando ||vs||g — 0, temos que o primeiro termo do lado direito de (2.18) tende
para zero

Quando ||vs||g — 0, temos que ||¥s|r2(wx0.mn~ — 0. Portanto, o segundo
(wx(0,7))

termo do lado direito de (2.18), tende também para zero

1
(101t Wl + 36l ) =

i
vl r—0
Finalmente, considerando as desigualdades

|(102(0), %) 2y~ | < [[902(0) | 22~ [19° | L2y s
T
[ b ] < Wiz ompmama-sam ¥l o g

podemos mostrar que o terceiro e quarto termo do lado direito de (2.18) tendem para zero.

Aplicando a Proposi¢ao A.10 ao sistema adjunto com lado direito nulo (2.10)

obtemos a estimativa de energia

—2 1
H¢2<0)H%Q(Q)N + ||¢2||%2(0,T/2;V) + ||1/}2||%°0(0,T/2;H) < OIGCQT“waﬁ||¢2||%2(T/2,3T/4;L2(Q)N)'

De onde como ||| z2(yv — 0, a tltima desigualdade implica que [[45(0)[|p2(v — 0 e
%02l L2 0,713 )~y — O
Portanto, o terceiro e quarto termo do lado direito de (2.18) tendem para zero

quando ||ve||g — 0. Assim,

lim ‘JE(Ul + ’02) - JE(Ul)‘ = 0.

vl 2 —0

]

Lema 2.8. Para cada ¢ > 0, existe um tinico ponto em H denotado por ¥°, no qual o

funcional J. definido por (2.11) atinge seu minimo.
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Demonstragio. Pelos lemas 2.5, 2.6 e 2.7, sabemos que o funcional J. definido em (2.11),
satisfaz as condig¢oes de convexidade estrita, coercividade e semi-continuidade inferior
dadas nas defini¢oes 1.33, 1.34 e 1.35. Logo, o resultado segue aplicando o Teorema 1.37

ao funcional J,. ]

Para cada € > 0, pelo Lema 2.8 existe um tnico ponto wg € H no qual o
funcional J, definido em atinge seu minimo. Denotando por v, a solugao correspondente
do sistema adjunto com lado direito nulo (2.10) satisfazendo 1 (T') = 1°, podemos definir

uma funcao v., que a partir de agora sera chamado de controle, da forma
Ve = Yl (2.19)

O controle v, possui certas propriedades coletadas nos lemas 2.9 e 2.10, que nos permitirao

mostrar a Proposicao 2.4.

Lema 2.9. Para cada € > 0 a norma do controle v, definido em (2.19), é limitada no
espaco L*(w x (0,T))N.

Demonstragio. Denotemos por y. a solu¢ao correspondente do sistema linearizado (5)

associada ao controle v,, ou seja,

rLyE+Vp=f+v61w em @,

< V-y=0 em @),
Ye =0 sobre ¥,
LyE(O) =’ em ().

Do fato que J.(¢?) < J.(0) = 0, pois .J, atinge seu minimo em v, e utilizando

o final da demostracao do fato que J. é coerciva no Lema 2.6, temos

1 —s
3 || e ot < 00 (0B + 167 02 i)
)

wx(0,T

Calculando a raiz quadrada de ambos os membros da desigualdade anterior e

usando o fato que \/z + y < y/z + |/y para quaisquer nimeros positivos z,y, temos
1 $B* _
Lol < VEB (181 + 1 (67 Flsoan ) -

E consequentemente,

[vell L2 @x 0~ = 1YelollL2@@)v

< 24/C(9) (HQOHH + Hes’g* (7*)71/2]0HL2(07T;H‘1(Q)N)> '
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Lema 2.10. Para cada € > 0, a solugdo y. do sistema linearizado (5) associada ao controle
ve definido por (2.19), satisfaz a condig¢ao ||y(T)| g < €.

Demonstragio. Dado € > 0, temos que J.(¢°) < J(¢° + MY), para todo ¢° € H e
A € R, pois em 92 o funcional J,. atinge seu minimo. Denotemos por v, e 1) as respectivas
solucdes associadas ao sistema adjunto com lado direito nulo (2.10) tais que ¥ (T) = ¥ e

Y(T) = 9, respectivamente.

Avaliando o funcional J, definido por (2.11) nos pontos ¥° e 1° + M\)°, temos
que a condicio J.(v?) < J.(v? + M) equivale a

el <A [ v draee gE [ E de e | w050 do

wx((],T) w><(0,T)

+/\JO (f, ) dt.

Considerando A < 0 e dividindo a desigualdade anterior por A\, obtemos
1 T
el[y°]] = ff e - do dt + 5)\ Jf [)? dz dt +J ¥(0) -4° dz —i—f (f,) dt.
Q 0

wx(0,T) wx(0,T)

Fazendo A — 0™ na ultima desigualdade, obtém-se
T
Az ([ vevdrars | v P des [ ) a )
Q 0

wx (0,7

Lembremos que para € > 0, existe um controle v, definido em (2.19). Seja y, a

solugao do sistema linearizado (5) associada ao controle v,, isto é,

rLyEJer:ervElw em (),

) V-y =0 em (@),
Ye =0 sobre ¥,
(¥e(0) = em 2.

Entao, seu estado adjunto é dado pelo sistema (2.10), ou seja,

([ +Vg=0 emQ,
) V=0 em @,
v =0 sobre Y3,
GT) =9 emQ.
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Portanto y. e v satisfazem

Jj (L™ + Vq) dxdt+f (T) - dm—f (F(t) (t)>dt+ffvg.¢dxdt
¢ Q

i L 5 (0) - (0) da.

Portanto, considerando os sistemas (5) e seu adjunto (2.10) na igualdade

anterior, obtemos

L( wodxf<f >dt+f W -1 do dt

wx(0,7)
+J y? - (0) do
Q

Substituindo (2.20) na dltima igualdade, temos que
(ye(T), %) < ell¥’|l, Vy°e H.
Consequentemente,

[9e(T)llm < €
O

Finalmente, utilizando os lemas 2.9 e 2.10, podemos mostrar a Proposicao 2.4.

Demonstragio. (da Proposicao 2.4) Seja e*" (y*)"Y2f e L2(0,T; H~*(Q)"). Mostraremos
que dado y° € H, existe um controle v € L*(w x (0,T))" tal que a solucdo associada

v, Dy) do sistema linearizado (5) com estado inicial y°, satisfaz
(Yo: Po) y
Yo(T) = 0 em €.

Notemos que se (7, p1) é solucao do sistema

-

U — A+ V- Q@Y+ y®yY) +Vpr=f emQ,
V.y= em @,
<§=0 sobre X,
7(0) = ¢° em Q,

U — A+ V- (Y®y+7y®y)+ Vps =vl, emQ,
0 em (),

sobre 3,

g(0) =0 em ).

(2.21)
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Entéo, (y,p) é solu¢ao do sistema linearizado (5), onde y é dado por y = g+ 7 e p = p; + pa.

Lembremos que para ¢ > 0 podemos definir um controle v, como em (2.19).
Assim, denotemos por . a solucao associada ao controle v, do sistema (2.21) com estado

inicial nulo, isto é,

(ot~ AJ+ V- (FOF + e ®F) + Vpae = vy em Q,
V-5 =0 em @,

< Je =10 sobre X,
7.(0)=0 em ().

Pelo Lema 2.9 a familia de fung¢oes v, da forma v, = 9.1, é uniformemente
limitada. Pelo Teorema 1.56 a bola fechada é compacta na topologia fraca. Portanto,
qualquer sequéncia limitada possuirda uma subsequencia convergente. Assim, temos que

existe v e L*(w x (0,7))" tal que v, — v.
Pela Proposicao A.13, temos que existem constantes C5, Cg > 0 tais que

||g€”LOO(O,T;H)mL?(O,T;V) < 05,
|Ye.tll 22 0.0:v7) < C.

Como a bola fechada unitaria é compacta na topologia fraca (ver Teorema 1.56), temos
que existe § € L*(0,T; H) n L*(0,T; V), com g, € L* (0, T; V"), tal que

Y. — g em LP(0,T; H) n L*(0,T;V),

(2.22)
ge,t - gt €m L2 (Oa T7 V/) .

Por um procedimento analogo ao feito para obter a formulagao fraca III das
equagoes de Navier Stokes dado em (1.8), obtemos a formulagao fraca para o sistema (2.21),
isto é,

[ o ae+ [ wpv0) a- [ [ Gey+yen) oV
0 0 JQ

= (9(0),w(0)) + (Y(s), w(s)) + LS (vl,,w) dt, (2.23)

para todo w € D, e ¢q.t.p. s > 0, onde D, é definido em (1.7). Além disso, ® representa
N

um produto interno de matrizes N x N. Isto é, A® B = Z a; jb; ;.
ij=1
Consequentemente, pelo Teorema 1.52 e a primeira convergéncia em (2.22),
temos

( (Ye, wy) dt—»f g, wy) dt,

JO

( (VYe, Vw) dt—>f (Vy, Vw) dt,
JO

(Y®U + e ®Y) ©Vw dz dt—»f f (J®T+7®Y) ©Vw dz dt.
0 JQ

JOo JQ
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Portanto, utilizando as tultimas trés convergéncias, o fato que v. — v e tendo
em conta a formulagao fraca para o sistema (2.21) dada por (2.23), temos que g é solucao

associada ao controle v do sistema (2.21) com estado inicial nulo.

Notemos que definindo y := § + ¥, temos que y = y, ¢é solu¢ao do sistema

linearizado (5) associada ao controle v com estado inicial y(0) := 7(0) + 7(0) = 1°.

Agora, s6 resta provar que y(7") = 0 em 2. Notemos que para cada € > 0 vale

Ye ::/y\+ge ege_‘gv entao
Ye=7+T—y=9+7yem L0, T; H) n L*(0,T;V).

Consideremos ¢ € Hg(Q)" qualquer e § € C*[0,T] satisfazendo 6(0) = 0 e
0(T) = 1. Notemos que

d /
%(yea ¢9)L2(Q)N = Yets 90) + (Ye, 90 )L2(Q)N-

Logo, integrando em (0,7") e tendo em conta que #(0) = 0, obtemos

T T
(ye(T)7 ¢)L2(Q)N = L <Z/e,t7 ¢9> dt + f (ye, ¢9/)L2(Q)N dt.

0

Pelas convergéncias dadas em (2.22), temos que

T T T
d
D). D)ooy — | a8y dt+ [ .0y e = | G 00

0 o at
= (y(T), ¢)L2(Q)N-

Ou seja,
(ye(T), ¢)L2(Q)N - (y(T)>¢)L2(Q)N7 Vo e H&(Q)N-

Finalmente como Hj(Q)Y é denso em L?(Q)", entdo a convergéncia anterior é
valida para todo ¢ € L*(2)". Portanto, deduzimos que y.(T) — y(T) em L*(Q)". Pelo

Lema 2.10, temos que 3(T) — 0 em L*(Q)" e da unicidade do limite fraco, segue que

y(T) =0 em €.

2.3 Segundo resultado de controlabilidade nula do sistema lineari-

zado de Navier-Stokes

Agora apresentamos um segundo resultado de controlabilidade nula para o

sistema linearizado (5) cuja solu¢do é mais regular. Para isso, vamos definir espagos
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dependentes da dimensao N denotados por Ey, utilizando os inversos dos pesos da

desigualdade de Carleman (2.3). Tais espagos sao definidos da seguinte forma

E, :{(y,v) € Eoy:y(-,0) e H,3p tal que

e (v*)V2(Ly + Vp — vly,) € L2(0,T; H‘l(Q)Q)} (2.24)
e
By ={(4,v) € Bo : y(-,0) € LY(Q) 0 H,e /2 (y) iy e L0, T5 L2(Q)),
Ip tal que @ (v*) V2 (Ly + Vp — vl,) € L*(0, T W_l’G(Q)?’)}, (2.25)
onde
E, :{(% V) : 6283_86*’?_15/42% 6453—356*,7—8?]]_&} e L2(Q)Y,
B2 () Vhy € [2(0, T, V) A L0, T H)}.
Os espacos En (N = 2,3), sao espagos de Banach munidos das normas
1, 0) 13, =le® 50" 57254y 12, g + (|72 4701, 22 2
+||esﬁ*/2(7*)_1/4yH%?(O,T;V)mLoo(o,T;H)
+le®* ()2 (Ly + Vp — V1)1 2201100202
+ly(0)[I3
e

2sB8—sB%* &—15/4 4s58—3s8%* N

1Cy, )l =lle Yl gy + lle “Wlul[72g)s

e 2 (V) T Y 12 0 vy 1 0758
+He 2 () Tyl a0 oy

e () V2 (Ly + Vp — vly,) 2207w -16 (%)
YO Zaeysnr-

Observagao 2.11. Notemos que dado (y,v) € Ex entdo y(T) = 0. Pois, em particular

A —

(y,v) € Ey, e portanto, eQSB’Sﬁ*fy WAy e L2(Q)N, o que implica que

Jje483255*’715/2|y\2 dz dt < . (2.26)
Q

Como a fungdo e_483+286*$15/2 ¢ um peso da desigualdade de Carleman (2.3), entdo ela

433—25,3*,?*15/2 tende para infinito quando t — T~ .

se anula em t = T e seu inverso e
Pela condigao de finitude (2.20), deduzimos que y(T') = 0. Assim, dado um estado inicial
Y e LMY A H, se consequimos mostrar a existéncia de um controle v tal que
juntamente com a solugio associada y, do sistema (5) satisfaz que (y,,v) € Ey, entdo
temos que o sistema (5) ¢é controldvel a zero no espaco L*N >(0)N n H de acordo com a

Definicao 0.35.



Capitulo 2. Controlabilidade do Sistema Linearizado de Navier-Stokes 55

Neste contexto, apresentamos o segundo resultado de controlabilidade nula

para o sistema linearizado (5).

Proposicao 2.12. Assuma que a trajetoria y, solugao do sistema ndao controlado (3),

satisfaz (4) e suponha que as sequintes hipoteses sejam satisfeitas

Se N =2:9y"e H P (4*)"V2f e L*(0,T; H1(Q)?),

. (2.27)
Se N =3:y"e Hn LYQ)3 e (v*)V2f e L2(0, T, W-15(Q)?).

Entdo, existe um controle v € L*(w x (0,T))Y tal que se y, é a solucio associada do
sistema linearizado (5) com estado inicial y°, temos que (y,,v) € Ex. Em particular, o

sistema (5) é controldvel a zero no espago L*N 2(Q)N n H de acordo na Definigio 0.3.

Antes de iniciar a prova, daremos uma ideia intuitiva de como encontrar o par
(y,v) da proposi¢ao acima.
Considere um problema de minimizacao com restri¢oes, isto é,
inf F'(u)
(2.28)
sujeito a G(u) = 0,
onde F': By > R, G: By —» By e By, B, espacos de Banach.

Se o problema (2.28) possui solugdo ug € By, entdao por multiplicadores de

Lagrange, existe A € By* tal que

F/(U[))h — )\(G/(Uo)h) = 07 Vh e Bl. (229)

A reciproca nao é necessariamente verdadeira, ou seja, se existe ug € Bj
satisfazendo (2.29), ndo necessariamente satisfaz (2.28). Mas uy é um candidato como

soluc@o do problema de minimizacao (2.28).

Assim, vamos introduzir o problema de minimizacao

(

1 ~ ~
inf 5 Jf 6486_286*’7_15/2@‘2 dz dt + ff eg‘sﬁ_ﬁ‘s/’w%‘16|v|2 dz dt
Q

wx(0,7)

onde v e L*(Q)",suppv c w x (0,T) e

.
Yy |[Ly+Vp=f+vl, emQ, (2.30)

) V.y=0 em @),

y=20 sobre X,
0

[ (w(O0) =9, y(T) =0 emQ.

Primeiramente, como no contexto do problema de minimizacao (2.28), vamos a

assumir que o problema de minimizagao (2.30), possui solu¢ao tnica (¢,?). Entéo, pelo
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principio de Lagrange, temos que existem variaveis duais 2 e ¢ tais que

§= e BB 1 vg), V220 emQ,
§ = —o8sB+05* 4162 em w x (0,7), (2.31)
5 -0 sobre Y,

onde L* ¢é o operador adjunto definido em (9).

Ainda no contexto do problema de minimizacao (2.28), a igualdade
a((2,q),(w,h) =, (w,h)), Y(w,h)e PR, (2.32)

o par (Z,4) e o espago vetorial Py desempenham o mesmo papel que a igualdade (2.29), g

e o0 espago By, respectivamente. O espago vetorial Py é definido como
Py = {(w,h) eC*(QN:V-w=0 w=0em?, f h(z,t) do = O} . (2.33)
a(-,-) denota a forma bilinear a : Py x Py —> R

a((za Q)a (wa h)) = Jf ei4sé+25ﬁ*’715/2([/*2 + VQ)(L*UJ + Vh) dx dt
Q

+ ff e‘ssﬁ%sﬁ*ﬁmzw de dt, V(z,q),(w,h) e Py, (2.34)

wx(0,T)

e (¢,-) o funcional linear ¢ : Py — R dado por
T
&y (w, h)) = J (f(),w(t)) dt + f y° - w(0) dz, V(w,h)e R. (2.35)
0 Q

Assim, procuramos um resultado que nos permita mostrar a existéncia de um
par (2,q) tal que (2.32) seja satisfeita, par mediante o qual definiremos o par (y,v) da

Proposicao 2.12.

Para isso, seguiremos a seguinte estratégia : definiremos um produto interno
em Py mediante a forma bilinear a(-,-) dada em (2.34). Logo, aplicaremos o Teorema do
completamento (Teorema 1.59) para encontrar um espaco de Hilbert P (completamento de
Py) contendo F,. Depois, estendendo a forma bilinear e linear dadas em (2.34) e (2.35) ao
espaco P, verificaremos a continuidade e coercividade da forma bilinear e a continuidade
do funcional linear. Finalmente, aplicaremos o Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.60)

para encontrar um par (Z,q) tal que (2.32) seja satisfeita em P.

Lema 2.13. A forma bilinear a(-,-), definida em (2.34), é um produto interno no espago
vetorial Py definido em (2.33).
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Demonstragio. Pela definicao da forma bilinear a(-,-) dada em (2.34), verifica-se que sao
satisfeitas a linearidade na primeira varidvel, a simetria e a(0,0) = 0. E necessario apenas

mostrar que se a ((w, h), (w,h)) = 0 entao (w, h) = 0.

Seja (w, h) € Py, entao pela definicao de a(-,-) temos

a((w, k), (w,h)) = Jf e_455+255*¢yl5/2|[,*w + Vh[? dz dt
Q

+ ff 6_8SB+6Sﬂ*’3/16|U}|2 dx dt.

wx(0,T)

Em particular, pela definicao de Py em (2.33), (w, h) é solugao do sistema

—w; — Aw + Dwy + Vh = L*w + Vh em Q,
V-w=0 em (),

w =70 sobre Y.

Assim, aplicando o Lema 2.3 ao sistema anterior, temos que (w, h) satisfaz a

desigualdade de Carleman (2.3), isto é,

[[ermttu @z avs [ e#5vut ar e+ )]z
Q

. : 2.36
<C ff e AsPHABTAIS2 [xy) 4 VA dz dt + Jf e SHOBTAL6) )12 g dt (2:36)
Q

wx (0,71

= Ca((w, h), (w,h)), Y(w,h)e P.
Assumindo que a((w, h), (w, h)) = 0, pela desigualdade anterior temos que

J J o 4 BT2BFS15/2 Loy 4 )2 d dt = 0,
Q

fj e 23 |lw|* dz dt = 0.
Q

_ 458 * A — ~ .. ~
Como os pesos e~ #9+207315/2 ¢ ¢=2563 450 positivos quase sempre, entdo w = 0, L*w +

Vh =0, o que implica que VA = 0. Do fato que h e C*(Q), Vh = 0 e Q conexo, temos
que h é constante. Finalmente como J h(z,t) dx = 0, temos que h = 0. ]

Lema 2.14. Eziste um espaco de Hilbert P contendo ao espago vetorial Py definido
em (2.33), e um unico par (2,4) € P, satisfazendo (2.32) em P.

Demonstracio. Pelo Lema 2.13 sabemos que (P, a(-,-)) é um espago com produto interno.

Mas este nao é necessariamente completo com respeito ao produto interno a(-,-). Pelo
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Teorema de completamento (Teorema 1.59), temos que existe um espago de Hilbert P,

conjunto das classes de equivaléncia de sequencias de Cauchy em F,, com produto interno

~

a(@, k) := lim a(wy, hy), Y(@,h) e P

n—o0

onde @ = (w,)2y, h = (hp)”_, € wy, hy, € Py para todo n € N.

Além disso, também pelo Teorema de completamento, Py é isométricamente

isomorfo a um subespaco denso de P. Sem perda de generalidade podemos considerar que
P — POHHP
Para aliviar as notacoes e nao sobrecarregarmos com uma simbologia desneces-

saria, a(-,-) denotard o produto interno em P.

Agora, para mostrar a existéncia do par (Z,§) em P, mostraremos algumas

propriedades satisfeitas pela forma bilinear a(-,-) e o funcional linear /.

Continuidade e Coercividade da forma bilinear a(-,-) : Como a(-,-) é um produto
interno no espago de Hilbert P, entdo a norma em P é induzida pelo produto interno af(-, -).

Em outras palavras, vale a igualdade
a((w, h), (w,h)) = [[(w,h)|[p,  V(w,h) e P.

De onde segue imediatamente a continuidade e coercividade.

Continuidade do funcional linear /: Notemos que pela desigualdade triangular, temos

10, (w, h)) f (f(t),w(t)) do| + f y°w(0) dz|. (2.37)
Q
O segundo termo do lado direito da ultima desigualdade satisfaz
0 — (a0 0
Ly w(0) dz| = [(y", w(0)) |20 < [1y° |z ]|w(0)]| - (2.38)

—-1/2

Como ¥ (v*) e e~ ()2 sdo inversos multiplicativos e da bilinearidade

da dualidade (-, -), segue

[KF @) w1 v H1 ()N = (e () T2 F(t), e () Pt Dl @n m1L @)
< ||esﬂ*(7*)71/2f(t)||H—1(Q)NHe B (o )1/271)( Ol 2~ -

Integrando a ultima desigualdade no intervalo (0,7), temos uma estimativa

para o primeiro termo do lado direito da desigualdade (2.37)

T
[ oy at< [ 167 62Ol 6 2 g at

< Hesﬁ*(’y )~ 12 f“L2 0,T:H-1(Q)N ”efsﬁ*(’Y*)l/QWHLQ(o,T;Hg(Q)N)- (2.39)
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Somando as desigualdades (2.38) e (2.39) e substituindo no lado direito de (2.37),

temos

¢, (w, h))| < ||esﬂ*(7*)_1/2f||L2(0,T;H*1(Q)N)||e_sﬂ* (7*)1/2w||L2(0,T;H3(Q)N)
+ 9 N allw(0) |, Y(w,h) e P. (2.40)

Agora, estimemos alguns termos do lado direito da desigualdade anterior para

conseguir a continuidade de /.

Notemos que pela desigualdade (2.36) e as defini¢oes de %, v* dadas em (2.1),

vale
e 0" 20l gy = | [ 5 ol do a4 | [y T do ar

< Ca((w, h)7 (w> h))
~ Clw, B2 (241)

Também como Py é denso em P, entdo dado (w, h) € P, existe uma sequéncia
(wn, hy) < By tal que Jgroloﬂ(wn, ho)llp, = ||(w, h)|| p. Pela desigualdade (2.36) temos que

10 (0) || 2()y < C||(wn, ha)|| py, onde fazendo n — oo, obtemos

lw(O)la < Cll(w, h)lp. (2.42)

Substituindo as desigualdades (2.41) e (2.42) em (2.40), obtemos

<y w, m)] < € (1l (") 2 Lz + 1% ) G W), ¥(w, b) € P.
Portanto, ¢ é continua.

Finalmente, como sao validas a continuidade e coercividade da forma bili-
near a(-,-) e o funcional linear ¢ é continuo, pelo Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.60),

existe um tnico par (2, §) € P satisfazendo
a((2,9), (1, h) = <, (w, b)), V(w,h) e P, (2.43)
O

Lema 2.15. Ezistem um controle © € L*(w x (0,T))Y, uma fun¢io § € L*(Q)" e uma
fungao p tal que o par (§,p) € solugao do sistema linearizado (5) com controle ¥ e estado

inicial y°.

Demonstragio. Pelo Lema 2.14, existe um tnico par (2,§) € P satisfazendo (2.43).

Por (2.31), podemos definir outro par (¢, ?) por

g _ ef4s,@+2sﬁ*¢y15/2(L*2 + qu) e 0= _67833+68ﬂ*;)~/1621w. (244)
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Das defini¢oes anteriores, podemos deduzir que

455 2sB% o —15/2|y|2 45,B+2SB* A15/2|L* + vq|2 em Q
)

6855—655*,?—16|@|2 _ e—85ﬂ+65,8*,3/16|2’2 em w X (07T)

Integrando as duas igualdades anteriores em @) e w x (0,7T), respectivamente,

somando as integrais e pela defini¢ao de a(-,-) dada em (2.34), obtemos

” T2 G do di + U SO0 A0102 A dt = a((2,4). (2,d)).
Q

wx(0,T)

Pela igualdade (2.43), a continuidade do funcional linear ¢ e a definicdo da

norma ||-||p, segue que
a(2.0). (5,9) = ((2,0) < ClE e = Ca(2.4), (2,9)
De onde, temos
a((2.9).(2,9)" < C <.
Consequentemente,
U AP I52 12 Ay dt + J J SPBTATIO12 dr At < o0, (2.45)
wx (0,T)

Em particular, da tltima desigualdade segue que § € L*(Q)" e v € L*(w x (0,T))"

Agora vamos a mostrar que para o controle ¥ existe uma funcao p tal que o

par (9, p) satisfaz o sistema (5) com estado inicial y°, sem a condicdo §(T) = 0.

Para isso, pelo Teorema 1.69 existe um tnico par (7, p), solugao (fraca) associada
ao controle ¥ com estado inicial y° do sistema linearizado (5), isto é,

-

Ly+Vp=[f+9l, em0@,
V-y=0 em @,

< y=20 sobre 3,
5(0) = 1, em Q.

Logo, § é também a tnica soluc¢do do sistema linearizado (5) por transposigao
(ou solucdo ultrafraca). Em outras palavras, que §j é a tinica funcdo em L?(Q)" satisfazendo
certa equacdo integro-diferencial, onde 7 e y° néo precisam regularidade extra alguma. Tal

equacao sera obtida a seguir por um método nao rigoroso.
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Solugao por transposigio: Seja w € D,, onde D, é definido em (1.7). Multiplicando a

primeira equagao do sistema linearizado (5) por w e integrando em @), temos

Jf(Ly + Vp) - w de dt = J (f +vl,) - w dx dt. (2.46)

Lembrando a defini¢do do operador L dado em (6) e mediante a integragao por

partes, obtemos as igualdades

prt cw dz dt = — ffy ~wy do dt + L [y(T) - w(T) = y(0) - w(0)] dz,
@ Q

Jj Ay-wdxdtszy-Awdxdt,
Q

Q

LP(V‘(?J@@))'UJ dz dt = —JJy-ng dz dt,
Q Q
LP(V-(g®y))-w dz dt = —JJy-thgj dz dt.
Q

Consequentemente, a igualdade (2.46) pode ser reescrita da forma

ny L*w dx dt—i—f prv w do dt

=J f-wdxdt%—[fvlw-wdxdt—kjy(0)~w(0)dx,
Q Q .
onde o operador adjunto L* é dado em (9).

Para que a igualdade anterior faga sentido, precisamos substituir alguns do

seus termos da seguinte forma

Jff wd:cdt—J<f (t)) dt,

—ffpv-wda: dt = fth-ydx dt,
Q Q
obtendo

ij (L*w + Vh) dz dt + L y(T) - w(T) = LT<f(t),w(t)> dt + ffmw cw dz dt
¢ Q

. ng(O) -w(0) da.

Mediante a ultima igualdade, podemos definir o conceito de solugao por transposicao.
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Definigao 2.16. Diz-se que y, € solugio por tranposi¢io (ou ultrafraca) do sistema

linearizado (5) se y, € a tnica funcio em L*(Q)Y satisfazendo
T
ny* b dr dt = f ), wt)) g gy d —I—f y° - w(0) dz
0 0
Q

+ ”mw cw dz dt, Vbe L*(Q)Y, (2.47)
Q

onde (w, h) satisfaz

L*w+Vh=0b emQ,
V-w=0 em @,
. @ (2.48)
w = sobre 33,
w(T)=0 em )

e L* é dado em (9).

Observacgao 2.17. A definicao anterior faz sentido pois o lado direito de (2.47) pode
ser visto como um funcional S : L*(Q)N — R. Tal funcional é continuo quando y° e f
satisfazem as hipdteses em (2.27) e (w,q) solugdo do sistema (2.48). Logo, pelo Teorema

de representagdo de Riesz, existe um Unico iy € (LQ(Q)N)/ = L*(Q)" tal que

<y*, b>L2(Q)N’L2(Q)N = Jf y* -bdx dt = <S, b>, Vb e L2(Q)N.
Q

Agora, notemos que substituindo a igualdade (2.44) em (2.43) e tendo em conta

as definigbes para a(-,-) e ¢ dadas em (2.34) e (2.35), temos que o par (¢, 0) satisfaz
T
Hy (L*w + Vh) dz df — f (P w0t gor g i+ J W0 w(0) da
0 0
Q

+ fj@lw ~w dx dt, Y(w,h)e P.
Q

Da tltima igualdade, como é valida para todo (w, h) € P, entdo em particular é

valida para (w, h) € P satisfazendo o sistema (2.48). Logo, podemos reescrevé-la, obtendo
T
Jf@ b dr dt = J ), wt))g— gy dt + J y° - w(0) do
0 0
Q

+ ”zm, cwdx dt, VYbe L*(Q)Y, (2.49)
Q
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onde (w, h) € P satisfaz

-

L*w+Vh=5b emQ,
V-w=0 em (@),
<w=0 sobre 3,
w(T) =0 em 2.

Note que, seguindo a Observagao 2.17, o lado direito de (2.49) pode ser visto

como o funcional

S:LAQ)YN —R

dado por
T
e 0, 51
(S.b) = L (P, w0yt + Ly w(0) dz + gvlw w dz dt.

De onde segue que S esta bem definido e ¢é linear. A continuidade de .S, segue da desigual-
dade abaixo. Aqui devemos lembrar que pela Proposicao A.12, w depende continuamente

de b

(S, b)] < ||e$ﬂ*(7*)_1/2f||L2(0,T;H*1(Q)N)||e_5ﬁ*(’7*)1/2w||L2(0,T;H3(Q)N)
+ 190w (0) || 2@y + [18]| z2(@yn llwll p2(gyn
< e (V)2 fll 2o msm-r @ymylle ™ ()2

+ |9° | llwll oo,z + Crllbll 2 @pn 1wl L20v)

w| L2(0,T;HE(Q)N)

< G (e ()2 Lz + Il + 19]zz@ ) oo rinciomm

< Cg||b||L2(Q)N.

Deste ultimo fato e da igualdade (2.49) temos que pela Defini¢ao 2.16, g é
solugdo por transposigao associada ao controle © do sistema (5). Como o par (7,p) é
solugdo fraca de (5), em particular é solu¢ao por transposi¢ao de (5). Pela unicidade, segue
que § = g. Considerando p = p, temos que (,p) é solucdo do sistema linearizado (5) com

controle ¥ e estado inicial 3°, mas ainda sem satisfazer a condicao §(T) = 0. O

Agora podemos provar a Proposicao 2.12. Lembremos que pela Observagao
2.11, se mostrarmos que (,0) € Ey, entao se satisfaz a condi¢ao §(7") = 0. Ou seja, é
satisfeita a controlabilidade a zero do sistema linearizado (5) no espaco L*¥ 2(Q)N n H

de acordo na Defini¢ao 0.3.

Demonstragio. (da Proposigao 2.12) Seja y (trajetéria) solu¢ao do sistema (3) satisfa-

zendo (4). Além disso suponha vélidas as hipéteses para y° e f em (2.27). Mostraremos
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que existe um controle 0 € L*(Q x (0,7))" tal que se yg é a solucdo associada do sistema
linearizado (5) com estado inicial 3°, temos que (y;,7) € Ex.

N

Pelo Lema 2.15, existe um controle 9, uma funcio § € L*(Q)" e uma funcao p

tal que o par (¢, p) satisfaz o sistema linearizado (5) com controle © e estado inicial 3°. S6

resta provar que (J,0) € Ey para N = 2, 3.

Da desigualdade (2.45) dada na demonstragao do Lema 2.15, temos que (g, 0)

satisfaz

~—15/4 ~

e2sB—s,8*,y g, 6453—356*,7—8@ c L2<Q)N‘

Como (g, p) é solugao do sistema (5) associado ao controle 0, entdo podemos isolar f na
primeira igualdade de (5), obtendo f = Ly + Vp — v1,,. Pelas hipéteses para f dadas
em (2.27), obtemos que

« Se N =2: Existe p tal que e (v*)V2(Lj + Vp — 01,) € L*(0, T; H(Q)?).

« Se N =3: Existe p tal que e***(y*)"V2(Lj + Vp — 01,) € L*(0, T; WH5(Q)%).

Como o par (g, p) satisfaz o sistema linearizado (5) com controle 0, temos que

(0) = ¢°. Pelas hipoteses para y° em (2.27), obtemos que
e Se N=2:9(0)e H.
e« Se N=3:79(0)e L*(Q)?>*nH.

Lembrando a defini¢ao do espago E dada em (2.24) e (2.25), entdo sé resta

mostrar os seguinte fatos

« FATO 1: Se N = 2,3; entao e*?/2(y*) V45 e L*(0,T;V) n L®(0,T; H).

« FATO 2: Se N = 3; entao e¥*"/2(y*) " Y45 e L0, T; L**(Q)%).

Prova do Fato 1: Consideremos as fungoes

y* _ 65’8*/2(’}/*)_1/4:&,
p* _ esB"‘/Q(,)/*)—1/4157

fr= TR TS + 0L,
Entao,

y: _ (es,B*/Q(,y*)—l/zl)tg + esﬁ*/Z(,}/*)—1/4%7
Ay* _ 686*/2(")/*)_1/4AQ,
V- 0y +y*®y) =)V - e i+ §07).
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Portanto,

Ly* + Vp* = (7 P(y) g + PP (v ) TG - A+ V- (5@ + §®7) + VD)
= (@72 (y) N + (TP ()TN (LG + VD)
_ (esﬁ*/2<,y*)fl/4)tg + f*

Consequentemente, o par (y*, p*) satisfaz o sistema
Y

Ly* + vp* _ f* + (esﬁ*/Q(’Y*)_IM)t?J em Q;
V-y*=0 em @,
X Y @ (2.50)
y* =0 sobre X,
y*(0) = e 2(0)y*(0)*y" em €.

\

Dado que f* e L*(0,7; H-H(Q)N), (72(y*) )9 € L*(Q)V e 4" € H, pelo

Teorema 1.69, temos que
y* =T (y") g e L0, T3 V) A L*(0,T; H).

Finalizando a prova do Fato 1.

Prova do Fato 2: Sejam y° € H n L*(Q)?, 2° = 0 e (2, ¢) solucdo do sistema (1.4), isto é,

-

—2—Az+Vqg=g emQ,
V.-z=0 em (),
<z=0 sobre X2,
2(T)=0 em (2,

com g € LY3(0,T; L'**11(Q)3).
Pelo Teorema 1.64 sabemos que para cada g € LY 3(0,T; LY (%), existe uma
unica solugao (z,q) de (1.4) satisfazendo

ze L2(0,T; Wy (Q)%) n C([0, T]; LY3(Q)%),

onde z depende continuamente de g.

Além disso, como N = 3 e pelo fato que y* € L*(0,T;V), temos que vale a
imersao L*(0,T;V) < L*(0,T; L°(2)*). Portanto, como § € L*(Q)? temos que (§ @ y* +
y*®1) e L*(0,T; L°(Q)*). Além disso, V- (§ @ y* + y* @) € L*(0,T; W19(Q)3).

Assim, temos que

Fi=f*+ (2" ™Mg - V- @®y* +y* @4) € L*0,T; W 5(Q)%).
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Portanto, o funcional
B: LY30,T; L'*"(Q)*) — R

dado por

T
(B,g):= JQ 5% 2(0)7*(0) ™40 - 2(0) da + fo (F, Z>W7176’W01,6/5 dt, (2.51)

esta bem definido e é linear.
A continuidade do funcional B, segue da desigualdade abaixo. Aqui devemos lembrar que

pelo Teorema 1.64, z depende continuamente de g

(B, 9] < e 2(0)7* (0) ™Il agays 1 2(0) | sy

+ ||F||L2(O,T;W*176(Q)3)||Z||L2(0,T;W(;1’6(Q)3)

N

C <H2HC(0,T;L4(Q)3) + ‘|ZHL2(O,T;W(J_1’6(Q)3))
< Gi|

ZHL2<o,T;W5*6/5(Q)B)mc([o,T];LMB(QP)

< CQ Hg H LA/3(0,T;L12/11(Q)3) -

Como F e L*(0,T; W~5(Q)?), podemos reescrever o sistema (2.50) de forma
que o par (y*,p*), satisfaca

-

—Ay*+Vp*=F em (Q,
V-y*=0 em Q,
I < (2.52)
y =0 sobre X,
y*(0) = e72(0)7*(0) " em Q.

Entao, y* é a tnica solugao de (5) por transposigao, ou seja, que y* é a unica
funcdao em L*(0,T; L'?(Q)?) satisfazendo certa equacio integro-diferencial, na qual y* que
nao precisa regularidade extra alguma. Tal equacao serd obtida a seguir por um método

nao rigoroso.

Solugao por transposigio: Seja w € D,, onde D, é definido em (1.7). Multiplicando a

primeira equagao do sistema (2.52) por w e integrando em @, temos

Jf(yf — Ay* + Vp*)-wdx dt = JJF ~w dz dt. (2.53)
Q Q

Mediante a integragao por partes, obtemos as seguintes igualdades

ijf cw dr dt = — ny* ~wy do dt + L y*(T) - w(T) — y*(0) - w(0) duz,
Q Q

fJAy*-w dx dt = ij*‘Aw dx dt.
Q Q
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Consequentemente (2.53), pode ser reescrita da forma

!Jy-(—wt—Aw) dx dt+Ly*(T) - w(T) dx_[gfp*v'wdx a

_ gF-wdx dt+Ly*(O)-w(0) .

Para que a igualdade anterior faga sentido, precisamos substituir alguns do

seus termos da seguinte forma

T
JJF'W dz dtzf (F,w) dt,
5 0
—pr*v-w dz dt = ij(py* dz dt,
Q Q

obtendo

g y* - (—w, — Aw + V) do dt + L y*(T) - w(T) = LT<F’ s L /*(0) - w(0) da.

Assim, procedamos a definir o conceito de solugao por transposicao.

Definigao 2.18. Diz-se que y. € solugao por tranposi¢io (ou ultrafraca) do sistema (2.52)

se Yy € a tunica fungio em L*(0,T; L'*(Q)?), satisfazendo

ff Y - g do dt = L y*(0) - w(0) dz + JOT<F, w)y dt, Vge LY3(0,T; L**'1(Q)?), (2.54)

onde (w, h) satisfaz o sistema

f

—w;—Aw+Vg=g emQ,
<V‘w=0 em Q,
w =70 sobre 33,
w(T)=0 em €.

Observagao 2.19. A defini¢io anterior faz sentido pois o lado direito de (2.54) coincide
com o funcional linear B definido em (2.51). Tal funcional é continuo quando y*(0) €
LY3(Q)%, Fe L*0,T; W=5(Q)3) e (w,q) solugio do sistema (1.4). Logo, pelo Teorema

de representacao de Riesz, existe um unico v, € (L4/3(O,T; LlQ/ll(Q)3))/ tal que

T
(Y, 9) = J WY D2y izmayp At = (B, g), Vge LY3(0,T; LM (Q)%).
0
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Como y* é solucao do sistema (2.52), entdo também é solu¢ao por transposigao

de (2.52), ou seja, y* satisfaz
. T
Jf y* g dr dt = J e*f /2(0)7*(0)71/4340 - 2(0) dx + J (F 2) 6 e d,
Q 0 o
=(B.g). Vge LY(0,T;L*"(Q)°).
Como a tltima igualdade é valida para todo g € L¥3(0,T; L'*'1(Q)*) e B

(LY3(0, 75 LY, temos que y* & (L¥3(0,T; LM (Q)°))' = L*(0, T; L™(Q)°), finalizando

a prova. ]
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3 Controlabilidade do Sistema nao Linear

Neste capitulo provaremos o segundo resultado principal desta dissertacao dado
pelo Teorema 0.5. Para isso, mostraremos que a controlabilidade nula local do sistema nao

linear auxiliar (14), isto é,

rLz+V~(z®z)+Vq=v1w em Q,
V.-z2=0 em (),
<z=0 sobre X,
2(0) = 2" em ),

implica a controlabilidade exata local a trajetérias do sistema de Navier-Stokes (1).
Primeiramente mostremos o seguinte resultado preliminar
Lema 3.1. Sey =y + 2z ep =p+q, onde (y,p) € solugio do sistema nao controlado (3),

entao (y,p) € solugio do sistema de Navier-Stokes (1) se, e somente se, (z,q) € solugdo

do sistema nao linear auxiliar (14).

Demonstragio. Suponhamos que (y, p) é solugao do sistema (1) e mostremos que (z,q) é

solugao do sistema (14). Definamos z e ¢ da forma z =y — Z e ¢ = p — p. Entao,

Viz=V.-y—V-Z=0 emQ,
z2=0 sobre X, (3.1)
2(0) =y = 7° em €.

Agora s6 resta mostrar que (z, q) satisfaz a primeira equagao do sistema (14).

Observemos que

Zt = Yr — Zt,
Az = Ay — Az, (3.2)
Vg =Vp-Vp, '

V- (y®y) =V - Z®2)+V - Z®2)+V: - (2®2)+ V- (2®2).

Substituindo (3.2) em Lz+ V- (2®z2)+ V¢ , onde L é dado em (6), e agrupando

termos adequadamente, obtemos

Lz4+V - (2®2)+Vqg=2—A24+V - (2®2)+ V- (Z®2)+ V- (2®2) + Vg

(yy —Ay+V - (y®y)+Vp) —(z—AZ+ V- (2R 2) + VD).



Capitulo 8. Controlabilidade do Sistema ndo Linear 70

Como (y,p) e (z,p) satisfazem a primeira equacdo dos sistemas (1) e (3)

respectivamente, entao a ultima igualdade pode ser reescrita como
Lz4+V - (2®z2)+Vg=uvl,, em Q.

Portanto, (z,q) é solu¢ao do problema (14).

A reciproca é provada de forma similar. O

Agora, tendo em conta os conceitos de controlabilidade exata local a trajetorias
para o sistema de Navier-Stokes (1) e controlabilidade nula local para o sistema nao
linear (14), dadas nas defini¢oes 0.1 e 0.4, respectivamente, podemos enunciar o seguinte

teorema.

Teorema 3.2. Se o sistema ndo linear (14) possui a propriedade de controlabilidade nula
local, entdo o sistema de Navier-Stokes (1) possui a propriedade de controlabilidade exata

local a trajetorias.

Demonstragio. Assumamos que o sistema (14) possui a propriedade de controlabilidade

nula local, entao existe § > 0 tal que se 2° € L* 2(Q)" ~ H satisfaz
||ZO||L2N—2(Q)NQH < 6,

temos que existe um controle v € L*(w x (0,7))" tal que a solucio associada (z,, )

de (14) com estado inicial 2°, satisfaz

2,(T) = 0 em S

Seja a trajetéria (77, p) solucao do sistema (3) e y € L*2(Q)N n H satisfa-
zendo

19" = §°|| Lenv—2(yn nmr <6,

onde ” denota o estado inicial da trajetéria (7, p)

Considerando 2° = 3° — 7°, entdo existe um controle v € L*(w x (0,7))" tal

que a solucdo associada (z,,q,) de (14) com estado inicial 2°, satisfaz

2,(T) = 0 em Q.

Definindo y, = 2, +9, pelo Lema 3.1, temos que (y,, p,) é solugao do sistema (1)

com estado inicial y°. Além disso, pela tltima igualdade, segue que
yo(T) = 2o(T) + y(T') = y(T') em .

Assim, mostramos a controlabilidade exata local a trajetérias do sistema (1). O
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3.1 Controlabilidade exata local a trajetérias

Nesta secao mostraremos o segundo resultado principal nesta dissertacao dado
pelo Teorema 0.5. Assumindo as hipdteses do Teorema 0.5, pelo Teorema 3.2 é suficiente
mostrar a controlabilidade nula local do sistema néao linear (14). Para isso, utilizaremos
como ferramenta o Teorema da fungao inversa (Teorema 1.61) e o segundo resultado de

controlabilidade nula do capitulo anterior, dado pela Proposi¢ao 2.12.

Primeiramente, consideremos os espagos de Banach Ey definidos em (2.24)

e (2.25), e o espago Gy definido por
Gy — Gya=Gy x Xy seN =2 (3.3)
G3 =03 x X3 se N =3,

onde

Go = L2 (" ()20, 1) HT(2)?)

Gy = L (7" (") (0. 1) W 9(@)°)

X, = H,

X3 =LY~ H.
Definamos o operador A : Ey — Gy dado por

A(z,0) = (Lz+ V- (2®2) + Vg — vl,, 2(0)).

A seguir, mostrarmos que o operador A satisfaz as hipoteses do Teorema da

fungao inversa (Teorema 1.61), isto é,

.« Ae CYEyn;Gy).
e Seeg=(0,0)€ Ey entdao A'(eg) : Exy — Gy é sobrejetor.

Observacao 3.3. A Proposicio 2.12, concernente a controlabilidade nula do sistema

linearizado (5), tem um papel importante na demostragio da sobrejetividade do operador

A(eg).
Lema 3.4. Se ye L™(Q)Y, entio Ae C'(Eyn;Gy).
Demonstracao. Notemos que o operador A pode ser decomposto da forma A = A; + A,
onde
Ai(z,v0) = (Lz + Vq —vl,, Z(O)), V(z,v) € Ey,
As(z,v) = (V- (2®2),0), VY(z,v)€ Ey.

Observemos que o operador A; : Ey — Gy é bem definido. Pela definicao dos espacos

Ey em (2.24) e (2.25), para (z,v) € Ey temos que
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e Para N =2:
(z,v) € By = existe ¢ tal que " (v*)™V2(Lz + Vq — vl,) € L*(0,T; H(Q)?)
— existe ¢ tal que (Lz + Vg —vl,) € L2 (v*)7V2(0,T); H1(Q)?)
= existe ¢ tal que (Lz + Vq—v1,,2(0)) € Go x H = Gs.

o« Para N =3:
(z,v) € F3 = existe q tal que " (v*)™V2(Lz + Vp — vl,) € L*(0,T; W15(Q)%)
— existe ¢ tal que (Lz + Vg —vl,) € L} (e (v*)7V2(0, T); W14(Q)?)
= existe ¢ tal que (Lz + Vg — vly, 2(0)) € Gz x (L*(Q)* n H) = Gs.

Agora mostremos que o operador A; é continuo. Como por definicao A; é
linear, para mostrar que ¢ continua sé precisamos mostrar continuidade no ponto 0 € El,
isto é, dada uma sequéncia (z,,v,) — (0,0) em Ey, mostraremos que A;(z,,v,) — (0,0)

em Gy. Pelas normas dos espacos Ey definidos em (2.24) e (2.25), segue que

e Para N =2:

E>
(Zn> Un) =2 (0,0) = ||z, v0) |7, — 0
= [|2,(0) || xo, [|(L2n + V@n — vp14)|lg, — 0

= [l A1 (zn; vn) ey — 0.

e Para N =3:

E
(20, vn) = (0,0) = ||(zn, va) Iz — O

= ||Zn(0)||X37 | (Lzn + Vgn — Unlw)”@:s —0

= [l A1 (20, va)lls = 0.

Como a aplicagao A; é linear e continua, entao sua derivada coincide com a

mesma aplicagdo, ou seja, para (2o, vg) € En fixo, temos

Al (20,00) - (z,v) = Ai(z,v), V(z,v) € E.

Agora, mostraremos que a aplicacao A, é bem definida e continua, logo calcula-
mos sua derivada. Para mostrar que é bem definida e continua, notemos que quando N = 2,
se (z,v) € Fy entao e?7/2(4*)™V4z e L*(0,T; V). Pelo segundo resultado do Teorema 1.67
temos que ¥ /2 (v*) V42 e LHQ)2.

Lembrando a definigdo de norma para fungoes f € LP(g(0,7); X), onde g é

uma fungao peso
T

o = | OO

0
e aplicando a desigualdade de Holder nas variaveis espacial e temporal, temos que
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e Para N =2:

Hv ’ (Zl X Z2)HLQ(esﬁ*(7*)—1/2(07T);H—1(Q)2)

< Ouzl ® Z2HLZ(eSB*(fy*)fl/Q(O’T);LQ(Q)AL)

< Olle”™ 2 (7)o@l 2 (v*) 2| Lape-
e Para N =3:

”V ’ (21 & 22) HLZ(esﬁ*(7*)71/2(07T);W71,6(Q)3>
< CHZl & 22 ||L2(esﬁ*(7*)—1/2(07T);L6(Q)9)

< CHZl‘|L4(esﬁ*/Q(7*)—1/4(0,T);L12(Q)3)||Z2HL4(es/3*/2(7*)—1/4(0,T);L12(Q)3)'

Se definimos a aplicagao bilinear B : Ey x Eyx — Gy, dada por
B((val)? (z27v2)) =V (Zl ® ZQ)a

entao as ultimas duas desigualdades implicam que B é bem definida e continua.

Tendo em conta a aplicacao bilinear B, notemos que a aplicacao Ay pode ser

escrita da forma
Ao(z,0) = (B((2,0), (2,0)),0),  ¥(zv) € By,
e portanto, Ay também é bem definida e continua.

Além disso, sua derivada no ponto fixo (€1, ) = ((21,v1), (22,72)) € En X En,

pelo Teorema A.2 é dada por
B/(él,ég) . (61,62) = 8(61, ég) + 8(51,62), V(Gl,eg) e EFy x Ey.
Portanto, a derivada do operador Ay no ponto ey = (29, vg) é da forma

A'(eg) - (e) = (B/(eo, eo) - (6,6),0)
— (B(e, eo) + Bleo, €),0), Ve = (z,0) € Ey.

Cuja forma explicita é

Aj(z0,00) - (2,0) = (V- (2®20) + V- (20®2),0), V(z,v) € Ey.

Finalmente, como A = A; + A,, entao A = A] + Aj e assim obtemos a
derivada do operador A no ponto ey = (zg, vp)
A'(z0,v0) - (2,v) = (Lz+ Vg —vl, + V- (2@ 2) + V- (20 ®2),2(0)), V(z,v) € Ey.

Como os operadores A; e As, estdo bem definidos, sao continuos e suas derivadas

existem e sdo continuas, concluimos que A e C'(Ey; Gy). ]
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Lema 3.5. Se eqg = (0,0) € Ey, entio A'(eq) : Ex — Gy € sobrejetor.

Demonstragio. A aplicacao linear A'(0,0) : Ex — Gy ¢ dada pela expressao

A'(0,0) - (2,v) = (Lz + Vg — vl,, 2(0)), V(z,v)€ Ey.

Dado (f,2°) € Gy, precisamos mostrar que existe e = (z,v) € Ey tal que a

igualdade
A'(0,0) - (2,v) = (f,2)
é satisfeita. Isto é equivalente a encontrar uma solugao (z,v) € Ey (junto com alguma
fungao ¢) do seguinte problema
Lz+Vq=f+vl, em0@,
2(0) = 2° em ().

Note que a Proposicao 2.12 nos garante a existéncia de um controle v €

L*(w x (0,T))Y tal que a solucdo z (junto com alguma funcio ¢) associada ao controle v

do sistema
sz—I—VQZf—I—vlw em @,
V.z2=0 em (),
< z=0 sobre X,
2(0) = 2° em €,

ainda possui mais regularidade, isto é, (z,v) € Ey. Portanto, a aplicacao linear A’(0,0) :

ENn — Gy é sobrejetora. O

Finalmente, mostraremos o segundo resultado principal desta dissertacao, isto

é, o Teorema 0.5.

Demonstragio. (do Teorema 0.5) Fixemos a trajetéria (i, p) solugao do sistema nao contro-
lado (3) com estado inicial 4° € L*¥72(Q)" n H. Denotemos por (y, p) 4 solucio do sistema
de Navier-Stokes (1) com estado inicial y° € L*¥"2(Q)" n H. Nosso objetivo é demonstrar
a controlabilidade local nula do sistema nao linear (14) no espaco L*¥2(Q)" n H, de

acordo na Defini¢ao 0.4.

Pelo Lema 3.1, temos que o par (z,q), onde z =y —y e ¢ = p— p, é solucao do
sistema nao linear (14), com estado inicial 2° = y* — 3% € L** “2(Q)N n H, isto ¢,
rLz+V-(z®z) +Vg=vl, emQ@,

V.-z=0 em (),
< z=0 sobre X2,

2(0) =22 =9 —¢° em ().
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A primeira equacao do tltimo sistema e o fato que 2° € L*N2(Q)Y n H,
nos motiva a utilizar os espagos Ex e Gy dados em (2.24), (2.25) e (3.3) e definir o

operador A : Ex — Gy

A(z,v) = (Lz+ V- (2®2) + Vg — vly, 2(0)).

Pelos lemas 3.4 e 3.5, o operador A é bem definido e satisfaz as hipdteses
necessarias para aplicar o Teorema da fungao inversa (Teorema 1.61). Portanto, no contexto
do Teorema 1.61, para e = (0,0) € Ey e A(0,0) = (0,0) = hg € Gy, existe 6 > 0 tal que

para todo h = (f,2°) € Gy satisfazendo ||(f, 2°)||qy <, existe e = (z,v) € Ey tal que

Ale) = A(z,v) = (Lz+ V- (2®2) + Vg — vl,, 2(0)) = (f,2°) = h.

Em outras palavras, existe § > 0 tal que para qualquer estado inicial z° €
LN )N n H satisfazendo ||2°| pav—2(qyvam < ||(f, 2°)|lay < 0 existe um controle v tal

que a solucio (z,, q,) associada a (14) com estado inicial 2", satisfaz

2,(T) = 0 em S

Assim, mostramos a controlabilidade local nula do sistema nao linear (14).
Finalmente, pelo Teorema 3.2 obtemos a controlabilidade local a trajetérias do sistema de
Navier-Stokes (1). O
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4 Conclusoes

A partir do desenvolvimento do presente trabalho foi possivel obter algumas

conclusdes e/ou consideragoes finais.

(i)

(iii)

lho.

Este trabalho permitiu ao autor conhecer algumas ferramentas de analise funcional e
teoria de controle utilizadas para estudar a controlabilidade exata local a trajetérias

do sistema de Navier-Stokes (1).

Neste trabalho foi possivel reproduzir o procedimento para obtencao da desigualdade
de Carleman para o estado adjunto do sistema linearizado de Navier-Stokes (5). A
partir desta desigualdade foi deduzida uma segunda desigualdade de Carleman (veja
Lema 2.3), sendo uma variante do que no ambito do controle é conhecida como

desigualdade de observabilidade, isto é,

T
lo(0) 22y < C j j (o de dt,

onde ¢ é solugdo do estado adjunto (7) associado ao sistema linearizado (5), w é
uma sub-regiao de observa¢ao do dominio €2 e C' é uma constante que depende de
w e T. A desigualdade acima é utilizada para determinar se é possivel controlar

completamente o sistema com base na informacao disponivel.

Foram obtidos dois resultados de controlabilidade nula para o sistema linearizado (5).
Tais resultados foram obtidos utilizando um problema de controle 6timo. Isso revela

uma relagao entre teoria de controle e otimizagao.

Para finalizar, apresentamos algumas questoes levantadas a partir deste traba-

Com respeito a (ii), uma questao natural que surge neste caso é se um sistema onde
¢é valida uma desigualdade de observabilidade é sempre controlavel ou, reciproca-
mente, se a controlabilidade do sistema implica que existe uma desigualdade de

observabilidade. A resposta a esta pergunta é sim para sistemas lineares.

Com respeito a (7i7), uma questdo que surge é se é sempre possivel resolver um
problema de controlabilidade resolvendo um problema de controle 6timo associado.

A resposta a esta pergunta também é afirmativa.

As duas tltimas questoes estao relacionadas ao conceito de dualidade. Isto é, reformu-

lar o problema em termos de um segundo problema (problema dual), que oferece uma
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forma diferente (mas relacionada) de atacar o problema original. Do que foi visto,
a dualidade surge naturalmente quando se resolve problemas de controlabilidade.
Tendo em conta estas consideracoes, é natural questionar se é realmente necessario
resolver um problema de controle 6timo ou, pelo contrario, se é possivel resolver

diretamente um problema de controlabilidade.

« Finalmente, com respeito a controlabilidade exata local a trajetorias das equacoes
de Navier-Stokes (1), que constitui um dos resultados principais deste trabalho. E
natural perguntar se esta pode ser estendida as generalizagoes destas equagoes que

descrevem fluxos sob condi¢des mais complexas ou em diferentes contextos.
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A Resultados Auxiliares

Neste apéndice, encontram-se resultados auxiliares que nao foram considerados
no Capitulo 1. Estes sao utilizados principalmente para demonstrar a desigualdade de

Carleman do Teorema 0.2 no Apéndice B.

Teorema A.1. Assuma que g € C(R") n L*(R") e f € C(R") n L*(R"). Considere o
problema
Uy — KAu = em R™ x (0, o0),
; f (0.0 "
u=g em R™ x {t = 0}.

onde k > 0. Entao,

u(z,t) = f O(z —y,t)g(y)dy + L f O(z —y,t —5)f(y, s)dyds,

é solugao do problema (A.1), onde

O(x,t) =

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 2, Cap. 2, pag. 50, de
Evans [14].

Proposicao A.2. Sejam B e By espagos de Banach. Consideremos uma aplicagdo bilinear
B : By x By — By continua, entio sua derivada num ponto (xo,y0) € By X By € dada pela

aplicacao linear

B'(zo,y0) - (x,y) = Bz, y0) + Bl(wo,y) V(z,y) € Bi x B.

Demonstragio. Seja € > 0. Como B é continua, existe C' > 0 tal que B(z,y) < C||z|||y|,
para todo (x,y) € By x By. Consideremos 0 = ¢/C', entao para todo (z,y) € By x Bj tal
que 0 < ||(x,y) — (zo,yo)|| < d, temos que

1B(x,y) — B(xo, y0) — B'(0, yo)(x — 20,y — yo) || _ |1B(x — w0,y — vo)||
(@, y) = (w0, y0)| (@, y) = (w0, o)
Cllz — @olllly — woll
=@ =20,y — o)
_ Cllz = wolllly = wol
=l = o]l + [ly = woll
< Oz — o

< Co

=€
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Proposicao A.3. Consideremos quatro nimeros reais ki, ko, ks e ky satisfazendo

9 6 43 2
L T
ke “ b ha

Entao, valem as sequintes imersoes continuas

L*(0,T; H*(Q)N) n L*(0,T; V) < L*(0,T; L™ (Q)N) (A.2)

L20,T; LS (Q)N) A L*(0,T; L*(Q)N) < LFs(0, T; L*(Q)N) (A.3)

Demonstragio. Primeiramente mostraremos a segunda imerséo, isto é, (A.3). Para isso,

dada f e L*(0,T; L°(Q)N) n L*(0,T; L*()"), entdo

fi € L*(0,T; L°(Q)) n L*(0,T; L*(Q2)), parai=1,...,N.

Seja 0 € (0,1) e r = 0. Pelo Teorema 1.31, temos que f; € L*(0,T; L*(Q))

onde ks e k4 sdo ntmeros reais satisfazendo

1 0 1-06 1 6 1-—46

B o2 T “E T 2

Das igualdades acima, deduzimos que

4/3 20 2 ] 260
—=— e —=1—-—.
ks 3 k4 3
Somando as duas igualdades anteriores, temos que k3 e k4 satisfaz
4
Y32y
ks kg
Finalmente, como f; € L*(0,T; L*(Q)) para i = 1,..., N, entdo f € L*(0,T; L*(Q)™).

A prova da primeira imersao, isto é, (A.2) é similar. Basta aplicar o Teorema 1.31
sabendo que para N = 2,3, valem as imersdes H*(Q2) < L*(Q) e H'(Q) < L(Q). O

O resultado a seguir garante a existéncia da funcao de peso n° utilizada na

demostracao da desigualdade de Carleman no Apéndice B.

Lema A.4. Seja w um aberto ndao vazio de 2 < R", dominio limitado e conexo com
fronteira 02 de classe C*, satisfazendo w cc Q. Entdo, existe uma funcio n° € C*(Q) que

satisfaz as sequintes propriedades

n° >0 em (Q,
n’ =0 em 052,
Vi’ >0 em Qw.
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A prova deste lema pode ser encontrada no Lema 1.1, pag. 4, de Furkisov [21].

O préximo resultado é uma desigualdade de Carleman para solu¢ao de uma
equacdo eliptica geral de segunda ordem com lado direito em H '(2) e com valor na
fronteira pertencente a HY?(0Q). Esta desigualdade nos permite obter estimativas para o

termo da pressao na prova da desigualdade de Carleman do Teorema 0.2 no Apéndice B.

Considere Q = R™*! aberto, de classe C* e com fronteira 0S2. Seja y € H'(Q)

solugao do problema eliptico

= ;6902 em €,

(A.4)

y=g sobre 0€).

onde
Pyzzn]a Zb y+zn: d ( y) + d(x)y.
— (9 61:] =0 j — 8xl
2,j=0 = =0
Suponha que sejam satisfeitas as seguintes hipoteses

;5 € CQ(Q), bj, C;, de LOO(Q), fj S L2<Q) para ’L,j = 0, ..o, n, (A5)
fel?(Q)e geHY?(0Q). (A.6)

Além disso, P é um operador uniformemente eliptico, isto é, existe 5 > 0 tal
que para todo £ € R"™! e para todo z €

n

2 )65 = BIE.

Seja a funcao n° dada pelo Lema A.4 e consideremos
P(x) =M@ XeR. (A.7)

Teorema A.5. Seja y € H'(Q) uma solucio do Problema (A.4) e suponha que as hipéteses
(A.5)-(A.6) sejam satisfeitas. Entao, existe uma constante C' > 0 independente de s e A, e

existem parametros A > 1, § > 1 tais que para todo A = \es> 3 tem-se
f |Vy|2e®?dz + SQAQJ P |y[2e®*Pdx
Q
1/2 2s 2 |f|2 2$<p 25@
< O | 577 gler +W 3 deFZ |fa| dz
+J (IVy]* + s*N*@%[y|*) eQS@dx> , (A.8)

onde ¢ € dado por (A.7).



Apéndice A. Resultados Auziliares 81

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 2.2, Secao 2, pag. 885,

de Imanuvilov [30].

Seja 2 um dominio em R", com n > 2, assuma que a fronteira d) é ao menos
de classe C*™ com 0 < pu < 1, e seja 0 < ¢ < c0. Denotaremos por L%(2) o fecho de
00 () em LI(Q)", onde

00 () ={ue CE(Q)N:V -u = 0}.

Pela decomposigao de Helmholtz (Teorema 1.32), cada f € LI(Q2)" pode ser
decomposto de forma que f = fy + Vp, onde fy € LL(Q), p e LL (Q) e Vp e LIUQ)".

loc

Assim podemos definir o operador P, : LY(2)" — LL(2) como P,(f) = fo.

Uma fungdo ¢ : X x X — R é simétrica se ((z,y) = ((y,x) e biconvexa
se ((.,y) e ((z,.) sdo convexas em X para todo z, y € X. Dizemos que um espago de

Banach X é (-convexo se existe uma funcdo biconvexa ¢ em X x X tal que ((0,0) >0 e

C(z,y) <|z+yl|, se |z| <1<yl

Consideremos 0 < a < 1,1 < s < 00, X um espago de Banach (-convexo e A

um operador linear fechado com dominio D(A) < X e imagem R(A) < X. Definamos

. W d\
Df"s _Jvex ||UHDZ’S — ||UHX + (J Htl—aAe_t U||§(t) < 0 p,

0

também temos que D;’l/ ®% denotara o espaco Difl/ ** definido acima com A = A,, onde
A, denota o operador de Stokes A, = —F,A, sendo que A denota o operador laplaciano.

Suponha também que © < RY satisfaz uma das condicdes abaixo

1. @ =R"
2.  é um dominio limitado.
3. £ é um semi-espaco.

4. Q) é um dominio exterior em R", isto é, dominio cujo complemento é um subconjunto

compacto nao vazio, se n = 3.

No contexto dado acima temos o seguinte resultado.

Teorema A.6. Assuma que 2 < R" satisfaz uma das condicoes anteriores e seja 1 < s <
0. Assuma 1 < q < o nas condigoes (1) — (3) e 1 < ¢ < n/2 na condi¢io (4). Entdo,

para todo f € L*(0,T; LL(2)) eae D;_I/S’S existe uma unica solugao (u,p) do sistema de
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Stokes
.
u—Au+Vp=f emQx(0,T),
V-u=0 em Q x (0,7),
\ (A.9)
u = sobre 052,
Lu(x, 0) = a(x) em €,
satisfazendo

e ucl’ (O,To; W2’q(Q)”) , para todo 0 < Ty < T com Ty < o0,

e u, Vpe L*(0,T; LY(Q)"),

T T T T
. f et gyt + j A oqyedt + f uwuzq(mndtw( f 1l eqpedt

+all3p-ss)
com C' = C(q,s,) > 0.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 2.8, Secao 2, pag. 82,
de Giga-Sohr [23].

Teorema A.7. (Desigualdade de Carleman para equagio do calor).

Sejam Q < R™ um aberto limitado ndo vazio com fronteira de classe C*, T > 0 fizo,
Q =0 x(0,T), w cc Q aberto nio vazio e u € C*(Q x (0,T)) tal que u = 0 em
0Q x (0,T). Entdo, evistem constantes A\j = \(Q,w) = 1,5, = 5,(Qw)(TT+T%) >0 e

Cy = C1(Q,w) > 0 tais que para todo X = A1 e s = sq, vale a desigualdade

s JJ R (|ut|2 + |Auf?) dzdt + s\? JJ e~ 2| Vul*drdt 4+ s3\* ff e~ 23 ) dwdt
Q Q Q

<y ff e” 2wy + Aul*dzdt + s>\ ff e 2yl dxdt |,
Q )

wx(0,T

sendo as fungoes de peso «, 3 definidas como em (11).

A prova deste teorema é semelhante ao encontrado no Lema 5.2.4, Capitulo 5,

pag. 52, de Santos [42], considerando as fungoes peso de (11).

A seguir daremos uma pequena motivacao para definir a solugdo por transposi-

¢ao da equacao do calor, para isso considere o seguinte problema

u— Au=F em RY x (0,7),

u(0) =0 em RY (A10)
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Multiplicando a primeira igualdade no sistema anterior por z num espaco

adequado temos
(uy —Au)-z=F -z

e integrando em RY x (0,7, temos

— ff Au -z dedt + Jf ug - z dedt = ff Iz dadt.
RN x (0,T) RN x(0,T) RN x(0,T)

Integrando por partes nas variaveis espacial e temporal, temos

H 2 — Az) dudt - H Foz dudt

x(0,T)

Denotando por —z; — Az = h, obtemos o desejado

fj u-h dzdt = Jj F -z dxdt.

RN x(0,T) x(0,T)
Os célculos anteriores motivam a seguinte definicao.

Defini¢ao A.8. (solucio ultrafraca ou por transposi¢io)
Dizemos que u € solugio por transposicio de (A.10) se é a tnica fungio em L*(RY x
(0, 7))V tal que para cada h e L*(RY x (0,T))" se satisfaz

Jf u-h dxdt = JJ F -z dxdt,

x(0,T)) x(0,T)
onde z € L*(0,T; H*(RM)N) ¢ solugio de
—z—Az=h emRY x(0,7),

2(T)=0 em RY.

Proposicdo A.9. Sejam (¢, ) solucio do sistema adjunto (7) e n e C*([0,T]) tal que
n(T) = 0, satisfazendo as propriedades

n=1em[0,7/2], n=0em[3T/4,T], |n'|<C/T em[0,T]. (A.11)
Entao, vale a estimativa de energia

In0(0)1Z2 @ + InllZ20 vy + 1m0l 200,00
(A.12)

=12
< CeCTIl= (”ngH%Q(O,T;LZ(Q)N) + H77/90||%2(0,T;L2(Q)N)> .
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Demonstragio. Como (@, ) é solucao do sistema (7), entdao pelo Teorema 1.68 o par
(@,7) := (ny,nm) é solugao do sistema (1.9), isto é,

f

G — AP = DGy + VT =ng—np emQ,
V-g=0 em (),
<95=0 sobre X3,
o(T)=0 em (2.

Multiplicando a primeira equagao do sistema anterior por @ = 1y, temos

—(me)i(ne) — Alne)(ne) — Dne)y(ny)) + Vnm)(ne) = (ng)(ne) — (1'e)(ne).

Fazendo a mudanga de variavel de t € [0, T'] para T' —t, ainda teremos (T'—1) €

[0, T"]. Logo, substituindo ¢(x,t) = ¢(x,T — t) na igualdade anterior, esta torna se

— ez, T =)z, T — 1)) — Alnp(z, T — 1)) (np(z, T — 1))
— D(ne(x, T —1)y(z, T —t)(ne(x, T — 1)) + V(nr(x, T — 1)) (np(x, T — 1))
= (ng(x, T —t))(np(x, T —t)) — (n'p(x, T — 1)) (np(x, T —t)).

Integrando em §2, utilizando integragao por partes e aplicando as desigualdades
de Cauchy e Young (Teoremas 1.38 e 1.40) na desigualdade anterior, segue que

3 |, nete. 70 de k| [Vl 7 ) o
<Luwwuﬁ>wwmj>wmw%T—wnw
+LWM%T—ﬁWW®J“%Ddx+Lm¢@J“%DMM%T—O)M
<cQﬁvaw@T—wWdw+cwmm1memT—wP¢Q

1 2 2
+ 3 JQ ‘ng(x, T — t)| dz + fﬂ ‘TZSO(J%T - t)‘ dz

+ 1J ‘77’g0(93,T—1€)‘2 dx.
2 Jg

Considerando § > 0 tal que C'§ = 1/2 e rearranjando termos na ultima
desigualdade, temos

1d 2 1f 2
= Tt de+-| |V T—0)d
a7 | et =0f do 5 | Vet T - 0)f da

_ 2 1 2
<l + 1) [ oot =0 do+ 5 [ oo~ 0 da

+ ! f In'e(z, T — 15)|2 dz.
2 Ja
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Multiplicando por 2 a desigualdade anterior, esta torna se
d 2 2
dtf |77<p(x,T — t)] dx + J ‘V(ntp(m,T - t))} dx
Q Q
_ 2 2
< CUE +1) [ oo 7 =0 dot [ gt~ da
+J ' p(e, T — 1) da. (A.13)
Q
A 1ltima desigualdade implica
d 2 2 2 2
o Q\W(JS,T—t)\ de < C(|lyll% + 1) Q\W(%T—t)\ da + ang(:v,T—t)\ da

+ f ’n'go(x,T — 15){2 dzx.
0

Logo, utilizando a desigualdade de Gronwall (Teorema 1.47) na desigualdade

anterior e tendo em conta que ny(z,T) = 0, obtem-se

¢
JQ ‘7790(13, T — t)‘Q dz < eCtIFlE+1) <JQ ‘nw(x,T)f dx + J; JQ ‘ng(x,T — 5)‘2 dz ds

+ Lt L ' p(a, T - s)[° dz ds)

=112
< CeCTlol <||ng||iQ(O,T;L2(Q)N) + ||77/S0||i2(o,T;L2(Q)N)> , Vtel0,T].

Portanto, pela definicao de supremo essencial, vale
=112
||7]90Hi00(0,T;L2(Q)N) < CePTlol (“ngH%Q(O,T;L?(Q)N) + ||77,90||%2(0,T;L2(Q)N)> . (A.14)

Integrando em (0,7") a desigualdade (A.13) e tendo em conta que ny(x,T) = 0,

temos

L Ine(z,0)* da — L ne(z, T)|* dz + LT L IV (no(z, T — )| de dt

= ||7780(0)||%2(Q)N + HUQOH%Q(O,T;V)

< C (IngliZ oz, + Ingllizo sy + 176l ia@m )

Note que L* < L? implica que H7790H2L2(0,T;L2(Q)N) < CO||7790||%00(0,T;L2(Q)N)'
Utilizando este fato, somando a ultima desigualdade com (A.14) e rearranjando termos,

obtemos a estimativa desejada (A.12), isto é,

120720y + Inll720.70) + 1020 0,780

< CeCTIl (Hﬁ@”%Q(o,T;LQ(@)N) + HngH%Q(O,T;LQ(Q)N) + H77/80H%2(0,T;L2(Q)N)) :
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Proposig¢ao A.10. Seja (p, ) solugio do sistema adjunto (7), entdo vale a estimativa de
energia

H(:O(O)H%Q(Q)N + H90||2L2(0,T/2;V) + H(:OH%OO(O,T/Z;H)
(A.15)

—n2 1
< Cre® Tl <||g||%2(0,3T/4;L2(Q)N) + ﬁH90||%2(T/2,3T/4;L2(Q)N))-

Demonstragio. Consideremos uma funcao n € C*([0,71]) tal que n(T) = 0, satisfazendo

as propriedades dadas em (A.11). Logo, note que valem as desigualdades
( 3T /4
HngH%Q(O,T;LQ(Q)N) < Cy lg|? dx dt,

/1"
2
fﬂ|g0| dz dt, (A.16)

||77‘P||%2(0,T/2;v) < ||7790||%2(0,T;V)7

0

Cs
17l repia <f
LOn@MN S T2 )

A

\HTIQOH%OO(O,T/ZH) < ||90H%oo(o,T;H)-
Aplicando a Proposicao A.9, vale a estimativa de energia
HWSO(O)H%?(Q)N + ”7790H%Q(O,T;V) + HWPHQLOO(O,T;H)

=112
< CeCTll <||7]90||%2(0,T;L2(Q)N) + ||ng||%2(0,T;L2(Q)N) + ||77,90H%2(0,T;L2(Q)N)> .

Finalmente, substituindo as quatro desigualdades dadas em (A.16) na estimativa

acima, obtemos a estimativa desejada (A.15). ]

Proposigao A.11. Seja (¢, ) solugao do sistema (7) com lado direito nulo, entdo existem

constantes positivas Cy e C1, tais que

el L2y < COGCT”g”%OH@(T)HL?(Q)N- (A.17)

Demonstragio. Seja (¢, ) solugdo do sistema adjunto (7) com lado direito nulo, isto é,

r

- —Ap—Dpyg+Vr =0 em(Q,
V-p=0 em @),

< =0 sobre X2,
o(T) = ¢ em (.

\

Multiplicando a primeira equacao do sistema anterior por ¢, temos
—(p)e — (Ap)p — (Deiy)p + (Vm)p = 0.

Fazendo a mudanga de variavel de t € [0, T'] para T'—t, ainda teremos (1" —1t) €
[0, T]. Logo, substituindo ¢(x,t) = p(x,T — t) na igualdade anterior, esta torna se
— (e, T =)o, T = 1)) = Alep(z, T = 1)) (p(a, T — 1))
= D(o(z, T = )y(x, T = t)(p(x, T = 1)) + V(r(x, T = 1)) (p(z, T — 1))
= 0.
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Integrando em 2, utilizando integracao por partes e aplicando as desigualdades

de Cauchy e Young (Teoremas 1.38 e 1.40) na desigualdade anterior, segue que

1 d
3 [ et =0 dr+ [ [V(etar - 0) o
Q Q

< L |D(p(z, T — )y(z, T — t)(p(z, T — t))| da
<C (6 [ Ivete =0 as+ ol | ot T - 0 dw) |

Seja 6 > 0 tal que C'd = 1/2 na ultima desigualdade. Logo, esta torna se

1d | _
537 ). [e@ T =0 de+ 3 | [V(ete.T =) dz < ClaIE | ofe.T -0 de
Q Q N

Multiplicando por 2 a desigualdade anterior, temos

d _
G | et o de<clal | Jote.7 - 0P ax
Q Q

Aplicando a desigualdade de Gronwall (Teorema 1.47) na ultima desigualdade,
segue que

L p(e, T — ) da < Ml & f o(e, T)P da

< MW | o(T) 2 iyn, Vit € [0, 7).
Pela definicao de supremo essencial, vale
=112
||<P||%w(o,T;L2(Q)N) < eCTHyHOOHSO(T)||%2(Q)N-

Como L* < L? implica que [|¢[|Z2(07:r20)n) < Coll@ll7=(or:r2(0)m)- Este fato

e a desigualdade anterior implicam a desigualdade desejada (A.17). O

Proposicio A.12. Seja (¢, 7) solugio do sistema (7) com lado direito g € L*(Q)Y e
o(T) = 0. Entdo, ¢ depende continuamente de g. Isto €, existem constantes positivas Cy e

C1 tais que

_ ~112
o112 000~ re o < Co(l1% + 1) e T ||g]12, o v

Demonstracao. Repetindo o procedimento da prova da Proposicao A.11, temos

5 | e =0 do 3 | [9(ew. T - 0) o< CQaIE + 1) | oo T - 0P ds
Q Q Q

1
+f lg(x, T — )" dz.  (A.18)
2 Jo
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Multiplicando a desigualdade anterior por 2, esta torna se
d 2 _ 2
| It =0 do < cqUal + 1) [ Jeto -0 dot | JoleT - 0f do
dt Jo Q Q

Aplicando a desigualdade de Gronwall (Teorema 1.47) na tltima desigualdade

e tendo em conta que p(z,T) = 0, temos

J lo(x, T —t)|? dz < eh CUTlE+) d (J (2, T)|? d:v—&—J f g(z, T —t)] d:cdt)

< CeCT”yOOJ |g(x,T — t)‘ dz dt, Vtel0,T].
Q

Da defini¢do de supremo essencial, a tultima desigualdade implica

=112
“‘:OH%OO(O,T;L?(Q)N) < OeCTHy”ngHZL?(Q)N- (A.19)

Multiplicando a desigualdade (A.18) por 2 e integrando em (0,7, temos

L |o(z,0)[° dz — L o(, T)|* dz + LT L IV (o(x, T = 1))[* da dt
gl + 1) LT L lo(e, T — 1) da dt + LT L lg(e, T — 1) de dt.

Tendo em conta na tltima desigualdade que ¢(z,T) = 0, o fato que L* < L?
e a desigualdade (A.19), obtemos

HSDH%Z(O,T;V) < C(|lglz + 1)”90||%00(0,T;L2(Q)N) + ||g||%2(Q)N

Finalmente, a desigualdade anterior e (A.19) implicam

4 1)601TH17H§0HQH%

||90H%2(0,T;V)me(o,T;H) < Co(llzl%, 2(Q)N -

]

Proposigao A.13. Seja (y,p) solugio do sistema linearizado (5), entao existem constantes

positivas Cy e Cy, tais que vale

2
HytHL2 orv) T |7 (0,T;H)AL2(0.T5V) S < Cre@ Tl (Hy( )|IZ2 o,7;L2(Q)N) T HfHLZ(Q

0z i0my ) - (A.20)

Demonstragdo. Primeiramente vamos estimar [|y||7 o z.m)~z2(0.1v)-

Seja (y,p) é solugao do sistema linearizado (5), isto é,

-

~Ay+ V- (y®y+y®y)+Vp=f+ovl, emQ,
V-y=0 em @,
y=0 sobre X,
y(0) = ¢° em (.
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Daqui até o final da prova, ® representara o produto interno de matrizes N x N,

isto é,

N
A@B = Z ai,jbi,j.

i,j=1

Multiplicando a primeira equacao do sistema anterior por y, integrando em ¢

e utilizando integracao por partes, segue que
— —‘y| dz + }Vy| dx = (y®y+y®y)@vydx+ (f +vl,) -y de.
2 Jq dt Q Q 0
(A.21)
Agora, notemos que valem as desigualdades

| wenovydd < | vy dos @I | o do
Q Q Q

| Gon) oV a] <3 | (97 do+ @M | ol ax
Q

Logo, substituindo as duas tltimas desigualdades no lado direito de (A.21),

temos

1 d _
2J %‘y|2 dx +J |Vy|2 dr < 25J ‘Vy|2 dz + C’(é)NHyH%OJ ‘y|2 dx
Q Q Q Q

+ L(f%—vlw)y dz.

Tomando § = 1/4 na tultima desigualdade, esta torna se

1d 1 _ 1 1 2
f ‘y|2 dx + J ‘Vy|2 dzr < C||y||§of ‘y|2 dx + J ‘y\Q dr + f |(f —H}lw)! dx.

(A.22)
Multiplicando por 2 e integrando em (0,7T") a desigualdade anterior, obtemos
2 2 T 2
J ly(z,T)|" dz — f y(z,0)|” dz + f J Vy(z,t)|" dz dt
Q Q 0 Jo
T T )
< C(|gl1% + 1)J J ly|? do dt +J J |(f + vl,|” dz de.
0o Jo 0 Jo
A 1ltima desigualdade implica que
HyH%Q(O,T;V) < C(Hy”%OO(O,T;H) +If + UleQB(Q)N + H?/(O)H%{) (A.23)
Multiplicando por 2 a desigualdade (A.22), esta torna se

d _
d f yf? de < (712 + 1) j yf? da + f (f + o) de.
dt Jq Q Q
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Utilizando a desigualdade de Gronwall (Teorema 1.47) na desigualdade anterior,

temos

t
f Iy, ) da < cCHITE+D (J ly(z,0))* do +J f If + ol |* da ds)
Q Q 0 JQ
< O (|1y(0) % + 11 + vlulZag ), V€ [0,T].

A 1ltima desigualdade implica que

S112
”yH%w(O,T;H) < CeTlolk <Hy(O)H%Q(O,T;L2(Q)N) +If + Ule%?(Q)N) .
Finalmente, utilizando a desigualdade anterior e (A.23), obtemos

=112
HyH%OO(O,T;H)mLQ(O,T;V) < CeTlvl (||?/(0)||%2(0,T;L2(Q)N) + ||f||%2(Q)N

+”UH2L2(wx(o,T))N> : (A.24)

No resto da prova vamos estimar o termo ||y[|72 .y

Pela formulacao fraca do sistema linearizado (5), temos

<yt,u>+f Vy - Vu dx—f (g®y+y®gj)®Vu dm=f(f+v1w)~udx,
Q Q Q

para todo u e V.

Logo, segue que
|y, uy| < ‘J Vy-Vu dm’ + ‘f (yQy+y®y)OVu dx‘ + ‘f (f +vly)-udz|. (A.25)
Q Q Q
Notemos que valem as desigualdades

| o 9) © Vuds] < Culllalylzzo IVul o
Q

[ G©) 0 Vude] < Calgalylson [Vulzzn

Assim, aplicando a desigualdade de Holder (Teorema 1.43) e substituindo as

duas desigualdades acima no lado direito de (A.25), podemos reescrevé-la, obtendo
Yoo wy < C([IVyllzzn + 1Fllollyll 2y + (1 + vlo)lz2@) llullv-
Utilizando a defini¢do da norma ||y;||y+ na dltima desigualdade, segue que

lyellv: < € (IVyllzz@ + 15l lyllz2@x + 10 + vlo)lz2 @) -
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Elevando ao quadrado ambos lados da desigualdade anterior e integrando
em (0,7, temos

lyelz0ry < € (19120 + 1TIE NI 0 2,z + 1 2y

+||U||%2(w><(0,T))N> .

Lembrando a definicio da norma no espaco L*(0,T; H) n L*(0,T; V), a tltima

desigualdade implica
lwelzzy < € (IylEoomamnrzorw) + 1 e + 1013 xiomyy) -

Finalmente, somando a desigualdade anterior com (A.24), obtemos a estimativa
desejada (A.20). O



92

B Desigualdade de Carleman

Neste apéndice, provaremos a desigualdade de Carleman dada no Teorema 0.2

para o sistema adjunto (7), isto é,

[(8,)\; S0) <C (1 + T2) 815/2)\20 er—4s&+2sa*g15/2‘g|2 dx dt
Q

+816)\40 JJ 6_85&+68a*516|(p|2 da dt

wx(0,T)

A prova sera dividida em 5 partes. Na primeira parte abordaremos o sistema
adjunto (7) como se fosse N equagoes do calor. Logo, aplicaremos a desigualdade de
Carleman classica para a equagao do calor dada pelo Teorema A.7 para conseguir uma
estimativa para o termo I(s, A, ¢) definido em (12). A estimativa é formada por integrais
globais do gradiente da pressao m, o termo g no lado direito da primeira equacao do

sistema (7) e uma integral local da solugao ¢ do sistema (7).

Na segunda parte, estimaremos a integral global do gradiente da pressao 7 da
primeira parte mediante integrais globais dos termos g, Dyy que aparecem na primeira
equagao do sistema adjunto (7), uma integral local da pressdo 7 e do seu trago. Para
isso utilizaremos o fato que a primeira equagao do sistema (7) pode ser vista como uma

equacao eliptica satisfeita pela pressao .

Na terceira parte, nos centraremos em estimar o termo do trago da pressao m
da segunda parte, utilizando resultados ja conhecidos de regularidade para o sistema de
Navier-Stokes. A estimativa é formada por integrais globais dos termos g, ¢ e Vg, onde ¢

é solugao do sistema adjunto (7).

Tendo chegado até aqui, nos teremos uma desigualdade de Carleman, com lado
esquerdo I(s, A, ) e lado direito com integrais locais dos termos ¢, 7 e uma integral global

do termo g.

Na quarta parte, nos dedicaremos a estimar a integral local da pressao da
desigualdade de Carleman mencionada acima. Nessa integral, estd presente uma fungao
peso dependente das variaveis espacial e temporal. Consequentemente, estimaremos a
integral local da pressdao com peso dependente das varidveis espacial e temporal por outra
integral local da pressao com peso dependente s6 da variavel temporal. Logo, estimaremos
esta ultima integral local mediante outra integral local do gradiente da pressao m. Utilizando
a equacao satisfeita pelo vetor velocidade ¢ e a pressdo 7 na primeira igualdade do sistema

adjunto (7), estimaremos a integral local do gradiente da pressao 7 em termos de integrais
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locais de ég, éAw, é(pt e éVgp. A partir dai nos concentraremos apenas em estimar essas

quatro integrais, o que serd uma das maiores tarefas da quarta parte.

Na quinta e ultima parte reunimos todas as estimativas das partes anteriores

para obter a desigualdade de Carleman procurada no Teorema 0.2.

B.1 Desigualdade de Carleman para a equacao do calor.

Nesta se¢do obteremos uma primeira estimativa para I(s, A; ¢) definido em (12),
resultado dado no Lema B.1. Para encontrar essa estimativa, seguiremos os seguintes

passos :

« Vamos reescrever o sistema adjunto (7) como N equagdes do calor.

« Estimaremos (s, \; ¢) utilizando uma desigualdade de Carleman cléssica para cada

equagao do calor do passo anterior.

« Estimaremos a integral global de Dyy na desigualdade do passo anterior em termos

da integral global de V.
« Finalmente, calcularemos a estimativa desejada de I(s, \; ¢).

Lema B.1. Suponha que (4) seja satisfeito. Entao, existem trés constantes positivas sy, A
e C, dependendo apenas de Q e w, tais que para cada ©° € H e cada g € L*(Q)", a solugio

correspondente (p, ) do problema (7) verifica

I(s,\;p) < C er_%a(\gf +|Va) dz dt + s*\* Jf e e p|? do dt |, (B.1)
Q

w1 X (OzT)

para quaisquer X = A (1+ |7]lo), s = s1(T* +T®) e fungées auziliares o e & dadas em (11).

Demonstracio. Como ja mencionamos no inicio da se¢do, vamos a dividir a prova deste
lema em 4 passos.

Passo 1 : Notemos que podemos reescrever a primeira equagao do sistema (7) da forma
o+ Ap =G, (B.2)

onde G = —(g + Dyy — V). Entao, cada componente de (B.2) pode ser reescrita como
pir + Ap; = Gy, (B.3)

onde
Gi = —(9; + (Dgy); — 0;m), parai=1,...,N.
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Passo 2 : Como (B.3) é uma equagao do calor para cada i = 1, ..., N, podemos aplicar
a desigualdade de Carleman classica (Teorema A.7) para cada ¢, onde consideramos um
aberto w; tal que w; € w. Assim, temos que para cada i = 1,..., N existem constantes

positivas
Mi=Mi(Quw) = 1, 81, = Sl,i(Q>w1)<T7 + T8)> Cri=C1i(2,w1),

tais que vale a desigualdade

-1 Jf e3¢ (|gid)? + |Ap;[*) dz dt + sA JJ e B Vi) do dt
Q Q

+ s° 2 ff e 263 * da dt
Q

< Oy Jf “20 |G da dt + s3M? fj e~ 253 p)? da dt |, (B.4)

w1 %(0,T)

para todo A = Ay, s = s1,(T" +T%) ei=1,..,N.

Consideremos )\ = max {Mi} eso= max {s1:}. Logo, as N desigualdades

<i<N

em (B.4) sdo satisfeitas para todo A = Ao, s = so(T" + T%) ei=1,...,N.

Somando de 1 até N ambos lados da desigualdade (B.4), temos

N

Z st ff e 2sagl (|90,~,t|2 + |Ag0i|2) dz dt + s\? Jf e~ |V |* do dt
=1 Q Q

+5° M ff e 263 * da dt

CM H 20 |G e dt + $P\ H e 20302 o dt |, (B.5)

i= w1 % (0,T)

para todo A = Ao, s = so(T" +T%) ei=1,..,N.

Substituindo a desigualdade

Gil? = |(g: + (Dpy); — 6,m)]* < Cri( g:” + |(Dey)l” + |0 [?),
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no lado direito de (B.5), temos que esta se torna
N
Z s JJ e 2 (lpidl” + |Apil?) do dt + sA? Jf e 2|V da dt
i—1
Q Q

+5° A ff e 25E3 o |? da dt
Q

N
< ZCM H 25| g;|* + |(Dpy)il” + [0;7]?) da dt + s°A* ﬂ e~ 23 p)? da dt |,

i=1 w1 % (0,T)

para todo A = Ao, s = so(T" +T%) ei=1,..,N.

Passando os somatorios para dentro das integrais na desigualdade anterior e

sabendo que

N
Dleid® = leel?, ZIA%F—IAW
=1

=1

N N
2
> leil® = lel, Z Veil* = Vel

N v
2 _
Dlal® =19l Z (Dey)il” = |Deyl?

>l = |V,
i=1
temos a desigualdade

g1 Jf Qsa |90t‘ + |Agp| ) dz dt + s\? JJ 2sa£|V<p|2 dz dt

+ 3\ Jf 6_230‘§3|<,0|2 dz dt
Q

H 2 (| 1 [(Deg) 2 + [Val?) da dt + 5N ﬂ 25083 of2 g dt |,

w1 ><(0 T)

para todo A = A, s = so(T7 + T%).

Note que o lado esquerdo da tltima desigualdade é igual a I(s, A, ). Portanto,
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esta ultima desigualdade pode ser reescrita como

I(s, 3 0) < O f f 2| + (D)l + [Val?) de dt
Q

+ 522! JJ e 23 pl? d dt |, (B.6)

w1 X (O,T)

para todo A = A\g e s = so(T7 + T®).

Passo 3 : Agora, lembrando a defini¢ao de Dy dada em (8) e a regularidade de y dada
por (4), vamos a estimar o termo que envolve Dpy no lado direito de (B.6). Para isso,

note que

CLI(Deh)l” < CIVel* |7, - (B.7)

Na desigualdade anterior, seja s;(€2,w) = 1 e note que 7% > 2® > 1, onde ¢ é

dada em (11). Entao, temos

Cy [(Dey)|* < CTEV o |9]2, < Cs |yl5 E|Vel?, Vs = s T"

Tomando A (€, w) = (2C)Y? na desigualdade anterior, temos

_ _ 1 _
CLI(Dey)* < Os |7l €1 Vel* < FNEVeP, VA= Myl Vs= 0T (BS)

Sejam agora as constantes Ao(£2,w) = max{Ag, A1} e s2(Q,w) = max{sp, s1}.

Entao, valem as seguintes relagoes

A2 (2, w) (1 + [7]0) = A2 |yl = Al
2 (W) (T + T = 51(Q,w)T®,
A2(€,w) (1 + [|7ll0) = A2 = Ao,

5o(Q, W) (TT +T®) = 50(Q,w)(T7 + T%).

»

Pelas quatro tltimas desigualdades concluimos que (B.6) e (B.8) sao validas
para todo A = Ao(1 + [y] ) e 8 = so(Q,w)(T" + T%).

Multiplicando a desigualdade (B.8) por e”*** e integrando em (@, conseguimos

estimar a integral global de Dyy em termos da integral global de Vi, isto é,

1
) J J e (Dep)f d dr < SN ﬂ 20|Vl da dt,
Q Q

para todo A = Ag(Q,w)(1 + ||y],) e 5 = s2(Q,w)(T7 + T®).
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Passo 4 : Finalmente, calcularemos a estimativa desejada para I(s, \; ¢).

Substituindo a tltima desigualdade no lado direito de (B.6), conseguimos

eliminar o termo que envolve Dy, obtendo

I(s,\; ) < ” “259(|gl? + |Vx|?) dz dt + s\ U e 263 o da dt

w1 X(O T)

+ 55)\2 Jf e B¢Vl da dt,
Q

para todo A = A (Q,w)(1 + [y],,) e s = so(Q,w) (T + T%).

Substituindo na desigualdade anterior a expressao para I(s, A, ¢) dada por (12)
e absorvendo a integral que envolve o termo |V¢|? no lado direito com seu similar no lado

esquerdo, temos

1
! fj R (|<pt|2 +]Apl?) dx dt + 53)\2 ff e B¢ |Vp|? do dt
Q Q

+ s° M Jf e 283 p* dr dt
Q

H “22(g)? + |Val?) do dt + s3A\* U e 283 da dt

w1 ><(0 T)

Multiplicando por 2 ambos lados da desigualdade anterior, notamos que o lado

esquerdo resultante é maior que I(s,\, ), obtendo a desigualdade desejada (B.1), isto é,

I(s,\;) < J] 29| g)? + |Val’) dz dt + s>\ ff —25083| o2 dr dt |,

w1 ><(0 T)

para todo A = Ag(Q,w)(1 + ||g],) e s = s2(Q,w)(T7 + T®). O

B.2 Estimativa do gradiente da pressao m

Nesta se¢ao estimaremos a integral global do gradiente da pressao m no lado
direito de (B.1) em termos de uma integral local da pressao 7, um termo envolvendo o trago
de 7 e outras duas integrais globais envolvendo o termo g e o gradiente da velocidade ¢.

Esta estimativa é dada no Lema B.2 e para encontra-la seguiremos os seguintes passos :

 Olharemos a primeira equagao do sistema (7) como um problema eliptico em 7.

o Obteremos uma estimativa da integral global no espago do gradiente da pressao w

utilizando uma desigualdade de Carleman para o problema eliptico do passo anterior.
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« Estimaremos a integral local no espago do gradiente da pressao m na desigualdade

obtida no passo anterior em termos de Z; e Z, definidas em (B.19).
e Estimaremos Z; e Zs.

« Utilizando os passos 3 e 4 eliminaremos o termo relacionado a integral local do

gradiente da pressao 7 da estimativa do passo 2.

« Finalmente, reescreveremos a estimativa global no espago do gradiente da pressao
7 em termos de novos pesos. Logo, integraremos em (0,7") para obter a estimativa

desejada.

Lema B.2. Suponha que (4) seja satisfeito. Entao, existem trés constantes positivas Sa, Ao
e C, dependendo apenas de 2 e w, tais que para cada ©° € H e cada g € LQ(Q)N, a solugao

correspondente (p, ) do problema (7) verifica

T T g
f f e 2| Vr[? dz dt < C <sf J e™#¢g|* dz dt + SJ f e #¢|(Dey)|* dx dt
o Ja 0 JO 0 JQ

T
+s1/? J T2 () P () [F1/2 oy A
0

T
+s2)\2f f e 2|1 |? do dt) , (B.9)
0 w2

para todo X = Ny, s = s,T° e fungies auziliares o, &, o e é dadas em (11).

Demonstracao. Como ja mencionamos no inicio da se¢ao, vamos a dividir a prova deste
lema em 6 passos.
Passo 1 : Olharemos a primeira equagao do sistema adjunto (7) como um problema

eliptico em 7.

Aplicando o operador de divergéncia na primeira equagao do sistema (7), temos

V- (—pr— Ap+ V) = V- (g + Dpy). (B.10)

Logo, aplicando o operador divergéncia em cada um dos termos do lado esquerdo

de (B.10), vale
N
o (0
Qt)=§m(a%)

=0,

<

hS

|
QJ\ S Mz

>
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V-Ap =V (Api,..., Apy)

(o)

i=1

(2 )+ oy (Raten)
01 (

1( 1)) + ... + N ai2<90N

R
R

D"qz

N
I
—_

)
02 (01(pr)) + o + *(on(en))

'Dllﬂz

S
Il
—_

0 (01(1) + - + On(n))

.D“ﬂz

N
I
—_

azz(v ) 90)

[y

I
=N

V.- (Vr) = Ar.

Portanto, substituindo as trés igualdades anteriores em (B.10), temos

A =V - (g+ Dyy). (B.11)

Passo 2 : Neste passo, aplicaremos a desigualdade de Carleman do Teorema A.5 ao
problema eliptico (B.11) em 7 para obter uma estimativa da integral global no espago do

gradiente da pressao .

Pelo Teorema 1.68, m(t) € H'(f2) para quase todo t € (0,T). Entao, o lado
direito de (B.11) pertence ao espaco H ().
Escrevendo (B.11) explicitamente, obtemos

N

D102 (m) =) ai(Fy), (B.12)

i=1 i=1

onde
F =g+ Dypy.

Comparando (B.12) com (A.4) e utilizando as notagoes no contexto do Teo-



Apéndice B. Desigualdade de Carleman 100

rema A.5, temos que

1, se1 =7,
aij:5ij: J
0, se 1 # 7,

b =0, parat=1,..., N,
¢ =0, parat=1,...N

)

d=0,

fi = (g+ Dyy);, para j=1,.., N,
f=0,

y=m,
€

n=9,

onde
n(x) = M@, (B.13)
com 7° definida em (10).

Assim, aplicando o Teorema A.5 no problema eliptico dado por (B.12), temos

que existem constantes Cp > O,X > 1e7 > 1, tais que vale a desigualdade

J TNV |de + T2>\2J n’|r?e* ™ dx
Q Q
N
T =\ 12 T
< Cy (Tme? 7200y + 2 Tf (g + Depy);|" ne’™da
j=1 Y9

—i—J (|Vr]* + T2>\2n2\7r\2)62mdx> : (B.14)
w1

A~

paratodo A= AeT>T7T

Substituindo as desigualdades

J ™ VrPdr < f >V |2dr + TWJ n*|7|2e’ dx
Q Q Q

N N
g+ Do) < 2> (gil” + [(Dey); ) = 219l + (D) *)
=1

Jj=1

m (B.14), temos

j |V () Pz < O ( j (|<Dsoy>|2+\g|2)<t>d:c+rl/2e2T|w<t>\|§1/2@m)
0 Q

+ f T (IVa + 2N m?) (t)da, (B.15)
w1
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~

para quase todo t € (0,T), paratodo A=\ e 7> 7.

A desigualdade (B.15) tem um papel importante, pois desta desigualdade vamos
a deduzir a estimativa desejada em (B.9). Mas para isso precisamos eliminar a integral
local de V7 no lado direito de (B.15).

Passo 3 : Neste passo, estimaremos a integral local no espaco do gradiente da pressao 7
no lado direito da desigualdade (B.15), em termos de Z; e Z, definidas em (B.19).

Comegaremos estimando a integral local de V7 no lado direito de (B.15) em
termos de uma integral local de m em um aberto wy que satisfaca w; € wy € w. Para isso,

introduzimos uma funcio ¢ € C*(w,) tal que ( =1 em w; com 0 < (¢ < 1.

Notemos que

f |V (t)|*de = f ¢ |V (t)Pdr < J e2T”§(V7r(t) . Vw(t))dx. (B.16)

w2

Escrevendo o ultimo termo a direita da desigualdade anterior em termos de

suas fungoes coordenadas, temos

Mz

J, ewso: N RCOEESICOTENNCEY

i=1

Observemos que para cada 1 < ¢ < N, mediante a integragao por partes no
lado direito de (B.17), obtemos

f 0i((t))e*™¢oy(n(t))dx = —f ()0 (e*7¢0;(m(t))) da,

pois ¢ tem suporte contido em ws.

Expandindo também o termo 0;(*”¢d;(m(t))) na igualdade anterior, temos

L R Car(2))da — |

w2

7(1)0;(e*™C) 0 (m(t))dx + f 7(1)e*™(0:2 (m(t))d.

w2

Substituindo as duas tltimas igualdades em (B.17), esta dltima torna se

f e?M¢ Ve (t) - Va(t) do = Z NeX ¢ (w(t)) da

i=1vw2

W'Mz

jﬂ)(?mca dx—Zj )EICo2 (1) dr

w2

i J (e2™¢)0; dx—z f ¢ (8)0,2(w (1)) da
v

(7€) - V |m(t) da — f MICr(H)A(n(t)) da,

[\:)\r—\ [\D\»—*
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ou seja,

L e*™¢ Vr(t) - Vr(t) do = —; L V(e¢) -V |x(t)]? dx —J () A(r(t)) da.

w2

(B.18)

Integrando por partes o primeiro termo do lado direito da equacao anterior e

lembrando que ¢ tem suporte contido em ws, temos
1 1
3 | V@) Virwpds = 5 [ A0 P

Notemos que o segundo termo do lado direito da igualdade (B.18) pode ser

reescrito como

| emenanas - (@man),cn),,

L(wa),Hf (w2)

Substituindo as duas tltimas igualdades no lado direito de (B.18) e o resultado

no lado direito de (B.16), obtemos a estimativa desejada

J V() Pz < Ty + T, (B.19)
onde
1
I, = — <€2777A7T(t)7C,/T(t)>H,1(w2)’Hé(w2)7 I, = QJ A(ez‘mC)‘W(t)’g dz.
w2

Passo 4 : Neste passo estimaremos os termos do lado direito da desigualdade (B.19), isto
é, Il [§ IQ.

Comegaremos substituindo (B.11), isto é, Aw = V - (g + Dyy), no primeiro
termo do lado direito de (B.19), ou seja,

T, = — (A(r(t),¢n (D)), = — (V- (g + Dy) (1), ¢ (1)), -

-- j 1Y g+ Dep) (Dm0

Lws),H} (w2) H(wa),H{ (w2)

=—2 f 2,((g: + (D)) (£))Crlt)da

portanto,

— (" A(r(1)), gﬂ(t)>H71(w2)’Hé o~ —ZJ e*™0; ((g; + (Dy)i) (1)) (m(t)da. (B.20)

=1
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Integrando por partes para i = 1,..., N o lado direito de (B.20) e tendo em

conta que ( tem suporte contido em w,, obtem-se
J e*™0,((g; + (D)) ()¢ (t)dx = —f (g: + (Dey)s) (1) 0i(e*™Cm (1)) da
__ f (Dyi + 9)i(t) (3:(On(t)) dz (B.21)

- f (Dey + g)i(t) (e*7¢ai(n(t))) da.

Substituindo a igualdade anterior em (B.20) e passando os somatoérios para

dentro das integrais, obtemos
2T _ 2T . —
(A TO) s i = | TET) (Dl 900

+ f e*™¢(Doy + g)(t) - Vr(t)da. (B.22)

Tendo chegado até aqui, pela igualdade (B.22), deduzimos que para estimar
mas adiante o lado direito de (B.19), precisamos de estimativas que ainda nao temos para

o gradiente e Laplaciano de e*™¢. Estimativas que apresentaremos agora.

Desenvolvendo componente a componente V(e?™¢) e A(e*™(¢). Utilizando a
desigualdade triangular e regularidade de 7 dada em (B.13) e ¢ € C?(w;), temos que

existem constantes positivas Ay e A, tais que valem as desigualdades

|A(2™C)| < 20,72 N2 2e®™, YA = N (B.23)

IV(e™C)| < CsmAne®™, YA = . (B.24)

Estimemos agora o lado direito de (B.22). Comecemos estimando o segundo
termo do lado direito de (B.22). Aplicando as desigualdades de Cauchy e Cauchy-Schwarz

(ver teoremas 1.38 e 1.41), obtemos

| emeen + ot - Irinar < [ iy + o) ITr(n)ds
<5 ) AU+ O + VxR da
<| (DR + o)) de
+ ;L e2C |V () |2dx

C _
<2J6%WDWWV+MWQM

1
+2f e*™¢ |V (t))*da,
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ou seja,
2 ~ C 2T 2 2
| emewen + o) Vrtas < S [ (Degto)? + lo(o)) do

1
- QJ e*™¢ |V (t))*d. (B.25)
wa
Para estimar o primeiro termo do lado direito de (B.22), isto é,

f V(C) - (Deg + g)(0)n(t)d,

vamos a substituir neste, a estimativa para o termo V(e*”¢) dada em (B.24). Logo,

utilizando novamente as desigualdades de Cauchy e Cauchy-Schwarz, obtem-se

| @) dei+ g0t < [ 19E0NDe + g)Olin(e)] da

<Ca | T I(Deg + 9)(0) (9] da
C _
<G| e R+ 1(Des + 9)(0)F) do
C
St | empln(ofs

e J 20 (| Dgi(t)[? + |g(#) ) da,

<

ou seja,
C
J v(e?rng) . (Dspg + g)(t)ﬂ-(t)dl‘ < 237'2772f 27’7777 |7T( )|2dl'
F 0 [ e (Dagl +lgP) . (B0

Substituindo as desigualdades (B.25) e (B.26) no lado direito de (B.22), conse-

guimos a estimativa desejada para o primeiro termo do lado direito de (B.19), ou seja,
- 2Tn
R (GRS {O) S

<c (A [ ermpimopas | e?T”<|Dsoy|2+rg|2><t>dx)

w2

1
+ QJ >V (t)|Pd. (B.27)

Para estimar o segundo termo do lado direito de (B.19), precisamos apenas
substituir a desigualdade (B.23) em (B.19), obtendo

12—” A0 |r (1) 2de < cgmf €22 (1) 2. (B.28)
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Passo 5 : Neste passo, vamos eliminar o termo relacionado com a integral local do

gradiente da pressao 7 do lado direito de (B.15).

Comegaremos substituindo as desigualdades (B.27) e (B.28) no lado direito de
(B.19). Assim, temos que (B.19) torna se

J e2TIC Vi (t) - Vr(t)de < Cor? N f e’ | (¢) P
+Cy (er 2?7 (1)) 2da +J (| Dyl + |9|2)(t)dﬂf)

+ ; L 2 e>™1¢ Vr(t) - Vr(t)dw.

Nesta ultima desigualdade, notamos que o tltimo termo do lado direito pode ser
absorvido pelo termo do lado esquerdo. Multiplicando por 2 ambos lados da desigualdade

resultante e considerando C* = max{Cy, C,}, temos
f 2C Vr(t) - Vr(t)de < 20 (TW J 22 (1) P
w2 w2

+Lf“UMW+mW@M)

Substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.16) e a desigualdade

resultante no lado direito de (B.15), temos
L 2™ Vr(t)2de < CF (r L e (|(Dey)|” + 1g*) (B)dz + 727|732 a0
+ 7'2)\2J e*n?|m(t)]? dx) + C5 (TQAQJ X (t) Pda
ws ws
o [ e +lgy0as )
w
< Ci (T L T ([(Deg)l® + [g]?) (1) da + 726> |7 fa o0y
et [ emplaop [ el + oo )
ws ws
<t (v mm(enk + o) s
FPIRO ).

b P2 ey + 72 [

w2
A desigualdade anterior é valida para todo A = X(Q,w) e 7 > 7, onde
Ay = max{j\, o, 5\1}. Pois esta tltima desigualdade resulta de combinar essencialmente as

desigualdades (B.15), (B.23) e (B.24), quais sdo validas para todo A > AeT>7, A= e

A = \q, respectivamente.
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Em resumo, pela ultima desigualdade, conseguimos eliminar a integral local de

Vr no lado direito de (B.15), tornando esta em
[ emwattpas < ez (v [ (et + o) 0o
Q Q

b V2 Ry + 72

2| (t)|? dx) , (B.29)
w2
para todo A = X (Q,w) e 7 > 7.

Passo 6 : No resto da se¢ao vamos a reescrever a desigualdade (B.29), cujos pesos sao

dados pelas fungoes

62777, 7_27'7777, 7'1/262T, 7'2)\282‘”7772,

em termos dos novos pesos

672304’ 567250[6, 51/26725(1* (g*)1/2’ 52)\2672‘9&52.

Vamos comecar considerando a mudanga de variavel

_ S Ao B.30
T t4(T o t)46 I ( ° )

onde 1° é dada como em (10).

Observemos que para t € (0,7T), vale

0< (T —2t)? < 0<T?— 4Tt + 4>

—t(T—t) < (Z)Z
T8

1< —F7—+. B.31
S o8 gy (B.31)
Tomando
s = 5T°, (B.32)
onde §g := %, temos que a desigualdade (B.29) ¢ satisfeita para 7 dado por (B.30).
Substituindo 7 dado por (B.30) na desigualdade (B.29) e multiplicando a
mesma por ¢ 2 onde
o5/ Axm|n°o
= —

temos

(L&WWM%M)E%M“<O&QWW(jLémmqum2+mmaMx

b sy + 7

w2

e*Tn? | (t)[? da:) . (B.33)
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Passando a exponencial e 2**® para dentro das integrais, adicionando seus

expoentes, e observando que

A(m|n°| _+n°(2) 5/4xm|1°] oo
2251 — oxp (286 (12l ) eb/AAmn| >

L9l
$4(T — £)d THT 1)

B/l _ HMom[n]|  +1° @)
=exp [ —2s AT — 1)t

AT — 0t AT — )

) 65/4)\m||7]0”oo _ e>\mHnOHoo
= exp — 48 t4(T—t)4

Am||n° 5/4mln°
6276723/1(0 = exp (23 e H Hoc 9 e m|n oc)

672311*

temos que (B.33) torna se

Jgamwwwgcqgfe%%meW+wmww
Q Q

2 1) B gy + 72

w2

e 20?1 (t)|? dm) : (B.34)

Vamos agora expressar 7 e 17 em termos de s e &

A(m||n°|_ +n°)
5 gl _ @0
tHT —t)* tHT —t)* ’

o (LN el
TN = 57154(T—t)4 () =s T = s°¢~.

Substituindo as igualdades acima na desigualdade (B.34), temos que esta torna

™ =

se
f e 2|V (t)Pde < Cf (SJ e 2 (|(Dgy)* + |g]?) (t)da
Q Q

82 (€ R (0) By + 52N |

w2

e 2 (1) ? dx) :
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Finalmente, integrando a desigualdade anterior em (0, T"), obtemos a estimativa

desejada para a integral global de Vr procurada em (B.9), isto é,

T T T
f f e Vx| dz dt < Cf <SJ f e ¢ g|* do dt + SJ J e~ 2¢|(Dyy) | da dt
0 Jo 0 Jo 0 Jo

T

+s/2 J () (t) [z oy A
0

T
+32)\2J f e 2| r|? da dt) )
0 wa

para todo A = Ay e 5 = 5,T°. n

B.3 Estimativa do traco da pressao 7

Nesta se¢cao mostraremos dois resultados principais dados pelos lemas B.3 e B.4.
O primeiro é uma estimativa do trago da pressao 7 e o segundo é referido a uma estimativa
de I(s,\; ) definido em (12).

B.3.1 Primeiro resultado principal da subsecao

Nesta subsecao estimaremos o terceiro termo do lado direito de (B.9), isto é,
a integral que envolve o traco de 7 mediante integrais que envolvem os termos |g|?, |¢|?
e |Vo|* com expoentes adequados para os pardmetros s e A. Este resultado ¢ dado pelo
lema B.3.

Lema B.3. Suponha que (4) seja satisfeito. Entao, existem constantes positivas s3 e C,
dependendo apenas de Q e w, tais que para cada ° € H e cada g € L*(Q)Y, a solucio

correspondente (@, ) do problema (7) verifica

-~

T
| I Ol at < € (s [[ e 2ol ao ar
0

J

O

~

.
+s g2, J e 2 ¢ Vp|? do dt

Q

[

.
+5727? (‘6_25(153“0‘2 dz dt |, (B.35)
JJ

Q

para todo s = s3T° e fungoes auziliares o, &, a* e & dadas em (11), onde

T* = Sl/4efsa* (5*)1/47_‘,'

Para demonstrar o Lema B.3 seguiremos os seguintes passos :
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« Mostraremos que o par (¢*, %) é solucdo do sistema de Navier Stokes linear (B.36)
para obter, mediante estimativas de energia, uma estimativa da norma da pressao
7* no espaco L*(0,T; H'(Q)).

 Utilizando o passo anterior, estimaremos a integral do traco da pressao m em termos
das integrais Ty, T3 ¢ T3 definidas em (B.41).

o Estimaremos 7T; + 7.
o Estimaremos 7;.

« Finalmente, utilizando os passos 2, 3 e 4, estimaremos a integral do trago de m em

termos de integrais globais dos termos g, ¢ e V.

Demonstragao. (do Lema B.3) Como j& mencionamos acima, vamos a dividir a prova deste
lema em 5 passos.

Passo 1 : Consideremos as fungoes

90* — 81/46_8a*(€*)1/4@ e ¥ = 81/4€_Sa*(§*)1/47T.

Observemos que

(,0;: _ 81/4(67504* <£*>1/4>t90 + 81/467505* (5*)1/490157
—sa* *)1/4A90

Ap* = stte
/4, YAG

VTF* _ Sl so

(€
(€
Lembremos que ¢ satisfaz a primeira equacao do sistema (7), isto é,

—py—Ap — Dpy + V71 =g.

Multiplicando a igualdade anterior por s4e™*" (£*)¥/4 e substituindo os termos
da igualdade resultante em funcao de ¢*, 7*, V7™, temos que ¢* e 7" satisfazem

-

—p; —Ap* + V7' =g* em Q,
V-p*=0 em Q,
I @ (B.36)
©* =0 sobre X,
©*(T) =0 em (2,

onde

g* _ 81/467301* (f*)1/4g + 81/467504* (€*>1/4D¢y_ Sl/4<efsa* (5*)1/4)7&90. (B37)



Apéndice B. Desigualdade de Carleman 110

Usando propriedades de regularidade para o sistema (B.36) dadas no Teo-
rema 1.63, temos que
o* e L2(0,T; H* Q)N n V) n L*(0,T; V),
pi € L*(0,T; H),
™ e L*(0,T; H(Q)).

Além disso, temos que as fungoes ¢*, ¢y, e 7* sao limitadas em seus respec-
tivos espacos pelo termo [|g*||2(g)~, onde g* é o lado direito da primeira equacao do

sistema (B.36). Para 7*, temos

17 20 ) < ‘[ " de dt. (B.38)

Passo 2 : Neste passo, estimaremos a integral do trago da pressao 7 do lado direito da
desigualdade (B.9) em termos de 71, T2 e T3 definidas em (B.41).

Pelo Teorema 1.19, podemos estimar o traco de 7* em termos da norma H*(Q)
de 7*. Isto é, que existe C' > 0 tal que

17* ()| 200) < Cllr™ ()] 110

Consequentemente, elevando ao quadrado ambos lados da desigualdade anterior,

integrando em (0,7") e utilizando a desigualdade (B.38), obtem-se

T T
fHﬁ®%wm&<CJWNM%@&
0 0

< OQJ lg*? dz dt. (B.39)

Agora, pela defini¢ao de g* dada em (B.37), aplicando as desigualdades trian-
gular e o fato que (a + b) < 2(a® + b?) para a,b € R, obtemos

|g |2 ’81/467301*(&*)1/49 + 81/467504*(5*)1/4Dgpy_ 81/4(efsa*(£*)1/4)t90|2
2
< (Is1e7" (€)g] 4 |s/4e™" (€)1 Dig] + [s¥4 (e (¢%) "))

< 03 <‘81/46—soc*( )1/49‘2 + ’81/46_5(1*(6*)1/41390?‘2 + ‘81/4(6—804* (5*)1/4>t80‘2>

= Gy (512727 (€1) 2] + 51267 2" (€) 2| Digp? + 512 (" (€) V)Pl

Logo, substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.39), esta tltima
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torna se

T
f ||7T*(t)||?_11/2(89) dt < 03 Jf —2sa* 1/2|g|2 dr dt
0

r
+Sl/2 (672504* (5*)1/2|D<p§|2 dx dt

O

~
512 ﬁ(e—sa*(g*)l/‘*)tmy? dz dt |. (B.40)
JJ

Q

Agora, eliminemos o termo que envolve a (Dyy) na tltima desigualdade. Para

isso, substituindo a desigualdade (B.7), isto é,

C1 [(Deg)|* < C|Vel? |32

no segundo termo do lado direito da desigualdade anterior, temos

fnw V2ot < Ca (Ti + T+ T5) (B.41)

onde

ff —2sa* 1/2|g’2 dr dt 7~2 _ 81/2 HyH ff —2sa’* )1/2|v<'0|2 dr dt

S ! [ﬁ —s0 (€414, 2 of? di dt,

Passo 3 : Neste passo estimaremos 7; + 73 no lado direito de (B.41).
Pela igualdade (B.30) e pelas defini¢oes de a*, £*, o e £ dadas em (11), as
seguintes desigualdades sao validas

() < &(x,t), et LT g s€*(t) =7 >1, para s3= 51",

com Sy como em (B.32).

Pelas trés desigualdades anteriores e tomando 5; tal que 5, > 55 e 5,7° > 1,

vale
81/26—2sa* (5*)1/2 < 86_28a£, Vs > §1T8.

Portanto, da tultima desigualdade, podemos estimar 7; + 73 no lado direito
de (B.41) da seguinte forma

T+ T < sﬂ e20ggl du dt + s g% ﬂe—%aawﬁ dedt,  (BA2)
Q Q
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para todo s > §;7T°.

Passo 4 : Neste passo vamos obter uma estimativa para o terceiro termo do lado direito
de (B.41), isto é, Ts.

. . . ~ —_sa¥
Para isso, vamos estimar a derivada temporal da funcao peso e ¢ (5*)1/ 1)

Observemos que

1

(7 (€)1 = e (—wi‘(&*)”‘* + 4<§*>3/4£:‘) - (B43)

Lembrando as definigoes de £* e o™ dadas em (11), deduzimos as desigualdades
& < AT(EV! e af <AT(EPA (B.41)

De onde obtemos

HEPIE ST(E)™ o — saf(€) < AsT(E).

Substituindo a tltima desigualdade em (B.43) e tomando C5 > 4, obtemos uma

estimativa para a funcao e (& *)1/ 4

<efsa* (5*)1/4>t < 0567504* (ST(g*)S/Z + T(f*)1/2)
— Che " T ()2 (s6* +1).

Como s&* > 1 para todo s > 5,T°, entao a desigualdade anterior se torna

(efsa* (f*)1/4)t < 0667304*57—,(5*)3/2‘

Finalmente, como consequéncia da ultima desigualdade o terceiro termo do

lado direito de (B.42) é estimado da seguinte forma

7= [ e (€ el o i < CrtT [ (€)1l ar at
0 Q

< Crs°T? He—%aéw dz dt.
Q

Passo 5 : Neste passo, utilizando os passos 2, 3 e 4, estimaremos a integral do trago de 7

em termos de integrais globais dos termos g, ¢ e V.

Substituindo a tltima desigualdade do passo anterior e (B.42) no lado direito

de (B.41), obtemos a estimativa para a integral que envolve o trago de m procurada no
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Lema B.3, isto é,

f 17 200 j f 2| gl? da dt

b5l f [ eeeivop az
Q

+5°277? ff e 2o da dt |,

para todo s > 5,7°. O

B.3.2 Segundo resultado principal da subsec3o

Nesta subsecao encontraremos uma nova estimativa para I(s, A; @), que é dada
no Lema B.4. Para isso, encontraremos uma nova estimativa para o lado esquerdo de (B.9),

para depois utilizar o Lema B.1 para estimar I(s, A; ).

Lema B.4. Suponha que (4) seja satisfeito. Entao, existem trés constantes positivas Sy, A
e C, dependendo apenas de Q e w, tais que para cada ¢° € H e cada g € L*(Q)Y, a solugio
correspondente (¢, ) do problema (7) verifica

I(s,\;p) < C fj 2o dr dt + 2N\ Jf e 28| r|? da dt
Wlx(OT sz(OT
-
+sf e~ %€ g|* da dt |, (B.45)
J
Q

para todo X = M(1+ |7]..), s = sa(T7 + T®) e fungoes auziliares o, & dadas em (11).

Demonstragio. Pelo Lema B.3, temos que vale a desigualdade (B.35) e pelo Lema B.2
vale a desigualdade (B.9). Logo, substituindo (B.35) no lado direito de (B.9), tem-se

He—mva\? de dt <C |s gioﬂe—zmgywy? da dt
Q Q

+5 fj e~ gl da dt + s°2T? Jf e 263 o da dt
Q Q

+5%\? Jf e 2| r|? dz dt |,

w2 x(0,T")

para todo A = Ay e 5 = 5, 7%, onde 5, = max{s,, 53}.
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Agora, pelo Lema B.1 vale a desigualdade (B.1). Logo, substituindo a tltima
desigualdade no lado direito de (B.1), obtemos

Ishg) <0 |t [ esogiol doat
UJ1><(0T
+5°)\? JJ —250 2\ da dt + sff “2al|gl? da dt
wa x (0,T")
LTS J J 203 o2 du dt + s g2 J J BT Ao dt |, (B.A6)
Q Q

para todo A = As(1 + 1yl,) es= 53(T7 + T%), onde A3 = max{\;, Ay} e 53 = max{s;, 5;}.

Agora estimaremos os tltimos dois termos do lado direito da tltima desigualdade.

Tomando constantes 54 e Ay, tais que valem as desigualdades

1
Cys”?T? < 533, Vs = 54T, (B.47)
e
_ 1., T -
Coll, < 52 A2 Ml (B.48)
Multiplicando (B.47) por e 2%¢3|¢[?, (B.48) por e **¢£?|p|? e integrando em Q,
obtemos
5/2m2 —2sa¢3|, 112 /\4 3 —2sa ¢3], 412
Cys”°T e | pl” do dt < 58 e = p|* da dt (B.49)
Q Q
e
Css yioﬂe—mgwy? dz dt < gv H@‘Qwé“IWIQ dz dt. (B.50)
Q Q

para todo s = 5,(T" + T%) e A = M\y(1 + [¥].,), respectivamente.

Consideremos A5 = max{)3, \s} e 55 = max{83,5,4}. Substituindo (B.49)
e (B.50) em (B.46), obtemos

I(s,\ @) < fj 25083 o2 da dt + s\ ff e 28| r|? dx dt

w1 X OT) OT)

3)\4
H =293 o2 dxdt + > H e 2| Vp|? da dt

H e |g2 dr dt, (B.51)
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para todo A = As(1 + [|5],) e s = 55(T7 + T°).
Definamos agora
Jf 725a€3‘90|2 dx dt
JJ —25a§2|ﬂ_|2 dz dt
w2><(0 T
= sjf e~ %% g|* dr dt,
9 (B.52)

A= st Jjezsaﬁl (]got|2 + \Agp]z) dz dt,
Q

B = s\2 ff e B¢ |Vl du dt,
Q

C:= s\ er%“fg\goﬁ dz dt.

A desigualdade (B.51) pode ser reescrita como

~ A~ ~

A+B+C<Cy(A+B)+C/2+B/2+C.
Portanto,
A+B/2+C/2<C5(A+B+0).
Entao,

A~ A~

A+B+C<Cs(A+B+0).

Finalmente, a ultima desigualdade é a estimativa procurada (B.45) no inicio

da subsecao para I(s, \; ), ou seja,

I(s,\;0) < ﬂ e 2932 do dt + s7\? U e 23 |2 do dt

w1>< OT sz(OT

+s Jf e %%¢g)? do dt |,
Q

para todo A = As(1 + [|5],) e s = 55(T7 + T°).
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B.4 Estimativa da integral local da pressao m com peso dependente

da variavel espacial e temporal

Nesta secao temos dois objetivos principais, o primeiro é estimar o segundo

termo no lado direito da desigualdade (B.45), isto é,

H e 22 |r? da dt.

w2>< OT

A estimativa citada é dada no seguinte lema.

Lema B.5. Suponha que (4) seja satisfeito. Entao, existe C' > 0, dependendo apenas de

N

Q e w, tais que para cada ©° € H e cada g € L*(Q)", a solugdo correspondente (p, ) do

problema (7) verifica

J:[ —25a£2’7r’2 dx dt JJ ’9‘ ’9‘2 dz dt + ff ‘9| ‘A@‘Q dz dt

UJ2><(0T UJ2><(0T WQX(OT)
H 0P| i de dt + 717, ﬂ 0PV l? de dt |,
UJQX(OT) OJQX(OT

(B.53)

para quaisquer constantes positivas s, \ e fungoes auziliares o, € e 0 dadas em (11).

O segundo objetivo da se¢ao é estimar os termos no lado direito de (B.53)

relacionados com as fungdes 0Ap e Oy, isto é,

ff 012 Ap|? dz dt e ff 102]¢0|* da dt.

WQX(OT LUQX(OT)

Tais estimativas sao dadas em (B.95) e (B.186) no final das subsegdes B.4.1 e B.4.2,

respectivamente.

Vamos comecar com o primeiro objetivo da secao, isto é, a prova do Lema B.5.

Demonstragao. (do Lema B.5) Notemos que o integrando do segundo termo no lado direito
da desigualdade (B.45) tem a funcdo peso e~ **¢? que depende da varidvel espacial z e da

variavel temporal ¢ multiplicando ao quadrado do valor absoluto da pressao .

Substituiremos a funcao peso e 2*¢? por outra dependendo apenas da varidvel

temporal ¢ para estimar o segundo termo no lado direito da desigualdade (B.45).

A~

Pelas defini¢oes de , &, &, € em (11) segue que &(z, 1) < £(t) e e 25 < ¢ 29,

Logo, utilizando ambas desigualdades temos que

82)\26_28(152 < 82 AQe—2so¢£2 )
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Multiplicando a desigualdade anterior por |7|?, integrando em wy x (0,7) e

pela definicao de 6 dada em (11), temos

H e 0 m|* do dt < H 16)2|7[* dx dt. (B.54)

wa x(0,T") w2 % (0,T)
Agora, consideremos 7(t) tal que

f 7(t)dz = 0, para todo t € (0,7).

Usando esta ultima hipétese e aplicando a desigualdade de Poincaré (Teo-
rema 1.44) a 7(t), existe C; > 0 tal que

H,/r@)HlP(wz) < ClHVW(t) HLQ(wg)-

Elevando ao quadrado a desigualdade anterior, multiplicando por |§ ? e inte-

ff 10127 dz dt < ff 02| Vr|? da dt. (B.55)

OJQX(OT OJQX(OT

grando em (0,7)

Agora, utilizando a primeira equagao do sistema (5) e isolando o gradiente da
pressao, temos
Vr =g+ Ap+ ¢+ Dyy.

Logo, utilizando a desigualdade triangular, a desigualdade dada em (B.7) e o
fato que (a + b)? < 2(a” + b%), temos

V7|2 = |g + Ap + ¢; + Dpyl?
< Co(lg + [Ap]* + |@e* + | Deyl?)
Callgl* + [Ap|* + o + |72 |V l?).

Finalmente, substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.55) e

tendo em conta a desigualdade (B.54), obtemos a desigualdade procurada (B.53), ou seja,

e ([ et arar<c| ([ 10PR aare [ 0PIAGE dr ar

o.)2>< UT OJQX(OT LUQX(OT)

; f [ 102160 do dt + 912, H 0PVl de dt

w2 x(0,T) wa % (0,T)
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B.4.1 Estimativa de ||9AA¢||L2(W2X(0,T))N

Nesta subsecao estimaremos o segundo termo do lado direito da desigual-

dade (B.53). Para isso consideremos ws e w4 abertos, tais que
wy € w3 € wy € w, (B.56)

uma funcio p € D(wy) com p =1 in ws, § como em (11) e definamos

A

u(z,t) := 0(t)p(x)Ap(z, T —t) em RY x (0,7). (B.57)

Primeiramente observemos que

Jf lu|? dz dt = ff 101 p]2| Ap(z, T — t)|?dz dt = Jf 1012|Ap(x, t)? dz dt.

OJQX(OT UJ2><(0T OJQX(OT

(B.58)

Assim, precisamos estimar o lado esquerdo da igualdade anterior. Para isso,

primeiramente vamos mostrar que u satisfaz
—Au=F emRY x(0,7),
u(0) =0 em RY,

com F' a determinar.

B.4.1.1 A funcdo u = épAgo satisfaz um sistema envolvendo a equacdo do calor

Nesta subsegao mostraremos que a fungdo u definida em (B.57) satisfaz o

sistema (B.63). Pela primeira igualdade do sistema (7), temos
T — 1) = Ap(T — 1) — DT — 1) — V(T — 1) = (T —1), te (0,T).

Logo, aplicando o operador de Laplace a ambos lados da igualdade anterior e

reordenando, temos

—A(p(T = 1)) = A(A(p(T = 1)) =A(Dpy(T' — 1)) + A(g(T - 1))
~A(Vr(T - 1)). (B.59)

Podemos notar que o tltimo termo do lado direito da igualdade anterior pode

ser escrito como

A(VA(T — 1)) = V(AR(T — ).
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Lembrando por (B.11) que An(t) = V - (g + Dyy)(t) € L*(0,T; H1(Q)) e

substituindo no lado direito da igualdade anterior

A(Vr(T — t))

V(V - (g + Dpy)(T — 1))
=V(V-Doy(T —t)+ V- g(T — 1))
=V (V- -Doy(T — 1))+ V(V - g(T —t)) e L*(0,T; H*(Q)).

Substituindo a tltima igualdade no lado direito de (B.59), temos

—A(pi(T = 1)) = A(A(p(T = 1)) = A(Dey(T — 1)) + A(g(T — 1))
—V(V - -Doy(T —t)) —V(V-g(T —1t)). (B.60)

Notando que (Ap(T —t)); = —Ap(T — t) e definindo f como

fi=ADpy(T —1)) + A(g(T = 1)) = V(V - Dpy(T — 1))
—V(V-g(T —t) e L*(0,T; H*(Q)), (B.61)

temos que (B.60) torna se
(Ap(T = 1)) = A(Ap(T — 1)) = f em Q.
Da definigdo de u dada em (B.57) obtemos

= 0'(t)p(x)Ap (2, T — ) + 0(t) p(a) (Ap(a, T — 1)),

. (B.62)
Au = 0(t)A(p(x)Ap(z, T —t)).

Além disso, como
Ap(x)Ap(z, T —t)) = Ap(x)Ap(x, T — t) + p(2) A(Ap(z, T — t)) +2Vp - VAp(T — 1),
e tendo em conta (B.62), temos que u satisfaz

— Au =0 (D) p(x) Ap(T — 1) + 0(1) p(x) (Ap(T — 1))
—0(t) Ap(x) Ap(T — t) — 6(t)p(x) A(Ap(T — 1))
—20(t)Vp(x) - VAQ(T — 1)
=0(t)p(x)[Ap(T — 1)) — A(Ap(T — t)]
+0'(£)p(x) Ap(T — t) — () Ap(2) Ap(T — 1)
—20Vp - VAQ(T —t)
=0(t)p(x) f + 0'(t)p(a) Ap(T — t)
—0(t)Ap(z)Ap(T —t)

—20(t)Vp(x) - VAQ(T —t).
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Portanto, pela tltima igualdade, da definicdo de u em (B.57) e sendo 9(0) =0,

temos
—Au=F emRY x(0,7),
(B.63)
u(0) =0 em RY,
onde F = Opf +0 pAp(T —t) —0ApAp(T —t) =20V p-V Ap(T —t) € L*(0,T; H2(RV)V),
com f definida em (B.61).

B.4.1.2 A funcdo u pode ser reescrita como u = ul + u?, onde ul,u2 satisfaz cada um

respectivamente um sistema envolvendo a equacdo do calor

Nesta subsegdo mostraremos que a fungdo u definida em (B.57) pode ser

2

reescrita da forma u = u' 4+ w?. Além disso, que u', u? satisfaz cada uma um sistema

envolvendo a equacgao do calor.

Tendo em conta F' no lado direito do sistema (B.63), podemos definir as fungoes

Fy =01 AG(Dep)(T — 1)) + Alpg(T — 1)) — V(Y - (o Dgp)(T — 1)
—V(V - (pg(T — )] + OA (pp(T — 1)), (B.64)

Fy := —20Vp - V(Dgy)(T — t) — 0A(p(Dgy)(T — t)) — 20V p - Vg(T — 1)
—0Apg(T — 1) + OV (Vp - (Dgy)(T — 1)) + OV p(V - (Dgy)(T — 1))
+OV(Vp-g(T —t)) +0Vp(V - g(T — 1)) —20'Vp - V(T —t) — ' Apo(T — 1)
—20Vp - VAp(T —t) — 0ApAp(T —t). (B.65)

Consideremos também as igualdades

A(p(Dey)(T — t)
Apg(T —t)
Apo(T —t)

V(V - (pg(T' = 1))
V(V - (p(Dey)(T — 1)

Ap(Deg)(T — 1) +2Vp - V(Dpy)(T —t) + pA(Dy)(T - t),
Apg(T —t) +2Vp - Vg(T —t) + pAg(T — 1),

App(T =) +2Vp - Vo(T —t) + pAp(T — 1),
V(Vp-g(T'—1)+Vp(V-g(T —1))+pV(V-yg),

V(Vp - (Deg)(T'— 1)) + Vp(V - (Dpy)(T — 1)),

pV(V - (Dey)(T - 1)).

)
)
)
)
)

+

Das defini¢oes para I e I, dadas em (B.64) e (B.65) e igualdades dadas acima,

podemos verificar que F e Fy satisfazem
F=F+F,.
Note que F; contem todos os termos com derivadas de segunda ordem de g,

Dy e ¢, e que Fy é uma fungdo com suporte compacto contido em wy\ws, pois as derivadas

de p aparecem em todos os termos.
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Assim, podemos definir os seguintes sistemas

ul — Au' = F;  em RY x (0,7),
u'(0) =0 em RY,

para i = 1,2, com Fy € L*(0,T; H2(RM)N) e Fy e L*(0,T; H ' (RM)Y), onde u' e u? sdo

duas funcées em L*(RY x (0, 7))V tais que u = u' + u*.

Como u = u' + u?, se estimamos as integrais

JJ lu'|* do dt, parai=1,2,

sz(O,T)
JJ lu|? dz dt.
)

wa x (0,

poderemos estimar

B.4.1.3 Estimativa de [[u'|| 2wy x(0.7))¥

Como u' satisfaz o problema

uy — Aut = Fy em RY x (0,7),

(B.66)
u'(0) =0 em RY,

e queremos encontrar uma estimativa para u' € L*(RY x (0,7))", entao consideremos u'

como solucao ultrafraca do problema (B.66).

Da definicdo de solucdo ultrafraca dada em (A.8) temos que u' é a tinica funcao
em L*(RY x (0,7))" tal que para cada h e L*(RY x (0,T))" temos

Jf ul-hde dt = Jf Fy -z dz dt,
RN x(0,T)

RN x(0,T)
onde z ¢é solucao de
—z—Az=h emRY x (0,7),
2(T) =0 em R”.

Como para cada h e L*(RY x (0,T))", o sistema anterior possui tinica solucao

z dependendo continuamente de h, entao vale

ff ul-hdr dt = ff F -z dx dt
RN x(0,T)

RN x(0,T)
< | Filleeo.rm-2@mymy 121 220,72 vy vy

< CIHFI||L2(0,T;H*2(RN)N)||h||L2(0,T;L2(RN)N)'



Apéndice B. Desigualdade de Carleman 122

Em particular, pela desigualdade anterior u' satisfaz a estimativa
HulHLQ(RNx(O,T))N < Cl”F1HL2(O,T;H*2(RN)N)~ (B.67)

Como F definida em (B.64) pode ser reescrita como Fy = Fy; — F} 5, onde

Fui = A ((0p(Dey) + Opg + 8 pp)(T 1)),

. . (B.68)
Fip =V (V- (0p(Dig) + pg)(T — 1))
entao, temos que
I F | 20,052 @)y < P12 omm—2@y) —2(RN)N),
Portanto, pela desigualdade anterior e (B.67), obtem-se
||u1H%2(RN><(O,T))N < CI2||F1||%2(O,T;H*2(RN)N)
< G (1P B -2y + 1Fialaorsavy)) - (B.69)

Tendo em conta as defini¢des para Fi; e Fi 5 em (B.68), podemos deduzir as

seguintes estimativas

—2(RN)N) < CgH(ép(DQOy) + épg + é/pgp) (T — t)HLQ(O,T;LQ(RN)N)

1Pl 220 mm-2@ayny < Call(0p(De) + Opg) (T — )| 20 o2 rvyny.

Pelas ultimas duas desigualdades, podemos obter estimativas explicitas da

seguinte forma

1Pl 20,72 @y < H 6pgl* da dt) H 0pDepyl|* da dt
RN % (0,T)
JJ 10 pp|? da dt
x(0,T)
€
[P ﬂ pg? dz ) f | topent ar ar

x (0,
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Substituindo as duas tltimas desigualdades no lado direito de (B.69) temos a

seguinte estimativa para u'

ff [u'|> dzdt < fj 0pg|? da dt) JJ 0pDyy|? dz dt
RN x (0,T)

% (0,T) RN x(0,T)
fj 10 pp|? da: dt |. (B.70)
% (0,T)

Como p € D(wy), podemos estimar as trés integrais do lado direito da tltima

desigualdade
or
|0pg|?* dz dt < ff 0g|? dz dt,
J
RN X(0,7) wax (0,7)
r
|0pDyy|? dz dt < Cy Jj |0Dy|* dz dt,
J
RV X{0,7) wix(0,T)
(" N N
0/ po|? dz dt < Oy ff 0/ p|* dz dt.
J
RN X{0,T) wix(0,T)

Consequentemente, substituindo as ultimas trés desigualdades no lado direito

de (B.70) e tendo em conta que ||u'[|uyx(0,7) < [|u'[[rix(0,17), Obtemos finalmente a estimativa

desejada para u'

ff lu'|? dz dt < Oy Jf 0g|? dz dt + ff 0Dyy|? dz dt

w2 % (0,T") wa % (0,T") wa x(0,T")
H 10'0? da dt |. (B.71)
W4><(OT
B.4.1.4 Estimativa de H’LLzHLQ(wa(QT))N
Como u? satisfaz o problema
—Au?=F, emRY x(0,7),
(B.72)

u?*(0) =0 em RY,

onde Fy e L*(0,T; H*(R™M)™), entdo u? e L*(0,T; H'(RM)™).
Para encontrar uma estimativa para ||u?|| L2(ws x(0,T))N » S€gUiremos os seguintes

9 passos :

« Escreveremos u” em termos da solugio fundamental do calor G(-, -) definida em (B.74).



Apéndice B. Desigualdade de Carleman 124

« Escreveremos u” em termos de £; e Ly definidos em (B.79).

o Escreveremos £, em termos de éDﬁpg, éDﬁpgo, éDﬁpry e é’DB/xp.
« Escreveremos £, em termos de 6D 09, 6 D" pY, 6D° pDyy e 6'D? pP.
« Escreveremos u? em termos de §D° 09, 6D" PP, 6D" pDyy e ' D” PP.

« Estimaremos |u?| em termos das derivadas parciais na varidvel espacial da solucio

fundamental G(-,-) e da funcdo z(-,-) definidas em (B.74) e (B.83), respectivamente.
 Estimaremos Hu2|’%2(w2><(0,T))N em termos da funcao z(,-).
 Estimaremos HZHQLQ(MX(QT))N.
 Calcularemos a estimativa final de ||U2||%2(wa(o,T)) N

Passo 1 : Escreveremos u” em termos da solugio fundamental do calor G(-, ).

Consideremos a j é-sima componente da primeira equagao do sistema (B.72).

Entao, pelo Teorema A.1 temos que

u?(x,t) = JJ G(r —y,t —s)F,; dy ds, com j =1,...,N, (B.73)
RNX(0,8)

onde G(z,t) representa a solugao fundamental da equacao do calor, isto é,

Gz, t) = —lal?/2t (B.74)

1
OGN

Agora, usaremos a seguinte notacao para denotar a integral de uma funcao

vetorial w(z,t) = (wq(z,t),...,wy(x,t)) da seguinte maneira

[ wtety azae = ([ witet) ar dt e [ wntety o ar

Portanto, podemos escrever a solucio u?(x,t), isto &,

W (x,t) = ” Gz —y,t — 5)Fa(y, s) dy ds.

RN x(0,t)

Passo 2 : Neste passo vamos escrever a ultima igualdade do passo anterior em termos de

Ly e Lo definidas em (B.79).

Notemos que podemos escrever Fy em (B.65) como

Fy = Fyy + VEy, (B.75)
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onde
Fy = —=20Vp - V(Dgy)(T — t) — OA(p(Dey)(T — 1)) = 20Vp - V(T — 1)
—0Apg(T — ) + OV p(V - (Dy)(T — 1))
+OVp(V - g(T — 1)) —20'Vp - V(T —t) — 0 App(T — t)
—20Vp - VAp(T —t) — 0ApAp(T —t) (B.76)
Fy, = 0(Vp- (Dy)(T — 1) + Vp- g(T —1)). (B.77)

Para facilitar os cédlculos, vamos definir

H(y,s) = G(x —y,t — s), com x € wy. (B.78)

Consideremos a j-ésima componente da igualdade (B.75), multiplicando por

H(y, s) e integrando em RY x (0,), temos
0
(z,t) H(y,s)F5 (y,s) dy ds + H (y, 8)=—Faa(y, s) dy ds.
RN &yj

Integrando por partes na variavel espacial o segundo termo do lado direito da

igualdade anterior
¢ 0
f H(y,s Fzz(y, s) dy ds = J s H(y,8)Fn(y, s) dy ds.
RN Yj 0 JRN CYj

Assim, podemos escrever cada j ésima componente de u* da forma

= [ [ w9 mns avas— [ [ LRty 5) ay as
0 JRN 0 JRN OYj

e consequentemente encontrar a seguinte expressao para u? em termos de Fy e Fyy
t t
w?(x,t) = f H(y, s)F»(y,s) dy ds —J f Vi H(y,s)Fa(y,s) dy ds.
0 JRN 0 JrRN

Como Fy; e Fy sao fungdes com suporte em wy\ws x [0, 7], entao é valida a

seguinte expressao para u?

U2($,t) = El + EQ, (B79)

onde

t
Ly = J f H(y,s)Fxn(y,s)dyds e Ly= f J s)Fas(y,s) dy ds,
0 W4\§3 w4\uJ3
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para todo (x,t) € wy x (0,7) e H(:,-) definido em (B.78).
Passo 3 : Neste passo vamos escrever £ no lado direito de (B.79) em termos de 0D" pg,
0D° pp, 6DP pDoy e 8 DP pep.

Da defini¢do de Fy em (B.65) temos que Fy; e VFy dadas em (B.76) e (B.77),

podem ser escritas como somatoéria de derivadas de até segunda ordem de termos 6D° 09,
0D pp, 0D°pDey, §' D pe.

Sejam >1ewv : U — R"™ onde v = (vl, e ,vm). Definimos D% =
(Davl, . ,Davm), para cada multi-indice o = (o, ..., ), |a] =a3 + -+ + ay,, onde
olel
D% (z) : v(z)

Portanto, podemos reescrever Fy, e V Fyy da seguinte forma
Fy = Z C;,,BéDO‘DBpg + DZ’BQADO‘DBPQD + E:éﬂéDaDﬁngO@ + U;Bé/DaDﬁp(p
ael,Be
e
VFy = Z C’a,géDo‘Dﬁpg + DaﬂGADO‘Dﬁmp + EaﬁéDaDﬁngpg + Ua,gé’Do‘Dﬁp@,

ael,peJ
(B.80)

onde « e [ pertencem aos conjuntos I e J de multi-indices satisfazendo 1 < |a| < 2 e

*

1 < |B| < 4 respetivamente, com C_’aﬁ, Daﬁ, Eaﬁ, (_Jaﬂ, 5 D% 5, E% 5, Uk 5 constantes.

Agora, integraremos por partes com respeito a y as duas integrais no lado
direito de (B.79), passando as derivadas de Fy; e VFy com respeito ao multi-indice «

para H(y,s).

Assim na primeira integral no lado direito de (B.79), isto é, L1, substituimos a

J-¢ésima componente de Fy; e mediante as igualdades
(D*DPpg); = D*(Dpg);,
(D*DPpp); = D*(D%pp);,
(D*D"pDyy); = D*(D"pDyy);,
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obtemos

t
L= J f H(y,s)F;(y,s) dy ds
0 Jws\ws

t

- Z < ;5] f H(y,S>Da(D50pg)j dy ds

a€cl,Be] 0 Jws\ws

rt R

+Dg 5 J H(y,s)D*(D?0py); dy ds

JO w4\53

rt

+E§,ﬂj f \ H(y,s)D*(D?0pDyy); dy ds
0 Jwqg\ws

rt

+U;ﬂj f - H(y, s)D(D"0' pp); dy ds) .
w4 \W3

0

Aplicando integragdo por partes na variavel espacial no lado direito da tltima
igualdade para transferir as derivadas respeito ao multi-indice a dos termos D(D” épg) s

D*(D%0py);, D*(D0pDyy); e D(DP0 pp); para H(y,s) definida em (B.78), temos
t
Lij= J J H(y, s)Fa1(y, s) dy ds
0 Jwa\ws

t

= ) < ;,6J f ~ D*H(y,s)(D%pg); dy ds

acl,Be] 0 Jwa\ws

rt R

+Dg s f D*H(y, s)(D"0pyp); dy ds

’ JO w4\wg

rt

+E;,5J J - D“H(y,s)(D’0pDyy); dy ds
0 Jws\ws

rt

+U§’5J

f D*H(y, s)(D*0'pe); dy d8> :
0 Jws\ws

Passando a somatoéria dentro das integrais e usando as igualdades abaixo
(D"pg); = D’ py;,
(DPpp); = D’ pp;,
(D"pDy¢y); = Dp(Dyy);,

para agrupar termos baixo o sinal da derivada D”, temos que a primeira integral do lado

direito de (B.79) é dada por
t
Ly = J f H{(y, s)Fz5(y,s) dy ds
0 Jwa\ws
t
= J f \ > D*H(y,s)[D*(p0C? 495 + pOD} 505
0 Jwg\ws

el,peJ

+ pOE? 5(Dey);) + p0'UZ 5] dy ds. (B.81)
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Passo 4 : Neste passo vamos escrever Lo no lado direito de (B.79) em termos de 0D pg,
0D° pp, 6D pDyy e 8 DP pep.

Comegaremos aplicando a férmula de integracao por partes no espacgo a cada

componente j de Lo. Assim, vale

0
—H(y, s)Fy(y,s) d ds—J H(y, Fy(y, s) dy ds.
[ [ -t Pt (0:5) 20 Fn(.5) dy

RN

Logo, podemos substituir a j-ésima componente de V Fy, definida em (B.80)

no lado direito da igualdade anterior para obter
ﬁszJ‘J Hy, s En@7)dyds
wa\W3 J
= ) <éa,ﬁj f H(y,s)D*(D*0pg); dy ds
ael,Bel 0 Juws\ws
rt

+Dap J\ H(y,s)D*(D%0pyp); dy ds
JO Jwy\ws

_ rt
+Ea’@ J

0
rt

f H(y,s)D*(D’0pDyy); dy ds
w;;\@g

—i—Ua,@J f . H(y,s)D*(D?0 py); dy ds).
w4 \W3

0

Notemos que na tltima igualdade podemos proceder de forma analoga ao que

foi feito para estimar £ no passo anterior, para obter

£2,j = JJ a—H Yy,s F22(ZJ7 )dy ds
0 JRN OYj

_ J J S DH(y, $)[D?(p6Cu pg; + pIDs0)

4\W3 qef ,Bed
+ pOE. 5(Dey);) + pf' U ;] dy ds, (B.82)
para constantes CA’a”B, lA)aﬁ, Eaﬁ, ﬁaﬁ e R.

Passo 5 : Neste passo vamos reescrever u” em (B.79), onde u? depende de £; e L,, em
termos de AD°pg, 0D°pp, ADP pDyy e ' DP pep.

Substituindo as igualdades (B.81) e (B.82) no lado direito de (B.79), podemos

escrever 12 da forma

t
w=] | % DG [0 ) ((Cus0:5) + 0Desoly:) + 0Bs(Di)
Wa\W3 el Be]

+0Uas0(y, s)|dy ds,

para certas constantes Cy g, Do g, Ea g, Ua g € R.
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Denotando por

A

20,5y, 8) 1= Ua g0 (3)0(y, 8) + 0(5) (Cap9(y. 8) + Dapp(y, s) + Eas(De)(y, s)),

podemos escrever u? de maneira mais compacta

t
u?(z,t) =J f Z D G(x —y,t — 8) D" p(y) 2a,5(y, 8)dy ds.
0 Jwi\ws qef,Beg

Passo 6 : Neste passo estimaremos ]uzl, onde u? é dada pela Gltima igualdade do passo
anterior. Isso é feito em termos da funcao z(-, -) e das derivadas parciais na variavel espacial

da solucao fundamental G(-,-) definidas em (B.83) e (B.74), respectivamente.

Para conseguir a de |u2|, estimemos as componentes |uj2| tendo em conta que
as derivadas D”p tem suporte compacto em wy\Ws, e portanto, sao limitadas em w,\ws,

assim temos

t
)= [ [ 5 DGyt = 0 p(w)e (. s)dy ds
0 Jwi\ws e Bed
t .
< JJ Z DG(x — y,t — s)2' (y,s)dy ds
0 Jwi\Ws e Bed

)

< )
ael,peJ

onde 2’ denota a j-ésima componente de

t
|| sy as
0 w4\53

A~ A

2(y.5) = 0(s) (Cagly, 5) + Csiply, 5) + Co(Dei) (y,9) ) + Coll (s)p(y, ), (B.83)
para constantes 6’47 65, 6’6, 6'7 e R.

Jé estimadas as componentes |u?], podemos estimar |u?| mediante a norma da
soma

N

CHIEDY

=1

N f‘t
< \I\
Z w4q \wg

0

t
L S a0 me s as
0 Jwg\ws

el,BeJ

>, D H(y,s)2'(y,s)

ael,Be

dy ds

—_
(-

.

N

t N
| D) Y )iy ds
wq\w3

JO

[ S D HE, )2, 9)|dy ds,

wa\Ws e

o)
m
~

=1

Il
<) )
&
[

isto é,

|u?(z,t)| < Jf 2 | Dy Gz —y,t —s)||2(y, s)|dy ds, (B.84)

(wa\@s)x (0,8) °F
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para todo (x,t) € wy x (0,7).

Passo 7 : Neste passo, utilizando a tltima desigualdade do passo anterior, estimaremos o
quadrado da norma de u* no espaco L*(wy x (0,7))" em termos da funcio z(-,-) definida
m (B.83).

Observe que para qualquer y € w,\ws e qualquer x € wy, temos que |z — y| >
dist(Ows, dws) = d > 0. Tomando 0 < ¢ < d, entdo existe uma constante positiva Co(d,w)

tal que

—52
DG (x — < C ,
DGl =yt = ) = Coexo (57 )
para todo (x,t) € wy x (0,7, (y,s) € (ws\w3) x (0,t) e a € .
Assim, substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.84), temos

|u?(z, 1) ﬂ eXp( >>]2(y, s)|dy ds,

(wa\@3) x

com C; = Cy(w) >0

Elevando ao quadrado ambos lados da tltima desigualdade e integrando em

wq x (0,T), obtemos
T ¢ 2
H 2 dadt < czf ( f (s) ds) dr, (B.85)
0

w2 % (0,T)

onde X(s) denota a fungao

%(s) 1= exp (M‘f)> [ sl

Aplicando a desigualdade de Jensen (Teorema 1.46) ao integrando do lado
direito da desigualdade (B.85), temos

(f%(s) ds) t(0.:1) }f ds = tf X(s)* ds. (B.86)

Lembrando a defini¢ao de X(s), temos que o lado direito da tltima desigualdade

pode ser reescrito como

f: X(s)" ds = L exp (( t__i)) <L4\@3 ]z(y,s)]dy)2 ds. (B.87)

Novamente aplicando a desigualdade de Jensen (Teorema 1.46) no lado direito

da ultima igualdade, vale

2
( | \z(y,sndy) < it [ 12y 5)dy
w4\(I)3 w4\4:)3
< {eon\ @3 o ds.
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Substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.87), obtemos

[} 260 s < i [ e (72 ) 10t

Substituindo a ultima desigualdade no lado direito de (B.86) e o resultado em

(B.85), esta ultima torna se

rT t 2
Jf [u?|? dz dt < (J X(s) ds) dt
ng(OT 7o 0
rT t
< Oy (t J x(s)” ds) dt
Jo 0
rT t
< Oy (T f %(s)” ds) dt
Jo 0
OQTM{W4\W3}J J exp(
— ot [ [ e (75) 1y ds

U W2 dz dt < C4T ffexp(

(0,7

) 2(5)]2aguds i

ou seja,

) 12(5) 172y ds dt. (B.88)

Escrevamos agora a integral do lado direito da desigualdade anterior em termos

de convolucao, isto é,
T /oot
J ( J exp (
0 0

fr = e Moy (t) € L'R),  fo = |2(E)]1F 200 Loz () € L' (R)
e f1 = fo denota

) 6 05 = [ e 20 (8.59)

onde

(f1+ Jflt—8f2()

Agora, como fi, f» € L'(R), pelo Teorema 1.45 sabemos que (f; * f5) existe e

vale
[ fi = f2||L1(R) S ”leLl(R)Hf?”Ll(R)

Substituindo (B.89) em (B.88) e substituindo no resultado a tltima desigualdade,

podemos reescrever (B.88) tal que

H [u?]? do dt < CsT F(f1 x fo)(t) dt

ng(OT

Tme v f)(8) dt

< C3T||f1||L1(R)||f2||L1(]R)‘
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Tendo em conta que || fal| ;1 (z) = 120172 wa x 0.0y € tomando Cy = Cs|| fil| 1(z)

a ultima desigualdade torna se
HU2”L2 (w2 x (0,T))N < CiT||z HL2 (wa x (0,T))N (B.90)
Passo 8 : Neste passo estimaremos o termo HZ‘|%2(M4X(O’T))N do lado direito da desigual-

dade (B.90).

Da definigao de z(-,-) em (B.83), podemos reescrever o lado direito de (B.90)

da seguinte forma
Jf 2|? do dt = Z Jf |zi[* do dt (B.91)

w4><(OT w4>< OT

e podemos estimar cada componente z; por
2@, O = 1Cof (i, t) + Cb(O)gi(, 1) + Csb()pi(at) + Cedl(t) (Dp)i(a, 1)
< OF (G0 Plpi(a O + CHOG) P1gi e, 0) + C10) Plpi(a, 1)
+ C2O)P(Dep)i(x. 1))
< G5 (100) Lo, ) + OO 19+l + sl O + [(Dep)i(ar ) )

Substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.91), obtemos

fj |z[?dzdt < Jf Cy <|9' )|? Z lpi(z, 1)]? + |0(t) <Z |gi(z, ))? +Z lpi(x, t)]

UJ4><(0T w4><(0T

+ ), I(Dsoy)"(a:,t)P)) dz dt

i=1

<c ﬂ 0 oPdedt + H 6P (gl + DTl + lol?) da dt
)

OJ4><(O,T UJ4><(0,T)
Passo 9 : Neste passo vamos obter a estimativa desejada para [|u?[|72(,, «(o.r)~ Do inicio
da subsecao.

Substituindo a ultima desigualdade do passo anterior no lado direito de (B.90),

obtemos

14”122 w0y < C5T J 01 (lg* + [ Deyl* + |ol*) d dt
wa % (0,T")

H 0/ da dt |. (B.92)

wq x(0,T)
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B.4.1.5 Calculo da estimativa de ||0AA¢|]L2(W2X(O’T))N

Primeiramente definamos

VARES Jf 0g|? dz dt, I, := Jf 0Dyy|? dz dt,

w4><(OT w4>< OT

I3 = Jf 0p? dz dt, I, := ff 10/ ¢]? da dt.

w4><(0T w4><(0T

(B.93)

Pela igualdade (B.58) do inicio da subsecdo e o fato que u = u' + u?, temos

08y = || TP do
wa x(0,T)
Jf lu'? da dt + JJ [W?|? dz dt |. (B.94)
w2 x(0,T) w2 x(0,T)

Pelas desigualdades (B.71) e (B.92), podemos reescrever as estimativas para u'

(S U2 como
ff \ul\Q dzdt < CH(Il + IQ + Ig + 14)
ng(O,T)
e
JJ ]u ’2 dl’dt (Il + IQ + Ig + I4)
w2 % (0,T)

Finalmente, substituindo as duas ultimas desigualdades em (B.94), podemos

estimar ||9AA90||L2(0J2><(0 T))N
”HASOHH (w2 x (0,T))N <C(1+T) (Il + Iy + 13+ 14) (B.95)

onde 7y, Ty, I3 e 7, sdo definidas em (B.93).

B.4.2 Estimativa de ||é§0t“L2(W2X(O7T))N

Nesta se¢ao vamos a estimar o terceiro termo do lado direito de (B.53) que

envolve a derivada temporal da velocidade ¢, isto é,

f f 6P 0y Pdadt,

ng(OT

Para isso, primeiro estimaremos seu equivalente, que é dado por

H 2101 0> dz dt, (B.96)

UJ2>< OT

em termos de J1, Jo e J3 definidas mais adiante em (B.105).
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B.4.2.1 Estimativa de ||6’A<pt||L2(w2x(0’T))N em termos de J;, J> e J3

Lembrando que (¢, ) é solucio do sistema (5) onde ¢° € H, g € L*(Q)" e seja
0 e C*([0,T]). Entao, pelo Teorema 1.68 temos que (3,

do sistema (1.9), isto é,

7) := (0, ) é a tnica solugao

-

——AP—Dpy+Vi=0g—0¢p emQ,
V-g=0 em @,
Y @ (B.97)
=0 sobre X,
e(T)=0 em ().

Tendo em conta que o sistema anterior é linear, vamos decompo-lo nos sistemas

—1p — AYy — D1y + Vgr = 0g  em(),
V- =0 em (@),
) & @ (B.98)
=0 sobre X,
kwl(T) =0 em Q,
e (
oy — Athy — Doy + Vg = —0'¢  em Q,
Vi =0 ,
IV em @ (B.99)
Py =0 sobre X,
L1?2(77) =0 em ).

Se consideramos suas respectivas solugoes (11, q1) e (¥2, q2), entdao (¢ + 9, g1 + go) é solu-
¢ao do sistema (B.97). Pela unicidade da solugao do sistema (B.97) dada pelo Teorema 1.68,

tem-se

Pi=0p=11+1p e T:=0m=q + q. (B.100)
Para estimar o integrando de (B.96), vamos a reescrever os termos 0~ 2|9]? e

Op,. Para isso, definamos

9* — 5711/2)\74672504*+2$défll/2. (B.101)

Logo, pelas defini¢des de 6 e § em (11), podemos reescrever §~2|9|> como

072|0)% = X0 (B.102)

Também podemos reescrever ¢, em termos das derivadas temporais de 1y, 19
e um termo extra. Derivando respeito da varidvel temporal a primeira equagao de (B.100),

temos
th + wgﬂg = (0@)75 = Q/QO + Qgﬁt — QQOt = 1/11775 + ¢2,t — 0/(70 (B]_O?))
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Substituindo (B.102) e (B.103) em (B.96), temos

H 02 |ouf? e dt = H 202 9l de dt

LUQX(OT WQX(OT

=)\ ff 0% |14 + oy — 9'g0|2 dz dt

wa X (OvT)

cov [[ w(ur

2 X (O,T)

¢l?) dz dt,

ou seja,

H 0% e dz dt < C(J1+ T + T), (B.104)

wQX(OT
onde

I =\ 0% 11, da dt,

P—

w2 x(0,T")

jg = )\6 J:J 9* ‘¢2,t|2 dx dt, <B105)

wo X (O,T)
r

Iz = 0*10' o|? dz dt.

P—

w2 X (O,T)

Pelo lado direito da desigualdade (B.104), para estimar ||§@t\| L2(ws x (0,T))N SO
estimaremos os termos que envolvem a 11 ; e 12;. Nao é necessario estimar o termo que

envolve a 6, pois serd absorvido mais tarde.

Devido as propriedades de v, e 19 os métodos para estimar J; e Jo serao

distintos. Essas estimativas serao desenvolvidas nas seguintes subsecoes.

B.4.2.2 Estimativa de J;
Para estimar J; definida em (B.105) seguiremos os seguintes 2 passos :

—11/2)\2 —250&*+280¢£ 11/2 ¢

« Mostraremos que a funcao \°6* = ¢é uniformemente limitada.

 Utilizando estimativas de energia para o sistema adjunto (B.98) dadas pelo Teo-

rema 1.63, estimaremos ;.

Passo 1 : Pelas defini¢oes de a* e & em (11) e considerando A > 0 tal que

A~

Cy = 29(eM Il — 1) > 0,

temos que
e/\mllnolloo(ex\llnolloo —1) S e/\mllnollooéf1

—25a* + 256 = —2 <%
WA= TS gy 28 ¢4(T — )4

(B.106)
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para todo A > Xl.
Substituindo a desigualdade (B.31), isto é,

1 28
- < -
(T —t)F S T8

no lado direito de (B.106), podemos reescrever esta tltima tal que
—2sa™ + 28 < —6’1:5‘T_8e’\m||77°||oo7
para todo A > Xl.
Considerando 5 > 0 tal que §;7° > 1, a desigualdade anterior torna se
—2sa* + 256 < —CysT 83Xl < — Chedmlnlle
para todo s = §;7% e \ > AL
Em consequéncia, temos

9sa* 125G _ByemlnCll
e 2sa™+2s& <e Coe © (B107)

)
para todo s = §;T% e A > ).

Além disso, pela definicdo de £ em (11) e a desigualdade (B.31), vale

A ~ ~

E(t) =C5>0, VA=A, (B.108)
onde C := 28N m+ DIl /78
Finalmente, utilizando as desigualdades (B.107), (B.108) e o fato que
s < (BT N2 s > 5T,
podemos estimar A\°6*, obtendo

- p —2sa* 4256 - A 2,.—CFermiln’ll
/\60* =3 11/2)\25 11/2e 2sa* +2s6 < 04)\26 CTe ©

9

para todo s = §;7% e \ > AL

s A0 |oo
Como a familia de funcdes f(A) = A2e Amlin°l

existe M > 0 tal que f(\) < M, para todo \ € (Xl, oo). Assim, existe Cs > 0 tal que

é uniformemente limitada,

A\6g* — 8—11/2)\25—11/26—2504*4-2507 < @57 (B.109)

para todo s = §,7% e \ > AL

Passo 2 : Agora, pelas estimativas de energia para o sistema (B.98) dadas pelo Teo-

rema 1.63, temos que ¢, € L*(Q)" e vale

W1

2 2 _ || )2
Yo 1l sz < C (14 [71ZeST) [0g]2g.  (B.110)
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Multiplicando a desigualdade (B.109) por |¢1,|* e integrando em w, x (0,T),

Jf 6* ‘w1t| di[) dt 1J |¢17t’2 dx dt
Q

ng(OT

obtemos

Substituindo a ultima desigualdade no lado esquerdo de (B.110), tendo em

conta que e C3TI9I% > 1 e lembrando a definicao de J; em (B.105), obtem-se
Ty < Co (L [g5) €17 0] F2 - (B.111)

B.4.2.3 Estimativa de J; em termos de 751, J22 € J23.

Nesta subsecao estimaremos J» definida em (B.105) em termos de J21, Ja.2 €

Ja,3 definidas como

Jog = — Jf (0)" [hs|* da dt,

ng OT

. (B.112)
J2,2 3 He*%,tt||L2(0,T;Lv'(Q)N) ;

1
12 2
Jo = Al 0y
Para isso, seguiremos os seguintes passos :
« Vamos reescrever [Jo mediante a férmula de integracao por partes.
« Estimaremos o termo [[0*t2 4 - V2| 2(wyx (0,7))¥ que aparece no passo anterior.

« Utilizando o passo anterior estimaremos J» em termos de J21, J22 € Ja3.

Passo 1 : Na definicao de J; em (B.105), vamos reescrever o termo )y, em termos de

suas componentes para logo utilizar a férmula de integragao por partes, isto é,

Jo = \° ” 9*Z|¢2t| d:cdt—)ﬁz U 6% [4,|” da dt. (B.113)

w2 X OT) w2>< OT

Da igualdade anterior, pelo fato que ¥y = 0 em X, pois ¥y ¢é solucao do

2
sistema (B.99), e integrando por partes na varidvel temporal o termo 6* W%,t’ para j fixo,
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obtem-se
H 0* ¢ t\ dz dt = X\ H 0* ), do dt
w2 X (0 T w2 X (O,T)
[ . :
==\ ] (003 ,) e do dt
WQX(B,T)
rr
= —\8 J (0745, + 6%3 tt)wj de dt
ng(B,T)
r(
= )\ J Ofpd ) da dt — A° H 0% b da dt
x(0,T) w2 x(0,T)
= Jf 07 (( wQ  da dt — \° ff 9*% L) dz dt
x(0,T) w2 x(0,T)
= Jf 07, ( w] do dt — \° ff 0% ttw] dx dt,
w2><(0T wax(0,T)
ou seja,
JI 0* ‘@/JQt! de dt = — Jf 0% (¢3)? da dt — \° JJ 9*% tt¢§ dx dt.
(UQX(DT UJQX(OT WQX(OT

Como a igualdade anterior é valida para j € {1, ..., N}, entdao podemos calcular

o termo do lado direito de (B.113), fazendo a somatéria de j =1 até N, obtendo

)\62 H 6% [d,|” de di = A° H 9*Z|¢ |7 de dt

'7_ sz(OT wa X OT) o
” 9;;2 ()? dz dt (B.114)
w2 X OT)
N . .
f f 0" 0d da dt.
wo X (0,T) i=1

Substituindo a tltima igualdade no lado direito de (B.113), obtemos

wa % (0,T

6
A H 0% [o]* da dt — A° H 0%ty 4y - Py da dt. (B.115)
) )

wa x(0,T
Passo 2 : Consideremos r > 0 tal que
6/5 <r <min{2,0} para N =3 e 1 <r <min{2,0} para N =2, (B.116)

e o0 como em (4). Além disso, seja ' > 0 tal que

1 1
— 4+ —=1. <B117)
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Vamos estimar o segundo termo do lado direito de (B.115) em termos de
10% %20t 120,71 (un) vy € (W2 L2 (0.5 (w2)) Para isso, apresentamos trés resultados preli-
minares dados por (B.118), (B.119) e (B.120), onde para suas respectivas demostragoes

aplicaremos a desigualdade de Holder continua e discreta.

Para facilitar os calculos, consideraremos X := L (wo)", Y 1= L (wy)",
A= L2(0,T;L" (w2)) e B := L? <0,T; L (w2)>.

O primeiro resultado preliminar é

T ) 1/2 T ) 1/2
00l Wl = ([ 10wl ) ([ pual at)
0 0
N 2 /o 1/2
. 2 22
([ Sl o) ([ Sl )
j=1 0 j=1

N . N 1/2
((Sead) (Se)) - s

O segundo é obtido utilizando a desigualdade de Holder discreta (Teorema 1.42).

N | | N o 12/ n . 1/2
Shrcddetly < (Sledds) (Shly) - woo
Jj=1 j=1 j=1

O 1ltimo ¢ o seguinte

N
JJ 0% [tho, - 1bo| dov dt < ZHQ* %,ttHAH@U% B
j=1

WQX(OT

(B.120)

cuja prova desenvolveremos abaixo.

Consideremos a integral J |0* %tt|\¢§| dx e apliquemos a desigualdade de

Holder do Teorema 1.43, obtendo .

LT wg H,é/}2

L’ (w2)”

f 0% 1A de < |0%u,
wa

Logo, integrando a desigualdade anterior em (0,7) e aplicando novamente a

desigualdade de Holder do Teorema 1.43, temos

T . .
JJ |9*¢2 tt||¢2| dz < J }‘0*¢%vtt LT(wz)HQ’D% L7 (w2) dt
wa % (0,T7) 0
<[0* V3l a3 -
Somando desde 7 = 1 até N ambos lados da desigualdade anterior obte-

mos (B.120), finalizando a prova do terceiro resultado preliminar.
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Substituindo (B.120) e (B.118) em (B.119), obtemos

J:[ Q*wg,tt . wg diL‘ dt < ||9>l<

2 X (O,T)

HLQ(O,T;Y) )

Portanto,

Jf 0*thg 4y - P da dt < A°|6*

w2 X (O,T)

(0,T;Lr(w2)N) Hw2HL2(O,T;LT,(W2)N) '

Aplicando agora a desigualdade de Cauchy dada no Teorema 1.38 ao lado

direito da desigualdade anterior, temos

1

6 2
N (0,73L7 (w2)™) ”¢2HL2(O,T;LT"(¢U2)N) < 9 HH*%M”L?(O,T;Lr(wg)N)

1 12 2
+ §>\ ||77Z}2HL2(0,T;LT/(UJ2)N) :

Finalmente, pelas duas ultimas desigualdades conseguimos estimar o segundo
termo do lado direito de (B.115)

H 0%y gy - by da dt < \|9*

OJQX(OT

(0 T;L7 (w2)™)

2
+ 5)\12 H¢2HL2<O,T;LT'(w2)N) , (B.l?l)
com 7 e r' definidos como em (B.116) e (B.117) respectivamente.

Passo 3 : Neste passo calcularemos a estimativa procurada para J> em termos de Ja 1,

j2,2 € j2,3-
Substituindo (B.121) no lado direito de (B.115), temos

T2 < Joq + oo + Jo3, (B.122)

onde Ja1, J22 € Jo3 sao definidas em (B.112).

B.4.2.4 Estimativa de J>1

Para estimar o primeiro termo do lado direito de (B.122), precisamos estimar
a fungao (6*)". Para isso derivemos duas vezes respeito da varidvel temporal a func¢ao 6*

definida em (B.101) e aplicando sucessivamente as desigualdades
o' (t) <ATEM), €(t) <ATEM(t) e &'(t) <ATG(t),
obtemos

AS(6%) = (8711/2)\2672504*+25&é—\711/2> < 0877/2)\8T26725a*+23déf3’ (B.123)

tt
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Pelas célculos feitos em (B.107) e (B.108) podemos mostrar de maneira similar
para o que foi feito para J; definido em (B.105) na subsegao B.4.2.1, que o lado direito de
(B.123) é limitado uniformemente, ou seja, existem constantes positivas C1, 53 e Xz tais

que
08—7/2/\8T2€—23a*+28dé—3 < 017 <B124)
para todo s = 55 (T4 +T%) e > Do

Pelas desigualdades (B.123) e (B.124), podemos estimar a funcao A\°(6*)” na
defini¢ao de J51, obtendo

Ton < Co ﬂ f? dz dt. (B.125)

w2 % (0,T)
B.4.2.5 Estimativa de J2 2

Nesta subsec¢ao, estimaremos o segundo termo do lado direito de (B.122), isto é,

1
'.72,2 = 5

Para isso, no resto da subsegdo denotaremos por (1, q) o par

(1, q) 1= (0", 0" qas) (B.126)

onde 6* ¢ definido em (B.101) e (2, ¢2) ¢é solugdo do sistema (B.99). Logo, seguiremos os

1621

2
‘L2(07T;U(Q)N) ’

seguintes passos :

« Mostraremos que o par (¢, q) é solugdo do sistema adjunto (B.127).

« Utilizando a regularidade do par (¢, ¢), encontraremos estimativas para |[¢||2(0,r;v)
€ ||D@D||L2(Q).

« Mediante o par (¢, q) construimos outro par (u,q) solu¢do do sistema de Navier
Stokes linear (B.135).

« Utilizando a regularidade do par (u,q) estimaremos ||1;||r2(0,7;z-()~)-

« Finalmente, calcularemos a estimativa para J; .

Passo 1 : Neste passo mostraremos que o par (¢, q) definido em (B.126) é solugao do

sistema

(g~ MY - DY+ Vg=C  emQ,
\ Vo=l o @ (B.127)
Y =0 sobre 3,

»(T) =0 em (2,
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onde

G = —0*0"p — 0°0' o, + 0* Doy, — (0%) 1oy (B.128)

Como (19, q2) é solucao do sistema (B.99), derivando a primeira equagao
de (B.99) em relagdo da variavel temporal e multiplicando ambos membros da igualdade

resultante por 8%, obtemos
=0 o — A0 o) — D(0* o)y + V(0" qor) = —0%0"0 — 070" 0, + 0" Dipoyy em Q.
Logo, tendo em conta que (0*io,)" = (6%) 12, + 6*1hay na dltima igualdade, temos

—(0%1p21)" — A(0*Y2y) — D(0*a )y + V(0¥ qay) = G em Q.

Como

Vo =V (") = 0°(V-¢2) =0em Q,

(B.129)
0*(T) = 0 = (T) = 0 (T)s,(T) = 0, em

entdo o par (¢, q) := (0*ay, 0% qe,) satisfaz o sistema (B.127).
Passo 2 : Neste passo encontraremos estimativas para ||9| z2o,rv) € [[DV] r2(g)-

Considerando ¥ como solucao fraca do sistema adjunto (B.127), entao pelo

Teorema 1.68, temos que ¢ € L?(0,7;V) e vale a estimativa

H¢”L2(0,T;V) < 6'1662T”gHg°”GHL2(0,T;H—1(Q)N)‘
De modo analogo,

1D¢llz20) < Cre™ |Gl oz - (B.130)
onde D é definido como em (8).

Observagao B.6. Nos sequintes passos vamos assumir que para r como em (B.116)
0* Dipoyy € L* (0, T; L™ (D)),
fato que serd provado mais adiante na subsegio B.4.2.8.

Passo 3 : Neste passo utilizando o par (1, q), definido em (B.126), vamos construir outro

par (u,q) solucao do sistema de Navier Stokes linear (B.135).

Como o par (v, q) satisfaz o sistema (B.127), em particular vale

by — A — DY+ Vg =G em Q, (B.131)
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onde G é dado por (B.128). Aqui vamos a decompor dois termos mediante a decomposicao

de Helmholtz: O primeiro é Dy e o segundo 6* Doy, encontrado na definicao de G.
Pelo Teorema 1.32 (decomposicao de Helmholtz’s), temos que existem fungoes
g1, 92, gs € ga tais que g1, Vgy € LH(Q)Y, com V- g1 = 0, e g3, Vgy € L* (0, T; L"(Q)V),

com V - g3 = 0, satisfazendo

Dy = g1+ Vg2 e 0 Doy = g3 + V. (B.132)

Aqui as funcoes g1, Vgs e g3, Vgs dependem continuamente de Dy e 6% Diboy;,
respectivamente, nos espacos L*(Q)Y e L? (O,T; LT(Q)N). Isto é, existem constantes

positivas C7, Cy, C3 e C} tais que

[911lz2@v < Cil| DYyl L2y,
Vg 2N < C D@Dg 2(0\N,
1Vaallz2 ) ol * HL_(Q) (B.133)
93l 220,707y < Cs|0F Doyl 20,117 () V).

Hv94|lL2(O,T;LT(Q)N) < C4||0*Dw2gt”LQ(O,T;LT(Q)N)-

Assim, substituindo em (B.131) as decomposigoes dadas em (B.132), podemos

reescrever (B.131) da forma

onde
(=q—go—g1 e J=—00"p— 000, + g5 — (0°) Yos + g1. (B.134)

Considerando u(-,t) = ¥(-, T —t) e como 9 é solugao do sistema (B.127), pelas
trés igualdades acima temos que o par (u, q) satisfaz o sistema de Navier Stokes linear

-

uy—Au+Vqg=J emQ,
V-u=0 em @),
{ @ (B.135)
u=0 sobre 3,
\u(x,O) =0 em (.
Como
V- Y= 07

v'%:(v'@t:o’
Vo thyy = (V- 1hy); =0,

temos que
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Passo 4 : Neste passo, utilizando a regularidade do par (u, §) do passo anterior, estimaremos
Yy no espaco L? (O, T; LT(Q)N).

Aplicando o Teorema A.6, que estabelece estimativas de energia e regularidade
de u(-,t) = (-, T —t), ao sistema (B.135), temos que 1), € L? (O,T; L’”(Q)N) e vale

el 20,7, @)vy < Csll | 20,7507 @) v)- (B.136)

Considerando a dependéncia continua de gs com respeito a 0% Dy, dada
por (B.133) e r como em (B.116), isto é,

6/5 <r <min{2,0} para N =3 e 1 <r <min{2,0} para N =2,
na definicdo de J em (B.134), obtemos a seguinte estimativa para .J

[T 22070 yvy = 1050”0l 220 m2m )y + 1100 0t 20 1m0y + 1193 ]| 22072 () )
+ (6" o1z @N) + 191l L2072 )M
< Cs (0%0" ol 2@y + 1670 eell z2yn + 10 Dol 20,7,
HO) Yol 2 + 191l 2pv ) - (B.137)

Tendo em conta a defini¢do de G em (B.128), a dependéncia continua de g; com
respeito a Dyy dada em (B.133), a desigualdade (B.130) e como L"(2) é continuamente

imerso em H'((2), obtém-se

91l 220~ < Cil|[ DYyl r2gyv

C1[| 9ol DY || L2 (@)

OF 0™ | Gl 202501 0)

< C3[17lloe ™% (|0%6" 0l 2@y + 10%0 0t 2

+10* D@l 2015 1m @)y + 100%) ol 2y - (B.138)

VAN

N

Note que substituindo (B.138) em (B.137) e o resultado no lado direito
de (B.136), conseguimos estimar ||v¢||z2(o.7,z @)~y de forma explicita. Mas no seguinte

passo, nao precisamos tal estimativa. S6 precisamos das estimativas (B.138) e (B.137).
Passo 5 : Neste passo estimaremos Js 9.

Lembrando que ¢ = 0%y, temos que 1y = (6%) 1oy + 6*19 4, portanto
1092 11l 2072~y < W2l 20,mzr )vy + 107) Yaell 20,150 ) v) -
Substituindo (B.136) no lado direito da tltima desigualdade, obtemos

H9 % ttHL2 (0,T;L7(2) O?HJHLQ(OTLT( Q)N) + H(9*)/1/}2715HLQ((LT;LT(Q)N). <B139)
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Finalmente, substituindo (B.138) em (B.137) e o resultado em (B.139), obte-
mos uma estimativa para [|6*vy || r2(0,7,-()~). Logo, substituindo na defini¢do de Jo

em (B.112), temos a estimativa procurada ao inicio da subsegao
Tor < Cs (L4 [13) P70 (166" 12 o + 0% 012 g

* 2 * —
1O Gl + 10" Dbsiilno sy ) - (B.140)

B.4.2.6 Estimativa de J53

Nesta subsecao vamos a estimar o terceiro termo do lado direito da desigual-
dade (B.122), ou seja,

1
‘-72:3 = 5)\12HwZHiQ(O,T;LT/(wz)N)7
onde ' é dado como em (B.117).

Para isso, consideraremos X := L*(0,T; L* (ws3)") e seguiremos os seguintes

passos :

« Encontraremos uma primeira estimativa para ||¢a]| 2o 7.1 (,)v) €M termos das

normas de 15 e Ay no espaco X.
o Estimaremos a norma de termo A no espago X.

« Utilizando o passo anterior encontraremos uma segunda e tltima estimativa para

%2l 120 7.1+ ()~ € POTtanto estimaremos Ja 3.

Passo 1 : Neste passo, calcularemos uma primeira estimativa de |[t2[| 120 7.1 (p)¥)-
Vamos introduzir uma funcio de corte ¢ € C? (ws) tal que supp{ cwse ¢ =1
em wsy, onde os abertos wy e wy satisfaz (B.56), isto é,

Wy € w3y Cw.

Dado que o espaco H? (w3)™ n HY (ws)™ estd continuamente imerso em L" (ws)", para

todo r’ < o0, temos
2 2
H¢2HL2(0,T;LT’(W)N) < HC@ZJ2HL2(07T;LT’(W3)N)

2
< Cl “C¢2HL2(O,T;HQ(wg)NmH&(wg)N)

= Cy [ A(CY) ]k

= C1 [[¥2A¢ + 2V - Vs + (A

< O (A5 +4VC - V|5 + [CA[)

< Cs ([W2llX + 1A% + [[CAY]%) - (B.141)

Passo 2 : Neste passo estimaremos || Al y.
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Seguindo as ideias do inicio da subsecdo B.4.1, onde estimamos o termo
)
10A|| L2(wyx (0,7~ , Vamos obter uma estimativa do termo [[Avy| . Para isso, vamos

comegar definindo a funcao u(x,t) como em (B.57).

Considerando
Y = 1, 0 = 1, wy=ws e ws=ws, (B.142)
onde ws é um novo aberto satisfazendo w3 € w5 € w, definimos
u(z,t) = p(x)Aspy(z, T —t) em RY x (0,7),

onde p € D(w;) com p =1 in wy.
Definida u(x,t) acima, verificaremos que satisfaz que u(z,0) = 0. Note que

como 1 é solugao do sistema (5B.99), temos 15(T") = 0, portanto

u(z,0) = p(z)As(x,T) = 0.

Finalmente, procedendo como no inicio da subsecao B.4.1, da definicao de

u(z,t) em (B.57), ¢ satisfaz a primeira equacdo do sistema (7), isto é,

—py —Ap — Dy + V71 =g.

No nosso caso 1y é solugao do sistema (B.99) e portanto satisfaz a primeira

equagao de (B.99), isto é,
oy — Ay — Dipay + Vg2 = —0'p, em Q.

Comparando a ultima igualdade com a primeira equacao do sistema (7), dedu-

zimos que temos que considerar g = —6'p, como no contexto da subsecao B.4.1.

O resultado principal da subsegdao B.4.1 é dado pela desigualdade (B.95). No
nosso caso, (B.95) é vilida, mas com as alteragoes dadas em (B.142) e considerando

g = —0'p, obtemos

r

10'0|* + | Dvoyl® + o] dz dt |,

P—

H AgsPdr di < Cy(1+T)
)

w3 X (O,T ws X (O,T)

r

<G(1+T) 01 + [V 715 + [¢af* d dt

P—

ws % (0,T)

Passo 3 : Neste passo, calcularemos uma segunda estimativa de [Vl 12(g 7.1+ (wp)v)-
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Substituindo a tdltima desigualdade no lado direito de (B.141), temos

Walistor iy < Co (L4 112) @+ 1) [| (1l + 1Vuaf + 6761%) do at

ws X (O,T)

(B.143)

Na desigualdade (B.143), vamos a escrever os termos relacionados com v, em
termos de ;. Pela equacao (B.100), temos as seguintes relagoes para as solucoes (¢, q1) e
(19, g2) dos sistemas (B.98) e (B.99) respectivamente

Yo =0p —1h1 e Vi = 0Vp — Vi

Logo, valem as desigualdades

[a]? = |0 — vn]? < (1] + [1])” < 2(10] + [ ]?),
IViha|? = [0V — Vi |? < (10Vg] + [Vin)® < 2(10Ve]? + [Ven]?).

Consequentemente,
[al? + [V * < 2([enl” + [Vul” + 161 (Jl + V) ).

Substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.143), temos

s sz < Co+ T+ T) | [ ol + Ve do at

ws X (O,T)

U (162 + |07) |2 d dt + H 02Vl do dt |, (B.144)

UJOX(OT w5><(0T

Vendo v como solugao fraca do sistema (B.98), e usando a estimativa para o
sistema (B.98) dada pela desigualdade (B.110), vale

fj W1 ? + [V |? da dt < HwIHiQ(O,T;HQ(Q)N) < eCfUT”gHgoHQQH%%Q)

ws x (0,T)

Finalmente, substituindo a tltima desigualdade no lado direito de (B.144),

obtemos a estimativa procurada para J; 3 no inicio da subsecao, isto é,

Joz < Cs(1 + [g]%)e C”THyHOC)‘lQ(l +T) (||99H%2(Q)N + HQSDHiz(o,T;m(ws)N)

2
18Pl oirzzny) + 10V 10 o pipzenyy ) - (B.145)
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B.4.2.7 Célculo da primeira estimativa de HégOtHLZ(w2X(O7T))N

Nesta subsecao vamos a estimar o lado direito da estimativa do termo égot dada
em (B.104), isto é,

ff 01 |@,)* dz dt < C(Th + Jo + Ts).

w2 X (OvT)

Das subsegoes anteriores, temos estimativas para J;, Jo e J3. A desigual-

dade (B.111) é uma estimativa para Ji, isto é,

_ #1512
Ji < Cr (1+]91%) e T 0g]72(g)n -

Para obter uma estimativa para J», vamos substituir as estimativas para Ja1,
Jo2 € Ja3 dadas pelas desigualdades (B.125), (B.140) e (B.145) respectivamente, no lado
direito de (B.122), obtendo

Jo < Joq + Top + Jos

_ b 7112
< Gy (L+ Il) 5 [ X2(1 + 1) (101320 + 1091 01000y

2 2
+ ||0,90||L2(0,T;L2(W5)N) + HQVSD”;(O,T;B(%)N)) + ||0*9”90HL2(Q)N
2 2 _ 2
+ 070 ol 2 iqyw + [(07) Wzt o v + ”‘9*D1/J2ytHL2(0,T;LT(Q)N)] : (B.146)
Para obter uma estimativa para J3, note que pela desigualdade (B.109) a

funcdo A\°0* definida em (B.101) é limitada uniformemente. Tendo em conta este tltimo
fato na definicao de J3 em (B.105), temos

2 — * 72 2
J3 < C3 ||9/80\|L2(0,T;L2(w5)1v) < Cs (1+y%) e“hoT vl ”‘9,90||L2(0,T;L2(w5)N) '

Substituindo as estimativas para J;, J2 e J3 em (B.104) e absorvendo termos

similares, obtemos

f f 101 o de dt < Cy (1 + [g]2) eCuTIE [X2(1 + T)S1(6, g, ) + So(6. 0%, 0, )
)

OJQX(O,T

10 Dl a0 s m | (B.147)
onde
So(0, 0%, p.12) = 00" oagopn + 107012y + 16 i gn
S1(0,9,¢) = HQQH%Q(Q)N T Hg@|’i2(o,T;L2(w5)N) + ||9,<PH3:2(0,T;L2(W5)N) (B.148)
+ [0Vl

£2(0,1;L2(ws)V )"
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B.4.2.8 Estimativa de ||0* DvoF, || r2(0,m;0- () ™)

Nesta subsecao vamos a encontrar uma estimativa para o termo que envolve
0" Doy, no lado direito da desigualdade (B.147), isto é,

— 12
10% D2yl 120 .1 0y v -

O primeiro objetivo é deduzir uma estimativa para 8%, em L?(0,T; W (Q)N) para | < oo
qualquer. A partir disso, conseguiremos uma estimativa para 6* D17, em L?(0,T; L™ (Q)N)

)

para r dado como em (B.116). Assim, seguiremos os seguintes passos :

« Mostraremos que 61y é solugao do sistema adjunto (B.154) com lado direito no
espaco L¥3(0,T; L*(Q)N).

o Mostraremos que 0%, é solugao do sistema adjunto (B.158) mas com lado direito
no espago L*(0,T; L'(Q)™).

o Calcularemos a estimativa de ||0*s || o 0 rywr )y
« Finalmente, utilizando o passo anterior calcularemos a estimativa da norma do termo

0* Db, no espaco L*(0,T; L (Q)Y).

Primeiramente, notemos que para 6* definido em (B.101), temos 0*(T") = 0.
Dado que (19, g2) é solucao do sistema (B.99), pelo Teorema 1.68 temos que (0%, 0%q) é

solugao do sistema

[ (0%), — A6* ) — D(6* )i + V(0°qa) = —(6")bs — 600 em Q,
0%y = 0 sobre X,
\ (o) (T) =0 em ().

Considerando 0%, como solugao forte de (B.149) e pela primeira imersao da

Proposicao A.3, temos que

0*py € L2(0,T; H*(Q)N) n L*(0,T; V) < L*(0,T; L™ (Q)N), (B.150)

2 6
de — 4+ — =1.
onde -+ o
Além disso, lembrando que H'(Q) < L°(Q) e pela segunda imersdo da Propo-

sicdo A.3, temos
D(8*5)5 L0, T; L)) 0 L2(0,T; (Q)Y) < L0, T, L*(@)Y),  (B.151)

4/3 2
de =+ = =1.
onde s +k4
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Passo 1 : Neste passo mostraremos que 6%y é solugao do sistema adjunto (B.154) com
lado direito no espago L*(0,T; L*(Q)™).

Por (B.151), podemos aplicar o Teorema 1.32 (decomposicdo de Helmholtz's)
a D(6%,)y no espaco L™ (0,T; L*(Q)"). Logo, existem funcdes g5 e g com gs, Vg €
L0, T; L*(Q)N) e V - g5 = 0 tais que

D(0%92)y = g5 + Vge. (B.152)
Além disso, g5 e Vgg dependem continuamente de D(6%1)9)7, ou seja,

195l xa0.7:00 @) < CollO” Dol s 0,000 ) (B.153)

HV%“L’%(O,T;L’%(Q)N) < 02||0*Dw237t||Lk3(0,T;Lk4(Q)N)-

Substituindo a decomposicao de D(0%*1)y dada por (B.152) na primeira equa-
cao do sistema (B.149), obtemos

r_(9*¢2)t — A(0%y) + V(0" g2 — gs) = —(0") 12 = 0"0' 0 + g5 em Q,

< V- (6%he) =0 em Q, (B.154)
0% py =0 sobre X,

| (0%42)(T) = 0 em 0,

onde o lado direito da primeira equacao do sistema anterior satisfaz

(= (0")42 — 0%0'p + g5) € L*(0,T; L*(Q)N)

V- (— (0% )1bq —6’*9'<p+g5) =—V - (0%y) —0*0'V - p+ V - g5 = 0.

Aplicando o Teorema A.6 ao sistema de Stokes (B.154) para obter estimativas

de energia e regularidade de 6%y, temos que 0*1py € L*3(0, T; W>*(Q)N) e vale estimativa
H9*¢2HL"'?)(O,T;WW%(Q)N) < CSH_(Q*y% - 9*9/80 + g5HLk3(0,T;Lk4(Q)N)- (B-155)

Além disso, a desigualdade anterior implica que 6* D1y € LF (0, T; Wk (Q)N).

Passo 2 : Neste passo mostraremos que 0*1, é solugao do sistema adjunto (B.158) com
lado direito no espaco L"(0,T; L'(Q)N).

Por (B.150) temos que 0*y € LF(0,T; L*2(Q)"). Logo, vamos fazer outra
decomposicio de Helmholt'z de D(6*1),)7, mas agora no espaco L* (0, T; L*2(Q)N). Lem-
brando que também fizemos a decomposicao de D(6*1,)7 no espaco L*(0,T; L*(Q)),

vamos fixar ki, ko, k3 e ky.

Pelas imersoes dadas em (B.150) e (B.151), temos
26 43 2

L,

R L
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onde vamos considerar k3 = k1, ks =1l e

3<ki<b6=1>12.

Assim, novamente aplicando o Teorema 1.32 (decomposi¢ao de Helmholtz’s) a
D(6*),)y mas agora no espaco L (0, T; L'(Q)Y), temos que existem funcoes g; e gg com
g7, Vg€ L0, T; L'(Q)N) e V - g7 = 0 tais que

D(0%2)7 = g7 + Vgs. (B.156)
Além disso, g7 e Vgs dependem continuamente de D(6%1)9)7, ou seja,

lg7llorso.minr @) < Call0™ Dol s o,7:01(09), (B.157)

1V gsll Lk 0,0 @)vy < Csll0F Doyl 1rs (07,00 )y -

Substituindo a nova decomposi¢ao de D(6*1,)y dada por (B.156) na primeira
equacgao do sistema (B.149), obtemos

-

—(0"2)e — A(0"Y2) + V(072 — gs) = —(0%) Y2 — 0"0'0 + g7 em Q,
< V- (6%y) =0 em Q, (B.158)
0%y =0 sobre 3,
k(9*1/)2)(T) =0 em (),

onde o lado direito da primeira equagao do sistema (B.158), satisfaz

(= (0%)tho — 00" + g7) € LF(0,T; L'(Q)™)

V(= (0")s —9*9’90+g7) =—V - (0%y) —0*0'V - p+ V - g7 = 0.

Aplicando o Teorema A.6 ao sistema de Stokes (B.158), temos que V(0*¢a—gs) €
L0, T; L{(Q)N) e

V(0% q2 — g8)ll ks 0,010 ()x) < Coll—(0%) 102 — 0%0"0 + gzl prs 0 7,00 (v - (B.159)

Tendo em conta (B.155) e a dependéncia continua de g; e g5 com respeito a
D(0*1,)y dadas pelas desigualdades (B.153) e (B.157), a desigualdade anterior torna se

IV (0% g2 = g8)ll Lss o,z @yy) < Cor(1+ [[711%) (167 Al 2y + 1(67) At 2 gy
+ (0" 2) el 2 @v + 1((07) %2) el 2w
+ HQ*G/A()OHLQ(Q)N + ||(0*9/§0)t||L2(Q)N) . <B160)

Passo 3: Neste passo vamos mostrar que a ultima desigualdade é suficiente para assegurar

que 6*tp, € L7(0,T; WH(Q)") e obter uma estimativa para ||6*sl| e (o r.w1i()v)-
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Para isso, consideremos o problema (B.158) como um sistema de N equagoes

do calor
—(e*wg)t — A(e*wz) = B cm Q,
V- (0%y) =0 ,
[V 070 em ¢ (B.161)
0%y =0 sobre X,
(0%o)(T) =0 em (2,
onde
B = —(0")1y — 0"0'0 — V(0%qs — gs) + g7 € L*(0,T; LH(Q)N). (B.162)

Considerando a solucao do sistema anterior em termos do semigrupo do operador

do calor, temos que
t
6% 62(®llwsays < Cs [ (€= 9) 1B s
0

= Cy fR h(t — s)g(s)ds
— Cy(h# g)(t), (B.163)
onde
9(2) == | B(2)|l iy € L*(0,T) e h(z) :=2""%e L*(0,T), (B.164)

com 1/ks + 1/ky = 1 e k3 > 2, pois lembremos que

4/3 2
3<k <6 e L2042 1.
4 © ks ha

Aplicando a desigualdade de Young (Teorema 1.45) nas fungdes g e h definidas
em (B.164), onde k3 e k% satisfaz 1/ks+1/ky = 1+1/r com r = c0. Temos que hxg € L*(0,T')
e também
I * gllzmom) < lgllzssiom 11l .y

Portanto, a tltima desigualdade e (B.163) implicam que [|0*y(-) |11y € L7(0,T) e
167 %a| oo 0. ewr 1)) < Csllgllprs Pl g .1y (B.165)

Pelas definigoes de h e g em (B.164) temos que

/

7] )= (1= ky2)VSTTEE e gl ooy = 1Bl o,msniayy).

L*0,T
Logo, substituindo as duas ultimas igualdades no lado direito de (B.165),

obtemos

!

10%ta || oo, ayny < Cs(1 = kg/2) VBTV BY| iy 0.1 gy
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Substituindo a defini¢do de B em (B.162) no lado direito da ultima desigualdade,

tem-se

||9 ¢2||LOO(0TW1I Q)N) 08(1 — ki /2) Vs /2R (HQ*A%“L?(Q)N
+ [1(0%) Ata| L2y~ + [[(0%%2)el| L2y~
+ [1((0%) Vo)l 2@y + 11076 Al 2y
+ (100" 0)ell L2y - (B.166)

Passo 4 : Neste passo calcularemos a estimativa para ||0* Diay|| 207,17 0)~) utilizando

a ultima desigualdade do passo anterior.

A desigualdade (B.166) é uma estimativa para ||6* Dvs|| (o 1,00()v) € implica
que 0* Dy € L*(0,T; L'(Q)N). Lembrando por (4) que 7, € L*(0,T; L°(Q)Y), segue que

10 Doy | 20,107 @)y < N0 Dabal| Lo 0.7, 20 )™ 19t L2 0,720 () )
< 08||yt||L2(O,T;L°(Q)N)T I/QH/%U + ||?J||oo) (H@*A%HB(Q)N
+ [(0%) Al L2y + 1[(0%92) el L2~
+ [[((0") 2)ell 2@y + 1070 Al 2y
+ 1070 0)ell 2 (@) ) -

Elevando ao quadrado ambos lados da ultima desigualdade e utilizando a

desigualdade de Cauchy (Teorema 1.38), temos

16* Do 7207, yy < CsllTell oo T/ (1 + [[711%)° (H@*szlliz@)w

+ [[(0*) A¢2HL2(Q)N + ||(9*@/)2>t||L2(Q)N
+ (0 %2)el|72(pv + 116%0"Apl|T2g)n

+ H(9*9’90)t\|i2@)w) : (B.167)

Notemos que 2 < k3 < 4 implica 0 < —1 + 2/k} < 1/2, pois 1/ks + 1/k; = 1,
logo

TR < T2, (B.168)

Agora, desenvolvendo os termos que envolvem derivadas respeito do tempo no
lado direito de (B.167), temos

(0%4a); = (07)'tha + 01y,
((0%)'h2)e = (0%)"4bs + (0%) 4oy,
(9*6/90),5 — (9*)/6/@+9*6//¢+6*9/¢t
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Logo, tomando a norma L(Q)" nas tltimas trés igualdades, utilizando a
desigualdade triangular, elevando ao quadrado e pela desigualdade (a + b)* < 2(a® + b%),

temos que as ultimas trés igualdades tornam se

10*%2)ell 72y < Crlll(0%) allT2igyn + 107 Y2l F2ig)n ),
1) )l 72w < Colll(0%) Vil Foigyn + 10%) YaillF2igyn)s (B.169)
||(0*‘9,90)t||%2(62 (||(9*),9/90||%2(Q)N + ||9*9”80||%2(Q)N + ||9*6/90t||i2(Q)N)-

A~

Assim, substituindo (B.168) e (B.169) no lado direito de (B.167), podemos

reescrever esta ultima obtendo a estimativa desejada no inicio da subsecao, isto €,

16" Dl ) < CollTlliagen TV21 + 171207 (16803 gy
+||(9*) 0ol 2 + 1070 @il T2y + 1070 Akl 120y
HN0* Yol T2y + 100%) YarllTzig + 11(67) W2ll 72y

()"l Za gy + 116 Al 22 gym + I|<9*>’A¢2H2LQ<@>N) :
(B.170)

B.4.2.9 Calculo da segunda estimativa de ||ég0t||L2(w2X(07T))N

Nesta subsegdo vamos reescrever o lado direito da estimativa (B.147), isto é,

f f 0P |0 da dt < Co (1 + [7]%) BT [N2(1 4 T)8,(0, g, ) + So(6, 0%, o, )

OJQX(OT

— 12
+ H@*D%yt||L2(0,T;L'“(Q)N)] ’

onde Sy e S; sao definidos em (B.148).

Para isso, definamos

S2(6,0%, 0, 42) 1= [[(0%) 0 0ll72(gn + 1167°0"l|72q)n + 11070 @ull72g)n + 11676 D[ L2y
102l 72y + 107 Vol F2 gy + 10) 2l Z2pv + 1(6%) Yol T2y
+ [10% Aa |2 igyn + [1(6%) Aba |72 (B.171)

Pelas definigoes de Sy e Sy em (B.148) e (B.171), respectivamente, temos que
So < Ss. Logo, utilizando em conjunto com (B.170), considerando que (1 + ||7]|%,)* > 1 e

tomando uma constante Cy tal que Cy < Cy e (Al'lﬂytH%z(La) > 1, vale
So + ||9*D¢2?t||%2(0,T;LT(Q)N) <&+ 09”@26“%2(L0)T1/2(1 + [17112,)%S2

< (14 Cillgll 2 wn T (1 + 17112,)%S:
CullFallZa oy (1 + 1715) (1 + T2)Ss.

N
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Substituindo a ultima desigualdade no lado direito de (B.147), tendo em conta
que Cy ||| 720y (1 + [[7l1%)? = 1 e o fato que (1+[[7]l%)* < C(1+[[7]%,), (B.147) torna se

| 1821 dz dt < Gt 4 ITITI oo™ W21 4 115169, )

wa x(0,T)
+ (1 + T1/2)82<879*7807¢2):|7 <B172)
onde S; e S s@o definidas em (B.148) e (B.171), respectivamente.

Lembrando a relagao ¢ = ¢, + 1, dada em (B.100), onde f¢ é solugao do
sistema (B.97) e as identidades

Py = = + O,
Yoy =14 + 00 + gy, (B.173)
Athy = —Athy + 0Ap,

escreveremos os termos relacionados com 9 na definicao de Sz (6, 0%, ¢, 12) dada em (B.171),

em termos de ;.

Multiplicando a primeira equagao de (B.173) por (6*)" e por (#*)". Tomando a
norma em L*(Q)”, aplicando a desigualdade triangular e o fato que (a + b)? < 2(a® + b?) ,

obtemos
16* 3z < Cs (107 r oy + 10V Oz )
16%)" 0232y < Co (16 w3y + 16" 0l ) -

Realizando o mesmo procedimento anterior para a segunda e terceira equagoes de (B.173),

segue que
||9*¢2,t||%2(Q)N < CAys <||9*¢1,t||2L2(Q)N + ||9*9/90||%2(Q)N + ||9*9<Pt||%2(Q)N> ;
10%) ol 720y < Co (||(9*)’¢1,t”%2(c2)1v +[[(07) 0 ol 72y + H(Q*)’Q%H%%Q)N) ;
16° 802l < Cr (10" Baleigyy + 19702l )
16 A3 < G (107 At gy + 10760 Ba gy )
Substituindo as tltimas seis desigualdades na definicio de Sy(0, 0%, ¢, 1)
em (B.171), temos
S2(0,0%, 0, 42) < C<H9*9'90Hiz@)w +10") 0l T2 + 1(67) 0l T2
+10%0" ol Z2ign + 1(0%) 0072y + 1070A¢| L2(g)
100 Al gy + (1008 gy + 16%601 [2agpn
+ ||0*0’g0t||%2(Q)N + ||(0*),990t||%2(Q)N + ||(9*),¢1||%2(Q)N
+ 10 72y + 10 A |72(pw + [1(6%) At |72y
10 nalZ gy + 1) ralEa gy ). (B.174)
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Lembrando a definigao de 6* em (B.101), temos que pelas desigualdades (B.109)
e (B.123) as fungoes 0* e (0*)" sdo limitadas em (0, 7). De forma similar podemos mostrar
que (6*)" é também limitada em (0, T"). Utilizando este tltimo fato e a desigualdade (B.110),
todos os termos relacionados com ; na ultima desigualdade podem ser estimados pelo

termo ||g||r2(g)~. Ou seja, existem constantes sg, A¢ = 0, tais que

10%) 1l 72qym + 1(6) 1 ll72pv + 167 At |72y
+ ||(9*)/A77Z}1H%2(Q)N + ||9*77Z}1,t”%2(Q)N + ||(9*)/77Z)1,t||%2(Q)N < 01H99||%2(Q)N7

para todo s = sg (T4—|—T8) e X=X

Substituindo a tltima desigualdade no lado direito de (B.174), temos que esta

torna se

S2(0,0%,¢,02) < 01<H9*9'90H%2(Q)N + 10" 0 22y + 1(6%)" 00l L2y
+ 070" ll7 2y + 10%) 0l T2igyn + [1070A¢| 12w
+[10%0" Al L2y + “(0*)/8A§0H%Q(Q)N + ||9*090t||%2(Q)N

+ ||9*0,(,0t”%2(Q)N + ||<9*)/990t”%2(Q)N> + O2H09||%2(Q)N‘

Substituindo a ultima desigualdade no lado direito de (B.172) e absorvendo

termos similares, temos

| 18210 ao at < G (14 191) 1 B2 [ X201 + )10, 9,0
)

wo X (O,T

+(1+T"%)S5(0,07, so)], (B.175)
onde S;(0, g, ¢) ¢é definido em (B.148) e

So(0,0°,) = 10°0elZaqyr + 107 0 gy + 1070 elZacqpm + 1070 3
000 iy + 10°0AG gy + 1070 Al raiay + 1(0*Y0AG gy
1600l Faon + 180 aulgym + 167 BiulFaopv- (B.176)

B.4.2.10 Calculo da dltima estimativa de ||ég0t||L2(w2X(07T))N em termos de Si(6,9,¢) e
I(s,X; )

Nesta subse¢do vamos reescrever o lado direito de (B.175) em termos de
S1(0,g,¢) e 1(s, \; p) definidos em (B.148) e (12), respectivamente. Para isso, primeira-
mente vamos estimar o termo que (1 + T7%)S5(6, 6%, ) no lado direito de (B.175), onde
S3(0,0%, ) ¢ definido em (B.176).

Na definicao de &3, notemos que podemos estimar os termos que envolvem

v, Ap, . Para isso, consideremos as definigdes de 6* e 6 dadas em (B.101) e (11)
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respectivamente, e as desigualdades dadas em (B.44) para obter

|6*9/| + |(Q*)/9| < 61T8—3/4)\—4e—sa*é—1/2’

R , (B.177)
|(9*)/9/| + |(6)*>//9| + |(9*)9//| < 02T281/4)\_4€_8a (5*)3/4

Considerando 0 < 8 < 1/2, multiplicando as ultimas duas desigualdades por

TP e considerando s; > 0 adequado, as seguintes desigualdades sio vélidas

TP(|6*0') + |(6%)6]) < Cas™2A 4o 12,

~ . (B.178)
Tﬁ(|(9*)/9/‘ + ’(9*)//9‘ + |(9*)6//D < 0483/2>\—4e—304 (5*)3/27
para todo s > s7 (T4 + TS).

Agora, vamos a estimar o termo (1 + TV 2)83. Para isso, precisamos estimar

cada um do seguintes termos

(1+ TS50 = (1+ T (|0*0 @l 20y + 110%) 021320y ).

(L+ TS50 = (1+ T2 (1070 Aplia v + 107 08¢ T2 g)v)

L+ TS5 = (1L+ T (1070 il T2 + 1(07) Ol izgp), (B.179)
(1+T%)S30 = (L+ T (1008072 gy + 16°001]72(g)v).

(1+TY)Ss5 = (L+ TV (6% 0 0l 22y + (6%)" 09122

+ [1(0)0" 2|72y )
onde

5
83 = Z 8371'.
i=1

Os primeiros trés termos de (B.179), podem ser estimados respectivamente,
utilizando em conjunto as primeiras desigualdades de (B.177) e (B.178) respectivamente,
obtendo .

(1+TY)Ss; < Css'A~8 re_QS“*f_llgOP dz dt,

JJ
Q

A~ [ * A
(1+TY*)S55 < Cos A8 Jj‘e_%a Y| Apl?) dz dt, (B.180)
Q

~ r‘ A
(1+TY*)S35 < Crs A8 re_QS“*ﬁ_l(\gotP) dz dt.
JJ
Q

O quarto termo de (B.179), pode ser estimado tendo em conta as definigoes
de 6* e 0 dadas em (B.101) e (11) respectivamente e considerando s > ss (T* + T%), com

sg > 0 adequado

(1+T"%)S54 < Cys™'A™" H e 2N ()T ()| + |Apl?) dx dt. (B.181)
Q
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Finalmente o ultimo termo de (B.179), também pode ser estimado utilizando

em conjunto as segundas desigualdades de (B.177) e (B.178) respectivamente, obtendo a

estimativa

(14 T")8y5 < Cos® A8 f J o250 (732 dar dI. (B.182)
Q

5
Pelas estimativas (B.180), (B.182) e (B.181) e lembrando que S3 = ngyi,

i=1
conseguimos estimar o termo (1 + 7%2)S; por
(1+TY)S; < C | 278 H e 259 (£9)3)p)? dz dt
Q
S ﬂe25a*él(\got|2 + |A¢|?) dz dt |. (B.183)

Q

Pelas definicdes de a, o, € e £ dadas em (11), podemos estimar o lado direito

da ultima desigualdade, pois valem as desigualdades

83 fje—2scx*(§*)3¢|2 dr dt < 83/\4 ffe_2sa§3|§0|2 dr dt
Q Q

[ E o+ 180P) drdr < s [t (o 4 180P) de
Q Q

Somando as duas ultimas desigualdades e comparando o resultado com I(s, A; )
definido em (12), vale

$ j f 2 (9o da dt 1 57 j j e 2 E (o, + | ApP) de dt < I(s, A ).
Q Q

Substituindo a tltima desigualdade no lado direito de (B.183), obtemos

(1+TY%)Ss < CA8I(s, \; ).
Substituindo a tltima desigualdade no lado direito de (B.175), temos

A _ _ =12
[ 182100 o at < 00 @+ 1918) 1007 W21+ 715106, 9.)
ng(O,T)

A (s, M go)]. (B.184)
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Desenvolvendo o lado direito da tltima desigualdade, notamos que um dos

termos é

1 _ _ 2
ECH (1+[715) ”yt||%Q(O,T;L“(Q)N)ecmT”wa](57)‘; ®).

1
Como lim — = 0, podemos tornar
A—00 )\8

1 _ _ 2
ECl (L +171%) 17172 0,70 @y o115,

arbitrariamente pequeno.

Assim, podemos tomar constantes \g > 0 e \g > 0 tais que

L TEAYTAE OreT3l2, 1
ﬁol (1 + ”yHoo) ||yt||L2(o,T;L0(Q)N)e RIS 20,Cy’
seja vélida para todo A = Ag(1 + ||7]|e + ||yt||iQ(O,T;LU(Q)N) i eAgTIIﬂH?fV)'

Substituindo a desigualdade anterior no lado direito da desigualdade (B.184),

obtem-se

ﬂ B2 @i da dt < CON2(1 4+ T)S:(6, g, ) +

w2 X (OvT)

1
[ .
20102 (87)\790)

S CAP(1+T)81(0,9,¢) + I(s,\; ). (B.185)

2C1Cy
Logo, multiplicando ambos lados da tultima desigualdade por CC5, obtemos a

estimativa desejada no inicio da subsecao, ou seja,

~ 1
C,Cs ff |(‘)|2 |g0t|2 do dt < 04)\20(1 +T1)81(0,9,0) + 5[(87 A ), (B.186)

w2 X (OvT)

para todo A = Ag(1+ [|7|o + ”ytHiQ(O7T;Ld(Q)N) +eMTI%Y > 1) onde $1(6, g, ) e I(s, A: @)

sao definidas em (B.148) e (12), respectivamente.

B.5 Estimativa final de I(s, \; )

Nesta se¢do vamos utilizar os resultados principais das se¢oes anteriores: O
Lema B.4, que é uma pré-desigualdade de Carleman. O Lema B.5, que é uma estimativa
para a integral local da pressdao m no lado direito da desigualdade do Lema B.4. A
desigualdade (B.95), que é uma estimativa para a integral local do Laplaciano da velocidade
¢ no lado direito da desigualdade do Lema B.5. Finalmente a desigualdade (B.186), que
constitui uma estimativa para a integral local da derivada temporal da velocidade ¢,

também no lado direito da desigualdade do Lema B.5.
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Em outras palavras, sao validas

I(s,\ip) <CL (A+B+C),
B<Cy,(D+E+F+G),

ESC3(1+T)(TLi+ L+ I3+ 1), (B.187)

1
CICQf 04)‘20(1 + T)Sl(eaga 90) + §]<S7)‘7(70)7

para todo A = Ag(1 + ||[7]|ec + H@tHiQ(OT,L,,(Q)N) 4 TIIR) 5 1) 5 > s6(T* + T%), onde
S1(0,g,¢) e 1(s, \; p) sao definidas em (B.148) e (12), respectivamente. Além disso, A, B
e C sao definidas como em (B.52), Zy, 7o, T3 e Z, em (B.93) e

H 6P|gf? da dt,

w2 x(0,T)
fj |9| \Ago|2 dzx dt,
e (B.188)
ﬂ 6P luf? da dt,
sz(OT
G = 7% j f DRIVl do dt.
OJQX(O,T)

Consideremos as primeiras trés desigualdades de (B.187). Logo, vamos substituir

a segunda e terceira na primeira. Assim, obtemos

I(S, )\; (,0) < Cl(.A + C) + CQCg(D + g) + 010203(1 + T)(Il + IQ + Ig + 1.4) + Cng]:
= M;+ My + Mg + C1OLF. <B189)

onde

Ml = C’1C + CQCgD + 0102C3(1 + T)Il,
M2 = ClA + 010203(1 + T)(Ig + 24),
M3 = (105G + 010203(1 + T)IQ

A seguir também apresentamos estimativas para My, My e M3 em (B.189).

Para isso consideremos as defini¢oes de 0 ¢ § dadas em (11).
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Estimativa de M;:

Ml = 801 ff 2S()é£|§]|2 dz dt + 0102 Jf |9| |g|2 dx dt

w2 ><(0 T)

L CCC(1 4+ T) ” 022 dz dt

wq x(0,T)

< 6«1)\20515/2(1 + T) J\J\ e—4s&+2sa*£15/2’g’2 dx dt.
= CiV(1+ )69 72

Estimativa de M:

My = Cs°\* U e 28| p|? do dt + C,C0,C3(1 + T) H 10'12|f? da dt

w1 x(0,T") w4 x (0,T)

H 01202 dz dt

wa % (0,T)

< 612>\20815/2(1 —|—T) J\J‘e—4s&+2$a*gl5/2‘¢’2 dr dt.
= 6’2)\20(1 + T)HGQOH%Q(Q)N

Estimativa de Mas:

Ms = C1C U 012 [Vel? dz dt + C1CoCy(1 +T) H 012 |Dyyl dx dt

w2 % (0,T) wa x(0,T)

< 63)\20815/2(1 + T) er4sd+23a*515/2’v¢’2 dx dt.
= GNP (1 + 1) |0V 22w

Substituindo as estimativas para M;, My, e M3 dadas pelas tiltimas trés
desigualdades e a estimativa para C;CyF dada em (B.186), na desigualdade (B.189),

obtemos

I(s, A 0) < CA*(1 + T)(HGQH%Z(Q)N + |0¢]72q)n + HQVSOH%Q(Q)N)

1
+ 04)\20(1 + T)Sl(ea 9, 90) + §[<S7 )‘7 90)7

Na ultima desigualdade podemos notar que os termos relacionados com g, 0 e

0V ¢ no lado direito, podem ser absorvidos por S; definido em (B.148). Logo, rearranjando



Apéndice B. Desigualdade de Carleman 162

e absorvendo termos semelhantes na ultima desigualdade, obtem-se

15, X 9) < CX®(1+ T) (10132 gy + 1012

£2(0,7;L%(ws)N)

2
+ ||0/90||L2(0,T;L2(w5)N) + HQVSO”%?(O,T;LQ(L%)N)) ) (Blgo)

Z112
para todo A = A7(1 + |7l + ||yt||L2<OTLU(Q) ) + NI o 5 > s,(T4 + T).

B.5.1 Estimativa de ||9Vgp||L2(0 7:22(5)")

Nesta subse¢io vamos a estimar o termo [|0Vel[?, no lado direito

(O,T;LQ(ws)N)
da desigualdade (B.190), em termos das integrais locais de |0]?|¢|* e [0]?|Ag]|¢].

Para isso, introduzimos uma funcio ¢ € C*(w) talque ( = lemws e 0 < < 1.

H 012 |Vl da dt < H 012 |Vl de dt.

w5 x(0,T) wx(0,T)

Assim, vale

Agora, vamos a utilizar integragao por partes na integral do lado direito da

ultima desigualdade. Reescrevendo esta integral, temos

H 1012 |V|* dx dt < H 012¢ [Vg|” da dt = Z H 012¢|Ve'[* da dt.

ws % (0,T) wx(0,T) w>< (0,7)

(B.191)

Novamente, vamos reescrever cada um dos elementos da soma do lado direito

da igualdade anterior. Fixando ¢ € {1, ..., N}, temos

H 012¢|Ve'[* da dt = Z H 10]°¢(¢")2, da dt. (B.192)

wx(0,T) =1 wx(0,T)

Fixando j € {1, ..., N}, vamos a integrar por partes um dos elementos da soma
da ultima igualdade. Tendo em conta que ¢ é zero na fronteira de w x (0,7") e usando a

regra do produto das derivadas, temos

H 0C()a (), da dt = — ” 0P(C(0)a o da dt

wx(0,7) wx(0,T)
[[ 1rcperara— (| torces,, o aw ar
wx(0,T) wx(0,T)

(B.193)
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Integrando por partes o primeiro termo do lado direito da igualdade anterior

ff 0 Cx]gpx @' dr dt = — JJ 0)? (Cz; 0" x]go dz dt

w>< OT u.z>< OT
f j 07Corn, ()2 da dt — f f 02¢, 0 ¢ da dt.
wx(0,T) wx(0,7)

Consequentemente, da ultima igualdade deduzimos que

Jf 0] Cm]gox o' dr dt = —= Jf 101 Coya; (¢7)? da d.

wx(0,T) wx(0,T)

Substituindo a tltima igualdade no lado direito de (B.193), obtemos

[[ 1o awar =3 ([ 108G @2 arae— ([ 10Pcet,. o s ar

wx(0,7) wx(0,T) wx(0,T)

Substituindo novamente o tltimo resultado em (B.192), esta tltima torna se

” 6] C|Vg0|2dxdt—2 H 61°C (g, )? dz dt

wx(0,T) wx(OT
JJ 101> Al(¢")? dz dt — ff 10)>CAQ " dx dt.
wx(OT wx(0,T)

Logo, substituindo a tltima igualdade em (B.191) e lembrando que ¢ € C?(w),

conseguimos estimar [|0V||? L2 em termos das integrais locais de |0]*|¢|? e

0,T;L2(ws)™)
01| Allg], isto &,

Jf |9\ |ch| dz dt < JJ 0] |<,0|2 dx dt + Jf |9| |Ap||p| dz dt

ws % (0,T7) w><(0T wx(0,T)
(B.194)
B.5.2 Calculo da estimativa final de I(s, A; ¢)

Nesta subsec¢ao vamos obter finalmente a desigualdade do Teorema 0.2 dada
por (13).

Aplicando a desigualdade de Cauchy (Teorema 1.39) no integrando do segundo
termo do lado direito de (B.194) para € > 0, obtemos

1
011l < (0P 1])* + lAwl™
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C
Integrando a ultima desigualdade em w x (0,7) e tomando ¢ = 759\20(1 +

T)e*** ¢ > 0, obtemos

H 1012| Ay || dz dt < if’sﬂ)u +7) H % |014€ | da dt

wx(0,T)

1 1 20 H —2 —1 2
+ —5 A" 1 + Z sa* Ap|* dx dt.
2058 | | *

wx(0,T)

Substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.194), notamos que a

integral que envolve o termo |#]?|¢|* pode ser absorvida pela integral que envolve o termo
e?*10]*¢| |2, obtendo

U 0] [Vl do dt < CesA®(1+T) U o2 (G4 | 2 du dt

ws % (0,7 wx (0,7

(1+7)" so* A
T A1+ Al de dt.

wx(0,T)

Note que a tiltima desigualdade é uma estimativa de [0V | Assim,

£2(0,1;L2(ws)V )"
podemos substituir no lado direito de (B.190)

2
105, 9) < CoA(1+ T) (109 320y + 10012 (o ryn ) + 1093 0m020) )

- C5CesAO(1 4 T)? ” o2 94| o2 du dt
wx(0,T)

ﬂ ~250* S A2 g d, (B.195)

wx(0,T)

para todo A = Ag(1 + ||Flw + |7,/ vyt NI ¢ 5 > sg(T* + T).

£2(0,T;L°(9)

Das definigoes de I(s, A; ) em (12) e de £ e o em (11), deduzimos que

(s xi9) < I(s, Xi) f f a1 Al da dt
waT)

Is.xip) - H e L A[? dy dt,
wx (0,T)

ou seja,

% 2 1
JJ e 2 Al da dt + 5](5,)\; ) < I(s, ;).

wx(0,T)
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Consequentemente, substituindo a tltima desigualdade em (B.195) e agrupando

termos, temos

1 /
5](3, )\, QO) 026)\20(1 + T) (HGSO”[Q(O T;L2(ws) ) + ||9 90Hi2<0,T;L2(W5)N) )

+ CasCor (1 + T)2s Jf " 1014 |? da dt
wx(0,T)

+ CoeA(1 + T)Heguig(Q)N, (B.196)

=12
para todo A = A\g(1 + |7l + ||@t||ig<07T;LU(Q)N) + MTIIR) o 5 > so(T4 + T9).

Na desigualdade anterior, os termos HQ(pHLQ(OTLQ(%) ) © Hgl@Hiz(O?T;Lz(wE))N)

podem ser absorvidos pela integral

ﬂ &250* [91E| o dr d.

wx(0,T)

Além disso, considerando a desigualdade (1 + 7)) < 2(1 4+ T?) e as igualdades

815/2 ff e_45é+25a*515/2]g\2 dr dt = HGQH%Q

JJ 25a*|0| €’¢|2 dr dt = S J‘J‘ —8sa+6sa* 516|Q0|2 dx dt

wx (0,7 wx(0,T)

m (B.196), obtemos

](3,)\; 4,0) < 028(1 +T2) 315/2)\20 fJe—4s&+25a*él5/Q|g|2 dz dt
Q

+Sl6)\40 JVJ e—8sd+6sa* 516 ’SO|2 dr dt 7

wx (0,7

para todo A = Ag(1 + |7l + ||ytHL2<OTL(,(Q) )+ MTIEY 6 5 > so(TH + T%). Que 6 a
desigualdade desejada, isto é, (13).
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