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Resumo

Esta dissertação é dedicada ao estudo da controlabilidade exata local a trajetórias do

sistema de Navier-Stokes. Para isso, primeiramente foi deduzida uma desigualdade de

Carleman para o sistema adjunto do sistema linearizado de Navier-Stokes. Com isto é

possível deduzir um resultado de controlabilidade nula para um sistema não linear auxiliar.

Finalmente, utilizando o resultado anterior e um Teorema de função inversa é demonstrada

a controlabilidade exata local a trajetórias para o sistema de Navier-Stokes.

Palavras-chave: Controlabilidade. Desigualdade de Carleman. Equações de Navier-Stokes.



Abstract

This final thesis is dedicated to the study of local exact controllability of trajectories of

the Navier-Stokes system. To achieve this, a Carleman inequality was first deduced for the

adjoint system of the linearized Navier-Stokes system. With this it is possible to deduce a

null controllability result for an auxiliary nonlinear system. Finally, using the previous

result and an inverse function theorem, the exact local controllability of trajectories for

the Navier-Stokes system is demonstrated.

Keywords : Controllability. Carleman inequality. Navier-Stokes equations.
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Introdução

Um dos problemas mais sérios do nosso tempo são os problemas ambientais. A

destruição indiscriminada de florestas, acúmulo de lixo plástico e a poluição dos mares

e rios são exemplos disso. Neste último caso, ao querer minimizar a poluição, o controle

das equações de Navier-Stokes aparece naturalmente. Um sistema controlado aceitável

(simplificado) para um fluido contaminado é :

$
’’’’’’&
’’’’’’%

yt ´ ν∆y ` ∇ ¨ py b yq ` 1
ρ

∇p “ Bpψ, vq,

ψt ´ κ∆ψ ` y ¨ ∇ψ “ 0,

∇ ¨ y “ 0,

` condições iniciais e de contorno,

onde as equações devem ser resolvidas para px, tq P Ω ˆ p0, T q, onde Ω Ă R
3.

No sistema acima, as funções y “ ypx, tq e p “ ppx, tq representam a velocidade

e pressão do fluido contaminado, respectivamente. As constantes positivas ν e ρ são

constantes que caracterizam o fluido. O termo Bpψ, vq é uma função que muda de acordo

com o modelo e depende da densidade de contaminação ψ “ ψpx, tq e do controle v “ vpx, tq.
O controle permite identificar a estratégia de limpeza. Finalmente, a constante κ ą 0 é o

correspondente coeficiente de difusão.

Um problema natural que surge na situação descrita é o seguinte:

É possível encontrar um controle v tal que a densidade de contaminação ψ seja pequena

no tempo final T?.

A resposta a tal questão está no âmbito da teoria do controle. Neste contexto,

vamos descrever conceitos-chave relacionados à controlabilidade.

Um problema de controlabilidade exata é formulado da seguinte forma: Fixemos

um intervalo temporal de observação p0, T q e consideremos um sistema evolutivo governado

por uma certa equação ou sistema de equações diferenciais (ordinárias ou parciais) munido

de condições iniciais e/ou de fronteira. Suponhamos também que podemos agir neste

sistema mediante uma função de controle v, pertencente a um determinado conjunto de

controles admissíveis, Uad. Fixado v P Uad, chamaremos de estado associado ao controle

v uma solução correspondente yv do sistema. Agora, sejam y0 e yd dois valores em um

determinado espaço de Banach B onde o sistema possui solução. Dizemos que o sistema é

exatamente controlável em B no tempo T , se podemos encontrar um controle v P Uad tal
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que a correspondente solução yv com dado inicial y0, satisfaz

yvpT q “ yd.

A última condição pode ser alterada de diversas maneiras, obtendo outras

noções de controlabilidade.

Neste sentido, dizemos que o sistema é aproximadamente controlável em B no

tempo T , se com as notações anteriores, para cada ǫ ą 0 existe um controle v P Uad tal

que o correspondente estado yv, satisfaz

}yvpT q ´ yd}B ď ǫ.

Outra noção de controlabilidade é a controlabilidade nula, isto é, quando yd “ 0.

A teoria da controlabilidade para equações diferenciais parciais de evolução

começou a se desenvolver na década de 1960. Os fundamentos desta teoria foram esta-

belecidos por Egorov [12], Russell [43]-[44] e Fattorini [15]. Em particular, nestes artigos

foi desenvolvido o método do momento, que reduz o problema de controlabilidade exata

a problemas na teoria das séries exponenciais. Também é introduzido o princípio da

dualidade, que reduz o problema de controlabilidade para uma equação de evolução ao

problema de observabilidade para a equação adjunta.

A partir de meados da década de 1980, o interesse pela teoria da controlabili-

dade aumentou substancialmente. Naquela época, o caso das equações hiperbólicas era

principalmente estudado. Em 1986, Ho [25] encontrou condições de observabilidade sufici-

entes para uma equação hiperbólica de segunda ordem pelo método dos multiplicadores.

Simultaneamente, J.-L. Lions apresentou o método de unicidade de Hilbert, que permite

derivar a solubilidade do problema de controlabilidade para a equação original do teorema

da unicidade para a equação adjunta.

Neste ponto, os pesquisadores notaram ser possível obter resultados sobre a

controlabilidade da equação original a partir da unicidade para um certo problema de

Cauchy para a equação adjunta. É aqui que entram no jogo as estimativas de Carleman,

ao fornecerem um método mais poderoso para provar a unicidade do problema de Cauchy.

Desde os resultados fundamentais de Hörmander’s em [26] e [27], a teoria das estimativas

de Carleman foi desenvolvida em muitas direções. Só para citar alguns, temos estimativas

para espaços Lp com p ‰ 2 (veja [33], [35] e [37]) e teoria de estimativas de Carleman com

funções de peso singulares desenvolvida por Jerison em [34].

Desde o início da década de 1990, as estimativas de Carleman têm sido am-

plamente utilizadas em problemas de controlabilidade exata na fronteira. Usando essas

estimativas, Kazemi e Klibanov em [36] resolveram o problema de observabilidade para a

equação de onda, e Lasiecka e Triggiani [38] estudaram a controlabilidade de um sistema

de equações hiperbólicas
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A grande maioria dos artigos acima trata de problemas de controlabilidade

para equações de evolução lineares. Muito menos se sabia sobre sistemas não lineares.

Mas, atualmente é conhecido o método mais poderoso para provar controlabilidade de

equações parabólicas não lineares. É o método no qual a solução é construída com a ajuda

de um problema de otimização, aplica-se as estimativas de Carleman para um sistema

linearizado e logo utiliza um teorema de função inversa para abordar a parte não linear.

As bases deste método foram estabelecidas por Fursikov e Imanuvilov em [19] e [20], para

estudar a controlabilidade exata local da equação de Burgers e da equação bidimensional de

Helmholtz. Usando este método, estimativas de Carleman foram obtidas para demonstrar a

controlabilidade exata de equações parabólicas semilineares. A controlabilidade exata para

equações parabólicas semilineares com não linearidade crescendo no máximo linearmente

no infinito foi estabelecido em [5] e [32].

No âmbito do controle do sistema de Navier-Stokes, a controlabilidade nula

exata das equações de Navier Stokes foi estabelecida em [17] e [19]. A controlabilidade

exata local das equações de Navier-Stokes e do sistema Boussinesq foram provadas por

Fursikov e Imanuvilov em [18], [21], e [22] para o caso em que o controle é distribuído sobre

a fronteira ou uma parte da fronteira, e também para o caso de um controle distribuído

localmente no interior do domínio. Em [29] foi estudada a controlabilidade local exata das

equações de Navier-Stokes e do sistema Boussinesq com controle distribuído localmente e

com condições de contorno de deslizamento. A controlabilidade aproximada da equação de

Euler bidimensional e do sistema Navier-Stokes bidimensional com condições de contorno

de deslizamento e com controle de fronteira foi estabelecido por Coron em [6], [7] e [8]. Mais

tarde este resultado foi estendido em [24] por Glass para a equação de Euler tridimensional.

A controlabilidade exata global das equações de Navier-Stokes com um controle local

distribuído em uma variedade bidimensional fechada foi provada por Coron em [9].

Com respeito a controlabilidade exata para o sistema de Navier-Stokes, devido

as propriedades de dissipatividade e a não-linearidade do sistema, não podemos esperar a

controlabilidade exata para uma função objetivo arbitrária.

Esta é a principal razão para introduzir outro conceito de controlabilidade para

as equações de Navier-Stokes: controlabilidade exata local a trajetórias.

Fixemos um intervalo de observação p0, T q e consideremos um sistema evolutivo

governado por certa equação ou sistema de equações no qual não podemos agir (sistema

não controlado) cuja solução sy é chamada de trajetória com dado inicial sy0. Suponha

também que é possível introduzir uma função controle v neste sistema de modo que

obtemos um novo sistema (sistema controlado) cuja solução associada a v é denotada

por yv com dado inicial y0. Assim, dizemos que o último sistema possui a propriedade

de controlabilidade exata local a trajetórias no tempo T ą 0 no espaço de Banach B, se

fixado sy0 P B e para um dado inicial y0 suficientemente próximo a sy0 em B, podemos
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encontrar um controle v tal que a solução correspondente yv com dado inicial y0, coincide

com o valor da trajetória no tempo T , isto é,

yvpT q “ sypT q.

Nesta dissertação estudamos um resultado concernente a esta noção de contro-

labilidade obtida por Fernández-Cara, Guerrero, Imanuvilov e Puel em [31] para o sistema

de Navier-Stokes
$
’’’’’’&
’’’’’’%

yt ´ ∆y ` ∇ ¨ py b yq ` ∇p “ v1ω em Q,

∇ ¨ y “ 0 em Q,

y “ 0 sobre Σ,

yp0q “ y0 em Ω,

(1)

onde

p∇ ¨ py1 b y2qqi “
Nÿ

j“1

Bjpy1
i y

2
i q, i “ 1, ..., N.

Aqui Ω Ă R
N , com N “ 2 ou 3, é um subconjunto aberto, conexo e limitado

cuja fronteira BΩ é suave (por exemplo de classe C2), ω um (pequeno) subconjunto aberto

não vazio de Ω, T ą 0, Q “ Ω ˆ p0, T q e Σ “ BΩ ˆ p0, T q.

A função vetorial y : Ω ˆ p0, T q ÝÑ R
N e a função escalar p : Ω ˆ p0, T q ÝÑ R

representam respectivamente a velocidade (estado) e a pressão, v “ vpx, tq é a função

controle com suporte em ω e y0 “ y0pxq representa a função que descreve o estado inicial

do sistema.

Também, vamos apresentar alguns espaços importantes no contexto das equa-

ções de Navier-Stokes

V “ tϕ P C8
c pΩqN ,∇ ¨ ϕ “ 0u,

V “ tϕ P H1
0 pΩqN : ∇ ¨ ϕ “ 0 em Ωu, (2)

H “ tϕ P L2pΩqN : ∇ ¨ ϕ “ 0 em Ω, ϕ ¨ n “ 0 em BΩu.

Agora, para definir o conceito de controlabilidade exata local a trajetórias,

consideremos a solução sy do sistema de Navier-Stokes não controlado
$
’’’’’’&
’’’’’’%

syt ´ ∆sy ` ∇ ¨ psy b syq ` ∇sp “ 0 em Q,

∇ ¨ sy “ 0 em Q,

sy “ 0 sobre Σ,

syp0q “ sy0 em Ω,

(3)

que será chamada de trajetória no resto da dissertação.
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Definição 0.1. Diz-se que o sistema de Navier-Stokes (1) possui a propriedade de contro-

labilidade exata local a trajetórias, se para cada sy0 P L2N´2pΩqN X H, existe δ ą 0 tal que

para todo y0 P L2N´2pΩqN X H, onde N “ 2, 3, satisfazendo

››y0 ´ sy0
››

L2N´2pΩqN XH
ď δ,

existe um controle v P L2pω ˆ p0, T qqN tal que a solução correspondente associada pyv, pvq
de (1) com estado inicial y0, satisfaz

yvpT q “ sypT q em Ω,

onde sy (trajetória) denota a solução de (3) com estado inicial sy0.

Um resultado de controlabilidade exata local a trajetórias para o sistema de

Navier-Stokes (1) foi provado para sy P W 1,8
`
0, T ;W 1,8pΩqN X V

˘
e sy0 P V em [28]. Mas

nesta dissertação assumiremos menor regularidade para a trajetória ȳ, isto é,

sy P L8pQqN , com syt P L2
`
0, T ;LσpΩqN

˘
, (4)

onde σ ą 1 se N “ 2 e σ ą 6{5 se N “ 3.

Para mostrar a controlabilidade exata local a trajetórias do sistema de Navier-

Stokes (1) seguiremos a seguinte estratégia: primeiramente mostraremos a controlabilidade

nula do seguinte sistema, que é a linearização de (1) em torno da trajetória sy,
$
’’’’’’&
’’’’’’%

Ly ` ∇p “ f ` v1ω em Q,

∇ ¨ y “ 0 em Q,

y “ 0 sobre Σ,

yp0q “ y0 em Ω,

(5)

onde

Ly “ yt ´ ∆y ` ∇ ¨ psy b y ` y b syq. (6)

Para isso provaremos uma desigualdade global de Carleman para o sistema

adjunto associado a (5) dado por
$
’’’’’’&
’’’’’’%

L˚ϕ ` ∇π “ g em Q,

∇ ¨ ϕ “ 0 em Q,

ϕ “ 0 sobre Σ,

ϕpT q “ ϕ0 em Ω,

(7)

onde

Dϕ “ ∇ϕ ` ∇ϕt (8)
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e

L˚ϕ “ ´ϕt ´ ∆ϕ ´ Dϕy. (9)

Para apresentar tal desigualdade, consideremos ω1 aberto tal que ω1 ĂĂ ω.

Pelo Lema A.4 (apresentado no Apêndice A) podemos tomar uma função η0 P C2pΩ̄q,
satisfazendo

η0 ą 0 em Ω, η0 “ 0 em BΩ,
ˇ̌
∇η0

ˇ̌
ą 0 em Ωzω1. (10)

Assim, para constantes positivas s, λ, podemos construir as seguintes funções

auxiliares associadas a η0

αpx, tq “ e5{4λm}η0}
8 ´ eλpm}η0}

8
`η0pxqq

t4pT ´ tq4
,

α̂ptq “ min
xPΩ̄

αpx, tq “ e5{4λm}η0}
8 ´ eλpm`1q}η0}

8

t4pT ´ tq4
,

α˚ptq “ max
xPΩ̄

αpx, tq “ e5{4λm}η0}
8 ´ eλm}η0}

8

t4pT ´ tq4
,

ξpx, tq “ eλpm}η0}
8

`η0pxqq
t4pT ´ tq4

, (11)

ξ̂ptq “ max
xPΩ̄

ξpx, tq “ eλpm`1q}η0}
8

t4pT ´ tq4
,

ξ˚ptq “ min
xPΩ̄

ξpx, tq “ eλm}η0}
8

t4pT ´ tq4
,

θptq “ s15{4e´2sα̂`sα˚

ξ̂15{4,

θ̂ptq “ sλe´sα̂ξ̂.

Além disso, definamos

Ips, λ;ϕq :“s´1

ĳ

Q

e´2sαξ´1
`
|ϕt|2 ` |∆ϕ|2

˘
dx dt

`sλ2

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt ` s3λ4

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt. (12)

A seguinte desigualdade de Carleman constitui o primeiro resultado principal

do presente trabalho e é dada no seguinte teorema.

Teorema 0.2. Suponha que (4) seja satisfeito. Então, existem três constantes positivas

ŝ, λ̂ e C, dependendo apenas de Ω e ω, tais que para cada ϕ0 P H e cada g P L2pQqN , a
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solução correspondente ϕ do problema (7) verifica

Ips, λ;ϕq ď C
`
1 ` T 2

˘
¨
˝s15{2λ20

ĳ

Q

e´4sα̂`2sα˚

ξ̂15{2|g|2 dx dt

`s16λ40

ĳ

ωˆp0,T q

e´8sα̂`6sα˚

ξ̂16|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚,

(13)

para quaisquer λ ě λ̂p1 ` }ȳ}8 ` }ȳt}L2p0,T ;LσpΩqqN ` eλ̂T }ȳ}2
8q e s ě ŝpT 4 ` T 8q. As funções

α, ξ, α̂, α˚ e ξ̂ são dadas em (11).

A prova deste teorema pode ser encontrada no Apêndice B.

A desigualdade de Carleman anterior nos permitirá deduzir um resultado de

controlabilidade nula para o sistema linearizado (5), quando o termo denotado por f do

lado direito da primeira equação de (5) satisfaz certas propriedades perto de t “ T . Assim,

definamos formalmente o conceito de controlabilidade nula para o sistema linearizado (5).

Definição 0.3. Diz-se que o sistema linearizado (5) é controlável a zero ou possui a

propriedade de controlabilidade nula no espaço de Banach B, se para cada y0 P B, existe

um controle v P L2pω ˆ p0, T qqN tal que a solução associada pyv, pvq de (5) com estado

inicial y0, satisfaz

yvpT q “ 0 em Ω.

Finalmente, a controlabilidade nula do sistema linearizado (5) e um Teorema

da função inversa, nos permitirá demonstrar a controlabilidade nula local do sistema não

linear auxiliar
$
’’’’’’&
’’’’’’%

Lz ` ∇ ¨ pz b zq ` ∇q “ v1ω em Q,

∇ ¨ z “ 0 em Q,

z “ 0 sobre Σ,

zp0q “ z0 em Ω,

(14)

onde Lz “ zt ´∆z`∇ ¨ pszbz`zb szq e sz denota a trajetória do sistema não controlado (3).

Definição 0.4. Diz-se que o sistema não linear auxiliar (14) possui a propriedade de

controlabilidade nula local no espaço de Banach B, se existe δ ą 0 tal que para cada z0 P B,

satisfazendo ››z0
››

B
ď δ,

existe um controle v P L2pω ˆ p0, T qqN tal que a solução associada pzv, qvq de (14) com

estado inicial z0, satisfaz

zvpT q “ 0 em Ω.
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Pelo Lema 3.1, as soluções do sistema de Navier-Stokes (1) e do sistema não

linear auxiliar (14), estão relacionadas através de uma certa mudança de variável. Este

último fato e a controlabilidade nula local do sistema não linear auxiliar (14), nos permitirá

mostrar a controlabilidade exata local a trajetórias do sistema de Navier Stokes (1), o qual

é o segundo resultado principal deste trabalho dado pelo seguinte teorema.

Teorema 0.5. Suponha que (4) seja satisfeito. Então, o sistema de Navier-Stokes (1)

possui a propriedade de controlabilidade exata local a trajetórias, de acordo na Definição 0.1.

Este trabalho é organizado como se segue.

No Capítulo 1 introduz-se definições e enunciam-se resultados utilizados no

decorrer da dissertação.

No Capítulo 2, assumindo que a desigualdade de Carleman dada pelo Teo-

rema 0.2 é válida, mostramos uma segunda desigualdade de Carleman para o adjunto do

sistema linearizado (5), isto é, o sistema (7). Além disso, utilizando esta última desigual-

dade mostramos dois resultados de controlabilidade nula para o sistema linearizado (5),

sendo que no segundo resultado há regularidade adicional para o estado em relação ao

primeiro resultado. Esta regularidade é necessária para aplicar o Teorema da função inversa

no Capítulo 3.

No Capítulo 3, utilizando os resultados do capítulo anterior e uma versão ade-

quada do Teorema da função inversa para espaços de Banach, demonstramos a controlabili-

dade exata local a trajetórias do sistema de Navier-Stokes (1) utilizando a controlabilidade

nula local do sistema linearizado (5).

No Capítulo 4, apresentamos uma lista de conclusões e considerações finais.

No Apêndice A, encontra-se resultados auxiliares os quais utilizamos principal-

mente para demonstrar a desigualdade de Carleman no Apêndice B.

Finalmente, no Apêndice B encontra-se a demostração da desigualdade de

Carleman para o sistema adjunto (7), desigualdade utilizada para deduzir os resultados do

Capítulo 2.
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1 Preliminares

Ao longo deste capítulo apresentaremos definições, propriedades e resultados

utilizados ao longo desta dissertação.

1.1 Espaços de funções

Nesta seção U Ă R
n será considerado como um subconjunto aberto.

1.1.1 Espaços de Hölder

Seja k um número natural e consideremos os seguintes espaços de funções :

CpUq :“ tu : U Ă R
n Ñ R : u é contínuau,

CpŪq :“ tu P CpUq : u é uniformemente contínuau,
CkpUq :“ tu : U Ă R

n Ñ R : u é k-vezes continuamente diferenciávelu.

Definição 1.1. Seja u : U Ă R
n Ñ R uma função e γ P p0, 1s, então

1. u é dita Lipchitz se existe uma constante C ą 0 tal que

| upxq ´ upyq |ď C | x ´ y |, @x, y P U.

2. u é dita Hölder contínua com expoente γ, se existe uma constante C ą 0 tal que

| upxq ´ upyq |ď C | x ´ y |γ, @x, y P U.

3. Se u é contínua e limitada, então definimos

‖u‖CpŪq :“ sup
xPU

|upxq| .

Notação 1.2. C0,γpŪq :“ tu P CpUq : u é Hölder contínua com expoente γu.

Teorema 1.3. Seja u P C0,γpŪq, então

rusC0,γpŪq :“ sup
x,yPU
x‰y

ˇ̌
ˇ̌upxq ´ upyq

x ´ y

ˇ̌
ˇ̌,

‖u‖C0,γpŪq :“ ‖u‖CpŪq ` rusC0,γpŪq,

são respectivamente uma seminorma e uma norma no espaço C0,γpŪq.

O teorema anterior pode ser encontrado na Seção 5.1, pág. 240, de Evans [14].
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Notação 1.4. CkpŪq :“ tu P CkpUq| Dαu é uniformemente contínua para todo |α| ď ku.

Definição 1.5. O espaço de Hölder Ck,γpŪq consiste de todas as funções u P CkpŪq tais

que

‖u‖Ck,γpŪq :“
ÿ

|α|ďk

‖Dαu‖CpŪq `
ÿ

|α|“k

rDαusC0,γpŪq ă 8,

Em outras palavras, o espaço Ck,γpŪq consiste de todas as funções u que são k-vezes

continuamente diferenciáveis e cuja k-ésima derivada parcial é limitada e Hölder contínua

com expoente γ.

Proposição 1.6. ‖¨‖Ck,γpŪq é uma norma no espaço de funções Ck,γpŪq. Além disso,

Ck,γpŪq é um espaço de Banach sob a norma ‖¨‖Ck,γpŪq.

O resultado anterior pode ser visto no Teorema 1, Seção 5.1, pág. 241, de

Evans [14].

1.1.2 Espaços de Sobolev

1.1.2.1 Derivadas fracas

Definição 1.7. Suponha que u,v P L1
locpUq e seja α um multi-índice. Dizemos que v é a

α-ésima derivada parcial fraca de u e denotamos

Dαu “ v

se satisfaz
ż

U

uDαφ dx “ p´1q|α|

ż

U

vφ dx , @φ P C8
c pUq.

Proposição 1.8. A α-ésima derivada parcial fraca de u, se existe, é unicamente definida

a menos de um conjunto de medida nula.

O resultado anterior pode ser visto na Seção 5.2, pág. 243, de Evans [14].

Proposição 1.9. (Propriedades da derivada fraca)

Sejam k “ 1, 2, . . . , e 1 ď p ď 8. Assuma também que u, v P W k,ppUq e |α| ď k, então

1. Dαu P W k´|α|,ppUq.

2. Dβ pDαuq “ Dα`βpuq para quaisquer multi-índices α, β com |α| ` |β| ď k

3. Para quaisquer λ, µ P R temos que λu`µv P W k,ppUq e Dαpλu`µvq “ λDαu`µDαv.

4. Se V é um subconjunto aberto de U , então u P W k,ppV q.
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5. Se ζ P C8
c pUq, então ζu P W k,ppUq e

Dαpζuq “
ÿ

βďα

ˆ
α

β

˙
DβδDα´βu, (Fórmula de Leibnitz)

onde
ˆ
α

β

˙
“ α!
β!pα ´ βq! .

O resultado anterior pode ser visto no Teorema 1, Seção 5.2, pág. 247, de

Evans [14].

1.1.2.2 Definição e propriedades de espaços de Sobolev

Definição 1.10. O espaço de Sobolev W k,ppUq consiste de todas as funções localmente

somáveis u : U Ă R
n ÝÑ R tais que para cada multi-índice α, com |α| ď k, Dαu existe no

sentido fraco e pertence a LppUq, ou seja

W k,ppUq :“ tu P LppUq : Dαu P LppUq para todo |α| ď ku.

Definição 1.11. O espaço C8
c pUq consiste de todas as funções infinitamente diferenciáveis

φ : U Ă R
n Ñ R com suporte compacto em U. Uma função φ P C8

c pUq é chamada de

função teste.

Definição 1.12. Definimos

W
k,p
0 pUq “ C8

c pUqW k,ppUq
.

Notação 1.13. Denotamos Hk
0 pUq :“ W

k,2
0 pUq.

Proposição 1.14. Para cada k “ 1, 2, . . . , e 1 ď p ď 8, definamos }u}W k,ppUq por

}u}W k,ppUq :“

$
’’’’’’&
’’’’’’%

˜
ÿ

|α|ďk

ż

U

|Dαu|p dx
¸1{p

, 1 ď p ă 8,

ÿ

|α|ďk

ess sup
U

|Dαu| , p “ 8.

(1.1)

Então } ¨ }W k,ppUq é uma norma no espaço de Sobolev W k,ppUq. Além disso W k,ppUq é um

espaço de Banach sob a norma } ¨ }W k,ppUq.

O resultado anterior pode ser visto no Teorema 2, Seção 5.2, pág. 249, de

Evans [14].

Definição 1.15.
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1. Uma sequência tumu8
m“1 Ă W k,ppUq converge a u P W k,ppUq se

lim
mÑ8

}um ´ u}W k,ppUq “ 0.

Neste caso, denotamos

um Ñ u em W k,ppUq.

2. um Ñ u em W
k,p
loc

pUq se um Ñ u em W k,ppV q para todo V ĂĂ U .

Teorema 1.16. Suponha que Ω Ă R
n é um domínio tal que |Ω| ă 8 e 1 ď p ď q ď 8. Se

u P LqpΩq, então u P LppΩq e

‖u‖p ď |Ω|1{p´1{q‖u‖q,

portanto

LqpΩq ãÑ LppΩq.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 2.14, pág. 28, de

Adams [1].

1.1.2.3 Traço

Queremos ser capazes de atribuir valores na fronteira BU para uma função

u P W k,ppUq supondo que BU seja de classe C1. Mas em geral a função u não é contínua,

pior ainda, sendo definida em quase todos os pontos de U . Assim a noção do operador

traço resolve o problema.

Proposição 1.17. (Teorema do Traço)

Assuma que U é limitado, 1 ď p ă 8 e BU P C1, então existe um operador linear limitado

T : W 1,ppUq Ñ LppBUq

tal que

1. Tu “ u|BU se u P W 1,ppUq X CpŪq.

2. }Tu}LppBUq ď C}u}W 1,ppUq, para cada u P W 1,ppUq, com a constante C dependendo

apenas de p e U .

O operador T será chamado operador traço, e se u P W 1,ppUq, dizemos que Tu é o traço

de u em BU .

O resultado anterior pode ser visto no Teorema 1, Seção 5.5, pág. 258, de

Evans [14].
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Proposição 1.18. (Funções de traço-zero em W 1,p
˘

Assuma que U é limitado e BU P C1. Suponha ainda que u P W 1,ppUq. Então,

u P W 1,p
0 pUq se, e somente se, Tu “ 0 em BU.

O resultado anterior pode ser visto no Teorema 2, Seção 5.5, pág. 259, de

Evans [14].

Teorema 1.19. Seja Ω aberto limitado bem regular de R
n com fronteira BΩ e T a função

traço, então existe uma constante C ą 0 independente de u P C8
c p sUq tal que

‖Tu‖H1{2pBΩq ď C‖u‖H1pΩq, @u P C8
c p sUq.

A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposição 2.26, pág. 112, de

Medeiros [39].

1.1.3 Outros espaços de funções

Definição 1.20. Denotamos por H´1pUq o espaço dual de H1
0 pUq. E denotamos por x¨ , ¨y

a dualidade entre H´1pUq e H1
0 pUq.

Observação 1.21. O espaço H´1pUq é um espaço de Banach munido da norma dual

‖¨‖H´1pUq, isto é,

}f}H´1pUq :“ sup
!

xf, uy | u P H1
0 pUq, }u}H1

0
pUq ď 1

)
.

1.1.3.1 Espaços envolvendo tempo

Nesta subseção B denotara um espaço de Banach real com norma } ¨ }.

Teorema 1.22. O espaço

Lpp0, T ;Bq

consiste de todas as funções mesuráveis u : r0, T s Ñ B tal que t Ñ ‖uptq‖p
B é integrável

em r0, T s. Este é um espaço de Banach munido da norma

1. }u}Lpp0,T ;Bq :“
ˆż T

0

}uptq}pdt

˙1{p

ă 8 para 1 ď p ă 8,

2. }u}L8p0,T ;Bq :“ ess sup
0ďtďT

}uptq} ă 8.

O teorema anterior pode ser visto na Proposição II.5.A, Seção 5.1, pág. 92, de

Boyer [4].
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Definição 1.23. O espaço

Cpr0, T s;Bq

consiste de todas as funções contínuas u : r0, T s Ñ B com

}u}Cpr0,T s;Bq :“ max
0ďtďT

}uptq} ă 8.

Definição 1.24. Seja u P L1p0, T ;Bq. Dizemos que v P L1p0, T ;Bq é a derivada fraca de

u, e denotamos

u1 “ v

se ż T

0

φ1ptquptqdt “ ´
ż T

0

φptqvptqdt,

para toda função teste φ P C8
c p0, T q.

Definição 1.25. O espaço

W 1,pp0, T ;Bq,

consiste de todas as funções u P Lpp0, T ;Bq tais que u1 existe no sentido fraco e pertence a

Lpp0, T ;Bq.

Teorema 1.26. O espaço W 1,pp0, T ;Bq é um espaço de Banach munido da norma

}u}W 1,pp0,T ;Bq :“

$
’’&
’’%

ˆż T

0

}uptq}p ` }u1ptq}p
dt

˙1{p

, 1 ď p ă 8,

ess sup
0ďtďT

p}uptq} ` }u1ptq}q , p “ 8.

O resultado anterior pode ser visto no Lema II.5.10, Seção 5.2, pág. 98, de

Boyer [4].

Notação 1.27. H1p0, T ;Bq denota o espaço W 1,2p0, T ;Bq.

Proposição 1.28. Seja u P W 1,pp0, T ;Bq para algum 1 ď p ď 8, então

1. u P Cpr0, T s;Bq (após possivelmente ser redefinido em um conjunto de medida nula).

2. uptq “ upsq `
ż t

s

u1pτqdτ para todo 0 ď s ď t ď T .

3. Além disso, vale a estimativa

max
0ďtďT

}uptq} ď C}u}W 1,pp0,T ;Bq,

com a constante C dependendo apenas de T .

O resultado anterior pode ser visto no Teorema 2, Seção 5.9, pág. 286, de

Evans [14].
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Proposição 1.29. Suponha u P L2
`
0, T ;H1

0 pUq
˘
, com u1 P L2

`
0, T ;H´1pUq

˘
,

1. Então,

u P C
`
r0, T s;L2pUq

˘
.

(após possivelmente ser redefinido em um conjunto de medida nula).

2. A aplicação

t ÞÑ }uptq}2
L2pUq,

é absolutamente contínua, com

d

dt
}uptq}2

L2pUq “ 2 xu1ptq, uptqy ,

para quase todo 0 ď t ď T .

3. Além disso, temos a estimativa

max
0ďtďT

}uptq}L2pUq ď C
´

}u}
L2p0,T ;H1

0
pUqq ` }u1}L2p0,T ;H´1pUqq

¯
,

com a constante C dependendo apenas de T .

O resultado anterior pode ser visto no Teorema 3, Seção 5.9, pág. 287, de

Evans [14].

Teorema 1.30. Sejam X, Y,X 1 três espaços de Hilbert satisfazendo X Ă Y ” Y 1 Ă X 1.

Se a função u pertence ao espaço L2p0, T ;Xq, e sua derivada ut pertence a L2 p0, T ;X 1q,
então u é igual em quase todo ponto a uma função no espaço Cpr0, T s;Y q. Além disso,

satisfaz
d

dt
|u|2 “ 2 xut, uy ,

no sentido distribucional em p0, T q. Em particular, u P L8p0, T ;Y q.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Lema 1.3, Seção 3.1, pág. 176,

de Temam [46].

Teorema 1.31. (Interpolação em espaços de funções com valor num espaço de Banach)

Sejam I um intervalo de R, Ω um aberto de R
n e p1, q1, p2, q2 em r1,8s. Se f P

Lp1pI, Lq1pΩqq X Lp2pI, Lq2pΩqq, então para todo θ P p0, 1q tem-se que f P LppI, LqpΩqq
para p e q definidas por

1
p

“ θ

p1

` 1 ´ θ

p2

,

e
1
q

“ θ

q1

` 1 ´ θ

q2

.

Além disso,

‖f‖LppI,LqpΩqq ď ‖f‖θ
Lp1 pI,Lq1 pΩqq‖f‖1´θ

Lp2 pI,Lq2 pΩqq.
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A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema II. 5.5, pág. 93, de

Boyer [4].

1.1.4 Decomposição de espaços

Nesta subseção apresentamos um resultado importante para provar a desigual-

dade de Carleman do Teorema 0.2, isto é, o Teorema de decomposição de Helmholtz. Para

isso, definamos os espaços

EqpΩq :“ t∇p | p P Lq
locpsΩq,∇p P LqpΩqnu,

C8
o,σpΩqn :“ tu “ pu1, u2, ..., unq P C8

o pΩqn | ∇ ¨ u “ 0u.

Lq
σpΩqn :“ C8

o,σpΩqn
LqpΩqn

Teorema 1.32. (Decomposição de Helmholtz) Seja n ě 2, Ω Ă R
n um domínio limitado

ou um domínio exterior com fronteira de classe C1 e 1 ă q ă 8. Então, para cada

f P LqpΩqn existem únicos u P Lq
σpΩqn e ∇p P EqpΩq, tais que a decomposição

f “ u ` ∇p

é satisfeita.

Assim, LqpΩqn “ Lq
σpΩqn ‘ EqpΩq. ∇p e f estão relacionados pela equação

x∇p,∇ϕy “ xf,∇ϕy, @ϕ P Eq1pΩq.

Além disso, valem as estimativas

‖∇p‖q ď C‖f‖q,

‖u‖q ď pC ` 1q‖f‖q.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 1.4, pág. 5, de Simader-

Sohr [45].

1.2 Mínimos de funcionais

Durante esta seção B denotará um espaço de Banach e F : B Ñ R um funcional.

Definição 1.33. Um funcional F : A Ñ R, com A Ă B, é dito convexo, se para todo

u, v P A temos

F pλu ` p1 ´ λqvq ď λF puq ` p1 ´ λqF pvq, @λ P r0, 1s.

A função F : A Ñ R é dita estritamente convexa se a última desigualdade é estrita.
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Definição 1.34. Um funcional F é dito coercivo sobre C , subconjunto fechado e convexo

de B, se

limF puq “ `8 para u P C , sempre que ‖u‖ Ñ `8.

Definição 1.35. Um funcional F é dito semicontínuo-inferiormente (s.c.i), se satisfaz

alguma das seguintes condições equivalentes

1. @a P R o conjunto tu P B : F puq ě au é fechado .

2. @v P B temos que lim inf
uÑv

F puq ě F pvq.

Definição 1.36. Um funcional F : B Ñ sR convexo é dito próprio se nunca atingir o valor

de ´8 e não for identicamente 8.

Teorema 1.37. Seja B um espaço reflexivo, C um subconjunto não vazio, convexo e

fechado de B. Além disso, considere o funcional F assumindo que é convexo, s.c.i e próprio.

Se C é limitado ou o funcional F é coercivo sobre C , então existe u P C satisfazendo

F puq “ inf
vPC

F pvq.

Além disso, se o funcional F é estritamente convexo, então u P C é único.

A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposição 1.2, Capítulo II,

pág. 35, de Ekeland [13].

1.3 Algumas desigualdades importantes

Nesta seção presentamos desigualdades extremadamente úteis para conseguir

estimativas envolvendo equações diferencias parciais.

Teorema 1.38. (Desigualdade de Cauchy)

Sejam a, b P R, então

ab ď a2

2
` b2

2
.

A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposição a, Apêndice B,

pág. 622, de Evans [14].

Teorema 1.39. (Desigualdade de Cauchy com ε)

Sejam a, b, ε ą 0, então

ab ď εa2 ` b2

4ε
.

A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposição b, Apêndice B,

pág. 622, de Evans [14].
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Teorema 1.40. (Desigualdade de Young com ε)

Sejam a, b, ε ą 0 e 1 ă p, q ă 8 satisfazendo
1
p

` 1
q

“ 1 então

ab ď εap ` Cpεqbq.

A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposição d, Apêndice B,

pág. 622, de Evans [14].

Teorema 1.41. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Seja pX, p¨, ¨qq um espaço vetorial complexo com produto interno. Então, para quaisquer

u, v P X tem-se que

|pu, vq| ď ‖u‖‖v‖.

A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposição 5.1.2, Seção 5.1,

pág. 78, de Botelho [3].

Teorema 1.42. (Desigualdade de Hölder discreta)

Sejam a “ pa1, . . . , anq, b “ pb1, . . . , bnq P R
n, 1 ď p, q ă 8 com

1
p

` 1
q

“ 1. Então,

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

nÿ

k“1

akbk

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

˜
nÿ

k“1

|ak|p
¸ 1

p
˜

nÿ

k“1

|bk|q
¸ 1

q

.

A prova deste teorema pode ser encontrada na Observação 1, Apêndice B,

pág. 623, de Evans [14].

Teorema 1.43. (Desigualdade de Hölder contínua)

Assuma que 1 ď p, q ď 8 com
1
p

` 1
q

“ 1, U aberto de R
n, e u P LppUq, v P LqpUq, então

ż

U

|uv|dx ď }u}LppUq}v}LqpUq.

A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposição e, Apêndice B,

pág. 622, de Evans [14].

Teorema 1.44. (Desigualdade de Poincaré-Wirtinger’s)

Seja U um subconjunto aberto, conexo e limitado de R
n com fronteira BUde classe C1, e

assuma 1 ď p ď 8. Então, existe uma constante C ą 0 dependendo de n e p tal que
›››››u ´

1

|U |

ż

U

u dy

›››››
LppUq

ď C}Du}LppUq,

para todo u P W 1,ppUq.
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A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 1, Seção 5.8, pág. 275,

de Evans [14].

Teorema 1.45. (Desigualdade de Young para convoluções)

Sejam u P LppUq e v P LqpUq para algum U Ă R
n subconjunto aberto, conexo e limitado.

Assuma que 1{p ` 1{q “ 1 ` 1{r com 1 ď p, q, r ď 8, então u ˚ v P LrpUq e

‖u ˚ v‖LrpUq ď ‖u‖LppUq‖v‖LqpUq,

onde

pu ˚ vqpxq “
ż

Rn

upx ´ yqvpyqdy.

A prova deste teorema pode ser encontrada na Seção 1.2, pág. 20, de Gal-

lagher [10].

Teorema 1.46. (Desigualdade de Jensen)

Assuma que f : R Ñ R é convexa e U Ă R
n aberto e limitado. Seja u : U Ñ R somáveis,

então

f

ˆ
1

|U |

ż

U

udx

˙
ď 1

|U |

ż
fpuqdx.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 2, Apêndice B, pág. 621,

de Evans [14].

Teorema 1.47. (Desigualdade de Gronwall - forma diferencial)

Seja ηp¨q um função absolutamente contínua em r0, T s satisfazendo para q.t.p. em t a

desigualdade diferencial

η1ptq ď φptqηptq ` ψptq,

onde φptq e ψptq são funções somáveis, não negativos em r0, T s. Então,

ηptq ď e
şt
0

φpsqds

„
ηp0q `

ż t

0

ψpsqds

, @t P r0, T s.

Em particular, se η1 ď φη em r0, T s e ηp0q “ 0, então

η ” 0 em r0, T s.

A prova deste teorema pode ser encontrada na Proposição j, Apêndice B,

pág. 624, de Evans [14].

1.4 Resultados de análise funcional

1.4.1 Convergência fraca e fraco-estrela

Nesta seção apresentaremos as noções de convergência fraca e fraco-estrela.
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Sejam X um conjunto, pYiqiPI uma família de espaços topológicos e pfiqiPI uma

família de funções fi : X ÝÑ Yi, para cada i P I. Queremos encontrar em X a menor

topologia que torna todas as funções fi contínuas. Para cada i P I e cada aberto Ai em Yi,

considere o conjunto

f´1
i pAiq “ tx P X : fipxq P Aiu .

Chame de Φ a coleção dos subconjuntos de X que podem ser escritos como

interseções finitas de conjuntos da forma f´1
i pAiq.

Teorema 1.48. Existe uma topologia τ em X que tem Φ como base.

O resultado anterior pode ser encontrado na Proposição 6.1.1, Seção 6.1,

pág. 104, de Botelho [3].

Definição 1.49. A topologia τ do teorema anterior é chamada de topologia gerada pela

família de funções pfiqiPI .

Definição 1.50. A topologia fraca no espaço normado N será denotada por σpN ,N 1q é a

topologia gerada pelos pelos funcionais lineares contínuos ϕ P N 1.

Notação 1.51. Quando uma sequência pxnq8
n“1 em N converge para algum x P N na

topologia fraca, escrevemos xn á x.

Teorema 1.52. Seja N um espaço normado e pxnq8
n“1 uma sequência em N , então

xn á x se, e somente se, ϕpxnq Ñ ϕpxq, para todo ϕ P N 1.

O resultado anterior pode ser encontrado na Proposição 6.2.2, Seção 6.2,

pág. 105, de Botelho [3].

Definição 1.53. Seja JN : N Ñ N 2 o mergulho canônico, onde JN pxq : N 1 Ñ R é

dado por JN pxqpϕq “ ϕpxq, para ϕ P N 1. A topologia fraco-estrela no dual N 1 do espaço

normado N , denotada por σpN 1,N q, é a topologia em N 1 gerada pelas funções pertencentes

ao conjunto JN pN q “ tJN pxq : x P N u Ă N 2.

Notação 1.54. Quando uma sequência pϕnq8
n“1 em N 1 converge para algum ϕ P N 1 na

topologia fraco-estrela, escrevemos ϕn
˚á ϕ.

Teorema 1.55. Seja N um espaço normado e pϕnq8
n“1 uma sequência em N 1, então

ϕn
˚á ϕ se, e somente se, ϕnpxq Ñ ϕpxq, para todo x P N .

A prova deste resultado pode ser encontrada na Proposição 6.3.2, Seção 6.3,

pág. 111, de Botelho [3].

Teorema 1.56. Para todo espaço normado reflexivo N , a bola fechada unitária BN é

compacta na topologia fraca σpN ,N 1q de N .
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A prova deste resultado pode ser encontrada no Teorema 6.4.2, Seção 6.4,

pág. 116, de Botelho [3].

Teorema 1.57. Para todo espaço normado N , a bola fechada unitária BN 1 é compacta

na topologia fraco-estrela σpN 1,N q de N 1.

A prova deste resultado pode ser encontrado no Teorema 6.3.9, Seção 6.3,

pág. 114, de Botelho [3].

1.4.2 Completamento de espaços

Definição 1.58. Um operador linear U : pX; p¨, ¨q1q ÝÑ pY ; p¨, ¨q2q entre dois espaços com

produto interno, é unitário se for sobrejetor em Y e pζ, ηq1 “ pUζ, Uηq2 para todos ζ, η P X.

Se existe tal operador unitário, então os espaços X, Y são chamados de unitariamente

equivalentes.

Teorema 1.59. Se pX, p¨, ¨qq é um espaço com produto interno, então ele é unitariamente

equivalente a um subespaço denso num espaço de Hilbert H. Tal espaço H é chamado de

completamento de X. Além disso, quaisquer dois completamentos de X são unitariamente

equivalentes entre si.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 17.15, Seção 17.2,

pág. 124, de Oliveira [11].

1.4.3 Teorema de Lax-Milgram e Teorema da função inversa

Teorema 1.60. (Lax-Milgram). Sejam H espaço de Hilbert e b : H ˆ H Ñ R uma forma

bilinear tal que existem constantes positivas α e β tais que

|bpη, ξq| ď α‖η‖‖ξ‖, @η, ξ P H

e

|bpη, ηq| ě β‖η‖2, @η P H.

Então, para todo f P H1 existe um único ξf P H com

fpηq “ bpξf , ηq, @η P H.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 1, Seção 6.2, pág. 297,

de Evans [14].

Teorema 1.61. (Teorema da função inversa). Sejam B1, B2 espaços de Banach e seja

A : B1 ÞÑ B2 satisfazendo A P C1pB1;B2q. Assuma também que existe e0 P B1, h0 P B2
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tal que Ape0q “ h0 e A1pe0q : B1 ÞÑ B2 sobrejetor, então existe δ ą 0 tal que para todo

h P B2 satisfazendo ‖h ´ h0‖B2
ă δ, existe uma solução da equação

Apeq “ h.

A prova deste teorema pode ser encontrada na Seção 2.3.1, pág. 107, de

Alekseev [2].

1.5 Navier-Stokes

Sejam Ω um subconjunto aberto, limitado e Lipchitz em R
N , onde N “ 2 ou 3,

T ą 0, ν uma constante, Q o cilíndro parabólico Ω ˆ p0, T s e Σ “ BΩ ˆ r0, T s a fronteira

lateral. Nesta seção denotaremos por p¨, ¨q o produto interno induzido no espaço H definido

em (2), por L2pΩq e também lembremos que o espaço V em (2), é um espaço de Hilbert

com o produto interno

apu, vq “
ż

Ω

∇u ¨ ∇v dx, @u, v P V. (1.2)

1.5.1 Equações de Navier-Stokes caso linear

O caso linear das equações de Navier-Stokes são as equações de evolução

correspondentes para o problema de Stokes
$
’’’’’’&
’’’’’’%

ut ´ ν∆u ` ∇p “ f em Q,

∇ ¨ u “ 0 em Q,

u “ 0 sobre Σ,

upx, 0q “ u0pxq em Ω,

(1.3)

onde a função vetorial u : Ω ˆ r0, T s Ñ R
N e a função escalar p : Ω ˆ r0, T s Ñ R são as

incognitas e f : Ω ˆ r0, T s Ñ R
N , u0 : Ω Ñ R

N funções dadas.

Vamos supor que u P C2pQ̄q e p P C1pQ̄q são soluções clássicas de (1.3). Multi-

plicando primeira equação de (1.3) por v P V , onde V é definido em (2), e integrando em

Ω, temos

put, vq ` νapu, vq “ pf, vq,

onde ap¨, ¨q é definido por (1.2).

Pela densidade de V em V , onde V é definido em (2), a igualdade anterior é

satisfeita para todo v P V .

O seguinte Teorema é referente a existência, unicidade de soluções das equações

de Navier-Stokes no caso linear.
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Teorema 1.62. Se u0 P H e f P L2 p0, T ;V 1q, então existe uma única u P Cpr0, T s;Hq X
L2p0, T ;V q com u1 P L2 p0, T ;V 1q satisfazendo

$
&
%

pu, vqt ` νapu, vq “ xf, vy, @v P V,
up0q “ u0.

Mais ainda, existe uma distribuição p em Q tal que a dupla pu, pq satisfaz o sistema (1.3),

no sentido de que pu, pq satisfaz

ut ´ ν∆u ` ∇p “ f

∇ ¨ u “ 0

no sentido distribucional em Q, e

upx, 0q “ u0pxq

é satisfeito no sentido

uptq Ñ u0 em L2pΩqN quando t Ñ 0.

A prova deste resultado pode ser encontrada no Teorema 1.1, Seção 3.1, pág. 172

e na Proposição 1.1, Seção 3.1, pág. 180 de Temam [46].

Agora, para finalizar a subseção apresentamos dois resultados relacionados ao

sistema $
’’’’’’&
’’’’’’%

´ut ´ ∆u ` ∇q “ g em Q,

∇ ¨ u “ 0 em Q,

u “ 0 sobre Σ,

upT q “ u0, em Ω.

(1.4)

Teorema 1.63. Assuma que u0 P V e g P L2pQq. Então, a solução fraca pu, qq do

sistema (1.4) é na verdade, uma solução forte de (1.4). Mais precisamente

u P L2p0, T ;H2pΩqq X Cpr0, T s;V q, ut P L2pQq e q P L2p0, T ;H1pΩqq.

Além disso, existe uma constante C ą 0, dependendo somente de Ω tal que

‖u‖L2p0,T ;H2pΩqq ` ‖ut‖L2pQq ` ‖q‖L2p0,T ;H1pΩqq ď Cp‖u0‖H1 ` ‖g‖L2pQqq.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Lema 4, Apêndice, pág. 445, de

Fernandez-Cara e Guerrero [16].

Teorema 1.64. Seja Ω Ă R
3, g P L4{3p0, T ;L12{11pΩq3q e u0 “ 0. Então, existe única

solução pu, qq do sistema (1.4) satisfazendo

u P L2p0, T ;W 1,6{5
0 pΩq3q X Cpr0, T s;L4{3pΩq3q,

onde u depende continuamente de g.
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A prova deste teorema pode ser encontrada no Lema 4.3, Seção 4.2, pág. 399,

de Puel [41].

1.5.2 Equações de Navier-Stokes caso não linear

O caso não linear das equações de Navier-Stokes são as equações de evolução

correspondentes ao sistema
$
’’’’’’&
’’’’’’%

ut ´ ν∆u ` ∇ ¨ pu b uq ` ∇p “ f em Q,

∇ ¨ u “ 0 em Q,

u “ 0 sobre Σ,

upx, 0q “ u0pxq em Ω,

(1.5)

onde a função vetorial u : Ω ˆ r0, T s Ñ R
N e a função escalar p : Ω ˆ r0, T s Ñ R são as

incógnitas e f : Ω ˆ r0, T s Ñ R
N , u0 : Ω Ñ R

N funções dadas, onde

p∇ ¨ pu1 b u2qqi “
Nÿ

j“1

Bjpu1
iu

2
i q, i “ 1, ..., N.

Formulação fraca I: Sejam f P L2pQqN e u0 P H. Encontrar u e p tais que
$
’’’&
’’’%

u P L8p0, T ;Hq X L2p0, T ;V q, p P D1pQq,
ut ´ ν∆u ` ∇ ¨ pu b uq ` ∇p “ f em D1pQq,
up0q “ u0.

Notação 1.65. D1pQq denota o espaço das distribuições em Q.

Formulação fraca II: Sejam f P L2pQqN e u0 P H. Encontrar u tal que
$
’’’&
’’’%

u P L8p0, T ;Hq X L2p0, T ;V q
xut, vy ` νapu, vq ` bpu, u, vq “ xℓ, vy, @v P V,
up0q “ u0,

(1.6)

onde x¨, ¨y denota a dualidade entre V e V 1, ℓ “ ℓptq denota

xℓptq, vy “
ż

Ω

fpx, tq ¨ vpx, tq dx, @v P V, q.t.p. t P r0, T s,

e as formas bilinear e trilinear, respectivamente,

apu, vq “
ż

Ω

∇u ¨ ∇v dx, @u, v P V,

bpu, v, wq “
ż

Ω

p∇ ¨ pu b vqq ¨ w dx, @u, v, w P V.
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Considere o espaço

Dσ :“
!
w P C8

c pω ˆ r0,8qqN : ∇ ¨ wptq “ 0, @t P r0,8q
)
. (1.7)

Multiplicando a primeira equação do sistema (1.5) por w P Dσ e integrando no espaço,

temos

put, wq ´ ν p∆u,wq ` p∇ ¨ pu b uq, wq ` p∇p, wq “ pf, wq , @w P Dσ.

Na integração por partes na variável espacial temos que p∇p, wq “ ´pp,∇wq “ 0 e

p∆u,wq “ ´ p∇u,∇wq, portanto

put, wq ` ν p∇u,∇wq ` p∇ ¨ pu b uq, wq “ pf, wq , @w P Dσ.

Logo, integrando entre 0 e s e utilizando integração por partes na variável

temporal, podemos obter a seguinte noção de formulação fraca.

Formulação fraca III: Encontrar u P L8p0, T ;Hq XL2p0, T ;V q satisfazendo up0q “ u0 e

´
ż s

0

pu,wtq dt ` ν

ż s

0

p∇u,∇wq dt ´
ż s

0

p∇ ¨ pu b uq, wq dt

“
`
up0q, wp0q

˘
`

`
upsq, wpsq

˘
`

ż s

0

pf, wq dt, (1.8)

para todo w P Dσ e q.t.p. s ą 0.

Teorema 1.66. Suponha que N ď 4, f P L2 p0, T ;V 1q e u0 P H. Então, existe pelo menos

uma função u P L2p0, T ;V q, com u1 P L2p0, T ;V 1q, satisfazendo (1.6). Além disso,

u P L8p0, T ;Hq

e u é fracamente contínua de r0, T s em H, isto é, a função t Ñ puptq, vq é uma função

contínua para todo v P H.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 3.1, Capítulo 3, pág. 191,

de Temam [46]

Teorema 1.67. No caso 2-dimensional, a solução u de (1.6) no contexto do Teorema 1.66

é única. Além disso, u é igual q.t.p a uma função contínua de r0, T s no espaço H e

uptq Ñ u0, em H, quando t Ñ 0.

Também, para qualquer aberto Ω, vale

}v}L4pΩq ď 21{4}v}1{2

L2pΩq}∇v}1{2

L2pΩq, @v P H1
0 pΩq.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 3.2, Capítulo 3, pág. 198

e Observação 3.3, Capítulo 3, pág. 200, de Temam [46].
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Teorema 1.68. Considere u0 P H e g P L2pQqN . Então, existe uma única solução pu, pq
do problema adjunto dado em (7), com u P L2p0, T ;V q X Cpr0, T s;Hq. Além disso, seja

γ P C1pr0, T sq tal que γpT q “ 0, então pru, rpq :“ pγu, γpq é solução forte do problema
$
’’’’’’&
’’’’’’%

´rut ´ ∆ru ´ Druȳ ` ∇rp “ γg ´ γ1u em Q,

∇ ¨ ru “ 0 em Q,

ru “ 0 sobre Σ,

rupT q “ 0 em Ω.

(1.9)

Em particular, temos

pptq P H1pΩq, uptq P H2pΩqN , utptq P L2pΩqN q.t.p. t P p0, T q.

O teorema anterior pode ser encontrado na Observação 1, Seção 1, pág. 1504,

de Fernandez-Cara [31].

Finalmente apresentamos um resultado de existência e unicidade referente ao

sistema linearizado (5) das equações de Navier-Stokes caso não linear.

Teorema 1.69. Seja ȳ P L8pQqN , f P L2p0, T ;H´1q, y0 P H e v P L2pω ˆ p0, T qqN .

Então, existe uma única função u P Cpr0, T s;Hq X L2p0, T ;V q, com ut P L2 p0, T ;V 1q,
solução fraca do sistema linearizado (5).

A prova deste teorema pode ser encontrada no Lema 1.49, Seção 1.7, pág. 17,

de Huaman [40].
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2 Controlabilidade do Sistema Linearizado de

Navier-Stokes

Ao longo deste capítulo estudaremos a controlabilidade nula do sistema lineari-

zado (5). Neste capítulo e até o final do trabalho continuaremos considerando Ω Ă R
N ,

onde N “ 2 ou 3. Aqui demostraremos três resultados importantes. O primeiro estabelece

uma desigualdade de Carleman com funções peso que não se anulam em t “ 0 para o

adjunto do sistema linearizado (5), isto é, o sistema (7). O segundo resultado estabelece

utilizando o primeiro, a controlabilidade nula do sistema linearizado (5) quando o lado

direito da primeira equação deste sistema decai exponencialmente quando t Ñ T´. Mas,

este último resultado não tem regularidade suficiente para aplicar o Teorema da função

inversa. Por isso, precisamos de outro resultado de controlabilidade nula com regularidade

adicional . Este é o terceiro resultado importante deste capítulo, um resultado de controla-

bilidade nula para o sistema linearizado (5), com regularidade adicional no estado para

poder aplicar o Teorema da função inversa.

Observação 2.1. Ao longo deste capítulo pϕ, πq denotará a solução do sistema adjunto (7),

isto é, $
’’’’’’&
’’’’’’%

´ϕt ´ ∆ϕ ´ Dϕsy ` ∇π “ g em Q,

∇ ¨ ϕ “ 0 em Q,

ϕ “ 0 sobre Σ,

ϕpT q “ ϕ0 em Ω.

2.1 Desigualdade de Carleman com pesos que não se anulam em

t “ 0

Nesta subseção iremos deduzir uma desigualdade de Carleman com pesos que

não se anulam em t “ 0 para o sistema adjunto (7). Para isso utilizaremos como ferramenta

a desigualdade de Carleman dada pelo Teorema 0.2, cujos pesos se anulam em t “ 0 e

t “ T .

Observação 2.2. Não podemos usar diretamente a desigualdade de Carleman dada no

Teorema 0.2, pois os pesos de Carleman

p1 “ λ4e´2sαpsξq3, p2 “ λ2e´2sαpsξq, p3 “ λ´1e´2sαpsξq´1,

p4 “ λ20e´4sα̂`2sα˚psξ̂q15{2, p5 “ λ40e´8sα̂`6sα˚psξ̂q16,
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que acompanham aos termos |ϕ|2, |∇ϕ|2,
`
|ϕt|2 ` |∆ϕ|2

˘
, |g|2, nas respectivas integrais

da desigualdade (13), se anulam em t “ 0 e t “ T . Portanto, seus inversos tendem para

infinito. Se utilizamos tais inversos para definir os espaços EN em (2.24) e (2.25), para um

par py, vq P EN , onde y é solução de (5), teremos que yp0q “ ypT q “ 0. Ou seja, o estado

inicial será sempre nulo, situação indesejável pois queremos um estado inicial arbitrário.

Pela última observação, precisamos de outra desigualdade de Carleman com

pesos que não se anulam em t “ 0. Utilizando tais pesos definiremos os espaços EN . Tais

espaços desempenham um papel decisivo para mostrar mais adiante o segundo resultado

de controlabilidade nula do sistema linearizado (5) do capítulo, dado na Proposição 2.12.

Consideremos uma função ℓ de classe C8 tal que para algum δ P p0, T {2q
satisfaz

ℓptq “

$
’&
’%

T 2{4 para 0 ď t ď T

2
´ δ,

tpT ´ tq para
T

2
` δ ď t ď T,

e as seguintes funções auxiliares associadas,

βpx, tq “ e5{4λm‖η0‖8 ´ eλpm‖η0‖8`η0pxqq

ℓptq4
,

β̂ptq “ min
xPΩ

βpx, tq,

β˚ptq “ max
xPΩ

βpx, tq,

γpx, tq “ eλpm‖η0‖8`η0pxqq

ℓptq4
, (2.1)

γ̂ptq “ max
xPΩ

γpx, tq,

γ˚ptq “ min
xPΩ

γpx, tq,

onde η0 é definida como no Lema A.4.

Para tornar a demonstração do lema 2.3 mais clara definamos

Jps, λ;ϕq :“
ĳ

Q

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt `
ĳ

Q

e´2sβγ|∇ϕ|2 dx dt ` ‖ϕp0q‖2
L2pΩqN , (2.2)

onde β e γ são dadas em (2.1) e ϕ solução do sistema adjunto (7).

Lema 2.3. (Desigualdade de Carleman com pesos que não se anulam em t “ 0)

Seja sy satisfazendo (4). Então, existe uma constante positiva C dependendo de T, s e λ

tal que a solução ϕ do sistema adjunto (7) satisfaz

Jps, λ, ϕq ď C

¨
˚̋

ĳ

Q

e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2|g|2 dx dt `
ĳ

ωˆp0,T q

e´8sβ̂`6sβ˚

γ̂16|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚, (2.3)
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para quaisquer s e λ como no Teorema 0.2. As funções β, γ, β̂, β˚, γ̂ e γ˚ são dadas

em (2.1).

Demonstração. Consideremos a decomposição

Jps, λ;ϕq “ J1ps, λ;ϕq ` J2ps, λ;ϕq,

onde

J1ps, λ;ϕq :“ ‖ϕp0q‖2
L2pΩqN `

ż T {2

0

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt `
ż T {2

0

ż

Ω

e´2sβγ|∇ϕ|2 dx dt,

J2ps, λ;ϕq :“
ż T

T {2

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt `
ż T

T {2

ż

Ω

e´2sβγ|∇ϕ|2 dx dt.

Nosso objetivo é mostrar que

Jips, λ;ϕq ď Ci

¨
˚̋

ĳ

Q

e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2|g|2 dx dt `
ĳ

ωˆp0,T q

e´8sβ̂`6sβ˚

γ̂16|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚,

para i “ 1, 2.

Estimativa para J1ps, λ;ϕq: Consideremos a seguinte estimativa de energia para o

sistema adjunto (7) dado pela Proposição A.10

‖ϕp0q‖2
L2pΩqN ` ‖ϕ‖2

L2p0,T {2;V q ` ‖ϕ‖2
L8p0,T {2;Hq

ď C7eC2T ‖y‖2
8

ˆ
‖g‖2

L2p0,3T {4;L2pΩqN q ` 1
T 2

‖ϕ‖2
L2pT {2,3T {4;L2pΩqN q

˙
. (2.4)

Pelas definições de β e γ dadas em (2.1), existem constantes C1, C2 ą 0 tais

que

e´2sβγ3 ď C1 e e´2sβγ ď C2 em Ω ˆ p0, T {2q.

Multiplicando as duas desigualdades anteriores por |ϕ|2 e |∇ϕ|2, respectiva-

mente, e integrando em Ω ˆ p0, T {2q, temos
ż T {2

0

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt ď C1

ż T {2

0

ż

Ω

|ϕ|2 dx dt,

ż T {2

0

ż

Ω

e´2sβγ|∇ϕ|2 dx dt ď C2

ż T {2

0

ż

Ω

|∇ϕ|2 dx dt.

Somando as duas desigualdades acima. Logo, somando o termo ‖ϕp0q‖2
L2pΩqN

em ambos membros da desigualdade resultante, obtem-se

‖ϕp0q‖2
L2pΩqN `

ż T {2

0

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt `
ż T {2

0

ż

Ω

e´2sβγ|∇ϕ|2 dx dt

ď C3

˜
‖ϕp0q‖2

L2pΩqN `
ż T {2

0

ż

Ω

|ϕ|2 dx dt `
ż T {2

0

ż

Ω

|∇ϕ|2 dx dt

¸
.
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Substituindo a última desigualdade no lado esquerdo de (2.4) e lembrando que

L8
ãÑ L2, temos

‖ϕp0q‖2
L2pΩqN `

ż T {2

0

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt `
ż T {2

0

ż

Ω

e´2sβγ|∇ϕ|2 dx dt

ď C8eC2T ‖y‖2
8

ˆ
‖g‖2

L2p0,3T {4;L2pΩqN q ` 1
T 2

‖ϕ‖2
L2pT {2,3T {4;L2pΩqN q

˙
.

No lado direito da última desigualdade seja C˚
4 o máximo entre as constantes

C8eC2T ‖sy‖2
8 e C8eC2T ‖sy‖2

8{T 2. Logo, esta torna se

‖ϕp0q‖2
L2pΩqN `

ż T {2

0

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt `
ż T {2

0

ż

Ω

e´2sβγ|∇ϕ|2 dx dt

ď C˚
4 pT, s, λq

˜ż 3T {4

0

ż

Ω

|g|2 dx dt `
ż 3T {4

T {2

ż

Ω

|ϕ|2 dx dt

¸
. (2.5)

Novamente, pelas definições de β e γ em (2.1), existem constantes C4, C5 ą 0

tais que

e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2 ě C4 e e´2sβγ3 ě C5 em Ω ˆ p0, 3T {4q.

Multiplicando as duas desigualdades anteriores por |g|2 e |ϕ|2, respectivamente,

e integrando em Ω ˆ p0, 3T {4q e Ω ˆ pT {2, 3T {4q, obtemos

C4

ż 3T {4

0

ż

Ω

|g|2 dx dt ď
ż 3T {4

0

ż

Ω

e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2|g|2 dx dt,

C5

ż 3T {4

T {2

ż

Ω

|ϕ|2 dx dt ď
ż 3T {4

T {2

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt.

Somando as duas últimas desigualdades e considerando C6 “ mintC4, C5u,

temos

C6

˜ż 3T {4

0

ż

Ω

|g|2 dx dt `
ż 3T {4

T {2

ż

Ω

|ϕ|2 dx dt

¸

ď C4

ż 3T {4

0

ż

Ω

|g|2 dx dt ` C5

ż 3T {4

T {2

ż

Ω

|ϕ|2 dx dt

ď
ż 3T {4

0

ż

Ω

e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2|g|2 dx dt `
ż 3T {4

T {2

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt.

Em seguida, substituindo a última desigualdade no lado direito de (2.5), obtemos

‖ϕp0q‖2
L2pΩqN `

ż T {2

0

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt `
ż T {2

0

ż

Ω

e´2sβγ|∇ϕ|2 dx dt

ď C1pT, s, λq
˜ż 3T {4

0

ż

Ω

e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2|g|2 dx dt `
ż 3T {4

T {2

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt

¸
.

(2.6)
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Agora, vamos a estimar os dois termos no lado direito da desigualdade anterior.

O primeiro termo pode ser estimado por
ż 3T {4

0

ż

Ω

e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2|g|2 dx dt ď
ĳ

Q

e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2|g|2 dx dt. (2.7)

Para estimar o segundo termo do lado direito de (2.6), notemos que no aberto

Ω ˆ pT {2, 3T {4q as funções α e β definidas em (11) e (2.1), respectivamente, coincidem.

Portanto vale
ż 3T {4

T {2

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt “
ż 3T {4

T {2

ż

Ω

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt.

Pela desigualdade de Carleman dada em (13) e a definição de Ips, λ;ϕq em (12),

podemos estimar o lado direito da desigualdade anterior, de modo que
ż 3T {4

T {2

ż

Ω

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt ď Ips, λ;ϕq

ď C
`
1 ` T 2

˘
¨
˝s15{2λ20

ĳ

Q

e´4sα̂`2sα˚

ξ̂15{2|g|2 dx dt

`s16λ40

ĳ

ωˆp0,T q

e´8sα̂`6sα˚

ξ̂16|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚.

Consideremos CpT, s, λq o máximo entre as constantes C1 “ Cp1 ` T 2qs15{2λ20

e C2 “ Cp1 ` T 2qs16λ40, com s e λ como no Teorema 0.2. Como as definições de α e

β coincidem em Ω ˆ pT {2, T q, isso implica que α̂ “ β̂, α˚ “ β˚, ξ “ γ e ξ̂ “ γ̂ em

Ω ˆ pT {2, 3T {4q, de acordo com suas definições dadas em (11) e (2.1). Logo, podemos

reescrever a desigualdade anterior em termos de γ e β, como
ż 3T {4

T {2

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt

ď C2 pT, s, λq

¨
˚̋

ĳ

Q

e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2|g|2 dx dt `
ĳ

ωˆp0,T q

e´8sβ̂`6sβ˚

γ̂16|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚.

Finalmente, substituindo a desigualdade anterior e (2.7) no lado direito de (2.6),

obtemos

J1ps, λ;ϕq “ ‖ϕp0q‖2
L2pΩqN `

ż T {2

0

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt `
ż T {2

0

ż

Ω

e´2sβγ|∇ϕ|2 dx dt

ď CpT, s, λq

¨
˚̋

ĳ

Q

e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2|g|2 dx dt `
ĳ

ωˆp0,T q

e´8sβ̂`6sβ˚

γ̂16|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚,

(2.8)
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para quaisquer s e λ como no Teorema 0.2.

Estimativa para J2ps, λ;ϕq: Como as definições de α e β dadas em (11) e (2.1), respec-

tivamente, coincidem em Ω ˆ pT {2, T q, valem as igualdades
ż T

T {2

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt “
ż T

T {2

ż

Ω

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt

e ż T

T {2

ż

Ω

e´2sβγ|∇ϕ|2 dx dt “
ż T

T {2

ż

Ω

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt,

para quaisquer λ e s como no Teorema 0.2.

Somando as duas igualdades anteriores e comparando o resultado com a defini-

ção de Ips, λ;ϕq dada em (12), obtemos
ż T

T {2

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt `
ż T

T {2

ż

Ω

e´2sβγ|∇ϕ|2 dx dt

“
ż T

T {2

ż

Ω

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt `
ż T

T {2

ż

Ω

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt

ď Ips, λ;ϕq.

Substituindo a desigualdade anterior na desigualdade de Carleman dada

por (13), temos
ż T

T {2

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt `
ż T

T {2

ż

Ω

e´2sβγ|∇ϕ|2 dx dt

ď C
`
1 ` T 2

˘
¨
˝s15{2λ20

ĳ

Q

e´4sα̂`2sα˚

ξ15{2|g|2 dx dt

`s16λ40

ĳ

ωˆp0,T q

e´8sα̂`6sα˚

ξ̂16|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚.

Considerando o máximo entre as constantes C1 “ Cp1 ` T 2qs15{2λ20 e C2 “
Cp1 ` T 2qs16λ40 denotado por CpT, s, λq, para todo s e λ como no Teorema 0.2, podemos

reescrever a desigualdade anterior, como
ż T

T {2

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt `
ż T

T {2

ż

Ω

e´2sβγ|∇ϕ|2 dx dt

ď CpT, s, λq

¨
˚̋

ĳ

Q

e´4sα̂`2sα˚

ξ̂15{2|g|2 dx dt `
ĳ

ωˆp0,T q

e´8sα̂`6sα˚

ξ̂16|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚.

Para terminar, como as definições de α e β coincidem em Ω ˆ pT {2, T q, isso

implica que α̂ “ β̂, α˚ “ β˚, ξ “ γ e ξ̂ “ γ̂ em Ω ˆ pT {2, T q, de acordo com suas definições
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dadas em (11) e (2.1). Assim, podemos reescrever a desigualdade anterior em termos de γ

e β, isto é,

J2ps, λ;ϕq “
ż T

T {2

ż

Ω

e´2sβγ3|ϕ|2 dx dt `
ż T

T {2

ż

Ω

e´2sβγ|∇ϕ|2 dx dt

ď CpT, s;λq

¨
˚̋

ĳ

Q

e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2|g|2 dx dt `
ĳ

ωˆp0,T q

e´8sβ̂`6sβ˚

γ̂16|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚,

(2.9)

para quaisquer s e λ como no Teorema 0.2.

Somando as desigualdades (2.8) e (2.9) obtemos a desigualdade desejada (2.3).

2.2 Primeiro resultado de controlabilidade nula do sistema lineari-

zado de Navier-Stokes

Seguindo a Definição 0.3, apresentamos o primeiro resultado de controlabilidade

nula no espaço H definido em (2), para o sistema linearizado (5).

Proposição 2.4. Sejam y0 P H e esβ˚pγ˚q´1{2f P L2p0, T ;H´1pΩqN q. Então, o sistema

linearizado (5) possui a propriedade de controlabilidade nula no espaço H.

Para demonstrar a última proposição, precisamos de alguns resultados prelimi-

nares com respeito ao funcional Jǫ definido por (2.11). Tais resultados são coletados pelos

lemas 2.5 a 2.8.

Para definir o funcional Jǫ, consideremos para cada ψ0 P H dado a solução ψ

do sistema adjunto (7) com lado direito nulo, isto é,
$
’’’’’’&
’’’’’’%

L˚ψ ` ∇q “ 0 em Q,

∇ ¨ ψ “ 0 em Q,

ψ “ 0 sobre Σ,

ψpT q “ ψ0 em Ω,

(2.10)

onde L˚ é definido por (9).

Assim para cada ǫ ą 0, definamos o funcional

Jǫpψ0q :“ 1
2

ĳ

ωˆp0,T q

|ψ|2 dx dt ` ǫ‖ψ0‖H `
ż

Ω

ψp0q ¨ y0 dx

`
ż T

0

〈f, ψ〉 dt, @ψ0 P H, (2.11)

onde 〈¨, ¨〉 denota a dualidade usual entre os espaços H´1pΩqN e H1
0 pΩqN .
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Lema 2.5. O funcional Jǫ definido por (2.11) é estritamente convexo de acordo a Defini-

ção 1.33.

Demonstração. Consideremos v1, v2 P H, com v1 ‰ v2, e sejam ψ1, ψ2 soluções associadas

do sistema adjunto com lado direito nulo (2.10), isto é,
$
’’’’’’&
’’’’’’%

´ψi,t ´ ∆ψi ´ Dψiȳ ` ∇qi “ 0 em Q,

∇ ¨ ψi “ 0 em Q,

ψi “ 0 sobre Σ,

ψipT q “ vi em Ω,

para i “ 1, 2.

Notemos que para λ P r0, 1s, ψ “ λψ1 ` p1 ´ λqψ2 é solução do sistema
$
’’’&
’’’%

´ψt ´ ∆ψ ´ Dψȳ ` ∇pλq1 ` p1 ´ λqq2q “ 0 em Q,

∇ ¨ ψ “ 0 em Q,

ψ “ 0 sobre Σ,

e satisfaz

ψpT q “ pλψ1 ` p1 ´ λqψ2qpT q “ λpψ1qpT q ` p1 ´ λqpψ2qpT q “ λv1 ` p1 ´ λqv2.

Avaliando o funcional Jǫ em λv1 ` p1 ´ λqv2, temos

Jǫpλv1 ` p1 ´ λqv2q

“ 1
2

ĳ

ωˆp0,T q

|λψ1 ` p1 ´ λqψ2|2 dx dt ` ǫ‖λv1 ` p1 ´ λqv2‖H

`
ż

ω

pλψ1 ` p1 ´ λqψ2qp0q ¨ y0 dx `
ż T

0

〈f, λψ1 ` p1 ´ λqψ2〉 dt. (2.12)

Lembrando que para quaisquer x, y diferentes num espaço de Hilbert com norma ‖¨‖ vale

‖λx ` p1 ´ λqy‖2 ă λ‖x‖2 ` p1 ´ λq‖y‖2, @λ P p0, 1q.

Então, em particular, o resultado anterior é válido no espaço L2pω ˆ p0, T qqN ,

isto é,
ĳ

ωˆp0,T q

|λψ1 ` p1 ´ λqψ2|2 dx dt ă λ

ĳ

ωˆp0,T q

|ψ1|2 dx dt ` p1 ´ λq
ĳ

ωˆp0,T q

|ψ2|2 dx dt.



Capítulo 2. Controlabilidade do Sistema Linearizado de Navier-Stokes 45

Substituindo a última desigualdade no lado direito de (2.12) e utilizando a

desigualdade triangular na norma ‖¨‖H , temos

Jǫpλv1 ` p1 ´ λqv2q ă 1
2
λ

ĳ

ωˆp0,T q

|ψ1|2 dx dt ` ǫλ‖v1‖H ` λ

ż

ω

ψ1p0q ¨ y0 dx

` λ

ż T

0

〈f, ψ1〉 dt ` 1
2

p1 ´ λq
ĳ

ωˆp0,T q

|ψ2|2 dx dt ` ǫp1 ´ λq‖v2‖H

` p1 ´ λq
ż

ω

ψ2p0q ¨ y0 dx ` p1 ´ λq
ż T

0

〈f, ψ2〉 dt

“ λJǫpv1q ` p1 ´ λqJǫpv2q.

Lema 2.6. O funcional Jǫ definido por (2.11) é coercivo de acordo a Definição 1.34.

Demonstração. Primeiramente vamos estimar o valor absoluto dos dois últimos termos na

definição de Jǫ. Pela desigualdade triangular vale
ˇ̌
ˇ̌
ż

ω

ψp0q ¨ y0 dx `
ż T

0

〈f, ψ〉 dt

ˇ̌
ˇ̌ ď

ˇ̌`
ψp0q, y0

˘ˇ̌
`

ż T

0

|〈f, ψ〉| dt. (2.13)

Como esβ˚pγ˚q´1{2 e e´sβ˚pγ˚q1{2 são inversos multiplicativos e da bilinearidade

da dualidade 〈¨, ¨〉, temos
ˇ̌
ˇ̌
ż T

0

〈f, ψ〉 dt

ˇ̌
ˇ̌ “

ż T

0

ˇ̌
ˇ
〈

esβ˚pγ˚q´1{2f, e´sβ˚pγ˚q1{2ψ
〉

ˇ̌
ˇ dt.

Logo, tendo em conta a última igualdade, podemos reescrever (2.13) como
ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

ψp0q ¨ y0 dx `
ż T

0

〈f, ψ〉 dt

ˇ̌
ˇ̌ ď

ˇ̌`
ψp0q, y0

˘ˇ̌

`
ż T

0

ˇ̌
ˇ
〈

esβ˚pγ˚q´1{2f, e´sβ˚pγ˚q1{2ψ
〉

ˇ̌
ˇ dt. (2.14)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela desigualdade de Young dadas nos

Teoremas 1.41 e 1.40, podemos estimar o primeiro termo do lado direito de (2.14) por
ˇ̌`
ψp0q, y0

˘ˇ̌
ď ‖ψp0q‖L2pΩqN ‖y0‖L2pΩqN ď δ‖ψp0q‖2

L2pΩqN ` Cpδq‖y0‖2
L2pΩqN . (2.15)

Utilizando continuidade do operador linear esβ˚pγ˚q´1{2f e a desigualdade de

Young (Teorema 1.40), podemos estimar o segundo termo do lado direito de (2.14). Assim,

notemos que
ˇ̌
ˇ
〈

esβ˚pγ˚q´1{2f, e´sβ˚pγ˚q1{2ψ
〉

ˇ̌
ˇ

ď ‖esβ˚pγ˚q´1{2f‖H´1pΩqN ‖e´sβ˚pγ˚q1{2ψ‖H1

0
pΩqN

ď δ‖esβ˚pγ˚q´1{2fptq‖2
H´1pΩqN ` Cpδq‖e´sβ˚pγ˚q1{2ψptq‖2

H1

0
pΩqN .
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Logo, integrando a última desigualdade no intervalo p0, T q, obtemos
ż T

0

ˇ̌
ˇ
〈

esβ˚pγ˚q´1{2f, e´sβ˚pγ˚q1{2ψ
〉

ˇ̌
ˇ dt

ď
ż T

0

‖esβ˚pγ˚q´1{2f‖H´1pΩqN ‖e´sβ˚pγ˚q1{2ψ‖H1

0
pΩqN dt

ď δ‖esβ˚pγ˚q´1{2f‖2
L2p0,T ;H´1pΩqN q ` Cpδq‖e´sβ˚pγ˚q1{2ψ‖2

L2p0,T ;H1

0
pΩqN q. (2.16)

Somando as desigualdades (2.15) e (2.16) e agrupando adequadamente os

termos, temos

ˇ̌`
ψp0q, y0

˘ˇ̌
`

ż T

0

ˇ̌
ˇ
〈

esβ˚pγ˚q´1{2f, e´sβ˚pγ˚q1{2ψ
〉

ˇ̌
ˇ dt

ď Cpδq
´

‖y0‖2
L2pΩqN ` ‖esβ˚pγ˚q´1{2f‖2

L2p0,T ;H´1pΩqN q

¯

` δ
´

‖ψp0q‖2
L2pΩqN ` ‖e´sβ˚pγ˚q1{2ψ‖2

L2p0,T ;H1

0
pΩqN q

¯
.

Substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (2.14), conseguimos

estimar o valor absoluto dos dois últimos termos do funcional Jǫ, isto é,
ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

ψp0q ¨ y0 dx `
ż T

0

〈f, ψ〉 dt

ˇ̌
ˇ̌

ď Cpδq
´

‖esβ˚pγ˚q´1{2f‖2
L2p0,T ;H´1pΩqN q

¯

` δ
´

‖ψp0q‖2
L2pΩqN ` ‖e´sβ˚pγ˚q1{2ψ‖2

L2p0,T ;H1

0
pΩqN q

¯
. (2.17)

Agora, notemos que na desigualdade de Carleman dada por (2.3), a função

peso e´8sβ̂`6sβ˚

γ̂16 que acompanha o termo |ϕ|2, é limitada em p0, T q, portanto
ĳ

ωˆp0,T q

e´8sβ̂`6sβ˚

γ̂16|ϕ|2 dx dt ď rC
ĳ

ωˆp0,T q

|ψ|2 dx dt.

Além disso, pela definição de norma em H1
0 pΩqN e as definições de β˚ e γ˚

em (2.1), temos

‖e´sβ˚pγ˚q1{2ψ‖2
L2p0,T ;H1

0
pΩqN q “

ĳ

Q

e´2sβ˚

γ˚
`
|ψ|2 ` |∇ψ|2

˘
dx dt

ď
ĳ

Q

e´2sβγ
`
|ψ|2 ` |∇ψ|2

˘
dx dt.

Como consequência das duas últimas desigualdades, da definição de Jps, λ;ϕq
dada por (2.2) e da desigualdade de Carleman (2.3) obtida aplicando o Lema 2.3 para o

sistema adjunto com lado direito nulo (2.10), obtemos

‖ψp0q‖2
L2pΩqN `

ĳ

Q

e´2sβγ
`
|ψ|2 ` |∇ψ|2

˘
dx dt ď Jps, λ;ϕq ď rC

ĳ

ωˆp0,T q

|ψ|2 dx dt.
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Substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (2.17), temos
ż

ω

ψp0q ¨ y0 dx `
ż T

0

〈f, ψ〉 dt ě ´
”
Cpδq

´
‖y0‖2

L2pΩqN ` ‖e´sβ˚pγ˚q1{2f‖2
L2p0,T ;H´1pΩqN q

¯

` δC̃

ĳ

ωˆp0,T q

|ψ|2 dx dt

fi
ffifl .

Substituindo a última desigualdade na definição do funcional Jǫ dada por (2.11)

e considerando δ ą 0 de modo que δC̃ ă 1{4, temos

Jǫpψ0q ě ǫ‖ψ0‖H ´ C
´

‖y0‖2
L2pΩqN ` ‖e´sβ˚pγ˚q1{2f‖2

L2p0,T ;H´1pΩqN q

¯

` 1
4

ĳ

ωˆp0,T q

|ψ|2 dx dt.

De onde

Jǫpψ0q ě ǫ‖ψ0‖H ´ C
´

‖y0‖2
L2pΩqN ` ‖e´sβ˚pγ˚q1{2f‖2

L2p0,T ;H´1pΩqN q

¯
.

Da última desigualdade, quando ‖ψ0‖ Ñ `8 temos que Jǫpψ0q Ñ `8, mos-

trando a coercividade.

Lema 2.7. O funcional Jǫ definido por (2.11) é semicontínuo inferiormente de acordo a

Definição 1.35.

Demonstração. Demonstraremos que o funcional Jǫ é contínuo, isso implicará que Jǫ é

semicontínuo inferiormente. Para isso mostremos que para quaisquer v1, v2 P H, temos

lim
‖v2‖H Ñ0

|Jǫpv1 ` v2q ´ Jǫpv1q| “ 0.

Consideremos v1, v2 P H e sejam ψ1, ψ2 soluções associadas do sistema (2.10),

isto é, $
’’’’’’&
’’’’’’%

´ψi,t ´ ∆ψi ´ Dψiȳ ` ∇qi “ 0 em Q,

∇ ¨ ψi “ 0 em Q,

ψi “ 0 sobre Σ,

ψipT q “ vi em Ω,

para i “ 1, 2.

Assim, notemos que

|Jǫpv1 ` v2q ´ Jǫpv1q| “ ǫp‖v1 ` v2‖H ´ ‖v1‖Hq ` 1
2

ĳ

ωˆp0,T q

`
|ψ1 ` ψ2|2 ´ |ψ1|2

˘
dx dt

`
ż

Ω

ψ2p0q ¨ y0 dx `
ż T

0

〈f, ψ2〉 dt.
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De onde,

|Jǫpv1 ` v2q ´ Jǫpv1q| ď ǫ‖v2‖H `
ˆ

‖ψ1‖L2pωˆp0,T qqN ‖ψ2‖L2pωˆp0,T qqN ` 1
2

‖ψ2‖
2
L2pωˆp0,T qqN

˙

` pψ2p0q, y0qL2pΩqN `
ż T

0

〈f, ψ2〉 dt. (2.18)

Pela Proposição A.11, temos a dependência contínua da solução do sistema

adjunto com lado direito nulo (2.10) com respeito do estado inicial, isto é,

‖ψ2‖L2pQqN ď C0eCT ‖v2‖H .

De onde, quando ‖v2‖H Ñ 0, temos que o primeiro termo do lado direito de (2.18) tende

para zero

Quando ‖v2‖H Ñ 0, temos que ‖ψ2‖L2pωˆp0,T qqN Ñ 0. Portanto, o segundo

termo do lado direito de (2.18), tende também para zero

lim
‖v2‖H Ñ0

ˆ
‖ψ1‖L2pωˆp0,T qqN ‖ψ2‖L2pωˆp0,T qqN ` 1

2
‖ψ2‖

2
L2pωˆp0,T qqN

˙
“ 0.

Finalmente, considerando as desigualdades

ˇ̌
pψ2p0q, y0qL2pΩqN

ˇ̌
ď ‖ψ2p0q‖L2pΩqN ‖y0‖L2pΩqN ,

ˇ̌
ˇ
ż T

0

〈f, ψ2〉 dt
ˇ̌
ˇ ď ‖f‖L2pesβ˚ pγ˚q´1{2p0,T q;H´1pΩqN q‖ψ2‖L2p0,T ;H1

0
pΩqN q,

podemos mostrar que o terceiro e quarto termo do lado direito de (2.18) tendem para zero.

Aplicando a Proposição A.10 ao sistema adjunto com lado direito nulo (2.10)

obtemos a estimativa de energia

‖ψ2p0q‖2
L2pΩqN ` ‖ψ2‖

2
L2p0,T {2;V q ` ‖ψ2‖

2
L8p0,T {2;Hq ď C1eC2T ‖y‖2

8
1
T 2

‖ψ2‖
2
L2pT {2,3T {4;L2pΩqN q.

De onde como ‖ψ2‖L2pQqN Ñ 0, a última desigualdade implica que ‖ψ2p0q‖L2pΩqN Ñ 0 e

‖ψ2‖L2p0,T ;H1

0
pΩqN q Ñ 0.

Portanto, o terceiro e quarto termo do lado direito de (2.18) tendem para zero

quando ‖v2‖H Ñ 0. Assim,

lim
‖v2‖H Ñ0

|Jǫpv1 ` v2q ´ Jǫpv1q| “ 0.

Lema 2.8. Para cada ǫ ą 0, existe um único ponto em H denotado por ψ0
ǫ , no qual o

funcional Jǫ definido por (2.11) atinge seu mínimo.
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Demonstração. Pelos lemas 2.5, 2.6 e 2.7, sabemos que o funcional Jǫ definido em (2.11),

satisfaz as condições de convexidade estrita, coercividade e semi-continuidade inferior

dadas nas definições 1.33, 1.34 e 1.35. Logo, o resultado segue aplicando o Teorema 1.37

ao funcional Jǫ.

Para cada ǫ ą 0, pelo Lema 2.8 existe um único ponto ψ0
ǫ P H no qual o

funcional Jǫ definido em atinge seu mínimo. Denotando por ψǫ a solução correspondente

do sistema adjunto com lado direito nulo (2.10) satisfazendo ψǫpT q “ ψ0
ǫ , podemos definir

uma função vǫ, que a partir de agora será chamado de controle, da forma

vǫ “ ψǫ1ω. (2.19)

O controle vǫ possui certas propriedades coletadas nos lemas 2.9 e 2.10, que nos permitirão

mostrar a Proposição 2.4.

Lema 2.9. Para cada ǫ ą 0 a norma do controle vǫ definido em (2.19), é limitada no

espaço L2pω ˆ p0, T qqN .

Demonstração. Denotemos por yǫ a solução correspondente do sistema linearizado (5)

associada ao controle vǫ, ou seja,
$
’’’’’’&
’’’’’’%

Lyǫ ` ∇p “ f ` vǫ1ω em Q,

∇ ¨ yǫ “ 0 em Q,

yǫ “ 0 sobre Σ,

yǫp0q “ y0 em Ω.

Do fato que Jǫpψ0
ǫ q ď Jǫp0q “ 0, pois Jǫ atinge seu mínimo em ψ0

ǫ , e utilizando

o final da demostração do fato que Jǫ é coerciva no Lema 2.6, temos

1
4

ĳ

ωˆp0,T q

|ψǫ|2 dx dt ď Cpδq
´

‖y0‖2
L2pΩqN ` ‖e´sβ˚pγ˚q1{2f‖2

L2p0,T ;H´1pΩqN q

¯
.

Calculando a raiz quadrada de ambos os membros da desigualdade anterior e

usando o fato que
?
x ` y ď

?
x ` ?

y para quaisquer números positivos x, y, temos

1
2

‖ψǫ1ω‖L2pQqN ď
a
Cpδq

´
‖y0‖H ` ‖esβ˚pγ˚q´1{2f‖L2p0,T ;H´1pΩqN q

¯
.

E consequentemente,

‖vǫ‖L2pωˆp0,T qqN “ ‖ψǫ1ω‖L2pQqN

ď 2
a
Cpδq

´
‖y0‖H ` ‖esβ˚pγ˚q´1{2f‖L2p0,T ;H´1pΩqN q

¯
.
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Lema 2.10. Para cada ǫ ą 0, a solução yǫ do sistema linearizado (5) associada ao controle

vǫ definido por (2.19), satisfaz a condição ‖yǫpT q‖H ď ǫ.

Demonstração. Dado ǫ ą 0, temos que Jǫpψ0
ǫ q ď Jǫpψ0

ǫ ` λψ0q, para todo ψ0 P H e

λ P R, pois em ψ0
ǫ o funcional Jǫ atinge seu mínimo. Denotemos por ψǫ e ψ as respectivas

soluções associadas ao sistema adjunto com lado direito nulo (2.10) tais que ψǫpT q “ ψ0
ǫ e

ψpT q “ ψ0, respectivamente.

Avaliando o funcional Jǫ definido por (2.11) nos pontos ψ0
ǫ e ψ0

ǫ ` λψ0, temos

que a condição Jǫpψ0
ǫ q ď Jǫpψ0

ǫ ` λψ0q equivale a

´ǫ|λ|‖ψ0‖ ď λ

ĳ

ωˆp0,T q

ψǫ ¨ ψ dx dt ` 1
2

|λ|2
ĳ

ωˆp0,T q

|ψ|2 dx dt ` λ

ż

Ω

ψp0q ¨ y0 dx

` λ

ż T

0

〈f, ψ〉 dt.

Considerando λ ă 0 e dividindo a desigualdade anterior por λ, obtemos

ǫ‖ψ0‖ ě
ĳ

ωˆp0,T q

ψǫ ¨ ψ dx dt ` 1
2
λ

ĳ

ωˆp0,T q

|ψ|2 dx dt `
ż

Ω

ψp0q ¨ y0 dx `
ż T

0

〈f, ψ〉 dt.

Fazendo λ Ñ 0´ na última desigualdade, obtém-se

ǫ‖ψ0‖ ě
ĳ

ωˆp0,T q

ψǫ ¨ ψ dx dt `
ż

Ω

ψp0q ¨ y0 dx `
ż T

0

〈f, ψ〉 dt. (2.20)

Lembremos que para ǫ ą 0, existe um controle vǫ definido em (2.19). Seja yǫ a

solução do sistema linearizado (5) associada ao controle vǫ, isto é,
$
’’’’’’&
’’’’’’%

Lyǫ ` ∇p “ f ` vǫ1ω em Q,

∇ ¨ yǫ “ 0 em Q,

yǫ “ 0 sobre Σ,

yǫp0q “ y0
ǫ em Ω.

Então, seu estado adjunto é dado pelo sistema (2.10), ou seja,
$
’’’’’’&
’’’’’’%

L˚ψ ` ∇q “ 0 em Q,

∇ ¨ ψ “ 0 em Q,

ψ “ 0 sobre Σ,

ψpT q “ ψ0 em Ω.
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Portanto yǫ e ψ satisfazem
ĳ

Q

yǫ ¨ pL˚ψ ` ∇qq dx dt `
ż

Ω

yǫpT q ¨ ψpT q dx “
ż T

0

xfptq, ψptqy dt `
ĳ

Q

vǫ ¨ ψ dx dt

`
ż

Ω

yǫp0q ¨ ψp0q dx.

Portanto, considerando os sistemas (5) e seu adjunto (2.10) na igualdade

anterior, obtemos
ż

Ω

yǫpT q ¨ ψ0 dx “
ż T

0

xfptq, ψptqy dt `
ĳ

ωˆp0,T q

ψǫ ¨ ψ dx dt

`
ż

Ω

y0 ¨ ψp0q dx.

Substituindo (2.20) na última igualdade, temos que

pyǫpT q, ψ0q ď ǫ‖ψ0‖, @ψ0 P H.

Consequentemente,

‖yǫpT q‖H ď ǫ.

Finalmente, utilizando os lemas 2.9 e 2.10, podemos mostrar a Proposição 2.4.

Demonstração. (da Proposição 2.4) Seja esβ˚pγ˚q´1{2f P L2p0, T ;H´1pΩqN q. Mostraremos

que dado y0 P H, existe um controle v P L2pω ˆ p0, T qqN tal que a solução associada

pyv, pvq do sistema linearizado (5) com estado inicial y0, satisfaz

yvpT q “ 0 em Ω.

Notemos que se ppy, p1q é solução do sistema
$
’’’’’’&
’’’’’’%

pyt ´ ∆py ` ∇ ¨ pȳ b py ` py b ȳq ` ∇p1 “ f em Q,

∇ ¨ py “ 0 em Q,

py “ 0 sobre Σ,

pyp0q “ y0 em Ω,

e pry, p2q é solução do sistema
$
’’’’’’&
’’’’’’%

ryt ´ ∆ry ` ∇ ¨ pȳ b ry ` ry b ȳq ` ∇p2 “ v1ω em Q,

∇ ¨ ry “ 0 em Q,

ry “ 0 sobre Σ,

ryp0q “ 0 em Ω.

(2.21)
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Então, py, pq é solução do sistema linearizado (5), onde y é dado por y “ py` ry e p “ p1 `p2.

Lembremos que para ǫ ą 0 podemos definir um controle vǫ como em (2.19).

Assim, denotemos por ryǫ a solução associada ao controle vǫ do sistema (2.21) com estado

inicial nulo, isto é,$
’’’’’’&
’’’’’’%

ryǫ,t ´ ∆ryǫ ` ∇ ¨ pȳ b ryǫ ` ryǫ b ȳq ` ∇p2,ǫ “ vǫ1ω em Q,

∇ ¨ ryǫ “ 0 em Q,

ryǫ “ 0 sobre Σ,

ryǫp0q “ 0 em Ω.

Pelo Lema 2.9 a família de funções vǫ da forma vǫ “ ψǫ1ω é uniformemente

limitada. Pelo Teorema 1.56 a bola fechada é compacta na topologia fraca. Portanto,

qualquer sequência limitada possuirá uma subsequencia convergente. Assim, temos que

existe v P L2pω ˆ p0, T qqN tal que vǫ á v.

Pela Proposição A.13, temos que existem constantes C5, C6 ą 0 tais que

‖ryǫ‖L8p0,T ;HqXL2p0,T ;V q ď C5,

‖ryǫ,t‖L2p0,T ;V 1q ď C6.

Como a bola fechada unitária é compacta na topologia fraca (ver Teorema 1.56), temos

que existe ry P L8p0, T ;Hq X L2p0, T ;V q, com ryt P L2 p0, T ;V 1q, tal que

ryǫ á ry em L8p0, T ;Hq X L2p0, T ;V q,
ryǫ,t á ryt em L2 p0, T ;V 1q .

(2.22)

Por um procedimento análogo ao feito para obter a formulação fraca III das

equações de Navier Stokes dado em (1.8), obtemos a formulação fraca para o sistema (2.21),

isto é,

´
ż s

0

pry, wtq dt `
ż s

0

p∇ry,∇wq dt ´
ż s

0

ż

Ω

`
sy b y ` y b sy

˘
d ∇w dx dt

“
`
ryp0q, wp0q

˘
`

`
rypsq, wpsq

˘
`

ż s

0

pv1ω, wq dt, (2.23)

para todo w P Dσ e q.t.p. s ą 0, onde Dσ é definido em (1.7). Além disso, d representa

um produto interno de matrizes N ˆ N . Isto é, A d B “
Nÿ

i,j“1

ai,jbi,j.

Consequentemente, pelo Teorema 1.52 e a primeira convergência em (2.22),

temos ż s

0

pryǫ, wtq dt ÝÑ
ż s

0

pry, wtq dt,
ż s

0

p∇ryǫ,∇wq dt ÝÑ
ż s

0

p∇ry,∇wq dt,
ż s

0

ż

Ω

`
sy b ryǫ ` ryǫ b sy

˘
d ∇w dx dt ÝÑ

ż s

0

ż

Ω

`
sy b ry ` ry b sy

˘
d ∇w dx dt.
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Portanto, utilizando as últimas três convergências, o fato que vǫ á v e tendo

em conta a formulação fraca para o sistema (2.21) dada por (2.23), temos que ry é solução

associada ao controle v do sistema (2.21) com estado inicial nulo.

Notemos que definindo y :“ py ` ry, temos que y “ yv é solução do sistema

linearizado (5) associada ao controle v com estado inicial yp0q :“ pyp0q ` ryp0q “ y0.

Agora, só resta provar que ypT q “ 0 em Ω. Notemos que para cada ǫ ą 0 vale

yǫ “ py ` ryǫ e ryǫ á ry, então

yǫ “ py ` ryǫ á y “ py ` ry em L8p0, T ;Hq X L2p0, T ;V q.

Consideremos φ P H1
0 pΩqN qualquer e θ P C1r0, T s satisfazendo θp0q “ 0 e

θpT q “ 1. Notemos que

d

dt
pyǫ, φθqL2pΩqN “ xyǫ,t, φθy ` pyǫ, φθ

1qL2pΩqN .

Logo, integrando em p0, T q e tendo em conta que θp0q “ 0, obtemos

pyǫpT q, φqL2pΩqN “
ż T

0

xyǫ,t, φθy dt `
ż T

0

pyǫ, φθ
1qL2pΩqN dt.

Pelas convergências dadas em (2.22), temos que

pyǫpT q, φqL2pΩqN ÝÑ
ż T

0

xyt, φθy dt `
ż T

0

py, φθ1qL2pΩqN dt “
ż T

0

d

dt
py, φθqL2pΩqN dt

“ pypT q, φqL2pΩqN .

Ou seja,

pyǫpT q, φqL2pΩqN ÝÑ pypT q, φqL2pΩqN , @φ P H1
0 pΩqN .

Finalmente como H1
0 pΩqN é denso em L2pΩqN , então a convergência anterior é

válida para todo φ P L2pΩqN . Portanto, deduzimos que yǫpT q á ypT q em L2pΩqN . Pelo

Lema 2.10, temos que yǫpT q á 0 em L2pΩqN e da unicidade do limite fraco, segue que

ypT q “ 0 em Ω.

2.3 Segundo resultado de controlabilidade nula do sistema lineari-

zado de Navier-Stokes

Agora apresentamos um segundo resultado de controlabilidade nula para o

sistema linearizado (5) cuja solução é mais regular. Para isso, vamos definir espaços
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dependentes da dimensão N denotados por EN , utilizando os inversos dos pesos da

desigualdade de Carleman (2.3). Tais espaços são definidos da seguinte forma

E2 “
!

py, vq P E0 : yp¨, 0q P H, Dp tal que

esβ˚pγ˚q´1{2pLy ` ∇p ´ v1ωq P L2p0, T ;H´1pΩq2q
)

(2.24)

e

E3 “
!

py, vq P E0 : yp¨, 0q P L4pΩq3 X H, esβ˚{2pγ˚q´1{4y P L4p0, T ;L12pΩq3q,

Dp tal que esβ˚pγ˚q´1{2pLy ` ∇p ´ v1ωq P L2p0, T ;W´1,6pΩq3q
)
, (2.25)

onde

E0 “
!

py, vq : e2sβ̂´sβ˚

γ̂´15{4y, e4sβ̂´3sβ˚

γ̂´8v1ω P L2pQqN ,

esβ˚{2pγ˚q´1{4y P L2p0, T ;V q X L8p0, T ;Hq
)
.

Os espaços EN (N “ 2, 3), são espaços de Banach munidos das normas

‖py, vq‖2
E2

“‖e2sβ̂´sβ˚

γ̂´15{4y‖2
L2pQq2 ` ‖e4sβ̂´3sβ˚

γ̂´8v1ω‖2
L2pQq2

`‖esβ˚{2pγ˚q´1{4y‖2
L2p0,T ;V qXL8p0,T ;Hq

`‖esβ˚pγ˚q´1{2pLy ` ∇p ´ v1ωq‖2
L2p0,T ;H´1pΩq2q

`‖yp0q‖2
H

e

‖py, vq‖2
E3

“‖e2sβ̂´sβ˚

γ̂´15{4y‖2
L2pQq3 ` ‖e4sβ̂´3sβ˚

γ̂´8v1ω‖2
L2pQq3

`‖esβ˚{2pγ˚q´1{4y‖2
L2p0,T ;V qXL8p0,T ;Hq

`‖esβ˚{2pγ˚q´1{4y‖2
L4p0,T ;L12pΩq3q

`‖esβ˚pγ˚q´1{2pLy ` ∇p ´ v1ωq‖2
L2p0,T ;W ´1,6pΩq3q

`‖yp0q‖2
L4pΩq3XH .

Observação 2.11. Notemos que dado py, vq P EN então ypT q “ 0. Pois, em particular

py, vq P E0, e portanto, e2sβ̂´sβ˚

γ̂´15{4y P L2pQqN , o que implica que
ĳ

Q

e4sβ̂´2sβ˚

γ̂´15{2|y|2 dx dt ă 8. (2.26)

Como a função e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2 é um peso da desigualdade de Carleman (2.3), então ela

se anula em t “ T e seu inverso e4sβ̂´2sβ˚

γ̂´15{2 tende para infinito quando t Ñ T´.

Pela condição de finitude (2.26), deduzimos que ypT q “ 0. Assim, dado um estado inicial

y0 P L2N´2pΩqN X H, se conseguimos mostrar a existência de um controle v tal que

juntamente com a solução associada yv do sistema (5) satisfaz que pyv, vq P EN , então

temos que o sistema (5) é controlável a zero no espaço L2N´2pΩqN X H de acordo com a

Definição 0.3.
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Neste contexto, apresentamos o segundo resultado de controlabilidade nula

para o sistema linearizado (5).

Proposição 2.12. Assuma que a trajetória sy, solução do sistema não controlado (3),

satisfaz (4) e suponha que as seguintes hipóteses sejam satisfeitas
$
&
%

Se N “ 2 : y0 P H, esβ˚pγ˚q´1{2f P L2p0, T ;H´1pΩq2q,
Se N “ 3 : y0 P H X L4pΩq3, esβ˚pγ˚q´1{2f P L2p0, T ;W´1,6pΩq3q.

(2.27)

Então, existe um controle v P L2pω ˆ p0, T qqN tal que se yv é a solução associada do

sistema linearizado (5) com estado inicial y0, temos que pyv, vq P EN . Em particular, o

sistema (5) é controlável a zero no espaço L2N´2pΩqN X H de acordo na Definição 0.3.

Antes de iniciar a prova, daremos uma ideia intuitiva de como encontrar o par

py, vq da proposição acima.

Considere um problema de minimização com restrições, isto é,
$
&
%

inf F puq
sujeito a Gpuq “ 0,

(2.28)

onde F : B1 Ñ R, G : B1 Ñ B2 e B1, B2 espaços de Banach.

Se o problema (2.28) possui solução u0 P B1, então por multiplicadores de

Lagrange, existe λ P B2
˚ tal que

F 1pu0qh ´ λpG1pu0qhq “ 0, @h P B1. (2.29)

A recíproca não é necessariamente verdadeira, ou seja, se existe u0 P B1

satisfazendo (2.29), não necessariamente satisfaz (2.28). Mas u0 é um candidato como

solução do problema de minimização (2.28).

Assim, vamos introduzir o problema de minimização
$
’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’%

inf
1
2

¨
˚̋

ĳ

Q

e4sβ̂´2sβ˚

γ̂´15{2|y|2 dx dt `
ĳ

ωˆp0,T q

e8sβ̂´6sβ˚

γ̂´16|v|2 dx dt

˛
‹‚

onde v P L2pQqN , supp v Ă ω ˆ p0, T q e$
’’’’’’&
’’’’’’%

Ly ` ∇p “ f ` v1ω em Q,

∇ ¨ y “ 0 em Q,

y “ 0 sobre Σ,

yp0q “ y0, ypT q “ 0 em Ω.

(2.30)

Primeiramente, como no contexto do problema de minimização (2.28), vamos a

assumir que o problema de minimização (2.30), possui solução única pŷ, v̂q. Então, pelo
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princípio de Lagrange, temos que existem variáveis duais ẑ e q̂ tais que
$
’’’&
’’’%

ŷ “ e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2pL˚ẑ ` ∇q̂q, ∇ ¨ ẑ “ 0 em Q,

v̂ “ ´e´8sβ̂`6sβ˚

γ̂16ẑ em ω ˆ p0, T q,
ẑ “ 0 sobre Σ,

(2.31)

onde L˚ é o operador adjunto definido em (9).

Ainda no contexto do problema de minimização (2.28), a igualdade

a ppẑ, q̂q , pw, hqq “ xℓ, pw, hqy, @pw, hq P P0, (2.32)

o par pẑ, q̂q e o espaço vetorial P0 desempenham o mesmo papel que a igualdade (2.29), u0

e o espaço B1, respectivamente. O espaço vetorial P0 é definido como

P0 “
"

pw, hq P C8p sQqN`1 : ∇ ¨ w “ 0, w “ 0 em Σ,
ż

ω

hpx, tq dx “ 0
*
, (2.33)

ap¨, ¨q denota a forma bilinear a : P0 ˆ P0 Ñ R

appz, qq, pw, hqq :“
ĳ

Q

e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2pL˚z ` ∇qqpL˚w ` ∇hq dx dt

`
ĳ

ωˆp0,T q

e´8sβ̂`6sβ˚

γ̂16zw dx dt, @pz, qq, pw, hq P P0, (2.34)

e xℓ, ¨y o funcional linear ℓ : P0 Ñ R dado por

xℓ, pw, hqy :“
ż T

0

xfptq, wptqy dt `
ż

Ω

y0 ¨ wp0q dx, @pw, hq P P0. (2.35)

Assim, procuramos um resultado que nos permita mostrar a existência de um

par pẑ, q̂q tal que (2.32) seja satisfeita, par mediante o qual definiremos o par py, vq da

Proposição 2.12.

Para isso, seguiremos a seguinte estratégia : definiremos um produto interno

em P0 mediante a forma bilinear ap¨, ¨q dada em (2.34). Logo, aplicaremos o Teorema do

completamento (Teorema 1.59) para encontrar um espaço de Hilbert P (completamento de

P0) contendo P0. Depois, estendendo a forma bilinear e linear dadas em (2.34) e (2.35) ao

espaço P , verificaremos a continuidade e coercividade da forma bilinear e a continuidade

do funcional linear. Finalmente, aplicaremos o Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.60)

para encontrar um par pẑ, q̂q tal que (2.32) seja satisfeita em P .

Lema 2.13. A forma bilinear ap¨, ¨q, definida em (2.34), é um produto interno no espaço

vetorial P0 definido em (2.33).
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Demonstração. Pela definição da forma bilinear ap¨, ¨q dada em (2.34), verifica-se que são

satisfeitas a linearidade na primeira variável, a simetria e ap0, 0q “ 0. É necessário apenas

mostrar que se a ppw, hq, pw, hqq “ 0 então pw, hq “ 0.

Seja pw, hq P P0, então pela definição de ap¨, ¨q temos

a
`
pw, hq, pw, hq

˘
“

ĳ

Q

e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2|L˚w ` ∇h|2 dx dt

`
ĳ

ωˆp0,T q

e´8sβ̂`6sβ˚

γ̂16|w|2 dx dt.

Em particular, pela definição de P0 em (2.33), pw, hq é solução do sistema
$
’’’&
’’’%

´wt ´ ∆w ` Dwȳ ` ∇h “ L˚w ` ∇h em Q,

∇ ¨ w “ 0 em Q,

w “ 0 sobre Σ.

Assim, aplicando o Lema 2.3 ao sistema anterior, temos que pw, hq satisfaz a

desigualdade de Carleman (2.3), isto é,
ĳ

Q

e´2sβγ3|w|2 dx dt `
ĳ

Q

e´2sβγ|∇w|2 dx dt ` ‖wp0q‖2
L2pΩqN

ď C

¨
˚̋

ĳ

Q

e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2|L˚w ` ∇h|2 dx dt `
ĳ

ωˆp0,T q

e´8sβ̂`6sβ˚

γ̂16|w|2 dx dt

˛
‹‚

“ Ca
`
pw, hq, pw, hq

˘
, @pw, hq P P0.

(2.36)

Assumindo que appw, hq, pw, hqq “ 0, pela desigualdade anterior temos que
ĳ

Q

e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2|L˚w ` ∇h|2 dx dt “ 0,

ĳ

Q

e´2sβγ3|w|2 dx dt “ 0.

Como os pesos e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2 e e´2sβγ3 são positivos quase sempre, então w “ 0, L˚w `
∇h “ 0, o que implica que ∇h “ 0. Do fato que h P C8p sQq, ∇h “ 0 e sQ conexo, temos

que h é constante. Finalmente como
ż

ω

hpx, tq dx “ 0, temos que h “ 0.

Lema 2.14. Existe um espaço de Hilbert P contendo ao espaço vetorial P0 definido

em (2.33), e um único par pẑ, q̂q P P , satisfazendo (2.32) em P.

Demonstração. Pelo Lema 2.13 sabemos que pP0, ap¨, ¨qq é um espaço com produto interno.

Mas este não é necessariamente completo com respeito ao produto interno ap¨, ¨q. Pelo
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Teorema de completamento (Teorema 1.59), temos que existe um espaço de Hilbert P ,

conjunto das classes de equivalência de sequencias de Cauchy em P0, com produto interno

rap rw,rhq :“ lim
nÑ8

apwn, hnq, @p rw,rhq P P,

onde rw “ pwnq8
n“1, rh “ phnq8

n“1 e wn, hn P P0 para todo n P N.

Além disso, também pelo Teorema de completamento, P0 é isométricamente

isomorfo a um subespaço denso de P . Sem perda de generalidade podemos considerar que

P “ ĎP0
}¨}P

.

Para aliviar as notações e não sobrecarregarmos com uma simbologia desneces-

sária, ap¨, ¨q denotará o produto interno em P.

Agora, para mostrar a existência do par pẑ, q̂q em P , mostraremos algumas

propriedades satisfeitas pela forma bilinear ap¨, ¨q e o funcional linear ℓ.

Continuidade e Coercividade da forma bilinear ap¨, ¨q : Como ap¨, ¨q é um produto

interno no espaço de Hilbert P , então a norma em P é induzida pelo produto interno ap¨, ¨q.
Em outras palavras, vale a igualdade

appw, hq, pw, hqq “ ‖pw, hq‖2
P , @pw, hq P P.

De onde segue imediatamente a continuidade e coercividade.

Continuidade do funcional linear ℓ: Notemos que pela desigualdade triangular, temos

|xℓ, pw, hqy| ď
ˇ̌
ˇ̌
ż T

0

xfptq, wptqy dx

ˇ̌
ˇ̌ `

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

y0wp0q dx

ˇ̌
ˇ̌ . (2.37)

O segundo termo do lado direito da última desigualdade satisfaz
ˇ̌
ˇ̌
ż

Ω

y0wp0q dx

ˇ̌
ˇ̌ “ |

`
y0, wp0q

˘
|L2pΩqN ď ‖y0‖H‖wp0q‖H . (2.38)

Como esβ˚pγ˚q´1{2 e e´sβ˚pγ˚q1{2 são inversos multiplicativos e da bilinearidade

da dualidade 〈¨, ¨〉, segue

|xfptq, wptqy|pH´1pΩqN ,H1

0
pΩqN q “ |xesβ˚pγ˚q´1{2fptq, e´sβ˚pγ˚q1{2wptqy|pH´1pΩqN ,H1

0
pΩqN q

ď ‖esβ˚pγ˚q´1{2fptq‖H´1pΩqN ‖e´sβ˚pγ˚q1{2wptq‖H1

0
pΩqN .

Integrando a última desigualdade no intervalo p0, T q, temos uma estimativa

para o primeiro termo do lado direito da desigualdade (2.37)
ż T

0

xfptq, wptqy dt ď
ż T

0

‖esβ˚pγ˚q´1{2fptq‖H´1pΩqN ‖e´sβ˚pγ˚q1{2wptq‖H1

0
pΩqN dt

ď ‖esβ˚pγ˚q´1{2f‖L2p0,T ;H´1pΩqN q‖e´sβ˚pγ˚q1{2w‖L2p0,T ;H1

0
pΩqN q. (2.39)
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Somando as desigualdades (2.38) e (2.39) e substituindo no lado direito de (2.37),

temos

|xℓ, pw, hqy| ď ‖esβ˚pγ˚q´1{2f‖L2p0,T ;H´1pΩqN q‖e´sβ˚pγ˚q1{2w‖L2p0,T ;H1

0
pΩqN q

` ‖y0‖H‖wp0q‖H , @pw, hq P P. (2.40)

Agora, estimemos alguns termos do lado direito da desigualdade anterior para

conseguir a continuidade de ℓ.

Notemos que pela desigualdade (2.36) e as definições de β˚, γ˚ dadas em (2.1),

vale

‖e´sβ˚pγ˚q1{2w‖2
L2p0,T ;H1

0
pΩqN q “

ĳ

Q

e´2sβ˚

γ˚|w|2 dx dt `
ĳ

Q

e´2sβ˚

γ˚|∇w|2 dx dt

ď Ca
`
pw, hq, pw, hq

˘

“ C‖pw, hq‖2
P . (2.41)

Também como P0 é denso em P , então dado pw, hq P P , existe uma sequência

pwn, hnq Ă P0 tal que lim
nÑ8

‖pwn, hnq‖P0
“ ‖pw, hq‖P . Pela desigualdade (2.36) temos que

‖wnp0q‖L2pΩqN ď C‖pwn, hnq‖P0
, onde fazendo n Ñ 8, obtemos

‖wp0q‖H ď C‖pw, hq‖P . (2.42)

Substituindo as desigualdades (2.41) e (2.42) em (2.40), obtemos

|xℓ, pw, hqy| ď C
´

‖esβ˚pγ˚q´1{2f‖L2p0,T ;H´1pΩqN q ` ‖y0‖H

¯
‖pw, hq‖P , @pw, hq P P.

Portanto, ℓ é contínua.

Finalmente, como são válidas a continuidade e coercividade da forma bili-

near ap¨, ¨q e o funcional linear ℓ é contínuo, pelo Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.60),

existe um único par pẑ, q̂q P P satisfazendo

a ppẑ, q̂q , pw, hqq “ xℓ, pw, hqy, @pw, hq P P. (2.43)

Lema 2.15. Existem um controle v̂ P L2pω ˆ p0, T qqN , uma função ŷ P L2pQqN e uma

função p̂ tal que o par pŷ, p̂q é solução do sistema linearizado (5) com controle v̂ e estado

inicial y0.

Demonstração. Pelo Lema 2.14, existe um único par pẑ, q̂q P P satisfazendo (2.43).

Por (2.31), podemos definir outro par pŷ, v̂q por

ŷ “ e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2pL˚ẑ ` ∇q̂q e v̂ “ ´e´8sβ̂`6sβ˚

γ̂16ẑ1ω. (2.44)
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Das definições anteriores, podemos deduzir que
$
&
%

e4sβ̂´2sβ˚

γ̂´15{2|ŷ|2 “ e´4sβ̂`2sβ˚

γ̂15{2|L˚ẑ ` ∇q̂|2 em Q,

e8sβ̂´6sβ˚

γ̂´16|v̂|2 “ e´8sβ̂`6sβ˚

γ̂16|ẑ|2 em ω ˆ p0, T q.

Integrando as duas igualdades anteriores em Q e ω ˆ p0, T q, respectivamente,

somando as integrais e pela definição de ap¨, ¨q dada em (2.34), obtemos
ĳ

Q

e4sβ̂´2sβ˚

γ̂´15{2|ŷ|2 dx dt `
ĳ

ωˆp0,T q

e8sβ̂´6sβ˚

γ̂´16|v̂|2 dx dt “ a
`
pẑ, q̂q, pẑ, q̂q

˘
.

Pela igualdade (2.43), a continuidade do funcional linear ℓ e a definição da

norma ‖¨‖P , segue que

a
`
ẑ, q̂q, pẑ, q̂q

˘
“ xℓ, pẑ, q̂qy ď C‖pẑ, q̂q‖P “ Ca

`
ẑ, q̂q, pẑ, q̂q

˘1{2
.

De onde, temos

a ppẑ, q̂q, pẑ, q̂qq1{2 ď C ă 8.

Consequentemente,
ĳ

Q

e4sβ̂´2sβ˚

γ̂´15{2|ŷ|2 dx dt `
ĳ

ωˆp0,T q

e8sβ̂´6sβ˚

γ̂´16|v̂|2 dx dt ă 8. (2.45)

Em particular, da última desigualdade segue que ŷ P L2pQqN e v̂ P L2pω ˆ p0, T qqN .

Agora vamos a mostrar que para o controle v̂ existe uma função p̂ tal que o

par pŷ, p̂q satisfaz o sistema (5) com estado inicial y0, sem a condição ŷpT q “ 0.

Para isso, pelo Teorema 1.69 existe um único par pỹ, p̃q, solução (fraca) associada

ao controle v̂ com estado inicial y0 do sistema linearizado (5), isto é,
$
’’’’’’&
’’’’’’%

Lỹ ` ∇p̃ “ f ` v̂1ω em Q,

∇ ¨ ỹ “ 0 em Q,

ỹ “ 0 sobre Σ,

ỹp0q “ y0, em Ω.

Logo, ỹ é também a única solução do sistema linearizado (5) por transposição

(ou solução ultrafraca). Em outras palavras, que ỹ é a única função em L2pQqN satisfazendo

certa equação integro-diferencial, onde ỹ e y0 não precisam regularidade extra alguma. Tal

equação será obtida a seguir por um método não rigoroso.
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Solução por transposição: Seja w P Dσ, onde Dσ é definido em (1.7). Multiplicando a

primeira equação do sistema linearizado (5) por w e integrando em Q, temos
ĳ

Q

pLy ` ∇pq ¨ w dx dt “
ĳ

Q

pf ` v1ωq ¨ w dx dt. (2.46)

Lembrando a definição do operador L dado em (6) e mediante a integração por

partes, obtemos as igualdades
ĳ

Q

yt ¨ w dx dt “ ´
ĳ

Q

y ¨ wt dx dt `
ż

Ω

“
ypT q ¨ wpT q ´ yp0q ¨ wp0q

‰
dx,

ĳ

Q

∆y ¨ w dx dt “
ĳ

Q

y ¨ ∆w dx dt,

ĳ

Q

p∇ ¨ py b syqq ¨ w dx dt “ ´
ĳ

Q

y ¨ ∇wsy dx dt,

ĳ

Q

p∇ ¨ psy b yqq ¨ w dx dt “ ´
ĳ

Q

y ¨ ∇wtsy dx dt.

Consequentemente, a igualdade (2.46) pode ser reescrita da forma
ĳ

Q

y ¨ L˚w dx dt `
ż

Ω

ypT q ¨ wpT q ´
ĳ

Q

p ∇ ¨ w dx dt

“
ĳ

Q

f ¨ w dx dt `
ĳ

Q

v1ω ¨ w dx dt `
ż

Ω

yp0q ¨ wp0q dx,

onde o operador adjunto L˚ é dado em (9).

Para que a igualdade anterior faça sentido, precisamos substituir alguns do

seus termos da seguinte forma

ĳ

Q

f ¨ w dx dt “
ż T

0

xfptq, wptqy dt,

´
ĳ

Q

p ∇ ¨ w dx dt “
ĳ

Q

∇h ¨ y dx dt,

obtendo
ĳ

Q

y ¨ pL˚w ` ∇hq dx dt `
ż

Ω

ypT q ¨ wpT q “
ż T

0

xfptq, wptqy dt `
ĳ

Q

v1ω ¨ w dx dt

`
ż

Ω

yp0q ¨ wp0q dx.

Mediante a última igualdade, podemos definir o conceito de solução por transposição.
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Definição 2.16. Diz-se que y˚ é solução por tranposição (ou ultrafraca) do sistema

linearizado (5) se y˚ é a única função em L2pQqN satisfazendo

ĳ

Q

y˚ ¨ b dx dt “
ż T

0

xfptq, wptqyH´1,H1

0
dt `

ż

Ω

y0 ¨ wp0q dx

`
ĳ

Q

v1ω ¨ w dx dt, @b P L2pQqN , (2.47)

onde pw, hq satisfaz
$
’’’’’’&
’’’’’’%

L˚w ` ∇h “ b em Q,

∇ ¨ w “ 0 em Q,

w “ 0 sobre Σ,

wpT q “ 0 em Ω

(2.48)

e L˚ é dado em (9).

Observação 2.17. A definição anterior faz sentido pois o lado direito de (2.47) pode

ser visto como um funcional S : L2pQqN ÝÑ R. Tal funcional é contínuo quando y0 e f

satisfazem as hipóteses em (2.27) e pw, qq solução do sistema (2.48). Logo, pelo Teorema

de representação de Riesz, existe um único y˚ P
`
L2pQqN

˘1 “ L2pQqN tal que

xy˚, byL2pQqN ,L2pQqN :“
ĳ

Q

y˚ ¨ b dx dt “ xS, by, @b P L2pQqN .

Agora, notemos que substituindo a igualdade (2.44) em (2.43) e tendo em conta

as definições para ap¨, ¨q e ℓ dadas em (2.34) e (2.35), temos que o par pŷ, v̂q satisfaz

ĳ

Q

ŷ ¨ pL˚w ` ∇hq dx dt “
ż T

0

xfptq, wptqyH´1,H1

0
dt `

ż

Ω

y0 ¨ wp0q dx

`
ĳ

Q

v̂1ω ¨ w dx dt, @pw, hq P P.

Da última igualdade, como é válida para todo pw, hq P P , então em particular é

válida para pw, hq P P satisfazendo o sistema (2.48). Logo, podemos reescrevê-la, obtendo

ĳ

Q

ŷ ¨ b dx dt “
ż T

0

xfptq, wptqyH´1,H1

0
dt `

ż

Ω

y0 ¨ wp0q dx

`
ĳ

Q

v̂1ω ¨ w dx dt, @b P L2pQqN , (2.49)
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onde pw, hq P P satisfaz
$
’’’’’’&
’’’’’’%

L˚w ` ∇h “ b em Q,

∇ ¨ w “ 0 em Q,

w “ 0 sobre Σ,

wpT q “ 0 em Ω.

Note que, seguindo a Observação 2.17, o lado direito de (2.49) pode ser visto

como o funcional

S : L2pQqN ÝÑ R

dado por

xS, by :“
ż T

0

xfptq, wptqyH´1,H1

0
dt `

ż

Ω

y0 ¨ wp0q dx `
ĳ

Q

v̂1ω ¨ w dx dt.

De onde segue que S está bem definido e é linear. A continuidade de S, segue da desigual-

dade abaixo. Aqui devemos lembrar que pela Proposição A.12, w depende continuamente

de b

|xS, by| ď ‖esβ˚pγ˚q´1{2f‖L2p0,T ;H´1pΩqN q‖e´sβ˚pγ˚q1{2w‖L2p0,T ;H1

0
pΩqN q

` ‖y0‖H‖wp0q‖L2pQqN ` ‖v̂‖L2pQqN ‖w‖L2pQqN

ď ‖esβ˚pγ˚q´1{2f‖L2p0,T ;H´1pΩqN q‖e´sβ˚pγ˚q1{2w‖L2p0,T ;H1

0
pΩqN q

` ‖y0‖H‖w‖Cp0,T ;Hq ` C1‖v̂‖L2pQqN ‖w‖L2p0,T ;V q

ď C2

´
‖esβ˚pγ˚q´1{2f‖L2p0,T ;H´1pΩqN q ` ‖y0‖H ` ‖v̂‖L2pQqN

¯
‖w‖L2p0,T ;V qXCp0,T ;Hq

ď C3‖b‖L2pQqN .

Deste último fato e da igualdade (2.49) temos que pela Definição 2.16, ŷ é

solução por transposição associada ao controle v̂ do sistema (5). Como o par pỹ, p̃q é

solução fraca de (5), em particular é solução por transposição de (5). Pela unicidade, segue

que ŷ “ ỹ. Considerando p̂ “ p̃, temos que pŷ, p̂q é solução do sistema linearizado (5) com

controle pv e estado inicial y0, mas ainda sem satisfazer a condição ŷpT q “ 0.

Agora podemos provar a Proposição 2.12. Lembremos que pela Observação

2.11, se mostrarmos que pŷ, v̂q P EN , então se satisfaz a condição ŷpT q “ 0. Ou seja, é

satisfeita a controlabilidade a zero do sistema linearizado (5) no espaço L2N´2pΩqN X H

de acordo na Definição 0.3.

Demonstração. (da Proposição 2.12) Seja sy (trajetória) solução do sistema (3) satisfa-

zendo (4). Além disso suponha válidas as hipóteses para y0 e f em (2.27). Mostraremos
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que existe um controle pv P L2pΩ ˆ p0, T qqN tal que se ypv é a solução associada do sistema

linearizado (5) com estado inicial y0, temos que pypv, pvq P EN .

Pelo Lema 2.15, existe um controle v̂, uma função ŷ P L2pQqN e uma função p̂

tal que o par pŷ, p̂q satisfaz o sistema linearizado (5) com controle v̂ e estado inicial y0. Só

resta provar que pŷ, v̂q P EN para N “ 2, 3.

Da desigualdade (2.45) dada na demonstração do Lema 2.15, temos que pŷ, v̂q
satisfaz

e2sβ̂´sβ˚

γ̂´15{4ŷ, e4sβ̂´3sβ˚

γ̂´8v̂ P L2pQqN .

Como pŷ, p̂q é solução do sistema (5) associado ao controle v̂, então podemos isolar f na

primeira igualdade de (5), obtendo f “ Lŷ ` ∇p̂ ´ v̂1ω. Pelas hipóteses para f dadas

em (2.27), obtemos que

• Se N “ 2 : Existe p̂ tal que esβ˚pγ˚q´1{2pLŷ ` ∇p̂ ´ v̂1ωq P L2p0, T ;H´1pΩq2q.

• Se N “ 3 : Existe p̂ tal que esβ˚pγ˚q´1{2pLŷ ` ∇p̂ ´ v̂1ωq P L2p0, T ;W´1,6pΩq3q.

Como o par pŷ, p̂q satisfaz o sistema linearizado (5) com controle v̂, temos que

ŷp0q “ y0. Pelas hipóteses para y0 em (2.27), obtemos que

• Se N “ 2 : ŷp0q P H.

• Se N “ 3 : ŷp0q P L4pΩq3 X H.

Lembrando a definição do espaço EN dada em (2.24) e (2.25), então só resta

mostrar os seguinte fatos

• FATO 1: Se N “ 2, 3; então esβ˚{2pγ˚q´1{4ŷ P L2p0, T ;V q X L8p0, T ;Hq.

• FATO 2: Se N “ 3; então esβ˚{2pγ˚q´1{4ŷ P L4p0, T ;L12pΩq3q.

Prova do Fato 1: Consideremos as funções

y˚ “ esβ˚{2pγ˚q´1{4ŷ,

p˚ “ esβ˚{2pγ˚q´1{4p̂,

f˚ “ esβ˚{2pγ˚q´1{4pf ` v̂1ωq.

Então,

y˚
t “ pesβ˚{2pγ˚q´1{4qtŷ ` esβ˚{2pγ˚q´1{4ŷt,

∆y˚ “ esβ˚{2pγ˚q´1{4∆ŷ,

∇ ¨ pȳ b y˚ ` y˚ b syq “ esβ˚{2pγ˚q´1{4∇ ¨ psy b ŷ ` ŷ b syq.
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Portanto,

Ly˚ ` ∇p˚ “ pesβ˚{2pγ˚q´1{4qtŷ ` esβ˚{2pγ˚q´1{4pŷt ´ ∆ŷ ` ∇ ¨ psy b ŷ ` ŷ b syq ` ∇p̂q
“ pesβ˚{2pγ˚q´1{4qtŷ ` pesβ˚{2pγ˚q´1{4qpLŷ ` ∇p̂q
“ pesβ˚{2pγ˚q´1{4qtŷ ` f˚.

Consequentemente, o par py˚, p˚q satisfaz o sistema
$
’’’’’’&
’’’’’’%

Ly˚ ` ∇p˚ “ f˚ ` pesβ˚{2pγ˚q´1{4qtŷ em Q,

∇ ¨ y˚ “ 0 em Q,

y˚ “ 0 sobre Σ,

y˚p0q “ esβ˚{2p0qγ˚p0q´1{4
y0 em Ω.

(2.50)

Dado que f˚ P L2p0, T ;H´1pΩqN q, pesβ˚{2pγ˚q´1{4qtŷ P L2pQqN e y0 P H, pelo

Teorema 1.69, temos que

y˚ “ esβ˚{2pγ˚q´1{4ŷ P L2p0, T ;V q X L8p0, T ;Hq.

Finalizando a prova do Fato 1.

Prova do Fato 2: Sejam y0 P H XL4pΩq3, z0 “ 0 e pz, qq solução do sistema (1.4), isto é,
$
’’’’’’&
’’’’’’%

´zt ´ ∆z ` ∇q “ g em Q,

∇ ¨ z “ 0 em Q,

z “ 0 sobre Σ,

zpT q “ 0 em Ω,

com g P L4{3p0, T ;L12{11pΩq3q.

Pelo Teorema 1.64 sabemos que para cada g P L4{3p0, T ;L12{11pΩq3q, existe uma

única solução pz, qq de (1.4) satisfazendo

z P L2p0, T ;W 1,6{5
0 pΩq3q X Cpr0, T s;L4{3pΩq3q,

onde z depende continuamente de g.

Além disso, como N “ 3 e pelo fato que y˚ P L2p0, T ;V q, temos que vale a

imersão L2p0, T ;V q ãÑ L2p0, T ;L6pΩq3q. Portanto, como ȳ P L8pQq3 temos que pȳ b y˚ `
y˚ b ȳq P L2p0, T ;L6pΩq3q. Além disso, ∇ ¨ pȳ b y˚ ` y˚ b ȳq P L2p0, T ;W´1,6pΩq3q.

Assim, temos que

F :“ f˚ ` pesβ˚{2pγ˚q´1{4qtŷ ´ ∇ ¨ pȳ b y˚ ` y˚ b ȳq P L2p0, T ;W´1,6pΩq3q.



Capítulo 2. Controlabilidade do Sistema Linearizado de Navier-Stokes 66

Portanto, o funcional

B : L4{3p0, T ;L12{11pΩq3q ÝÑ R

dado por

xB, gy :“
ż

Ω

esβ˚{2p0qγ˚p0q´1{4
y0 ¨ zp0q dx `

ż T

0

xF, zy
W ´1,6,W

1,6{5

0

dt, (2.51)

está bem definido e é linear.

A continuidade do funcional B, segue da desigualdade abaixo. Aqui devemos lembrar que

pelo Teorema 1.64, z depende continuamente de g

|xB, gy| ď ‖esβ˚{2p0qγ˚p0q´1{4
y0‖L4pΩq3‖zp0q‖L4{3pΩq3

` ‖F‖L2p0,T ;W ´1,6pΩq3q‖z‖L2p0,T ;W
´1,6
0

pΩq3q

ď C
´

‖z‖Cp0,T ;L4pΩq3q ` ‖z‖L2p0,T ;W
´1,6
0

pΩq3q

¯

ď C1‖z‖L2p0,T ;W
1,6{5

0
pΩq3qXCpr0,T s;L4{3pΩq3q

ď C2‖g‖L4{3p0,T ;L12{11pΩq3q.

Como F P L2p0, T ;W´1,6pΩq3q, podemos reescrever o sistema (2.50) de forma

que o par py˚, p˚q, satisfaça
$
’’’’’’&
’’’’’’%

y˚
t ´ ∆y˚ ` ∇p˚ “ F em Q,

∇ ¨ y˚ “ 0 em Q,

y˚ “ 0 sobre Σ,

y˚p0q “ esβ˚{2p0qγ˚p0q´1{4
y0 em Ω.

(2.52)

Então, y˚ é a única solução de (5) por transposição, ou seja, que y˚ é a única

função em L4p0, T ;L12pΩq3q satisfazendo certa equação integro-diferencial, na qual y˚ que

não precisa regularidade extra alguma. Tal equação será obtida a seguir por um método

não rigoroso.

Solução por transposição: Seja w P Dσ, onde Dσ é definido em (1.7). Multiplicando a

primeira equação do sistema (2.52) por w e integrando em Q, temos
ĳ

Q

py˚
t ´ ∆y˚ ` ∇p˚q ¨ w dx dt “

ĳ

Q

F ¨ w dx dt. (2.53)

Mediante a integração por partes, obtemos as seguintes igualdades
ĳ

Q

y˚
t ¨ w dx dt “ ´

ĳ

Q

y˚ ¨ wt dx dt `
ż

Ω

y˚pT q ¨ wpT q ´ y˚p0q ¨ wp0q dx,

ĳ

Q

∆y˚ ¨ w dx dt “
ĳ

Q

y˚ ¨ ∆w dx dt.



Capítulo 2. Controlabilidade do Sistema Linearizado de Navier-Stokes 67

Consequentemente (2.53), pode ser reescrita da forma
ĳ

Q

y ¨ p´wt ´ ∆wq dx dt `
ż

Ω

y˚pT q ¨ wpT q dx ´
ĳ

Q

p˚∇ ¨ w dx dt

“
ĳ

Q

F ¨ w dx dt `
ż

Ω

y˚p0q ¨ wp0q dx.

Para que a igualdade anterior faça sentido, precisamos substituir alguns do

seus termos da seguinte forma

ĳ

Q

F ¨ w dx dt “
ż T

0

xF,wy dt,

´
ĳ

Q

p˚∇ ¨ w dx dt “
ĳ

Q

∇q ¨ y˚ dx dt,

obtendo
ĳ

Q

y˚ ¨ p´wt ´ ∆w ` ∇qq dx dt `
ż

Ω

y˚pT q ¨ wpT q “
ż T

0

xF,wy dt `
ż

Ω

y˚p0q ¨ wp0q dx.

Assim, procedamos a definir o conceito de solução por transposição.

Definição 2.18. Diz-se que y˚ é solução por tranposição (ou ultrafraca) do sistema (2.52)

se y˚ é a única função em L4p0, T ;L12pΩq3q, satisfazendo

ĳ

Q

y˚ ¨ g dx dt “
ż

Ω

y˚p0q ¨ wp0q dx `
ż T

0

xF,wy dt, @g P L4{3p0, T ;L12{11pΩq3q, (2.54)

onde pw, hq satisfaz o sistema
$
’’’’’’&
’’’’’’%

´wt ´ ∆w ` ∇q “ g em Q,

∇ ¨ w “ 0 em Q,

w “ 0 sobre Σ,

wpT q “ 0 em Ω.

Observação 2.19. A definição anterior faz sentido pois o lado direito de (2.54) coincide

com o funcional linear B definido em (2.51). Tal funcional é contínuo quando y˚p0q P
L4{3pΩq3, F P L2p0, T ;W´1,6pΩq3q e pw, qq solução do sistema (1.4). Logo, pelo Teorema

de representação de Riesz, existe um único y˚ P
`
L4{3p0, T ;L12{11pΩq3q

˘1
tal que

xy˚, gy :“
ż T

0

xy˚, gypL12pΩq3q1,L12{11pΩq3 dt “ xB, gy, @g P L4{3p0, T ;L12{11pΩq3q.
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Como y˚ é solução do sistema (2.52), então também é solução por transposição

de (2.52), ou seja, y˚ satisfaz

ĳ

Q

y˚ ¨ g dx dt “
ż

Ω

esβ˚{2p0qγ˚p0q´1{4
y0 ¨ zp0q dx `

ż T

0

xF, zy
W ´1,6,W

1,6{5

0

dt,

“ xB, gy, @g P L4{3p0, T ;L12{11pΩq3q.

Como a última igualdade é válida para todo g P L4{3p0, T ;L12{11pΩq3q e B P
pL4{3p0, T ;L12{11q1, temos que y˚ P

`
L4{3p0, T ;L12{11pΩq3q

˘1 “ L4p0, T ;L12pΩq3q, finalizando

a prova.
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3 Controlabilidade do Sistema não Linear

Neste capítulo provaremos o segundo resultado principal desta dissertação dado

pelo Teorema 0.5. Para isso, mostraremos que a controlabilidade nula local do sistema não

linear auxiliar (14), isto é,
$
’’’’’’&
’’’’’’%

Lz ` ∇ ¨ pz b zq ` ∇q “ v1ω em Q,

∇ ¨ z “ 0 em Q,

z “ 0 sobre Σ,

zp0q “ z0 em Ω,

implica a controlabilidade exata local a trajetórias do sistema de Navier-Stokes (1).

Primeiramente mostremos o seguinte resultado preliminar

Lema 3.1. Se y “ sy ` z e p “ sp` q, onde psy, spq é solução do sistema não controlado (3),

então py, pq é solução do sistema de Navier-Stokes (1) se, e somente se, pz, qq é solução

do sistema não linear auxiliar (14).

Demonstração. Suponhamos que py, pq é solução do sistema (1) e mostremos que pz, qq é

solução do sistema (14). Definamos z e q da forma z “ y ´ sz e q “ p ´ sp. Então,
$
’’’&
’’’%

∇ ¨ z “ ∇ ¨ y ´ ∇ ¨ sz “ 0 em Q,

z “ 0 sobre Σ,

zp0q “ y0 ´ sy0 em Ω.

(3.1)

Agora só resta mostrar que pz, qq satisfaz a primeira equação do sistema (14).

Observemos que

zt “ yt ´ szt,

∆z “ ∆y ´ ∆sz,
∇q “ ∇p ´ ∇sp,
∇ ¨ py b yq “ ∇ ¨ psz b szq ` ∇ ¨ psz b zq ` ∇ ¨ pz b szq ` ∇ ¨ pz b zq.

(3.2)

Substituindo (3.2) em Lz`∇ ¨ pzbzq`∇q , onde L é dado em (6), e agrupando

termos adequadamente, obtemos

Lz ` ∇ ¨ pz b zq ` ∇q “ zt ´ ∆z ` ∇ ¨ pz b szq ` ∇ ¨ psz b zq ` ∇ ¨ pz b zq ` ∇q

“ pyt ´ ∆y ` ∇ ¨ py b yq ` ∇pq ´ pszt ´ ∆sz ` ∇ ¨ psz b szq ` ∇spq .
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Como py, pq e pz̄, p̄q satisfazem a primeira equação dos sistemas (1) e (3)

respectivamente, então a última igualdade pode ser reescrita como

Lz ` ∇ ¨ pz b zq ` ∇q “ v1ω, em Q.

Portanto, pz, qq é solução do problema (14).

A recíproca é provada de forma similar.

Agora, tendo em conta os conceitos de controlabilidade exata local a trajetórias

para o sistema de Navier-Stokes (1) e controlabilidade nula local para o sistema não

linear (14), dadas nas definições 0.1 e 0.4, respectivamente, podemos enunciar o seguinte

teorema.

Teorema 3.2. Se o sistema não linear (14) possui a propriedade de controlabilidade nula

local, então o sistema de Navier-Stokes (1) possui a propriedade de controlabilidade exata

local a trajetórias.

Demonstração. Assumamos que o sistema (14) possui a propriedade de controlabilidade

nula local, então existe δ ą 0 tal que se z0 P L2N´2pΩqN X H satisfaz

‖z0‖L2N´2pΩqN XH ă δ,

temos que existe um controle v P L2pω ˆ p0, T qqN tal que a solução associada pzv, qvq
de (14) com estado inicial z0, satisfaz

zvpT q “ 0 em Ω.

Seja a trajetória psy, spq solução do sistema (3) e y0 P L2N´2pΩqN X H satisfa-

zendo

‖y0 ´ ȳ0‖L2N´2pΩqN XH ă δ,

onde sy0 denota o estado inicial da trajetória psy, spq.

Considerando z0 “ y0 ´ sy0, então existe um controle v P L2pω ˆ p0, T qqN tal

que a solução associada pzv, qvq de (14) com estado inicial z0, satisfaz

zvpT q “ 0 em Ω.

Definindo yv “ zv ` sy, pelo Lema 3.1, temos que pyv, pvq é solução do sistema (1)

com estado inicial y0. Além disso, pela última igualdade, segue que

yvpT q “ zvpT q ` sypT q “ sypT q em Ω.

Assim, mostramos a controlabilidade exata local a trajetórias do sistema (1).
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3.1 Controlabilidade exata local a trajetórias

Nesta seção mostraremos o segundo resultado principal nesta dissertação dado

pelo Teorema 0.5. Assumindo as hipóteses do Teorema 0.5, pelo Teorema 3.2 é suficiente

mostrar a controlabilidade nula local do sistema não linear (14). Para isso, utilizaremos

como ferramenta o Teorema da função inversa (Teorema 1.61) e o segundo resultado de

controlabilidade nula do capítulo anterior, dado pela Proposição 2.12.

Primeiramente, consideremos os espaços de Banach EN definidos em (2.24)

e (2.25), e o espaço GN definido por

GN “

$
&
%
G2 “ G2 ˆ X2 se N “ 2,

G3 “ G3 ˆ X3 se N “ 3,
(3.3)

onde

G2 “ L2
´

esβ˚pγ˚q´1{2p0, T q;H´1pΩq2
¯
,

G3 “ L2
´

esβ˚pγ˚q´1{2p0, T q;W´1,6pΩq3
¯
,

X2 “ H,

X3 “ L4pΩq3 X H.

Definamos o operador A : EN ÞÑ GN dado por

Apz, vq “
`
Lz ` ∇ ¨ pz b zq ` ∇q ´ v1ω, zp0q

˘
.

A seguir, mostrarmos que o operador A satisfaz as hipóteses do Teorema da

função inversa (Teorema 1.61), isto é,

• A P C1pEN ;GN q.

• Se e0 “ p0, 0q P EN então A1pe0q : EN ÞÑ GN é sobrejetor.

Observação 3.3. A Proposição 2.12, concernente a controlabilidade nula do sistema

linearizado (5), tem um papel importante na demostração da sobrejetividade do operador

A1pe0q.

Lema 3.4. Se sy P L8pQqN , então A P C1pEN ;GN q.

Demonstração. Notemos que o operador A pode ser decomposto da forma A “ A1 ` A2,

onde

A1pz, vq “
`
Lz ` ∇q ´ v1ω, zp0q

˘
, @pz, vq P EN ,

A2pz, vq “ p∇ ¨ pz b zq, 0q , @pz, vq P EN .

Observemos que o operador A1 : EN ÞÑ GN é bem definido. Pela definição dos espaços

EN em (2.24) e (2.25), para pz, vq P EN temos que
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• Para N “ 2 :

pz, vq P E2 ñ existe q tal que esβ˚pγ˚q´1{2pLz ` ∇q ´ v1ωq P L2p0, T ;H´1pΩq2q
ñ existe q tal que pLz ` ∇q ´ v1ωq P L2pesβ˚pγ˚q´1{2p0, T q;H´1pΩq2q
ñ existe q tal que pLz ` ∇q ´ v1ω, zp0qq P G2 ˆ H “ G2.

• Para N “ 3 :

pz, vq P E3 ñ existe q tal que esβ˚pγ˚q´1{2pLz ` ∇p ´ v1ωq P L2p0, T ;W´1,6pΩq3q
ñ existe q tal que pLz ` ∇q ´ v1ωq P L2pesβ˚pγ˚q´1{2p0, T q;W´1,6pΩq3q
ñ existe q tal que pLz ` ∇q ´ v1ω, zp0qq P G3 ˆ pL4pΩq3 X Hq “ G3.

Agora mostremos que o operador A1 é contínuo. Como por definição A1 é

linear, para mostrar que é contínua só precisamos mostrar continuidade no ponto 0 P EN ,

isto é, dada uma sequência pzn, vnq Ñ p0, 0q em EN , mostraremos que A1pzn, vnq Ñ p0, 0q
em GN . Pelas normas dos espaços EN definidos em (2.24) e (2.25), segue que

• Para N “ 2 :

pzn, vnq E2ÝÑ p0, 0q ñ ‖pzn, vnq‖2
E2

Ñ 0

ñ ‖znp0q‖X2
, ‖pLzn ` ∇qn ´ vn1ωq‖G2

Ñ 0

ñ ‖A1pzn, vnq‖G2
Ñ 0.

• Para N “ 3 :

pzn, vnq E3ÝÑ p0, 0q ñ ‖pzn, vnq‖2
E3

Ñ 0

ñ ‖znp0q‖X3
, ‖pLzn ` ∇qn ´ vn1ωq‖G3

Ñ 0

ñ ‖A1pzn, vnq‖G3
Ñ 0.

Como a aplicação A1 é linear e contínua, então sua derivada coincide com a

mesma aplicação, ou seja, para pz0, v0q P EN fixo, temos

A1
1pz0, v0q ¨ pz, vq “ A1pz, vq, @pz, vq P EN .

Agora, mostraremos que a aplicação A2 é bem definida e contínua, logo calcula-

mos sua derivada. Para mostrar que é bem definida e contínua, notemos que quando N “ 2,

se pz, vq P E2 então esβ˚{2pγ˚q´1{4z P L2p0, T ;V q. Pelo segundo resultado do Teorema 1.67

temos que esβ˚{2pγ˚q´1{4z P L4pQq2.

Lembrando a definição de norma para funções f P Lppgp0, T q;Xq, onde g é

uma função peso

‖f‖p
Lppgp0,T q;Xq :“

ż T

0

gpptq‖fptq‖p
X dt,

e aplicando a desigualdade de Hölder nas variáveis espacial e temporal, temos que
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• Para N “ 2 :

‖∇ ¨ pz1 b z2q‖
L2pesβ˚ pγ˚q´1{2p0,T q;H´1pΩq2q

ď C‖z1 b z2‖L2pesβ˚ pγ˚q´1{2p0,T q;L2pΩq4q
ď pC‖esβ˚{2pγ˚q´1{4z1‖L4pQq2‖esβ˚{2pγ˚q´1{4z2‖L4pQq2 .

• Para N “ 3 :

‖∇ ¨ pz1 b z2q‖
L2pesβ˚ pγ˚q´1{2p0,T q;W ´1,6pΩq3q

ď C‖z1 b z2‖L2pesβ˚ pγ˚q´1{2p0,T q;L6pΩq9q
ď pC‖z1‖L4pesβ˚{2pγ˚q´1{4p0,T q;L12pΩq3q‖z2‖L4pesβ˚{2pγ˚q´1{4p0,T q;L12pΩq3q.

Se definimos a aplicação bilinear B : EN ˆ EN ÞÑ GN , dada por

B
`
pz1, v1q, pz2, v2q

˘
“ ∇ ¨ pz1 b z2q,

então as últimas duas desigualdades implicam que B é bem definida e contínua.

Tendo em conta a aplicação bilinear B, notemos que a aplicação A2 pode ser

escrita da forma

A2pz, vq “
´

B
`
pz, vq, pz, vq

˘
, 0

¯
, @pz, vq P EN ,

e portanto, A2 também é bem definida e contínua.

Além disso, sua derivada no ponto fixo pse1, se2q “ ppsz1, sv1q, psz2, sv2qq P EN ˆ EN ,

pelo Teorema A.2 é dada por

B1pse1, se2q ¨ pe1, e2q “ Bpe1, se2q ` Bpse1, e2q, @pe1, e2q P EN ˆ EN .

Portanto, a derivada do operador A2 no ponto e0 “ pz0, v0q é da forma

A1pe0q ¨ peq “
`
B1pe0, e0q ¨ pe, eq, 0

˘

“
`
Bpe, e0q ` Bpe0, eq, 0

˘
, @e “ pz, vq P EN .

Cuja forma explícita é

A1
2pz0, v0q ¨ pz, vq “

`
∇ ¨ pz b z0q ` ∇ ¨ pz0 b zq, 0

˘
, @pz, vq P EN .

Finalmente, como A “ A1 ` A2, então A1 “ A1
1 ` A1

2 e assim obtemos a

derivada do operador A no ponto e0 “ pz0, v0q

A1pz0, v0q ¨ pz, vq “
`
Lz ` ∇q ´ v1ω ` ∇ ¨ pz b z0q ` ∇ ¨ pz0 b zq, zp0q

˘
, @pz, vq P EN .

Como os operadores A1 e A2, estão bem definidos, são contínuos e suas derivadas

existem e são contínuas, concluímos que A P C1pEN ;GN q.
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Lema 3.5. Se e0 “ p0, 0q P EN , então A1pe0q : EN ÞÑ GN é sobrejetor.

Demonstração. A aplicação linear A1p0, 0q : EN ÞÑ GN é dada pela expressão

A1p0, 0q ¨ pz, vq “
`
Lz ` ∇q ´ v1ω, zp0q

˘
, @pz, vq P EN .

Dado pf, z0q P GN , precisamos mostrar que existe e “ pz, vq P EN tal que a

igualdade

A1p0, 0q ¨ pz, vq “ pf, z0q
é satisfeita. Isto é equivalente a encontrar uma solução pz, vq P EN (junto com alguma

função q) do seguinte problema
$
&
%
Lz ` ∇q “ f ` v1ω em Q,

zp0q “ z0 em Ω.

Note que a Proposição 2.12 nos garante a existência de um controle v P
L2pω ˆ p0, T qqN tal que a solução z (junto com alguma função q) associada ao controle v

do sistema $
’’’’’’&
’’’’’’%

Lz ` ∇q “ f ` v1ω em Q,

∇ ¨ z “ 0 em Q,

z “ 0 sobre Σ,

zp0q “ z0 em Ω,

ainda possui mais regularidade, isto é, pz, vq P EN . Portanto, a aplicação linear A1p0, 0q :

EN ÞÑ GN é sobrejetora.

Finalmente, mostraremos o segundo resultado principal desta dissertação, isto

é, o Teorema 0.5.

Demonstração. (do Teorema 0.5) Fixemos a trajetória pȳ, p̄q solução do sistema não contro-

lado (3) com estado inicial ȳ0 P L2N´2pΩqN XH. Denotemos por py, pq á solução do sistema

de Navier-Stokes (1) com estado inicial y0 P L2N´2pΩqN XH. Nosso objetivo é demonstrar

a controlabilidade local nula do sistema não linear (14) no espaço L2N´2pΩqN X H, de

acordo na Definição 0.4.

Pelo Lema 3.1, temos que o par pz, qq, onde z “ y ´ sy e q “ p´ sp, é solução do

sistema não linear (14), com estado inicial z0 “ y0 ´ sy0 P L2N´2pΩqN X H, isto é,
$
’’’’’’&
’’’’’’%

Lz ` ∇ ¨ pz b zq ` ∇q “ v1ω em Q,

∇ ¨ z “ 0 em Q,

z “ 0 sobre Σ,

zp0q “ z0 “ y0 ´ sy0 em Ω.
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A primeira equação do último sistema e o fato que z0 P L2N´2pΩqN X H,

nos motiva a utilizar os espaços EN e GN dados em (2.24), (2.25) e (3.3) e definir o

operador A : EN ÞÑ GN

Apz, vq “
`
Lz ` ∇ ¨ pz b zq ` ∇q ´ v1ω, zp0q

˘
.

Pelos lemas 3.4 e 3.5, o operador A é bem definido e satisfaz as hipóteses

necessárias para aplicar o Teorema da função inversa (Teorema 1.61). Portanto, no contexto

do Teorema 1.61, para e0 “ p0, 0q P EN e Ap0, 0q “ p0, 0q “ h0 P GN , existe δ ą 0 tal que

para todo h “ pf, z0q P GN satisfazendo ‖pf, z0q‖GN
ă δ, existe e “ pz, vq P EN tal que

Apeq “ Apz, vq “
`
Lz ` ∇ ¨ pz b zq ` ∇q ´ v1ω, zp0q

˘
“ pf, z0q “ h.

Em outras palavras, existe δ ą 0 tal que para qualquer estado inicial z0 P
L2N´2pΩqN X H satisfazendo ‖z0‖L2N´2pΩqN XH ď ‖pf, z0q‖GN

ă δ existe um controle v tal

que a solução pzv, qvq associada a (14) com estado inicial z0, satisfaz

zvpT q “ 0 em Ω.

Assim, mostramos a controlabilidade local nula do sistema não linear (14).

Finalmente, pelo Teorema 3.2 obtemos a controlabilidade local a trajetórias do sistema de

Navier-Stokes (1).
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4 Conclusões

A partir do desenvolvimento do presente trabalho foi possível obter algumas

conclusões e/ou considerações finais.

(i) Este trabalho permitiu ao autor conhecer algumas ferramentas de análise funcional e

teoria de controle utilizadas para estudar a controlabilidade exata local a trajetórias

do sistema de Navier-Stokes (1).

(ii) Neste trabalho foi possível reproduzir o procedimento para obtenção da desigualdade

de Carleman para o estado adjunto do sistema linearizado de Navier-Stokes (5). A

partir desta desigualdade foi deduzida uma segunda desigualdade de Carleman (veja

Lema 2.3), sendo uma variante do que no âmbito do controle é conhecida como

desigualdade de observabilidade, isto é,

‖ϕp0q‖2
L2pΩqN ď C

ż T

0

ż

ω

|ϕ|2 dx dt,

onde ϕ é solução do estado adjunto (7) associado ao sistema linearizado (5), ω é

uma sub-região de observação do domínio Ω e C é uma constante que depende de

ω e T . A desigualdade acima é utilizada para determinar se é possível controlar

completamente o sistema com base na informação disponível.

(iii) Foram obtidos dois resultados de controlabilidade nula para o sistema linearizado (5).

Tais resultados foram obtidos utilizando um problema de controle ótimo. Isso revela

uma relação entre teoria de controle e otimização.

Para finalizar, apresentamos algumas questões levantadas a partir deste traba-

lho.

• Com respeito a piiq, uma questão natural que surge neste caso é se um sistema onde

é válida uma desigualdade de observabilidade é sempre controlável ou, reciproca-

mente, se a controlabilidade do sistema implica que existe uma desigualdade de

observabilidade. A resposta a esta pergunta é sim para sistemas lineares.

• Com respeito a piiiq, uma questão que surge é se é sempre possível resolver um

problema de controlabilidade resolvendo um problema de controle ótimo associado.

A resposta a esta pergunta também é afirmativa.

• As duas últimas questões estão relacionadas ao conceito de dualidade. Isto é, reformu-

lar o problema em termos de um segundo problema (problema dual), que oferece uma
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forma diferente (mas relacionada) de atacar o problema original. Do que foi visto,

a dualidade surge naturalmente quando se resolve problemas de controlabilidade.

Tendo em conta estas considerações, é natural questionar se é realmente necessário

resolver um problema de controle ótimo ou, pelo contrário, se é possível resolver

diretamente um problema de controlabilidade.

• Finalmente, com respeito a controlabilidade exata local a trajetórias das equações

de Navier-Stokes (1), que constitui um dos resultados principais deste trabalho. É

natural perguntar se esta pode ser estendida as generalizações destas equações que

descrevem fluxos sob condições mais complexas ou em diferentes contextos.
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A Resultados Auxiliares

Neste apêndice, encontram-se resultados auxiliares que não foram considerados

no Capítulo 1. Estes são utilizados principalmente para demonstrar a desigualdade de

Carleman do Teorema 0.2 no Apêndice B.

Teorema A.1. Assuma que g P CpRnq X L8pRnq e f P CpRnq X L8pRnq. Considere o

problema $
&
%
ut ´ κ∆u “ f em R

n ˆ p0,8q,
u “ g em R

n ˆ tt “ 0u.
(A.1)

onde κ ą 0. Então,

upx, tq “
ż

Rn

Φpx ´ y, tqgpyqdy `
ż t

0

ż

Rn

Φpx ´ y, t ´ sqfpy, sqdyds,

é solução do problema (A.1), onde

Φpx, tq “ 1
p4πκtqn{2

exp
ˆ

´|x|2
4κt

˙
, t ą 0.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 2, Cap. 2, pág. 50, de

Evans [14].

Proposição A.2. Sejam B1 e B2 espaços de Banach. Consideremos uma aplicação bilinear

B : B1 ˆB1 ÞÑ B2 contínua, então sua derivada num ponto px0, y0q P B1 ˆB1 é dada pela

aplicação linear

B1px0, y0q ¨ px, yq “ Bpx, y0q ` Bpx0, yq @px, yq P B1 ˆ B1.

Demonstração. Seja ǫ ą 0. Como B é contínua, existe C ą 0 tal que Bpx, yq ď C‖x‖‖y‖,

para todo px, yq P B1 ˆ B1. Consideremos δ “ ǫ{C, então para todo px, yq P B1 ˆ B1 tal

que 0 ă ‖px, yq ´ px0, y0q‖ ă δ, temos que

‖Bpx, yq ´ Bpx0, y0q ´ B1px0, y0qpx ´ x0, y ´ y0q‖
‖px, yq ´ px0, y0q‖ “ ‖Bpx ´ x0, y ´ y0q‖

‖px, yq ´ px0, y0q‖

ď C‖x ´ x0‖‖y ´ y0‖

‖px ´ x0, y ´ y0q‖

ď C‖x ´ x0‖‖y ´ y0‖

‖x ´ x0‖ ` ‖y ´ y0‖

ď C‖x ´ x0‖

ď Cδ

“ ǫ
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Proposição A.3. Consideremos quatro números reais k1, k2, k3 e k4 satisfazendo

2
k1

` 6
k2

“ 1 e
4{3
k3

` 2
k4

“ 1.

Então, valem as seguintes imersões contínuas

L2p0, T ;H2pΩqN q X L8p0, T ;V q Ă Lk1p0, T ;Lk2pΩqN q (A.2)

e

L2p0, T ;L6pΩqN q X L8p0, T ;L2pΩqN q Ă Lk3p0, T ;Lk4pΩqN q (A.3)

Demonstração. Primeiramente mostraremos a segunda imersão, isto é, (A.3). Para isso,

dada f P L2p0, T ;L6pΩqN q X L8p0, T ;L2pΩqN q, então

fi P L2p0, T ;L6pΩqq X L8p0, T ;L2pΩqq, para i “ 1, ..., N.

Seja θ P p0, 1q e r “ 8. Pelo Teorema 1.31, temos que fi P Lk3p0, T ;Lk4pΩqq
onde k3 e k4 são números reais satisfazendo

1
k3

“ θ

2
` 1 ´ θ

r
e

1
k4

“ θ

6
` 1 ´ θ

2
.

Das igualdades acima, deduzimos que

4{3
k3

“ 2θ
3

e
2
k4

“ 1 ´ 2θ
3
.

Somando as duas igualdades anteriores, temos que k3 e k4 satisfaz

4{3
k3

` 2
k4

“ 1.

Finalmente, como fi P Lk3p0, T ;Lk4pΩqq para i “ 1, ..., N , então f P Lk3p0, T ;Lk4pΩqN q.

A prova da primeira imersão, isto é, (A.2) é similar. Basta aplicar o Teorema 1.31

sabendo que para N “ 2, 3, valem as imersões H2pΩq Ă L8pΩq e H1pΩq Ă L6pΩq.

O resultado a seguir garante a existência da função de peso η0 utilizada na

demostração da desigualdade de Carleman no Apêndice B.

Lema A.4. Seja ω um aberto não vazio de Ω Ă R
n, domínio limitado e conexo com

fronteira BΩ de classe C2, satisfazendo ω ĂĂ Ω. Então, existe uma função η0 P C2pΩq que

satisfaz as seguintes propriedades
$
’’’&
’’’%

η0 ą 0 em Ω,

η0 “ 0 em BΩ,
ˇ̌
∇η0

ˇ̌
ą 0 em Ωzω.
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A prova deste lema pode ser encontrada no Lema 1.1, pág. 4, de Furkisov [21].

O próximo resultado é uma desigualdade de Carleman para solução de uma

equação elíptica geral de segunda ordem com lado direito em H´1pΩq e com valor na

fronteira pertencente a H1{2pBΩq. Esta desigualdade nos permite obter estimativas para o

termo da pressão na prova da desigualdade de Carleman do Teorema 0.2 no Apêndice B.

Considere Ω Ă R
n`1, aberto, de classe C2 e com fronteira BΩ. Seja y P H1pΩq

solução do problema elíptico
$
’’&
’’%

Py “ f `
nÿ

j“0

Bfj

Bxj

em Ω,

y “ g sobre BΩ.

(A.4)

onde

Py “
nÿ

i,j“0

aijpxq B2y

BxiBxj

`
nÿ

j“0

bjpxq By
Bxj

`
nÿ

i“0

B
Bxi

pcipxqyq ` dpxqy.

Suponha que sejam satisfeitas as seguintes hipóteses

aij P C2pΩ̄q, bj, ci, d P L8pΩq, fj P L2pΩq para i, j “ 0, . . . , n, (A.5)

f P L2pΩq e g P H1{2pBΩq. (A.6)

Além disso, P é um operador uniformemente elíptico, isto é, existe β ą 0 tal

que para todo ξ P R
n`1 e para todo x P Ω

nÿ

i,j“0

aijpxqξiξj ě β|ξ|2.

Seja a função η0 dada pelo Lema A.4 e consideremos

pϕpxq “ eλη0pxq, λ P R. (A.7)

Teorema A.5. Seja y P H1pΩq uma solução do Problema (A.4) e suponha que as hipóteses

(A.5)-(A.6) sejam satisfeitas. Então, existe uma constante C ą 0 independente de s e λ, e

existem parâmetros λ̂ ą 1, ŝ ą 1 tais que para todo λ ě λ̂ e s ě ŝ tem-se
ż

Ω

|∇y|2e2s pϕdx ` s2λ2

ż

Ω

pϕ2|y|2e2s pϕdx

ď C

˜
s1{2e2s}g}2

H1{2pΓq ` 1
sλ2

ż

Ω

|f |2
pϕ e2s pϕdx `

nÿ

j“0

s

ż

Ω

|fj|2 pϕe2s pϕdx

`
ż

ω

`
|∇y|2 ` s2λ2 pϕ2|y|2

˘
e2s pϕdx

˙
, (A.8)

onde pϕ é dado por (A.7).



Apêndice A. Resultados Auxiliares 81

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 2.2, Seção 2, pág. 885,

de Imanuvilov [30].

Seja Ω um domínio em R
n, com n ě 2, assuma que a fronteira BΩ é ao menos

de classe C2`µ, com 0 ă µ ă 1, e seja 0 ă q ă 8. Denotaremos por Lq
σpΩq o fecho de

C8
0,σpΩq em LqpΩqn, onde

C8
0,σpΩq “ tu P C8

0 pΩqN ; ∇ ¨ u “ 0u.

Pela decomposição de Helmholtz (Teorema 1.32), cada f P LqpΩqn pode ser

decomposto de forma que f “ f0 ` ∇p, onde f0 P Lq
σpΩq, p P L

q
locpΩ̄q e ∇p P LqpΩqn.

Assim podemos definir o operador Pq : LqpΩqn ÝÑ Lq
σpΩq como Pqpfq “ f0.

Uma função ζ : X ˆ X Ñ R é simétrica se ζpx, yq “ ζpy, xq e biconvexa

se ζp., yq e ζpx, .q são convexas em X para todo x, y P X. Dizemos que um espaço de

Banach X é ζ-convexo se existe uma função biconvexa ζ em X ˆ X tal que ζp0, 0q ą 0 e

ζpx, yq ď |x ` y|, se |x| ď 1 ď |y|.

Consideremos 0 ă α ă 1, 1 ă s ă 8, X um espaço de Banach ζ-convexo e A

um operador linear fechado com domínio DpAq Ă X e imagem RpAq Ă X. Definamos

D
α,s
A “

#
v P X; ‖v‖D

α,s
A

:“ ‖v‖X `
ˆż 8

0

‖t1´αAe´tAv‖s
X

dt

t

˙1{s

ă 8
+
,

também temos que D1´1{s,s
q denotara o espaço D1´1{s,s

A definido acima com A “ Aq, onde

Aq denota o operador de Stokes Aq “ ´Pq∆, sendo que ∆ denota o operador laplaciano.

Suponha também que Ω Ă R
N satisfaz uma das condições abaixo

1. Ω “ R
n.

2. Ω é um domínio limitado.

3. Ω é um semi-espaço.

4. Ω é um domínio exterior em R
n, isto é, domínio cujo complemento é um subconjunto

compacto não vazio, se n ě 3.

No contexto dado acima temos o seguinte resultado.

Teorema A.6. Assuma que Ω Ă R
n satisfaz uma das condições anteriores e seja 1 ă s ă

8. Assuma 1 ă q ă 8 nas condições p1q ´ p3q e 1 ă q ă n{2 na condição p4q. Então,

para todo f P Ls p0, T ;Lq
σpΩqq e a P D1´1{s,s

q existe uma única solução pu, pq do sistema de
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Stokes
$
’’’’’’&
’’’’’’%

ut ´ ∆u ` ∇p “ f em Ω ˆ p0, T q,
∇ ¨ u “ 0 em Ω ˆ p0, T q,
u “ 0 sobre BΩ,

upx, 0q “ apxq em Ω,

(A.9)

satisfazendo

• u P Ls
`
0, T0;W 2,qpΩqn

˘
, para todo 0 ă T0 ď T com T0 ă 8,

• ut,∇p P Ls p0, T ;LqpΩqnq,

•
ż T

0

‖ut‖
s
LqpΩqndt `

ż T

0

‖∆u‖s
LqpΩqndt `

ż T

0

‖∇p‖s
LqpΩqndt ď C

ˆż T

0

‖f‖s
LqpΩqndt

`‖a‖s

D
1´1{s,s
q

¯
,

com C “ Cpq, s,Ωq ą 0.

A prova deste teorema pode ser encontrada no Teorema 2.8, Seção 2, pág. 82,

de Giga-Sohr [23].

Teorema A.7. (Desigualdade de Carleman para equação do calor).

Sejam Ω Ă R
n um aberto limitado não vazio com fronteira de classe C2, T ą 0 fixo,

Q “ Ω ˆ p0, T q, ω ĂĂ Ω aberto não vazio e u P C2psΩ ˆ p0, T qq tal que u “ 0 em

BΩ ˆ p0, T q. Então, existem constantes λ1 “ λ1pΩ, ωq ě 1, s1 “ s1pΩ, ωqpT 7 ` T 8q ą 0 e

C1 “ C1pΩ, ωq ą 0 tais que para todo λ ě λ1 e s ě s1, vale a desigualdade

s´1

ĳ

Q

e´2sαξ´1
`
|ut|2 ` |∆u|2

˘
dxdt ` sλ2

ĳ

Q

e´2sαξ|∇u|2dxdt ` s3λ4

ĳ

Q

e´2sαξ3|u|2dxdt

ď C1

¨
˚̋

ĳ

Q

e´2sα|ut ` ∆u|2dxdt ` s3λ4

ĳ

ωˆp0,T q

e´2sαξ3|u|2dxdt

˛
‹‚,

sendo as funções de peso α, β definidas como em (11).

A prova deste teorema é semelhante ao encontrado no Lema 5.2.4, Capítulo 5,

pág. 52, de Santos [42], considerando as funções peso de (11).

A seguir daremos uma pequena motivação para definir a solução por transposi-

ção da equação do calor, para isso considere o seguinte problema
$
&
%
ut ´ ∆u “ F em R

N ˆ p0, T q,
up0q “ 0 em R

N .
(A.10)
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Multiplicando a primeira igualdade no sistema anterior por z num espaço

adequado temos

put ´ ∆uq ¨ z “ F ¨ z

e integrando em R
N ˆ p0, T q, temos

´
ĳ

RN ˆp0,T q

∆u ¨ z dxdt `
ĳ

RN ˆp0,T q

ut ¨ z dxdt “
ĳ

RN ˆp0,T q

F ¨ z dxdt.

Integrando por partes nas variáveis espacial e temporal, temos
ĳ

RN ˆp0,T q

u ¨ p´zt ´ ∆zq dxdt “
ĳ

RN ˆp0,T q

F ¨ z dxdt.

Denotando por ´zt ´ ∆z “ h, obtemos o desejado
ĳ

RN ˆp0,T q

u ¨ h dxdt “
ĳ

RN ˆp0,T q

F ¨ z dxdt.

Os cálculos anteriores motivam a seguinte definição.

Definição A.8. (solução ultrafraca ou por transposição)

Dizemos que u é solução por transposição de (A.10) se é a única função em L2pRN ˆ
p0, T qqN tal que para cada h P L2pRN ˆ p0, T qqN se satisfaz

ĳ

RN ˆp0,T q

u ¨ h dxdt “
ĳ

RN ˆp0,T q

F ¨ z dxdt,

onde z P L2p0, T ;H2pRN qN q é solução de
$
&
%

´zt ´ ∆z “ h em R
N ˆ p0, T q,

zpT q “ 0 em R
N .

Proposição A.9. Sejam pϕ, πq solução do sistema adjunto (7) e η P C1pr0, T sq tal que

ηpT q “ 0, satisfazendo as propriedades

η “ 1 em r0, T {2s, η “ 0 em r3T {4, T s, |η1| ď C{T em r0, T s. (A.11)

Então, vale a estimativa de energia

‖ηϕp0q‖2
L2pΩqN ` ‖ηϕ‖2

L2p0,T ;V q ` ‖ηϕ‖2
L8p0,T ;Hq

ď CeCT ‖y‖2
8

´
‖ηg‖2

L2p0,T ;L2pΩqN q ` ‖η1ϕ‖2
L2p0,T ;L2pΩqN q

¯
.

(A.12)
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Demonstração. Como pϕ, πq é solução do sistema (7), então pelo Teorema 1.68 o par

prϕ, rπq :“ pηϕ, ηπq é solução do sistema (1.9), isto é,
$
’’’’’’&
’’’’’’%

´rϕt ´ ∆rϕ ´ Drϕȳ ` ∇rπ “ ηg ´ η1ϕ em Q,

∇ ¨ rϕ “ 0 em Q,

rϕ “ 0 sobre Σ,

rϕpT q “ 0 em Ω.

Multiplicando a primeira equação do sistema anterior por rϕ “ ηϕ, temos

´pηϕqtpηϕq ´ ∆pηϕqpηϕq ´ Dpηϕqȳpηϕqq ` ∇pηπqpηϕq “ pηgqpηϕq ´ pη1ϕqpηϕq.

Fazendo a mudança de variável de t P r0, T s para T ´ t, ainda teremos pT ´ tq P
r0, T s. Logo, substituindo ϕpx, tq “ ϕpx, T ´ tq na igualdade anterior, esta torna se

´ pηϕpx, T ´ tqqtpηϕpx, T ´ tqq ´ ∆pηϕpx, T ´ tqqpηϕpx, T ´ tqq
´ Dpηϕpx, T ´ tqqȳpx, T ´ tqpηϕpx, T ´ tqq ` ∇pηπpx, T ´ tqqpηϕpx, T ´ tqq
“ pηgpx, T ´ tqqpηϕpx, T ´ tqq ´ pη1ϕpx, T ´ tqqpηϕpx, T ´ tqq.

Integrando em Ω, utilizando integração por partes e aplicando as desigualdades

de Cauchy e Young (Teoremas 1.38 e 1.40) na desigualdade anterior, segue que

1
2

ż

Ω

d

dt

ˇ̌
ηϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx `

ż

Ω

ˇ̌
∇

`
ηϕpx, T ´ tq

˘ˇ̌2
dx

ď
ż

Ω

ˇ̌
Dpηϕpx, T ´ tqqȳpx, T ´ tqpηϕpx, T ´ tqq

ˇ̌
dx

`
ż

Ω

pηgpx, T ´ tqqpηϕpx, T ´ tqq dx `
ż

Ω

pη1ϕpx, T ´ tqqpηϕpx, T ´ tqq dx

ď C

ˆ
δ

ż

Ω

|∇pηϕpx, T ´ tqq|2 dx ` Cpδq‖ȳ‖2
8

ż

Ω

|ηϕpx, T ´ tq|2 dx
˙

` 1
2

ż

Ω

ˇ̌
ηgpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx `

ż

Ω

ˇ̌
ηϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx

` 1
2

ż

Ω

ˇ̌
η1ϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx.

Considerando δ ą 0 tal que Cδ “ 1{2 e rearranjando termos na última

desigualdade, temos

1
2
d

dt

ż

Ω

ˇ̌
ηϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx ` 1

2

ż

Ω

ˇ̌
∇

`
ηϕpx, T ´ tq

˘ˇ̌2
dx

ď Cp‖ȳ‖2
8 ` 1q

ż

Ω

ˇ̌
ηϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx ` 1

2

ż

Ω

ˇ̌
ηgpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx

` 1
2

ż

Ω

ˇ̌
η1ϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx.
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Multiplicando por 2 a desigualdade anterior, esta torna se

d

dt

ż

Ω

ˇ̌
ηϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx `

ż

Ω

ˇ̌
∇

`
ηϕpx, T ´ tq

˘ˇ̌2
dx

ď Cp‖ȳ‖2
8 ` 1q

ż

Ω

ˇ̌
ηϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx `

ż

Ω

ˇ̌
ηgpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx

`
ż

Ω

ˇ̌
η1ϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx. (A.13)

A última desigualdade implica

d

dt

ż

Ω

ˇ̌
ηϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx ď Cp‖ȳ‖2

8 ` 1q
ż

Ω

ˇ̌
ηϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx `

ż

Ω

ˇ̌
ηgpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx

`
ż

Ω

ˇ̌
η1ϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx.

Logo, utilizando a desigualdade de Gronwall (Teorema 1.47) na desigualdade

anterior e tendo em conta que ηϕpx, T q “ 0, obtem-se

ż

Ω

ˇ̌
ηϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx ď eCtp‖ȳ‖2

8`1q

ˆż

Ω

ˇ̌
ηϕpx, T q

ˇ̌2
dx `

ż t

0

ż

Ω

ˇ̌
ηgpx, T ´ sq

ˇ̌2
dx ds

`
ż t

0

ż

Ω

ˇ̌
η1ϕpx, T ´ sq

ˇ̌2
dx ds

˙

ď CeCT ‖ȳ‖2
8

´
‖ηg‖2

L2p0,T ;L2pΩqN q ` ‖η1ϕ‖2
L2p0,T ;L2pΩqN q

¯
, @t P r0, T s.

Portanto, pela definição de supremo essencial, vale

‖ηϕ‖2
L8p0,T ;L2pΩqN q ď CeCT ‖ȳ‖2

8

´
‖ηg‖2

L2p0,T ;L2pΩqN q ` ‖η1ϕ‖2
L2p0,T ;L2pΩqN q

¯
. (A.14)

Integrando em p0, T q a desigualdade (A.13) e tendo em conta que ηϕpx, T q “ 0,

temos
ż

Ω

ˇ̌
ηϕpx, 0q

ˇ̌2
dx ´

ż

Ω

ˇ̌
ηϕpx, T q

ˇ̌2
dx `

ż T

0

ż

Ω

ˇ̌
∇

`
ηϕpx, T ´ tq

˘ˇ̌2
dx dt

“ ‖ηϕp0q‖2
L2pΩqN ` ‖ηϕ‖2

L2p0,T ;V q

ď C
´

‖ηϕ‖2
L2p0,T ;L2pΩqN q ` ‖ηg‖2

L2p0,T ;L2pΩqN q ` ‖η1ϕ‖2
L2p0,T ;L2pΩqN q

¯
.

Note que L8
ãÑ L2 implica que ‖ηϕ‖2

L2p0,T ;L2pΩqN q ď C0‖ηϕ‖2
L8p0,T ;L2pΩqN q.

Utilizando este fato, somando a última desigualdade com (A.14) e rearranjando termos,

obtemos a estimativa desejada (A.12), isto é,

‖ηϕp0q‖2
L2pΩqN ` ‖ηϕ‖2

L2p0,T ;V q ` ‖ηϕ‖2
L8p0,T ;Hq

ď CeCT ‖ȳ‖2
8

´
‖ηϕ‖2

L2p0,T ;L2pΩqN q ` ‖ηg‖2
L2p0,T ;L2pΩqN q ` ‖η1ϕ‖2

L2p0,T ;L2pΩqN q

¯
.
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Proposição A.10. Seja pϕ, πq solução do sistema adjunto (7), então vale a estimativa de

energia
‖ϕp0q‖2

L2pΩqN ` ‖ϕ‖2
L2p0,T {2;V q ` ‖ϕ‖2

L8p0,T {2;Hq

ď C1eC2T ‖y‖2
8

´
‖g‖2

L2p0,3T {4;L2pΩqN q ` 1
T 2

‖ϕ‖2
L2pT {2,3T {4;L2pΩqN q

¯
.

(A.15)

Demonstração. Consideremos uma função η P C1pr0, T sq tal que ηpT q “ 0, satisfazendo

as propriedades dadas em (A.11). Logo, note que valem as desigualdades
$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

‖ηg‖2
L2p0,T ;L2pΩqN q ď C1

ż 3T {4

0

ż

Ω

|g|2 dx dt,

‖η1ϕ‖2
L2p0,T ;L2pΩqN q ď C2

T 2

ż 3T {4

T {2

ż

Ω

|ϕ|2 dx dt,

‖ηϕ‖2
L2p0,T {2;V q ď ‖ηϕ‖2

L2p0,T ;V q,

‖ηϕ‖2
L8p0,T {2;Hq ď ‖ϕ‖2

L8p0,T ;Hq.

(A.16)

Aplicando a Proposição A.9, vale a estimativa de energia

‖ηϕp0q‖2
L2pΩqN ` ‖ηϕ‖2

L2p0,T ;V q ` ‖ηϕ‖2
L8p0,T ;Hq

ď CeCT ‖ȳ‖2
8

´
‖ηϕ‖2

L2p0,T ;L2pΩqN q ` ‖ηg‖2
L2p0,T ;L2pΩqN q ` ‖η1ϕ‖2

L2p0,T ;L2pΩqN q

¯
.

Finalmente, substituindo as quatro desigualdades dadas em (A.16) na estimativa

acima, obtemos a estimativa desejada (A.15).

Proposição A.11. Seja pϕ, πq solução do sistema (7) com lado direito nulo, então existem

constantes positivas C0 e C1, tais que

‖ϕ‖L2pQqN ď C0eCT ‖ȳ‖2
8‖ϕpT q‖L2pΩqN . (A.17)

Demonstração. Seja pϕ, πq solução do sistema adjunto (7) com lado direito nulo, isto é,
$
’’’’’’&
’’’’’’%

´ϕt ´ ∆ϕ ´ Dϕy ` ∇π “ 0 em Q,

∇ ¨ ϕ “ 0 em Q,

ϕ “ 0 sobre Σ,

ϕpT q “ ϕ0 em Ω.

Multiplicando a primeira equação do sistema anterior por ϕ, temos

´pϕtqϕ ´ p∆ϕqϕ ´ pDϕȳqϕ ` p∇πqϕ “ 0.

Fazendo a mudança de variável de t P r0, T s para T ´ t, ainda teremos pT ´ tq P
r0, T s. Logo, substituindo ϕpx, tq “ ϕpx, T ´ tq na igualdade anterior, esta torna se

´ pϕpx, T ´ tqqtpϕpx, T ´ tqq ´ ∆pϕpx, T ´ tqqpϕpx, T ´ tqq
´ Dpϕpx, T ´ tqqȳpx, T ´ tqpϕpx, T ´ tqq ` ∇pπpx, T ´ tqqpϕpx, T ´ tqq
“ 0.
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Integrando em Ω, utilizando integração por partes e aplicando as desigualdades

de Cauchy e Young (Teoremas 1.38 e 1.40) na desigualdade anterior, segue que

1
2

ż

Ω

d

dt

ˇ̌
ϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx `

ż

Ω

ˇ̌
∇

`
ϕpx, T ´ tq

˘ˇ̌2
dx

ď
ż

Ω

ˇ̌
Dpϕpx, T ´ tqqȳpx, T ´ tqpϕpx, T ´ tqq

ˇ̌
dx

ď C

ˆ
δ

ż

Ω

|∇ϕpx, T ´ tq|2 dx ` Cpδq‖ȳ‖2
8

ż

Ω

|ϕpx, T ´ tq|2 dx
˙
.

Seja δ ą 0 tal que Cδ “ 1{2 na última desigualdade. Logo, esta torna se

1
2
d

dt

ż

Ω

ˇ̌
ϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx ` 1

2

ż

Ω

ˇ̌
∇

`
ϕpx, T ´ tq

˘ˇ̌2
dx ď C‖ȳ‖2

8

ż

Ω

|ϕpx, T ´ tq|2 dx.

Multiplicando por 2 a desigualdade anterior, temos

d

dt

ż

Ω

ˇ̌
ϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx ď C‖ȳ‖2

8

ż

Ω

|ϕpx, T ´ tq|2 dx.

Aplicando a desigualdade de Gronwall (Teorema 1.47) na última desigualdade,

segue que
ż

Ω

|ϕpx, T ´ tq|2 dx ď e
şt
0

C‖ȳ‖2
8 ds

ż

Ω

|ϕpx, T q|2 dx

ď eCT ‖ȳ‖2
8‖ϕpT q‖2

L2pΩqN , @t P r0, T s.

Pela definição de supremo essencial, vale

‖ϕ‖2
L8p0,T ;L2pΩqN q ď eCT ‖ȳ‖2

8‖ϕpT q‖2
L2pΩqN .

Como L8
ãÑ L2 implica que ‖ϕ‖2

L2p0,T ;L2pΩqN q ď C0‖ϕ‖2
L8p0,T ;L2pΩqN q. Este fato

e a desigualdade anterior implicam a desigualdade desejada (A.17).

Proposição A.12. Seja pϕ, πq solução do sistema (7) com lado direito g P L2pQqN e

ϕpT q “ 0. Então, ϕ depende continuamente de g. Isto é, existem constantes positivas C0 e

C1 tais que

‖ϕ‖2
L2p0,T ;V qXL8p0,T ;Hq ď C0

`
‖ȳ‖2

8 ` 1
˘
eC1T ‖ȳ‖2

8‖g‖2
L2pQqN .

Demonstração. Repetindo o procedimento da prova da Proposição A.11, temos

1
2
d

dt

ż

Ω

ˇ̌
ϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx ` 1

2

ż

Ω

ˇ̌
∇

`
ϕpx, T ´ tq

˘ˇ̌2
dx ď Cp‖ȳ‖2

8 ` 1q
ż

Ω

|ϕpx, T ´ tq|2 dx

` 1
2

ż

Ω

ˇ̌
gpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx. (A.18)
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Multiplicando a desigualdade anterior por 2, esta torna se

d

dt

ż

Ω

ˇ̌
ϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx ď Cp‖ȳ‖2

8 ` 1q
ż

Ω

|ϕpx, T ´ tq|2 dx `
ż

Ω

ˇ̌
gpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx.

Aplicando a desigualdade de Gronwall (Teorema 1.47) na última desigualdade

e tendo em conta que ϕpx, T q “ 0, temos
ż

Ω

|ϕpx, T ´ tq|2 dx ď e
şt
0

Cp‖ȳ‖2
8`1q ds

ˆż

Ω

|ϕpx, T q|2 dx `
ż t

0

ż

Ω

ˇ̌
gpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx dt

˙

ď CeCT ‖ȳ‖2
8

ż

Q

ˇ̌
gpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx dt, @t P r0, T s.

Da definição de supremo essencial, a última desigualdade implica

‖ϕ‖2
L8p0,T ;L2pΩqN q ď CeCT ‖ȳ‖2

8‖g‖2
L2pQqN . (A.19)

Multiplicando a desigualdade (A.18) por 2 e integrando em p0, T q, temos
ż

Ω

ˇ̌
ϕpx, 0q

ˇ̌2
dx ´

ż

Ω

ˇ̌
ϕpx, T q

ˇ̌2
dx `

ż T

0

ż

Ω

ˇ̌
∇

`
ϕpx, T ´ tq

˘ˇ̌2
dx dt

ď Cp‖ȳ‖2
8 ` 1q

ż T

0

ż

Ω

ˇ̌
ϕpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx dt `

ż T

0

ż

Ω

ˇ̌
gpx, T ´ tq

ˇ̌2
dx dt.

Tendo em conta na última desigualdade que ϕpx, T q “ 0, o fato que L8
ãÑ L2

e a desigualdade (A.19), obtemos

‖ϕ‖2
L2p0,T ;V q ď Cp‖ȳ‖2

8 ` 1q‖ϕ‖2
L8p0,T ;L2pΩqN q ` ‖g‖2

L2pQqN .

Finalmente, a desigualdade anterior e (A.19) implicam

‖ϕ‖2
L2p0,T ;V qXL8p0,T ;Hq ď C0p‖ȳ‖2

8 ` 1qeC1T ‖ȳ‖2
8‖g‖2

L2pQqN .

Proposição A.13. Seja py, pq solução do sistema linearizado (5), então existem constantes

positivas C1 e C2, tais que vale

‖yt‖
2
L2p0,T ;V 1q ` ‖y‖2

L8p0,T ;HqXL2p0,T ;V q ď C1eC2T ‖ȳ‖2
8

´
‖yp0q‖2

L2p0,T ;L2pΩqN q ` ‖f‖2
L2pQqN

`‖v‖2
L2pωˆp0,T qqN

¯
. (A.20)

Demonstração. Primeiramente vamos estimar ‖y‖2
L8p0,T ;HqXL2p0,T ;V q.

Seja py, pq é solução do sistema linearizado (5), isto é,
$
’’’’’’&
’’’’’’%

yt ´ ∆y ` ∇ ¨ psy b y ` y b syq ` ∇p “ f ` v1ω em Q,

∇ ¨ y “ 0 em Q,

y “ 0 sobre Σ,

yp0q “ y0 em Ω.
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Daqui até o final da prova, d representará o produto interno de matrizes NˆN ,

isto é,

A d B “
Nÿ

i,j“1

ai,jbi,j.

Multiplicando a primeira equação do sistema anterior por y, integrando em Ω

e utilizando integração por partes, segue que

1
2

ż

Ω

d

dt

ˇ̌
y|2 dx `

ż

Ω

ˇ̌
∇y|2 dx “

ż

Ω

`
sy b y ` y b sy

˘
d ∇y dx `

ż

Ω

pf ` v1ωq ¨ y dx.

(A.21)

Agora, notemos que valem as desigualdades
ˇ̌
ˇ
ż

Ω

`
y b sy

˘
d ∇y dx

ˇ̌
ˇ ď δ

ż

Ω

ˇ̌
∇y|2 dx ` C1pδqN‖sy‖2

8

ż

Ω

ˇ̌
y|2 dx.

ˇ̌
ˇ
ż

Ω

`
sy b y

˘
d ∇y dx

ˇ̌
ˇ ď δ

ż

Ω

ˇ̌
∇y|2 dx ` C2pδqN‖sy‖2

8

ż

Ω

ˇ̌
y|2 dx.

Logo, substituindo as duas últimas desigualdades no lado direito de (A.21),

temos

1
2

ż

Ω

d

dt

ˇ̌
y|2 dx `

ż

Ω

ˇ̌
∇y|2 dx ď 2δ

ż

Ω

ˇ̌
∇y|2 dx ` CpδqN‖sy‖2

8

ż

Ω

ˇ̌
y|2 dx

`
ż

Ω

pf ` v1ωq ¨ y dx.

Tomando δ “ 1{4 na última desigualdade, esta torna se

1
2
d

dt

ż

Ω

ˇ̌
y|2 dx ` 1

2

ż

Ω

ˇ̌
∇y|2 dx ď C‖sy‖2

8

ż

Ω

ˇ̌
y|2 dx ` 1

2

ż

Ω

ˇ̌
y|2 dx ` 1

2

ż

Ω

ˇ̌
pf ` v1ωq

ˇ̌2
dx.

(A.22)

Multiplicando por 2 e integrando em p0, T q a desigualdade anterior, obtemos
ż

Ω

ˇ̌
ypx, T q

ˇ̌2
dx ´

ż

Ω

ˇ̌
ypx, 0q

ˇ̌2
dx `

ż T

0

ż

Ω

ˇ̌
∇ypx, tq

ˇ̌2
dx dt

ď Cp‖ȳ‖2
8 ` 1q

ż T

0

ż

Ω

|y|2 dx dt `
ż T

0

ż

Ω

ˇ̌
pf ` v1ω

ˇ̌2
dx dt.

A última desigualdade implica que

‖y‖2
L2p0,T ;V q ď C

`
‖y‖2

L8p0,T ;Hq ` ‖f ` v1ω‖2
L2pQqN ` ‖yp0q‖2

H

˘
. (A.23)

Multiplicando por 2 a desigualdade (A.22), esta torna se

d

dt

ż

Ω

ˇ̌
y|2 dx ď pC‖sy‖2

8 ` 1q
ż

Ω

ˇ̌
y|2 dx `

ż

Ω

ˇ̌
pf ` v1ωq

ˇ̌2
dx.
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Utilizando a desigualdade de Gronwall (Teorema 1.47) na desigualdade anterior,

temos
ż

Ω

ˇ̌
ypx, tq

ˇ̌2
dx ď eCtp‖ȳ‖2

8`1q

ˆż

Ω

ˇ̌
ypx, 0q

ˇ̌2
dx `

ż t

0

ż

Ω

ˇ̌
f ` v1ω

ˇ̌2
dx ds

˙

ď CeCT ‖ȳ‖2
8

´
‖yp0q‖2

H ` ‖f ` v1ω‖2
L2pQqN

¯
, @t P r0, T s.

A última desigualdade implica que

‖y‖2
L8p0,T ;Hq ď CeCT ‖ȳ‖2

8

´
‖yp0q‖2

L2p0,T ;L2pΩqN q ` ‖f ` v1ω‖2
L2pQqN

¯
.

Finalmente, utilizando a desigualdade anterior e (A.23), obtemos

‖y‖2
L8p0,T ;HqXL2p0,T ;V q ď CeCT ‖ȳ‖2

8

´
‖yp0q‖2

L2p0,T ;L2pΩqN q ` ‖f‖2
L2pQqN

`‖v‖2
L2pωˆp0,T qqN

¯
. (A.24)

No resto da prova vamos estimar o termo ‖yt‖
2
L2p0,T ;V 1q.

Pela formulação fraca do sistema linearizado (5), temos

xyt, uy `
ż

Ω

∇y ¨ ∇u dx ´
ż

Ω

`
sy b y ` y b sy

˘
d ∇u dx “

ż

Ω

pf ` v1ωq ¨ u dx,

para todo u P V .

Logo, segue que

|xyt, uy| ď
ˇ̌
ˇ
ż

Ω

∇y ¨ ∇u dx
ˇ̌
ˇ `

ˇ̌
ˇ
ż

Ω

`
sy b y ` y b sy

˘
d ∇u dx

ˇ̌
ˇ `

ˇ̌
ˇ
ż

Ω

pf ` v1ωq ¨ u dx
ˇ̌
ˇ. (A.25)

Notemos que valem as desigualdades

ˇ̌
ˇ
ż

Ω

`
y b sy

˘
d ∇u dx

ˇ̌
ˇ ď C1‖sy‖8‖y‖L2pΩqN ‖∇u‖L2pΩqN .

ˇ̌
ˇ
ż

Ω

`
sy b y

˘
d ∇u dx

ˇ̌
ˇ ď C2‖sy‖8‖y‖L2pΩqN ‖∇u‖L2pΩqN .

Assim, aplicando a desigualdade de Hölder (Teorema 1.43) e substituindo as

duas desigualdades acima no lado direito de (A.25), podemos reescrevê-la, obtendo

xyt, uy ď C
`
‖∇y‖L2pΩqN ` ‖ȳ‖8‖y‖L2pΩqN ` ‖pf ` v1ωq‖L2pΩqN

˘
‖u‖V .

Utilizando a definição da norma ‖yt‖V 1 na última desigualdade, segue que

‖yt‖V 1 ď C
`
‖∇y‖L2pΩqN ` ‖ȳ‖8‖y‖L2pΩqN ` ‖pf ` v1ωq‖L2pΩqN

˘
.
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Elevando ao quadrado ambos lados da desigualdade anterior e integrando

em p0, T q, temos

‖yt‖
2
L2p0,T ;V 1q ď C

´
‖y‖2

L2p0,T ;V q ` ‖ȳ‖2
8‖y‖2

L2p0,T ;L2pΩqN q ` ‖f‖2
L2pQqN

`‖v‖2
L2pωˆp0,T qqN

¯
.

Lembrando a definição da norma no espaço L8p0, T ;Hq X L2p0, T ;V q, a última

desigualdade implica

‖yt‖
2
L2p0,T ;V 1q ď pC

´
‖y‖2

L8p0,T ;HqXL2p0,T ;V q ` ‖f‖2
L2pQqN ` ‖v‖2

L2pωˆp0,T qqN

¯
.

Finalmente, somando a desigualdade anterior com (A.24), obtemos a estimativa

desejada (A.20).
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B Desigualdade de Carleman

Neste apêndice, provaremos a desigualdade de Carleman dada no Teorema 0.2

para o sistema adjunto (7), isto é,

Ips, λ;ϕq ď C
`
1 ` T 2

˘
¨
˝s15{2λ20

ĳ

Q

e´4sα̂`2sα˚

ξ̂15{2|g|2 dx dt

`s16λ40

ĳ

ωˆp0,T q

e´8sα̂`6sα˚

ξ̂16|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚.

A prova será dividida em 5 partes. Na primeira parte abordaremos o sistema

adjunto (7) como se fosse N equações do calor. Logo, aplicaremos a desigualdade de

Carleman clássica para a equação do calor dada pelo Teorema A.7 para conseguir uma

estimativa para o termo Ips, λ, ϕq definido em (12). A estimativa é formada por integrais

globais do gradiente da pressão π, o termo g no lado direito da primeira equação do

sistema (7) e uma integral local da solução ϕ do sistema (7).

Na segunda parte, estimaremos a integral global do gradiente da pressão π da

primeira parte mediante integrais globais dos termos g, Dϕȳ que aparecem na primeira

equação do sistema adjunto (7), uma integral local da pressão π e do seu traço. Para

isso utilizaremos o fato que a primeira equação do sistema (7) pode ser vista como uma

equação elíptica satisfeita pela pressão π.

Na terceira parte, nos centraremos em estimar o termo do traço da pressão π

da segunda parte, utilizando resultados já conhecidos de regularidade para o sistema de

Navier-Stokes. A estimativa é formada por integrais globais dos termos g, ϕ e ∇ϕ, onde ϕ

é solução do sistema adjunto (7).

Tendo chegado até aqui, nos teremos uma desigualdade de Carleman, com lado

esquerdo Ips, λ, ϕq e lado direito com integrais locais dos termos ϕ, π e uma integral global

do termo g.

Na quarta parte, nos dedicaremos a estimar a integral local da pressão da

desigualdade de Carleman mencionada acima. Nessa integral, está presente uma função

peso dependente das variáveis espacial e temporal. Consequentemente, estimaremos a

integral local da pressão com peso dependente das variáveis espacial e temporal por outra

integral local da pressão com peso dependente só da variável temporal. Logo, estimaremos

esta última integral local mediante outra integral local do gradiente da pressão π. Utilizando

a equação satisfeita pelo vetor velocidade ϕ e a pressão π na primeira igualdade do sistema

adjunto (7), estimaremos a integral local do gradiente da pressão π em termos de integrais
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locais de θ̂g, θ̂∆ϕ, θ̂ϕt e θ̂∇ϕ. A partir daí nos concentraremos apenas em estimar essas

quatro integrais, o que será uma das maiores tarefas da quarta parte.

Na quinta e última parte reunimos todas as estimativas das partes anteriores

para obter a desigualdade de Carleman procurada no Teorema 0.2.

B.1 Desigualdade de Carleman para a equação do calor.

Nesta seção obteremos uma primeira estimativa para Ips, λ;ϕq definido em (12),

resultado dado no Lema B.1. Para encontrar essa estimativa, seguiremos os seguintes

passos :

• Vamos reescrever o sistema adjunto (7) como N equações do calor.

• Estimaremos Ips, λ;ϕq utilizando uma desigualdade de Carleman clássica para cada

equação do calor do passo anterior.

• Estimaremos a integral global de Dϕȳ na desigualdade do passo anterior em termos

da integral global de ∇ϕ.

• Finalmente, calcularemos a estimativa desejada de Ips, λ;ϕq.

Lema B.1. Suponha que (4) seja satisfeito. Então, existem três constantes positivas s1, λ1

e C, dependendo apenas de Ω e ω, tais que para cada ϕ0 P H e cada g P L2pQqN , a solução

correspondente pϕ, πq do problema (7) verifica

Ips, λ;ϕq ď C

¨
˚̋

ĳ

Q

e´2sαp|g|2 ` |∇π|2q dx dt ` s3λ4

ĳ

ω1ˆp0,T q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚, (B.1)

para quaisquer λ ě λ1p1 ` }ȳ}8q, s ě s1pT 4 `T 8q e funções auxiliares α e ξ dadas em (11).

Demonstração. Como já mencionamos no início da seção, vamos a dividir a prova deste

lema em 4 passos.

Passo 1 : Notemos que podemos reescrever a primeira equação do sistema (7) da forma

ϕt ` ∆ϕ “ G, (B.2)

onde G “ ´pg ` Dϕȳ ´ ∇πq. Então, cada componente de (B.2) pode ser reescrita como

ϕi,t ` ∆ϕi “ Gi, (B.3)

onde

Gi “ ´pgi ` pDϕȳqi ´ Biπq, para i “ 1, ..., N.
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Passo 2 : Como (B.3) é uma equação do calor para cada i “ 1, ..., N , podemos aplicar

a desigualdade de Carleman clássica (Teorema A.7) para cada i, onde consideramos um

aberto ω1 tal que ω1 Ť ω. Assim, temos que para cada i “ 1, ..., N existem constantes

positivas

λ1,i “ λ1,ipΩ, ω1q ě 1, s1,i “ s1,ipΩ, ω1qpT 7 ` T 8q, C1,i “ C1,ipΩ, ω1q,

tais que vale a desigualdade

s´1

ĳ

Q

e´2sαξ´1
`
|ϕi,t|2 ` |∆ϕi|2

˘
dx dt ` sλ2

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕi|2 dx dt

` s3λ4

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕi|2 dx dt

ď C1,i

¨
˚̋

ĳ

Q

e´2sα |Gi|2 dx dt ` s3λ4

ĳ

ω1ˆp0,T q

e´2sαξ3|ϕi|2 dx dt

˛
‹‚, (B.4)

para todo λ ě λ1,i, s ě s1,ipT 7 ` T 8q e i “ 1, ..., N .

Consideremos λ0 “ max
1ďiďN

tλ1,iu e s0 “ max
1ďiďN

ts1,iu. Logo, as N desigualdades

em (B.4) são satisfeitas para todo λ ě λ0, s ě s0pT 7 ` T 8q e i “ 1, ..., N .

Somando de 1 até N ambos lados da desigualdade (B.4), temos

Nÿ

i“1

¨
˝s´1

ĳ

Q

e´2sαξ´1
`
|ϕi,t|2 ` |∆ϕi|2

˘
dx dt ` sλ2

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕi|2 dx dt

`s3λ4

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕi|2 dx dt

˛
‚

ď
Nÿ

i“1

C1,i

¨
˚̋

ĳ

Q

e´2sα |Gi|2 dx dt ` s3λ4

ĳ

ω1ˆp0,T q

e´2sαξ3|ϕi|2 dx dt

˛
‹‚, (B.5)

para todo λ ě λ0, s ě s0pT 7 ` T 8q e i “ 1, ..., N .

Substituindo a desigualdade

|Gi|2 “ |pgi ` pDϕȳqi ´ Biπq|2 ď C˚
1,i

`
|gi|2 ` |pDϕȳqi|2 ` |Biπ|2

˘
,



Apêndice B. Desigualdade de Carleman 95

no lado direito de (B.5), temos que esta se torna

Nÿ

i“1

¨
˝s´1

ĳ

Q

e´2sαξ´1
`
|ϕi,t|2 ` |∆ϕi|2

˘
dx dt ` sλ2

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕi|2 dx dt

`s3λ4

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕi|2 dx dt

˛
‚

ď
Nÿ

i“1

C1,i

¨
˚̋

ĳ

Q

e´2sα
`
|gi|2 ` |pDϕȳqi|2 ` |Biπ|2

˘
dx dt ` s3λ4

ĳ

ω1ˆp0,T q

e´2sαξ3|ϕi|2 dx dt

˛
‹‚,

para todo λ ě λ0, s ě s0pT 7 ` T 8q e i “ 1, ..., N .

Passando os somatórios para dentro das integrais na desigualdade anterior e

sabendo que

Nÿ

i“1

|ϕi,t|2 “ |ϕt|2,
Nÿ

i“1

|∆ϕi|2 “ |∆ϕ|2,

Nÿ

i“1

|ϕi|2 “ |ϕ|2,
Nÿ

i“1

|∇ϕi|2 “ |∇ϕ|2,

Nÿ

i“1

|gi|2 “ |g|2,
Nÿ

i“1

|pDϕȳqi|2 “ |Dϕȳ|2

e
nÿ

i“1

|Biπ|2 “ |∇π|2,

temos a desigualdade

s´1

ĳ

Q

e´2sαξ´1
`
|ϕt|2 ` |∆ϕ|2

˘
dx dt ` sλ2

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt

` s3λ4

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt

ď C1

¨
˚̋

ĳ

Q

e´2sα
`

|g|2 ` |pDϕȳq|2 ` |∇π|2
˘

dx dt ` s3λ4

ĳ

ω1ˆp0,T q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚,

para todo λ ě λ0, s ě s0pT 7 ` T 8q.

Note que o lado esquerdo da última desigualdade é igual a Ips, λ, ϕq. Portanto,
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esta última desigualdade pode ser reescrita como

Ips, λ;ϕq ď C1

¨
˝

ĳ

Q

e´2sαp|g|2 ` |pDϕȳq|2 ` |∇π|2q dx dt

` s3λ4

ĳ

ω1ˆp0,T q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚, (B.6)

para todo λ ě λ0 e s ě s0pT 7 ` T 8q.

Passo 3 : Agora, lembrando a definição de Dϕ dada em (8) e a regularidade de ȳ dada

por (4), vamos a estimar o termo que envolve Dϕȳ no lado direito de (B.6). Para isso,

note que

C1 |pDϕȳq|2 ď C|∇ϕ|2 }ȳ}2

8 . (B.7)

Na desigualdade anterior, seja s1pΩ, ωq “ 1 e note que T 8ξ ě 28 ě 1, onde ξ é

dada em (11). Então, temos

C1 |pDϕȳq|2 ď CT 8ξ|∇ϕ|2 }ȳ}2

8 ď Cs }ȳ}2

8 ξ|∇ϕ|2, @s ě s1T
8.

Tomando λ1pΩ, ωq “ p2Cq1{2 na desigualdade anterior, temos

C1 |pDϕȳq|2 ď Cs }ȳ}2

8 ξ|∇ϕ|2 ď 1
2
sλ2ξ|∇ϕ|2, @λ ě λ1 }ȳ}8 , @s ě s1T

8. (B.8)

Sejam agora as constantes λ2pΩ, ωq “ maxtλ0, λ1u e s2pΩ, ωq “ maxts0, s1u.

Então, valem as seguintes relações

λ2pΩ, ωqp1 ` }ȳ}8q ě λ2 }ȳ} ě λ1 }ȳ} ,
s2pΩ, ωqpT 7 ` T 8q ě s1pΩ, ωqT 8,

λ2pΩ, ωqp1 ` }ȳ}8q ě λ2 ě λ0,

s2pΩ, ωqpT 7 ` T 8q ě s0pΩ, ωqpT 7 ` T 8q.

Pelas quatro últimas desigualdades concluímos que (B.6) e (B.8) são válidas

para todo λ ě λ2p1 ` }ȳ}8q e s ě s2pΩ, ωqpT 7 ` T 8q.

Multiplicando a desigualdade (B.8) por e´2sα e integrando em Q, conseguimos

estimar a integral global de Dϕȳ em termos da integral global de ∇ϕ, isto é,

C1

ĳ

Q

e´2sα |pDϕȳq|2 dx dt ď 1
2
sλ2

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt,

para todo λ ě λ2pΩ, ωqp1 ` }ȳ}8q e s ě s2pΩ, ωqpT 7 ` T 8q.
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Passo 4 : Finalmente, calcularemos a estimativa desejada para Ips, λ;ϕq.

Substituindo a última desigualdade no lado direito de (B.6), conseguimos

eliminar o termo que envolve Dϕȳ, obtendo

Ips, λ;ϕq ď C1

¨
˚̋

ĳ

Q

e´2sαp|g|2 ` |∇π|2q dx dt ` s3λ4

ĳ

ω1ˆp0,T q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚

` 1
2
sλ2

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt,

para todo λ ě λ2pΩ, ωqp1 ` }ȳ}8q e s ě s2pΩ, ωqpT 7 ` T 8q.

Substituindo na desigualdade anterior a expressão para Ips, λ, ϕq dada por (12)

e absorvendo a integral que envolve o termo |∇ϕ|2 no lado direito com seu similar no lado

esquerdo, temos

s´1

ĳ

Q

e´2sαξ´1
`
|ϕt|2 ` |∆ϕ|2

˘
dx dt ` 1

2
sλ2

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt

` s3λ4

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt

ď C1

¨
˚̋

ĳ

Q

e´2sαp|g|2 ` |∇π|2q dx dt ` s3λ4

ĳ

ω1ˆp0,T q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚.

Multiplicando por 2 ambos lados da desigualdade anterior, notamos que o lado

esquerdo resultante é maior que Ips, λ, ϕq, obtendo a desigualdade desejada (B.1), isto é,

Ips, λ;ϕq ď C2

¨
˚̋

ĳ

Q

e´2sαp|g|2 ` |∇π|2q dx dt ` s3λ4

ĳ

ω1ˆp0,T q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚,

para todo λ ě λ2pΩ, ωqp1 ` }ȳ}8q e s ě s2pΩ, ωqpT 7 ` T 8q.

B.2 Estimativa do gradiente da pressão π

Nesta seção estimaremos a integral global do gradiente da pressão π no lado

direito de (B.1) em termos de uma integral local da pressão π, um termo envolvendo o traço

de π e outras duas integrais globais envolvendo o termo g e o gradiente da velocidade ϕ.

Esta estimativa é dada no Lema B.2 e para encontrá-la seguiremos os seguintes passos :

• Olharemos a primeira equação do sistema (7) como um problema elíptico em π.

• Obteremos uma estimativa da integral global no espaço do gradiente da pressão π

utilizando uma desigualdade de Carleman para o problema elíptico do passo anterior.
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• Estimaremos a integral local no espaço do gradiente da pressão π na desigualdade

obtida no passo anterior em termos de I1 e I2 definidas em (B.19).

• Estimaremos I1 e I2.

• Utilizando os passos 3 e 4 eliminaremos o termo relacionado à integral local do

gradiente da pressão π da estimativa do passo 2.

• Finalmente, reescreveremos a estimativa global no espaço do gradiente da pressão

π em termos de novos pesos. Logo, integraremos em p0, T q para obter a estimativa

desejada.

Lema B.2. Suponha que (4) seja satisfeito. Então, existem três constantes positivas s2, λ2

e C, dependendo apenas de Ω e ω, tais que para cada ϕ0 P H e cada g P L2pQqN , a solução

correspondente pϕ, πq do problema (7) verifica

ż T

0

ż

Ω

e´2sα|∇π|2 dx dt ď C

ˆ
s

ż T

0

ż

Ω

e´2sαξ|g|2 dx dt ` s

ż T

0

ż

Ω

e´2sαξ|pDϕȳq|2 dx dt

`s1{2

ż T

0

e´2sα˚pξ˚q1{2}πptq}2
H1{2pBΩq dt

`s2λ2

ż T

0

ż

ω2

e´2sαξ2|π|2 dx dt
˙
, (B.9)

para todo λ ě λ2, s ě s2T
8 e funções auxiliares α, ξ, α˚ e ξ̂ dadas em (11).

Demonstração. Como já mencionamos no início da seção, vamos a dividir a prova deste

lema em 6 passos.

Passo 1 : Olharemos a primeira equação do sistema adjunto (7) como um problema

elíptico em π.

Aplicando o operador de divergência na primeira equação do sistema (7), temos

∇ ¨ p´ϕt ´ ∆ϕ ` ∇πq “ ∇ ¨ pg ` Dϕȳq. (B.10)

Logo, aplicando o operador divergência em cada um dos termos do lado esquerdo

de (B.10), vale

∇ ¨ ϕt “
Nÿ

i“1

B
Bxi

ϕi,t “
Nÿ

i“1

B
Bxi

ˆ B
Btϕi

˙
“

Nÿ

i“1

B
Bt

ˆ B
Bxi

ϕi

˙

“ B
Bt

˜
Nÿ

i“1

B
Bxi

ϕi

¸
“ B

Btp∇ ¨ ϕq “ 0,
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∇ ¨ ∆ϕ “ ∇ ¨ p∆ϕ1, ...,∆ϕN q

“ ∇ ¨
˜

Nÿ

i“1

Bi
2pϕ1q, ...,

Nÿ

i“1

Bi
2pϕN q

¸

“ B1

˜
Nÿ

i“1

Bi
2pϕ1q

¸
` ... ` BN

˜
Nÿ

i“1

Bi
2pϕN q

¸

“
Nÿ

i“1

B1pBi
2pϕ1qq ` ... `

Nÿ

i“1

BN pBi
2pϕN qq

“
Nÿ

i“1

Bi
2pB1pϕ1qq ` ... `

nÿ

i“1

Bi
2pBN pϕN qq

“
Nÿ

i“1

Bi
2pB1pϕ1q ` ... ` BN pϕN qq

“
Nÿ

i“1

Bi
2p∇ ¨ ϕq

“ 0

e

∇ ¨ p∇πq “ ∆π.

Portanto, substituindo as três igualdades anteriores em (B.10), temos

∆π “ ∇ ¨ pg ` Dϕȳq. (B.11)

Passo 2 : Neste passo, aplicaremos a desigualdade de Carleman do Teorema A.5 ao

problema elíptico (B.11) em π para obter uma estimativa da integral global no espaço do

gradiente da pressão π.

Pelo Teorema 1.68, πptq P H1pΩq para quase todo t P p0, T q. Então, o lado

direito de (B.11) pertence ao espaço H´1pΩq.

Escrevendo (B.11) explicitamente, obtemos

Nÿ

i“1

Bi
2pπq “

Nÿ

i“1

BipFiq, (B.12)

onde

F “ g ` Dϕȳ.

Comparando (B.12) com (A.4) e utilizando as notações no contexto do Teo-
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rema A.5, temos que

aij “ δij “

$
&
%

1, se i “ j,

0, se i ‰ j,

bi “ 0, para i “ 1, ..., N,

ci “ 0, para i “ 1, ..., N,

d “ 0,

fj “ pg ` Dϕȳqj, para j “ 1, ..., N,

f “ 0,

y “ π,

e

η “ pϕ,

onde

ηpxq “ eλη0pxq, (B.13)

com η0 definida em (10).

Assim, aplicando o Teorema A.5 no problema elíptico dado por (B.12), temos

que existem constantes C0 ą 0, pλ ą 1 e pτ ą 1, tais que vale a desigualdade
ż

Ω

e2τη|∇π|2dx ` τ 2λ2

ż

Ω

η2|π|2e2τηdx

ď C0

˜
τ 1{2e2τ }π}2

H1{2pBΩq `
Nÿ

j“1

τ

ż

Ω

|pg ` Dϕȳqj|2 ηe2τηdx

`
ż

ω1

p|∇π|2 ` τ 2λ2η2|π|2qe2τηdx
˙
, (B.14)

para todo λ ě pλ e τ ě pτ .

Substituindo as desigualdades
ż

Ω

e2τη|∇π|2dx ď
ż

Ω

e2τη|∇π|2dx ` τ 2λ2

ż

Ω

η2|π|2e2τηdx

e
Nÿ

j“1

|pg ` Dϕȳqj|2 ď 2
Nÿ

j“1

p|gj|2 ` |pDϕȳqj|2q “ 2p|g|2 ` |pDϕȳq|2q

em (B.14), temos
ż

Ω

e2τη|∇πptq|2dx ď C1

ˆ
τ

ż

Ω

e2τηη
`
|pDϕȳq|2 ` |g|2

˘
ptqdx ` τ 1{2e2τ }πptq}2

H1{2pBΩq

˙

`
ż

ω1

e2τη
`
|∇π|2 ` τ 2λ2η2|π|2

˘
ptqdx, (B.15)
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para quase todo t P p0, T q, para todo λ ě pλ e τ ě pτ .

A desigualdade (B.15) tem um papel importante, pois desta desigualdade vamos

a deduzir a estimativa desejada em (B.9). Mas para isso precisamos eliminar a integral

local de ∇π no lado direito de (B.15).

Passo 3 : Neste passo, estimaremos a integral local no espaço do gradiente da pressão π

no lado direito da desigualdade (B.15), em termos de I1 e I2 definidas em (B.19).

Começaremos estimando a integral local de ∇π no lado direito de (B.15) em

termos de uma integral local de π em um aberto ω2 que satisfaça ω1 Ť ω2 Ť ω. Para isso,

introduzimos uma função ζ P C2
c pω2q tal que ζ ” 1 em ω1 com 0 ď ζ ď 1.

Notemos que
ż

ω1

e2τη|∇πptq|2dx “
ż

ω1

e2τηζ|∇πptq|2dx ď
ż

ω2

e2τηζ
`
∇πptq ¨ ∇πptq

˘
dx. (B.16)

Escrevendo o último termo à direita da desigualdade anterior em termos de

suas funções coordenadas, temos

ż

ω2

e2τηζ∇πptq ¨ ∇πptqdx “
Nÿ

i“1

ż

ω2

Bi

`
πptq

˘
e2τηζBi

`
πptq

˘
dx. (B.17)

Observemos que para cada 1 ď i ď N , mediante a integração por partes no

lado direito de (B.17), obtemos
ż

ω2

Bipπptqqe2τηζBipπptqqdx “ ´
ż

ω2

πptqBi

`
e2τηζBipπptqq

˘
dx,

pois ζ tem suporte contido em ω2.

Expandindo também o termo Bi

`
e2τηζBipπptqq

˘
na igualdade anterior, temos

ż

ω2

πptqBipe2τηζBipπptqqqdx “
ż

ω2

πptqBipe2τηζqBipπptqqdx `
ż

ω2

πptqe2τηζBi
2pπptqqdx.

Substituindo as duas últimas igualdades em (B.17), esta última torna se

ż

ω2

e2τηζ ∇πptq ¨ ∇πptq dx “
Nÿ

i“1

ż

ω2

Bipπptqqe2τηζBipπptqq dx

“ ´
Nÿ

i“1

ż

ω2

πptqBipe2τηζqBipπptqq dx ´
Nÿ

i“1

ż

ω2

πptqe2τηζBi
2pπptqq dx

“ ´1
2

Nÿ

i“1

ż

ω2

Bipe2τηζqBipπptq2q dx ´
Nÿ

i“1

ż

ω2

e2τηζπptqBi
2pπptqq dx

“ ´1
2

ż

ω2

∇pe2τηζq ¨ ∇ |πptq|2 dx ´
ż

ω2

e2τηζπptq∆pπptqq dx,
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ou seja,
ż

ω2

e2τηζ ∇πptq ¨ ∇πptq dx “ ´1
2

ż

ω2

∇pe2τηζq ¨ ∇ |πptq|2 dx ´
ż

ω2

e2τηζπptq∆pπptqq dx.

(B.18)

Integrando por partes o primeiro termo do lado direito da equação anterior e

lembrando que ζ tem suporte contido em ω2, temos

´1
2

ż

ω2

∇pe2τηζq ¨ ∇|πptq|2dx “ 1
2

ż

ω2

∆pe2τηζq|πptq|2dx.

Notemos que o segundo termo do lado direito da igualdade (B.18) pode ser

reescrito como
ż

ω2

e2τηζπptq∆pπptqqdx “
〈

e2τη∆πptq, ζπptq
〉

H´1pω2q,H1

0
pω2q

.

Substituindo as duas últimas igualdades no lado direito de (B.18) e o resultado

no lado direito de (B.16), obtemos a estimativa desejada
ż

ω1

e2τη|∇πptq|2dx ď I1 ` I2. (B.19)

onde

I1 “ ´
〈

e2τη∆πptq, ζπptq
〉

H´1pω2q,H1

0
pω2q

, I2 “ 1
2

ż

ω2

∆pe2τηζq|πptq|2 dx.

Passo 4 : Neste passo estimaremos os termos do lado direito da desigualdade (B.19), isto

é, I1 e I2.

Começaremos substituindo (B.11), isto é, ∆π “ ∇ ¨ pg ` Dϕȳq, no primeiro

termo do lado direito de (B.19), ou seja,

I1 “ ´
〈

e2τη∆pπptqq, ζπptq
〉

H´1pω2q,H1

0
pω2q

“ ´
〈

e2τη∇ ¨ pg ` Dϕȳqptq, ζπptq
〉

H´1pω2q,H1

0
pω2q

“ ´
ż

ω2

e2τη ∇ ¨ pg ` Dϕȳqptqζπptqdx

“ ´
Nÿ

i“1

ż

ω2

e2τηBippgi ` pDϕȳqiqptqqζπptqdx,

portanto,

´
〈

e2τη∆pπptqq, ζπptq
〉

H´1pω2q,H1

0
pω2q

“ ´
Nÿ

i“1

ż

ω2

e2τηBi ppgi ` pDϕȳqiqptqq ζπptqdx. (B.20)
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Integrando por partes para i “ 1, ..., N o lado direito de (B.20) e tendo em

conta que ζ tem suporte contido em ω2, obtem-se
ż

ω2

e2τηBippgi ` pDϕȳqiqptqqζπptqdx “ ´
ż

ω2

pgi ` pDϕȳqiqptqBipe2τηζπptqqdx

“ ´
ż

ω2

pDϕȳ ` gqiptq
`
Bipe2τηζqπptq

˘
dx (B.21)

´
ż

ω2

pDϕȳ ` gqiptq
`
e2τηζBipπptqq

˘
dx.

Substituindo a igualdade anterior em (B.20) e passando os somatórios para

dentro das integrais, obtemos

´
〈

e2τη∆pπptqq, ζπptq
〉

H´1pω2q,H1

0
pω2q

“
ż

ω2

∇pe2τηζq ¨ pDϕȳ ` gqptqπptqdx

`
ż

ω2

e2τηζpDϕȳ ` gqptq ¨ ∇πptqdx. (B.22)

Tendo chegado até aqui, pela igualdade (B.22), deduzimos que para estimar

mas adiante o lado direito de (B.19), precisamos de estimativas que ainda não temos para

o gradiente e Laplaciano de e2τηζ. Estimativas que apresentaremos agora.

Desenvolvendo componente a componente ∇pe2τηζq e ∆pe2τηζq. Utilizando a

desigualdade triangular e regularidade de η dada em (B.13) e ζ P C2
c pω2q, temos que

existem constantes positivas sλ0 e sλ1, tais que valem as desigualdades

|∆pe2τηζq| ď 2C2τ
2λ2η2e2τη, @λ ě sλ0 (B.23)

e

|∇pe2τηζq| ď C3τληe
2τη, @λ ě sλ1. (B.24)

Estimemos agora o lado direito de (B.22). Comecemos estimando o segundo

termo do lado direito de (B.22). Aplicando as desigualdades de Cauchy e Cauchy-Schwarz

(ver teoremas 1.38 e 1.41), obtemos
ż

ω2

e2τηζpDϕȳq ` gqptq ¨ ∇πptqdx ď
ż

ω2

e2τηζ|pDϕȳ ` gqptq||∇πptq|dx

ď 1
2

ż

ω2

e2τηζ
`
|pDϕȳ ` gqptq|2 ` |∇πptq|2

˘
dx

ď
ż

ω2

e2τηζ
`
|Dϕȳptq|2 ` |gptq|2

˘
dx

` 1
2

ż

ω2

e2τηζ|∇πptq|2dx

ď C

2

ż

ω2

e2τη
`
|Dϕȳptq|2 ` |gptq|2

˘
dx

` 1
2

ż

ω2

e2τηζ|∇πptq|2dx,
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ou seja,
ż

ω2

e2τηζpDϕȳq ` gqptq ¨ ∇πptqdx ď C

2

ż

ω2

e2τη
`
|Dϕȳptq|2 ` |gptq|2

˘
dx

` 1
2

ż

ω2

e2τηζ|∇πptq|2dx. (B.25)

Para estimar o primeiro termo do lado direito de (B.22), isto é,
ż

ω2

∇pe2τηζq ¨ pDϕȳ ` gqptqπptqdx,

vamos a substituir neste, a estimativa para o termo ∇pe2τηζq dada em (B.24). Logo,

utilizando novamente as desigualdades de Cauchy e Cauchy-Schwarz, obtem-se
ż

ω2

∇pe2τηζq ¨ pDϕȳ ` gqptqπptqdx ď
ż

ω2

|∇pe2τηζq||pDϕȳ ` gqptq||πptq| dx

ď C3

ż

ω2

τληe2τη|pDϕȳ ` gqptq||πptq|dx

ď C3

2

ż

ω2

e2τη
`
τ 2λ2η2p|πptq|q2 ` |pDϕȳ ` gqptq|2

˘
dx

ď C3

2
τ 2η2

ż

ω2

e2τηη2|πptq|2dx

` C3

ż

ω2

e2τη
`
|Dϕȳptq|2 ` |gptq|2

˘
dx,

ou seja,
ż

ω2

∇pe2τηζq ¨ pDϕȳ ` gqptqπptqdx ď C3

2
τ 2η2

ż

ω2

e2τηη2|πptq|2dx

` C3

ż

ω2

e2τη
`
|Dϕȳptq|2 ` |gptq|2

˘
dx. (B.26)

Substituindo as desigualdades (B.25) e (B.26) no lado direito de (B.22), conse-

guimos a estimativa desejada para o primeiro termo do lado direito de (B.19), ou seja,

I1 “ ´
〈

e2τη∆pπptqq, ζπptq
〉

H´1pω2q,H1

0
pω2q

ď C4

ˆ
τ 2λ2

ż

ω2

e2τηη2|πptq|2dx `
ż

ω2

e2τηp|Dϕȳ|2 ` |g|2qptqdx
˙

` 1
2

ż

ω2

e2τηζ|∇πptq|2dx. (B.27)

Para estimar o segundo termo do lado direito de (B.19), precisamos apenas

substituir a desigualdade (B.23) em (B.19), obtendo

I2 “ 1
2

ż

ω2

∆pe2τηζq|πptq|2dx ď C2τ
2λ2

ż

ω2

e2τηη2|πptq|2dx. (B.28)
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Passo 5 : Neste passo, vamos eliminar o termo relacionado com a integral local do

gradiente da pressão π do lado direito de (B.15).

Começaremos substituindo as desigualdades (B.27) e (B.28) no lado direito de

(B.19). Assim, temos que (B.19) torna se
ż

ω2

e2τηζ ∇πptq ¨ ∇πptqdx ď C2τ
2λ2

ż

ω2

e2τηη2|πptq|2dx

` C4

ˆ
τ 2λ2

ż

ω2

e2τηη2|πptq|2dx `
ż

ω2

e2τηp|Dϕȳ|2 ` |g|2qptqdx
˙

` 1
2

ż

ω2

e2τηζ ∇πptq ¨ ∇πptqdx.

Nesta última desigualdade, notamos que o último termo do lado direito pode ser

absorvido pelo termo do lado esquerdo. Multiplicando por 2 ambos lados da desigualdade

resultante e considerando C˚ “ maxtC2, C4u, temos
ż

ω2

e2τηζ ∇πptq ¨ ∇πptqdx ď 2C˚

ˆ
τ 2λ2

ż

ω2

e2τηη2|πptq|2dx

`
ż

ω2

e2τηp|Dϕȳ|2 ` |g|2qptqdx
˙
.

Substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.16) e a desigualdade

resultante no lado direito de (B.15), temos
ż

Ω

e2τη|∇πptq|2dx ď C˚
1

ˆ
τ

ż

Ω

e2τηη
`
|pDϕȳq|2 ` |g|2

˘
ptqdx ` τ 1{2e2τ }π}2

H1{2pBΩq

` τ 2λ2

ż

ω2

e2τηη2|πptq|2 dx
˙

` C˚
2

ˆ
τ 2λ2

ż

ω2

e2τηη2|πptq|2dx

`
ż

ω2

e2τηp|Dϕȳ|2 ` |g|2qptqdx
˙

ď C˚
3

ˆ
τ

ż

Ω

e2τηη
`
|pDϕȳq|2 ` |g|2

˘
ptqdx ` τ 1{2e2τ }π}2

H1{2pBΩq

` τ 2λ2

ż

ω2

e2τηη2|πptq|2 `
ż

ω2

e2τη
`
|Dϕȳ|2 ` |g|2

˘
ptqdx

˙

ď C˚
4

ˆ
τ

ż

Ω

e2τηη
`
|pDϕȳq|2 ` |g|2

˘
ptqdx

` τ 1{2e2τ }π}2
H1{2pBΩq ` τ 2λ2

ż

ω2

e2τηη2|πptq|2 dx
˙
.

A desigualdade anterior é válida para todo λ ě λ2pΩ, ωq e τ ě τ , onde
sλ2 “ maxtsλ, sλ0, sλ1u. Pois esta última desigualdade resulta de combinar essencialmente as

desigualdades (B.15), (B.23) e (B.24), quais são válidas para todo λ ě pλ e τ ě pτ , λ ě sλ0 e

λ ě sλ1, respectivamente.
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Em resumo, pela última desigualdade, conseguimos eliminar a integral local de

∇π no lado direito de (B.15), tornando esta em
ż

Ω

e2τη|∇πptq|2dx ď C˚
4

ˆ
τ

ż

Ω

e2τηη
`
|pDϕȳq|2 ` |g|2

˘
ptqdx

` τ 1{2e2τ }π}2
H1{2pBΩq ` τ 2λ2

ż

ω2

e2τηη2|πptq|2 dx
˙
, (B.29)

para todo λ ě λ2pΩ, ωq e τ ě τ .

Passo 6 : No resto da seção vamos a reescrever a desigualdade (B.29), cujos pesos são

dados pelas funções

e2τη, τ 2τηη, τ 1{2e2τ , τ 2λ2e2τηη2,

em termos dos novos pesos

e´2sα, se´2sαξ, s1{2e´2sα˚pξ˚q1{2, s2λ2e´2sαξ2.

Vamos começar considerando a mudança de variável

τ “ s

t4pT ´ tq4
eλm}η0}8 , (B.30)

onde η0 é dada como em (10).

Observemos que para t P p0, T q, vale

0 ď pT ´ 2tq2 ðñ 0 ď T 2 ´ 4Tt ` 4t2

ðñ tpT ´ tq ď
ˆ
T

2

˙2

ðñ 1 ď T 8

28t4pT ´ tq4
. (B.31)

Tomando

s ě ss0T
8, (B.32)

onde s̄0 :“ sτ
28

, temos que a desigualdade (B.29) é satisfeita para τ dado por (B.30).

Substituindo τ dado por (B.30) na desigualdade (B.29) e multiplicando a

mesma por e´2sµptq, onde

µptq “ e5{4λm}η0}8

t4pT ´ tq4
,

temos
ˆż

Ω

e2τη|∇π|2dx
˙
e´2sµptq ď C˚

4 e
´2sµptq

ˆ
τ

ż

Ω

e2τηηp|pDϕȳq|2 ` |g|2qptqdx

` τ 1{2e2τ }π}2
H1{2pBΩq ` τ 2λ2

ż

ω2

e2τηη2|πptq|2 dx
˙
. (B.33)
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Passando a exponencial e´2sµptq para dentro das integrais, adicionando seus

expoentes, e observando que

e2τηe´2sµptq “ exp

˜
2s

eλpm}η0}
8

`η0pxqq
t4pT ´ tq4

´ 2s
e5{4λm}η0}8

t4pT ´ tq4

¸

“ exp

˜
´2s

e5{4λm}η0}8 ´ eλpm}η0}
8

`η0pxqq
t4pT ´ tq4

¸

“ e´2sα

e

e2τe´2sµptq “ exp

˜
2s

eλm}η0}
8

t4pT ´ tq4
´ 2s

e5{4λm}η0}8

t4pT ´ tq4

¸

“ exp

˜
´2s

e5{4λm}η0}8 ´ eλm}η0}
8

t4pT ´ tq4

¸

“ e´2sα˚

,

temos que (B.33) torna se
ż

Ω

e´2sα|∇π|2dx ď C˚
4

ˆ
τ

ż

Ω

e´2sαηp|pDϕȳq|2 ` |g|2qptqdx

` τ 1{2e´2sα˚}πptq}2
H1{2pBΩq ` τ 2λ2

ż

ω2

e´2sαη2|πptq|2 dx
˙
. (B.34)

Vamos agora expressar τ e η em termos de s e ξ

τη “ s

t4pT ´ tq4
eλm}η0}

8eλη0 “ s
eλpm}η0}

8
`η0q

t4pT ´ tq4
“ sξ,

τ 1{2 “
˜
s

eλm}η0}
8

t4pT ´ tq4

¸1{2

“ s1{2pξ˚q1{2,

τ 2η2 “
˜
s

eλm}η0}
8

t4pT ´ tq4

¸2

peλη0q2 “ s2

˜
eλm}η0}

8

t4pT ´ tq4

¸2

“ s2ξ2.

Substituindo as igualdades acima na desigualdade (B.34), temos que esta torna

se
ż

Ω

e´2sα|∇πptq|2dx ď C˚
4

ˆ
s

ż

Ω

e´2sαξp|pDϕȳq|2 ` |g|2qptqdx

` s1{2e´2sα˚pξ˚q1{2}πptq}2
H1{2pBΩq ` s2λ2

ż

ω2

e´2sαξ2|πptq|2 dx
˙
.
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Finalmente, integrando a desigualdade anterior em p0, T q, obtemos a estimativa

desejada para a integral global de ∇π procurada em (B.9), isto é,

ż T

0

ż

Ω

e´2sα|∇π|2 dx dt ď C˚
4

ˆ
s

ż T

0

ż

Ω

e´2sαξ|g|2 dx dt ` s

ż T

0

ż

Ω

e´2sαξ|pDϕȳq|2 dx dt

`s1{2

ż T

0

e´2sα˚pξ˚q1{2}πptq}2
H1{2pBΩq dt

`s2λ2

ż T

0

ż

ω2

e´2sαξ2|π|2 dx dt
˙
,

para todo λ ě sλ2 e s ě ss0T
8.

B.3 Estimativa do traço da pressão π

Nesta seção mostraremos dois resultados principais dados pelos lemas B.3 e B.4.

O primeiro é uma estimativa do traço da pressão π e o segundo é referido a uma estimativa

de Ips, λ;ϕq definido em (12).

B.3.1 Primeiro resultado principal da subseção

Nesta subseção estimaremos o terceiro termo do lado direito de (B.9), isto é,

a integral que envolve o traço de π mediante integrais que envolvem os termos |g|2, |φ|2

e |∇φ|2 com expoentes adequados para os parâmetros s e λ. Este resultado é dado pelo

lema B.3.

Lema B.3. Suponha que (4) seja satisfeito. Então, existem constantes positivas s3 e C,

dependendo apenas de Ω e ω, tais que para cada ϕ0 P H e cada g P L2pQqN , a solução

correspondente pϕ, πq do problema (7) verifica

ż T

0

‖π˚ptq‖2
H1{2pBΩq dt ď C

¨
˝s

ĳ

Q

e´2sαξ|g|2 dx dt

`s }ȳ}2

8

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt

`s5{2T 2

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt

˛
‚, (B.35)

para todo s ě s3T
8 e funções auxiliares α, ξ, α˚ e ξ dadas em (11), onde

π˚ “ s1{4e´sα˚pξ˚q1{4π.

Para demonstrar o Lema B.3 seguiremos os seguintes passos :
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• Mostraremos que o par pϕ˚, π˚q é solução do sistema de Navier Stokes linear (B.36)

para obter, mediante estimativas de energia, uma estimativa da norma da pressão

π˚ no espaço L2p0, T ;H1pΩqq.

• Utilizando o passo anterior, estimaremos a integral do traço da pressão π em termos

das integrais T1, T2 e T3 definidas em (B.41).

• Estimaremos T1 ` T2.

• Estimaremos T3.

• Finalmente, utilizando os passos 2, 3 e 4, estimaremos a integral do traço de π em

termos de integrais globais dos termos g, ϕ e ∇ϕ.

Demonstração. (do Lema B.3) Como já mencionamos acima, vamos a dividir a prova deste

lema em 5 passos.

Passo 1 : Consideremos as funções

ϕ˚ “ s1{4e´sα˚pξ˚q1{4ϕ e π˚ “ s1{4e´sα˚pξ˚q1{4π.

Observemos que

ϕ˚
t “ s1{4pe´sα˚pξ˚q1{4qtϕ ` s1{4e´sα˚pξ˚q1{4ϕt,

∆ϕ˚ “ s1{4e´sα˚pξ˚q1{4∆ϕ,

∇π˚ “ s1{4e´sα˚pξ˚q1{4∇π.

Lembremos que ϕ satisfaz a primeira equação do sistema (7), isto é,

´ϕt ´ ∆ϕ ´ Dϕȳ ` ∇π “ g.

Multiplicando a igualdade anterior por s1{4e´sα˚pξ˚q1{4 e substituindo os termos

da igualdade resultante em função de ϕ˚, π˚, ∇π˚, temos que ϕ˚ e π˚ satisfazem
$
’’’’’’&
’’’’’’%

´ϕ˚
t ´ ∆ϕ˚ ` ∇π˚ “ g˚ em Q,

∇ ¨ ϕ˚ “ 0 em Q,

ϕ˚ “ 0 sobre Σ,

ϕ˚pT q “ 0 em Ω,

(B.36)

onde

g˚ “ s1{4e´sα˚pξ˚q1{4g ` s1{4e´sα˚pξ˚q1{4Dϕy ´ s1{4pe´sα˚pξ˚q1{4qtϕ. (B.37)
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Usando propriedades de regularidade para o sistema (B.36) dadas no Teo-

rema 1.63, temos que

ϕ˚ P L2p0, T ;H2pΩqN X V q X L8p0, T ;V q,
ϕ˚

t P L2p0, T ;Hq,
π˚ P L2p0, T ;H1pΩqq.

Além disso, temos que as funções ϕ˚, ϕ˚
t , e π˚ são limitadas em seus respec-

tivos espaços pelo termo ‖g˚‖L2pQqN , onde g˚ é o lado direito da primeira equação do

sistema (B.36). Para π˚, temos

‖π˚‖2
L2p0,T ;H1pΩqq ď C1

ĳ

Q

|g˚|2 dx dt. (B.38)

Passo 2 : Neste passo, estimaremos a integral do traço da pressão π do lado direito da

desigualdade (B.9) em termos de T1, T2 e T3 definidas em (B.41).

Pelo Teorema 1.19, podemos estimar o traço de π˚ em termos da norma H1pΩq
de π˚. Isto é, que existe sC ą 0 tal que

‖π˚ptq‖H1{2pBΩq ď sC‖π˚ptq‖H1pΩq.

Consequentemente, elevando ao quadrado ambos lados da desigualdade anterior,

integrando em p0, T q e utilizando a desigualdade (B.38), obtem-se

ż T

0

‖π˚ptq‖2
H1{2pBΩqdt ď sC

ż T

0

‖π˚ptq‖2
H1pΩq dt

ď C2

ĳ

Q

|g˚|2 dx dt. (B.39)

Agora, pela definição de g˚ dada em (B.37), aplicando as desigualdades trian-

gular e o fato que pa ` bq ď 2pa2 ` b2q para a, b P R, obtemos

|g˚|2 “ |s1{4e´sα˚pξ˚q1{4g ` s1{4e´sα˚pξ˚q1{4Dϕy ´ s1{4pe´sα˚pξ˚q1{4qtϕ|2

ď
´

|s1{4e´sα˚pξ˚q1{4g| ` |s1{4e´sα˚pξ˚q1{4Dϕy| ` |s1{4pe´sα˚pξ˚q1{4qtϕ|
¯2

ď sC3

´
|s1{4e´sα˚pξ˚q1{4g|2 ` |s1{4e´sα˚pξ˚q1{4Dϕy|2 ` |s1{4pe´sα˚pξ˚q1{4qtϕ|2

¯

“ sC3

´
s1{2e´2sα˚pξ˚q1{2|g|2 ` s1{2e´2sα˚pξ˚q1{2|Dϕy|2 ` s1{2|pe´sα˚pξ˚q1{4qt|2|ϕ|2

¯
.

Logo, substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.39), esta última
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torna se

ż T

0

‖π˚ptq‖2
H1{2pBΩq dt ď C3

¨
˝s1{2

ĳ

Q

e´2sα˚pξ˚q1{2|g|2 dx dt

`s1{2

ĳ

Q

e´2sα˚pξ˚q1{2|Dϕy|2 dx dt

`s1{2

ĳ

Q

|pe´sα˚pξ˚q1{4qt|2|ϕ|2 dx dt

˛
‚. (B.40)

Agora, eliminemos o termo que envolve a pDϕȳq na última desigualdade. Para

isso, substituindo a desigualdade (B.7), isto é,

C1 |pDϕȳq|2 ď C|∇ϕ|2 }ȳ}2

8

no segundo termo do lado direito da desigualdade anterior, temos

ż T

0

‖π˚ptq‖2
H1{2pBΩqdt ď C4 pT1 ` T2 ` T3q , (B.41)

onde

T1 “ s1{2

ĳ

Q

e´2sα˚pξ˚q1{2|g|2 dx dt, T2 “ s1{2 }ȳ}2

8

ĳ

Q

e´2sα˚pξ˚q1{2|∇ϕ|2 dx dt

T3 “ s1{2

ĳ

Q

|pe´sα˚pξ˚q1{4qt|2|ϕ|2 dx dt.

Passo 3 : Neste passo estimaremos T1 ` T2 no lado direito de (B.41).

Pela igualdade (B.30) e pelas definições de α˚, ξ˚, α e ξ dadas em (11), as

seguintes desigualdades são válidas

ξ˚ptq ď ξpx, tq, e´2sα˚ ď e´2sα e sξ˚ptq ě sτ ą 1, para s ě ss0T
8,

com ss0 como em (B.32).

Pelas três desigualdades anteriores e tomando ss1 tal que ss1 ě ss0 e ss1T
8 ě 1,

vale

s1{2e´2sα˚pξ˚q1{2 ď se´2sαξ, @s ě ss1T
8.

Portanto, da última desigualdade, podemos estimar T1 ` T2 no lado direito

de (B.41) da seguinte forma

T1 ` T2 ď s

ĳ

Q

e´2sαξ|g|2 dx dt ` s }ȳ}2

8

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt, (B.42)
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para todo s ě ss1T
8.

Passo 4 : Neste passo vamos obter uma estimativa para o terceiro termo do lado direito

de (B.41), isto é, T3.

Para isso, vamos estimar a derivada temporal da função peso e´sα˚pξ˚q1{4.

Observemos que

pe´sα˚pξ˚q1{4qt “ e´sα˚

ˆ
´sα˚

t pξ˚q1{4 ` 1
4

pξ˚q3{4ξ˚
t

˙
. (B.43)

Lembrando as definições de ξ˚ e α˚ dadas em (11), deduzimos as desigualdades

ξ˚
t ď 4T pξ˚q5{4 e α˚

t ď 4T pξ˚q5{4. (B.44)

De onde obtemos

1
4

pξ˚q3{4ξ˚
t ď T pξ˚q1{2 e ´ sα˚

t pξ˚q1{4 ď 4sT pξ˚q3{2.

Substituindo a última desigualdade em (B.43) e tomando C5 ě 4, obtemos uma

estimativa para a função e´sα˚pξ˚q1{4

´
e´sα˚pξ˚q1{4

¯
t

ď C5e
´sα˚ `

sT pξ˚q3{2 ` T pξ˚q1{2
˘

“ C5e
´sα˚

T pξ˚q1{2 psξ˚ ` 1q .

Como sξ˚ ě 1 para todo s ě ss1T
8, então a desigualdade anterior se torna

´
e´sα˚pξ˚q1{4

¯
t

ď C6e
´sα˚

sT pξ˚q3{2.

Finalmente, como consequência da última desigualdade o terceiro termo do

lado direito de (B.42) é estimado da seguinte forma

T3 “
ĳ

Q

|pe´sα˚pξ˚q1{4qt|2|ϕ|2 dx dt ď C7s
2T 2

ĳ

Q

e´2sα˚pξ˚q3|ϕ|2 dx dt

ď C7s
2T 2

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt.

Passo 5 : Neste passo, utilizando os passos 2, 3 e 4, estimaremos a integral do traço de π

em termos de integrais globais dos termos g, ϕ e ∇ϕ.

Substituindo a última desigualdade do passo anterior e (B.42) no lado direito

de (B.41), obtemos a estimativa para a integral que envolve o traço de π procurada no



Apêndice B. Desigualdade de Carleman 113

Lema B.3, isto é,

ż T

0

‖π˚ptq‖2
H1{2pBΩq dt ď C8

¨
˝s

ĳ

Q

e´2sαξ|g|2 dx dt

`s }ȳ}2

8

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt

`s5{2T 2

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt

˛
‚,

para todo s ě ss1T
8.

B.3.2 Segundo resultado principal da subseção

Nesta subseção encontraremos uma nova estimativa para Ips, λ;ϕq, que é dada

no Lema B.4. Para isso, encontraremos uma nova estimativa para o lado esquerdo de (B.9),

para depois utilizar o Lema B.1 para estimar Ips, λ;ϕq.

Lema B.4. Suponha que (4) seja satisfeito. Então, existem três constantes positivas s4, λ4

e C, dependendo apenas de Ω e ω, tais que para cada ϕ0 P H e cada g P L2pQqN , a solução

correspondente pϕ, πq do problema (7) verifica

Ips, λ;ϕq ď C

¨
˚̋
s3λ4

ĳ

ω1ˆp0,T q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt ` s2λ2

ĳ

ω2ˆp0,T q

e´2sαξ2|π|2 dx dt

`s
ĳ

Q

e´2sαξ|g|2 dx dt

˛
‚, (B.45)

para todo λ ě λ4p1 ` }ȳ}8q, s ě s4pT 7 ` T 8q e funções auxiliares α, ξ dadas em (11).

Demonstração. Pelo Lema B.3, temos que vale a desigualdade (B.35) e pelo Lema B.2

vale a desigualdade (B.9). Logo, substituindo (B.35) no lado direito de (B.9), tem-se

ĳ

Q

e´2sα|∇π|2 dx dt ď C

¨
˝s }ȳ}2

8

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt

`s
ĳ

Q

e´2sαξ|g|2 dx dt ` s5{2T 2

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt

`s2λ2

ĳ

ω2ˆp0,T q

e´2sαξ2|π|2 dx dt

˛
‹‚,

para todo λ ě λ2 e s ě ss1T
8, onde ss1 “ maxts2, s3u.
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Agora, pelo Lema B.1 vale a desigualdade (B.1). Logo, substituindo a última

desigualdade no lado direito de (B.1), obtemos

Ips, λ, ϕq ď C1

¨
˚̋
s3λ4

ĳ

ω1ˆp0,T q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt

`s2λ2

ĳ

ω2ˆp0,T q

e´2sαξ2|π|2 dx dt ` s

ĳ

Q

e´2sαξ|g|2 dx dt

`s5{2T 2

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt ` s }ȳ}2

8

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt

˛
‚, (B.46)

para todo λ ě sλ3p1 ` }sy}8q e s ě ss3pT 7 ` T 8q, onde sλ3 “ maxtλ1, λ2u e ss3 “ maxts1, ss1u.

Agora estimaremos os últimos dois termos do lado direito da última desigualdade.

Tomando constantes ss4 e sλ4, tais que valem as desigualdades

C2s
5{2T 2 ď 1

2
s3, @s ě ss4T

4, (B.47)

e

C3 }ȳ}8 ď 1
2
λ2. λ ě sλ4 }ȳ}8 . (B.48)

Multiplicando (B.47) por e´2sαξ3|ϕ|2, (B.48) por e´2sαξ3|ϕ|2 e integrando em Q,

obtemos

C2s
5{2T 2

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt ď λ4

2
s3

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt (B.49)

e

C3s }ȳ}2

8

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt ď s

2
λ2

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt. (B.50)

para todo s ě ss4pT 7 ` T 8q e λ ě sλ4p1 ` }ȳ}8q, respectivamente.

Consideremos sλ5 “ maxtsλ3, sλ4u e ss5 “ maxtss3, ss4u. Substituindo (B.49)

e (B.50) em (B.46), obtemos

Ips, λ, ϕq ď C4

¨
˚̋
s3λ4

ĳ

ω1ˆp0,T q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt ` s2λ2

ĳ

ω2ˆp0,T q

e´2sαξ2|π|2 dx dt

˛
‹‚

` s3λ4

2

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕ|2dxdt ` sλ2

2

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt

` s

ĳ

Q

e´2sαξ|g|2 dx dt, (B.51)
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para todo λ ě sλ5p1 ` }ȳ}8q e s ě ss5pT 7 ` T 8q.

Definamos agora

A :“ s3λ4

ĳ

ω1ˆp0,T q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt,

B :“ s2λ2

ĳ

ω2ˆp0,T q

e´2sαξ2|π|2 dx dt,

C :“ s

ĳ

Q

e´2sαξ|g|2 dx dt,

pA :“ s´1

ĳ

Q

e´2sαξ´1
`
|ϕt|2 ` |∆ϕ|2

˘
dx dt,

pB :“ sλ2

ĳ

Q

e´2sαξ|∇ϕ|2 dx dt,

pC :“ s3λ4

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt.

(B.52)

A desigualdade (B.51) pode ser reescrita como

pA ` pB ` pC ď C4pA ` Bq ` pC{2 ` pB{2 ` C.

Portanto,

pA ` pB{2 ` pC{2 ď C5pA ` B ` Cq.

Então,

pA ` pB ` pC ď C6pA ` B ` Cq.

Finalmente, a última desigualdade é a estimativa procurada (B.45) no início

da subseção para Ips, λ;ϕq, ou seja,

Ips, λ;ϕq ď C6

¨
˚̋
s3λ4

ĳ

ω1ˆp0,T q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt ` s2λ2

ĳ

ω2ˆp0,T q

e´2sαξ2|π|2 dx dt

`s
ĳ

Q

e´2sαξ|g|2 dx dt

˛
‚,

para todo λ ě sλ5p1 ` }ȳ}8q e s ě ss5pT 7 ` T 8q.
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B.4 Estimativa da integral local da pressão π com peso dependente

da variável espacial e temporal

Nesta seção temos dois objetivos principais, o primeiro é estimar o segundo

termo no lado direito da desigualdade (B.45), isto é,

s2λ2

ĳ

ω2ˆp0,T q

e´2sαξ2|π|2 dx dt.

A estimativa citada é dada no seguinte lema.

Lema B.5. Suponha que (4) seja satisfeito. Então, existe C ą 0, dependendo apenas de

Ω e ω, tais que para cada ϕ0 P H e cada g P L2pQqN , a solução correspondente pϕ, πq do

problema (7) verifica

s2λ2

ĳ

ω2ˆp0,T q

e´2sαξ2|π|2 dx dt ď C

¨
˚̋

ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|g|2 dx dt `
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|∆ϕ|2 dx dt

`
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|ϕt|2 dx dt ` }ȳ}2

8

ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|∇ϕ|2 dx dt

˛
‹‚,

(B.53)

para quaisquer constantes positivas s, λ e funções auxiliares α, ξ e θ̂ dadas em (11).

O segundo objetivo da seção é estimar os termos no lado direito de (B.53)

relacionados com as funções θ̂∆ϕ e θ̂ϕt, isto é,
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|∆ϕ|2 dx dt e
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|ϕt|2 dx dt.

Tais estimativas são dadas em (B.95) e (B.186) no final das subseções B.4.1 e B.4.2,

respectivamente.

Vamos começar com o primeiro objetivo da seção, isto é, a prova do Lema B.5.

Demonstração. (do Lema B.5) Notemos que o integrando do segundo termo no lado direito

da desigualdade (B.45) tem a função peso e´2sαξ2 que depende da variável espacial x e da

variável temporal t multiplicando ao quadrado do valor absoluto da pressão π.

Substituiremos a função peso e´2sαξ2 por outra dependendo apenas da variável

temporal t para estimar o segundo termo no lado direito da desigualdade (B.45).

Pelas definições de α, α̂, ξ, ξ̂ em (11) segue que ξpx, tq ď ξ̂ptq e e´2sα ď e´2sα̂.

Logo, utilizando ambas desigualdades temos que

s2λ2e´2sαξ2 ď s2λ2e´2sα̂ξ̂2.
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Multiplicando a desigualdade anterior por |π|2, integrando em ω2 ˆ p0, T q e

pela definição de θ̂ dada em (11), temos

s2λ2

ĳ

ω2ˆp0,T q

e´2sαξ2|π|2 dx dt ď
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|π|2 dx dt. (B.54)

Agora, consideremos πptq tal que
ż

ω2

πptqdx “ 0, para todo t P p0, T q.

Usando esta última hipótese e aplicando a desigualdade de Poincaré (Teo-

rema 1.44) a πptq, existe C1 ą 0 tal que

‖πptq‖L2pω2q ď C1‖∇πptq‖L2pω2q.

Elevando ao quadrado a desigualdade anterior, multiplicando por |θ̂|2 e inte-

grando em p0, T q
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|π|2 dx dt ď C1

ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|∇π|2 dx dt. (B.55)

Agora, utilizando a primeira equação do sistema (5) e isolando o gradiente da

pressão, temos

∇π “ g ` ∆ϕ ` ϕt ` Dϕȳ.

Logo, utilizando a desigualdade triangular, a desigualdade dada em (B.7) e o

fato que pa ` bq2 ď 2pa2 ` b2q, temos

|∇π|2 “ |g ` ∆ϕ ` ϕt ` Dϕȳ|2

ď C2p|g|2 ` |∆ϕ|2 ` |ϕt|2 ` |Dϕȳ|2q
ď C3p|g|2 ` |∆ϕ|2 ` |ϕt|2 ` }ȳ}2

8 |∇ϕ|2q.

Finalmente, substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.55) e

tendo em conta a desigualdade (B.54), obtemos a desigualdade procurada (B.53), ou seja,

s2λ2

ĳ

ω2ˆp0,T q

e´2sαξ2|π|2 dx dt ď C4

¨
˚̋

ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|g|2 dx dt `
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|∆ϕ|2 dx dt

`
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|ϕt|2 dx dt ` }ȳ}2

8

ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|∇ϕ|2 dx dt

˛
‹‚.
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B.4.1 Estimativa de ‖θ̂∆ϕ‖L2pω2ˆp0,T qqN

Nesta subseção estimaremos o segundo termo do lado direito da desigual-

dade (B.53). Para isso consideremos ω3 e ω4 abertos, tais que

ω2 Ť ω3 Ť ω4 Ť ω, (B.56)

uma função ρ P Dpω4q com ρ ” 1 in ω3, θ̂ como em (11) e definamos

upx, tq :“ θ̂ptqρpxq∆ϕpx, T ´ tq em R
N ˆ p0, T q. (B.57)

Primeiramente observemos que
ĳ

ω2ˆp0,T q

|u|2 dx dt “
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|ρ|2|∆ϕpx, T ´ tq|2dx dt “
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2||∆ϕpx, tq|2 dx dt.

(B.58)

Assim, precisamos estimar o lado esquerdo da igualdade anterior. Para isso,

primeiramente vamos mostrar que u satisfaz
$
&
%
ut ´ ∆u “ F em R

N ˆ p0, T q,
up0q “ 0 em R

N ,

com F a determinar.

B.4.1.1 A função u “ θ̂ρ∆ϕ satisfaz um sistema envolvendo a equação do calor

Nesta subseção mostraremos que a função u definida em (B.57) satisfaz o

sistema (B.63). Pela primeira igualdade do sistema (7), temos

´ϕtpT ´ tq ´ ∆ϕpT ´ tq ´ DϕȳpT ´ tq ´ ∇πpT ´ tq “ gpT ´ tq, t P p0, T q.

Logo, aplicando o operador de Laplace a ambos lados da igualdade anterior e

reordenando, temos

´∆pϕtpT ´ tqq ´ ∆p∆pϕpT ´ tqq “∆pDϕȳpT ´ tqq ` ∆pgpT ´ tqq
´∆p∇πpT ´ tqq. (B.59)

Podemos notar que o último termo do lado direito da igualdade anterior pode

ser escrito como

∆p∇πpT ´ tqq “ ∇p∆πpT ´ tqq.
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Lembrando por (B.11) que ∆πptq “ ∇ ¨ pg ` Dϕsyqptq P L2p0, T ;H´1pΩqq e

substituindo no lado direito da igualdade anterior

∆p∇πpT ´ tqq “ ∇
`
∇ ¨ pg ` DϕȳqpT ´ tq

˘

“ ∇
`
∇ ¨ DϕȳpT ´ tq ` ∇ ¨ gpT ´ tq

˘

“ ∇p∇ ¨ DϕȳpT ´ tqq ` ∇p∇ ¨ gpT ´ tqq P L2p0, T ;H´2pΩqq.

Substituindo a última igualdade no lado direito de (B.59), temos

´∆pϕtpT ´ tqq ´ ∆p∆pϕpT ´ tqq “ ∆pDϕȳpT ´ tqq ` ∆pgpT ´ tqq
´ ∇p∇ ¨ DϕȳpT ´ tqq ´ ∇p∇ ¨ gpT ´ tqq. (B.60)

Notando que p∆ϕpT ´ tqqt “ ´∆ϕtpT ´ tq e definindo f como

f : “ ∆pDϕȳpT ´ tqq ` ∆pgpT ´ tqq ´ ∇p∇ ¨ DϕȳpT ´ tqq
´ ∇p∇ ¨ gpT ´ tqq P L2p0, T ;H´2pΩqq, (B.61)

temos que (B.60) torna se

p∆ϕpT ´ tqqt ´ ∆p∆ϕpT ´ tqq “ f em Q.

Da definição de u dada em (B.57) obtemos

ut “ θ̂1ptqρpxq∆ϕpx, T ´ tq ` θ̂ptqρpxqp∆ϕpx, T ´ tqqt,

∆u “ θ̂ptq∆
`
ρpxq∆ϕpx, T ´ tq

˘
.

(B.62)

Além disso, como

∆
`
ρpxq∆ϕpx, T ´ tq

˘
“ ∆ρpxq∆ϕpx, T ´ tq ` ρpxq∆p∆ϕpx, T ´ tqq ` 2∇ρ ¨ ∇∆ϕpT ´ tq,

e tendo em conta (B.62), temos que u satisfaz

ut ´ ∆u “θ̂1ptqρpxq∆ϕpT ´ tq ` θ̂ptqρpxqp∆ϕpT ´ tqqt

´θ̂ptq∆ρpxq∆ϕpT ´ tq ´ θ̂ptqρpxq∆p∆ϕpT ´ tqq
´2θ̂ptq∇ρpxq ¨ ∇∆ϕpT ´ tq
“θ̂ptqρpxq

“
∆ϕpT ´ tqqt ´ ∆p∆ϕpT ´ tq

‰

`θ̂1ptqρpxq∆ϕpT ´ tq ´ θ̂ptq∆ρpxq∆ϕpT ´ tq
´2θ̂∇ρ ¨ ∇∆ϕpT ´ tq
“θ̂ptqρpxqf ` θ̂1ptqρpxq∆ϕpT ´ tq
´θ̂ptq∆ρpxq∆ϕpT ´ tq
´2θ̂ptq∇ρpxq ¨ ∇∆ϕpT ´ tq.
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Portanto, pela última igualdade, da definição de u em (B.57) e sendo θ̂p0q “ 0,

temos $
&
%
ut ´ ∆u “ F em R

N ˆ p0, T q,
up0q “ 0 em R

N ,
(B.63)

onde F “ θ̂ρf` θ̂1ρ∆ϕpT ´tq´ θ̂∆ρ∆ϕpT ´tq´2θ̂∇ρ ¨∇∆ϕpT ´tq P L2p0, T ;H´2pRN qN q,
com f definida em (B.61).

B.4.1.2 A função u pode ser reescrita como u “ u1 ` u2, onde u1, u2 satisfaz cada um

respectivamente um sistema envolvendo a equação do calor

Nesta subseção mostraremos que a função u definida em (B.57) pode ser

reescrita da forma u “ u1 ` u2. Além disso, que u1, u2 satisfaz cada uma um sistema

envolvendo a equação do calor.

Tendo em conta F no lado direito do sistema (B.63), podemos definir as funções

F1 :“θ̂r∆pρpDϕyqpT ´ tqq ` ∆pρgpT ´ tqq ´ ∇p∇ ¨ pρpDϕyqpT ´ tqq
´∇p∇ ¨ pρgpT ´ tqqqs ` θ̂1∆ pρϕpT ´ tqq , (B.64)

e

F2 :“ ´ 2θ̂∇ρ ¨ ∇pDϕyqpT ´ tq ´ θ̂∆pρpDϕyqpT ´ tqq ´ 2θ̂∇ρ ¨ ∇gpT ´ tq
´θ̂∆ρgpT ´ tq ` θ̂∇p∇ρ ¨ pDϕyqpT ´ tqq ` θ̂∇ρp∇ ¨ pDϕyqpT ´ tqq
`θ̂∇p∇ρ ¨ gpT ´ tqq ` θ̂∇ρp∇ ¨ gpT ´ tqq ´ 2θ̂1∇ρ ¨ ∇ϕpT ´ tq ´ θ̂1∆ρϕpT ´ tq
´2θ̂∇ρ ¨ ∇∆ϕpT ´ tq ´ θ̂∆ρ∆ϕpT ´ tq. (B.65)

Consideremos também as igualdades

∆pρpDϕyqpT ´ tqq “ ∆ρpDϕyqpT ´ tq ` 2∇ρ ¨ ∇pDϕyqpT ´ tq ` ρ∆pDϕyqpT ´ tq,
∆pρgpT ´ tqq “ ∆ρgpT ´ tq ` 2∇ρ ¨ ∇gpT ´ tq ` ρ∆gpT ´ tq,
∆pρϕpT ´ tqq “ ∆ρϕpT ´ tq ` 2∇ρ ¨ ∇ϕpT ´ tq ` ρ∆ϕpT ´ tq,

∇p∇ ¨ pρgpT ´ tqqq “ ∇p∇ρ ¨ gpT ´ tqq ` ∇ρp∇ ¨ gpT ´ tqq ` ρ∇p∇ ¨ gq,
∇p∇ ¨ pρpDϕyqpT ´ tqq “ ∇p∇ρ ¨ pDϕyqpT ´ tqq ` ∇ρp∇ ¨ pDϕyqpT ´ tqq,

` ρ∇p∇ ¨ pDϕyqpT ´ tqq.

Das definições para F1 e F2 dadas em (B.64) e (B.65) e igualdades dadas acima,

podemos verificar que F1 e F2 satisfazem

F “ F1 ` F2.

Note que F1 contem todos os termos com derivadas de segunda ordem de g,

Dϕy e ϕ, e que F2 é uma função com suporte compacto contido em ω4zω3, pois as derivadas

de ρ aparecem em todos os termos.
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Assim, podemos definir os seguintes sistemas
$
&
%
ui

t ´ ∆ui “ Fi em R
N ˆ p0, T q,

uip0q “ 0 em R
N ,

para i “ 1, 2, com F1 P L2p0, T ;H´2pRN qN q e F2 P L2p0, T ;H´1pRN qN q, onde u1 e u2 são

duas funções em L2pRN ˆ p0, T qqN tais que u “ u1 ` u2.

Como u “ u1 ` u2, se estimamos as integrais
ĳ

ω2ˆp0,T q

|ui|2 dx dt, para i “ 1, 2,

poderemos estimar ĳ

ω2ˆp0,T q

|u|2 dx dt.

B.4.1.3 Estimativa de ‖u1‖L2pω2ˆp0,T qqN

Como u1 satisfaz o problema
$
&
%
u1

t ´ ∆u1 “ F1 em R
N ˆ p0, T q,

u1p0q “ 0 em R
N ,

(B.66)

e queremos encontrar uma estimativa para u1 P L2pRN ˆ p0, T qqN , então consideremos u1

como solução ultrafraca do problema (B.66).

Da definição de solução ultrafraca dada em (A.8) temos que u1 é a única função

em L2pRN ˆ p0, T qqN tal que para cada h P L2pRN ˆ p0, T qqN temos
ĳ

RN ˆp0,T q

u1 ¨ h dx dt “
ĳ

RN ˆp0,T q

F1 ¨ z dx dt,

onde z é solução de $
&
%

´zt ´ ∆z “ h em R
N ˆ p0, T q,

zpT q “ 0 em R
N .

Como para cada h P L2pRN ˆ p0, T qqN , o sistema anterior possui única solução

z dependendo continuamente de h, então vale
ĳ

RN ˆp0,T q

u1 ¨ h dx dt “
ĳ

RN ˆp0,T q

F1 ¨ z dx dt

ď ‖F1‖L2p0,T ;H´2pRN qN q‖z‖L2p0,T ;L2pRN qN q

ď C1‖F1‖L2p0,T ;H´2pRN qN q‖h‖L2p0,T ;L2pRN qN q.
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Em particular, pela desigualdade anterior u1 satisfaz a estimativa

‖u1‖L2pRN ˆp0,T qqN ď C1‖F1‖L2p0,T ;H´2pRN qN q. (B.67)

Como F1 definida em (B.64) pode ser reescrita como F1 “ F1,1 ´ F1,2, onde

F1,1 “ ∆
´

pθ̂ρpDϕyq ` θ̂ρg ` θ̂1ρϕqpT ´ tq
¯
,

F1,2 “ ∇
´

∇ ¨ pθ̂ρpDϕyq ` θ̂ρgqpT ´ tq
¯
,

(B.68)

então, temos que

‖F1‖L2p0,T ;H´2pRN qN q ď ‖F1,1‖L2p0,T ;H´2pRN qN q ` ‖F1,2‖L2p0,T ;H´2pRN qN q,

Portanto, pela desigualdade anterior e (B.67), obtem-se

‖u1‖2
L2pRN ˆp0,T qqN ď C2

1‖F1‖
2
L2p0,T ;H´2pRN qN q

ď C2

´
‖F1,1‖

2
L2p0,T ;H´2pRN qN q ` ‖F1,2‖

2
L2p0,T ;H´2pRN qN q

¯
. (B.69)

Tendo em conta as definições para F1,1 e F1,2 em (B.68), podemos deduzir as

seguintes estimativas

‖F1,1‖L2p0,T ;H´2pRN qN q ď C3‖pθ̂ρpDϕyq ` θ̂ρg ` θ̂1ρϕqpT ´ tq‖L2p0,T ;L2pRN qN q

e

‖F1,2‖L2p0,T ;H´2pRN qN q ď C4‖pθ̂ρpDϕyq ` θ̂ρgqpT ´ tq‖L2p0,T ;L2pRN qN q.

Pelas últimas duas desigualdades, podemos obter estimativas explicitas da

seguinte forma

‖F1,1‖
2
L2p0,T ;H´2pRN qN q ď C5

¨
˚̋

ĳ

RN ˆp0,T q

|θ̂ρg|2 dx dtq `
ĳ

RN ˆp0,T q

|θ̂ρDϕy|2 dx dt

`
ĳ

RN ˆp0,T q

|θ̂1ρϕ|2 dx dt

˛
‹‚

e

‖F1,2‖
2
L2p0,T ;H´2pRN qN q ď C6

¨
˚̋

ĳ

RN ˆp0,T q

|θ̂ρg|2 dx dtq `
ĳ

RN ˆp0,T q

|θ̂ρDϕy|2 dx dt

˛
‹‚.
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Substituindo as duas últimas desigualdades no lado direito de (B.69) temos a

seguinte estimativa para u1

ĳ

RN ˆp0,T q

|u1|2 dxdt ď C7

¨
˚̋

ĳ

RN ˆp0,T q

|θ̂ρg|2 dx dtq `
ĳ

RN ˆp0,T q

|θ̂ρDϕy|2 dx dt

`
ĳ

RN ˆp0,T q

|θ̂1ρϕ|2 dx dt

˛
‹‚. (B.70)

Como ρ P Dpω4q, podemos estimar as três integrais do lado direito da última

desigualdade
ĳ

RN ˆp0,T q

|θ̂ρg|2 dx dt ď C8

ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂g|2 dx dt,

ĳ

RN ˆp0,T q

|θ̂ρDϕy|2 dx dt ď C9

ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂Dϕy|2 dx dt,

ĳ

RN ˆp0,T q

|θ̂1ρϕ|2 dx dt ď C10

ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂1ϕ|2 dx dt.

Consequentemente, substituindo as ultimas três desigualdades no lado direito

de (B.70) e tendo em conta que ‖u1‖ω2ˆp0,T q ď ‖u1‖RNˆp0,T q, obtemos finalmente a estimativa

desejada para u1

ĳ

ω2ˆp0,T q

|u1|2 dx dt ď C11

¨
˚̋

ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂g|2 dx dt `
ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂Dϕy|2 dx dt

`
ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂1ϕ|2 dx dt

˛
‹‚. (B.71)

B.4.1.4 Estimativa de ‖u2‖L2pω2ˆp0,T qqN

Como u2 satisfaz o problema
$
&
%
u2

t ´ ∆u2 “ F2 em R
N ˆ p0, T q,

u2p0q “ 0 em R
N ,

(B.72)

onde F2 P L2p0, T ;H´1pRN qN q, então u2 P L2p0, T ;H1pRN qN q.

Para encontrar uma estimativa para ‖u2‖L2pω2ˆp0,T qqN , seguiremos os seguintes

9 passos :

• Escreveremos u2 em termos da solução fundamental do calorGp¨, ¨q definida em (B.74).
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• Escreveremos u2 em termos de L1 e L2 definidos em (B.79).

• Escreveremos L1 em termos de θ̂Dβρg, θ̂Dβρϕ, θ̂DβρDϕy e θ̂1Dβρϕ.

• Escreveremos L2 em termos de θ̂Dβρg, θ̂Dβρϕ, θ̂DβρDϕy e θ̂1Dβρϕ.

• Escreveremos u2 em termos de θ̂Dβρg, θ̂Dβρϕ, θ̂DβρDϕy e θ̂1Dβρϕ.

• Estimaremos |u2| em termos das derivadas parciais na variável espacial da solução

fundamental Gp¨, ¨q e da função zp¨, ¨q definidas em (B.74) e (B.83), respectivamente.

• Estimaremos ‖u2‖2
L2pω2ˆp0,T qqN em termos da função zp¨, ¨q.

• Estimaremos ‖z‖2
L2pω4ˆp0,T qqN .

• Calcularemos a estimativa final de ‖u2‖2
L2pω2ˆp0,T qqN .

Passo 1 : Escreveremos u2 em termos da solução fundamental do calor Gp¨, ¨q.

Consideremos a j é-sima componente da primeira equação do sistema (B.72).

Então, pelo Teorema A.1 temos que

u2
jpx, tq “

ĳ

RN ˆp0,tq

Gpx ´ y, t ´ sqF2,j dy ds, com j “ 1, ..., N, (B.73)

onde Gpx, tq representa a solução fundamental da equação do calor, isto é,

Gpx, tq “ 1
p4πtqpN{2q

e´|x|2{2t. (B.74)

Agora, usaremos a seguinte notação para denotar a integral de uma função

vetorial wpx, tq “ pw1px, tq, ..., wN px, tqq da seguinte maneira

ĳ

Ω

wpx, tq dx dt “

¨
˝

ĳ

Ω

w1px, tq dx dt, ...,
ĳ

Ω

wN px, tq dx dt

˛
‚.

Portanto, podemos escrever a solução u2px, tq, isto é,

u2px, tq “
ĳ

RN ˆp0,tq

Gpx ´ y, t ´ sqF2py, sq dy ds.

Passo 2 : Neste passo vamos escrever a última igualdade do passo anterior em termos de

L1 e L2 definidas em (B.79).

Notemos que podemos escrever F2 em (B.65) como

F2 “ F21 ` ∇F22, (B.75)
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onde

F21 “ ´ 2θ̂∇ρ ¨ ∇pDϕyqpT ´ tq ´ θ̂∆pρpDϕyqpT ´ tqq ´ 2θ̂∇ρ ¨ ∇gpT ´ tq
´θ̂∆ρgpT ´ tq ` θ̂∇ρp∇ ¨ pDϕyqpT ´ tqq
`θ̂∇ρp∇ ¨ gpT ´ tqq ´ 2θ̂1∇ρ ¨ ∇ϕpT ´ tq ´ θ̂1∆ρϕpT ´ tq
´2θ̂∇ρ ¨ ∇∆ϕpT ´ tq ´ θ̂∆ρ∆ϕpT ´ tq (B.76)

e

F22 “ θ̂p∇ρ ¨ pDϕyqpT ´ tq ` ∇ρ ¨ gpT ´ tqq. (B.77)

Para facilitar os cálculos, vamos definir

Hpy, sq “ Gpx ´ y, t ´ sq, com x P ω2. (B.78)

Consideremos a j-ésima componente da igualdade (B.75), multiplicando por

Hpy, sq e integrando em R
N ˆ p0, tq, temos

u2
jpx, tq “

ż t

0

ż

RN

Hpy, sqF21,jpy, sq dy ds `
ż t

0

ż

RN

Hpy, sq B
Byj

F22py, sq dy ds.

Integrando por partes na variável espacial o segundo termo do lado direito da

igualdade anterior
ż t

0

ż

RN

Hpy, sq B
Byj

F22py, sq dy ds “ ´
ż t

0

ż

RN

B
Byj

Hpy, sqF22py, sq dy ds.

Assim, podemos escrever cada j ésima componente de u2 da forma

u2
jpx, tq “

ż t

0

ż

RN

Hpy, sqF21,jpy, sq dy ds ´
ż t

0

ż

RN

B
Byj

Hpy, sqF22py, sq dy ds

e consequentemente encontrar a seguinte expressão para u2 em termos de F21 e F22

u2px, tq “
ż t

0

ż

RN

Hpy, sqF21py, sq dy ds ´
ż t

0

ż

RN

∇yHpy, sqF22py, sq dy ds.

Como F21 e F22 são funções com suporte em ω4zω3 ˆ r0, T s, então é válida a

seguinte expressão para u2

u2px, tq “ L1 ` L2, (B.79)

onde

L1 “
ż t

0

ż

ω4zω3

Hpy, sqF21py, sq dy ds e L2 “ ´
ż t

0

ż

ω4zω3

∇yHpy, sqF22py, sq dy ds,
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para todo px, tq P ω2 ˆ p0, T q e Hp¨, ¨q definido em (B.78).

Passo 3 : Neste passo vamos escrever L1 no lado direito de (B.79) em termos de θ̂Dβρg,

θ̂Dβρϕ, θ̂DβρDϕy e θ̂1Dβρϕ.

Da definição de F2 em (B.65) temos que F21 e ∇F22 dadas em (B.76) e (B.77),

podem ser escritas como somatória de derivadas de até segunda ordem de termos θ̂Dβρg,

θ̂Dβρϕ, θ̂DβρDϕy, θ̂1Dβρϕ.

Seja m ą 1 e v : U Ñ R
m onde v “

`
v1, . . . , vm

˘
. Definimos Dαv “`

Dαv1, . . . , Dαvm
˘
, para cada multi-índice α “ pα1, . . . , αnq , |α| “ α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αn, onde

Dαvpxq :“ B|α|vpxq
Bxα1

1 ¨ ¨ ¨ Bxαn
n

.

Portanto, podemos reescrever F21 e ∇F22 da seguinte forma

F21 “
ÿ

αPI,βPJ

C˚
α,β θ̂D

αDβρg ` D˚
α,β θ̂D

αDβρϕ ` E˚
α,β θ̂D

αDβρDϕy ` U˚
α,β θ̂

1DαDβρϕ

e

∇F22 “
ÿ

αPI,βPJ

C̄α,β θ̂D
αDβρg ` D̄α,β θ̂D

αDβρϕ ` Ēα,β θ̂D
αDβρDϕy ` Ūα,β θ̂

1DαDβρϕ,

(B.80)

onde α e β pertencem aos conjuntos I e J de multi-índices satisfazendo 1 ď |α| ď 2 e

1 ď |β| ď 4 respetivamente, com C̄α,β, D̄α,β, Ēα,β, Ūα,β, C˚
α,β, D˚

α,β, E˚
α,β, U˚

α,β constantes.

Agora, integraremos por partes com respeito a y as duas integrais no lado

direito de (B.79), passando as derivadas de F21 e ∇F22 com respeito ao multi-índice α

para Hpy, sq.

Assim na primeira integral no lado direito de (B.79), isto é, L1, substituimos a

j-ésima componente de F21 e mediante as igualdades

pDαDβρgqj “ DαpDβρgqj,

pDαDβρϕqj “ DαpDβρϕqj,

pDαDβρDϕyqj “ DαpDβρDϕyqj,
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obtemos

L1,j “
ż t

0

ż

ω4zω3

Hpy, sqF21,jpy, sq dy ds

“
ÿ

αPI,βPJ

ˆ
C˚

α,β

ż t

0

ż

ω4zω3

Hpy, sqDαpDβ θ̂ρgqj dy ds

`D˚
α,β

ż t

0

ż

ω4zω3

Hpy, sqDαpDβ θ̂ρϕqj dy ds

`E˚
α,β

ż t

0

ż

ω4zω3

Hpy, sqDαpDβ θ̂ρDϕyqj dy ds

`U˚
α,β

ż t

0

ż

ω4zω3

Hpy, sqDαpDβ θ̂1ρϕqj dy ds
˙
.

Aplicando integração por partes na variável espacial no lado direito da última

igualdade para transferir as derivadas respeito ao multi-índice α dos termos DαpDβ θ̂ρgqj,

DαpDβ θ̂ρϕqj, DαpDβ θ̂ρDϕyqj e DαpDβ θ̂1ρϕqj para Hpy, sq definida em (B.78), temos

L1,j “
ż t

0

ż

ω4zω3

Hpy, sqF21,jpy, sq dy ds

“
ÿ

αPI,βPJ

ˆ
C˚

α,β

ż t

0

ż

ω4zω3

DαHpy, sqpDβ θ̂ρgqj dy ds

`D˚
α,β

ż t

0

ż

ω4zω3

DαHpy, sqpDβ θ̂ρϕqj dy ds

`E˚
α,β

ż t

0

ż

ω4zω3

DαHpy, sqpDβ θ̂ρDϕyqj dy ds

`U˚
α,β

ż t

0

ż

ω4zω3

DαHpy, sqpDβ θ̂1ρϕqj dy ds
˙
.

Passando a somatória dentro das integrais e usando as igualdades abaixo

pDβρgqj “ Dβρgj,

pDβρϕqj “ Dβρϕj,

pDβρDϕyqj “ DβρpDϕyqj,

para agrupar termos baixo o sinal da derivada Dβ, temos que a primeira integral do lado

direito de (B.79) é dada por

L1,j “
ż t

0

ż

ω4zω3

Hpy, sqF21,jpy, sq dy ds

“
ż t

0

ż

ω4zω3

ÿ

αPI,βPJ

DαHpy, sq
“
Dβpρθ̂C˚

α,βgj ` ρθ̂D˚
α,βϕj

` ρθ̂E˚
α,βpDϕyqjq ` ρθ̂1U˚

α,βϕj

‰
dy ds. (B.81)
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Passo 4 : Neste passo vamos escrever L2 no lado direito de (B.79) em termos de θ̂Dβρg,

θ̂Dβρϕ, θ̂DβρDϕy e θ̂1Dβρϕ.

Começaremos aplicando a fórmula de integração por partes no espaço a cada

componente j de L2. Assim, vale

L2,j “ ´
ż t

0

ż

RN

B
Byj

Hpy, sqF22py, sq dy ds “
ż t

0

ż

RN

Hpy, sq B
Byj

F22py, sq dy ds.

Logo, podemos substituir a j-ésima componente de ∇F22 definida em (B.80)

no lado direito da igualdade anterior para obter

L2,j “
ż t

0

ż

ω4zω3

Hpy, sq B
Byj

F22py, sq dy ds

“
ÿ

αPI,βPJ

ˆ
C̄α,β

ż t

0

ż

ω4zω3

Hpy, sqDαpDβ θ̂ρgqj dy ds

`D̄α,β

ż t

0

ż

ω4zω3

Hpy, sqDαpDβ θ̂ρϕqj dy ds

`Ēα,β

ż t

0

ż

ω4zω3

Hpy, sqDαpDβ θ̂ρDϕyqj dy ds

`Ūα,β

ż t

0

ż

ω4zω3

Hpy, sqDαpDβ θ̂1ρϕqj dy ds
˙
.

Notemos que na última igualdade podemos proceder de forma análoga ao que

foi feito para estimar L1 no passo anterior, para obter

L2,j “ ´
ż t

0

ż

RN

B
Byj

Hpy, sqF22py, sq dy ds

“
ż t

0

ż

ω4zω3

ÿ

αPI,βPJ

DαHpy, sq
“
Dβpρθ̂ pCα,βgj ` ρθ̂ pDα,βϕj

` ρθ̂ pEα,βpDϕyqjq ` ρθ̂1 pUα,βϕj

‰
dy ds, (B.82)

para constantes pCα,β, pDα,β, pEα,β, pUα,β P R.

Passo 5 : Neste passo vamos reescrever u2 em (B.79), onde u2 depende de L1 e L2, em

termos de θ̂Dβρg, θ̂Dβρϕ, θ̂DβρDϕy e θ̂1Dβρϕ.

Substituindo as igualdades (B.81) e (B.82) no lado direito de (B.79), podemos

escrever u2 da forma

u2px, tq “
ż t

0

ż

ω4zω3

ÿ

αPI,βPJ

DαHpy, sq
“
Dβρpyq

`
θ̂Cα,βgpy, sq ` θ̂Dα,βϕpy, sq ` θ̂Eα,βpDϕyq

˘

` θ̂1Uα,βϕpy, sq
‰
dy ds,

para certas constantes Cα,β, Dα,β, Eα,β, Uα,β P R.
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Denotando por

zα,βpy, sq :“ Uα,β θ̂
1psqϕpy, sq ` θ̂psq pCα,βgpy, sq ` Dα,βϕpy, sq ` Eα,βpDϕyqpy, sqq ,

podemos escrever u2 de maneira mais compacta

u2px, tq “
ż t

0

ż

ω4zω3

ÿ

αPI,βPJ

DαGpx ´ y, t ´ sqDβρpyqzα,βpy, sqdy ds.

Passo 6 : Neste passo estimaremos |u2|, onde u2 é dada pela última igualdade do passo

anterior. Isso é feito em termos da função zp¨, ¨q e das derivadas parciais na variável espacial

da solução fundamental Gp¨, ¨q definidas em (B.83) e (B.74), respectivamente.

Para conseguir a de |u2|, estimemos as componentes |u2
j | tendo em conta que

as derivadas Dβρ tem suporte compacto em ω4zω3, e portanto, são limitadas em ω4zω3,

assim temos

|u2
jpx, tq| “

ˇ̌
ˇ̌
ż t

0

ż

ω4zω3

ÿ

αPI,βPJ

DαGpx ´ y, t ´ sqDβρpyqzj
α,βpy, sqdy ds

ˇ̌
ˇ̌

ď
ˇ̌
ˇ̌
ż t

0

ż

ω4zω3

ÿ

αPI,βPJ

DαGpx ´ y, t ´ sqzjpy, sqdy ds

ˇ̌
ˇ̌

ď
ÿ

αPI,βPJ

ˇ̌
ˇ̌
ż t

0

ż

ω4zω3

DαHpy, sqzjpy, sqdy ds

ˇ̌
ˇ̌,

onde zj denota a j-ésima componente de

zpy, sq “ θ̂psq
´

pC4gpy, sq ` pC5ϕpy, sq ` pC6pDϕȳqpy, sq
¯

` pC7θ̂
1psqϕpy, sq, (B.83)

para constantes pC4, pC5, pC6, pC7 P R.

Já estimadas as componentes |u2
j |, podemos estimar |u2| mediante a norma da

soma

|u2px, tq| “
Nÿ

i“1

ˇ̌
ˇ̌
ż t

0

ż

ω4zω3

ÿ

αPI,βPJ

DαHpy, sqDβρpyqzj
α,βpy, sqdy ds

ˇ̌
ˇ̌

ď
Nÿ

i“1

ż t

0

ż

ω4zω3

ˇ̌
ˇ̌ ÿ

αPI,βPJ

DαHpy, sqzjpy, sq
ˇ̌
ˇ̌dy ds

ď
ÿ

αPI

ż t

0

ż

ω4zω3

|DαHpy, sq|
Nÿ

j“1

|zjpy, sq|dy ds

“
ż t

0

ż

ω4zω3

ÿ

αPI

|DαHpy, sq||zpy, sq|dy ds,

isto é,

ˇ̌
u2px, tq

ˇ̌
ď

ĳ

pω4zω̄3qˆp0,tq

ÿ

αPI

ˇ̌
Dα

yGpx ´ y, t ´ sq
ˇ̌
|zpy, sq|dy ds, (B.84)
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para todo px, tq P ω2 ˆ p0, T q.

Passo 7 : Neste passo, utilizando a última desigualdade do passo anterior, estimaremos o

quadrado da norma de u2 no espaço L2pω2 ˆ p0, T qqN em termos da função zp¨, ¨q definida

em (B.83).

Observe que para qualquer y P ω4zω3 e qualquer x P ω2, temos que |x ´ y| ě
distpBω2, Bω3q “ d ą 0. Tomando 0 ă δ ă d, então existe uma constante positiva C0pδ, ωq
tal que

|DαGpx ´ y, t ´ sq| ď C0 exp
ˆ ´δ2

2pt ´ sq

˙
,

para todo px, tq P ω2 ˆ p0, T q, py, sq P pω4zω3q ˆ p0, tq e α P I.

Assim, substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.84), temos

ˇ̌
u2px, tq

ˇ̌
ď C1

ĳ

pω4zω̄3qˆp0,tq

exp
ˆ ´δ2

2pt ´ sq

˙
|zpy, sq|dy ds,

com C1 “ C1pωq ą 0.

Elevando ao quadrado ambos lados da última desigualdade e integrando em

ω2 ˆ p0, T q, obtemos
ĳ

ω2ˆp0,T q

|u2|2 dxdt ď C2

ż T

0

ˆż t

0

Xpsq ds
˙2

dt, (B.85)

onde Xpsq denota a função

Xpsq :“ exp
ˆ ´δ2

2pt ´ sq

˙ ż

ω4zω̄3

|zpy, sq|dy.

Aplicando a desigualdade de Jensen (Teorema 1.46) ao integrando do lado

direito da desigualdade (B.85), temos
ˆż t

0

Xpsq ds
˙2

ď µtp0, tqu
ż t

0

Xpsq2 ds “ t

ż t

0

Xpsq2 ds. (B.86)

Lembrando a definição de Xpsq, temos que o lado direito da última desigualdade

pode ser reescrito como
ż t

0

Xpsq2 ds “
ż t

0

exp
ˆ ´δ2

pt ´ sq

˙ ˆż

ω4zω̄3

|zpy, sq|dy
˙2

ds. (B.87)

Novamente aplicando a desigualdade de Jensen (Teorema 1.46) no lado direito

da última igualdade, vale
ˆż

ω4zω̄3

|zpy, sq|dy
˙2

ď µtω4zω̄3u
ż

ω4zω̄3

|zpy, sq|2dy

ď µtω4zω̄3u‖zpsq‖2
L2pω4qds.
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Substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.87), obtemos
ż t

0

Xpsq2 ds ď µtω4zω̄3u
ż t

0

exp
ˆ ´δ2

t ´ s

˙
‖zpsq‖2

L2pω4qds.

Substituindo a última desigualdade no lado direito de (B.86) e o resultado em

(B.85), esta última torna se
ĳ

ω2ˆp0,T q

|u2|2 dx dt ď C2

ż T

0

ˆż t

0

Xpsq ds
˙2

dt

ď C2

ż T

0

ˆ
t

ż t

0

Xpsq2 ds
˙

dt

ď C2

ż T

0

ˆ
T

ż t

0

Xpsq2 ds
˙

dt

ď C2Tµtω4zω̄3u
ż T

0

ż t

0

exp
ˆ ´δ2

t ´ s

˙
‖zpsq‖2

L2pω4qds dt

“ C3T

ż T

0

ż t

0

exp
ˆ ´δ2

t ´ s

˙
‖zpsq‖2

L2pω4q ds dt,

ou seja,
ĳ

ω2ˆp0,T q

|u2|2 dx dt ď C3T

ż T

0

ż t

0

exp
ˆ ´δ2

t ´ s

˙
‖zpsq‖2

L2pω4qds dt. (B.88)

Escrevamos agora a integral do lado direito da desigualdade anterior em termos

de convolução, isto é,
ż T

0

ˆż t

0

exp
ˆ ´δ2

t ´ s

˙
‖zpsq‖2

L2pω4q ds
˙

“
ż T

0

pf1 ˚ f2qptq dt, (B.89)

onde

f1 “ e´δ2{t1p0;8qptq P L1pRq, f2 “ ‖zptq‖2
L2pω4q1r0;T sptq P L1pRq

e f1 ˚ f2 denota

pf1 ˚ f2qptq :“
ż

R

f1pt ´ sqf2psq ds.

Agora, como f1, f2 P L1pRq, pelo Teorema 1.45 sabemos que pf1 ˚ f2q existe e

vale

‖f1 ˚ f2‖L1pRq ď ‖f1‖L1pRq‖f2‖L1pRq.

Substituindo (B.89) em (B.88) e substituindo no resultado a última desigualdade,

podemos reescrever (B.88) tal que
ĳ

ω2ˆp0,T q

|u2|2 dx dt ď C3T

ż T

0

pf1 ˚ f2qptq dt

ď C3T

ż

R

pf1 ˚ f2qptq dt

ď C3T‖f1‖L1pRq‖f2‖L1pRq.
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Tendo em conta que ‖f2‖L1pRq “ ‖z‖2
L2pω4ˆp0,T qqN e tomando C4 “ C3‖f1‖L1pRq,

a última desigualdade torna se

‖u2‖2
L2pω2ˆp0,T qqN ď C4T‖z‖2

L2pω4ˆp0,T qqN . (B.90)

Passo 8 : Neste passo estimaremos o termo ‖z‖2
L2pω4ˆp0,T qqN do lado direito da desigual-

dade (B.90).

Da definição de zp¨, ¨q em (B.83), podemos reescrever o lado direito de (B.90)

da seguinte forma

ĳ

ω4ˆp0,T q

|z|2 dx dt “
Nÿ

i“1

ĳ

ω4ˆp0,T q

|zi|2 dx dt (B.91)

e podemos estimar cada componente zi por

|zipx, tq|2 “ | pC7θ̂
1ptqϕipx, tq ` pC4θ̂ptqgipx, tq ` pC5θ̂ptqϕipx, tq ` pC6θ̂ptqpDϕyqipx, tq|2

ď C˚
1

´
pC2

7 |θ̂1ptq|2|ϕipx, tq|2 ` pC2
4 |θ̂ptq|2|gipx, tq|2 ` pC2

5 |θ̂ptq|2|ϕipx, tq|2

` pC2
6 |θ̂ptq|2|pDϕyqipx, tq|2

¯

ď C˚
2

´
|θ̂1ptq|2|ϕipx, tq|2 ` |θ̂ptq|2

`
|gipx, tq|2 ` |ϕipx, tq|2 ` |pDϕyqipx, tq|2

˘¯
.

Substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.91), obtemos

ĳ

ω4ˆp0,T q

|z|2dxdt ď
ĳ

ω4ˆp0,T q

C˚
3

˜
|θ̂1ptq|2

Nÿ

i“1

|ϕipx, tq|2 ` |θ̂ptq|2
˜

Nÿ

i“1

|gipx, tq|2 `
Nÿ

i“1

|ϕipx, tq|2

`
Nÿ

i“1

|pDϕyqipx, tq|2
¸¸

dx dt

ď C˚
4

¨
˚̋

ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂1ϕ|2dxdt `
ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂|2p|g|2 ` |Dϕy|2 ` |ϕ|2q dx dt

˛
‹‚.

Passo 9 : Neste passo vamos obter a estimativa desejada para ‖u2‖2
L2pω2ˆp0,T qqN no início

da subseção.

Substituindo a última desigualdade do passo anterior no lado direito de (B.90),

obtemos

‖u2‖2
L2pω2ˆp0,T qqN ď C5T

¨
˚̋

ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂|2p|g|2 ` |Dϕy|2 ` |ϕ|2q dx dt

`
ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂1ϕ|2 dx dt

˛
‹‚. (B.92)
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B.4.1.5 Cálculo da estimativa de ‖θ̂∆ϕ‖L2pω2ˆp0,T qqN

Primeiramente definamos

I1 :“
ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂g|2 dx dt, I2 :“
ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂Dϕy|2 dx dt,

I3 :“
ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂ϕ|2 dx dt, I4 :“
ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂1ϕ|2 dx dt.
(B.93)

Pela igualdade (B.58) do início da subseção e o fato que u “ u1 ` u2, temos

‖θ̂∆ϕ‖2
L2pω2ˆp0,T qqN “

ĳ

ω2ˆp0,T q

|u|2 dx dt

ď C0

¨
˚̋

ĳ

ω2ˆp0,T q

|u1|2 dx dt `
ĳ

ω2ˆp0,T q

|u2|2 dx dt

˛
‹‚. (B.94)

Pelas desigualdades (B.71) e (B.92), podemos reescrever as estimativas para u1

e u2 como ĳ

ω2ˆp0,T q

|u1|2 dxdt ď C11pI1 ` I2 ` I3 ` I4q

e ĳ

ω2ˆp0,T q

|u2|2 dxdt ď C5T pI1 ` I2 ` I3 ` I4q.

Finalmente, substituindo as duas últimas desigualdades em (B.94), podemos

estimar ‖θ̂∆ϕ‖L2pω2ˆp0,T qqN

‖θ̂∆ϕ‖2
L2pω2ˆp0,T qqN ď Cp1 ` T q

`
I1 ` I2 ` I3 ` I4

˘
, (B.95)

onde I1, I2, I3 e I4 são definidas em (B.93).

B.4.2 Estimativa de ‖θ̂ϕt‖L2pω2ˆp0,T qqN

Nesta seção vamos a estimar o terceiro termo do lado direito de (B.53) que

envolve a derivada temporal da velocidade ϕ, isto é,
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|ϕt|2dxdt.

Para isso, primeiro estimaremos seu equivalente, que é dado por
ĳ

ω2ˆp0,T q

θ´2|θ̂|2 |θϕt|2 dx dt, (B.96)

em termos de J1, J2 e J3 definidas mais adiante em (B.105).
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B.4.2.1 Estimativa de ‖θ̂ϕt‖L2pω2ˆp0,T qqN em termos de J1, J2 e J3

Lembrando que pϕ, πq é solução do sistema (5) onde ϕ0 P H, g P L2pQqN e seja

θ P C1pr0, T sq. Então, pelo Teorema 1.68 temos que prϕ, rπq :“ pθϕ, θπq é a única solução

do sistema (1.9), isto é,
$
’’’’’’&
’’’’’’%

´rϕt ´ ∆rϕ ´ Drϕȳ ` ∇rπ “ θg ´ θ1ϕ em Q,

∇ ¨ rϕ “ 0 em Q,

rϕ “ 0 sobre Σ,

rϕpT q “ 0 em Ω.

(B.97)

Tendo em conta que o sistema anterior é linear, vamos decompô-lo nos sistemas
$
’’’’’’&
’’’’’’%

´ψ1,t ´ ∆ψ1 ´ Dψ1ȳ ` ∇q1 “ θg emQ,

∇ ¨ ψ1 “ 0 em Q,

ψ1 “ 0 sobre Σ,

ψ1pT q “ 0 em Ω,

(B.98)

e $
’’’’’’&
’’’’’’%

´ψ2,t ´ ∆ψ2 ´ Dψ2ȳ ` ∇q2 “ ´θ1ϕ em Q,

∇ ¨ ψ2 “ 0 em Q,

ψ2 “ 0 sobre Σ,

ψ2pT q “ 0 em Ω.

(B.99)

Se consideramos suas respectivas soluções (ψ1, q1) e (ψ2, q2), então pψ1 ` ψ2, q1 ` q2q é solu-

ção do sistema (B.97). Pela unicidade da solução do sistema (B.97) dada pelo Teorema 1.68,

tem-se

rϕ :“ θϕ “ ψ1 ` ψ2 e rπ :“ θπ “ q1 ` q2. (B.100)

Para estimar o integrando de (B.96), vamos a reescrever os termos θ´2|θ̂|2 e

θϕt. Para isso, definamos

θ˚ :“ s´11{2λ´4e´2sα˚`2sα̂ξ̂´11{2. (B.101)

Logo, pelas definições de θ e θ̂ em (11), podemos reescrever θ´2|θ̂|2 como

θ´2|θ̂|2 “ λ6θ˚. (B.102)

Também podemos reescrever θϕt em termos das derivadas temporais de ψ1, ψ2

e um termo extra. Derivando respeito da variável temporal a primeira equação de (B.100),

temos

ψ1,t ` ψ2,t “ pθϕqt “ θ1ϕ ` θϕt ùñ θϕt “ ψ1,t ` ψ2,t ´ θ1ϕ. (B.103)
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Substituindo (B.102) e (B.103) em (B.96), temos
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2 |ϕt|2 dx dt “
ĳ

ω2ˆp0,T q

θ´2|θ̂|2 |θϕt|2 dx dt

“ λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚ |ψ1,t ` ψ2,t ´ θ1ϕ|2 dx dt

ď Cλ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚
`
|ψ1,t|2 ` |ψ2,t|2 ` |θ1ϕ|2

˘
dx dt,

ou seja,
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2 |ϕt|2 dx dt ď C pJ1 ` J2 ` J3q , (B.104)

onde
J1 “ λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚ |ψ1,t|2 dx dt,

J2 “ λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚ |ψ2,t|2 dx dt,

J3 “ λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚|θ1ϕ|2 dx dt.

(B.105)

Pelo lado direito da desigualdade (B.104), para estimar ‖θ̂ϕt‖L2pω2ˆp0,T qqN só

estimaremos os termos que envolvem a ψ1,t e ψ2,t. Não é necessário estimar o termo que

envolve a θ1ϕ, pois será absorvido mais tarde.

Devido as propriedades de ψ1 e ψ2 os métodos para estimar J1 e J2 serão

distintos. Essas estimativas serão desenvolvidas nas seguintes subseções.

B.4.2.2 Estimativa de J1

Para estimar J1 definida em (B.105) seguiremos os seguintes 2 passos :

• Mostraremos que a função λ6θ˚ “ s´11{2λ2e´2sα˚`2sα̂ξ̂´11{2 é uniformemente limitada.

• Utilizando estimativas de energia para o sistema adjunto (B.98) dadas pelo Teo-

rema 1.63, estimaremos J1.

Passo 1 : Pelas definições de α˚ e α̂ em (11) e considerando pλ1 ą 0 tal que

pC1 :“ 29pepλ1‖η0‖8 ´ 1q ą 0,

temos que

´2sα˚ ` 2sα̂ “ ´2s
eλm‖η0‖8peλ‖η0‖8 ´ 1q

t4pT ´ tq4
ď ´ s

28

eλm‖η0‖8 pC1

t4pT ´ tq4
, (B.106)
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para todo λ ě pλ1.

Substituindo a desigualdade (B.31), isto é,

´ 1
t4pT ´ tq4

ď ´ 28

T 8

no lado direito de (B.106), podemos reescrever esta última tal que

´2sα˚ ` 2sα̂ ď ´ pC1sT
´8eλm‖η0‖8 ,

para todo λ ě pλ1.

Considerando ps1 ą 0 tal que ps1T
8 ě 1, a desigualdade anterior torna se

´2sα˚ ` 2sα̂ ď ´ pC1sT
´8eλm‖η0‖8 ď ´ pC2eλm‖η0‖|8 ,

para todo s ě ps1T
8 e λ ě pλ1.

Em consequência, temos

e´2sα˚`2sα̂ ď e´ pC2eλm‖η0‖8
, (B.107)

para todo s ě ps1T
8 e λ ě pλ1.

Além disso, pela definição de ξ̂ em (11) e a desigualdade (B.31), vale

ξ̂ptq ě pC3 ą 0, @λ ě pλ1, (B.108)

onde pC3 :“ 28eλ˚
1

pm`1q‖η0‖8{T 8.

Finalmente, utilizando as desigualdades (B.107), (B.108) e o fato que

s´11{2 ď pps1T
8q´11{2, @s ě ps1T

8,

podemos estimar λ6θ˚, obtendo

λ6θ˚ “ s´11{2λ2ξ̂´11{2e´2sα˚`2sα̂ ď pC4λ
2e´C˚

1
eλm‖η0‖8

,

para todo s ě ps1T
8 e λ ě pλ1.

Como a família de funções fpλq “ λ2e´C˚
1

eλm‖η0‖8 é uniformemente limitada,

existe M ą 0 tal que fpλq ď M , para todo λ P
`pλ1,8

˘
. Assim, existe pC5 ą 0 tal que

λ6θ˚ “ s´11{2λ2ξ̂´11{2e´2sα˚`2sα̂ ď pC5, (B.109)

para todo s ě ps1T
8 e λ ě pλ1.

Passo 2 : Agora, pelas estimativas de energia para o sistema (B.98) dadas pelo Teo-

rema 1.63, temos que ψ1,t P L2pQqN e vale

}ψ1,t}2

L2pQqN ` }ψ1}2

L2p0,T ;H2pΩqN q ď C
´

1 ` }ȳ}2
8eC˚

5
T }ȳ}2

8

¯
}θg}2

L2pQqN . (B.110)
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Multiplicando a desigualdade (B.109) por |ψ1,t|2 e integrando em ω2 ˆ p0, T q,
obtemos

λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚ |ψ1,t|2 dx dt ď C1

ĳ

Q

|ψ1,t|2 dx dt.

Substituindo a última desigualdade no lado esquerdo de (B.110), tendo em

conta que eC˚
5

T }ȳ}2
8 ě 1 e lembrando a definição de J1 em (B.105), obtem-se

J1 ď C2

`
1 ` }ȳ}2

8

˘
eC˚

5
T }ȳ}2

8}θg}2
L2pQqN . (B.111)

B.4.2.3 Estimativa de J2 em termos de J2,1, J2,2 e J2,3.

Nesta subseção estimaremos J2 definida em (B.105) em termos de J2,1, J2,2 e

J2,3 definidas como

J2,1 :“ λ6

2

ĳ

ω2ˆp0,T q

pθ˚q2 |ψ2|2 dx dt,

J2,2 :“ 1
2

}θ˚ψ2,tt}2

L2p0,T ;LrpΩqN q ,

J2,3 :“ 1
2
λ12‖ψ2‖

2
L2p0,T ;Lr1 pω2qN q.

(B.112)

Para isso, seguiremos os seguintes passos :

• Vamos reescrever J2 mediante a fórmula de integração por partes.

• Estimaremos o termo ‖θ˚ψ2,tt ¨ ψ2‖L2pω2ˆp0,T qqN que aparece no passo anterior.

• Utilizando o passo anterior estimaremos J2 em termos de J2,1, J2,2 e J2,3.

Passo 1 : Na definição de J2 em (B.105), vamos reescrever o termo ψ2,t em termos de

suas componentes para logo utilizar a fórmula de integração por partes, isto é,

J2 “ λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚
Nÿ

j“1

ˇ̌
ψ

j
2,t

ˇ̌2
dx dt “ λ6

Nÿ

j“1

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚
ˇ̌
ψ

j
2,t

ˇ̌2
dx dt. (B.113)

Da igualdade anterior, pelo fato que ψ2 “ 0 em Σ, pois ψ2 é solução do

sistema (B.99), e integrando por partes na variável temporal o termo θ˚
ˇ̌
ψ

j
2,t

ˇ̌2
para j fixo,
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obtem-se

λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚
ˇ̌
ψ

j
2,t

ˇ̌2
dx dt “ λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚ψ
j
2,tψ

j
2,t dx dt

“ ´λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

pθ˚ψ
j
2,tqtψ

j
2 dx dt

“ ´λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

pθ˚
t ψ

j
2,t ` θ˚ψ

j
2,ttqψj

2 dx dt

“ ´λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚
t ψ

j
2,tψ

j
2 dx dt ´ λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚ψ
j
2,ttψ

j
2 dx dt

“ ´λ6

2

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚
t ppψj

2q2qt dx dt ´ λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚ψ
j
2,ttψ

j
2 dx dt

“ λ6

2

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚
ttpψj

2q2 dx dt ´ λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚ψ
j
2,ttψ

j
2 dx dt,

ou seja,

λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚
ˇ̌
ψ

j
2,t

ˇ̌2
dx dt “ λ6

2

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚
ttpψj

2q2 dx dt ´ λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚ψ
j
2,ttψ

j
2 dx dt.

Como a igualdade anterior é válida para j P t1, ..., Nu, então podemos calcular

o termo do lado direito de (B.113), fazendo a somatória de j “1 até N , obtendo

λ6

Nÿ

j“1

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚
ˇ̌
ψ

j
2,t

ˇ̌2
dx dt “ λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚
Nÿ

j“1

ˇ̌
ψ

j
2,t

ˇ̌2
dx dt

“ λ6

2

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚
tt

Nÿ

j“1

pψj
2q2 dx dt (B.114)

´ λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚
Nÿ

j“1

ψ
j
2,ttψ

j
2 dx dt.

Substituindo a última igualdade no lado direito de (B.113), obtemos

J2 “ λ6

2

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚
tt |ψ2|2 dx dt ´ λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚ψ2,tt ¨ ψ2 dx dt. (B.115)

Passo 2 : Consideremos r ą 0 tal que

6{5 ă r ă mint2, σu para N “ 3 e 1 ă r ă mint2, σu para N “ 2, (B.116)

e σ como em (4). Além disso, seja r1 ą 0 tal que

1
r

` 1
r1

“ 1. (B.117)
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Vamos estimar o segundo termo do lado direito de (B.115) em termos de

}θ˚ψ2,tt}L2p0,T ;Lrpω2qN q e }ψ2}
L2p0,T ;Lr1 pω2qNq. Para isso, apresentamos três resultados preli-

minares dados por (B.118), (B.119) e (B.120), onde para suas respectivas demostrações

aplicaremos a desigualdade de Hölder contínua e discreta.

Para facilitar os cálculos, consideraremos X :“ Lr pω2qN , Y :“ Lr1 pω2qN ,

A :“ L2 p0, T ;Lr pω2qq e B :“ L2
´

0, T ;Lr1 pω2q
¯

.

O primeiro resultado preliminar é

}θ˚ψ2,tt}L2p0,T ;Xq }ψ2}L2p0,T ;Y q “
ˆż T

0

}θ˚ψ2,tt}2

X
dt

˙1{2 ˆż T

0

}ψ2}2

Y dt
˙1{2

“
˜ż T

0

Nÿ

j“1

››θ˚ψ
j
2,tt

››2

Lrpω2q
dt

¸1{2 ˜ż T

0

Nÿ

j“1

››ψj
2

››2

Lr1 pω2q
dt

¸1{2

“
˜˜

Nÿ

j“1

››θ˚ψ
j
2,tt

››2

A

¸ ˜
Nÿ

j“1

››ψj
2

››2

B

¸¸1{2

. (B.118)

O segundo é obtido utilizando a desigualdade de Hölder discreta (Teorema 1.42).

Nÿ

j“1

››θ˚ψ
j
2,tt

››
A

››ψj
2

››
B

ď
˜

Nÿ

j“1

››θ˚ψ
j
2,tt

››2

A

¸1{2 ˜
Nÿ

j“1

››ψj
2

››2

B

¸1{2

. (B.119)

O último é o seguinte

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚|ψ2,tt ¨ ψ2| dx dt ď
Nÿ

j“1

››θ˚ψ
j
2,tt

››
A

››ψj
2

››
B
, (B.120)

cuja prova desenvolveremos abaixo.

Consideremos a integral
ż

ω2

|θ˚ψ
j
2,tt||ψj

2| dx e apliquemos a desigualdade de

Hölder do Teorema 1.43, obtendo
ż

ω2

|θ˚ψ
j
2,tt||ψj

2| dx ď
››θ˚ψ

j
2,tt

››
Lrpω2q

››ψj
2

››
Lr1 pω2q

.

Logo, integrando a desigualdade anterior em p0, T q e aplicando novamente a

desigualdade de Hölder do Teorema 1.43, temos
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ˚ψ
j
2,tt||ψj

2| dx ď
ż T

0

››θ˚ψ
j
2,tt

››
Lrpω2q

››ψj
2

››
Lr1 pω2q

dt

ď
››θ˚ψ

j
2,tt

››
A

››ψj
2

››
B
.

Somando desde j “ 1 até N ambos lados da desigualdade anterior obte-

mos (B.120), finalizando a prova do terceiro resultado preliminar.
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Substituindo (B.120) e (B.118) em (B.119), obtemos
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚ψ2,tt ¨ ψ2 dx dt

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď }θ˚ψ2,tt}L2p0,T ;Xq }ψ2}L2p0,T ;Y q .

Portanto,

´λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚ψ2,tt ¨ ψ2 dx dt ď λ6 }θ˚ψ2,tt}L2p0,T ;Lrpω2qNq }ψ2}
L2p0,T ;Lr1 pω2qNq .

Aplicando agora a desigualdade de Cauchy dada no Teorema 1.38 ao lado

direito da desigualdade anterior, temos

λ6 }θ˚ψ2,tt}L2p0,T ;Lrpω2qNq }ψ2}
L2p0,T ;Lr1 pω2qNq ď 1

2
}θ˚ψ2,tt}2

L2p0,T ;Lrpω2qNq

` 1
2
λ12 }ψ2}2

L2p0,T ;Lr1 pω2qNq .

Finalmente, pelas duas últimas desigualdades conseguimos estimar o segundo

termo do lado direito de (B.115)

´λ6

ĳ

ω2ˆp0,T q

θ˚ψ2,tt ¨ ψ2 dx dt ď 1
2

}θ˚ψ2,tt}2

L2p0,T ;Lrpω2qNq

` 1
2
λ12 }ψ2}2

L2p0,T ;Lr1 pω2qNq , (B.121)

com r e r1 definidos como em (B.116) e (B.117) respectivamente.

Passo 3 : Neste passo calcularemos a estimativa procurada para J2 em termos de J2,1,

J2,2 e J2,3.

Substituindo (B.121) no lado direito de (B.115), temos

J2 ď J2,1 ` J2,2 ` J2,3, (B.122)

onde J2,1, J2,2 e J2,3 são definidas em (B.112).

B.4.2.4 Estimativa de J2,1

Para estimar o primeiro termo do lado direito de (B.122), precisamos estimar

a função pθ˚q2. Para isso derivemos duas vezes respeito da variável temporal a função θ˚

definida em (B.101) e aplicando sucessivamente as desigualdades

α˚1ptq ď 4T ξ̂5{4ptq, ξ̂1ptq ď 4T ξ̂5{4ptq e α̂1ptq ď 4T α̂ptq,

obtemos

λ6pθ˚q2 “
´
s´11{2λ2e´2sα˚`2sα̂ξ̂´11{2

¯
tt

ď Cs´7{2λ8T 2e´2sα˚`2sα̂ξ̂´3, (B.123)
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Pelas cálculos feitos em (B.107) e (B.108) podemos mostrar de maneira similar

para o que foi feito para J1 definido em (B.105) na subseção B.4.2.1, que o lado direito de

(B.123) é limitado uniformemente, ou seja, existem constantes positivas C1, ps2 e pλ2 tais

que

Cs´7{2λ8T 2e´2sα˚`2sα̂ξ̂´3 ď C1, (B.124)

para todo s ě ps2

`
T 4 ` T 8

˘
e λ ě pλ2.

Pelas desigualdades (B.123) e (B.124), podemos estimar a função λ6pθ˚q2 na

definição de J2,1, obtendo

J2,1 ď C2

ĳ

ω2ˆp0,T q

|ψ2|2 dx dt. (B.125)

B.4.2.5 Estimativa de J2,2

Nesta subseção, estimaremos o segundo termo do lado direito de (B.122), isto é,

J2,2 :“ 1
2

}θ˚ψ2,tt}2

L2p0,T ;LrpΩqN q .

Para isso, no resto da subseção denotaremos por pψ, qq o par

pψ, qq :“ pθ˚ψ2,t, θ
˚q2,tq , (B.126)

onde θ˚ é definido em (B.101) e pψ2, q2q é solução do sistema (B.99). Logo, seguiremos os

seguintes passos :

• Mostraremos que o par pψ, qq é solução do sistema adjunto (B.127).

• Utilizando a regularidade do par pψ, qq, encontraremos estimativas para ‖ψ‖L2p0,T ;V q

e ‖Dψ‖L2pQq.

• Mediante o par pψ, qq construímos outro par pu, rqq solução do sistema de Navier

Stokes linear (B.135).

• Utilizando a regularidade do par pu, rqq estimaremos ‖ψt‖L2p0,T ;LrpΩqN q.

• Finalmente, calcularemos a estimativa para J2,2.

Passo 1 : Neste passo mostraremos que o par pψ, qq definido em (B.126) é solução do

sistema
$
’’’’’’&
’’’’’’%

´ψt ´ ∆ψ ´ Dψȳ ` ∇q “ G em Q,

∇ ¨ ψ “ 0 em Q,

ψ “ 0 sobre Σ,

ψpT q “ 0 em Ω,

(B.127)
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onde

G “ ´θ˚θ2ϕ ´ θ˚θ1ϕt ` θ˚Dψ2ȳt ´ pθ˚q1
ψ2,t. (B.128)

Como pψ2, q2q é solução do sistema (B.99), derivando a primeira equação

de (B.99) em relação da variável temporal e multiplicando ambos membros da igualdade

resultante por θ˚, obtemos

´θ˚ψ2,tt ´ ∆pθ˚ψ2,tq ´ Dpθ˚ψ2,tqsy ` ∇pθ˚q2,tq “ ´θ˚θ2ϕ ´ θ˚θ1ϕt ` θ˚Dψ2syt em Q.

Logo, tendo em conta que pθ˚ψ2,tq1 “ pθ˚q1ψ2,t ` θ˚ψ2,tt na última igualdade, temos

´pθ˚ψ2,tq1 ´ ∆pθ˚ψ2,tq ´ Dpθ˚ψ2,tqsy ` ∇pθ˚q2,tq “ G em Q.

Como

∇ ¨ ψ “ ∇ ¨ pθ˚ψ2,tq “ θ˚p∇ ¨ ψ2q1 “ 0 em Q,

θ˚pT q “ 0 ùñ ψpT q “ θ˚pT qψ2,tpT q “ 0, em Ω,
(B.129)

então o par pψ, qq :“ pθ˚ψ2,t, θ
˚q2,tq satisfaz o sistema (B.127).

Passo 2 : Neste passo encontraremos estimativas para ‖ψ‖L2p0,T ;V q e ‖Dψ‖L2pQq.

Considerando ψ como solução fraca do sistema adjunto (B.127), então pelo

Teorema 1.68, temos que ψ P L2 p0, T ;V q e vale a estimativa

‖ψ‖L2p0,T ;V q ď pC1e
pC2T }ȳ}2

8‖G‖L2p0,T ;H´1pΩqN q.

De modo análogo,

‖Dψ‖L2pQq ď pC1e
pC2T }ȳ}2

8‖G‖L2p0,T ;H´1pΩqN q, (B.130)

onde Dψ é definido como em (8).

Observação B.6. Nos seguintes passos vamos assumir que para r como em (B.116)

θ˚Dψ2ȳt P L2
`
0, T ;LrpΩqN

˘
,

fato que será provado mais adiante na subseção B.4.2.8.

Passo 3 : Neste passo utilizando o par pψ, qq, definido em (B.126), vamos construir outro

par pu, rqq solução do sistema de Navier Stokes linear (B.135).

Como o par pψ, qq satisfaz o sistema (B.127), em particular vale

´ψt ´ ∆ψ ´ Dψȳ ` ∇q “ G em Q, (B.131)
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onde G é dado por (B.128). Aqui vamos a decompor dois termos mediante a decomposição

de Helmholtz: O primeiro é Dψȳ e o segundo θ˚Dψ2ȳt, encontrado na definição de G.

Pelo Teorema 1.32 (decomposição de Helmholtz’s), temos que existem funções

g1, g2, g3 e g4 tais que g1,∇g2 P L2pQqN , com ∇ ¨ g1 “ 0, e g3,∇g4 P L2
`
0, T ;LrpΩqN

˘
,

com ∇ ¨ g3 “ 0, satisfazendo

Dψȳ “ g1 ` ∇g2 e θ˚Dψ2ȳt “ g3 ` ∇g4. (B.132)

Aqui as funções g1,∇g2 e g3,∇g4 dependem continuamente de Dψȳ e θ˚Dψ2ȳt,

respectivamente, nos espaços L2pQqN e L2
`
0, T ;LrpΩqN

˘
. Isto é, existem constantes

positivas C1, C2, C3 e C4 tais que

‖g1‖L2pQqN ď C1‖Dψȳ‖L2pQqN ,

‖∇g2‖L2pQqN ď C2‖Dψȳ‖L2pQqN ,

‖g3‖L2p0,T ;LrpΩqN q ď C3‖θ
˚Dψ2ȳt‖L2p0,T ;LrpΩqN q,

‖∇g4‖L2p0,T ;LrpΩqN q ď C4‖θ
˚Dψ2ȳt‖L2p0,T ;LrpΩqN q.

(B.133)

Assim, substituindo em (B.131) as decomposições dadas em (B.132), podemos

reescrever (B.131) da forma

´ψt ´ ∆ψ ` ∇rq “ J,

onde

rq “ q ´ g2 ´ g4 e J “ ´θ˚θ2ϕ ´ θ˚θ1ϕt ` g3 ´ pθ˚q1
ψ2,t ` g1. (B.134)

Considerando up¨, tq “ ψp¨, T ´ tq e como ψ é solução do sistema (B.127), pelas

três igualdades acima temos que o par pu, rqq satisfaz o sistema de Navier Stokes linear
$
’’’’’’&
’’’’’’%

ut ´ ∆u ` ∇rq “ J em Q,

∇ ¨ u “ 0 em Q,

u “ 0 sobre Σ,

upx, 0q “ 0 em Ω.

(B.135)

Como

∇ ¨ ϕ “ 0,

∇ ¨ ϕt “ p∇ ¨ ϕqt “ 0,

∇ ¨ ψ2,t “ p∇ ¨ ψ2qt “ 0,

temos que

∇ ¨ J “ 0.
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Passo 4 : Neste passo, utilizando a regularidade do par pu, rqq do passo anterior, estimaremos

ψt no espaço L2
`
0, T ;LrpΩqN

˘
.

Aplicando o Teorema A.6, que estabelece estimativas de energia e regularidade

de up¨, tq “ ψp¨, T ´ tq, ao sistema (B.135), temos que ψt P L2
`
0, T ;LrpΩqN

˘
e vale

‖ψt‖L2p0,T ;LrpΩqN q ď C5‖J‖L2p0,T ;LrpΩqN q. (B.136)

Considerando a dependência contínua de g3 com respeito a θ˚Dψ2ȳt dada

por (B.133) e r como em (B.116), isto é,

6{5 ă r ă mint2, σu para N “ 3 e 1 ă r ă mint2, σu para N “ 2,

na definição de J em (B.134), obtemos a seguinte estimativa para J

‖J‖L2p0,T ;LrpΩqN q “ ‖θ˚θ2ϕ‖L2p0,T ;LrpΩqN q ` ‖θ˚θ1ϕt‖L2p0,T ;LrpΩqN q ` ‖g3‖L2p0,T ;LrpΩqN q

` ‖pθ˚q1
ψ2,t‖L2p0,T ;LrpΩqN q ` ‖g1‖L2p0,T ;LrpΩqN q

ď C6

`
‖θ˚θ2ϕ‖L2pQqN ` ‖θ˚θ1ϕt‖L2pQqN ` ‖θ˚Dψ2ȳt‖L2p0,T ;LrpΩqN q

`‖pθ˚q1
ψ2,t‖L2pQqN ` ‖g1‖L2pQqN

˘
. (B.137)

Tendo em conta a definição de G em (B.128), a dependência contínua de g1 com

respeito a Dψȳ dada em (B.133), a desigualdade (B.130) e como LrpΩq é continuamente

imerso em H´1pΩq, obtém-se

‖g1‖L2pQqN ď C1‖Dψȳ‖L2pQqN

ď C1}ȳ}8‖Dψ‖L2pQqN

ď C˚
1 }ȳ}8e

pC2T }ȳ}2
8‖G‖L2p0,T ;H´1pΩqN q

ď C˚
2 ‖ȳ‖8e

pC2T }ȳ}2
8

`
‖θ˚θ2ϕ‖L2pQqN ` ‖θ˚θ1ϕt‖L2pQqN

`‖θ˚Dψ2ȳt‖L2p0,T ;LrpΩqN q ` ‖pθ˚q1
ψ2,t‖L2pQqN

˘
. (B.138)

Note que substituindo (B.138) em (B.137) e o resultado no lado direito

de (B.136), conseguimos estimar ‖ψt‖L2p0,T ;LrpΩqN q de forma explicita. Mas no seguinte

passo, não precisamos tal estimativa. Só precisamos das estimativas (B.138) e (B.137).

Passo 5 : Neste passo estimaremos J2,2.

Lembrando que ψ “ θ˚ψ2,t temos que ψt “ pθ˚q1ψ2,t ` θ˚ψ2,tt, portanto

‖θ˚ψ2,tt‖L2p0,T ;LrpΩqN q ď ‖ψt‖L2p0,T ;LrpΩqN q ` ‖pθ˚q1ψ2,t‖L2p0,T ;LrpΩqN q.

Substituindo (B.136) no lado direito da última desigualdade, obtemos

‖θ˚ψ2,tt‖L2p0,T ;LrpΩqN q ď C7‖J‖L2p0,T ;LrpΩqN q ` ‖pθ˚q1ψ2,t‖L2p0,T ;LrpΩqN q. (B.139)
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Finalmente, substituindo (B.138) em (B.137) e o resultado em (B.139), obte-

mos uma estimativa para ‖θ˚ψ2,tt‖L2p0,T ;LrpΩqN q. Logo, substituindo na definição de J2,2

em (B.112), temos a estimativa procurada ao início da subseção

J2,2 ď C8

`
1 ` }ȳ}2

8

˘
e

pC3T }ȳ}2
8

´
}θ˚θ2ϕ}2

L2pQqN ` }θ˚θ1ϕt}2

L2pQqN

`
››pθ˚q1

ψ2,t

››2

L2pQqN ` }θ˚Dψ2ȳt}2

L2p0,T ;LrpΩqN q

¯
. (B.140)

B.4.2.6 Estimativa de J2,3

Nesta subseção vamos a estimar o terceiro termo do lado direito da desigual-

dade (B.122), ou seja,

J2,3 :“ 1
2
λ12‖ψ2‖

2
L2p0,T ;Lr1 pω2qN q,

onde r1 é dado como em (B.117).

Para isso, consideraremos X :“ L2p0, T ;L2 pω3qN q e seguiremos os seguintes

passos :

• Encontraremos uma primeira estimativa para ‖ψ2‖L2p0,T ;Lr1 pω2qN q em termos das

normas de ψ2 e ∆ψ2 no espaço X.

• Estimaremos a norma de termo ∆ψ2 no espaço X.

• Utilizando o passo anterior encontraremos uma segunda e última estimativa para

‖ψ2‖L2p0,T ;Lr1 pω2qN q e portanto estimaremos J2,3.

Passo 1 : Neste passo, calcularemos uma primeira estimativa de ‖ψ2‖L2p0,T ;Lr1 pω2qN q.

Vamos introduzir uma função de corte ζ P C2
c pω3q tal que supp ζ Ă ω3 e ζ “ 1

em ω2, onde os abertos ω2 e ω3 satisfaz (B.56), isto é,

ω2 Ť ω3 Ť ω.

Dado que o espaço H2 pω3qN X H1
0 pω3qN está continuamente imerso em Lr1 pω3qN , para

todo r1 ă 8, temos

}ψ2}2

L2p0,T ;Lr1 pω2qNq ď }ζψ2}2

L2p0,T ;Lr1 pω3qNq
ď C1 }ζψ2}2

L2p0,T ;H2pω3qN XH1

0
pω3qNq

“ C1 }∆pζψ2q}X

“ C1 }ψ2∆ζ ` 2∇ζ ¨ ∇ψ2 ` ζ∆ψ2}2

X

ď C2

`
}ψ2∆ζ}2

X ` 4 }∇ζ ¨ ∇ψ2}2

X ` }ζ∆ψ2}2

X

˘

ď C3

`
‖ψ2‖

2
X ` ‖∆ψ2‖

2

X ` ‖ζ∆ψ2‖
2
X

˘
. (B.141)

Passo 2 : Neste passo estimaremos ‖∆ψ2‖X .
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Seguindo as ideias do início da subseção B.4.1, onde estimamos o termo

‖θ̂∆ϕ‖L2pω2ˆp0,T qqN , vamos obter uma estimativa do termo ‖∆ψ2‖X . Para isso, vamos

começar definindo a função upx, tq como em (B.57).

Considerando

ϕ “ ψ2, pθ “ 1, ω2 “ ω3 e ω4 “ ω5, (B.142)

onde ω5 é um novo aberto satisfazendo ω3 Ť ω5 Ť ω, definimos

upx, tq :“ ρpxq∆ψ2px, T ´ tq em R
N ˆ p0, T q,

onde ρ P Dpω5q com ρ ” 1 in ω4.

Definida upx, tq acima, verificaremos que satisfaz que upx, 0q “ 0. Note que

como ψ2 é solução do sistema pB.99q, temos ψ2pT q “ 0, portanto

upx, 0q “ ρpxq∆ψ2px, T q “ 0.

Finalmente, procedendo como no início da subseção B.4.1, da definição de

upx, tq em (B.57), ϕ satisfaz a primeira equação do sistema (7), isto é,

´ϕt ´ ∆ϕ ´ Dϕy ` ∇π “ g.

No nosso caso ψ2 é solução do sistema pB.99q e portanto satisfaz a primeira

equação de pB.99q, isto é,

´ψ2,t ´ ∆ψ2 ´ Dψ2ȳ ` ∇q2 “ ´θ1ϕ, em Q.

Comparando a última igualdade com a primeira equação do sistema (7), dedu-

zimos que temos que considerar g “ ´θ1ϕ, como no contexto da subseção B.4.1.

O resultado principal da subseção B.4.1 é dado pela desigualdade (B.95). No

nosso caso, (B.95) é válida, mas com as alterações dadas em (B.142) e considerando

g “ ´θ1ϕ, obtemos

ĳ

ω3ˆp0,T q

|∆ψ2|2dx dt ď C4p1 ` T q

¨
˚̋

ĳ

ω5ˆp0,T q

|θ1ϕ|2 ` |Dψ2y|2 ` |ψ2|2 dx dt

˛
‹‚,

ď C5p1 ` T q

¨
˚̋

ĳ

ω5ˆp0,T q

|θ1ϕ|2 ` |∇ψ2|2}y}2
8 ` |ψ2|2 dx dt

˛
‹‚.

Passo 3 : Neste passo, calcularemos uma segunda estimativa de ‖ψ2‖L2p0,T ;Lr1 pω2qN q.
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Substituindo a última desigualdade no lado direito de (B.141), temos

}ψ2}2

L2p0,T ;Lr1 pω2qNq ď C6

`
1 ` }ȳ}2

8

˘
p1 ` T q

ĳ

ω5ˆp0,T q

´
|ψ2|2 ` |∇ψ2|2 ` |θ1ϕ|2

¯
dx dt.

(B.143)

Na desigualdade (B.143), vamos a escrever os termos relacionados com ψ2 em

termos de ψ1. Pela equação (B.100), temos as seguintes relações para as soluções pψ1, q1q e

pψ2, q2q dos sistemas (B.98) e (B.99) respectivamente

ψ2 “ θϕ ´ ψ1 e ∇ψ2 “ θ∇ϕ ´ ∇ψ1.

Logo, valem as desigualdades

|ψ2|2 “ |θϕ ´ ψ1|2 ď
`
|θϕ| ` |ψ1|

˘2 ď 2
`
|θϕ|2 ` |ψ1|2

˘
,

|∇ψ2|2 “ |θ∇ϕ ´ ∇ψ1|2 ď
`
|θ∇ϕ| ` |∇ψ1|

˘2 ď 2
`
|θ∇ϕ|2 ` |∇ψ1|2

˘
.

Consequentemente,

|ψ2|2 ` |∇ψ2|2 ď 2
`

|ψ1|2 ` |∇ψ1|2 ` |θ|2
`
|ϕ|2 ` |∇ϕ|2

˘ ˘
.

Substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.143), temos

‖ψ2‖
2
L2p0,T ;Lr1 pω2qN q ď C7p1 ` }ȳ}2

8qp1 ` T q

¨
˚̋

ĳ

ω5ˆp0,T q

|ψ1|2 ` |∇ψ1|2 dx dt

`
ĳ

ω5ˆp0,T q

p|θ|2 ` |θ1|2q|ϕ|2 dx dt `
ĳ

ω5ˆp0,T q

|θ|2|∇ϕ|2 dx dt

˛
‹‚. (B.144)

Vendo ψ1 como solução fraca do sistema (B.98), e usando a estimativa para o

sistema (B.98) dada pela desigualdade (B.110), vale
ĳ

ω5ˆp0,T q

|ψ1|2 ` |∇ψ1|2 dx dt ď }ψ1}2

L2p0,T ;H2pΩqN q ď eC˚
10

T }ȳ}2
8}θg}2

L2pQq.

Finalmente, substituindo a última desigualdade no lado direito de (B.144),

obtemos a estimativa procurada para J2,3 no início da subseção, isto é,

J2,3 ď C8p1 ` }ȳ}2
8qeC˚

17
T }ȳ}2

8λ12p1 ` T q
´

}θg}2
L2pQqN ` }θϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq
` }θ1ϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq ` }θ∇ϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq
¯
. (B.145)
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B.4.2.7 Cálculo da primeira estimativa de ‖θ̂ϕt‖L2pω2ˆp0,T qqN

Nesta subseção vamos a estimar o lado direito da estimativa do termo θ̂ϕt dada

em (B.104), isto é,
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2 |ϕt|2 dx dt ď CpJ1 ` J2 ` J3q.

Das subseções anteriores, temos estimativas para J1, J2 e J3. A desigual-

dade (B.111) é uma estimativa para J1, isto é,

J1 ď C1

`
1 ` }ȳ}2

8

˘
eC˚

5
T }ȳ}2

8}θg}2
L2pQqN .

Para obter uma estimativa para J2, vamos substituir as estimativas para J2,1,

J2,2 e J2,3 dadas pelas desigualdades (B.125), (B.140) e (B.145) respectivamente, no lado

direito de (B.122), obtendo

J2 ď J2,1 ` J2,2 ` J2,3

ď C2

`
1 ` }ȳ}2

8

˘
eC˚

17
T }ȳ}2

8

”
λ12p1 ` T q

´
}θg}2

L2pQqN ` }θϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq
` }θ1ϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq ` }θ∇ϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq
¯

` }θ˚θ2ϕ}2

L2pQqN

` }θ˚θ1ϕt}2

L2pQqN `
››pθ˚q1

ψ2,t

››2

L2pQqN ` }θ˚Dψ2ȳt}2

L2p0,T ;LrpΩqN q

ı
. (B.146)

Para obter uma estimativa para J3, note que pela desigualdade (B.109) a

função λ6θ˚ definida em (B.101) é limitada uniformemente. Tendo em conta este último

fato na definição de J3 em (B.105), temos

J3 ď C3 }θ1ϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq ď C3

`
1 ` }ȳ}2

8

˘
eC˚

19
T }ȳ}2

8 }θ1ϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq .

Substituindo as estimativas para J1, J2 e J3 em (B.104) e absorvendo termos

similares, obtemos
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2 |ϕt|2 dx dt ď C4

`
1 ` }ȳ}2

8

˘
eC˚

19
T }ȳ}2

8
“
λ12p1 ` T qS1pθ, g, ϕq ` S0pθ, θ˚, ϕ, ψ2q

` }θ˚Dψ2ȳt}2

L2p0,T ;LrpΩqN q

ı
, (B.147)

onde

S0pθ, θ˚, ϕ, ψ2q :“ }θ˚θ2ϕ}2

L2pQqN ` }θ˚θ1ϕt}2

L2pQqN `
››pθ˚q1

ψ2,t

››2

L2pQqN .

S1pθ, g, ϕq :“ }θg}2
L2pQqN ` }θϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq ` }θ1ϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq
` }θ∇ϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq.

(B.148)
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B.4.2.8 Estimativa de ‖θ˚Dψ2yt‖L2p0,T ;LrpΩqN q

Nesta subseção vamos a encontrar uma estimativa para o termo que envolve

θ˚Dψ2yt no lado direito da desigualdade (B.147), isto é,

}θ˚Dψ2ȳt}2

L2p0,T ;LrpΩqN q .

O primeiro objetivo é deduzir uma estimativa para θ˚ψ2 em L2p0, T ;W 1,lpΩqN q para l ă 8
qualquer. A partir disso, conseguiremos uma estimativa para θ˚Dψ2yt em L2p0, T ;LrpΩqN q,
para r dado como em (B.116). Assim, seguiremos os seguintes passos :

• Mostraremos que θ˚ψ2 é solução do sistema adjunto (B.154) com lado direito no

espaço Lk3p0, T ;Lk4pΩqN q.

• Mostraremos que θ˚ψ2 é solução do sistema adjunto (B.158) mas com lado direito

no espaço Lk3p0, T ;LlpΩqN q.

• Calcularemos a estimativa de ‖θ˚ψ2‖L8p0,T ;W 1,lpΩqN q.

• Finalmente, utilizando o passo anterior calcularemos a estimativa da norma do termo

θ˚Dψ2syt no espaço L2p0, T ;LrpΩqN q.

Primeiramente, notemos que para θ˚ definido em (B.101), temos θ˚pT q “ 0.

Dado que pψ2, q2q é solução do sistema (B.99), pelo Teorema 1.68 temos que pθ˚ψ2, θ
˚q2q é

solução do sistema
$
’’’’’’&
’’’’’’%

´pθ˚ψ2qt ´ ∆pθ˚ψ2q ´ Dpθ˚ψ2qȳ ` ∇pθ˚q2q “ ´pθ˚q1ψ2 ´ θ˚θ1ϕ em Q,

∇ ¨ pθ˚ψ2q “ 0 em Q,

θ˚ψ2 “ 0 sobre Σ,

pθ˚ψ2qpT q “ 0 em Ω.

(B.149)

Considerando θ˚ψ2 como solução forte de (B.149) e pela primeira imersão da

Proposição A.3, temos que

θ˚ψ2 P L2p0, T ;H2pΩqN q X L8p0, T ;V q Ă Lk1p0, T ;Lk2pΩqN q, (B.150)

onde
2
k1

` 6
k2

“ 1.

Além disso, lembrando que H1pΩq ãÑ L6pΩq e pela segunda imersão da Propo-

sição A.3, temos

Dpθ˚ψ2qȳ P L2p0, T ;L6pΩqN q X L8p0, T ;L2pΩqN q Ă Lk3p0, T ;Lk4pΩqN q, (B.151)

onde
4{3
k3

` 2
k4

“ 1.
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Passo 1 : Neste passo mostraremos que θ˚ψ2 é solução do sistema adjunto (B.154) com

lado direito no espaço Lk3p0, T ;Lk4pΩqN q.

Por (B.151), podemos aplicar o Teorema 1.32 (decomposição de Helmholtz’s)

a Dpθ˚ψ2qsy no espaço Lk3p0, T ;Lk4pΩqN q. Logo, existem funções g5 e g6 com g5, ∇g6 P
Lk3p0, T ;Lk4pΩqN q e ∇ ¨ g5 “ 0 tais que

Dpθ˚ψ2qsy “ g5 ` ∇g6. (B.152)

Além disso, g5 e ∇g6 dependem continuamente de Dpθ˚ψ2qy, ou seja,

‖g5‖Lk3 p0,T ;Lk4 pΩqN q ď C1‖θ
˚Dψ2syt‖Lk3 p0,T ;Lk4 pΩqN q,

‖∇g6‖Lk3 p0,T ;Lk4 pΩqN q ď C2‖θ
˚Dψ2syt‖Lk3 p0,T ;Lk4 pΩqN q.

(B.153)

Substituindo a decomposição de Dpθ˚ψ2qy dada por (B.152) na primeira equa-

ção do sistema (B.149), obtemos
$
’’’’’’&
’’’’’’%

´pθ˚ψ2qt ´ ∆pθ˚ψ2q ` ∇pθ˚q2 ´ g6q “ ´pθ˚q1ψ2 ´ θ˚θ1ϕ ` g5 em Q,

∇ ¨ pθ˚ψ2q “ 0 em Q,

θ˚ψ2 “ 0 sobre Σ,

pθ˚ψ2qpT q “ 0 em Ω,

(B.154)

onde o lado direito da primeira equação do sistema anterior satisfaz
`

´ pθ˚q1ψ2 ´ θ˚θ1ϕ ` g5

˘
P Lk3p0, T ;Lk4pΩqN q

e

∇ ¨
`

´ pθ˚qψ2 ´ θ˚θ1ϕ ` g5

˘
“ ´∇ ¨ pθ˚ψ2q ´ θ˚θ1∇ ¨ ϕ ` ∇ ¨ g5 “ 0.

Aplicando o Teorema A.6 ao sistema de Stokes (B.154) para obter estimativas

de energia e regularidade de θ˚ψ2, temos que θ˚ψ2 P Lk3p0, T ;W 2,k4pΩqN q e vale estimativa

‖θ˚ψ2‖Lk3 p0,T ;W 2,k4 pΩqN q ď C3‖´pθ˚q1ψ2 ´ θ˚θ1ϕ ` g5‖Lk3 p0,T ;Lk4 pΩqN q. (B.155)

Além disso, a desigualdade anterior implica que θ˚Dψ2 P Lk3p0, T ;W 1,k4pΩqN q.

Passo 2 : Neste passo mostraremos que θ˚ψ2 é solução do sistema adjunto (B.158) com

lado direito no espaço Lk3p0, T ;LlpΩqN q.

Por (B.150) temos que θ˚ψ2 P Lk1p0, T ;Lk2pΩqN q. Logo, vamos fazer outra

decomposição de Helmholt’z de Dpθ˚ψ2qy, mas agora no espaço Lk1p0, T ;Lk2pΩqN q. Lem-

brando que também fizemos a decomposição de Dpθ˚ψ2qy no espaço Lk3p0, T ;Lk4pΩqN q,
vamos fixar k1, k2, k3 e k4.

Pelas imersões dadas em (B.150) e (B.151), temos

2
k1

` 6
k2

“ 1,
4{3
k3

` 2
k4

“ 1,
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onde vamos considerar k3 “ k1, k2 “ l e

3 ď k4 ă 6 ùñ l ą 12.

Assim, novamente aplicando o Teorema 1.32 (decomposição de Helmholtz’s) a

Dpθ˚ψ2qsy mas agora no espaço Lk3p0, T ;LlpΩqN q, temos que existem funções g7 e g8 com

g7, ∇g8 P Lk3p0, T ;LlpΩqN q e ∇ ¨ g7 “ 0 tais que

Dpθ˚ψ2qy “ g7 ` ∇g8. (B.156)

Além disso, g7 e ∇g8 dependem continuamente de Dpθ˚ψ2qy, ou seja,

‖g7‖Lk3 p0,T ;LlpΩqN q ď C4‖θ
˚Dψ2ȳt‖Lk3 p0,T ;LlpΩqN q,

‖∇g8‖Lk3 p0,T ;LlpΩqN q ď C5‖θ
˚Dψ2ȳt‖Lk3 p0,T ;LlpΩqN q.

(B.157)

Substituindo a nova decomposição de Dpθ˚ψ2qsy dada por (B.156) na primeira

equação do sistema (B.149), obtemos
$
’’’’’’&
’’’’’’%

´pθ˚ψ2qt ´ ∆pθ˚ψ2q ` ∇pθ˚q2 ´ g8q “ ´pθ˚q1ψ2 ´ θ˚θ1ϕ ` g7 em Q,

∇ ¨ pθ˚ψ2q “ 0 em Q,

θ˚ψ2 “ 0 sobre Σ,

pθ˚ψ2qpT q “ 0 em Ω,

(B.158)

onde o lado direito da primeira equação do sistema (B.158), satisfaz

`
´ pθ˚q1ψ2 ´ θ˚θ1ϕ ` g7

˘
P Lk3p0, T ;LlpΩqN q

e

∇ ¨
`

´ pθ˚qψ2 ´ θ˚θ1ϕ ` g7

˘
“ ´∇ ¨ pθ˚ψ2q ´ θ˚θ1∇ ¨ ϕ ` ∇ ¨ g7 “ 0.

Aplicando o Teorema A.6 ao sistema de Stokes (B.158), temos que ∇pθ˚q2´g8q P
Lk3p0, T ;LlpΩqN q e

‖∇pθ˚q2 ´ g8q‖Lk3 p0,T ;LlpΩqN q ď C6‖´pθ˚q1ψ2 ´ θ˚θ1ϕ ` g7‖Lk3 p0,T ;LlpΩqN q. (B.159)

Tendo em conta (B.155) e a dependência contínua de g7 e g5 com respeito a

Dpθ˚ψ2qsy dadas pelas desigualdades (B.153) e (B.157), a desigualdade anterior torna se

‖∇pθ˚q2 ´ g8q‖Lk3 p0,T ;LlpΩqN q ď C7p1 ` ‖y‖2q
`
‖θ˚∆ψ2‖L2pQqN ` ‖pθ˚q1∆ψ2‖L2pQqN

` ‖pθ˚ψ2qt‖L2pQqN ` ‖ppθ˚q1ψ2qt‖L2pQqN

` ‖θ˚θ1∆ϕ‖L2pQqN ` ‖pθ˚θ1ϕqt‖L2pQqN

˘
. (B.160)

Passo 3: Neste passo vamos mostrar que a última desigualdade é suficiente para assegurar

que θ˚ψ2 P L8p0, T ;W 1,lpΩqN q e obter uma estimativa para ‖θ˚ψ2‖L8p0,T ;W 1,lpΩqN q.
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Para isso, consideremos o problema (B.158) como um sistema de N equações

do calor
$
’’’’’’&
’’’’’’%

´pθ˚ψ2qt ´ ∆pθ˚ψ2q “ B em Q,

∇ ¨ pθ˚ψ2q “ 0 em Q,

θ˚ψ2 “ 0 sobre Σ,

pθ˚ψ2qpT q “ 0 em Ω,

(B.161)

onde

B :“ ´pθ˚q1ψ2 ´ θ˚θ1ϕ ´ ∇pθ˚q2 ´ g8q ` g7 P Lk3p0, T ;LlpΩqN q. (B.162)

Considerando a solução do sistema anterior em termos do semigrupo do operador

do calor, temos que

‖θ˚ψ2ptq‖W 1,lpΩqN ď C8

ż t

0

pt ´ sq´1{2‖Bpsq‖LlpΩqNds

“ C8

ż

R

hpt ´ sqgpsqds

“ C8ph ˚ gqptq, (B.163)

onde

gpzq :“ ‖Bpzq‖LlpΩqN P Lk3p0, T q e hpzq :“ z´1{2 P Lk1
3p0, T q, (B.164)

com 1{k3 ` 1{k1
3 “ 1 e k3 ą 2, pois lembremos que

3 ď k4 ă 6 e
4{3
k3

` 2
k4

“ 1.

Aplicando a desigualdade de Young (Teorema 1.45) nas funções g e h definidas

em (B.164), onde k3 e k1
3 satisfaz 1{k3`1{k1

3 “ 1`1{r com r “ 8. Temos que h˚g P L8p0, T q
e também

‖h ˚ g‖L8p0,T q ď ‖g‖Lk3 p0,T q‖h‖
L

k1
3 p0,T q

.

Portanto, a última desigualdade e (B.163) implicam que ‖θ˚ψ2p¨q‖W 1,lpΩqN P L8p0, T q e

‖θ˚ψ2‖L8p0,T ;W 1,lpΩqN q ď C8‖g‖Lk3 p0,T q‖h‖
L

k1
3 p0,T q

. (B.165)

Pelas definições de h e g em (B.164) temos que

‖h‖
L

k1
3 p0,T q

“ p1 ´ k1
3{2q´1{k1

3T´1{2`1{k1
3 e ‖g‖Lk3 p0,T q “ ‖B‖Lk3 p0,T ;LlpΩqN q.

Logo, substituindo as duas últimas igualdades no lado direito de (B.165),

obtemos

‖θ˚ψ2‖L8p0,T ;W 1,lpΩqN q ď C8p1 ´ k1
3{2q´1{k1

3T´1{2`1{k1
3‖B‖Lk3 p0,T ;LlpΩqN q.
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Substituindo a definição de B em (B.162) no lado direito da última desigualdade,

tem-se

‖θ˚ψ2‖L8p0,T ;W 1,lpΩqN q ď C8p1 ´ k1
3{2q´1{k1

3T´1{2`1{k1
3

`
‖θ˚∆ψ2‖L2pQqN

` ‖pθ˚q1∆ψ2‖L2pQqN ` ‖pθ˚ψ2qt‖L2pQqN

` ‖ppθ˚q1ψ2qt‖L2pQqN ` ‖θ˚θ1∆ϕ‖L2pQqN

` ‖pθ˚θ1ϕqt‖L2pQqN

˘
. (B.166)

Passo 4 : Neste passo calcularemos a estimativa para ‖θ˚Dψ2syt‖L2p0,T ;LrpΩqN q utilizando

a última desigualdade do passo anterior.

A desigualdade (B.166) é uma estimativa para ‖θ˚Dψ2‖L8p0,T ;LlpΩqN q e implica

que θ˚Dψ2 P L8p0, T ;LlpΩqN q. Lembrando por (4) que syt P L2p0, T ;LσpΩqN q, segue que

‖θ˚Dψ2syt‖L2p0,T ;LrpΩqN q ď ‖θ˚Dψ2‖L8p0,T ;LlpΩqN q‖syt‖L2p0,T ;LσpΩqN q

ď C8‖syt‖L2p0,T ;LσpΩqN qT
´1{2`1{k1

3p1 ` ‖sy‖2
8q

`
‖θ˚∆ψ2‖L2pQqN

` ‖pθ˚q1∆ψ2‖L2pQqN ` ‖pθ˚ψ2qt‖L2pQqN

` ‖ppθ˚q1ψ2qt‖L2pQqN ` ‖θ˚θ1∆ϕ‖L2pQqN

` ‖pθ˚θ1ϕqt‖L2pQqN

˘
.

Elevando ao quadrado ambos lados da última desigualdade e utilizando a

desigualdade de Cauchy (Teorema 1.38), temos

‖θ˚Dψ2yt‖
2
L2p0,T ;LrpΩqN q ď pC8‖yt‖

2
L2pLσqT

´1`2{k1
3p1 ` ‖y‖2

8q2
´

‖θ˚∆ψ2‖
2
L2pQqN

` ‖pθ˚q1∆ψ2‖
2
L2pQqN ` ‖pθ˚ψ2qt‖

2
L2pQqN

` ‖ppθ˚q1ψ2qt‖
2
L2pQqN ` ‖θ˚θ1∆ϕ‖2

L2pQqN

` ‖pθ˚θ1ϕqt‖
2
L2pQqN

¯
. (B.167)

Notemos que 2 ă k3 ď 4 implica 0 ă ´1 ` 2{k1
3 ď 1{2, pois 1{k3 ` 1{k1

3 “ 1,

logo

T´1`2{k1
3 ď T 1{2. (B.168)

Agora, desenvolvendo os termos que envolvem derivadas respeito do tempo no

lado direito de (B.167), temos

pθ˚ψ2qt “ pθ˚q1ψ2 ` θ˚ψ2,t,

ppθ˚q1ψ2qt “ pθ˚q2ψ2 ` pθ˚q1ψ2,t,

pθ˚θ1ϕqt “ pθ˚q1θ1ϕ ` θ˚θ2ϕ ` θ˚θ1ϕt.
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Logo, tomando a norma LpQqN nas últimas três igualdades, utilizando a

desigualdade triangular, elevando ao quadrado e pela desigualdade pa` bq2 ď 2pa2 ` b2q,
temos que as ultimas três igualdades tornam se

‖pθ˚ψ2qt‖
2
L2pQqN ď pC1p‖pθ˚q1ψ2‖

2
L2pQqN ` ‖θ˚ψ2,t‖

2
L2pQqN q,

‖ppθ˚q1ψ2qt‖
2
L2pQqN ď pC2p‖pθ˚q1ψ2,t‖

2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1ψ2,t‖

2
L2pQqN q, (B.169)

‖pθ˚θ1ϕqt‖
2
L2pQqN ď pC3p‖pθ˚q1θ1ϕ‖2

L2pQqN ` ‖θ˚θ2ϕ‖2
L2pQqN ` ‖θ˚θ1ϕt‖

2
L2pQqN q.

Assim, substituindo (B.168) e (B.169) no lado direito de (B.167), podemos

reescrever esta última obtendo a estimativa desejada no início da subseção, isto é,

‖θ˚Dψ2yt‖
2
L2p0,T ;LrpΩqN q ď C9‖yt‖

2
L2pLσqT

1{2p1 ` ‖y‖2
8q2

´
‖θ˚θ2ϕ‖2

L2pQqN

`‖pθ˚q1θ1ϕ‖2
L2pQqN ` ‖θ˚θ1ϕt‖

2
L2pQqN ` ‖θ˚θ1∆ϕ‖L2pQqN

`‖θ˚ψ2,t‖
2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1ψ2,t‖

2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1ψ2‖

2
L2pQqN

`‖pθ˚q2ψ2‖
2
L2pQqN ` ‖θ˚∆ψ2‖

2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1∆ψ2‖

2
L2pQqN

¯
.

(B.170)

B.4.2.9 Cálculo da segunda estimativa de ‖θ̂ϕt‖L2pω2ˆp0,T qqN

Nesta subseção vamos reescrever o lado direito da estimativa (B.147), isto é,
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2 |ϕt|2 dx dt ď C4

`
1 ` }ȳ}2

8

˘
eC˚

19
T }ȳ}2

8
“
λ12p1 ` T qS1pθ, g, ϕq ` S0pθ, θ˚, ϕ, ψ2q

` }θ˚Dψ2ȳt}2

L2p0,T ;LrpΩqN q

ı
,

onde S0 e S1 são definidos em (B.148).

Para isso, definamos

S2pθ, θ˚, ϕ, ψ2q :“ ‖pθ˚q1θ1ϕ‖2
L2pQqN ` ‖θ˚θ2ϕ‖2

L2pQqN ` ‖θ˚θ1ϕt‖
2
L2pQqN ` ‖θ˚θ1∆ϕ‖L2pQqN

` ‖θ˚ψ2,t‖
2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1ψ2,t‖

2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1ψ2‖

2
L2pQqN ` ‖pθ˚q2ψ2‖

2
L2pQqN

` ‖θ˚∆ψ2‖
2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1∆ψ2‖

2
L2pQqN . (B.171)

Pelas definições de S0 e S2 em (B.148) e (B.171), respectivamente, temos que

S0 ď S2. Logo, utilizando em conjunto com (B.170), considerando que p1 ` ‖y‖2
8q2 ą 1 e

tomando uma constante pC1 tal que C9 ď pC1 e pC1‖yt‖
2
L2pLσq ě 1, vale

S0 ` ‖θ˚Dψ2yt‖
2
L2p0,T ;LrpΩqN q ď S2 ` C9‖yt‖

2
L2pLσqT

1{2p1 ` ‖y‖2
8q2S2

ď p1 ` pC1‖yt‖
2
L2pLσqT

1{2qp1 ` ‖y‖2
8q2S2

ď pC1‖yt‖
2
L2pLσqp1 ` ‖y‖2

8q2p1 ` T 1{2qS2.
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Substituindo a última desigualdade no lado direito de (B.147), tendo em conta

que pC1‖yt‖
2
L2pLσqp1 ` ‖y‖2

8q2 ě 1 e o fato que p1 ` ‖y‖2
8q3 ď Cp1 ` ‖y‖6

8q, (B.147) torna se
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2 |ϕt|2 dx dt ď pC2p1 ` ‖y‖6
8q‖yt‖

2
L2pLσqe

CT }ȳ}2
8

”
λ12p1 ` T qS1pθ, g, ϕq

` p1 ` T 1{2qS2pθ, θ˚, ϕ, ψ2q
ı
, (B.172)

onde S1 e S2 são definidas em (B.148) e (B.171), respectivamente.

Lembrando a relação θϕ “ ψ1 ` ψ2 dada em (B.100), onde θϕ é solução do

sistema (B.97) e as identidades

ψ2 “ ´ψ1 ` θϕ,

ψ2,t “ ψ1,t ` θ1ϕ ` θϕt,

∆ψ2 “ ´∆ψ1 ` θ∆ϕ,

(B.173)

escreveremos os termos relacionados com ψ2 na definição de S2pθ, θ˚, ϕ, ψ2q dada em (B.171),

em termos de ψ1.

Multiplicando a primeira equação de (B.173) por pθ˚q1 e por pθ˚q2. Tomando a

norma em L2pQqN , aplicando a desigualdade triangular e o fato que pa` bq2 ď 2pa2 ` b2q ,

obtemos

‖pθ˚q1ψ2‖
2
L2pQqN ď pC3

´
‖pθ˚q1ψ1‖

2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1θϕ‖2

L2pQqN

¯
,

‖pθ˚q2ψ2‖
2
L2pQqN ď pC4

´
‖pθ˚q2ψ1‖

2
L2pQqN ` ‖pθ˚q2θϕ‖2

L2pQqN

¯
.

Realizando o mesmo procedimento anterior para a segunda e terceira equações de (B.173),

segue que

‖θ˚ψ2,t‖
2
L2pQqN ď pC5

´
‖θ˚ψ1,t‖

2
L2pQqN ` ‖θ˚θ1ϕ‖2

L2pQqN ` ‖θ˚θϕt‖
2
L2pQqN

¯
,

‖pθ˚q1ψ2,t‖
2
L2pQqN ď pC6

´
‖pθ˚q1ψ1,t‖

2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1θ1ϕ‖2

L2pQqN ` ‖pθ˚q1θϕt‖
2
L2pQqN

¯
,

‖θ˚∆ψ2‖
2
L2pQqN ď pC7

´
‖θ˚∆ψ1‖

2
L2pQqN ` ‖θ˚θ∆ϕ‖2

L2pQqN

¯
,

‖pθ˚q1∆ψ2‖
2
L2pQqN ď pC8

´
‖pθ˚q1∆ψ1‖

2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1θ∆ϕ‖2

L2pQqN

¯
.

Substituindo as últimas seis desigualdades na definição de S2pθ, θ˚, ϕ, ψ2q
em (B.171), temos

S2pθ, θ˚, ϕ, ψ2q ď C
´

‖θ˚θ1ϕ‖2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1θ1ϕ‖2

L2pQqN ` ‖pθ˚q2θϕ‖2
L2pQqN

` ‖θ˚θ2ϕ‖2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1θϕ‖2

L2pQqN ` ‖θ˚θ∆ϕ‖L2pQqN

` ‖θ˚θ1∆ϕ‖L2pQqN ` ‖pθ˚q1θ∆ϕ‖2
L2pQqN ` ‖θ˚θϕt‖

2
L2pQqN

` ‖θ˚θ1ϕt‖
2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1θϕt‖

2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1ψ1‖

2
L2pQqN

` ‖pθ˚q2ψ1‖
2
L2pQqN ` ‖θ˚∆ψ1‖

2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1∆ψ1‖

2
L2pQqN

` ‖θ˚ψ1,t‖
2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1ψ1,t‖

2
L2pQqN

¯
. (B.174)
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Lembrando a definição de θ˚ em (B.101), temos que pelas desigualdades (B.109)

e (B.123) as funções θ˚ e pθ˚q2 são limitadas em p0, T q. De forma similar podemos mostrar

que pθ˚q1 é também limitada em p0, T q. Utilizando este último fato e a desigualdade (B.110),

todos os termos relacionados com ψ1 na última desigualdade podem ser estimados pelo

termo ‖g‖L2pQqN . Ou seja, existem constantes s6, λ6 ě 0, tais que

‖pθ˚q1ψ1‖
2
L2pQqN ` ‖pθ˚q2ψ1‖

2
L2pQqN ` ‖θ˚∆ψ1‖

2
L2pQqN

` ‖pθ˚q1∆ψ1‖
2
L2pQqN ` ‖θ˚ψ1,t‖

2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1ψ1,t‖

2
L2pQqN ď C1}θg}2

L2pQqN ,

para todo s ě s6

`
T 4 ` T 8

˘
e λ ě λ6.

Substituindo a última desigualdade no lado direito de (B.174), temos que esta

torna se

S2pθ, θ˚, ϕ, ψ2q ď C1

´
‖θ˚θ1ϕ‖2

L2pQqN ` ‖pθ˚q1θ1ϕ‖2
L2pQqN ` ‖pθ˚q2θϕ‖2

L2pQqN

` ‖θ˚θ2ϕ‖2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1θϕ‖2

L2pQqN ` ‖θ˚θ∆ϕ‖L2pQqN

` ‖θ˚θ1∆ϕ‖L2pQqN ` ‖pθ˚q1θ∆ϕ‖2
L2pQqN ` ‖θ˚θϕt‖

2
L2pQqN

` ‖θ˚θ1ϕt‖
2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1θϕt‖

2
L2pQqN

¯
` C2}θg}2

L2pQqN .

Substituindo a última desigualdade no lado direito de (B.172) e absorvendo

termos similares, temos
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2 |ϕt|2 dx dt ď pC9

`
1 ` }ȳ}6

8

˘
‖yt‖

2
L2pLσqe

CT }ȳ}2
8

”
λ12p1 ` T qS1pθ, g, ϕq

` p1 ` T 1{2qS3pθ, θ˚, ϕq
ı
, (B.175)

onde S1pθ, g, ϕq é definido em (B.148) e

S3pθ, θ˚, ϕq :“ ‖θ˚θ1ϕ‖2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1θϕ‖2

L2pQqN ` ‖pθ˚q1θ1ϕ‖2
L2pQqN ` ‖pθ˚q2θϕ‖2

L2pQqN

` ‖θ˚θ2ϕ‖2
L2pQqN ` ‖θ˚θ∆ϕ‖L2pQqN ` ‖θ˚θ1∆ϕ‖L2pQqN ` ‖pθ˚q1θ∆ϕ‖2

L2pQqN

` ‖θ˚θϕt‖
2
L2pQqN ` ‖θ˚θ1ϕt‖

2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1θϕt‖

2
L2pQqN . (B.176)

B.4.2.10 Cálculo da última estimativa de ‖θ̂ϕt‖L2pω2ˆp0,T qqN em termos de S1pθ, g, ϕq e

Ips, λ;ϕq

Nesta subseção vamos reescrever o lado direito de (B.175) em termos de

S1pθ, g, ϕq e Ips, λ;ϕq definidos em (B.148) e (12), respectivamente. Para isso, primeira-

mente vamos estimar o termo que p1 ` T 1{2qS3pθ, θ˚, ϕq no lado direito de (B.175), onde

S3pθ, θ˚, ϕq é definido em (B.176).

Na definição de S3, notemos que podemos estimar os termos que envolvem

ϕ, ∆ϕ, ϕt. Para isso, consideremos as definições de θ˚ e θ dadas em (B.101) e (11)
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respectivamente, e as desigualdades dadas em (B.44) para obter

|θ˚θ1| ` |pθ˚q1θ| ď pC1Ts
´3{4λ´4e´sα˚

ξ̂´1{2,

|pθ˚q1θ1| ` |pθ˚q2θ| ` |pθ˚qθ2| ď pC2T
2s1{4λ´4e´sα˚pξ˚q3{4.

(B.177)

Considerando 0 ă β ď 1{2, multiplicando as últimas duas desigualdades por

T β e considerando s7 ě 0 adequado, as seguintes desigualdades são válidas

T βp|θ˚θ1| ` |pθ˚q1θ|q ď pC3s
´1{2λ´4e´sα˚

ξ̂´1{2,

T βp|pθ˚q1θ1| ` |pθ˚q2θ| ` |pθ˚qθ2|q ď pC4s
3{2λ´4e´sα˚pξ˚q3{2,

(B.178)

para todo s ě s7

`
T 4 ` T 8

˘
.

Agora, vamos a estimar o termo p1 ` T 1{2qS3. Para isso, precisamos estimar

cada um do seguintes termos

p1 ` T 1{2qS3,1 “ p1 ` T 1{2q
`
‖θ˚θ1ϕ‖2

L2pQqN ` ‖pθ˚q1θϕ‖2
L2pQqN

˘
,

p1 ` T 1{2qS3,2 “ p1 ` T 1{2q
`
‖θ˚θ1∆ϕ‖2

L2pQqN ` ‖pθ˚q1θ∆ϕ‖2
L2pQqN

˘
,

p1 ` T 1{2qS3,3 “ p1 ` T 1{2q
`
‖θ˚θ1ϕt‖

2
L2pQqN ` ‖pθ˚q1θϕt‖

2
L2pQqN

˘
,

p1 ` T 1{2qS3,4 “ p1 ` T 1{2q
`
‖θ˚θ∆ϕ‖2

L2pQqN ` ‖θ˚θϕt‖
2
L2pQqN

˘
,

p1 ` T 1{2qS3,5 “ p1 ` T 1{2q
`
‖pθ˚q1θ1ϕ‖2

L2pQqN ` ‖pθ˚q2θϕ‖2
L2pQqN

` ‖pθ˚qθ2ϕ‖2
L2pQqN

˘
,

(B.179)

onde

S3 “
5ÿ

i“1

S3,i.

Os primeiros três termos de (B.179), podem ser estimados respectivamente,

utilizando em conjunto as primeiras desigualdades de (B.177) e (B.178) respectivamente,

obtendo
p1 ` T 1{2qS3,1 ď pC5s

´1λ´8

ĳ

Q

e´2sα˚

ξ̂´1|ϕ|2 dx dt,

p1 ` T 1{2qS3,2 ď pC6s
´1λ´8

ĳ

Q

e´2sα˚

ξ̂´1p|∆ϕ|2q dx dt,

p1 ` T 1{2qS3,3 ď pC7s
´1λ´8

ĳ

Q

e´2sα˚

ξ̂´1p|ϕt|2q dx dt.

(B.180)

O quarto termo de (B.179), pode ser estimado tendo em conta as definições

de θ˚ e θ dadas em (B.101) e (11) respectivamente e considerando s ě s8

`
T 4 ` T 8

˘
, com

s8 ą 0 adequado

p1 ` T 1{2qS3,4 ď pC8s
´1λ´8

ĳ

Q

e´2sα˚pξ̂q´7{2p|ϕt|2 ` |∆ϕ|2q dx dt. (B.181)
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Finalmente o último termo de (B.179), também pode ser estimado utilizando

em conjunto as segundas desigualdades de (B.177) e (B.178) respectivamente, obtendo a

estimativa

p1 ` T 1{2qS3,5 ď pC9s
3λ´8

ĳ

Q

e´2sα˚pξ˚q3|ϕ|2 dx dt. (B.182)

Pelas estimativas (B.180), (B.182) e (B.181) e lembrando que S3 “
5ÿ

i“1

S3,i,

conseguimos estimar o termo p1 ` T 1{2qS3 por

p1 ` T 1{2qS3 ď C

¨
˝s3λ´8

ĳ

Q

e´2sα˚pξ˚q3|ϕ|2 dx dt

` s´1λ´8

ĳ

Q

e´2sα˚

ξ̂´1p|ϕt|2 ` |∆ϕ|2q dx dt

˛
‚. (B.183)

Pelas definições de α, α˚, ξ e ξ̂ dadas em (11), podemos estimar o lado direito

da última desigualdade, pois valem as desigualdades

s3

ĳ

Q

e´2sα˚pξ˚q3|ϕ|2 dx dt ď s3λ4

ĳ

Q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt

e

s´1

ĳ

Q

e´2sα˚

ξ̂´1p|ϕt|2 ` |∆ϕ|2q dx dt ď s´1

ĳ

Q

e´2sαξ´1
`
|ϕt|2 ` |∆ϕ|2

˘
dx dt.

Somando as duas últimas desigualdades e comparando o resultado com Ips, λ;ϕq
definido em (12), vale

s3

ĳ

Q

e´2sα˚pξ˚q3|ϕ|2 dx dt ` s´1

ĳ

Q

e´2sα˚

ξ̂´1p|ϕt|2 ` |∆ϕ|2q dx dt ď Ips, λ;ϕq.

Substituindo a última desigualdade no lado direito de (B.183), obtemos

p1 ` T 1{2qS3 ď Cλ´8Ips, λ;ϕq.

Substituindo a última desigualdade no lado direito de (B.175), temos
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2 |ϕt|2 dx dt ď C1

`
1 ` }ȳ}6

8

˘
‖yt‖

2
L2p0,T ;LσpΩqN qe

C16T }ȳ}2
8

”
λ12p1 ` T qS1pθ, g, ϕq

` λ´8Ips, λ;ϕq
ı
. (B.184)
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Desenvolvendo o lado direito da última desigualdade, notamos que um dos

termos é
1
λ8
C1

`
1 ` }ȳ}6

8

˘
‖yt‖

2
L2p0,T ;LσpΩqN qe

C16T }ȳ}2
8Ips, λ;ϕq.

Como lim
λÑ8

1
λ8

“ 0, podemos tornar

1
λ8
C1

`
1 ` }ȳ}6

8

˘
‖yt‖

2
L2p0,T ;LσpΩqN qe

C16T }ȳ}2
8 ,

arbitrariamente pequeno.

Assim, podemos tomar constantes λ6 ą 0 e λ9 ą 0 tais que

1
λ8
C1

`
1 ` }ȳ}6

8

˘
‖yt‖

2
L2p0,T ;LσpΩqN qe

C16T }ȳ}2
8 ď 1

2C1C2

,

seja válida para todo λ ě λ6p1 ` ‖y‖8 ` ‖yt‖
2

L2p0,T ;LσpΩqNq ` eλ9T }ȳ}2
8q.

Substituindo a desigualdade anterior no lado direito da desigualdade (B.184),

obtem-se
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2 |ϕt|2 dx dt ď C2λ
12p1 ` T qS1pθ, g, ϕq ` 1

2C1C2

Ips, λ;ϕq

ď C2λ
20p1 ` T qS1pθ, g, ϕq ` 1

2C1C2

Ips, λ;ϕq. (B.185)

Logo, multiplicando ambos lados da última desigualdade por C1C2, obtemos a

estimativa desejada no início da subseção, ou seja,

C1C2

ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2 |ϕt|2 dx dt ď C4λ
20p1 ` T qS1pθ, g, ϕq ` 1

2
Ips, λ;ϕq, (B.186)

para todo λ ě λ6p1 ` ‖y‖8 ` ‖yt‖
2

L2p0,T ;LσpΩqNq ` eλ9T }ȳ}2
8q ą 1, onde S1pθ, g, ϕq e Ips, λ;ϕq

são definidas em (B.148) e (12), respectivamente.

B.5 Estimativa final de Ips, λ;ϕq
Nesta seção vamos utilizar os resultados principais das seções anteriores: O

Lema B.4, que é uma pré-desigualdade de Carleman. O Lema B.5, que é uma estimativa

para a integral local da pressão π no lado direito da desigualdade do Lema B.4. A

desigualdade (B.95), que é uma estimativa para a integral local do Laplaciano da velocidade

ϕ no lado direito da desigualdade do Lema B.5. Finalmente a desigualdade (B.186), que

constitui uma estimativa para a integral local da derivada temporal da velocidade ϕ,

também no lado direito da desigualdade do Lema B.5.
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Em outras palavras, são válidas

Ips, λ;ϕq ď C1 pA ` B ` Cq ,
B ď C2 pD ` E ` F ` Gq ,
E ď C3p1 ` T q pI1 ` I2 ` I3 ` I4q ,

C1C2F ď C4λ
20p1 ` T qS1pθ, g, ϕq ` 1

2
Ips, λ;ϕq,

(B.187)

para todo λ ě λ6p1 ` ‖y‖8 ` ‖yt‖
2

L2p0,T ;LσpΩqNq ` eλ9T }ȳ}2
8q ą 1, s ě s6pT 4 ` T 8q, onde

S1pθ, g, ϕq e Ips, λ;ϕq são definidas em (B.148) e (12), respectivamente. Além disso, A, B

e C são definidas como em (B.52), I1, I2, I3 e I4 em (B.93) e

D :“
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|g|2 dx dt,

E :“
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|∆ϕ|2 dx dt,

F :“
ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|ϕt|2 dx dt,

G :“ }ȳ}2

8

ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|∇ϕ|2 dx dt.

(B.188)

Consideremos as primeiras três desigualdades de (B.187). Logo, vamos substituir

a segunda e terceira na primeira. Assim, obtemos

Ips, λ;ϕq ď C1pA ` Cq ` C2C3pD ` Gq ` C1C2C3p1 ` T qpI1 ` I2 ` I3 ` I4q ` C1C2F

“ M1 ` M2 ` M3 ` C1C2F . (B.189)

onde

M1 :“ C1C ` C2C3D ` C1C2C3p1 ` T qI1,

M2 :“ C1A ` C1C2C3p1 ` T qpI3 ` I4q,
M3 :“ C1C2G ` C1C2C3p1 ` T qI2.

A seguir também apresentamos estimativas para M1, M2 e M3 em (B.189).

Para isso consideremos as definições de θ e θ̂ dadas em (11).
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Estimativa de M1:

M1 “ sC1

ĳ

Q

e´2sαξ|g|2 dx dt ` C1C2

ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2|g|2 dx dt

` C1C2C3p1 ` T q
ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂|2|g|2 dx dt

ď pC1λ
20s15{2p1 ` T q

ĳ

Q

e´4sα̂`2sα˚

ξ̂15{2|g|2 dx dt.

“ pC1λ
20p1 ` T q}θg}2

L2pQqN .

Estimativa de M2:

M2 “ C1s
3λ4

ĳ

ω1ˆp0,T q

e´2sαξ3|ϕ|2 dx dt ` C1C2C3p1 ` T q

¨
˚̋

ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂1|2|ϕ|2 dx dt

`
ĳ

ω4ˆp0,T q

|θ̂|2|ϕ|2 dx dt

˛
‹‚

ď pC2λ
20s15{2p1 ` T q

ĳ

Q

e´4sα̂`2sα˚

ξ̂15{2|ϕ|2 dx dt.

“ pC2λ
20p1 ` T q}θϕ}2

L2pQqN .

Estimativa de M3:

M3 “ C1C2

ĳ

ω2ˆp0,T q

|θ̂|2 |∇ϕ|2 dx dt ` C1C2C3p1 ` T q
ĳ

ω4ˆp0,T q

|pθ|2 |Dϕy|2 dx dt

ď pC3λ
20s15{2p1 ` T q

ĳ

Q

e´4sα̂`2sα˚

ξ̂15{2|∇ϕ|2 dx dt.

“ pC3λ
20p1 ` T q}θ∇ϕ}2

L2pQqN .

Substituindo as estimativas para M1, M2, e M3 dadas pelas últimas três

desigualdades e a estimativa para C1C2F dada em (B.186), na desigualdade (B.189),

obtemos

Ips, λ;ϕq ď pC4λ
20p1 ` T q

´
}θg}2

L2pQqN ` }θϕ}2
L2pQqN ` }θ∇ϕ}2

L2pQqN

¯

` C4λ
20p1 ` T qS1pθ, g, ϕq ` 1

2
Ips, λ;ϕq,

Na última desigualdade podemos notar que os termos relacionados com θg, θϕ e

θ∇ϕ no lado direito, podem ser absorvidos por S1 definido em (B.148). Logo, rearranjando
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e absorvendo termos semelhantes na última desigualdade, obtem-se

Ips, λ;ϕq ď C5λ
20p1 ` T q

´
}θg}2

L2pQqN ` }θϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq
` }θ1ϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq ` }θ∇ϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq
¯
, (B.190)

para todo λ ě λ7p1 ` ‖y‖8 ` ‖yt‖
2

L2p0,T ;LσpΩqNq ` eλ9T }ȳ}2
8q e s ě s7pT 4 ` T 8q.

B.5.1 Estimativa de ‖θ∇ϕ‖
L2p0,T ;L2pω5q

Nq
Nesta subseção vamos a estimar o termo ‖θ∇ϕ‖2

L2p0,T ;L2pω5qNq no lado direito

da desigualdade (B.190), em termos das integrais locais de |θ|2|ϕ|2 e |θ|2|∆ϕ||ϕ|.

Para isso, introduzimos uma função ζ P C2
c pωq tal que ζ ” 1 em ω5 e 0 ď ζ ď 1.

Assim, vale ĳ

ω5ˆp0,T q

|θ|2 |∇ϕ|2 dx dt ď
ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζ |∇ϕ|2 dx dt.

Agora, vamos a utilizar integração por partes na integral do lado direito da

última desigualdade. Reescrevendo esta integral, temos

ĳ

ω5ˆp0,T q

|θ|2 |∇ϕ|2 dx dt ď
ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζ |∇ϕ|2 dx dt “
Nÿ

i“1

ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζ
ˇ̌
∇ϕi

ˇ̌2
dx dt.

(B.191)

Novamente, vamos reescrever cada um dos elementos da soma do lado direito

da igualdade anterior. Fixando i P t1, ..., Nu, temos

ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζ
ˇ̌
∇ϕi

ˇ̌2
dx dt “

Nÿ

j“1

ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζpϕiq2
xj

dx dt. (B.192)

Fixando j P t1, ..., Nu, vamos a integrar por partes um dos elementos da soma

da última igualdade. Tendo em conta que ζ é zero na fronteira de ω ˆ p0, T q e usando a

regra do produto das derivadas, temos
ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζpϕiqxj
pϕiqxj

dx dt “ ´
ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2pζpϕiqxj
qxj
ϕi dx dt

“ ´
ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζxj
ϕi

xj
ϕi dx dt ´

ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζϕi
xjxj

ϕi dx dt.

(B.193)
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Integrando por partes o primeiro termo do lado direito da igualdade anterior
ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζxj
ϕi

xj
ϕi dx dt “ ´

ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2pζxj
ϕiqxj

ϕi dx dt

“ ´
ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζxjxj
pϕiq2 dx dt ´

ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζxj
ϕi

xj
ϕi dx dt.

Consequentemente, da última igualdade deduzimos que
ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζxj
ϕi

xj
ϕi dx dt “ ´1

2

ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζxjxj
pϕiq2 dx dt.

Substituindo a última igualdade no lado direito de (B.193), obtemos
ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζpϕiqxj
pϕiqxj

dx dt “ 1
2

ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζxjxj
pϕiq2 dx dt ´

ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζϕi
xjxj

ϕi dx dt.

Substituindo novamente o último resultado em (B.192), esta última torna se

ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζ|∇ϕi|2 dx dt “
Nÿ

j“1

ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζpϕi
xj

q2 dx dt

“ 1
2

ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2∆ζpϕiq2 dx dt ´
ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2ζ∆ϕiϕi dx dt.

Logo, substituindo a última igualdade em (B.191) e lembrando que ζ P C2
c pωq,

conseguimos estimar ‖θ∇ϕ‖2

L2p0,T ;L2pω5qNq em termos das integrais locais de |θ|2|ϕ|2 e

|θ|2|∆ϕ||ϕ|, isto é,

ĳ

ω5ˆp0,T q

|θ|2 |∇ϕ|2 dx dt ď C

¨
˚̋1

2

ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2|ϕ|2 dx dt `
ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2|∆ϕ||ϕ| dx dt

˛
‹‚.

(B.194)

B.5.2 Cálculo da estimativa final de Ips, λ;ϕq
Nesta subseção vamos obter finalmente a desigualdade do Teorema 0.2 dada

por (13).

Aplicando a desigualdade de Cauchy (Teorema 1.39) no integrando do segundo

termo do lado direito de (B.194) para ε ą 0, obtemos

|θ|2|∆ϕ||ϕ| ď εp|θ|2|ϕ|q2 ` 1
4ε

|∆ϕ|2.
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Integrando a última desigualdade em ω ˆ p0, T q e tomando ε “ C5

2
sλ20p1 `

T qe2sα˚

ξ̂ ą 0, obtemos
ĳ

ωˆp0,T q

|θ|2|∆ϕ||ϕ| dx dt ď C5

2
sλ20p1 ` T q

ĳ

ωˆp0,T q

e2sα˚ |θ|4ξ̂|ϕ|2 dx dt

` 1
2C5

s´1λ´20p1 ` T q´1

ĳ

ωˆp0,T q

e´2sα˚

ξ̂´1|∆ϕ|2 dx dt.

Substituindo a desigualdade anterior no lado direito de (B.194), notamos que a

integral que envolve o termo |θ|2|ϕ|2 pode ser absorvida pela integral que envolve o termo

e2sα˚ |θ|4ξ̂|ϕ|2, obtendo
ĳ

ω5ˆp0,T q

|θ|2 |∇ϕ|2 dx dt ď C6sλ
20p1 ` T q

ĳ

ωˆp0,T q

e2sα˚ |θ|4ξ̂|ϕ|2 dx dt

` 1
2C5

s´1λ´20p1 ` T q´1

ĳ

ωˆp0,T q

e´2sα˚

ξ̂´1|∆ϕ|2 dx dt.

Note que a última desigualdade é uma estimativa de }θ∇ϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq. Assim,

podemos substituir no lado direito de (B.190)

Ips, λ;ϕq ď C5λ
20p1 ` T q

`
}θg}2

L2pQqN ` }θϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq ` }θ1ϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq
˘

` C5C6sλ
20p1 ` T q2

ĳ

ωˆp0,T q

e2sα˚ |θ|4ξ̂|ϕ|2 dx dt

` s´1

2

ĳ

ωˆp0,T q

e´2sα˚

ξ̂´1|∆ϕ|2 dx dt, (B.195)

para todo λ ě λ8p1 ` ‖y‖8 ` ‖yt‖
2

L2p0,T ;LσpΩqNq ` eλ9T }ȳ}2
8q e s ě s8pT 4 ` T 8q.

Das definições de Ips, λ;ϕq em (12) e de ξ e α˚ em (11), deduzimos que

1
2
Ips, λ;ϕq ď Ips, λ;ϕq ´ s´1

2

ĳ

ωˆp0,T q

e´2sαξ´1|∆ϕ|2 dx dt

ď Ips, λ;ϕq ´ s´1

2

ĳ

ωˆp0,T q

e´2sα˚

ξ̂´1|∆ϕ|2 dx dt,

ou seja,

s´1

2

ĳ

ωˆp0,T q

e´2sα˚

ξ̂´1|∆ϕ|2 dx dt ` 1
2
Ips, λ;ϕq ď Ips, λ;ϕq.
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Consequentemente, substituindo a última desigualdade em (B.195) e agrupando

termos, temos

1
2
Ips, λ;ϕq ď C26λ

20p1 ` T q
`
}θϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq ` }θ1ϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq
˘

` C26C27λ
40p1 ` T q2s

ĳ

ωˆp0,T q

e2sα˚ |θ|4ξ̂|ϕ|2 dx dt

` C26λ
20p1 ` T q}θg}2

L2pQqN , (B.196)

para todo λ ě λ8p1 ` ‖y‖8 ` ‖yt‖
2

L2p0,T ;LσpΩqNq ` eλ9T }ȳ}2
8q e s ě s8pT 4 ` T 8q.

Na desigualdade anterior, os termos }θϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq e }θ1ϕ}2

L2p0,T ;L2pω5qNq
podem ser absorvidos pela integral

ĳ

ωˆp0,T q

e2sα˚ |θ|4ξ̂|ϕ|2 dx dt.

Além disso, considerando a desigualdade p1 ` T q2 ď 2p1 ` T 2q e as igualdades

s15{2

ĳ

Q

e´4sα̂`2sα˚

ξ̂15{2|g|2 dx dt “ }θg}2
L2pQqN ,

ĳ

ωˆp0,T q

e2sα˚ |θ|4ξ̂|ϕ|2 dx dt “ s15

ĳ

ωˆp0,T q

e´8sα̂`6sα˚

ξ̂16|ϕ|2 dx dt,

em (B.196), obtemos

Ips, λ;ϕq ď C28p1 ` T 2q

»
–s15{2λ20

ĳ

Q

e´4sα̂`2sα˚

ξ̂15{2|g|2 dx dt

`s16λ40

ĳ

ωˆp0,T q

e´8sα̂`6sα˚

ξ̂16|ϕ|2 dx dt

fi
ffifl ,

para todo λ ě λ8p1 ` ‖y‖8 ` ‖yt‖
2

L2p0,T ;LσpΩqNq ` eλ9T }ȳ}2
8q e s ě s9pT 4 ` T 8q. Que é a

desigualdade desejada, isto é, (13).
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