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Resumo

Neste trabalho propomos uma generalizagao da ideia dada em (OLIVEIRA, 1997). O autor
citado apresenta uma nova abordagem de se precondicionar o sistema aumentado, sistema
oriundo da aplicacao dos métodos de pontos interiores a um problema de Programacao
Linear, denominado Precondicionador Separador, em que é feita uma separacdo nos
elementos da matriz do primeiro bloco do sistema aumentado, formando dois conjuntos

distintos.

Foi mostrado também que o Precondicionador Separador funciona muito bem proximo a
uma solucao do problema de programacao linear, caracteristica que é muito bem vista,

pois préximo a solugao o sistema tende a ser extremamente mal condicionado.

Com base na ideia apresentada por (OLIVEIRA, 1997), propomos um precondiciona-
dor duplo para o sistema aumentado, acrescentando alguns parametros. Dessa forma,
surgem novos precondicionadores, que chamamos de Precondicionador Separador Duplo.
Conseguimos mostrar que o precondicionador assim construido é uma generalizacao do
Precondicionador Separador proposto por (OLIVEIRA, 1997). Além disso, mostramos que
temos uma variedade de escolhas para alguns blocos que compoem o Precondicionador
Separador Duplo e que levam & mesma matriz K (primeiro bloco da matriz precondicio-
nada duplamente) que é a chave principal para a eficiéncia do método proposto. Através
dos parametros que fazem parte do Precondicionador Separador Duplo, podemos fazer
com que a matriz em questdo nao tenha autovalores suficientemente proximos de zero,
o que pode prejudicar o desempenho de métodos iterativos. Além do mais, através de
escolhas adequadas desses parametros, podemos fazer com que a matriz seja muito bem

condicionada nas iteragoes finais do método proposto.

Conseguimos encontrar funcoes desses parametros que fornecem o nimero de condigdo na
norma-2, assim pudemos minimizar essas fungdes e encontrar toda uma familia de solugoes
que produzem o mesmo numero de condi¢do entre o Precondicionador Separador Duplo
e o Precondicionador Separador. Provamos assim que o Precondicionador Separador é
otimo nesse sentido. Também é demonstrado que o Precondicionador Separador é 6timo
para a norma-1 e norma-o0 dada a melhor op¢ao de parametros para minimizar a norma-2.
Conseguimos empiricamente, com a utilizacdo da norma-1 e norma-co, verificar que o
Precondicionador Separador Duplo pode obter um ntimero de condi¢ao menor do que o

Precondicionador Separador.

Palavras-chave: Precondicionador Separador Duplo; Sistema Aumentado; Método de

Pontos Interiores.



Abstract

In this work we propose a generalization of the idea given in (OLIVEIRA, 1997). The
aforementioned author brings a new approach to precondition the augmented system,
a system that comes from the application of methods of interiors points in a Linear
Programming problem, called Splitting Preconditioner, in which a separation is made in
the elements of the matrix of the first block of the augmented system, forming two distinct

sets.

It was also demonstrated that the Splitting Preconditioner works very well close to a
solution to the linear programming problem, a characteristic that is very well regarded, as

close to the solution the system tends to be extremely poorly conditioned.

Based on the idea presented by (OLIVEIRA, 1997), we propose a double preconditioner for
the augmented system, adding some parameters. In this way, it allowed us a greater range
of possibilities for new preconditioners, which we call Double Splitting Preconditioner.
We were able to show that the preconditioner thus constructed is a generalization of the
Splitting Preconditioner proposed by (OLIVEIRA, 1997). Furthermore, we show that we
have a variety of choices for some blocks that make up the Double Splitting Preconditioner
and that lead to the same matrix K (first block of the doubly preconditioned matrix)
which is the main key to the efficiency of the method proposed. Through the parameters
that are part of the Double Splitting Preconditioner, we can ensure that the matrix in
question does not have eigenvalues close enough to zero, which can harm the performance
of the iterative methods. Furthermore, through appropriate choices of these parameters, we
can ensure that the matrix is very well conditioned in the final iterations of the proposed
method.

We were able to find functions of these parameters that give the condition number in the
2-norm, so we were able to minimize these functions and find a whole family of solutions
that produce the same condition number between the Double Splitting Preconditioner and
the Splitting Preconditioner. We thus prove that the Splitting Preconditioner is optimal
in this sense. It is also shown that the Splitting Preconditioner is optimal for 1-norm
and co-norm given the best choice of parameters to minimize 2-norm. We were able to
empirically, using the 1-norm and co-norm, verify that the Double Splitting Preconditioner

can obtain a lower condition number than the Splitting Preconditioner.

Keywords: Double Splitting Preconditioner; Augmented System; Interior Point Method.
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1 Introducao

De acordo com (BAZARAA; JARVIS; SHERALI, 2010), a programagao linear
trata o problema de minimizar ou maximizar uma funcao linear sujeita a restri¢oes lineares
de igualdade e/ou desigualdade. Em 1947 houve o desenvolvimento do método Simplex por
George B. Dantzig, e desde entao a programagao linear tem sido utilizada nos mais variados
campos, como por exemplo, governamental, militar, industrial e planejamento urbano,
entre outros. A popularidade da programacao linear pode ser atribuida, por exemplo, ao
fato de se resolver problemas grandes e complexos em um periodo de tempo razoavel com

a utilizacao de algoritmos eficientes e computadores modernos.

Ainda em consonancia com (BAZARAA; JARVIS; SHERALI, 2010), o método
Simplex possui grande aceitacdo por causa da sua capacidade de produzir solugoes em um

periodo de tempo razoavel.

De acordo com (GONDZIO, 2012), desde 1940 a programacao linear tem sido
o centro de atencao em otimizacao. Por décadas o algoritmo Simplex foi o inico método
disponivel para resolver essa importante classe de problemas em otimizagao. Embora o
método Simplex provavelmente tenha complexidade nao polinomial (no pior caso pode
levar muitas iteracoes que dependem exponencialmente da dimensao do problema, ou seja,
quanto maior a dimensao do problema, mais rapido aumenta o tempo computacional para
encontrar uma solugdo étima), na pratica tem-se mostrado um método muito eficiente
e confiavel. O método Simplex visita os vértices do politopo definido pelas restrigoes do
problema, e como esse nimero pode ser elevadissimo, o método corre o risco de ter que

visitar muitos deles antes de encontrar um otimo.

Ainda em concordancia com (GONDZIO, 2012), o primeiro algoritmo polinomial
para programagao linear foi desenvolvido por Khachiyan, (KHACHIYAN, 1979). Seu
algoritmo elipsoide constréoi uma série de elipsoides inscritos no conjunto factivel. Os centros
desses elipsoides formam uma sequéncia de pontos que convergem para uma solugao 6tima
de um problema de programacao linear. E como citado em (GOLDFARB; TODD, 1988),
temos que o método dos elipsoides é de pouca importancia para a computacgao pratica,
embora seu significado tedrico para otimizagao linear, nao-linear e combinatoria seja de
grande importancia. Ademais, abriu-se assim uma nova vertente para a programacao linear,
incentivando a busca de outros métodos de programacao linear, culminando nos métodos

de pontos interiores.

Em (VANDERBEI, 2014), é feita uma comparagao entre uma variacdo do
método Simplex e uma variacao dos métodos de pontos interiores, a qual nos mostra que

para muitos problemas de pequeno e médio porte, o método Simplex é mais rdpido. J&
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para problemas maiores os métodos de pontos interiores tendem a ser melhores, embora

esse resultado dependa da classe dos problemas em questao.

Em (GONDZIO, 2012) é dito que tanto o método Simplex quanto os métodos
de pontos interiores sao amplamente usados hoje em dia e continuam a competir entre si.
Embora problemas de grande porte geralmente parecem favorecer os métodos de pontos
interiores, nem sempre ¢ possivel predizer um vencedor em uma determinada classe de

problemas, pois pode depender da estrutura do problema e sua esparsidade.

Dado uma sistema linear, as vezes esse sistema nao possui boas caracteristicas,
como por exemplo, ndo possuindo um bom nimero de condigdo. Desse modo, uma técnica
muito utilizada para melhorar o niimero de condi¢ao dos coeficientes de uma matriz é
a técnica de precondicionamento, pois podemos fazer com que a matriz dos coeficientes
tenha melhores propriedades espectrais, como por exemplo, nimero de condi¢do préximo
a 1 ou autovalores agrupados. Utilizamos os precondicionadores para resolver o sistema

linear através de algum método iterativo.

A partir da ideia apresentada por (OLIVEIRA, 1997), propomos precondici-
onar duas vezes o sistema aumentado, incrementando alguns parametros. Desta forma,
surgem novos precondicionadores, que chamamos de Precondicionador Separador Duplo.
Conseguimos mostrar que o precondicionador assim construido é uma generalizagdao do
Precondicionador Separador proposto por (OLIVEIRA, 1997), isto é, o sistema aumentado
oriundo do Precondicionador Separador Duplo é mais geral do que o Precondicionador

Separador.

Além disso, obtemos um importante resultado que mostra que temos uma
variedade de escolhas para alguns blocos que compoem o Precondicionador Separador
Duplo, e que conduzem a mesma matriz K (primeiro bloco da matriz precondicionada
duplamente), que é chave principal para eficiéncia do método proposto. Através dos
parametros que fazem parte do Precondicionador Separador Duplo, podemos fazer com
que a matriz em questao nao tenha autovalores suficientemente préoximos de zero, o que
pode prejudicar o desempenho de métodos iterativos. Além do mais, através de escolhas
adequadas desses parametros, podemos fazer com que a matriz seja muito bem condicionada
nas iteragoes finais do método proposto. E de certo modo, temos a priori, um conhecimento

sobre qual serd o nimero de condicdo da matriz nas iteracoes finais.

Portanto, um dos objetivos desta tese é proporcionar um precondicionador que

melhore o nimero de condicao da matriz precondicionada.

Esta tese é constituida de mais cinco capitulos. No Capitulo 2 fazemos uma
revisao de alguns conceitos importantes de programacao linear, bem como do método
preditor-corretor, também fizemos uma contraposi¢ao entre o sistema aumentado e o

sistema de equagoes normais. Ainda neste capitulo, é apresentado o método de gradientes
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conjugados e comentamos sobre programacao quadratica convexa.

No Capitulo 3 falamos especificamente sobre trés importantes tipos de precon-
dicionadores, a Fatora¢ao Controlada de Cholesky (CAMPOS, 1995), o Precondicionador
Separador (OLIVEIRA, 1997) e o Precondicionador Hibrido (BOCANEGRA, 2005).

Ja no Capitulo 4, discorremos sobre o Precondicionador Separador Duplo, como
se deu a construcao do mesmo e mostramos alguns teoremas que nos ajudam a compreender
o raio espectral da matriz K. Também discorremos sobre a aplicacao do Precondicionador
Separador Duplo na resolugao do sistema aumentado, e ainda fizemos algumas consideragoes
sobre o nimero de condi¢gdo da matriz K. Mostramos que o Precondicionador Separador
é 6timo para a norma-2. Mostramos também que dados os parametros 6timos para a
norma-2, que o numero de condi¢ao 6timo para a norma-1 e norma-o0, ¢ 0 mesmo nimero

do Precondicionador Separador.

No Capitulo 5 fizemos testes computacionais para quantificarmos a eficidcia do
precondicionador. Encontramos situa¢oes onde o Precondicionador Separador Duplo é

superior.

O Capitulo 6 mostra a conclusao sobre a nova abordagem proposta e perspecti-

vas para pesquisa futura.
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2 Programacao Linear

2.1 Preambulo

Discorreremos neste capitulo sobre alguns conceitos basicos e definigoes, que se-
rao necessarios para o entendimento da teoria que se segue. Algumas das ideias apresentadas
aqui podem ser encontradas em (WRIGHT, 1997).

Um problema de programacao linear pode ser escrito na forma padrao como

abaixo
min f(r) = 'z (2.1)
s.a Az =b
=0,

emque Ae R™" ceR", be R" e x € R".

Chamamos A de matriz dos coeficientes, ¢ é o vetor de custos, b é o vetor dos

termos independentes ou de recursos e x é o vetor das varidveis ou incégnitas, conforme
(ARENALES; ARMENTANO, 2006). Sem perda de generalidade considera-se que a matriz

A possui posto completo m, ou seja, ndao possui linhas redundantes.

Note que em (2.1), a varidvel x é ndo negativa, quando ocorrer em um dado
problema que alguma variavel seja livre, ou seja, sem sinal definido, podemos reescrever

esta variavel como diferenca entre duas varidveis nao negativas.

Definigao 2.1. Um ponto x que satisfaz as restrigoes do problema (2.1) é chamado de

factivel.
Definigao 2.2. Chamamos de conjunto factivel ao conjunto de todos os pontos factiveis.
Definigao 2.3. Um ponto factivel x* que minimiza a fungdo objetivo é chamado de solugdo

otima.

Associado a (2.1), chamado de problema primal, temos o seguinte problema
dual

max g(y, z) = by
saAly+z=c (2.2)
y livre, z >0,

em que y € R™ é o vetor das variaveis duais livres e z € R" é o vetor das variaveis de folga

duais.
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O e R"™ € ponto factivel primal se satisfazer Az’ = b e

Definicao 2.4. Dizemos que x
2% >0, e se tivermos x° estritamente maior que zero, dizemos que o mesmo € um ponto

interior factivel primal.

Definicdo 2.5. Dizemos que y° € R™ e 2°

e R"™ ¢ ponto factivel dual se satisfazer
b0 420 = 0> 0 ey livre, e se tivermos 2° estritamente maior que zero, dizemos

que o mesmo é um ponto interior factivel dual.

Chamamos de par primal-dual os problemas (2.1) e (2.2). Para um ponto x e
(y, 2) factivel de (2.1) e (2.2), respectivamente, temos que g(y, z) = b'y < 'z = f(z), ou
seja, a fungao objetivo do problema de maximizacao dual é um limitante inferior para o
problema de minimizacao primal, ji a funcao objetivo do problema primal é um limitante
superior para o dual. E as duas func¢oes objetivo coincidem no valor 6timo, quando este

existe, ou seja, g(y*, z*) = f(z*) para z* solugao de (2.1) e (y*, z*) solugao de (2.2).

Observacao 1: Note que na Definicao 2.5 nao temos restricao alguma sobre
o vetor y € R™, ou seja, o mesmo pode tanto ser positivo ou negativo. O gap do par
primal-dual é dado pela diferenga entre o valor da fungao objetivo primal e dual, isto é,

v = clx — b'y. E para z e (y, z) pontos factiveis, temos que v = z'z.

Definicao 2.6. Dizemos que x* é minimizador global de (2.1), se f(z*) < f(x), ¥ x factivel.

Discorreremos agora sobre quais aspectos nos dizem que um determinado ponto
pode ou nao possuir um valor 6timo nos problemas (2.1) e (2.2), isto é, para que um
ponto x e (y, z) seja minimizador global do problema (2.1) e maximizador global de (2.2),

respectivamente, ele deve satisfazer as condigoes dadas em (2.3).
Condigoes de otimalidade

Para que um determinado ponto (z,y, z) seja étimo para os problemas (2.1) e

(2.2), ele deve satisfazer as seguintes condigoes

Ax =b, >0 (Factibilidade Primal)
Ay +z=¢c, 220 (Factibilidade Dual) (2.3)
XZe =0, (Condicao de Complementaridade)

onde X = diag(x), Z = diag(z) e e é vetor de uns. Isto nos diz que para um ponto (z,y, 2)
ser 6timo do par primal-dual, ele deve satisfazer as duas primeiras condigoes lineares de

igualdades em (2.3) e uma condigdo nao linear.

Antes de descrevermos o método de pontos interiores primal-dual, vamos
apresentar o método de Newton, que é de extrema relevancia para compreendermos bem o

método em questao.
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2.2 Meétodo de Newton

De acordo (RIBEIRO; KARAS, 2014), o método de Newton é uma das ferra-
mentas matematicas mais importantes em otimizacao. Desse modo, aplicaremos o método

no sistema nao linear (2.3) sem as restri¢oes de nao negatividade.

Considere uma funcio vetorial F : R" — R™ de classe C'*. Queremos resolver o
problema
F(z) = 0.

Para isto, tomamos a aproximacao de Taylor de primeira ordem de F' em torno
do ponto z*, que é dada por F(z) ~ F(2*) + J(z")(z — ), onde J(z") = VF(2*)" é o
jacobiano da funcdo F. Logo uma aproximacio para o problema é F(z*)+.J(2")(z—2") = 0.
Tomando d* = (x — 2¥), e caso o jacobiano da funcio seja nio singular, temos d* =

—J(z") 1 F(2"). Seja t; o tamanho de passo a se tomar. Logo, o préximo ponto é

" = ok 1t dE (2.4)

Note que se tomarmos ¢, = 1 em (2.4), temos o método de Newton puro.
Perceba ainda que, de fato, ndao invertemos a matriz jacobiana, pois esta é uma operagao

muito cara computacionalmente, mas resolvemos o sistema linear J(z*)d* = —F (2%).

2.3 Método de pontos interiores Primal-Dual

Os métodos primal-dual, como o nome sugere, resolvem simultaneamente os

problemas primal e dual.

De acordo com (WRIGHT, 1997) os métodos do tipo primal-dual encontram
uma solugdo (z*,y*, z*) pela aplicagao de variagoes do método de Newton as condigoes de
otimalidade dada em (2.3), e assim, modificam-se as diregoes de busca e tamanho de passo,

de tal modo que as desigualdades (x, z) = 0 sejam satisfeitas estritamente a cada iteragdo.

Considere a funcao vetorial F : R*"™™ — R?*"™™ dada por

Ar —b
F(fL‘,’y, Z) = Aty tz—c = 07 (25>
XZe

para (z,z) = 0. Todos os métodos do tipo primal-dual geram iterandos (z*, y*, 2*) que
satisfazem (z, z) > 0. E é justamente essa propriedade que origina o termo ponto interior.

Como a maioria dos algoritmos iterativos em otimizacao, os métodos de pontos

interiores do tipo primal-dual tém dois elementos basicos: um procedimento para determinar
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a direcao que devemos caminhar e uma medida do quanto se deseja andar nesta diregao,
ou seja, o tamanho do passo a se considerar. Vamos aplicar o método de Newton em (2.5)

para descobrirmos a dire¢ao (dx,dy,dz) que devemos tomar. Temos

dx
J(@y,2) | dy | = —F(x,y,2),
| dZ _
ou seja,
0 0 dz b— Az
0 A" I, dy | = c—z—Ay |. (2.6)
0 X || dz | —XZe

Se o ponto corrente for um ponto factivel, entdo temos b—Ax = 0 e c—z— Aly =

0, assim, o sistema (2.6) pode ser escrito como

A 0 0 dx 0
0 A" I, dy | = 0
Z 0 X dz —XZe

Um passo completo nessa direcao geralmente nao é permitido, pois isso violaria
o limite (x, z) > 0. Para evitar essa dificuldade, realizamos uma busca linear ao longo da
direcdo de Newton, assim a nova iteragao é (z,v, z) + a(dz, dy, dz), para um parametro
a € (0,1]. Normalmente podemos andar apenas uma fracao de passo (o < 1) antes de
violarmos a condic¢ao (z,z) > 0. Portanto, um passo de Newton completo nao é feito

sempre.

A maioria dos algoritmos do tipo primal-dual consideram caminhar ao longo
de diregoes do ortante (z, z) estritamente positivo, e que de certa forma estejam longe
de zero, ou seja, pontos factiveis (z, z) que sejam interiores. Esses pontos produzem um
caminho conhecido como trajetéria central, e que se aproxima da fronteira dessa regiao,
formada pelas restri¢coes do problema, apenas no limite. Para isso, fazemos que os pares
(x, z) convirjam a zero na mesma razao, dessa maneira é possivel dar passos ao longo da

trajetoria central antes de violar a condigdo de nao negatividade.

Desta forma, introduzimos um pardmetro de centralidade o € [0, 1], onde esse

valor é comumente utilizado para ajustar a centralizacao da trajetoria e uma medida p de

dualidade definida por
1 ¢ 'z
p= g 2w =

i=1

onde p mede o valor médio dos produtos dos pares z;z;.
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Com esses conceitos, podemos formular uma estrutura basica do algoritmo

para o método primal-dual.

Algoritmo 1: Primal-Dual

Entrada: Dados (2", 2°) ponto inicial estritamente factivel e y° factfvel.

Saida: Solugao do método primal-dual.

1 inicio
2 Para k£ =0,1,2,---
3 Resolva
A 0 0 dx* 0
0 A I, dyt | = 0 :
AR DG dz" —XF7ke + Ok i€
k\t
onde oy, € [0,1] e py = (x7)"z ;
n
a | faga (" gt ) (@8, F, 20) + ag(da®, dyt, d2P);
5 escolha oy, tal que (2", 2FT1) > 0

6 fagca k =k + 1;

7 fim

A maioria das implementagoes dos métodos do tipo primal-dual, sdo um caso
particular do Algoritmo 1. Note que é exigido que o ponto inicial seja estritamente factivel,
ou seja, estamos exigindo que Az = b e A'yF + 2¥ = ¢ para qualquer iteracdo k, em
particular para k = 0. Contudo, para muitos problemas, essa imposi¢ao de se encontrar
um ponto inicial estritamente factivel se torna uma tarefa cara de se realizar. Assim, uma
pequena modificagao é feita, e exigindo nao mais que o ponto seja factivel, mas apenas
interior, ou seja, queremos apenas que (z°, 2%) > 0. Desta forma, a busca na direcao de

Newton é dada por

A 0 0 dx Tp
0 Al In dy = Tq ) (27>
Z 0 X dz —XZe+ ope

onde chamamos r, = b — Az de residuo primal e ry = ¢ — 2 — A’y residuo dual. Quando
em (2.7) tomamos o = 0, temos a dire¢cao de Newton puro, conhecida também por dire¢ao

afim-escala.

Neste trabalho nao abordaremos sobre os métodos primal-dual afim-escala e
seguidor de caminho, visto que a grande maioria dos Solvers nao utilizam esses métodos.

No entanto, para estudo e verificagdo dos algoritmos, os mesmos podem ser encontrados
nos trabalhos de (SUNAGUA, 2014) e (CASACIO, 2015).

A seguir, falaremos sobre uma variante do método Preditor-Corretor, proposto
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por Sanjay Mehrotra (MEHROTRA, 1992).

2.4 Meétodo Preditor-Corretor

Segundo (WRIGHT, 1997), a maioria dos métodos de pontos interiores exis-
tentes para problemas de programacao linear sao baseados no método preditor-corretor
proposto em (MEHROTRA, 1992).

O método preditor-corretor gera uma sequéncia de pontos infactiveis (¥, y*, 2*)
para o qual temos (xk, 2" ) > 0. E a dire¢ao de busca para cada itera¢ao consiste em trés

componentes descritas a seguir:

» Direcao afim-escala, chamada de “preditora”, calculada através da direcao de Newton

puro para a fungdao F(x,y, z) definida em (2.5);
o Parametro de centralidade o escolhido adaptativamente;
o Diregao “corretora”, que tenta compensar algumas das nao linearidades na direcao

afim-escala.

Desta forma, para uma iteracao k qualquer, a direcao preditora (dmlf, dylf, dzf )

relativa a primeira componente acima, é encontrada resolvendo o sistema linear (2.8) a

seguir,
A 0 0 da® 7"/;
0 A" 1, dyt | =1 % |, (2.8)
zZ8 0 X* dzF rk
isto é,
Adaxt = r;f
Aldy¥ + d2t =k (2.9)
ZFday + XFd2y =k,
onde r;f =b— Axk rk =c— 2k — Ak e rh = —X*Z%e é o residuo afim.

Considerando a dire¢do de Newton puro, segue-se os seguintes residuos. Para o
préximo residuo primal, temos ritt = b — Az = b — A(a" + da}) = b— Aa" — Adz} =
rk—rk =0, e o proximo residuo dual é 75 = c—2F — AN = c— (2P 4 d2f) - Ay +
dyf) = ¢ — 2F — Aty — (AldyF + d2¥) = r% — % = 0, podemos assim compreender que se
utilizarmos a direcao de Newton puro, em uma iteragao, temos um ponto primal e dual

factivel. Entretanto, nas condigoes de complementaridade temos
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ratt = =XF1 78 e = —(XP+ DXF)(ZF+ DZY)e = —=X*Z%e — ZM(DX)e —
XK(DzZMe — (DXI)(DZMe = —X*ZFe — ZFdah — Xl — (DXF)(DZ¥e = 1y — 1y —
(DXF)(DZF)e = —(DXF)(DZF)e, logo o préximo residuo do termo nao linear é r*™! =

—(DX})(DZ¥)e, onde DX} = diag(dz¥) e DZF = diag(dz}).

Desta forma, a direcao corretora, relacionado aos outros dois itens, é dada

R kL 2EH1Y e introduzindo a perturbacdo g no

calculando a corregdo no ponto (x
termo nao linear, isto é, resolvemos um segundo sistema linear com a mesma matriz
de coeficientes', alternando apenas o lado direito de (2.8), tomando r;f =0,r" =0
e substituindo ¥ por ¥ = pe — (DXT)(DZ¥)e, ou seja, para encontrarmos a direcao

corretora (dah, dy¥, dz5), resolvemos o sistema

A 0 0 dah 0
0 A I, dys | =10 |. (2.10)
zk 0 X* dzéC rf

Perceba que foram utilizadas algumas das componentes da dire¢ao afim-escala

no calculo da resolugao do sistema (2.10).

Desta forma, a direcdo final (dz*, dy”, dz*), pode ser obtida pela soma das

direcoes do sistema (2.8) e (2.10), ou seja,

da® = da® + dof, dy* = dy¥ + dy e d2¥ = d2F + d2E.

Entretanto, podemos encontrar diretamente a direcao final resolvendo o sistema

A 0 0 dx* r;f
0 A" I, dy* | = r}
VAR & dz* Tf + Tf

Observacao 2: Se a dire¢ao afim-escala produz uma boa redu¢ao na medida
u de dualidade enquanto permanece dentro do ortante positivo definido por (z,z) > 0,
concluimos que pouca centralizacao é necessaria nessa iteragao, portanto atribuimos um
valor pequeno a o. Se, por outro lado, pudermos mover apenas uma pequena distancia ao
longo da diregao afim-escala antes de violarmos as restri¢oes (x, z) > 0, concluimos que é
necessaria uma quantidade significativa de centralizacao, assim, tomamos ¢ préoximo de 1.

Para medirmos a eficiéncia da direcao afim-escala, tomamos

¥ = (z + apdzry)' (z + agdz); (2.11)

;5/ p
o= () , onde p =2 ou 3; (2.12)
Y

1 Se na expressio (2.8) tivéssemos X**! = X* 4 DX} e Z**! = Z¥ + DZ} na matriz de coeficientes,
este seria o passo de Newton da proxima iteracao, dado que tomamos o passo completo na iteragao
atual, entretanto, aproximamos X**! ¢ Z¥*! por X* ¢ Z*.
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5= cr(Z) (2.13)

Os tamanhos de passos em (2.11) que utilizamos para que o préximo iterando
(2" 2P = (2% +apda®, 27 + agdzF), também precisa ser interior, isto é, (zFt!, 2FT) > 0

é dado por

@, = min {1,Tmin {—;j Jdx; < O}} (2.14)
T

J

ad:min{l,ﬂnin{—dzj /dz; <O}}, (2.15)
Z.

J
onde consideramos 7 = 0.99995, veja (LUSTIG; MARSTEN; SHANNO, 1994). Na pratica

utilizamos tamanhos de passos diferentes, ou seja, o, # ag.

Perceba ainda que no método preditor-corretor, é preciso resolver dois sistemas
lineares a cada iteracao, que partilham a mesma matriz de coeficientes, porém a resolucgao
do segundo sistema torna-se relativamente facil, ja que podemos aproveitar a fatoracao

obtida no primeiro sistema, se estiver sendo usado métodos diretos.

E bom salientarmos ainda que o método continua sendo base para muitas imple-
mentagoes de métodos de pontos interiores, por exemplo, (OLIVEIRA, 1997), (OLIVEIRA;
SORENSEN, 2005), (BOCANEGRA, 2005) e (SUNAGUA, 2014).

Ponto inicial

O ponto inicial (2%,4°, 2) no método preditor-corretor nao necessita ser factivel,

apenas que seja interior, isto é, (mo, zo) > (). Para isto, tomamos o mesmo como segue

&= Al(AAY) D,

0]+ }
;€a ¢, onde e = 100,
el Al ’

€1 = max {—min {%j};

w? = max{7;, €},

y' =0,

Cj + €3, Cj Z 0
20 = <
T "% GS T8

€3, —€3 < ¢; <0, onde €5 = |c[y + 1.

O ponto inicial é semelhante ao dado em (LUSTIG; MARSTEN; SHANNO,

1992). Desta forma temos que o ponto satisfaz (z°,2°) > 0 e o par (x?, z?) nao é pequeno,

ou seja, o mesmo ¢ iniciado com valores relativamente grandes.
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Critério de Parada

Os métodos de pontos interiores terminam quando as condigoes de otimalidade
descritas em (2.3) sao satisfeitas. Essas condigbes podem ser medidas calculando-se a

factibilidade primal, factibilidade dual e o gap do par primal-dual. Assim temos

Ikl o= Azt

Tl = 1+l (2.16)
k Atk — Sk
il le— A=y _ o1
N N N P

|Ct113k o btyk|
- - 2.18
1+ |ctak| © (2.18)

onde € > 0, ¢ uma medida de erro aceitavel, como por exemplo, € = 105, veja (WRIGHT,
1997).

2.5 Sistema Aumentado versus Equactes Normais

Por questao de simplicidade e a fim de facilitar a leitura do texto, o indice k

referente a iteragdo sera suprimido nesta parte do presente trabalho.

Vejamos como podemos calcular a dire¢ao de Newton (dzy, dy;, dz;). O sistema

(2.9) a ser resolvido a cada iteracdo dos métodos de pontos interiores é escrito como

Adzy = 1)
Aldy, +dz = ry (2.19)
Zdxy + Xdz = rg,

onder, =b—Ax,rg=c—z—Ayer, = —XZe. Para (r, z) pontos estritamente positivos,
as matrizes X = diag(z) e Z = diag(z) sao invertiveis, assim, podemos isolar dz; da
terceira equacdo de (2.19), isto é, dz; = X '(r, — Zdx,), e substituindo esta expressdo na

segunda equacdo, e chamando D! = X 17 temos

Adxy =1,
—D7Ydxy + Aldyy =g — Xy,

[ —D71 Al ] dxq ] _ [ rg—X"1r, ] ‘ (2.20)
A 0

dy, Tp
Ao sistema (2.20) damos o nome de sistema aumentado. Como a matriz D

ou seja

¢é invertivel, podemos multiplicar a primeira equaciao do sistema aumentado por AD.
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Somando-se essa a segunda equacao de (2.20), podemos eliminar a variavel dz;, chegando

assim nas equagoes normais, a saber,
ADA'dy, = r, + AD(rq — X 1), (2.21)
onde as variaveis dzx; e dz; sao dadas por

dry = D(Aldy, —rq + X 'r,), (2.22)
dzy = X Yry — Zdxy). (2.23)

A matriz A tem posto completo, logo a matriz ADA" é simétrica e definida
positiva. A equagao (2.21) pode ser resolvida através, por exemplo, da fatoragdo de
Cholesky ou pelo método iterativo dos gradientes conjugados, a escolha de um ou outro

método depende da dimensao do problema e/ou esparsidade da matriz de restrigoes.

Perceba ainda, que a presenca de apenas uma coluna densa na matriz A ja é
suficiente para fazer com que a matriz AD A" seja muito mais densa, de fato, isto pode ser
comprovado escrevendo as equagoes normais como soma de produtos externos de colunas

. ZT; .
da matriz A com pesos —, ou seja,
Zi

ADA =Y Tig, At
=

*1)
i=1 0
onde A,;, denota a coluna 7 da matriz A.

Em (OLIVEIRA, 1997), foi mostrado que a matriz ADA" se torna muito mal
condicionada nas iteragoes finais dos métodos de pontos interiores, isto é, perto de uma
solugdo, assim é dificil o uso de métodos iterativos, como gradientes conjugados. Neste caso,
quando a matriz é mal condicionada, uma alternativa para resolver esse problema consiste
em precondicionar o sistema, de tal modo a encontrar um outro sistema equivalente, porém
este possuindo melhores caracteristicas, como por exemplo, um nimero de condi¢ao melhor
do que o sistema original. Vale a pena citar que, normalmente, o fator de Cholesky da
matriz ADA! possui muito mais entradas niao nulas® do que a matriz nio fatorada, isto é,
ao fatorar a matriz perde-se esparsidade, veja (OLIVEIRA; SORENSEN, 2005), o que é

uma caracteristica nao desejada.

Como citado em (OLIVEIRA, 1997) uma boa justificativa para escolha do
sistema aumentado e nao as equagoes normais, é que as equacoes normais possuem a
desvantagem de mudar a esparsidade do problema original, o que nao acontece quando
o sistema aumentado ¢é usado, ou seja, podemos tirar proveito da estrutura do sistema
aumentado, ao contrario das equagoes normais. Outra desvantagem é que normalmente o

sistema de equagoes normais (2.21) é mais mal condicionado que o sistema aumentado

2 Quando isso ocorre, dizemos que houve fill-in “preenchimento” do fator de Cholesky.
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(2.20). Nao obstante as equagoes normais sendo importantes, pois as mesmas sao simétricas,
definidas positivas e reduzem a dimensao do problema, de ordem (m + n) para ordem
m. Apesar disso, escolhemos o sistema aumentado, e um forte argumento para isso, é
devido ao lema 4.1 em (OLIVEIRA, 1997) ou lema 3.1 em (OLIVEIRA; SORENSEN;
2005), onde foi mostrado que todo precondicionador para equagbes normais produz um
precondicionador equivalente para o sistema aumentado, mas o contrario nao é verdadeiro.
Além disso, optamos pelo sistema aumentado devido a maior oportunidade de encontrar

um precondicionador eficaz, onde evitamos lidar com as equagoes normais.

De acordo com (GONDZIO, 2012), o sistema que d4 origem ao sistema au-
mentado, por exemplo, o sistema (2.8), é quadrado de dimensao (2n + m) e por causa da
presenca de varios blocos zero e matrizes diagonais, ele exibe um padrao de esparsidade
interessante e exploravel. Além disso, se um problema de otimizacao for de grande porte,

espera-se que a propria matriz A seja esparsa.

Note também que o sistema (2.20) é simétrico e indefinido, no entanto, preserva
a esparsidade do problema original quanto a matriz A. Assim, seguiremos a mesma
abordagem apresentada em (OLIVEIRA, 1997) e (OLIVEIRA; SORENSEN;, 2005), onde
os autores precondicionaram o sistema aumentado (2.20), resultando no Precondicionador

Separador.

2.6 Variaveis canalizadas

Veremos que o problema com variaveis canalizadas, conduz ao mesmo sistema

aumentado (2.20), porém com ligeira mudanga na matriz D.

Considere o problema:

min f(z) = 'z min f(z) = 'z
saAr =0 < sa Arx =b (2.24)

Exr <u Ex+s=u

x>0 (x,8) =0,

onde u é um vetor de limitante superior das variaveis canalizadas e £ € R?*" é uma matriz
que possui ¢ elementos de x canalizados e é formada por ¢ colunas da matriz identidade,
correspondendo as varidveis canalizadas e as demais colunas nulas, isto é, £ = [I,, 0], assim
se, £ =1, todas as coordenadas de x sao canalizadas, ou seja, possuem limite superior.

Sem perda de generalidade, assumimos que as ¢ primeiras variaveis estao canalizadas.
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O problema canalizado (2.24) possui o seguinte dual
max g(y,w) = bly — u'w
saAly—Fw+z=c (2.25)

(w, z) = 0.

Observe que s e w sao vetores de dimensao igual ao nimero de variaveis

canalizadas. As condigdes de otimalidade associados aos problemas (2.24) e (2.25), para

(x,s) = 0e (w,z) =0 sdo

Aly — E'w + z = ¢,

Az
Ex+ s =u,

=b, (Factibilidade Primal)

(Factibilidade Primal)
(Factibilidade Dual)

XZe =0, (Condigao de Complementaridade)

SWe=0, (

(2.26)

Condicao de Complementaridade)

onde S = diag(s) e W = diag(w). Assim, para determinar a dire¢ao (dx,ds, dy, dz, dw),

aplicamos o método de Newton nas condigdes de otimalidade (2.26). Logo temos

ou seja,

ondery =b—Ax,ro=u—s—Ex,r3=c— Ay + E'w — 2, 4

Assim temos o seguinte sistema

rAdw =7

Edr +ds =19

Aldy + dz — E'dw = rg
Zdr + Xdz =14

des + Sdw = rs.

g
ds
J(x,s,y,z,w) | dy | =—Fl(x,s,y,z,w),
dz
_dw_
A0 0 0 0 |[d] [mn
E'1 0 0 O ds To
0o o A" 1, —FE dy r3
Z 0 0 X 0 dz T4
o w o o S | dw | 5

, (2.27)

—XZeers =—-SWe.

(2.28)
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Assumindo z e s estritamente positivos, podemos isolar a quarta e a quinta
equagoes de (2.28), dz = X~ (ry — Zdz) e dw = S™"(rs — Wds), e substituindo na terceira
equacao da mesma, chegando no sistema

Adr =1
Edx + ds =1y (2.29)
Aldy + X7 'ry — X' Zda — E'S™ 'y + E'S™'Wds = 13,

isolando a segunda equagao de (2.29), isto é, ds = ry — Edx, e substituindo na terceira

equacao, e fazendo as devidas manipulagoes algébricas, chegamos em

Ad!)ﬁ' =T
(=X"'Z - E'ST'WE)dx + Aldy = r3 — X 'ry + E'S™'rs — E'S™ Wy,

que pode ser escrito ainda como

—-D b A ] [ dz ] [ T ]
_| " (2.30)
A 0 dy r1

onde D= (X '"Z+E'S'WE)Yersg=r3— X 'ry+ E'S 'rs — E'S 'Wr,.

Veja que o sistema (2.30) é semelhante a (2.20). Para esse caso, temos as
equagoes normais que sao

ADA'dy = ry + ADrs.
Ja as demais diregoes sao dadas por

dr = D(A'dy — r¢),
ds = ry — Fdzx,

dz = X' (ry — Zdx),
dw = S~ (rs — Wds).

Note que a matriz dos coeficientes do sistema (2.27) é altamente esparsa, com
excecao apenas dos blocos das matrizes A e A’, todos os outros blocos sdo matrizes nulas

e/ou diagonais.

A abordagem desse trabalho, que é descrita em detalhes no Capitulo 4, pode
ser implementada para o problema de variaveis canalizadas.

2.7 Precondicionamento

Seja o sistema linear

Az = b, (2.31)
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onde A e R"™" be R" e x € R". Precondicionar o sistema (2.31), significa encontrar
um outro que possui o mesmo conjunto solucao. No entanto, o sistema precondicionado
apresenta melhores propriedades espectrais, como por exemplo, menor nimero de condi¢ao
ou autovalores agrupados. Segundo (SAAD, 2003), tanto a robustez quanto a eficiéncia de
métodos iterativos podem ser melhorados com a utilizagdo de precondicionadores. De acordo
com (TREFETHEN; III, 1997), a aplicacao de precondicionadores é essencial para a maioria
das implementacoes de métodos iterativos, pois os mesmos podem melhorar drasticamente
as propriedades da matriz do sistema. Assim, ao resolver o sistema precondicionado, e
com a utilizacao de um precondicionador adequado, pode-se encontrar a solu¢ao muito

mais rapido do que se tentasse resolver o sistema sem precondicionamento.

Podemos precondicionar o sistema (2.31) apenas pela direita, ou seja, multipli-
camos a direita pela matriz nao singular M, fazendo Az = b < M 'Ax = M 'b, onde
dizemos que M A é a matriz precondicionada. Um exemplo de precondicionador dessa
classe é o precondicionador escala diagonal, onde a matriz M ¢é formada pelos elementos
da diagonal da matriz A, ou seja, M = diag(A), o precondicionador assim obtido é simples
e facil de ser implementado, e pode inclusive obter bons resultados para certos problemas,
veja (TREFETHEN; III, 1997), pdgina 316. Note que a matriz precondicionada desta

forma possui diagonal unitaria.

Podemos também precondicionar o sistema apenas pela esquerda, ou seja,
fazemos Az = b < AM~'Mxz = b, e chamando & = Mz, temos AM ™' = b, onde aqui

AM ™' é a matriz precondicionada.

Porém, podemos precondicionar o sistema tanto a direita quanto a esquerda,
fazendo Az = b < M 'Ax = M 'b & M 'AN'Nz = M 'b, e chamando & = Nz
eb = M"'b, temos MPAN"'Z = b, onde M e N sdo matrizes nio singulares. E se
quisermos que a matriz precondicionada seja simétrica, caso A seja simétrica, tomamos

Nt = M~ assim temos M 'AM 'z = b, onde M*AM ™t é a matriz precondicionada.

Um excelente precondicionador, que pertence a essa classe, é o fator de Cholesky
de uma matriz. De fato, assuma que a matriz A é simétrica e definida positiva, logo possui

decomposicdo de Cholesky, isto é, A = M M". Assim temos
M7'AM™ = M'MM'M™" =1,,.

Nesse caso, o nimero de condicio da matriz precondicionada M 'AM ! é o mesmo da
matriz identidade, ou seja, a matriz precondicionada é extremamente bem condicionada. No
entanto, nem sempre é facil encontrar o fator de Cholesky de uma dada matriz, sobretudo
para matrizes de grande porte e que nao sejam esparsas, que nesse caso seria usado
diretamente para resolver o sistema linear. Assim, faz-se necessario tentarmos encontrar
outros precondicionadores, que nao sejam computacionalmente caros de se calcular, mas

que tenham uma boa eficiéncia.
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Os precondicionadores podem ser utilizados para resolver sistemas lineares
de grande porte mediante métodos iterativos que normalmente nao envolvem calcular
explicitamente o produto de matrizes, ou seja, ndo é calculado de fato (M *AM “)v, mas

sim (M ' (A(M 'v))), isto é, calcula-se apenas produto matriz-vetor.

2.8 Método dos Gradientes Conjugados

Discorreremos agora brevemente sobre o método dos gradientes conjugados.
Para mais detalhes veja por exemplo (SHEWCHUK, 1994) ou (NOCEDAL; WRIGHT,
2006).

O método dos gradientes conjugados pode ser visto como um método de se

minimizar irrestritamente a fung¢do quadratica estritamente convexa dada em (2.32).

Chamamos de funcao quadrética estritamente convexa a toda funcao f : R"™ — R escrita
na forma

flz) = ;a:TAx — bz +c, (2.32)

com A € R™", simétrica e definida positiva, b € R" e ¢ € R.

Dessa forma, derivando (2.32) e igualando a zero, temos:

Vfx)=Ax—b=0= Az =b. (2.33)

Assim, pela teoria de otimizacao convexa, esse problema possui um tnico
minimizador, que é global, logo resolvermos o sistema linear Ax = b é equivalente a
minimizarmos a fun¢do dada em (2.32). Desta forma, o método sugere que dada uma
aproximacao inicial zy para a solugao de (2.33), constréi-se um conjunto de dire¢oes A-
conjugadas, onde a primeira direcao ¢ a de Maxima Descida, ou seja, oposta do gradiente,
e todas as outras sao A-conjugadas entre si. Dizemos que dois vetores nao nulos d; e d;
sao A-conjugados, se d!Ad; = 0, para i # j. Desse modo, em no méximo a quantidade de
autovalores distintos da matriz A, é possivel atingir o minimizador global x* de (2.32),
conforme (NOCEDAL; WRIGHT, 2006), pagina 115. No Algoritmo 2 resumimos o método
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dos gradientes conjugados conforme (NOCEDAL; WRIGHT, 2006).

Algoritmo 2: Gradientes Conjugados
Entrada: Dado zy ponto inicial.

Saida: Solucao do sistema Ax = b.

1 inicio
2 Tome rg = Axg— b, pyg= —rg, k=0;
3 enquanto r; # 0. faca
t
4 ap = ; (Tamanho do passo)
PLADk
5 Tpy1 = T + agpy; (Préximo ponto)
6 Tra1 = Tt + pApg; (Préoximo residuo)
rt . .r
7 Brs1 = M; (Responsavel para que as diregoes sejam A-conjugadas)
8 Prs1 = —Tk+1 + Bra1pr; (Conjunto de diregoes A-conjugadas)
9 k =k +1; (Atualizacdo)
10 fim
11 fim

Note que no método dos gradientes conjugados, Algoritmo 2, o maior esforgo

computacional é o calculo de produto matriz-vetor.

Para completar as informagoes e contextualizar a convergéncia do método

dos gradientes conjugados, o nimero de condi¢do da matriz A, considerando a norma-2,
>\maas
denotado por condy(A) ou k(A) é dado por k(A) = ||A,]A™ ]y = Y

Desta forma, uma estimativa para se encontrar a solucao do sistema via método

dos gradientes conjugados é dada por

* K(A) —1 ’ *
|z — %4 <2 <\/@+1> lzo — 2%, (2.34)

onde |z| 4 = Va!Ax é a norma ponderada. A expressao (2.34) nos diz que quanto mais
bem condicionada for a matriz A, menor sera o numero de iteragoes efetuadas para
se encontrar a solucao x*. Por outro lado, se a matriz nao for bem condicionada, entao
teremos que efetuar muitas iteragoes para encontrarmos a solugao. Por exemplo, se tivermos
k(A) = 1, o método dos gradientes conjugados converge em uma iteragao. Isto mostra que
¢é extremamente relevante a procura de bons precondicionadores que venham a diminuir o

numero de condicao do sistema precondicionado.

Apresentamos a seguir o método dos gradientes conjugados precondicionado,

Algoritmo 3.

Se tomarmos o precondicionador como sendo a matriz identidade, isto ¢, M =

I,., temos que o Algoritmo 3 é o mesmo que o Algoritmo 2. E conforme (NOCEDAL;
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Algoritmo 3: Gradientes Conjugados Precondicionado
Entrada: Dado um ponto inicial xy e um precondicionador M.
Saida: Solucao do sistema precondicionado.

1 inicio
2 Tome rog = Axg — b;
3 Resolva My, = ro para yo;
4 Tome py = —yo, k= 0;
5 enquanto r; # 0. faca
t
6 ap = PZf]’;k’ (Tamanho do passo)
7 Tpe1 = Tk + agpy; (Préximo ponto)

Tki1 = Tk + pApy; (Proximo residuo)
Resolva Mygi1 = rgyi1;

t
.
10 Bri1 = k%ykﬂ; (Responsavel para que as diregdes sejam A-conjugadas)
Tk Yk
11 Pre1 = —Yks1 + Brr1pr; (Conjunto de diregoes A-conjugadas)
12 k =k +1; (Atualizacdo)
13 fim
14 fim

WRIGHT, 2006) em termos de esfor¢o computacional, a principal diferenga entre os dois

algoritmos estd na resolugao de um sistema linear do tipo My = r no Algoritmo 3.

Observagao 3: De acordo com (NOCEDAL; WRIGHT, 2006), no Algoritmo
3 foi utilizado o precondicionador simétrico e definido positivo M = C*C para o sistema,
precondicionado (C*AC )& = C'b, onde & = Cx. Note ainda que poderfamos ter
aplicado diretamente o Algoritmo 2 ao sistema (C*AC™)Z = C~'b e resolver o sistema

adicional z = C™'# para encontrarmos a solucio desejada .

A grande dificuldade de se encontrar um bom precondicionador é que desejamos
que o mesmo seja facil de construir e de aplicar e ao mesmo tempo acelere a convergéncia do
sistema, ou seja, queremos um precondicionador que seja aplicavel e computacionalmente

barato de construir.

Conforme (MEYER, 2000), construir bons precondicionadores e provar que
eles realmente funcionam, continua sendo uma area ativa de pesquisa no campo da analise

numeérica.

2.9 Programacdo Quadratica Convexa

Abordaremos agora a programagcao quadratica convexa, pois como veremos, a
matriz do sistema aumentado nao difere quanto a sua estrutura. Deste modo, podemos
também aplicar a nossa proposta, que sera vista no Capitulo 4, a esta importante classe

de problemas. Uma apresentagao deste topico pode ser encontrada em (GONDZIO, 2012).
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Considere o seguinte problema

1
min f(z) = 'z + ixth (2.35)
sa Ax =b
x =0,

em que A € R™" é uma matriz de posto completo, m < n, Q € R™" é uma matriz

semidefinida positiva, z,c € R" e b e R™.

Associado ao problema (2.35), chamado de problema primal, temos o seguinte
dual

1
max g(y, 7, 2) = by — 52'Qu
saAly+2—Qx =c (2.36)

y livre, (z,2) =0,

onde y € R™ é o vetor de varidveis dual livre e z € R" é o vetor de variaveis de folga dual.
Note que se tivermos @) = 0 em (2.35) e (2.36) recaimos no par primal-dual
(2.1)-(2.2).

Para nao tratarmos com as restri¢oes de desigualdades em (2.35) fazemos uso

da func¢ao barreira logaritmica, dada por

min f(z) = 'z + ;xtQ:p — 1 Zn: In(z;) (2.37)

j=1

s.a Ax =b.
Tomemos a fungao lagrangeana em (2.37) que é

1

Liw,y) = 'z + a'Qr — p > in(x;) + 3 (b — Axz).

j=1
Uma condigao necessaria para um ponto étimo é termos VL(z,y) = 0. Assim
segue
V.L(z,y) =c+Qz—pX'e—Aly=0e V,L(z,y) =b— Az = 0.
Seja z = uX ‘e = XZe = pe, logo para (z,2) > 0, temos as seguintes

condicoes de otimalidade para programacao quadratica convexa

Az =b, (Factibilidade Primal)
Ay + 2 —Qz =c, (Factibilidade Dual) (2.38)
XZe = pe. (Condigao de Complementaridade)
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Aplicando o método de Newton em (2.38), temos

A 0 O dxy p
—Q At In dy1 = rq )
Z 0 X le Te

onder,=b—Ar, rg=c+ Qrv — Ay — 2z e r. = pe — X Ze.

Fazendo algumas eliminagoes de variaveis, temos o seguinte sistema aumentado

para programagcao quadratica convexa.

—-D7 A
A 0

dxq ] _ [ rg— X', ] 7 (2.39)

dy, Tp

onde em (2.39) temos D' = Q + X'Z. Quando @ for uma matriz diagonal teremos
entao um problema com variaveis separaveis. E o sistema de equagoes normais resultante

demanda o mesmo esfor¢co computacional que em problemas lineares.

No proximo capitulo trataremos mais especificamente trés importantes tipos

de precondicionadores usados iterativamente em métodos de pontos interiores.
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3 Precondicionadores

3.1 Fatoracao controlada de Cholesky

Nesta Secao trataremos da Fatoracao Controlada de Cholesky (FCC) (CAM-
POS, 1995), a qual é um tipo de fatoragao incompleta de Cholesky.

Uma boa apresentacao sobre a fatoracao controlada de Cholesky pode ser
encontrada, por exemplo, nos trabalhos (BOCANEGRA, 2005) e (CASACIO, 2015).

Fatoragoes incompletas podem ser utilizadas como precondicionadores. Sabemos
que dada uma matriz A simétrica e definida positiva, existe uma matriz triangular inferior
L com elementos na diagonal positivos, de tal forma que temos a decomposicao A = LL',
onde, L é chamado de fator de Cholesky, e dizemos que temos uma fatoracao completa.
Observe que neste caso, quando utilizamos o fator L, temos a matriz precondicionada
mais bem condicionada possivel. Porém, normalmente o fator de Cholesky obtido pela
fatoracao, possui mais elementos nao nulos do que a matriz original A, ou seja, houve
preenchimento (fill-in) no fator produzido. Entretanto, pelo custo de processamento e
de memoria, isso é uma caracteristica nao desejada. Uma alternativa para se evitar esse
preenchimento é aplicar ndo o fator completo da matriz fatorada, mas sim, com um fator
incompleto, denotado por i, ou seja, com uma aproximacao, e com esse fator incompleto,

temos um certo controle sobre o preenchimento da matriz.

Campos propds a chamada fatoragao controlada de Cholesky (CAMPOS, 1995)
e (CAMPOS; BIRKETT, 1998), onde pode-se permitir que o fator tenha mais ou menos
elementos nao nulos do que a matriz original, isto de acordo com a quantidade de memoria

disponivel.

Seja L o fator de Cholesky da matriz A quando a fatoracéo for completa e L

quando a fatoracao for incompleta. Temos:
A=LL'=LL'+ R,

onde R é a matriz resto.

Usando o fator incompleto L como precondicionador para a matriz A, temos

LYAL = LYW LIYL = (L 'L)(L L) (3.1)

Definindo E = L — L, e substituindo em (3.1), temos
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Desse modo, quando L - L = E —-0e L7'AL™" > L
Note que a matriz resto ¢ dada por
R=LL'— LI
=LL'~ LL' + LL' — LI}
=L(L' -+ (L—-L)L!
= LE' + BL".

Portanto, quando ¥ — 0 = R — 0.

Desse modo a fatoracao controlada de Cholesky é baseada na minimizacao da

norma de Frobenius da matriz E.

m
min|| B} = Y ¢,
j=1

m
com ¢j = Z |l;; — lij|*, onde m é a ordem da matriz quadrada A.
=1

Sem perda de generalidade, assuma que os elementos da coluna j estdao ordena-

dos, em médulo, por ordem decrescente.

Separando ¢; em dois somatérios temos

tj+n m
= =P+ DLyl (3.2)
i=1 i=t;+n+1

onde t; ¢ o nimero de elementos nao negativos abaixo da diagonal da j-ésima coluna de A

e n é o numero extra de elementos permitidos por coluna.

Note que no primeiro somatoério de (3.2) estao os t; + n elementos nao nulos
da j-ésima coluna de L. O segundo, contém apenas os elementos do fator completo de
L que néo estdo em L. Baseado nestes fatos, Campos propds a seguinte heuristica para

minimizar FE:

e Aumentar o valor de 7, desta forma se permite um maior preenchimento.
Portanto ¢; decresce, consequentemente |E|r também, pois o primeiro somatério contém
mais termos que o segundo. Uma regra que se usa para o incremento de 7 é aumenté-lo

em 10 unidades (BOCANEGRA, 2005).

e Para um 7 fixo, escolher os maiores ¢; + 1 elementos de L, em valor ab-
soluto. Desta forma os maiores elementos estao no primeiro somatoério e os menores
estdao no segundo, produzindo um fator L étimo para uma determinada quantidade de

armazenamento.
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Como citado em (BOCANEGRA, 2005), a fatoracao controlada de Cholesky, nao
considera o padrao de esparsidade da matriz A, assim, os elementos que sao armazenados
no precondicionador podem ou nao estar nas posi¢oes correspondentes aos da matriz A,
pois a escolha é baseada levando em consideracao o valor absoluto e nao a posicao do

elemento.

Em consonéncia com (BOCANEGRA; CAMPOS; OLIVEIRA, 2007) temos
que na (FCC), se n = —m, temos o Precondicionador Escala Diagonal. Caso n = m,
temos a fatoracdo completa de Cholesky, onde n pertence ao intervalo [—m, m]. Assim, se
n > 0 temos preenchimento (fill-in) e caso n < 0 temos retirada de elementos (drop-out).
Caso n = 0 o armazenamento é exatamente o mesmo que da matriz A. Desta forma,
podemos ter um armazenamento de memoria previsivel. Assim, o precondicionador é muito
versatil, pois dependendo da quantidade de memoria disponivel podemos fazer com que o

precondicionador seja mais ou menos eficiente.

Perceba que o parametro de incremento 7 é responsavel por permitir um
maior preenchimento na matriz precondicionadora, desta forma, dependendo do problema,
¢é possivel permitir uma maior quantidade de elementos nao nulos por coluna, isto se
for possivel por causa de limitagao de memoria computacional. Tipicamente, quando 7
aumenta, o numero de iteracoes do método dos gradientes conjugados diminui, ja que
o precondicionador é melhorado. Por outro lado, o tempo necessario para construir tal
precondicionador é maior (BOCANEGRA, 2005).

Deve ser mencionado que fatoragoes incompletas podem ter a desvantagem
de possuir pivos muito pequenos ou negativos. Desta forma, para tentar contornar essa

caracteristica, na (FCC) foi utilizado um incremento exponencial na diagonal da matriz L.

Um exemplo de aplica¢do da (FCC) é o trabalho de (SILVA L. M. DA; OLI-
VEIRA, 2021), onde foram apresentadas duas novas propostas de modifica¢oes na fatoragao
controlada de Cholesky, para reduzir o tempo computacional necessario para a resolucao
de problemas de programacao linear. Tais propostas basearam-se no fato de que a (FCC)
é suscetivel a falhas durante o processo de fatoracao, por causa de elementos nao positivos
e/ou muito pequenos na diagonal. Desta forma, quando ocorre uma falha na diagonal
da matriz das equagoes normais, é incrementado um nimero « e a fatoragao da nova
matriz é reiniciada. As modificagoes propostas consideram duas situagoes: Uma buscou
reduzir o nimero de vezes que a (FCC) pode ser reiniciada até concluir a construgao do

precondicionador, ja a outra considerou evitar tais reinicios.

3.2 Precondicionador Separador

O Precondicionador Separador foi proposto por (OLIVEIRA, 1997) como um

precondicionador para o sistema aumentado (2.20). O principal objetivo dele é evitar a
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presenca das equacoes normais AD ' A'. Para essa finalidade, foi empregado o precondici-

onador geral dado em blocos

F G
H J

Mt =

Y

e precondicionando a matriz dos coeficientes®

-D A
S:[

?

A 0

temos,

M 'SM—t =
—HDF'+ HA'G' + JAF* —HDH'+ HA'J' + JAH!

_FDF' + FA'G! + GAF* —FDH! + FA'J' + GAH! ]

Tomando J = 0 evita-se a presenca das equagOes normais, ou seja, as mesmas

nao aparecem na matriz precondicionada. Assim segue

—FDF"+ FA'G' + GAF* —FDH'+ GAH'

M=1SM~t =
—HDF'+ HA'G! —HDH!

Seja agora, H = [I,, 0]P, com P € R™" uma matriz de permutagao tal
que HA" seja nao singular, assim, o bloco —HDH" é equivalente a uma matriz diagonal

denotada por —Dpg, sendo

pppi—| P50 |
0 Dy

Para que a matriz precondicionada se torne bloco diagonal, tome G' =
(HA"Y 'HDF", ficando como

MLt — —FDF" + FA'G' + GAF'* 0
0 —Dp |
Por fim, tome F' = Dz,

Deste modo a matriz precondicionada é

_D At 1, + D 2AG'+GAD 2 0
M M= U As ’ , (3.3)
A 0 0 _ Dy
onde )
| DG
H 0|

com G = H'D3B ', HP' = [I,, 0] e AP' = [B NJ.

3 Aqui semelhante a (OLIVEIRA, 1997) foi tomado D = X~ Z.
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Note que podemos considerar que o Precondicionador Separador reduz a di-
mensdo do sistema aumentado (m + n) para n, j4 que a parte inferior do sistema (3.3) é

diagonal, sendo facilmente resolvido.

Observe que o sistema (3.3) possui no primeiro bloco a matriz indefinida
—I,+ D2 A'G + GAD™ 3,

onde, através do Complemento de Schur, a mesma pode ser reduzida as seguintes matrizes

simétricas e definidas positivas
1 1
L, + D;B 'NDy'N'B'Dj} (3.4)

ou

Nl

L, + DyN*N'B™ DgB ™ 'ND>. (3.5)

A matriz (3.4) possui dimensao m, ja a matriz (3.5) possui dimensao (n —m).

1 1
Chamando W = D2 N'B "D}, as matrizes (3.4) e (3.5) podem ser escritos
como L, + W'W e 1, ,, + W', respectivamente.

Essas matrizes possuem uma caracteristica desejavel em métodos iterativos,
a de possuir todos os seus autovalores, em modulo, maiores ou iguais a 1, visto que
autovalores proximos de zero podem prejudicar o desempenho de métodos iterativos na

solucao de sistemas lineares.

No trabalho de (CASTRO, 2017), foi mostrado que as matrizes I,, + WW*
e I,_,, + W'W possuem o mesmo espectro, ou seja, possuem 0 mesmo conjunto de
autovalores, ndo contando multiplicidade, mesmo nao sendo de mesma dimensao. Além

disso, foi mostrado que essas matrizes em questao possuem o mesmo numero de condi¢ao,

isto é, k(L + WW") = k(L,_,, + W'W).
Equivaléncia as equagoes normais

Vejamos que a matriz de (3.4) pode ser obtida através das equagoes normais.

Seja A =[B N]P, com P € R™" uma matriz de permutacio tal que B seja ndo singular,

logo temos:
B! D' 0 B
AD7'A'=[B N]PD™'P'| | =[B N] . =
N 0 Dy N
AD'A' = BDZ'B' + NDy'N*. (3.6)

Utilizando D3B! como precondicionador em (3.6), temos
T =D3B YAD 'AYB'D} = DB (BD5'B' + NDy'N")B 'D}
=1, +D3B'NDyN'B™'D} =1,, + W'W.
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Observe que em D = X 'Z, ao menos (n —m) elementos sdo grandes, desta
forma uma escolha adequada das colunas da matriz B, faz com que Dg e D' sejam muito
pequenos proximo de uma solugao do sistema linear, assim W tende a matriz nula, logo T'
se aproxima da matriz identidade e portanto temos que o nimero de condicao tende a 1.
Ou seja, perto de uma solucao do sistema linear temos que o Precondicionador Separador

torna a matriz precondicionada extremamente bem condicionada.

Explicando melhor, a matriz D = (X~')Z possui elementos da forma

Zi
diy = —,
L
Vi=1{1,2,3,---,n}, assim, & medida que o método de pontos interiores se aproxima de

uma solucao 6tima, as variaveis primais e duais convergem para seus respectivos valores
6timos, de modo que o conjunto de indices {1,2,3,--- ,n}, se particiona em dois distintos

subconjuntos, B relacionado as variaveis basicas e IV, relacionado as variaveis nao-bésicas.

Sabemos que préximo a uma solu¢do do problema, os valores correspondendo a
matriz nao-basica tendem a zero, isto é, X = 0, assim pela complementaridade devemos
ter Zy = 2 # 0 sem degenerescéncia, assim Dy = (Xy')Zy = o para os indices em N,
consequentemente, Dy' = (Zy') Xy = 0. Para os indices em B devemos ter Xp = & # 0
e também pela complementaridade temos Zp = 0, assim Dp = (X5')Z5 = 0, logo a

_1 1
matriz W = Dy? N'B™'D3 tende a matriz nula.

Com uma boa escolha de colunas de A para formar a matriz B, o Precondicio-
nador Separador tem bom desempenho perto de uma solugao do problema de programacao

linear, onde o sistema se torna extremamente mal condicionado.

O preco pago por se evitar o sistema de equagoes normais ¢ determinar quais
colunas de A devem ser escolhidas para se formar B. No entanto, a fatoracdo QB =
LU é tipicamente mais facil de calcular do que a fatoracdo de Cholesky de AD™'A?
(BOCANEGRA; CAMPOS; OLIVEIRA, 2007).

Uma estratégia para formar a matriz B é minimizar HD%B_lN D;v%H- Este
problema é dificil de se resolver, mas pode ser aproximado com uma heuristica barata
computacionalmente. Para isso, seleciona-se as m primeiras colunas linearmente indepen-
dentes de AD~!, com menor norma-1. Porém, foi mostrado em (VELAZCO; OLIVEIRA;
CAMPOS, 2011) que a utilizacdo da norma-2 produz melhores resultados que a norma-
1, havendo assim uma diminui¢ao no nimero de iteracdes no método dos gradientes

conjugados na solugao do sistema linear.

Uma boa caracteristica do Precondicionador Separador é que ele pode utilizar a
mesma matriz B por algumas iteragoes, deste modo, o tempo de solugao é reduzido, ja que
o maior esfor¢o computacional estd em escolher as colunas de A para formar B e calcular
a fatoracdo LU dessa matriz. Como consequéncia, nestas iteragoes o precondicionador

¢ muito barato computacionalmente. No entanto, mesmo aproveitando a matriz B por



Capitulo 3. Precondicionadores 42

algumas iteracoes, isto nao significa que o precondicionador seja idéntico, pois 0 mesmo

depende da matriz D que muda de iteracao para iteragao.

No trabalho de (SUNAGUA; OLIVEIRA, 2017), foi proposta uma nova abor-
dagem para se encontrar a base para formar a matriz B, que ¢ de extrema importancia
na utilizacdo do Precondicionador Separador. Foi utilizada uma fatoracao LU retangular
da matriz transposta das restrigoes escalada. Mostrou-se que essa nova abordagem, na

maioria da vezes, produz uma matriz mais bem condicionada que a base utilizada por

(OLIVEIRA, 1997).

Em (CASACIO, 2015), a autora traz uma nova abordagem para a construgao
do Precondicionador Separador proposto por (OLIVEIRA, 1997). A proposta melhora as
caracteristicas de esparsidade dos sistemas de equacoes, através de um novo critério de
ordenamento das colunas da matriz precondicionadora, a fim de que a mesma tenha o

numero de condi¢ao limitado e seja o mais esparsa possivel.

Como o Precondicionador Separador foi projetado para as iteragoes finais do
método de pontos interiores, foi utilizado o Precondicionador Escala Diagonal nas primeiras

iteracoes do método iterativo.

E como citado em (OLIVEIRA; SORENSEN, 2005), para que o Precondiciona-
dor Separador possa ser competitivo contra abordagens diretas, temos que o mesmo deve

ter uma cuidadosa implementacao.

Atualmente, a abordagem iterativa hibrida é a mais eficiente que existe para

resolucao de problemas lineares através dos métodos de pontos interiores.

3.3 Precondicionador Hibrido

O precondicionador Hibrido (BOCANEGRA, 2005) ¢ (BOCANEGRA; CAM-
POS; OLIVEIRA, 2007), foi proposto para resolugao dos sistemas de equagdes normais
pelo método dos gradientes conjugados. O método assume a existéncia de duas fases na
resolucao do problema através dos métodos de pontos interiores. Na Fase I, o precondicio-
nador é construido pela fatoracao controlada de Cholesky, onde normalmente a matriz
dos coeficientes ainda nao é mal condicionada, sendo assim eficiente neste cenario. Ja na
Fase II o sistema utiliza o Precondicionador Separador, onde em via de regra, o sistema se
torna muito mal condicionado e no qual o Precondicionador Separador apresenta melhores
resultados. Deve-se ressaltar que mesmo existindo duas fases, nao significa que em todos
os problemas sejam sempre utilizadas as duas fases, pois pode acontecer que apenas com a
utilizacao da Fase I o método dos gradientes conjugados seja eficiente, atingindo assim a

solucao do problema.

Foi mostrado que a abordagem hibrida possui desempenho superior na solugao
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de algumas classes de problemas quando comparada a abordagem direta. Tipicamente,
esse fato ocorre quando o fator de Cholesky tem um grande ntimero de elementos nao
nulos. Inclusive com essa perspectiva, foi possivel determinar a solugao étima de problemas
nos quais a abordagem direta nao atingiu solugdo (BOCANEGRA, 2005).

Na abordagem inicial, proposta em (BOCANEGRA, 2005), foi utilizada a
seguinte heuristica para a troca do precondicionador, isto é, tem-se a mudanca quando
a (FCC) comega perder eficiéncia, tornando assim lenta a convergéncia pelo método dos

gradientes conjugados.

A troca de fase proposta por (BOCANEGRA, 2005) é identificada se uma das

seguintes condi¢oes ocorrer:

1) O gap inicial é reduzido por um fator de 10° e o ntimero de iteracdes dos gradientes

conjugados é maior que m/4, sendo m a ordem do sistema.

2) Foram feitas mais de 10 corre¢oes na diagonal para evitar falhas na (FCC) e o nimero

de colunas do problema é inferior a 16000.

3) O numero de itera¢oes do método dos gradientes conjugados é igual a m e o parametro

71 ja foi incrementado trés ou mais vezes.

Assim, quando a primeira condi¢ao é atendida, isto indica que a (FCC) ja nao
esta apresentando um bom desempenho e o Precondicionador Separador podera obter
melhores resultados, ja que pode estar préximo da solugao do problema. A segunda situagao
prevé casos em que a (FCC) apresenta dificuldades em construir o precondicionador, pois
a mesma utiliza um incremento exponencial, para evitar que a diagonal da matriz tenha
elementos muito pequenos ou negativos. Ja a terceira situacao sugere que nao foi possivel
encontrar um bom parametro 7, deste modo nao esta sendo atingida a convergéncia pelo
método dos gradientes conjugados. Quando isto acontece, foi sugerido que o paradmetro n

seja incrementado em 10 unidades.

No trabalho de (VELAZCO; OLIVEIRA; CAMPOS, 2011), foi sugerido uma
nova mudanga para troca do Precondicionador Hibrido, pois foi mostrado que utilizando a
fatoragao controlada de Cholesky por um maior tempo possivel, permitiu a obtencao de
melhores resultados do que a abordagem original feita por (BOCANEGRA, 2005).

Deste modo, a troca do precondicionador se da quando:

e Se o nimero de iteracoes do método dos gradientes conjugados é maior ou
igual a m/6 entdo é verificado se n atingiu o maior valor. Se sim, entdo a troca de fase é
realizada. Caso contrario, n é incrementado em 10 unidades, e o processo continua com o
precondicionador obtido pela fatoragao controlada de Cholesky. Note que n ¢é utilizado

apenas na primeira fase do Precondicionador Hibrido.
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Observe que esta abordagem tenta utilizar o precondicionador (FCC) por um
maior tempo possivel, ja que o mesmo é mais barato computacionalmente e requer menos
memoria do que o Precondicionador Separador. Entretanto, para alguns problemas essa
abordagem falha, pois muito perto de uma solu¢ao a (FCC) nao tem bom desempenho,
conforme (VELAZCO; OLIVEIRA; CAMPOS, 2011).

No Capitulo 4, falaremos sobre uma generalizacao do precondicionador pro-
posto por (OLIVEIRA, 1997), chamado de Precondicionador Separador Duplo, onde

precondicionamos o sistema aumentado (2.20) duas vezes.
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4 Precondicionador Separador Duplo

Dado o sistema linear Ax = b, onde A € R"*", b € R" e x € R", podemos
precondicionar este sistema, a fim de se obter um outro sistema com o mesmo conjunto
solucao, porém mais facil de se resolver por algum método iterativo, ou seja, podemos
tomar os seguintes sistemas equivalentes:

Ar =be M YAz = M~ ' & M~'AN'Nz = M~', e chamando & = Nz
e b= MTb temos M"AN"'Z = b, onde M e N sdo matrizes nao singulares. E se
quisermos que a matriz precondicionadora seja simétrica, caso A seja simétrica, tomamos
N7! = M~ assim temos

M7*AM™% = b. (4.1)

A ideia que agora propomos, é precondicionar novamente o sistema (4.1)

onde @) e R sdo matrizes nao singulares, e chamando T = RZ e b= Q™'b, temos
Q'M'AMT'R™'T = b.

E se quisermos que o precondicionador seja simétrico, se A = A’, tomamos R = Q°,

donde temos
QM TAM Q' T =, (4.2)
onde T = Q'M'x, b= Q7'M he Q' MPAMTQ! é a matriz precondicionada.

Dessa forma, vamos aplicar o precondicionador duplo na matriz do sistema

aumentando (2.20).

4.1 Construcao do Precondicionador Duplo

Seja
F G
H J

o primeiro precondicionador, onde F' € R™*" G € R™™ H e R™*" e J € R™*™. Aplicando

o precondicionador (4.3) & matriz do sistema aumentado (2.20) que é

_Dfl At ]

M~ = : (4.3)

S =
A 0
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temos
—FD'F' + FA'G' + GAF' —FD 'H'+ FA'J' + GAH'
M™'SM™" = ) " . " . . " t+ , (4.4)
—~HD'F'+ HA'G"' + JAF* —HD 'H'+ HA'J' + JAH
Considerando agora o precondicionador,
u v
1= , 4.5
o=l (4.5)

onde U e R Ve R™™ X e R™" e Z € R™™, e se utilizarmos (4.5) para precondici-

onarmos o sistema (4.4), temos

(4.6)

Q- M-S MOt = [ S Stz ]

521 522

onde Siy, St2, So1 € S99 sao dados a seguir

Sy = —UFD 'FIU'+UFA'G'U' + UGAF'U' —UFD'H'V! + UFA' J'V  + UGAH'V?
—VHD 'FU'+ VHA'GIU' + VJAF'U' = VHD 'H'VI + VHA' J'Vt + VJAH'V?.
Sy = —UFD 'FI X'+ UFA'GI X'+ UGAF' X' —-UFD 'H' Z' + UF A" J' Z' + UGAH' Z*
—VHD 'F'X'+ VHAG' X' + VJAF' X' = VHD 'H'Z' + VHA' J'Z' + VJAH'Zt.
Soy = —XFD 'FU'+ XFA'GU'+ XGAF'U'— X FD 'HWV'+ XFA' J'VI + XGAH'V?
— ZHD'F'U' + ZHA'G'U' + ZJAF'U' — ZHD'H'V! + ZHA' J'V! + ZJAH'V!.
Soy = —XFD 'F' X'+ XFAGI X'+ XGAF' X' - XFD 'H'Z'+ XFA' J'Z' + XGAH' Z*
— ZHD'F'X' + ZHA'G!' X! + ZJAF'X' — ZHD'H'Z' + ZHA' J'Z' + ZJAH' Zt.

Observagao 4: Como S é matriz simétrica, logo o sistema precondicionado (4.6) é

simétrico, isto é, S1p = (Sa1)".
4.2 Escolha dos blocos do Sistema Precondicionado Duplamente
Para escolha dos blocos das matrizes M~ e Q7| temos que ter alguns objetivos.

i) Evitar o surgimento das equagoes normais.

ii) Fazer com que o sistema precondicionado duplamente (4.6) seja relativamente facil de

se resolver, como por exemplo, um sistema formado por matrizes diagonais.

Assim sendo, tome

u v
0 L,

M =
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dessa forma temos:

S :MMMWM
MMMM HD*W%M’EM’O

Portanto, Ses = —HD 'H.

Considere H = [I,, 0]P, onde P € R™" é uma matriz de permutacao tal
que AH' seja ndo singular, assim, o bloco Sy = —HD 'H' é equivalente a uma matriz

diagonal denotada por —D3', sendo

-1
ppip=| P50 -
0 Dy~

De fato, pois

_HD'H' — [ I, 0 ] PD'P!

Logo —HD™'H' = —D3'. Portanto Sy, = —Djp'.

Seja AP' = |B N]|, uma parti¢ao da matriz A escolhida adequadamente, assim
L,
0 ]

Para determinar os demais blocos da matriz precondicionada (4.6), vamos

temos

Ht _ Pt Im
0

= AH' = AP'| ™ | =[B N]

dai AH! = B.

escolher as submatrizes de M~! e Q7', de tal modo que S;» = 0. Com as escolhas de
J=0,X=0e Z =1, temos:

Sio=-UFD''H'+UGAH'-VHD'H' = -UFD'H'+ UGB~V Dg" =0,
dai UG =UFD 'H'B' +VDgZ'B ' = (UFD 'H"' + VD5 )B™' = LB '. Portanto, se
tomarmos UG = LB ', onde L = UFD 'H' + VDg', teremos Si5 = 0, e consequente-
mente Sp; = 0, pois o precondicionador é simétrico. Note que podemos explicitar a matriz

G, visto que a matriz U deve ser de posto completo, para que Q' seja nao singular, assim
temos G = U 'LB .

Agora, voltemos nossa atengao para o bloco Sy; de (4.6). J& com as escolhas
de J=0,X=0e Z=1,, temos
Sy = -UFD 'F'U'+UFA'G'U'+UGAF'U'~UFD 'H'V'+UGAH'V'-VHD 'F'U"
+VHA'G'U' —VHD 'H'V', e considerando AH' = B, HD 'H' = D3' e
L=UFD'H'+VD3z', chegamos em

Sy = ~UFD 'F'U' + UFA'B L' + LB 'AF'U' + VD, V" (4.7)
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Portanto, o precondicionador duplo (4.6) pode ser escrito como

— _ _ _ 511 0
lM ISM t t
? ? [ 0 —Dj'

4.3 Escolha dos blocos F, U e V

A fim de que apareca na diagonal do bloco S;; a matriz identidade ou um

miltiplo seu, tome F = aD 2 ¢ U = 8D, com « ¢ 3 € R*. Assim, a matriz (4.7) é dada

por
S = —(af)’L, + aBDA'B™'L! + afLBT'AD* + VD'V (4.9)

e L=aBD 2H'+ VD3

E as matrizes precondicionadoras sao

BD V
0 I,

aD™: @G
H 0
com H =1L, 0]P e G=p3"'D 'LB ' E finalmente definimos

Y

e Q_lzl

o

1

2

_.pt| D
V =+P 0 , com v € R.

Note que na matriz acima, v pode inclusive ser nulo. Perceba ainda que V' esta

recebendo a acao da matriz de permutagao.

Observacao 5:

Considerando L = aBD’%Ht +VDg', H=[1,, 0]PeV =~P" [ 0

entao L pode ser escrito na forma

L = (aff + )P [ De ] .

0

1
1 I, Dg2
De fato, pois L = aﬁD’%Ht +VDgz' =aBD :P [ 0 ] + P! 52 D' =
) I, Dy 2
PL = aBfPD 2 P! + daf
0 0
Dg 2 0 I, Dy ? Dy 2
PL =« 1 + =PL = (a8 +
Portanto
Dn=3
L= (Ozﬁ+v)Pt[ % ]
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4.4 Analise da matriz do 12 Bloco

Vejamos algumas caracteristicas da matriz do primeiro bloco do sistema pre-

condicionado duplamente (4.8).
Seja K = Sy; = —(af)?L, + aBD2A'B'L' + aBLB'AD? + VDg'V". (4.10)
Perceba que a matriz K é simétrica, pois:
K' = (—(af)L, + aBDZA'B 'L + aBLB 'AD? + VDz'V')!
— —(aB)L, + afLB'AD? + D2 A'B'L' + VD5'V' = K.
Seja agora C' = LB’IAD%, entao temos
K = —(af)’I, + afC! + afC + VDZ'V! (4.11)

e considerando X

Vszt[Dle
b O b

e A=|B N]P, entao temos a seguinte relagao:

1
-
L=(af+yP| 2"~

Dp™2

C = LB 'AD? = (af3 + )P! [ B~'[B N|PD: =

Logo,

Portanto, temos

P.

oo p [ (@B +7)Tn (B +7)D5’ B'NDj
0 0
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E assim segue que

ct = pt @B+ 0,
(B +7)DIN'BD? 0

Note que
2 —(aﬁ)QIm 0
—(aB) 1, = P! ) P
0 _(aﬁ) Infm
Dp? s L, 0
e VDWWt =~P| 7P | Doz op=P| " | P
0 0 O
Desta forma, podemos escrever (4.11) como
_1 1
aB(af +~)DyN'B™' Dp* —(af)Tpm

Note que para o precondicionador funcionar, devemos ter v # —a/3.

Observe, ainda, temos uma variedade de escolhas para as matrizes que compoem
o Precondicionador Separador Duplo e que todas conduzem a mesma matriz (4.12). Isso
ocorre devido as escolhas dos blocos que compoem o Precondicionador. Como a matriz
S11, definida em (4.9), envolve apenas produtos na forma UF', é possivel combinar essas

. : 1
duas matrizes e considerar UF = afSD>2.

Na sequéncia, definiremos o complemento de Schur da Matriz (4.12), veja por
exemplo, (BOYD; BOYD; VANDENBERGHE, 2004).

O complemento de Schur em relacio & matriz (—(af)°I,_,) é dado por

(@B +7)"Ln + (a8 +7)*Dy* B~ NDyN'B ™' Dj*. (4.13)

J4 o complemento de Schur em relacdo a matriz (a3 + )1, é dado por

1 1
—(aB)’Lup — (aB)’DEZN'B* D' BN D3. (4.14)

Note que podemos encontrar o complemento de Schur em (4.13) através das

equagoes normais. De fato, seja A = [B N]P, com P € R™" uma matriz de permutaciao

D 0
0 Dy

ADA" = BDgB' + NDyN". (4.15)

tal que B seja nao singular, logo temos:

Bt

Nt:>

Nt

ADA' = [B N]PDPt[ B ] = [B N]
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1
Assim, utilizando (a3 + v)Dg?B ™" como precondicionador em (4.15), temos

-

(aff +7)Dp? B ADA' (a3 +7) B~ Dy’

_1 _1
— (af +~)Dp? B Y(BDyB' + NDyN')(a + v)B~'D}>
_1 1
= (aB+7) L, + (B +7)*Dg*B 'NDyN'B'Dg*.
1 1
Seja W = D>B ™ ND3, onde W € R™ (™™ entio (4.13) pode ser escrito

como

(@B + )L, + (@B +7)*WW* (4.16)

e a expressao (4.14) pode ser escrita como

—(af) Ly — (@B’ W'W. (4.17)

Note que a matriz K dada em (4.12) pode ser escrita como

p_pt| @+ T aBlaB+NW | (4.18)

aBaf+W' —(aB) Ly

Observe que a expressao em (4.13) ¢é equivalente a dada em (OLIVEIRA, 1997),
pagina 56, com excecdo do fator multiplicativo (a8 + 7)? e a forma que foi definida a
matriz D, ou seja, as equagoes normais para os dois precondicionadores sao equivalentes,

porém, como mostraremos adiante, os sistemas aumentados nao sdo equivalentes.

Os Teoremas 4.1 e 4.2 apresentados a seguir, podem nos ajudar a compreender

melhor os autovalores da matriz & em (4.18).

Teorema 4.1. A matriz (a8 + )L, + (af +7)*WW*" é definida positiva e possui todos

os autovalores maiores do que (a3 + ).

Demonstracao. Seja 0 # v € R™ um autovetor normalizado da matriz
(@B +7)°Ly + (af + ) WW!

associado ao autovalor ), isto &, (a8 + )L, + (B + 7)*WW")v = \v. Logo,

(@B + )0 + (aB + 7)*WW' = \v e multiplicando pelo transposto do vetor v, temos
(@B + ) + (@B + V' WW' = X, como (W) (W) = [Whl3 >0V v #0e
(@B +7)* > 0, segue que A > (aff +7)°. O

O Teorema 4.1 nos mostra que a matriz (4.16) possui m autovalores positivos

e maiores do que (af + )%

Teorema 4.2. A matriz —(af)’L,_,, — (af)*W'W ¢ definida negativa e possui todos os

L 2
autovalores menores ou iguais a —(cf3)".
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Demonstracao. Seja 0 # v € R" ™ um autovetor normalizado da matriz
—(@B)* 1, — (aB)W'W

associado ao autovalor A, ou seja, (—(B)°In_m — (@B8)*W*'W)v = \v. Logo,
—(Oéﬁ)QU — (aﬁ)2Wth = Av e multiplicando pelo transposto do vetor v, temos
—(af)’—(af)*v'W'Wuv = A, como (W) (Wv) = [Wol2 =0V v # 0e—(af)?|[Wo|? <0,

segue que A < —(af)’.

Assim, o Teorema 4.2 nos mostra que a matriz (4.17) possui (n—m) autovalores
menores ou iguais a —(«3)°.

4.5 Aplicacdo do Precondicionador Separador Duplo na resolucio

do Sistema Aumentado

Sabemos que o sistema aumentado é dado por

—D b A dx e
= , (4.19)
A 0 dy D)
‘g N — Tz

onde ry =rg— X 'ry ery = r,. Considere o processo’ em uma iteracdo k qualquer.

Vamos agora resolver o sistema (4.19) usando o Precondicionador Separador

Duplo. Note que sempre devemos ter UF' = aﬁD%.

Desta forma, temos os seguintes precondicionadores

Mt [F G eQ_lle V],comVZVPt[Dgzl,

"l H o 0 L,

H=[l, 0P, G=U"'LBeL=(af+7)P" ’ ] ,aplicados em (4.19), temos

QM ISMT'Q™' T = b, (4.20)
onde T = Q'M'z e b= Q 'M'b, assim segue

-

E da expressao (4.7) e (4.8) temos

u v
0 I,

F G
H 0

z:
H?”l

UFri+VHr; +UGry ]

Qflelsttht _ [

6

—(af)’L, + aBDIA'B L + afLB 'AD} + VD'Vt 0
0 e |

Aqui consideramos apenas o cdlculo da diregao afim escala, que estamos chamando simplesmente de
(dz,dy,dz).
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Assim, podemos escrever (4.20) como se segue:

—(af)’L, + aBDIA'B L + aBLB 'AD} + VD'Vt 0
0 _pt

Sl =
(I
l

1
2

1
aBDzr, + P! D Pri+ (af +v)P* Dp B~ 'r,
0 0 , (4.21)
[Im O]PT’l
onde T = [ i ] , com 71 € R" e T3 € R™, dai segue
X2

—D3'T3 = [1,, 0]Pr; = 73 = [-Dp 0]Pr;. Desde modo, podemos compreen-
der que o Precondicionador Separador Duplo reduz a dimensao do sistema (4.19), que é

n + m, para n, ja que T3 é facilmente calculado.

Note ainda que colocamos os elementos que compoem o sistema (4.21) todos

em funcao dos componentes primordiais da matriz A e da matriz de permutacao P.
Voltemos nossa atenc¢ao para a parte superior do sistema (4.21). Temos que
(—(aB)’L, + aBD?A'B~'L! + afLB™'AD? + VD5'V')71 =

1

Dy?

1
aBD%rl + P! [ lz)B g ] Pri+ (aB +7)P! B7lr,.

Utilizando a expressao (4.10) e dado

gopt| (@I ablad W,
BB+ )W —(aB) Lo

considere

[yl ], comy; e R egpe R"™™

5
I

Y2

%
e aBDrry + vP' [ Z?JB 8 ] Pry + (af +7)P!

onde r3 € R™ e r, e R"™™, assim temos

pr| (@O T aBlaf W VT s |
046(046 + V)Wt —(045) In—m Y2 T4
(@B+9) L aap+ W | L[5 ] _ [
t 2 — - :
af(af + )W —(af) T V2 ry
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Definindo P h ] = [ -l ] e P
Y2

] Ts _
= , comrs; € R"erge R ™,
T4 Te

Assim segue

(4.22)

[ (@B +9)L,  ap(af + )W ] [ 2 ] [ ]
| aﬂ(aﬁ + V)Wt _(aﬁ)QIn—m '

T

Desta forma, temos que

— 1 T
7 = P :1 , pois i
22 Y2

T

)

_ d
] , eassim x = M~'Q7'%, onde z = [ . ]
dy

Portanto, temos T = [

¢ a direcao de Newton do primeiro sistema linear do método preditor-corretor.

Observe que na préatica resolvemos o sistema linear dado em (4.22), por um
método iterativo, o método Minres, por exemplo. Note ainda que a componente dz dada
em (2.23) nao é alterada, pois a mesma nao é utilizada no sistema aumentado, a saber,
dz = X Yr, — Zdx).

Temos no Algoritmo 4 o método preditor-corretor, no qual as diregoes de
Newton foram calculadas através da resolucao do sistema aumentado precondicionado

duplamente, chamado simplesmente de (SAPD).

Algoritmo 4: Algoritmo SAPD
Entrada: Dado (z°,4°, 2°) ponto inicial, a, 3 e v aceitaveis.

Saida: Solucao do sistema precondicionado duplamente.

1 inicio

2 Para k£ =0,1,2,---

3 enquanto k& < mauziter. faga

4 Calcule o critério de parada conforme (2.16), (2.17) e (2.18).

5 Resolva o sistema (4.19), utilizando o Precondicionador Separador Duplo,
encontrando assim (dz¥, dy¥, d2¥). (Direcao preditora)

6 Calcule os parametros de (2.11) - (2.13).

7 Através do Precondicionador Separador Duplo, resolva (4.19), substituindo
o lado direito por ¥ = —(X*)"'r* ¢ r5 = 0, obtendo (dah, dys, d=5).
(Direcao preditora)

8 Calcule os tamanhos dos passos por (2.14) e (2.15).

9 Faga 2" « 2% + apda® e ("™, 2M) « (yF, 2F) + ag(dy®, d2¥).

10 k =k +1; (Atualizagao)

11 fim

12 fim
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4.6 Algumas consideracoes sobre as matrizes S e K

Mostraremos agora que a matriz

—D 1 A
S = ,
A 0
onde S € R+m>(n+m) - H=1 matriz diagonal com d;; > 0 Vi =1,--- ,n, e A sendo matriz

de posto completo, é nao singular e indefinida, possuindo n autovalores negativos e m

autovalores positivos.

Para isso utilizaremos a relacao abaixo e a Lei de Inércia de Sylvester (GOLUB;
LOAN, 2012).

—D7t A
A 0

—-D 0
0 ADA

S =

—D7 ' 0
A 1,

Assim, det(S) = det(—D "det(—D)det(ADA")det(—D ') = det(—D ')det(ADA") # 0.

—D7 b A
0o I, |

Logo, S é nao singular, isto é, nao possui autovalor nulo. E temos que o nimero
de autovalores positivos de S é m, pois ADA" é matriz definida positiva, e o niimero de

autovalores negativos de S é n, pois —D ¢é matriz definida negativa, assim, S é matriz

indefinida.

Note, no entanto, que S pode ter autovalores préximos de zero, o que pode

prejudicar o desempenho de métodos iterativos.
Além disso, perceba que a matriz
K 0
QflelSMftht _ ) ’
0 —Djp
possui a mesma quantidade de autovalores positivos e negativos que a matriz S, conforme

a escolha de algumas matrizes, apenas estao mais bem distribuidos como veremos a frente.

Em relacio a matriz K dada em (4.18), por simplicidade, sem considerar a

matriz P, a mesma serda denotada por K e pode ser escrita como

[ (@B +7) Ty aBlaf +7)W ] _ [ L, —(aB) '(aB+7)W ]

aplaf+)W" —(aB) T 0 L
(afB + 7)1, + (af + 7)) WW* 0 I, 0
0 —(aB) Ly || —(@B) MaB+n)W' T |

(4.23)

Assim, det(K) = det(—(af)’T_p)det((af + 7)1, + (aff + 7)) WW?) =
(—(aB)H ™ ™det((af +7)Ty + (@B + 7)) WW*) # 0.
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Logo, K é nao singular, e também pela Lei de Inércia de Sylvester, K possui
m autovalores positivos, pois (a8 + 7)*L, + (a8 + 7)*WW") é matriz definida positiva
e (n — m) autovalores negativos. Note que temos uma relacao semelhante a (4.23) se

considerarmos agora o complemento de Schur dado em (4.18).

Perceba ainda que na expressao dada em (4.23) nao utilizamos a matriz de

permutacao, porém, a mesma nao altera os autovalores da matriz K.

De fato, seja 0 # v € R" um autovetor da matriz K associado ao autovalor A,
assim temos Kv = \v = P'Kv = A\P'v = P'KPP'v = AP'v. Seja y = P'v, assim temos,
P'K Py = \y, e, portanto, A é também um autovalor da matriz P K P, porém houve uma

reordenacao nos elementos do vetor v.

Desta forma, vamos calcular de fato os autovalores da matriz K. Para isso,
vamos dividir em trés casos, conforme o nimero de linhas e colunas da matriz W. Assim,

(n—m)

nos trés casos, temos que K € R"*" ¢ W € R™* , porém o posto da matriz W mudara

de acordo com a situagdo. Em todos os casos a seguir W é matriz de posto completo.

Segue que a matriz K sem a matriz de permutacao é

(@B +7)L,  aB(af+y)W

T aBaB+ W —(aB) Lo 424

Como ja observado, devemos ter o, 3 € R*, ve R e v # —af.

i) Caso n > 2m

Teorema 4.3. Considerando a matriz dada em (4.24), posto(W) =m, n > 2m, entdo a
matriz K possui m autovalores positivos e maiores do que (a3 +7)? e (n —m) autovalores

. . ~ 2 ~ . .
negativos, dos quais m sao menores do que —(af3)” e exatamente (n — 2m) sao iquais a

—(af)”.

Demonstracdo. Sabemos que a matriz K é simétrica, logo todos os seus n autovalores sao
reais, veja por exemplo (MEYER, 2000). Seja

o]

um autovetor € R" de K associado ao autovalor A\, com xz € R™ e y € R" ™, isto é,

Kv = \v, entao temos

(aB+7)?L, aB(aB +y)W ] [ x ] _ [ x ] ~
af(af +NW' —(@f)Liwm || v
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((af + 7)1, — AL,z + aB(aB + )Wy =0

(4.25)
af(af + )W — ((B8) Ly + AL_p)y = 0.

Vamos mostrar primeiramente que A # (a3 + )%

Suponha por absurdo que A = (a3 + v)?. Assim de (4.25) temos

ap(af +y)Wy =0

af(af +)W'e — ((@B)” + (af + 7))y =0
e isolando y na segunda equacado e substituindo na primeira equagao, chegamos em
((B)? + (af + 7)) HaB)(af + ) WW'z = 0 = WW'z = 0, mas WV e R™*™ e
como posto(W) = m, entdo WIW"' é matriz definida positiva, logo ndo singular, porém isso

implica z = 0 e assim y = 0, o que nao pode acontecer, pois

o]

Portanto A # (af +7)% Assim, a matriz ((af8 + 7)*L,, — AL,) é ndo singular, daf temos
—aB(af +7)Wy

T = e substituindo na segunda equagao de (4.25) e fazendo as operagoes
(@B +7)? = A
algébricas necesséarias, chegamos em
1 2 2
Wiy = . 32— ( O‘2ﬁ7+7)2x—1 y. (4.26)
(aB) (aB +7) (aB) (af +7)

Temos que posto(W) = m e 2m < n. E sabemos que W'W é matriz semidefinida

positiva com posto(W'W) = m.

Desse modo, a matriz W'W em (4.26) possui m autovalores positivos que vamos
denotar por dy,- -+, d,,, € um autovalor ¢ = 0, com multiplicidade algébrica p = n — 2m.

Desse modo, considere (d;,y;) um autopar da matriz W*W.

Assim, V¢ =1,---,m, temos

(@B)*(aB+7)2"" (aB)’(aB +7)?

2

2
! o QaBy+a) o sy (4.27)

(@B)*(aB+7)2""  (aB)’(aB +7)?

Desta forma, aplicando a férmula de Bhaskara em (4.27), obtemos:

(287 +7?)

A=
2

+ ;\/(20‘57 +2(af)” + 722 + 4(aB)’(af + 7). (4.28)
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Deste modo, para cada autovalor §; de W'W , temos dois autovalores associados

a matriz K, dados por

A= <2am?+ 2 SV 208y + 2008 972 + 4(aB) (a8 + )%,
) 2afy+13) 1
5= DI L o0y + 2008 + 472 + AaB (8 + 1)

Como 9; >0Vi=1,---,m, logo

V(2087 + 2a8)” +12)2 + 4(aB)A(aB +7)%5: > (2087 + 2(aB) + 7).

Assim temos A > W—l—;(?aﬂy—l&(aﬁ)z—i—y?) = 2@574-(045)24_72 =
2
@8+ e x < CET)_ Loagy 1 a(ap)? 447 = —(a)”

Desta forma, temos que K possui, por enquanto, m autovalores positivos
maiores do que (a8 4+ 7)? e m autovalores negativos menores do que —(a3)”.

Para o autovalor ¢ = 0 da matriz W'W, com multiplicidade algébrica p =

n — 2m, temos

1 2 ’
)\2_ (aﬁ’y-ﬁ-’}/) )\i_le,Vizm+1a"'vn_m'

(@B (@B +7)2"  (aB)’(aB +7)?

E novamente utilizando a formula Bhaskara obtemos:

(afy+7%) 1 (2087 +7°) . 1
2 ~ 2 2 ~2

i = (2037 + 2(ap)* + %)% = (2a8y +2(aB)’ +77).

Assim, temos A = 2a8y + (@f)’ ++2 = (af +7)? e \] = —(af)”.
Porém, j4 sabemos que A = (a3 + 7)* ndo pode ser autovalor da matriz K,

logo, temos que todos os demais n — 2m autovalores da matriz K sao iguais a —(af)”.

Portanto, a matriz K é indefinida e possui m autovalores positivos e maiores
do que (a8 + )%, m autovalores negativos menores do que —(a3)* e exatamente (n — 2m)

. 2
autovalores iguais a —(«f3)”, para o caso onde n > 2m. O

A Figura 1 ilustra a regiao dos autovalores para este caso.

Dessa forma, podemos escolher convenientemente os escalares «, 5 e v de tal
forma que a matriz K nao tenha autovalores tao proximos de zero, visto que isso pode

prejudicar o desempenho de métodos iterativos.

ii) Caso n = 2m
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Maut < —(0[6)2

(n = 2m)at = —((15)2 '/ Regido de autovalores \ M, > (Ozﬂ + 7)2

1

Va¥ ¥ °
. 4 ®

—(ap)? O (ap+7)?

Figura 1 — Caso n > 2m
Fonte: Elaborado pelo autor.

Teorema 4.4. Considerando a matriz dada em (4.24), posto(W) = m, n = 2m, entdo
a matriz K possui m autovalores positivos e maiores do que (af + 7)2 e m autovalores

negativos e menores do que —(a3)>.

Demonstragio. Para o caso onde n = 2m, temos que a matriz W, de ordem m x (2m—m) =
m x m, é matriz definida positiva. Assim, seguindo os mesmos passos feitos para o caso
n > 2m, apenas com excecao do autovalor nulo, segue que a matriz K possui m autovalores

positivos e maiores do que (34+7)? e m autovalores negativos e menores do que —(a3 )2. ]

A Figura 2 ilustra a regidao dos autovalores para este caso.

Mot < 7(0[6)2 ’/ Regiao de autovalores \ Mot > (aﬁ + ,7)2

1

—(@p)? 0 (aB+7)?

Figura 2 — Caso n = 2m
Fonte: Elaborado pelo autor.

iit) Caso n < 2m

Teorema 4.5. Considerando a matriz dada em (4.24), posto(W) = n—m, n < 2m, entdo
a matriz K possui m autovalores positivos, dos quais (n—m) sio maiores do que (a3 +7)?

e exatamente (2m —n) iguais a (af +7)* e (n —m) autovalores negativos e menores do
que —(af)”.

Demonstra¢io. Para o caso onde n < 2m, temos que a matriz W e R™*" ™) possui posto

(n —m), pois n —m < m, dai W'W e R"=™*(=m) ¢ definida positiva. Seja

]

um autovetor € R" de K associado ao autovalor A\, com x € R™ e y € R"™™, isto é,

Kv = A\v, entao temos

(aB+)?L, aB(aB +y)W ] [ x ] _ [ x ] ~
aB(af +NW' —(@f)Lim || v
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((af + 7)1, — AL,z + aB(aB + )Wy =0

) (4.29)
aB(aB + Wi — ((aB) Tuem + ML)y = 0.
Mostraremos que A # —(af)”.
Suponha por absurdo que A\ = —(aB)Q, assim temos que:
(B + )L + (af) L)z + af(af +7)Wy =0 (430)
aflaf +~v)Whe = 0. '
[solando x na primeira equagao temos x = —afaf + V)W‘%, e substituindo na segunda
(aB +7)* + (af)

equacdo de (4.30) chegamos em W' Wy =0 =y = 0, logo = 0, o que é uma contradicio,
pois v # 0, assim, A # —(af)”.

Como \ # —(a)?, logo a matriz ((aB)’L,—m + M,_m) é nio singular, assim,

Wt
podemos isolar y na segunda equagao de (4.29), isto é, y = p ((aﬁﬂ)—g 7)/\ m, e substituindo
a +
na primeira equacao da mesma e fazendo as operagoes algébricas necessarias, chegamos em
1 2 2
WWs = . o BeB ) ),
(@B) (e +7) (@B) (e +7)

Temos que posto(W) = n —m e n < 2m. Sabemos que WW"' é matriz semide-

finida positiva com posto(WW?') = n —m.

Assim, a matriz WW?* possui n —m autovalores positivos, que sdo &1, , Jp_m

e um autovalor ¢ = 0, com multiplicidade algébrica p = 2m — n.
Desse modo, considere (d;, z;) um autopar da matriz WW*.
Assim, Vi =1,--- ,n—m, temos

2
! o QA s

(@B)*(aB+7)2"" (aB)’(aB +7)?

2
L o ZabyEy) s (4.31)

(@B)(aB +7)2" (aB)’(aB +7)?
Note que na expressao (4.31) sdo exatamente os mesmos coeficientes da equagao
do segundo grau dado em (4.27), logo temos A7 > (af +7)? e A7 < —(aB)?, Vi =
1

Jrr L, — M.

Para o autovalor ¢ = 0 da matriz WW" com multiplicidade algébrica p = 2m—n,

chegamos em A\ = (af+7)2 e\ = —(aB)’, Vi=n—m+1,---,m.

Entretanto, sabemos que para n < 2m, A = —(ozﬁ)2 nao pode ser autovalor da

matriz K, assim temos que (2m — n) autovalores da matriz K sdo iguais a (a3 + ).
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Portanto, para o caso onde n < 2m, a matriz K possui m autovalores positivos,
dos quais (n —m) sdo maiores do que (a3 + v)? e exatamente (2m — n) iguais a (a3 +7)?

e (n —m) autovalores negativos e menores do que —(a3)°. O

A Figura 3 mostra a regiao dos autovalores para este caso.

(N —m)au > (B +7)?

(TL — Tn)aut < 7(0(,6))2 '/ Regiao de autovalores \ (2m _ n)aut — (OZB + 7)2
4

PN
A d A4

f(a[ﬁ)Q 0 (af+7)?

Figura 3 — Caso n < 2m
Fonte: Elaborado pelo autor.

Na préxima secao falaremos sobre o nimero de condi¢ao da matriz K, e como

esse valor pode ser extremamente 1til na resolucao de um sistema linear.

4.7 Consideracoes sobre o nimero de condicao da matriz K na

norma-2

Definicao 4.1. O raio espectral de uma matriz A € R™*" é dado por

p(A) = maz {|\1], -+, | ]}, onde A1, -+, A, sdo o0s autovalores da matriz A.

Para uma matriz real simétrica, logo hermitiana, temos que a norma-2 pode
ser calculada como |A|y = p(A), isto é, a norma-2 é o maior dos autovalores, em médulo,

da matriz A, veja (SAAD, 2003).

Desta forma, calcularemos o niimero de condicao da matriz K, que é dado por
condy(K) = | K||2| K |2, onde

_ | (@B+9)’L. aBlaf+ W
aBlaf+ W —(aB) L

Consideraremos trés casos, conforme o nimero de linhas e colunas da matriz

W, e para cada um destes as duas possibilidades, no caso (3)? < (a3 +7)* ou (aB)? >
(a8 +7)*.

i) n > 2m

Ja vimos, pelo Teorema 4.3 que todos os autovalores da matriz K, que é

simétrica, estdo no intervalo (—oo, —(a3)?] U((aﬁ +7)?, +00), isto é, existem autovalores
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que sao maiores do que (af + 7)2, e existem autovalores, em sua grande maioria, que sao

menores ou iguais a —(a)>.

a) Consideremos que todos os autovalores de K, estao em
[—/\0,—((16)2] U((ozﬁ + 7)?%, Mnaz], €OM Apee maior autovalor positivo, —\y o menor

autovalor negativo e A\, = — Ao, isto é, o maior autovalor de K, esta do lado positivo.

A Figura 4 ilustra a regiao dos autovalores para este caso.

v . P ~o
—Ao —(ap)* 0 (af+7) A

max

Figura 4 — Regiao de autovalores, caso A, esteja a direita da origem
Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, temos que || K |2 = Mg

Por outro lado, sabemos que para uma matriz A inversivel, se A # 0 é autovalor
de A, entdo A7* é autovalor de A7, de fato, pois temos Av = \v = A7 Av = \MA ™o =
A" = X1, e como os autovalores de K, estdo em [— g, —(3)’] U((aﬂ—F’y) Amaz], logo

-1 -1 1 1
os autovalores da matriz inversa, K !, estdo no intervalo — U , 5
(Oéﬁ) )\O )\ma:c (@ﬁ + 7)

Note que podem ocorrer duas alternativas:
I) (aB)’ < (af +9)*
II) (aB)? > (aB + )"

Caso (af)? < (af+7)?, temos que | —(a3)°| = (af)? < (@B+7)? € Amaz = Ao,

e assim segue que V «, 3 e y aceitaveis que:

1 1 —1 1 1
—| > ‘—‘ > > ou ‘ ‘ ‘ ‘ >
‘ (045)2 ‘ Ao (Oéﬁ + 7)2 Amaz (Oéﬁ) (Oéﬁ + ’Y Ao Amaz
Assim, o maior autovalor, em médulo, da matriz K7, (aﬂ)

Caso (af)? > (B + )%, temos que | — (af)?] = (af)? > (@B +7)? € Anaz =
| — Ao|, e assim, segue que:
1 1 1 1

— > ou ‘
(aB +7)° ‘ Ao ‘ (@B)? "~ Amax (af +7)? (065 Ao
Logo, o maior autovalor da matriz K, é (a8 + )2, e portanto, |K [y < (a8 +7)

1

=
‘ )\max
—2

Perceba que neste caso, tomamos uma desigualdade na norma-2 da matriz K ', pois a

mesma nao estd definida em (a8 + 7).

Portanto, segue que condy(K) = |K|2|K |2 = (@f) *Mmae, se (af)?
(af + 7)2, ou condy(K) = ||K||2HK’1||2 < (af + ’y)’QAmm,, se (aﬁ)2 > (af + 7)2.

Assim, de um modo geral, podemos dizer que

COTLdQ(K) < min((@ﬂ)ia (@ﬁ + 7)72))\max7
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onde A, € 0 maior autovalor da matriz K.

b) Considerando a mesma faixa para os autovalores de K, porém, admita — 4,

do lado esquerdo da origem e | — Appaz| > Ao.

Logo o intervalo é [—Amae, —(@3)°] U((aﬁ +7)%, Xo]- Veja Figura 5.

® o A @
_/\max —(Oéﬁ)Q 0 (aﬁ+7)2 )\O

Figura 5 — Regidao de autovalores, caso —\,,4. esteja a esquerda da origem
Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, segue que |K|s = | — Mnaz| = Amas, € 0s autovalores da matriz K~
-1 -1 1 1
estdo em ) : —— |-
[(Oéﬂ)z )\max U /\0 (O[B + ’7)2

Se (af)? < (afB+7)? temos que | Ko = (aB) 2, logo, conds (K) = (8) "> Mnae
porém se (af)? > (af + v)?, temos que condy(K) < (B +7) *Anaz-

Portanto, ao considerarmos n > 2m, e independente do sinal de A, ser
positivo ou negativo, temos condy(K) < min((aB) 2, (a8 +7) ) Mnar, onde Mgz é 0

maior autovalor, em médulo, da matriz K.

O resultado conds(K) < min((a8) 2, (a8 + ) %) Amaz, Mostra que a matriz
ser mal condicionada ou nao, pode estar intimamente relacionado com um miltiplo do
maior autovalor, em modulo, da matriz K. Além disso, o niimero de condi¢ao da matriz

nao cresce descontroladamente e esta limitado ao maior autovalor, em modulo, da matriz

K.
ii) n = 2m

De acordo com o Teorema 4.5 temos que todos os autovalores da matriz K estao no
intervalo (—o, —(a8)?) U((aﬂ +v)%, +00).
a) Considere primeiro que o maior autovalor A, esteja a direita da origem, e

seja — g, 0 menor autovalor negativo, assim os autovalores estao em [— Ao, —(a3)?) U((aﬁ+

)%, Amaz], €OM Apae = g, conforme ilustra a Figura 6.

[ = . ~Q
—Xo —(ap)’ 0 (afB+7)? A

max

Figura 6 — Regiao de autovalores, caso \,q. esteja a direita da origem
Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim temos | K|z = Aoz
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-1 -1 1 1
J4 os autovalores da matriz K ' estdaoem [ —, — , .
((045)2 A0] U [/\maz (OZB + 7)2)
— 1
Da mesma maneira, pode ocorrer (o3)* < (a8 +)? entdo ‘ 2‘ = ‘ 2‘ >
(aB) (B)

1
W, daf temos |K ', < (aB) 2, portanto conda(K) < (af8) *Mnae-
Pode ocorrer também (o3)* > (a8 + 7)?, logo ‘ —1 ‘ B ‘ 1 ‘ _ 1
Bl @Bl T (@B )2

assim, |K'|2 < (aB +7) % Note que para esta situacdo n = 2m, o intervalo é aberto em
—(aB)? e (af +7)°.
b) Agora — A4, estd a esquerda da origem, e considere que os autovalores estao

em [—Amaz; —(8)%) U((aﬁ + )2, Ao], com | — Apaz| > Ao, conforme mostra a Figura 7.

o~ & . a
—Amaz 7<O‘6)2 0 (0654-7)2 Ao

Figura 7 — Regidao de autovalores, caso —\,,q. esteja a esquerda da origem
Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim temos que | K2 = | — Mnaz| = Amaz. Quanto a matriz K, temos que

(066)27 /\ma + ’7)2
Da mesma maneira temos |[K ™', < (af)™? e condy(K) < (3) *Apmas, €aso
(@B)? < (aB+7) e |[K Yz < (aB+7) % e condy(K) < (af + ) *Amae, caso (aB)? >
(B + )%

- -1 —1 1 1
os autovalores estao em | ——, —— U — —= |
x /\0 (O[ﬁ

i) n < 2m

Conforme o Teorema 4.5, sabemos que todos os autovalores da matriz K estao no intervalo
(—0, ~(@8)) | JI(aB + 7% +0).

a) Considere que o maior autovalor \,.. esteja a direita da origem, e seja
— Mo, 0 menor autovalor negativo, deste modo temos que os autovalores de K estao em
[—X0, —(@8)*) | J[(@B + 7)%, Amaz], com A = Xo. Assim segue que [Ky = Apar A

Figura 8 ilustra esse caso.

[ . L 4 - J
—Xo —(ap)* 0 (aB+7)?

>

max

Figura 8 — Regiao de autovalores, caso \,q.: esteja a direita da origem
Fonte: Elaborado pelo autor.

-1 -1 1 1
Os autovalores da matriz K ' estdao em | —, — , .
((W Yy ] U [Am (B + w]
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Do mesmo modo, caso (a3)* < (af + v)?, temos que |K |y < (a8)~2. Logo,
condy(K) < (aB) *Muaes |K7 2 = (@B + )72 e conda(K) = (af + 7)"*Apaz, caso
(aB)* > (aB +7)* Note que a matriz K ndo estd definida em —(a/3)°.

b) Neste momento, para o tltimo caso, considere que —\,,q, esteja a esquerda
da origem, e que os autovalores estejam em [—Amag, —(3)°) U[(aﬁ + )2, o], onde

| — AMnaz| > Ao, conforme Figura 9.

o~ . @
_)\max _(Ofﬁ)z 0 (a5+7)2 Ao

Figura 9 — Regiao de autovalores, caso —\,,.. esteja a esquerda da origem
Fonte: Elaborado pelo autor.

Também temos | K|y = | — Amaz| = Amae. Em relacio a matriz K, temos que
toval t —1 —1 U 1 1
os autovalores estao em | ——, —— — |-
(046)2 /\mam /\0 (Oéﬁ + ’7)2

Da mesma maneira temos |[K [y < (af) ? e conda(K) < (aB) *Anaz, S€
(aB)? < (af+7)* e |K s = (@B +7) % e condx(K) = (aff +7) *Xnaa, s€ (af)? >
(B +7)*.

Assim, para os trés casos, temos
condy(K) < min((aB3) 72, (@B + 7)) Mnazs (4.32)

onde A\, € o maior autovalor, em modulo, de K.

Perceba que a expressao dada em (4.32) nos dd uma estimativa do ntimero
de condicao de uma matriz dependendo apenas do maior autovalor, em moédulo, da
matriz K e dos parametros «, 3 e . Desta forma, se empregarmos um bom método para
encontrarmos este maior autovalor, o nimero de condi¢ao pode ser muito bem estimado

por esta expressao.

Veremos a seguir, como utilizar o Precondicionador Separador Duplo na resolu-

¢ao do sistema aumentado.

4.8 Um pouco sobre a matriz W

_1 1
Note que a matriz K nao esta fixa, a matriz W = DBZB_INDJZV, possui

elementos que mudam enquanto vao sendo efetuadas iteracdes do método de pontos
interiores. Veja que préximo a uma solu¢ao do sistema, ao menos (n — m) elementos em

D! sdo grandes.

1
Desta forma, uma escolha adequada das colunas da matriz A, faz com que Dy,

1
e Dp? sejam muito pequenos préoximos a uma solu¢ao do método de pontos interiores,
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1 1
logo a matriz W = Dg? B ' ND} tende a matriz nula, assim temos que

(aB + )Ly, oﬁ@6+ﬂW/] [mﬁ+w%m 0
. 9 , tende a )
aB(af+ )W —(aB)’L, 0 —(aB) Ty

Explicando melhor, a matriz D* = (Z~!)*X* possui elementos da forma

k

dk = Li
i T Tk
<
Vi=1{1,2,3,---,n}, assim, & medida que o método de pontos interiores se aproxima de

uma solucao 6tima, as variaveis primais e duais convergem para seus respectivos valores
6timos, de modo que o conjunto de indices {1,2,3,--- ,n}, se particiona em dois distintos

subconjuntos, B relacionado as variaveis basicas e IV, relacionado as variaveis nao-bésicas.

Sabemos que préximo a uma solugdo do problema, os valores correspondendo a
matriz nao-basica tendem a zero, isto é, X = 0, assim pela complementaridade devemos
ter Zy = 2 # 0 sem degenerescéncia, assim D% = (Zy")*X% = 0 para os indices em N.
Para os indices em B devemos ter Xg = & # 0 e também pela complementaridade temos
Zp = 0, assim DY = (Z5")* X% = oo, logo a matriz (Dg)™! = 0. Além disso, esse fato
faz com que o sistema aumentado (2.20) ou as equagoes normais (2.21) se tornem mal
condicionadas a medida que o método se aproxima de uma solugao 6tima. Vale ressaltar
que as equagdes normais se tornam muito mais mal condicionadas do que o sistema
aumentado, veja (OLIVEIRA, 1997), sendo essa outra vantagem de se trabalhar com o

sistema aumentado.

_1 1

Desse modo, temos que W = D5?> B"'N D}, tende a matriz nula, e consequen-
temente K tende a uma matriz diagonal, possuindo assim um ntmero de condigao facil
de calcular. Perceba que deste modo, os autovalores positivos da matriz K tendem a

(B +7)?, ja os autovalores negativos tendem a —(a3)>.

Desta forma, préximo a solu¢do do sistema, temos que o nimero de condigao

da matriz K é dado por

2
condy(K) ~ (af + )" = (B)” + 208y + 47 = (1 + 7) : (4.33)

(aB)? (aB)? af
Em (4.33) levamos em consideracio que (af)? < (a8 + 7).
Se (aB)? > (af + 7)?, temos que o nimero de condicdo da matriz K é

condy(K) ~ (af)” —( ap ) (4.34)

T (@B+7)? \aB+ny

Note em (4.33) ou (4.34) que o nimero de condigdo da matriz K, perto da

solugao tende a depender apenas dos escalares «, 3 e 7, ou seja, independe inclusive da
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matriz B. Assim, para escolhas convenientes desses escalares, podemos fazer com que o
nimero de condi¢do da matriz K seja proximo a unidade, por exemplo, tomando a = 10,
B =3e~=0.001 em (4.33), temos conds(K) = 1.0000666667. Dessa maneira, podemos
fazer que proximo a uma solucao do método de pontos interiores a matriz do sistema fique

bem condicionada, fato extremamente desejado na resolugao de sistemas lineares.

Assim, nas primeiras iteragoes o nimero de condi¢ao da matriz K é sempre
menor ou igual a um miltiplo do maior autovalor da matriz K. J& préximo a solugdao do
sistema, a matriz dos coeficientes tende a nao depender mais do maior autovalor, mas
apenas dos parametros. Além disso, para escolhas adequadas desses escalares, a matriz
tende a ficar bem condicionada, e hd um decaimento no nimero de condi¢ao de K , indo
de

(07

(@B) *Apmae até (aB) 2(aB +7)* = (1 + 7) .

B
®

2
Y alB)2
<]. + @) ( 6) Amaz

Figura 10 — Decaimento no nimero de condicio da matriz K, caso (af8)* < (a8 +7)?
Fonte: Elaborado pelo autor.

Ou

2
(@B +79) *Amaz até (aB + )2 (ap)? = (aﬁai 7) )

( ..................
[ L ]
2
afb (@B + %) Amas
af + v

Figura 11 — Decaimento no niimero de condi¢do da matriz K, caso (a3)* > (a8 + 7)?
Fonte: Elaborado pelo autor trocar esse figura.

Observe, quanto mais préximo ~y estiver de zero (mantendo « e /5 controlados),
mais bem condicionada a matriz se torna, visto que o nimero de condi¢ao da matriz K,

nas iteracoes finais, depende apenas de a, 3 e 7.

4.8.1 Diferenca entre os precondicionadores

Vejamos agora qual a diferenca entre os sistemas aumentados para o Precondi-

cionador Separador Duplo e o proposto em (OLIVEIRA, 1997). Recordemos os elementos
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que compdem o Precondicionador Separador Duplo:

M_l_[FG U v

¢ Q= 01

H 0

D
H=][I, 0|, G=U"'LB e L= (af+7)P [ ’Z

u v

flel _
© 0 L,

H 0

F d
H 0

afBD? + P! D 0
0 0

P (aB+7)P"

(4.35)
H 0

Observe na matriz (4.35) que devemos ter UF = aBD%. Ja o precondicionador
proposto por (OLIVEIRA, 1997) é dado por

(4.36)

Perceba que a expressao dada em (4.35) é uma generalizacao de (4.36), para
vermos isso, basta tomarmos a5 = 1 e v = 0. Repare que esses valores sao equivalentes ao
Precondicionador Separador. Na verdade, foi mostrado na Subsecao 4.10.1 que toda solugao
da forma v = —2af produz o mesmo numero de condi¢ao entre os dois precondicionadores.
Note ainda que em (OLIVEIRA, 1997) foi tomado D = X 'Z, contrario da maneira que
expusemos no presente texto. Dessa forma, o Precondicionador Separador pode ser visto

como um caso particular do Precondicionador Separador Duplo.

Portanto, uma boa justificativa da proposta do Precondicionador Separador
Duplo, se da em tentarmos saber qual devera ser, se de fato ha, uma melhor escolha para

os parametros a, 3 e 7.

4.9 Matriz W de posto Incompleto

_1 1
Trataremos o caso onde W = Dz2> B 'ND} é matriz de posto incompleto.

Recorde a matriz K ¢é dada por:

| @B+ T aBlaB W | (4.37)

aB(af +y)W! —(aﬁ)zln_m
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Vamos dividir em trés casos, conforme o nimero de linhas e colunas da matriz

W, porém para todos esses casos, W é matriz de posto incompleto.

i) Caso n > 2m

Teorema 4.6. Considerando a matriz dada em (4.37), postoW) =r, r <m en > 2m,
entdo a matriz K possui m autovalores positivos, dos quais v sdo maiores do que (a3 +7)?
e exatamente (m — 1) iguais a (af +7)* e (n — m) autovalores negativos, dos quais v sdo

menores do que —(a8)* e exatamente (n —m — 1) sio iguais a —(af3)”.

]

um autovetor € R" de K associado ao autovalor A\, com z € R™ e y € R"™™, isto é,

Demonstracio. Seja

Kv = v, entao temos

[ (@ +7)L  aB(aB +7)W ] [ " ] ) [ " ] .
ap(af + W' —(af) L

(@B + )L — ALz + aB(af +7)Wy = 0
af(af + )W — ((B8) L + M,_p)y = 0.

O que é equivalente a

A (af +7)?
Wy = ( - )x
aﬂ(aﬁ;r 7) aﬁ(?éﬁﬂ;v) (4.38)
W= (aﬁ(aﬂ ) " aBlaB + 7)>y.

Pré multiplicando a segunda equacao de (4.38) por W, temos

WW%::( A (e >Wy

aB(af +7v)  aBlaf +7)

e usando a primeira equacao da mesma, segue

A (ap)? A Bea? ),
W= (aﬁ(aﬁ ) " aBlap + 7)) <a6(a6 ) " aflaB + 7))

t. 1 2 (2067 +77) “1ls
e ((aﬁ)Q(aﬁﬂ)?A @B+ 1) '
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Temos que posto(WW?") = r < m < n—m. Desse modo, a matriz WW" possui
r autovalores positivos, denotados por 41, - - - ,d, e um autovalor ¢ = 0, com multiplicidade

algébrica p = m — r. Considere (;, z;) um autopar da matriz WW*.
Assim, Vi=1,---,r, temos

2
! PR Gk ks S VR Y IR

(@B)*(aB+7)2"" (aB)’(aB +7)?

2
! o QaBy ) o s (4.39)

(@B)*(aB+7)2""  (aB)’(aB +7)?

Perceba que em (4.39) temos a mesma expressao que em (4.28). Assim segue:

A = W * ;\/(20[57 +2(aB)” +72)% + 4(aB)* (@B + 7).

Deste modo, para cada autovalor §; de WW*, temos dois autovalores associados

a matriz K, dados por

3= 0T 4 L foay + 208 + 47 + 0Bl + 1)

3= BT L foasn + 2087 + 42 + 0B + 1

Como 6; >0, Vi=1,---,7, logo

\/(20457 +2(aB)’ +72)2 + 4(aB)’ (B + )26 > (2a8y + 2(aB)’ + 7).

2 2
Assim temos A\ > (2afr+77)

2
2
GOV L (2apy + 2a8) +7) = ~(aB)

Desta forma, temos que K possui, por enquanto, r autovalores positivos maiores
2

+;(2a57+2(a6)2+72) = 2087+ (af)’+9° =

(aB+7) el <

do que (af + 7)? e r autovalores negativos menores do que —(a3)

Para o autovalor ¢ = 0 da matriz WW?*, com multiplicidade algébrica p = m—r,

temos ) 5 )
o COVEY) o ovicrtl

(@B’ (@B+7)2"" (aB)*(aB +7)?
E novamente utilizando a féormula de Bhaskara obtemos

;_ apy+9%) 1
2 —2

n= G L L a0 + 92 (2087 + 2(08)* +7°).

2

Assim, temos A7 = 2a8y + (af)’ + 2 = (af +7)? e A\T = —(af)”.
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Taut < _(aﬁ)z Taut = (a/j + /\7/)2

9 Regido de autovalores 9
(n—m—=1)a = —(af) ,/ \‘ (m —=7)aw = (@ +7)

vy PN
@ &

—(aB)? 0 (0B+7)>

Figura 12 — Caso n > 2m e W matriz de posto incompleto
Fonte: Elaborado pelo autor.

Portanto, a matriz K ¢é indefinida e possui m autovalores positivos, dos quais r
sao maiores do que (a3 +7)? e exatamente (m —r) iguais a (a8 +7)? e (n—m) autovalores
negativos, dos quais r sao menores do que —(a3)” e exatamente (n — m — ) sdo iguais a

—(aﬁ)Q. A Figura 12 apresenta a a regiao dos autovalores para este caso. 0

ii) Caso n = 2m

Teorema 4.7. Considerando a matriz dada em (4.37), posto(W) = r < m, n = 2m,
entio a matriz K possui m autovalores positivos, dos quais r sao maiores do que (aff + 7)2
e exatamente (m — 1) sdo iguais a (af +v)* e m autovalores negativos, dos quais v sdo
menores do que —(af3)* e exatamente (m — 1) sio iguais a —(a3)”.

Demonstragio. Para o caso onde n = 2m, temos que a matriz W, de ordem m x (2m—m) =
m x m, com posto(W) = r e r < m é matriz semidefinida positiva. Assim, seguindo os
mesmos passos feitos para o caso n > 2m, apenas com exce¢do do autovalor nulo, segue
que a matriz K possui m autovalores positivos, dos quais r sdo maiores do que (a3 + 7)2
e exatamente (m — r) sdo iguais a (a8 +7)* e m autovalores negativos, dos quais r sdo

menores do que —(a3)* e exatamente (m —r) sio iguais a —(a3)?, conforme Figura 13. [

Tane < —(a3)? Rewit de antoral Taut > (A +7)°
eglao de autovalores
(M = 7)aut = —(Ozﬁ)Q ’/ \‘ (m = 1r)aw = (af + 7)2
—(ap)? 0 (af+7)?

Figura 13 — Caso n = 2m e W matriz de posto incompleto
Fonte: Elaborado pelo autor.

i) Caso n < 2m

Teorema 4.8. Considerando a matriz dada em (4.37), posto(W) = r, r < n—m e
n < 2m, entao a matriz K possui m autovalores positivos, dos quais r sao maiores do que
(aB +7)* e eratamente (m — r) iguais a (afB +7)* e (n — m) autovalores negativos, dos

quais T sio menores do que —(aB)° e ezatamente (n —m —r) sio iguais a —(af)>.
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]

um autovetor € R" de K associado ao autovalor A\, com x € R™ e y € R"™™, isto é,

Demonstracio. Seja

Kv = \v, entao temos

[ (@ +7)'L  aB(aB +7)W ] [ ' ] _ [ G ] .
ap(af + W' —(aB)TLom ||y y

(@B + 7))Ly — ALy)z + aB(af +7)Wy = 0
ab(af + )W — ((B8)* Ly + AL_p)y = 0.

_ A (B4 )
W= (aﬁ(aﬂ ¥7)  aBlap + 7))

t A (045)2
W= (aﬂ(aﬁ v " apla + v))y‘

Pré multiplicando a primeira equacio de (4.40) por W', temos

t o A (045"‘7)2 b
Wy = (aﬁ( ))W

(4.40)

aB+v)  aBlaB+7

e usando a segunda equac¢ao da mesma, segue

e (A @B+ A (09)?
Wty = (aﬂ(aﬁ ¥ ablap + 7)) (aﬁ(aﬁ v " aBlag + 7)>y
t _ 1 2 (207 +7?) _
Wy = ((aﬁ)Q(aﬁ 2 T (BB R 1)”

Temos que posto(W'W) = r < n—m < m. Desse modo, a matriz W*'W possui
r autovalores positivos, denotados por 41, - - ,d, e um autovalor ¢ = 0, com multiplicidade

algébrica p = n — m — r. Considere (J;,y;) um autopar da matriz W*'W.
Assim, Vi=1,---,r, temos

2
! o QA

(@B)*(aB+7)2"" (aB)’(aB +7)?

(@B)*(aB+7)2"" (aB)’(aB +7)?

Perceba que em (4.41) temos novamente a mesma expressao que em (4.28).

2
! o QaBy ) o s (4.41)

Assim segue:

n= B 1 2 o0y + 208 + 72 + 40 + 1
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Deste modo, para cada autovalor §; de W'W , temos dois autovalores associados

a matriz K, dados por

A= W + ;\/(204% +2(af)” +72)2 + 4(af)*(af + 7)%;

A= W - ;\/ (2087 + 2(af)” +72)2 + 4(aB)’ (o + 7).

Como 6; >0, Vi=1,---,r, logo

V(2087 +2(B)? +72)? + 4(aB)* (B +7)°; > (2087 +2(aB)’ + 7).

(2aBy +1%) 1
—+§(

Assim temos A\ > 2087+2(af)’+7%) = 2087+ () +~2 =
(2057 +77)

) 20y + 2(as)? +77) = ~(ap)

Desta forma, temos que K possui, por enquanto, r autovalores positivos maiores
2

(aB+7)° e <

do que (af 4+ 7)? e r autovalores negativos menores do que —(a3)

Para o autovalor ¢ = 0 da matriz W'W, com multiplicidade algébrica p =
n —m —r, temos
1 s (2a8v++%)

5 A — 5 AN—1=0Vi=r+1,--- ,n—m.
(aB)”(af +7)? (aB) (ap +7)*

E novamente utilizando a formula Bhaskara obtemos:

A= W + L\ J2asy + 208y + 412 = BOOTE ) 4 (207 +2(ap) + ).

Assim, temos A7 = 2a8y + (af)’ + 2 = (af +7)? e A\T = —(af)”.
Portanto, a matriz K ¢é indefinida e possui m autovalores positivos, dos quais r
sao maiores do que (a3 +7)? e exatamente (m —r) iguais a (a8 +7)? e (n—m) autovalores

. . ~ 2 ~ . .
negativos, dos quais  sdo menores do que —(af3)” e exatamente (n —m — r) sdo iguais a

—(aﬁ)Q, conforme mostra a Figura 14. O]
Taut < _(()[,3)2 Resido d " ) Taut = ((Yﬁ + /Y)Z
eglao de autovalores
(n=m = = (@B SN = (0B 49’
. 2 0 y 2
—(af) (af+7)

Figura 14 — Caso n < 2m e W matriz de posto incompleto
Fonte: Elaborado pelo autor.

Perceba que em todos os trés casos possiveis, quando W é matriz de posto
incompleto, os menores autovalores em médulos sdo atingidos, no caso, (a3 + v)? para os
autovalores positivos e —(a5)2 para os autovaloers negativos. Note ainda que se tomarmos
r = m nos Teoremas (4.6) ou (4.7), temos os Teoremas (4.3) ou (4.4). E se tomarmos

r =n —m no Teorema (4.8), temos o Teorema (4.5).
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4.10 Nudmero de condicao da matriz K revisitado

Faremos uma analise mais detalhada sobre o nimero de condi¢ao, na norma-2,

da matriz K dada abaixo:

o [ (@B +7)Ln  aB(aB +5)W
af(aB +y)W! —(aﬁ)QIn,m

Vamos dividir em trés casos, conforme o nimero de linhas e colunas da matriz

(n—m)

W. Assim, nos trés casos, temos que K € R™™" e W € R™* , porém o posto da matriz

W muda de acordo com a situagdo em que se encontra.

De acordo com (4.28) todos os autovalores da matriz K sao do tipo:

207 +7%) | 1

Ai = ( 5 + 2\/(20467 +2(af)” +72)2 + 4(aB)*(af + 7)20;.

Vamos utilizar o seguinte resultado.

maz{|\|,onde A é autovalor de A}

Se A é simétri ta da(A) = :
¢ A ¢ simétrica, entdo conds(4) min{|\|,onde \ é autovalor de A}

i) Caso n > 2m
a) Matriz W de posto completo
Sabemos que W'W é matriz semidefinida positiva. Seja 6,4, (W'W) 0 maior

autovalor de W'W, e 6,,:,(W'W) = 0 o menor autovalor. Assim segue que o ntimero de

condicao da matriz K ¢é dado por:

mazx (2aﬁ72+ ) i;\/(Zaﬂv +2(af)? + 72)2H4(af) (b + *y)%mag:(WtW)‘
o) = Gag 7)1
+

2 -2

V2087 + 2(aB)’ + 12)2H(8)* (@8 +9) (W)

OB 277 11208y + 2aB) + 72440 (@8 + 7P (WW)

2
a5yt 2 4 L feay + 28 4070

mz’n‘

W iw (2087 + 2(af)” + 72)*4(aB) (aff + v>25maw(WtW)‘

208y +77%) 1
2 =2

max

min| (2087 + 2(aB)’ +72)|
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mazx w * ;\/(20[57 +2(aB)” + %)% + 4(af)* (B + 7)2Omar (WHW)

2
min| — (aB)?, (af +7)?

(4.42)

Note que nesta situagio o valor (a8 +)* ndo é atingido, se (a3)* < (a3 +7)?,
entdo 2a3v +v% = 0, e que podemos retirar o médulo do numerador de (4.42), assim segue

Qaby+7%) 1\/(2@67 +2(af)” +72)? + 4(B)* (B + 7)2Omar (WW)
condy(K) = 2 2 .

(@)

(4.43)
Porém, se (a3)* > (af + 7)?, logo (2ay +~%) < 0, e assim em (4.42), conseguiremos

apenas um limitante superior.

(2007 +5%) _ L J2apy + 2ad) + 12 + 4(aB) @ +1)ma( W)
conds(K) < (aB + 7)? .

(4.44)

b) Matriz W de posto incompleto

Para o caso onde W é matriz de posto incompleto, entao sempre o menor

autovalor ¢ atingido, sendo em | — (@)% ou (af + )?, segue

‘ (2a8v +~?)
mar|———

4272057+ 2a8)? + 7P (@8 + )26 (WD)
condy(K) = 2 2

1 2aBy++%) 1
A St L
mm‘ 5 + 3

(208 +2(aB) + 721

(20457;72) i;\/ (207 + 2(af)? + 124 (af)* (af + 7)25max(WtW)‘

208y +77%) 1
2 -2

max ‘

min| (2087 +2(aB)’ +97)|

208y +77) |1 (

max ‘ T
2 2

2087 +2(aB)” + 1) HH4(aB) (0B + 1) bmas (W)

min| = (a8)?, (a8 +7)?

(4.45)

E do mesmo modo, segue que se (a3)* < (aff +7)?, entdo por (4.45) segue

@b+ %) 1 [oay + 2(aB) + 472 + 4@ (@B + 1) (VW)
condy(K) = 2 2 .

(@)

(4.46)
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E se (af)? > (af + v)?, entdo

(2007 +5%) _ L J2apy + 2B + 12 + 4(aB)ah +1)mma( W)
condy(K) = (af + )2 .

(4.47)
ii) Caso n = 2m
a) Matriz W de posto completo

Nesta situacio tanto —(a3)? quanto (a3++)? sdo atingidos. Assim conseguimos
apenas um limitante superior para duas possibilidades:
(aB)? < (aB +7)% ou (aB)? > (aBy)?. Assim segue:
2 2
(20fy+9%) |1 (
2 5 2
2
Qaby+97) L1
2 2

mazl 2057 +2(aB)” + 1) HH4(0B) (@B + 1) 2bmaa (W)

condy(K) =

mm‘ 2087 + 2(045)2 + 72)24—4(045)2(045 + 7)2(5mm(WtW)‘

Coi 27 L oy + 2B + (B (0B + )b W)

2
20 270 4 2\l + 20 + 2

ma:p‘

<

W + ;\/(2a57 +2(aB)? +12)2+4(aB)(af + w)?émaz(WtW)\

. ‘ (2a8v +~?)
™min #

mcw‘
<

+ S](206y + 2ap)? + )]

(20py+7%) 1

T o 208y + 2(a8)” + 2P0 (@8 + 7 as (VW)

min| — (@B, (a8 + 7V

maa:‘
<

(4.48)

Se (af)? < (af +7)?, logo 42 + 2aBy = 0, assim por (4.48) segue

dy(K) W + ;\/ (2087 + 2(aB)” + 92 + 4(aB)* (@B + 7) 20 naa(WW)
conds < '

(@f)?

(4.49)
E se (af8)? > (af + v)? segue

(2007 +5%) _ L J2apy + 2ad) + 12 + 4(aB) @ +1)oma( W)
conds(K) < (aB + 7)? .

(4.50)
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b) Matriz W de posto incompleto

Para o caso n = 2m e W matriz de posto incompleto, o menor autovalor é

atingido, sendo em | — (af3)?| ou (af + )?, assim segue

Cot 27 41 fasy + 2(aB) + 12 (aB) (af + )2 (W1IV)

(K) mam‘ 2 )
conds(K) =
mm‘w + ;\/(20457 +2(af)’ + 72)2‘
max‘@aﬁé—i_ ) i;\/@aﬁ’y + 2(046)2 + 72)24—4(046)2(@6 + 7)26max(WtW)‘

(2a8y+7%) 1

min| =L 1 Y20y + 2(a8)” +42)

(2087 +7%) |1

2 o 208y + 2aB8)” + 7)H(@B) (0B +7)Dmaa (W)

mz’n‘ — (af)?, (af + 7)2‘

max ‘

(4.51)

Se (a8)? < (af +7)? entdo por (4.51) temos

20547 4 L 2aiy + 20l + 920 + 4B (08 + 1) omaa (V)
condy(K) = (aB)? '

(4.52)
E se (af8)® > (af3 + v)* entdo

W - ;\/(Qaﬁv +2(af)” +72)? + 4(aB)* (B + 7)2Omar (WW)
condy(K) = (@B + )2 )

(4.53)

i) Caso n < 2m
a) Matriz W de posto completo

Para este caso, temos que a matriz WW* é semidefinida positiva. Seja d,,,q. (W W)
o maior autovalor de WW*, e seja 5mm(WWt) = 0 o menor autovalor. Assim segue que o

numero de condi¢cdo da matriz K é dado por

mazx (2afy +77) i;\/(%ﬁv +2(af)” +72)H4(B)* (@B + )6 maa(WIW?)

condy(K) = 2
min| — (aB)?, (af +7)?

(4.54)
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Relembre que nesta situagao o valor —(045)2 nao é atingido.
Desse modo, se (a3)* < (af +7)?, logo 7> +2aBy = 0. Assim em (4.54), temos

@aby+7%) 1\/(2@67 +2(af)” +72) + 4(B)* (B + 7)2Omar (WIW?)
condy(K) < 2 2 .

(@)

(4.55)

Porém, se (af)? > (af + 7)?, segue

QoYY _ L foafy + 2(aB) + 22 + MaB) (@B + 1) (W)
_ 2 2
condy(K) = (af +7)? '

(4.56)

b) Matriz W de posto incompleto

Para o caso onde W é matriz de posto incompleto, entao sempre o menor
autovalor ¢ atingido, sendo em | — (a)?| ou (aff + )?, segue
2 Ho
2By +77) |1
condy(K) = 2 2

(2037 + 2(aB)” + 42)24+4(aB)* (af + )20 man(WIWH)

min| — (aB)?, (B +7)

(4.57)

E do mesmo modo, se (a3)* < (a3 +7)?, logo v* + 2ay = 0. Assim por (4.57)

temos
QoBY 7 4 L, [oapy + 2aB) + 227 + BB + 1) Fmaa (W)
condy(K) = 2 2 (af)? '
(4.58)
E se (af)? > (aff +7)?, segue
@517 L o+ 2@l + 2 + 4B (af + 2 Pban (W)
condy(K) = 2 2 '

(B +7)?
(4.59)

Vale destacar no caso onde W é matriz de posto incompleto, e para os trés
casos, tanto n > 2m, n = 2m e n < 2m, quanto (aB)* < (aB + )% ou (aB)* > (af +7)?,
temos sempre a igualdade na férmula que nos fornece o nimero de condigao.

Se (af)? < (af +7)?, e de acordo com (4.43), (4.49) e (4.55), segue que:

; (K) _ W —+ ;\/(QCYB’}/ + 2(04ﬁ)2 + 72)2 + 4(066)2(045 + 7)25max(WWt)
condy < |

(@)

(4.60)
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Porém, se (a3)? > (af +7)?, e de acordo com (4.44), (4.50) e (4.56), segue

que:

W - ;\/(204&7 +2(aB)? +72)2 + 4(aB)* (B + 7)20maa (W)
condy(K) < (aff + 7)? '

(4.61)

4.10.1 Valores Otimos

Para encontrarmos os valores 6timos de (4.60) e (4.61), devemos resolver os

seguintes problemas de minimizacao com restri¢ao:

Qaby+77) | 1\/(20457 +2(aB)? +72)2 + 4(aB)* (B + 7)20maa (W)
minf(«, 5,7)= 2 2

(af)?

(4.62)

sa: (aB) < (aB +7)"

Rapy+77) l\/(%ﬁv +2(aB)” +72)2 + 4(afB)* (B + 7)?Omaa (W)

min (o, §,7)=1——2 : T
(4.63)

sa: (aB)? > (af +7)°.

Para ambos os problemas, (4.62) e (4.63), foram encontrados os seguintes

pontos minimos:
a) v = —2af, com aff > 0.
b) v =0eV a,f € R*, em particular o =1 e y = 0.

Perceba em b), que o ponto da forma aff = 1 e v = 0 é equivalente ao
Precondicionador Separador. J4 o ponto a) nos diz que encontramos toda uma familia
de pontos 6timos que produzem o mesmo nimero de condi¢ao que o Precondicionador
Separador. Vale ressaltar que o ponto 6timo do Separador nao é um caso particular da
familia v = —2af, ou seja, encontramos todos esses infinitos pontos de uma maneira
totalmente distinta do Precondicionador Separador. A seguir, mostramos que de fato esses

dois pontos produzem o mesmo nimero de condicao.

Substituindo o ponto a) na fungao que nos dé o niimero de condigio (4.62) ou

(4.63) resulta em \/ 1 + dpnae (WW?H)| que é exatamente o mesmo valor quando substituimos
o ponto b) em (4.62) ou (4.63). Note ainda que o ntimero de condigao da matriz K depende

do maior autovalor da matriz W.

T essa solucio de (4.63) foi encontrada através do programa Mathematica para (af)? = (aff + v)2.
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Portanto, para v = —2a/3, temos que o nimero de condigao do Precondicionador
Separador Duplo é exatamente igual ao niimero de condicao do Precondicionador Separador.
Ou seja, o nimero de condi¢ao do Precondicionador Separador Duplo no ponto 6timo, é
igual ao nimero de condi¢ao do Precondicionador Separador na norma-2. Nesse sentido, o

Precondicionador Separador é 6timo.

Entretanto, como veremos nos testes no Capitulo 5, se utilizarmos outra norma,
como a norma-oo ou norma-1, o nimero de condi¢ao do Precondicionador Separador Duplo

foi melhor do que em varios casos do que o Precondicionador Separador.

4.11 Nudmero de condicao da matriz K na norma-o0 ou norma-1

Vamos calcular o nimero de condi¢ao da matriz K, dada a seguir, na norma-co.

_ | (@B+9)’L. aplaf+ W
af(aB +y)W! —(aﬁ)2ln,m

O ntimero de condicdo da matriz K na norma infinita é cond. (K)=|| K |w | K |-

Observe que ¢ indiferente trabalharmos com a norma-oo ou norma-1, pois a

matriz K é simétrica.

A norma infinita da matriz K é dada por

| Koo = maz((ap +7)* + laB(af + 1)[We, (8)* + laB(aB + ) |[[W]eo).

A inversa da matriz K é
(@f +7) 2L, + WWH)™ (@B) HaB+7) WXy + WW) !
(af) HaB + ) L + W)W —(aB) (L + W)
(4.64)

-1 _

Para calcular a norma infinita da matriz K ' em (4.64), devemos dividir em
duas matrizes, a primeira contendo o primeiro e o segundo bloco. E a segunda matriz,

contendo o terceiro e o quarto bloco, como a seguir:

ko |
K,
Onde

Ky = [(aB + 7)72(Im + WWt)il (046)71(045 + 7)71W(Infm + WtW)il]
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Ky =[(aB) (aB +7) T + WW) W' — (af) (Lo + WW) ]

Desse modo, segue que a norma da matriz K~! é dada por
Koo = maz (| Ko, [ K2 ]o)-
Portanto, o nimero de condi¢ao da matriz K na norma infinita é dada por

condes (K )=(maz(@f+7)*+|aB(aB+7)[W e, (aB)? +|aB(aB+7) W) maz (| K1 o, K20 )-
(4.65)
Seja Ay = (I, + WIWH) ™ Ay = (T + W)™l e A3 = WA,

Desse modo, a norma infinita de K; e K5 podem ser escritas e estimadas por:

Ky = [(aB+7v) *Ar (af) HaB+7) "As] = [Kilw < (aB+7) [ Ai]le +](aB) (o +
7 Asllo-
Ky = [(@B) @B + 7)1 As' = (af) 45 = Kol < [(@B) (a8 + 1) |45 o +
() 7] Az]lco-

Em (4.65) temos 4 possibilidades a se considerar. A fim de facilitar a leitura,
vamos chamar u = af3, F1 = (u+7)* + [u(u + Y)||[Ww, Fo = v* + [u(u + )||[W!|w,
Fy = (u+9) 7Aoo + [(u(u+ 7)) " [ Asle e Fi = [(ulu+ 7)) 145 ]e + 1™ Azo-

Primeira possibilidade

min F} F;
sa: F1—F, >0 (4.66)
;s —F, = 0.

Portanto, temos que resolver o seguinte problema de minimizacao com restri¢oes

min f(u,7) = ((u+7)" + [u(u + W ]o) ((w +7) 2| Arllee + [(wlu + 7)) A5]a0)
s.ar (u+7)" + [uu+ )| We — v = fu(u+7)|[W]e =0 (4.67)
(w+7) Ao + [(u(u+ 7)) Azl — [(w(w +7)) 45" — v *|Az]lec = 0.

Simplificando o conjunto de restrigoes (4.67), temos

min f(u,7) = ((u+7)* + [u(u + YW o) ((w +7) 7| Alleo + [(lu + 7)) 7] As]a0)
s.a: 20y + 97 + [u(u +)|([W o = [We) = 0
(w+ 7)Ao + [(u(u+ )| As o = 145]0) — 1] Az > 0.
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Segunda possibilidade

min F1F4
S.a: F1 - F2 =0 (468)
Fy,—F;>=0.

Logo, temos que resolver o seguinte problema de minimizacao com restri¢oes

min f(u,7) = ((u+7)" + [u(u + DIV o) ((u(u + 7)) {450 + v Az]lo)
s.a: (u+7)" + Ju(u +N|[Wle — v = fu(u+7)[[W']o =0 (4.69)
[l +7)) A5l +u [ Azlleo — (u+7) [ At — [(ulu +7)) A3 > 0.

Simplificando o conjunto de restrigdes (4.69), temos

min f(u,7) = ((u+7)" + [u(u + W) ([(w(w + 7)) 1450 +u ] Az]a0)
s 2uy +97 + [u(u+ )| ([Wle — [We) =0
[(w(u+ ) (A5 — 145]e0) + u™*[ Azl — (u + 7)Ao = 0.

Terceira possibilidade

min F2F3
S.a: Fg — F1 =0 (470)
Fy—Fy = 0.

Assim, temos que resolver o seguinte problema de minimizagdo com restri¢oes
min f(u,7) = (u” + u(u+ NIV o) (@ +7) | At + [(wu + 7)) [ As] )

s.a: v’ + [u(u+ )W e — (u+7)" = Ju(u +7)][W]eo = 0 (4.71)
(u+ 7)Ao + [(u(u + 7)) " Azl — [(w(w +7)) 7 450 — u™* Azl > 0.

Simplificando o conjunto de restrigdes (4.71), temos
min f(u,7) = (u® + [u(u + N[V o) ((w +7) [ Atfloo + [(ulu +7)) 7| As]e0)

s —2uy — 5" + Ju(u + Y)W oo = [W]o) = 0
(w+ 7)Ao + [(ulu+ 7)) (| 450 — [ A3]lec) — u™*[ A2]le0 = 0.

Quarta possibilidade

min F2F4
S.a: FQ — F1 = 0 (472)
Fy,— Fy > 0.
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Portanto, temos que resolver o seguinte problema de minimizacao com restrigoes
min f(u,7) = (u® + |u(u + N[V o) (1l + 7)) 7 145 )0 + w2 Az o)
s.a: u” + [u(u + N[[W e = (u+7)* = |u(u+7)||[W]eo =0 (4.73)
|(u(u+ 7)Ao + u? Aslloo — (u+ )72 Arfloo = [(wu + 7)) 7| Az]e = 0.

Simplificando (4.73) segue

min f(u,7) = (u + [u(u+9)[|W o) (1(ulu + 7)) Al +u?|Asfo)
s —2uy — 5" + Ju(u + YW o = W) = 0
[(u(u+ )7 A3le = [4s]e0) + 1™ Azl — (w0 + 7)™ [ Asflee = 0.

4.12 Comentario dos resultados do Programa Mathematica

Todos os problemas foram abordados com o programa Mathematica 13.1.
Chame Cy = |[W/w, Co = [Atfw, C3 = [As3]e0, Ca = [W']eo, C5 = [Az]w € C = [ Az [0

Para o problema (4.66) ndo conseguimos encontrar solu¢ao. Porém, se tratarmos

apenas o problema min F F3, sem as restrigoes, conseguimos como resposta:

Cs
=—leu=— , se C1Cy > (.
7 —Cy+ JOLCyCy T T
Cs
=—leu= , se C1Cy < Cs.
7 Cs + /Or0oCy 0 T2 = s
Desse modo, vemos que devemos ter v = —1. Assim, conseguimos minimizar a

funcao objetivo com a primeira restri¢ao, ou seja, conseguimos:

min F1F3
S.a: F1 - F2 = 0. (474)
Para o problema (4.74), j& com v = —1, tivemos como resposta:
Cs
=— Cs < C1C5 & (O = Cy||[(C5(24+C2+4/4 + (C, — Cy)?
UG veas, (G = GG E G CllGE OV (G - G

(CL—Cy) 4+ C?) > 201 (Cy+ C5Cy) &Cy = CO|[(C5(24+ C2 +C2 +1/4 + (C1 — C1)2|Cy —
C4|) < 201(02 + 0304) &Cl # C4)

C!
= o 5102037 se C3 = CCy &Cf > Cy &03\/4 + (Cl _ 04)2(01 _ 04) 4

201(02 + 0304) > 03(2 + 012 + Cz)

u

uZ;, se C; =Cy &C3 = C1C2.

—9 44 (C,—Cy)2-C
_2ra ;{C—i_ (Cl) k 2, se Cr > Cu&e(CC5 + 201 (Cr — CsCi) +
1= 0Oy

C3(2 + C2) < Csr/4 + (C1 — C4)2(Cy — C)||Cs4/4 + (Cy — C)2(Cy — Cy) + 2C1(Cy +
C3Cy) < C3(2 4+ CF 4+ CF)).

u
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2—C1+4/4+ (01— Cy)2+Cy
a 2(Cy — Cy)
Cy) + C2) = 204 (Cy + C3C)&Cy > Cy.
u:2+01+\/4+(01—64)2—04
2(Cy — Cy)

Entretanto, quando tentamos minimizar todo o problema (4.66), o programa

L se C5(2+ C2 + 4/4 + (O — C1)2(Cy —

u =

, caso contrario.

Mathematica nao consegue efetuar as contas.

Para o problema (4.68) também nao encontramos resposta. Porém, ao resolver-
mos o problema sem restricao min F} Fy, tivemos como resposta u =1 e v = —1, o que

nao faz sentido para o nosso problema.

Também para o problema (4.70) nao encontramos solugao. Ao se resolver o
problema sem restricao min F, F3, tivemos como resposta u = 0 e v = —1, também o que

nao faz sentido para o nosso caso.

Para o problema (4.72), o programa Mathematica ndo conseguiu resolver o

problema todo, ou seja, com as duas restrigoes o, — F} = 0 e Fy — F3 > 0. Mas ao resolver
Cs

VC,C5Cs

min F,F), tivemos como resposta u=—1ey=1—
Assim, vemos que devemos ter u = —1.

Desse modo, conseguimos minimizar a fungao objetivo com a primeira restrigao,

ou seja, conseguimos:

min F2F4
s.a: Iy — F) = 0. (4.75)
Para o problema (4.75), jd com u = —1, tivemos como resposta:

1

Y= 5(24‘01 —\/4 + (Cl - 04)2—04), Se Cl #* 04&(\/4 + (Cl - 04)2C4C6 =
2C4C5 + (2 4 (C1 — C)*)Cs + C1a/4 + (C1 — C4)2C6|12C4C5 + /4 + (Cy — C4)2C4Cy <
(2 + (C, — C)*)Cs + Cia/4 + (Cy — C1)2C5).

C
y=1- \/TLC” se (2C4C5 + /4 + (C1 — C1)2C4Cs > (2+ (C1 — C4)*)Cs +
40506

01\/4 + (Cl — 04)206&((01 < 04&0405 < Cﬁ)”Cl > 04))”(01 < 04&0405 > Cﬁ)
Y= 0, se (Cl = 04&0405 < C6)||(Cl < 04&0405 = 06)

E ~ indeterminado, caso contrario aos listados.

Como pode-se observar, nao foi possivel minimizar completamente nenhum dos
casos possiveis, que sao (4.66), (4.68), (4.70) e (4.72). No entanto, como pode ser verificado
no Capitulo 5, encontramos empiricamente valores de escalares que resultam num nimero
de condi¢do melhor do que o Precondicionador Separador com a utilizacdo da norma-co.

Desse modo, pode-se verificar que o Precondicionador Separador Duplo teve um melhor
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desempenho do que o Precondicionador Separador para determinados valores de escalares.

Ainda, testes com a funcao fmincon do Matlab obtiveram alguns bons resultados.

4.13 Solucdo do tipo v = —2a8 na norma infinita

Perceba, fazendo v = —2a na matriz K dada em (4.24) e na sua inversa em
(4.64), temos que o nimero de condigdo na norma-co entre os dois precondicionadores sera

o mesmo. De fato, temos:

o [ (@ +7)'L af(af +7)W ]
aBlaB+ W' —(@f)Tum |

Assim, segue

K:[ (0B — 208)°L,, aﬁ(aﬁ—zamvv]:[ (~aB)Ln  —(aB)’W ]
aBaf—208)W"  —(ap)Tp-m —(ap)*W' —(aB)’Lym

e L. W
cor[ B ]
Logo
B | L. —w ol e W
1Kl = J(5) [ W' L, ] L (f) [ . ] .
Na matriz inversa K ', dada a seguir:
P (@B +7) (L + WWH ™ (@B)HaB +9) W (L + WW) ™
@) @B+ 7)) (T + W)W ~(0B) Ly + W) '
Temos
| (@B =208) (L, = Ww) (aB)~ (B = 208) T W (L, + W)™
|(@B) (B = 20B) MLy + W) W —(@B) (T + W)
| el W) —(aB) W (L + W)
= @B) ALy + WW) W —(aB) (L + W) !

() ? [ (L, + WW')~ W (L, o+ WW) ]

—(Lym + WtW)*tWt —(Inom + VVtI/V)*1
Assim

K—l = (« -2
18 oo = (B) Ly + WW) W (L + W)

[ (I, + WIWH)™! W (L + W) ] ‘
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Portanto, temos

ool cw ], s @ et —w o, - wtw)
COTLdOO(K)—(OZB) [_Wt _In—m (OZ@) [_(Inm + Wtw)ftwt _(Infm + Wtw)fl
. —w ||| @ewwnhyrt W@+ W)
. AT - (L + W)W — (T + W)
= condy(Separador).

Note ainda, para v = 0 e V «, € R*, tanto na norma infinita quanto em uma
norma qualquer, temos que o niimero de condi¢ao entre os dois precondicionadores é o
mesmo. De fato, tomando vy =0eV o, 5 € R*, em (4.24) e (4.64), estamos fazendo apenas

um escalamento na matriz e assim o nimero de condicao nao se altera.

4.14 Combinando as normas

Ao substituir a solugdo 6tima para a norma-2, v = —2u nos problemas (4.66),

(4.68), (4.70) e (4.72) para as norma-1 ou norma-co, encontramos em todos como resposta

o valor de u = —1, assim o ponto que minimiza cada uma dessas func¢oes é dado por
u = —1e~v = 2. Ou seja, a solugdo 6tima para a norma-1 e norma-oo dada a solugdo
otima na norma-2 é aff = —1 e v = 2. Note que esses valores levam a mesma matriz K

do Precondicionador Separador Duplo. Porém, vale ressaltar que nao encontramos um

minimizador geral para o problema na norma-1 ou norma-co.
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5 Experimentos Computacionais

Neste capitulo, mostraremos alguns experimentos numéricos feitos com a abor-

dagem proposta com a utilizagao da norma-co.

Os experimentos numéricos foram feitos em um Notebook Lenovo ideapad S145
i7 - 8565U, memoéria RAM 8G e/ou Desktop OptiPlex 3080, intel core 13, memoéria RAM 16
GB e 256 GB de SSD. A resolucao dos problemas foi feita por meio de uma implementacao
do método no programa livre Octave, versao 8.4.0 e também uma implementacao no

Octave, juntamente com Matlab 2020 utilizando a funcao fmincon.

Foram feitos testes em 56 problemas da cole¢do Netlib com 68 combinagoes
diferentes de parametros. Nestes testes, foi feita uma comparagao entre o niimero de
condicao do Precondicionador Separador Duplo versus Precondicionador Separador. Com
esta finalidade, foi utilizada a fatoracao de Cholesky para resolver os sistemas lineares nos
métodos de pontos interiores com a abordagem proposta e assim extrair as matrizes para

investigar o niimero de condi¢ao a cada iteracao.

E bom salientarmos que nio foram feitos testes com valores do tipo v = —2af
ouvy=0eV a,peR*¥ jique estes valores produzem o mesmo nimero de condi¢ao entre

o Precondicionador Separador Duplo e o Precondicionador Separador.

5.1 Testes em problemas utilizando a norma-o0 e norma-1

Nos problemas das Tabelas 1, 2, 3, 4, 5 e 6, fizemos testes computacionais
para quantificarmos o nimero de vezes onde o niimero de condi¢cao do Precondicionador

Separador Duplo foi melhor do que o Precondicionador Separador.

Na primeira coluna da Tabela 1 e 2, temos o nome do problema, na segunda
coluna o nimero de linhas e na terceira o de colunas. Na quarta coluna temos o niimero
de iteragOes necessarias para a convergéncia do método de pontos interiores. A quinta
coluna nos mostra o numero de iteragdoes onde o nimero de condi¢do do Precondicionador
Separador Duplo (SAPD) foi melhor. J& na sexta coluna o nimero de iteragoes onde o
numero de condi¢ao utilizando o Precondicionador Separador foi melhor. E na sétima
coluna o resultado para se resolver o problema, note que temos ainda os seguintes simbolos
nesta coluna, que sao: * significa que o problema atingiu o nimero maximo de iteragoes, que
no caso definimos como 100; ja o simbolo e significa que o programa Octave excedeu o limite
de 40 minutos na resolucao do problema. O resultado (SAPD) significa que a abordagem
proposta pelo Precondicionador Separador Duplo foi melhor do que o Precondicionador

Separador, ou seja, teve mais iteracoes nas quais teve menor nimero de condi¢ao do que o
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Precondicionador Separador, ja o resultado (Separador) indica o contrario, e o resultado
(Empate), significa que as duas abordagens tiveram a mesma quantidade de vezes de ganho

do nimero de condigao.

Para todos os problemas da Tabela 1, foram utilizados como parametros para o
Precondicionador Separador Duplo, « =1, = 0,5 e v = 0,0001. J4 no Precondicionador

Separador, temos a =1, =1e vy =0.

Tabela 1 — Precondicionador Separador Duplo versus Precondicionador Separador
a=1,=0,5e~vy=0,0001.

Problema | N2 linhas | N2 colunas | N2 Iteracao | SAPD | Separador | Resultado
adlittle 56 138 12 7 5 SAPD
afiro 27 51 8 5 3 SAPD
agg 488 615 16 11 5 SAPD
agg2 516 758 16 7 9 | Separador
bandm 305 472 18 9 9 Empate
beaconfd 173 295 11 8 3 SAPD
blend 74 114 12 8 4 SAPD
bnll 643 1586 34 23 11 SAPD e
capri 271 482 16 5 11 | Separador
cycle 1903 3371 5 2 3 | Separador e
etamacro 400 816 87 28 59 | Separador
{800 524 1028 23 20 3 SAPD
finnis 497 1064 100 60 40 SAPD x
fitld 24 1049 70 58 12 SAPD
fitlp 627 1677 14 5 9 | Separador
gfrd_pnc 616 1160 7 5 72 | Separador
greenbea 2392 5598 2 1 1 Empate o
grow? 140 301 71 40 31 SAPD
growlb 300 645 82 58 24 SAPD
grow22 440 946 82 69 13 SAPD
israel 174 316 21 7 14 | Separador
kb2 43 68 74 63 11 SAPD
lotfi 153 366 15 8 7 SAPD
maros 846 1966 17 12 5 SAPD e
modszkl 687 1620 55 55 0 SAPD e
perold 625 1506 37 20 17 SAPD e
pilot4 410 1123 87 52 35 SAPD e
pilotnov 975 2446 8 3 5 | Separador e
recipe 91 204 57 45 12 SAPD
sch0a 50 78 8 5 3 SAPD
scb0b 50 78 7 7 0 SAPD
sc105 50 78 9 6 3 SAPD
sc205 205 317 10 7 3 SAPD
scagr7 129 185 12 7 5 SAPD
scagr2b 471 671 15 4 11 | Separador
scfxm1 330 600 100 51 49 SAPD *
scfxm?2 660 1200 82 56 26 SAPD e
scfxm3 990 1800 26 17 9 SAPD e
scrs8 490 1275 27 17 10 SAPD
scsdl 7 760 9 4 5 | Separador
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Tabela 1 - Continuagao.

Problema | N linhas | N2 colunas | N© Iteracao | SAPD | Separador | Resultado
scsd6 147 1350 11 8 3 SAPD
scsd8 397 2750 6 5 1 SAPD e
sctapl 300 660 17 13 4 SAPD
sctap2 1090 2500 13 3 10 | Separador e
sctap3 1480 3340 6 5 1 SAPD e
sharelb 117 253 21 9 12 | Separador
share2b 96 162 11 7 4 SAPD
shell 536 1777 10 10 0 SAPD
sierra 1227 2735 7 4 3 SAPD e
stair 356 614 25 17 8 SAPD
standata 359 1274 17 15 2 SAPD
standgub 361 1383 68 68 0 SAPD e
standmps 467 1274 20 18 2 SAPD
stocforl 117 165 15 9 6 SAPD
stocfor2 2157 3045 9 4 5 | Separador e
vtp__base 198 346 18 10 8 SAPD

Foram testados 56 problemas nos quais podemos fazer uma analise mais abran-

gente. Desses 56 problemas, 41 tiveram resultado favoravel ao Precondicionador Separador

Duplo (SAPD), 2 empates e apenas 13 foram desfavoraveis (Separador). Ou seja, apro-

ximadamente 73% dos problemas tiveram um ntmero de condi¢do menor utilizando o

(SAPD). Em apenas 23,21,% dos problemas o niimero de condi¢ao do Precondicionador

Separador teve um numero de condigdo menor do que o (SAPD). E tivemos em apenas 2

problemas empate entre os dois precondicionadores, veja Figura 15.

73,21%

SAPD

Figura 15 — SAPD x Separador
(Parametros a = 1, f = 0,5 e v = 0,0001 para SAPD.)
Fonte: Elaborado pelo autor.

23.21%

Separador

Precondicionador Separador Duplo x Precondicionador Separador

3,57%
[ |

Empate
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Podemos ainda observar na Tabela 2 que os problemas modszk1, sc50b, shell
e standgub, o Precondicionador Separador Duplo teve um ntimero condi¢gao menor em

todas as iteracoes.

Se considerarmos apenas os problemas onde se pode encontrar a solugao, que
foram 38 problemas, tivemos um ganho de quase de 74% para o Precondicionador Separador

Duplo, contra menos do que 26% para o Precondicionador Separador, veja Figura 16.

Precondicionador Separador Duplo x Precondicionador Separador

73,68%

23.68%
2.63%
|
SAPD Separador Empate

Figura 16 — SAPD x Separador: Problemas em que ha convergéncia para a solugao étima.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Tabela 2, fizemos testes com os valoresde a =1, 5 =1e v =0,01. Ja para
o Precondicionador Separador, o =1, f=1e vy =0.

Tabela 2 — Precondicionador Separador Duplo versus Precondicionador Separador
a=1=1e~vy=0,01.

Problema | N€? linhas | N2 colunas | N2 Iteracao | SAPD | Separador | Resultado
adlittle 56 138 12 6 6 Empate
afiro 27 51 8 5 3 SAPD
agg 488 615 16 11 5 SAPD
agg?2 516 758 16 7 9 | Separador
bandm 305 472 18 9 9 Empate
beaconfd 173 295 11 7 4 SAPD
blend 74 114 12 8 4 SAPD
bnll 643 1586 34 23 11 SAPD e
capri 271 482 16 4 12 | Separador
cycle 1903 3371 5 2 3 | Separador e
etamacro 400 816 87 24 63 | Separador
{800 524 1028 23 20 3 SAPD
finnis 497 1064 100 59 41 SAPD x
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Tabela 2 - Continuagao.

Problema | N linhas | N2 colunas | N© Iteracao | SAPD | Separador | Resultado
fitld 24 1049 70 58 12 SAPD
fitlp 627 1677 14 5 9 | Separador
gfrd_ pnc 616 1160 77 5 72 | Separador
greenbea 2392 5H98 2 0 2 | Separador e
grow? 140 301 71 38 33 SAPD
growlh 300 645 82 57 25 SAPD
grow22 440 946 82 67 15 SAPD
israel 174 316 21 6 15 | Separador
kb2 43 68 74 62 12 SAPD
lotfi 153 366 15 8 7 SAPD
maros 846 1966 17 12 5 SAPD e
modszk1 687 1620 55 55 0 SAPD e
perold 625 1506 37 19 18 SAPD e
pilot4 410 1123 87 50 37 SAPD e
pilotnov 975 2446 8 3 5 | Separador e
recipe 91 204 57 45 12 SAPD
sch0a 50 78 8 5 3 SAPD
scb0b 50 78 7 7 0 SAPD
sc105 50 78 9 5 4 SAPD
sc205 205 317 10 7 3 SAPD
scagr? 129 185 12 6 6 Empate
scagr2d 471 671 15 4 11 | Separador
scfxm1 330 600 100 43 57 | Separador *
scfxm?2 660 1200 82 46 36 SAPD e
scfxm3 990 1800 26 17 9 SAPD e
scrs8 490 1275 27 16 11 SAPD
scsdl 77 760 9 2 7 | Separador
scsd6 147 1350 11 8 3 SAPD
scsd8 397 2750 6 5 1 SAPD e
sctapl 300 660 17 13 4 SAPD
sctap2 1090 2500 13 3 10 | Separador e
sctap3 1480 3340 6 5 1 SAPD e
sharelb 117 253 21 9 12 | Separador
share2b 96 162 11 7 4 SAPD
shell 536 1777 10 10 0 SAPD
sierra 1227 2735 7 4 3 SAPD e
stair 356 614 25 17 8 SAPD
standata 359 1274 17 15 2 SAPD
standgub 361 1383 68 68 0 SAPD e
standmps 467 1274 20 18 2 SAPD
stocforl 117 165 15 9 6 SAPD
stocfor2 2157 3045 9 4 5 | Separador e
vtp_ base 198 346 18 10 8 SAPD

Dos 56 problemas, 38 tiveram resultado favoravel ao Precondicionador Separador
Duplo, 3 empates e apenas 15 foram desfavoraveis. Ou seja, mais de 67% dos problemas
tiveram um ntimero de condigdo menor utilizando o (SAPD). Em menos de 27% dos
problemas o numero de condi¢ao do Precondicionador Separador teve um nimero de
condi¢ao menor do que o (SAPD). E tivemos empate em cerca de 5% dos problemas, veja

Figura 17.
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Precondicionador Separador Duplo x Precondicionador Separador

67.86%

26,79%
5,36%
SAFPD Separador Fmpate

Figura 17 — SAPD x Separador
(Pardmetros a =1, f =1 e~ = 0,01 para SAPD.)
Fonte: Elaborado pelo autor.

Se considerarmos apenas os problemas onde se pode encontrar a solugao, que
no caso foram 38 problemas, tivemos um ganho de quase 68% para o Precondicionador
Separador Duplo, contra menos 24% para o Precondicionador Separador, conforme Figura
18.

Precondicionador Separador Duplo x Precondicionador Separador

68,42%
23,68%
SAPD Separador Empate

Figura 18 — SAPD x Separador: Problemas em que hé convergéncia para a solugdo tima.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Experimentos adicionais
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Fizemos diversos outros testes com os seguintes valores, sempre fixando oo = 1
e variando 3 e 7. O conjunto de valores foi:
g e {-2;—-1;,-0,5;0,001;0,01;0,1;1;0,5;0,9; 1; 2; 5; 10; 50; 100} e v € {—5; —4; —3; —2;
—1;-0,01; -0, 0009; 0,0001; 0,0009; 0,001; 0,009; 0,01; 0,09; 0, 1; 0, 9; 1; 2; 3; 4; 5}.

Apresentamos nas Tabelas 3 e 4 os resultados com diversos valores de 3 e 7.

Tabela 3 — Precondicionador Separador Duplo versus Precondicionador Separador para
diversos parametros, |y| = 1.

Parametros Parametros Parametros
a=1 f=-2 v=1 a=1 f=-2 =3 a=1 f=-2 =5
SAPD 0 SAPD 0 SAPD 2
Empate 0 Empate 0 Empate 2
Separador 56 Separador 56 Separador 52
Parametros Parametros Parametros
a=1 f=-2 v=-1 a=1 f=-2 y=-=-2 a=1 f=-2 v=-3
SAPD 2 SAPD 1 SAPD 0
Empate 3 Empate 0 Empate 0
Separador 51 Separador 55 Separador 56
Parametros Parametros Parametros
a=1 f=-2 y=—-4 a=1 f=-2 y=-5 a=1 f=-1 v=3
SAPD 0 SAPD 0 SAPD 1
Empate 0 Empate 0 Empate 0
Separador 56 Separador 56 Separador 55
Parametros Parametros Parametros
a=1 f=-1 y=4 a=1 f=-1 v=5 a=1 f=-1 y=-1
SAPD 0 SAPD 0 SAPD 1
Empate 0 Empate 0 Empate 0
Separador 56 Separador 56 Separador 55
Parametros Parametros Parametros
a=1 f=-1 y=-2 a=1 f=-1 yv=-3 a=1 f=-1 y=-4
SAPD 0 SAPD 0 SAPD 0
Empate 0 Empate 0 Empate 0
Separador 56 Separador 56 Separador 56
Parametros Parametros Parametros
a=1 f=-1 yv=-5 a=1 =1 =1 a=1 =1 ~v=2
SAPD 0 SAPD 1 SAPD 0
Empate 0 Empate 0 Empate 0
Separador 56 Separador 55 Separador 56
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Tabela 3 - Continuagao.

Parametros Parametros Parametros
a=1 =2 ~=1 a=1 =2 ~v=2 a=1 =2 ~v=3
SAPD 2 SAPD 1 SAPD 0
Empate 2 Empate 1 Empate 0
Separador 52 Separador 54 Separador 56

Parametros Parametros Parametros
a=1 =2 ~v=4 a=1 =2 ~v=5 a=1 =2 v=-1
SAPD 0 SAPD 0 SAPD 0
Empate 0 Empate 0 Empate 0
Separador 56 Separador 56 Separador 56

Parametros Parametros
a=1 =2 ~v=-3 a=1 =2 ~v=-5
SAPD 0 SAPD 2
Empate 0 Empate 3
Separador 56 Separador 51

Pode-se observar na Tabela 3 que nao houve melhora no niimero de condigao

do Precondicionador Separador Duplo com os escalares no seguinte intervalo:

v =1elB| =1

Tabela 4 — Precondicionador Separador Duplo versus Precondicionador Separador para

diversos parametros, |y| < 1.

Paradmetros Paradmetros Parametros
a=1 =1 ~=0,9 a=1 =1 ~=0,1 a=1 =1 ~=0,09
SAPD 1 SAPD 20 SAPD 22
Empate 0 Empate 2 Empate 2
Separador 55 Separador 34 Separador 32

Parametros Parametros Parametros
a=1 =1 =0,01 a=1 =1 ~v=0,009 a=1 =1 ~4=0,001
SAPD 38 SAPD 39 SAPD 40
Empate 3 Empate 2 Empate 2
Separador 15 Separador 15 Separador 14

Parametros Parametros Parametros

a=1 =1 ~=0,0009 a=1 =1 ~=0,0001 a=1 =05 +v=0,9
SAPD 40 SAPD 40 SAPD 0
Empate 2 Empate 2 Empate 0
Separador 14 Separador 14 Separador 56

Parametros Parametros Pardmetros
a=1 =05 v=0,1 a=1 =05 v=0,09 a=1 =05 v=0,01
SAPD 10 SAPD 12 SAPD 39
Empate 1 Empate 1 Empate 2
Separador 45 Separador 43 Separador 15
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Tabela 4 - Continuagao.
Parametros Parametros Parametros
a=1 £=0,5 ~=0,009 a=1 (£=0,5 ~=0,001 a=1 (=0,5 ~=0,0009
SAPD 36 SAPD 40 SAPD 40
Empate 3 Empate 2 Empate 2
Separador 17 Separador 14 Separador 14
Parametros Parametros Parametros
a=1 (£=0,5 ~=0,0001 a=1 [£=0,1 ~=0,009 a=1 (=0,1 ~=0,0009
SAPD 41 SAPD 21 SAPD 39
Empate 2 Empate 3 Empate 2
Separador 13 Separador 32 Separador 15
Parametros Parametros Parametros
a=1 (£=0,9 ~=0,0009 a=1 (£=0,01 ~=0,0009 a=1 £=0,001 ~=0,0009
SAPD 40 SAPD 21 SAPD 1
Empate 2 Empate 3 Empate 0
Separador 14 Separador 32 Separador 55
Parametros Parametros Parametros
a=1 =2 ~=0,0009 a=1 =5 ~=0,0009 a=1 =10 ~=0,0009
SAPD 41 SAPD 40 SAPD 40
Empate 2 Empate 2 Empate 2
Separador 13 Separador 14 Separador 14
Parametros Parametros Parametros
a=1 =50 -~=0,0009 a=1 (=100 ~=0,0009 a=1 f=-2 ~=0,0009
SAPD 40 SAPD 40 SAPD 14
Empate 2 Empate 2 Empate 2
Separador 14 Separador 14 Separador 40
Parametros Parametros Parametros
a=1 =2 ~=-0,0009 a=1 f=-0,5 v=0,01 a=1 pF=0,5 ~=-0,01
SAPD 14 SAPD 12 SAPD 12
Empate 2 Empate 3 Empate 3
Separador 40 Separador 41 Separador 41

Na Tabela 4 pode-se observar, em geral, a medida que diminuimos o valor de
v, aumentamos a quantidade de vezes onde o niimero de condi¢ao do Precondicionador
Separador Duplo foi melhor. Note que para 8 = 1 ey = 0,09 temos 22 resultados favoraveis,
agora se considerarmos o mesmo valor de 5 e v = 0,009 ja temos 39 resultados favoraveis.
Destaque ainda, que o nimero maximo que conseguimos foi de 41 resultados favoraveis
na abordagem proposta, contra apenas 13 favoravel ao Precondicionador Separador, que
foram em 8 = 0,5 e v =0,0001 e em 3 =2 ey = 0,0009. Assim, podemos inferir que
para vy € [107%107%] e 8 ¢ [1072,107"] 0 método produziu bons resultados.

Note ainda na mesma Tabela 4, que houve diversos valores de 3 e v que tiveram
40 resultados favoraveis para o Precondicionador Separador Duplo, ou seja, para varios

valores de pardmetros tivemos um ganho de 71,42% dos problemas com o método sugerido.
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diversos pardmetros, [5| <1 e~y > 1.

Tabela 5 — Precondicionador Separador Duplo versus Precondicionador Separador para

Parametros Parametros Parametros
a=1 B=0,1 ~=2 a=1 B=0,01 ~v=2 a=1 B=0,001 =2
SAPD 0 SAPD 0 SAPD 0
Empate 0 Empate 0 Empate 0
Separador 56 Separador 56 Separador 56
Parametros Parametros Parametros
a=1 [=0,1 ~=10 a=1 [=0,01 =10 a=1 [£=0,001 ~=10
SAPD 0 SAPD 0 SAPD 0
Empate 0 Empate 0 Empate 0
Separador 56 Separador 56 Separador 56
Parametros Parametros Parametros
a=1 f=-0,1 ~v=2 a=1 [f=-0,01 ~=2 a=1 [F=-0,001 ~=2
SAPD 0 SAPD 0 SAPD 0
Empate 0 Empate 0 Empate 0
Separador 56 Separador 56 Separador 56
Parametros Parametros Parametros
a=1 fg=-0,1 =10 a=1 pg=-0,01 =10 a=1 [=-0,001 ~+=10
SAPD 0 SAPD 0 SAPD 0
Empate 0 Empate 0 Empate 0
Separador 56 Separador 56 Separador 56

Na Tabela 5 podemos perceber que para valores de |3| < 1 ndo houve ganho no
nimero de condi¢ao do Precondicionador Separador Duplo em rela¢ao ao Precondicionador

Separador.

Na Tabela 6, apresentamos uma comparagao do niimero de condi¢ao entre os
dois precondicionadores para todas as iteragoes no problema agg. Pode-se observar que,
em 11 das 16 iteragoes (em negrito), o Precondicionador Separador Duplo apresentou
um menor numero de condi¢cdo do que o Precondicionador Separador. A quinta coluna,
Dif. absoluta (Diferenca absoluta), mostra a distdncia entre os nimeros de condi¢ao dos
dois precondicionadores. J& a ultima coluna, Dif. rel (Diferenga relativa), apresenta a
diferenca relativa entre eles. Note ainda que, pelo fato da diferenca relativa ser pequena,

nao podemos afirmar se isso alterara o nimero de iteragoes no método de pontos interiores.
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Tabela 6 — Comparativo entre os nimeros de condigoes no problema agg, com o = 1,
B =1e~y=0,0009.

[ N° de iteragdes | SAPD | Separador | Resultado | Dif. absoluta | Dif. rel (%) |
1 11315,17 11323,65 SAPD 8,47 0,07
2 50527466,34 | 50571187,45 SAPD 43721,01 0,08
3 77932998,44 | 77991506,48 SAPD 58508,04 0,07
4 34997683,89 | 35023065,23 SAPD 25381,33 0,07
5 3396540,53 3395530,28 | Separador 1010,25 0,02
6 10552349,97 | 10560559,64 | SAPD 8209,66 0,07
7 16522077,28 | 16533954,59 SAPD 11877,31 0,07
8 3867678,00 3866192,52 | Separador 1485,47 0,03
9 375378,30 375638,88 | SAPD 260,58 0,06
10 734701,69 735188,54 SAPD 486,85 0,06
11 338197,42 338438,36 SAPD 240,94 0,07
12 38908636,48 | 38929247,51 SAPD 20611,03 0,05
13 2904377,44 2902186,55 | Separador 2190,89 0,07
14 199124,35 199232,31 SAPD 107,95 0,05
15 522980,00 522671,37 | Separador 308,63 0,05
16 3395767,24 3393392,04 | Separador 9375,20 0,06

Fonte: Elaborado pelo autor.

Experimentos Computacionais com a fung¢ao fmincon

Com o objetivo de obter os pardmetros 6timos para o Precondicionador Sepa-

rador Duplo, resolvemos os problemas de otimizagao (4.66), (4.68), (4.70) e (4.72), usando

a funcado fmincon do Matlab. Foram realizados testes em 56 problemas; desses, 24 foram

favoraveis ao Precondicionador Separador Duplo, 27 ao Precondicionador Separador e 5

resultaram em empates, veja Figura 19.

Figura 19 — SAPD x Separador com a utilizagao da funcao fmincon.
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Precondicionador Separador Duplo x Precondicionador Separador
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Vale ressaltar que o objetivo da fun¢ao fmincon é encontrar os melhores valores

de 3 e 7, de modo que o nimero de condi¢ao seja o menor possivel.

O fato do precondicionador Separador Duplo nao ter tido um desempenho
melhor do que o Precondicionador Separador, com a utilizacdo da funcao fmincon,
pode ser pelo fato de estarmos minimizando func¢des que foram obtidas por meio de
uma desigualdade, pois ao calcularmos a inversa da matriz K, em (4.64) utilizamos a
desigualdade triangular para calcularmos a norma de cada parte da inversa de K. Nao foi
também possivel usar uma tolerancia muito pequena. Adicionalmente, esse problema deve

ter minimos locais.

Desse modo, para determinados parametros, podemos concluir que o Precondi-
cionador Separador Duplo obteve uma diminui¢cdo no nimero de condi¢ao na norma-oo em

relacdo ao Precondicionador Separador.
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6 Conclusoes

Neste trabalho desenvolvemos uma generalizacao do Precondicionador Separa-
dor (OLIVEIRA, 1997), denominado Precondicionador Separador Duplo. Mostramos que
o sistema aumentado oriundo do Precondicionador Separador Duplo é mais geral do que o
Precondicionador Separador. Além disso, mostramos que temos uma variedade de escolhas
para alguns blocos que compoem o Precondicionador Separador Duplo, e que conduzem a

mesma matriz K. Desse modo, temos uma nova classe de precondicionadores.

Através dos parametros que fazem parte do precondicionador, podemos fazer
com que a matriz precondicionada K, ndo tenha autovalores suficientemente préximos de
zero, o que pode prejudicar o desempenho de métodos iterativos. Além do mais, através de
escolhas adequadas desses pardmetros, podemos fazer com que a matriz seja muito bem
condicionada nas iteracoes finais do método proposto. E de certo modo, temos a priori,

um conhecimento sobre qual serd o nimero de condi¢ao da matriz nas iteragoes finais.

Ainda, mostramos como é a aplicacao dessa abordagem na resolucao do sistema
linear. Também foi mostrados os valores 6timos desses parametros que minimizam a funcao

que fornece o numero de condi¢ao na norma-2.

Conseguimos demonstrar que a utilizagao 6tima dos pardmetros na norma-
2 produz o mesmo numero de condi¢do do Precondicionador Separador. Com efeito,
encontramos toda uma familia de solugdes, a saber, v = —2af, que obtém o mesmo
nimero de condicdo que o Precondicionador Separador, que portanto é 6timo para a
norma-2 nesse sentido. Vale destacar, que o Precondicionador Separador, aff =1 e v =0,
nao é um caso particular da familia v = —2a(, ou seja, encontramos toda uma familia de

solugoes 6timas de uma maneira totalmente distinta do Precondicionador Separador.

Conseguimos demonstrar ainda que, dados os parametros 6timos para a norma-
2, as solugbdes que sao Otimas para a norma-oo e norma-1; sao de precondicionadores

equivalente ao Separador.

Entretanto, conseguimos empiricamente, utilizando a norma-oo, verificar que
o Precondicionador Separador Duplo obtém um nimero de condicao menor do que o
Precondicionador Separador. Verificou-se que, para diversas escolhas de parametros, apro-
ximadamente 71% dos problemas testados apresentaram um nimero de condi¢do melhor
do que o obtido com o Precondicionador Separador. Essas situacoes tendem a ocorrer com

valores de 7 entre 1072 e 10™*,
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6.1 Perspectivas Futuras

Uma perspectiva futura pode ser a realizagdo de testes computacionais em
problemas de grande porte, utilizando o Precondicionador Separador Duplo incorporado
ao solver PCx e fazendo uma comparacao com o Precondicionador Hibrido descrito em
(BOCANEGRA, 2005). Desse modo, pode-se verificar o desempenho, principalmente em
relagao ao numero de iteracoes e ao tempo de processamento para diversos valores dos

parametros. Para essa comparacao, pode-se utilizar o Perfil de Desempenho dado em
(DOLAN; MORE, 2002).

Outra perspectiva pode ser a de tentar ver qual é a relagao dos parametros
com o tamanho do problema de Programacao Linear. Ou seja, para uma determinada
classe e/ou tamanho de problema, verificar se existem outros valores de pardmetros que

também produzem bons resultados.

Ainda, pode-se utilizar o Precondicionador Separador Duplo no software Matlab
mais recente com a funcao Minres. Desse modo, resolveremos efetivamente o problema

com a matriz K e, assim, veremos a influéncia dos pardmetros na resolu¢do do mesmo.

Também, pode-se fazer uma comparacao entre o Precondicionador Separador
Duplo e a abordagem direta (Cholesky), para resolu¢ao de um sistema linear oriundo dos

métodos de pontos interiores.

Uma outra perspectiva é encontrar entre as solugoes 6timas do Precondicionador
Separador Duplo, da forma v = —2a/3, ou seja, solucao 6tima na norma-2, aquela onde seus
autovalores estejam melhor agrupados. Desse modo, possivelmente teremos um niimero
menor de iteragoes com a utilizacao do método Minres, e consequentemente, um menor

tempo de processamento para solugao do problema.

Finalmente, pode se tentar resolver de forma analitica as quatro fungdes étimas
para os problemas da norma-oo e norma-1, talvez usando o Mathematica em méaquinas

mais sofisticadas.
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