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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre a modelagem matematica da dinamica populacio-
nal de sistemas do tipo presa-predador com duas espécies. Os objetivos do estudo consistem
em investigar o comportamento qualitativo (via analise de estabilidde) dos pontos criticos
dos sistemas de equagoes diferenciais ordinarias que descrevem as interagoes entre as
espécies, verificando a possibilidade de coexisténcia e identificando eventuais cenarios de
extingdo. Alguns modelos foram estudados sob a perspectiva da Teoria do Controle Otimo,
de modo que buscamos otimizar estratégias para reducao de uma populacao de pragas.
Em todos os casos analisados, simulagoes numéricas foram utilizadas para exemplificar os

resultados alcancados.

Palavras-chave: Sistemas presa-predador. Modelagem Matemética. Controle Otimo,

Simulacdo Numérica.



Abstract

This work presents a study on the mathematical modeling of the population dynamics of
predator-prey systems with two species. The objectives of the study are to investigate the
qualitative behavior (via stability analysis) of the critical points of the systems of ordinary
differential equations that describe the interactions between the species, checking the
possibility of coexistence and identifying potential extinction scenarios. Some models were
examined from the perspective of Optimal Control Theory, aiming to optimize strategies
for reducing a pest population. In all analyzed cases, numerical simulations were used to

illustrate the results obtained

Keywords: Predator-prey systems. Mathematical Modeling. Optimal Control. Numerical

Simulation.
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Introducao

Este trabalho apresenta um estudo sobre a modelagem matematica da dinamica
populacional de sistemas do tipo presa-predador com duas espécies. Pesquisas relacionadas
a sistemas presa-predador permitem ampliar a compreensao sobre relagoes entre espécies
em diferentes ecossistemas, contribuindo para a adoc¢ao de estratégias que promovam a

conservacao da biodiversidade e o desenvolvimento sustentavel.

Ao longo das udltimas décadas, a modelagem matematica tem sido utilizada
como uma ferramenta relevante no estudo de sistemas bioldgicos. Em particular, no campo
da dindmica populacional, a aplicacao de modelos matematicos torna possivel simular e
explorar cenarios diversos, investigando os efeitos que certas perturbagoes ou mudancas
ambientais podem provocar nas interacdes entre as espécies, fornecendo informagoes

valiosas para o manejo e a preservacao do ecossistema (BRAUER; KRIBS, 2016).

A complexidade intrinseca nas relacdes entre as partes que compoem um
ecossistema pode transformar a modelagem matematica de fendmenos biolégicos em uma
tarefa desafiadora. Com efeito, o modelo deve buscar equilibrio entre uma representacao
razoavelmente fidedigna de recortes da realidade e uma escolha criteriosa de hipdteses
simplificadoras. Nessa perspectiva, o presente trabalho trata de modelos relativamente
simples, que poderao servir como ponto de partida para a elaboragao de modelos mais

sofisticados.

Nossa abordagem trata da analise qualitativa de modelos matematicos construi-
dos a partir de sistemas com duas equagoes diferenciais ordinérias. Os objetivos centrais
consistem em verificar a possibilidade de coexisténcia entre as espécies e identificar os
cenarios de extingao das espécies. Com o intuito de ampliar o alcance do estudo, incluimos
elementos da Teoria de Controle Otimo. Neste caso, os modelos descrevem dinidmicas

presa-predador sujeitas a necessidade de otimizacao de certas relagoes.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos. O primeiro capitulo trata da
apresentacao de definigoes, conceitos e resultados sobre equacoes diferenciais ordinarias
que serao aplicados nos capitulos seguintes. O foco consiste em delinear procedimentos
para o estudo qualitativo do comportamento das solugoes de sistemas com duas equagoes
autonomas, incluindo a utilizagao da matriz Jacobiana para analise da estabilidade dos

pontos de equilibrio dos sistemas nao lineares.

No segundo capitulo, discutimos elementos basicos da Teoria do Controle Otimo.
De acordo com (KIRK, 2004), esta teoria dedica-se essencialmente ao desenvolvimento de
métodos para otimizagdo do desempenho de sistemas dinamicos sujeitos a certas restrigoes.

Mais especificamente, tais métodos permitem controlar as variaveis de um sistema de
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modo a maximizar ou minimizar uma determinada funcao, que pode reapresentar, dentre
outras coisas, um custo de produgao, uma quantidade de inseticida ou o tempo necessario
para percorrer uma trajetéria. Diante da ampla gama de possibilidades de aplicacao, a
Teoria do Controle Otimo tornou-se uma ferramenta importante em diversas areas. No
decorrer do capitulo, utilizamos o Principio do Maximo de Pontryagin para a resolucao de

varios problemas de controle 6timo.

O terceiro capitulo é dedicado ao estudo qualitativo de sistemas presa-predador
com duas espécies, modelados por equacoes diferencias ordinarias. Além do modelo classico
de Lotka-Volterra, estudamos o modelo de Pielou e um modelo que considera a competicao
intraespecifica. Em todos os modelos, utilizamos os resultados do primeiro capitulo para
responder as seguintes questoes: 1) ambas as espécies podem coexistir em um estado
de equilibrio? 2) caso as espécies estejam coexistindo em equilibrio, pequenas mudangas
no numero de individuos de uma ou ambas espécies pode provocar extin¢ao no futuro?
3) supondo que as populagoes possuam um numero arbitrario de individuos no instante
inicial, é possivel atingir uma coexisténcia em equilibrio ou havera extingdo? As respostas
para estas questoes sao cruciais na compreensao dos processos de interacao entre espécies
(EDELSTEIN-KESHET, 2005).

Finalmente, o quarto capitulo apresenta algumas aplicagoes da Teoria do
Controle Otimo ao estudo dos sistemas presa-predador. Parte consideravel dos resultados
discutidos no segundo capitulo sao utilizados para estudar um modelo presa-predador
proposto por (GOH; LEITMANN; VINCENT, 1974), no qual, em um intervalo de tempo
fixo, as populagoes de presas e predadores devem ser conduzidas do seu estado inicial
até um estado determinado. Além disso, deve-se minimizar a quantidade de inseticida
empregada para combater as presas. Em seguida, propomos dois modelos que descrevem a
intengao de reduzir (em um intervalo de tempo fixado) uma populagao de pragas sujeita
a insercao de individuos predadores. O controle 6timo ¢é utilizado para, respectivamente,
minimizar e maximizar o nimero total de predadores inseridos no sistema. Em todos
0s casos, ilustramos solugoes para casos particulares dos problemas propostos através
de simulagbes numéricas obtidas por meio da biblioteca GEKKO, nativa da linguagem

Python. Os codigos destas simulagoes estao incluidos no apéndice do trabalho.
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1 Sistemas de equacoes diferenciais ordinarias

Tomando por base (DOERING; LOPES, 2014), (FIGUEIREDO; NEVES,
2008), (BOYCE; DIPRIMA; MEAD, 2020), (BASSANEZI; JUNIOR, 1988), (BRAUN,
1993) e (SIMMONS, 2016), pretendemos apresentar os conceitos e resultados relacionados

a Equacoes Diferenciais Ordinarias que serao utilizados nos capitulos seguintes.

1.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Uma Equacao Diferencial Ordinédria (EDO) é uma equagao que envolve funcoes
de uma variavel real e suas derivadas. A ordem da EDO corresponde a ordem mais alta

das derivadas presentes na equagao.

A forma geral de uma EDO de ordem n pode ser escrita como

F (2, y(z), y'(2), " (@),...,y"(2)) =0, (1.1)

em que F' é uma fungao de n + 2 varidveis e y = y(x) é a funcdo a ser determinada. Se for

possivel escrever y(”) (x) explicitamente, obtemos a forma normal da EDO:

y" = f oz, y, v,y y"Y). (1.2)

Exemplo 1. A equacio y" + 1y + 10seny = 0 é uma EDO de sequnda ordem. Observe que
f(x,y,y) = —y — 10seny ndo depende explicitamente da varidvel z. Quando isto ocorre,

a EDO é denominada auténoma.

1.2 Equacdes Diferenciais Lineares e nao lineares

Dizemos que a EDO definida por

F (x, v,y Yy ,y(")) =0, (1.3)
é linear se F for uma funcdo linear em cada uma das varidveis y, v', ", ... y'™. Isto
significa que a forma geral de uma EDO linear de ordem n é
an(2)y"™ + an 1 (@)Y + L+ (@)Y + ao(w)y = b(w), (1.4)
em que a;(x) e b(x) sdao fungoes de x.

" 3.1

Exemplo 2. A equacio (1 — 2*)y" + 2°y" + 2y = 2% € linear.

Exemplo 3. A equagio y" + 1y + 10seny = 0 € nao linear, pois ndo pode ser escrita na
forma definida em (1.4).
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1.3 Solucdo de uma EDO

Uma solugio da equacao F (z, y, ¢/, ¢, ... ,y(”)) = 0 é uma fungao ¢ = ¢(z),

derivével até a n-ésima ordem em um intervalo aberto (a,b) tal que

F(z,¢,¢,¢" ....,6") =0, Vo e (a,b). (1.5)

Exemplo 4. Seja ¢ € R. E imediato verificar que, para cada valor de ¢, a fun¢do o(z) = ce®,

definida para todos os valores reais de x é uma solucao da equagdao y' = v.

Determinar soluc¢des para uma EDO pode ser uma tarefa desafiadora. Em
muitos casos, ¢ impossivel obter uma solucao analitica, construida a partir de processos
finitos envolvendo fungoes elementares. Conforme afirmam (BASSANEZI; JUNIOR, 1988),
a quantidade de equagoes que possuem tais solucoes ¢ muito pequena, ficando restrita
a certos casos particulares. Além disso, a manipulacdo da solugdo analitica pode ser
demasiadamente complicada, reduzindo consideravelmente sua utilidade. Especialmente no
contexto das aplicagoes envolvendo equagoes diferenciais ordinarias, os métodos numéricos
e o estudo qualitativo sdo indispenséaveis. Os exemplos a seguir apresentam métodos para

a obtencao de solugoes para certos tipos particulares de equacoes.

Exemplo 5. Suponha que € possivel escrever a equagio y' = f(x,y) na forma
y ===, h(y) # 0. (1.6)

As equacoes que podem ser escritas na forma 1.6 sio denominadas separdveis. FE possivel

provar * que as solugdes da equacio (1.6) sio determinadas implicitamente por

fmwdy:fg@ym+cx (1.7)

em que C' € uma constante real arbitraria. Observe que os valores constantes de y tais que
h(y) = 0 podem ser solugoes da equagao y' = f(x,y). Esta possibilidade deve ser verificada

por meto de uma substituicao direta, evitando a perda de solucoes constantes.

Em alguns casos, as solugoes obtidas em (1.7) podem ser escritas explicitamente
em fungdo de x. No terceiro capitulo deste trabalho, utilizaremos esta técnica para resolver a

equacao logistica, cujas aplicacoes sao muito importantes em Matemdtica e outras Ciéncias.

Exemplo 6. Se p(z) e q(x) sdo fungoes continuas em um intervalo I, todas * as solugoes

da equacdo linear de primeira ordem

Y+ p(r)y = q(x), (1.8)

Uma demostragio pode ser encontrada em (BOYCE; DIPRIMA; MEAD, 2020).
2 Uma demonstracio pode ser encontrada em (BOYCE; DIPRIMA; MEAD, 2020).
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sao dadas por
v = s ([ s ). (19)

em que p(r) = AP@ o O ¢ yma constante real arbitrdria.

Considerando o escopo deste trabalho, a partir deste ponto, nossa discussao

sera restrita ao caso das EDOs de primeira ordem.

1.4 Problemas de valor inicial

Conforme vimos anteriormente, é possivel que uma EDO possua mais de uma
solucao. O conjunto de todas as solugoes é denominado solugio geral da EDO. Resolver a
EDO significa determinar sua solucao geral. Em muitos casos, estamos interessados em

determinar solugoes particulares, de tal modo que certas condig¢oes sejam satisfeitas.

Nessa direc¢ao, uma situacao que frequentemente surge em muitas aplicagoes
consiste em resolver um problema de valor inicial (PVI). Isto significa que é necessario

determinar uma solugdo da equagao y' = f(x,y), que satisfaga uma condicao inicial
y(xo) = Yo
Exemplo 7. Considere o PVI

v =y,

y(0) = 1,

Na se¢io anterior, concluimos que a familia de fungoes y(z) = ce®, c€ R € a solugio geral

(1.10)

para y =vy. Além disso, y(0) = 1 = ¢ = 1. Portanto, a solugio para o PVI é a fungio

y(z) = e”.

Determinar as condigoes sob as quais um PVI admite solug¢ao tnica é uma
questao relevante. No caso das equacoes diferenciais de primeira ordem, o seguinte Teorema?,

estabelece condicoes suficientes para a existéncia e unicidade de solugoes locais:

Teorema 1.1. Suponha que f(z,y) e Zf sao continuas em uma regiao retangular R do
plano determinada por a < x < bec< yy< d. Seja I um intervalo aberto centrado em xy.
Se (z9,Y0) € um ponto interior de R, entdo existe uma unica fungdo ¢(x) definida em I

que satisfaz o PVIy' = f(x,y), y(xo) = yo.

Ressaltamos que as condigoes assumidas no Teorema 1.1 sdo suficientes mas
nao sao necessarias. Ou seja, ainda que estas condi¢oes nao sejam satisfeitas, o referido

PVI pode admitir solu¢ao tnica, mais que uma solucao ou ainda, pode nao ter solucao.

3 A demonstracdo de um caso mais geral pode ser encontrada em (DOERING; LOPES, 2014).
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Em particular, se admitirmos apenas a hipétese da continuidade da funcao f, isto garante

a existéncia de solugdo® (ndo necessariamente tinica) para o PVI.

1.5 Sistema de Equacdes Diferenciais Ordinarias

Um sistema de equagoes diferenciais ordinérias é caracterizado por uma colecao
de equagoes onde fungdes desconhecidas estao conectadas por meio expressdes que envolvem
suas derivadas em relacao a uma variavel independente comum. Neste estudo, serao

considerados sistemas de equagoes do tipo:

vy = Az, y,92, - Un)
Yo = foT, Y1, 92, Un)

(1.11)
Yo = Ful@, 91,92, -+, Yn),

em que y; = y1(x),y2 = y2(x),...,yn = yn(x) sdo as fungdes que devem ser determi-

nadas, x é a variavel independente, e f1, fo, ..., f, sdo fungdes continuas com todas as

0y
forme demonstrado em (DOERING; LOPES, 2014), para todo ponto (o, o1, y2(z0) =

Yoo, - - - Yn(m0)) € R™ a continuidade das fungdes f; e de suas derivadas parciais em

derivadas parciais ,i1=1,2,...,n, continuas em um intervalo aberto D < R"*'. Con-

relacao a y;, garante a existéncia e unicidade de solugoes para o PVI determinado pelo

sistema (1.11) com condigao inicial y1 (o) = Yo1, ¥2(%0) = Yoz, - - -, Yn(T0) = Yon-

Para finalizar esta se¢do, observamos que o sistema de equagoes (1.11) também

pode ser escrito na forma vetorial

y'(x) = f(z,),

em que:

e y(z) = (11(2),y2(x), ..., ys(z)) é um vetor, usualmente chamado de vetor de estado

ou vetor das varidveis de estado.

o« f=(file,y(@), fole,y (@), ..., fulz, y(2)).

1.6 Sistemas autonomos bidimensionais

Em consonancia com os objetivos deste trabalho, estamos interessados em

estabelecer resultados que permitam analisar o comportamento qualitativo das soluc¢oes de

% Uma demonstracio pode ser encontrada em (DOERING; LOPES, 2014).
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sistemas com duas fungoes desconhecidas e duas equacoes autonomas de primeira ordem.

Desta forma, vamos considerar o sistema

7' = f(z.y) (1.12)

em que

o X(t) = (z(t),y(t)) é uma fungdo vetorial cujas componentes x = x(t) e y = y(t)

devem ser determinadas.

o As fungoes f e g ndo dependem explicitamente da variavel independente t e sao
continuas, com derivadas parciais de primeira ordem continuas em todos os pontos

de R2.

Definicao 1.1. Uma solugdao para o sistema (1.12) em um intervalo I € R é uma fungdo
vetorial ¢(t) = (¢1(t), P2(t)) que satisfaz (1.12) para todo t € I.

De acordo com (BOYCE; DIPRIMA; MEAD, 2020), a fungdo ¢ pode ser
interpretada como a representacao paramétrica de uma curva no plano ¢;¢s. Tal curva
pode ser considerada como uma trajetoria percorrida por uma particula cuja velocidade
em cada instante ¢ é determinada pelas equagoes diferenciais que caracterizam o sistema.
O plano ¢1¢9 é chamado de plano de fase e pode ser utilizado para esbogar o retrato de

fase, definido como um conjunto representativo das trajetorias.

Seja P = (x0,10) € R® A continuidade das funcdes f, g e de suas derivadas
parciais de primeira ordem em todo R? é suficiente ® para garantir a existéncia e unicidade

de solugoes para o sistema (1.12), com condigoes iniciais determinadas pelo ponto P.

Exemplo 8. Sejam c; e ¢y constantes reais. Se ¢(t) = (c¢1,¢2) € uma solugao do sistema
(1.12), é imediato verificar que f(c1,co) = g(c1,c2) = 0. Reciprocamente, se f(cy,ca) =
g(er,c2) = 0, entao ¢(t) = (c1,¢2) € uma solugio do sistema (1.12). Este resultado
implica que as solugoes constantes (também chamadas de solugoes de equilibrio) do sistema

autonomo sao determinadas a partir da resolugcao do sistema

flz,y) =0 (1.13)

Conforme (FIGUEIREDO; NEVES, 2008) e (SIMMONS, 2016) afirmam, as
solucoes constantes de um sistema autéonomo sao de extrema importancia, na medida em

que funcionam como "atratores'ou "repulsores'das demais solu¢oes. Em outras palavras, as

> A demostracio pode ser encontrada em (DOERING; LOPES, 2014).
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solugbes nao constantes de um sistema auténomo tendem a aproximar-se (ou afastar-se)
das solugoes constantes. Neste cenario, o conceito de estabilidade é fundamental e sera

apresentado a seguir.

Defini¢do 1.2. Um ponto (Z,7) € R? é denominado ponto critico ou ponto de equilibrio

do sistema autonomo (1.12) se f(z,7) = g(z,y) = 0.

Definigao 1.3. Um ponto critico X = (T,7) do sistema (1.12) é chamado estdvel se, para
todo € > 0, existe 6 > 0 de modo que toda solugao ¢(t) satisfazendo ||p(to) — X|| < 4,

existe para todo t >ty e ||p(t) — X|| < e em que || - || denota a norma euclidiana em R?.

Intuitivamente, esta definicao significa que um ponto critico é estavel se todas
as solugoes que iniciam suficientemente préximas do ponto, sempre permanecem proximas

do ponto, com distancia inferior a &.
Definicao 1.4. Um ponto critico que ndao é estdvel é denominado instavel.

Definicdo 1.5. Um ponto critico estdvel X é denominado assintoticamente estdvel se

existe 0 > 0, tal que, se uma solugdo ¢ satisfaz ||p(ty) — X|| < 4§, entdo Jim o(t) = X.
—>0

Apelando mais uma vez para a intuicao, esta definicao significa que solugoes iniciam

suficientemente proximas de X, permanecem proximas e, no longo prazo, tendem a X.

1.6.1 Estabilidade de sistemas autonomos lineares

Considere o sistema autonomo linear

(L’/ = a1+ a2y (114)

Y = anz + any,
em que aii, 2,02 € Aoo sao constantes reais. Utilizando notagao matricial, podemos
LEI . a1 Q12 x
Y g1 G| |Y .
Seja A a matriz dos coeficientes do sistema (1.14). Isto é,
a1 a
Ao |0 ez
a21 (22
Se det A # 0, o tinico ponto critico de (1.14) ¢ X = (0,0). Neste caso, segundo (BOYCE;
DIPRIMA; MEAD, 2020), ocorre exatamente uma dentre as trés situagoes a seguir:

escrever

1. Se todos os autovalores de A possuem parte real negativa, X é assintoticamente

estavel;
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2. Se todos os autovalores de A possuem parte real nula, X é estével;

3. Se pelo menos um dos autovalores de A possuir parte real positiva, X é instavel.

Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (SOTOMAYOR, 1979).

1.6.2 Estabilidade de sistemas localmente lineares

Seja X = (,7) um ponto critico do sistema auténomo

o' = f(z,y) (1.15)

Suponha que as fungoes f e g sdo continuas, nao lineares e possuem derivadas parciais
continuas até a segunda ordem. Nessas condigoes, o sistema ¢ localmente linear e assim, ¢é
possivel provar® que, em uma vizinhanca do ponto X, o sistema (1.15) pode ser aproximado

pelo sistema linear

of(@,y) of(T,7)

'’ _ o oy r—T
y, 59 (f7 y) 69 (fa y) Yy — ’

y
ox oy
em que
of of
J=Jay) =% Y
or Oy

¢ denominada matriz jacobiana.

Finalmente, autovalores da matriz jacobiana J = (Z,7) determinam a estabili-

dade do ponto de equilibrio da seguinte forma:

» Se todos os autovalores tém parte real negativa, o ponto de equilibrio é assintotica-
mente estavel. Neste caso, ¢(t) — (Z,7) quando ¢t — oo. Intuitivamente, isto significa

que o ponto critico "atrai'todas as solugoes;
e Se algum autovalor tem parte real positiva, o ponto de equilibrio é instavel.

e Se os autovalores sao nimeros imaginarios puros, nada se pode concluir.

No terceiro capitulo deste trabalho, os resultados apresentados até aqui serao sistema-
ticamente utilizados para estudar a estabilidade dos pontos criticos de certos sistemas

autonomos localmente lineares.

¢ A demonstragio pode ser encontrada em (BOYCE; DIPRIMA; MEAD, 2020).
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2 Elementos da Teoria do Controle Otimo

Este capitulo apresenta os conceitos e resultados da Teoria do Controle Otimo
que sao aplicados no tltimo capitulo deste trabalho. Concentraremos nossa atencao especi-
almente nos problemas de controle 6timo que envolvem sistemas de equacgoes diferenciais
ordinérias. Nossa discussao se apoia nas obras de (KAMIEN; SCHWARTZ, 2012), (KIRK,
2004) e (LENHART; WORKMAN;, 2007), que oferecem uma perspectiva mais abrangente

e aprofundada dos tépicos discutidos aqui.

2.1 Definicoes preliminares

Definicdo 2.1 (Fungao continua por partes). Seja I < R um intervalo. Uma fungao
u : I — R € continua por partes, se u é continua em cada ponto de I, exceto possivelmente
em um numero finito de pontos, onde o valor da funcao deve ser igual ao limite lateral a

esquerda ou a direita.

A figura a seguir exibe um exemplo (& esquerda) e um contraexemplo (a direita)
de uma func¢ao continua por partes. No grafico representado a direita, observamos que o

valor da fun¢ao no ponto t* é diferente dos limites laterais.

Figura 1 — Continuidade por partes.

Fonte: (LENHART; WORKMAN, 2007).
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Definicao 2.2. Seja x : I — R continua em I e diferenciavel em I, exceto possivelmente
em um nimero finito de pontos. Se x’ é continua em todos 0s pontos nos quais estd definida,

dizemos que x € diferencidvel por partes.

Definicao 2.3. Seja x : I — R diferencidvel em I. Se x' é continua em I, dizemos que x

¢ continuamente diferencidvel.
Defini¢ao 2.4. Uma funcao f : |a,b] - R é concava neste intervalo se
af(ti) + (1 —a)f(t2) < flats + (1 — a)tz), (2.1)

quaisquer que sejam 0 < a <1 ea <ty <ty < b. Se —f € concava, dizemos que [ €

convexa e a desigualdade correspondente é
af(t) + (1 —a)f(ts) = flats + (1 — a)ty). (2.2)

Na hipotese de f ser concava e diferencidvel duas vezes, as inclinagoes das retas
tangentes em cada ponto nao sao crescentes. Isto significa que f” < 0. Analogamente, se f
é convexa, as inclinagoes das tangentes nao sao decrescentes e f” > 0. Analisando a figura

a seguir é possivel perceber que as fungoes f e g sao, respectivamente, convexa e concava.

Figura 2 — Funcoes concavas e convexas.

0 X 0 X

Fonte: adaptado de (STEWART, 2013).

2.2 Caracterizacao do problema basico de controle 6timo

O problema bésico de controle 6timo (PBC) consiste em determinar uma fungao

u, continua por partes, de modo a maximizar uma funcao de custo' .J definida por

J— L " b 2(t), u(t)) di (2.3)

Uma discussdo mais detalhada sobre a construcao de diversas fungoes de custo pode ser encontrada
em (KIRK, 2004).

1
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sujeita as condicoes

#(t) = g(t,z(t),ult)), (2.4)
x(ty) = o (2.5)

Assumimos que as fungdes f e g sao continuamente diferenciaveis em relagao a cada
um dos seus trés argumentos e o valor de z(t1) fica livre de restri¢oes. As fungoes = e u
sao denominadas respectivamente de variavel de estado e variavel de controle ou
controle e z deve ser diferenciavel por partes. A expressao definida em (2.3) também

pode ser chamada de funcional objetivo e (2.4) é a equagao de estado.

Convém destacar que ha uma relacdo de dependéncia entre u e x. Isto significa
que, para cada u, existe uma fungao x correspondente. Uma func¢ao u= que é solugao do

PBC ¢é chamada de controle 6timo e a fungdo x+ associada é chamada de estado 6timo.

2.3 Principio do Maximo de Pontryagin

O Principio do Maximo de Pontryagin (PMP) fornece um conjunto de condigoes
necessarias (mas nao suficientes) para a existéncia do controle 6timo. Mais especificamente,
o PMP permite determinar apenas candidatos ao controle 6timo. Nesta se¢ao apresentamos
uma versao do PMP para o problema determinado por (2.3), (2.4) e (2.5). Varia¢oes mais

gerais do PMP serao discutidas nas préximas secoes.

Inicialmente definimos o Hamiltoniano como a funcao

H(t, x(t), u(t), A1) = f(t,2(1), u(t)) + A(B)g(t, z(t), u(t))- (2.6)

Se ux e r* sdo solugdes Otimas para este problema, o PMP afirma que, para todos os

controles u e todo t € [tg, t1], existe uma fungao diferencidvel por partes A tal que

H(t, 2 (), u(t), Mt)) < H(t,2*(t), u*(t), A\(t)).

oH
il = 2.
au - 07 ( 7)
H
)\/(t) - —aax, 28
At) = 0. (2.9)

Alternativamente, as equagoes (2.7) e (2.8) podem ser escritas na forma

Jult,x(t), ut)) + M) gu(t, x(t), u(t)) = 0,
N () = = folt, w(t), u(t)) — A(B)ga(t, 2(1), u(t)),
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A equagao (2.7) é chamada de condigao de otimalidade, (2.8) é denonimada
equacao adjunta e (2.9) é a condigao de transversalidade. Tais equagdes formam

um conjunto de condigbes necessarias (mas nao suficientes) que um controle 6timo u* e
seu estado associado z* devem satisfazer (LENHART; WORKMAN;, 2007).

De acordo com (KAMIEN; SCHWARTZ, 2012), o PMP implica que o pro-
blema de determinar o controle 6timo é convertido em um problema de otimizagao do

Hamiltoniano, em relagdo ao controle u e em cada ponto do intervalo I = [tg, t1].

Observe que minimizar J equivale a maximizar —J. Entao, u* minimiza J se, e
somente se, maximiza —.J. Portanto, caso o problema de controle 6timo tenha por objetivo

minimizar J, uma versao alternativa do PMP continua valida, de tal forma que

H(t, 2 (8), u(t), \(t)) = H(t, a*(t), u* (£), \(t)). (2.10)

Segundo (LENHART; WORKMAN, 2007), as etapas listadas abaixo indicam

como esta versao do PMP pode ser utilizada para resolver certos problemas simples:

1. Escrever o Hamiltoniano;
2. Escrever a equacao adjunta e a condicao de otimalidade;
3. Utilizar a condi¢ao de otimalidade para escrever ux em funcao de x* e \;

4. Utilizar a condigdo inicial e a condicao de transversalidade para resolver o sistema
formado pelas duas equacoes diferenciais envolvendo z* e A, substituindo a expressao

de u* obtida na etapa anterior;

5. Utilizar a solugao encontrada na etapa anterior para escrever u*.

No exemplo a seguir, adaptado de (LENHART; WORKMAN, 2007), utilizamos

o PMP para resolver analiticamente um problema de controle 6timo.
Exemplo 9. )
min f (tu()? + 2a(t) dt,
1
sujeito a
' (t) = —u(t), (1) = 1.
Solugao: Aplicando o PMP, podemos escrever

H(t,z(t),u(t), A1) = tu(®)? + 2x(t) — At)u(t),
Nt = 2 (2.11)
AM2) = 0. (2.12)
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Inicialmente, observamos que H,,(t) = 2t > 0 no intervalo I = [1,2]. Isto siginifica
que o Hamiltoniano é uma funcdo convexa em relagdo a u e pode assumir um valor
minimo. Assim, confirmamos que o nosso problema consiste efetivamente na minimizagdo

do funcional objetivo. A equagao (2.11) é linear e sua solugao geral é dada por

t3
A(t) = J—tzdt =5 +C
. 8 -
Utilizando (2.12), obtemos C' = 3 Entao

At) = —= + 2 (2.13)

De acordo com a condicao de otimalidade,

oH
Ou seja,
At)
(t) = —=. 2.14
W)= (214)
Substituindo (2.13) na equagao (2.14), temos
2 4
t)=——+ —. 2.15
W)=+ (2.15)
Agora, substitutindo (2.15) na equagao de estado, temos
2 4
") = — — —. 2.16
d)=" - o (2.16)

A equagdo (2.16) € linear, com solugao geral no intervalo I = [1,2] dada por

2 4 3 4
=|{=—5)d=—5—3 K.
x(t) J(G 3t> dt 18 31nt+

17
A partir da condi¢ao inicial x(1) = 1, determinamos k = 5 Portanto, a solugdo do nosso

problema de conrole 6timo € dada por

2 4 B 4 17
uv(t)=——+—, 2*(t)=——=Int+ —.
()=-c+o ()
Neste caso, também é possivel determinar o valor do funcional objetivo. Para isto, basta

substituir as expressoes encontradas para u* e x*. Entao

J(u) - f (tu(t)? + L22(t)) dt

1

202 4\’ 4 17
J(u*) = tl——+— = —-lnt+— | dt
() L ( 6+3t)+ (18 3”+18)
1.846.

=~
S

=
12

Observagdo: na proxima se¢io mostraremos que u* € realmente solugao do problema

proposto.
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E importante salientar que as equacdes obtidas por meio da aplicacdo do
PMP compoem um conjunto de condi¢oes necessarias que um provavel controle 6timo u*
deve cumprir. Em geral, tais condi¢oes nao sao suficientes para garantir a existéncia e
unicidade de ux. Com efeito, no desenvolvimento do PMP, as condi¢oes necessarias foram

estabelecidas a partir da suposicdo de que o controle 6timo existe.

Deste modo, a utilizacao do PMP conforme discutido nesta sec¢ao, pode conduzir
a mais de um par de fungoes u* e z* de tal forma que apenas alguns deles realmente
otimizam o funcional objetivo. Além disso, é possivel que u* e x* tornem funcional objetivo
infinito, e assim, o problema de controle 6timo nao possui solugao. Esta situacao é ilustrada
pelo préximo exemplo, adaptado de (LENHART; WORKMAN;, 2007).

Exemplo 10.

max ftl x(t) + u(t) dt
sujeita as condigoes !

2'(t) = 1—u(t)?

z(0) = 1.
O hamiltoniano é dado por

H(t,x(t),u(t), \t)) = x(t) +u(t) + A(t) — A(t)u(t)>.

Consequentemente, temos a condi¢cdo de otimalidade e a equagdo adjunta:

1 —=2X(t)u(t) =0, (2.17)

N(t) = —1. (2.18)

Observando que a equagdo (2.18) € linear e utilizando a condi¢io de transversalidade

A(1) =0, obtemos

At) = J—ldt+c,

At) = —t+e,
At) = —t+1. (2.19)
Para determinar w*(t), substituimos (2.19) em (2.17). Portanto
1
) = —— 2.20
v = (220)

Substituindo (2.20) na equagio de estado, encontramos

xw):1—(4;4f,

aw:.ﬁ_(ﬁﬁafﬁ+a

1
= B . 2.21
x(t) t+ yra— +C (2.21)
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5
Aplicando a condigio inicial em (2.21), temos que C' = 7 Entao

5
+ -

x*(t)=t+4t_4 1

Notamos que u*(1) e £*(1) nao estao definidos. Mais ainda: 111{1 u*(t) =0 e lirln z¥(t) =
t—1— t—1—

—o0. Ou seja, o controle e a varidvel de estado ndo sio limitados no intervalo [0,1]. Além

disso, o funcional objetivo € infinito. Com efeito, substituindo u* e x*, temos

1
1 5 1
J = | t+—+ 24—
L Troatit

! 1 5
J = t+——— + = dt
L +—4t+4+4 ’

a’  ba

1
= lim —in(l—a)+ = + 22
J lim 4ln( a) + 5t

J = oo.

Deste modo, mostramos que o problema de controle 6timo ndao possui solucao.

Em geral, a demonstracao da existéncia e unicidade de solugdo para problemas
de controle 6timo pode ser uma questao complexa que depende das caracteristicas especifi-
cas do problema. Muitas vezes, essa demonstracao é feita caso a caso, considerando as
particularidades das equagoes envolvidas. Via de regra, a existéncia de solugdes ¢ mais
facil de demonstrar, na medida em que é possivel utilizar alguns teoremas e resultados
razoavelmente simples para estabelecer condi¢oes suficientes para a existéncia de solugoes.
Na proxima secao discutiremos um dos teoremas que caracteriza condi¢des suficientes para

a existéncia de solugoes para o problema bésico de controle 6timo.

2.4 Condicoes suficientes para a existéncia do controle 6timo

O teorema a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em (KAMIEN;
SCHWARTZ, 2012), apresenta condigoes suficientes para a existéncia de solugoes para o

problema de controle 6timo definido na segao (2.2).

Teorema 2.1. Considere o problema de controle étimo

t1
maxf (2, u()) dt (2.92)
u to
sujeito as condigoes

2(t) = gt (), u(t)), (2.23)
x(to) = o (2.24)
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Suponha que, para todo t € [tg,t1], as fungoes u*(t), z*(t) e \(t) satisfazem as condigies

fult,z(t),u(t)) + A(t)gu(t, z(t),u(t)) = 0, (2.25)

N(t) = —fa(t, 2(t), u(t) — Mt)gu(t ), (2.26)
A1) = 0. (2.27)

8
~~
~+
~—
=~
—~~
S+~

e também satisfazem as equagoes (2.23) e (2.24). Caso g(t,x(t),u(t)) seja nao linear em x

ou u, suponha adicionalmente que

Se f(t,z(t),u(t)) e g(t,z(t),u(t)) sio concavas em relagio a x e u separadamente (ou

seja, mantendo fiza a outra varidvel), entdo, para todos os controles u

J(u*) = J(u),
em que J(u) = Ll f(t,z(t), u(t)) dt.

Em outras palavras, este teorema garante que, se as fungoes f e g forem
concavas em relacdo a x e u e se g for linear em x e u, entdo x* e u* majoram J se e
somente se, satisfazem as condigbes (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) e (2.27). Caso g seja nao

linear em x ou u, a condigao (2.28) também devera ser satisfeita.

Na sec¢ao anterior discutimos que minimizar J é equivalente a maximizar —.J.
Portanto, o Teorema (2.1) pode ser aplicado em problemas que exigem a minimizagao da

funcao de custo. O exemplo a seguir apresenta uma aplicacao do referido Teorema.
Exemplo 11. Considerando novamente o problema
2
min f (tu(t)? + La(t)) dt,
v
sujeito a
() = —u(t), x(1) = 1,
utilizamos o Principio do Maximo de Pontryagin e determinamos
4 3 4 19

— )= ——= — *) ~ 1.846. 2.2
5 T ¥ (1) Int+—, J(u") 846 (2.29)

*t:
() 18 3 18

Naturalmente, u* e x* minimizam J se, e somente se, maximizam —.J. Além disso,

tais fungoes satisfazem as condigoes explicitadas no Teorema (2.1). Para comprovar a
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mazimizacio de —J, vamos considerar as fungoes f(t,x(t),u(t)) = —tu(t)® — t?z(t) e
g(t,x(t),u(t)) = —u(t) definidas no intervalo [1,2], temos

Fouw = —2t <0, (2.30)
faz =0, (2.31)

Como consequéncia de (2.50), (2.31), (2.32) e (2.33), concluimos que f e g sao concavas
em relacio a x e a u. Ademais, g € linear em x e u. Portanto, de acordo com o Teorema
(2.1), podemos concluir que ux e x* mazimizam —J e, consequentemente, minimizam J.
Finalmente, sequndo o resultado obtido na seg¢ao anterior J(u*) ~ 1.846 € o valor minimo

que o funcional objetivo pode assumir.

Finalizamos esta secao salientando que é necessario um certo cuidado ao aplicar

o Teorema (2.1). Com efeito, no Exemplo 2, mostramos que o problema de controle 6timo

max Jtl z(t) + u(t) dt

0
sujeita as condicoes
2(t) = 1—u(t)?
z(0) = 1,
. ) . : . . N 5 . :
nao possui solucao, pois as fungoes u* = ——— e x* =t + + — obtidas por meio

1
—2t+2 -4 4
do PMP tornam o funcional objetivo infinito. Por outro lado, temos que

1. As fungdes f(t,z(t), u(t)) = x(t) + u(t) e g(t, x(t),u(t)) = 1 — u(t)* sdo concavas em

relagdo a x e u, pois for =0, fuu =0, gozx =0 € Guu = —2;

2. A funcio g(t,z(t),u(t)) = 1 — u(t)? é nao linear em u, mas A\(t) = —t+1>0,Vt €
[0, 1].

Observamos que, execeto pelo fato dos valores de u*(1) e (1) ndo estarem definidos, as
demais condigbes do Teorema (2.1) estao satisfeitas. Ainda assim, mesmo que J(u") =
o0 = J(u) para qualquer outro controle ux, o problema de controle 6timo nao possui

solucao.

2.5 Generalizacoes do Principio do Maximo de Pontryagin

A versao do PMP que apresentamos na Secao 2.1 é restrita ao caso de problemas
de controle 6timo nos quais ha apenas uma variavel de estado com condigoes iniciais fixadas,

uma variavel de controle sem restrigoes e a fungao objetivo assume um formato particular.
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Nesta secao, discutiremos versoes mais gerais do PMP, incluindo problemas
com varias variaveis de estado e de controle, condi¢oes finais fixadas para as variaveis de

estado, controles limitados e acréscimo de um "termo de recompensa'ao funcional objetivo.

2.5.1 Problemas com varias variaveis de estado e de controle

Vamos considerar o problema de controle 6timo com variaveis de estado dadas
por z(t) = (z1(t), za(t),. .., x,(t)) e varidveis de controle u(t) = (uy(t), uz(t), ..., un(t))

que consiste em maximizar

- L "t 2(t), u(t)) di (2.34)
sujeita as condigoes

a'(t) = g(t,x(t), ult)), (2.35)

x(to) = o, (2.36)

em que:

e f é uma funcao vetorial continuamente diferenciavel em todos os seus argumentos

no intervalo I = [to, t1].

o g(t,x(t),u(t)) = (g1(t), g2(t), ..., gn(t)) é um campo vetorial continuamente diferen-

ciavel em relacao a todos os seus argumentos no intervalo I;
e J é a fungdo objetivo (ou fungdo custo) a ser maximizada e,

e 9 = (710,20, ..., Tno) é 0 vetor que define as condigdes iniciais.

Supondo que uma soluc¢ao do problema caracterizado por (2.34), (2.35) e (2.36)
seja dada por vetores x*(t) = (z1(t),x5(t), ..., 25 (t)) e u*(t) = (ui(t),us(t), ..., ul (t)),
o Principio do Méaximo de Pontryagin ¢ analogo ao caso unidimensional discutido na
Segao 2.3 e afirma que existe um vetor de varidveis adjuntas (ou vetor de coestados)

A(t) = (A1(t), Aa(t), ..., An(t)), continuamente diferenciavel tal que que:
H(t, 2" (1), u(t), A1) < H(E, 2% (t), u™ (1), A1),

com a fun¢do hamiltoniana H definida por

n

H(t,a(t), u(t), A1) = f(t. (), ult) + D A(D)gi(0). (2.37)

i=1

Além disso, devem ser satisfeitas as equagcoes:

OH
(Equagoes de estado): zi(t) = W zi(to) = 0, 1=1,2,...,n, (2.38)
oH
(Equagoes adjuntas): N, = o N(t) =0, j=1,2,...,n, (2.39)
j
oH
(Condicao de otimalidade): — = 0 em u". (2.40)

ou
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De acordo com (KAMIEN; SCHWARTZ, 2012), as equagoes (2.38), (2.39) e (2.40) sao
condigoes necessarias (mas em geral nao sao suficientes) para a existéncia de solugoes do

problema de controle 6timo.

Em sintonia com o escopo deste trabalho, a partir deste ponto, nossos exemplos
tratarao exclusivamente de problemas envolvendo duas variaveis de estado e uma variavel

de controle.

Exemplo 12 (adaptado de (LENHART; WORKMAN, 2007)). Considere o problema:

1
minimizar J = J Ty (t) + u?(t) dt,
0

sujeito a @' (t) = (wa(t), u(t)),
l‘l(O) = U, 1'2(0) = 07

Temos que:

e O vetor das varidveis de estado é x(t) = (x1(t), xo(t));
o f(t.x(t),ult)) = 2a(t) + W?(t);
e (91(1), 92(1)) = (22(t), u(t)).

O problema possui duas varidveis de estado. Portanto, definimos A = (A1(t), Aa(t)). Segundo

o Principio do Mdximo, temos:

1. Hamiltoniano:

H(t,x(t),ut), \t)) = 22(t) + u*(t) + M\ (t)z2(t) + Xo(t)u(t). (2.41)

2. Equagoes adjuntas:

N,(t) = —gf —0, M(1)=0, (2.42)
Ny (t) = —25 — 1 M), Ae(1)=0. (2.43)

A partir da equagao (2.42), concluimos que Ai(t) = 0. Substituindo este resultado na
equagdo (2.43), obtemos:

NE) = -1

Xo(t) = —t+C, (C éuma constante).
(1) = 0=C=1, . A(t)=—t+1 (2.44)
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3. Condigdo de otimalidade:

ot _ 0= 2u(t) + \a(t) = 0= u(t) = —AZ(t).

(2.45)

ou 2
Substituindo (2.44) em (2.45) encontramos
t—1
)= ——.
u(t) =
Resolvendo as equacgoes de estado, temos
ry(t) = ull),
, t—1
) = ——
‘TQ( ) 2 )
t—1 2t )
xo(t) = 5 dt = 7 5t K, (K é uma constante)
0) = 0= K=0 - z()='-"
x = = S me(t) = — — =,
2 ) ) 2 4 9
Com relagdo a z1(t), temos
ri(t) = 2(b),
ot
!
) = ——-
'Il( ) 4 27
(t) J‘ g dt £_r +k, (ké tante)
= - == =——— uma constan
) 173 T , ¢ uma constante
A

Neste caso € possivel determinar o valor minimo do funcional objetivo sem grandes
dificuldades. De fato:

Vi ¢ t—1\2
— oot == dt
- (55 (5Y))

J

0

|
I
o
o7
«w

. ) . t3 tQ . t? t . t—1
Portanto, a solu¢io do problema é dada por x3(t) = TRV (t) = 15U (t) = —.

O proximo exemplo evidenciara a necessidade do uso de métodos numéricos na

resolucao de problemas de controle 6timo.

Exemplo 13 (adaptado de (KIRK, 2004)). Considere o problema:
t1 1
minimizar J = f 5 [227(t) + 23(t) + u?(1)] dt,
to

sujeito a ' (t) = (xo(t), —21(t) + [1 — 22(8)]z2(t) + u(t)),

x1(to) = x10,  x2(to) = 20,

Em que:
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o x(t) = (x1(t), 229(t)) € vetor das varidveis de estado;
o J (), u) = 5 [27300) + 300) + (1),
o (91(1) 92(1) = (@2(t), =21 (t) + [1L — 27 (1) ]22(t) + u(t)).

Como o problema possui duas varidveis de estado, definimos A(t) = (A1(t), Aa(t)). Entao,

de acordo com o Principio do Mazximo, devemos ter:

1. Hamiltoniano:

H(t,x(t),u(t), \(t)) = ; [23:%@) +3(t) + 'U/Q(t)]+)\1(t)xQ(t)“l‘)\Q(t)(3:1(t)+[1_$%(t)]x2(t)+u(t))
2. Equagoes adjuntas:
, oH
Ao(t) = —2Z = —25(t) — M (1) + A () (22(t) — 1), Xo(t1) = 0.. (2.47)

3. Condicao de otimalidade:
u*(t) + Aa(t) = 0. (2.48)

Combinando as equagées de estado com (2.46), (2.47) e (2.48), concluimos que, se u*, x}
e x5 sdo solugoes do nosso problema de controle étimo, entao, no intervalo [to,t1], devem

satisfazer o sequinte sistema de equagoes diferenciais ndo lineares:

zi(t) = xa(t), z1(to) = 710,
l’lz(t) = —Il(t) + [1 — .T%(t)].ﬁlﬁg(t) — )\g(t), Qfg(to) = T90, (249)
N(t) = —=2x1(t) — Aa(t) + 222 (B)z1 () z2(t), Ai(t1) =0,
Ny(t) = —z2(t) = M(t) + () (@i(t) — 1), Aa(t) = 0.
A partir de (2.48), temos u*(t) = —Xao(t). Utilizamos este fato para eliminar u(t) na

equagao (2.49). Ainda assim, conforme discutimos no primeiro capitulo deste trabalho, é

invidvel resolver analiticamente este sistema de equagoes.

Em geral, é dificil ou mesmo impossivel determinar analiticamente solucgoes
para problemas de controle 6timo. Deste forma, tomando como inspiracao o trabalho
de (LENHART; WORKMAN;, 2007), exceto pelo caso anterior, os nossos exemplos fo-
ram escolhidos de forma que sua solucao analitica pode ser determinada sem grandes

dificuldades.
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25.1.1 Problemas com estados finais fixados

Alguns problemas de controle 6timo exigem que as variaveis de estado tenham
condigoes finais fixadas. Tais situagoes surgem de maneira natural, quando se deseja
otimizar o funcional objetivo e conduzir x de um determinado estado inicial até um estado

final, ao longo do intervalo de tempo. Isto significa que estamos considerando o problema

maximizar J = Ltl f(t, z(t),u(t)) dt, (2.50)
sujeito a x'(t) = g(t, x(t), u(t)), (2.51)
z(ty) = 0 x(1) = 2 = (21(1), 22(1)). (2.52)

De acordo com (KAMIEN; SCHWARTYZ, 2012), é possivel mostrar que, se
x*(t) e u*(t) compoem uma solugdo do problema definido por (2.50), (2.51) e (2.52), entao

devem satisfazer as condigoes:

0H
N = —— j=1,2,... 2.
] 6x]7 .] ) Y 7n7 ( 53)
H
a&u = 0 em u™ (2.54)

Neste caso, o Hamiltoniano é definido por
H(t,z(t),u(t)) = Mof(t, z(t),u(t)) + A\ (t)g1(t) + Xa(t)g2(t), com Ag = 0ou Ay = 1.

Observacao 1: sob certas circunstancias?, é necessério que Ao = 0. Nos problemas abordados
neste trabalho, sempre teremos \g = 1.

Observagao 2: sempre que (z1(1),25(1)) sdo dados, as condigoes de transversalidade
(A\j(t1) =0, j =1,2,...,n,) ndo sao exigidas. Por outro lado, se uma das varidveis
de estado nao tiver o valor final fixado, a respectiva condi¢ao de tranversalide deve ser

aplicada.

Exemplo 14 (adaptado de (LENHART; WORKMAN, 2007)). Vamos resolver o problema

1
minimizar J = f u?(t) dt,

sujeito a ' (t) = (xo(t), u(t)),

ZEl(O) = 0, (L’l(l) = 1, ZEQ(O) = 0, 1’2(1) = 0.

2 Ver (KAMIEN; SCHWARTZ, 2012).
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Temos:

ri(t) = w2(t), x5(t) = u(t),

H(t,x(t),ult), \t)) = u*(t) + A\ (t)xa(t) + Xa(t)u(?),
oH

Nty = ——=0 2.55
1( ) 8171 ) ( )
oH
N0 = 5= M) (2:56)
oH
= 0 < 2u(t) + \(t) = 0. (2.57)
u
A partir de (2.55), encontramos
)\1 (t) = (q, (258)
substituindo em (2.50),
/\/2(t) = —C1
)\Q(t) = —Clt+02. (259)
Substituindo (2.59) em (2.60) podemos escrever,
t —
u(t) = & > = (2.60)
Agora € possivel determinar xo e T1:
’ Clt — Co
t —
cit — co Cth Col
33’2(75) = J( B >dt—4—2+C3,
Clt2 Cgt
nlt) = oy tae
at? ot
at?  cot?
xl(t) = 1172 - QT + cst + c4.
Determinamos as constantes ¢y = —24, co = —12, c3 =0 e ¢4 = 0 aplicando as condigoes

de contorno especificadas. Portanto, a solugdo do problema € dada por:

zi(t) = —2t3 + 3%, a5(t) = —6t> + 6t, u*(t) = —12t+6.

2.5.1.2 Funcional objetivo com “termos de retorno”

Em certos problemas de controle 6timo, além do funcional objetivo, torna-se
necessario otmizar uma funcao especifica em um determinado ponto (geralmente no final

do intervalo de tempo). Por exemplo, é bastante razodvel buscar a minimiza¢ao de uma



Capitulo 2. Elementos da Teoria do Controle Otimo 38

populacao de pragas, ou do nimero de individuos infectados ao final de uma epidema. Em

tais situagoes, estamos lidando com problemas do tipo:

minimizar J = fl £t 2(8), u(t)) dt + (), (2.61)
sujeito a x'(t) = g(t, z(t), u(t)), (2.62)
z(0) = 4. (2.63)

3

A funcao vetorial ¢(z(t;) é denominada termo de retorno” e caracteriza o valor final da

variavel de estado a ser otimizado. Segundo (LENHART; WORKMAN, 2007), é possivel
mostrar que se z*(t) e u*(t) compdem uma soluc¢do do problema definido por (2.61), (2.62)

e (2.63), entao devem satisfazer as condigoes:

o

)‘; = 6:(:]-’ )‘j(tl) = ¢xj ($(t1)), J=12
H
a&u = 0 em wu=.

Observe que ¢,,(x(t1)) representa a derivada parcial de ¢ em relagao a varidvel z;.

2.5.1.3 Controle limitado

Diversos problemas apresentam restri¢oes fisicas, econdmicas ou ambientais em
relagao a variavel de controle. Por exemplo, no caso do sistema de controle de um veiculo,
podem existir limitagdes quanto a quantidade maxima de combustivel a ser injetada ou a
forca de frenagem disponivel, dentre outros. Na modelagem de um sistema bioldgico, a
variavel de controle pode representar a taxa de aplicagdo de um inseticida, fertilizante ou
vacina, estando sujeita a certas limitagoes: nao negatividade e valor maximo total ou por

unidade de tempo.

As situagOes nas quais a variavel de controle é limitada dao origem a problemas

do tipo:
maximizar.J = Ltl ft,z(t),u(t)) dt + ¢(x(t1)), (2.64)
sujeito a @' (t) = g(t, z(t), u(t)), (2.65)
x(0) = x40, (2.66)
a < u(t) <b. (2.67)

Observe que os valores assumidos pela variavel de controle devem pertencer ao intervalo
[a,b]. Seja U o conjunto de todas as fungoes que cumprem esta restri¢ao. E usual denominar

U de conjunto dos controles admissiveis. Assim, u e U < u : [to,t1] — |[a,b].

3 Também denominado termo de resgate.
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A versao do Principio do Méaximo para problemas com controle limitado
¢é andaloga aos casos anteriores, incluindo apenas controles admissiveis. De acordo com
(LENHART; WORKMAN, 2007), as condi¢oes necessarias para que z*(t) e u*(t) satisfagam
(2.64), (2.65), (2.66) e (2.67) s@o as seguintes:

X= =S Nl = oGl G- 1.2 (2.68)
u(t) = a, s ZZ <0, (2.69)
a<u(t)<b, se ZIZ =0, (2.70)
u(t) =b, se ZJZ ~ 0. (2.71)

Se o problema demandar a minimizacao do funcional objetivo, deve-se inverter sentido das
desigualdades em (2.69) e (2.71).

Finalizamos este capitulo ressaltando que a implementagao computacional
de métodos numéricos desempenha um papel extremamente relevante na resolucao de
problemas de controle 6timo, oriundos de uma ampla gama de aplicagoes. Embora uma
discussao sobre tais métodos nao faga parte dos nossos objetivos, no tltimo capitulo deste
trabalho, utilizaremos a biblioteca GEKKO (nativa da linguagem Python) para resolver

numericamente alguns problemas de controle 6timo.

Segundo (BEAL et al., 2018), GEKKO é uma ferramenta de cédigo aberto e
permite abordar uma ampla gama de problemas envolvendo otimizagao de sistemas. Além
disso, GEKKO ¢ versatil e possui uma manipulacao relativamente simples. Sua documen-

tacao oficial, incluindo detalhes sobre instalacao e funcionamento pode ser encontrada no
link GEKKO Optimization Suite®.

4 Ultimo acesso em 14 de julho de 2024.


https://gekko.readthedocs.io/en/latest/
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3 Sistemas presa-predador livres de controle

Neste capitulo, estudamos trés modelos presa-predador bidimensionais. Se-
guindo os resultados que estabelecemos no nosso primeiro capitulo, todos os modelos sao

construidos de modo a garantir existéncia e unicidade de solugoes.

Estamos interessados em compreender o comportamento qualitativo das solugoes
de cada modelo. Mais especificamente, buscamos respostas para as seguintes questoes: 1)
ambas as espécies podem coexistir em um estado de equilibrio? 2) caso as espécies estejam
coexistindo em equilibrio, pequenas mudancas no nimero de individuos de uma ou ambas
espécies pode provocar extingao no futuro? 3) supondo que as populagdes possuam um
numero arbitrario de individuos no instante inicial, é possivel atingir uma coexisténcia em

equilibrio ou sempre havera extincao?

Em todos os modelos, identificamos a existéncia de solugoes de equilibrio
assintoticamente estaveis, implicando na coexisténcia de presas e predadores. Em tais
situacoes, apresentamos o retrato de fase e resultados de simulagdes numéricas executadas

com o software Mathematica'.

3.1 O modelo de Lotka - Volterra

Segundo (BRAUN, 1993), em meados da década de 1920, o biélogo Umberto
D’Ancona estudava a variagao populacional de diversas espécies de peixes que habitavam o
mar Mediterrdneo. Uma das questoes centrais para a pesquisa de D’Ancona era compreender

como a intensidade da pesca afeta as populagoes de peixes.

Analisando dados referentes aos anos 1914 - 1923, D’Ancona observou que o
percentual de tubardes e raias pescados aumentou substancialmente. D’Ancona concluiu
que a forte reducao da pesca provocada pela primeira guerra mundial foi mais benéfica

para o aumento da populacao de peixes predadores.

Como nao conseguiu uma explicagao biolégica para este fenonemo, D’Ancona
apresentou a questao ao matematico Vito Volterra. Foi neste contexto que surgiu o modelo
classico de Lotka - Volterra, proposto como uma tentativa de descricao matematica da

interacao do tipo predacao entre espécies.

Vale ressalter que, mesmo assumindo um conjunto de pressupostos simplifica-
dores da relidade, que limitam a utilizagdo em situa¢oes mais gerais, sua importancia é
reconhecida até os dias atuais, inclusive servindo como base para a obtencao de modelos

mais refinados.

L Versao 11.0.
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De acordo com (GOTELLI, 2009), considerando que a, «, b e 3 sdo constantes
positivas que representam, respectivamente, a taxa de crescimento intrinseco das presas, a
eficiéncia de captura dos predadores, a taxa de mortalidade dos predadores (provocada pela
auséncia de alimento) e a eficiéncia de conversao(capacidade dos predadores em converter
cada vitima em um incremento no seu crescimento populacional), a construgao do modelo

de Lotka - Volterra é fundamentada essencialmente nas seguintes hipotéses:

1. Existem apenas duas espécies (presas e predadores) dividindo o mesmo ambiente

fechado. As presas dipoem de alimento suficiente e ndo ha competicao intraespecifica.

2. As varidveis © = z(t) e y = y(t) representam, respectivamente, as quantidades
(ndo negativas) de individuos das populagoes de presas e predadores, que variam

continuamente em fun¢ao do tempo.

3. A taxa de crescimento de cada populagao é definida pela diferenca entre a taxa de

natalidade e a taxa de mortalidade;

4. Na auséncia de predadores, a populacao de presas apresenta crescimento malthusiano.

Isto significa que a taxa de crescimento da populagao é propocional ao tamanho da

x
populagao. Dai, se y = 0, temos i ax.

5. Na auséncia de presas, a populagao de predadores é extinta por falta de alimento,
decrescendo proporcionalmente ao tamanho da populagao de predadores. Logo,
dy

= — = —by.
T ()=>d Y

6. O ataque dos predadores ¢ a principal causa de mortalidade entre as presas. Considera-
se que a taxa de mortalidade das presas é proporcional ao produto entre as duas
populacoes, com constante de proporcionalidade igual a «. Assim, a taxa de mortali-

dade das presas ¢ definida pela expressao —axy. Portanto, a taxa de crescimento da

x
populagao de presas ¢ dada por — = axr — axy.

dt
7. A taxa de natalidade dos predadores é proporcional ao produto entre as duas
populagdes, com constante de proporcionalidade igual a (. Portanto, a taxa de
natalidade dos predadores é definida pela expressao fzy e a taxa de crescimento dos

d
predadores é dada por ditJ = —by + Bry.

Combinando as duas equacoes da dinamica populacional obtidas acima, temos

o modelo classico de Lotka - Volterra

dx
— =ar — azxy

¢ (3.1)
dt
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Para analisar o comportamento qualitativo das solugdes de (3.1), observamos
inicialmente que o sistema é quase linear, pois as fungoes F(z,y) = ar — azy e G(z,y) =
—by + By sdo continuas e possuem derivadas parciais continuas em todo R%. A matriz

Jacobiana correspondente ao sistema (3.1) é
F.(z,y) F,(z,y a—oy —ax
Jay) = P09 Bl . (32)
Go(z,y) Gy(r,y) By  —b+px

Os pontos de equilibrio do sistema (3.1) sao solugdes das equagoes

ar —azy =0 (3.3)
—by + Bry = 0. '
ba

Portanto, temos os pontos de equilibrio P; = (0,0) e P, = (

, . Com relac¢ao ao ponto
b«

P, = (0,0), temos a matriz Jacobiana

J(0,0) = (g _Ob> . (3.4)

Os autovalores associados a matriz sao Ay = a >0 e Ay = —b < 0. Dai, P; é um ponto de

sela instavel.

Para o ponto P, = (Z, a>7 temos a matriz Jacobiana
Q@
—ba
b a 0
Jl=Z.2) = B 3.5
(52) w (3.5)

o
cuja equacdo caracteristica é A + ab = 0. Dai, as solucdes desta equacdo sdo os niimeros
complexos A = 1vabe A = —ivab. Assim, P, pode ser um centro ou extremidade de uma
espiral. Neste caso especifico, é possivel obter uma conclusao a partir da determinacao das

trajetérias do sistema (3.1). Com efeito, podemos escrever

dy dy dt y(—=b+ px)

= 2.z _ 2 7 7 3.6
de dt dr  x(a— ay) (36)
Note que a equagao (3.6) é separavel. De fato:
(a — ay)dy _ (—b+ Bw)da:‘ (37)
Y x
Integrando a equagao (3.7), obtemos as solugoes na forma implicita
alny —ay =—=blnz+ fx+In K. (3.8)

em que K > (0 é uma constante de integracao. Efetuando algumas manipulacoes na equacao
(3.8), obtemos

Iny*—oy=Inz + pr+InkK
yle O = Kefra b, (3.9)



Capitulo 3. Sistemas presa-predador livres de controle 43

b a
Se P, = (B, ) é extremidade de uma espiral, todas as trajetérias definidas pela equacao
o

b
(3.9) devem apresentar um ntimero infinito de intersec¢oes com a reta x = —. Para mostrar

B

b
que isto nao é possivel, vamos tomar x = — em (3.9). Dai

8

b b
yle™ = Keﬁ(%) (g) =K (ebﬁ) =w

com w > 0 constante. Considerando a fungao f(y) = y%e Y, a equacao f(y) = w admite,

no maximo, duas raizes reais no itervalo (0, 00) , pois f é crescente em (0, —) e decrescente
o
a / / .
em (—, oo). Portanto, P, é um centro estavel para o sistema (3.1).
!

Uma maneira para concluir que P» ¢ um centro consiste em tomar () =
(z(1),y(t)), com x(t) = Ke’'t™ e y(t) = t"e™" a forma paramétrica de (3.9). Dai,
F(t) = (KeP't (B — bt 1), e “'t%at ' — a)). Assim, para qualquer ¢ tal que () # (0,0)
e(t) # (g, Z), tem-se 7/(t) # (0,0). Isto significa que 7 é regular e nao possui auto
intersec¢ao. Além disto, é possivel provar que existem niimeros reais distintos ¢, ¢y, de
modo que y(t1) = y(t2). Logo, o gréfico da fungao que satisfaz (3.9) é uma curva fechada

e contém o ponto P.

Estudando o sinal das equagdes que compdem o sistema (3.1), temos que

x a dx a . ,
T >0el<y<—e 7 < 0 < y > —. Portanto, a populagao de presas é crescente se
o o

a . a .
y < — e decresce se a populacao de predadores superar —. Analogamente, a populacao de
! e’
predadores é decrescente se x < E e crescente se x > B

O método grafico de Volterra foi empregado por (BASSANEZI; JUNIOR, 1988)
para construir um esbogo do grafico de uma solugao do sistema (3.1) com condigdes iniciais

positivas. A figura seguinte apresenta o resultado obtido.
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Figura 3 — Curva soluc¢ao no plano de fase xy

=

Fonte: Adaptado de (BASSANEZI; JUNIOR, 1988)

Observando a figura acima, percebemos que as populagoes de presas e preda-
dores variam entre um valor minimo e um valor maximo. Para determinar tais valores,

introduzimos z como variavel auxiliar na equagao (3.9). Portanto
z=yle W = KePox P,

- a
E possivel mostrar que a funcao z(y) = y®e~*Y admite valor maximo z,; = a (ln (—) - 1)
Q

a
no ponto y = —. Por outro lado, a funcio z(zx) = Ke*z " admite um valor minimo

Q
Kb b
Zm =0 (1 —In ( 5 >> no ponto r = B Os graficos destes casos estao esbogados na

figura a seguir.
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Figura 4 — Graficos de z em funcao de x e de y.

Zh )

- I o '“'“ll

Fonte: Adaptado de (BASSANEZI; JUNIOR, 1988)

Entao, r1 < x < x5, onde z; e x5 sao solugoes da equagao

a (ln (%) — 1) = KeP* 27",

Analogamente, y; < y < 92, onde y; e ys sao solucgoes de

(1m0 (57)) -

E possivel compreender o comportamento das solucoes de (3.1) em uma vizi-

B«

b a
nhanca do ponto P, = ( ) estudando o sistema linearizado. Com efeito, de acordo
com os resultados apresentados no Capitulo 1, para condigdes iniciais suficientemente

préximas do ponto P;, o sistema linear
= , (3.10)
i @ 0 Y
dt Q@

serve como boa aproximagao para o sistema (3.1). Assumindo que u(t) = z(t) — = e

| o

v(t) = y(t) — g, podemos escrever o sistema (3.10) na forma

du —ba

a “gu (3.11)

at «

Derivando ambos os membros de cada equacao em relagao a t, temos

d*u —ba dv

dez B dt
Pv  abdu (3.12)

a2 o dt’
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d2u_ —ba af
() (9)
v (aB\ [ —ba
()5

As equagdes acima podem ser escritas respectivamente como

ou:

d*u
e
d*v
A solugao analitica da equagao (3.13) pode ser determinada observando que
a equacdo caracteristica associada é r2 + ab = 0, com raizes 1 = ivab e ry = —ivab.

Portanto, a solucao analitica de (3.13) é
u(t) = kycos(Vab t) + kosen(vab t), (3.15)

em que k; e ko sdo constantes. Supondo k; # 0, existem constantes 7 e 6 tais que

u(t) = %bcos(\/% t+0).

De fato, sejam

b —nb
ki = 7756089 e ko= gsen 6. (3.16)

Podemos escrever (3.15) na forma
nb nb
u(t) = ECOS 0 cos(Vabt) — gsen 0 sen(vVab t).
Observando que cos 0 cos(vVab t) — sen 8 sen(vVab t) = cos (Vab t + ), temos

b
u(t) = 776003 (Vabt + 6).
As constantes 1 e 6 dependem das condigoes iniciais do sistema. Com efeito, de (3.16)

decorre que
Bk —Bks

" beos® bsenb

n

Isto significa que
sent)  —ky

cos® ki

0 = arctg <_]€l€2) .
1

Entao,
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Para determinar a solugao analitica de (3.14), tomamos como ponto de partida a primeira

equagao de (3.11),

@ _ —ba
at - 3
y o B
© ba dt’
Mas,
du_ ﬁ\/@sen(\/@ t+0).
dt 6]
Portanto

v(t) = g@sen(@t +0) = 7Z\/gsen(\/aibt + 0).

b
Lembrando que fizemos a mudanga de varidveis u(t) = x(t)— 3 ev(t) =y(t)— %,

podemos escrever a solugao analitica do sistema linearizado (3.10) na forma

x(t) = b nbcos(\/%t +0)
f (3.17)

"5
y(t) = — + Z?\/ES@TL(\/%t +0).

(67

Bla

7T
populagoes de presas e predadores sao periddicas e oscilam com periodo T = ﬁ Este
a

periodo é independente das condigdes iniciais. Ainda que o tempo tenda para o infinito, as

b a
A partir de (3.17), concluimos que, em uma vizinhanca do ponto P, = ( ), as

espécies coexistirdo. Além disso, no caso das presas, a amplitude de oscilacao é igual a

b a [b
nﬁ. A populagao de predadores oscila com amplitude 77\/7 . Note que estas amplitudes
aVa

dependem das condicoes iniciais e dos parametros do sistema.

Para determinar as populacoes médias de presas e predadores ao longo de um

periodo T', recordamos que

8
|

; L " 0yt

; L ")t

Entéo, dividindo ambos os membros da segunda equagao dada em (3.1) por y, separando

<
I

as variaveis e integrando em relacao a t, obtemos
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Mas y(t) é uma fungao de periédo T'. Portanto, y(7') = y(0). Dai

T
—%T+BJ 2(B)dt = 0
TO

bT
J‘x@Mtz
0 B
Portanto T
1 J 16T b
T=—| z()dt = —— = —
), =Ty =5
Analogamente, mostra-se que i = ¢ 1Isto evidencia que as populagoes médias de presas e

e
predadores, ao longo de um periodo 7', nao dependem das condigoes inicias do sistema e
sdo numericamente iguais aos seus valores de equilibrio, dados pelas coordenadas do ponto
bs.

A figura a seguir apresenta um retrato de fase do modelo de Lotka - Volterra,
construido com o software Mathematica?, com diferentes condicoes iniciais e pardmetros

a = 0.04, « = 0.001, b = 0.012 e S = 0.00002.

Figura 5 — Retrato de fase. Em vermelho, temos z(0) = 400 e y(0) = 30; em laranja,
x(0) = 700 e y(0) = 50; em azul, 2(0) = 800 e y(0) = 60; em verde, x(0) = 950
e y(0) = 70.

Predadores
100 ¢ & = = = m T T N N

e
===== T T
NN N N
NN N N
S
N

v
20

4

4

£

!
A
P A A
R

- - e S

-

L N
- - s S

e

- e e e e e e e ow

Fonte: O autor

Cédigo disponivel nos apéndices deste trabalho.
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Na figura seguinte, temos o grafico de uma simulagao numérica para o modelo
classico de Lotka - Volterra com condigoes iniciais x(0) = 400 e y(0) = 30 e parametros

a = 0.04, « = 0.001, b = 0.012 e 3 = 0.00002.

Figura 6 — Simulagdo numérica executada com o software Mathematica.

Presas

200
R e Predadores

w0 200 oz T400 0 =00

Fonte: O autor

Segundo (GOTELLI, 2009), a principal caracteristica do modelo de Lotka -
Volterra é a periodicidade da oscilagdo das populagoes de presas e predadores, pois a
dindmica de cada populagao é regulada pelo crescimento ou decrescimento da outra. Dentre
0s casos nos quais o comportamento oscilatorio de duas populacoes em uma interacao
do tipo presa - predador foi verificado empiricamente, (EDELSTEIN-KESHET, 2005)
e (MURRAY, 2002) destacam o exemplo de uma empresa que comercializava peles de
animais no Canada e manteve registros sobre as quantidades de peles de coelhos e lobos

ao longo de praticamente cem anos.

E possivel constatar no grafico abaixo que as oscilagoes relacionadas as popula-

¢oes dos animais ocorrem com um periodo de aproximadamente dez anos.

Retomando a indagacao de D’Ancona sobre as razoes pelas quais a redugao
da pesca foi mais benéfica para o aumento da populagao de predadores, (BRAUN, 1993)
observa que Volterra introduziu no modelo (3.1) o efeito provocado pela pesca, considerando

uma reducao populacional proporcional ao tamanho de cada populagdo. Assim, se e > 0 é



Capitulo 3. Sistemas presa-predador livres de controle

50

Figura 7 — Abundancia de coelhos e lobos, segundo dados da Hudson’s Bay Company

Milhares
'\.l'\‘

coelhos

160

120 +

B0 +

Milhares
de
lobos

a0+

Fonte: Adaptado de (EDELSTEIN-KESHET, 2005)

uma constante que representa a intensidade da pesca, obtém-se as equagoes

dz
— =ar—axy —exr = (a—e)xr —axy

% (3.18)
a = —by + fry —ey = (—b - 6)2/ + Bxy.

Notemos que, para a — e > 0, o sistema de equagoes acima é o mesmo que
(3.1), substituindo a por a — e e b por b+ e. Consequentemente, (3.18) possui as mesmas

caracteristicas qualitativas do modelo de Lotka - Volterra. Em particular, os pontos de

~ ~ a+e b—e
equilibrio P; = (0,0) e P, = ( ,), sdo, respectivamente, ponto de sela instavel
«

8
e centro. Ademais, os valores médios para as populacoes de presas e predadores ao longo
a+e b—e

de um periodo sao dados por T = e . Isto significa que uma intensidade de

pesca moderada (e < a) implica no aumento da populagdo média de presas e na redugao
da populacao média de prdadores. Segundo (BRAUN;, 1993), este fato notéavel é conhecido
como principio de Vollerra e apresenta consequéncias importantes para o manejo de
inseticidas que matam insetos predadores e suas presas, pois a mortalidade de ambas as
populagoes contribuird para o aumento da populacao de presas e diminuicao da populagao

de predadores.

Finalizamos esta secao salientando que, embora o modelo de Lotka - Volterra
seja capaz de explicar razoavelmente certos casos de predacao, a natureza é extremaente
complexa e a aplicagdo do referido modelo nao se mostra adequada para um grande
numero de situagoes, conforme discutem (EDELSTEIN-KESHET, 2005) e (MURRAY,
2002). Nas proximas segoes discutiremos algumas criticas ao modelo de Lotka - Volterra e

apresentaremos alguns modelos alternativos, um pouco mais proximos de situagoes reais.



Capitulo 3. Sistemas presa-predador livres de controle 51

3.2 Modificacdes no modelo de Lotka - Volterra

Conforme explicitamos na secao anterior, as hipoteses essenciais que sustentam
a construcao do modelo de Lotka - Volterra configuram uma consideravel simplificagdo do
complexo processo de predagdo em casos mais gerais. (GOTELLI, 2009) sintetiza algumas

limitacoes do referido modelo:

o O crescimento da populagao de presas é inibido apenas pela predacao;

« Os predadores sao especialistas, isto é, alimentam-se apenas de um tnico tipo de

presas;

« Cada predador pode consumir um numero infinito de presas e nao ha cooperacao

nem competicao entre os predadores;

o Os encontros entre predadores e presas ocorrem aleatoriamente em um ambiente
homogéneo. Isto implica que as presas nao possuem um refiigio espacial ou temporal

dos predadores.

Ainda que seja possivel encontrar muitas outras limitagoes do modelo de Lotka - Volterra,
nao nos alongaremos nesta questao. nossa intencao consiste em evidenciar a necessidade da
construgdo de modelos mais apropriados para certas condigoes. Com o objetivo de obter
modelos que melhor se ajustem a situacoes mais diversas, varios estudiosos propuseram
modificagoes no modelo de Lotka - Volterra. (EDELSTEIN-KESHET, 2005) apresenta

alguns modelos alternativos, considerando que:

1. A taxa de crescimento intrinseco da populacao de presas é definida por uma fungao

de densidade-dependéncia f:
x
a) f($)=7“(1—?>7
K -9
b) f(z)=r () —1],0<g<1-Modelo de Rosenzweig (1971);

c) flx)=r (K = 1> - Modelo de Schoener (1973).
T

2. A taxa de ataque dos predadores ndo é constante. Dai, o termo ax na equagao (3.1)
é substituido por uma fungao g (denominada resposta funcional dos predadores

a densidade populacional das presas):

a) g(z) = k(1 — e ?*) - Modelo de Ivlev (1961);

k
b) g(z) = " _fD - Modelo de Holling (1965);

ka2

c) g(x) = ool Modelo de Takahashi (1964);
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d) g(x) = kz?, 0 < g <1 - Modelo de Rosenzweig (1971).

Em 1936, o matematico Andrei Kolmogorov estudou uma generalizagao de
modelos presa-predador. Os modelos considerados por Kolmogorov podem ser definidos

através do sistema

= A(z)z — B(x)y

dx
0y
ar Clx)y

Nas equagoes acima, © = x(t) e y = y(t) representam, respectivamente, as quantidades (néo
negativas) de individuos das populagoes de presas e predadores, que variam continuamente
em fungao do tempo e, de acordo com (BASSANEZI; JUNIOR, 1988) e (EDELSTEIN-
KESHET, 2005), as fungoes A, B e C sao continuas e devem sastisfazer as seguintes

condigoes:

1. A é decrescente, ou seja, A'(x) < 0. Além disso, A(o0) < 0 < A(0) e existe 7, tal que
A(z) = 0. Isto significa que, se y = 0 (auséncia de predadores), a taxa de natalidade
das presas ¢ inicialmente positiva mas diminui com o aumento da populacao, até
atingir valores negativos. Do ponto de vista biologico, as presas estao competindo
por recursos limitados, com a possibilidade de estabilizar seu crescimento ao atingir

T

2.2 >0= B(x) > 0e B(0) = 0. B(z) é a resposta funcional dos predadores a
densidade populacional das presas e, de acordo com (GOTELLI, 2009), possui um
papel decisivo na controle populacional que os predadores exercem nas presas. E
usual que as modificagdes no modelo de Lotka - Volterra incluam respostas funcionais
que apresentem um crescimento convergindo até um dado valor constante. Portanto,
ainda que a populacao de presas cresga, a capacidade de caga e alimentagao dos
predadores tende a um valor maximo. Este tipo de resposta funcional pode ser

considerado razoavelmente realista.

3. C'(x) > 0e B(0) <0 < B(). Assim, a taxa de crescimento dos predadoress varia

entre valores negativos (com a auséncia de presas) e valores positivos.

Um estudo mais detalhado sobre a generalizacao de Kolmogorov para o modelo
presa - predador pode ser encontrada em (SANTOS, 1989). Nas proximas segbes discu-
tiremos os modelos alternativos cuja construcgao esta inspirada em alguns pressupostos

adotados por Kolmogorov.
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3.3 Competicao intraespecifica entre as presas

Conforme discutimos nas se¢oes anteriores, uma das criticas que o modelo
classico de Lotka - Volterra recebeu diz respeito ao crescimento exponencial da populagao

de presas, na auséncia de predadores.

Um dos caminhos para modelar o crescimento populacional das presas de modo
mais préoximo da realidade consiste em adotar um dos pressupostos da generalizacao de
Kolmogorov, onde, na auséncia de predadores, a taxa de natalidade das presas ¢é inicialmente
positiva, mas diminui com o aumento da populacao, atingindo valores negativos, caso a

populacao seja suficientemente grande.

O caso que estudaremos nesta secao é analogo ao modelo classico de Lotka -
Volterra, porém, assume que, na auséncia de predadores, as presas apresentam competicao
intraespecifica, representada através do crescimento logistico. Desta forma, o modelo com

competicao intraespecifica entre as presas ¢ definido por

zax(l—%)—omy

dx
t 3.19
@ (3.19)

dt
em que k£ > 0 é uma constante denominada capacidade de suporte e representa a quanti-

dade maxima de individuos que o meio suporta. Os demais termos possuem os mesmos

significados dados no modelo de Lotka - Volterra.

Para analisar o crescimento das presas na auséncia de predadores, fazemos

y =0 em (3.19). Se considerarmos x(0) = z, temos

CZ - (1 - %) (3.20)
z(0) = po.

O modelo Logistico para o crescimento populacional (também conhecido como
modelo de Verhulst) é definido pelo problema de valor inicial (3.20). A solucao analitica

pode ser determinada aplicando a técnica da separacao de variaveis:

dx:ax(l—x)@)dx:adt

Logo

Mas
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Portanto, podemos escrever

(2 )t [

k—x

T

Entao,

In = —at — C,

em que C' é uma constante de integracdo. Assim,

k—=x

=+e % e
. +
Fazendo + e ¢ = D e isolando z, temos
k
z(t) = —————.
®) 1+ De—at

Para determinar D usamos o fato de que 2(0) = zo. Dai obtemos

k kZ—ZL’O
= D: .
1+ D o= Zo

As principais caracteristicas do modelo Logistico sao as seguintes:

x
o ~ar e m > (), pois, por hipdtese, a > 0.
Em outras palavras, se o tamanho da populagao esta distante da capacidade de

1. Se x é pequeno em comparacao com k,

suporte, entao seu crescimento é aproximadamente exponencial.

dx
2. Se x é maior que k, — < 0 e x é uma funcao decrescente;

dt
3. Para t suficientemente grande, x aproxima-se assintoticamente de k. Ou seja,
tlgg x(t) = k;
dx ax? . x . "
4. Como - ar — T podemos interpretar, — como uma fun¢ao quadratica de

x, possuindo as propriedades: (i) a concavidade é voltada para baixo; (ii) se anula
quando z = 0 ou & = k; (iii) é positiva se 0 < z < k e negativa se x > k; (iv) é
crescente se 0 < = < k/2 e decrescente se k/2 < x < k, atingido seu valor maximo
em = = k/2. Ressaltamos que esta tltima propriedade implica que, ao atingir um

valor igual a metade da capacidade de suporte, a taxa de crescimento da populacao
dx

vai diminuindo e, se x — k, T 0.
5. Em sintese, das propriedades anteriores, decorre que modelo de crescimento logis-
tico dado em (3.20) possui dois pontos de equilibrio: z* = 0 (instdvel) e T = k

(assintoticamente estével).
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Na figura a seguir temos o grafico das solugoes de (3.20) com k =2, a = 0.02 e

condigoes inciais z(0) = 0.1 < k e 2(0) =3 > k.

Figura 8 — Crescimento logistico com diferentes condi¢des inciais. Graficos construidos
com a linguagem Python.

Populaco
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Fonte: O autor

Para analisar o comportamento qualitativo das solu¢oes do modelo, observamos
que seus pontos de equilibrio sao as solucoes do sistema de equagoes

ax(l—%)—amyz()

—by + Bzry = 0.

(3.21)

Resolvendo (3.21) obtemos os pontos de equilibrio: P, = (0,0), P, = (k,0) e P3 =
ba_ ab
B a kBa)
Considerando F(z,y) = ax (1 — %) —azy e G(x,y) = —by + fry, a matriz

Jacobiana associada ao modelo é

ak — 2ax — kay

J(o.y) = (Fx(x,y) Fy(a:,y)> _ - —ax
’ x ) By —b+ fBa

Determinando a matriz Jacobiana em P; = (0,0), temos

7(0,0) = (‘g _Ob> .
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E imediato que os autovalores da matriz J(0,0) sio Ay = a > 0 e Ay = —b < 0. Logo, o

ponto P = (0,0) é um ponto de sela instével. J& para P, = (k,0), a matriz Jacobiana é

—a —ak
I, 0) = ( 0 —b+ﬁk> ‘

Os autovalores da matriz J(k,0) sao solugbes da equagao caracteristica
(—a—=XN)(=b+pk—)X)=0.

Assim, os autovalores de J(k,0) s@o os nimeros A\; = —a < 0 e Ay = —b + Sk. Vale
ressaltar que estamos interessados apenas no comportamento de solugoes que contenham

pontos P = (p;,p2) com ambas coordenadas positivas na vizinhanca de P,. Temos duas

b
possibilidades: (i) se k > 3 Ay > 0 e P, é ponto de sela instével. (ii) caso k < 3 A <0e
P, é assintoticamente estavel. Nesta tltima situagao, independentemente do seu tamanho
inicial, a populagao de predadores sempre sera extinta em um tempo suficientemente
grande.

b a ab
B a kBa
i .a ab ) b
deve ser positiva. Ou seja, — — —— > 0. Isto ocorrera se, e somente se, — < 1. Com

a kBa kj

esta restricao, vamos considerar a matriz jacobiana

ab CLb

b a ab \ Bk
1(Gaim) e " 7

Em relacao P = ( ), observamos que a populacao dos predadores

cuja equagao caracteristica é

(- G-DE- e

As solugbes da equagao (3.22) sdo os autovalores A\ = ——— + ~—

2
_2(1;]{ _ \gﬁ’ em que j = <;Z> — 4ab (1 — ;}{) Como k:bﬁ < 1, temos as seguintes
possibilidades:

e 11 < 0 e os autovalores sdo niimeros complexos conjugados com parte real negativa.

Dai, P; é assintoticamente estavel.

. : ab <
e 4t € nao negativo mas, /it < ——-. Consequentemente, os autovalores sao nimeros
Bk
reais negativos e P3 ¢ assintoticamente estavel. Portanto, se as populagoes de presas

e predadores sao positivas e @ < 1, as espécies sempre coexistirao e, em um tempo
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suficientemente grande, atingirao as respectivas populacoes de equilibrio, dadas por

. . a ab
==y =—— —

B a  kBa’

A figura seguinte apresenta um retrato de fase construido com o software Mathema-
tica®, com diferentes condicoes iniciais e pardmetros a = 0.08; o = 0.001; k& = 5000;
b=0.02 e = 0.00002.

Figura 9 — Retrato de fase. Em vermelho, temos z(0) = 1000 e y(0) = 40; em laranja,

x(0) = 1200 e y(0) = 30; em azul, x(0) = 900 e y(0) = 20; em verde, x(0) = 850
e y(0) = 50.

Predadores
100 pi

e S S

o - : ; ! Presas
2500

Fonte: O autor

3

Cédigo disponivel nos apéndices deste trabalho.
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A seguir, temos o grafico de uma simulacdo numérica com condigoes iniciais
x(0) =900 e y(0) = 20 e pardmetros a = 0.08; « = 0.001; & = 5000; b = 0.02 e 5 = 0.00002.

Figura 10 — Simulagao numérica executada com o software Mathematica
2500
2000 |
|

1500

1000 Presas

200

- Predadores
100 200 300 400 500

Fonte: O autor

3.4 Competicao intraespecifica entre ambas as populacoes

Nesta secao estudaremos um modelo presa-predador que inclui crescimento
logistico para as presas e competicao intraespecifica entre os predadores. De acordo com
(BRAUN, 1993), este modelo considera a disputa dos predadores por um quantidade

escassa de presas e pode ser escrito na forma

(3.23)

em que fyy2 representa a competicao intraespecifica entre os predadores e os demais termos

assumem os mesmos significados definidos no modelo de Pielou.

Os pontos de equilibrio de (3.23) sdo solugoes do sistema

ax(l—%)—ozxyz()

—by — yy* + By = 0.

(3.24)

Resolvendo (3.24) obtemos os pontos Py = (0,0), P, = (k,0), Py = <bk‘a Taky akp — ab>

bka + ay ' bka + ay
b

e Py = (0, —). Note que a populagdao dos predadores é sempre negativa em P,. Por esta
Y

razao, nao o consideraremos em nossa analise.
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Dadas as fungoes F(z,y) = ax (1 — %) —azy e G(z,y) = —by — yy* + By,

temos que a matriz jacobiana do modelo (3.23) é

ak — 2ax — kay
F.(x,y) F,(x,y —ax
J(%y):<< ) E ))

= k
By —b—2vy + fx

7(0,0) = (g _Ob> .

E imediato que os autovalores da matriz J(0,0) sao Ay =a > 0e Ay = —b < 0. Logo,

o Para P = (0,0), temos

o ponto P, = (0,0) é um ponto de sela instavel.

o Para P, = (k,0), temos

—a  —ak
Ik, 0) = (oa —bf6k>'

Os autovalores da matriz J(k,0) sdo solugdes da equagao

(—a—=A)(=b+px—X)=0.

Portanto, os autovalores de J(k,0) sdo os nimeros \; = —a < 0 e Ay = —b + k.
Analogamente ao que ocorreu no caso do modelo de Pielou, estamos interessados
apenas no comportamento de solugdes que contenham pontos P = (pj,p2) com
ambas coordenadas positivas na vizinhanca de P,. Dai, temos duas possibilidades:
(i) se k > g, Ao > 0 e P, é ponto de sela instavel. (ii) caso k < Q, M <0ePé
assintoticamente estavel. Nesta tltima situacao, independentemente do seu tamanho
inicial, a populagdo de predadores sempre sera extinta em um tempo suficientemente

grande.

bka + aky akfB — ab
bka + ary ' bka + ary

e No caso de P; = ( ), observamos que a populacao de pre-

b
dadores é positiva quando akf — ab > 0. Isto significa que devemos ter k& > E

Considerando esta restrigao, temos a matriz Jacobiana associada a Pj

—aba — a?y  —kba® — kaoy

7 bka + aky akB — ab _ | kaB+ay kaf + avy (3.25)
bka + ary * bka + ary —afb+ kB> aby —akpy | '
kaf + ay kaB + ary

A equagao caracteristica da matriz obtida em (3.25) é

5 —aba — a*y + aby — akfy —a(b — kB)(ba + avy
A — A+ =0.
kap + ay koS + ay

(3.26)
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A soma S e o produto P das raizes de (3.26) sdo, respectivamente,

—aba — a®y + aby — akfy
kafB + ay ‘
—a(b — kpB)(ba + av)
pP—
kaB + av)

Para mostrar que P > 0, observamos que todos os parametros do modelo defindo

S =

em (3.23) sao positivos. Portanto, bav + ay > 0 e kaf + ay > 0. Além disso,

k>g:>kﬂ>b.Entéo

b—kB <0
—a(b—kB) > 0.

Assim, P > 0 e os autovalores A\; e Ay da matriz (3.25) devem ser niimeros reais com
0 mesmo sinal, ou niimeros complexos conjugados com parte real de mesmo sinal.

Além disso, kS > b = akf~y > aby. Logo

—aba — a*y + aby — akfy -

5= kap + ay

0. (3.27)

Como S < 0 e P > 0, concluimos que \; e Ay sdo niimeros reais negativos ou niimeros
complexos conjugados com parte real negativa. Em ambos os casos, o ponto Ps é
assintoticamente estavel, sempre havera coexisténcia entre presas e predadores e

quando o tempo tende ao infinito, todas as soluc¢oes tendem ao ponto Ps.

A figura seguinte apresenta um retrato de fase construido com o software

Mathematica®, com diferentes condicoes iniciais e pardmetros a = 0.06; o = 0.001;
k = 6000; b = 0.015, v = 0.00005 e 5 = 0.000018.

4

Cédigo disponivel nos apéndices deste trabalho.
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Figura 11 — Retrato de fase. Em vermelho, temos x(0) = 1000 e y(0) = 40; em laranja,
x(0) =800 e y(0) = 30; em azul, (0) = 600 e y(0) = 20; em verde, x(0) = 400
e y(0) = 15.

Predadores
100

[ e T N

I

I

I F F 4 e m o m om o, By B i e
SS—I
I
I

Presas

Fonte: O autor

A seguir, temos o grafico de uma simulagao numérica com condigoes iniciais
x(0) = 600 e y(0) = 20 e parametros a = 0.06; a = 0.001; k£ = 6000; b = 0.015, v = 0.00005
e = 0.000018.

Figura 12 — Simulagao numérica executada com o software Mathematica

2000
1500
1000
Presas
500
L —Predadores

200 400 6@0 800 1000 1200 1400

Fonte: O autor
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Finalizamos este capitulo ressaltando que, conforme (BRAUER; KRIBS, 2016)
afirmam, os resultados de um modelo matematico podem nao concordar com observagoes,
ou podem ter limitagoes que impedem o modelo de ser 1util. Nestes casos, deve-se fazer
alteragoes no modelo, ou até mesmo substitui-lo completamente, e entao analisar o novo
modelo, para verificar ha uma descri¢ao suficientemente boa da realidade. Em suma, o

processo de modelagem pode ser ciclico, demandando varias tentativas de refinamento,

reconstrucao e analise.
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4 Sistemas presa-predador com controle

otimo

Neste capitulo estudaremos dois modelos presa-predador bidimensionais com
controle 6timo. A construcao e discussao dos modelos estd fundamentada nas referéncias
(GOH; LEITMANN; VINCENT, 1974), (KIRK, 2004), (LENHART; WORKMAN, 2007) e
(KAMIEN; SCHWARTZ, 2012). No primeiro modelo, aplicaremos boa parte dos conceitos
e resultados que apresentamos ao longo deste trabalho e os resultados serao ilustrados
através de uma simulagao numérica. O segundo modelo sera tratado apenas numericamente.
Em ambos os casos, aplicaremos a biblioteca GEKKO', nativa da linguagem Python e

amplamente utilizada na resolu¢ao numérica de problemas de controle 6timo.

4.1 Modelo de Lotka-Volterra com controle 6timo

Conforme discutido no capitulo anterior, o Principio de Volterra implica que, se
introduzirmos os efeitos de uma retirada de individuos (pesca, caga, etc) proporcional ao
tamanho de cada populagao no modelo classico de Lotka - Volterra, a populacao de presas é
beneficiada e ha um aumento no seu valor médio ao longo de um ciclo populacional. Assim,
uma elimina¢ao uniforme e moderada de individuos de ambas as populagoes beneficia o
crescimento da populagao de presas. (BASSANEZI; JUNIOR, 1988) ilustram este fato
através do seguinte exemplo: o bicudo, praga que afeta o algodao, e a formiga, seu predador
natural, coexistem em um sistema presa-predador. O uso de um inseticida que extermina
tanto as formigas quanto os bicudos provocara um aumento na populac¢ao média de bicudos,
a menos que o produto seja capaz de eliminar completamente a praga, com a possibilidade

de contaminar o solo ou afetar a satide humana.

Nesta secao, pretendemos estudar a dindmica de um sistema presa-predador com
acao de um inseticda que elimina proporcionalmente individuos de ambas as populacoes.
Além disso, os residuos deixados pelo inseticida podem ser desprezados e nao interferem
na dindmica. Com o intuito de evitar desequilibrio ambiental e otimizar recursos, vamos
introduzir um controle u(t) no modelo cldssico de Lotka - Volterra. Neste caso, o controle
representa a taxa de aplicacao do inseticida. Portanto, a dinamica do sistema é dada pelas
equacoes

dr
g;é = ar — ary — e uUx (1)
o = oy + By — ey,

1 Mais detalhes podem ser encontrados no site oficial: GEKKO Optimization Suite..


https://gekko.readthedocs.io/en/latest/
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em que e; € ey sa0 parametros positivos e u = u(t) = 0. Vamos supor que t € [to,tf], com

to e ty positivos. Vamos considerar como condicoes de contorno

| o

2(to) = 20, ©(ty) = 2. y(to) = yo, Y(t;) = —

b a
De acordo com os resultados do terceiro capitulo, z(ty) = — e y(t;) = — s@o as populagoes
a
de equilibrio para modelo de Lotka-Volterra livre de controle.

Vamos adimitir que razoes de natureza ambiental ou econémica impoem rest-

trigoes ao valor maximo de u(t). Entao,
0 < u(t) < tp,

com u,, = 0.

Desta forma, nosso problema de controle 6timo consiste em conduzir o sistema
definido em (4.1) do estado inicial Iy = (zo,yo) até o estado final Iy = (xf,yy), de tal
forma que a quantidade total de inseticida aplicada seja minima. Ou seja, desejamos

miniminzar o funcional

J = ff w(t)dt.

0

Ao longo desta secao, adotaremos a notagao:

X = (z,y); f(t,X,u) =u; A = (A, Ag)

g(t, X, u) = (axr —axy— equx,ar — azry — e ux).

As condigbes supracitadas implicam que nosso problema possui uma variavel de
controle limitada e duas variaveis de estado cujos valores iniciais e finais sao fixados em um
intervalo de tempo finito. Para abordar o problema analiticamente, utilizaremos as ideias
expostas por (GOH; LEITMANN; VINCENT, 1974) em articulagdo com os resultados
apresentados no Capitulo 1. Portanto, para determinar o controle singular u* , seguiremos

0s seguintes passos:

1. Determinar fungao hamiltoniana H = H(t, X, u, \) = fu + A+ gu:

Neste caso, as equacoes de estado sao autonomas. Entao, temos a fungao hamiltoniana
H = H(z,y,u, A1, A2, t) dada por

H =u+ \(ax — azy — equx) + Ao(—by + Bry — equy), (4.2)
em que A\; € Ay sao nao nulas.

2. Escrever a equagao adjunta \' = —(fx + X\ - gx):



Capitulo 4. Sistemas presa-predador com controle dtimo 65

Utilizando a definicao da equacao adjunta, temos que

o0H
Ni(t) = "o T —Ai(a — ay — equ) — APy, (4.3)
0H
Ay(t) = oy Aoz — Ao(=b + Bz — equ). (4.4)
- R oH : )
3. Escrever a condigao de otimalidade v 0 no intervalo I = [tg,ts]. Dat:
u
H
% =0=1—\ejx — Aaeoy = 0. (4.5)
u

0H
Seja H, = —. Derivando H, em relagdo a ¢ (derivada total), é possivel escrever

ou
H! = —e;(MNx + M2') — ea( Ny + \ay').

4. Utilizar os resultados anteriores para escrever o controle 6timo u* em termos das

variaveis de estado e dos demais pardmetros do sistema de equagoes definido em (4.1).
Para tanto, seguiremos o caminho delineado em (GOH; LEITMANN; VINCENT,
1974).

Neste ponto, estamos interessados no ponto de equilibrio nao nulo do sistema presa-
predador. Portanto, devemos considerar 2’ = ¢ = 0. A partir deste pressuposto, podemos

utilizar as equagoes (4.3) e (4.4) para escrever

H, = —[-M(a—ay—eu) — \Byleix — [Max — Xa(—=b + Sz — esu)]eay
H; = _[_)\lelx(a —ay — 61“) - /\25y61$] - [)\162Oé$y - )\2629(—57 + Bx — 62U)]
H! = Xse1fry — Mesary — Mer(ax — axy — equz) + Agea(—by + fay — esuy).

De (4.1) decorre que ' = ax — axy — equx e y = —by + Bry — esuy. Substituindo em

(4.6) e admitindo que 2’ = y' = 0, obtemos
H! = z(\e1fy — Miesay).
Como H, = 0 no intervalo I, temos
xy(Age1 5 — Aesar) = 0.
Em razao da natureza bioldgica do sistema, consideramos z > 0 e y > 0. Isto significa que
Age1 S — Aesar = 0. (4.6)

Isolando A; em (4.5), temos

1—A
A = 2€2y'

(A
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Substituindo este resultado em (4.6), obtemos
1—A
)\gelﬂ - (262y> EoX = 0
e1r
eI A3 — eaar + Apesay = 0
Ca (X
Apg= ————. 4.7
2 e2Bx + elay (47)
A partir de (4.6) podemos isolar A,. Dai
)\1620&
Ay = ) 4.8
? el ( )
Utilizando (4.8) em (4.5),
A
1-— )\161.7} - ( 162(1/) €Y = 0
el
e1f — Me2Br — Aezay = 0
Ale%ﬁx + Alegay = e
e (4.9)

1= 5.
e?fx + e3ay

As equagoes (4.7) e (4.9) permitem escrever

(10%
=MA|—]).

Em decorréncia de (4.1) é possivel calcular H,. Portanto,

Hy = 2'(Ae1 By — Mesay) + 2(Nge1 By + Aae1 By’ — Niesay — Aesay)).

Novamente, estamos considerando z' = 3’ = 0. Assim, podemos escrever (4.1 na forma)

H! = zy(Mye1 8 — Neaa).

Utilizando (4.3) e (4.4), podemos escrever

H! = zy[(Max — Xa(—=b+ Bx — equ)er S + M\i(a — ay — equ) + A2 SBy)escr].

Ou seja,

H, = zy[Mae Sz — e1fAa(=b + Br — equ) + Miesa(a — ay — eru) + AaeaaSy].

(4.10)

De (4.6), decorre que Ageq5 = Ajeaar. Substituindo este resultado em (4.10) e organizando

os termos de forma conveniente, obtemos

H! = zy[\afeix + Maafesy + Maes(a + b — (€1 — ex)u — ay — fx)].

Derivando (4.11) em relac¢ao a u, temos

H! = —xy\aes(e; — es).

(4.11)
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Conforme apresentamos no Capitulo 1, devemos ter H!!, < 0. Mas, = , y, A1, « e e3 830
positivos. Isto siginifica que e; — ey = 0. Se e; = ey, é possivel verificar que o controle

singular ndo existe. De fato, assumindo isto e substituindo (4.1) em (4.11), obtemos

H' = uzy [)\1&5611’ + A\ (22;) afesy + Maes(a+b—ay — 5:E)]
1
Aieza’y

H' = uwzy [Alaﬁelm—l—
€1

+ AMesa + A\jaesh — \jalesy — Alaegﬁx]

)\16%0&2]4 — 61)\10&2623/

H' = uwzy ()\10463361 — \Mafxes + + \aesa + )\104626>

€1

2
Aiegar y(€2 — €

H' = uwy [Alaﬂx(el —e9) + + Aaes(a + b)]

€1
H! = xy\aes(a+Db). (4.12)

No intervalo I = [to,t¢], devemos ter H, = 0. Como z, y, 2, @, a e b sdo
positivos, devemos ter A\; = 0. No entanto, isto é absurdo, pois o lado direito de (4.9)
¢é positivo. Portanto, para que o controle singular exista, é necessario que 0 < ey < €.

Observamos que é possivel escrever a fungao hamiltoniana definida em (4.2) na forma
H =u+ Mz(a— ay) + Ay(—b+ Bz) + u(—Ae1x — Aaeqy). (4.13)

A partir de (4.5), concluimos que —\je1x — Ageoy = —1. Substituindo este resultado em
(4.13), temos
H = Mz(a — ay) + Xy(—b+ Bx).

Considerando H = 0 e utilizando (4.1), obtém-se

Mz(a —ay) + A\ (:g) y(=b+ fz) =0

e18z(a — ay) + esay(—b + Bz) = 0.

Para determinar o controle singular u#, vamos substituir (4.1) em (4.10). Assim,

H! = zy l)\10461513 —e18M (22;) (—=b+ px — equ)
1
+ Mesala — ay — equ) + N\ (eza) egaﬁy] .
el

Mais uma vez, admitindo que H, = 0, temos

Aesa’y

xy | Mae fr — Aesa(—b + fx — equ) + Ajesa(a — ay — equ) + — | = 0
1

elay

ryMa | e fr — eg(—b + fr — equ) + ex(a — ay — equ) + . =0
1

e1Bx + esay + ejeab — Br +a— ay +ulea — )] =0
e1Bx + ezay + erea(es — e)u + erea(b— Br +a— ay) =0
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A partir de (4.14), podemos isolar u e escrever

2 2 _ —(—
._ et oy | (o—ay) = (-b+pa) )
6162(61 — 62) €1 — €2

Para analisar a dindmica da populacao de predadores, vamos isolar y em (4.14).
Entao
e18z(a — ay) + esay(—b+ fx) =0
e1fra — e fray + esayfr — esayb = 0

y(—e1fra + esafx — esab) = —ey fxa
e1fax

= . 4.15
y (e1 — e)affx + eqarb ( )
Observamos que
. e1a
1 = 4.16

Isto significa que, a medida que a populacao de presas cresce, a populagdao de predadores
tende assintoticamente para uma constante. Além disso, derivando (4.15) em relacéo a x,
temos
;o e1fal(e; — ex)afx — esab] — ey fax(e; — ex)af
[(e1 — e2)aBz + esab]?
y = eresafSab . (4.17)
[(e1 — ea)aBx + esab]?

A partir de (4.16) e (4.17) concluimos que:

Y

1. Se x = 0, ¢ atinge seu valor méximo;

2. Se z tende ao infinito, ¢/’ tende a zero. Portanto, se a populacao de presas é suficien-
temente grande, a taxa de crescimento da populacao de predadores é préxima de
Zero;

e1a

3. A populagao de predadores é limitada, de modo que y < ————.
(e1 — e2)a

Para verificar o que ocorre com ambas populagoes ao longo do tempo no

intervalo I = [to, 7], vamos aplicar (4.14) em (4.1). Com relagdo a populagio de presas,

temos
dx
o = ar—amy—eur
dv wr — oy — e, lefﬁx—l—e%ay N (a —ay) — (—b+ px)
dt erea(e; — e3) €1 — ey
dr  xlaes(e; — e3) — aegy(er — ez) — e}fx — ejay — erex(a — ay) + erea(—b + fr)]
dat ea(e; — e)
dr  zleres(a — ay) —erea(a — ay) — e3a + ejay — esay — el fx — erexb + e1e557)]
dat ex(e; — e)
dx —z[eda + e1fx(e; — ea) + erexb]

at ea(er — e2) ‘ (419
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O lado direito de (4.18) é sempre negativo. Portanto, a populagdo de presas é decrescente

ao longo do tempo. Analogamente, substituindo (4.14) na segunda equacao dada em (4.1),

obtemos
d
d—gz = —by + Bry — equy
d e2px + e2a a—oy)—(=b+ Bz
dt 6162(61 — 62) €1 — €2
dy _ y[=bei(er — e2) + Presfer —e2) — e2Bx — e2ay — ejea(a — ay) + erea(—b + Bz)]
dt €1 (61 — 62)
dy y(—be? + bejey — bejey + Bre? — Bre? — Brejey + freres — eday — eresa + eresqy)
dt er1(er — ez)
dy Y 2
7 _ —etb — + — . 4.19
o ex(er 62)[ e1b — eresa + es(eg — e2)ay| (4.19)
Como y < ad , temos que
(e1 — e9)a
—elb — e1eaa + ex(e; — ez)ay < —€2b — ejesa + ex(e; — 62)04&
(e1 — e9)
Ou seja,
—e3b — eje0a + ex(er — ex)ay < —elb. (4.20)

[sto significa que o lado direito de (4.19) é sempre negativo. Consequentemente, a populagao

de predadores é decrescente com o tempo.

A figura a seguir apresenta o grafico de uma simulagao numérica executada com
a biblioteca GEKKO, disponivel para a linguagem Python. Como parametros, tomamos
a = 0.04; o = 0.001; el = 0.003; b = 0.012; B = 0.00002 e e2 = 0.001. O intervalo de

tempo I = [0, 3] foi subdividido em cem partes de mesmo comprimento. As condigdes de
contorno assumidas foram xy = 1300, yo = 50, 1 = — = 600 e y; = ¢ _ 40. Com relacao
a

a variavel de controle, adotamos 0 < u < 1000, com uy = 100. Os resultados obtidos
na simulacao indicam que, para atingir os objetivos propostos, aproximadamente 251, 71

unidades de inseticida devem ser utilizadas ao longo do intervalo I.
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Figura 13 — Simulagdo numérica para o modelo 1
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Fonte: O autor

Para finalizar esta secao, ressaltamos que, em geral, a estratégia ideal de controle
otimo para este modelo pode exigir uma combinagao do controle singular com controles
constantes e iguais, respectivamente aos valores minimo e maximo para a variavel u. Os
detalhes desta discussao sao econtrados em (GOH; LEITMANN; VINCENT, 1974).

4.2 Minimizando pragas e predadores

Neste caso, nossa intencdo é manipular uma populacdo de pragas com a
introducao de individuos predadores. Mais precisamente, ao final de um certo intervalo de
tempo, desejamos minimzar ambas as populagoes. Vamos supor que, no total, deve ser
utilizado uma quantidade minima de predadores. Além disso, o nimero de predadores é
limitado em cada instante de tempo. Com o intuito de tornar nosso modelo mais realista,
admitimos que, na auséncia de predadores, a populacao de pragas possui um crescimento

logistico. Desta forma, a dindmica do sistema é descrita pelas equagdes

zax(l—g) — ary — eux
k (4.21)

dx

gt
Y

— = —by + Bry + u,

dt

em que k > 0 ¢ a capacidade de suporte do meio, u é a taxa de insercao dos individuos

predadores no sistema e e indica a eficiéncia segundo a qual a insercao de predadores

contribui para eliminar as pragas. Os demais parametros e varidveis possuem 0s mesmos

significados definidos no modelo classico de Lotka - Volterra.

Nossa simulagdo numérica assume que as condigoes iniciais sao x(0) = 1300,
y(0) = 200. Adotamos a restrigio 0 < u < 1000 e os pardmetros a = 0.03; « = 0.0001;
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k = 1500; e = 0.0003; b = 0.012; beta = 0.00002, I = [0,10], o = 1300 e yo = 200. A

figura a seguir apresenta o resultado gréfico obtido através da biblioteca GEKKO.?

Figura 14 — Simulagao numérica para o modelo 2
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Fonte: O autor

Conforme verificamos na figura acima, o valor minimo para a populacao de
pragas ¢ aproximadamente igual a 900 e o valor minimo para a populacao de predadores é

apoximadamente 410.

Este capitulo apresenta um vislumbre das possibilidades de aplicacao da Teoria
do Controle Otimo no estudo de sistemas biolégicos. De acordo com (LENHART; WORK-
MAN;, 2007), esta teoria é uma poderosa ferramenta matematica que pode ser usada para
tomar decisoes envolvendo uma ampla gama de situacoes complexas e pode contribuir

significativamente para avangos em diversos campos da Ciéncia.

2 Cédigo disponivel nos apéndices deste trabalho.



72

5 Consideracoes Finais

Este trabalho teve por objetivo aplicar conceitos de equagoes diferenciais
ordinarias e elementos da teoria do controle 6timo para estudar alguns modelos presa-
predador bidimensionais. Os resultados obtidos indicaram que a utilizacdo de ferramentas
matematicas e computacionais pode contribuir com a descricao e compreensao de certos

fendmenos naturais complexos.

Dentre as limitacoes do estudo, destacamos a nao utilizagao de parametros
reais para os modelos etudados. A auséncia de tais pardmetros motivou a realizacao
de simulac¢oes numéricas, cuja finalidade foi ilustrar o comportamento quantitativo dos
modelos. Como sugestao para trabalhos futuros, indicamos a construgao e andlise de

modelos matematicos que incluam parametros provenientes de situgoes reais.

Por fim, desejamos que o presente trabalho possa motivar mais estudos sobre

os temas aqui abordados.
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APENDICE A - Cédigo em Mathematica

para construcao do retrato de fase e simulacao

numérica do modelo de Lotka-Volterra

Cddigo-fonte 1 — Lotka-Volterra

{xsol, ysol} = NDSolveValue[{x’[t] == 0.04*xx[t] - 0.001x*x[t
Ixy[t], y’[t] == -0.012xy[t] + 0.00002*x[t]l*y[t], x[0] ==
400, y[0] == 30}, {x, y}, {t, 0, 5003}];

gl = ParametricPlot [{xsol[t], ysol[t]l} , {t, O, 500},
PlotStyle -> {Red, Thick}, PlotRange -> {{0, 2500}, {0,
100}}, AspectRatio -> 1];

{xso0ll, ysoll} = NDSolveValue[{x’[t] == 0.04*x[t] - 0.001x*x[t
Ixy[t],y’ [t] == -0.012%y[t] + 0.00002%x[t]l*y[t], x[0] ==
700, y[0] == 50}, {x, y}, {t, 0, 500}];

g2 = ParametricPlot [{xsol1[t], ysoll[t]l} , {t, 0, 500},
PlotStyle -> {Orange, Thick}, PlotRange -> {{0, 2500}, {0,
100}}, AspectRatio -> 1];

{xs0l12, ysol2} = NDSolveValue[{x’[t] == 0.04*x[t] - 0.001x*x[t
Ixy[t],y’[t] == -0.012*xy[t] + 0.00002*xx[t]*y[t], x[0] ==
800, y[0] == 60}, {x, y}, {t, 0, 500}];

g3 = ParametricPlot [{xsol2[t], ysol2[t]l} , {t, 0, 500},
PlotStyle -> {Blue, Thick}, PlotRange -> {{0, 2500}, {0,
100}}, AspectRatio -> 1];

{xs0l13, yso0l3} = NDSolveValue[{x’[t] == 0.04xx[t] - 0.001x*x[t
Ixy[t]l, y’[t] == -0.012xy[t] + 0.00002*x[t]l*xy[t], x[0] ==
950,y [0] == 70}, {x, y}, {t, 0, 500}];

g4 = ParametricPlot [{xso0l3[t], ysol3[t]l} , {t, 0, 500},
PlotStyle -> {Green, Thick}, PlotRange -> {{0, 2500}, {0,
100}}, AspectRatio -> 1];

dir = VectorPlot [{0.04xx - 0.001 xxy, -0.012 y + 0.00002 xxy
}, {x, 0, 2500}, {y, O, 100}, PlotRange -> {{0, 2500},
{0, 100}}, VectorStyle -> {Black, Arrowheads[0]},
PlotRange -> {{0, 2500}, {0, 100}}, VectorPoints -> 18,
Axes -> True, AxesLabel -> {"x(t)", "y(t)"}, AspectRatio
-> 1]
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Show[gl, g2, g3, g4, dir,AxesLabel -> {Style["Presas",
FontSize -> 15], Style["Predadores", FontSize -> 15]},
AspectRatio -> 1]

Plot [{xsol2[t], ysol2[t]}, {t, O, 500}, PlotLabels -> {"
Presas", "Predadores"}, LabelStyle -> Large,

ImageSize -> Large, AspectRatio -> 1]
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APENDICE B - Cédigo em Mathematica
para construcao do retrato de fase e simulacao
numérica do modelo com competicao

intraespecifica entre as presas

Coédigo-fonte 2 — competicao-presas

{xsol, ysol} = NDSolveValue[{x’[t] == 0.08*x[t] (1 - x[t
1/5000) - 0.001%x[t1*y[t],y’[t] == -0.02%y[t] + 0.00002%x[
tl*y[t]l, x[0] == 1000, y[0] == 40}, {x, y}, {t, 0, 500}];

gl = ParametricPlot [{xsol[t], ysol[t]l} , {t, O, 500},
PlotStyle -> {Red, Thick}, PlotRange -> {{600, 2500}, {0,
100}}, AspectRatio -> 1];

{xsoll, ysoll} = NDSolveValue[{x’[t] == 0.08xx[t] (1 - x[t
1/5000) - 0.001*x[t]l*y[t],
vy’ [t] == -0.02%y[t] + 0.00002*x[tl*y[t], x[0] == 1200, y
(0] == 30}, {x, y}, {t, 0, 500}];

g2 = ParametricPlot [{xsol1[t], ysoll[t]l} , {t, 0, 500},
PlotStyle -> {0Orange, Thick},
PlotRange -> {{600, 2500}, {0, 100}}, AspectRatio -> 1];

{xs0l2, ysol2} = NDSolveValue[{x’[t] == 0.08xx[t] (1 - x[t
1/5000) - 0.001*x[t]l*y[t],
y’[t] == -0.02xy[t] + 0.00002*x[t]l*xy[t], x[0] == 900, y
[0] == 20}, {x, y}, {t, 0, 500}];

g3 = ParametricPlot [{xsol2[t], ysol2[t]l} , {t, 0, 500},
PlotStyle -> {Blue, Thick}, PlotRange -> {{600, 2500}, {0,
100}}, AspectRatio -> 1];

{xs013, ysol3} = NDSolveValue[{x’[t] == 0.08*x[t] (1 - x[t
1/5000) - 0.001*x[t]lx*y[t],
y’[t] == -0.02xy[t] + 0.00002*xx[t]l*y[t], x[0] == 850, y
[0] == 50}, {x, y}, {t, 0, 500}];

g4 = ParametricPlot [{xso0l3[t], ysol3[t]l} , {t, 0, 500},
PlotStyle -> {Green, Thick}, PlotRange -> {{600, 2500},
{0, 100}}, AspectRatio -> 1];

dir = VectorPlot [{0.08*xx (1 - x/5000) - 0.001 xx*xy, -0.02 y +
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0.00002 x*y}, {x, 0, 2500}, {y, O, 100},

PlotRange -> {{0, 2500}, {0, 100}}, VectorStyle -> {Black
, Arrowheads[0]}, PlotRange -> {{0, 2500}, {0, 100}},
VectorPoints -> 18, Axes -> True, AxesLabel -> {"x(t)",

"y(t)"}, AspectRatio -> 1];

Show[gl, g2, g3, g4, dir, AxesLabel -> {Style["Presas",
FontSize -> 15], Style["Predadores", FontSize -> 15]},
AspectRatio -> 1]

Plot [{xsol2[t], ysol2[t]}, {t, O, 500}, PlotLabels -> {"
Presas", "Predadores"}, ImageSize -> Large,

LabelStyle -> Large, AspectRatio -> 1]
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APENDICE C - Cédigo em Mathematica
para construcao do retrato de fase e simulacao
numérica do modelo com competicao entre

ambas as populacoes

Codigo-fonte 3 — competicao-populacoes

{xsol, ysol} = NDSolveValue[{x’[t] == 0.06*x[t] (1 - x[t
1/6000) - 0.001*x[tl*xy[t], y’[t] == -0.016*xy[t] -
0.000005%y[tI*y[t] + 0.000018*x[t]l*y[t], x[0] == 1000, y
[0] == 40}, {x, y}, {t, 0, 500}];

gl = ParametricPlot [{xsol[t], ysol[t]l} , {t, O, 500},
PlotStyle -> {Red, Thick}, PlotRange -> {{0, 2700}, {10,
100}}, AspectRatio -> 1];

{xso0ll, ysoll} = NDSolveValue[{x’[t] == 0.06*x[t] (1 - x[t
1/6000) - 0.001xx[t]*y[t], y’[t] == -0.016*y[t] -
0.000005%y[t]*y[t] + 0.000018*x[tl*y[t], x[0] == 800, y[0]

== 30}, {x, y}, {t, 0, 500}];

g2 = ParametricPlot [{xsol1[t], ysoll[t]l} , {t, 0, 500},
PlotStyle -> {Orange, Thick}, PlotRange -> {{0, 2700},
{10, 100}}, AspectRatio -> 1];

{xs0l2, ysol2} = NDSolveValue[{x’[t] == 0.06*x[t] (1 - x[t
1/6000) - 0.001xx[tl*y[t], y’[t] == -0.015%y[t] -
0.000005%y[t]*y[t] + 0.000018*x[t]l*y[t], x[0] == 600, yL[0]

== 20}, {x, y}, {t, 0, 1500}];

g3 = ParametricPlot [{xsol2[t], ysol2[t]} , {t, 0, 500},
PlotStyle -> {Blue, Thick}, PlotRange -> {{0, 2700}, {10,
100}}, AspectRatio -> 1];

{xs013, ysol3} = NDSolveValue[{x’[t] == 0.06*x[t] (1 - x[t
1/6000) - 0.001*x[t]l*y[t], y’[t] == -0.0156*xy[t] -
0.000005%y[t]*y[t] + 0.000018%x[t]*y[t], x[0] == 400, 7y
[0] == 15}, {x, y}, {t, 0, 500}];

g4 = ParametricPlot [{xsol3[t], ysol3[t]l} , {t, 0, 500},
PlotStyle -> {Green, Thick}, PlotRange -> {{0, 2700}, {10,
100}}, AspectRatio -> 1];
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dir = VectorPlot [{0.06*x (1 - x/6000) - 0.001 xxy, -0.016xy -
0.00005%y~2 + 0.000018*x*y}, {x, 0, 2700}, {y, 10, 100},
PlotRange -> {{0, 2700}, {0, 100}}, VectorStyle -> {Black,
Arrowheads [0]}, PlotRange -> {{0, 2700}, {10, 100}},
VectorPoints -> 18, Axes -> True, AxesLabel -> {"x(t)", "y
(t)"}, AspectRatio -> 1];

Show[gl, g2, g3, g4, dir, AxesLabel -> {Style["Presas",
FontSize -> 15], Style["Predadores", FontSize -> 15]},
AspectRatio -> 1]

Plot [{xsol2[t], ysol2[t]}, {t, O, 1500}, PlotLabels -> {"
Presas", "Predadores"}, ImageSize -> Large,

LabelStyle -> Large, AspectRatio -> 1]
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APENDICE D - Cédigo em Python para

simulacao numérica do modelo 1

Coédigo-fonte 4 — Modelo 1

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from gekko import GEKKO

m = GEKKO(remote=False)

#Determinando o intervalo de tempo entre 0O e 3

nt = 101 #subdivisoes do intervalo de tempo

m.time = np.linspace(0,3,nt)

#Parametros internos para a variavel de controle

u = m.MV(value=0,1b=0,ub=1000) #valor inicial, valor minimo e
valor maximo

u.STATUS = 1

u.DCOST = O

#Variaveis de estado com valores iniciais

x1 = m.Var(value=1300)

x2 = m.Var(value=50)

x3 = m.Var(value=0)

#Atribuindo valor 1 para o final do intervalo de tempo
p = np.zeros(nt)

pl-11 = 1.0

final = m.Param(value=p)

#Parametros para as equacoes de estado

a = 0.04; alfa = 0.001; el = 0.003; b = 0.012; beta =
0.00002; e2 = 0.001

#Equacoes de estado

m.Equation(xl.dt() == a*xxl - alfa*xl*x2 - el*uxxl) #taxa de
crescimento das presas

m.Equation(x2.dt() == -b*x2 + betax*xl*x2 - e2*uxx2) #taxa de

crescimento dos predadores
m.Equation(x3.dt() == u)
#Definindo os valores finais para as populacoes
x1 _final = b/(beta)
x2 _final = a/(alfa)
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m.Equation(final*(x1-x1 final)==0)

m.Equation(final*(x2-x2_final)==0)

#Definindo que a funcao objetivo deve minimizar a integral de
u

m.0bj (x3*final)

#Definindo o modo de controle otimo e resolvendo o problema

m.options.IMODE = 6

m.solve ()

#Exibindo o grafico da simulacao

plt.figure (1)

plt.plot(m.time,x1.value,’k:’,1lw=2,1label=r’$Presas$’)

plt.plot(m.time,x2.value,’b-’,1w=2,label=r’$Predadores$’)

plt.plot(m.time ,u.value,’r--’,1lw=2,label=r’$Inseticida$’)

plt.legend(loc=’best’)

plt.xlabel (’Tempo’)

plt.ylabel (’Valor’)

plt.show ()
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APENDICE E - Cédigo em Python para

simulacao numérica do modelo 2

Coédigo-fonte 5 — Modelo 2

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from gekko import GEKKO

m = GEKKO(remote=False)

#Determinando o intervalo de tempo entre 0 e 10

nt = 1001 #subdivisoes do intervalo de tempo

m.time = np.linspace(0,10,nt)

#Parametros internos para a variavel de controle

u = m.MV(value=0,1b=0,ub=1000) #valor inicial, valor minimo e
valor maximo

u.STATUS = 1

u.DCOST = O

#Variaveis de estado com valores iniciais

x1 = m.Var(value=1300)

x2 = m.Var(value=200)

#Atribuindo valor 1 para o final do intervalo de tempo
p = np.zeros(nt)

pl-11 = 1.0

final = m.Param(value=p)

#Parametros para as equacoes de estado

a = 0.03; alfa = 0.0001; k = 1500; e = 0.0003; b = 0.012;
beta = 0.00002

#Equacoes de estado

m.Equation(xl.dt() == a*xx1*(1 - x1/k) - alfa*xl*xx2 - e*xu*xl)
#taxa de crescimento das pragas

-b*xx2 + beta*xl1l*xx2 + u) #taxa de

m.Equation(x2.dt() =
crescimento dos predadores

#Definindo a funcao objetivo

m.0bj(xl*final + x2*final) #minimzar a soma das populacoes no
tempo final

#Definindo o modo de controle otimo e resolvendo o problema

m.options.IMODE = 6
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m.solve ()

#Exibindo o grafico da simulacao

plt.figure (1)

plt.plot(m.time,x1.value,’k:’,1lw=2,1label=r’$Pragas$’)

plt.plot(m.time,x2.value,’b-’,1w=2,label=r’$Predadores$’)

plt.plot(m.time ,u.value,’r--’,1lw=2,label=r’$Insercao de
predadores$’)

plt.legend(loc=’best’)

plt.xlabel (’Tempo’)

plt.ylabel (’Valor’)

plt.show ()
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