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RESUMO. O Problema de Programagio Linear Dindmica (P.L.D.) é resolvido mediante um
algoritmo baseado no trabalho de Bartels-Golub, que usa a decomposi¢io L-U duma matriz.

As matrizes de restricoes do PLD tém uma estrutura particular chamada estrutura
escada (stair case) e o algoritmo apresentado aqui tira proveito desta estrutura particular.
E estabelecido um compromisso entre a presevagio da estrutura escada e a estabilidade
numérica do algoritmo.

Um programa computacional foi implementado, no qual as seguintes questdes foram
‘especialmente consideradas:

a) Técnicas de armazenamento esparso apropriadas a esta estrutura e a0 algoritmo a
ser programado.

b) Adaptagio dos passos usuais do Método Simplex, com o objetivo de aproveitar os
- esquemas especiais para a estrutura escada introduzidos. S3o apresentadas experiéncias
computacionais e um estudo de caso.

E discutida a aplicagio dos resultados apresentados na resolugio de problemas de
programagio nio linear.
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INTRODUGAO

As primeiras publicagoes formais, na drea da fprcgramagao
linear apareceram na revista Econométrica(Julho-Outubro 1949) ,
com énfase situada na resolugao de problemas sequenciais(dinami-
cos) lineares. Nesses artigos(Wood-Dantzig, 1949; Dantzig, .1949)
sac discutidos modelos matemdticos aplicados d economia e formu-

lado © modelo sequengcial "escada"(staircase) ou dinamico na for-

ma:
max '((i)xu)i-......................+"(T)x(T)
sujeito a
o (1) (1) Gt
-5 (), (1) (2) (2) = af?
22,62, (3)_(3) et
S0, 0
onde x'¥ & um vetor em E® de elementos nio negativos e a'‘)
ol® matrizés de dimensOes coerentes.

Logo apds a formulaqao deste modelo ficou claro para os au
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tores que, mesmo para problemas simples, o tamanho do programa
linear resultante era excessivo para ser resolvido com as técni-
cas e recursos disponiveis.

Desde sua aéresentagio inicial até hoje o método Simplex
foi implementado em pacotes comerciais que resolvem problemas
com milhares de variaveis. Um histdrico interessante sobre os
primeiros passos no desenvolvimento de pacotes comerciais de Pro

gramagao Linear P.L. encontra-se no livro de Orchard-Hays(19783)

Para mais detalhes sobre o projeto e implementagdao de Programas
de P.L. ver Orchard-Hays(1968, 1978b,qj), Benichou e outros(1977)
e Murtagh(1981).

Os métodos de resolugao de P.L.diferem essencialmente na
maneira em que Os sistemas Bx=b e B'x=d sac resolvidos. As pri-
meiras impleﬁentanes armazenavam explicitamente a inversa da ma
triz B. Isto € proibitivo quando os problemas sao de grande por-
te, mesmo usando o método Simplex revisado. A maioria dos proble
mas de grande porte tém a propriedade de que a matriz associada
tem poucos elementos nao nulos, fato que pode ser aproveitado pe
lo Simplex revisado utilizando a forma produto como esquema de
armazeﬂamento da inversa da base (Orchard-Hays,1968; Lasdon,1970).
Desde 1962, tem aumentado o interesse em esquemas de representa-
gao compacta da matriz basica. Dantzig(1963) sugere uma repre-
sentagao compacta para uma base com estrutura escada baseada na
forma produto da inversa. Mas até agui, o problema da estabilida

de numérica dos algoritmos ndo & comtemplada. Bartels e Golub
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(1969) apontam a& vulnerabilidade dos métodos que usam a forma
produto da inversa, do ponto de vista da estabilidade numérica e
apresentam como alternativa o uso da decomposiqio.L-U da Dbase.
Uma andlise dos efeitos dos erros de arredondamento sobre os cal
culos realizados no método Simplex quando a forma produto & usada
€ apresentada por Bartels(1971). No mesmo artigo & analisado (o]
comportamento da implementagao que utiliza a decomposigao L-U da
base e € mostrado que o algoritmo introduzido em Bartels-Golub(
1969) & estdvel numéricamente.

Os avangos em P.L.devem-se em grande parte ao crescente
conhecimento concernente & resolugao de sistemas lineares degran
de porte. >

Um sistema linear de equagoes Bx=b & chamado esparso se &
possivel resolve-lo mais eficientemente através do conhecimento
da distribuigado dos elementos nulos e nao nulos, respectivamente,
na matriz B. Dizemos que um sistema € estruturalmente esparso
se os elementos nao nulos da matriz estac confinados a certas par
tes de B conhecidas.

O método de eliminagao gaussiana(Forsythe-Moler,1967) &€ o
mais usado na resolugao de sistemas esparsc . Este método consis
te essencialmente, na fatoragio B=LU, onde L & uma matriz trian
gular inferior e U uma matriz triangular superior. O sistema
Bx=b € reduzido a resolugdo de dois sistemas triangulares L(Ux)=b

que sao simples de resolver. Eliminagao esparsa gaussiana é o no
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me dado a qualquer adaptagao deste método basico que aproveite a
esparsidade de B, no sentido de que a proporgao de elementos nao
nulos e a estrutura de B, se for o caso, sejam mantidas nas ma-
trizes L. e U.

Um dos primeiros esquemas de selegao de pivds na elimina-
¢ao duma matriz esparsa deve-se a Markowitz(1957). Neste esquema
as linhas e colunas da matriz sao escolhidas a cada passo da fa-
toragao L-U de modo .a minimizar a criagao de novos elementos nao
nulos nas linhas e colunas gue ainda restam para ser fatoradas (
f£fill-in). Este esquema foi implementado por Reid(1975,1976).

Hellerman e Rarick(1971,1972) apresentaram um outro esque-
ma para eliminagao gaussiana esparsa, no qual a ordem das linhas
e colunas € determinada anteé de proceder a fatoragao da matriz.
No procedimento por eles descrito, a matriz tem as suas linhas e
colunas permutadas de maneira tal, que a matriz resultante € tri
angular inferior excep£uando,um certo numero de blocos diagonais
chamados "bumps". A seguir cada "bump" & processado até trans-
forma-lo em triangular inferior a menos de algﬁmas colunas com
elementos nao nulos acima da diagonal do "bump", chamadas "spi
kes" (0 conceito de colunas "spikes" serd muito usado em nosso

trabalho, portanto chamaremos as colunas "spikes" de colunas
"espeto"). E possivel demonstrar que o processo de fatoragao L=U
aplicado sobre uma matriz com a estrutura assim obtida, s6 pode

provocar a aparigao de novos elementos nao nulos nas colunas "espe
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Atualmente, os métodos mais eficientes para resolver Dro-
blemas de programagac linear esparsa de grande porte utilizam a
fatoragdo L-U. As duas técnicas mais conhecidas para atualizar a
fatoragao L=U sao as de Bartels e Golub(l969) e Forrest e Tomlin
(1972) . O esquema de Forrest e Tomlin € atrativo do ponto de vis
ta da esparsidade mas nao garante a estabilidade numérica do pro
cesso ‘'de atualizagao. O método de Bartels e Golub é o Gnico méto
do estdvel de atualizagao da fatoragao LrU, mas sua aplicagao di
reta provoca a perda da esparsidade nos fatores. Saunders(1976 )
mostrou que quando & aplicada a pré-selegao de pivds de Hellerman
e Rarick(1971,1972) antes da fatoragac inicial, € possivel pre-
dizer a regiao de U na qual serao criados novos elementos nao nu
los na atualizaqao seguinte, permitindo uma implementacao do es-
guema de Bartels e Golub que trabalhe exclusivamente com esta
pa;te da matriz U.

(@) desenvolQimento de algoritmos especializados para apro
veitar estruturas particulares, pode resultar em ganhos signifi
cativos, tanto na éficiéncia da resoluqao dos problemas como na
utilizagao da memdria do computador. Estes métodos sao obrigaté-
rios no caso de problemas realmente grandes, gue nao poderiam
ser resolvidos com técnicas gerais devido a limitagoes de tempo
e memdria dos equipamentos disponiveis.

Varios trabalhos tem sido feitos na tentativa de resolver



vi

problemas de P.L. com estrutura escada, também chamados problemas
de programagao linear dindmica(P.L.D.) M&todos baseados na decom
posigao de Dantzig-Wclfe(1960) sao apresentados por Glassey (1971,
1973) e Ho e Manne(1974).

Un outro enfoque, encontrado nos artigos de Grinold(1972)e
Aonuma(1978), utiliza os métodos chamados de transformagao, que
comegam com um P.L. mais simples e a partir da solugao deste :ca-
minham para a resoluqio do P.L. original.

Finalmente, temos os métodos de representagao compacta da
base ou da sua inversa, junto com alguma variante do método pri-
mal Simplex. Este tratamento do problema foi sugerido por Dantzig

(1955 , 1963) . Alguns algoritmos com este enfoque sao aéresen-
tados nos trabalhos de Heesterman e Sandee(1965), Dantzig(1973),
Propoi e Krivonzhko (1978), Wollmer(1977) e Perold e Dantzig (
1978) . : .

Nenhum método tem se mostrado mais eficiente que o Simplex
cldssico para a resolugao duma grande variedade de problemas com
estrutura escada. Isto motivou o desenvolvimento de pesquisas
que procuram melhoramentos adicionais no método Simplex para o
caso de problemas com estrutura escada. Alguns desses trabalhos
tem sido muito bem sucedidos.

Simultaneamente surgiram técnicas novas para problemas de
P.L. de grande porte, esparsos, sem uma estrutura particular. Es-

tas técnicas fcram adaptadas por Fourer(1979,1982,1983,1984)para
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O caso de estrutura escada. Nesses artigos ele faz um estudo
exaustivo das particularidades das matrizes com estrutura escade,
discute virias alternativas de fatoragao, de resolugao dos siste
mas lineares com esta estrutura e técnicas de:cdlculo dos custos
reduzidos apropriadas a este caso.

Em nosso trabalho damos continuidade a esta linha de pes-
quisa introduzindo um novo método para modificar as fatoragoes
L-U duma matriz quando uma Gnica coluna desta € trocada. O pro-
cesso, conhecido como de "atualizagao da fatoragao" € necessario
a cada iteragao do método Simplex, quando ha efetivamente uma
troca de colunas. No método apresentado estabelecemps um compro=
misso entre a estabilidade numérica do algoritmo e a preservagao
-da estrutura escada.Elaborémos um algoritmo para a resolugao do
P.L.D. utilizando este novo esquema de atualizagao e desenvolveros
um programa computacional para este algoritmo.

No capitulo I apresentamos o algoritmo. No capitulo II dis
cutimos alguns aspectos computacionais do programa implementado
e apresentamos resultados de experiéncias numéricas. A aplicagao
deste algoritmo na resolugao do problema de otimizagao da opera-
¢ao dum sistema hidroelétrico & comentada no capitulo III.

As técnicas desenvolvidas para P.L.D. podem ser utilizadas
também, na resolugdo de problemas dinamicos com fungao objetivo
nao linear. Uma extensa discusao sobre as particularidades deste

problema, encontra-se no livro de Gill, Murray e Wright(1981). O
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primeiro objetivo no desenvolvimento de algoritmos para resolver
estes problémas é a determinagao de diregoes de decréscimo efi-
cientes. Rosen(lQGO) propdos o método do gradiente projetado e
Wolfe (1962) apresentou o conhecido método do gradiente reduzido
(G.R.) . Murtagh e Saunders(1978) desenvolveram uma especializagao
do G.R. para problemas de grande porte com fungac objetivo nao 1li
near. As idéias deste algoritmo foram implementadas num progra-
ma computacional de, muito sucessc MINOS, .(Murtagh e Saunders,1977)
desenvolvido na Universidade de Stanford.

No capitulo IV mostramos como as técnicas desenvolvidas
nos capitulo I e II para.P.L.D. podem ser usadas na resolugao de
problemas de programacao dinamica com restrigdes lineares e fun-
¢ao objetivo nao linear. Discutimos também a implementagao  dum
programa baseado no método do gradiente reduzido para problemas
de grande pofte com essas caracteristicas e estrutura escada. O
programa utiliza o conceito dé varidveis superbasicas proposto
por Murtagh e Saunders(1977). No mesmo capitulo fazemos uma ex-
posicao detalhada deste conceito e sua vinculagao 4 estratégia
de restrigoes ativas e discutimos a aplicagao do algoritmo em
problema andlogo ao tratado no capitulo III.

0 problema de minimizar uma fungao onetivc sujeita a res-
trigoes nao lineares & consideravelmente mais complicado. Esta
complicagao resulta em métodos bem mais complexos que os utiliza

dos para restrigoes lineares. Uma ampla discussao sobre os pro-
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blemas que surgem e os varios métodos de resolugao destes, estao
no livro de Gill, Murray e Wright(1981). Rosen(1961)sugeriu um
método de gradiente projetado para re;trigBes nao lineares basea
do no seu préprio‘método para restrigoes lineres. Um método de
gradiente reduzido generalizado(G.R.G.) foi apresentado pela pri-
meira vez por Abadie e Carpentier(1965,1969). O programa G.R.G.
implementado na Eletricité de France(Abadie e Guigou,1970;Abadie
1978). tem sido usado com sucesso na solugao de muitos problemas
reais. Num estudo comparativo de Colville(1968) os métodos G.R.G.
foram considerados os mais eficientes para tratar restrigoes nao
lineares. Trabalhos nesta linha foram realizados por Sargent e
Murtagh(1973) e Lasdon e outros(1974,1975). '

Entrando especificamente na utilizagao de métodos G.R.G. pa
ra resolugao de problemas dinamicos de grande porte, esparsos ,
com—restrigaés nao lineares temos os trabalhos de Abadie e Bicha
ra(l1973), Faco(1977) e Drud(l976a, 1976b, 1985).

No capitulo V expomos as idéias fundamentais para o proje-
to de algoritmos do tipo G.R.G. para o caso de problemas dinamicos
com restrigdes nd3o lineares. Apresentamos também a discussao de

uma implementagao computacional e um estudo de caso, em planeja-

mento da operagao de sistemas hidroelétricos.



CAPITULO I

UM ALGORITMO PARA PROGRAMAGAO LINEAR DINAMICA

I.1l. FORMULAGAO DO PROBLEMA

O problema de programagao linear dinamica (P.L.D.) & re-

presentado como segue

T-1
min J(x,u) = I (c(t+l)® x(t+l) + d(t)‘'u(t))
t=0

sujeito a

(1) x(t+l) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
(2) "e()mit) + Di(t)yult) = £(t)

(P.L.D.) (3) x(0) = x°

A
x|

(4)

1%
A

£ xlttl) <

el

(5)

le
A

< uft) <

para t = 0,1,...,T-1

onde:

x(t): vetor de estados de E" no periodo t.



u(t): vetor de controles de EX no periodo t.

£(t): vetor de recursos, conhecidos de E° com m < r.
x(O).= x°: vetor de estados iniciais, conhecido.

T: horizonte de planejamento considerado fixo.

A(t),B(t),C(t),D(t): matrizes conhecidas de dimensoes

nxn, nxr, mxn e mXr respectivamente.

c(t+l), d(t): vetores dados de E" e EF respectivamente.
As equagdes (1), chamadas equagbes dinamicas, caracteri-
zam o aspecto dinamico do P.L.D.

I.2. ASPECTOS GERAIS DO METODO DE SOLUGAO

0 prqblema P.L.D. pode ser reescrito na forma padrao de

um programa linear

min J(s)
sujeito a

As = b
5iszs

A matriz A de restrigoes do P.L.D. é representada na fi

gura I.Jl.



3
A S AR i - -
u(0). x(1l)u(l)x(2) x(T-1) u(T-1) x(T)
mﬁ D(0)
m{ B(0) - I
C(1)D(1)
A(1)B(1) -1
A = ik
m{ C(T-1)D (T-1)
m{ A(T-1)B(T-1) -1
Figura I.1l

Esta matriz & estruturalmente esparsa, e a sua eéstrutura
& chamada escada (staircase). Neste capitulo apresentamos um al-
goritmo baseado na implementacao estavel do método Simplex de

Bartels-Golub (1969) para resolver o problema P.L.D.

A cada iteragao do método Simplex & necessdria a resolu-

¢ao de sistemas lineares do tipo Bx =b e B'x =b, onde B &
uma submatriz da matriz A, formada pelas colunas basicas. O es-
forgo computacional para a solugao do problema, concentra-se,pre

cisamente na resolugao desses sistemas.

No caso do
lunas reordenacdas
A conforme mostra

tram-se na escada

P.L.D., as matrizes B (bases), com as suas co
convenientemente, herdam a estrutura escada de
a figura I.2. Os elementos n3ao nulos concen=

(parte hachurada).
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Figura I.2.

Para resolver oé sistemas lineares usaremos a conhecida
decomposigdo LU de B (Forsythe-Moler, 1967), ou seja, a ma-
triz B serd fatorada (salvo permutagbes) na forma B=LU onde
L & uma matriz triangular inferior com l's na diagonal e U tri-

angular superior.

Lembramos que na passagem de uma iteracdo do Simplex para



a seguinte, a modificacao das matrizes B consiste na troca de

uma unica coluna.
Nossos objetivos no algoritmo discutido neste capitulo sao:

a) Fatorar a matriz B de modo que os fatores L e U man

tenham a estrutura escada.

b) Resolver os sistemas lineares aproveitando essa estru-

tura.

c) Modificar a fatoracao de B, a cada troca de coluna,de

modo a continuar mantendo a estrutura.

Os itens a seguir detalham os aspectos a) e c) do algo-

ritmo. A questao b) sera discutida no capitulo II.

I.3. FATORAGAO DA BASE

Para fatorar a base B, vamos zerar os elementocs que es-
tdo abaixo da diagonal, coluna por coluna. Isto equivale a pre-
multiplicar a matriz B por uma sucessao de matrizes elementares

do tipo

X XXX ¥
-
-

Figura I.3



O produto de todas essas matrizes constitui a matriz L—1 que

verifica L-IB = U. (Forstythe-Moler, 1967).

A fatoragdo implementada no algoritmo que apresentamos bus-
ca um compromisso entre a estabilidade e a preservagao da estru-
tura.

Se pensassemos scmente na estabilidade nossa estratégia de
oivotamento seria, por exemplo, a de pivotamento parcial por co-
lunas, gue escolhe como pivo o elemento de maior valor absoluto
da coluna. A figura I.4 ilustra as consequencias desta escolha

sobre a estrutura escada.

;x . TEEIE S ) PR ) bt A
| o) B
permutaczo L s e Lt
P . - | eliminacao
xxx |Ge linhas |l x x xf...- ey
L . ; : o
. o
.
elemento de maximo
valor abscluto da
ooluna Figura I.4

Os elementos marcados + foram criados durante as operagCes de

eliminagdao, mudando a estrutura da matriz. Este fendmeno &



conhecido como preenchimento (fill-in) sendo desejavel evita-lo
o maximo possivel; portanto, a escolha dos pivis também deve con

siderar este objetivo.

Vamos agora explicar em detalhe o processo de fatoragao
usado para bases B com a estrutura escada ilustrada na figura
v le

O bloco B, tem m linhas e como B & uma base nesse blo
co deve haver m colunas linearmente independentes. Comegando o
processo de fatoragao, escolhemos como pivo na primeira coluna o
elemento de maior valor absoluto entre as m primeiras linhas.
(Na pratica, para evitar algumas permutagdes, esta exigéncia po-
de ser relaxada aceitando como pivo o elemento bii . 5€ {bill >
3 clbkll para k € {1,2,...,m}, X #1i e e dado). Permutamos as
linhas se for necessario e passamos a zerar todos os elementos
dé coluna que estdo abaixo do pivd. Observe-se que assim nao &
preenchida nenhuma posigao estruturalmente nula da matriz B. A
coluna que caracteriza a matriz elementar aplicada scbre B nes

tas operagoOes estd representada na figura - I.5.



linha (m+n) —— | -©/p

Figura I.5.

As marcas @ indicam os elementos estruturalmente nao nu

los da primeira coluna de B e 'p' & o pivo.

Para fixar as idéias, vamos chamar P, @ matriz de permu
tagcao e L d matriz elementar que representa as operagoes de
eliminagac realizadas neste passo. O pivd 'p' caracteriza a pri-
meira coluna de U. Note-se que a coluna da figura I.5 tem, no
ndximo, tantos elementos nao nulos guantos tinha a primeira colu
na de B antes de ser eliminada. Portanto, para representar L1
precisamos somente desses elementos. Tomaﬁos agora a segunda co-
luna de B. Aplicamos sobre ela P1 e Ll , depois escolhemos co-
mo pivd o elemento de maior valor absoluto dessa coluna entre as
linhas 2 a m. Se estes elementos forem todos nulos, significa

gue esta coluna de B depende linearmente da anterior. Neste

11



caso a abandonamos temporariamente e passamos a testar a coluna
seguinte. Uma vez aceita uma coluna e escolhido o segundo pivo,
fazemos a permutagao P, e as operagOes necessarias para zerar
os elementos abaixo da terceira linha desta coluna. Estas opera-
¢oes definem uma matriz L2 caracterizada pela coluna da figura

I.6.

linha (m+n) — -®/p

L

Figura I.6

As duas primeiras linhas da segunda coluna eliminada em B carac.

terizam a segunda coluna de U.

Repetimos o processo até obter um pivo para cada uma das
m primeiras linhas de B. Isto & garantido pelo fato da matriz

‘B ser uma base. Até aqui teremos efetuado as seguintes operagCes:

Lm_le_le_sz_z T L2P2L1PIB
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transformando a matriz B em §, como mostra a figura I.7

32 43

Figura I.7

*A area hachurada representa o conjunto das colunas de B11 que fo
ram abandonadas ou gue nao chegaram a ser testadas no processo
anterior, as guais chamaremoé de colunas "sobrantes" e que cons-
tituem uma matriz que chamaremos 01. Durante todo este procedi-
mento nenhuma posigdo estruturalmente nula de B foi preenchida
acima da diagonal e o nimero de elementos necessarios para carac
terizar as L; & exatamente o nimero de elementos nao nulos abai

xo da diagonal em B.

Para continuar o processo de fatoragdo consideramos a ma-
triz cujas colunas sao as sobrantes e as colunas de 322 e cujas

linhas s3@3o as n linhas a partir da linha do lltimo pivd
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estabelecido. Como no caso anterior, o fato de B ser uma base
garante a obtengdo de n pivds, os quais serao escolhidos entre

estas n linhas como antes.-

Repetimos o processo descrito até completar a fatoragao de

B. A configuragao final de U est3d representada na figura I.8

coluna scbrante de B11 pivoteada em u4
m :"1 l l ks
U
2
n 02
5 - - ——— - — - - - —— -
3
Ug
U= N
.
N
N
N
N
N
b,
N
N
\ ————
U,
m -1 QZI‘-I
n Uz'r

Figura I.8
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Se definirmos

=1

L L,P.L.P

" ST+ Tan)r-1 v o0 o baFalaPy

temos que L—]'BQ = U onde Q & uma matriz de permutagoes.

Observe-se que as variaveis de controle do periodo t com
0 <t < T-1 estdo associadas d matriz U, . , e as varidveis de
estado do mesmo periodo estdo associadas a matriz Us(e+1): No
entanto, as colunas de qualquer Ui com 2 < i < 2T podem re-
presentar variaveis de controle ou de estado correspondentes a

periodos anteriores devido a existéncia das colunas sobrantes.

O processo completo sO provoca preenchimento fora da esca
da, quando uma coluna 'sobrante' foi pivoteada num periodo poste
rior ao que esta associada e o preenchimento restringe-se a essa
coluna.

A matriz de permutagGes Q , aparece devido &s permuta-

coes de colunas que ocasiona a existéncia de colunas 'sobrantes’'.

Chamamos ¢, a matriz cujas colunas sdao as colunas 'so-
brantes' a direita da ultima coluna de U; e cujas linhas sdo as

linhas associadas a Ui rcom 1 < i < 2T7-1 (Figura I.8).
I.4. ATUALIZAGAO DA FATORAGAO LU.

A cada iteragao do Simplex uma coluna & escolhida para
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eéntrar na base. e em fungao desta, uma coluna da base & determi-

nada para sair.

Antes de descrever o processo de modificagdo da fatoragao
LU, mais conhecido como atualizagdo da fatoragao, faremos algu
mas consideragOes sobre as posigOes relativas entre as colunas a

ser trocadas.

A coluna a sair da base esta representada na figura I.9
em U1 e a coluna a entrar na base, A', corresponde a um perio-
do t associado a Uj com j > i. Podemos supor Q=I sem per

da de generalidade, para simplificar a exposigao. Seja RS=L.1As

e A tq) vR® = 2%,

Vamos supor que 'k' & a posigado da varidvel a sair rela
tiva a Ui' Como mostra a figura I.9, A® tem zeros até a primei

1

ra linha de Uj' AY = 1 *aA" mantém todos esses zeros.

A k-ésima componente de A® deve ser ndo nula. Caso con-
trario A° seria linearmente dependente das colunas de B que
restam quando tiramos a que esta saindo de B, contradizendo o

fato de que a nova matriz deve ser também umé base.
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a 3 3' = 3 3 3 3 o -
Entao seja aj (ail’aiz'""aik""’ain)' cujas compo

nentes s3o as de A° que estao nas linhas associadas a U (Su=-

i
pomos Ui com n linhas). Como uA® = as , temos que

U, + $,a, = 0
onde ;i consiste dos elementos de A° nas linhas abaixo da ul

tima linha de Ui' Obtemos

Como aik #0, neéessariamente_a k-ésima linha de U;l 01 deve
possuir algum elemento nao nulo. Este resultado, aliado ao fato
de que as colunas ée U; constituem uma base de E" nos assegu
ra que alguma coluna de Oi pode substituir a k-ésima coluna de
Ui , de maneira a continuar formando uma base de g

Estamos agora em condigOes de descrever o processo de atua

lizagado. Consideramos dois casos:

a) A variavel a sair da base estd em U; ea variavel a
entrar esta associada a Uj con 3> 1.

b) A varidvel de saida esta em U, com j < 1.

Analisamos o primeiro caso:

a) A coluna gue sai esta em U, com o L

Seja k a posicdo da varidvel a sair, relativamente a Uy

(ver figura I.9).
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E claro que se fizermos a troca diretamente, Ui torna-se
uma matriz singular. Qualguer permutaga@o de linhas para introdu-
zir um pivo acektével e as operagdes necessarias para eliminar os
ele;entos nao nulos abaixo da linha k de Ui' gue resultariam dé
fazer uma troca direta, provocariam um preenchimento indesejavel em U.

Para evitar isto, elaboramos a estratégia descrita a seguir.

Caminhamos com a coluna a sair até a posigdo da Gltima co
luna de Ui e trazemos cada uma das outras colunas a partir de
(k+1)-ésima uma posigao para trd3s. A matriz U fica com a forma

representada na figura I.10.

Figura I.10 3
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A permutagao de colunas faz com gue Ui perca a triangu-
laridade, transformando-a numa matriz Hessenberg, Hi' A matriz
Hy @ triangularizada, escolhendo como pivo em cada coluna a ser
eliminada o elemen£o de maior Qaior absoluto entre “1,2+1 e
u£+l,l+1 para 2 = k,...,n-1l. (Bartels-Golub , 1969). Estas
operagOes aumentam o nimero de P,'s e L;/'s em L-l, e uma vez
aplicadas tornam a matriz U novamente triangular, com a varia-

vel a sair colocada na posigdo da Ultima coluna de : U,. Embora a

i
matriz Ui seja modificada, para facilitar a expos}qSo, conti-

nuaremos a chamar Ui a nova matriz triangular obtida.

Note-se que somente as colunas de Ui e de 01 sao modi
f}cadas pelas operagOes descritas acima. As colunas de °i que
no fim deste passo apres;ntem um zero na linha n s3o linearmen
te dependentes das (n-1l) primeiras colunas de U1 . em consequén

cia, elas nao serdo consideradas candidatas para substituir a co-

luna que esta saindo da base, em Ui'

Escolhemos a primeira coluna de 01 com um elemento nao
nulo na linha n. (As consideragOes feitas no comego deste item
garantem a viabilidade desta escolha). Permuéamos esta coluna de
¢i com a coluna que sai da base. A matriz U fica com o éspec-

to apresentado na figura I.1ll.
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posicao da primeira

coluna em ¢

i

can elemento

nao nulo na linha n de Ui

N
\
.
~
~
N
x X 5
i R g x
x 3 x
X % x
X P 4 ote.
LA P S B R s
xN\Yyg| x o
X x o
% 3 o
X .
x .
X ;4
X 3
% o
X 3 N
$ s
X & 5
»

: AN o
x \\ o

X

N
~
N

Figura I.ll -Aspecto parcial da matriz U apods
a permutagao das colunas
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Com esta permutagao de colunas, U perde novamente a tri-
angularidade. Passamos, entao, a eliminar os elementos nao nulos

abaixo da diagonal (ver figura I.ll).

Pensemos na linha n : os zeros presentes nas colunas de
¢, anteriores d coluna escolhida garantem que nao & alterado ne
nhum elemento da matriz U situado entre as duas colunas permu-
tadas. Além disso, sO sofrerao alteragOes Os elementos situados
em colunas posteriores a coluna de 01 escolhida éuc tiverem um
elemento nao nulo na linha correspondente a n-ésimé linha de U

1

Estas operagGes tamb@m aumentam o nimero de L,'s em L .

i*

Agora a nossa coluna de salida esta em Ul com £ > i. Re-
petimos este processo até colocar a coluna de saida na posigio da
tltima coluna de U, com r > j. Esta situagao configura o se-

gundo caso:

b) A coluna gque sai esta em U; com 5 < 14

‘A diferenca reside em que neste caso, €& possivel que toda
a linha de ¢i na qual estamos procurando um elemento nao nulo,
seja nula. Quando isto acontece retiramos definitivamente a colu
na que sai da base colocando no seu lugar a coluna que enﬁra de-
vidamente atualizada, isto &, todas as operagdes feitas sobre B
e U, devem ser apllcadas sobre a coluna que entra. Quando faze-
mos esta troca de colunas, mais uma vez & possivel que elementos
nao nulos surjam abaixo da diagonal de U. Mas como toda a linha

de ¢, correspondente 3 linha do pivo da eliminagdo que segue,
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€ nula, estas operagoes nao provocam preenchimento. Se na ‘linha
de Q'i pesquisada existe algum elemento nao nulo (figura I.12)
procedemos como em a) até que para algum £ com £.> 4, @gte-'

nha a sua Gltima linha nula ou & = 2T, isto &, a coluna de sai-
da esteja colocada na posigdo da Ultima coluna da matriz U. En-
t3o fazemos a troca de colunas introduzindo A® devidamente atna

lizada na base.

P AS AS
o o
o o
o o
LY (o] o
s o o
N
N o o
e o o
05-60- My G G G,/ ey = = “_--—--'x‘_——--x‘--.
x x
x %
x x
. X X
_________ 20 N Ol A x
\ o] X
\\ o x
\ o X
o x
o -4
D E .
o e, g o x
coluna que sai — - e o X
\ o X
N ———
U o x
- i+ o X
o x
o x
- o x
o x
o x

coluna que oitea
Figura I.1l2



21

Todo este processc preserva a estrutura escada, exceptuan
do as colunas 'sobrantes' da fatoragao. Durante o processo de
atualizagao alguma nova coluna sobrante pode ser criada

nas 01 ou algumas colunas de 01 existentes podem ser elimina

das.

0 algoritmo gque propomos para resolver o P.L.D. & o clas-
sico método Simplex revisado com decomposigdao LU da base, usan
do os‘ésquemas apresentados para fatorar as matrizes basicas e
atualizar essas fatoragOes. Também na resolugado dos sistemas li-
neares que.surgem a cada iteragao do s%mplex faremos uso da es-
trutura escada das LU obtidas. Depois.de vériaé iteféqus nas
quais a fatoragao inicial foi sucessivamente modificada, & possi
vel que o processo se desestabilize numericamente ou que as pé-
sigOes de memdria necessdrias para armazenar o crescente arquivo
das Li e Pi sejam excessivas. Para evitar estes problemas a
‘matriz basica & refatorada quando o numero de atualizagoes atin-
ge um valor dado, que dependé das particularidades de cada pro-

blema e dos recurscs computacionais disponiveis.
I.4. EXEMPLO NUMERICO

Ilustramos a seguir o algoritmo com um pequeno exemplo nu
merico.

Seja B a matriz representada na figura I.13.
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-
2121 0
ohio-p
=3¢l 22011 2 A
3
1130 2
100976 Y11
" W
_4<o 00-1]01 £
&% T =2
0010 2 |00
+n)-T =14
0001 1 (00 s
L 4
gl 53 by Pl
i 43 0 lo 121 :
' 01]0-111
BT Ton liza90
00 |2-101|/100
: b
0012 o10]l110 “
P2 1 Piael]
00 |1 020/010
- 00 1,210 001
Bl
43
Figura I.13. : g o

Em Bll escolhemos como pivd na primeira coluna o primei
ro elemento e zeramos essa coluna até a guarta linha. N3o haven-

do permutagao de linhas P, = I. O vetor que caracteriza L, &

(1,-1,-1/2,-1/2,0,0, ... ,0)"
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. € a primeira coluna de U, e (2,0,0)". :
f :

Aplicamos Llpl a segunda coluna resultando em

(Lo =1 1/2, -1/251,050004,0)"°

Escolhemos o piv0o entre os elementos sublinhados, obtendo o va-

lor =1. Temos P2 =1 e L2 caracterizada por

e

0,1, 1/2, -1/2,1,0,...,0)°

e a segunda coluna de Uy e dada por (1,-1,0)'.

Aplicamos L2P2L1P1 a terceira coluna, obtendo
(2, 7 9_1 -1/21 _llllalol"'lo)'

O Gnico elemento candidato a pivd nesta coluna & zero, portanto

esta coluna & abandonada temporariamente.

Aplicamos entao, L2P2L1P1 a quarta coluna e obtemos

(1, 0, -1/2, -1/2, 0,0,1,0;¢..,0)"

Esta coluna & aceita e o pivd vale =-1/2, B, =1 8 L, é repre

sentada por

(0,0,1,-1,0,0,2,0,06,.4.,0)"
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A terceira colunad de Ul e (1,0,-1/2)'..

A matriz Ul foi completada,

TRl Y )
v, = -1 0
-1/2

Temos duas colunas "sobrantes', a terceira e a quinta gue nao

chegou a ser testada.

Comegamos o processo de construgao de U,. Pegamos a pri-

2
meira coluna sobrante que € a terceira.’' Aplicamos a ela

L3P3L2P2L1Pl obtendo

(2, =1, ‘0, =0/2 %1, 1,2 050, s y0) L

O pivo deve ser escolhide entre os valores sublinhados. Elegemos
o valor =-1. Entdo permutamos as linhas 4 e 5. P, representa es

ta operagao e’ L, € caracterizada por
(0; 0:0, 1, =1/25: 1505205 cenyl) ™ 5%

A primeira coluna de ¢, & (2,-1,0}°, e estard colocada na po-
sigao da quarta coluna de U. A primeira coluna de U2 é (-1,0,0,0)'

Aplicamos L4P4L3P3L2P2L1Pl a segunda coluna sobrante gque e a



qguinta de B, resultando
(0 =2 ¥5-1e =T/23 T BpanabB])” s

0 pivo escolhido & 7. P5 consiste em permutar as linhas 5 e 7

e Lg @ caracterizada por
(0,0, 0, 9, 1,:=3/7, 1/2,°0,0,.:.0)*

A segunda coluna de ¢, & (0,2,3)' e estard situada na posigao

da quinta coluna de U. A segunda coluna de 02 & (1,7,8,0)°.

2 Todas as colunas correspondentes a Bll foram usadas e
passamos a testar colunas de 822 para determinar os dois pivos
que faltam para completar Uz.

-

A primeiré coluna corréspondente a 322 e
(0048550 303050 ;3,0 0,0,...+0)" .

As operagées L; e P; com i =1,2,3 nao a modificam. Se

apl%camos L5P5L4P4 sqbre ela resulta
(0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,...,0)"

Escolhemos como pivdé o valor 1 e Pe consiste em permutar as
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linhas 6 e 7. Lg @ caracterizada por

.

(0,0,0,0, 0,1,0, -1, 0,0,...,0)" .

A terceira coluna de U, & (0,0,1,0)" .

Testamos agora, a ultima coluna de By, - Também sobre ela

sd precisamos aplicar as operagoes I’ipi com i > 4. Obtemos

(0,50:5°04.1 5.0, 372,31 5.23/2:.2 405 ¢e0) "

O Gnico candidato a pivd & o valor 1. Entdo P,=1I e L, é.

caracterizada por
(05050 ;.05 0,0, X :3/2 =235 000000

A quarta e a Gltima coluna de U, P & s e ¥ (P ) [ R

A matriz U, completa &

=3 1 0 1

7 0 0
U, = #
2 1- 322
1

Nao temos nenhuma coluna sobrante portanto para formar 03

comegamos pela primeira coluna de B,,. As colunas correspondentes
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a Baiq tém zeros até a sétima linha, portanto as operagdes ante

riores nao as modificam.

0 pivdo deve ser escolhido entre os elementos sublinhados

que constituem a primeira coluna de 833

(0 D e’ v oy O30 132 02 4 1 L) s

O valor do pivd & 1 e Pg indica a permutagdo das linhas 8 e

10. Lg € representada por

(0,0,0, or ol.olol lr 0,0, '21'21 '11-1)' .

-

A primeira coluna de U, & {1,0,0)" .

Aplicamos LBPB a coluna correspondente a segunda coluna

de 333 obtendo

(0y - e D2y =350y =5,-4,:2 ,0)" 35

O pivd escolhido & -1, Py =1 e Ly @& representada por
(0, Y, 1, =5 =4, =2, 0)C

A segunda coluna de U, & (2,~1,00" ,

Aplicamos LgbgLaP8 a coluna correspondente a terceira

coluna de B,, resultando
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€06 o oo snpmcdisd 0323 s =Lyl 5 2) ¢
O pivo e 3 , plO =1 e L10 e caracterizada por

(0:0, .0 o » 2,2 ,3/3 ;=1/3,-2/3)" .

A terceira e ultima coluna de U, 8 (=1 1.,3%% .
A matriz U, completa e
3 & 2 =1
U3 = -1 i | a
) 3

Temos uma coluna sobrante de B33 que nao foi testada.

Aplicamos sobre ela L10P10L9P9L8P8 obtendo

T IS A G B . P + - L T
O pivd escolhido € 2 e Py = I, Ly & caracterizada por ¥
) PRSEs S s WL 7 i 4 P L 3 b

Assim, a Unica coluna de 03 e (0,0,1)' e a primeira coluna de

-

v, @ (2,0,0,0)" .

Para formar as colunas restantes de U, , testaremos as
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A

colunas de 844. Estas sao modificadas somente por Li e Pi se

i > 11. Entao aplicamos Lll pll sobre a primeira coluna de B

44
e temos
(0, o <« o +11:15/65 1465 1/3)",
O pivo escolhido &é 5/6 e Py, =I.L, é representada por
(0 s w g Dy =1/5, #2/5)
A segunda coluna de U, @ (1, 5/6; 0,01 .
Aplicamos L12P12L11P11 sobre a segunda coluna de 844
*obtendo
(05 -olia i 0 5.0 5 8/5 =2 75)" 2

.

O pivo escolhido & 4/5, Vs W% e Ly, é caracterizada por
(oo LG 1 2)

A terceira coluna de U, B (0 /550G

Finalmente aplicamos L13P13L12P12L11P11 sqbre a ultima.

coluna de 344 obtendo
0w i U Belal)s o

Fica determinada a ﬁltima coluna de U, como (0505023 %
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A matriz U, completa @&

S/6:.71 0

04 =
4/5 0
1

A matriz U estd representada na figura 1I.14.

~retrta i o e e =

— —_ — —

2. 1 3 2 0.
1l 0=l 2e=9

1
YU =12 o 3
11 0 1
0 0
‘ Y 32
1
e 2-3} o
. < Tk .0 G— 03
s 3|l 1
3
5/6 1
e :
4 4/5

Figura I.1l4

o o




A matriz Q tal que L]'BQ

100000.......
010000.......
Permtagio[ [ © 0 0 1 o0 o.......
001000.......
000010.......
1
1
N\
Y
N\
N\
AN
\
Y
1

j@ que sd houve permutacao das colunas 3 e 4

Para ilustrar o processo de atualizagao

31

U neste caso &

ru

de B.

da fatoragdo de B

vamos supor que a segunda coluna de U sai da base e que no seu

lugar deve entrar a seguinte coluna

R 40,00 0 ek ket o ol 42 s 0500

A coluna de saida & a segunda de U,

0)°
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2 X i
91 = L § 0 = Hl -
-1/2

permutando as linhas 2 e 3 temos

2 3 1 2 1 1
Hl = -1/2 0 ‘ Ul = -1/2 0
0 =L -1

- -

Com o elemento da subdiagonal de ﬁl ja e zero a nova U1 é ime
diata. .

Para caracterizar estas operagdes precisamos de trés valo
res:

a) a posigao da coluna de saida em‘Ui; neste caso & 2.°

b) um parimetro que indique se  houve ou n3ao permutagao

de linhas.

c) o fator que caracteriza a eliminagdo do elemento na sub

diagonal.Neste caso 0.

Aplicamos as operagles anteriores sobre 01 , obtendo
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A primeira coluna de ¢i tem um elemento ndo nulo na terceira
linha. Entdo permutamos as colunas 3 e 4 de U. Obtemos (com pe-

queno abuso de notagao)

2 1 2 1 0
Ul = /2 0 e °1 = 0 3 -
-1 -1 2
-1

Com esta permutagao de colunas v, também foi modificada

sendo

= B e
Y,

1 32

1

Devemos triangular 61. As operagOes para isto ficam ca-

racterizadas por:

a) linha do pivo destas operagoes. Neste caso 3.

b) fatores caracteristicos desta eliminagdo. Neste caso -l. "

c) linhas a ser zeradas. Neste caso 4.

Aplicamos estas operagoes a ﬁl e 62 obtendo
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-
2 1 2 1 =3 0 1
Ul = ~=1/2 0 e u, = 7 0 0
' -1 15 o8/2
|
A configuragao total das partes modificadas da matriz U e
Agora a coluna de saida estd na posigdo da primeira colu-
na de U,. Levamos esta coluna até a posigao da quarta coluna de

Uy retrocedendo uma posigao com as outras, obtendo R,
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Permutaﬁdo as linhas 1 e 2 em Hz, temos

& 0 i 1 X
H =
L2 1 AR

5

Esta operagao & representada por

a) fator 1/7
b) linha 5

Permutando as linhas 2 € 3 em 02 temos

Facs 1 32 0
]
0o 1 1
1

Nao havendo necessidade de eliminagao a operagao & repre-

sentada por

-
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a) fator 0

b) linha 6.

Finalmente obtemos a nova Uz”

I 32 0O

U, =
2 11
-1

N3o permutamos linhas e a operagao de eliminagdo & representada
por
a) fator -1

b) linha 7

Como a matriz ¢, e nula nao temos modificagoes adicio-

nais em U, que apds as operagOes apresenta a forma ilustrada na -

figura I:15.
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U= 10 ey 01 & : & U7 =0

Figura I.15

Se aplicamos todas as operagdes efetuadas sobre U & co-

luna que entra na base obtemos

0,0,0,--1,1, ,6/7,1/7,1,1,1,0,0,0,0)"
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Como ¢, @ nula trocamos a coluna que sai, gue estd ocupando a
.
posigao da sétima coluna de U, pela coluna que entra modificada,

Entao obtemos

U= 0

0

J 1

|

; T
; Nss 1 0
b Qi ¥ 7
i 1

Figura I.16
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A troca de colunas introduziu elementos nao nulos no tri-
angulo inferior de U que passamos a eliminar. Como 02 € nula

estas operagGes nao modificam o resto da matriz U. As operagées

se caracterizam por:
a) linha do pivdo. Neste caso 7.
b) fatores da eliminagao. Neste caso =7, -7, -7.

c) linhas zeradas. Neste caso 8, 9 e 10.

Finalmente a fatoragao da base que corresponde ao novo

conjunto de colunas basicas & representado por uma matriz g

que consiste nas operagoes L13P13L12P12 cee L1P1 seguidas das
operagoes definidas na parte da atualizagao e uma matriz U como

segue:
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Figura I.17

Finalmente a matriz Q que representa todas as permuta —

2 1| o
-1 1 0‘-—02
$1°% ,
X5 YO0
56 1 0
Uy =% 45 0
1

¢oes de colunas feitas sobre a B inicial &:
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o o o o o o (=]
o - o o o o o
o o o o o - o
o o o o o (=] o
o o (=] o -
o (=] o g
o o o

o

.

.

.

.

.

.

.

.

.

No capitulo seguinte veremos detalhadamente os  aspectos

computacionais relacionados com este algoritmo.
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CAPITULO II
PROGRAMA COMPUTACIONAL PARA PROGRAMAGAO LINEAR DINAMICA
1. INTRODUGAO

Neste capitulo consideramos o projeto e desenvolvimento he
rotinas para calculos matriciais envolvendo matrizes com estrutu
ra escada, necessarias a implementagdo do algoritmo proposto no

capitulo anterior.

Desenvolvemos um programa com 27 subrotinas. Uma delas
SIMESC (Simplex escada) controla-a chamada as ‘restantes.A SIMESC
& chamada uma Unica vez pelo programa principal onde 556 introdu

zidos os dados do problema.

\

O programa implementado contempla a possibilidade da exig
téncia de atrasos tanto no vetor de estados guanto no de contro-
les. Neste caso as equagdes dinamicas do problema sao:

NATRAS

x(t+l) = z {A

5 (B)x(e=3) +B, (t)u(t-3)}
3=0 ’

onde NATRAS indica o maximo atraso. A Gnica consequéncia da in-
trodugao dos atrasos & que as matrizes do problema tém o tridngu
lo inferior mais denso (menos esparso). O método de resolugdo

n3o sofre alteragodes.
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2. DIAGRAMA DE BLOCOS DO ALGORITMO

O diagrama de blocos salientando os passos principais do
algoritmo & aprésentado a seguir:

fvzcaastaagho oe PaRAMETROS
( : >_ -1

[ ratomacro 1o oa mase |

[ ostencio pos muLTiPLICADORES |
:

[PTtucm DA SOLUGAO BASICA ATUAL I

[o PrOBLEMA RO
SIM_|CONVERGE NO NOMERO
DE ITERAGOES

NOMERO DE
ITERAGOES EXCEDE

BAST

RTUALTZAGAO DA COLUNA|
QUE ENTRA NA BASE

VARIAVEL
POOE CRESCER
INDEFINIDAMENTE

ATINGE O OUTRO LIMITE ANTES QUE AS
CANDIDATAS A SATR BATAM EM ALGUNS DOS §
LIMITES?

RO DE ATUALIZIAS
GOES ATINGE O MAXINO

ATUALTIAGRO &
DA rnoucla"‘@
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3. TECNICAS DE ARMAZENAMENTO UTILIZADAS -

As colunas da matriz A de restrigdes devem estar dispo-
niveis para a implementagdo do processo iterativo do Método Sim-
plex. Em muitos casos a matriz A obedece a uma lei de formagao,
possibilitando que suas colunas sejam fornecidas por uma rotina
de geragdo. Quando isto ndo acontece, um armazenamento explicito
@ necessario; usamos a forma compacta de armazenamento de A por
colunas.

Os elementos nio nulos de A s3o guardados num vetor

VALORA( ). Dois vetores inteiros sao usados como apontadores:

a) LINHAA(I) indica a linha der A na qual estd situado o

elemento VALORA(I);

b) ICOLA(J) indica a posigao de VALORA( ), que contém o
primeiro elemento ndo nulo da coluna J de.A. ‘
Estes vetores nio sofrem nenhuma alteragao durante a execugao do

algoritmo.

Se quisermos recuperar a coluna J de A num vetor auxi-
v

liar VAUX( ), inicialmente zerado, o procedimento & o seguinte:

DO 1 I = ICOLA(J), ICOLA(J+l) -1

1 VAUX(LINHAA(I)) = VALORA(I) .

0 vetor de custos do problema também pode ser espafso e
armazenamos os elementos nao nulos num vetor VALORC( ). Um vetor

inteiro ICOLC( ) aponta as posigdes nao nulas do vetor de custos.
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ICOLC(I) indica gue posigao ocupa o elemento VALORC(I) no vetor

_ de, custos. Analogamente definimos VALORV( ) e ICOLV( ) para o ve

tor de recursos do problema.

Um vetor INDB( ) de dimensdo (m+n).T, indicard a cada ite
ragao o subconjunto de indices correspondentes as colunas basi-
cas. INDNB( ) indicard os indices nado basicos. Quando uma varii
vel nao basica assumir o valor do seu limite inferior, o 1Indice

dela sera multiplicado por (-1).

A submatriz B de A formada pelas colunas basicas & fato
rada no comego do algoritmo e esta fatoragao devera ser atualiza
da nas sucessivas iteragdes. Durante estes processos & provavel
que as operagdes aplicadas sobre B provoguem preenchimento ou
eliminagdo de elementos ndo nulos em posigSes ndo conhecidas a
priori. Contemplando esta possibilidade pensamos numa estrutura
de dados que permita atribuir dinamicamente posigdes para os ele
mentos novos criédos e também aproveitar as posigOes dos elemen-~

tos eliminados.

A matriz L ' gerada na fatoragio de B & um produto de
matrizes elementares Li : € matrizes de permut;qus. Cada matriz
Ly @ caracterizada por uma Gnica coluna. Como os elementos das
diagonais das L, sao sempre 1l's, nao hd necessidade de guarda
los. Armazenamos a matriz L-1 na forma produto, guardando su-
cessivamente as colunds que caracterizam as Li .na forma compac
ta num vetor VALCRL( ). Usamos os apontadores LINHAL( ) e

ICOLL( ) com fungSes analogas as de VALORA( ). , LINHAA( ) e

Al
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ICOLA( ) em A. Quando as fatoragdes sdo modificadas as novas ma

trizes elementares sao arqtivadas na continuagdo das anteriores.

Os vetores VALORL( ) e LINHAL( ) tem um contador, KL,
que aponta sempre para a primeira posiqio'livre neles. Um conta-

dor KICOL & usado para o mesmo fim em relagdao a ICOLL( ).

Um vetor IPERM( ), indicarid se houve permutag§§ de 1li-
nhas no processo de fatoragao. Se IPERM(I) = I para
I=1,2,...,(mn).T-1, significa que ndo foi necessiria nenhuma
permutacdo de linhas. Se .IPERM(I) = J significa que a linha I
foi permutada com a linha J. As posi¢gGes de IPERM( ) situadas

apds a (m+n).T-ésima posigao sao usadas para:

a) determinar se houve permutagao de “linhas durante as

eliminagdes das matrizes H; ;

b) Verificar sea L a ser considerada corresponde a:

i

- triangularizagao de uma matriz H, i :

- eliminagGes feitas apds permutar colunas de Ui e Uj
com i # 3 ;

- eliminacdes feitas apds trocar definitivamente a colu
na que sai da base pela coluna que entra na iteragdo

atual.

A forma como as informagdes acima s3@o registradas & ilustrada no
exemplo apresentado no proximo item. Para IPERM( ) temos um con

tador KIPER.

O vetor IBALO( ) registrarda as permutagées de colunas.
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Se IBALO(I) = J, significa que a coluna que inicialmente estava
no J-ésimo lugar em B, encontra-se agora no I-&simo lugar. Se
quisermos saber qual & o indice em A da I-é&sima coluna de B fa

zemos:
J = IBALO(I)
K = INDB(J)
K @ o indice procurado.

Como foi visto no capitulo anterior, a matriz U tem a con

figuragcao representada na figura II.1l.

i es

1 R R

%

L

Figura II.1l.
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isto 8, U @ constituida de matrizeé " triangulares superiorés
Ul'uz""'UZT , com dimensoes m,n,h,n,...,m,n respectivamente,
e de algumas colunas isoladas que sao as colunas sobrantes. A
partir de agora usaremos para estas colunas a denominagao de co-
lunas 'espeto' (spikes). Lembramos que a parte das colunas espe-
to .cujas linhas sdo as correspondentes as linhas de Ui’ consti-
tuem a matriz 01. Para armazenar a matriz U guardamos separada
mente as partes correspondentes as matrizes Ui fiism Ao Do cap )
incluindo os zeros, e as partes correspondentes &as colunﬁs espe-
to. As matrizes Uy sao armazenadas por colunas, uma apds a ou-

tra num vetor U( ) de dimensdo [m(m+l)/2 + n(n+l)/2].T.

Se desejamos obter a coluna J de U;, com k'par, proce-

demos da forma seguinte:

I, = [m(m+l)/2 + n(n+l1)/2] x (k -2)/2

I, = I, + mmtl)/2 :

I, =1,+ (J-1) xJ3/2

I, =14 &
Entao, I, indica a posigdo de U, onde esta o primeiro elemen-
to da coluna J de U, . As (J-1) posigSes seguintes completam es

k
sa coluna. O procedimentd & analogo quando k & Impar.
‘Precisamos de virios vetores para caracterizar as colunas
espeto. O primeiro deles, USUJ( ), contém os valores de cada co-

luna, incluindo os zeros, a partir da primeira linha da @1 onde
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a coluna comega. O vetor IPROS ( ), indica em que posiqao de
USUJ( ) esta o elemento proximo daguele que estamos apontando. Se
IPROS(I) = J, significa que o elemento situado na linha seguinte
a linha correspondente a USUJ(I) esta armazenado em usuJ (J) .
(N&o necessariamente & J = I +1). Quando apontamos a0 Gltimo ele
mento de uma coluna espeto, digamos USUJ(K), definimos IPROS(K)=0 .
para indicar que a coluna acabou. A primeira posigdao livre em
USUJ( ) & registrada numa variavel chamada LIVRES. Um vetor
ICONSU( ) aponta para as posigoes em USUJ( ) onde comegam as co
lunas espeto. Por exemplo, se ICONSU(K) = J, significa que a K-
ésima coluna espeto tem seu primeiro elemento armazenado em
USUJ(J). Um parametro LIVREC aponta para a primeira posigio 11
vre de ICONSU( ). Os vetores IPROS( ) e ICONSU( ) fornecem in
dices éara a leitura dos elementosmde USUJ( ). Temos também dos
Qetores que fornecem indices de colocagao das colunas espeto re-

‘lativas 3 matriz - U: .

ICOSUJ (K): indica a posigao na matriz U da K-ésima colu-

‘na espeto;

LINHAS(K): indica a linha da matriz U onde comega a K-
ésima coluna espeto; :

Finalmente, usaremos os. vetores auxiliares:

IPROC(K): aponta o Indice J para o qual obtemos as in-
formagdes dadas em ICOSUJ( ) , ICONSU( ) ,

LINHAS( ) correspondentes a coluna espeto mais
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proxima a direita da K-&sima. Se temos I co-

lunas espeto no total definimos IPROC(I) = 0.

IANT (K): analogo ao vetor IPROC( ), aponta ao 1Indice
correspondente a coluna espeto mais proxima a

esquerda da K-&sima.

O parametrc LiIVREC, definidc antes, também aponta para a

posigao livre destes vetores.

— — o T ~ - -

-

IPRIMC & uma variavel que indica em que posigao dos veto
res definidos acima, estd a informagao da primeira coluna espeto
de U. IULT tem significado analogo a IPRIMC, para a ultima co

luna espeto de U.

4. EXEMPLO NUMERICO

Mostraremos aqui como alguns vetores descritos no item an

terior sao montados para o exemplo do Capitulo I.

Inicialmente, veremos a representacao da matriz ﬁ-l, ar-

mazenada na forma produto, atraves das matrizes elementares Li'

VALORL

-5 5 B, B 1 o W 5 N B
[-nhhhhl l-'l ,h t ',. ];nlal-zH-l s fe -nxthHM,M n;lg-

ReM
LINNAL

Llelel]. l ] l gne l l lJJqupqu»n-ﬁ] alaleixlulefuleiuju] |
1

& 1o A % Hx h ‘u
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I 2 oM 56 e Tl 8 BN Bt 15
T00LL |1 |4 |7 |9 |11 |13 |14 |16 |20 |24 |28 |31 |33 |34
KICOL = 15
Os vetores IPERM( ) e IBALO( ) resultam:
{8 W4 R e 3193 33 a4
IPERM|(1 | 2|3 | 85717 |7i10]9|101i1}12]13
KIPER = 14
mato| 1|24 |3|s]e|7|8f{9o]wl1]12f13]e

Finalmente, apresentamos os vetores que representam a ma-

triz U. No vetor U( ) colocamos sucessivamente as colunas das

Ui ; Obtemos:

1 2 3 4 5 6 7 8 9% 101 12U M IS K17 B 0 A2 W M NTHEDd PN

[eislisispiisgniat s afaf el i ol efs) sja o] o aifiniaidin]e]a]s]
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' usuJ

1. g= s ¥ B S igiptie
L2]-2]ofoj2]sfofofj1] |

LIVRES = 10

IPROS

N N B K I I KN N N

> T WGy e
zconsu [ 1| 4| 7] |

IPRIMC = 1

LT = 3

LIVREC =4
TRRT DR (e
cosvy |4 ls (1] |
rrneas | 1| 1] 8| |

wape. s b2 kel ol

vt ola1l2]| |

Os vetores e demais parametros apresentados acima s3o. obtidos

na fatoragao inicial de matriz basica. .

Vejamos agora como as intormaqées dadas nesses vetores po
dem ser utilizadas. Se quizermos,. por exemplo, aplicar as opera-

¢oes associadas a LlO » precisamos localizar os elementos gque a
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definem no vetor VALORL( ). Para isso usamos as seguintes infor

magoes do vetor ICOLL( );
ICOLL(10) = 24 e ICOLL(1l1l) = 28 .

Deduzimos gue existem 4 valores n3ao nulos que caracterizam Llo'.
Esses valores estdo em VALORL( ) a partir da posigdo 24. Sao:

24 =25 267 27

11_1]_2
Af gy

As posigdes que ocupam estes elementos no vetor que caracteriza

Lo estao em LINHAL( ) a partir da posigao 24,

et =25 267 27
41 1112133 {14

Vejamos agora como reconstruir colunas da matriz U.

Por exemplo, se procuramos a terceira coluna de U3, re-

presentada na figura I.13, fazemos inie.. T g ST o—
I, = {3 x (3+1)/2 +4 x (4+1) /2} x (3-1)/2 = 16

I, = 16 % (3=1) x 3/2 =19

I3 =19 + 1 = 20.
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Ent3o na posigao 20 do vetor U, temos o primeiro elemento da co

luna procurada, gue por ser a terceira coluna duma U

.

e neste

caso U3,.consta de trés elementos, que sdo:

Exemplificamos.a seguir como reconstruir a segunda coluna
‘espeto.

Comegamos observando que IPRIMC = 1, o que significa que
os dados da primeira coluna espeto est@o na posigdo l'dos veto-
res associados a este tipo de coluna. Portanto, IPROC(1l) aponta
ao indice que nos interessa. Neste caso IPROC(l) = 2, o que siﬁ
nifica que as informagdes correspondentes a coluna desejada es-

tdo na posigado 2 dos vetores que a caracterizam:

ICONSU(2) = 4 indica que os elementos da 22 coluna espe-
to estao guardados em USUJ( ), a partir da
posigao 4.
usuJ(4) = 0.

Para sabermos a posigao do elemento seguinte consultamcs o vetor
IPROS( ). Assim,
IPROS(4) = 5

diz que esse elemento &

UsuJ(5) = 2.



a5

Analogamente

IPROS(5) = 6

diz que o elemento seguinte a USUJ(5) &

UsuJ(6) = 3

IPROS(6) = 0

diz que a coluna espeto acabou.

As demais caracteristicas desta coluna espeto sao dadas

ICOSUT(2) = 5

diz que a 22 coluna espeto & parte da 52 coluna de U.

LINHAS(2) =1

diz que o primeiro elemento desta coluna, USUJ(4) = 0; estd na

primeira linha de U

IANT(2) = 1

diz que os dados da coluna espeto imediatamente anterior a esta

* coluna estao em IPROC(1l), ICOSUJ(1l), etc;

IPROC(2) = 3
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da as mesmas informagdes que IANT( ), mas para a coluna espeto
imediatamente posterior. Com isto temos os dados necessarios pa-

ra a coluna espeto exemplificada.

Analisamos agora as informacgSes fornecidas pelos vetores

IPERM( ) e IBALO( ).

IPERM(5) = 7

— A ..P
diz que 5

= ¥ o
consiste em permutar as linhas 5 e 7.

IPERM(6) = 7

diz que Pg € a operagdo de permutagdo das linhas 6 e 7.

Como IPERM(8) = 10 temos que Pg consiste em permutar

as linhas 8 e 10.

IPERM(7) = 7

aiz que P, = x.

Observe-se, que de forma andloga a P7,fas demais posigdes de

IPERM( ) indicam que nZo houve outras permutagdes de linhas.

Vamos agora supor que o conjunto de indices basicos &

INDB = | 1| 2|4 | 5| 7 (101113 (15|16 | 18]|20 |21 |22

entao
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IBALO(3) = 4

diz que a terceira coluna da base & INDB(4) = 5, ou seja a 52
de A.

Como IBALO(4) = 3

e

INDB(3) = 4

temos que a 42 coluna da base & a guarta de A.

Para as outras posigOes de IBALO( ) temos’

IBALO(J) = J

significando que a J-&sima coluna da base corresponde a posigao

em A dada por INDB(J).

Vamos exemplificar como sdo registradas as mudangas nos
vetores quando a fatoragao & atualizada. Continuemos com o exem-

plo do Capitulo I.

Enumeramos a seguir as operagdes feitas naqguele exemplo
- s - z g T . -

durante o processo de atualizagdo.
1) Permutacgao das colunas 2 e 3 -de Uy obtendo-se H,.
2) Permutagdo das linhas 2 e 3 (escolha do pivd).

3) Pivoteamento com
- fator 0

= linha zerada 3.
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4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

Permutagdo da coluna 3 de U; com a 1 de U,.

.

Pivgteamento com
- linha de pivd 3
- fator -1

- linha zerada 4.

Permutacdes de U, que resultam em H,.

Coluna 1 de 02 (4 de U) passa para 4 de U2 (7 de U) e

as colunas 2,3,4 de U2 (5,6,7 de U) passam para 1,2,

3 de U, (4,5,6 de U).
Permutagao das linhas 4 e 5 (escolha de pivd).

Pivoteamento com
- fator 1/7

- linha zerada 5.

Permutagao das linhas 5 e 6 (escolha do pivd).

Pivoteamento com
- fator 0

- linha zerada 6.

Pivoteamento sem permutagdo prévia
- fator =1

- linha zerada 7.

Pivoteamento apds troca definitiva da coluna que
pela que entra na base

- linha do pivd 7

sai .
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- fatores -7, =7, =7 X

-~ linhas zeradas 8, 9, 10;

Antes de comegar com as operagdes definimos alguns parametros que

serao usados:

M=3,N=4 - dimensbGes das U, com i impar e i par, respec
tivamente.

ICOS = 2 - posigdo da coluna que sai na matriz basica.

IRBL = 2 - posigao relativa da coluna que sai em U; . Neste

caso 2E de Ul'

Podemos calcular a linha na matriz U que corresponde a ultima

linha de U1 "

IUBL = ICOS + M - IRBL = 2+3 -2 = 3,

.

“Como estamos em U1 € IRBL = 2 o primeiro elemento gque sera
pivd na triangularizagdo de H, estard na posicdao no vetor U

dada por
IPIV = IRBL * (IRBL + 1)/2 + IRBL .

Neste caso IPIV = 2x3/2 + 2 =5,

‘Este elemento est3d na linha ICOS = 2 da matriz U. Definimos
LIN = 2,

Agora podemos comegar as operagOes nesta ordem.
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Comparamos |U(IPIV)| e [U(IPIV + 1)]|.
Neste caso |U(5)] = 0 < |u(6)] = % portanto permutamos

D = U(IPIV)
U(IPIV) = U(IPIV + 1)

U(IPIV + 1) =D .

Agora o vetor U( ) ficou:

— ~
3 -2 P s gt
D= (2, 1, -1, 1; -

— e —— —

6 7 -— segue como antes
g Oy L AR JORTIBT.  e -e)

Nl 0

Esta permutagao a registramos fazendo
IPERM(14) =--1

e fizemos a operagao 2).

O pivoteamento de 3) vem dado pelo fator
- U(IPIV + 1)/U(IPIV)

Neste. caso -U(6)/U(5) = -0/5 =0 .
A'linha zerada €& LIN + 1 = 3.
(Esta eliminagao apesar de ter fator 0, € registrada, pois

estamos considerando a esparsidade dentro das Ui)'

Registramos estas informagdes em

VALORL (34)

]
o

LINEAL(34)

I
w
.
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A linha do pivo das L1 correspondentes ao processo de Bartels-
" Golub & sempre a linha que esta imediatamente acima da linha ze-

rada. Os dados registrados definem L1 e L sera armazenada

“ 15
a partir de KL = 35, fazemos entdao ICOLL(15) = 35.

Como estamos operando sobre a Ultima coluna de Ul defi-
nimos

IPERM(15) = IUBL = 3

que avisa pelo fato de ser 3 # -1 e 3 # 0 que a triangulari-
zagao de H, acabou e éa a linha do pivo da prdxima L;s ou seja
LlS' Devemos aplicar 'P14 sobre a coluna que sai da base, para
isso a colocamos num vetor auxiliar VAUX( ), ocupando as duas

primeiras posiqaeé, zerando as posigOes restantes
U(2) u(3)
¥ ¥
VAU ew (oid pomby 000 pe » catiails jod])

éplicamoq P14

sobre VAUX( ) obtendo:

VAauX = (1,0 ,-1,0, . « . )

Agora passamos a realizar as operagSes de 1) sem perigo
de perder informagao. Retrocedemos com os valores U(4) e U(5)

para as posigdes 2 e 3 de U( ) obtendo

1 2 3 4 5 6-—segue como antes

Ve Bitp Rt ca B o5 e )
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Registramos esta permutagdo de colunas fazendo
IBALO(2) = 3
IBALO(3) = 2 .
Agora aplicamos a permutagao de linhas e Ll4 sobre 01 que

consta das duas primeiras colunas espeto, gue estao armazenadas
. '

em USUJ( ) que fica como segue:
Uosug = (2,0,-1,0,;,3,2,0,0,1)

e n3o hi necessidade de outras modificagSes nos vetores o pard-
metros correSpondeﬁtes as colunas-espeto. A brimeira.coluna de 01
tem um elemento n3o nulo na linha IUBL = 3 fazendo com dque a
coluna qué sai, que deveria estar na 32 qoluna de U,seja permuta
da“com esta primeira coluna espeto gue estd na guarta coluna de

U. Este dado estd em ICOSUJ(1) = 4. Esta permutagido (operagdo 4)

& registrada fazendo:

IBALO(3) = 4
IBALO(4) = 2 .
A coluna que sai passarad agora a ocupar © lugar da 12 co-
luna de U,. Fazemos entdao IRBL = 1.

A 12 coluna de U, possui um inico elemento ndo nulo
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abaixo da linha IUBL = 3, que desejamos eliminar antes de levar
esta coluna para u,. 0 pivo desta Gltima eliminagdo estd na po-

sig3o 3 de USUJ( ), ou seja &
Usug(3) = -1.

O elemento a ser zerado & o primeiro de U2 cuja posicao em U( )

é obtjda assim:

Mx (M+1)/2 + 1 = 3x4/2 +1 =1,

Entdo o fator desta eliminagdo &:

-U(7) /USUJ(3) = —(—1/-'1)= -1.

e registramos

VALORL (35)

i
I
[

LINHAL(35)

n
'S
.

Estes valores junto com IPERM(15) = 3 caracterizam L. Lig

comegara entao na posicdo dada por ICOLL(16) = 36.

A eliminagao Lis deve ser aplicada sobre todas as colu-
nas espeto a direita da 12 coluna de UZ que tenham um elemento
ndo nulo na linha IUBL = 3. Varrendo IPROC( ) e usando as infor
magoes de LINHAS( ), ICONSU( ), USUJ( ) e .IPROS( ) detectamos

% - a
todas essas colunas. Neste caso sO temos uma que € a 5= coluna
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da matriz U (2§ coluna espeto). O valor nesta coluna correspon-

dente & linha do pivo @ USUJ(6) = 2. Aplicar L, a esta.coluna

consiste em fazer:

U(8) = U(8) + VALORL(35) X USUJ (6)

U(8) = 1+ (=1) x 2 = =1,
O vetor U( ) ficou:

L 2 3 4 5 6 7 8 9 — segue como antes
W By Lamgi T =g B Lo ~Be P 5% » Svarponis il
Aplicamos agora Lis d& coluna de saida que estd em VAUX, obten-

do:

VAUX = (1,0,-21,1,0 ;¢ « o « = )&

Passamos agbra a rearrumar os vetores e ¥edefinir alguns parame-
tros antes de continuar com as operagoes que seguem. Estas opera
¢Oes correspondem a um novo processo do tipo Bartels-Golub em UZ'
A coluna que sai estard na matriz U na posigao dada agorg. por
ICOS = 4. Ela ocupa a primeira coluna de Uy, portanto IRBL =1.
As posigdes 1, 2, 3 de USUJ( ) passam a ocupar as posicdes 4,

5, 6 de U( ); temos entdo:

o 3 4 5 6 7 8 9 -+ seque como antes

u=(2,-1,-%,2,0,-1,1,~1,7,..........)
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As posigbes 1, 2, 3 de VAUX( ) passam a ocupar as posigoes 1,

2, 3 de USUJ(+):

uUsuy = (i, 0, =1, 0, 3,.2, 0, 0; 1)%

Os outros vetores e parimetros nao sio modificados.

0 novo valor IUBL & obtido como:

JUBL = ICOS + N - IRBL =4 + 4-1=7

e da a - linha da matriz U na qual estd a Gltima linha de Uz.

© processo para eliminar a matriz H, & analogo ao expos
to para Hys portanto, ndo o fépetimos em detalhe aqui.
As operacgbes correspondentes ficam registradas nos veto-

res associados como segue:

s

;PERM(I@) ==1 , VALORL(36) = % , LINHAL(36) = 5, ICOLL(iz) = 37
IPERM(17) =-1 , VALORL(3§) = 0 , LINHAL(37) = 6 , ICOLL(18) =38.
IPERM(18) = 0 , VALORL(38) =-1 , LINHAE!. ~* ~ 7=~ JCOLL19}-=-39.-
IPERM(19) =

s
O vetor U( ) resultante apds as permutagdes que dao H,
e as operagdes registradas acima é&:

12 20T 99,9 20131033 14-18,16 . —»
B 0,0, A 108 010, o,-g-,l, g Ly o PSR MOV R P

. M. E. C. C.
BIBLIOTECA
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As permutag&és de colunas feitas es;&o representadas em:

.

IBALO(4) = 5
IBALO(5) = 6
IBALO(6) = 7.

Como a coluna que sai estard colocada na posigdo da @ltima colu-

na de -UZ tereros

IBALO(7) = 2.

Como acima da submatriz U2 ;7 existem colunas espeto, estas per-

nutagoes devem modificar alguns dos vetores que as representam.

Neste caso basta redefinir

ICONSU = (4, 1, 7)

Icosug = (4, 7, 11).

Neste exemplo a matriz 02 € nula e podemos trocar defi-
nitivamente a coluna que sai da base pela que entra. A coluna
que entra, guardada num vetor auxiliar VAUX(2), devidamente mo-

dificada por todas as operagoes feitas até aqui é:

1 2 3 4 5 6 7 8 910
vaux2 = (0, 0, 0, -1, 1, §, R A Y L S P T
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Os elementos VAUX2(8), VAUX2(9) e VAUX2(10) devem ser zerados
se prétehdemos colocar este vetor no lugar da coluna que sai. Re

gistramos agora esta eliminagao fazendo:

VALORL (39) = -7 LINHAL(39) = 8
VALORL (40) = -7 LINHAL(40) = 9
VALORL (41) = -7 LINHAL(41) .= 10

&
e definimos ICOLL(20) = 42,

A linha do pivo ja esta em IPERM(19) = 7.

As posigOes 4, 5, 6 e 7 de VAUX2 passam a formar a @iltima colu
na de U2 portanto ocuparan em U( ) as posigdes 13, 14, 15 e

16, temos:

1 2 3 4 5 & 7.8 9710 11 32 13 14 15" 16

U(2rll'112000'117r°:110lér 11'1111‘@'1%

2 7 i

Como as posigdoes 1, 2 e 3 de VAUX2 sdo nulos, perdemos nesta

troca uma coluna espeto. Para registrar esta perda fazemos

IPROC

(3, -8, 0)

IANT = (0, ©, 1)

e definimos LIVREC > 4%

Isto significa que os elementos que estdo na 2 posigdo

.dos vetores ICONSU( ), ICOSUJ( ), LINHAS( ), IPROC( ) e IANT( )
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nao interessam mais e podemos usar essa posigao para armazenar
- -
dados de alguma nova coluna espeto que possa surgir numa -outra

iteragao. Analcgamente as posigdes 1,2,3 de USUJ( ) e IPROC( )

nao nos interessam mais e fazemos LIVRES = 1.

Para ilustrar como registrariamos a introdugao de uma co-
luna espeto nova, suponhamos que a matriz U atualizada com es- -

sa nova coluna corresponde a matriz apresentada na Figura II.2.

8.
+
) 2
0 1
3 3
2 4
- I
1

Figura II.2
Isto €, uma coluna espeto foi criada na coluna 8 de U,'a pa:tir
da primeira linha. Os valores dessa coluna espeto devem ser guar
dados em USUJ( ). Em relagao a USUJ( ), temos que LIVRES =1,
portanto usaremos inicialmente essa poéiq&o. Os vetores, USUJ( )

e IPROS( ) "atualizados sao:
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. 1 .23 4 5 6°7 8 95 101131213
cosuy |2 [1f3]o3. /2001 [a]2]o]1]| |

1pros [2 [ 3[10[5[6 o [8 ]9 [o]11]12]13]0o | |

tem-se também que LIVRES = 14.

Note-se gue os elementos da nova coluna espeto n3ao estao
todos em sequéncia em USUJ( ). Quando chegamos a USUJ(3) temos

‘quea IPROS(3) = 10 & a coluna continua na posigdo 10 de USUJ( ).

Para os demais vetores e parémetros, tem-se

IPRIMC = 1 IULT = 3 .

Como LIVREC = 2 usamos a bosiqao 2 dos vetores restantes para

caracterizar esta coluna. Entao, fazemos

1consu [4[1] 7]
1cosus | 4| 8|11

irs i
vt {01 2]
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definindo ‘em seguida

LIVREC = 4.

5. O PROGRAMA

5.1. FATORAGAO DA BASE

0 processo de fatoragdo de B & realizado através de cin-

co subrotinas. Detalhamos aqui os passos essenciais de cada uma

delas.

a) DELUST (chamada pela subrotina SIMESC).

Para j = 1,2,...,2T, esta subrotina faz as seguintes opera -

goes:

i)

ii)

1ii)

iv)

Determina o nimero de colunas basicas candidatas a forma-

ao d U..;
gao de Uy

Para cada coluna entre as obtidas em i) cria os elementos
correspondentes a I.-l e U. Para isso chama a subgotina

CRIALU ;

Determina quais s3ao as colunas sobrantes entre as determi-

nadas em i) quando Uj foi completada, caso elas existam;

Quando uma coluna sobrante & aceita para formar parte de
Uj ; chama a subrotina CRIASU para gerar os elementos dos

vetores que caracterizam as colunas espeto ;
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v) Define os par&métros LiVRES, LIVREC, KICOL, KL , KIPER,

IPRIMC e IULT.

b) CRIALU (chamada pela subrotina DELUST)

Realiza as seguintes operacoes:

i) Quanﬁo a coluna testada & sobrante aplica sobfe ela as Lk
 anteriores gue a modificam. (NZo necessariamente sao todas).

As operagOes feitas neste passo ndo usam as posigSes estru

« turalmente nulas, com excegao das que estdo nas colunas es

peto ;

ii) Chama a subrotina AMAXT para escolher o pivd entre os ele-
mentos da coluna correspondente as linhas de ﬁj ;
iii) Quando nenhum elemento dos pesquisados em ii) € aceito co
mo pivd, a coluna & rejeitada. Se ela nao for ja uma colu~-

na sobrante, & acrescentada a este conjunto de colunas;

4v) Se a coluna & aceita cria os elementos de VALORL( ) ,

ICOLL( ), LINHAL( ) e U( ) correspondentes ;

- v) Define o veﬁor IBALO( ).

¢) CRIASU (chamada também pela DELUST).
Esta rotina cria os elementos que caracterizam as colunas es-

peto.

d) AMAXT (chamada péla subrotina CRIALU).
Escolhe o pivd para cada coluna ou avisa gque a coluna foi re

jeitada.
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e) CRIANT (chamada pela SIMESC).

. Cria o vetor IANT( ).

Um parametro EXSUJ toma valor 1 se existem colunas espe

to no fim da fatoragao da matriz B. Caso contrario EXSUJ = 0.

5.2. OBTENGAO DOS MULTIPLICADORES

O vetor de multiplicadores VMULT( ) & obtido através da

resolugao do sistema (1).

(1) B'VMULT = CB

onde Cy e o vetor de custos basicos.

Como B esa fatorada na forma

BQ = LU
e

Q'=Q w
temos

B! = UL
entao

- QB'VMULT = QCB

. .

U'L'VMULT = QCB .



~ Assim, (1) pode ser reduzidé & resolugao de (2) e (3)

(2) _ U'y = ocy

1)'y.

(3) L'VMULT = y ou VMULT = (L
No programa implementado QCB € obtido, aplicando sobre CB as
permugagoes registradas no vetor ‘IBALO( ). Trés subrotinas sao

utilizadas na resolugao de (2) e (3): MULT1l, MULT12 e UTRINF.

a) MULT1 (chamada pela SIMESC).
Esta subrotina resolve o sistema (2).

A matriz associada ao sistema (2), U', & triangular inferior

com a configuragao na figura II.3.
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1]
Uop

Figura II.3

O esquema para resolver um sistema U'y = CB com esta ma -

triz pode ser resumido nos passos i) e ii) a seguir, repegjidos

para

j =

i)

Ypdsscaa2le

chama-se a subrotina UTRINF que resolver Usyj =(CB)j
onde yj e (CB)j indicam as componentes dos vetores
ye Cq correspondentes a Ué. Se j = 2T o procedi-
mento estd terminado. Caso contrario, se j < 2T, exe-

cutamos ii).
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ii) Se EXSUJ = 0 fazemos Jj = j + 1 e vamos a i). Se
EXSUJ = 1 analisamos se existem colunas espeto asso-
ciadas a 05+1 . Em caso negativo fazemos j = j+1 e

vamos a i). Em caso afirmativo fazemos o produto esca=-

lar entre essas colunas espeto e yj e modificamos
(CB)j+l , de acordo.
Fazemos Jj = j + 1 e vamos a i). Nesta parte usamos
o :
IPRIMC, USUJ( ), IPROS( ), ICOSUJ( ), ICONSU( ), LINHAS( ) e
IPROC{ ) para identificar as colunas espeto que interessam jun-

to com seus elementos.

b) MULTI2' (chamada pela SIMESC).

-1

Calcula VMULT = (L 7). y.

Lembramos gque

N
r© e o - c3)

= Dmemymek Ptk C 00 " Py 1-28 (i) 7-1 7 000 T TR

L

onde as operagoes dentro de (:) indicam modificagGes de uma fa
toragdo inicial e as correspondentes a <:> sdo as proprias ope

ragoes dessa fatoragao inicial.

Entao, como Pi = P1 temos

-1 ] o 3 2 ; 5
(L) =PLIPLY o« Pyl Pl 0t Pamn)mek Y(men) Tk
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As matrizes Ll s3o elementares com uma linha nao trivial. Esta
linha & exatamente a coluna de Ly cujos valores e apontadores
estao armazenadgs em VALORL ( ),_LINHAL( ), ICOLL( ) e IPEiM( )
Quando (L-l)' e ;plicada sobre um vetor, a leitura dos vetores
. mencionados acima deve ser feita de tras para frente. KICOL e
KIPER indicam quais sdo as ultimas posigOes de ICOLL( ) e
" IPERM( ), respectivamente. KL indica qual € a Gltima posigao de

VALORL( ) e LINHAL( ).
5.3.+OBTENGAO DA SOLUGAO BASICA

Seja v o vetor de recursos do problema e Sy a solugdo

basica associada a base B, temos Que

(4) - BS, = v
como :
(5) 1.'1139 = U
; .
ol =0 v
resulta
(6) ™18 = vo

de (4) e (6) deduzimos gque

(7) uesy = 171y,
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Ent3ao a sequéncia de 6pera¢6es para obter S; é:

- Aplicar L-l, sobre v

- Resolver UQSB'= L-1 V.

Chamaremos simplesmente S ao vetor Qsé . Realizamos os

passos acima através de trés subrotinas: ALCOLU, AUCOLU e UTRISP.

a) ALCOLU (chamada pela SIMESC).
a Esta rotina aplica a sucessao de operagoes de L-l sobre o

vetor v.

b) AUCOLU (chamada pela SIMESC).

Esta rotina resolve um sistema triangular superior com as ca-

racteristicas da figura -II.1 deste capitulo.

Para j=2T,2T-1,...,2,1 ela executa as operagdes i) e ii)

a seguir:

i) Chaﬁa UTRISP, subrotina que resolve Ujsj = (L-iv)j '

onde Sy e (2 1v), indicam as componentes dos veto-

J ;
res S e L-IV‘ correspondentes a Uj. Se Jj=1 termi-

nou o procedimento. Caso contrario, se j > 1, vai-se

para ii).

ii) Se EXSUT =0 faz j = j-1 e vai para i). Se EXSUJ=1
analisa se existem colﬁnas espeto sobre as colunas de

U.. Em caso negativo faz j=j-1 e vai para i). Em ca-

3

so afirpativo usando os valores obtidos em i) para Sj

Faz j = j-1 e vai para 1i).

=1
modifica (L V)j_l .
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Nesta parte
LINHAS( ) e

ressam e O0S seus elementos.

Para obter SB = Q-ls utilizamos o vetor
Cabe

tema triangular superior,

¥ 4 i
u11 u12 T S S “lm Xy F bl
Y2 “om X b,
\\
u, u. -
33 im %5 by
Ymm -L *m 5 b -1

usamos IULT, USUJ( )., IPhOS( ), ICOSUJ( ), ICO&SU( ),

IANT( ) para identificar as colunas espeto gue inte-

IBALO( ).

aqui um esclarecimento acerca da resolugao de um sis

Para- aproveitar o armazenamento por colunas deste sistema,

procede-se da forma seguinte:
Calculamos
= bm/umm <

X
m

Modificamos o termo a direita da igualdade

'bi = bi - u, X ¥

1m®m 1 =°1,2,¢e.em",

Ficamos assim com um sistema triangular superior de

dimensao
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(m-1), cujhs colunas sao -as (m-1) primeiras da matriz inicial.Re
petimos o processo até obter Xq- A rotina UTRISP utiliza este

procedimento de calculo.

Se considerarmos que a matriz U completa & triangular su
perior esparsa com estrutura escada, & claro que fora da escada
o procedimento descrito & feito exclusivamente com as colunas es
peto.

L)

5.4. ESCOLHA DA VARIAVEL A ENTRAR NA BASE

Seja 'k' o.Indice de uma varidvel n3o basica. A condi-
¢ao de otimalidade para essa variavel é&:
k

C, - VMULT'A

K S B

Ck - VMULT'A#

Iv

0 se X =X .
onde Cp € o custo associado a variavel X -

; A subrotina VAENBA escolhe entre as varidveis gue ndo ve
rificam as condigGes de otimalidade aqueia para a qual
]Ck - VMULT'Ak] toma o maximo valor. Outros esquemas de selegdo
podem ser adotados, dependendo das caracteristicas de cada pro-

blema . (Fourer, 1983).
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5.5. OBTENGCAO DA COLUNA ATUALIZADA

se A° &.a coluna gue entrara na base, devemos achar
A% tal que
+8 S

(8) BA =A

como em II.5.3 deduzimos que (1) & equivalente a

(9) voaS = 1718 |

A sequéncia de operagdes para obter A® &:

|

- Aplicar L " sobre As .

- Resolver Uz = L 1a° onde 2z = QA®

- Calcular 35 = 071z .

B

O esquema & praticamente o mesmo usado na obtengdo da so-

lucao basica atual do item I1.5.3. A finica diferenga € que a gs-

parsidade das colunas de A & aproveitada. Qu&ndo aplicamos L-l

sobre As i a8 Li que correspondem a periodos anteriores ao as

sociado com A , nao sao aplicadas.
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: »5.6. DETERMINACAO DA COLUNA QUE SAI DA BASE.

E feita da maneira usual através da subrotina VASABA.
5.7, ATbALIZACKO DA FATORAGAO LU DA BASE.

Gostariamos de enfatizar o fato de que o armazenamento es
'Parso, o aproveitamento da esparsidade nos calculos matriciais e
a preservacao da esparsidade durante estes c&lculqs, resultam em
programas mais complexos do que aqueles gue nao contemplam essas
caracteristicas. B precisamente nesta parte do programa que isto

se torna mais evidente.

A atualizagdao LU & feita através de treze subrotinas:

a) DADSUJ (chamada pela SIMESC).

Retorna a subrotina SIMESC com as seguintes informagdes:

i) Se a coluna que sai da base & coluna espeto ou nao ;

1i) O nimero de colunas espeto existentes acima de U1 » sendo
Ui a submatriz de U, onde esta colocada a coluna que sai

da base;

tii) Os indices que caracterizam as colunas espeto imediatamen-

te anterior e posterior a coluna de saida;

iv) A posigao em U da Gltima coluna de U; ;

b) DPPBGL (chamada pela SIMESC).

Localiza em U a posigdo do primeiro pivé usado para eliminar
»* ;
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c)

d)

e)

£

g)

a matriz Hi :

ZEMATH (chadmada pela SIMESC).

i) Efetua as eliminagGes na matriz Hy ¢

ii) Cria os novos elementos de VALORL( ), LINHAL( ), ICOLL( ),

IPERM( ), que representam as operagCes feitas em 1i).

BGVAUX (chamada pela SIMESC).
Aplica as operagoes feitas em ' ZEMATH & coluna que sai da ba

se e a atualizagdo da coluna que entra (KS).

PERUZI (chamada pela SIMESC).

i) Permuta as colunas de Ui de acordo com o processo de Bar-

tels-Golub;

ii) Redefine IBALO( ) de acordo com as permutagdes feitas em

i).

PERSUJ (chamada pela SIMESC).
Redefine os vetores que caracterizam as colunas espeto acima
de Ui , quando estas existem, de acordo com as permutggoes

feitas em PERUZI.

BGUSUJ (chamada pela SIMESC).

Esta rotina & chamada somente éuando existem colunas espeto
(EXSUJ = 1); Neste caso,

i) Aplica as operagces feitas em ZEMATH sobre as colunas espe

to a direita da Gltima coluna de Uy s
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ii) Analisa se eritre essas colunas existe alguma com elemento

n3o nulo na linha que corresponde a Ultima linha de Ui'
Em caso afirmativo, devolve o Indice caracteristico desta
coluna espeto. Em caso negativo avisa que nd@o existe colu

na espeto com essa propriedade.

As proximas cinco subrotinas sdao chamadas somente gquando
.existe a coluna espeto procurada em g) -ii); acima. Neste caso
esta coluna sera permutada com a coluna que sai da base que atual
mente se encontra na posigdo da Gltima coluna de Ui . A coluna
que ira ocupar este lugar tem elementos nao nulos em algumés li-
nhas abaixo da linha correspondente a Ultima de U;. Uma parte
destes elementos estao reprusentadés numa coluna espeto e outra
em U. com j > i. O trabalho a ser realizado & repartido entre

J
as subrotinas que seguem:

_h) ZESUJ1 (chamada pela SIMESC).

i) Efetua as eliminégSes da coluna citada acima, na parte que

corresponde a coluna espeto;

ii) Cria os elementos de VALORL( ), LINHAL( ) correspondentes

as operagoes feitas em 1i).

1) Z2ESUJ2 (chamada pela SIMESC).
1) Efetua as eliminagbes da mesma coluna que em ZESUJ1, mas

na parte correspondente a Uj ;

=%
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ii) Cria os elementos de VALORL( ), LINHAL( ), ICOLL( ) &ox-

respondentes as operagOes feitas em 1i).

§) LTROCA (chamada pela SIMESC).
i) Aplica sobre a coluna de saida as operagbes feitas em

ZESUJ1 e ZESUJ2;

ii) Aplica sobre a coluna que entra na base ja modificada as

operagoes feitas em ZESUJ1 e ZESUJ2.

k) TTROCA (chamada pela SIMESC).
i) Redefine bs elementos gue caracterizam as colunas espeto,

de acordo com as mudangas resultantes da Qiltima permutagao

de colunas;

ii) Redefine os elementos de U( ). Partes de i) e ii) sao fei

tas numa subrotina denominada TRVAUX;
iii) Redefine IBALO( ).
£) TRODEF (chamada pela SIMESC).
i) Faz a troca definitiva da coluna que sai da base pela que

entra;
v

ii) Redefine os vetores que caracteizam as colunas espeto quan

do houve alguma modificagdo causada pela troca anterior;

1ii) Redefine o vetor U( );

iv) Realiza, quando & necessario, as operagdes para triangula-

rizar a matriz U depois da troca de colunas ;
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' v) Cria os elementos de VALORL( ), LINHAL( ), ICOLL( ) cor-

respondentes as operagoes feitas em iv).
5.2. ROTINA PRINCIPAL

A rotina principal SIMESC realiza essencialmente o seguin

te trabalho:
i) Inicializa todos os parametros;
ii) Reordena os elementos de INDB( ) na ordem crescente;

i1ii) Chama as subrotinas DELUST, CRIANT, MULTIl, MULTI2 ,

VAENBA, ALCOLU, AUCOLU, VASABA;
iv) Redefine INDB( ) e INDNB( );

v) Decide se refatoriza a matriz basica atual ou atualiza
"a fatoragao disponivel. Se refatoriza,-volta a iii). Se
atualiza prepara os parametros necessdrios para roti-

. nas de atualizagao;
vi) Chama sucessivamente essas rotinas; ,

vii) Imprime as mensagens finais.



86
6. EXPERIENCIAS COMPUTACIONAIS

O programa foi testado em uma série de problemas cujas -ca
racteristicas indicamos a seguir. Os principais parametros dos

problemas sao:

n - nimero de restrigoes dinamicas por periodo, também &

o nimero de variaveis de estado por periodo.
m - nimero de restricoes ndo dinamicas por periodo.
r - numero de controles por-periodo.

T - nimero total de periodos considerados.

O primeiro teste foi feito para um problema com m =6 ,
n=6 e r =12 para varios valores de T. A tabela II.6.1 mos
tra os resultados de uma fase 1 para diferentes valores de T .

Alem de T, as entradas da tabela representam

D

densidade da matriz de restrigoes
NR - numero total de restrigoes
NV - numero total de variaveis
P.R. - posigOes de memdria ocupadas por variaveis reais.

P.I. - posigOes de memdria ocupadas por variaveis inteiras.
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NATUAL - nimero 'maximo = de atualizagOes permitido, ou seja, ca-

da NATUAL atualizagOes a matriz e refatorizada.
ITER - nimero de iteragdes até o Stimo.

: C.P.U. - tempo de CPU em segundos por iteragao

FASE 1.

T D NR NV PR ) 2 NATUAL ITER CPU
32 “dJeay  ‘led Cw3z a0 (MY 9 as6 0.6
12 12338 184 43 - maisr - e SIS DS
24 0.67% 288 864 7504 . 6982 .50 . 307 1
24 0.67¢ 288 864 - - R e W
36 0.33% 432 1728 12246 10946 ° 50 458 2.13
36 0.33%8 432 1728 - 0 458 3.78
96 0.13% 1152 4608 32414 - 27871 50 1213 13

TABELA II.6.1l.

A tabela II.6.2 mostra os resultados para a fase 2
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-
FASE 2.
T NR NV PR PI NATUAL ITER CPU
12 144 288 4546 4592 80 - 0.15
12 144 288 - - 0 47 0.32
24 288 576 7576 7118 50 47 0.34
24 288 576 . - - 0 47 0.83
36 432 1296 11758 10508 50 47 0.61
36 432 1296 4 = 0 .47 1.75
96 1152 3456 29078 24588 50 47 3
96 1152 *° 3456 i - 0 47 8.93

TABELA II.6.2.
O segundo teste & a aplicagao do algoritmo a um problema de pla-
nejamento da operagao de um sistema hidroelétrico, discutido em
detalhe no capitulo III. Neste problema temos m=l, n=2, r = 6 ,

T = 42. A tab;ela II.6.3. mostra os resultados da fase 2.

v
T D NR NV R . PI NATUAL ITER CPU
42 1% 126 336 3678 3247 10 25 ¢.3

42 1% 126 336 s Lo 0 18 0.8.
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CAPITULO IIX
EXPERIENCIA COMPUTACIONAL COM UM PROBLEMA LINEAR
1. INTRODUGAO

Discutimos neste capitulo a aplicagao do algoritmo e pro-
grama apresentados nos capitulos anteriores a um problema de pla
nejamento da operagdo de um sistema hidroelétrico situado no mé-
dio Sao Francisco.

2. DESCRIGAO DO PROBLEMA

Uma descrigao fisica do sistema e a formulagao dum modelo’
matemdtico para o problema em estudo encontra-se no trabalho . de
Cardoso(1981). O sistema representado na figura I11I1.1 & formado
por quatro usinas, sendo duas com reservatdrio, Sobradinho e
Moxotd; as outras usinas, Paulo Afonso I-II-III(P.A.I-II-III) e

Paulo Afonso IV(P.A.IV) sao a fio d'agua

o~

Sobradinho )

Moxotd

' PA., I-II-III

‘Figura III.1 Sistema CHESF no médio Sao Francisco
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Obtém-se uma solugao factivel inicial para a etapa 1 :
considerando'que os reservatdrios vertem toda vazao afluente.

Da simples observagao das equagoes dindmicas (1) e (2) ,
nota-se que os coeficientes das varidveis do problema nestas

equagaes sao 1, -1 ou 0. A partir dos dados para Ai' E1 = Ci quz2

estao no trabalho citado de Cardoso, obtivemos a seguinte equagdo

. de balango energético, ja considerada a compatibilizagaa das uni

dades' das variaveis do problema:

t

(11) o.0073x'{+o.1871x‘2=+7.8u‘i+34.'3u‘2"+37u§-354.7+At -'d

A equagao(ll) substitui as equagoes(6), (9) e (10). A uni

dade usada para x:, u§ é 106m3. Para At e dt adotou-se Mw médio.

Os coeficientes na equagao(ll) estao coerentes com estas

* unidades.

A matriz de restrigoes do sistema tem 126 linhas e 378
colunas. A forma desta matriz A esta representada na figura III.2.

A dimens3o da matriz basica deste problema € 126x126.

L
L ¢
a
L
<
K
-
5
.
K
s
-
-
o
»
o
-
o
-
.
L
o
-
5
s
o
=
-

f-

[ S T T )

e s areses

Figura III.2
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‘As equagoes dindmicas que correspondem & conservagao d'agua nos

reservatorios sao:

t+1 3 - € t
}l) Xy T8 IR (1

e <, i b t t t=-1 t-T : % A ; 4
SRl B SE k¥t  F Wy e Uyt Ry Vs
pe . ' t=0, 2,000y 7-1
onde | .
xi, xg  volumes d'agua armazenada em Sobradinho e Moxotd ,

.respectivamente, no intervalo de tempo t.

9 - 1% ' o a
Yy ¥y 8 volumes d'agua correspondente as vazoes nao contro

laveis afluentes aos reservatdrios no intervalo t.

uy : volume d'agua turbinada nas maquinas de Sobra-
dinho no intervalo t.

vz : volume de agua vertido em Sobradinho no intervalo
t.

u§ : volume d'agua turbinada em Moxotd e P.A. I-II-III.

vg : volume d'agua vertida em Moxots e P.A. I-II-III.
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u§ : volume d'agua turbinada em P.A. IV

vg : volume d'agua vertida em P.A. IV

T f : nimero de intervalos correspondente ao tempo de
transporte da onda d'agua entre Sobradinho e Moxo
ts.

A g : instante final do horizonte de estudo.

Os volumes, turbinagens e vertimentos est3o sujeitos a li

mites:

(3) <xP <% i=1, 2; t=1 T

=i - i - i ’ ’ gewey

: P

(4) u, < us < Uy is], 2, 33 t=0,5..7y T=1

(55 v 20 . i=1, 2, 3; t=0,... T-1

Uma outra equagao representa o balango energético do s¥s-
tema

(6) hl +h;+a®=a" £=0,..., T-1
onde

t L t t
(7) . hl - gl(xl 'ul' vl)
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d : demanda de energia no intervalo t.

t ~ o
A : corte de carga ou geragao térmica.

gl, 92' g3, 9, fungaes de geragEo de energia correspondentes as

usinas de Sobradinho, Moxotd, P.A. I-II-III e P.A. IV respecti-
vamente.
As fungdes g; s3o nac lineares. No trabalho citado foram

usadas as aproximagoes lineares representadas nas eqguagoes (9) e

(10) .

ut + A ut + E xt + C

B
(10)h2-A2 445 2%,

2 2

onde A, Ej e ¢y sao constantes.

Deseja-se coordenar a operagao semanal deste sistema de
modo que as necessidades de energia sejam atendidas apenas com
geragao hidrdulica, ou seja, 2%= 0 em (6), para todos os inter-
ivalos t considerados. Todas as restrigoes.”  ~movnain, deVem S2T—- .-
atendidas e a reserva de energia, que neste sistema € a agua ar-
mazenada em Sobradinho, deve ser poupada ao maximo.

Consideram-se duas semanas de operagao, divididas em 42
intervalos de 8 horas. O tempo de viagem d'agua entre os reserva
tdrios de Sobradinho e Moxotd, & de 3 dias que resultam num re-

tardo de 9 periodos, ou seja T =9 em (2).
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O problema € resolvido em duas etapas:
A primeira, denominada fase térmica, consiste em verificar se &
factivel atender toda a demanda sem geragao térmiéa ou corte de
de carga. Em termos das varidveis do modelo ﬁatemético, isto
significa que procuramos uma solugao factivel de nosso problema
com At = 0, para todos os intervalos t considerados. Resolvida
positivamente a primeira etapa a segunda consistira em procurar
entre todas as soiuqSes factiveis da primeira etapa aquela que
maximize o volume de dgua armazenada em Sobradinho no  instante
final.

A formulagao matemdtica para a primeira etapa é:

4 .t

nin J = A
t=0

sujeito @s restrigoes (1}, (2), (3), (4), (5), (6), (9) e (10) e

Sl

dados xg, xg
Yi: Yg t o0, 1,0006, 41
up™ s vt O WS
a® k20, Youissy 42

3. EXPERIENCIA NUMERICA
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Vamos fazer algumas consideragOes sobre a estabilidade nu
mérica do algoritmo proposto quando aplicado a este problema. Co

mo m=l, o pivd da primeira linha de cada periodo esta totalmen-

£
3

para o mesmo t, estejam presentes numa base, pode acontecer gue

te determinado. Se acontecer que as colunas associadas a xi eu

o pivdo seja o valor 0.0073. O guociente entre o coeficiente de
ug e este pivo € :
3 /0.0073= 5068.4921
se fizermos os calculos com oito digitos significativos, Bste va
lor, razodvelmente grande, repetido através de varios periodos
desestabiliza numéricamente o algoritmo. Como exemplo,considére-
mos uma submatriz que corresponda a um Gnico periodo nessa situa
cao:
0.0073 (0] 37
B = o e | 0
0 0 1

4

geja b = (370073., =16°, 10Y

Se para resolver Bx=b fatoramos B sem permutar a primeira linha,
teremos:
0.0073 0 37
U = : b & 5068.4931

=

A matriz L'-l consiste numa finica matriz elementar Li representa
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da pelo vetor:

(1, 136.9863, 0)'
Entao temos
1Y = (370073.,50684930, 10°%)

e resolvendo

obtemos

xt= (107, =1, 40D

mas a solugao de

Bz =b & z' = (10%, 0, 104

,

No problema estudado, esta desestabilizacao se manifestou‘
através da aparicao de solugoes basicas que nao verificam al-
guma das restrigoes de limites(3), (4) ou (5). Para verificar se
a causa desta infactibilidade era realmente a presencga desse ' quo-
ciente, retomamos uma solugcao basica correspondente a uma itera-
¢io anterior dquela em que aparece a primeira infactibilidade. A
partir desta solugao basica factivel fizemos um certo nimero de
iteragdes "nac esparsas", quer dizer, liberamos a escolha do pi-
vd em prejuizo da preservagao da estrutura. Desta maneira nao
aconteceu a infactibilidade confirmando nossa hipdtese. Finaliza
das as iteragdes nao esparsas retomamos novamente o algoritmo
esparso. Assim conseguimos convergir para uma solugao dtima .des
ta primeira etapa do problema, mas com o sacrificio da esparsida

de.
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4. MODIFICAGCOES PARA MELHORAR A ESTABILIDADE

Para évitqr o problema descrito em III.3. pensamos em

duas opgoes:
a) controlar a entrada das varidveis nao basicas,eliminan
do quando possivel a presenga dos coeficientes desesta

bilizadores.

b) modificar a equagao de balango energético.

Como inicialmente & de nossb interesse te;tar a eficién
cia do algoritmo proposto, em problemas estaveis opt#mos pela al
ternativa b). Para isso usamos uma outra forma de linearizar as
fungbes de geragao. Consideramos a geracgao média de cada usina
para os volumes variando entre os limites inferior e superior is

to é:

Ei(u) = gy (x;, wdxg

1

as funcgoes Ei(u) nao lineares em u foram aproximadas por uma fun
¢ao linear das turbinagens utilizando um ajuste de 1000 pontos
entre u e u. As fungdes de geragao g; (x4, u) consideradas 530 os
polinomios utilizados no trabalho de Lyra, Friedlander e Geramel

(1982).
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Com estas mudangas a equagao (11) foi substituida por:

t
3

=

+(12) 8.26u; + 32.98uj + 3¢.39ut + ot = a

3

Usando a equagao de balango energético(l2) o - algoritmo
convergiu sem nenhum problema intermediario de infactibilidade .
O programa foi redado no computador VAX/785 com sistema opera-
cional VMS, utilizando o compilador Fortran 77.

Uma solugao Stima para a primeira etapa foi obtida em 195
iteragoes, demorando em média 1 segundo de C.P.U por iteragao.

Com a solugEo da etapa 1, passamos a resolugao da segunda
etapa, denominada fase hidraulica. Neste caso, o objetivo foi a

maximizagao do volume d'agua que permanece em Sobradinho no fim

£ do horizonte de estudo.

. 'ETAPA 2: Considerando a nova fungao objetivo e a inexis-

téncia de geragao térmica ou corte de carga tem-se:

42
max J xl

sujeito a (1), (2), (3), (4), (5) e(13)

onde

(13) 8.26u§ + 32.98u} + 34.39u§ - at

(note-se que as variaveis a* nao figuram mais nas equaqaesf.
. 0 algoritmo convergiu ao &6timo em 20 iteragdes usando em média ,
0,6 segundos de C.P.U por iteragéo.

Os valores minimo e maximo considerados para x§ sao res-
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. pectivamente 19054 e 19484 (em 106m3). 0 valor otimo obtido com

este modelo €

x42
o §

= 19466.27

A tabela III.l representa a quantidade de energia gerada
em cada periodo pela solu936 otima obtida na etapa 2, consideran
do como fungoes de geragao os polinomios usados no ' artigo de
Exra, Friedlander e Geromel(1982).

As duas primeiras entradas desta tabela fornecem os valo-
res correspondentes a:

1) as Linea;izagBes dos Polinomios(Estes valores coinci
dem em toéos os digitos impressos com os va-
lores das demandas dadas).

2) Os polinomios de geragao.

A terceira entrada dessa tabela representa as diferengas entre
esses valores,‘ou em outras palavras, o erro cometido quando as
aproximagGes lineares sao usadas. Observar que o erro miximo &

. de 1,8%, que € aceitavel quando se leva em conta outras aproxima

¢oes e a qualidade das informagoes disponiveis.
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PERICIO LINEAR POLINGMILOB ERO

1 1808.000 1802.896 5.104
2 2190.000 2176.776 13.224

3 2463.000 240L0,971 2.029
“ 1879.000 1867.349 11.651
5 2276.000 . 2257.687 18.313
6 2559.000 2535.734 23,266

7 1816.000 1813.029 2971
8 2200.000 . 2179.214 20.786
9 2474.000 2454.790 19.210

10 1844.000 1842.357 1.643
11 2234.000 2223.565 10.435
12 2512.000 2498.796 13.204
I3 1911.000 1900.925 10.075
14 2315.000 2298.671 16.329
15 2604.000 2578.589 25.411

16 1835.000 1825.159 9.841
17 1956.000 1940.364 15.636
18 2413.000 2391.635 21.365

19 1738.000 1728.922 9.078
20 1571.000 1552.008 18.992
21 2176.000 °  2155.323 20.677
22 1859.000 1847.709 11.291
23 2253.000 2234.861 18.139
24 2533.000 2522.551 10.449
25 1906.000 1887.156 18.844
26 2309.000 2265.320 43.680
=327 2596.000 2557.843 38.157
28 1864.000 1842.926 21.074
29 2258.000 2234.418 23.582
30 2539.000 2500.360 38.640

31 1833.000 1825.781 7.219

32 2220.000 2208.721 11.279 -
33 2497.000 2470.465 26.535
34 1833.000 1836.941 -3.941
35 2220.000 2224.773 -4,773
36 2497.000 . 2504.,400 -7.400
*- T8y 1894.000 1899.759 -5.759
38 2019.000 2025.139 -6.139
39 2491.000 2498,397 -7.397
40 1698.000 1703.163 -5.163
41 1535.000 1538.300 -3.300
42 2126.000 2130.571 -4.571
Tabela III.1l Energia gerada e erro de aproximagao para 2 se

lugdo otima da etapa 2 do problema.

5. COMENTARIOS

E interessante observar que a duragao média de cada ite

- ragao e o nimero de iteragoes da etapa 1 sao significativamen-

te maiores que os da etapa 2. Como as dimensoes e caracteristi=-
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cas dos sistemas lineares resolvidos em cada caso séo as mesmas,
suspeitamos que o tempo adicional por iteragao na etapa 1, é
consumido em sua waiox parte pela rotina gue faz a escolha da
variavel que entra na base em cada iteragao. O numero de ite=
ragoes poderia ser reduzido dando prioridade para entrar na ba-
se as varidveis que ocasionem incrementos maiores na fungao
objetivo. Algumas idéias neste sentido, para este problema par
ticular estao no trabalho de Carneiro da Silva(1984).

Fourer (1983) tem propostas gerais para matrizes com es-
trutura escada para esta parte do método Simplex. Em  trabalho
futuro pretendemos estudar a incorporagao de técnicas similares

a0 nosso programa. . .



102

CAPITULO 1V

PROGRAMAGCAO NAO LINEAR DINAMICA

1. INTRODUGAO

Neste capitulo descrevemos um algoritmo de programagdo nao
linear para problemas de graﬁde porte caracterizados por restri-
¢Oes lineares com estrutura escada. Estamos particularmente inte
ressados na resolugao de problemas onde o nimero de varidveis gque
aparecem nao linearmente na fungdao objetivo seja pequeno em rela

¢ao ao numero total de variaveis.

Cs problemas a considerar podem ser representados como 2
N '
(1) min £(x) = F{x") + c'x
x€g"
sujeito a
(2) Ax = b

(3) % X x%

n
onde A € men rm<n, b€ Em e & B,
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Partimos o vetor x na forma x' = (xL,xN)' onde as com
ponentes de xL e xN aparecem de forma linear e nao linear,
respectivamente} na fungao objetivo. Note-se que A e ¢ operam
sobre todas as componentes de x. Assumimos que F(xNi é uma fun
¢ao de classe Cl na regiao de factibilidade com gradiente

VF(xY).

e« O algoritmo gue apresentamos estd baseado no método de gra.
diente reduzido (Wolfe, 1962). Mais especificamente, esta basea-
do na implementgqao desenvolvida por Murtagh & Saunders (1978).
Este método estende o conceito de solugdo basica em _programagao
linear permitindo que mais de m varidveis estejam estritamente

entre os seus limites.

Devido a estreita ligagdo do método que apresentamos com
a programagao linear, varias partes do algoritmo descrito nos ca
pitulos I e II podem ser incorporados na implementagdo deste mé-

todo.

A partigdo de x e f£(x) nas suas partes lineares e ndo
lineares & de importancia pratica, mas para descrever o algorit-
mo gue usaremos & conveniente considerar as variadveis e a fungao
globalmente. Chamamos a nossa fungao objetivo simplesmente f(x)

e denotamos o seu gradiente V£(x).

2. VARIAVEIS SUPERBASICAS

- Quando tratamos com problemas de programagao linear,
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sabemos que a existéncia de uma solugao otima implica na existén

cia de uma solugao otima basica. Se o problema nao for linear

'nado podemos mais esperar que a solugao Stima seja uma solugao ba

sica. Mas se o nimero de variaveis que entram ndo linearmente no
problema & pequeno, parece razoavel supor que existira uma solu-
g¢ao Otima "quase" basica. Fazendo uma generalizagao simples (Mur
tagh e Saunders, 1978) & introduzido o conceito de variaveis su-
perbasicas. Para isso define-se uma partigdo da matriz de restri

goes da seguinte forma

m’ s n-m-=s B
ax=[B S5 § | xg | =b .
XN

As colunas da matriz B formam uma base de Em , como no método

Simplex, § € mes

com 0<s<n-m e N &amatriz formada
pelas colunas restantes de A. As variaveis associadas XprXgeXy
sao chamadas basicas, superbasicas e nao basicas respectivamente.
As variaveis basicas e superbasicas podem tomar qualquer valor
entre os limites dados. O nome de superbésicas foi escolhido ;;r
Murtagh e Saunders (1978) para salientar o papel destas varia-
veis na escolha de diregoes de deslocamento. Estas variaveis po-
dem ser movidas em qualquer diregao, e em consequéncia, as varia’

veis basicas sao forgadas a mudar de maneira que a factibilidade

de (2) seja mantida.

A expectativa de que as éoluqaes Otimas de problemas com
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poucas variaveis ndao lineares sejam 'quase' basicas & confirmada

pelo teorema que enunciamos a seguir:

TEOREMA 1 .(Jain). Se um problema de programagao n§o-iinear pos-
sui 't variaveis que aparecem nao linearmente, e se o problema
tem solugdo Otima; entdo existe uma solugao Ootima do problema com
no maximo t varidveis superbasicas.

O conceito de variaveis superbasicas & utilizado na imple

mentagao do pacote computacional MINOS (Murtagh e Saunders, 1977).

‘v

3. DESLOCAMENTOS CONSERVANDO AS RESTRIGOES ATIVAS

Suponhamos a existéncia de um ponto factivel x, onde as variaveis es

tdo divididas em basicas, superbasicas e nao basicas.

x' = (xB ' Xg ,xN)' 3

Entao x satisfaz

(4) BxB + st + NxN = b

(5) - Xy = d

onde» d; vale x, ou x; .
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. -
Queremos nos deslocar para um ponto y onde as variaveis

nao basicas fiquqm inalteradas. Em outras palavras, queremos gque
o subconjunto de restrigoes ativas de (3) continue o mesmo e com
as variaveis ndo basicas nos mesmos valores. Entd@o, também as va
riaveis basicas e superbasicas podem continuar sendo as mesmas,e

y deve satisfazer
(6) Byp + Syg + Ny, = b
(7) Yy = d .

Subtraindo (4) de (6) e (5) de (7) e definindo-se Ax =y-x

temos
(8) BAxB + SAxs + NAxN =0
(9) bxy =0 .

- . L 4
Multiplicando (8) por B » obtemos que (8) e (9) equivalem a:

-1
(10) AxB + B SAxs = 0

(11) 3 bxy = 0

Assim, as condigoes que deve satisfazer um deslocamento

que conserve as restrigbes ativas de (3) sao:
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(12) AxB = =B SAxs

(13) AxN =0 .

A equagao (12) mostra como & determinado o deslocamento
das varidveis basicas quando as variaveis superbasicas sido movi-

mentadas. Note-se a analogia com o método de gradiente reduzido.

¥

i.
4. CALCULO DO GRADIENTE REDUZIDO EM RELAGAO AS VARIAVEIS

SUPERBASICAS.

A partir de (4) deduzimos que:

A NS et e
(14) xg = B 'b - B lsx - BTINxy
(15) Xy = g%
Como XN esta fixo, os valores de Xg dependem dos valores de
Xg. Ou seja, temos:

(16)  hixg) = £(B7'b -B lsxg -B7INd,xg,d) = £(xg,xg, %)

Entao

= A = PR
(17) ngﬂxs) = vxsf(xB'xS'xN) (B "S) VxBf(xB,xs,xN).
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5. DESCRIGCAO GERAL DO ALGORITMO.

Dados xk, um ponto que satisfaz (2) e (3), € > 0, e uma
particao de A =[B,S,N). Seja s o nimero de variaveis superba
sicas.

A cada iteragao, o algoritmo executa os seguintes passos:
PASSO 1 - Calcula V£ (xX) :

PASSO 2 - Resolve B'Ak = vaf(xk)

PASSO 3 - Calcula V. h(xX) = v £(x¥) - sk
7 : xS S X

S
Se s=0 ou IV h(xk)ll <e val ao passo 8.
Xg S
Em caso contrdrio ainda existe uma direg3ao de desloca-
mento factivel na regido dada por (14) e (15) que pro-

voca um decréscimo em £(x). Vai ao passo 4.

PASSO 4 - Determina uma diregdo de decréscimo para h(xg), ou
k k k
seja AxS tal que <AxS.Ahxs(xs)> S0,

PASSO 5 - Determina a direg3o de deslocamento correspondente a&s
variaveis basicas resolvendo

k

k
BAxB SAx

S

A diregao de deslocamento total & Axk *

.



PASSO 6 -

PASSO 7 -

PASSO 8 -
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K
ax*" = (axf , Axg 0 e

Calcula ul e uz tais que

k
B

Q
"

k -
max(ov./xB + adx_ € [5_3 ,xB])

2
a

k k =8
max (a/xg + abxg € (25 ,x71)

Define a* = min(al ¥ uz).

Procura Y<€[0,a*] tal que f(xk+yAxk) < f(xk) ou
seja, h(x® + vax%) < ne).

Faz xk+1 = xk + YAxk .

Se-y < a¥ Jfaz k= l;+l e vai ao passo 1.

Se Y = a* , significa que uma varidvel basica ou uma
superbasica atingiu um limite. Se foi uma superbasica,
ela & declarada nao basica. Redefine S e N, faz
s =s-1, k = k+1 e vai ao passo 1.

Se foi uma bisica ela & declarada nao basica. Redefine

B,S,N e faz s =s-1 , k = k+1 e vai ao passo 1.

Chega-se a este passo gquando ll'v'x h(x};)ll < e ou s=0.
' S
Assim, resta verificar as condigoes de otimalidade pa-

ra as variaveis naoc basicas, isto e,
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20 se x4 N3

k
onde cN,j = (va

£ - Ny

Chamamos aos Cz,j custos reduzidos por analogia com o
Método Simplex. Se os custos reduzidos de todas as variaveis
nao basicas satisfazem as condigoes de otimalidade acima,
x* & uma solugdo Otima do problema. Em caso contrario
o algoritmo escolhe uma varidvel ndo bdsica cujo custo

reduzido nao satisfaz a otimalidade, e a declara super

basica. Redefine §S,N . faz s = s+l e vai ao passo 4.

-Observe-se que a cada ite}agéé e definido um subproblema
que consiste em minimizar a fungao objetivo restrita a uma varie
dade linear afim cuja dimensdo coincide com o nimero de variaveis
superbasicas. Quando este problema & resolvido passamos a resol-
ver outro subproblema similar cuja variedade linear afim cogres-
pondente & obtida acrescentando uma variéQeI nao basica ao con
junto de varidveis superbasicas, o que aumenta em 1 a dimensao
da variedade linear afim resultante. O Teorema de Jain enunéiado
em IV.2 nos diz que se o nimero de variaveis que intervém ndo 11
nearmente & pequeno podemos esperar que as dimensOes das varieda

des afins destes subproblemas também o sejam.

Por outro lado, quando estamos perto da solugao - 6tima - & .
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de se esperar que as restrigdes de limites ativas sejam as que
correspondem a solugdo otima, portanto a estratégia do algoritmo

€ boa no sentido de que conserva estas restrigoes.

6. ESPECIALIZAGAO PARA O PROBLEMA DE RESTRIGOES

COM ESTRUTURA ESCADA.

Na resolugao de problemas dindmicos com restrigdes linea-
res e fungao objetivo ndo linear usando o algoritmo descrito em
IV.5 @ possivel incorporar as técnicas descritas nos capitulos I

e II.

Os sistemas lineares queiprecisam ser resolvidos a cada
iteragao tém as mesmas caracteristicas gue no caso linear discu-
tidos nos capitulos I e II. No caso do sistema linear que obtém
os multiplicadores Ak (Passo 2) a diferenga reside s6 no fa
to de que em lugar do vetor de custos basicos constantes tem-se
VxBf(xk) que deve ser calculado a cada iteragao. O si#tema 11=
near que determina o deslocamento das variaveis bdsicas em fun-

¢do das superba@sicas tem as mesmas caracteristicas que o sistema

resolvido no caso linear para achar as solugOes basicas.

Para resolver estes sistemas também fatoramos a matriz B

na forma LU.

Quando uma varidvel basica & trocada por uma superbdsica,

precisamos modificar a fatoragao LU como n6 caso linear. A
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3 -
variavel superbasica que substitui a variavel basica tem uma co-
luna associada em S que deve ser atualizada quando uma troca
de colunas & feita. A atualizagao desta coluna & feita resol-
vendo um sistema linear com as mesmas caracteristicas do sistema

que aparace no caso linear para a atualizagdo de colunas.

Mencionamos a seguir os passos do algoritmo descrito em
IV.5 nos quais incorporamos as técnicas especificas para matri-
zes com estrutura escada.

k

PASSO 2 - Para a resolugdo do sistema B'A = ¥ f(xk) usamos as

B
rotinas MULTI1, MULTI2 e UTRINF (descritas no capitu-

10:1IT) -

PASSO 5 = O sistema BAx: =—SAx§ € resolvido mediante as roti-
nas ALCOLU, AUCOLU e UTRISP (descritas no cépitulo II):

PASSO 7 - Quando & feita uma troca de colﬁnas entre B e S usamos
: o esquema para atualizar a fatoragao LU de B in;rg
duzido no capitulo I e as rotinas que o implementam
apresentadas no capitulo II. A coluna de S. que passa

para B @ atualizada resolvendo o sistema linear cor-

respondente mediante as rotinas ALCOLU, AUCOLU e’ UTRISP.
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7. O PROGRAMA

Comentaremos neste Item apenas as rotinas nao descritas

anteriormente.

A rotina principal @ chamada GRST e o seu trabalho es-

sencial consiste em:

i)

ii)

ii1)

iv)

v)

vi)

vii)

viii)

Inicializar parametros;
Reordenar os indices basicos na ordem crescente;
Chamar a DELUST para fatorar a matriz B;

Chamar a rotina GRFOBJ que calcula o gradiente e o va
lor da fungao objetivo. Nesta rotina deve ser explora-
do o fato de ter poucas variaveis envolvidas nao 1li-

nearmente;
Chamar MULTI1, MULTI2 para obter Xk :

Calcular o gradiente em relagao as variaveis superbasi
cas. Se este gradiente for "quase nulo", chamar a
VAENBA para procurar uma varidvel nao basica que nao

verifique as condigOes de otimalidade;

Calcular diregSes de decréscimo nas varidveis superba-
sicas. Isto & feito usando o método do gradiente con-

jugado a partir do gradiente reduzido.superbasico;

Chamar ALCOLU e AUCOLU para obter o deslocamento corres

pondente as varidveis basicas;
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ix) Determinar a* ;
x) Chamar @ subrotina BUSCA que procura Yy tal que
£0x* + yax) < £(x%);
xi) Quando Y = a* avisar qual € a variavel gque atingiu
um limite;

xii) Se em xi) a variavel que bateu num limite for basica,
procurar uma coluna superbdsica em condigOes de substi
tuir a que sai de 'B. Chamar ALCOLU e AUCOLU para atua
lizar essa coluna;

xiii) Se for preciso trocar colunas entre B e S, chamar as
subrotinas enumeradas no capitulo II que correspondem

a atualizagdo da fatoragao LU de B.
A menos de VALORC(- ) no qual & armazenado o Vf(xk) a cada
iteragao, todos os vetores apresentados no capitulo II s3ao usa-

dos neste programa com o mesmo significado. Um vetor INDSB( ) in

dicard o conjunto de indices correspondentes as variaveis super-

basicas.

A subrotina de busca unidimensional BUSCA utiliza o se-

guinte procedimento:

Seja 6 = a*

i)

Considera os pontos

(xk.f(xk)) =) (xk + eAxk .f(xk + eAxk))
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e os gradientes Vf(xk) e Vf(xk + BAxk)

interpola uma cibica para estes dados (Luenberger,1984).

- Seja Y o parametro tal que f(xk + YAxk) minimize a cubi-

‘ca interpolada.

ii) Se f(xk + YAxk) < f(xk) retorna a GRST e faz xk+1 =

= xk + YAxk .
Em caso contrario faz 0 = y e refaz a interpolagao,is

to &, volta para i).

8. EXPERIENCIA COMPUTACIONAL
O programa foi aplicado ao préblema de planejamento da ope

ragao de um sistema hidroelétrico discutido no capitulo III.

Lembramos que as fungOes de geragao de energia sao origi-
nalmente fungdes n3o lineares que, no capitulo III, foram linea-

rizadas.
As fungoes de geragao foram aproximadas por
= ¥
(18) gy (w) = J gi(xi.u)dx .
Xy
Esta aproximagao & aceitavel para o problema em questdo e evita
eventuais problemas de estabilidade (devidos aos coeficientes de

x;) quando Ei(u) aparece nas restrigoes do problema (capitulo V).
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' L
A funcao de geragao total de energia para o sistema & da-

da por

(19) g(u) = -0.00853u> + 8.3u

1 + 32.98u2 + 34.3%u

1 3

A formulagao matematica da etapa 1 (fase térmica) & dada

por
41 :
(20) min I (b - a%?
=0
sujeita a
; t+1 - t ; = 5
(21) Ry e S, =My vy
T IR SR CIRE " T o S, S i SIS
S R o B it Tl e ny i SR
t=0,1,...,41
(23) By fa i 1wl
5 L 4
(24) uy; fu/<u ; 4i=1,23;t=01,2,..,4
(25) ¥E 2 0 i 1w Ldd g b s Bl

0 significado de todas estas varidveis & o mesmo que no capitulo
III. Nesse capitulo, obtivemos na resolugao da etapa 1 uma solu-

¢do otima, considerando camo equagao de balango energéetico uma
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aproximagao linear de (19) dada por

(26) g(u) = 8.26u, + 32.98u

1 +:34.3%a, -

2 3

Vamos aproveitar aquela solugao e colocar o problema da seguinte

maneira:
a1

(27) min I (g(u) - a%?
=0

sujeito a (21), (22), (23),. (24) e (25).

Colocado desta forma o problema fica somente com restrigces dina
micas. Isto significa que se m & o nimero de equagGes ndo dina
micas do problema por periodo, neste caso m = 0. O programa im-
plementado n3o contempla essa possibilidade (as mudangas necessa
rias para isso nao sao muitas e serao feitas futuramente); entao
para testa-lo consideramos o problema

41
min I (gb - ab?

sujeito a (21), (22), (23), (24), (25) e

=

(27) g(ut) + e = dt com et irrestrito.

Uma solugao inicial factivel & a solugao Otima obtida na etapa 1

do capitulo III.
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Rodamos este problema no computador VAX/785 com sistema
operacional VMS usando o compilador FORTRAN 77 . Uma solugao Gti-
ma foi obtida em 126 iteragdes demorando em média 0.7 segundos de

CPU por iteracgao.

No capitulo seguinte vamos considerar a equagao de balan-
¢o energético dada por (19), como uma restrigdo. Isto nos coloca
na situagao de resolver um problema dinamico de otimizagdo com

restrigoes nao lineares.
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CAPITULO V

PROGRAMACAO NAO LINEAR DINAMICA COM RESTRICOES NAO LINEARES

1. INTRODUGEO

Neste capitulo vamos estudar a aplicagdo das técnicas de-
senvolvidas neste trabalho para programagao linear dinadmica apro

blemas onde algumas restrigoes sao nao lineares.

Muitos problemas reais dao origem a formulagGes matemati-
cas onde aparecem poucas variéveis envolvidas nao linearmente em
proporgao ao numero total de Qariéveis. Também & frequente que o
nimero de restrigdes ndo lineares seja pequeno em relagao ao to-

tal de restrigoes.

Mostramos a viabilidade de um algoritmo para resolver pro
blemas nao lineares dinamicos com estas catacteristicas utilizan

do as técnicas dos capitulos I e II.

O algoritmo proposto se enquadra na categoria dos métodos
de gradiente reduzido generalizado (G.R.G.). O primeiro método
G.R.G. foi apresentado por Abadie e Carpentier (1965,1969). Se-
guiram-se os trabalhos de Abadie (1978), Lasdon e outros (1978)

e Sargent e Murtagh (1973).

Na perspectiva de aplicar o método G.R.G. a problemas de
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controle otimo (dindamicos) com restri¢des nao lineares surgiram
os trabalhoé de Abadie (1972), Abadie e Bichara (1973) , Facd
(197%) e Drud (1976 , 1985). No artigo de Drud (1985) & apresen
tado um programa computacional CONOPT para resolver problemas

dinamicos com o seguinte modelo

T
min I x? '
t=1 J
sujeito a
il T e R e S s

) = -
Xix $E, €

PR

onde xt € g" > ht € uma funcgdo ndo linear, bt € Em’, x§

PALRY t - g R o
j-ésima componente de x , T @ o maximo atraso permitido e T &

é a

o instante final do horizonte de tempo considerado. Este artigo
€& extremamente interessante porque apresenta discussOes detalha-
das da implementacao feita para todos os passos essenciais de um
G.R.G. Os diferentes codigos G.R.G. se caracterizam pela imple-
mentagdo particular realizada para esses passos, por exemplo, fa
toragao das matrizes na resolugao dos sistemas lineares, método
iterativo usado para resolugdo dos sistemas de equagdes ndo 1li-
neares, etc.

Um programa computacional foi implementado no computador
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VAX/785 com sistema operacional VMS e compilador FORTRAN 77.
Este programa foi aplicado na resolugdo da etapa 2 do problema
de otimizagao da operagdo de um sistema hidroelétrico, discutido

nos capitulos III e IV.

2. O METODO G.R.G.

No intuito de facilitar a compreensao do método proposto,

expomos neste item as idéias basicas do método G.R.G.

Seja o problema

(1) min £(x)
sujeito a

(2) h(x) = b
(3) A x € X

onde x € E" , hix) e f£f(x) sdo fungoes de classe cl, b € £V,

m < n.

Seja x um vetor gue satisfaga (2) e (3). Suple-se a exis

téncia de uma partigdo de x,

x'=(xB 'xs IxN).
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a) xB tem m componentes, xS tem s componentes com

0<s e Xy consta das n-m-s componentes restantes.

By . Sk i ;B "

x
A
»
A
|

=5 S B

onde d,
i

]

x
-

o}
[+
eF

]
Ll

c) a matriz jacobiana V_ h(x_,x_,x. ) de dimensdao mxm &
Xg & 8N

nao singular.

Analogamente ao caso de restrigoes lineares chamamos as

. = g
variaveis x basicas, as x

s superbasicas e as x,. nao basi-

S N

cas.
No caso linear, onde as restrigoes (2) sao da forma Ax =b

e A=([B,S,N], a matriz vx h(x) coincide com B. A hipbtese
B

de B ser uma base, permite no caso linear, obter facilmente Xg

em fungao de x. e Xx,, como vimos no capitulo anterior.

S N
No caso de restrigOes nao lineares, a hipOtese c) garante
que numa vizinhanga de x‘=(xB,xs,xN)' existe uma fungdo ﬁ(xs)

tal que x_ = ﬁ(xs). (Teorema das fungoes implicitas). Entdo,

B
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localmente teremos gque
(4) £(x) = £(h(xg) ,%g ,@) = Elxg) .
O gradiente reduzido com respeito as variaveis x. (dei-

S
xando fixas as variaveis xy) € obtido como segue: (quando nao ha

ja duvida sobre qual & o argumento das fungdes utilizamos x ou

(xB ' Xg ,xN) indistintamente) .

(5) V. E(x.) =[V. h(x.)]'V. £(x) + V_ £(x)
xS S xs S xB xs

como h(xB,xs,xN) =Db e Xg © fixo temos:

(6) Vth(x) szh(xs) + szh(x) =0
= -1

(7) Yichtxsy 9= h{x)] vV h(x) =0

5y ® ) Xg
ou

= -1

(8) V. hAfx.) si=1V hi(z)] “V_. hix)

xS S : xB xs

. -1

(2) Vx f(xs) = Vx £ix) = [(Vx h(x)) Vx h(x)l'Vx £(x)

S S B S B
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O procedimento para resolver problemas com restrigdes nao
lineares & analogo ao seguido no caso linear, no sentido de que

escolhidas diregoes de deslocamento para as variaveis x_, ficam

SI
determinadas as direcoes correspondentes as varidveis dependen —

tes Xge A diferenga € que embora os movimentos de Xg sejam 1li
neares, o0s movimentos resultantes de Xp nao sao lineares, de-
vendo satisfazer as restrigoes (2).

Computacionalmente, isto & obtido deslocando X para

X + Ox de maneira linear dentro do espago tangente & superficie

definida por h(x) = b . Ou seja, se
Ax' = (AxB ,AxS.O)'
entao

(10) . V. hix)ax_ = - V_ h(x) Ax
xB B xs

g *
Este movimento dentro do espago tangente resulta num ponto

X + 4% gque nao necessariamente verifica as restrigdes hi(x) =b.
Em consequéncia um procedimento para retornar a regiao de facti-

bilidade dessas restrigSes & necessario.

Enumeramos a seguir os passos essenciais de um algoritmo

G.R.G. com decomposiqéo LU.
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Dados uma solugao inicial factivel x° e ¢ >0, fazemos
k = 0 e iniciamos o processo iterativo expresso na sequéncia de

passos abaixo.

PASSO 1 - Calcular Vh(xk) e Vf(xk)

'
PASSO 2 - Partir xk = (xg,xg,x:) de modo que
k k -m-s
a) X5 € Em P xg e g® e, i A Xy e En =
k -B
b)§B<xB<
k =8
c) Xg < xg <
k k -
d) B" = Vx h(x") & naeo singular.
B
Analogamente, chamamos Sk a matriz Vx h(xk) e Nk a

matriz V h(xk).
XN

PASSO 3 - Fatorar Bk = LkUk X

PASSO 4 - Resolver

PASSO 5 - Calcular o gradiente reduzido

s k kik
szf(xs) = szf(x Yo ==Bad (9)



PASSO 6

PASSO 7

PASSO 8

PASSO 9 -

PASSO 10 -

Se HVx E(xg)ﬂ < € significa que xg € um minimo da
S

fungdo objetivo restrita as varidveis superbasicas

atuais. Entao vai-se ao Passo 1ll.

Se vas(xg)ﬂ > ¢ vai-se ao Passo 6.

Definir uma diregdo de deslocamento para xg : Axg a

partir do gradiente reduzido calculado no Passo 5.
Calcular

- k k —S 1
oy max{a/xs - ans - (?SS' el ) ¥

Achar Y € [0,a tal que

1'
sk k ook
£lxg +vbxg) £ £(xg)

Resolver
T PR, A
B AxB = =S Axs (11)
Definir xk+l = x. + YAxk

S S S

A partir de ig = xg + yAxg , mediante algum método cor

retivo, obter x:+1 tal que
k+ k+
a) h(xB 3 r Xg - ,x:) =b



b
LS
~J

K+l _k+1l  _k
i L 1 Py < £(x%)
c) EB < x]B(+l < ;B

k¢l . R4l K+l K
Chamamos x = (xB ' Xg ,xN)

Este passo consiste essencialmente na resolugdo de um
sistema de equagOes ndo lineares por algum método ite-
rativo, por exemplo o método de Newton (Luenberzer,1224)

Fazer k = k+1 , ir ao Passo 1.

PASSO 11 - Verificar as condigoes de otimalidade .

k x _ -
o B S o T Sl
k k
TR TER B R Rk TR
k X v
onde cN,j = (Vfo(x ) - Nk A )j

Por analogia ao caso linear chamamos de custos reduzi-
dos aos C:'j . Se todos os custos reduzidcs nao basi-
cos satisfazem 3 otimalidade x° & uma soluééo otima
do problema. Caso contrdrio escolhemos uma varidvel ndo
bdsica que nao verifique a condigbes de otimalidade pa
ra entrar no conjunto de variiveis superbdsicas. Rede-

finimos S e N , fazemos s = s+1 e vamos ao Pas-

5.

Note-se gue nos passos 4 e 9 os sistemas lineares que devem
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ser resolvidos sao os caracteristicos do Método Simplex.

3. ESPECIALIZAGAO DO G.R.G. A PROBLEMAS DINAMICOS

Quando falamos em problemas com restrigbes ndo lineares
dinamicas queremos dizer gue a matriz jacobiana Vh(x) das res-

trigoes dos problemas tem estrutura escada.

Da inspe¢ao dos passos do algoritmo do item anterior ob-
serva-se que no Passo 3 podemos usar as rotinas de fatoragdao LU

especificas para matrizes escada apresentadas neste trabalho.

Os sistemas lineares dos Passos 4 e 9, podem ser resolvi-

dos com as rotinas utilizadas no caso linear.

“ 0 Passo 1l & executado usando a rotina VAENBA, discutida

no capitulo II.

No Passo 1 & preciso calcular a matriz jacobiana das res-

oo k " g
trigoes no ponto x . Isto deve ser feito mediante uma subrotina
que aproveite o fato de que o numero de variadveis que aparecem

nao linearmente & pequeno.

As colunas da matriz jacobiana correspondente ao ponto
inicial s3o armazenadas da mesma forma que a matriz de restrigoes
do caso linear. A cada iteragao esta matriz deve ser recalculada,
tomando o cuidado de modificar somente os elementos que corres-

pondem as varidveis que intervém ndo linearmente nas restrigoes.
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Para melhor clareza da exposigao os Passos 8, 9 e 10 do
algoritmo G.R.G. foram enumerados independentemente. Na pratica
as rotinas gue os executam, BUSCA.GRG, VOLFAC e RESID estao in
terligadas através de um subprocesso iterativo gque descrevemos
aqui.

Suponhamos ter efetuado até o Passo 7 (inclusive) do G.R.G.
e estarmos prontos para executar o Passo 8, ou seja, achar

Y € lO.ull tal que
i k . i
flxg + vhxg) < £(xg) .

O processo de busca unidimensional & executado da forma seguinte:

Fazemos incialmente ¢ = oy

i) Testamos se
k ' i
¢11) f(xs + eAxS) < f(xs)

Para isto & preciso calcular

gk =k k -k k
(12) f(xs f(h(xs % OAxs), xg * BAXS)

+ eAxg)

mas para obter (12) & necessario resolver

(13) h(xg ,x’s‘ + eAx’s‘ yxg) = b,
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Para resolver o sistema nao linear (13) utilizamos a rotina de
resolugd@o de sistemas lineares propria para o Passo 10, com pon-

to inicial

(14) X, = X, + SAXB

Obtido Xg que satisfaz a equagao (13) calculamos (12) e verifi

camos (11).

Se (11) ndo & satisfeito, vamos a ii).

Caso contrario, se (1l1l) & satisfeito testamos se
xBE [EB, ;B].

Em caso negativo fazemos 6 = 8/2 e voltamos a i)

Em caso afirmativo pesquisamos se alguma componente de Xg
atingiu um dss limites. Se nenhuma varidvel basica bateu num li-
mite fazemos y = 8.

Se alguma variavel basica bateu num limite a declaramos
nao basica e procuramos uma variidvel superbasica para substitui-
la. Atualizamos a coluna associada a variavel superbasica achada
com as mesmas rotinas usadas para este fim no caso linear.

Atualizamos a fatoragao LkUk de Bk, usando também as ro

tinas proprias do caso linear.
ii) Chegamos a este passo se

=tk k =k
f(xS - GAxs) > Fbx) .
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Interpolamos uma cibica entre (xk ,f(xk)) e
k
s ’

Se 4 e o parametro que minimiza esta clibica fazemos 8 = y e va-

(xg B E(x: + BAx:)) da mesma forma que no capitulo IV.

mos a 1i).

A resolugdo do sistema nao linear (13) & feita usando um

método de Newton modificado. Queremos resolver o sistema (15),
(15) h(xB  Xg .xN) =b com (xs ,xN)' dado.

Ent3ao (15) & um sistema. de m equagSes com m incgnitas. O mé
todo de Newton modificado para resolver este sistema & descrito
a seguir.
N P o -~ -
Dados um valor inicial para Xg ¢ Seja Xp = X, onde X
verifica (14), € > 0 , o passo inicial consiste em fazer j = 0 e

calcular

Vth(xB ’ Xg ,xN) =B

Em seguida, tem-se a sequéncia de calculo abaixo:

s e
i) Resolver BAxB h(xB ’ Xg ,xN)

ii) Fazer xj+1 - xj + ij j = j+1

B B B
iii) se “h(xg  Xg ,xN)H e ,xg & uma solugdo de (15).

Caso contrario ir ao Passo i).
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Note-se que em i) B nio depende de j, quer dizer, usamos o jaco
biano com respeito as' variaveis basicas calculado no ponto inicial ;(B'
O sistema de i) também tem estrutura escada e as rotinas discuti

das no capitulo II s3o usadas na sua resolugao.

4. EXPERIENCIA COMPUTACIONAL

No capitulo IV resolvemos a etapa 1 (fase térmica) do pro
blema de planejamento da operagao de um sistema hidroelétrico
apresentado no capitulo III. Obtivemos uma solugao para o seguin

te problema:

. ) e
(16) min I (g(ut) = dt)2
t=0
sujeito a
t+1 T t € £

in e i D ¢ ol Tl

t+1 t = -1 t-1 t t t t
(18) Xy = X, + Y, + uy + vy u, Vy = U3 =V,

i=1,2;t=0,1,...,41
(19) x, ex, c%¥t, 1=1,2;¢t=12,2...,42
A 2

(20) u; €uw <u-, i=123;t=0,1...,41
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(21) v 20 R T T . TR NS S RS |
onde

= 2
(22) g(u) = -0.00853ul + 8.3u1 + 32.98u2 + 34.39u3 .

Queremos resolver agora a etapa 2 (fase hidraulica) utili
zando a funcao (22) como fungao de geragao total de energia. Lem
bramos que a etapa 2 consiste em maximizar o volume de agua de
Sobradinho no instante final. O problema & formulado da seguinte

forma:

max x
3

sujeito a (17), (18), (19), (20), (21), (22) e

(23) gty = at .

Este problema foi rodado no computador VAX/785 com siste-
ma operacional VMS usando o compilador FORTRAN 77 . Uma solugdo

6tima foi obtida em 25 iteragdes usando em média 2 segundos de

C.P.U. por iteragao.



134

CONCLUSQES

Neste trabalho mostramos como pode ser eficientemente apro
veitada a estrutura escada das matrizes associadas as restrigdes

em problemas de otimizagao.

Introduzimos um novo método de atualizagao das fatoragoOes
LU de uma matriz com essa estrutura e implementamos um programa
computacional (SIMESC) que consiste na adaptagao do Método Sim-
plex para problemas lineares cujas restrigoes tém estrutura esca
da. Este programa foi testado em alguns problemas. Esta experién
cia computacional preliminar aponta para boas perspectivas de uti

lizagao da metodologia proposta.

Mostramos também a viabilidade da implementagao de algo-
ritmos do tipo gradiente reduzido e gradiente reduzido generalizado que uti
lizem as técnicas desenvolvidas. Algumas aplicagGes e experién-

cias computacionais neste sentido s3o apresentadas.

A construgao destes programas computacionais nos levou a
conviver com muitos detalhes que sdo essenciais na preparagao de
pacotés de otimizagao, como MINOS, (Murtagh e Saunders, 1977) e

MPSX (Benichou e outros, 1977).

0 programa implementado, SIMESC, pode ainda ser aperfei —
¢oado. Varios assuntos de pesquisa podem ser considerados nesta

linha.
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i) Técnicas de escalamento dos coeficientes das matrizes

de restrigoes;

ii) Estudo do comportamento do algoritmo em relagdo a pro-
pagagdo de erros de arredondamento com o intuito de de

finir parametros e tolerancias variaveis;

iii) Extensao do algoritmo de maneira a considerar a espar-

sidade dentro dos blocos da escada;

iv) Metodos de calculo dos custos reduzidos (pricing) es-

pecificos para estrutura escada.
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