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Resumo

Neste trabalho, abordamos as principais propriedades de codigos diedrais sobre corpos
finitos. O principal objetivo é apresentar um forma diferente de construgao de cédigos
diedrais e mostrar alguns resultados, principalmente os resultados relacionados ao peso
das palavras. Fizemos uma construcao de codigos diedrais sobre corpos finitos utilizando
trago, baseada em codigos ciclicos e a partir dos resultados do calculo de peso de codigos

ciclicos irredutiveis, fizemos uma adaptacao para codigos diedrais.

Palavras-chave: Cdédigo diedral. Traco. Peso. Corpos finitos.



Abstract

In this work, we address the main properties of dieral codes over finite fields. The main
objective is to present a different way of constructing dieral codes and to show some
results, mainly the results related to the weight of the words. We made a construction of
diedral codes over finite fields using trace, based on cyclic codes and from the results of

the calculated weight of irreducible cyclic codes, making an adaptation for diedral codes.

Keywords: Diedral codes. trace. Weight. finite fields.
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Introducao

A teoria dos coédigos corretores de erros teve inicio na década de 40 do século
XX. De 14 pra ca ela vem sendo bastante estudada e desenvolvida, fazendo com que
esteja presente no nosso dia a dia, como por exemplo na transmissao de dados por meios
eletromagnéticos como é feita a comunicagao em internet, assim como o armazenamento
de dados em HDs, SSDs etc. Dentro da teoria de cddigos corretores de erros, os mais
importantes sao os cddigos lineares, pelo uso da estrutura algébrica dos mesmos para
determinar se uma palavra pertence ao cédigo ou nao. Dentre estes, os codigos ciclicos
sao um tipo interessante de c6digo, pois determinar se um certo elemento faz parte do
c6digo é computacionalmente mais facil do que para cédigos lineares em geral. Este tipo
de codigo é amplamente usado em sistemas onde a quantidade de erros é pequena, mas ¢é
importante determinar de forma rapida qual seria a corre¢do do erro, como acontece por

exemplo na leitura de CDs e DVDs.

Um dos cédigos ciclicos mais famosos é o codigo de Golay que foi usado nas
missaos Mariner Jupiter-Saturn dos anos 1979, 1980 e 1981. Este codigo corrigia trés erros,
e foi usado para a transmissao de milhares de fotos destes planetas, transmitindo trés
fotos em branco e preto (0 ou 1 por pixel), que representavam a intensidade de luz nas
cores vermelho, verde a azul (consultar https://blogs.ams.org/visualinsight/2015/

12/01/golay-code/ para mais informacoes).

No codigo de Golay é usado para cada pixel, um vetor de 0’s e 1’s que tem
uma estrutura natural de espaco vetorial sobre o corpo com dois elementos Fy. Para estes
mesmos vetores ¢ possivel adicionar uma estrutura de corpos finitos que sera uma extensao

do corpo Fs.

Em geral, dado um corpo finito F,, e um cédigo ciclico de comprimento n,
existe uma extensao Fys do corpo F,; e uma transformagao linear Fys — [y, que ¢ definida
coordenada a coordenada, a partir da funcao trago da extensao e que tem como imagem
um subespago vetorial que é exatamente o codigo dado, como veremos na Secao 1.3 do
Capitulo 1. Baseados nessas mesmas ideias, nesta tese pretendemos desenvolver uma
teoria equivalente para os codigos diedrais, que sdo essencialmente ideais a esquerda (ou
a direita) de uma algebra finita sobre um grupo diedral. Os c6digos diedrais sao objetos
bastante estudados nos ultimos anos, porém o cédlculo da distribuicao de pesos ¢ algo

pouco desenvolvido.

No primeiro capitulo, fundamentado nas referéncias [4, 10, 14], desenvolveremos
uma introducao de conceitos bésicos sobre corpos finitos e codigos lineares, além de teoria

de caracteres e somas de Gauss, cujas referéncias fundamentais foram [1, 11]. Estas
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ferramentas serdo necessarias para estimar e/ou calcular a distribuicdo de pesos dos

codigos que serao estudados nesta tese.

No segundo capitulo, baseando-se nas referéncias [2, 13], iniciamos o estudo de
codigos diedrais. Em seguida, conforme as referéncias [8, 3], apresentamos a decomposi¢ao
de Wedderburn da élgebra de grupos diedral F,D,,, onde (g,2n) = 1, e por tltimo, usando
extensoes de corpos, faremos uma construcao de alguns codigos diedrais baseando-se na

teoria de codigos ciclicos irredutiveis.

O Capitulo 3, seguindo as referéncias [1, 5, 6], serd apresentada uma construgao
de codigos ciclicos irredutiveis, usando a funcao traco da extensao. Em seguida aproveitamos
essa ideia para o calculo do peso de algumas palavras de um cédigo diedral. Nessa construgao
temos dois tipos de cddigo diedrais. Os codigos diedrais nao autorreciprocos, podem ser
vistos visto como o produto cartesiano de dois codigos ciclicos. Desta forma os resultados
para os codigos diedrais nao autorreciprocos seguem naturalmente da teoria de cédigos
ciclicos. Por outra lado, os cddigos diedrais autorreciprocos possuem uma forma mais
particular, que é uma concatenacgao de cédigos ciclicos com propriedade adicional entre

eles.

Neste sentido, os cédigos autorreciprocos sao mais interessantes, pois nao
podem ser obtidos a partir do produto direto de cddigos ciclicos, por isso possui suas

particularidades.

Dando continuidade a teoria de cédigos diedrais autorreciprocos, no Teorema
3.2.3, apresentamos uma férmula geral para o peso de cada palavra. Essa formula depende
de somas de Gauss de carateres adequados, mas como tais somas sao dificeis de ser
calculada em geral, e quando ¢ facil nao tem muito interesse, entdo desenvolvemos alguns
outros teoremas, nos quais conseguimos calcular de maneira plausivel, para alguns casos

particulares.

Inicialmente, no Corolério 3.2.4, apresentamos uma cota inferior para a distancia
minima destes coédigos. Com base em novos lemas e condigdes especiais, obtivemos o
Teorema 3.2.9, que fornece o peso de cada palavra do cédigo, com o calculo exato destas

somas de Gauss.

Um outro resultado apresentado nesta tese, é o Teorema 3.2.13, que se aplica a
uma subclasse de codigos nao abrangida pelo resultado anterior e nos fornece uma férmula
mais simples de calcular para esta subclasse. O Corolario associado a esse teorema assegura
que, para uma familia de cédigos especifica sobre um corpo I, de dimensao 2¢ e ¢ um
2(¢? — 1 2(q — 1)?

(@-1) 2g-1)

s s
um valor previamente determinado. Ao longo dessa teoria desenvolvemos também alguns

quadrado, toda palavra nao nula do cédigo tera peso ,em que s é

resultados que nos fornece a distribuicao de peso em alguns cédigos.
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1 Preliminares algébricas

1.1 Corpos finitos

Iniciamos este capitulo introduzindo algumas propriedades de corpos finitos,
que serao de suma importancia nos préximos capitulos. Ao longo deste texto, F, denotara

um corpo finito com ¢ elementos.

Definicao 1.1.1. Dado corpo finito K, definimos a carateristica de K como o menor

inteiro positivo ¢ tal que ¢ -1 = 0. Denotamos a caracteristica por Char(K).

E facil verificar que a carateristica de qualquer corpo finito sempre é um nimero

primo. Em geral temos o seguinte resultado.

Proposic¢do 1.1.2 (Theorem 2.2 [11]). Para todo corpo finito F, com q elementos, se

cumprem as sequintes propriedades:

1. Z, S Fy, onde p € a carateristica de [Fy.

2. Exister = 1, tal que g =p".

Observemos que os elementos nao nulos de qualquer corpo sempre forma um
grupo com o produto. No caso em que é considerado um corpo finito, se tem um resultado

mais especifico, como mostrado no seguinte resultado.
Teorema 1.1.3 (Theorem 2.8 [11]). F; = F,\{0} € um grupo ciclico.

Definigao 1.1.4. Um gerador do grupo ciclico F; é chamado de elemento primitivo de
F

q-

Em geral para todo grupo ciclico com n elementos, se v é um gerador, entdo ~*
também serd um gerador se, e somente se, (7,n) = 1. Pelo comentério anterior, como IF;
possui ¢ — 1 elementos, o niimero de elementos primitivos do corpo F, é ¢(¢—1), onde ¢ é
a funcdo de Euler. Além disso, a? ! = 1 para todo a € I, e desta forma temos o seguinte

resultado.

Proposigdo 1.1.5 (Lemma 2.3. [11]). Seja F um corpo finito com q elementos e F se

fecho algébrico. Um elemento de o de F pertence a F se, e somente se, a? = a.

Lema 1.1.6 (Lemma 2.4. [11]). O polinomio z? — x € Fy|x]| se decompoe em Fy[x] como

2 —x = H(x—a)

aclfy,
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desta forma F, € o corpo de decomposicio de x7 — x.

A partir do lema anterior, segue-se que existe um unico corpo com ¢ elementos.

Teorema 1.1.7 (Teorema 4 [10]). Dois corpos finitos com o mesmo nimero de elementos

sa@o isomorfos.

Sempre que utilizamos F, fica subentendido que representa o tinico corpo com

g = p" elementos e carateristica p.

Proposicao 1.1.8 (Proposicao 4 [10]). Seja F, um corpo finito de caracteristica p. Se
a,belF,, entao
(a £b)P =aP £ V.

Até o momento, fica subtendido que corpos com ¢ elementos podem funcionar
como corpos de decomposigao para polinémios especificos. Uma pergunta natural é como
construir de forma explicita tais corpos. Para isso consideremos um polinémio f(x) € Fy[z]
de grau m, que seja irredutivel nesse dominio. Desta forma (f(x)) é um ideal maximal

Fylz]

neste dominio e portanto o anel quociente W é de fato um corpo. Como cada classe
x

de equivaléncia possui um unico representante que tem grau menor que m, temos que o
numero de representantes é ¢"', e, assim, este corpo possui ¢ elementos. Reciprocamente

temos.

Teorema 1.1.9 (Teorema 2 [10]). Para cada nimero natural m, existe pelo menos um

polinémio irredutivel de grau m em F,[x].

Corolario 1.1.10. Eziste f(x) € Fy[x] irredutivel tal que

em que
F,[x]
(fx))

Em particular como toda raiz de f(z) estd em Fym, temos que f(z) divide

={ag+ax+ -+ an 12" | a;eF,}.

qm ;
x? —x. Em geral, se tem os seguintes resultados.

Lema 1.1.11 (Lemma 2.13. [11]). Seja f(x) € F,[x] um polindmio irredutivel de grau m,
entao

f(x) | (7 — ) se, e somente se, m | s.
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1.1.1 Anéis de polinémios

Nesta secao apresentaremos alguns resultados da teoria de anéis de polindomios

que serao utilizados nos proximos capitulos.

Proposigao 1.1.12 (Proposicao 1 [10]). Todo ideal de Fy[x] € principal, isto é, para todo

ideal I de F,|x], existe um unico polindmio f em I, de grau minimo, tal que I = {f).

De fato, para qualquer corpo K, o anel de polindémios K[z] é um dominio

euclidiano, com a divisao de polinémios e portanto também é um dominio de ideais
K]
I

dependendo da escolha de I, é possivel encontrar algumas estruturas que serao importantes

principais. Desta forma, para todo ideal I < K[z] se define o anel quociente , que,

nesse trabalho. Especificamente, apresentamos a seguinte definigao.

Definigao 1.1.13. Definimos R,, como sendo o anel das classes residuais em F,[x] médulo

" — 1, ou seja,
-y

Assim se f(x) € Fy[z], denotaremos sua classe por f(x), onde

f@) = {f(@) + g(2)(@" = 1) | g(x) € Fy[x]}-

Observemos que R,, € um espago vetorial de dimensao n sobre F, com base 1, T, 2, ..., 2" 1.

Como veremos em uma préxima secdo, uma forma natural de representar
codigos ciclicos de comprimento n, é ver eles como ideais do anel I?,,. Estes ideais sao

caraterizados na seguinte proposicao.

Proposigao 1.1.14 (Proposigao 2 [10]). Todo ideal de R,, é da forma {g), onde g é um

divisor de z" — 1.

1.1.2 Fatoracdo e polindmios ciclotémicos

Esta sec¢ao tem como propésito estudar os corpos de decomposi¢ao do polindmio
z" — 1 € Fy[z] e obter informagoes sobre a estrutura do conjunto das raizes da unidade. O
objetivo é apresentar resultados sobre corpos finitos que é um dos principais instrumentos
desse trabalho. Ao longo dessa secao K e F serao corpos finitos. Para todo polinomio
nao nulo f(x) € F[x], definimos o corpo de decomposigao de f como o minimo corpo que

contém F e as raizes de f(x).

Definicao 1.1.15. Seja n um inteiro positivo. O corpo de decomposicao de x" — 1 sobre o
corpo K é chamado o n-ésimo corpo ciclotomico sobre K e denotamos por K™ . Uma raiz
de 2" — 1 em K™ ¢ chamada de n-ésima raiz da unidade sobre K e o conjunto de todas

as raizes é denotado por E™.
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Observemos que se tomassemos o corpo Q, o nimero de raizes n-ésimas da
unidade que estdo no fecho de Q é n e logo #E™ = n, mas isso nao necessariamente ¢

verdade para um corpo finito. Por exemplo, se
K = F,, entao #E(pj) =1 para todo j € N.

Teorema 1.1.16 (Theorem 2.42 [11]). Sejam n um inteiro positivo e K um corpo de

caracteristica p. Entdo:

1. Se p nao divide n, entio E™ ¢ um grupo ciclico de ordem n com respeito a multipli-

cagio em K™

2. Sep divide n, i.e., n = mp' com m el inteiros positivos e p fm. Entao K™ = KM,

E™ = EM™ ¢ as raizes de 2" — 1 em K™ sdo os m elementos de E™.

Definicao 1.1.17. Sejam K wm corpo de caracteristica p e n um inteiro positivo ndao
divisivel por p. Entao um gerador do grupo ciclico E™ ¢ chamado de raiz n-ésima primitiva

da unidade.

Definicao 1.1.18. Sejam K um corpo de caracteristica p, n um inteiro positivo nao

divisivel por p e & uma raiz n-ésima da unidade sobre K. Entdo o polinomio

n

Qule)= ] @-¢)

s=1
mdec(s,n)=1

¢ chamado de n-ésimo polinomio ciclotomico sobre K.

Teorema 1.1.19 (Theorem 2.45 [11]). Sejam K um corpo de caracteristica p e n um

inteiro nao divisivel por p. Entdo

1. 2" —=1= HQd(x);

dln

2. Qu(z) e F,lz].

E conhecido que os polinémios ciclotémicos sao irredutiveis quando considera-
mos eles no anel Q[z]. J& quando eles sao considerados sobre corpos finitos, eles em geral
sdo redutiveis. Para verificar qual é a relagdo entre as raizes de um polinémio irredutivel
sobre I, precisamos da seguinte definigao.

Defini¢ao 1.1.20. Sejam Fym uma extensio do corpo F, e a € Fym. Os elementos

m—1 ~ . .
a,af, ..., af sao chamados conjugados de oo com respeito a .

Desta forma, o seguinte teorema caracteriza a estrutura das raizes de um

polindémio irredutivel.
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Teorema 1.1.21 (Theorem 2.14 e Corollary 2.15 [11]). Seja f(x) € F,[x] um polindmio
monico irredutivel com deg(f) = m. Se « € uma raiz de f(x), entdo o € Fym e todas as
raizes de f(x) sao o, o, ...,aqm_l. Além disso estas raizes sao distintas. Em particular

Fym € 0 corpo de decomposic¢ao de f(x).
Usando o resultado anterior, podemos determinar o nimero de fatores e o grau

de cada um dos divisores irredutiveis do polinémio ciclotémico @, (z).

Teorema 1.1.22 (Theorem 2.47 [11]). Sejam n = 1 e mdc(n,q) = 1, entao Q,(z) se
p(n)
d

¢ a ordem de q em Z

fatora em fatores irredutiveis de grau d sobre Fy[x], onde ¢ é a fungao de Euler e d

. ou seja, d é o menor inteiro positivo tal que ¢* =1 (mod n).

1.1.3 Traco de uma extensao de corpos

Uma ferramenta que serd amplamente utilizada ao longo deste trabalho ¢é a
funcao traco, que possui a seguinte definigao.
Defini¢ao 1.1.23. A fungao trago Try v, : Fgm — F, € definida como
m—1

Tr]qu/]Fq(a) =a+al+---+af

para todo o € Fym. Se By € o subcorpo primo de Fym, entao o Trg,,r, € chamada fungao
trago absoluto. No que seque deste texto, por simplicidade, usaremos a notagao I'ry, ; para

representar o traco Tr]qu JFq-

Observemos que o traco de « é a soma de a com seus conjugados na extensao
F,m de F,. O teorema a seguir revela algumas propriedades da funcao trago, em especial,

demonstra que esta funcao ¢ [Fy-linear.

Teorema 1.1.24 (Theorem 2.23 [11]). A fungdo trago Try,1 satisfaz as sequintes proprie-
dades

1. Trpa(a+ B) = Trpa(a) + Trpa(8) para todo «, 8 € Fym.
2. Trya(ca) = cT'ry (o) para todo ce Fy e v e Fym.

3. Trp1 € um transformagao linear de Fym sobre F,, onde Fym e IF, sdo vistos como

espagos vetoriais sobre .
4. Trpi(a) = ma para todo a € IF,.

5. Trma(a?) = Tryq (o) para todo o € Fym.
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Como foi dito anteriormente T'r,, ; ¢ uma funcao [F -linear, mas o interessante
¢ que toda funcao Fym — F, que seja [Fy-linear esta relacionada com a funcao traco, como

mostra o seguinte teorema.

Teorema 1.1.25 (Theorem 2.24 [11}). Seja Fym uma extensdo finita de F,. Considerando
Fym como F,-espago vetorial, entao para todo 5 € Fym a transformagao Lg : Fym — F,
definida por Lg(o) = Try1(Ba) para todo o € Fym € uma transformagao linear de
Fym — Fy. Reciprocamente se L : Fyn — F, é uma transformacao Fy-linear, entdo existe

um unico 3 € Fym tal que L = Lg.

Finalmente é natural perguntar como determinar o nicleo da funcao traco.
Este é um resultado muito importante e que se aplica a outro tipo de extensoes, conhecido

como Teorema 90 de Hilbert.

Teorema 1.1.26 (Theorem 2.25 [11]). Seja Fym uma extensao finita de F,. Entdo para

a € Fym temos Trp, 1 (o) = 0, se, e somente se, o = 59 — 3 para algum B € Fym.

Teorema 1.1.27 (Theorem 2.26 [11]). Seja Fyn uma extensao finita de Fy e Fymn uma

extensdao finita de Fyn. Entdao

78 i /7, (Q) = TV i 70 (TT5 n r, (@) para todo o € Fymn.

1.2 Caracteres e Soma de Gauss

Nesta secao vamos enunciar e demonstrar alguns resultados importantes sobre
caracteres e soma de Gauss, que serao de grande importancia para o desenvolvimento
do nosso trabalho. Para uma leitura mais aprofundada desse assunto ver sugerimos a

referéncia [1].

1.2.1 Caracteres

Seja G um grupo abeliano finito de ordem |G| com elemento neutro denotado

por 1(ou 1g).

Definicao 1.2.1. Um caracter x de G é um homomorfismo de G sobre o grupo multiplica-

tivo dos miimeros complexos com médulo 1, ou seja, x : G — S*, onde S* = {z € C; |z| = 1}.

Dado que x é um homomorfismo, entao x(g192) = x(g1)x(g2) para todo g1, g2 €

G. Observemos que x(9)x(97") = x(997") = x(1g) = 1, entao x(37") = (x(9)) ™" = x(9)
para cada g € G, em que a barra denota a conjugagao complexa. Cada caracter y de G

esté associado ao caracter conjugado X definido por Y(g) = x(g) para todo g € G. Como

X(lg) = x(1g - 1) = x(1g)x(1g), entdao x(1g) = 1. O produto de dois caracteres yixa é
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definido por (x1x2)(9) = x1(9)x2(¢g) para todo g € G. Com esse produto, o conjunto dos
caracteres de GG forma um grupo abeliano multiplicativo. Esse grupo é chamado de dual

de G e sera denotado por @, ou seja,
G ={x:G— S'|x éum homomorfismo}
com o elemento neutro sendo o caracter trivial xo, i. e., xo(g) = 1 para todo g € G.

Lema 1.2.2. Seja G um grupo ciclico de ordem n, entdo G € também um grupo ciclico

de ordem n.

Demonstracio. Seja g um gerador de G e portanto a ordem de g é n. Para um inteiro
fixado j, 0 < j < n —1, a funcao

2mijk

X)) =e k=0,1,..,n—1

define um caracter de G e além disso os elementos do conjunto C = {x; | j € {0,...n—1}}

formam um subgrupo de G de ordem n.

Desta forma precisamos mostrar que todo elemento de GG estd em C. Para isso

observemos que se y € (G, entao

27mij

portanto x(g) ¢ uma raiz n-ésima da unidade e desta forma y(g) = e » para algum ;.

Segue de forma direta que x = x;, como queriamos demonstrar. (I

Teorema 1.2.3 (Theorem 5.2 [11]). Sejam H um subgrupo do grupo abeliano finito G e
Y um caracter de H. Entao 1) pode ser estendido para um caracter de G; isto €, existe um
caracter x de G com x(h) = 1¥/(h) para todo h € H.

Demonstracao. Suponhamos que H seja um subgrupo préprio de G. Escolhemos a € G
com a ¢ H e seja H; um subgrupo de G gerado por H e a. Seja m o menor inteiro positivo
para o qual ¢ € H. Entao cada elemento g € H; pode ser escrito unicamente na forma
g=d’hcom0 < j <mehe H. Definimos a funcio 1, em H; por 11(g) = w’i(h),
onde w é um numero complexo fixo satisfazendo w™ = 1 (a™). Para verificar que 1), é
na verdade um caracter de Hy, seja g1 = akhl, 0 < k <m, hy € H é outro elemento
de Hy. Se j + k < m, entdo 1 (gg1) = W Fh(hhy) = ¢1(9)Y1(g1). Se j + k = m, entdo

gg1 = ?*™(a™hhy), e também

V1(991) = ijrk_%/f((lTTZflfll) = wj+k_m?/)(am)1/)(hh1) = CL)J.Jrkl/f(l”thl) = 1(9)Y1(g1)

e 11 (h) =1(h) para h € H. Se H; = G, entao segue o resultado. Caso contrario, podemos

continuar o processo acima um nimero finito de vezes, obtendo uma extensao de 1) para

G.
O
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Corolario 1.2.4 (Corollary 5.3 [11]). Para quaisquer dois elementos distintos g1, g2 € G
existe um caracter x € G tal que x(g1) # x(92)-

Demonstragdo. Tomando h = g1g, "', é suficiente mostrar que existe um caracter y de G,

com x(h) # 1, pois se x(g1) # x(g2), entao x(g1)x(g5 ') # x(92)x(g5 ') = 1. Consideremos
o grupo ciclico H = (h), sendo n; a ordem de H, definindo o caracter y em H da seguinte

ik T
forma y(h*) = e para todo k € N, com x(h) = em £ 1e pelo Teorema 1.2.3 podemos

estender x para (G, como queriamos demonstrar. O

As seguintes relacoes sao conhecidas como relacoes de ortogonalidade.

Teorema 1.2.5 (Theorem 5.4 [11]). Se x € um caracter nao trivial do grupo abeliano
finito G, entao

3 x(g) =0 (11)

geG
Se ge G com g # 1g, entao

2 x(g) =0. (1.2)

xe@

Demonstracao. Seja x um caracter nao trivial, entao existe h € G com x(h) # 1. Assim

x(h) Y x(9) = > x(hg),

gelG geG

como g percorre todo grupo G, entao gh também percorrera todo o grupo G, desta forma

D x(hg) = > x(9).

geG geG

temos que

Logo,
(x(h) = 1) > x(g) = 0.

geG

Ja que x(h) # 1, isso implica que 2 x(g) = 0, como querfamos mostrar. Agora, seja g € G
geG
com g # 1 e considere a fungao §: G — C com §(x) = x(g). Entao § é um caracter nao

trivial de G. Mas pelo Corolério 1.2.4, existe y € G com x(g) # x(1g) = 1. Assim segue

de (1.1) que
dix(g) =D a0 =0.

xe@ xe@
O

O seguinte resultado é conhecido como o Teorema Fundamental dos Grupos

Abelianos Finitos.

Teorema 1.2.6 (Teorema V.8.1 [9]). Todo grupo abeliano finito é isomorfo ao produto

direto de grupos ciclicos.
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O resultado anterior serd 1til na prova do seguinte resultado que carateriza o

dual de todo grupo abeliano finito.

Teorema 1.2.7. Seja G um grupo abeliano finito, entio G ~ G.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.2.6, existem Gfy,...,G, grupos ciclicos tais que G ~
Gy x - xGp. Sejaej =(0,...,0,€;,0,...,0), onde G; = (&) para 1 < j < r. Definimos

1, se i # 7;
x;(e5) = o
gnj? Se Z = j?
com n; = |Gj|, assim y; é um caracter bem definido em G. Todo elemento x € {x1,...,Xx,)
pode ser escrito como x = x7' - X5> - ... X;", com os expoentes €; adequados e além disso,

calculando x nos geradores do e; obtemos que x(e;) = x;(e;)” = &;7. Desta forma se

£ = 1isso implica que njle;, segue que a ordem de x; é n;. Portanto | {x1,...,x;) |[=
nyc..ooone =Gl
Agora precisamos mostrar que G < (X1 Xr)- Seja x € G e ge G, entdo
g=¢e"...,6mcom0<u; <nje
x(g9) = x(é) X (&)

= x(é1)" x(ér)"

= x1 (1) Xr(€r)"re

= X1 ()" g (e)"
assim temos que y = x5* - ... x5, dai segue que x € (x1,..., x»y- Portanto, | G |=| G |, o

que implica G ~ G.
O

Observemos que o isomorfismo de G a GG nao é natural, ele depende da re-
presentacao de G como produto direto de grupos ciclicos, e esta representacao nao é

unica.

Corolario 1.2.8. Seja G um grupo abeliano que é o produto direto de grupos ciclicos
de ordens nq,...,n,.. Entao G também ¢é o produto direto de grupos ciclicos de ordem

My, .oy Ny

No que segue vamos considerar as duas estruturas (aditiva e multiplicativa)
do corpo F,. Desta forma, podemos associar a [F, dois grupos naturais, dados pelas duas
operagoes do corpo. O grupo aditivo formado pelos elementos de F, e o grupo multiplicativo
formado por F;. Cada um desses grupos geram um grupo de caracteres com diferentes

estruturas. Em ambos os casos, os caracteres podem ser apresentados de forma explicita.
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Consideremos primeiro o grupo aditivo de F,. Se p ¢ a caracteristica de F,, entao
pela Proposigao 1.1.2 sabemos que F, contém o subcorpo primo Z,. Seja Tr : F, — F, o

traco absoluto de F, para [F,, entao para cada b € IF, a funcao v : F, — C, definida por

2miTr(bc)

Yp(c) =e »  paratodo ceF,

¢ um caracter do grupo aditivo de I, pois dado ¢, ¢; € IF, temos que

273 Tr(b(cy +cg)) 274 (Tr(bey ) +Tr(beg)) 27iTr(bey) 2miTr(bey)

Up(c1 + o) =e » =e » =e » e » = Yp(c1)p(c2).

O caracter 9; é chamado de caracter candnico. O préximo teorema nos garante que todos

os caracteres aditivos de F, podem ser expressos em fungao de ;.

Teorema 1.2.9 (Theorem 5.7 [11]). Para todo b € F, a fun¢io definida por yy(c) = 11 (be)
para todo c € F, € um caracter de (Fy, +), e cada caracter aditivo de F, é obtido dessa

forma.

Demonstracao. Para c;,cy € Iy, temos

Yy(c1 + c2) = Y1 (bey + beg) = P (ber ) (bes) = Py(cr)in(ca),

provando a primeira parte. Sendo T'r o traco de [F, para IF,, o caracter ¢, ¢ nao trivial.

Portanto se a,b € [, com a # b, entao

lﬁa(C) o ’l/fl(ac) B -
00~ e~ Nlla—ble)#1

para um c € [F; adequado, entao 1), e 1, sao caracteres distintos. Assim se b percorre F,

obtemos ¢ caracteres aditivos distintos 5. Por outro lado, pelo Teorema 1.2.7, I, possui

exatamente ¢ caracteres aditivos, assim segue o resultado. O

Chamamos o caracter do grupo multiplicativo F; de IF, de caracter multiplica-
tivo de F,.

Teorema 1.2.10 (Theorem 5.8 [11]). Se g é um elemento primitivo de F,. Para cada

wijk
J=0,...,¢ =2, a fungdo x; definida por Xj(gk) = 624——1L para k = 0,...,q — 2 determina
-1
um caracter multiplicativo de ¥, com ordem q—.; e cada caracter multiplicativo
de F, € obtido dessa forma.
Demonstracao. Segue do Teorema 1.2.7 e da demonstracao do Lema 1.2.2. O

Corolario 1.2.11 (Corollary 5.9 [11]). O grupo de caracteres multiplicativo de F, € ciclico
de ordem q — 1. O elemento identidade do grupo de caracteres multiplicativo é chamado de

caracter multiplicativo trivial e serd denotado por x.



Capitulo 1. Preliminares algébricas 21

Demonstracao. Pelo Teorema 1.2.10, quando j = 1, teremos um caracter de ordem ¢ — 1,

isso implica que o grupo de caracteres multiplicativo é ciclico. O

E conveniente estender o dominio da definicdo do caracter y de F, para F,.
Para isso consideraremos xo(0) = 1 e x(0) = 0, se x é um caracter nao trivial. Com essa
definicao temos que:
q, se x ¢ trivial;

2, xla) = (1.3)

acF, 0, se x nao ¢ trivial.

1.2.2 Soma de Gauss

Nesta secao introduziremos uma fun¢do que relaciona os caracteres aditivo e
multiplicativo de um corpo finito, chamada soma de Gauss. Também mostraremos algumas
propriedade da soma de Gauss que serdo empregadas nas se¢oes subsequentes e que podem
ser encontrados em [1]. Em particular, tais resultados estabelecerao um alicerce sélido
para o posterior célculo dos pesos de determinadas palavras-codigo nas proximas secoes.
Ao longo dessa secao denotaremos por Y como um caracter multiplicativo e v, como um

caracter aditivo.

Defini¢ao 1.2.12. Dado ¢ = p" e be F,, definimos a soma de Gauss dos caracteres x e

Yy, que denotaremos por G(b, x), da sequinte forma

G(b,x) = D, x(@)(0).

celfyg

Como G(b, x) é soma de no maximo ¢ nimeros de médulo 1, entao o valor
absoluto de G(b, x) é no maximo ¢. Se b = 1, denotaremos G(1, x) simplesmente como

G(x). Se x é o caracter trivial, entao

q, se b=0;

G(b,x) = c c) =
(b, ) C;qu( Y(c) ) sebs0

Teorema 1.2.13. Seja x um caracter ndo trivial em Fy e b e F;. Entado,

G(b,x) = x(b"HG(x),

onde b~ denota o inverso de b em IF:;.
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Demonstracao.

Gb.x) = ) xla)in(a)

aelfy

— 2 (@) x ()x ™" (b)ep1 (ad)

aelfy

= x"'(b) D, x(ab)yu(ab)

a€clF,

= x(b) D, x(Mr(y)

(G,
|

O proximo teorema serd util para calcular em alguns casos e estimar em outros,

a soma de Gauss.

Teorema 1.2.14. Seja b e IE‘;“ e x um caracter nao trivial em F,, entdao

Demonstragio. 1. Pelo Teorema 1.2.13 e a identidade x ' (b) = x(b™") = X(b), temos

que

D Gh)GBX) = Y x(b"HEOX(G(X)

belF, belF,

= Y XB)G)X(B)GX)

belFq

= G()GX) Y X(b)x(b)

belF

= G(GX) D, 1,

logo
2, G, 0G0, = (7" = GG (1.4)

belFy

Por outro lado

G, X)G1,X) = > Xx(y(0) YT X(O)tbs(d) = > X(Y)X(8) b4 (D).

veF, S v,0€F 4



Capitulo 1. Preliminares algébricas

23

Somando sobre b € F,, e usando as relagoes em (1.3), temos que

DIGOHGHT) = D X(NXO) D yra(h)

belFy v,0€F, belFq

=" > x()x (=)

V€,

=" ) x(NX()X(-1)

~€Fq

= p'x(-1) Y1

Portanto

Comparando (1.4) e (1.5) temos que

G(x)G(X) = x(=1)p".

Aplicando o Teorema 1.2.13, obtemos

G(b,X)G (. %) = x(b")X(O™GN)GR) = x(=1)p'".
como queriamos.

2. Observemos que

assim

(1.5)
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4. Para provar este item, usaremos que 7r(a) = Tr(a?) para todo a € F;. De fato

= X X (a)iy(w)

aely

= Z xP (@)t (bar)

ael,

= X X (@) (bPa?)

aelFy

= 37 (@) (a?)

ael,

=G x),
onde na ultima igualdade é usado o fato que o também percorre todo .

0

Calcular o valor da soma de Gauss é uma tarefa dificil na maioria dos casos,
porém em alguns casos pode ser calculada. Os teoremas seguintes determinam de forma
explicita o valor da soma de Gauss, quando a ordem do caracter multiplicativo e p

satisfazem uma relacao especial.

Teorema 1.2.15 (Theorem 11.6.1 [1]). Seja x um caracter multiplicativo em F 2. de

ordem d. Suponhamos que p' = —1 (mod d) para algum inteiro t. Entdo

1, sep=2

—t
pG(x) = f
(=1)P VA 5o p > 2,

Demonstragdo. Seja v um gerador do grupo ciclico F2, onde q = p'. Desta forma ¢ = ~7*!

¢ um gerador de ;. Cada a € F}» pode ser escrito de forma tinica na forma

o =AY — it eom 0<u<qg—1,0<v < g+ 1.
Notemos que x(c) = x(74*) = 1, pois, por hipétese, a ordem de y divide g + 1. Desta

forma

x(@) = x(ylrey =

G = 3 x(@io jngmwﬂ=2vm2wmw

ozeIF:‘2 =0 heFy

<

Para todo h € IF;“ temos que
Tr(Qt’l)(hfyU) = TT(tyl)(Tr(Qtt)(h’)/v)) = TT(t’l)(h’LU) onde w = TT(QM) (’yv) S Fq.

Assim
-1, sew #0

2 1/}1(}57”) _ 2 e?wiTr(hw)/p _
hyv

heF* q—1, sew=0.
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Como w = " + v, segue que w = 0 se, e somente se, "¢~ = —1,

No caso em que a carateristica ¢ 2, esta equacao ¢ equivalente a 7”(‘1_1) =1,e
desta forma v(q — 1) é um miltiplo da ordem de v que é ¢> — 1. Assim v ¢ um multiplo de

q + 1, mas como v < ¢ + 1, concluimos que v = 0.

No caso que p # 2, temos que v?*@~V = 1, e portanto 2v(q — 1) é maltiplo de
¢* — 1, o que implica que (¢ + 1)/2 divide v. Como v < ¢ + 1 temos que v = 0 ou (g +1)/2,

mas v = 0 é impossivel pois 471 = —1.

Para calcular a soma de Gauss, suponhamos primeiro p = 2 e desta forma

q q
GO ==X XM+ @—=DxX"(M =a¢- >, x"(1) =1q
v=1 v=0
como queriamos. Agora suponhamos que p > 2. Entao de forma similar
q
Gix)=— > X'+ (g—=)xU2(y) = ox" 2 (7).
1}#(1;101)/2

Ja que x(v) = e?™/4 para algum j relativamente primo com d, segue que

p_tG(x) — X(q+1)/2(7) = mii(a+1)/d (_1)]'(q+1)/d — (_1)(q+1)/d

onde a tultima igualdade vem do fato de que quando j é par, devemos ter d impar e
(¢ +1)/d par.
O

O préximo teorema determina a ordem de p (mod d) quando —1 é uma poténcia
de p (mod d) e que sera util para calcular a soma de Gauss para carateres definidos em

algumas extensoes de corpos.

Lema 1.2.16 (Theorem 11.6.2 [1]). Seja d > 2 um inteiro. Suponha que existe um inteiro
positivo t tal que p' = —1 (mod d), e assumamos que t é minimo com esta propriedade.
Entdo 2t € a ordem de p (mod d).

Demonstragdo. Seja N a ordem de p (mod d). Ja que p** = 1 (mod d), entdo N|2t.
Assumamos que N # 2t, desse modo N < t. Assim —1 = p'™" (mod d), mas t — N > 0,

contradizendo o fato da minimalidade de ¢. O

Definicao 1.2.17. Se x é um caracter em F,. O levantamento candonico x' do caracter x

de F, para a extensdio de corpo Fpo é definido por

x'(a) = X(Nr,. r, (@),

v—1
B y L .
onde Ng_, r,(a)) = Ha ¢ a norma do elemento o com respeito a extensao Fyo /F,.
Jj=0
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Teorema 1.2.18 (Theorem 11.6.3 [1]). Seja d > 2 e suponhamos que existe um inteiro
positivo t tal que p* = —1 (mod d). Se t é o menor inteiro com esta propriedade e x é um

caracter multiplicativo de ordem d em IF,-, entao existe um inteiro s tal que r = 2ts e

(=), se p=2
G(x) = st
(1), sep =3

Além disso, para 1 < j < d—1, a soma de Gauss G,(x?) é dada por
: F+1
(“1YyE,  sed épar,p s e

(=1)*"*\/p",  caso contrdrio.

sao impares;

G(X) =

Demonstragio. Como d divide a ordem de F},, segue que p" = 1 (mod d). Além disso,
pelo Lema 1.2.16, 2t é a ordem de p (mod d), e assim 2¢ divide r, desta forma existe um
inteiro s tal que r = 2ts. Como d|(p" — 1), entao pelo Teorema 11.4.4(c)(e) de [1], x é o
levantamento de algum caracter A de ordem d em F 2. Pelo Teorema 11.5.2 de [1], temos
que

(=17 (N).

Q
=
!
Q
a
I

Pelo Teorema 1.2.15, temos que

(—1)5 1 /pr, sep=2
st +1)

G(x) = (-1)"'G"(\) =
* (=) " T T, sep =3

Agora para calcular G(x’), observemos que a ordem de y’ é igual a

mde(j, d)’
assim
| (1), se p =2
G(x) = s—14 @D
(—1) mdeGd \/pT, sep =3
p+1 ,
esep,se g forem impares, teremos
GOY) = (=)0 7
além disso, se d for par, o mdc(j,d) depende apenas de j, como queriamos. O

1.3 Cédigos Lineares sobre corpos finitos

Nesta secao sera introduzido algumas nocoes basicas da teoria de codigos. Nas
seguintes segoes, Iy denotard um espago vetorial sobre F; de dimensao n, cujos elementos

sao n-uplas a = (ay, ..., a,) com a; € F,.
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1.3.1 Cobdigos lineares

Defini¢do 1.3.1. Dados a = (ay, ...,a,) € b= (b1, ...,b,) € F definimos a distincia entre

a eb como
d(a,b) := [{i;a; # b;}|.

Essa fungio d é uma métrica em Fy chamada distdncia de Hamming. Em particular, vale
a desigualdade triangular d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) para todo a,b,c € Fy. O peso de um

elemento a € Iy € definido como
wt(a) :=d(a,0) =| {i;a; # 0} | .

Defini¢ao 1.3.2. Um cédigo linear C' de comprimento n sobre F, é um subespago linear
de ¥} ; os elementos de C' sao chamados palavras cédigos. A dimensao de C' como F-espago
vetorial é chamada de dimensao do cidigo. Um [n, k]-cddigo é um cddigo de comprimento
n e dimensao k.

A distancia minima d(C) de um cédigo C' # 0 € definido como
d(C) := min{d(a,b) | a,be C e a # b} = min{w(c) |0 # ce C}.

Um [n, k]-cddigo com distancia minima d serd denotado por [n, k,d]-cddigo.

Uma maneira para descrever um codigo especifico C' explicitamente é escrever

sua base como um espaco vetorial sobre [F,.

Definigao 1.3.3. Seja C' € um [n, k]-cédigo sobre F,. Uma matriz geradora de C' é uma

matriz k x n cujas linhas forma uma base de C.

Definicao 1.3.4. O produto interno formal em Fy € definido por

<CL, b> = 2 aibi,
i=1
para a = (ay,...,a,) e b= (b1,....b,) e Fy.
Definicao 1.3.5. Se C' < Fj é um cddigo linear, entdo
C*t:={ueF}|{u,c)=0 para todo c € C}

é chamado o dual de C. O cédigo C é chamado auto-dual (resp. auto-ortogonal) se C = C*+
(resp. C < CF).
Lema 1.3.6. O dual de um [n,k]-cédigo é um [n,n — k]-cédigo e C = (CH)*. Em

particular, a dimensao de um codigo auto-dual de comprimento n é 5

Definicdo 1.3.7. Uma matriz geradora I de C* é chamada de matriz de teste de paridade

de C.
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A matriz de teste de paridade H de um [n, k] c6digo C' é uma (n — k) x n
matriz de poston — k e
C={uel, | Hu® = 0}.

1.3.2 Cédigos ciclicos

Uma classe de codigos lineares de grande relevancia neste trabalho sao os

codigos ciclicos, definidos da seguinte forma.

Definigao 1.3.8. Um [n, k]-cddigo linear C' < Ty sobre o corpo finito F, é chamado ciclico

se (¢, €1y eeey Cno1) € C implica que (¢p_1,Co,y C1y-vvy Cra) € C.

Uma representacao tutil de codigos ciclicos pode ser obtida a partir da relagao

que existe entre Fj' e R,,.

De fato definindo a transformagao linear

. n
v: I — R,
1

1.6
(ao’ ) an—l) = qo t+@T+ -+ an—lxn_ ’ ( )

de forma direta pode ser mostrado que v é um I -transformagao linear bijetiva. A partir
disso identificamos cada vetor (cg, ¢y, ..., Cph_1) € IE‘Z com
2 -1
co+tcar+ x4+, € Ry,
assim qualquer cédigo de comprimento n sobre I, corresponde a um subconjunto de R,,.

Lema 1.3.9. Um cddigo linear é ciclico se, e somente se, o subconjunto correspondente

em R, via isomorfismo v é um ideal no anel R,.

A partir do Lema 1.3.9 e da Proposigao 1.1.14, podemos afirmar que todo

c6digo ciclico possui um gerador que é um polinémio que divide o polinémio z" — 1.

¢
Seja 2" — 1 = H fi(z) a fatoracao de 2" — 1 em fatores ménicos irredutiveis
i=1

sobre F,[x]. Se C' é um codigo ciclico, teremos que C' = {f(x)), onde f(x) | («™ —1). Seja

i) = x;(;)l

h;j(z) (1 < j <t) sdo polindmios irredutiveis sobre Fy[x] com grau m;. No caso que n é

o polinémio de teste de paridade de C, entao h(x) = hy(z)-- - h(x), onde

primo relativo com a carateristica do corpo, os fatores de ™ — 1 sao simples e portanto os
fatores de f(x) e h(z) também serdo. Se g; ¢ uma raiz de h;(x), entdo as raizes de h;(x)
o
~ J . s . .
S80 g, 05, -+ 9] € F,m;. No que segue, vamos assumir que n ¢ primo relativo com a

carateristica.

Defini¢ao 1.3.10. A raiz g; de hi(x) é chamada de um zero do cédigo C. Dizemos que o
n

f(z)

sobre

numero de zeros de C'= {f(x)) é o nimero de fatores irredutiveis de h(x) =

Fylz].
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Da definicao anterior temos que um cddigo com um zero é um coédigo que cujo

polindémio teste de paridade é um divisor irredutivel de z" — 1.

Uma forma alternativa de definir umn codigo ciclico a partir de extensoes do
corpo F, é a seguinte: para m inteiro positivo, denotamos por ¢ o gerador de Fy,.. Dados
t inteiros z1,...,2, onde 0 < z; < ¢ — 2, tais que nao estdo na mesma classe de ¢
equivaléncia médulo ¢™ — 1, isto é, a congruéncia zq' # z; (mod ¢™ — 1) nao tem solugao
em [ para todo 7 # j, denotamos por a; = 67, h; (1:5:1) € Fy[z] o polinémio minimal de a;,

m; o grau de hj, § = mde(¢™ — 1,21, ...,2) e n = a

5 Consideremos a transformacao

linear ¢ : Fgmi X -+ x Fym, — F} definida por

clag, ..., ay (Z Trm; 1 (a0 ZTrm 1(aja; ZTrm 1 ajoz(n D)) (1.7)

j=1

onde T'ry,, 1 denota o trago da fungao de Fym; para [F,. A imagem da transformacao c
C = {C(al, ...,at) | (lj € quj}

¢ um subespaco vetorial de Fy, isto ¢, um codigo linear de comprimento n sobre F,.
Facilmente se verifica que c(ajay, . .., a;oy) gera uma palavra do cdédigo que é um shift as
coordenadas da palavra c(ay, ..., a;). Portanto C' é um cédigo ciclico. Vejamos que todo
cddigo ciclico C' pode ser obtido como imagem de uma transformacao linear da forma

mostrada em (1.7).

Teorema 1.3.11. Seja C' um [n, k]-cddigo ciclico gerado por f(x) divisor de ™ —1. Entdo

C' pode ser escrito como imagem de uma transformacao linear da forma mostrada em
(1.7).

" —1

/()

de h(x) em fatores irredutiveis. Denotamos por m; o grau de h;(z) e por «; é uma raiz

Demonstragio. Consideremos h(z) = , onde h(x) = hy(x)---hi(x) é a fatoracao

de hj(z), e portanto Fy[a;] = Fym;. Seja c: FJ" x -+ x F" — Fy a transformacio linear

definida em (1.7). Afirmamos que a imagem de ¢ é isomorfa ao cddigo gerado por f(x) em
R,.

Sabemos que dimy, (Fy"™ x -+ x F") = my + mp + -+ + my = deg(h(x)).

Suponhamos que existe (81, --,0;) € Ker(c), assim ZTrmjvl(ﬁjaj_l) = (0 para todo
j=1
n—1

1=0,1,--- ,n—1, desta forma se Q(z) € F,[z] com Q(x 2 a;zt entdo
1=0

n—1

t
ZTTmJ, 6] ZTTmJ 6}261/[& Z Z T'm,1 ﬁj )=0

J :
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Para cada Q(z) € F,[x] e cada i = 1, ..., ¢, pelo Teorema chinés do resto (Ver [3]), existe
um polinémio
Poi(x) € Fylz]
com as seguintes propriedades
h* ()
hi ()
Poi(r) = Q(x) mod h(x),

Pgi(r) =0 mod

onde h*(z) = x%™Wh(1/z) é o polinémio reciproco de h(z). Ja que (B, ..., Ba) € Ker(c),

segue que

t
0= Z Trmj,l(ﬁjPQ,i(Oéj_l))'

J=1

Como PQﬂ(aj_l) = 0 para ¢ # j, entao teremos que

Z Trmj,l(ﬂjPQyi(aj_l)) = Trmi,l(/jq‘,Q(Ozi_l)),

J=1

Observe que Q(a; ') percorre todos os elementos de Fym; = F,[o;] quando variamos Q(z),
isto &, Ty, 1(8:0) = 0 para todo 6 € Fym;, isso implica que 3; = 0, logo ¢ é injetiva.
Portanto a imagem é um [n, k]-cédigo ciclico, onde k = mq + - - - + my = deg(h(x)).
Agora vamos mostrar que h(z) é o polindmio de teste de paridade de Im/(c). No
que segue, por abuso de notagao, usando o isomorfismo definido em (1.6), vamos denotar

cada elemento de Im(c), segundo a conveniéncia, ou bem como a n- tupla (coy-..; Cn_1) OU

como o polinémio ¢y + ¢z + - - - + ¢p_12" ' € R,,. Desta forma h(x 2 h;x" é polindmio
=0
teste de paridade de I'm(c) se

(2 Cﬂ") (Zk: h,m’) =0 mod (z" —1).

Como (cg, ..., ch_1) € Im(c), entdo ¢ = 2 Tr(Bjo;"), assim

<712 Clxl> (Z hixi) =ho (2 Tr(8;). Y Tr(Ba;t), ..., 2 Tr(ﬁjozj_("_l))) +

J=0 J=0 j=0
hy ( Tr(f;a;), Z Tr(f), - Z Tr(ﬂ]a]—("—Q))> +
7=0 7=0 7=0
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Observemos que se somarmos os termos da coordenada [ + 1-ésima para algum [ € {0, ..., k}

teremos

t t
ho Y\ Tr(Bio;") +hy Y Tr(Bja; ™) + - + hy Z Tr(Ba; ™) =
Jj=0 j=0 =0
koot ¢ k
Z Z r(Ba51 ) = Y Tr (59’%'_1 > hia;> =
=0 7=0 J=0 i=0
Z h(ay)) = 0.

Dai como C' tem dimensao k e polindmio teste de paridade h segue que é isomorfo ao

codigo gerado por f(x). O

Usando a caraterizacao obtida a partir do teorema anterior, temos que o peso

de Hamming de uma palavra codigo c(ay, ..., a;) € C, pode ser calculada a partir da férmula

w(clay,...,ar)) =n—Z(c(ay, ..., a)),

onde Z(c(ay,- -+ ,a;)) é a quantidade de coordenadas nulas da palavra c(ay, ..., a;), ou seja,
t .
Z(e(ar,  a)) =| {0 < i < n—1; ) Trm, 1y(aje57) = 0} | (1.8)
=1

Sendo 1); o caracter aditivo canonico, segue de (1.1) que

1, sea=0
- Z 1 (ay) (1.9)

9 jeF, 0, sea#0,

substituindo a por Z Tr(mjj)(ajaj_i) em (1.9), teremos que
j=1

t
1, se 2 Tr(mj,l)(ajaj_i) =0

- 2 U (yZTT(mjvl)(ajaj_i)) = jjl (1'1())
j=1

yqu 0, se 2 Tr(mj,l)<ajaj_i) # 0.
j=1
Usando (1.10), podemos reescrever Z(c(ay, - ,a;)) da seguinte forma:
t .
Z(clay, -+ ,ap))) = Z 2 U (yZTT(m],l)(aj%—Z)>
yqu Jj=1
1'C 3 A
= - Z >l (szT(m],l)(aj%‘_z)>
q 1=0 yelFy

-yl 22%(2%@“ g >>

1=0 yeF
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J& que 1, € o caracter aditivo canonico de Fy. Entao W; = 1)y 0 T'r(,,, 1) ¢ o caracter aditivo

canonico de [F,m;. Pela ortogonalidade do caracter aditivo temos que
n 1 i
Z(c(ay, ... a)) = Pl DT Wi waa5). (1.11)

Dessa forma

n 1 n—1 k .
w(clay,...,a)) =n——— = 1_[\Ilj(ya]oz7 )
T iz yerrj=1
Em geral, calcular o valor da fungdo Z para um conjunto especifico de (ay,...,a;) ndo

¢ trivial. No entanto, esta férmula sera 1til para determinar a distribui¢ao de pesos em

alguns codigos.
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2 Cédigos diedrais e suas propriedades

Nesse capitulo, apresentamos os objetos principais desse trabalho: os cédigos
diedrais, que sao ideais a esquerda da dlgebra de grupo F,D,,, onde Ds, é o grupo diedral
de ordem 2n. Para chegar a essa definigdo, comecamos o capitulo apresentando os objetos
envolvidos nela. Em seguida, estudamos a decomposicao de Wedderburn da algebra F, Dy,
seguindo a referéncia [3] e também elementos idempotentes. Por fim, apresentamos a

construcao de cédigos diedrais e suas propriedades principais.

2.1 Definicoes iniciais

A fim de definir a classe de coédigos diedrais, comecamos apresentando a nocao
geral de algebra de grupo.
Definicao 2.1.1. Dado K um corpo e G um grupo finito, a dlgebra de grupo de KG ¢é o

KG := {Z ayy | ay EK},

vel@

conjunto

dotado de trés operacoes: soma, produto e multiplicacdo por escalares definidas de forma

natural: para quaisquer a,,by e K ece K

Z ayy + Z byy = Z(av + b))y

veG veG veG
C Z a7y | = Z ca~7y
veG veG

(Ze) (50) =5 (5 o)

Com estas operacoes KG € um dlgebra sobre K, chamada de dlgebra de grupo. Em particular

KG € um espago vetorial sobre K com a base candnica {7} ec-

Aqui, estamos interessados na algebra de grupo formada pelo corpo finito F, e

pelo grupo diedral de ordem 2n, cuja definicao relembramos a seguir.

Definigao 2.1.2. Para todo inteiro n = 3 definimos o grupo diedral de ordem 2n como o

grupo que tem uma apresentacao da sequinte forma

Dy ={a, ;0" = 1,52 =1,8a = a™' ).
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Outras nogoes importantes sao a de G—cddigo a esquerda e de codigo de grupo

a esquerda, que apresentamos a seguir.

Definicao 2.1.3. Se G € um grupo de ordem n e C < F; é um cddigo linear, entao
dizemos que C' é um G-codigo a esquerda se existe uma bijegio T : E — G, onde E €
uma base de Fy sobre F, tal que a extensao linear de T é um isomorfismo de F,-espagos
vetoriais Iy para F,G, de tal forma que a imagem C' via o isomorfismo € um ideal d

esquerda de F,G.

Definicao 2.1.4. Um cdédigo de grupo a esquerda é um F,- codigo linear o qual é um

G-codigo a esquerda para algum grupo G.

E facil verificar que um codigo ciclico de comprimento n é um cédigo linear

que é um C,-cdédigo, onde C),, é um grupo ciclico com n elementos.

Estamos prontos para, enfim, definir os objetos principais dessa pesquisa.

Defini¢ao 2.1.5. Um cédigo diedral sobre IF, de comprimento 2n, ou Doy, -cédigo a esquerda

sobre IFy, € um ideal a esquerda de F,Do,.

Para a construcao de exemplo nao triviais de cédigos diedrais, precisamos de
uma apresentacao do anel de grupo F,Dy, em componentes simples. Para isso, na seguinte
secao estudaremos a estrutura dos cédigos diedrais, isso ¢, a estrutura dos ideais a esquerda

da algebra de grupos F,D,,.

2.2 Decomposicao de Wedderburn

Dizemos que uma algebra é simples se nao tem ideais bilaterais nao triviais.
De igual forma dizemos que uma algebra é semissimples se é soma direta de algebras
simples. O Teorema de Wedderburn(Theorem 2.6.18 [12]) nos garante que toda algebra
semissimples é soma direta de algebras de matrizes sobre uma algebra de divisdo F. Além
disso, pelo pequeno Teorema de Wedderburn sabemos que toda algebra de divisao finita é

um corpo finito.

A partir desse ponto, consideraremos F, um corpo com ¢ elementos, com ¢
sendo uma poténcia de algum primo diferente de 2, e n > 3 um inteiro primo relativo com
q. Com esta hipétese, pelo Teorema de Maschke(Theorem 3.4.7 [12]) a algebra de Grupos
F, Doy, € semissimples. No que segue mostraremos explicitamente a decomposicao desta
algebra em componentes simples. Esta decomposicao serd ttil para determinar de forma

explicita os ideais de FyDsy,.

Defini¢ao 2.2.1. Dado um polinémio g(x) com g(0) # 0, denotamos por g*(x) o polinémio

1

reciproco de g(z), isto €, g*(x) = %99 g (—)
T
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Definigao 2.2.2. Um polinémio é chamado autorreciproco se g(x) e g*(x) possuem as

mesmas raizes, com a mesma multiplicidade, no corpo de decomposicao.

Lema 2.2.3 (Remark 3.2 [3]). Se 8 ¢é uma raiz do polinémio g(z) € F,[x], entdo B~
¢ uma raiz do polinomio g*(x). Além disso, quando g(x) é autorreciproco e +1 ndo sao

deg(g(x))
2

raizes de g(x), entao existe um polinémio h(z) € F,[x] de grau , tal que B é uma

raiz de g(x) se, e somente se, 3+ 31 é uma raiz de h(z).

Observemos que se g(z) é um polindémio autorreciproco que nao tem +1 como

raizes, entdo as raizes de g(z) podem ser agrupadas em pares a # o~ ', logo o grau de
g(x) é par.
Consideremos a decomposicao do polinémio 2" — 1 € F,[x] em fatores moénicos

irredutiveis, da seguinte forma:

:Cn —1= fle o frfr+1f:+1f7'+2f:+2"'f7'+sf:+s

onde fi =x—1, fo=x+1sen épare f = f; para2 < j <r, onde r é o ntimero de

fatores autorreciprocos na fatoracao e 2s é o nimero de fatores nao autorreciprocos.

Teorema 2.2.4 (Theorem 3.1 [3]). A dlgebra de grupo F,Ds, tem decomposi¢io de
Wedderburn da forma

r+s
j=1
onde
F,®F, sej <6 1 sen é impar
Aj = com § =
My(Folaj +a;']) sed+1<j<r+s 2 sen € par

com «; raiz do polinomio f;(x). Além disso, ser +1 < j < r + s, entdo f; # f; e
My(Fylaj + aj']) = Ma(Fylay)).

2.3 ldempotentes

Um elemento e # 0 em um anel A é dito idempotente se e* = e. Um idempotente

¢ chamado primitivo se ele nao pode ser escrito como e = ¢’ + ¢”, onde ¢, ¢” sdo elementos

idempotentes nao nulos de A tais que €’¢” = 0. Um familia de idempotentes primitivos

e1,...,e. satisfazendo as seguintes condicoes:
1. e; # 0 para todo 1 <17 < r,
2. se 1 # j, entao e;e; = 0,

3.e1+ - 4e =1
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¢ chamada familia completa de idempotentes ortogonais.

Observemos que se e é um idempotente de A, entao Ae é um ideal a esquerda

de A. Desta forma fica natural determinar ideais a esquerda a partir de idempotentes.

Lema 2.3.1. Se e é um idempotente do anel A, entdo 1 — e é um idempotente ortogonal

ae.

Demonstracao.
(1—eP=1-2+e’=1-2e+e=1—c¢

e(l—e)=e—e*=c—e=0.
]

s

Teorema 2.3.2 (Teorema 2 [7]). O nimero de ideais a esquerda de posto k em M, (F,) é

(=D =1D("2=1)-- (¢" ' =1)
(" =D =1)(¢F2-1)-(¢g—1)

Corolario 2.3.3. Todo ideal nao trivial a esquerda de My(F,), pode ser gerado por um

o) 6

Demonstragio. Pelo Teorema 2.3.2, segue que M, (F,) possui ¢ + 1 ideais a esquerda de

idempotente da sequinte forma:

para algum x € F,.

posto 1. Observemos que como x € [, entao temos ¢ + 1 idempotentes da seguinte forma:

o) =6

Considere x e y pertencente a [Fy, se

pertence ao ideal gerado por

entao existem a, b, ¢, d € F, tais que

(o) (o) -G
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Ce)-(0)

dai temos que x = y, desta forma esses idempotentes geram ideais a esquerda distintos.

isso implica que

Como esses idempotentes possui posto 1, podemos concluir o resultado. O

Partindo disso, se I; ¢ um ideal & esquerda nao trivial de A; = Moo (Fy[c; +
-1

5 1), e do fato que

a b 1 =« a ax a b 0 0 0 b
— e — s
c d 00 c cx c d 01 0 d
segue que
1
c cx 0 0 1 =z .
Foloj+o ]
0 b _ 01 00
Fgloj+o "]

Em particular, a dimensao I; como Fy|o; + Ozj_l]-espa(;o vetorial é 2.

«

Proposigao 2.3.4. Seja I; um ideal d esquerda ndo trivial de M,o(Fyla; + aj']), onde
j >0, entdo
2deg(f;) se [y # J5

diquIj =
{ deg(f;) se fi=f;

Demonstragio. A proposicao segue do fato que dimz, Mo o(Fqla; + o ']) = 4 x [Fyla; +

a]-_l] :IF,], e pelo Lema 2.2.3 temos que

deg(fj) se fj#f;

Sdea(fy) se f =y

[Fyla; + O‘j_l] Fyl =

2.4 Construcao de codigos diedrais

Os codigos diedrais sao pouco estudados na literatura e o proposito desta
secao é mostrar como podemos usar as técnicas conhecidas de codigos ciclicos neste tipo
de coédigos. Desta forma resultado presentes neste se¢ao sao originais. Iniciamos nossa
construcao dos codigos diedrais, que é o principal objeto de estudo deste trabalho. Usando

a apresentacao de D,, da forma

D2n = <a76|&n = 1752 = 1,6& = Oi_lﬂ>,
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temos que F, Dy, = {P(a) + Q(« )B | P(x),Q(x) € F [ 2]}, com deg(P(z)) < m—1e
deg(Q(x)) < n—1, onde P(x Z a;r’ e Qz Z b;z’. Considerando (F,Dsp, +)

7=0
como espago vetorial sobre Fy, se Ver1ﬁca de forma direta que a funcao

o ED - E 22
P(a) + Q(a) — (ag,...an-1,by, ..., bn_1)
¢ um isomorfismo de [, espagos vetoriais.
Tomemos ay, ay € Fym com ord(a;) = ord(ag) = n e fo,(x), fa,(x) € Fy[z]

polindmios moénicos minimos de «; e ay respectivamente com deg(fa,) = deg(fo,) = m =

ord,q < n. Definimos a transformagao F,-linear

C . qu X qu — an

~ B (2.3)
(/81752) — (Tr(/Bla(lJ)v""Tr(ﬁla? 1)’TT(/32048)7“*7TT(620‘721 1))

onde T'r denota a funcao trago de Fgm sobre [F,. A imagem da transformagao C' é um F,

subespaco linear de Fg".

Lema 2.4.1. O nicleo da aplicagio C € trivial.

Demonstragao. Seja (51, B2) € Fgm x Fgm tal que Tr(Biod) = 0 = Tr(By0d) para j €

{0,...,n—1}. J& que ord(a;) = n, entdo oy é raiz de 2" — 1, assim f,, | (z" — 1). Como
o polindmio minimo de « sobre F, tem grau m, entdo 1,ay,05,...,af" "' sdo L.I. sobre

F,. Desta forma se T r(ﬁla{) = 0 para todo j, usando a linearidade do traco, segue que
m—1

Tr(Ba( 2 cja{)) = 0, para toda escolha de cy, . .., ¢;—1 € Fy, isso implica que Tr(S1p) = 0
7=0
para todo p € Fym e isso s6 acontece se 31 = 0. De forma andloga mostramos que 8, = 0. O

Agora que sabemos que C' é linear e injetiva. Verificaremos que para escolhas
adequadas de ay e ag, a imagem de C' é um codigo diedral. Para tal, precisamos de alguns

lemas.

Lema 2.4.2. Seja ® o isomorfismo dado em (2.2) e C a transformagdo linear injetiva
dada em (2.3). Se P(a) + Q(a)f € F Dy, € tal que (P(a) + Q(a)B) € Im(C), entdo
existe (1,72) € Fgm x Fym tal que C(y1,72) = ©(a(P(a) + Q(a)p)).

Demonstracao. Seja
O(P(a) + Q(a)B) = (ag, -, n—1, b, ..., bp_1) € Im(C),
isto é, existe (B, f2) € Fym x Fym, tal que C(B1, B2) = ®(P(a) + Q(«)S). Como

C(Br, B2) = (Tr(B1), Tr(Bren). oo, Tr(B1078 ™), Tr(Ba), Tr(Ba03), .., Tr(Bacs ™)),
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O(a(P(a) + Q()B)) = (an—1, 00, s An—2,bp_1,b0, -, bu_2),

devemos mostrar que existe (71, 72) tal que
C(v1,72) = (Tr(Briay™ ), Tr(By), ... Tr(Bia™2), Tr(Baaly ™), Tr(Bs), ..., Tr(Bacdy™2)).
Para isso, se verifica diretamente que basta tomarmos (v1,72) = (1o, Boad ™). O

Lema 2.4.3. Sejam oy = a;' e P(a)+Q(a)B € Fy Dy, tal que ®(P(a)+Q(a)B) € Im(C),
entdo existem (wy,ws) € Fym x Fym tal que C(wy,ws) = P(B(P () + Q(a)p)).

Demonstragio. Seja ®(P(a) + Q(«)B) = (ag, ., Gn-1,bo, ..., by—1), entao

(I)(B(P(OZ) + Q(a)ﬁ)) = (bo,bn_l, ceey bl,ao,an_l, ...,(ll),

precisamos encontrar (ws,ws) tal que

O(wi,wy) = (Tr(By), Tr(Bray™), ..., Tr(Bocy), Tr(B1), Tr(Bia}™), ..., Tr(Braq)),

para que isso acontega é suficiente tomarmos (wy,ws) = (B2, f1), pois

(8o, B1) = (Tr(Ba), Tr(B2011), ---7TT(/3204?_1)aTT(/Bl)aTTwlOQ)a ...,Tr(ﬁlo/;_l)

e como a; = a, ', segue que

(I)(/B% 61) = (TT(BZ)’ TT(62O‘721_1)’ sy TT(BZO‘;% Tr(ﬁl)7 TT(/Bla?_l)a ] Tr(ﬁla}))

O

Estamos agora prontos para provar que, com certa condi¢do, a imagem da

aplicagdo C' é um codigo diedral com comprimento e dimensao conhecidos.

Proposicao 2.4.4. Sea; = a; ', entio a imagem de C é um cédigo diedral de comprimento

2n e dimensao 2deg(f).

Demonstragao. Precisamos mostrar que Im(C') é um Dy,-cédigo a esquerda, para isso
basta mostrarmos que ®~'(Im(C)) é um ideal & esquerda de F,Ds,. Seja P(a) + Q()8 €
F,Ds, com ®(P(a)+ Q(a)B) € Im(C'), entao deve existir (71, 72) e (wi,ws) pertencentes a
T B de forma que C(m, 72) = (a(P(a) +Q(a)8)) ¢ Clwr,w2) = B(B(P(0)+Q(0)5),
os Lemas 2.4.2 e 2.4.3 garantem a existéncia. Portanto ® ' (Im(C)) é um ideal & esquerda
de F,Dy,. Assim concluimos que Im(C) é um cédigo diedral. Como C' ¢ injetiva, pela
Proposicao 2.3.4 a dimensao de Im(C') é igual a 2deg(f) e por estar contido em Fg", segue

que Im(C') possui comprimento 2n. O
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Sabemos que Im(C') é um cédigo diedral, entao existe um ideal a esquerda
J < F,Dy, tal que ®(J) = Im(C). Se J for minimal, entdo pelo Teorema 2.2.4, existe
7 € N tal que a projecao sobre a j-ésima componente na decomposicao de Wedderburn, é o
ideal a esquerda [; © Aj e J ~ (0,---,0,1;,0,---0), como dimg,.J = 2m com m = deg(f;),
onde f; é o polindmio minimo de «, entdo dimg,I; = 2m, o que implica que f; # f7. Agora
se JJ nao é minimal, entao existe I < J minimal e analogamente existe j € N de forma que
I~ (0,---,0,1;0,---,0), como dimg I; < 2m, onde I; ¢ minimal, pela Proposicao 2.3.4

. . . . %k
temos que dimp,I; = m, isso implica que f; = f7.

Ja que C(Fgm x Fym) = J, vamos supor que J nao é minimal, entao existe um
F,-subespaco de F,m x F,m que é isomorfo ao ideal minimal I < J, vamos procurar os
q q q )
I N . .
subespacos de Fym x Fym que sao isomorfos a I quando f; = f7. Para isso vamos considerar

a transformacao linear
P qu/2 X qu/2 - qu X qu
Uil U2 o
(ﬁla 62) —
U1 U22 B2

onde 1, U2, U1 € Uz sd0 elementos de Fym que serao determinados de forma apropriada
para que a imagem da composicao C'op seja um codigo diedral. Para verificar que condic¢oes
precisamos impor sobre estes elementos, precisaremos do seguinte teorema. Afim de facilitar

a escrita utilizaremos a seguinte notacao:

((acd) jefon—17, (bA) jefon—17) = (aa?, ..., aa ™", bal, ..., bah ).

Teorema 2.4.5. Se a € F, um elemento de ordem n tal que fo(x) = fX(x), considere

«
-1
A — Ul Ur2 «Q Ul Ur2
U1 U2 0 « U1 U2
-1
Uy U2 U1 U2
B:
U1 U2 Uy Uiz

para que C(p(Fmpe x F o)) seja um subcodigo diedral de FyDa, € suficiente que A e B
pertencam a GL(F,(a +a™),2).

alzaz_lzae

Demonstragio. Suponha que A e B pertenca a GL(F,(a + o™ '), 2). Como p é uma trans-
formacao linear, temos que C'(p(IF m/z X Fimp2)) ¢ um subespago de Fg", assim precisamos
mostrar que se A e B cumprem as condi¢des no enunciado, entao o codigo gerado é um

codigo diedral. Para isso, seja (51, B2) € Fym/2 X Fym/2, cuja imagem ¢é

C(p(Br,52)) = (Tr((u1pr + U1252)Oé{)je[o,n—1]7TT’((U2151 + u22ﬁ2)a%)je[0,n—1])
= (Tr((ui1fr + U1252)06j)je[0,n—1], Tr((ug1 By + u2252)a_j)je[0,n—l])’



Capitulo 2. Codigos diedrais e suas propriedades 41

precisamos verificar que existem (71,72) € (wi,w2) em Fmz X Fomp de tal forma que se

cumpram as relagoes

Clp(n,72)) = (Tr((un b + U1252)a{_1)je[0,n—1]7TT((“Qlﬁl + u22ﬁ2)a%_1)je[0,n—1]) (2.4)
(Tr((unfr + UIQBQ)aj_l)je[O,n—lb Tr((ua1fr + U2252)06_j+1)je[0,n—1])

Clp(wr,wa)) = (Tr((u2pi + u2262)042_j)je[0,n—1]7Tr((ullﬁl + UlQﬁz)Oél_j)je[o,n—l]) (2.5)

= (TT((U21/31 + U2252)Oéj)je[07n—1], (TT((Ull/Bl + U1252)04_]))je[0,n—1])

Cco1mo

C(P(’Ylﬁz)) = ((TT((Ull’Yl + U1272)04j)je[0,n—1],TT((Uzl’Yl + U22“/2)Oé_j))je[o,n—1])

C(p(wr,w2)) = (Tr((unwr + ulQWQ)O-’])je[O,n—l];Tr((“lel + U22w2)04_]))je[0,n—1])

¢é suficiente termos
Uy + Uy = (Ui B+ uipfe)a

un + uy: = (ua B + ugefe)a
U Uiz o\ une”t upaT! o))
(Um U22><"/2>_< U1 U2 )(52)7
isso implica que
7o) [ v Ui a0 Uiy Uiz b\ A 5
<V2>_<U21 U22> <0 a><u21 U22><52>_ (52)

Como a matriz A € GL(F,(a + a™'),2) ¢ (B1,52) € Fymz x Fynpz , segue que (y1,72)

dai

pertence a B mpa X Fmp.

Para mostrar a existéncia de wy e wy, precisamos que

Tr((ujwy + u12w2)aj) =Tr((unf + u2252)aj) para todo j € {0,...,n — 1}
Tr((ugwy + u22w2)oz_j) =Tr((unf + ulgﬁg)ofj) para todo j € {0,...,n— 1}

desta forma, para que as igualdades anteriores sejam verdadeira, é suficiente que se

cumpram as seguintes relagoes
(u11wy1 + Urawa)a? = (ug1B1 + ugeBe)a?, para todo j e {0,...,n — 1}

(ug1w1 + ugewa)a™ = (uyB1 + ulgﬁg)ofj, para todo j € {0,...,n— 1}

o que ¢ equivalente ao sistema de equagoes

Unwi + Upws = U9 1 + U2 P2

U wi + Ugows = U1 By + Ui fa.
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Reescrevendo o sistema como produto de matrizes obtemos que

Uil Uiz w1 _ Ug1 U2 o3}

Ug1 U2z W Ul Uiz I3}
w1 _ Uil Uiz - Uzl  U22 I3 - B o3}
W Ug1 U2 U1 U2 B o3}

Como a matriz B pertence a Fy(a+ ") segue que (wy,ws) pertence a Fn/z x
F m2. Entdo A e B pertencem a GL(Fq(av+a™"),2) e assim temos que C(p(IFym/z X Fyms2))
é um codigo diedral de Fg". O

Desta forma, basta encontrar uma matriz apropriada

U1 U2
U1 U2z

que satisfaga as condigdes do Teorema 2.4.5 para que C(p(F mp2 X F m2)) seja um codigo

diedral.
Uil U2 B I —«
Ug]  Ugo 1 —at

satisfaz as condigoes do Teorema 2.4.5.

Corolario 2.4.6. A matriz

Demonstracao. Seja

entao

a—al a—al

pertencem a GL(F,(a + a™'),2). O
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3 Cdédigos e seus pesos

Um dos problemas mais relevantes da teoria de codigos lineares é determinar a
distribuicao de pesos de um codigo C' de comprimento n, isto é, encontrar o polinébmio
enumerador de peso de C, We(x) = Ag+ Ajx + Az + -+ + A,z™, onde A; é o niimero de
palavras cédigo de peso 7 em C'. Além de ser um problema complexo, a determinagao da
distribui¢ao de pesos em cddigos lineares é também um problema NP-dificil. Isso significa
que nao existe um algoritmo eficiente conhecido que possa resolver esse problema em tempo
polinomial para todos os casos. Mesmo para cédigos de comprimento relativamente curto,
o nimero de possiveis palavras-codigo e suas respectivas distribui¢oes de pesos pode crescer
exponencialmente, tornando a sua analise uma tarefa computacionalmente intensiva. Uma
ferramenta importante para abordar esse problema ¢é a identidade de MacWilliams, que
estabelece uma relagao entre os polinomios enumeradores de peso de um codigo e seu dual.
Esta identidade fornece uma maneira eficiente de calcular a distribuicao de pesos de um

codigo a partir do seu dual e vice-versa, simplificando bastante a analise em certos casos.

Nesse capitulo, estamos interessados em estudar a distribuicao de pesos de
codigos ciclicos irredutiveis utilizando a referéncia [1] e, em seguida, expandir os resultados
para c6digos diedrais nos casos em que o polinémio teste de paridade h(z) é ou nao
autorreciproco. Vemos que o caso nao autorreciproco segue diretamente do calculo de
peso do caso ciclico, desta forma concluimos que tais cédigos diedrais sdo basicamente a
concatenacao de dois coédigos ciclicos. Assim, o caso mais interessante é quando temos um

c6digo diedral autorreciproco, como veremos na subsecao 3.2.2.

3.1 Cédigos ciclicos irredutiveis

Nesta se¢ao estudaremos os codigos ciclicos com um zero (ver Definigao 1.3.10)

e Seja f(z) € Fy[z] um divisor de 2" — 1 e h(z) = xf(;)

deg(h(z)) = m, onde m é a ordem de ¢ mod n. Esta tltima condi¢ao é técnica e implica

irredutivel em Fy[x] com

que h(x) é um fator irredutivel do polinémio ciclotémico @, (z), desta forma o codigo de
comprimento n gerado nao é redundante. Neste caso ¢" = 1 + ns para algum s € N e
existe 0 um gerador adequado de F},. de tal forma que a = 6° ¢ uma raiz de h(x). Como

h(z) é irredutivel, temos que

[y

m—

h(z) = [ [@@—a”).

i=0
Seja C' = (f(z)) um ideal de F [x]/(z™ — 1) que representa um [n, m]-cédigo linear sobre
F, e h(x) € F,[x] o polinémio teste de paridade do cédigo C. Conforme o Teorema 1.3.11,



Capitulo 3. Codigos e seus pesos 44

podemos expressar o cédigo C' da seguinte forma

C ={c(B) | B eFym},

com

c(B) = (Trmvl(ﬁozo),Trm,l(Bozl), ...,Trmvl(ﬁa(”_l))) (3.1)

Por (1.11) o ntimero de coordenadas nulas de ¢(() é dada por

Z(c(B =—+ Z > W(apa™ (3.2)

J =0 qeF¥
onde ¥ : Fym — C é o caracter aditivo canonico.

O teorema abaixo nos mostra como calcular o peso de uma palavra do codigo

utilizando a soma de Gauss.

Teorema 3.1.1 (Theorem 11.7.2 [1]). Para € F,., o peso w(c(B)) da palavra cédigo em
(3.1) é

wle(g)) = TU=D =D 2

qs -

-1
onde xq € um caracter multiplicativo de ordem d com d = mdc ( 1 ,s> e G € a soma
q —_
de Gauss.
Demonstracao.
n 1 n—1 _
w(e(B) =n—ZP)=n———- Z W(aBa™), usando que F; = <«9 a- >
a4 e]Ff}‘ J=0
—p— 2 Z Z w(o —3s),
q q =0 j=0

m—1 -1
Como d = mdc (q 7 ,5>, teremos que d‘(q 7 [ — 5j> . Assim
q— q—

w_sj=d<<qm—1>z J)

q—1 dig—1) d
, (¢"-1) s - o m—1
Ja que o mdec| —=,—- | = 1, entao a combinacao linear de e s percorre
dlg—1)"d qg—1
mo__
todas as d-ésimas poténcias desta forma temos d-ésimas poténcias em Fy,.. Como
0<I<qg—2e0<j<n-—1,teremos (¢ — 1)n d-ésimas poténcias nesta soma, assim cada

d-ésima poténcia se repete

(g—Yn _(¢=nd _ (¢—1)d

ool gm ] s
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As d-ésimas poténcias em F;,, formam um grupo multiplicativo que denotaremos por Cy e

de isso resulta que

=2n-l qm 1) . —1)d
DY w(e T gy = U g,
=0 j=0 veCly

Tomando =z = yd com x € Cy, a equagio yd —x = 0 possui d solugoes para y em F;‘m, entao

PRICHEEE YR ICT! (3.3)

xeCy yeFZ‘m

Se xa : Fym — C é um caracter multiplicativo de ordem d, entdo

di:l ; 1, se z é uma d-ésima poténcia

Q|

0, se z nao ¢ uma d-ésima poténcia

Assim podemos reescrever (3.3) da seguinte forma:

DT wBy) = D) TB)L+ xalz) + xS (2)

yE]F:;m zE]F:;
SDIRCEE NN
ze]F;“m ZEF* i=
d—1
= =140 > W(B2)xi(B2)X4(B)
1=1 zeF*
d—1
=1+ ) GOxaxalb).
=1
portanto temos que
| 9=2n=1
w(c(ﬁ))=n—Z(C(5))=n_2__zij )
q q =0 i=
n (g—1)d1 S iy
=n — E - q—sa <_1 + ; G(Xd)Xd(B))
B n (¢g—1) (¢—1) ISP
=n— E + 75 75 <i=1 G(Xd)Xd(/B))
B qm 1 qm 1 q— 1 <q o 1) d—1 i
B + P (¢=1 G(Xd)Xd(B))
B qm(q 1) qg—1 = i \—i
= 0 — e (; G(Xd)Xd(ﬁ))

A partir do Teorema 3.1.1 podemos mostrar que existe uma cota inferior para

a distancia minima.
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Corolario 3.1.2 (Corollary 11.7.3 [1]). O cddigo ciclico irredutivel gerado por f(x) possui

distancia minima maior ou igual a

(¢q—1)

" (¢" = (d—1)g"™?)

Demonstracao. Segue dos Teoremas 3.1.1 e 1.2.14

mi. oy d=1
wle(g)) = =D =D S v 3)60)
m(, o d—1
> =1 UD N meliend
_ qm(fés— 1) (QQ—Sl) qu/z
_ q (ZS_ 1) _ (QQsl) m/Q(d_ 1))
(¢—1)

_ — (qm o (d o l)qm/Q)
O

Esta cota ¢ atingivel quando G(x}) = x4(8)¢™? para todo i, que é conhecido

na literatura como soma de Gauss pura, ver [1].

3.2 (Coddigos diedrais

n

/()

um fator irredutivel de @, (z) em F,[z]. Em particular deg(h(z)) = m, onde m é a ordem

Sejam f(z) e h(x) polindmios em F,[z], de tal forma que h(z) = seja

de ¢ mod n, e daqui temos que ¢ = 1 + ns para algum s € N e
m—1
H xr — Ozl
1=0

s’

Observagao 3.2.1. Dado que h(x) é um polindmio irredutivel em Fy[x|, entdo h*(x) é
irredutivel com deg(h(x)) = deg(h*(z)) = m.

Vamos aproveitar a ideia do calculo de peso no Teorema 3.1.1 para cédigos
ciclicos e aplicar este processo para cddigos diedrais. Seja ay raiz de h(x) e as raiz de

h*(x), com a; = a; ' e ord(a;) = ord(as) = n. Seja C a fungdo definida em (2.3), isto 6,

C . qu X qu e an

0 ) 0 . (34)
(617 62) — (Tr(ﬁlal)v ) Tr(ﬁlo/f )7 TT(ﬁQOQ)? ) TT(62QS ))

com (B, B2) € Fym x Fym € g = "
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3.2.1 Cddigo nao autorreciproco

Seja h(x) um polindémio nao autorreciproco, ou seja, h(x) # h*(x), em particular
se ay é raiz de h(x), entdo ay = a; ' ndo é raiz de h(z). Pela Proposicio 2.4.4, o e as
determinam o cédigo diedral Im(C). Este, por sua vez, serd denominado como cédigo
diedral nao autorreciproco. A condicao de h(z) ser um fator irredutivel de @, (z) nos
garante que o codigo gerado nao ¢é formado por varias copias de codigos de comprimento
menor concatenadas. Podemos escrever as palavras do cédigo D = I'm(C) da seguinte

forma:

C(Br, o) = (Tr(Br1e), ... Tr(fral ™), Tr(B203), ..., Tr(Baal ™)) (3.5)
(Tr(B1a?), ..., Tr(Bra™ 1), Tr(Ba°), ..., TT(BQQ_(n_l))) (3.6)

com o = a; = a;". Denotando por Z(C(f, 52)) a quantidade de coordenadas nulas da

palavra C(f31, B2), sabemos que

< n—LTr(fiay) = 0} + [{0 < j < n—L;Tr(Be0}) = 0}
= ((ﬁl)) Z(c(Ba))

=2y ! W (apat) —|— + - Z Z (aBya™)
q q =0 qeF} J =0 qeF}
2 Z U(afrat) Z_: U(afra) (3.7)
1=0 qeF} 7=0 aeF¥

onde Z(c(p1)) e Z(c(Bz2)) denota os zeros da palavra de um cédigo ciclico conforme (3.2).
Entao a partir da teoria de codigos ciclicos podemos calcular o peso das palavras desses
cddigos diedrais. Isto é, para fatores nao autorreciprocos de " — 1 os codigos diedrais sao
essencialmente concatenacao de dois codigos ciclicos de comprimento n. No que segue,
estudaremos o caso mais interessante em que o fator de ™ — 1 é autorreciproco, e neste
caso o ideal que gera o codigo no anel de grupos F,D,,, nao ¢ central e nao pode ser visto

como concatenacao de codigos ciclicos.

3.2.2 Cbdigo autorreciproco

Agora vamos fazer o célculo de peso no caso em que o polinémio h(x) é um

polinémio autorreciproco, ou seja, h(x) = h*(x). Utilizando a matriz do Corolario 2.4.6,
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temos que o nimero de zeros da palavra C(p(f1, 82)) com (51, B2) € F o xF » ¢dado por
Z(C(p(Br, ) = Z(C(B1 — afy, B — o' 2))
n—1 n—1
— I3 S w(a(s - am)a’) + 2SS w(a(B - o Br)a)
1750 geF, 9720 aeF,
22\11 51—@62 22 61_04 62) )
i=0 qeF¥ J=0 aeF¥

Com o objetivo de calcular o peso das palavras, encontramos uma relagao entre 5; — a3

e B — a~'f3,, dada pelo lema abaixo:

Lema 3.2.2. Dados (31, 2) € Fq% X Fq%, existe V € N, com 1 <9 < q? +1 tal que

pr—afsy = e(q%_lw(ﬁl —a ).

Demonstracao. Observemos que
( p1—afbs )qT _ B — Oﬂ%ﬁ? _ (/31 — 04_152)
B —a 1P, b1 — a-a? B B — afs

< B — afbsy )q%H =1
pr—a1f3,

p1—ap m
ord<ﬁ)‘(qz +1).

B — a3
pr— a5,

isso implica que

entao

Seja 1y € N tal que
— g% (3.8)

desta forma temos que

ord(ﬁl_a&): q" -1
B —a B, mdc(q™ — 1,9)

logo
q" —1 =
+1),
mdc(g™ — 1,9) (4 )
dai .
q" =
T de(q™ — 1,9),
P 1’”@ c(q 0)
portanto
(¢ —1)|mde(q™ —1,7,)
e temos

(q% - 1)|190-
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Desta forma

m

Do = (¢2 —1)9, com 1 <9 <q? +1

e de (3.8) concluimos que

B —afy = 6’(q%_lw(ﬁl —a ).

O

O proximo resultado nos apresenta uma forma de calcular o peso das palavras
do codigo diedral.

Teorema 3.2.3. Seja C um cdodigo diedral gerado pelo polinémio autorreciproco f(x) e
n

f(x)

comprimento 2n, dimensao m e para (1, B) € F g xF 5, opesode C(p(B1, B2)) € dado

suponhamos que h(x) = seja um fator irredutivel de Qn(x)|(z™ — 1). Entao C' tem

por

w(Clp(r, o)) = 2L = DS i (8, — ao) + X5 — a7 ),

as =

m_q m_ 1 m__q
onde s = a — d = mdc (qu,s) = hmdc(n,q—l).

Demonstracao. Pelo Teorema 3.1.1 temos que

. Ma-1) =D .
w(C(p(B,B2))) = 75 - 75 ; Xa(B1 — aB2)G(xy)
(g -1 -N)a
R e R CTI%)
2 m _ 1 _ 1 d—1 3 . .
A S GO — o) + T~ 08
de onde concluimos o resultado. O

m, o codigo C possui cota inferior para a

Corolario 3.2.4. Para (1, [2) € Fq% X IFq

distancia minima, dada por

(¢—1)

w(C(p(Pr, 52))) = (2¢™ —q%2(d — 1))
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Demonstracao. Segue dos Teoremas 3.2.3 e 1.2.14, e do Lema 3.2.2 que

mi o d
w(Co(r, o)) = 2= (1)

-1
qs qs — G(ij)[ﬁ(ﬁl - Oéﬁz) + ij(ﬁl - Ol_lﬁz)]

j=1
2¢™(q — 1 -9 L oom
< A M S GO o s (R ) 1)
m(q — — d—1 s . m
> 2 =) DS (e — a0 ) 4 1)

<.
Il
_

quq_l q—l md_l_' m
_ 2=l =D w09y 4
j=1

qs qs
qs qs
(¢g—1)

= (2¢™ — q%2(d —1)).

O

O resultado abaixo nos mostra que o nimero de pares (1, 32) que satisfazem
a relacao do Lema 3.2.2 quando fixamos 9 é uniforme, o que nos permitira calcular a

distribuicao de pesos do codigo.

Lema 3.2.5. Dado ¥ € N, com 1 < 0 < ¢? + 1, existem exatamente q> — 1 pares
(b1, P2) € F(QI%, de forma que

B — apy = 097098, — a7 5,). (3.9)

Demonstragio. Fixando ¥ € N, com 1 <19 < ¢? + 1, suponhamos que existe (1, B2) €
F7 x F7 tal que

By — afs = 097 DB — 0716,) = (1 — 07 V) = By(a — a~1g? ~)

entao .
B (a—a~tglaz—17)

B (1— 06?1y

Observemos que a segunda parte da igualdade é constante, pois v é fixo, entdo se tivermos

outra solucao (7, 3, teremos a seguinte relacao:

b8,
B2 B

mas isso acontece se, e somente se,

Bi=DBixe By =P com A eFy. (3.10)
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Isto é, no caso que (3.9) tiver uma solugao, entao esta equagao possui exatamente q% —1
solugoes, pois A pode variar por FZ”} Desta forma sabemos que a equacao (3.9) possui
ou0ouq? — 1 solugoes. Observemos que o nimero total de pares (1, 32) nao nulos
possiveis é ¢Z.qg7 —1 = ¢™ — 1, e podemos organizar os pares (1, 2) em conjuntos com

m . . ;. ~
g2 — 1 elementos de forma que, cada conjunto se associe por (3.9) a um tnico ¥, entao a
m

quantidade de v} associados esses conjuntos ¢ igual a qm—l — ¢% + 1. Assim concluimos
q

que para todo ¥, existem ¢2 — 1 pares (1, 82) que satisfazem (3.9), como querfamos. [J

Lema 3.2.6. Sejam (1, 35 € Fq%, a, 0 e definidos como no lema anterior, i.e, f1—afy =
e(qm/2_1)19<51 —a'B,). Sel é um inteiro com 1 <1 < ¢™—1 de forma que 3, —a By = 0,
entao

=9 (modq? +1).

Demonstracio. Seja B1 — a8y =0, com 1 <1< ¢™— 1 entéo

1

como « é conjugado de o™, entdao o = a?” e com isso

By — afy = 0*

Br—abh %
81— a1,
por (3.9), temos que
gl(qu—l) — 90(4%—1).

Como a ordem de 6 é ¢"" — 1 segue que
(g™ =1)=0(¢"* = 1) (mod ¢" —1).
Simplificando nesta igualdade o fator (¢™? — 1) segue que
=9 (modgq? +1)coml1<I<qg™—1. (3.11)
O

Observagao 3.2.7. E importante observar que, com base nos lemas anteriores, depois
de determinar os pesos possiveis que aparecem, a distribuicio de pesos do codigo pode
ser obtida de forma direta a partir de uma funcao que depende unicamente de U, i.e., a

frequéncia de cada peso depende unicamente de 1.

Lema 3.2.8. O codigo diedral autorreciproco possui no maximo d + 1 valores para o peso

de suas palavras.
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Demonstracao. O peso de um palavra varia conforme a escolha do (31, 32, e cada um destes

pares esta dentro do conjunto Iﬁ‘q% X Iﬁ‘q%. Pelo Teorema 3.2.3, observamos que no calculo

do peso, a parte que depende desta escolha de par é
Xa(Br — ' Bo)(xa(67 ~1%) + 1),
Sendo B, — a8y = 6, segue que

X6 — 0" B) (0T ) 1) = e

2’;”1(6—27;” (¢% —1)0 + 1)'

Suponhamos 0 < [y < d, se [ =[; (mod d), consideremos [ = l; + dny para algum n; € Z,

entao

m

—Q—’Zfih( By e CERS A 1) = e—%i(lﬁd"l)( —2md (g% —1)v +1) = e_¥l(6_%z(q%_l)ﬁ +1)

€ e

como
=9 (modq? +1)el<I<q™—1

existe Iy € Z com
I=9+1(q? +1)

com isso
us¥l g n L s
O B G nlCE R AN DS o P o (% -1)(-toa% +1)) 1)
271'1] 27r7.] 7
7 e (@2 =D 4 1)
27rz %i 2‘rrz]
—e a1l
entao a partir da seguinte igualdade
_ 2mijy _27m'j( %_1)19 2'rzj 21 2mij
e (e Ta +1)=e¢ 120y em7a

podemos concluir que ha no méaximo d+ 1 valores possiveis para o peso de uma palavra. [J

Devido a dificuldade de calcular a soma de Gauss, procuramos alguns casos

particulares de codigos diedrais, que possibilite calcular o peso com maior facilidade.

Teorema 3.2.9. Seja 51 —a ' fy = 6 para algum | € N, d > 2, suponhamos que existe um
inteiro positivo t tal que p' = —1 (mod d), e tomemos t o menor inteiro possivel. Entdo

existem inteiros so e ¥ com m = 2tsy e l =9 (mod g7 + 1) conforme 3.11, de forma que

w(C(p(B1, fa))) = 2¢"(a — 1) (q b)) WZ e~ Ea% e—%il]

qs

¢+1

sed épar, eq, so e sdo impares. Caso contrdrio teremos

d—1

w(Clp(n, ) = 200D D) N it -

qs 1 =1

27ij
==

.
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Demonstragao. Se x ¢ um caracter de ordem d em F,» para algum inteiro positivo m.
Sendo B, — a~ '3y = 6, entdo

m

Xa(Br— a7l 0) (0 (017 TV 1) = e
substituindo no Teorema 3.2.3 e aplicando o Teorema 1.2.18, segue que

2¢™(q—1) (—1) < _2midy, 2w B _q)y
Ygmfe d e Ta @ DY 4
0 ” Ez | ( )]

2mij 27ij

il aCKE L

w(C(p(B1, B2))) =

¢ +1

se d é par, e q, g € sao impares. Caso contrario teremos

2q (q - ].) (q — ]_ — 9 27r2] 271-1]
wl(Clp(h o)) = <=L p. Z RV G o U )
como
e~ T (e T T D@ 1) 4 1) 2 T (e T @ D= TR D) )
2’””(6 2’;ij(q’"}—1)l+1)
= e_z_tlzlq%l + 6_2_7‘?11
segue o resultado. O

Exemplo 3.2.10. Sejaq=5,d=3,s=3m=2,59=1, entaot =1, n =8¢ (q,n) =1,

seque do Teorema 3.2.9 que

2¢™(q — 1)
qs

w(C(p(Pr, B2))) =

_1 a1 ﬂ'Z] T
S Pt
j=1

_ 252(5 - 1) 5 - 1 2 1 1\/>[ _10'r7,7l + B_QLZZZ]

5.3 o
40 49 _0mij 2mij
= — - — [e s t+e 3
3 1

a antepenultima igualdade vem do Lema 5.11, que nos dal = 6l +19 com 1 <ly <4 e
1 <9 <6. Como

_ Ami 9

X n 27;"19 2 se 3 | 79
e e =

entao para ¥ = 3 ou 6 temos

40 4 & 40 4 & 24
T3 [e7 57 4 e 5 T-3.,2=3-=8
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e para ¥ =1,2,4 ou 5 temos

W
no

40 471'2],0 2#;]19 O 4 2 B
3 e vtl=3 323 -

OO

j=

isto €, para 4 valores de ¥, possuiremos palavras de peso 16 e para 2 valores de v teremos

palavras de peso 8. Pelo Lema 3.2.5, seque que
4% —1)=4x4=16

¢ a quantidade de palavras de peso igual a 16 e

m

2(g2 —1)=2x4=38
¢ a quantidade de palavras de peso igual a 8.

v
Corolario 3.2.11. Nas mesma condicoes do Teorema 3.2.9, se 7 for inteiro e sy for
impar, teremos que
2(¢" + Vg™ (g — 1)

qs

w(C(p(Br, B2))) =

¢ +1

sed épar, e q e sao impares. Caso contrdrio teremos

2(g = V(g™ = (d = D(=1)*"\/g")

qs

w(C(p(fr, P2))) =

Demonstragio. Observe que g2 +1 = ¢ +1 = (—=1)* +dk + 1, para algum k € N, entao

’ m , - e, .
se so for impar, ¢2 + 1 serd divisivel por d. Assim

[~ T (e TP @E 10 4 1)) = [ T 0@ 4040 (o~ T F -0y qy)

_ 2mig

Pt 00y )= 11 1) =2,

= [e_¥0(e

e no caso que d for par, a soma ser reduz a

0

Exemplo 3.2.12. Seja g =7,d =5, s =15, m =4, sg = 1, entdo t = 2, n = 160,
(q,n) =1, Observe que 7> + 1 € divisivel por 5 e 1 <19 < 50, entdo pelo Coroldrio 3.2.11,
para

¥ = 5,10, 15, 20,25, 30, 35, 40,45 ou 50
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temos

2(g — (g™ — (d —1)(=1)*"'\/q™)
qs
2(7 — 1)(74 = 4(—=1) /T

= = 252
7-15 .

w(C(p(Br, B2))) =

e pelo Lema 3.2.5, hd

10(g2 —1) = 10(7* — 1) = 480

palavras com peso igual a 252 e para os outros valores de ¥ temos

wlCp(, ) = =) IS ot e e S0 ® 00 )

21 (DR ey,
— — = ];(—1) 74[e (e

2mij (7%_1),& 1
715 71 i +1)

4 y g
N i (e Y
j=1

15 105
4116 42 K, _2eiiy, 2mi
=5 Tl e Y ]
j=1
4116 42 & _2n S
= (ne T S e w )
j=1 J=1
4
SO R i |
=1 =1
4116 42 g orij L, i
ST VI D YL
=1 =1
4116 42 g grij ] 2ri
"B A )
j=1 j=1
4116 42
T 1—5(—1 —1) =280 e pelo Lema 3.2.5, hd

40(q> — 1) = 1920

palavras com peso iqual a 280. Assim, o polinémio enumerador de peso de C € dado por

We(x) = 1 + 480272 + 19202.

O préximo teorema nos da o valor do peso de w(C(p(61, f2))) para as palavras

do codigo C.

Teorema 3.2.13. Suponhamos que ¢ = p" impar, com r = 2sqg para algum inteiro sy e

que o valor de d no Teorema 5.2.5 € igual a 2. Entdo para (51, B2) € Fymz X Fymp2, temos

que

w(Clp(Br. po))) = 20D o la= 1) (—_1>3°’” Jn

gs as p
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em que

1 se (B1 —a'By) é um quadrado em Fm

—1  caso contrdrio.

Demonstragio. Pelos Teoremas 11.5.2 e 11.5.4 de [1], segue que
-1

Gutw) =~ (1) v

p
e pelo Lema 3.2.2, sabemos que

pr— By = Q(q%_lw(ﬁl —a'B),

como ¢ ¢ impar, entdao ¢*° — 1 é par, assim ¢*° — 1 = 2z para algum z € Z, ja que X2 € 0

caracter quadratico, segue que

(077 = xa((6°7) = 1.

Aplicando estes resultandos no Teorema 3.2.3 e substituindo d = 2, concluimos o resultado.
O

250

Corolario 3.2.14. Considere um codigo C para o qual ¢ = p**°, m = 2. Nas condicoes

do Teorema 3.2.13, para todo par (51, B2) € Fg nao nulo, garante que
2(¢* - 1)
w(Clp(Br, ) = { 5, % 12

S

se (81 —a ' By) é um quadrado em Fym

caso contrdrio.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.2.13 temos que o peso de cada palavra com peso diferente

2¢°(q — 1 —1) (—1\** 2¢(q—1 —1)  2q(g—1

¢lg-1 , (g )(__) _ =Y, (a-1)  200e—1),
qs

qs P S qs S
—1) 2(¢—1

o la—1) _20¢—1)(g+¢) 0
S S

de zero é dado por

Observacao 3.2.15. Vejamos que as condigoes do coroldario anterior, caso existam ele-

2(q —1)?
mentos da forma ) — o' By que ndo sejam quadrados em Fym, se tem que M é

inteiro. De fato, observemos que
" —1

slg"—1= y_lw—l%

e daqui seque que

s
[ a—1)
mdc (9?, s)
q
gt —1 L
Como mdc ] ,S | =d =2, isso implica
q —
s
— -1
5 1 (a=1)

2(q — 1)

assim concluimos que ¢ sempre inteiro.
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Exemplo 3.2.16. Considere um codigo C' para o qual ¢ = 9, n =5, m = 2, s = 16,

d=2,esy=1. O Coroldrio 5.2.14, para todo par (01, B2) € Fg ndo nulo, garante que

_ —1 ,
w(Cp(Br. p)) = 4 10 5¢ (Br—aT B) € um quadrado

8, caso contrario.

e Wo(x) =1+ 402° + 4027,
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4 Consideracoes Finais

Neste trabalho construimos de forma explicita codigos diedrais de comprimento
| Day| = 2n, que sdo ideais a esquerda da algebra de grupos F,Dy,. Para esta construgao,
realizamos duas abordagens. A primeira é usando a construgao explicita de um homomor-
fismo de F;Ds, com sua decomposicao de Wedderburn. A segunda ¢ usando extensoes
algébricas adequadas de corpo F, de grau m = ord,q, e construindo uma transformacao
F,-linear de [Fym x Fym para o Fg-espago 2n dimensional Fy x - - - x F, conforme demonstrado
na Proposicao 2.4.4. E mostrado que as duas abordagens sao equivalentes, no seguindo

que todo cédigo diedral pode ser construido por estes dois métodos.

Ressaltamos que, o a segunda abordagem ja tem sido usada de forma classica
para a construcao de codigos ciclicos lineares. Apesar desta técnica precisar do uso da fungao
trago da extensdo, essa forma é util para encontrar formulas fechadas (ndo necessariamente
simples) para o peso de uma palavra. Na pratica, calcular o peso de uma palavra particular
por este método nao é a melhor técnica que pode ser usada, mas ela serve para medir de
alguma forma quantas palavras tém um peso dado, o que nos permite em alguns casos

encontrar a distribuicao de pesos do codigo.

Neste trabalho foi determinado a distribuicao de pesos de alguns codigos
diedrais determinados por ideais a esquerda nao centrais, que sao gerados por algum fator
irredutivel de " — 1 autorreciproco. Observamos que o caso de fatores nao autorreciprocos,
o cbdigo diedral gerado é de fato uma concatenacao de dois codigos ciclicos de comprimento

n.

Quando o codigo é gerado por um fator nao irredutivel, a distribui¢do de pesos,
mesmo de codigos ciclicos é um problema aberto para o caso geral, somente feito para
alguns cédigos gerados por polinémios com dois ou trés fatores que cumprem alguma
condicao especial. Ja4 no caso de coddigos diedrais com dois o mais zeros, o problema ¢

totalmente aberto.

Uma das contribuicoes destacadas nesta pesquisa foi mostrar como calcular a
distribuicao de peso de determinados codigos diedrais gerados por um fator irredutivel.
Para dar continuidade a esta pesquisa, propomos iniciar o desenvolvimento de cédigos
diedrais cujo polindmio teste de paridade h(z) possui dois ou mais fatores irredutiveis, com
algumas condicOes especiais que nos permitam o calculo das somas de Gauss que devem
aparecer nas expresoes do calculo dos pesos. Além disso, temos a intencao de explorar a

aplicabilidade dessa teoria para codigos quatérnios.

Outra linha de pesquisa é determinar a distribuigao de pesos cédigos de grupos

que sao ideais a esquerda da édlgebra de grupos F,G onde G é um grupo com alguma
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estrutura adequada. Um desses caso é quanto o grupo é metaciclico, onde é conhecida

explicitamente a decomposi¢ao de Wedderburn na algebra.
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