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Resumo
Este trabalho tem como objetivo encontrar o fluxos solução para campos em espaços de
Sobolev. Para alcançar esse objetivo, consideramos uma família pVtq de campos vetoriais
de Sobolev e aplicamos regularizações no parâmetro temporal e espacial, obtendo uma
nova família regular pV ε

t q tal que }V ε
t ´ Vt} Ñ 0, quando ε Ñ 0. Em particular, para a

regularização espacial foi usado o semi-grupo de calor. Com isto, construímos o fluxo
associado à família pVtq com regularidade de Sobolev, como limite do fluxo do campo
regularizado pV ε

t q. O trabalho de referência utilizado para auxiliar este trabalho é [5].

Palavras-chave: Campo Vetorial. Espaco de Sobolev. Regularização. Fluxo.



Abstract
This work aims to find the solution flows for fields in Sobolev spaces. To achieve this goal,
we consider a family pVtq of Sobolev vector fields and apply regularizations to the temporal
and spatial parameters, obtaining a new regular family pV ε

t q such that }V ε
t ´ Vt} Ñ 0, as

ε Ñ 0. In particular, for spatial regularization, we use the heat semi-group. With this, we
construct the flow associated with the family pVtq with Sobolev regularity, as the limit of
the flow of the regularized field pV ε

t q. The reference work used to assist this study is [5].

Keywords: Vector Field. Sobolev space. Regularization. Flow.
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Introdução

Dada uma família de campos vetoriais V : I ˆRn
Ñ Rn de classe Cr associa-se

naturalmente a seguinte equação diferencial

dφt

dt “ V pt, φtq , φtp0q “ x (1)

onde a função φt : I ˆ Rn
Ñ Rn que satisfazer a equação (1) é chamado de fluxo solução.

Na teoria clássica das equações diferenciais ordinárias (EDO), se os campos são de classe
Cr, então o fluxo φt existe, tem regularidade Cr e é único.

A problemática do presente trabalho, surge ao perguntar se podemos enfraquecer
a hipótese da família de campos vetoriais pertencerem ao espaço das funções classe Cr

e possuírem apenas derivadas fracas, ou seja, pertencerem à espaços de Sobolev. Nesse
contexto, a equação 1 pode perder o sentido, mas um questionamento pertinente é se
existe ao menos algum conceito de solução para estes casos.

Para abordar essa problemática, neste trabalho consideramos uma família pVtq

de campos vetoriais de Sobolev. Nosso objetivo então é construir um "fluxo solução" para
essa família. Com o intuito de alcançar este objetivo, vamos regularizar o parâmetro
temporal e espacial desta família, ou seja, vamos aproxima-lo por campos vetoriais pV ε

t q

regulares tal que
}V ε

t ´ Vt}Lp Ñ 0 (2)

quando ε Ñ 0. Em particular, para a regularização espacial, será usado o semi-grupo de
calor para 1-formas diferenciais. Logo, sabendo que cada pV ε

t q tem fluxo solução, faremos
ε Ñ 0, no processo, de construir o fluxo solução para pVtq.

O trabalho está divido em 5 capítulos. Nos 4 primeiros capítulos, abordaremos
os conteúdos essenciais que serão utilizados para construir os tópicos do Capítulo 5. No
primeiro capítulo, apresentaremos os objetos centrais do trabalho: os campos vetoriais e
os fluxos soluções. Além disso, exploraremos as formas diferenciais, que desempenham um
papel crucial no estudo dos campos vetoriais. No Capítulo 2, vamos estudar brevemente a
equação do calor que está relacionada ao semi-grupo de calor em 1-formas diferenciais. O
terceiro e quarto capítulo serão dedicados à apresentação dos espaços que estão os campos
vetoriais. Deixamos claro que nenhuma das seções devem ser usadas como livro texto,
as referências utilizadas serão deixadas ao longo do trabalho. Aqui, somente estaremos
revisando o conteúdo essencial para a leitura do resultado do trabalho.

Para uma abordagem mais direta, o trabalho foi construído sobre a estrutura
vetorial de Rn, pois a compreensão de alguns tópicos pode se tornar mais fáceis e viáveis
de compreensão, como por exemplo: formas diferenciais e semigrupos de calor. Um outro
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motivo de ter feito esta abordagem em Rn, é que este espaço é naturalmente o primeiro
passo, para depois estudar resultados generalizados em variedades diferenciáveis.

O capítulo 5 é o cerne da dissertação e sua elaboração foi auxiliada pelo artigo
citado [5]. Este capítulo começa com a regularização de uma família Vt de campos vetoriais
de Sobolev pela família V ε

t . Após a regularização, iremos construir uma família de medidas
tηεu no espaço de caminho de Rn (denotado por W pRn

q), utilizando o fluxo solução Xε
t

associado ao campo V ε
t . Vamos mostrar que essa família de medidas tηεu é tight, e usando

o teorema de Prokohov obtemos que existe existe uma sequência εn Ó 0 tal que ηεn converge
fracamente para uma medida η em W pRn

q. A medida η é fundamental para o trabalho,
pois teremos que dada uma função real limitada φ, tem-se que

ż

W pRnq

φpγptqqdηpγq “ lim
nÑ`8

ż

Rn

φ pXεn
t q dµ0 (3)

e mostraremos que η está concentrada nas curvas integrais de Vt. Para ver isto, faremos
a desintegração de η para cada x P Rn obtendo a coleção de medidas ηx. Assim, ηx

concentra-se em curvas integrais começando em x. O resultado final, consiste em mostrar
que na verdade a medida ηx é uma delta de Dirac no espaço de caminhos W pRn

q, provando
que existe uma única curva integral γ começando em x para V ε

t . Com isto, provamos a
existência do fluxo solução mostrando que η está suportada no gráfico de uma função
mensurável X : Rn

ˆ r0, T s Ñ W pRn
q e essa função será o fluxo procurado.
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1 Campos vetoriais e formas diferenciáveis em
Rn

O propósito deste primeiro capítulo é introduzir dois dos principais objetos
de estudo deste trabalho, que são os Campos vetoriais e os fluxos associados, seguindo a
abordagem dos livros (Lima [12], 1973) e (Spivak [16], 1970). Todo o restante do capítulo
será destinado para formas diferenciáveis, esses objetos tem um papel fundamental no
estudo de campos vetoriais, visto que existe uma dualidade entre um campo vetorial e uma
1-forma diferencial e a partir dessa dualidade que será feita as regularizações e construções
no último capítulo.

1.1 Campos Vetoriais
Começamos aqui com o estudo dos campos vetoriais em Rn.

Definição 1. Seja r ě 1 um número inteiro e U um aberto de Rn. Um Campo Vetorial
de classe Cr em Rn é uma aplicação

F : U Ñ Rn

de classe Cr. O conjunto dos campos vetoriais de classe Cr em Rn será denotado por
Xr

pRn
q.O conjunto de campos vetoriais C8 será denotado apenas por XpRn

q.

Observação 1. Toda função F : U Ñ Rn, pode ser escrita da forma

F pxq “ pf1pxq, ¨ ¨ ¨ , fnpxqq , para todo x P U, (1.1)

onde fi : U Ñ R para 1 ď i ď n. As funções fi, são chamadas de funções coordenadas de
F e a função F é de classe Cr se, e somente se, cada fi for de classe Cr para 1 ď i ď n.

Os campos vetoriais abordados neste trabalho, são campos vetoriais de Sobolev
em Rn, ou seja, na equação (1.1) as funções fi com 1 ď i ď n, são funções que estão no
espaço de Sobolev, este espaço será abordado no Capítulo 4.

Exemplo 1. Um exemplo clássico é o campo de força determinado pela lei da gravitação
de Newton. Aqui o conjunto U de domínio é R3 menos a origem e o campo vetorial C8 é
definido por

Fpx, y, zq “ ´
mMG

r3 px, y, zq (1.2)

onde m é a massa de um corpo de teste, M é a massa do corpo central, G é a constante
de gravitação, e r “ px2

` y2
` z2

q
1
2 .
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Um campo vetorial V de classe Cr definido em um subconjunto U aberto de
Rn pode ser naturalmente associado a equação diferencial

x1
“ V pxq , (1.3)

onde as soluções dessa equação são funções diferenciáveis φ : I Ă R Ñ Rn que satisfazem
dφ

dt
ptq “ V pφptqq , (1.4)

para todo t P I. Se V pxq “ pf1, . . . , fnq e φptq “ pφ1ptq, . . . , φnptqq são as funções coorde-
nadas de V e φ respectivamente, então a equação (1.4) se reduz as n equações diferenciais
ordinárias

dφi

dt
ptq “ fipφiptqq , (1.5)

para todo t P I e 1 ď i ď n. As curvas φ que satisfazem (1.4), são chamadas de curvas
integráveis do campo vetorial V . Se considerarmos uma condição inicial para φ e considerar
que o campo vetorial é de classe C1, tem-se um resultado de existência e unicidade para a
curva integral, através do seguinte resultado

Teorema 1. Seja U um subconjunto aberto de Rn e V : U Ñ Rn um campo vetorial
de classe C1. Dado p P U , existe uma curva integral λ : p´c, cq Ñ U do campo V com
condição inicial λp0q “ p. Mais ainda, se µ : p´ε, εq Ñ U for outra curva integral de V
com µp0q “ p, então λ “ µ em um intervalo p´δ, δq Ă p´c, cq X p´ε, εq.

Demonstração. Seja B uma bola fechada de centro p, na qual as normas |V | e |V 1
| são

limitadas por uma constante k ą 0. Em particular, x, y P B implica |V pxq´fpyq| ď k|x´y|.
Seja c um número real positivo tal que o produto ck seja menor do que 1 e do que o raio de
B. Considere o espaço métrico E, formado pelos caminhos contínuos λ : r´c, cs Ñ B, com
a métrica da convergência uniforme. Sabe-se que E é completo. Definimos uma aplicação
f : E Ñ E pondo, para cada λ P E, fpλq “ µ, onde

µptq “ p `

ż t

0
V pλpsqqds .

Note-se que |µptq ´ p| ď ck ă raio de B, donde µptq P B e portanto µ P E. Observe-se
também que se µ1 “ f pλ1q e µ2 “ f pλ2q então, para cada t,

|µ1ptq ´ µ2ptq| ď

ż t

0
|V pλ1psqq ´ V pλ2psqq | ds ď

ď ck ¨ sup
s

|λ1psq ´ λ2psq|

e portanto d pµ1, µ2q ď ck ¨ d pλ1, λ2q. Como ck ă 1, vê-se que f : E Ñ E é uma contração.
Pelo Teorema do Ponto Fixo para contrações (ver [13], Capítulo 5, Proposição 9), existe
um único caminho λ : r´c, cs Ñ B tal que fpλq “ λ. Isto significa

λptq “ p `

ż t

0
V pλpsqqds .
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Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, esta igualdade equivale a afirmar

λ1
ptq “ V pλptqq, λp0q “ p

Logo λ é uma curva integral com origem em p. Dada qualquer outra curva integral
µ : p´ε, εq Ñ U com µp0q “ p, podemos restringir λ e µ a um intervalo r´δ, δs tal que
δk ă 1 e δk ă raio de B. Então λ “ µ em r´δ, δs pela unicidade do ponto fixo.

O Teorema anterior foi demonstrado com intuito de valorizar a existência
e unicidade no caso clássico de curvas integrais que serão usadas para definir fluxos
soluções. Com o Teorema 1 anterior, vimos que para cada x P U existe uma única curva
φx : pδ, δq Ñ Rn, então podemos definir uma nova função ϕ : I ˆ Rn

Ñ Rn tal que

ϕpt, xq : “ φxptq (1.6)

e pelo Teorema 1 essa função satisfaz
$

&

%

Bϕ

Bt
pt, xq “ V pϕpt, xqq

ϕ p0, xq “ x

A função (1.6) é chamada de fluxo para o campo vetorial V em I ˆ Rn. Com base na
discussão acima, definimos

Definição 2. Seja V um campo vetorial , isto é, V : Rn
Ñ Rn de classe Cr com I Ă R e

t0 P I. O Fluxo de V iniciando no tempo t0 é a aplicação

X : I ˆ Rn
Ñ Rn

que satisfaz
$

&

%

BX

Bt
pt, xq “ V pXpt, xqq

X pt0, xq “ x
.

Podemos mostrar que a função X da Definição 2, tem sua regularidades
determinada a partir da regularidade do campo vetorial V . A seguir, tem-se um resultado
que garante a continuidade do fluxo solução.

Teorema 2. Seja U um aberto de Rn. Se V : U Ñ Rn é localmente Lipschitz, então o
fluxo X : I ˆ Rn

Ñ Rn definido em (2) é contínuo.

Demonstração. Ver [16], pág 144.

Ao colocar condições adicionais no campo vetorial V , então podemos provar
que o fluxo X possui mais regularidade. Na verdade, se V é de classe Cr, então o fluxo X
também é de classe Cr. A prova desse resultado é bastante elaborada, o leitor interessado
pode encontrar a prova em [11], pág 371 até 379. Com isso, se V é C8, então X é de classe
Cr para todo r número inteiro, consequentemente X é C8.
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Exemplo 2. Seja V : R2
Ñ R2 dado por V px, yq “ p´y, xq, então o fluxo associado a este

campo vetorial iniciando em t0 “ 0 é X : I ˆ R2
Ñ R2 dado por

Xpt, px, yqq “ pxcost ´ ysent, xsent ` ycostq .

Isto é fácil de se verificar, pois
BX

Bt
pt, px, yqq “ p´xsent ´ ycost, xcost ´ ysentq

e
V pXpt, px, yqqq “ ppxcost ´ ysent, xsent ` ycostqq

“ p´xsent ´ ycost, xcost ´ ysentq .

Para encontrar X, basta notar que podemos escrever

Xpt, ¨q “ γ¨ptq

onde γ¨ptq “ pγ1ptq, γ2ptqq. Assim,

V pγpt, ¨qq “ V ppγ1ptq, γ2ptqq “ p´γ2ptq, γ1ptqq

daí o problema se torna o sistema de equação diferenciais ordinárias
#

γ
1

1ptq “ V ppγ1ptq, γ2ptqq “ ´γ2ptq

γ
1

2ptq “ V ppγ1ptq, γ2ptqq “ γ1ptq
ô γ

2

2ptq “ ´γ2ptq

para resolver essa equação diferencial de segunda ordem associamos a equação característica

λ2
´ λ “ pλ ´ iqpλ ` iq “ 0

e a solução para este tipo de equação é

γ2ptq “ eαt
pC1senβt ` C2cosβtq “

onde α é o termo real da raiz complexa, β é o valor real do termo que acompanha a parte
imaginaria. Neste caso, α “ 0 e β “ 1, condições iniciais C1 e C2 são x e y respectivamente
e a solução fica

γ2ptq “ xsent ` ycos

e
γ1ptq “ ´γ2

2ptq “ xcost ´ ysent .

Esse processo pode ser feito para qualquer campo vetorial, concluindo que para encontrar o
fluxo associado a um campo vetorial é equivalente a resolver um sistema com n equações
diferenciais ordinárias.

Podemos generalizar o Teorema 2 para uma família de campos vetoriais. Para
isso, vamos abordar família de campos vetoriais, sendo que o parâmetro é um intervalo de
R, o qual será chamado de parâmetro temporal.
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Definição 3. Seja V um campo vetorial dependendo do tempo, isto é, V : I ˆ Rn
Ñ Rn é

uma família de campo vetorial de classe Cr com I Ă R e t0 P I. O Fluxo de V iniciando
no tempo t0 é uma aplicação

X : I ˆ Rn
Ñ Rn

que satisfaz
$

&

%

BX

Bt
pt, xq “ V pt,Xpt, xqq

X pt0, xq “ x
.

Vamos ver agora que, assim como para um campo vetorial único, sob as
hipóteses certas, temos a existência e unicidade para o fluxo solução. Para isso, dado
V : I ˆ Rn

Ñ Rn uma família de campo vetorial defina V̄ : I ˆ Rn
Ñ R ˆ Rn por

V̄ ps, xq “ p1, V ps, xqq (1.7)

Assim, V̄ é um campo vetorial, então pelo Teorema 1 existe um único fluxo pφ̄1, φ̄2q “

ϕ̄ : I ˆ pI ˆUq Ñ RˆRn onde pφ̄1, φ̄2q são as funções coordenadas de ϕ, e o fluxo satisfaz
$

&

%

Bϕ̄

Bt
pt, s, xq “ V̄ pϕ̄pt, s, xqq

ϕ̄ p0, s, xq “ ps, xq

Assim, a primeira função coordenada φ̄1 do fluxo ϕ̄ satisfaz
$

&

%

Bφ̄1

Bt
pt, s, xq “ 1

φ̄1 p0, s, xq “ s

Por isso
φ̄1 pt, s, xq “ t ` s (1.8)

Para a segunda função coordenada φ̄2 do fluxo ϕ̄ satisfaz

Bφ̄2

Bt
pt, s, xq “V pϕ̄pt, s, xqq

“ V pφ̄1pt, s, xq, φ̄2pt, s, xqq

“ V ps ` t, φ̄2pt, s, xqq

(1.9)

Daí
βpt, xq “ φ̄2pt, 0, xqq (1.10)

Assim, β é o fluxo desejado para V
$

&

%

Bβ

Bt
pt, xq “ V pt, βpt, xqq

β p0, xq “ x

Assim, concluí-se que toda família de campos vetoriais possui um único fluxo associado
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1.2 Formas diferenciais Rn

Faremos aqui uma breve revisão das formas diferenciais. De modo geral, as
1-formas podem ser vistas como duais algébricos dos campos vetoriais. Deste modo, o
estudo de formas e campos vetoriais estão internamente relacionados. Além disso, este
objeto é fundamental na matemática, visto que esses objetos que podem ser integrados
em variedades. Lembrando que neste trabalho a variedade será o Rn. Para este capítulo,
vamos seguir a abordagem do livro (Guillemin; Pollack [9], 2010).

Definição 4. O espaço vetorial dual de Rn é

pRn
q

˚
“ tα : Rn

Ñ R : α é linear u .

Os elementos de pRn
q

˚ são denominados por funcionais lineares em Rn.

Como cada α P pRn
q

˚ é uma transformação linear, então ele é definido pela
sua ação na base canônica de Rn. Com isso, definimos os seguintes funcionais lineares:
dx1, . . . , dxn P pRn

q
˚ por

dxi pejq “

#

1 se i “ j

0 se i ‰ j

e estendemos por linearidade, onde os pejq são os vetores da base canônica de Rn.

Observação 2. O conjunto tdx1, . . . , dxnu é base de pRn
q

˚. De fato, dado α P pRn
q

˚

tem-se

αpvq “ α

˜

n
ÿ

i“1
viei

¸

“

n
ÿ

i“1
viα peiq “

n
ÿ

i“1
viαi

onde αi “ α peiq. Por outras palavras,

αpvq “

n
ÿ

i“1
αidx

i
pvq ô α “

n
ÿ

i“1
αidx

i

Não é difícil ver que dx1, . . . , dxn são linearmente independentes, concluindo que é base de
pRn

q
˚.

Definição 5. Um k-tensor em Rn é uma aplicação T multilinear T : pRn
q

k
Ñ R, tal que

1. T pv1, . . . ,vi ` wi, . . . ,vkq “ T pv1, . . . ,vi, . . . ,vkq ` T pv1, . . . ,wi, . . . ,vkq;

2. T pv1, . . . , λvi, . . . ,vkq “ λT pv1, . . . ,vi, . . . ,vkq.

Exemplo 3. 1. Um funcional linear em Rn é um 1-tensor.

2. g : Rn
ˆ Rn

Ñ R dado por gpv,wq “ xv,wy é um 2-tensor.

3. T : pRn
q

n
Ñ R dado por T pv1, . . . ,vnq “ det pv1, . . . ,vnq é um n-tensor.
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Definição 6. Um k-tensor α diz-se alternado, se

α pv1, . . . ,vi, . . . ,vj . . . ,vkq “ ´α pv1, . . . ,vj, . . . ,vi . . . ,vkq .

Denotamos por Λk
pRn

q o espaço vetorial dos k-tensores alternados.

O item (3) do Exemplo 3, é um exemplo de um k-tensor alternado. Podemos
ver que uma base para o espaço vetorial Λk

pRn
q pode ser construída como segue. Dados

i1, . . . , ik P t1, . . . , nu, definimos dxi1 ^ . . . ^ dxik
P Λk

pRn
q por

dxi1 ^ . . . ^ dxik
pv1, . . . ,vkq “ det

»

—

–

dxi1 pv1q . . . dxi1 pvkq

. . . . . . . . .

dxik
pv1q . . . dxik

pvkq

fi

ffi

fl

Observe que

dxi1 ^ . . . ^ dxip ^ . . . ^ dxiq ^ . . . ^ dxik
“ ´dxi1 ^ . . . ^ dxiq ^ . . . ^ dxip ^ . . . ^ dxik

e portanto
dxi1 ^ . . . ^ dxip ^ . . . ^ dxip . . . ^ dxik

“ 0.

Proposição 1. tdxi1 ^ . . . ^ dxik
u1ďi1ă...ăikďn é uma base para Λk

pRn
q, cuja dimensão é

˜

n

k

¸

Demonstração. Ver [9], pág 158.

Se σ é uma permutação tal que σp1, . . . , kq “ pi1, . . . , lkq, então

dxi1 ^ . . . ^ dxik
“ sgnpσqdx1 ^ . . . ^ dxk .

Observação 3. Define-se Λ0
pRn

q “ R .

Definição 7. Se α P Λk
pRn

q e β P Λl
pRn

q,

α “
ÿ

i1ă...ăik

αi1...ik
dxi1 ^ . . . ^ dxik

, β “
ÿ

j1ă...ăjl

βj1...jl
dxj1 ^ . . . ^ dxjl

definimos o seu produto exterior α ^ β P Λk`l
pRn

q como

α ^ β “
ÿ

i1ă...ăik
j1ă...ăjl

αi1...ik
βj1...jl

dxi1 ^ . . . ^ dxik
^ dxj1 ^ . . . ^ dxjl

Proposição 2. Propriedades do produto exterior:

1. α ^ pβ ` γq “ α ^ β ` α ^ γ;
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2. α ^ β “ p´1q
klβ ^ α

`

α P Λk
pRn

q , β P Λl
pRn

q
˘

;

3. α ^ pβ ^ γq “ pα ^ βq ^ γ.

Demonstração. Ver ref [9], pág 156 e 158.

Exemplo 4. Seja
ω “ x1dx1 ` x2dx2 ` x3dx3

um 1-tensor alternado em R3 e

η “ x1dx1 ^ dx2 ` dx1 ^ dx3

um 2-tensor alternado em R3, tem-se que produto exterior é o 3-tensor alternado

ω ^ η “ x2dx2 ^ dx1 ^ dx3 ` x3x1dx3 ^ dx1 ^ dx2 “ px3x1 ´ x2q dx1 ^ dx2 ^ dx3.

Duas outras operações que pode ser definida no espaço dos k-tensores alternados
Λk

pRn
q, são as operações produto interior e o operador de Hodge.

Definição 8. Seja v P XpRn
q um campo vetorial e ω P Λk

pRn
q uma k-tensor alternado, o

produto interior ivω é uma pk ´ 1q-tensor alternado definido por:

ivω “ 0 se ω é uma 0 ´ forma ,
ivω “ ωpvq se ω é uma 1 ´ forma ,

ivω pw2, . . . ,wlq “ ω pv,w2, . . . ,wlq se ω é uma k ´ forma .

(1.11)

Exemplo 5. Considere alguns 2-tensores alternados básicos dados por, dx^ dy, dy ^ dz e
dx ^ dz. E seja o campo vetorial v “ pv1, v2, v3q, temos

ivpdx ^ dyq “ pdx ^ dyqpv, ¨q

“ dxpvqdyp¨q ´ dypvqdxp¨q

“ v1dy ´ v2dx

ivpdy ^ dzq “ pdy ^ dzqpv, ¨q

“ dypvqdzp¨q ´ dzpvqdyp¨q

“ v2dz ´ v3dy

ivpdx ^ dzq “ pdx ^ dzqpv, ¨q

“ dxpvqdzp¨q ´ dzpvqdxp¨q

“ v1dz ´ v3dx.

A seguir definimos o operador de Hodge. Este operador será essencial para este
trabalho, pois permite definir o Laplaciano de Hodge-Rham.
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Definição 9. Seja ω P Λk
pRn

q dada por ω “ f1dxi1 ` ... ` fndxin, onde fi são funções
reais em Rn. O operador de Hodge ˚ : Λk

pRn
q Ñ Λn´k

pRn
q será o único isomorfismo que

aplica qualquer k-forma ω em sua pn ´ kq-forma dual, dado por

˚ω “ f1p˚dxinq ` ... ` fnp˚dxinq

e satisfaz
dxin ^ p˚dxinq “ dx1 ^ dx2 ^ ... ^ dxn

ou seja dxin ^ p˚dxinq é a forma volume

Proposição 3. O operador ˚ satisfaz as seguintes propriedades:

1. ˚ ˚ ω “ p´1q
kpn´kqω,

2. ˚ pc1ω ` c2ηq “ c1p˚ωq ` c2p˚ηq,

3. ω ^ ˚ω “ 0 ñ ω “ 0.

4. ˚1 “ dx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn e ˚pdx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxnq “ 1.

Demonstração. Ver Ref [15], pág 62 e 63.

Exemplo 6. Seja ω P Λ1 `R3˘ dada por ω “ f1dx1 ` f2dx2 ` f3dx3, onde fi são funções
reais em Rn. Então ˚ω é o 2-tensor alternado

˚ω “ f1p˚dx1q ` f2p˚dx2q ` f3p˚dx3q “ f1pdx2 ^ dx3q ` f2p´dx1 ^ dx3q ` f3pdx1 ^ dx2q

Assim, ˚ω “ f1dx2 ^ dx3 ´ f2dx1 ^ dx3 ` f3dx1 ^ dx2.

Definição 10. Uma forma diferencial de grau k em Rn é uma função ω : Rn
Ñ Λk

pRn
q

de classe C8. Denotamos por Ωk
pRn

q o conjunto das k-formas diferenciáveis em Rn.

Definição 11. Se ω P Ωk
pRn

q,

ω “
ÿ

i1ă...ăik

ωi1...ik
pxqdxi1 ^ . . . ^ dxik

então a sua derivada exterior é a pk ` 1q-forma dω P Ωk`1
pRn

q definida por

dω “
ÿ

i1ă...ăik

n
ÿ

i“1

Bωi1...ik

Bxi
dxi ^ dxi1 ^ . . . ^ dxik

Exemplo 7. A derivada exterior de uma 0-forma f é a 1-forma

df “

n
ÿ

i“1

Bf

Bxi
dxi
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Exemplo 8. Seja ω P Ω1 `R3˘ dada por ω “ f1dx1 ` f2dx2 ` f3dx3, então

dω “

ˆ

Bf3

Bx2
´

Bf2

Bx3

˙

dx2 ^ dx3 `

ˆ

Bf1

Bx3
´

Bf3

Bx1

˙

dx3 ^ dx1 `

ˆ

Bf2

Bx1
´

Bf1

Bx2

˙

dx1 ^ dx2

Definição 12. Se f : Rn
Ñ Rm é de classe C8 e ω P Ωk

pRm
q então o "pull-back" de ω

por f é a forma-k f˚ω P Ωk
pRn

q definida por

pf˚ωq pxq pv1, . . . ,vkq “ ωpfpxqq pDfpxqv1, . . . , Dfpxqvkq .

Definição 13. O "pull-back"de uma forma-0 ϕ por f é simplesmente a pré-composição
ϕ ˝ f .

Proposição 4. Propriedades derivada exterior e pull-back:

1. dpω ` ηq “ dω ` dη;

2. dpω ^ ηq “ dω ^ η ` p´1q
kω ^ dη, onde

`

ω P Ωk
pRn

q
˘

;

3. dpdωq “ 0;

4. f˚
pω ` ηq “ f˚ω ` f˚η;

5. f˚
pω ^ ηq “ f˚ω ^ f˚η;

6. pg ˝ fq
˚
pωq “ f˚

pg˚ωq;

7. f˚
pdωq “ d pf˚ωq.

Demonstração. Ver [9].

Definição 14. Dizemos que ω P Ωk
pRn

q é:

1. fechada se dω “ 0;

2. exata se ω “ dη para η P Ωk´1
pRn ).

Proposição 5. Se ω P Ωk
pRn

q é exata, então ω é fechada.

Demonstração. Segue imediatamente da Proposição 4, pois como é exata, então ω “ dη.
Daí, dpωq “ dpdηq “ 0. Portanto, ω é fechada.

Exemplo 9. A recíproca da Proposição 5 é falsa, o exemplo clássico é forma ω P ΩpR2
´

tp0, 0quq definida por

ωpx, yq “

ˆ

´y

x2 ` y2

˙

dx `

ˆ

x

x2 ` y2

˙

dy .
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A 1-forma ω é fechada, pois

dω “
p´1q px2 ` y2q ` 2y ¨ y

px2 ` y2q
2 dx ^ dy `

px2 ` y2q ´ 2xx
px2 ` y2q

2 dy ^ dx

“
´ px2 ` y2q ` 2y2 ´ px2 ` y2q ` 2x2

px2 ` y2q
2 dx ^ dy “ 0 .

Agora suponha que é exata, isto é, que exista θ tal que dθ “ ω, então dado γptq “

pcos t, sen tq com t P r0, 2πs

ż

γ

ω “

ż 2π

0
ω pγ1

ptqq dt

“

ż 2π

0

p´ cos tq
sen2 t ` cos2 t

p´ cos tq `
p´ sen tq

sen2 t ` cos2 t
p´ sen tqdt

“ 2π .

Mas por stokes
ż

γ

w “

ż

Bγ

dw “ 0 .

o que é um absurdo, ou seja, ω não é exata.

1.3 O Laplaciano de Hodge-Rham em formas diferencias
O operador Laplaciano é muito usado na matemática, ele por exemplo aparece

nas famosas equações de Laplace e de calor. Este operador será essencial para falar de
semigrupo de calor em 1-formas diferenciais e a partir deste semigrupo que faremos as
regularizações no último capítulo. O operador Laplaciano em Rn é definido sobre funções
u : Rn

Ñ R de classe C2 por

∆u “

n
ÿ

i“1

B2u

Bx2
i

(1.12)

denotado por ∆. O Laplaciano definido anteriormente (1.12) sobre funções, essas funções
podem ser vistas como 0-formas, então seria desejável estender o operador Laplaciano para
k-formas, assim surge o operador Laplaciano de Hodge-Rham. Primeiro, precisamos do
operador co-diferencial

Definição 15. Seja ω P Ωk
pRn

q, o operador co-diferencial δ : Ωk
pRn

q Ñ Ωk´1
pRn

q é
definido por δ “ ˚ ˝ d ˝ ˚.

Exemplo 10. Seja a 1-forma em R3 dada por

ω “ f1dx1 ` f2dx2 ` f3dx3 .

Encontremos o co-diferencial de ω. Do Exemplo 6, ˚ω é a 2-forma

˚ω “ f1dx2 ^ dx3 ´ f2dx1 ^ dx3 ` f3dx1 ^ dx2 .
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Calculemos d ˚ ω.

d ˚ ω “ B1f1dx1 ^ dx2 ^ dx3 ´ B2f2dx2 ^ dx1 ^ dx3 ` B3f3dx3 ^ dx1 ^ dx2

“ pB1f1 ` B2f2 ` B3f3q dx1 ^ dx2 ^ dx3 .

E por fim, calculemos ˚d ˚ ω

˚d ˚ ω “ ˚pd ˚ ωq “ pB1f1 ` B2f2 ` B3f3q ˚ pdx1 ^ dx2 ^ dx3q “ pB1f1 ` B2f2 ` B3f3q .

Assim, se ω é o dual de um campo vetorial V , então

δω “ divpV q .

Exemplo 11. Seja β a 2-forma de R3 dada por

β “ pB1f2 ´ B2f1q dx1 ^ dx2 ` pB2f3 ´ B3f2q dx2 ^ dx3 ` pB3f1 ` B1f3q dx3 ^ dx1 .

Calculemos o co-diferencial de β. Primeiro, ˚β

˚β “ pB1f2 ´ B2f1q dx3 ` pB2f3 ´ B3f2q dx1 ` pB3f1 ´ B1f3q dx2 .

Agora, d ˚ β

d ˚ β “
`

B
2
1f2 ´ B1B2f1

˘

dx1 ^ dx3 `
`

B2B1f2 ´ B
2
2f1

˘

dx2 ^ dx3

`
`

B
2
2f3 ´ B2B3f2

˘

dx2 ^ dx1 `
`

B3B2f3 ´ B
2
3f2

˘

dx3 ^ dx1

`
`

B1B3f1 ` B
2
1f3

˘

dx1 ^ dx2 `
`

B
2
3f1 ´ B3B1f3

˘

dx3 ^ dx2

“
`

B
2
1f3 ´ B

2
2f3 ` B2B3f2 ` B1B3f1

˘

dx1 ^ dx2

`
`

´B
2
2f1 ´ B

2
3f1 ` B2B1f2 ` B3B1f3

˘

dx2 ^ dx3

`
`

B
2
3f3 ` B

2
1f2 ´ B3B2f3 ´ B1B2f1

˘

dx1 ^ Bdx3 .

Por fim, ˚d ˚ β

˚d ˚ β “
`

´B
2
2f1 ´ B

2
3f1 ` B2B1f2 ` B3B1f3

˘

dx1

`
`

´B
2
3f2 ´ B

2
1f2 ` B3B2f3 ` B1B2f1

˘

dx2

`
`

B
2
1f3 ´ B

2
2f3 ` B2B3f3 ` B1B3f1

˘

dx3 .

Definição 16. Seja ω P Ωk
pRn

q, o operador Laplaciano de Hodge-Rham l : Ωk
pRn

q Ñ

Ωk
pRn

q é definido por l “ dδ ` δd.

Exemplo 12. Calculemos o Laplaciano de Hodge-Rham da 1-forma em R3 dada por

ω “ f1dx1 ` f2dx2 ` f3dx3 .

O Laplaciano de Hodge-Rham de ω é

lω “ dδω ` δdω .
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Do exemplo 10, temos a expressão de δω, basta calcular agora dδ pωq, tem-se

d pδωq “d rpB1f1 ` B2f2 ` B3f3qs “
`

B
2
1f1 ` B1B2f2 ` B1B3f3

˘

dx1 `
`

B2B1f1 ` B
2
2f2 ` B2B3f3

˘

dx2

`
`

B3B1f1 ` B3B2f2 ` B
2
3f3

˘

dx3 .

E do Exemplo 11, observe β é exatamente dω “ β, a saber Exemplo 8. E como visto,

δβ “ δdω “
`

´B
2
2f1 ´ B

2
3f1 ` B2B1f2 ` B3B1f3

˘

dx1

`
`

´B
2
3f2 ´ B

2
1f2 ` B3B2f3 ` B1B2f1

˘

dx2

`
`

B
2
1f3 ´ B

2
2f3 ` B2B3f3 ` B1B3f1

˘

dx3 .

Dessa forma, tem-se

dδω ´ δdω “
`

B
2
1f1 ` B1B2f2 ` B1B3f3

˘

dx1 `
`

B2B1f1 ` B
2
2f2 ` B2B3f3

˘

dx2

`
`

B3B1f1 ` B3B2f2 ` B
2
3f3

˘

dx3 ´
`

´B
2
2f1 ´ B

2
3f1 ` B2B1f2 ` B3B1f3

˘

dx1

´
`

´B
2
3f2 ´ B

2
1f2 ` B3B2f3 ` B1B2f1

˘

dx2

´
`

´B
2
1f3 ´ B

2
2f3 ` B2B3f3 ` B1B3f1

˘

dx3

“
`

B
2
1f1 ` B

2
2f1 ` B

2
3f1

˘

dx1 `
`

B
2
2f2 ` B

2
3f2 ` B

2
1f2

˘

dx2

`
`

B
2
3f3 ` B

2
1f3 ` B

2
2f3

˘

dx3

“ p∆f1q dx1 ` p∆f2q dx2 ` p∆f3q dx3 .

Portanto, lω “ p∆f1q dx1 ` p∆f2q dx2 ` p∆f3q dx3.

O Exemplo 12 motiva o seguinte resultado

Teorema 3. Se f P Ω0
pRn

q “ C8
pRn

q, então

lf “ ∆f .

Ainda, se ω P Ω pRn
q sendo que ω é da forma ω “ f1dx1 ` ¨ ¨ ¨ fndxn, então

lω “

n
ÿ

i“1
∆fidxi .
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Demonstração. Primeiro, seja f P Ω0
pRn

q “ C8
pRn

q, como δpfq “ 0, tem-se que

lf “ d pδ pfqq ` δ pd pfqq

“ δ

˜

n
ÿ

i“1
Bif dxi

¸

“ ˚ d ˚

˜

n
ÿ

i“1
Bif dxi

¸

“

n
ÿ

i“1
˚ pd pBif ˚ pdxiqqq

“

n
ÿ

i“1
˚

´

d
´

Bif p´1q
idx1 ^ . . . ^ xdxi ^ . . . ^ dxn

¯¯

“

n
ÿ

i“1
˚

˜

n
ÿ

j“1
Bijf dxj ^ dx1 ^ . . . ^ xdxi ^ . . . ^ dxn

¸¸

“

n
ÿ

i“1
Biif p´1q

i
˚

´

dxi ^ dx1 ^ . . . ^ xdxi . . . ^ dxn

¯

“

n
ÿ

i“1
Biif ˚

`

p´1q
idx1 ^ . . . ^ dxn

˘

“

n
ÿ

i“1

B2f

Bx2
i

˚ pdVq

“

n
ÿ

i“1
Biif “ ∆f .

Agora, seja a 1-forma ω “ fdxi, calculemos lω “ pdδ ` δdq fdxi. Observe que a primeira
parcela é

pdδq fdxi “ pd ˚ d˚q fdxi “ d ˚ d
´

f dx1 p´1q
i

^ . . . ^ xdxi ^ . . . ^ dxn

¯

“ d ˚

˜

n
ÿ

i“1
Bif dx1 ^ . . . ^ dxn

¸

“ d

˜

n
ÿ

i“1
Bif

¸

“

˜

n
ÿ

j“1

n
ÿ

i“1
Bijf

¸

dxj .

(1.13)
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Agora a segunda parcela

pδdq fdxi “ ˚d ˚

˜

n
ÿ

j“1
Bjdxj ^ dxi

¸

“
iăj

˚d

˜

n
ÿ

j

Bjf p´1q
i`j´1dx1 ^ . . . ^ xdxj ^ . . . ^ xdxi ^ . . . ^ dxn

¸

“ ˚

˜

n
ÿ

k“1

n
ÿ

j

Bkjf p´1q
i`j´1dxk ^ dx1 ^ . . . ^ xdxj ^ . . . ^ xdxi ^ . . . ^ dxn

¸

“ ˚

˜

n
ÿ

j

Bjjf p´1q
idx1 ^ . . . ^ xdxi ^ . . . ^ dxn

¸

`

˚

˜

n
ÿ

j

n
ÿ

i“1
Bijf p´1q

i`j´1dx1 ^ . . . ^ xdxj ^ . . . ^ dxn

¸

“

˜

n
ÿ

j

Bjjf

¸

dxi ` p´1q

˜

n
ÿ

j“1

n
ÿ

i“1
Bjjf

¸

dxj .

(1.14)
Na 2º igualdade de (1.14), foi usado i ă j, similarmente prova-se o caso i ą j. Assim, se
ω P Ωk

pRn
q é da forma ω “ fdxi, como ω “ δd ` dδ somando (1.13) e (1.14), obtemos

ω “ δd ` dδ “

˜

n
ÿ

j“1

n
ÿ

i“1
Bijf

¸

dxj `

˜

n
ÿ

j“1
Bjjf

¸

dxi ` p´1q

˜

n
ÿ

j“1

n
ÿ

i“1
Bjjf

¸

dxj

“

˜

n
ÿ

j“1
Bjjf

¸

dxi

“ p∆fq dxi .

Portanto, se ω “ f1dx1 ` ¨ ¨ ¨ fndxn pela linearidade do operador l, tem-se

lω “

n
ÿ

i“1
∆fidxi .

1.4 Integração de formas e o Teorema de Stokes Rn

Conhecido os objetos que podem ser integrados sobre variedades, vamos definir
formalmente a integral e alguns resultados que serão fundamentais para esse trabalho

Definição 17. Seja U Ă Rn um aberto e ω P Ωn
pUq uma n-forma, então ω “ fdx1 ^

¨ ¨ ¨ ^ dxn para alguma f P C8
pUq. Definimos a integral de ω em U por

ż

U

ω “

ż

U

f px1, . . . , xnq dx1 ¨ ¨ ¨ dxn

se a integral do lado direito existir, dizemos que ω é integrável.
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Não entraremos em detalhes sobre a Definição 17 ser uma boa definição ou
propriedade, para maiores detalhes consultar (Guillemin; Pollack[9], 2010, pág 165.) As
formas foram criadas para integração, mas um questionamento interessante é "o que as
torna integrandos apropriados?"Talvez a fundamental qualidade das formas é que elas
podem transformar corretamente em outra integral quando as coordenadas são alteradas.
Lembre-se do importante teorema do cálculo (prova pode ser encontrada em Spivak [16],
1970, pág 67). Se f : V Ñ U é um difeomorfismo entre abertos de Rn e a uma função
integrável em U . Então

ż

U

adx1 ¨ ¨ ¨ dxn “

ż

V

pa ˝ fq|detpdfq|dy1 ¨ ¨ ¨ dyn (1.15)

este resultado segue similarmente para formas diferenciais, pois se temos ω “ adx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^

dxn e f é o difeomorfismo considerado, então

f˚
pωq “ pa ˝ fqdetpdfqy1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dyn . (1.16)

Daí se f preservar a orientação detpdfq ą 0, então o pull-back f˚
pωq é exatamente o

integrando (1.15). Precisamente

Proposição 6. Seja Φ : U Ñ Rn um difeomorfismo definido em um aberto conexo U Ă Rn.
Se ω é uma forma diferencial integrável em ΦpUq, então Φ˚ω é integrável em U e

ż

ΦpUq

ω “ ˘

ż

U

Φ˚ω,

sendo que o ˘ é o sinal do determinante da matriz jacobiana Φ1
ppq.

Demonstração. Ver [9], pág 168.

O leitor familiarizado com a teoria de variedades, deve reparar que como as
variedades deste trabalho são abertos de Rn e, portanto, eles são sempre orientáveis.
Assim, podemos ter uma certa liberdade alguns resultados desta teoria, que necessitaria
de variedades orientáveis. Com base na Proposição, vamos definir integrais sobre k-formas
Rn com suporte compacto, isto é, dado ω P Ωk

pRn
q, então o conjunto

supω “ tp P Rn : ωp ‰ 0u,

é compacto. Denotamos por Ωk
c pMq as formas diferenciais de grau k com suporte compacto.

Agora vamos considerar U aberto em Rn como variedade orientada de dimensão n e seja
ω P Ωn

c pUq uma forma diferencial com suporte compacto. Definimos a integral sobre U da
seguinte forma:

ż

U

ω “

ż

ΦpV q

pΦ´1
q

˚ω, (1.17)

onde pV,Φq é um sistema de coordenadas positivo de M .
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Um problema que surge com a definição anterior, é que o aberto U possa ter
mais de 1 parametrização, para isso vamos usar o conceito de partição da unidade, definido
a seguir

Definição 18. Uma partição da unidade em um espaço topológico Rn é uma família de
funções contínuas tρiuiPI : Rn

Ñ r0, 1s de forma que, para cada ponto x P Rn

1. existe uma vizinhança de x em que todas, exceto uma quantidade finita, das funções
são identicamente zero;

2. a soma das funções em x é 1 , ou seja,
ÿ

iPI

ρipxq “ 1.

Daí, caso o aberto U em (1.17) possua mais de uma parametrização, definimos
a integral sobre U por

ż

U

ω “
ÿ

α

ż

U

ραω,

onde pVα,Φαq é um sistema de coordenadas positivo de U e tραu uma partição da unidade
subordinada a esta cobertura. Colocado essas definições, não é difícil checar que a integral
definida acima satisfaz as propriedades de linearidade e aditividade. A próxima proposição
nos dá uma fórmula para fazer uma mudança de variável na integral.

Teorema 4 (Fórmula mudança de variável). Sejam U1 e U2 abertos orientados de Rn

e Φ : U1 Ñ U2 um difeomorfismo que preserva orientações. Então, para toda a forma
diferencial ω P Ωn

c pU2q,
ż

U2

ω “

ż

U1

Φ˚ω.

Demonstração. Como Φ é um difeomorfismo e preserva orientações, existe uma cober-
tura de U1 por sistemas de coordenadas pVα, ϕαq positivos, tal que os Φ pVαq são domínios
de sistemas coordenadas positivos ψα : Φ pVαq Ñ Rn de U2. Se tραu é uma partição da
unidade tραu subordinada a esta cobertura, então tρα ˝ Φu é uma partição da unidade
subordinada à cobertura tVαu. Pela Proposição 6, tem-se que

ż

ΦpVαq

ραω “

ż

Vα

Φ˚
pραωq “

ż

Vα

pρα ˝ Φq Φ˚ω.

Assim, temos que
ż

U2

ω “
ÿ

α

ż

U2

ραω

“
ÿ

α

ż

ΦpVαq

ραω

“
ÿ

α

ż

Vα

pρα ˝ Φq Φ˚ω

“
ÿ

α

ż

U1

pρα ˝ Φq Φ˚ω “

ż

U1

Φ˚ω.
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O próximo teorema é um dos mais belos e importantes da Análise, o Teorema
de Stokes. Ele generaliza vários dos grandes teoremas do cálculo, como por exemplo o
Teorema fundamental do cálculo, Teorema de Green e o Teorema da divergência.

Teorema 5 (Teorema de Stokes). Seja U aberto com bordo, orientada, de dimensão n. Se
ω P Ωn´1

pUq é uma forma de suporte compacto, então
ż

BU

ω “

ż

U

dω ,

onde
ż

BU

ω significa a integral da restrição de ω ao bordo BU , isto é, integral da forma i˚ω
com i : BU Ñ U sendo a aplicação inclusão.

Demonstração. Ver [9], pág 183.

Notamos que no Teorema de Stokes 5, se BU “ H ou ω |BU “ 0 , então
ż

U

dω “ 0 ,

que é o que utilizamos neste trabalho

1.5 Derivada de Lie e a fórmula de Cartan
A derivada de Lie em Rn é um tipo de derivação em formas diferenciais em

Rn, que preserva o grau da forma. Nessa seção, vamos introduzir esse conceito e abordar
alguns resultados envolvendo esse conceito, que será usado neste trabalho.

Definição 19. Chama-se derivada de Lie de ω P Ωk
pRn

q ao longo do campo vetorial
X P XpRn

q a forma diferencial LXω P Ωk
pRn

q definida por:

LXω “ lim
tÑ0

1
t

``

ϕt
X

˘˚
ω ´ ω

˘

,

onde ϕt
X é fluxo gerado por X.

Algumas propriedades básicas da derivada de Lie de formas diferenciais são
dadas pela seguinte proposição:

Proposição 7. Seja X P XpRn
q um campo vetorial. A derivada de Lie LX : Ωk

pRn
q Ñ

Ωk
pRn

q satisfaz:

1. LXpaω ` bηq “ aLXω ` bLXη;
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2. LXpω ^ ηq “ LXω ^ η ` ω ^ LXη;

3. LXpfq “ Xpfq, se f P Ω0
pRn

q “ C8
pRn

q;

4. LX dω “ dLXω.

Demonstração. Ver [16], pág 151.

A derivada de Lie pode se tornar trabalhosa por envolver em sua definição o
pull-back pelo fluxo gerado do campo vetorial. O próximo resultado é muito interessante,
pois permite visualizar as derivadas de Lie através de uma expressão algébrica envolvendo
apenas produto interior e derivada exterior. Em alguns textos a fórmula a seguir é até
mesmo chamada de fórmula mágica, devido a sua relevância.

Teorema 6 (Fórmula de Cartan). Seja X P XpRn
q campo vetorial e ω P Ωk

pRn
q uma

forma diferencial. Então:
LXω “ iXdω ` diXω.

Demonstração. Pela Proposição 7 item (3), a derivada de Lie é de fato uma derivação.
Por outro lado, pelas propriedades de derivada exterior e produto interior, também é
uma derivação. Primeiro verificamos na 1-forma diferencial ω “ f dg, onde f, g P C8

pMq.
Usando as propriedades da Proposição 7 a derivada de Lie dessa 1-forma é

LXpf dgq “ Xpfqdg ` f dpXpgqq.

Já pelas propriedades da derivada exterior e produto interior:

iXdpf dgq ` diXpfdgq “ iXpdf ^ dgq ` d pfiXdgq

“ Xpfqdg ´ Xpgqdf ` dpfXpgqq

“ Xpfqdg ` f dpXpgqq.

Assim, segue que para 1-formas LXω “ iX dω ` diXω. Suponha que seja válido para uma
k-forma. Seja ω uma k ` 1-forma, então ω “

ÿ

i

αi ^ βi em que αi P ΩpRn
q e βi P ΩpRn

q.

Então da Proposição 7 item (1) e (2), observe que

LX pαi ^ βiq “ LXαi ^ βi `αi ^ LXβi “ pdiX ` iXdqαi ^ βi `αi ^ pdiX ` iXdq βi (1.18)

A ultima igualdade da equação anterior (1.18), é obtida do resultado para 1-formas e pela
hipótese de indução. Por outro lado

pdiX ` iXdq pαi ^ βiq “ diX pαi ^ βiq ` iXd pαi ^ βiq

“ d piXαi ^ βi ´ αi ^ iXβiq ` iX pdαi ^ βi ´ αi ^ dβiq

“ diXαi ^ βi ` iXαi ^ βi ´ dαi ^ iXβi ` αi ^ diXβi

` iXdαi ^ βi ` dαi ^ iXβi ´ iXαi ^ dβi ` αi ^ iXdβi

“ diXαi ^ βi ` αi ^ diXβi ` iX ^ dαi ^ `αi ^ iXdβi

“ pdiX ` iXdqαi ^ βi ` αi ^ pdiX ` iXdq βi

(1.19)
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Assim, das equações (1.18) e (1.19) e pelo item 2 da Proposição 7, tem-se

LX

˜

ÿ

i

αi ^ βi

¸

“ pdiX ` iXdq

˜

ÿ

i

αi ^ βi

¸

(1.20)

O que prova o resultado.

Corolário 1. Seja U um aberto de Rn, V : U Ñ Rn um campo vetorial e ω P ΩpUq. Então
vale que

ż

U

LV ω “

ż

BU

iV ω

Demonstração. Pela fórmula de Cartan
ż

U

LV ω “

ż

U

iV dω ` diV ω, mas iV dω “ 0,
aplicando Stokes, temos que

ż

U

LV ω “

ż

BU

iV ω

Proposição 8. Seja U um aberto de Rn, V : U Ñ Rn um campo vetorial, ϕ : U Ñ R uma
função de suporte compacto. Então vale que

ż

U

pV ϕq dx “ ´

ż

U

ϕ divpV qdx .

Demonstração. Do Corolário 1, tem-se que
ż

U

LV pϕdxq “

ż

BU

iV pϕdxq “ 0. Agora note

que, LV pϕdxq “ V ϕdx` ϕLV dx. Assim,
ż

U

LV pϕdxq “

ż

U

pV ϕdx` ϕLV dxq “ 0 Portanto,
como LV dx “ divpV qdx

ż

U

pV ϕq dx “ ´

ż

U

ϕ divpV qdx .

O próximo resultado é um Teorema que conecta o operador Laplaciano de
Hodge-Rham e a derivade de Lie, para este resultado vamos considerar os campos de
vetores ei P XpUq definidos por

eipx1, . . . , xi, . . . , xnq “ p0, . . . , 1, . . . , 0q (1.21)

onde 1 está na i-ésima coordenada.

Teorema 7. Seja U é um aberto de Rn, ei P XpUq é o campo vetorial projeção na i-ésima
coordenada e ω P ΩpUq, então

lω “

n
ÿ

i“1
L2

ei
ω .
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Demonstração. Seja ω “ fdxj. Note que

Lei
pfdxjq “ Bifdxj ` fLei

dxj “ Bifdxj ` fdδij “ Bifdxj

e
L2

ei
pfdxjq “ Lei

pBifdxjq “ B
2
i fdxj

Assim,
n
ÿ

i“1
L2

ei
pfdxjq “ p∆fq dxj

Daí pela linearidade da derivada de Lie da Proposição 7 item (1) e o Teorema 3, tem-se
para ω “ f1dx1 ` . . . ` fndxn

n
ÿ

i“1
L2

ei

˜

n
ÿ

j“1
fjdxj

¸

“

n
ÿ

j“1
p∆fjq dxj “ lω

1.6 Resultados auxiliares
Esta seção será reservada para enunciarmos alguns resultados que serão es-

senciais no nosso trabalho. Agora, vamos enunciar e mostrar duas versões do Lema de
Gronwall

Lema 1 (Lema de Grönwall para integrais). Se, para t0 ď t ď t1 as funções ϕptq ě 0 e
ψptq ě 0 são funções continuas tais que a desigualdade

ϕptq ď K ` L

ż t

t0

ψpsqϕpsqds

se mantenha em t0 ď t ď t1, com K e L sendo constantes positivas, então

ϕptq ď K exp
ˆ

L

ż t

t0

ψpsqds
˙

sendo t0 ď t ď t1.

Demonstração. Note que

ϕptq

K ` L
şt

t0
ψpsqϕpsqds

ď 1

definindo uptq :“ K ` L

ż t

t0

ψpsqϕpsqds, tem-se

u1

u
ď Lnpsq



Capítulo 1. Campos vetoriais e formas diferenciáveis em Rn 35

Integrando entre t0 e t, obtemos:

ln u ´ ln u pt0q ď L

ż t

t0

ψpsqds

Aplicando exponenciais:

uptq ď u pt0q exp
ˆ

L

ż t

t0

ψpsqds

˙

como u pt0q “ K e ϕptq ď uptq, vale:

ϕptq ď K exp
ˆ

L

ż t

t0

ψpsqds

˙

Lema 2 (Lema de Grönwall versão diferencial). Seja uptq uma função não negativa
e diferenciável em r0, T s, tal que u1

ptq ď fptquptq ` gptq, onde fptq e gptq são funções
integráveis em r0, Ts, então

uptq ď up0qe
şt
0 fpτqdr

`

ż t

0
gpsqe

ş1
1 fpτqdτds, @t P r0, T s

Se fptq e gptq forem não negativas, então a expressão se simplifica por

uptq ď ett
0fpT qdt

„

up0q `

ż t

0
gpsqds

ȷ

, @t P r0, T s

Demonstração. Multiplicamos a expressão pelo fator integrante e
şt
0 fptqdt e rearranjamos

os termos
´

uptqe´
şl
0 fptqdt

¯1

ď gptqe´
şt
0 fptqdτ

Integrando de 0 a t

uptqe´
şt
0 fpτqdr

´ up0q ď

ż t

0
gpsqe´

şt
0 fpτqdtds

uptq ď e
şl
0 fptqdt

„

up0q `

ż t

0
gpsqe

şt
s fptqdtds

ȷ
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2 A equação do calor em Rn

O intuito deste capítulo é estudar brevemente a equação do calor em Rn,
encontrar a solução da equação do calor homogênea e definir o semigrupo de calor para
funções. O conjunto U Ă Rn é aberto que estará representando um corpo. A equação que
descreve a temperatura do corpo ao longo do tempo é

Bu

Bt
px, tq “ ∆upx, tq ` fpx, tq, x P U, t ą 0

Bupx, tq “ 0, x P BU, t ą 0,
upx, 0q “ u0pxq, x P U

em que B corresponde a condições de contorno. A função f é uma função indicando fontes
de calor ao longo do corpo U e u0 é uma função dada inicialmente ao problema, chamada
de condição inicial.

2.1 Solução da equação do calor homogênea em Rn

A equação do calor a ser considerada neste trabalho, é o caso em que U “ Rn e
não existem fontes de calor, isto é, f “ 0. Neste caso, não precisamos nos preocupar com
condições de contorno, já que a fronteira de Rn é vazia. A equação se torna

Bu

Bt
px, tq “ ∆upx, tq, x P Rn, t ą 0

upx, 0q “ u0pxq, x P Rn
(2.1)

Vamos ver que a solução é

upx, tq “
1

p4πtq n
2

ż

Rn

e´
|x´y|2

4t u0pyqdy (2.2)

Para encontrar a solução u, vamos aplicar transformada de Fourier na variável x. Primei-
ramente vamos definir o que é transformada de Fourier e algumas propriedades

Definição 20. Seja f uma função real (ou complexa), define-se a transformada de Fourier
F de f como:

Fpwq “ Ftfptqu “

ż 8

´8

fptqe´iwtdt.

ou ainda, denotamos Fpwq “ f̂pwq.

Definição 21. Seja F uma função real (ou complexa), define-se a transformada inversa
de Fourier f de F como:

fptq “ F´1
tFpwqu “

1
2π

ż 8

´8

F pwqeiwtdw.



Capítulo 2. A equação do calor em Rn 37

Exemplo 13. Seja f : Rn
Ñ C dada por fpxq “ e´

|x|2
2 . Logo f̂pξq “ p2πq

n
2 e´

|ξ|2
2 . De fato,

temos
ż

Rn

e´ixξe´
|x|2

2 dx “

ˆ
ż 8

´8

e´ix1ξ1e´
x2

1
2 dx1

˙

. . .

ˆ
ż 8

´8

e´ixnξne´
x2

n
2 dxn

˙

“

ˆ

?
2πe´

ξ2
1
2

˙

. . .

ˆ

?
2πe´

ξ2
n
2

˙

“ p2πq
n
2 e´

|ξ|2
2

Proposição 9 (Linearidade). Para quaisquer números complexos a e b, se fptq “ agptq `

bhptq, então f̂pωq “ aĝpωq ` bĥpωq.

Demonstração. Vem direto da propriedade de linearidade da integral. Seja, Ftfptqu “

Ftagptq ` bhptqu

“

ż 8

´8

pagptq ` bhptqqe´itωdt

“

ż 8

´8

agptqe´itωdt `

ż 8

´8

bhptqe´itωdt

“ a

ż 8

´8

gptqe´itωdt ` b

ż 8

´8

hptqe´itωdt

“ aĝpωq ` bĥpωq

Proposição 10 (Deslocamento no eixo t). Considerando uma função fptq e sua transfor-
mada de Fourier Fpωq, então

Fpfpt ´ aqq “ e´iaωF pωq

Demonstração.
Fpωqfpt ´ aq “

ż 8

´8

fpt ´ aqe´iωtdt

“

ż 8

´8

fpsqe´iωps`aqds

“

ż 8

´8

fpsqe´iωae´iωsds

“ e´iωa

ż 8

´8

fpsqe´iωsds

“ e´iωaF pωq

Proposição 11 (Transformada da derivada). Dada uma função diferenciável fptq tal que
lim

tÑ˘8
fptq “ 0 e sua transformada de Fourier F pwq, então

F tf 1
ptqu “ iωF pωq
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Demonstração. Usando integração por partes temos

F tf 1
ptqu “

ż 8

´8

f 1
ptqe´iωtdt

“
“

f 1
ptqe´iωt

‰8

´8
´

ż 8

´8

´iωfptqe´iωtdt

“ iω

ż 8

´8

fptqe´iωtdt

“ iωF pωq

Visto algumas propriedades das transformadas de Fourier, vamos encontrar
a solução da equação do calor. Vamos supor aqui u e u0 seja de classe C2. Aplicando a
transformada de Fourier na equação (2.1), obtemos

F
ˆ

Bu

Bt
px, tq

˙

“ Fp∆upx, tqq

ou seja
ż

Rn

e´ixξ Bu

Bt
px, tqdx “ k

ż

Rn

e´ixξ∆upx, tqdx.

Note que, para condições bastante gerais para u, temos que
ż

Rn

e´ixξ Bu

Bt
px, tqdx “

B

Bt

ż

Rn

e´ixξupx, tqdx

e que
ż

Rn

e´ixξ∆upx, tqdx
p1q
“

ż

Rn

∆
`

e´ixξ
˘

upx, tqdx

“ ´|ξ|
2
ż

Rn

e´ixξupx, tqdx “ ´|ξ|
2
ż

Rn

e´ixξupx, tqdx.

Na passagem (1) foi utilizado apenas integração por partes. Vamos denotar por û “ Fu a
transformada de Fourier de u na variável x e por û0 “ Fu0 a transformada de Fourier de
u0. Assim, a equação do calor se torna:

$

&

%

Bû

Bt
pξ, tq “ ´|ξ|

2ûpξ, tq, t ą 0, ξ P Rn

ûpξ, 0q “ û0pξq, ξ P Rn
.

Mas esta equação é simples de resolver. De fato, como f 1
ptq “ afptq implica que fptq “

fp0qeat. Logo

Bû

Bt
pξ, tq “ ´|ξ|

2ûpξ, tq ùñ ûpξ, tq “ e´|ξ|2tûpξ, 0q “ e´|ξ|2tû0pξq

Para descobrir upx, tq basta aplicar a transformada de Fourier inversa. Assim,

upx, tq “ F´1
´

e´|ξ|2tû0pξq

¯

“
1

p2πqn

ż

Rn

eixξe´|ξ|2tû0pξqdξ
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Note que a integral acima já nos fornece a solução. Mas são duas integrais, pois û0

também é definida através de uma integral. Para deixar a solução mais simples, vamos
usar convolução. Lembrando que F´1

pfgq “ F´1
pfq ˚ F´1

pgq. Assim, tem-se

F´1
´

e´|ξ|2tû0pξq

¯

“ F´1
´

e´|ξ|2t
¯

˚ F´1
pû0q

“ F´1
´

e´|ξ|2t
¯

˚ F´1
pF pu0qq “ F´1

´

e´|ξ|2t
¯

˚ u0

Vamos agora calcular F´1
´

e´|ξ|2t
¯

.

Lema 3. A seguinte fórmula é válida: F´1
´

e´|ξ|2t
¯

“
1

p4πtq n
2
e´

|x|2
4t .

Demonstração. Temos do Exemplo 13 que a transformada da gaussiana fpxq “ e´
|x|2

2 é

F
ˆ

e´
|x|2

2

˙

“ p2πq
n
2 e´

|ξ|2
2 e que F pMδfq “

1
δn

Ff
ˆ

ξ

δ

˙

. Assim

F

¨

˝e´

ˆ

|x|
?

2t

˙2

2

˛

‚“ p2tq n
2 F

ˆ

e´
|x|2

2

˙

p
?

2tξq “ p2tq n
2 p2πq

n
2 e´t|ξ|2 .

Logo

F´1F

¨

˝e´

ˆ

|x|
?

2t

˙2

2

˛

‚“ p4πtq n
2 F´1

´

e´t|ξ|2
¯

Concluímos que
F´1

´

e´t|ξ|2
¯

“
1

p4πtq n
2
e´

|x|2
4t

Voltando aos cálculos, chegamos que

upx, tq “ F´1
´

e´|ξ|2t
¯

˚ u0 “

ˆ

1
p4πtq n

2
e´

|x|2
4t

˙

˚ u0 “
1

p4πtq n
2

ż

Rn

e´
|x´y|2

4t u0pyqdy

Portanto, com as suposições iniciais a solução da equação do calor em Rn

upx, tq “
1

p4πtq n
2

ż

Rn

e´
|x´y|2

4t u0pyqdy (2.3)

2.2 Semigrupo de calor em Rn

A teoria de semigrupos tem extrema importância na matemática, como por
exemplo na área de equações diferenciais. Esta teoria, auxilia para encontrar existência,
unicidade e regularizações de soluções dessas equações. Vamos dar uma pequena ideia de
onde começa a teoria. Considere a seguinte equação diferencial em R

$

&

%

dx

dt
ptq “ axptq

xp0q “ x0
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onde a P R. A única solução deste problema é xptq “ x0e
at, para t P R. As propriedades

da função T ptq “ eat que fazem com que xptq seja solução do problema. Para ver essas
propriedades, note primeiro que

d

dt
T ptq “ lim

hÑ0

T pt ` hq ´ T ptq

h
“ lim

hÑ0

eapt`hq ´ eat

h
“ eat lim

hÑ0

eah ´ 1
h

Assim, dT
dt

“ aT ptq, para isso usamos ec`d
“ eced e lim

hÑ0

eah ´ 1
h

“ a. Este
último limite só existe pois lim

hÑ0

`

eah
´ 1

˘

“ 0. Observe as propriedades:

T p0q “ 1, T pt ` sq “ T ptqT psq e lim
hÑ0

pT phq ´ 1q “ 0

Com isso, vamos definir semigrupos. Mas primeiro precismos definir o que é operador
limitado.

Definição 22. Sejam X e Y espaços normados e T : X Ñ Y um operador linear. Dizemos
que T é um operador limitado, se existir c ą 0 real tal que

||Tx||Y ď c||x||X @x P X . (2.4)

Denotamos por BpXq a família dos operadores lineares limitados de X.

Definição 23. Dizemos que uma aplicação T : R` ÝÑ BpXq é um semigrupo de operado-
res lineares limitados de X se as seguintes condições são satisfeitas

1. T p0q “ I, onde I é o operador identidade de X;

2. T pt ` sq “ T ptqT psq para todo t, s P R`;

Se, além disso, tivermos

1. }T ptq ´ I}BpXq
tÑ0`

ÝÝÝÑ 0, diremos que o semigrupo é uniformemente contínuo;

2. }T ptqx ´ x}X
tÑ0`

ÝÝÝÑ 0, para cada x P X, diremos que o semigrupo é fortemente
contínuo, ou um C0-semigrupo.

A função exponencial pode ser facilmente estendida para um operador linear A
limitado de um espaço de Banach X. Da seguinte forma

etA
“

8
ÿ

n“0

ptAqn

n! (2.5)

onde An é a composição do operador A, por n-vezes. Essa extensão fica bem definidas
para operadores limitados, pois

8
ÿ

n“0

||A||n

n! (2.6)

é convergente. Não vamos adentrar muito a essa teoria, vamos enunciar apenas o seguinte
enunciado
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Teorema 8. Uma função E : R`
Ñ BpXq satisfaz as condições

1. Ep0q “ I;

2. Ept ` sq “ EptqEpSq;

3. }Eptq ´ I} Ñ 0 quando t Ñ 0`.

se, e somente se, Eptq “ etA, onde A é um operador limitado em X e etA é definida em
(2.6).

Demonstração. Ver [7], pág 15.

O semigrupo de calor está relacionado a equação do calor, após definir este
semigrupo, essa relação será dada através de uma proposição.

Definição 24. O semigrupo do calor em Rn é a família de operadores
`

et∆˘

tě0, onde para
cada t0 é um operador em et0∆ : CpRn

q Ñ CpRn
q definidos da seguinte maneira:

`

e0∆u0
˘

pxq “ u0pxq

e
`

et∆u0
˘

pxq “
1

p4πtq n
2

ż

Rn

e´
|x´y|2

4t u0pyqdy, t ą 0.

Verifica-se facilmente que a família
`

et∆˘

tě0 satisfaz

1. e0∆u0 “ u0;

2. ept`sq∆
“ et∆

˝ es∆, @t, s ě 0.

Observação 4. Uma importante observação sobre a Definição 24 d semigrupo de calor
é que a derivada em relação a x não age sobre a função u0, mas ela age sobre a função
e´

|x´y|2
4t , isto é,

Bx

``

et∆u0
˘

pxq
˘

“
1

p4πtq n
2

ż

Rn

Bx

ˆ

e´
|x´y|2

4t

˙

u0pyqdy

Neste trabalho o semigrupo de calor será denotado por TRn

t e em determinados
contexto TRn

ε . O semigrupo do calor está intimamente ligado à equação do calor

Btu ´ ∆u “ 0 em Rn
ˆ p0,8q

upx, 0q “ fpxq sobre Rn.

Sendo mais preciso, temos o seguinte o resultado:
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Proposição 12. Seja f P pRn
q. Então

upx, tq “
`

et∆f
˘

pxq

satisfaz
Btu ´ ∆u “ 0 em Rn

ˆ p0,8q

Demonstração. Basta observar que a Definição (24) de
`

et∆f
˘

pxq é a solução da equação
do calor em (2.3).

Observação 5. É comum encontrar o semigrupo de calor simplificado por et∆ : C pRn
q Ñ

C pRn
q, dado por

et∆u0 “

ż

Rn

Gtpx ´ yqu0pyqdy (2.7)

com Gtpxq “ p4πtq´n{2e´|x|2{4t e t ě 0. Na verdade, o semigrupo de calor pode ser definido
em espaços mais gerais que C pRn

q, que são os espaços Lp
pRn

q e das 1-formas diferenciais.
Os espaços Lp

pRn
q será definido no Capítulo 4, mas já adiantamos que o semigrupo age

identicamente a 24, onde a função u0 P Lp
pRn

q. No Capítulo 5 será feito um teorema
envolvendo o semigrupo nos espaços Lp e ainda mostraremos como o semigrupo de calor
age sobre 1 formas diferenciais.
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3 Conceitos de teoria da medida

Neste trabalho vamos considerar campos de Sobolev. Para definir estes campos
é necessário definir os espaços de Sobolev, com isto, precisamos de alguns conceitos de
teoria da medida. Além dos conceitos, também vamos abordar alguns resultados como por
exemplo, o Teorema de Fubini e Prokohov, e diversos outros resultados necessários para o
desenvolvimento do último capítulo.

A teoria da medida, é de extrema importância na matemática, pois ela fornece
ferramentas para atribuir "tamanho"ou "medida"a conjunto, mesmo sendo infinitamente
grande ou não enumeráveis, de uma maneira consistente e sólida. Ela estabelece a base sólida
para teoria de integração de Lebesgue, que é uma generalização de integral de Riemann.
A integração de Lebesgue, permite integrar funções mais gerais e é mais adequada para
tratar limites de sequência de funções. Um outro ponto importante, é que com essa teoria
ela permite a definir e estudar espaço de funções mensuráveis, como por exemplo os
espaços Lp, que são os espaços centrais na análise funcional e diversas aplicações na teoria
de equação diferencial parcial. A partir dos espaços Lp e o conceito de derivada fraca,
que conseguiremos definir os espaços de Sobolev e esse é o espaço onde estão os campos
vetoriais a serem trabalhados.

3.1 Teoria da medida
Vamos primeiro definir os objetos principais da teoria da medida que são os

espaços de medidas e as funções mensuráveis, para esses conceitos iniciais usamos o livro
(Bartle [2], 2014). Após isso, será feito uma revisão dos principais resultados dessa teoria e
ainda resultados que serão essenciais para o desenvolvimento dos últimos capítulos. Agora,
um material que recomendamos no qual aborda os principais conceitos da teoria da medida
é o livro (Bogachev [3], volume 1 e 2, 2007).

Definição 25. Uma família M de subconjuntos de X é chamado de σ-álgebra se:

1. H, X pertence a M.

2. Se A pertence a M, então o complemento AA
“ XzA também pertence a M.

3. Se pAnq é uma sequência de conjuntos de M, então a união
8
ď

n“1
An pertence a M.

O par ordenado pX,Mq consistindo de X e a σ-álgebra M de subconjuntos de X é chamado
de espaço mensurável. Todo conjunto em M é chamado de Σ-mensurável.
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Ao considerar uma família qualquer A não vazia, exite a menor σ-álgebra que
contém a coleção A (a saber, esta σ-álgebra é a interseção de todas as outras σ-álgebra
que contém A). A menor σ-álgebra que contém A é chamada de σ-álgebra gerada por A.

Definição 26. Se pX, τq é um espaço topológico, então a σ-álgebra gerada por τ é chamada
de σ-álgebra de Borel. Os elementos dessa σ-álgebra, são chamados de Borelianos.

Definição 27. Seja f : pX1,M1q Ñ pX2,M2q. Dizemos que a função f é mensurável se

f´1
pAq P M1 para todo A P M2

isto é, a pré imagem de um conjunto mensurável é mensurável.

Definição 28. Seja pX,Mq um espaço mensurável. Uma medida no espaço mensurável
X é uma função µ : M Ñ R Y `8 que satisfaz

1. µpHq “ 0

2. µpAq ě 0, para todoA P M

3. µ
˜

8
ď

n“1
En

¸

“

8
ÿ

n“1
µ pEnq , para toda sequência pEnq P M

A tripla pX,M, µq é chamado de espaço de medida. Dizemos que X tem medida finita se

µpXq ă 8. Se X “

8
ď

i“1
An, com An P M e µpAnq ă 8 para todo n P N, dizemos que X é

σ´finito

Seja pX,M, µq um espaço de medida. Dizemos que certa proposição é válida µ-
quase sempre se existe N P M com µpNq “ 0 tal que a proposição é válida no complemento
de N . Por exemplo, duas funções em X são iguais µ-quase sempre, ou ainda, para quase
todo ponto, se para algum N P M com µpNq “ 0, tem-se que fpxq “ gpxq para todo
x P CpNq. Neste casos, vamos escrever por

fpxq “ gpxq µ-q.t.p

Definição 29. Uma função real φ : X Ñ R é dita simples se assumir apenas um número
finito de valores. Podemos representar a função φ da seguinte forma

φ “

n
ÿ

j“1
ajχEj

(3.1)

onde aj P R e χEj
é a função característica de Ej em X

Definição 30. Seja pX,M, µq um espaço de medida. Se φ é uma função simples mensurável
com a representação (3.1), definimos a integral de φ em relação a µ como sendo um número
real da reta estendida

ż

φdµ “

n
ÿ

j“1
ajµ pEjq
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Definição 31. Seja pX,M, µq um espaço de medida. Se f : X Ñ R` é uma função real
positiva e mensurável, definimos a integral de f com respeito a µ como sendo um número
real da reta estendida

ż

fdµ “ sup
ż

φdµ

onde o supremo é sobre todas as funções simples φ mensuráveis satisfazendo 0 ď φpxq ď

fpxq para todo x P X

Lema 4. Seja pX,M, µq um espaço de medida.

1. Se f e g funções reais positivas e mensuráveis e f ď g, então
ż

fdµ ď

ż

gdµ

2. Se f : X Ñ R` é uma função real positiva e mensurável, se E,F pertence a X, e se
E Ď F , então

ż

E

fdµ ď

ż

F

fdµ

Demonstração. 1. Esse resultado segue das integrais para funções simples. Ver [2],
pág 31.

2. Como fXE
ď fXF

, segue imediatamente do item anterior.

O próximo Teorema é um dos grandes resultados da teoria da medida, que diz
que sequências monótonas de funções mensuráveis que são convergentes, tem um bom
comportamento de convergência em integrais. A saber

Teorema 9 (Teorema da Convergência Monótona). Seja pX,M, µq um espaço de medida.
Se pfnq é uma sequência monótona crescente de funções positivas mensuráveis que converge
para f , então

ż

fdµ “ lim
ż

fndµ

Demonstração. A função f é mensurável (este resultado não será provado, ver Bartle).
Assim, fn ď fn`1 ď f , segue do Lema 4 parte (1) que

ż

fndµ ď

ż

fn`1dµ ď

ż

fdµ

para todo n P N. Tem-se que
lim

ż

fndµ ď

ż

fdµ
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Para a outra desigualdade, seja α um número real 0 ă α ă 1 e φ uma função simples
mensurável 0 ď φ ď f . Seja

An “ tx P X : fnpxq ě αφpxqu

note que An P X,An Ď An`1, e X “
ď

An. Com o Lema 4, tem-se
ż

An

αφdµ ď

ż

An

fndµ ď

ż

fndµ (3.2)

Como a sequência pAnq é monótona crescente, segue que
ż

φdµ “ lim
ż

An

φdµ

Assim, ao tomar o limite em (3.2), obtemos

α

ż

φdµ ď lim
ż

fndµ

Como isso vale para todos α com 0 ă α ă 1, tem-se a desigualdade
ż

φdµ ď lim
ż

fndµ

como φ é uma função simples mensurável arbitrária que satisfaz 0 ď φ ď f , concluindo
ż

fdµ “ sup
φ

ż

φdµ ď lim
ż

fndµ

Portanto, do Teorema 9 e (3.2) segue o resultado.

Corolário 2. Seja pX,M, µq espaço de medida, vale que

1. Se f é uma função real positiva e c ě 0, então cf é mensurável e
ż

cfdµ “ c

ż

fdµ

2. Se f, g são funções reais positivas e mensuráveis, então f ` g é mensurável e
ż

pf ` gqdµ “

ż

fdµ `

ż

gdµ

Demonstração. Ver [2], pág 33.

O próximo Lema estabelece uma desigualdade relacionando a integral do limite
inferior de uma sequência de funções com relação ao limite inferior de integrais destas
funções. Esse Lema é essencial para prova um grande Teorema da teoria da medida, o
Teorema da convergência dominada.
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Lema 5 (Lema Fatou’s). Se pfnq é uma sequência de funções mensuráveis positivas, então
ż

plim inf fnq dµ ď lim inf
ż

fndµ

Demonstração. Seja gm “ inf tfm, fm`1, . . .u, tem-se gm ď fn com m ď n. Dessa forma,
tem-se

ż

gmdµ ď

ż

fndµ, m ď n

Assim,
ż

gmdµ ď lim inf
ż

fndµ

Como a sequência pgmq é crescente e converge para lim inf fn, pelo Teorema da convergência
monótona 9

ż

plim inf fnq dµ “ lim
ż

gmdµ

ď lim inf
ż

fndµ

O Lema 5 pode falhar se não assumir que fn ě 0. Definimos integrais para
funções f : pX,M, µq Ñ R`, agora vamos definir para funções que podem assumir valores
positivos e negativos

Definição 32. Seja pX,M, µq um espaço medida e f : X Ñ R uma função mensurável.
Dizemos que f é integrável em relação µ se as partes positivas e negativas f`, f´ são
integráveis em relação a µ e definimos

ż

fdµ “

ż

f`dµ ´

ż

f´dµ

Denotamos por L “ LpX,M, µq o conjunto das funções integráveis. Se E é subconjunto
X, nós definimos

ż

E

fdµ “

ż

E

f`dµ ´

ż

E

f´dµ

Proposição 13. Uma função mensurável f pertence a L se e somente se |f | pertence a
L. Neste caso

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

|f |dµ

Demonstração. Por definição f pertence a L se, e somente se, f` e f´ são integráveis
(no sentido da Definição 31). Assim, |f |

`
“ |f | “ f`

` f´ e |f |
´

“ 0. Daí, usando o Lema
4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

f`dµ ´

ż

f´dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

f`dµ `

ż

f´dµ “

ż

|f |dµ
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Corolário 3. Se f é mensurável, g integrável e |f | ď |g|, então f é integrável e
ż

|f |dµ ď

ż

|g|dµ

Demonstração. Segue imediatamente do Teorema 13 e da Proposição 4

Proposição 14. Se f, g P LpX,M, µq e α P R, então as funções αf e f ` g estão em
LpX,M, µq

Demonstração. Ver [2], pág 44.

Definição 33. Sejam µ e ν duas medidas em um espaço mensurável pX,Mq. Dizemos
que ν é absolutamente contínua com respeito a µ se µpAq “ 0m implica que νpAq “ 0,
qualquer que seja A o conjunto mensurável. Neste caso escrevemos ν ! µ. Caso tenhamos
µpAq “ 0 se, e somente se, νpAq “ 0, dizemos que µ é equivalente a ν e escrevemos µ „ ν.

O próximo resultado é clássico na teoria da medida, ele expressa a relação entre
duas medidas definidas no mesmo espaço mensurável.

Teorema 10 (Teorema de Radon-Nikodym). Seja pX,M, µq um espaço de medida σ-finita.
Seja ν : B Ñ R uma medida σ-finita absolutamente contínua com respeito a µ. Então
existe uma função mensurável não negativa f : X Ñ R tal que:

νpAq “

ż

A

fdµ, @A P M

Demonstração. Ver [2], pág 85.

A função f P L1
pµq obtida no Teorema de Radon-Nikodym é chamada de

derivada de Randon-Nikodym ou densidade da medida ν em relação a medida µ e denotada
por f “

dν

dµ
.

O próximo Teorema nos fornece uma condição suficiente sob a qual os limites e
integrais de uma sequência de funções podem ser trocados

Teorema 11 (Teorema da convergência dominada). Seja pfnq uma sequência de funções
integráveis que converge q.t.p para uma função real mensurável f . Se existe uma função
integrável g tal que |fn| ď g para todo n, então f é integrável e

ż

fdµ “ lim
ż

fndµ
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Demonstração. Ao redefinir as funções fn, f em um conjunto de medida 0 podemos
assumir que a convergência ocorre em todo X. Segue-se do Corolário 5.4 que f é integrável.
Como g ` fn ě 0, podemos aplicar o Lema de Fatou’s 5 e a Proposição 14 para obter

ż

gdµ `

ż

fdµ “

ż

pg ` fqdµ ď lim inf
ż

pg ` fnq dµ

“ lim inf
ˆ
ż

gdµ `

ż

fndµ

˙

“

ż

gdµ ` lim inf
ż

fndµ

Assim, segue que
ż

fdµ ď lim inf
ż

fndµ (3.3)

Como g ´ fn ě 0, aplicando novamente o Lema de Fatou’s 5 e a Proposição 14, tem-se
ż

gdµ ´

ż

fdµ “

ż

pg ´ fqdµ ď lim inf
ż

pg ´ fnq dµ

“

ż

gdµ ´ lim sup
ż

fndµ

Concluindo que
lim sup

ż

fn ď

ż

fdµ . (3.4)

Portanto de (3.3) e (3.4)
ż

fdµ “ lim
ż

fndµ .

Definição 34. Seja pX, τq um espaço de Hausdorff e M uma σ-álgebra que contém τ .
Dizemos que uma coleção de medidas pµiq é tight se dado ε ą 0, existe um conjunto
compacto Kε, tal que para todo µi tem-se

µipK
c
εq ă ε

Definição 35. Seja pX1,M1, µ1q e pX2,M2, µ2q espaços de medida. Definimos o espaço
de medida pX1 ˆ X2,M1 ˆ M2, µ1 ˆ µ1q produto, onde

M1 ˆ M2 “ tA1 ˆ A2 : A1 P M1 e A2 P M2u

µ1 ˆ µ2pA1 ˆ A2q “ µ1pAqµ2pA2q

É conhecido da análise real que para integrais de Riemann em Rn é possível
inverter a ordem de integrais múltiplas através do Teorema de Fubini, sob algumas condições.
Um exemplo clássico que utiliza esse resultado é para resolver a integral gaussiana, definida
por

ż 8

´8

e´ax2
dx (3.5)

Na verdade, o Teorema de Fubini é válido para espaços de medida σ-finitos
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Teorema 12 (Teorema de Fubini). Seja pX1,M1, µ1q e pX2,M2, µ2q espaços de medida
σ-finitos e f : X ˆ Y Ñ R é uma função mensurável, então
ż

X1

ˆ
ż

X2

|fpx, yq|dµ2

˙

dµ1 “

ż

X2

ˆ
ż

X1

|fpx, yq|dµ1

˙

dµ2 “

ż

X1ˆX2

|fpx, yq|dpµ1 ˆ µ2q

Além disso, se qualquer uma dessas integrais for finita, então
ż

X1

ˆ
ż

X2

fpx, yqdµ2

˙

dµ1 “

ż

X2

ˆ
ż

X1

fpx, yqdµ1

˙

dµ2 “

ż

X1ˆX2

fpx, yqdpµ1 ˆ µ2q

Demonstração. Ver [2], pág 120.

Se tivermos um espaço mensurável e uma função mensurável, com o domínio
sendo um espaço de medida e o contradomínio o espaço mensurável considerado, consegui-
mos definir uma medida neste espaço mensurável. Vejamos agora essa construção que será
importante no nosso trabalho

Definição 36. Seja pX1,M1, µ1q espaço de medida, pX2,M2q um espaço mensurável e
f : X1 Ñ X2 uma função mensurável. Definimos a medida pushforward em X2 por

µ2pBq “ µ1pf´1
pBqq para todoB P M2 (3.6)

A medida pushforward muitas vezes é denotada por f#µ1

Se P for uma partição do conjunto X1 e definirmos a projeção natural π : X Ñ

P por πpxq “ P pxq, onde P P P, chamaremos a medida π#µ1 de medida quociente e
denotamos por π#µ1 “ µ̂.

Proposição 15. Seja pX1,M1, µ1q espaço de medida, pX2,M2q um espaço mensurável e
f : X1 Ñ X2 uma função mensurável. Uma função g mensurável em X2 é integrável com
respeito a medida pushforward f#µ1 se, e somente se, a composição g ˝ f é integrável com
respeito a µ1. Neste caso, as integrais coincidem

ż

X2

gdpf#µ1q “

ż

X1

g ˝ fdµ1 (3.7)

Demonstração. Para funções indicadoras em conjuntos em M2, a fórmula (3.7) é a
definição inicial da medida da pré-imagem de f , assim, ela se estende a funções simples. A
seguir, esta fórmula se estende a funções M2-mensuráveis limitadas, uma vez que essas
funções são limites uniformes de funções simples. Agora para estender para o caso em
que g é uma função M2-mensurável, não negativa e que é integrável em relação a f#µ1,
então para as funções gn “ minpg, nq a igualdade (3.7) já está estabelecida por ser função
simples. Pelo Teorema da convergência monótona 9, permanece verdadeiro para g, uma vez
que as integrais das funções gn ˝ f com respeito a medida µ são uniformemente limitadas.
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Com o mesmp raciocínio, também mostra a necessidade da integrabilidade g ˝f em relação
µ para g ě 0 em relação a f#µ1. Portanto, como podemos escrever (3.7), como soma de
funções positivas, obtemos o resultado para qualquer g.

Definição 37. Uma desintegração de µ relativamente a uma partição P de X é uma
família tµP : P P Pu de probabilidades em X tal que, para mensurável E Ă X

1. µP pP q “ 1 para µ̂-quase todo P P P.

2. P ÞÑ µP pEq é mensurável.

3. µpEq “

ż

µP pEqdµ̂pP q.

Exemplo 14. Considere o toro T “ S1
ˆ S1, com a medida de Lebesgue m. O toro pode

ser facilmente particionado pelos conjuntos tyu ˆ S1 com y P S1. Denote por my a medida
de Lebesgue sobre o círculo y P S1 e m̂ a medida sobre S1. Daí, se E Ă T é um conjunto
mensurável, daí tem-se que

mpEq “

ż

mypEqdm̂pyq

Teorema 13 (Teorema de Rokhlin). Seja X um espaço métrico completo e separável,
seja P uma partição mensurável de X e seja µ uma medida de probabilidade. Então µ

admite uma desintegração relativamente à P, ou seja, existe tµP : P P Pu tal que, para
todo E Ă X mensurável:

1. µP pP q “ 1 para µ̂-quase todo P P P.

2. P ÞÑ µP pEq é mensurável.

3. µpEq “

ż

µP pEqdµ̂pP q.

Demonstração. Ver [14], pág 29.

Definição 38. Seja pX,Mq espaço mensurável. Dizemos que uma coleção de medidas
tµm : n P Nu em X converge para µ

µmpAq Ñ µpAq (3.8)

para todo A P M. Dizemos que a coleção tµn : n P Nu em X converge fracamente para µ
ż

X

fdµn “

ż

X

fdµ (3.9)

para toda f limitada.
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No momento em que estivermos construindo o fluxo de uma família de campos
vetoriais em Sobolev no último capítulo, vamos construir uma coleção tηεnu de medidas
no espaço de caminhos W pRn

q e vamos mostrar que essa coleção é tight. Após isso,
vamos aplicar o Teorema de Prokohov para conseguirmos uma sub-coleção que converge
fracamente para uma medida em W pRn

q. Então vamos enunciar e provar aqui o Teorema
que vamos utilizar para mostrar que essa família é tight e também vamos enunciar o
Teorema de Prokohov, cuja a demonstração pode ser achada, por exemplo, em (Bogachev
[3], 2007). Primeiro precisamos do seguinte Lema.

Lema 6 (Desigualdade de Chebyshev). Seja pX,M, µq um espaço de medida, f : X Ñ

r´8,`8s uma função mensurável, g : Impfq Ñ r0,`8s uma função mensurável não-
negativa e não decrescente. Então

µptx P X : fpxq ě tuq ď
1
gptq

ż

X

g ˝ fdµ.

Demonstração. Defina At :“ tx P X : fpxq ě tu e seja XAt a função indicadora de At em
r0,`8s. Então:

0 ď gptq1At ď g ˝ f1At ď g ˝ f

Assim,
gptqµ pAtq “

ż

X

gptq1Atdµ ď

ż

At

g ˝ fdµ ď

ż

X

g ˝ fdµ

E o resultado segue dividindo a desigualdade obtida por gptq.

Um caso particular e interesse, acontece quando substituímos f por |f ´ c| e
tomamos g : r0,8s Ñ R como gpxq “ xn.

µptx P X : |fpxq ´ c| ě tuq ď
1
tn

ż

X

|f ´ c|ndµ.

Teorema 14. Seja µ uma medida em Rn e Xi : Rn
Ñ W pRn

q funções µ-mensuráveis com
i P I. Para x P Rn considere a coleção pXipxqq Ă W pRn

q. Se pXipxqq satisfaz

1. existem constantes reais M e γ tal que

d
γ

pXipxqp0q, 0q ď M ;

2. existem constantes reais positivas α, β,Mi tais que

dα
pXipxqptq, Xipxqpsqq ď Mi|t ´ s|1`β .

Então existe uma sequência pnkq Ă N tal que a coleção tXnk
#µu é tight.



Capítulo 3. Conceitos de teoria da medida 53

Demonstração. Primeiro observe duas propriedades que conseguimos com as condições
(1) e (2). Pela desigualdade de Chebyshev’s, tem-se

µtx P Rn : |Xipxqp0q| ą Nu ď M{Nγ para todo i

tomando o supremo em i e fazendo N Ñ 8, tem-se

lim
N

sup
i
µtx P Rn : |Xipxqp0q| ą Nu “ 0 (3.10)

a outra propriedade, é que para cada T ą 0 e ε ą 0, tem-se

lim
hÓ0

sup
i

t max
t,sPr0,T s

|Xipxqptq ´ Xipxqpsq| ą εu “ 0, onde |t ´ s| ď h (3.11)

A propriedade (3.11) não será provada, mas pode ser encontrada em (Ikeda; Watanabe
[10], pág 18). Pelo Teorema de Ascoli-Arzelà, um subconjunto A Ă W pRn

q é relativamente
compacto se, e somente se, satisfaz as condições: para cada T ą 0

1. sup
wPA

max
tPI

|wptq| ď 8 (condição uniformemente limitado).

2. lim
hÓ0

sup
wPA

t max
t,sPr0,T s

|wpsq ´ wptq|u “ 0, onde |t ´ s| ď h (condição equicontínua).

Agora note que fazendo a medida pushfoward de Xnk
, tem-se da equação (3.10), que dado

ε ą 0 existe a ą 0 tal que

Xnk
#µtw P A : |wp0q| ď au ą 1 ´ ε{2

para todo nk. E para esse mesmo ε ą 0 e k “ 1, 2, . . ., da equação (3.11) existe hk ą 0 tal
que hk Ó 0 e

Xnk
#µ

ˆ

w; max
t,sPr0,T s

|wpsq ´ wptq| ą 1{k

˙

ď ε{2k`1

onde |t ´ s| ď hk e para todo n. Assim,

Xnk
#µ

˜

8
č

k“1

"

w; max
t,sPr0,T s

|wpsq ´ wptq| ď 1{k

*

¸

ą 1 ´ ε{2

com |t ´ s| ď hk. Definimos o conjunto

Kε “ tw; |wp0q| ď au X

˜

8
č

k“1

"

w; max
t,sPr0,T s

|wpsq ´ wptq| ď 1{k

*

¸

com |t ´ s| ď hk, então claramente Kε satisfaz as condições do Teorema de Ascoli-Arzelà,
e Kε é relativamente compacto. Assim Xnk

#µ pKεq ą 1 ´ ε mostrando que tXnk
#µu é

tight.

Teorema 15 (Teorema de Prokohov). Seja X espaço métrico completo separável e Λ uma
família de medidas em X. Então as seguintes condições são equivalentes:
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1. cada sequência tµnu Ă Λ contém uma subsequência que converge fracamente;

2. a família Λ é tight e uniformemente limitada.

As condições acima são equivalentes para qualquer espaço métrico completo X se Λ é uma
coleção de probabilidades.

Demonstração. Ver [3], pág 202.

Exemplo 15. Um subconjunto K de um espaço métrico X tem fecho compacto se, e
somente se, a família de medidas tδx : x P Ku tem fecho compacto na topologia fraca.

3.2 Os espaços LP

Revisamos aqui a construção do espaços Lp. Nesta seção o espaço de medida
pX,M, µq estará fixo. Dado f uma função mensurável em X e 0 ă p ă 8 um número
inteiro, definimos a seguinte norma

}f}p “

„
ż

|f |
pdµ

ȷ1{p

(existe a possibilidade de }f}p “ 8).

Definição 39. Se f é uma função mensurável em X e 0 ă p ă 8 um número inteiro,
definimos

Lp
pX,M, µq “ tf : X Ñ R : f é mensurável e }f}p ă 8u

O espaço Lp
pX,M, µq será denotado apenas por Lp.

Proposição 16 (Desigualdade de Hölder). Seja 1 ă p ă 8 e p´1
` q´1

“ 1 (isto é, q “

p{pp ´ 1qq. Se f e g são funções mensuráveis em X, então

}fg}1 ď }f}p}g}q (3.12)

Em particular, se f P Lp e g P Lq, então fg P L1, e neste caso a igualdade se α|f |
p

“ β|g|
q

para constantes α, β com αβ ‰ 0.

Demonstração. Seja α um número real tal que 0 ă α ă 1 e a função φ para t ě 0
definida por

φptq “ αt ´ tα.

É fácil verificar que φ1
ptq ă 0 para 0 ă t ă 1 e φ1

ptq ą 0 para t ą 1. Do Teorema do valor
médio, φptq ě φp1q e que φptq “ φp1q, se, e somente se, t “ 1. Assim temos

tα ď αt ` p1 ´ αq, t ě 0.
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Se a, b são não negativos, e deixarmos t “ a{b e multiplicarmos por b, temos a seguinte
desigualdade

aαb1´α
ď αa ` p1 ´ αqb,

onde a igualdade é válida se, e somente se, a “ b. Agora, seja p e q satisfy 1 ă p ă 8

e p1{pq ` p1{qq “ 1 tome α “ 1{p. Segue que se A,B são número quaisquer reais não
negativos

AB ď
Ap

p
`
Bq

q
. (3.13)

e que a igualdade é válida se, e somente se, Ap
“ Bq. Suponha que f P Lp e g P Lq, e

que }f}p ‰ 0 and }g}q ‰ 0. O prdouto fg é mensurável e (3.13) com A “ |fpxq|{}f}D e
B “ |gpxq|{}g}q implica em

|fpxqgpxq|

}f}p}g}q

ď
|fpxq|p

p}f}
p
p

`
|gpxq|q

| q}g}
q
q
.

Como ambos os termos à direita são integráveis, segue-se do Corolário 3 e do Teorema 14
que fg é integrável. E ainda, obtemos

}fg}1

}f}p}g}q

ď
1
p

`
1
q

“ 1.

Concluindo a demonstração.

A condição p´1
` q´1

“ 1 que ocorre na desigualdade de Hölder aparece
frequentemente na teoria dos espaços Lp. Se 1 ă p ă 8, o número q “ p{pp ´ 1q tal que
p´1

` q´1
“ 1 é chamado de expoente conjugado de p.

Proposição 17 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 ď p ă 8 e f, g P Lp, então

}f ` g}p ď }f}p ` }g}p

Demonstração. É fácil ver que desigualdade é válida para p “ 1 ou se f ` g “ 0. Para
os outros casos, observe que

|f ` g|
p

ď p|f | ` |g|q|f ` g|
p´1

aplicando a desigualdade de Hölder, observe que pp´1qq “ p onde q é o expoente conjugado
para p, assim

ż

|f ` g|
p

ď }f}p

›

›|f ` g|
p´1›

›

q
` }g}p

›

›|f ` g|
p´1›

›

q

“ p}f}p ` }g}pq

ˆ
ż

|f ` g|
p

˙1{q

Portanto,

}f ` g}p “

„
ż

|f ` g|
p

ȷ1´p1{qq

ď }f}p ` }g}p
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Com o resultado acima, fica fácil ver que LP é um espaço vetorial normado e
com a proposição a seguir, podemos afirmar mais ainda

Proposição 18. Para 1 ď p ă 8, Lp é um Espaço de Banach.

Demonstração. Vamos mostrar que toda série absolutamente convergente em Lp é

convergente. Seja tfku Ă Lp tal que
8
ÿ

1
}fk}p “ B ă 8. Denotamos por Gn “

n
ÿ

1
|fk| e

G “

8
ÿ

1
|fk|. Então }Gn}p ď

n
ÿ

1
}fk}p ď B para todo n, pelo Teorema da convergência

monótona,
ż

Gp
“ lim

ż

Gp
n ď Bp. Assim G P Lp, e em particular Gpxq ă 8, com isso

implica que a série
8
ÿ

1
fk é convergente. Denotado sua soma por F ,temos que |F | ď G e

assim F P Lp. Além disso,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F ´

n
ÿ

1
fk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

ď p2Gq
p

P L1, E pelo Teorema da convergência

dominada
›

›

›

›

›

F ´

n
ÿ

1
fk

›

›

›

›

›

p

p

“

ż

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F ´

n
ÿ

1
fk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

Ñ 0

Portanto, a série
8
ÿ

1
fk converge na norma de Lp.

Para completar os espaços LP , vamos introduzir o conceito para o p “ 8. Se f
é uma função mensurável em X, definimos

}f}8 “ infta ě 0 : µptx : |fpxq| ą auq “ 0u

Definição 40. Se f é uma função mensurável em X e p “ 8, definimos

L8
pX,M, µq “ tf : X Ñ R : f é mensurável e }f}8 ă 8u

Em grande parte do trabalho, vamos denotar L8
pX,M, µq apenas por L8

Proposição 19. Seja f e g funções mensuráveis em X, as seguintes afirmações são
verdadeiras

1. }fg}1 ď }f}1}g}8. Se f P L1 e g P L8, }fg}1 “ }f}1}g}8 com |gpxq| “ }g}8 no
conjunto onde fpxq ‰ 0.

2. } ¨ }8 é norma em L8

3. }fn ´ f}
8

Ñ 0 se, e somente se, existe E P M tal que µ pEc
q “ 0 e fn Ñ f

uniformemente em E

4. L8 é um espaço de Banach
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5. O conjunto das funções simples é denso em L8

Demonstração. Ver [6], pág 184.

Proposição 20. Se 0 ă p ă q ă r ď 8, então Lq
Ă Lp

` Lr; isto é, para cada f P Lq é a
soma de uma função em Lp e uma função em Lr.

Demonstração. Se f P Lq, considere E “ tx : |fpxq| ą 1u e defina g “ fχE e h “ fχEc .
Então |g|

p
“ |f |

pχE ď |f |
qχE, assim g P Lp, e |h|

r
“ |f |

rχEc ď |f |
qχEc , então h P Lr.

(para o caso r “ 8, claro que }h}8 ď 1.)

Proposição 21. Se µpXq ă 8 e 0 ă p ă q ď 8, então Lp
pµq Ą Lq

pµq e }f}p ď

}f}qµpXq
p1{pq´p1{qq.

Demonstração. Se q “ 8, basta notar que

}f}
p
p “

ż

|f |
p

ď }f}
p
8

ż

1 “ }f}
p
8µpXq

Se q ă 8, usamos a desigualdade de Hölder 16 com expoentes conjugados q{p e q{pq ´ pq,
assim

}f}
p
p “

ż

|f |
p

¨ 1 ď }|f |
p
}q{p }1}q{pq´pq “ }f}

p
qµpXq

pq´pq{q
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4 Espaços de Sobolev em Rn

Nesta seção abordaremos os espaços de Sobolev, precisamos disto pois é o
espaço onde se encontra os campos vetoriais a serem trabalhados. Esses espaços de Sobolev
denotados por W k,p, generalizam os espaços de funções diferenciáveis, permitindo inclusão
de funções que não são diferenciáveis no sentido clássico, mas que possuem derivadas
fracas. Também será definido aqui as derivadas fracas

4.1 Motivação e conceitos preliminares para os espaços de Sobolev
Para motivar começamos com um exemplo. Para isso, considere o seguinte

problema.
#

u1
pxq “ fpxq em p´1, 1q;

up0q “ 0,
(4.1)

onde f é definida por

fpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

´1 se x P p´1, 0q;

0 se x “ 0;

1 se x P p0, 1q.

Integrado ambos os lados em (4.1) e substituindo a condição inicial tem-se que

upxq “ |x|.

no sentido em que
upx0q ´ up0q “

ż x0

0
fpxqdx

para todo x0 P p´1, 1q. Mas isto não pode ocorrer, pois observe que u não é derivável em
0, daí u não é solução de (4.1). Assim o problema não admite solução no sentido clássico,
mas se multiplicarmos (4.1) por uma função ψ P C1

r´1, 1s tal que ψp´1q “ ψp1q “ 0 e
integrando por partes, tem-se que

ż 1

´1
uψrdx “ ´

ż 1

´1
fψdx @ψ P C1

pr´1, 1sq, ψp´1q “ ψp1q “ 0. (4.2)

Note que se definirmos a solução de (4.1) como uma função u tal que satisfaz (4.2),
consequentemente upxq “ |x| é solução de (4.1). Dessa forma, esse é um dos exemplos
que faz induzir a definir um novo espaço, onde as funções tenham a propriedade de ser
"fracamente deriváveis"para que problemas com soluções semelhantes, possa ter soluções
com essa nova definição de ser "fracamente deriváveis". Para definir esse novo espaço, deve-
se primeiro introduzir a noção de funções "fracamente deriváveis", a qual será introduzida
nesta seção.
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Definição 41. Um vetor da forma γ “ pγ1, γ2, ¨ ¨ ¨ , γnq P Zn
ě0 onde cada componente γi é

um número inteiro não-negativo é chamado de multi-índice de ordem |γ| “ γ1 ` ¨ ¨ ¨ ` γn.

Definição 42. Seja u : U Ă Rn
Ñ R. Dado um multi-índice γ definimos a derivada

parcial da função u como sendo

Dγupxq “
B|γ|u

Bxγ1
1 ¨ ¨ ¨ Bxγn

n
pxq.

Na próxima definição vamos enfraquecer o conceito de derivadas parciais visto
acima. Para isto, seja C8

c pUq o espaço das funções infinitamente diferenciáveis ϕ : U ÝÑ R,
com suporte compacto em U . Cada função em C8

c pUq será chamada de função teste.

Definição 43. Sejam u, v P L1
loc pUq, e α um multi-índice. Dizemos que v é a αth derivada

fraca de u, e escrevemos
Dαu “ v,

quando
ż

U

uDαϕdx “ p´1q
|α|

ż

U

vϕdx

para toda função teste ϕ P C8
c pUq.

A seguir fazemos um exemplo, para ilustrar este conceito

Exemplo 16. Considere n “ 1, U “ p0, 2q e

upxq “

#

x, se 0 ă x ď 1
1, se 1 ă x ă 2

Definindo

vpxq “

#

1, se 0 ă x ď 1
0, se 1 ă x ă 2

tem-se u1
“ v no sentido fraco. De fato, para qualquer ϕ P C8

c pUq tem-se que
ż 2

0
uϕ1dx “

ż 1

0
xϕ1dx `

ż 2

1
ϕ1dx

“ xϕ|
1
0 ´

ż 1

0
ϕdx ` ϕp2q ´ ϕp1q

“ ϕp1q ´

ż 1

0
ϕdx ` ϕp2q ´ ϕp1q

“ ´

ż 1

0
ϕdx

“ ´

ż 2

0
vϕdx
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4.2 Os Espaços de Sobolev
Finalmente estudamos os espaços Sobolev, esses são os espaços que contém

as funções coordenadas associadas aos campos vetoriais deste trabalho. Para isso, seja
1 ď p ď 8 e seja k ě 0 inteiro. Definimos agora determinados espaços de funções, cujos
membros tem derivadas fracas de várias ordens em vários espaços Lp.

Definição 44. Seja U um aberto de Rn. O espaço de Sobolev W k,p
pUq consiste de todas

as funções u : U ÝÑ R, de modo que, para cada multi-índice α, Dαu existe no sentido
fraco e pertence a LP

pUq. Podemos escrevê-lo da seguinte forma:

W k,p
pUq “ tu P Lp

pUq;Dαu P Lp
pUq para todo |α| ď ku .

Proposição 22. Os espaços W k,p
pUq, munido com

}u}W k,ppUq “
ÿ

|α|ďk

ˆ
ż

U

|Dαu|
p

˙
1
p

“
ÿ

|α|ďk

}Dαu}LP pUq
. (4.3)

são normados

Demonstração. Vamos checar que }u}W k,ppUq é uma norma. As duas primeiras condições
de norma, são claras, pois

}λu}W k,ppUq “ |λ|}u}W k,ppUq

e
}u}W k,ppUq “ 0 se, e somente se, u “ 0 q.t.p

Agora a desigualdade triangular, seja u, v P W k,p
pUq. Se 1 ď p ă 8, pela desigualdade de

Minkowski 17, implica

}u ` v}W k,ppUq “

˜

ÿ

|α|ďk

}Dαu ` Dαv}
p
LppUq

¸1{p

ď

˜

ÿ

|α|ďk

´

}Dαu}LppUq
` }Dαv}LppUq

¯p

¸1{p

ď

˜

ÿ

|α|ďk

}Dαu}
p
LppUq

¸1{p

`

˜

ÿ

|α|ďk

}Dαv}
p
LppUq

¸1{p

“ }u}W k,ppUq ` }v}W k,ppUq

Observação 6. • Note que W 0,p
pUq “ Lp

pUq;

• Para p “ 2, a norma anteriormente definida é induzida pelo produto interno



Capítulo 4. Espaços de Sobolev em Rn 61

• W k,2 é um espaço de Hilbert e o denotamos por

Hk
pUq “ W k,2

pUq

• Definimos W k,p
0 pUq “ C8

c pUq. Em particular W k,p
0 pRn

q “ W k,p
pRn

q.

xu, vy “
ÿ

|α|ďk

ż

U

DαupxqDαvpxqdx

Vejamos agora algumas propriedades de derivadas fracas e dos espaços de
Sobolev.

Proposição 23. Suponhamos u, v P W k,p
pUq, |α| ď k. Então vale as seguintes afirmações

1. Dαu P W k´|α|,p
pUq e Dβ

pDαuq “ Dα
`

Dβu
˘

“ Dα`βu para todos os multi-índices
α, β com |α| ` |β| ď k;

2. Para cada λ, µ P R, Dα
pλu ` µvq “ λDαu ` µDαv, |α| ď k e λu ` µv P W k,p

pUq;

3. Se V é um subconjunto aberto de U , então u P W k,p
pV q;

4. Se ξ P C8
c pUq, então ξu P W k,p

pUq e

Dα
pξuq “

ÿ

βďα

˜

α

β

¸

DβξDα´βu, onde
˜

α

β

¸

“
α!

pα ´ βq!β! (4.4)

Demonstração. 1. Para a primeira, fixe ϕ P C8
c pUq. Então Dβϕ P C8

c pUq, assim
ż

U

DαuDβϕdx “ p´1q
|α|

ż

U

uDα`βϕdx

“ p´1q
|α|

p´1q
|α|β|

ż

U

Dα|βuϕdx

“ p´1q
|β|

ż

U

Dα`βuϕdx

Portanto, Dβ
pDαuq “ Dα`βu no sentido fraco

2. Segue diretamente da definição.

3. Segue diretamente da definição.

4. Provemos por indução para |α|. Primeiro para o caso em que |α| “ 1. Seja ϕ P C8
c pUq.

então
ż

U

ζuDαϕdx “

ż

U

uDα
pζϕq ´ u pDαζqϕdx

“ ´

ż

U

pζDαu ` uDαζqϕdx
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Assim, Dα
pζuq “ ζDαu`uDαζ, o que prova o primeiro passo. Agora, assuma l ă k e

que a fórmula seja válida para todo |α| ď l e todas funções ζ. Seja α com |α| “ l` 1.
Então α “ β ` γ para algum |β| “ l, |γ| “ 1. Então para ϕ as above,

ż

U

ζuDαϕdx “

ż

U

ζuDβ
pDγϕq dx

“ p´1q
|β|

ż

U

ÿ

σďβ

ˆ

β

σ

˙

DσζDβ´σuDγϕdx

pela hipótese de indução

“ p´1q
|β|`|γ|

ż

U

ÿ

σďβ

ˆ

β

σ

˙

Dγ
`

DσζDβ´σu
˘

ϕdx

novamente pela hipótese de indução

“ p´1q
|α|

ż

U

ÿ

σďβ

ˆ

β

σ

˙

“

DρζDα´ρu ` DσζDα´σu
‰

ϕdx

onde, ρ “ σ ` γ

“ p´1q
|α|

ż

U

«

ÿ

σďα

ˆ

α

σ

˙

DσζDα´σu

¸ff

ϕdx

com
ˆ

β

σ ´ γ

˙

`

ˆ

β

σ

˙

“

ˆ

α

σ

˙

A equação (4.4) da proposição anterior é conhecida como fórmula de Leibniz.
Na verdade, muitas das regras usuais de cálculo se aplicam a derivadas fracas e também
os próprios espaços de Sobolev têm uma boa estrutura matemática:

Proposição 24. Para todo k inteiro positivo e 1 ď p ď 8,W k,p
pΩq é um espaço de

Banach.

Demonstração. Da Proposição 22 os espaço W k,p
pUq são normados, basta mostrar que

W k,p
pUq são completos. Seja tumu

8

m“1 uma sequência de Cauchy em W k,p
pUq. Então para

cada |α| ď k, tDαumu
8

m“1 é uma sequência de Cauchy em Lp
pUq. Como Lp

pUq é completo
pela Proposição 18, existem funções uα P Lp

pUq tal que

Dαum Ñ uα em Lp
pUq

para cada |α| ď k. Em particular,

um Ñ up0,...,0q “: u em Lp
prUq

Agora, vamos mostrar que

u P W k,p
pUq, Dαu “ uα p|α| ď kq
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Para verificar a afirmação acima, fixemos ϕ P C8
c pUq. Então

ż

U

uDαϕdx “ lim
mÑ8

ż

U

umD
αϕdx

“ lim
mÑ8

p´1q
|α|

ż

U

Dαumϕdx

“ p´1q
|α|

ż

U

uαϕdx

Assim a afirmação é verdade. Portanto, Dαum Ñ Dαu in Lp
pUq para todo |α| ď k, vimos

que um Ñ u em W k,p
pUq, como queríamos.

Agora vamos definir o objeto de estudo do nosso trabalho, campo vetorial de
Sobolev. Em seguida, daremos um exemplo no qual será usado no último capítulo para ser
feito a regularização e a construção do fluxo associado.

Definição 45. Seja U Ă Rn um aberto. Um campo vetorial de Sobolev é uma função
V : U Ñ Rn tal que as funções coordenadas V pxq “ pf1, . . . , fnq estão em um espaço
de Sobolev. Se as funções fi estão no espaço de Sobolev W j,q

pUq para todo 1 ď i ď n

denotamos que V P Dq
jpUq ou simplesmente por Dq

j .

Exemplo 17. Considere V : R Ñ R definida por

V pxq “

#

1 ´ |x|, se |x| ď 1
0, se |x| ą 1

.

a função não é regular em ´1, 0 e 1. Afirmamos que V P Dq
1 para todo q P N. A candidata

a derivada fraca é h : R Ñ R definida por

hpxq “

$

’

&

’

%

1, se x P p´1, 0s

´1, se x P p0, 1q

0, se x R p´1, 1q

tem-se que V 1
“ h no sentido fraco. De fato, para qualquer ϕ P C8

c pp´1, 1qq tem-se que
ż 1

´1
vϕ1dx “

ż 0

´1
p1 ` xqϕ1dx `

ż 1

0
p1 ´ xqϕ1dx

“

ż 0

´1
ϕ1dx `

ż 0

´1
xϕ1dx `

ż 1

0
ϕ1dx `

ż 1

0
´xϕ1dx

“ xϕ|
0
´1 ´

ż 0

´1
ϕdx `xϕ|

1
0 `

ż 1

0
ϕdx

“ ´

ż 0

´1
ϕdx `

ż 1

0
ϕdx

“ ´

ż 1

´1
hϕdx

(4.5)
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Agora dado q P N. Note que V, h P Lq
pRq. De fato, basta observar que

ż

R
|V pxq|

qdx “

ż 0

´1
|1 ` x|

qdx `

ż 1

0
|1 ´ x|

qdx

“

ż 0

´1
p1 ` xq

qdx `

ż 1

0
p1 ´ xq

qdx

“
p1 ` xqq`1

q ` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

´1
`

p1 ´ xqq`1

q ` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0

“
1

q ` 1 `
1

q ` 1

“
2

q ` 1

(4.6)

e
ż

R
|hpxq|

qdx “

ż 0

´1
|1|

qdx `

ż 1

0
| ´ 1|

qdx

“

#

2, se q é par
0, se q é ímpar

(4.7)

Portanto, das equações (4.5), (4.6) e (4.7), tem-se que V P Dq
1 para todo q P N.
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5 Regularização de Campos Vetoriais em Es-
paços de Sobolev em Rn

Este é o capítulo principal do trabalho, pois contém os resultados principais.
Se V : Rn

Ñ Rn é um campo vetorial de classe Cr, do Teorema 1 tem-se que existe fluxo
solução e esse fluxo é de classe Cr. Agora, se o campo vetorial V está em um espaço de
Sobolev não podemos dizer nada com a teoria clássica. Veremos aqui uma forma de dar
uma noção de fluxo solução para esses objetos. Para isso, vamos regularizar os campos
vetoriais destes espaços, onde será usado o semigrupo de calor em 1-formas diferenciais.

Primeiro, vamos enunciar e demonstrar um resultado para o semigrupo de calor
24 de funções nos espaços Lp

pRn
q, com as simplificações do semigrupo de calor dada na

Observação 2.7, do capítulo 2.

Teorema 16. O semigrupo de calor satisfaz as seguintes propriedades:

1. }Gt}L1 “ 1, t ą 0;

2. Se u0 ě 0, então et∆u0 ě 0 e
›

›et∆u0
›

›

L1 “ }u0}L1;

3. Se 1 ď p ď 8, então
›

›et∆u0
›

›

Lp ď }u0}Lp, para todo t ą 0;

4. Se 1 ď p ď q ď 8 e se r´1
“ p´1

´ q´1, então
›

›et∆u0
›

›

Lq ď p4πtq´n{2r
}u0}Lp, para

todo t ą 0.

Demonstração. 1. Basta observar que é a integral gaussiana padrão (3.5).

2. Segue do Teorema de Fubini 12 e da parte (1).

3. Note que }Gr ˚ ϕ}ρ ő }Gt}1 }ϕ}p “ }ϕ}p

4. Finalmente, segue interpolando entre o caso p “ q, que é a parte (3), e o caso
p “ 1, q “ 8, que é imediato

Seja ω P I ˆ ΩpRn
q uma família de 1-formas diferenciais em I. Na seção 1.3,

do Capítulo 1 o Teorema 3 diz que o Laplaciano de Hodge-Rham é uma generalização
do Laplaciano para 1-formas. Assim, podemos definir uma equação do calor para formas
diferenciais, por

#

Btω “ lω

ωp0, xq “ ω0
(5.1)
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Se ω é uma coleção de 1-formas, então

ω “ f1dx1 ` . . . fnxn

com fi : I ˆ Rn
Ñ Rn e 1 ď i ď n. Daí a equação (5.1), é equivalente a resolver

#

Bt pf1dx1 ` . . . fnxnq “ l pf1dx1 ` . . . fnxnq

fip0, xq “ uipxq
ô

#

Btfi “ ∆fi

fip0, xq “ uipxq
(5.2)

com 1 ď i ď n e ω0 “ u1dx1 ` . . . ` undxn, já que do Teorema 3, tem-se que

lω “ ∆f1dx1 ` . . . ` ∆fndxn

ou seja, se reduz a n-sistemas da clássica equação do calor homogênea em Rn. Compreendido
a equação do calor homogênea em 1-formas, definimos o semigrupo de calor

`

etl
˘

para
uma 1-forma

ω “ f1dx1 ` . . . ` fndxn

por
etlω “

`

et∆f1
˘

dx1 ` . . . `
`

et∆fn

˘

dxn (5.3)

Dessa forma, conseguimos conectar a equação do calor para 1-formas (5.1) com o semigrupo
de calor em 1-formas, com a seguinte Proposição

Proposição 25. Seja ω0 P Ω pRn
q a forma diferencial dada em (5.1). Então

ωpx, tq “
`

et˝ω0
˘

pxq

satisfaz (5.1).

Demonstração. Note que da equação (5.1), tem-se

etlω0 “
`

et∆u1
˘

dx1 ` . . . `
`

et∆un

˘

dxn (5.4)

Da Proposição 12, as funções definidas por

gipt, xq “
`

et∆ui

˘

pxq

satisfaz o i-ésimo sistema linear. Portanto,

ω “ g1dx1 ` . . . gndxn

é solução da equação do calor para as 1-formas.
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5.1 Regularização Espacial
Dizer que um campo vetorial V : U Ñ Rn pertencente a Lp, é um abuso de

linguagem, pois as funções coordenadas de V não necessariamente são de classe Cr. A
ideia desta seção, é utilizar o semigrupo de calor em 1-formas para aproximá-lo por campos
vetoriais, isto é, regulariza-lo. Neste trabalho o semigrupo de calor agindo em 1-formas
diferenciais será denotado por T 1

ε , ou seja, T 1
ε “ e´ε˝, onde

˝ “ dδ ` δd

é o Laplaciano de Hodge-Rham em formas diferenciáveis. Em muitos trabalhos é chamado
de semigrupo de Hodge-Rham em formas diferenciáveis.

Dada um campo vetorial V , associamos esse campo a 1-forma

V “ pf1, ¨ ¨ ¨ , fnq

ó

ω “ f1dx1 ` . . . ` fndxn

(5.5)

vamos denotar a forma ω associada por V por V ˚. Agora, dada uma 1-forma ω, associamos

ω “ f1dx1 ` . . . ` fndxn

ó

V “ pf1, ¨ ¨ ¨ , fnq

(5.6)

denotamos o campo V associado pela 1-forma ω por ω#. Essa dualidade apresentada será
denotada por xω, V y.

Considere agora o campo vetorial T 1
ε V por

T 1
ε V “

`

T 1
ε V

˚
˘# (5.7)

o lado esquerdo da igualdade parece não fazer sentido, já que o semigrupo de calor em
1-formas diferenciais em um campo vetorial, mas abrindo a igualdade (5.7) note que está
bem definido, pois

V “ pf1, . . . , fnq

ó

V ˚
“ f1dx1 ` . . . ` fndxn

ó

T 1
ε V

˚
“ gε

1dx1 ` . . . ` gε
ndxn

ó
`

T 1
ε V

˚
˘#

“ pgε
1, ¨ ¨ ¨ , gε

nq

onde,
gε

i pxq “
`

eε∆fi

˘

pxq “
1

p4πεq n
2

ż

Rn

e´
|x´y|2

4ε fipyqdy, ε ą 0
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com 1 ď i ď nu. O campo vetorial T 1
ε V “

`

T 1
ε V

˚
˘# regulariza o campo V (com hipótese

V P Lp), a saber

Teorema 17. Seja V P Lp e 0 ď ε ď 1, tem-se que para cada ε ą 0 o operador T 1
ε é

contínuo, isto é,
›

›T 1
ε V

›

›

Lp ď }V }Lp e ainda lim
εÓ0

›

›T 1
ε V ´ V

›

›

Lp “ 0.

Demonstração. Dado V P Lp, então podemos escrever V “ pf1, ¨ ¨ ¨ , fnq, onde as funções
f1, ¨ ¨ ¨ , fn P Lp. Assim,

›

›T 1
ε V

›

›

Lp “
›

›

`

eε∆f1, ¨ ¨ ¨ , eε∆fn

˘›

›

Lp

ď sup
␣ˇ

ˇeε∆fipxq
ˇ

ˇ : pε, xq P r0, 1s ˆ Rn e 1 ď i ď n
(

ď sup t|fipxq| : x P ˆRn e 1 ď i ď nu

“ }pf1, ¨ ¨ ¨ , fnq}Lp “ }V }Lp

na desigualdade foi usado o item (3) do Teorema 16 . Agora,

lim
εÓ0

›

›T 1
ε V ´ V

›

›

Lp “ lim
εÓ0

}pgε
1, ¨ ¨ ¨ , gε

nq ´ pf1, ¨ ¨ ¨ , fnq}Lp

“ lim
εÓ0

}pgε
1 ´ f1, ¨ ¨ ¨ , gε

n ´ fnq}Lp

ď lim
εÓ0

sup t}gε
i ´ fi}Lp : x P ˆRn e 1 ď i ď nu

“ lim
εÓ0

sup
␣
›

›eε∆fi ´ fi

›

›

Lp : x P ˆRn e 1 ď i ď n
(

“ 0

(5.8)

onde a última igualdade vem do item 3 do Teorema 8.

Observamos a seguinte proposição desta regularização que será essencial para
o desenvolvimento do restante do trabalho

Proposição 26. Seja V P Dq
1, tem-se que

div
`

T 1
ε V

˘

“ TRn

ε pdivpV qq . (5.9)

Demonstração. Seja φ P C1
c pRn

q, então utilizando a Proposição 8, tem-se que
ż

Rn

div
`

T 1
ε V

˘

φdx “ ´

ż

Rn

`

T 1
ε V φ

˘

dx “ ´

ż

Rn

@

T 1
ε V, dφ

D

dx

do artigo [1] tem-se que para cada ε ą 0 o operador T 1
ε é auto adjunto, então

´

ż

Rn

@

T 1
ε V, dφ

D

dx “ ´

ż

Rn

@

V, T 1
ε pdφq

D

dx

Ainda do artigo [1], o semigrupo comuta com a derivada exterior, isto é, dTRn

ε “ T 1
ε d,

assim a última igualdade é igual a

´

ż

Rn

@

V, T 1
ε pdφq

D

dx “ ´

ż

Rn

@

V, d
`

TRn

ε φ
˘D

dx

Daí, basta aplicar a Proposição 8 novamente e obtemos

´

ż

Rn

@

V, d
`

TRn

ε φ
˘D

dx “

ż

Rn

V
`

TRn

ε φ
˘

dx “

ż

Rn

divpV qTRn

ε φdx “

ż

Rn

TRn

ε pdivpV qqφdx

Portanto, tem-se que div
`

T 1
ε V

˘

“ TRn

ε pdivpV qq .
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5.2 Regularização no tempo
Na seção anterior, foi realizado a regularização de um campo vetorial em Lp pelo

semigrupo T 1
ε . Agora, considerando uma família de campos vetoriais um dos objetivos desta

seção é regularizar o parâmetro dessa família, denominado parâmetro "temporal". Dessa
forma, primeiro vamos considerar uma família de campos vetoriais pVtqtPr0,T s

regularizar o
parâmetro temporal e com o parâmetro regularizado, passar cada campo da família para a
forma T 1

ε . Começamos com a seguinte proposição

Proposição 27. Seja q ě 1 um número inteiro , pVtqtPr0,T s
uma família de campos vetoriais

em Rn tal que pt, xq Ñ Vtpxq é de classe C1 e denotamos por τpxq o tempo de vida da
solução Xt da equação diferencial ordinária

dXt

dt “ Vt pXtq , X0 “ x

Assumindo que
ż T

0
}div pVtq}

8
dt ă `8 e

ż T

0

ż

Rn

|Vtpxq|
q dx dt ă `8 (5.10)

Então para quase todo x P Rn, τpxq ě T .

Demonstração. O volume de uma bola aberta do Rn é sempre finito, seja c ą 0 uma
constante tal que Vol pB px0, rqq ď ecr. Assim conseguimos uma outra constante λ0 ą 0,
tal que

ż

Rn

e´λ0d2
Rn px,x0qdx ă `8. Consideramos a medida finita

µ0p dxq “ e´λ0d2
Rn px,x0qdx.

Calculamos o termo
ż

Rn

sup
tPr0,τpxq^T r

dRn px,Xtpxqq dµ0. Primeiro observe a desigualdade

dRn px,Xtpxqq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0

dXs

ds ds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż t

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dXs

ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ds “

ż t

0
|Vs pXspxqq| ds

Assim,
ż

Rn

sup
tPr0,τpxq^T r

dRn px,Xtpxqq dµ0 ď

ż

Rn

˜

ż τpxq^T

0
|Vt pXtpxqq| dt

¸

dµ0pxq

“

ż T

0

ˆ
ż

Rn

1pτątq |Vt pXtpxqq| dµ0pxq

˙

dt

ď Cq,T

„
ż T

0

ˆ
ż

Rn

1pτątq |Vt pXtpxqq|
q dµ0pxq

˙

dt
ȷ1{q

.

Na igualdade foi usado o Teorema de Fubini, já na desigualdade foi utilizado a desigualdade
de Holder duas vezes e as constantes que apareceram, são denotadas por Cq,T . Como
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x Ñ Xtpxq é suave em U :“ tτ ą tu e para x P U , o Jacobiano JXt de Xt admite a
expressão

JXtpxq “ e´
şt
0 divpVsqpX´1

t´sqds
ď e

şT
0 }divpVsq}8ds.

Voltando aos cálculos, segue que
ż

Rn

1pτątq |Vt pXtpxqq|
q dµ0pxq ď

ż

Rn

|Vtpxq|
q e

şT
0 }divpVsq}8ds dx

“ e
şT
0 }divpVsq}8ds

ż

Rn

|Vtpxq|
q dx.

Portanto,
ż

Rn

sup
tPr0,τpxq^T r

dRn px,Xtpxqq dµ0 ă `8. Assim, para quase todo ponto x P Rn,

sup
tPr0,τpxq^T r

dM px,Xtpxqq ă `8, ou seja, τpxq ě T

O que prova a proposição.

Agora, vamos considerar uma família de campos vetoriais dependendo do tempo
pVtqtPr0,T s

que satisfaça as condições (5.10). Primeiro, vamos regularizar o tempo, para isso
vamos definir como 0 se t R r0, T s, isto é,

Vt “ 0 para t R r0, T s

Seja α P C8
c pRq tal que

0 ď α ď 1, supppαq Ăp ´ 1, 1 q e
ż

R
αptqdt “ 1

Defina
αεptq “

1
ε
α

ˆ

t

ε

˙

Primeiro definimos o Campo

V̂ ε
t pxq “

ż

R
Vspxqαεpt ´ sqds. (5.11)

Tem-se as seguintes propriedades deste campo

Proposição 28. Com as informações do contexto acima, tem-se que
ż T

0

›

›

›
div

´

V̂ ε
t

¯›

›

›

8
dt ď

ż T

0
}div pVsq}

8
ds (5.12)

e
ż T

0

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ
V̂ ε

t pxq

ˇ

ˇ

ˇ

q

dx dt ď

ż T

0

ż

Rn

|Vspxq|
q dx ds (5.13)
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Demonstração. Para a primeira desigualdade, note que para t P R
ˇ

ˇ

ˇ
div

´

V̂ ε
t

¯
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
div pVsqαεpt ´ sqds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

R
|div pVsq|αεpt ´ sqds

ď

ż

R
|div pVsq| ds

ď ||div pVsq||
8

Como é válido para qualquer t, tem-se
›

›

›
div

´

V̂ ε
t

¯›

›

›

8
ď ||div pVsq||

8

Concluindo que
ż T

0

›

›

›
div

´

V̂ ε
t

¯›

›

›

8
dt ď

ż T

0
}div pVsq}

8
ds,

Para a segunda desigualdade, observe que
ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ
V̂ ε

t pxq

ˇ

ˇ

ˇ

q

dx “

ż

Rn

ż

R
|Vspxq|

q
|αεpt ´ sq|

q ds ď

ż

Rn

ż

R
|Vspxq|

q ds dx

Portanto,
ż T

0

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ
V̂ ε

t pxq

ˇ

ˇ

ˇ

q

dx dt ď

ż T

0

ż

Rn

|Vspxq|
q dx ds

Seja V uma família de campos vetoriais de Sobolev. Regularizamos no tempo e
obtemos V̂ ε

t . Agora regularizamos a variável "espacial"do campo V̂ ε
t definido em (5.11) por

V ε
t “ T 1

ε V̂
ε

t (5.14)

Da Proposição 26 e as desigualdades da Proposição 28, para ε ą 0
ż T

0
}div pV ε

t q}
8

dt ď

ż T

0
}div pVtq}

8
dt (5.15)

e para 0 ď ε ď 1, do Teorema 17
ż T

0

ż

Rn

|V ε
t pxq|

q dx ď

ż T

0

ż

Rn

|Vtpxq|
q dx dt.

Daí, novamente pelo Teorema 17, tem-se que

lim
εÑ0

ż T

0

ż

Rn

|V ε
t pxq ´ Vtpxq|

q dx dt “ 0

O que prova a regularização da família Vt por V ε
t .
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5.3 Construção do fluxo associado ao campo regularizado
Finalmente, construímos um fluxo solução para campos vetoriais de Sobolev. Ao

considerar uma família pVtqtPr0,T s
de campos vetoriais de Sobolev que satisfaça a condição

(5.10), da seção anterior provamos que para ε ą 0 a família V ε
t é formada por campos

suaves em Rn. Dessa forma, podemos falar de fluxo associado a V ε
t . Daí, o objetivo desta

seção é construir um fluxo para família pVtqtPr0,T s
, a partir do fluxo de V ε

t . Seja Xε
t,s o fluxo

associado a V ε
t , isto é,

dXε
t,s

dt “ V ε
t

`

Xε
t,s

˘

, Xε
s,s “ x

Seja θ P C8
c pRn

q não negativa, a função uε
s “ θ

`

Xε
t,s

˘

satisfaz a equação do transporte

duε
s

ds ` V ε
s ¨ ∇uε

s “ 0, uε
t “ θ (5.16)

com s ě t. A partir da equação do transporte (5.16) deduzimos

Proposição 29. Seja θ P C8
c , V : I ˆ Rn uma família de campos vetoriais de Sobolev e

pV ε
τ q a regularização de V definida em (5.14), então

e´
şt
s}divpV ε

τ q}8dτ

ż

Rn

θdx ď

ż

Rn

θ
`

Xε
t,s

˘

dx ď e
şt
s}divpV ε

τ q}8dτ

ż

Rn

θdx

Demonstração. Pelo Teorema de mudança de variável, tem-se que
ż

Rn

θ
`

Xε
t,s

˘

dx “

ż

Rn

θpyq
`

Xε
t,s

˘˚ dx (5.17)

Agora derivando em relação a t e passando o módulo em (5.17)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bt

ż

Rn

θ
`

Xε
t,s

˘

dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

θpyq
`

Xε
t,s

˘˚ LVsdx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

θpyq
`

Xε
t,s

˘˚ divpVtq ˝ Xε
t,sdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rn

|θpyq|
ˇ

ˇ

`

Xε
t,s

˘˚ˇ
ˇ

ˇ

ˇdivpVtq ˝ Xε
t,s

ˇ

ˇ dx

ď

ż

Rn

θpyq
ˇ

ˇ

`

Xε
t,s

˘˚ˇ
ˇ }div pV ε

τ q}
8

dx

ď }div pV ε
τ q}

8

ż

Rn

θpyq
`

Xε
t,s

˘˚ dx

(5.18)

Dessa forma

´ }div pV ε
τ q}

8

ż

Rn

θpyq
`

Xε
t,s

˘˚ dx ď Bt

ż

Rn

θ
`

Xε
t,s

˘

dx ď }div pV ε
τ q}

8

ż

Rn

θpyq
`

Xε
t,s

˘˚ dx

Pelo Lema de Gronwall 2 em ambas desigualdades, segue que

e´
şt
s}divpV ε

τ q}8dτ

ż

Rn

θdx ď

ż

Rn

θ
`

Xε
t,s

˘

dx ď e
şt
s}divpV ε

τ q}8dτ

ż

Rn

θdx
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Da Proposição anterior 29 e a desigualdade (5.15), obtemos

e´
şt
s}divpVτ q}8dτ

ż

Rn

θdx ď

ż

Rn

θ
`

Xε
t,s

˘

dx ď e
şt
s}divpVτ q}8dτ

ż

Rn

θdx

Denotando kε
t,s como sendo a densidade de

`

Xε
t,s

˘

# p dxq, dá Proposição 15 e da desigual-
dade anterior, temos uma estimativa para a densidade (com respeito a ε ą 0)

e´
şt
s}divpVτ q}8dτ

ď kε
t,s ď e

şt
s}divpVτ q}8dτ . (5.19)

Agora vamos definir coleção de medidas ηε no espaço de caminhos de Rn, denotado
por W pRn

q. Para isto, vamos denotar Xε
t “ Xε

t,0. Agora, fixado T ą 0 e dado uma
família V : Rn

ˆ r0, T s Ñ Rn de campos vetoriais de Sovolev, então para ε ą 0 existe
Xε : Rn

ˆ r0, T s Ñ Rn o fluxo associado a V ε
t . Considere a função, ξε : Rn

Ñ W pRn
q,

que associa x ao caminho ξε
pxq onde esse caminho é ξε

pxq : r0, T s Ñ Rn definido por
ξε

pxqptq “ Xε
px, tq. Assim, a medida pushforward ηε é definida por

ηεpBq “ µ0
`

pξε
q

´1
pBq

˘

,

com B boreliano em W pRn
q.

Proposição 30. Suponha que para algum q ą 2, a condição (5.10) da Proposição 27 seja
verdadeira. Então a família de medidas finitas tηε; ε ą 0u em W pRn

q é tight.

Demonstração. Vamos mostrar que essa família é tight, mostrando as condições do
Teorema 14. Primeiro, note que

ż

Rn

dq
Rn px0, X

ε
0pxqq dµ0pxq “

ż

Rn

dq
Rn px0, xq dµ0pxq ă `8

Agora, vamos estimar o termo
ż

Rn

dq
Rn pXε

t , X
ε
s q dµ0. Seja, ζpτq “ Xε

τt`p1´τqs um caminho
em Rn conectando Xε

s pxq e Xε
t pxq. Assim,

dRn pXε
s , X

ε
t q ď

ż t

s

|V ε
τ pXε

τ q| dτ

Tem-se que
ż

Rn

dq
Rn pXε

s , X
ε
t q dµ0 ď pt ´ sqq´1

ż t

s

ˆ
ż

Rn

|V ε
τ pXε

τ q|
q dµ0

˙

dτ

Defina hpxq “ e´λ0d2
Rn px0,xq, então por (5.19), para alguma constante C ą 0

ż

Rn

|V ε
τ pXε

τ q|
q dµ0 “

ż

Rn

|V ε
τ pxq|

q h
`

pXε
τ q

´1˘ kε
τ dx ď C

ż

Rn

TRn

ε |Vτ |
q dx “ C

ż

Rn

|Vτ |
q dx.

Assim com as desigualdades acima, temos que
ż

Rn

dq
Rn pXε

s , X
ε
t q dµ0 ď Cpt ´ sqq´1

ż T

0

ż

Rn

|Vτ pxq|
q dx dτ

Assim, com q ą 2, as condições do Teorema 14 são satisfeita.
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Pelo Teorema de Prokohov, como tηε; ε ą 0u é tight, existe uma sequência εn Ó 0
tal que ηεn converge fracamente para uma medida finita η em W pRn

q. Em particular, para
φ P CbpRn

q do Teorema 3.7, tem-se que
ż

W pRnq

φpγptqqdηpγq “ lim
nÑ`8

ż

Rn

φ pXεn
t q dµ0 (5.20)

Seja et : W pRn
q Ñ Rn a função evaluação, isto é, etpγq “ γptq e a medida vt “ petq# η.

Então a igualdade acima, novamente pelo Teorema 3.7
ż

Rn

φdvt “ lim
nÑ`8

ż

Rn

φ pXεn
t q dµ0 (5.21)

Proposição 31. Para cada t P r0, T s, vt admite uma densidade kt em relação à medida
Lebesgue dx em Rn e

kt ď e
şT
0 }divpVsq}8ds (5.22)

Demonstração. Seja φ P CbpRn
q, existe uma sequência tφα : α P Γu Ă CcpRn

q tal que
φα Ò φ. Assim, temos que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

φα pXεn
t q dµ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

φαpyqXεn
t

˚dµ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

φαpyqe´λ0d2
Rnpxε

t ,x0qkε
t dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Agora, pela estimativa feita em (5.19) e a primeira desigualdade da Proposição 28, tem-se
que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

φαpyqe´λ0d2
Rnpxε

t ,x0qkε
t dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rn

|φα|e
şT
0 }divpV ε

t q}
8

ds dx

ď

ż

Rn

|φα|e
şT
0 }divpVsq}8ds dx “ e

şT
0 }divpVtq}8ds

ż

Rn

|φα| dx

Por fim, obtemos a desigualdade
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

φα pXεn
t q dµ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď e
şT
0 }divpVsq}8ds

}φα}L1p dxq

Fazendo α Ñ `8, tem-se pelo Teorema da convergência dominada
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

φ pXεn
t q dµ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď e
şT
0 }divpVsq}8ds

}φ}L1p dxq

Agora, fazendo n Ñ `8 por (5.21)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

φdvt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď e
şT
0 }divpVsq}8ds

}φ}L1p dxq (5.23)

Portanto, a densidade kt de vt exite em relação a dx e satisfaz a estimativa (5.23).

Proposição 32. Com a medida η em W pRn
q, é válido que

dγptq

dt “ Vtpγptqq η-q.t.p
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Demonstração. Primeiro, observe que a seguinte igualdade para Ṽt um campo vetorial
suave em Rn

lim
nÑ`8

ż

W pRnq

1 ^

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

γptq ´ γp0q ´

ż t

0
Ṽspγpsqqds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dηεnpγq

“

ż

W pRnq

1 ^

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

γptq ´ γp0q ´

ż t

0
Ṽspγpsqqds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dηpγq.

(5.24)

Agora, consideramos o fluxo Xε
t associado ao campo V ε

t que regulariza Vt, então ele satisfaz

dXε
t

dt “ V ε
t pXε

t q

ou ainda
Xε

t ´ Xε
0 “

ż t

0
V ε

s pXε
s q ds (5.25)

subtraindo
ż t

0
Ṽs pXε

s q de (5.25), tem-se

Xε
t ´ Xε

0 ´

ż t

0
Ṽs pXε

s q ds “

ż t

0

`

V ε
s pXε

s q ´ Ṽs pXε
s q
˘

ds. (5.26)

Usando a estimativa para a densidade em (5.22), tem-se
ż

Rn

1 ^

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Xε
t ´ Xε

0 ´

ż t

0
Ṽs pXε

s q ds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dµ0

ď

ż T

0

ż

Rn

ˇ

ˇV ε
s pXε

s q ´ Ṽs pXε
s q
ˇ

ˇ ds dµ0 ď C

ˆ
ż T

0

ż

Rn

ˇ

ˇV ε
s pXε

s q ´ Ṽs pXε
s q
ˇ

ˇ

q ds dµ0

˙1{q

ď C

ˆ
ż T

0

ż

Rn

ˇ

ˇV ε
s pXε

s q ´ Ṽs pXε
s q
ˇ

ˇ

q ds dx
˙1{q

ď C

ˆ
ż T

0

ż

Rn

ˇ

ˇV ε
s pxq ´ Ṽspxq

ˇ

ˇ

q ds dx
˙1{q

ď C
´

}V ε
´ V }Lqpr0,T sˆRnq

` }V ´ Ṽ }Lqpr0,T sˆRnq

¯

Tomando εn Ñ 0 na última desigualdade, o lado esquerdo da desigualdade é justamente a
primeira observação (5.24), assim ficamos

ż

W pRnq

1 ^

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

γptq ´ γp0q ´

ż t

0
Ṽspγpsqqds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dηpγq ď C}V ´ Ṽ }Lqpr0,T sˆRnq.

Agora
ż

W pRnq

1 ^

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

γptq ´ γp0q ´

ż t

0
Vspγpsqqds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dηpγq

ď

ż

W pRnq

1 ^

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

γptq ´ γp0q ´

ż t

0
Ṽspγpsqqds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dηpγq ` C}V ´ Ṽ }Lqpr0,T sˆRnq

ď 2C}V ´ Ṽ }Lqpr0,T sˆRnq

Assim, obtemos que
ż

W pRnq

1 ^

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

γptq ´ γp0q ´

ż t

0
Vspγpsqqds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dηpγq “ 0.
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Ou seja, para γ P W pRn
q e todo t P r0, T s, é η-qtp

γptq ´ γp0q “

ż t

0
Vspγpsqqds (5.27)

Assim, no suporte da medida η, temos que a função η, t Ñ γptq é derivável em quase todos
t. Portanto, pela equação acima (5.27) para quase todo t P r0, T s,

dγptq

dt “ Vtpγptqq

Desta forma, a Proposição anterior 32 mostra que, a medida η está concentrada
nas "curvas integráveis"do campo vetorial V .

Seja ηx a desintegração de η em relação a µ0 “ pe0q# η, ou seja,

η “

ż

Rn

ηx dµ0pxq

Então ηx concentra-se nessas curvas integrais começando em x. Se provarmos para quase
todo x P Rn a medida ηx é um delta de Dirac, então isso implica que existe apenas uma
curva integral começando em um determinado ponto, que é exatamente o fluxo gerado por
V . Para isso, precisamos dos dois Lemas a seguir

Lema 7. Seja V P L1
pr0, T s,Dq

1q, e divpV q, ξ P L1
pr0, T s, L8

q. Então a equação

dut

dt ` Vt ¨ ∇ut ` ξtut “ 0 , u|t“0 “ u0 (5.28)

tem no máximo uma solução no espaço L8
`

r0, T s, Lp
X L2p

˘

.

Demonstração. Seja u P L8
`

r0, T s, Lp
X L2p

˘

uma solução da equação (5.28) com
u0 ” 0. Vamos provar que ut “ 0 para todo t P r0, T s. Para isto, seja β : R Ñ R`, da
equação (7) e da regra da cadeia, tem-se que

dβ putq

dt ` Vt ¨ ∇β putq ` ξtutβ
1
putq “ β1

putq
dut

dt ` Vt ¨ β1
putq ∇ut ` ξtutβ

1
putq

“ β1
putq

ˆ

dut

dt ` Vt ¨ ∇ut ` ξtut

˙

“ 0

a equação acima, é válida pela teoria de Di Perna Lions. Seja uma sequência de funções
suaves não negativas tφnun ě 1 Ă C1

c pRn
q, tal que sup

ně1
}∇φn}

8
ď 2, φn Ò 1 e a sequência

de subconjuntos tφn “ 1u Ò Rn com n Ñ 8. Para existência desta sequência, é suficiente
notar por Greene e Wu [8], existe uma função suave que aproxima a função distância
x Ñ dRn px, x0q de tal maneira que

|ρpxq ´ dRn px, x0q| ď 1, 1
2 ď |∇ρ| ď 2
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Então
ż

Rn

β putqφn dx “βp0q

ż

Rn

φn dx `

ż t

0

ż

Rn

div pφnVsq β pusq dx ds

´

ż t

0

ż

Rn

φnξsusβ
1
pusq dx ds

Agora tomamos a função βpsq “ p|s| ^ 1q
p na igualdade acima (note que β é contínua

Lipschitz mas não pertence a C2
b pRq, pois pode ser superado com um argumento de

aproximação (ver [4]). Note que β1
psq “ 0 para |s| ą 1 e |β1

psq| “ p|s|p´1 para |s| ă 1,
assim |sβ1

psq| ď pβpsq.Com isso, tem-se que
ż

Rn

p|ut| ^ 1q
p φn dx ď

ż t

0

ż

Rn

p|us| ^ 1q
p

|Vs ¨ ∇φn| dx ds

`

ż t

0

ż

Rn

φn p|us| ^ 1q
p

p|div pVsq| ` p |ξs|q dx ds
(5.29)

Denote por In
t e Jn

t os dois termos do lado direito respectivamente da igualdade acima.
Assim p|us| ^ 1q

p
ď |us| ^ 1, pela desigualdade de Hölder

In
t ď

ż T

0

ˆ
ż

Rn

p|us| ^ 1q
p dx

˙1{p ˆż

Rn

|Vs ¨ ∇φn|
q dx

˙1{q

ds

ď 2}u}L8pr0,T s,Lpq

ż T

0

ˆ
ż

Rnztφn“1u

|Vs|
q dx

˙1{q

ds

Assim V P L1 `
r0, T s,W 1,q

˘

, para qualquer s P r0, T s, a integral
ż

Rnztφn“1u

|Vs|
q dx tende

a 0, quando n Ñ 8 e
ˆ
ż

Rnztφn“1u

|Vs|
q dx

˙1{q

ď }Vs}Lq que é uma função integrável

de s P r0, T s. Assim, pelo Teorema da convergência dominada (11), lim
nÑ8

In
t “ 0. Agora

definimos
Ls “ }div pVsq}L8 ` p }ξs}L8 ,

então
Jn

t ď

ż t

0
Ls

ˆ
ż

Rn

p|us| ^ 1q
p dx

˙

ds

Fazendo n Ñ 8 em (5.29), tem-se
ż

Rn

p|ut| ^ 1q
p dx ď

ż t

0
Ls ¨

ˆ
ż

Rn

p|us| ^ 1q
p dx

˙

ds

Portanto,
ż

Rn

p|ut| ^ 1q
p dx “ 0, o que implica que |ut| ^ 1 “ 0 q.t.p. Disto concluímos

que ut “ 0 para todo t ď T .

Lema 8. Seja η a medida finita em W pRn
q tal que para γ P W pRn

q é verdade η-quase
sempre que

dγptq

dt “ Vtpγptqq para quase todo t P r0, T s (5.30)
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Suponha que µη
t :“ petq# η é absolutamente contínua em relação à medida de volume dx

com a função densidade kη
t . Então kη

t é solução da equação do transporte

dut

dt ` Vt ¨ ∇ut ` div pVtqut “ 0 (5.31)

Demonstração. Seja φ P C1
c pRn

q, por definição da medida µη
t , tem-se

d
dt

ż

Rn

φdµη
t “

d
dt

ż

W pRnq

φpγptqqdηpγq

“

ż

W pRnq

x∇φpγptqq, Vtpγptqqy dηpγq “

ż

Rn

x∇φ, Vty dµη
t

Assim,
d
dt

ż

Rn

φkη
t dx “

ż

Rn

x∇φ, Vty k
η
t dx

“

ż

Vtφ pkη
t dxq

“

ż

φ ¨ LVt pkη
t dxq

“

ż

φ rx∇kη
t , Vty dx ` kη

t LVtdxs

“

ż

φ px∇kη
t , Vty ` div pVtq k

η
t q dx

Assim, segue (5.31)

Teorema 18. Seja V um campo vetorial em L1
pr0, T s,Dq

1q com q ą 2. Satisfazendo
ż T

0
}div pVtq}

8
dt ă `8

então existe um único fluxo de funções mensuráveis Xt : Rn
Ñ Rn tal que

d
dtXtpxq “ Vt pXtpxqq

para quase todo x P Rn e pXtq# µ0 “ kt dx. Além disso,

kt ď e
şT
0 }divpVsq}8ds

Demonstração. Considere a medida η em W pRn
q e sua desintegração ηx. Dado x P Rn

a medida ηx está concentrado subconjuntos de curvas integráveis γ tais que γp0q “ x.
Suponha que η não está suportado por um gráfico de uma função T : Rn

Ñ W pRn
q, então

existem um conjunto C Ă Rn com µ0pCq ą 0 tal que supppµ0 ˆ ηq não coincide com o
GrT em U , para nenhuma função T . Como o suporte de η não é gráfico de uma função
T , existem curvas t ÞÝÑ γ1ptq e t ÞÝÑ γ2ptq e t0 P r0, T s tal que γ1pt0q ‰ γ2pt0q. Ainda,
como Rn é um espaço métrico, existem bola abertas em torno γ1pt0q Ă Bpγ1pt0q, ε1q e
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γ2pt0q Ă Bpγ2pt0q, ε2q e claro que bolas abertas possuem medidas não nulas. Assim, tome
dois subconjuntos disjuntos definidos da seguinte maneira

E “ Bpγ1pt0q, ε1q e E 1
“ EA

claro que E e E 1 são mensuráveis, e tem-se que

ηx

`

e´1
t0 pEq

˘

ηx

`

e´1
t0 pE 1

q
˘

ą 0 para todos x P C.

Escolhemos o conjunto C tal que ηx

`

e´1
t0 pEq

˘

e ηx

`

e´1
t0 pE 1

q
˘

são limitados inferiormente
por uma constante positiva ε0 para todo x P C. Definimos

η1
x “ 1Cpxq

ηx

`

e´1
t0 pEq X ‚

˘

ηx

`

e´1
t0 pEq

˘ e η2
x “ 1Cpxq

ηx

`

e´1
t0 pE 1q X ‚

˘

ηx

`

e´1
t0 pE 1q

˘

Então η1
x, η

2
x são concentrados como ηx para x P C. Como η1

x e η2
x são absolutamente

contínuos em relação a ηx, é fácil mostrar que µη1

t , µ
η2

t admite densidades k1
t , k

2
t P

L8
`

r0, T s, L8
X L1

p dxq
˘

respectivamente. E as condições do Lema 8 são verificadas,
portanto k1

t , k
2
t satisfazem a equação de transporte (5.31) com o mesmo valor inicial

1Cpxqe´λ0d2px,x0q. Mas nesta classe, a singularidade vale para a equação (5.31) devido ao
Lema 7. Portanto, µη1

t “ µη2

t , o que é impossível, pois η1
x ‰ η2

x. Assim, η é suportado pelo
gráfico de uma função mensurável X : Rn

ˆ r0, T s Ñ W pRn
q, então

pXtq# µ0 “ vt “ kt dx.

A mensurabilidade de x Ñ Xtpxq segue da mensurabilidade de x Ñ ηx. O que prova o
teorema.

Enfim construímos e provamos a unicidade de fluxos soluções para alguns
campos vetoriais de Sobolev que satisfazem as hipóteses do Teorema 18. Apesar dessa
existência e unicidade desses fluxos e termos obtido como consequência um "algoritmo"de
construção, os cálculos podem ser tornar muito complexos, até mesmo com campos vetoriais
de Sobolev muito simples, como veremos a seguir

Exemplo 18. Seja o campo vetorial V : p´1, 1q Ñ R definido por

V pxq “

#

1 ´ |x|, se |x| ď 1
0, se |x| ą 1

.

no Exemplo 17, vimos que V P Dq
1 para todo q P N e }div pV q}

8
“ 1. Do Teorema 18 existe

o fluxo e é único, vamos tentar expressar tal fluxo na sua forma algébrica. A primeira coisa
a se fazer, é regularizar o campo, ou seja, aproxima-lo pelos seguintes campos V ϵ

“ T 1
ε V

da seguinte forma

V ϵ
pxq “

1
p4πεq 1

2

ż

R
e´

|x´y|2
4ε V pyqdy

“

$

’

&

’

%

1
p4πεq 1

2

ż 1

´1
e´

|x´y|2
4ε p1 ´ |y|q dy, se |x| ď 1

0, se |x| ą 1
.
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o problema começa a surgir desse passo da regularização, pois precisamos dos fluxos desses
campos regulares, e note que a integral é muito complexa. Daí ao associar ao fluxo Xϵ dos
campos V ϵ, devemos resolver a seguinte equação diferencial ordinária

dXϵ
0

dt
“ V ϵ

pXϵ
0q “

$

’

&

’

%

1
p4πεq 1

2

ż 1

´1
e´

|Xϵ
0´y|2

4ε p1 ´ |y|q dy, se |x| ď 1

0, se |x| ą 1

daí, sem a solução algébrica dessa equação a família de medidas tηϵu fica incompreensível
no sentido algébrico. Consequentemente, as curvas integrais não são obtidas explicitamente.
Mas esta regularização possui algumas vantagens, pois qualquer campo em Lp

pRn
q pode

ser regularizado e a construção do fluxo só foi realizado pela validade da propriedade

div
`

T 1
ε V

˘

“ TRn

ε pdivpV qq .

para p ě 2.
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6 Considerações Finais

Dado uma família de campos vetoriais Vt P Dq
1 com q ą 2 que satisfaça

ż T

0
}div pVtq}

8
dt ă `8 ,

mostramos que existe uma regularização que permite construir um conceito de fluxo
generalizado Xt para Vt. A condição q ą 2 foi para garantir que a família de medidas
tηε; ε ą 0u em W pRn

q, construídas em 5.3, seja tight. Já a condição de Vt P Dq
1, foi para a

importante propriedade
div

`

T 1
ε V

˘

“ TRn

ε pdivpV qq .

Este fluxo satisfaz que para todo x no suporte de uma medida tem-se que Xtpxq é uma
curva integral para Vt no sentido clássico.

As regularizações foram essenciais para obter o fluxo generalizado. A regulari-
zação do parâmetro temporal é clássica por usar convolução. A regularização espacial foi
realizada usando semi-grupo de calor em 1-formas diferenciais e vale ressaltar que esta
regularização pode ser realizada para qualquer campo em Lp.
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