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Resumo

Este trabalho tem como objetivo encontrar o fluxos solugao para campos em espacos de
Sobolev. Para alcancar esse objetivo, consideramos uma familia (V;) de campos vetoriais
de Sobolev e aplicamos regularizagoes no parametro temporal e espacial, obtendo uma
nova familia regular (V,7) tal que |V,° —V;| — 0, quando € — 0. Em particular, para a
regularizacao espacial foi usado o semi-grupo de calor. Com isto, construimos o fluxo
associado a familia (V;) com regularidade de Sobolev, como limite do fluxo do campo

regularizado (V;7). O trabalho de referéncia utilizado para auxiliar este trabalho é [5].

Palavras-chave: Campo Vetorial. Espaco de Sobolev. Regularizacao. Fluxo.



Abstract

This work aims to find the solution flows for fields in Sobolev spaces. To achieve this goal,
we consider a family (V) of Sobolev vector fields and apply regularizations to the temporal
and spatial parameters, obtaining a new regular family (V;°) such that |V — V;| — 0, as
e — 0. In particular, for spatial regularization, we use the heat semi-group. With this, we
construct the flow associated with the family (V;) with Sobolev regularity, as the limit of
the flow of the regularized field (V;7). The reference work used to assist this study is [5].

Keywords: Vector Field. Sobolev space. Regularization. Flow.
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Introducao

Dada uma familia de campos vetoriais V': I x R" — R" de classe C" associa-se
naturalmente a seguinte equacao diferencial

Y _Vite), al0) =z )

onde a fung¢ao ¢;: I x R™ — R" que satisfazer a equagao (1) é chamado de fluxo solugéo.

Na teoria classica das equagoes diferenciais ordinarias (EDO), se os campos sao de classe

C", entao o fluxo ¢, existe, tem regularidade C" e é tinico.

A problematica do presente trabalho, surge ao perguntar se podemos enfraquecer
a hipotese da familia de campos vetoriais pertencerem ao espaco das fungoes classe C"
e possuirem apenas derivadas fracas, ou seja, pertencerem a espacgos de Sobolev. Nesse
contexto, a equacao 1 pode perder o sentido, mas um questionamento pertinente é se

existe ao menos algum conceito de solucao para estes casos.

Para abordar essa problemética, neste trabalho consideramos uma familia (V})
de campos vetoriais de Sobolev. Nosso objetivo entdo é construir um "fluzo solugio" para
essa familia. Com o intuito de alcangar este objetivo, vamos regularizar o parametro
temporal e espacial desta familia, ou seja, vamos aproxima-lo por campos vetoriais (V}°)
regulares tal que

[VE = Vil — 0 (2)

quando € — 0. Em particular, para a regularizacao espacial, serd usado o semi-grupo de
calor para 1-formas diferenciais. Logo, sabendo que cada (V;°) tem fluxo solugdo, faremos

e — 0, no processo, de construir o fluxo solugao para (V}).

O trabalho esta divido em 5 capitulos. Nos 4 primeiros capitulos, abordaremos
os conteuidos essenciais que serao utilizados para construir os tépicos do Capitulo 5. No
primeiro capitulo, apresentaremos os objetos centrais do trabalho: os campos vetoriais e
os fluxos solugdes. Além disso, exploraremos as formas diferenciais, que desempenham um
papel crucial no estudo dos campos vetoriais. No Capitulo 2, vamos estudar brevemente a
equacao do calor que esté relacionada ao semi-grupo de calor em 1-formas diferenciais. O
terceiro e quarto capitulo serao dedicados a apresentacao dos espagos que estao os campos
vetoriais. Deixamos claro que nenhuma das se¢oes devem ser usadas como livro texto,
as referéncias utilizadas serao deixadas ao longo do trabalho. Aqui, somente estaremos

revisando o contetido essencial para a leitura do resultado do trabalho.

Para uma abordagem mais direta, o trabalho foi construido sobre a estrutura
vetorial de R"™, pois a compreensao de alguns tépicos pode se tornar mais faceis e vidveis

de compreensao, como por exemplo: formas diferenciais e semigrupos de calor. Um outro
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motivo de ter feito esta abordagem em R", é que este espago é naturalmente o primeiro

passo, para depois estudar resultados generalizados em variedades diferenciaveis.

O capitulo 5 é o cerne da dissertacao e sua elaboracao foi auxiliada pelo artigo
citado [5]. Este capitulo comega com a regularizagao de uma familia V; de campos vetoriais
de Sobolev pela familia V,°. Apos a regularizacao, iremos construir uma familia de medidas
{ne} no espago de caminho de R" (denotado por W (RR")), utilizando o fluxo solucao X;
associado ao campo V7. Vamos mostrar que essa familia de medidas {n.} ¢é tight, e usando
o teorema de Prokohov obtemos que existe existe uma sequéncia €, | 0 tal que 7., converge
fracamente para uma medida n em W(R"). A medida 7 é fundamental para o trabalho,
pois teremos que dada uma funcgao real limitada ¢, tem-se que

o 2D = i [ 77 ®)

n—+00 R

e mostraremos que 7 estd concentrada nas curvas integrais de V;. Para ver isto, faremos
a desintegragdo de n para cada x € R" obtendo a cole¢do de medidas 7n,. Assim, 7,
concentra-se em curvas integrais comegando em z. O resultado final, consiste em mostrar
que na verdade a medida 7, é uma delta de Dirac no espago de caminhos W (R"), provando
que existe uma unica curva integral v comegando em x para V;°. Com isto, provamos a
existéncia do fluxo solugao mostrando que n esta suportada no grafico de uma fungao

mensuravel X : R" x [0,T] — W(R") e essa fungao sera o fluxo procurado.
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1 Campos vetoriais e formas diferenciaveis em

Rn

O propdsito deste primeiro capitulo é introduzir dois dos principais objetos
de estudo deste trabalho, que sdo os Campos vetoriais e os fluxos associados, seguindo a
abordagem dos livros (Lima [12], 1973) e (Spivak [16], 1970). Todo o restante do capitulo
sera destinado para formas diferenciaveis, esses objetos tem um papel fundamental no
estudo de campos vetoriais, visto que existe uma dualidade entre um campo vetorial e uma
1-forma diferencial e a partir dessa dualidade que sera feita as regularizagoes e construgoes

no ultimo capitulo.

1.1 Campos Vetoriais

Comecamos aqui com o estudo dos campos vetoriais em R".

Definicao 1. Seja r = 1 um nimero inteiro e U um aberto de R". Um Campo Vetorial

de classe C" em R"™ € uma aplicagdo
F:U—-R"

de classe C". O conjunto dos campos vetoriais de classe C" em R" serda denotado por

X"(R™).0 conjunto de campos vetoriais C* serd denotado apenas por X(R™).

Observacao 1. Toda funcao F': U — R", pode ser escrita da forma
F(z) = (fi(z), -, fulz)), para todo x € U, (1.1)

onde fi: U — R para 1 < i < n. As funcoes f;, sao chamadas de fungoes coordenadas de

F e a funcio F € de classe C" se, e somente se, cada f; for de classe C" para 1 < i < n.

Os campos vetoriais abordados neste trabalho, sao campos vetoriais de Sobolev
em R", ou seja, na equacao (1.1) as fungoes f; com 1 < i < n, sdo fungdes que estao no

espaco de Sobolev, este espago serd abordado no Capitulo 4.

Exemplo 1. Um exemplo clissico é o campo de forca determinado pela lei da gravitacao
de Newton. Aqui o conjunto U de dominio é R® menos a origem e o campo vetorial C* ¢é

definido por
mMG
F(I,y72) = _T(x7y7 Z) (12)

onde m € a massa de um corpo de teste, M € a massa do corpo central, G € a constante

de gravitagio, e r = (2° + y* + 22)% .
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Um campo vetorial V' de classe C" definido em um subconjunto U aberto de

R™ pode ser naturalmente associado a equacao diferencial

' =V(x), (1.3)
onde as solugoes dessa equacao sao fungoes diferencidveis p: I < R — R" que satisfazem
de
“2(1) = V(o). (1.4)
para todo t € I. Se V(z) = (f1,..., fn) € ©(t) = (p1(t), ..., pn(t)) sdo as fungdes coorde-

nadas de V' e @ respectivamente, entao a equagao (1.4) se reduz as n equagoes diferenciais

ordinérias p
2L (t) = fi@ilt)). (15)

para todo t € I e 1 < i < n. As curvas ¢ que satisfazem (1.4), sdo chamadas de curvas

integrdveis do campo vetorial V. Se considerarmos uma condicao inicial para ¢ e considerar
que o campo vetorial é de classe C', tem-se um resultado de existéncia e unicidade para a

curva integral, através do seguinte resultado

Teorema 1. Seja U um subconjunto aberto de R™ e V: U — R" um campo vetorial
de classe C'. Dado p € U, existe uma curva integral \: (—c,c) — U do campo V com
condi¢ao inicial A(0) = p. Mais ainda, se u: (—e,e) — U for outra curva integral de V

com p(0) = p, entdo A = p em um intervalo (—6,6) < (—c,c) N (—¢,¢€).

Demonstragdo. Seja B uma bola fechada de centro p, na qual as normas |V] e |V’| sdo
limitadas por uma constante k > 0. Em particular, z,y € B implica |V (x)— f(y)| < k|lz—y].
Seja ¢ um numero real positivo tal que o produto ck seja menor do que 1 e do que o raio de
B. Considere o espa¢o métrico E, formado pelos caminhos continuos A : [—¢,¢| — B, com
a métrica da convergéncia uniforme. Sabe-se que E é completo. Definimos uma aplicacao
f: E — E pondo, para cada A € E, f(A\) = pu, onde

t

Mw=p+J¥%M@M&

0
Note-se que |u(t) — p| < ck < raio de B, donde u(t) € B e portanto u € E. Observe-se
também que se pu; = f (A1) e pa = f (A2) entdo, para cada t,

mﬁ%wﬂﬂ<LWQwﬂ—WM@H%<
< ck - sup [A1(s) — Aa(s)]

e portanto d (1, po) < ck - d (A1, Ay). Como ck < 1, vé-se que f : E — E é uma contragao.
Pelo Teorema do Ponto Fixo para contragoes (ver [13], Capitulo 5, Proposigio 9), existe
um tnico caminho A : [—¢,¢|] — B tal que f(\) = A. Isto significa

t

A(t) = p—l—f V(A(s))ds.

0
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Pelo Teorema Fundamental do Célculo, esta igualdade equivale a afirmar

Logo A é uma curva integral com origem em p. Dada qualquer outra curva integral
w: (—e,e) > U com pu(0) = p, podemos restringir A e g a um intervalo [—4, d] tal que
0k <1 e 0k < raio de B. Entdao A = p em [—d, ] pela unicidade do ponto fixo. O

O Teorema anterior foi demonstrado com intuito de valorizar a existéncia
e unicidade no caso classico de curvas integrais que serao usadas para definir fluxos
solugoes. Com o Teorema 1 anterior, vimos que para cada x € U existe uma tnica curva

vz (0,0) > R, entao podemos definir uma nova fungao ¢: I x R™ — R" tal que

o(t,x): = @u(t) (1.6)
e pelo Teorema 1 essa funcgao satisfaz

9
E(t :L“) = V(¢<t’ IL‘))

¢(0,$) =

A fungao (1.6) é chamada de fluxo para o campo vetorial V' em I x R". Com base na

discussao acima, definimos

Definicao 2. Seja V' um campo vetorial , isto €, V: R" — R" de classe C" com [ < R e

toe I. O Fluxo de V iniciando no tempo ty € a aplicacao
X: I xR"—>R"

que satisfaz

0X
2 (2) = V(X(1,0))
X (to,x) =x

Podemos mostrar que a funcao X da Definicdo 2, tem sua regularidades
determinada a partir da regularidade do campo vetorial V. A seguir, tem-se um resultado

que garante a continuidade do fluxo solugao.

Teorema 2. Seja U um aberto de R". Se V: U — R" ¢é localmente Lipschitz, entdo o
fluro X : I x R" — R" definido em (2) é continuo.

Demonstragdo. Ver [16], pag 144. O

Ao colocar condigoes adicionais no campo vetorial V', entao podemos provar
que o fluxo X possui mais regularidade. Na verdade, se V' é de classe C", entao o fluxo X
também é de classe C". A prova desse resultado é bastante elaborada, o leitor interessado
pode encontrar a prova em [11], pdg 371 até 379. Com isso, se V é C*, entdao X é de classe

C’” para todo r nimero inteiro, consequentemente X é C*.
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Exemplo 2. Seja V: R? — R? dado por V(z,y) = (—y,x), entio o fluro associado a este

campo vetorial iniciando em ty = 0 é X: I x R*> — R? dado por
X(t,(x,y)) = (xcost — ysent, xsent + ycost) .

Isto € facil de se verificar, pois

0X
E(t’ (x,y)) = (—xsent — ycost, xcost — ysent)

V(X (t, (z,y))) = ((zcost — ysent, xsent + ycost))
= (—xsent — ycost, xcost — ysent) .

Para encontrar X, basta notar que podemos escrever

onde 7.(t) = (11(t), 12(t)). Assim,
V(y(t, ) = V(1 (), 12(t) = (=22(t), 11(1))
dai o problema se torna o sistema de equagdo diferenciais ordindrias

WO = V((a0.%20) = =) _ o
{ Ya(t) = V(11 (), 72(t)) = 7(t) 72 (t) V2(t)

para resolver essa equacao diferencial de sequnda ordem associamos a equagdo caracteristica
M-A=A—))A+1i)=0
e a solugdo para este tipo de equagdo é
Yo(t) = e*(Cysenft + Cocosft) =

onde o € o termo real da raiz complexa, 5 é o valor real do termo que acompanha a parte
imaginaria. Neste caso, a = 0 e = 1, condigcoes iniciais C e Cy sdo x ey respectivamente
e a solugdo fica

Y2(t) = xsent + ycos

11 (t) = —v5(t) = wcost — ysent .

FEsse processo pode ser feito para qualquer campo vetorial, concluindo que para encontrar o
fluxo associado a um campo vetorial é equivalente a resolver um sistema com n equacoes

diferenciais ordindrias.

Podemos generalizar o Teorema 2 para uma familia de campos vetoriais. Para
isso, vamos abordar familia de campos vetoriais, sendo que o parametro é um intervalo de

R, o qual serd chamado de parametro temporal.
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Definigao 3. Seja V' um campo vetorial dependendo do tempo, isto é, V: I x R" — R" ¢
uma familia de campo vetorial de classe C" com I < R e tye I. O Fluxo de V' iniciando
no tempo ty € uma aplicacao

X: I xR"—>R"

que satisfaz

0X
E(t,x) = V(t,X(t,2))
X (to,z) ==z

Vamos ver agora que, assim como para um campo vetorial tinico, sob as
hipoteses certas, temos a existéncia e unicidade para o fluxo solugao. Para isso, dado

V: I xR" — R"™ uma familia de campo vetorial defina V: I x R® — R x R" por

Vi(s,xz) = (1,V(s,x)) (1.7)

Assim, V' é um campo vetorial, entdo pelo Teorema 1 existe um tnico fluxo (1, p2) =

¢: I x (I xU)—RxR"onde (p1,p,) sdo as funcdes coordenadas de ¢, e o fluxo satisfaz

ﬁqf(t’ s,2) = V(o(t, s,x))

0
¢ (0,s,2) = (s, )
Assim, a primeira funcio coordenada @; do fluxo ¢ satisfaz

0P

ﬁ(t,swf) = 1
01 (0,8,2) = s
Por isso
o1 (t,s,0) =t+s (1.8)

Para a segunda funcdo coordenada @, do fluxo ¢ satisfaz

% 1,5,2) =V(B(t,5.7))
= V(@i(t,5,2), a(t, 5,2)) (1.9)
=V(s+t ¢at, s, x))
Dai
B(t,x) = a(t,0,x)) (1.10)
Assim, 8 é o fluxo desejado para V
Dt2) =V (1,5(0.2)

B(0,z) ==z

Assim, conclui-se que toda familia de campos vetoriais possui um tnico fluxo associado
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1.2 Formas diferenciais R"

Faremos aqui uma breve revisao das formas diferenciais. De modo geral, as
1-formas podem ser vistas como duais algébricos dos campos vetoriais. Deste modo, o
estudo de formas e campos vetoriais estao internamente relacionados. Além disso, este
objeto é fundamental na matematica, visto que esses objetos que podem ser integrados
em variedades. Lembrando que neste trabalho a variedade serd o R"™. Para este capitulo,

vamos seguir a abordagem do livro (Guillemin; Pollack [9], 2010).
Definigao 4. O espago vetorial dual de R" ¢

(R")* ={a:R" > R: « € linear }.
Os elementos de (R™)* sio denominados por funcionais lineares em R".

Como cada a € (R™)* é uma transformacio linear, entdo ele é definido pela
Y
sua acao na base candnica de R". Com isso, definimos os seguintes funcionais lineares:
dwy, ..., dx, € (R™)* por

lsei=7
dxi(ej):{()sei#j

e estendemos por linearidade, onde os (e;) sao os vetores da base canénica de R".

Observacao 2. O conjunto {dzy,...,dz,} € base de (R™)*. De fato, dado o € (R™)*

tem-se
alv) =« (Z Ulei> = Zv’a (e;) = Z vy
i=1 i—1 i=1

onde co; = «(e;). Por outras palavras,
a(v) = Z adx'(v) & a = Z a;dx’
i=1 i=1

Nao ¢é dificil ver que dxq,...,dx, sdo linearmente independentes, concluindo que € base de
(R™)".
Definicao 5. Um k-tensor em R" € uma aplicacio T multilinear T : (R”)k — R, tal que
1.T(viye oo, Vit Wiy, vi) =T (v, oo Voo, V) + T (Ve oo Wy Vi)
2. T (v, AV oo, Vi) = AT (Ve o Vi o V).
Exemplo 3. 1. Um funcional linear em R™ é um 1-tensor.
2. g:R" xR" > R dado por g(v,w) = {v,w) é um 2-tensor.

3. T:(R"" - R dado por T (vi,...,v,) =det (vy,...,v,) € um n-tensor.
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Definicao 6. Um k-tensor a diz-se alternado, se
a(Vi,o o, Viy ooy Vi, Vi) = —ae (Vi oo, Vo Vi, V).

Denotamos por A (R™) o espago vetorial dos k-tensores alternados.

O item (3) do Exemplo 3, é um exemplo de um k-tensor alternado. Podemos

ver que uma base para o espaco vetorial A* (R™) pode ser construida como segue. Dados

i1, ... ig € {1,...,n}, definimos dz;, A ... A dx;, € A¥ (R™) por
dx;, (vi) ... dxy (Vi)
dzi, A ... ~ndxy (v, ..., vg) = det
dx;, (vi) ... dzy (Vi)

Observe que
dryy nooondz, Ao o~ drg, AN dag, = —datt Ao A drg, Ao A dTg, A A dag,

e portanto

dryy Ao ndrg, Ao A dr, oA drg, = 0.
Proposicao 1. {dw;, A ... Adry b o o <, € uma base para A* (R™), cuja dimensdo é
n
k
Demonstragdo. Ver [9], pdg 158. O

Se o é uma permutagao tal que o(1,...,k) = (i1,...,1), entdo
dxi, A ... Adxy, = sgn(o)dzy A ... A dxy.
Observacao 3. Define-se A’ (R") = R.

Definigdo 7. Se a e A*(R") e g e A" (R"),

o= Z oy dxi, Ao ANdx,, B = Z Bjr..5dxi A oo A dxy,

11 <...<i 1<..<Ji

definimos o seu produto exterior a A B € A* (R™) como

_ Y S ) ) Ji Ji
anf= Z Qi B ATy A oo A dg, A dTTt A LA d
11 <...<ip

J1<...<ji

Proposicao 2. Propriedades do produto exterior:

lL.an(B+y)=anB+any;
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2. anfB=(-)"8ra (aeA*R"),BeA(RY);
3. an(Bay)=(anpB)Ary.
Demonstragdo. Ver ref [9], pag 156 e 158. O

Exemplo 4. Seja

w = x1dx] + Trodry + 13dX3

um 1-tensor alternado em R> e
n = x1dry A dry + dry A dxs
um 2-tensor alternado em R>, tem-se que produto exterior é o 3-tensor alternado

W AN = xodry A dry A drs + x3ridas A dxy A drg = (x301 — T2) doy A dXg A ds.
Duas outras operagoes que pode ser definida no espaco dos k-tensores alternados
AF (R™), sio as operacdes produto interior e o operador de Hodge.

Definicao 8. Seja v € X(R™) um campo vetorial e w € AF(R™) uma k-tensor alternado, o

produto interior iyw € uma (k — 1)-tensor alternado definido por:

tyw =0 sew € uma 0 — forma ,
ivw = w(V) se w € uma 1 — forma , (1.11)
ivw (Wa, ..., W) =w(V,Wq,...,W;) sew € umak — forma .

Exemplo 5. Considere alguns 2-tensores alternados bdsicos dados por, dx A dy,dy A dz e

dx A dz. E seja o campo vetorial v = (v1,vs,v3), temos

iv(de A dy) = (dx A dy)(v,-)
= dx(v)dy(-) — dy(v)dx(")
= v1dy — vodx

iv(dy A dz) = (dy A dz)(v, ")
= dy(v)dz(-) — dz(v)dy(")
= vodz — v3dy

iv(de A dz) = (dz A dz)(v,")

= v;dz — vsdz.

A seguir definimos o operador de Hodge. Este operador sera essencial para este

trabalho, pois permite definir o Laplaciano de Hodge-Rham.
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Definicdo 9. Seja w € A*(R™) dada por w = fidz;, + ... + fudx;,, onde f; sio fungoes
reais em R™. O operador de Hodge *: A*(R™) — A" ™*(R™) serd o tinico isomorfismo que

aplica qualquer k-forma w em sua (n — k)-forma dual, dado por

e satisfaz

dx;, A (xdx;) = dxy A dzg A ..o A dy,

ou seja dx;, A (xdz;,) € a forma volume

Proposicao 3. O operador = satisfaz as sequintes propriedades:

1. xxw = (—1)k("_k)w,
2.« (qw + con) = c1(*w) + c2(*n),
S wAxw=0=w=0.

fool=daneee A da e s(dz o ndz) = 1

Demonstragao. Ver Ref [15], pdg 62 e 63. O

Exemplo 6. Seja w e A (R3) dada por w = fidxry + fodzs + f3dxs, onde f; sao fungoes

reais em R™. Entdo =w é o 2-tensor alternado
ww = f1(xdxy) + fo(xdxa) + f3(xdws) = fi(das A dxs) + fo(—dxy A dxz) + f3(dzy A dxs)
Assim, *w = fidxg A dxsz — fodxy A dxs + fadxy A dxg.

Defini¢do 10. Uma forma diferencial de grau & em R"™ é uma fungio w : R™ — A* (R™)

de classe C. Denotamos por QF (R™) o conjunto das k-formas diferencidveis em R™.

Definigdo 11. Se w € QF (R"),

Z Wiy, (X)dxiy A oA day,

11 <...<lp

entdo a sua derivada exterior ¢ a (k + 1)-forma dw € Q"™ (R™) definida por

2 Z auglx’Ldexz Adzi, A oA dag,

11 <...<ip 1=

Exemplo 7. A derivada exterior de uma 0-forma f é a 1-forma

n af
df—;aﬂd
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Exemplo 8. Seja w e Q! (RS) dada por w = fidxy + fadxs + fzdxs, entdo

dfs  0f ofv  0fs dfe  0fy
dw = - |d d — - = 1d d — - = ]d d
W (6:)&2 6333) Lo N dT3 + <é’x3 (?wl T3 A dT1 + 6:161 6.7:2 1 AN dTo
Definigdo 12. Se f : R" — R™ ¢ de classe C* e w e Q% (R™) entdo o "pull-back" de w
por £ ¢ a forma-k £*w € QF (R™) definida por
(%) (%) (vi, ., ) = w(E(%) (DEK)Va, .., DE(R)Vi)

Definicao 13. O "pull-back'de uma forma-0 ¢ por f é simplesmente a pré-composicio

¢of.

Proposicao 4. Propriedades derivada exterior e pull-back:

1. d(w+n) =dw+ dn;

2. d(w A n) =dwAn+ (—1)*w A dn, onde (we Q" (R"));
3. d(dw) = 0;

4. f(w+n) =fw+ 1y

5 ff(wan) =fw Ay

6. (gof)*(w) =f*(g"w);

7. £*(dw) = d (f*w).
Demonstragdo. Ver [9]. O
Definigio 14. Dizemos que w € QF (R™) é:

1. fechada se dw = 0;

2. exata se w = dn para ne Q"1 (R™ ).
Proposicio 5. Se w e Q% (R™) ¢ exzata, entdo w ¢ fechada.

Demonstragdo. Segue imediatamente da Proposicao 4, pois como ¢ exata, entao w = dn.
Dali, d(w) = d(dn) = 0. Portanto, w é fechada. O

Exemplo 9. A reciproca da Proposicio 5 ¢ falsa, o exemplo cldssico é forma w € Q(R? —
{(0,0)}) definida por
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A 1-forma w € fechada, pois

dW:( )(f ;yl; yydxAdy+($<+2y>2)2x$dy/\dx
T4+ vy T4 +y
2 2 22 — (22 2 972
_ - +y)+( 2y+ ;)352 s $d:)§/\dy:0.
x Yy

Agora suponha que € exata, isto €, que exista 6 tal que df = w, entdo dado ~(t) =

(cost,sent) com t € [0, 27|

[« T (1)) d

_J (—cost)
), sen2t 4 cos?t

= 27 .

(—sent)

—cost) 4+ —
(= cost) sen?t + cos?t

(—sent)dt

Mas por stokes

szj dw=0.
ol oy

o que é um absurdo, ou seja, w nao € exata.

1.3 O Laplaciano de Hodge-Rham em formas diferencias

O operador Laplaciano ¢ muito usado na matematica, ele por exemplo aparece
nas famosas equagoes de Laplace e de calor. Este operador sera essencial para falar de
semigrupo de calor em 1-formas diferenciais e a partir deste semigrupo que faremos as
regularizagdes no ultimo capitulo. O operador Laplaciano em R™ ¢ definido sobre fungoes
u: R™ — R de classe C? por

Au=Y — (1.12)

denotado por A. O Laplaciano definido anteriormente (1.12) sobre fungoes, essas fungoes
podem ser vistas como 0-formas, entao seria desejavel estender o operador Laplaciano para
k-formas, assim surge o operador Laplaciano de Hodge-Rham. Primeiro, precisamos do

operador co-diferencial

Definig¢do 15. Seja w € Q% (R"), o operador co-diferencial §: QF (R") — Q1 (R") ¢
definido por § = xod o *.

Exemplo 10. Seja a I-forma em R® dada por
W = fldl‘l + fgdl’z + f3d$3 .
Encontremos o co-diferencial de w. Do Fxemplo 6, =w é a 2-forma

xw = frdry A dxs — fodry A dxs + fadxy A dry .
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Calculemos d = w.

dxw = 01 fidxy A dxg A dxs — Oy fodxy A dxy A dxs + O3f3dxs A dry A das

= (01f1 + Oofs + O3f3) dry A dxo A drg.

E por fim, calculemos =d * w
sdxw =x(dxw) = (O1fi + Cofs + O3 f3) » (dxy A dxa A das) = (O1f1 + Oafo + O5f3) -
Assim, se w € o dual de um campo vetorial V', entao
dw = div(V).
Exemplo 11. Seja 3 a 2-forma de R® dada por
B = (0ifs — Oaf1) dxy A dxy + (Oof3 — O3f2) dva A das + (O3f1 + O1f3) dag A day
Calculemos o co-diferencial de 5. Primeiro, =3
«3 = (O1fa — 0o f1) das + (Oafs — O3 f2) dxy + (03 f1 — 01 f3) da .
Agora, d = 3

dx B = (3 fo— 0102f1) duy A das + (0201 fo — O3 f1) daa A dry
+ (5§f3 - a253f2) dzy A dxy + (a3azf3 — 5§f2) dxs A dzy
+ (@1@3f1 + ﬁffg) dri A dxy + (§§f1 — ﬁgﬁlfg) drs A dxo
= (5%f3 - 6§f3 + 0203 fo + 5153f1) dxi A dxo
+ (=03f1 — O3 f1 + 0201 fo + 0301 f3) da A das
+ (532,f3 + 02 fy — 0302 f3 — 8152f1) dxy A ddxs .
Por fim, =d = 8
*dx = (—5§f1 — 05 f1 + 0201 f2 + a3,(91f3) day
+ (=03 fo — O3 fo + 03023 + 1021 das
+ (07 fs — 03 f3 + 0203 f3 + 0103 1) das .

Definigio 16. Seja w € QF (R"), o operador Laplaciano de Hodge-Rham []: QF (R") —
QF (R") ¢ definido por [] = dé + &d.

Exemplo 12. Calculemos o Laplaciano de Hodge-Rham da 1-forma em R?® dada por
w = fidry + fadxy + fsdrs.
O Laplaciano de Hodge-Rham de w é

[w = déw + ddw .
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Do exemplo 10, temos a expressao de dw, basta calcular agora dé (w), tem-se

d(6w) =d[(O1f1 + Oofs + O3f3)] =
(6%f1 + 0102 f2 + 5153f3) dry + (aQalfl + 05 f2 + a253]63) ds
+ (a?)alfl + 0302 f + 5§f3) dxs.

E do FExemplo 11, observe 3 é exatamente dw = (3, a saber Exemplo 8. E como visto,

0p = ddw = (—5%f1 — 05 f1 + 0201 f2 + 63(?1]“3) dzy
+ (=03 f2 = 01 fa + 0302 f3 + 0102 f1) dixy
+ (01 fs — 03 f3 + 0203 f3 + 0105f1) das .

Dessa forma, tem-se

ddw — ddw = (3} fi + 010afo + 0103 f3) dy + (0201 f1 + 02 fa + Padsf3) dovy
+ (53(91f1 + 0302 f2 + agf:s) drs — (—8§f1 - 5§f1 + 0201 f2 + a35’1f3) dy
( 03f2 — 01 fo + 0302 fs + alanl) ds
( 01 fs — O3 f3 + 0203 f5 + 0153f1) drs
(OLf1 + 03 fr + 03 11) day + (05 f2 + 0 fo + 01 f2) das
+ (03 f3 + 0 fs + 03 f3) das
= (Af1)dxy + (Afy)dzy + (Afs) dxs .

Portanto, Clw = (Afy) dzy + (Afy) dxe + (Af3) dxs.
O Exemplo 12 motiva o seguinte resultado
Teorema 3. Se f € Q°(R") = C*(R"), entdo
O/ = Af.

Ainda, se w € Q(R") sendo que w € da forma w = fidxy + - - fpdz,, entdo

=1
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Demonstracdo. Primeiro, seja f € Q° (R") = C* (R"), como 6(f) = 0, tem-se que

Of =d(0(f)) )

:cs(iafd@)

=1

= * * ( OZf dxz)

= e @@ + (@)
:i*<d< dxl/\ /\cia\’iA.../\dxn>>

Oijf dxj Adxy A /\cia?i/\.../\dxn>>

I
D 1
VO
M:

:i&n — (dwl/\dl‘l/\ A@...Ada;n>

* (dV)

Sl\D

= i @,f (( ) d$1 VANRRVAN d{I)n = i
=Y =Af.

Agora, seja a 1-forma w = fdz;, calculemos [Jw = (dd + dd) fdx;. Observe que a primeira

parcela é

(dé)fdxiz(d*d*)fdxi:d*d(f dl‘l(—l)i/\.../\cix\i/\.../\dxn>

=1
n (1.13)
=d (Z @-f)
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Agora a segunda parcela
(6d) fdz; = *d * (Z 0;dx; A dxi)
=1

Oni f (—1)”j1d:ck/\da:1/\.../\d/sv\j/\.../\d/a?i/\.../\dxn>
Zajjf (=1)day A ..o ndzi A A dxn) +
' (ZZ@M (—1)* ey AL A dzg A A d$">
4
(1.14)

Na 29 igualdade de (1.14), foi usado i < j, similarmente prova-se o caso i > j. Assim, se
w e QF (R™) ¢é da forma w = fdz;, como w = §d + dé somando (1.13) e (1.14), obtemos

w = od + do = <i i a”f> dZEj + (i 6jjf) dIZ + (—1) <i i 8jjf> dlL’j
j=1i=1 j=1 j=1i=1

= ( 6jjf> dl’z
j=1

(Af)dx; .

Portanto, se w = fidxy + - - - f,dx, pela linearidade do operador [], tem-se

Cw= > Afidz;.

n

i=1

1.4 Integracdo de formas e o Teorema de Stokes R"

Conhecido os objetos que podem ser integrados sobre variedades, vamos definir

formalmente a integral e alguns resultados que serdo fundamentais para esse trabalho

Definicao 17. Seja U < R™ um aberto e w € Q"(U) uwma n-forma, entdo w = fdx; A

- Adxy, para alguma f € C*(U). Definimos a integral de w em U por

szf f(zy,...,zy)dey - - - day,
U U

se a integral do lado direito existir, dizemos que w € integrdvel.
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Nao entraremos em detalhes sobre a Definicdo 17 ser uma boa definicdo ou
propriedade, para maiores detalhes consultar (Guillemin; Pollack[9], 2010, pag 165.) As
formas foram criadas para integracao, mas um questionamento interessante é "o que as
torna integrandos apropriados?'Talvez a fundamental qualidade das formas é que elas
podem transformar corretamente em outra integral quando as coordenadas sao alteradas.
Lembre-se do importante teorema do célculo (prova pode ser encontrada em Spivak [16],
1970, pag 67). Se f: V — U é um difeomorfismo entre abertos de R" e a uma fungao

integravel em U. Entao
f adxy - - - dz, = J (ao f)|det(df)|dy; - - - dyn (1.15)
U 1%

este resultado segue similarmente para formas diferenciais, pois se temos w = adxy A -+ A

dx, e f é o difeomorfismo considerado, entao

ff(w) = (ao f)det(df)yr A -+ A dy, . (1.16)

Dai se f preservar a orientagao det(df) > 0, entdao o pull-back f*(w) é exatamente o

integrando (1.15). Precisamente

Proposicao 6. Seja @ : U — R" um difeomorfismo definido em um aberto conexo U < R".

Se w € uma forma diferencial integravel em ®(U), entao ®*w € integravel em U e

J W= iJ O*w,
®(U) U

sendo que o £ € o sinal do determinante da matriz jacobiana ®'(p).
Demonstragao. Ver [9], pag 168. ]

O leitor familiarizado com a teoria de variedades, deve reparar que como as
variedades deste trabalho sao abertos de R" e, portanto, eles sdo sempre orientaveis.
Assim, podemos ter uma certa liberdade alguns resultados desta teoria, que necessitaria
de variedades orientaveis. Com base na Proposi¢ao, vamos definir integrais sobre k-formas

R™ com suporte compacto, isto é, dado w € Qk(Rn), entao o conjunto

supw = {p e R : w, # 0},

é compacto. Denotamos por Q(M) as formas diferenciais de grau k com suporte compacto.
Agora vamos considerar U aberto em R" como variedade orientada de dimensao n e seja

w € Q7 (U) uma forma diferencial com suporte compacto. Definimos a integral sobre U da

onde (V,®) é um sistema de coordenadas positivo de M.

seguinte forma:
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Um problema que surge com a defini¢do anterior, é que o aberto U possa ter
mais de 1 parametrizagao, para isso vamos usar o conceito de particao da unidade, definido

a seguir

Defini¢ao 18. Uma particio da unidade em um espago topologico R™ € uma familia de

fungoes continuas {p;} R™ — [0,1] de forma que, para cada ponto x € R"

el .

1. existe uma vizinhanga de x em que todas, exceto uma quantidade finita, das fungoes

sao identicamente zero;

2. a soma das fungoes em x € 1, ou seja, sz(:v) = 1.
el

Dad, caso o aberto U em (1.17) possua mais de uma parametrizacao, definimos

[o-ghn

onde (V,,, ®,) é um sistema de coordenadas positivo de U e {p,} uma particio da unidade

a integral sobre U por

subordinada a esta cobertura. Colocado essas defini¢des, nao é dificil checar que a integral
definida acima satisfaz as propriedades de linearidade e aditividade. A préxima proposicao

nos da uma férmula para fazer uma mudanca de varidvel na integral.

Teorema 4 (Férmula mudanca de varidvel). Sejam U, e Uy abertos orientados de R™

e ®: U — Uy um difeomorfismo que preserva orientagoes. Entdo, para toda a forma
diferencial w € Q1 (Us),

J w :J O*w.

Us Uy

Demonstrag¢do. Como ¢ é um difeomorfismo e preserva orientagoes, existe uma cober-
tura de U; por sistemas de coordenadas (V,, ¢,) positivos, tal que os ® (V,,) sdo dominios
de sistemas coordenadas positivos ¢, : @ (V,) — R" de Us,. Se {p,} é uma parti¢do da
unidade {p,} subordinada a esta cobertura, entao {p, o ®} é uma partigdo da unidade

subordinada & cobertura {V,}. Pela Proposi¢ao 6, tem-se que

J PaW = J " (paw) = J (pa 0 @) P*w.
<I>(Vo¢) « «

Assim, temos que
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]

O proximo teorema é um dos mais belos e importantes da Anélise, o Teorema
de Stokes. Ele generaliza varios dos grandes teoremas do célculo, como por exemplo o

Teorema fundamental do calculo, Teorema de Green e o Teorema da divergéncia.

Teorema 5 (Teorema de Stokes). Seja U aberto com bordo, orientada, de dimensio n. Se

we Q"N U) é uma forma de suporte compacto, entdo

f wzfdw,
oU U

onde J w significa a integral da restri¢io de w ao bordo OU, isto €, integral da forma i*w

ou
com i: oU — U sendo a aplicacao inclusdo.
Demonstragao. Ver [9], pag 183. O

Notamos que no Teorema de Stokes 5, se 0U = ¢J ou w |oy = 0, entao

dezO,
U

que é o que utilizamos neste trabalho

1.5 Derivada de Lie e a férmula de Cartan

A derivada de Lie em R"™ é um tipo de derivacao em formas diferenciais em
R™, que preserva o grau da forma. Nessa se¢ao, vamos introduzir esse conceito e abordar

alguns resultados envolvendo esse conceito, que sera usado neste trabalho.

Definicdo 19. Chama-se derivada de Lie de w € Q%(R™) ao longo do campo vetorial
X € X(R") a forma diferencial Lxw € Q¥(R™) definida por:

1 *
Lxw=lim = ((¢) w—-w),
onde ¢ é fluzo gerado por X.

Algumas propriedades basicas da derivada de Lie de formas diferenciais sao

dadas pela seguinte proposicao:

Proposicio 7. Seja X € X(R™) um campo vetorial. A derivada de Lie Lx : Q(R™) —
QF(R™) satisfaz:

1. Lx(aw +bn) = alxw + bLxn;
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2. Lx(wAn) =LxwAn+wA Lxn;
3. Lx(f) = X(f), se f e Q(R") = C*(R");

4. Lx dw=dLxw.
Demonstragdao. Ver [16], pag 151. ]

A derivada de Lie pode se tornar trabalhosa por envolver em sua defini¢ao o
pull-back pelo fluxo gerado do campo vetorial. O préximo resultado é muito interessante,
pois permite visualizar as derivadas de Lie através de uma expressao algébrica envolvendo
apenas produto interior e derivada exterior. Em alguns textos a féormula a seguir ¢ até

mesmo chamada de féormula méagica, devido a sua relevancia.

Teorema 6 (Férmula de Cartan). Seja X € X(R") campo vetorial e w € Q*(R"™) uma
forma diferencial. Entdo:

Lxw = ixdw + dixw.

Demonstragdo. Pela Proposicao 7 item (3), a derivada de Lie é de fato uma derivagao.
Por outro lado, pelas propriedades de derivada exterior e produto interior, também é
uma derivagao. Primeiro verificamos na 1-forma diferencial w = f dg, onde f,g e C*(M).

Usando as propriedades da Proposicao 7 a derivada de Lie dessa 1-forma é

Lx(f dg) = X(f)dg + f d(X(g)).
Jé& pelas propriedades da derivada exterior e produto interior:
ixd(f dg) + dix(fdg) = ix(df A dg) +d(fixdg)
= X(f)dg — X(g)df +d(fX(g))
— X(f)dg + f d(X(g)).
Assim, segue que para 1-formas Lxw = ix dw + dixw. Suponha que seja valido para uma
k-forma. Seja w uma k + 1-forma, entao w = Z a; A fB; em que o; € Q(R") e §; € QR").
Entao da Proposigao 7 item (1) e (2), observe zlue
Lx (o A Bi) =Lxa; nfBi+a; ALxfi = (dix +ixd)o; A B +a; A (dix +ixd) 5; (1.18)

A ultima igualdade da equacdo anterior (1.18), é obtida do resultado para 1-formas e pela
hipétese de indugao. Por outro lado
(dix +ixd) (a; A Bi) = dix (o A B;) + ixd (c; A By)
= d(ixa; A Bi — i NixBi) +ix (doy A By — ci; A dy)
=dixa; A B +ixa; A By —da; Aix i+ a; A dix s (1.19)
+ixdo; A By +da; ANix P —ixo; AdB; + o A dxdp;

= dionl- A 61 + o; A dlxﬁz + iX AN dOéZ' A +oy A lxdﬁz

= (dZX + Zxd) [673WAN 61 + a; A (dZX + ’Lxd) Bz
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Assim, das equagoes (1.18) e (1.19) e pelo item 2 da Proposicao 7, tem-se

£X<Z]%A5J::muwa@(Z]mA5J (1.20)

O que prova o resultado. O

Corolério 1. Seja U um aberto de R", V: U — R"™ um campo vetorial e w € Q(U). Entdo

J Lyw :f lyw
U ou

Lyw = f tydw + diyw, mas iydw = 0,
U

vale que

Demonstragdo. Pela formula de Cartan J
U

J ,va = f ivw
U oU

Proposicao 8. Seja U um aberto de R", V: U — R"™ um campo vetorial, ¢: U — R uma

aplicando Stokes, temos que
]

fungdo de suporte compacto. Entdo vale que

‘LW@M=—L¢mwm@.

Demonstragdgo. Do Coroléario 1, tem-se que J Ly (¢dx) = J iy (¢dx) = 0. Agora note
U ou

que, Ly (¢pdzr) = Vodr + ¢Lydx. Assim, J Ly(pdr) = J (Vodr + oLy dx) = 0 Portanto,
como Lydx = div(V)dx Y Y
f (Vo)dx = —J ¢ div(V)dx.
U U

]

O proximo resultado é um Teorema que conecta o operador Laplaciano de
Hodge-Rham e a derivade de Lie, para este resultado vamos considerar os campos de

vetores e; € X(U) definidos por
€i($1,...,xi,...,$n)=(0,...,1,...,0) (121)
onde 1 estd na i-ésima coordenada.

Teorema 7. Seja U é um aberto de R", e; € X(U) € o campo vetorial projecao na i-ésima

coordenada e w € Q(U), entao

(w = i £giw .
i=1
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Demonstragdo. Seja w = fdx;. Note que

Eei (fd$j> = ('}Zfdx] + fﬁeidxj = @fdxj + fdéz] = (3Zfdxj

L2 (fdx;) = L., (0ifdx;) = 0} fdu;
Assim,

S22 (fdiy) = (Af) de,
=1

Dai pela linearidade da derivada de Lie da Proposi¢ao 7 item (1) e o Teorema 3, tem-se
para w = fidxy + ...+ fndx,

anﬁgi (zn: fjdxj> zn: (Af;)dw; =
i=1 Jj=1 j=1

1.6 Resultados auxiliares

Esta secao serd reservada para enunciarmos alguns resultados que serao es-
senciais no nosso trabalho. Agora, vamos enunciar e mostrar duas versdes do Lema de

Gronwall

Lema 1 (Lema de Gronwall para integrais). Se, para to <t <t as fungoes ¢(t) =0 e

¥(t) = 0 sao fungoes continuas tais que a desigualdade

t
o) < K + 1| w(s)o(s)ds
to
se mantenha em to <t < ty, com K e L sendo constantes positivas, entao
t
o(t) < Kexp (LJ 1/J(S)ds)
to
sendo tyg <t < t;.

Demonstracao. Note que

o() -
K + L, 1(s)é(s)ds

definindo u(t) := K + LJ P(s)p(s)ds, tem-se
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Integrando entre £, e ¢, obtemos:

Inu —Inw (o) J U(s

Aplicando exponenciais:

u(t) < u (to) exp <L L t ¢(5)d5>

como u (tg) = K e ¢(t) < u(t), vale:

o(t) < K exp (L J: ¢(s)ds)

Lema 2 (Lema de Gronwall versao diferencial). Seja u(t) uma fun¢io nao negativa
e diferencidvel em [0,T], tal que u'(t) < f(t)u(t) + g(t), onde f(t) e g(t) sao fungoes

integrdveis em [0, T|, entdo

]

t
u(t) < u(0)eh fdr 4 f g(s)en T ds vt e [0, T]
0

Se f(t) e g(t) forem ndo negativas, entio a expressio se simplifica por

u(t) < et/ Dt [u(o) + Jt g(s)ds} Wt e [0,7]

0

Demonstragdo. Multiplicamos a expressao pelo fator integrante elo F(dt o rearranjamos

0s termos
/
<u<t>e— sgf(wdt) < g(t)e~ Yol O

Integrando de 0 a t

u(t)e_gé 1) g Je S0 St g

ﬁh

(t) < GSO f(t)d l + g S f t)dtdS]
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2 A equacio do calor em R"

O intuito deste capitulo é estudar brevemente a equacao do calor em R",
encontrar a solucdo da equacgao do calor homogénea e definir o semigrupo de calor para
fungdes. O conjunto U < R™ é aberto que estard representando um corpo. A equagao que
descreve a temperatura do corpo ao longo do tempo é

ou
ot
Bu(x,t) =0, xze€dUt>0,
uw(z,0) =wug(x), zeU

(x,t) = Au(z,t) + f(z,t), xzeUt>0

em que B corresponde a condigdes de contorno. A fungao f é uma funcao indicando fontes
de calor ao longo do corpo U e ug é uma funcao dada inicialmente ao problema, chamada

de condigao inicial.

2.1 Solucdo da equacdo do calor homogénea em R"

A equagao do calor a ser considerada neste trabalho, é o caso em que U = R" e
nao existem fontes de calor, isto é, f = 0. Neste caso, nao precisamos nos preocupar com

condigoes de contorno, ja que a fronteira de R" é vazia. A equagdo se torna

a—u(:zc,t) = Au(z,t), zeR"t>0
ot (2.1)

u(z,0) =wug(x), zeR"

Vamos ver que a solugao é

ulmt) = G‘mlt)?f e~ g (y)dy (2.2)

Para encontrar a solucao u, vamos aplicar transformada de Fourier na variavel x. Primei-

ramente vamos definir o que é transformada de Fourier e algumas propriedades

Definicao 20. Seja f uma fungdo real (ou complexa), define-se a transformada de Fourier
F de f como:

Fw) = Firw} = [ rea
ou ainda, denotamos F(w) = f(w).

Definigao 21. Seja F uma fungdo real (ou complexa), define-se a transformada inversa

de Fourier f de F como:

fit)=F HF(w)} = L JOO F(w)e™ dw.

2 J)_
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2
=]

Exemplo 13. Seja f : R" — C dada por f(x) =e 2 . Logo f(f) = (27?)%6_%. De fato,

temos
) |2 0 ) 2 o0 ) 2
f e e 2 dy = J e 8T dry ) .. e~ wndn o= 3 .,
R™ —00 —0

3 le®

- (vare ). (vare#) - mse

Proposigao 9 (Linearidade). Para quaisquer nimeros complexos a e b, se f(t) = ag(t) +
bh(t), entdo f(w) = ag(w) + bh(w).

Demonstragdo. Vem direto da propriedade de linearidade da integral. Seja, F{f(t)} =
Flag(t) + bh(t)}
oe}
zf (ag(t) + bh(t))e "™dt

—00

=J ag(t)e_”“dtﬁ—f bh(t)e "™dt

—a0 —a0

CLJ g(t)e ™ dt + bf h(t)e "™ dt

—00 —00

ag(w) + bh(w)
[

Proposigao 10 (Deslocamento no eixo t). Considerando uma fungao f(t) e sua transfor-

mada de Fourier F(w), entdo
F(f(t—a)) = e F(w)

Demonstracado.

Fft—a = [ ft-ae
= f OOOO f(s)e bt ds

[ e

_ ¢mien fi f(s)e™ds

_ efiwaF(w)
]

Proposigao 11 (Transformada da derivada). Dada uma fungao diferencidvel f(t) tal que

tlir}rn (t) =0 e sua transformada de Fourier F(w), entdo

FAf (1)} = iwF (w)
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Demonstragcao. Usando integragao por partes temos
w .
F® = | s
—Q0
—iwt P
= [rwe=17, - |

= iw Joo f(t)e “'dt

= iwF(w)

0

—iwf(t)e “tdt
0

]

Visto algumas propriedades das transformadas de Fourier, vamos encontrar
a solucdo da equacio do calor. Vamos supor aqui u e g seja de classe C2. Aplicando a

transformada de Fourier na equagao (2.1), obtemos

F (?:(x,t)) = F(Au(z, 1))

ou seja

f e"mfg?(x,t)dx = kJ e Au(x, t)dw.

Note que, para condigoes bastante gerais para u, temos que

n

e OU 0 :
—ix€ _ —ix€
J B (x,t)dx o). ez, t)de

e que

f e Au(z, t)dx (i)f A (%) u(z, t)dx
Rn n

= —|§2J e_mfu(:v,t)c& = —|§|2f e‘”gu(av,t)dx.

Na passagem (1) foi utilizado apenas integragao por partes. Vamos denotar por @ = Fu a
transformada de Fourier de u na variavel x e por 4y = Fug a transformada de Fourier de

up. Assim, a equacao do calor se torna:

.
&0 = —lePacn), t>0er
ﬁ(f, 0) = ﬁ’o(f)a ’S eR"

Mas esta equagao é simples de resolver. De fato, como f'(t) = af(t) implica que f(t) =
f(0)e™. Logo

o . . 2 . ez
= (1) = —lefa(e, 1) = a(g. 1) = e Mal, 0) = e ag ()
Para descobrir u(z,t) basta aplicar a transformada de Fourier inversa. Assim,

1
(2m)"

e t) = 77 (T a(©)) = o | et a @)
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Note que a integral acima ja nos fornece a solucao. Mas sdo duas integrais, pois g
também ¢é definida através de uma integral. Para deixar a solugao mais simples, vamos

usar convolucdo. Lembrando que F'(fg) = F '(f) * F'(g). Assim, tem-se
() - ()
= (Y P F () = (e

Vamos agora calcular F (e"ﬁ‘%).

1 ||

Lema 3. A sequinte féormula é vdlida: F ! <6_‘§|Qt> = =
(4mt)=

=2

Demonstragdo. Temos do Exemplo 13 que a transformada da gaussiana f(z) =e™ 2 é

F (e|22> — @mFe ¥ ¢ que F(Myf) - ;nff @ Assim

del\? 2
7 (o = (20)F (6_2) (V21€) = (20)% (2m) 31T

Logo

FlF e 2 = (4rt)z F! (e‘ﬂg‘z)

Concluimos que

71 <€—t\5|2> __ L e
(4rt)z

m

Voltando aos cédlculos, chegamos que

1 || 1 lz—y|?
u(x,t :}—71(645\%) Uy = we 4t U ZHJ e 4t ug(y)d
1) T\ )t T @) e olu)dy
Portanto, com as suposi¢oes iniciais a solucao da equacgao do calor em R"

u(z, t) = — J e T ug(y)dy (2.3)

(4rt)z Jgn

2.2 Semigrupo de calor em R"

A teoria de semigrupos tem extrema importancia na matematica, como por
exemplo na area de equagodes diferenciais. Esta teoria, auxilia para encontrar existéncia,
unicidade e regularizagoes de solugoes dessas equagoes. Vamos dar uma pequena ideia de
onde comega a teoria. Considere a seguinte equagao diferencial em R

dz
E(t) = ax(t)

z(0) = xg
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onde a € R. A tnica solucdo deste problema é x(t) = z¢e™, para t € R. As propriedades
da fungao T(t) = e™ que fazem com que z(t) seja solugdo do problema. Para ver essas

propriedades, note primeiro que

d _ Tt+h)—T@E) . eh _eat et _1
R T A

ah 1
Assim, i aT(t), para isso usamos e = e e }ZiII(l) ¢ = a. Este

ultimo limite s6 existe pois }llil% (e“h — 1) = 0. Observe as propriedades:
T0)=1, T{t+s)=TH)T(s) e }ILiH(l](T(h) -1)=0
Com isso, vamos definir semigrupos. Mas primeiro precismos definir o que é operador

limitado.

Definicao 22. Sejam X e Y espagos normados e T: X — Y um operador linear. Dizemos

que T' € um operador limitado, se existir ¢ > 0 real tal que
|Tz|ly <c||z||lx VzeX. (2.4)
Denotamos por B(X) a familia dos operadores lineares limitados de X .

Definigao 23. Dizemos que uma aplicagio T : Ry — B(X) é um semigrupo de operado-

res lineares limitados de X se as sequintes condigoes sao satisfeitas

1. T(0) = I, onde I é o operador identidade de X ;

2. T(t+s)=T({)T(s) para todo t,s € Ry;
Se, além disso, tivermos

1| T(t) = I|sx) o0, 0, diremos que o semigrupo é uniformemente continuo;
2. |T(t)x — x| x 200, para cada x € X, diremos que o semigrupo é fortemente

continuo, ou um C°-semigrupo.

A funcao exponencial pode ser facilmente estendida para um operador linear A

limitado de um espago de Banach X. Da seguinte forma

et =) (tA)" (2.5)

n!

n=0

onde A" é a composicao do operador A, por n-vezes. Essa extensao fica bem definidas

i || A"
) n!

¢é convergente. Nao vamos adentrar muito a essa teoria, vamos enunciar apenas o seguinte

para operadores limitados, pois

(2.6)

enunciado
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Teorema 8. Uma func¢io E : R* — B(X) satisfaz as condigoes

2. E(t+s) = E(t)E(S);
O

A onde A é um operador limitado em X e e € definida em

3. |E(t)—1I| — 0 quando t — 0.

se, e somente se, E(t) =e

(2.6).
Demonstragdo. Ver [7], pdg 15.
O semigrupo de calor esta relacionado a equacao do calor, apés definir este
semigrupo, essa relacao serda dada através de uma proposicao.
tA)t>0, onde para

Definigao 24. O semigrupo do calor em R" € a familia de operadores (e
= ()

cada ty é um operador em e®: C(R™) — C(R™) definidos da sequinte maneira:
(eOAuo) (x)

w—y|2
5 wg(y)dy, t > 0.

1
) ("E) = (47Tt)% Jne
satisfaz

( R
=0

tA)

Verifica-se facilmente que a familia (e

1. e AUO = U,
2. 9B — A o e58 Wi 5> ().
Observacao 4. Uma importante observacao sobre a Definicao 24 d semigrupo de calor
¢ que a derivada em relacao a x ndo age sobre a funcdo ug, mas ela age sobre a fungdo

z—y|?

) uo(y)dy

w) @) = oy [ o (e

Ox ((e U
Neste trabalho o semigrupo de calor sera denotado por TtRn e em determinados

_le—w® .
e &, isto é,

ou—Au =0 em R" x (0,0)
sobre R™.

contexto TERR. O semigrupo do calor esta intimamente ligado a equagao do calor
u(z,0) = f(x)

Sendo mais preciso, temos o seguinte o resultado:
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Proposicao 12. Seja f € (R"). Entdo

u(z,t) = (etAf) (x)

satisfaz
ou—Au=0 emR" x (0,00)

Demonstragdo. Basta observar que a Definigao (24) de (eltA f ) (x) é a solucao da equagao
do calor em (2.3). O

Observacio 5. E comum encontrar o semigrupo de calor simplificado por e'® : C (R™) —

C (R™), dado por
By = f Gi(r — y)uo(y)dy (2.7)

com Gy(x) = (47rt)_"/26_|’3‘2/4t et > 0. Na verdade, o semigrupo de calor pode ser definido
em espagos mais gerais que C' (R™), que sao os espagos LP(R™) e das 1-formas diferenciais.
Os espagos LP(R™) serd definido no Capitulo 4, mas jd adiantamos que o semigrupo age
identicamente a 24, onde a fungio uy € LP(R™). No Capitulo 5 serd feito um teorema
envolvendo o semigrupo nos espacos LP e ainda mostraremos como o semigrupo de calor

age sobre 1 formas diferenciais.
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3 Conceitos de teoria da medida

Neste trabalho vamos considerar campos de Sobolev. Para definir estes campos
é necessario definir os espacos de Sobolev, com isto, precisamos de alguns conceitos de
teoria da medida. Além dos conceitos, também vamos abordar alguns resultados como por
exemplo, o Teorema de Fubini e Prokohov, e diversos outros resultados necessarios para o

desenvolvimento do ultimo capitulo.

A teoria da medida, é de extrema importancia na matematica, pois ela fornece
ferramentas para atribuir "tamanho'ou "medida'a conjunto, mesmo sendo infinitamente
grande ou nao enumeraveis, de uma maneira consistente e sélida. Ela estabelece a base solida
para teoria de integracao de Lebesgue, que é uma generalizacao de integral de Riemann.
A integragdo de Lebesgue, permite integrar funcdes mais gerais e é mais adequada para
tratar limites de sequéncia de fun¢des. Um outro ponto importante, é que com essa teoria
ela permite a definir e estudar espaco de fungoes mensuraveis, como por exemplo os
espacos LP, que sdo os espacos centrais na analise funcional e diversas aplicagoes na teoria
de equacao diferencial parcial. A partir dos espagos L” e o conceito de derivada fraca,
que conseguiremos definir os espagos de Sobolev e esse é o espaco onde estao os campos

vetoriais a serem trabalhados.

3.1 Teoria da medida

Vamos primeiro definir os objetos principais da teoria da medida que sao os
espacos de medidas e as fung¢oes mensuraveis, para esses conceitos iniciais usamos o livro
(Bartle [2], 2014). Apds isso, serd feito uma revisdo dos principais resultados dessa teoria e
ainda resultados que serdo essenciais para o desenvolvimento dos tltimos capitulos. Agora,
um material que recomendamos no qual aborda os principais conceitos da teoria da medida
é o livro (Bogachev [3], volume 1 e 2, 2007).

Definicao 25. Uma familia M de subconjuntos de X é chamado de o-algebra se:

1. &, X pertence a M.

2. Se A pertence a M, entio o complemento A* = X\ A também pertence a M.

a0
3. Se (A,) é uma sequéncia de conjuntos de M, entdo a unido U A, pertence a M.

n=1

O par ordenado (X, M) consistindo de X e a o-dlgebra M de subconjuntos de X é chamado

de espago mensuravel. Todo conjunto em M é chamado de Y-mensuravel.
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Ao considerar uma familia qualquer A nao vazia, exite a menor o-algebra que
contém a colegdo A (a saber, esta o-dlgebra é a intersecao de todas as outras o-dlgebra

que contém A). A menor o-dlgebra que contém A é chamada de o-dlgebra gerada por A.

Definicao 26. Se (X, 1) é um espago topoldgico, entio a o-dlgebra gerada por T é chamada

de o-algebra de Borel. Os elementos dessa o-dlgebra, sio chamados de Borelianos.
Definig¢ao 27. Seja f: (X1, M1) — (X, Ms). Dizemos que a fung¢io [ é mensuravel se
Y (A) e My para todo A e M,

isto €, a pré imagem de um conjunto mensurdvel é mensurdvel.
Definigao 28. Seja (X, M) um espago mensurdvel. Uma medida no espago mensurdvel
X € uma fungio p: M — R U +00 que satisfaz

1. uw() =0

2. w(A) =0, para todo A e M

0¢] a0
3. p (U En) = Z p(Ey), para toda sequéncia (E,) € M
n=1 n=1
A tripla (X, M, 1) é chamado de espago de medida. Dizemos que X tem medida finita se
a0
w(X) <. Se X = UA"’ com A, € M e u(A,) < o para todo n € N, dizemos que X €
i=1
o—finito
Seja (X, M, p) um espago de medida. Dizemos que certa proposicao é valida p-
quase sempre se existe N € M com p(N) = 0 tal que a proposigao é valida no complemento
de N. Por exemplo, duas fungoes em X sdo iguais p-quase sempre, ou ainda, para quase
todo ponto, se para algum N € M com u(N) = 0, tem-se que f(z) = g(z) para todo
x € C(N). Neste casos, vamos escrever por
flz) =g(x) p-qtp

Definicao 29. Uma funcao real p: X — R € dita simples se assumir apenas um nimero

finito de valores. Podemos representar a fungdo ¢ da sequinte forma
Y= Z a; X E; (31)
j=1

onde a; € R e xg; € a fungio caracteristica de E; em X

Definigao 30. Seja (X, M, 1) um espago de medida. Se ¢ € uma fungio simples mensurdvel

com a representagao (3.1), definimos a integral de ¢ em relagdo a p como sendo um nimero

fs@du = z": aju (Ej)

7=1

real da reta estendida
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Definigao 31. Seja (X, M, 1) um espago de medida. Se f: X — R é uma funcio real

positiva e mensurdvel, definimos a integral de f com respeito a p como sendo um nimero

Jf@w=wpfww

onde o supremo é sobre todas as fungoes simples ¢ mensurdveis satisfazendo 0 < p(x) <
f(z) para todo x € X

real da reta estendida

Lema 4. Seja (X, M, p) um espago de medida.

1. Se f e g fungoes reais positivas e mensurdveis e f < g, entdo

fﬂm<Jﬁ@L

2. Se f: X — R*Y € uma fungdo real positiva e mensurdvel, se E, F pertence a X, e se

E c F, entdo
| saus | s
E F
Demonstracao. 1. Esse resultado segue das integrais para fungoes simples. Ver [2],
pag 31.

2. Como fx, < fx,, segue imediatamente do item anterior.

]

O préximo Teorema é um dos grandes resultados da teoria da medida, que diz
que sequéncias mondtonas de fungoes mensuraveis que sao convergentes, tem um bom

comportamento de convergéncia em integrais. A saber

Teorema 9 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja (X, M, ) um espago de medida.
Se (fn) € uma sequéncia mondtona crescente de fungoes positivas mensurdveis que converge

para f, entao

Jﬁm:hmfﬁ@

Demonstragao. A funcao f é mensuravel (este resultado nao serd provado, ver Bartle).

Assim, f, < fn,41 < f, segue do Lema 4 parte (1) que

| i< [ fuvrdu < [ sau

para todo n € N. Tem-se que

1mfﬁ@<fﬁm
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Para a outra desigualdade, seja o um nimero real 0 < o« < 1 e ¢ uma funcgao simples

mensuravel 0 < ¢ < f. Seja
Ay ={ze X fu(z) = ap(z)}

note que A, € X, A, € A,;1,e X = UA”' Com o Lema 4, tem-se
| avdn< | paus | sade (3.2)
An An
Como a sequéncia (A,) é mondtona crescente, segue que

fcpdu = limJ wdp
An

Assim, ao tomar o limite em (3.2), obtemos
Q@ J edp < lim f fudp
Como isso vale para todos o com 0 < o < 1, tem-se a desigualdade
Jgod,u < limjfnd,u
como @ é uma funcao simples mensuravel arbitraria que satisfaz 0 < ¢ < f, concluindo
de,u = sgpf@du < limffndu
Portanto, do Teorema 9 e (3.2) segue o resultado. O

Corolario 2. Seja (X, M, 1) espago de medida, vale que

1. Se f é uma fungdo real positiva e ¢ = 0, entao cf é mensurdvel e

fcfd,uzcjfdu

2. Se f,g sao fungoes reais positivas e mensurdveis, entao f + g € mensurdvel e
J(f + g)dp = deu + Jgdu
Demonstragdo. Ver [2], pdg 33. O

O proximo Lema estabelece uma desigualdade relacionando a integral do limite
inferior de uma sequéncia de fungoes com relacao ao limite inferior de integrais destas
fungoes. Esse Lema é essencial para prova um grande Teorema da teoria da medida, o

Teorema da convergéncia dominada.
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Lema 5 (Lema Fatou’s). Se (f,,) € uma sequéncia de fungoes mensurdveis positivas, entdo
J(lim inf f,,) dp < lim infffnd,u

Demonstragdo. Seja g, = inf {f,,, fms1, ...}, tem-se g,,, < f,, com m < n. Dessa forma,

tem-se

J%w<fhw,m<n
Assim,

ngd,u < lim infffnd,u

Como a sequéncia (g,,) é crescente e converge para liminf f,,, pelo Teorema da convergéncia

mondtona 9

J(lim inf f,,) dp = limngd,u

< liminfffndu
O

O Lema 5 pode falhar se nao assumir que f, > 0. Definimos integrais para
fungoes f: (X, M, u) — R*, agora vamos definir para fun¢oes que podem assumir valores

positivos e negativos

Definigao 32. Seja (X, M, 1) um espago medida e f: X — R uma fung¢io mensurdvel.
Dizemos que f é integravel em relagio p se as partes positivas e negativas f*, f~ sdo

integraveis em relacao a | e definimos

| = | #rau= [ 1 an

Denotamos por L = L(X, M, ) o conjunto das funcoes integraveis. Se E é subconjunto

-l ol

Proposigao 13. Uma fungao mensurdvel f pertence a L se e somente se |f| pertence a

U?m4<fku

Demonstracdo. Por definicao f pertence a L se, e somente se, fT e f~ sao integraveis
(no sentido da Definigao 31). Assim, |f|" = |f| = f*+ f~ e |f|” = 0. Dai, usando o Lema

J <[ 7o [ 0
<JfWM+deu=JUWu

X, nos definimos

L. Neste caso
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O
Corolario 3. Se f é mensurdvel, g integrdvel e |f| < |g|, entao f € integrdvel e
[ 15101 < [ 191
Demonstracdo. Segue imediatamente do Teorema 13 e da Proposicao 4 [

Proposicao 14. Se f,g e L(X,M,u) e a € R, entdo as fungoes af e f + g estao em
L(X, M, p)

Demonstragdo. Ver [2], pag 44. ]

Definigao 33. Sejam p e v duas medidas em um espago mensurdvel (X, M). Dizemos
que v é absolutamente continua com respeito a j se p(A) = Om implica que v(A) = 0,
qualquer que seja A o conjunto mensurdvel. Neste caso escrevemos v < p. Caso tenhamos

w(A) =0 se, e somente se, v(A) =0, dizemos que |1 € equivalente a v e escrevemos j ~ v.

O proximo resultado é classico na teoria da medida, ele expressa a relagao entre

duas medidas definidas no mesmo espago mensuravel.

Teorema 10 (Teorema de Radon-Nikodym). Seja (X, M, ) um espago de medida o-finita.
Seja v : B — R uma medida o-finita absolutamente continua com respeito a . Entao

existe uma funcao mensurdavel nao negativa f : X — R tal que:
v(A) = J fdp, YAeM
A

Demonstragdo. Ver [2], pag 85. ]

A funcdo f e L'(u) obtida no Teorema de Radon-Nikodym é chamada de

derivada de Randon-Nikodym ou densidade da medida v em relagao a medida p e denotada
dv
or f=—.
por f m
O préximo Teorema nos fornece uma condicao suficiente sob a qual os limites e

integrais de uma sequéncia de fung¢oes podem ser trocados

Teorema 11 (Teorema da convergéncia dominada). Seja (f,) uma sequéncia de fungoes
integraveis que converge q.t.p para uma funcao real mensurdvel f. Se existe uma funcao

integravel g tal que |f,| < g para todo n, entao f € integrdvel e

J Fdu = limJ Fody
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Demonstracdao. Ao redefinir as fungoes f,,, f em um conjunto de medida 0 podemos
assumir que a convergéncia ocorre em todo X. Segue-se do Corolario 5.4 que f é integravel.

Como g + f, = 0, podemos aplicar o Lema de Fatou’s 5 e a Proposi¢ao 14 para obter

fgdu + ffdﬂ = f(g + fdp < 1imian(g + fo) dp

= lim inf (J gdp + ffndu>

= Jgdu + lim inf f fndp
Assim, segue que

de,u < lim infffndu (3.3)
Como g — f, = 0, aplicando novamente o Lema de Fatou’s 5 e a Proposicao 14, tem-se

Jgdu - ffdu = J(g — fdp < liminff(g — fn) dp

= Jgd,u — lim sup J fndp
Concluindo que

lim supffn < deu. (3.4)
Portanto de (3.3) e (3.4)

de,u = limffndu.

O

Definigao 34. Seja (X, 7) um espago de Hausdorff e M uma o-dlgebra que contém .

Dizemos que uma cole¢io de medidas (p;) € tight se dado € > 0, existe um conjunto

compacto K., tal que para todo p; tem-se
pi(KS) < e

Definigao 35. Seja (X1, My, 1) e (Xa, Mo, 112) espagos de medida. Definimos o espago
de medida (X7 x X5, M1 x My, iy % py1) produto, onde

Ml XMQZ{Al XAgiAleMl €A2€M2}
p1 % pia(Ar x Ag) = py(A)pa(As)

E conhecido da analise real que para integrais de Riemann em R" é possivel
inverter a ordem de integrais multiplas através do Teorema de Fubini, sob algumas condigoes.
Um exemplo classico que utiliza esse resultado é para resolver a integral gaussiana, definida

por
*© 2
J e “dx (3.5)
—00

Na verdade, o Teorema de Fubini é valido para espacgos de medida o-finitos
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Teorema 12 (Teorema de Fubini). Seja (X1, M1, 1) e (Xo, My, u2) espacos de medida

o-finitos e f: X xY — R é uma funcao mensurdvel, entao

Ll <L2 |f(x,y)|duz> dpy = L2 (Ll |f(:r,y)|dul) dpy = le& (2, 9)|d (s % pao)

Além disso, se qualquer uma dessas integrais for finita, entao

Ll ( . f(:c,y)du2) dp = L2 ( . f(x,y)dm) dpis = LIXXQ Fla,y)d(n x )

Demonstragao. Ver [2], pag 120. ]

Se tivermos um espago mensuravel e uma funcdo mensuravel, com o dominio
sendo um espacgo de medida e o contradominio o espago mensuravel considerado, consegui-
mos definir uma medida neste espago mensuravel. Vejamos agora essa construcao que sera

importante no nosso trabalho

Definigao 36. Seja (X1, My, 1) espaco de medida, (X2, Ms) um espago mensurdvel e

f: X1 — Xs uma funcao mensurdvel. Definimos a medida pushforward em X, por
pa(B) = i (f1(B)) para todo B € M, (3.6)

A medida pushforward muitas vezes € denotada por f#

Se P for uma particao do conjunto X; e definirmos a projecao natural 7 : X —
P por w(x) = P(x), onde P € P, chamaremos a medida 7#pu; de medida quociente e

denotamos por m#u; = fi.

Proposicao 15. Seja (X1, M1, 1) espago de medida, (X2, Ms) um espago mensurdvel e
f: Xy — Xs uma funcao mensurdvel. Uma funcao g mensurdvel em Xo € integrdvel com
respeito a medida pushforward f#u, se, e somente se, a composi¢ao go [ € integrdvel com

respeito a 1. Neste caso, as integrais coincidem
J gd(f#m) = f go fdm (3.7)
XQ Xl

Demonstragao. Para fungoes indicadoras em conjuntos em My, a férmula (3.7) é a
definicao inicial da medida da pré-imagem de f, assim, ela se estende a fun¢des simples. A
seguir, esta féormula se estende a fungdes Mo-mensuraveis limitadas, uma vez que essas
fungdes sao limites uniformes de fungoes simples. Agora para estender para o caso em
que g é uma funcao Ms-mensuravel, ndo negativa e que é integravel em relagdo a f#1,
entdo para as fungoes g, = min(g,n) a igualdade (3.7) ji estd estabelecida por ser funcao
simples. Pelo Teorema da convergéncia mondtona 9, permanece verdadeiro para ¢, uma vez

que as integrais das fungoes g, o f com respeito a medida p sdo uniformemente limitadas.
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Com o mesmp raciocinio, também mostra a necessidade da integrabilidade go f em relacao
u para g = 0 em relagao a f#u;. Portanto, como podemos escrever (3.7), como soma de

fungoes positivas, obtemos o resultado para qualquer g. O

Definicao 37. Uma desintegracao de u relativamente a uma particio P de X € uma

famidlia {pp: P € P} de probabilidades em X tal que, para mensurdvel E < X

1. up(P) =1 para fi-quase todo P € P.

2. P pup(E) é mensurdvel.

5. u(E) = f up(E)di(P).

Exemplo 14. Considere o toro T = S x S, com a medida de Lebesque m. O toro pode
ser facilmente particionado pelos conjuntos {y} x S' com y € S'. Denote por my, a medida

de Lebesque sobre o circulo y € S' e 1 a medida sobre S'. Dai, se E c T é um conjunto

E) = j my(E)din(y)

Teorema 13 (Teorema de Rokhlin). Seja X um espago métrico completo e separdvel,

mensurdvel, dai tem-se que

seja P uma particio mensurdvel de X e seja p uma medida de probabilidade. Entdao p
admite uma desintegracao relativamente a P, ou seja, existe {up : P € P} tal que, para

todo E < X mensurdvel:

1. pp(P) =1 para fi-quase todo P € P.

. P up(E) é mensurdvel.

B) = [ur(E)dn

Demonstragao. Ver [14], pag 29. ]

Definicao 38. Seja (X, M) espagco mensurdvel. Dizemos que uma cole¢io de medidas

{ftm: n € N} em X converge para p

fim(A) = p(A) (3.8)

para todo A € M. Dizemos que a colegio {j,: n € N} em X converge fracamente para p

L Ftn = L Fd (3.9)

para toda f limitada.
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No momento em que estivermos construindo o fluxo de uma familia de campos
vetoriais em Sobolev no tltimo capitulo, vamos construir uma colegao {7.,} de medidas
no espago de caminhos W(R") e vamos mostrar que essa cole¢ao é tight. Apds isso,
vamos aplicar o Teorema de Prokohov para conseguirmos uma sub-colecao que converge
fracamente para uma medida em W (R"). Entdo vamos enunciar e provar aqui o Teorema
que vamos utilizar para mostrar que essa familia é tight e também vamos enunciar o
Teorema de Prokohov, cuja a demonstragao pode ser achada, por exemplo, em (Bogachev

[3], 2007). Primeiro precisamos do seguinte Lema.

Lema 6 (Desigualdade de Chebyshev). Seja (X, M, ) um espago de medida, f: X —
[—0, +0] uma fungao mensurdvel, g : Im(f) — [0, +0] uma fun¢io mensurdvel nao-

negativa e nao decrescente. Entdao
1
p{re X : f(x)=t}) < — | go fdu.
g(t) X

Demonstragio. Defina A, := {x € X : f(z) =t} e seja X4, a funcdo indicadora de A; em
[0, +o0]. Entao:
0<g(t)la, <gofla <gof

Assim,
g()p (Ar) = f 9(H)1a,dp < J go fdu < J go fdu
X Ay X
E o resultado segue dividindo a desigualdade obtida por g(t). O

Um caso particular e interesse, acontece quando substituimos f por |f —c| e

tomamos ¢ : [0, 0] = R como g(z) = z".

e e X2 1f@) = dl =) < o [ 17 = clde

Teorema 14. Seja p uma medida em R™ e X;: R" — W(R") fungoes p-mensurdveis com
i€ I. Para x € R" considere a colegio (X;(x)) € W(R"). Se (X;(z)) satisfaz

1. existem constantes reais M e vy tal que

d' (Xi(2)(0),0) < M;

2. existem constantes reais positivas «, 3, M; tais que

d*(Xi(2)(t), Xi(2)(s)) < Myt — s["*7.

Entao existe uma sequéncia (ny) < N tal que a colegio { X, #u} € tight.
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Demonstragcdo. Primeiro observe duas propriedades que conseguimos com as condicoes
(1) e (2). Pela desigualdade de Chebyshev’s, tem-se

p{r e R™: | X;(2)(0)] > N} < M/N7 para todo i
tomando o supremo em ¢ e fazendo N — oo, tem-se
li]{[n sup p{r e R": | X;(x)(0)] > N} =0 (3.10)
a outra propriedade, é que para cada T'> 0 e € > 0, tem-se

lﬁfglsgp{t’g[aoﬁ]])(l(x)(t) Xi(x)(s)] >¢e} =0, onde [t—s|<h (3.11)

A propriedade (3.11) ndo serd provada, mas pode ser encontrada em (Ikeda; Watanabe
[10], pag 18). Pelo Teorema de Ascoli-Arzela, um subconjunto A < W(R") é relativamente

compacto se, e somente se, satisfaz as condig¢oes: para cada T > 0

1. supmax |w(t)| < oo (condi¢ao uniformemente limitado).
weA €l

2. limsup{ max |w(s) —w(t)|} = 0,onde|t — s| < h (condigdo equicontinua).
110 e t,5€[0,T]

Agora note que fazendo a medida pushfoward de X, , tem-se da equagao (3.10), que dado

e > 0 existe a > 0 tal que
X, #u{we A: lw(0)| <a} >1—¢/2

para todo ny. E para esse mesmo e > 0e k= 1,2,..., da equacao (3.11) existe hy > 0 tal

que hi | Oe
X, Fit <w; max, lw(s) —w(t)] > 1/k) < /28!

t,se[0,T

onde |t — s| < hy e para todo n. Assim,

kel t,s€[0,T’]

Xy, F#p (ﬂ {w; max |w(s) — w(t)| < 1/k}) >1—¢/2

com |t — s| < hy. Definimos o conjunto

0
= w; < 3 — <
K. = {w;[w(0)] < af n (Dl {w’t,i’?[ao?%] [w(s) —w(t)] 1/k}>
com |t — s| < hy, ent@o claramente K. satisfaz as condi¢oes do Teorema de Ascoli-Arzela,
e K. é relativamente compacto. Assim X, #u (K.) > 1 — ¢ mostrando que {X,, #pu} é
tight. O]

Teorema 15 (Teorema de Prokohov). Seja X espago métrico completo separavel e A uma

familia de medidas em X. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
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1. cada sequéncia {p,} < A contém uma subsequéncia que converge fracamente;

2. a familia A € tight e uniformemente limitada.

As condigoes acima sdo equivalentes para qualquer espaco métrico completo X se A é uma

colegcao de probabilidades.

Demonstragdo. Ver [3], pag 202. ]

Exemplo 15. Um subconjunto K de um espaco métrico X tem fecho compacto se, e

somente se, a familia de medidas {d,: x € K} tem fecho compacto na topologia fraca.

3.2 Os espacos LY

Revisamos aqui a construcao do espagos L”. Nesta secao o espaco de medida
(X, M, u) estard fixo. Dado f uma funcdo mensuravel em X e 0 < p < 00 um niimero

inteiro, definimos a seguinte norma

1/p
£l = [ f |f|"du]

(existe a possibilidade de | f], = o).

Definicao 39. Se f é uma funcao mensurdvel em X e 0 < p < o0 um numero inteiro,
definimos
LP(X, M) ={f: X > R: f émensurqvel e | f], < oo}

O espago LP(X, M, u) serd denotado apenas por LP.

Proposicdo 16 (Desigualdade de Hélder). Seja 1 <p<wep ' +q ' =1 (isto é, q =

p/(p—1)). Se f e g sao fungoes mensurdveis em X, entao

[£gl < [ flplgllq (3.12)

Em particular, se f € LP e g€ LY, entio fg € L', e neste caso a igualdade se o f|P = B|g|?

para constantes o, 5 com aff # 0.

Demonstracdo. Seja o um numero real tal que 0 < @ < 1 e a funcao ¢ para t = 0
definida por
o(t) = at —t*.

E facil verificar que ¢/(t) < 0 para 0 <t < 1 e ¢/(t) > 0 para t > 1. Do Teorema do valor

médio, p(t) = ¢(1) e que p(t) = p(1), se, e somente se, t = 1. Assim temos

t*<at+(1—a), t=0.
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Se a, b sdo nao negativos, e deixarmos t = a/b e multiplicarmos por b, temos a seguinte
desigualdade
a®b'™* < aa + (1 — )b,

onde a igualdade é valida se, e somente se, a = b. Agora, seja p e ¢ satisfy 1 < p < o
e (1/p) + (1/q) = 1 tome a = 1/p. Segue que se A, B sdo nlimero quaisquer reais nao
negativos
ap< LB
p q

e que a igualdade ¢é valida se, e somente se, A’ = B?. Suponha que fe L,ege L,, e
que | f|, # 0 and |g[l, # 0. O prdouto fg é mensuravel e (3.13) com A = |f(x)|/|f|p e

(3.13)

B = |g(2)|/lgl4 implica em

F@o@)| _ @ gl
flolole = pIfIE " Talol?

Como ambos os termos a direita sao integraveis, segue-se do Corolario 3 e do Teorema 14

que fg é integravel. E ainda, obtemos

I fgls <1+1:1.
Iflllgle 2 g
Concluindo a demonstragao. O]
A condicdo p' + ¢! = 1 que ocorre na desigualdade de Hélder aparece

frequentemente na teoria dos espagos LP. Se 1 < p < o0, o niimero ¢ = p/(p — 1) tal que

p '+ ¢! =1 é chamado de expoente conjugado de p.

Proposicao 17 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 < p < oo e f, g€ L*, entdio
1f+ gl < 171y + gl

Demonstracio. E facil ver que desigualdade é vilida para p = 1 ou se f + g = 0. Para

os outros casos, observe que

[f+gl” < (Lf1+ lgDIf + gl

aplicando a desigualdade de Holder, observe que (p—1)g = p onde ¢ é o expoente conjugado

para p, assim
[15 g0 <1000 + ), + ol 17 + 5,

=ty < 1ot ([1r o)

Portanto,

1-(1/a)
e+l [[ir+ar| <1+l
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Com o resultado acima, fica facil ver que LT é um espaco vetorial normado e

com a proposicao a seguir, podemos afirmar mais ainda

Proposicao 18. Para 1 < p < oo, L? é um Espago de Banach.

Demonstracdo. Vamos mostrar que toda série absolutamente convergente em LF é

0 n
convergente. Seja {fy} < LP tal que 2 | fxl, = B < . Denotamos por G, = Z | fx| e
T 1

0 n
G = Z | fl- Entao |G|, < 2 Ifx], < B para todo n, pelo Teorema da convergéncia
1 1

monotona, JGP = limfoL < BP. Assim G € LP, e em particular G(z) < o0, com isso
o0

implica que a série Z fr é convergente. Denotado sua soma por Ftemos que |F| < G e

1
n p

F— ka < (2G)? € L', E pelo Teorema da convergéncia
1

assim F' € LP. Além disso,

dominada
F-30 = [[F-Xh| o0
1 » 1
0
Portanto, a série Z fr converge na norma de L”. m

1

Para completar os espacos LT, vamos introduzir o conceito para o p = o. Se f

¢ uma fun¢do mensuravel em X, definimos
[ flec = inf{a = 0: p({z : [f(2)] > a}) = 0}
Definigao 40. Se f é uma funcio mensurdvel em X e p = o0, definimos
LP(X, M p) ={f: X > R: f émensurdvel e | f|lo < 0}
Em grande parte do trabalho, vamos denotar L(X, M, u) apenas por L*

Proposicao 19. Seja f e g funcoes mensurdveis em X, as sequintes afirmagoes sao

verdadeiras

L | fgly < Iflillgle- Se f e Lt e ge L7 1fgh = [flillgle com |g(x)| = [g]x no
conjunto onde f(x) # 0.

2. ||| € norma em L*

3.\ fo—fl, — 0 se, e somente se, existe E € M tal que p(E) = 0 e f, — f

uniformemente em E

4. L ¢ um espaco de Banach
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5. O conjunto das funcoes simples é denso em L%

Demonstragao. Ver [6], pag 184. ]
Proposicao 20. Se0 <p <qg<r <o, entio LY < LP + L"; isto €, para cada f € L ¢ a

soma de uma funcao em LP e uma funcao em L.

Demonstragdo. Se f € L% considere £ = {x : |f(x)| > 1} e defina g = fxp e h = fxpge.
Entéo g = |/Pxz < /17, assim g € L, e A" = |fPxe- < |f|%xp-, entdo h € L

(para o caso r = o0, claro que ||hlls, < 1.) O

Proposi¢ao 21. Se u(X) < 0w e 0 < p < ¢ < w0, entdo LP(u) > Li(u) e |f], <
| la(2) 0909

Demonstrac¢do. Se g = o0, basta notar que

U@:jVW<U&f1=w&mx>

Se ¢ < o0, usamos a desigualdade de Holder 16 com expoentes conjugados q/p e q/(q — p),

assim

I£15 = f\f\p L NPy [ Uasa—ry = [ F () TP
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4 Espacos de Sobolev em R"

Nesta secao abordaremos os espacos de Sobolev, precisamos disto pois é o
espaco onde se encontra os campos vetoriais a serem trabalhados. Esses espacos de Sobolev
denotados por W*P | generalizam os espacos de funcdes diferenciaveis, permitindo inclusio
de fungoes que nao sao diferenciaveis no sentido classico, mas que possuem derivadas

fracas. Também sera definido aqui as derivadas fracas

4.1 Motivacdo e conceitos preliminares para os espacos de Sobolev

Para motivar comecamos com um exemplo. Para isso, considere o seguinte

problema.

{ W' (z) = f(z) em (—1,1); (4.1)

onde f é definida por
—1 sexze(—1,0);
flx) =10 se x = 0;
1 se x € (0,1).

Integrado ambos os lados em (4.1) e substituindo a condigao inicial tem-se que

no sentido em que
zo
u(zo) —u(0) = f f(x)dx
0

para todo xy € (—1,1). Mas isto ndo pode ocorrer, pois observe que u nao é derivavel em
0, dai u nao é solugao de (4.1). Assim o problema nao admite solu¢ao no sentido classico,
mas se multiplicarmos (4.1) por uma funcio ¢ € C*[—1,1] tal que (—1) = ¥(1) =0 e
integrando por partes, tem-se que

1

Luwdx =, fodr Ve CH[-1,1]),9(—1) = ¥(1) = 0. (4.2)

Note que se definirmos a solu¢ao de (4.1) como uma fungao u tal que satisfaz (4.2),
consequentemente u(x) = |z| é solugao de (4.1). Dessa forma, esse é um dos exemplos
que faz induzir a definir um novo espago, onde as fungoes tenham a propriedade de ser
"fracamente derivaveis'para que problemas com soluc¢des semelhantes, possa ter solugoes
com essa nova definicao de ser "fracamente derivaveis'. Para definir esse novo espago, deve-
se primeiro introduzir a nogao de fungoes "fracamente derivaveis', a qual sera introduzida

nesta secao.
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Defini¢ao 41. Um vetor da forma v = (71,72, -+, V) € Z%, onde cada componente v; €

um nidmero inteiro nao-negativo é chamado de multi-indice de ordem |y| =y + -+ + Y.

Definicao 42. Seja u : U < R" — R. Dado um multi-indice v definimos a derivada

parcial da funcao u como sendo

o

Dhu(z) = ——"
u($> ax”ln . 8m%"

Na préxima definicao vamos enfraquecer o conceito de derivadas parciais visto
acima. Para isto, seja C°(U) o espago das fungoes infinitamente diferencidveis ¢: U — R,

com suporte compacto em U. Cada fun¢ao em C°(U) serd chamada de fungao teste.

1

Lo (U), e a um multi-indice. Dizemos que v é a o' derivada

Definigao 43. Sejam u,v e L
fraca de u, e escrevemos

D% = v,

quando

L uD*pdx = (—1)a|f vodz

U
para toda fungdio teste ¢p € CF(U).

A seguir fazemos um exemplo, para ilustrar este conceito
Exemplo 16. Considere n = 1,U = (0,2) e

{x, se O<x<l1
u(z) =

1, se 1<z<?2

Definindo
1, se0<ax<1

v(r) =
0, sel<zx<?

tem-se u' = v no sentido fraco. De fato, para qualquer ¢ € C°(U) tem-se que
2 1 2
J ud'dr = J x¢' dx + f ¢'dx
0 0 1
1
~ x| odz +6(2) - 001
0

— 6(1) - f o+ 6(2) — 6(1)

= — Jol odx

= — JOQ vodx
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4.2 Os Espacos de Sobolev

Finalmente estudamos os espacos Sobolev, esses sao os espacos que contém
as fungoes coordenadas associadas aos campos vetoriais deste trabalho. Para isso, seja
1 < p < wesejak = 0 inteiro. Definimos agora determinados espagos de fungoes, cujos

membros tem derivadas fracas de varias ordens em vérios espagos L.

Definicdo 44. Seja U um aberto de R"™. O espaco de Sobolev W*P(U) consiste de todas
as funcoes u : U —> R, de modo que, para cada multi-indice oo, D“u existe no sentido

fraco e pertence a LP(U). Podemos escrevé-lo da sequinte forma:
WHhP(U) = {ue LP(U); D*u € LP(U) para todo |o| < k} .

Proposigio 22. Os espagos W"F(U), munido com
wssin = 3 ([ 1020)" = 2 107sluny (43
lo|<k WU lor| <k

sao normados

Demonstragdo. Vamos checar que |u|y+p() ¢ uma norma. As duas primeiras condigoes

de norma, sao claras, pois

[Mullweowy = [Mulwsrw)

|ulwp@ry = 0 se, e somente se, u = 0 q.t.p

Agora a desigualdade triangular, seja u, v € W*P(U). Se 1 < p < o0, pela desigualdade de
Minkowski 17, implica

1/p
Ju+ lwesy = | 3 1D%u + D0l )
|a| <k
» 1/p

< Z <‘|Dau|‘LP(U) + HDQUHLP(U)) >

lo| <k

1/p 1/p

< Z DaU’HLP(U) + (Z DaUVZ,P(U))

lal<k lal<k

= |ullwrrewy + [vilwrew)

Observacao 6. e Note que WOP(U) = LF(U);

e Para p =2, a norma anteriormente definida é induzida pelo produto interno
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e W2 ¢ um espaco de Hilbert e o denotamos por

H*(U) = Wh(U)

e Definimos WyP(U) = C*(U). Em particular WP (R") = WP (R™).

C

{u,v) = Z D%u(x) D% (zx)dx

laj<k YU

Vejamos agora algumas propriedades de derivadas fracas e dos espacos de
Sobolev.

Proposicao 23. Suponhamos u,v e W*P(U), |a| < k. Entdo vale as sequintes afirmagoes
1. D% e Wklelbe(U) ¢ D? (DY) = D* (D°u) = D**Pu para todos os multi-indices
a, B com |a| + |8 < k;
2. Para cada \, pp € R, D*(Au + pv) = AD%u + uD%v,|a| < k e Au+ pv e WHP(U);
3. Se V é um subconjunto aberto de U, entio uwe WHP(V);

4. Se £ e CP(U), entio ue WHP(U) e

Do(gu) = ) ( g ) DPED Py, onde ( g ) - (oz—a'ﬁ)'ﬁ' (4.4)

B<a
Demonstragdo. 1. Para a primeira, fixe ¢ € C*(U). Entdo D¢ € CX(U), assim

J DuDP pdx = (—1)l! J uD**P pdx:

U U
_ (_1)|a(_1)alﬂlf DBugdn
U

= (—1)|ﬁ|J D Pugdr
U
Portanto, D’ (D*u) = D*"Pu no sentido fraco

2. Segue diretamente da definicao.

3. Segue diretamente da defini¢ao.

4. Provemos por indugao para |«|. Primeiro para o caso em que |o| = 1. Seja ¢ € C°(U).
entao

| cuproas = [ uprco) — u(De¢) o
U U
= — f ((D%u + uD*¢) ¢dx
U
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Assim, D%(Cu) = (D%u+uD*(, o que prova o primeiro passo. Agora, assuma [ < k e
que a férmula seja vélida para todo || < I e todas fungoes (. Seja a com || =1+ 1.

Entdo o = 8 + =y para algum |5| = [, |7| = 1. Entao para ¢ as above,

f CuD%pdx = J CuDP (DV¢) dx
U

IBIJ < )D" DB “uD"pdx
0<ﬂ

IBHIV\ J ( )D’Y (DUCDﬁf"u) bdz
a<B

novamente pela hipotese de inducgao

g

pela hipotese de inducgao

< ) DP¢D*Pu + DD u] ¢da

0<,3

el L La (j) Dacm—au” o
(g&)+<§>=(i:>

A equagao (4.4) da proposicao anterior é conhecida como férmula de Leibniz.

onde, p =0+

com

O

Na verdade, muitas das regras usuais de calculo se aplicam a derivadas fracas e também

os proprios espacos de Sobolev tém uma boa estrutura matematica:

Proposicio 24. Para todo k inteiro positivo e 1 < p < o0, W*P(Q) é um espago de

Banach.

Demonstracao. Da Proposicao 22 os espago ke (U) sao normados, basta mostrar que
W P(U) sdo completos. Seja {u,,}~_, uma sequéncia de Cauchy em W*?(U). Entao para
cada |a| < k,{D%u,,} . _, é uma sequéncia de Cauchy em L?(U). Como LP(U) é completo

pela Proposigao 18, existem fungoes u, € LP(U) tal que
D%y, — uy  em LP(U)
para cada |a| < k. Em particular,
Up — U(,..0) =: U em Lp(ﬁ)
Agora, vamos mostrar que

ue WHP(U), D = u,  (Ja| < k)
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Para verificar a afirmagcdo acima, fixemos ¢ € C°(U). Entao

m—00

f uD%¢pdx = lim | wu,D%pdx
U U

m—00

— (=)l L UqPd:

= lim (—1)'“J D%u,,pdx
U

Assim a afirmacao é verdade. Portanto, D%u,, — D% in LP(U) para todo |a| < k, vimos

que uy, — u em WH*P(U), como querfamos. ]

Agora vamos definir o objeto de estudo do nosso trabalho, campo vetorial de
Sobolev. Em seguida, daremos um exemplo no qual sera usado no tltimo capitulo para ser

feito a regularizagao e a construcao do fluxo associado.

Definicao 45. Seja U < R" um aberto. Um campo vetorial de Sobolev é uma fungdo
V.U — R" tal que as fungoes coordenadas V(x) = (f1,..., fn) estao em um espaco
de Sobolev. Se as funcdes f; estio no espago de Sobolev WHI(U) para todo 1 < i < n

denotamos que V € DI(U) ou simplesmente por DY

Exemplo 17. Considere V: R — R definida por

Vi) 1— x|, selz|<1
x) = :
0, se x| > 1

a fungdo nao € reqular em —1, 0 e 1. Afirmamos que V € DY para todo q € N. A candidata

a derivada fraca € h: R — R definida por

1, sexe(—1,0]
h(z) =< -1, sexe(0,1)
0, sex¢(—1,1)

tem-se que V' = h no sentido fraco. De fato, para qualquer ¢ € CF ((—1,1)) tem-se que

fl ve'da = ﬁ(l + )¢ldz + f(l e

0

0 0 1 1
= f &' dx + f xd' dx + J &' dx + f —z¢'dx
1 -1 0

0

0 1
= xgb\(il — J_1 odx +x¢\é + L odx (4.5)

0 1
= — odr + J odx
-1 0

- - fl hédz
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Agora dado q € N. Note que V,h € L?(R). De fato, basta observar que

0 1

f |V (x)|%dx = f |1+x|qu+f 11— z|%dx
R —1 0
1

_ ﬁu + 2)tde + J (1— a)da

0

Q) @)t
B g+1 | qg+1 |,
1 1

S g+1 g+1

2

_q+1

0 1
J |h(z)|%dx = J 11|9dx + J | — 1|%dz
R -1 0

)2, seqépar
0, se q € impar
Portanto, das equagoes (4.5), (4.6) e (4.7), tem-se que V € D} para todo q € N.
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5 Regularizacao de Campos Vetoriais em Es-

pacos de Sobolev em R"

Este é o capitulo principal do trabalho, pois contém os resultados principais.
Se V: R" — R" é um campo vetorial de classe C", do Teorema 1 tem-se que existe fluxo
solucao e esse fluxo é de classe C". Agora, se o campo vetorial V' esta em um espago de
Sobolev nao podemos dizer nada com a teoria classica. Veremos aqui uma forma de dar
uma noc¢ao de fluxo solucao para esses objetos. Para isso, vamos regularizar os campos

vetoriais destes espagos, onde serd usado o semigrupo de calor em 1-formas diferenciais.

Primeiro, vamos enunciar e demonstrar um resultado para o semigrupo de calor
24 de fungoes nos espagos LP(R™), com as simplificagdes do semigrupo de calor dada na

Observagao 2.7, do capitulo 2.

Teorema 16. O semigrupo de calor satisfaz as sequintes propriedades:

1[Gyl =1t > 0;

2. Seuy =0, entdo e®ug =0 e HemuoHLl = [luo| 115

3. Sel<p< o, entao Hem

o, < |uoll,.. para todo t > 0;

4. Sel<p<qg<mweser'=p'—q! entio HetAuoHLq < (4rt) ™ ||, para
todo t > 0.
Demonstracado. 1. Basta observar que é a integral gaussiana padrao (3.5).

2. Segue do Teorema de Fubini 12 e da parte (1).
3. Note que |G, = @], = |Gilly [ 6], = [

4. Finalmente, segue interpolando entre o caso p = ¢, que é a parte (3), e o caso

p =1, =00, que é imediato

]

Seja w € I x Q(R") uma familia de 1-formas diferenciais em I. Na sec¢ao 1.3,
do Capitulo 1 o Teorema 3 diz que o Laplaciano de Hodge-Rham é uma generalizacao
do Laplaciano para 1-formas. Assim, podemos definir uma equacao do calor para formas

diferenciais, por

{ O = D (5.1)

w(0,x) = wy
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Se w é uma cole¢ao de 1-formas, entao
w = fidxy + ... frx,
com f;: [ x R" - R" e 1 <i < n.Dal a equagao (5.1), é equivalente a resolver
{ 0 (frdey + .. fown) = O(fider + o fon) { 0uf; = Af: 52)

com 1 <i<newy=udr, + ...+ u,dr,, ja que do Teorema 3, tem-se que

Cw = Afidry + ...+ Afpdx,

ou seja, se reduz a n-sistemas da classica equacao do calor homogénea em R". Compreendido

a equagao do calor homogénea em 1-formas, definimos o semigrupo de calor (etD) para

uma 1-forma
w = fidxy + ...+ fudz,

por
ey = (emfl) dry + ...+ (etAfn) dx,,

(5.3)

Dessa forma, conseguimos conectar a equagao do calor para 1-formas (5.1) com o semigrupo

de calor em 1-formas, com a seguinte Proposicao

Proposicao 25. Seja wy € Q (R") a forma diferencial dada em (5.1). Entao
w(z,t) = (e"wp) ()
satisfaz (5.1).
Demonstragdo. Note que da equacao (5.1), tem-se
Dy = (emul) dry + ...+ (emun) dx,,
Da Proposicao 12, as fungoes definidas por
gi(t,x) = (emui) (x)
satisfaz o i-ésimo sistema linear. Portanto,
w = gidxry + ... gpdx,

¢é solucao da equagao do calor para as 1-formas.

(5.4)
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5.1 Regularizacao Espacial

Dizer que um campo vetorial V: U — R" pertencente a L”  é um abuso de
linguagem, pois as fungdes coordenadas de V' nao necessariamente sao de classe C". A
ideia desta sec¢do, é utilizar o semigrupo de calor em 1-formas para aproximéa-lo por campos

vetoriais, isto €, regulariza-lo. Neste trabalho o semigrupo de calor agindo em 1-formas

£

diferenciais serda denotado por Tel, ou seja, TE1 = e °°, onde

o=dj+ dd

é o Laplaciano de Hodge-Rham em formas diferenciaveis. Em muitos trabalhos é chamado

de semigrupo de Hodge-Rham em formas diferenciaveis.

Dada um campo vetorial V', associamos esse campo a 1-forma

Vi={(fr, . fa)
([} (5.5)
w = fidxy + ...+ fndz,

vamos denotar a forma w associada por V' por V*. Agora, dada uma 1-forma w, associamos
w= fidvy + ...+ fudz,
([} (5.6)
Vi=(fi fa)

denotamos o campo V associado pela 1-forma w por w?. Essa dualidade apresentada serd
denotada por (w, V).

Considere agora o campo vetorial TV por
TV = (T}v*)* (5.7)

o lado esquerdo da igualdade parece nao fazer sentido, ja que o semigrupo de calor em
1-formas diferenciais em um campo vetorial, mas abrindo a igualdade (5.7) note que esta

bem definido, pois

V= (f1,. -, fa)

U

V* = fide, + ... + fodz,

U

T!V* = gidxy + ... + g5dw,
U

(T2V)* = (g5, ,05)

onde,

gi (@) = (e fi) (z) = (4735)3 L e f(y)dy,e > 0
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com 1 <i < n}. O campo vetorial T'V = (T;V*)# regulariza o campo V' (com hipétese
V e L?), a saber

Teorema 17. Seja V € LP ¢ 0 < € < 1, tem-se que para cada € > 0 o operador T, é
V|, < |V e ainda lifél v -v|,, =o.

o

continuo, isto €,

Demonstragdo. Dado V' € LP, entdo podemos escrever V = (fi,-- -, fn), onde as fungdes
fi,-++, fn € LP. Assim,

T2V = (e fee e )

sup {|e*® fi(z)| : (e,2) € [0,1] x R* e 1 <i < n}
sup{|fi(z)]: z€ xR" e 1 < i< n}

[ )l = [V e

na desigualdade foi usado o item (3) do Teorema 16 . Agora,

lim [TV = V[, = Tm (g5, 62) = (i fo) s

NN

=lim (g7 = i 90— Sl

(5.8)
< lifglsup{ﬂgf — filpp e xR e 1 <i<n}
&
_ 1 eA . n : _
—lslfglsup{He fi—fi|, vexR"el<i<n} =0
onde a ultima igualdade vem do item 3 do Teorema 8. O]

Observamos a seguinte proposi¢ao desta regularizagdo que sera essencial para

o desenvolvimento do restante do trabalho
Proposigao 26. Seja V € DY, tem-se que
div (T}V) = T (div(V)) . (5.9)

Demonstragdo. Seja ¢ € C}(R"), entdo utilizando a Proposicio 8, tem-se que
J div (T}V) pdx = —f (TXVp) da = —J (T!V,dp)dx
n Rn Rn
do artigo [1] tem-se que para cada ¢ > 0 o operador T, 81 ¢ auto adjunto, entao
- f (T, dg da = — J (V. T d) da
Rn Rn

Ainda do artigo [1], o semigrupo comuta com a derivada exterior, isto é, dT;Rn = Tld,

assim a ultima igualdade ¢é igual a

| ragar= - | @)

Dai, basta aplicar a Proposi¢cao 8 novamente e obtemos

—fRn (V,d (TX ) yde = JRnV(TFn¢) dz :J

Portanto, tem-se que div (I)V) = T (div(V)). O

n n

div(V)T®" pda = J TF (div(V))pda
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5.2 Regularizacao no tempo

Na secao anterior, foi realizado a regularizacao de um campo vetorial em L? pelo
semigrupo 7). Agora, considerando uma familia de campos vetoriais um dos objetivos desta
se¢do é regularizar o parametro dessa familia, denominado parametro "temporal’. Dessa
forma, primeiro vamos considerar uma familia de campos vetoriais (Vt)te[o,T] regularizar o
parametro temporal e com o parametro regularizado, passar cada campo da familia para a

forma Tgl. Comecamos com a seguinte proposicao

Proposicao 27. Seja g = 1 um niamero inteiro , (V;),. [0,7] UMa familia de campos vetoriais
em R" tal que (t,z) — Vi(z) é de classe C* e denotamos por 7(z) o tempo de vida da

solugao X; da equacao diferencial ordindria

dX
— = V(X), Xo=u
Assumindo que
T T
J |div (V;)|,,dt < +0 e f J Vi(x)|* dz dt < +o0 (5.10)
0 0 Jrn

Entdo para quase todo x € R", 7(x) = T.

Demonstracdo. O volume de uma bola aberta do R™ é sempre finito, seja ¢ > 0 uma

constante tal que Vol (B (zg,7)) < €. Assim conseguimos uma outra constante A\g > 0,

tal que e Modin (@:20) 3 < 400, Consideramos a medida finita
R"L

po( dz) = e~ M0dgn (#:20) 4.

Calculamos o termo f sup  dgn (z, Xi(2)) dpo. Primeiro observe a desigualdade

R te[0,7(x) AT|
b dX,
da (2, X)) — f o| < f f IV, (X, (2))|ds

o ds 0

Assim,

T(x)AT
JR" te[ sup dpn (2, Xi()) dpto < Jn (J Vi (Xi(2))] dt) dpg(x)

0,7(x)AT[ 0

- [ ([ o i ol ot )
<Cur | [ ([ 1m0 W CGEDI duato)) ] "

Na igualdade foi usado o Teorema de Fubini, ja na desigualdade foi utilizado a desigualdade

de Holder duas vezes e as constantes que apareceram, sao denotadas por C,r. Como
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x — Xi(x) é suave em U := {7 > t} e para x € U, o Jacobiano Jx, de X; admite a

expressao
t di -1 T 1
Jx,(z) = o So div(Ve) (X )ds < elo [div(Va)lpds

Voltando aos céalculos, segue que
[t M oI anofa) < [ Wit gy
n R’ﬂ

:eSoniV(Vs)wdSJ Vi(z)|? dz.

n

Portanto, J sup  dgn (x, Xy(2)) dpo < 4+00. Assim, para quase todo ponto = € R™,
Rn te[0,7(z) AT

sup  dy (z, Xi(z)) < 400, ou seja, T7(x) =T
te[0,7(z) AT

O que prova a proposicao. ]

Agora, vamos considerar uma familia de campos vetoriais dependendo do tempo
(Vt)te[o,T] que satisfaga as condigoes (5.10). Primeiro, vamos regularizar o tempo, para isso

vamos definir como 0 se t ¢ [0, T, isto é,
Vi=0paraté¢|0,T]

Seja o € CF(R) tal que

Defina

Primeiro definimos o Campo
VE(x) = J Vi(x)ae(t — s)ds. (5.11)
R

Tem-se as seguintes propriedades deste campo

Proposicao 28. Com as informacoes do contexto acima, tem-se que

T . T
J laiv (v7)| dt<f Idiv (V)] ds (5.12)
0 © 0
e
T R q T
JJ V(@) de dt<JJ Vi(2)|? da ds (5.13)
0 n 0 n
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Demonstracao. Para a primeira desigualdade, note que para t € R

i (7) -

div (Vi) ac(t — s)ds

f |div (V)] ae(t — s)ds

< J div (V)| ds
R

< [[div (Vo)ll.,

Como ¢ vélido para qualquer ¢, tem-se

Jaiv (V)] < lidiv (V)L

T A T
f Hdiv <Vf> H dt < f |div (V5)]., ds,
0 © 0

Para a segunda desigualdade, observe que

f dx—f fﬂf |a5t—s|qu<J J|V )|*ds da
T
J, [l

Seja V uma familia de campos vetoriais de Sobolev. Regularizamos no tempo e

Concluindo que

6

Portanto,

Ve (x " dt < J J z)|? dz ds
[

obtemos Vf. Agora regularizamos a variavel "espacial'do campo Vf definido em (5.11) por
Ve =TV (5.14)
Da Proposicao 26 e as desigualdades da Proposicao 28, para ¢ > 0
T T
|ty )1t < | v ()], (5.15)
0 0
e para 0 < e < 1, do Teorema 17

ffgwwwm<ﬁJnmmum@

Dai, novamente pelo Teorema 17, tem-se que

“f%ff VE(z) — Vi) de dt = 0

O que prova a regularizacao da familia V; por V.



Capitulo 5. Regulariza¢io de Campos Vetoriais em Espagos de Sobolev em R" 72

5.3 Construcao do fluxo associado ao campo regularizado

Finalmente, construimos um fluxo solu¢ao para campos vetoriais de Sobolev. Ao
considerar uma familia (Vt)te[o,T] de campos vetoriais de Sobolev que satisfaga a condigao
(5.10), da secdo anterior provamos que para € > 0 a familia V;° é formada por campos
suaves em R". Dessa forma, podemos falar de fluxo associado a V°. Dali, o objetivo desta
seqdo ¢ construir um fluxo para familia (V;),(o 7). @ partir do fluxo de V;°. Seja X7 o fluxo

associado a V7, isto é,

dX7,
dt

Seja 0 € C°(R™) nao negativa, a fungao u = 0 (X;S) satisfaz a equacao do transporte

= Ve (X;S), X, =2

S,8

&€
dus

ds

+V:-Vui =0, u; =20 (5.16)
com s > t. A partir da equagdo do transporte (5.16) deduzimos

Proposicao 29. Seja 0 € CF, V: I x R" uma familia de campos vetoriais de Sobolev e
(V) a regularizagio de V' definida em (5.14), entdo

:
o VL Idiv(VE) |, dr J

n n

Odxr < J 0 (th::s) dz < €S§|div(Vf)def 0dz

Demonstracdao. Pelo Teorema de mudanca de variavel, tem-se que

J 0 (X;,)dz = f 0(y) (X5,)" dz (5.17)
Agora derivando em relagao a t e passando o médulo em (5.17)

| o) (x2.)" v

o] o) ar [ o6 (2. a0 X
< J 0(y)| |(X5,) 7] |div(Vi) o X{,| da
x (5.18)

< JRn 0(y) | (X7.)"[ Idiv (V7). da

n

< [div (Vo)L [ 60) (X7)"do
Dessa forma

~ldiv (V) |0 (X de <0 | 0(XE) do < Jaiv (), [0 (XG.)° s

n n

Pelo Lema de Gronwall 2 em ambas desigualdades, segue que

o VL Idiv(VE) | dr J oz < J 0 (X2) do < NI zdr f o

n n
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Da Proposicao anterior 29 e a desigualdade (5.15), obtemos

n n

Denotando k; ; como sendo a densidade de (ths) 4 ( dz), da Proposicao 15 e da desigual-

dade anterior, temos uma estimativa para a densidade (com respeito a € > 0)

e Selldiv(ve)|dr K, < oSeldiv(Ve)|dr (5.19)

Agora vamos definir colecdo de medidas 7. no espago de caminhos de R", denotado
por W(R"™). Para isto, vamos denotar X; = X;,. Agora, fixado T" > 0 e dado uma
familia V: R x [0,7] — R" de campos vetoriais de Sovolev, entdo para ¢ > 0 existe
X R" x [0,T] - R" o fluxo associado a V;°. Considere a fungao, £: R" — W(R"),
que associa z ao caminho £°(z) onde esse caminho é £°(z): [0,7] — R" definido por
& (z)(t) = X°(x,t). Assim, a medida pushforward 7. é definida por

n:(B) = o ((€9)71(B)) .
com B boreliano em W (R").

Proposigao 30. Suponha que para algum q > 2, a condi¢io (5.10) da Proposi¢io 27 seja
verdadeira. Entao a familia de medidas finitas {n-.; > 0} em W (R"™) € tight.

Demonstracdo. Vamos mostrar que essa familia é tight, mostrando as condig¢oes do

Teorema 14. Primeiro, note que
| e o0, X300 dnla) = |l () dpo(o) <+

Agora, vamos estimar o termo f dign (X7, X5) dpto. Seja, ¢(7) = X5, (1), um caminho
Rn
em R" conectando X:(z) e X[ (x). Assim,

t
e (X2,X) < [ V7 (XD
Tem-se que

t
[ oz xnam= oo (j Ve (X2 duo)dT

s

Defina h(z) = e 0% @0%) entao por (5.19), para alguma constante C' > 0

| v du = [ Wern (e kde< 0| 1 VT dr =0 [ VI de
Rn R” R R

Assim com as desigualdades acima, temos que

T
J din (X5, X)) dpug < C(t — s)qlf f |Vo(2)|? da dr

Assim, com ¢ > 2, as condigoes do Teorema 14 sdo satisfeita. O
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Pelo Teorema de Prokohov, como {7.;e > 0} é tight, existe uma sequéncia ¢,, | 0
tal que 7., converge fracamente para uma medida finita n em W(R"). Em particular, para
@ € Cp(R™) do Teorema 3.7, tem-se que

o 2D = i [ (70 (5.20)
W R’Il

n—+0o R™
Seja e, : W(R") — R" a funcdo evaluacdo, isto ¢, e;(y) = y(t) e a medida vy = (e), 7.
Entao a igualdade acima, novamente pelo Teorema 3.7

f edv, = lim o (X)) dpo (5.21)

n—+00 R™

Proposicao 31. Para cada t € [0,T],v; admite uma densidade k;, em relagao a medida
Lebesgue dx em R" e
ey < edo 14iv(Ve) leds (5.22)

Demonstragao. Seja ¢ € Cp(R"), existe uma sequéncia {p,: a € I'} < C.(R") tal que

Yo 1 @. Assim, temos que

f Yo (XF™) dio

f Yaly) X dpg

J @a(y>ei/\0d12kn (-’Ef,xo)kfdx

Agora, pela estimativa feita em (5.19) e a primeira desigualdade da Proposigao 28, tem-se

que

f Paly)e 0% (7F70) ey

< [t
Rn
T . T .
<J |§0a|eso [div(Vs) | ,ds dr = GSO le(Vt)|OOdSJ |90a| dur
n Rn

Por fim, obtemos a desigualdade

f o (50) dﬂo‘ < IV
Fazendo @« — 400, tem-se pelo Teorema da convergéncia dominada

T q:
< IOt

f @ (X7) dpo

Agora, fazendo n — +o0 por (5.21)

f pdo

Portanto, a densidade k; de v; exite em relacdo a dx e satisfaz a estimativa (5.23). [

T 3
< el v Va)leods )| ]| 1 gy (5.23)

Proposicao 32. Com a medida n em W(R"), € vilido que

dv(2)

n =Vi(y(t)) m-qtp
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Demonstragdo. Primeiro, observe que a seguinte igualdade para V; um campo vetorial

suave em R" .

%ﬂ—%@—f&@@ﬂs

0

lim 1A
n—+ao0 W(R")

= J 1A dn(7).
W (Rn)

Agora, consideramos o fluxo X; associado ao campo V;° que regulariza V;, entao ele satisfaz

dn.,. (7)

(5.24)

t

w@—wm—fzw@Ms

0

d Xz o e
dtt = ‘/; (Xt)
ou ainda .
XE - XE = J Ve (X7)ds (5.25)
0
t ~
subtraindo f Vi (X?) de (5.25), tem-se
0
t 5 t 5
X7 =X [ T ds = | (v - () ds (5.26)
0 0

Usando a estimativa para a densidade em (5.22), tem-se

[ 1
J JR‘VE e = U L‘Vg (A5) = Ve (X[ ds du(’)l/q
(J Jn‘vs (X2) = Vi (X9)| dsdx)l/q (J L‘Vs il ds dx>1/q

C (V2 = Vlaoirynrny + IV = Vlagoirysen)

t
X; - Xf~[ﬁﬂﬂ®dm

Tomando &, — 0 na ultima desigualdade, o lado esquerdo da desigualdade é justamente a

primeira observagao (5.24), assim ficamos

J 1A

W (R™)

J 1A
W (R")

< J 1A
W (R™)

< QCHV — ‘N/”LQ([O,T]xR")

t

ww—wm—fKW@Ms

0

dn(y) < C|V = V|iaqorrn).

Agora

t

vw—wm—jKW@mS

0

dn(v)

t

%ﬂ—%@—f@ﬁ@ﬁs

0

dn() + C|V = V| aqor)xrn)

Assim, obtemos que

f 1A
W (R")

t

ww—wm—fmw@Ms

0

dn(v) = 0.
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Ou seja, para v € W(R™) e todo t € [0,T1], é n-qtp

2(t) — 7(0) = f Vi(7(s))ds (5.27)

Assim, no suporte da medida 7, temos que a fungao n,t — (t) é derivavel em quase todos

t. Portanto, pela equagao acima (5.27) para quase todo t € [0,T],

T _ v

[]

Desta forma, a Proposi¢ao anterior 32 mostra que, a medida 7 esta concentrada

nas "curvas integraveis'do campo vetorial V.

Seja 1, a desintegracao de n em relacao a py = (eo)# 7, ou seja,

n = f Nz dpto()

Entao n, concentra-se nessas curvas integrais comecando em z. Se provarmos para quase
todo z € R™ a medida n, é um delta de Dirac, entao isso implica que existe apenas uma
curva integral comecando em um determinado ponto, que é exatamente o fluxo gerado por

V. Para isso, precisamos dos dois Lemas a seguir

Lema 7. Seja V e L* ([0,7],D), e div(V), & e L' ([0,T], L®). Entdo a equagdo

d
% +Vi-Vu +§ue =0, ul,_y = uo (5.28)

tem no mdzximo uma solugao no espaco L™ ([0, T, LP n L2p).

Demonstragdo. Seja u € L* ([0,T],L” n L*) uma solu¢do da equacdo (5.28) com
uy = 0. Vamos provar que u; = 0 para todo t € [0,T]. Para isto, seja 5 : R — R, da

equagao (7) e da regra da cadeia, tem-se que

V) 08 () + € () = B () o4 V3 B o) Vg + g (o)
= B () <ddl;t + Vi Vu + ftut)

=0

a equacao acima, é valida pela teoria de Di Perna Lions. Seja uma sequéncia de fungoes

suaves nao negativas {¢,}, =1 < C}(R"), tal que Sup IVenl, < 2,9, 11 e a sequéncia
nz

de subconjuntos {¢, = 1} 1 R" com n — 0. Para existéncia desta sequéncia, é suficiente

notar por Greene e Wu [8], existe uma fungdo suave que aproxima a func¢ao distancia

x — dgn (x,20) de tal maneira que

Ip(x) — dgn (2, 20)| < 1, < |Vp| <2

DN | —
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Entao .
J B (ur) o, da B(O)J ©n do + f J div (¢, Vs) B (us) dz ds
J J pnsusf' (us) dz ds
Agora tomamos a fun¢ao (s) = (|s| A 1)” na igualdade acima (note que  é continua

Lipschitz mas nao pertence a C’b( ), pois pode ser superado com um argumento de
aproximacao (ver [4]). Note que ('(s) = 0 para |s| > 1 e |5'(s)| = p|s|P* para |s| < 1,

assim |sf3'(s)| < pB(s).Com isso, tem-se que

t
f (|ue] A D)P ¢, da <J f (lus)] A 1)P|Vy - V| dz ds
" 0 R (5.29)

+L L on (Jus] A 1P (|div (Vo)] + pl&]) dz ds

Denote por I;* e J;* os dois termos do lado direito respectivamente da igualdade acima.

Assim (Jus| A 1) < |ug| A 1, pela desigualdade de Holder

T 1/p 1/q
I' < J <J (|Jus| A 1)P dx) (J |V - Veon|? dx) ds
0 " n
T 1/q
<lumoman [ ([ as) s
0 \Jrm\(pn-1)

Assim V e L! ([O, T], Wl’q), para qualquer s € [0, T], a integral f |Vi|? dz tende
R™\{¢n=1}

1/q
|V4|? dx) < |Vs| e que é uma funcgdo integravel

a 0, quando n — o« e (J
R™\{pn=1}
de s € [0,T]. Assim, pelo Teorema da convergéncia dominada (11), nlgrolo I' = 0. Agora

definimos

= [div (Vo) oo + P16l 20,

t
Ji' < f L, (J (lus| A 1)P dx) ds
0 R"

Fazendo n — o0 em (5.29), tem-se

fﬂ (] A 1) dar < Lt L. U (us] A 1) dx) ds

Portanto, f (|ug] A 1)? dz = 0, o que implica que |u] A 1 = 0 q.t.p. Disto concluimos

entao

R
que u; = 0 para todo t < T O

Lema 8. Seja n a medida finita em W (R") tal que para v € W(R"™) € verdade n-quase

sempre que
dr(t
Zl(t) =Vi(v(t)) para quase todo t € [0,T] (5.30)
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Suponha que ) = (et)# n € absolutamente continua em relagio a medida de volume dx

com a fungdo densidade ki!. Entdo ki € solucio da equacio do transporte

d
% + Vi Vg + div (V) ug = 0 (5.31)

Demonstragdo. Seja ¢ € C(R™), por definicio da medida pf, tem-se

d d

- n_ %
il od at Sy @(y(t))dn(v)

= fW(Rn) (Vo(v(t)), Vi(y(t))dn(y) = J (Ve, Vi) dul

n

Assim, A
((ijtfn okldr = JRn Vo, Vi) kidx
= thso (k/dz)
- [+ v (kraw
_ Jpcp (VR Vi) da + K Ly,de]
~ [ TRV div (V) k) o
Assim, segue (5.31) O

Teorema 18. Seja V um campo vetorial em L' ([0,T],DY) com q > 2. Satisfazendo

T
|t i1 e < e
0

entao existe um unico fluro de fungoes mensurdveis X; : R™ — R"™ tal que

d

aXt(x) = Vi (Xi(2))

para quase todo v € R" e (X), po = ki dx. Além disso,

ke < b0 14v(Ve) leds

Demonstragdao. Considere a medida n em W(R") e sua desintegragio 7,. Dado z € R"
a medida 7, estd concentrado subconjuntos de curvas integraveis v tais que v(0) = x.
Suponha que 7 nao esta suportado por um gréafico de uma fungao 7: R" — W (R"), entao
existem um conjunto C' < R" com p(C) > 0 tal que supp(py x 1) nao coincide com o
GrT em U, para nenhuma fun¢ao 7. Como o suporte de 1 nao é grafico de uma fungao
T, existem curvas t —> y1(t) e t —> Y(t) e to € [0,T] tal que v (ty) # 72(to). Ainda,

como R™ é um espago métrico, existem bola abertas em torno v;(tg) < B(y1(to),e1) e
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Y2(to) < B(72(to), 2) e claro que bolas abertas possuem medidas nao nulas. Assim, tome

dois subconjuntos disjuntos definidos da seguinte maneira
E = B(y(ty),e1) e E' = E*
claro que E e E’ sdo mensuraveis, e tem-se que
s (€3, (E)) ns (e, (E')) >0 para todos z € C.

Escolhemos o conjunto C tal que 7, (et_ol(E)) e Ny (et_ol (E')) sao limitados inferiormente
por uma constante positiva ey para todo x € C'. Definimos
(o' (F)ne) s Mo (e (£') N o)

Nz (6;01 (E)> ; Nz (6;11 (El))

Entdo n.,7n? sdo concentrados como 7, para x € C. Como 7. e > sdo absolutamente

= 1c($)

Ny = 1lo(x)

continuos em relagdo a 7,, é facil mostrar que /L?l,,u?? admite densidades k;,k} €
L* ([O,T], L* n LY d.il?)) respectivamente. E as condigoes do Lema 8 sao verificadas,
portanto k;,k? satisfazem a equagdo de transporte (5.31) com o mesmo valor inicial
1o (z)e 0% @20) Mas nesta classe, a singularidade vale para a equacao (5.31) devido ao

2

Lema 7. Portanto, u?l = uy", o que é impossivel, pois 7. # n2. Assim, 1 é suportado pelo

grafico de uma func¢ao mensurdavel X : R” x [0, T] — W(R"), entao
(Xt)# Mo = UV = l{?t dz.

A mensurabilidade de x — X;(z) segue da mensurabilidade de x — 7,. O que prova o

teorema. ]

Enfim construimos e provamos a unicidade de fluxos solugoes para alguns
campos vetoriais de Sobolev que satisfazem as hipdteses do Teorema 18. Apesar dessa
existéncia e unicidade desses fluxos e termos obtido como consequéncia um "algoritmo'de
construcao, os calculos podem ser tornar muito complexos, até mesmo com campos vetoriais

de Sobolev muito simples, como veremos a seguir

Exemplo 18. Seja o campo vetorial V: (—1,1) — R definido por

Vie) = 1—|z|, se|z| <1.
0, se x| > 1

no Ezemplo 17, vimos que V € D{ para todo ¢ € N e |div (V')|., = 1. Do Teorema 18 existe

oo
o fluxo e € unico, vamos tentar expressar tal fluxo na sua forma algébrica. A primeira coisa
a se fazer, é reqularizar o campo, ou seja, aproxima-lo pelos sequintes campos V© = T;V
da sequinte forma

1

Vi) = oy | e Vi

1 Do ey
(4me)3 e = (L—lyldy, selz|<1
— B |

0, se|z| > 1
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o problema comeca a surgir desse passo da reqularizacao, pois precisamos dos fluros desses
campos requlares, e note que a integral é muito complexa. Dai ao associar ao fluro X dos

campos V¢, devemos resolver a sequinte equacao diferencial ordindria

. 1 b ixg-wi?

5y - | e [ e -y, selel <1
0, se x| > 1

dat, sem a solugio algébrica dessa equagio a familia de medidas {n.} fica incompreensivel

no sentido algébrico. Consequentemente, as curvas integrais nao sao obtidas explicitamente.

Mas esta reqularizagcdo possui algumas vantagens, pois qualquer campo em LP(R™) pode

ser reqularizado e a construcao do fluzo so foi realizado pela validade da propriedade
div (T}V) = T (div(V)) .

para p = 2.
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6 Consideracoes Finais

Dado uma familia de campos vetoriais V; € DY com ¢ > 2 que satisfaca

T
J |div (V))]|,, dt < +o0,

0

mostramos que existe uma regularizacdo que permite construir um conceito de fluxo
generalizado X; para V;. A condicao ¢ > 2 foi para garantir que a familia de medidas
{ne;e > 0} em W(R"), construidas em 5.3, seja tight. J& a condigao de V; € D, foi para a

importante propriedade
div (T}V) = T2 (div(V)) .

Este fluxo satisfaz que para todo = no suporte de uma medida tem-se que X;(x) é uma

curva integral para V; no sentido classico.

As regularizagdes foram essenciais para obter o fluxo generalizado. A regulari-
zacao do parametro temporal é classica por usar convolugao. A regularizagao espacial foi
realizada usando semi-grupo de calor em 1-formas diferenciais e vale ressaltar que esta

regularizacao pode ser realizada para qualquer campo em LP.
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