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Resumo

O objetivo dessa dissertacao é estudar detalhadamente o artigo Shadowing and structural
stability for operators de N.Bernardes e A.Messaoudi [3]. Estudaremos condigbes em que
um operador num espaco de Banach possua propriedades comuns a um sistema dinadmico
como por exemplo, as propriedades de sombreamento, expansividade e hiperbolicidade.

Determinaremos suas propriedades e como tais caracteristicas se relacionam.

Em particular, focaremos no operador shift no espago de Banach das sequéncias limitadas.
Usando propriedades de anélise funcional e sistemas dindmicos, iremos determinar as
condicoes em que certas propriedades se manifestam, baseando-se em propriedades das

sequéncias de pesos que geram o operador.

Palavras-chave: sistemas dindmicos lineares; sombreamento; shift ponderado.



Abstract

The goal of this dissertation is to study the article Shadowing and structural stability
for operators by N.Bernardes and A.Messaoudi [3|. We will investigate conditions under
which an operator in a Banach space exhibits usual characteristics of dynamic systems,
such as shadowing, expansivity, and hyperbolicity. We will determine their properties and

how such characteristics are related.

Particularly, we will focus on the shift operator in the Banach space of bounded sequences.
Using properties of functional analysis and dynamic systems, we will determine the condi-
tions under which certain properties present themselves, based on properties of the weight

sequences that generate the operator.

Keywords: linear dynamical systems; shadowing; weighted shift.
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1 Introducido

Nos primoérdios da humanidade, a Matemaética era vista como um modelo para
estudar objetos estaticos, como figuras geométricas, ou encontrar numeros especificos que
solucionem problemas através de equacoes. Apenas no século XVII, com o advento do
Calculo, passou-se a estudar o movimento de objetos através de um modelo matematico

preciso.

Com isso em mente, os sistemas dinamicos surgem como uma maneira de estudar
a evolucao temporal de um determinado sistema. No caso discreto, isso se traduz em
considerar uma funcao f : X — X, em que X é um conjunto equipado com uma nog¢ao
de distancia d. Considerando um ponto x € X como uma funcgao especifica, aplicar a
funcao f representa uma passagem de tempo de uma unidade, e a posicao resultante é
representada por f(x). Repetindo esse processo, através de mais uma passagem de tempo,

obtemos a nova posicao f(f(:c)) = f*(2).

O conjunto {x, f(x), f*(x),..., f*(z) : n € N} de todas as posi¢des resultantes do
ponto z é denominada por érbita de x e denotada por orb(z, T"). Analisar o comportamento
dessas Orbitas nos permite classificar os sistemas dinamicos. Por exemplo, podemos estudar
operadores que possuem um ponto com orbita densa, ou seja, dados y € X e € > 0, existe

n € N tal que

d(f"(x),y) <e.

Em palavras, isso quer dizer que a evolugao de sua posi¢ao passa suficientemente

proxima a todo ponto do espago.

No caso linear, restringimos X a um espaco de Banach, um espago vetorial normado
e completo, e consideramos o sistema dindmico como um operador linear 7" : X — X. Aqui
a propriedade de possuir um ponto com 6rbita densa é denominada por hiperciclicidade,
e podemos conectar essa propriedade a capacidade do operador intersectar quaisquer

vizinhangas em um tempo futuro, conforme resultado abaixo apresentado em [6]:

Teorema 1.0.1 (Teorema de Transitividade de Birkhoff). Um operador T' é hiperciclico
se e somente se € topologicamente transitivo, isto €, para cada par de abertos nao vazios
UV em X, existe n € N tal que T"(U)NV # &.

Outra propriedade que abordaremos aqui é a propriedade de sombreamento de um

operador. Em palavras, essa propriedade se resume a indicar que toda sequéncia que se
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mantem suficientemente proxima a agao do operador T', é sombreada pela 6rbita de um

ponto, no sentido que as trajetoérias estao proximas em todos os instantes.

O espago de Banach que vamos considerar aqui é um espaco vetorial que consiste
em sequéncias limitadas de nimeros complexos (z,), com n € Z, o qual denotamos por
¢o- A norma nesse espago é definida como o supremo (ou norma do infinito) da sequéncia

absoluta (|x,|), ou seja

[(@n)nezl| = sup [zn.
ne”l

Nesse espaco, vamos estudar as propriedades do operador shift bilateral ponderado
posterior, cuja agao em uma sequéncia é de deslocar todos os pontos desta para a esquerda,
e em seguida, multiplicar por um peso. Mais formalmente, o operador shift B, : cg — ¢
¢ definido por uma sequéncia de nimeros complexos (w,,), onde n € Z, e sua agao sobre

uma sequéncia (x,,) € ¢ ¢ dada por:

By((7n)) = (Wns1Tn41)

Veremos que a possibilidade desse sistema dinamico satisfazer propriedades que
mencionamos, como sombreamento e hiperciclidade, depende da sequéncia que define os
pesos do operador shift. Com isso, conseguimos traduzir propriedades de dindmica linear
como propriedades de sequéncias complexas. Assim, o objetivo desse estudo é encontrar
essas equivaléncias, e, a partir disso, buscar contra-exemplos e estimar possiveis rela¢oes

entre as principais propriedades de sistemas dinamicos.

Inicialmente, vamos estudar conceitos basicos de Analise Funcional, como proprie-
dades gerais de espacos de Banach, espectro de operadores e a complexificacao de espacos.
Em seguida, veremos propriedades basicas de sistemas dinamicos, comecando com siste-
mas quaisquer e depois nos restringindo a sistemas lineares. Por fim, vamos estudar as
propriedades especificas do espaco ¢y e do operador shift, com resultados inspirados nos
artigos de [4] e [10].
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? Conceitos e Resultados Preliminares

Neste capitulo, nos dedicaremos a explorar resultados preliminares de Analise Fun-
cional, com o objetivo é fornecer uma base solida para o estudo de sistemas dindmicos.
Apresentaremos alguns resultados classicos da area, como o Teorema de Hahn-Banach, o
Teorema da categoria de Baire e o Teorema da Invversa Limitada. Para uma compreensao
mais aprofundada, iremos também demonstrar alguns destes teoremas, oferecendo uma
visao clara e elucidativa de sua validade e importancia na teoria dos espacos métricos e

na analise de sistemas dindmicos.

2.1 Espacos Métricos

Defini¢ao 2.1.1. Dado um conjunto X, um espago métrico é um par (X,d), em que

d: XxX — R é uma métrica, ou seja, uma fung¢ao que cumpre as sequintes propriedades:

Para quaisquer x,y,z € X, temos
(i) Definida positiva: d(xz,y) =2 0 ed(x,y) =0 <= z =y;
(i1) Simetria: d(z,y) = d(y, z);
(i1i) Desigualdade Triangular: d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Exemplo 2.1.1. Os conjuntos R e C sao exemplos de espa¢os métricos com a métrica

padrao dada por d(z,y) = |z — y|.

Exemplo 2.1.2. Dados (Xi,dy), (X2, ds) espagos métricos, podemos definir uma métrica

d: X1 x Xo — R tal que, para cada x1,1y1 € X1 e 22,y € Xo

d((z1,22), (Y1,92)) = Vi (21,31)% + da(2,y2)?.

E facil ver que esta métrica € definida positiva e simétrica. Para verificar a desigualdade

triangular, dados x1,y1,21 € X1 € x9,Ys, 20 € Xa, temos que

[\

x27z2)

(
(Y1, 21)? + d(2,Y2)? + d(y2, 22)?
(
)

)2+ \/d(yr, 21)% + d(y2, 22)?
= d($17$2)a Y1, Y2 ) +d(ylay2 ; 2172’2))



Capitulo 2. Conceitos e Resultados Preliminares 14

Exemplo 2.1.3. Seja (X, d) um espaco métrico, A um conjunto nao vazio en: A — X

uma funcao qualquer. Definimos o conjunto

X;‘ ={f:A—= X : supd(f(a),n(a)) < oo}

acA

Entao X;;‘ € um espaco métrico ao considerarmos a métrica dada por

D(f,g) = supd(f(a),g(a)),¥f, g € X,

a€A

Tal métrica estd bem definida, pois para cada a € A

d(f(a),g(a)) <d(f(a),n(a)) +d(n(a), g(a))
< (sllégd(f(a)m(a)) + ilelgd(g(a),n(a)) < 0.

Um argumento similar também mostra a desigualdade triangular. A simetria e o fato que
D € sempre nao negativa sao evidentes. Por fim, se f,qg € X;‘ com D(f,g) =0, entao

supd(f(a),g(a)) =0 = d(f(a),g(a)) =0,YVa € A

acA
= f(a) =g(a),Va € A

= f=gq.
Portanto D €, de fato, uma métrica.

Exemplo 2.1.4. Se X =C, A € nao vazio en: A — X € a func¢ao identicamente nula,

vale que f € X;‘ se, e somente se sup |f(a)| < co. Vale ainda que
acA

D(f,g) =sup|f(a) — g(a)l.
acA
Ainda, no caso em que A = N ou A = Z, uma funcao f : A — X € denotada
uma sequéncia. Logo, X;‘ representa o espaco das sequéncias limitadas, com a métrica
= [*®

do supremo. Se A = N, denotamos X;‘ , enquanto que se A = 7, denotamos Xj;‘ =

1=(Z).

Definicao 2.1.2. Dado um espaco métrico X, um elemento v € X er > 0, a bola

aberta de raio r € o conjunto

B(x;r) ={y € X : d(z,y) <r},
e a bola fechada de raio r

B(zyr) = {y € X : d(x,y) <r}.

No caso de X também ser um espago vetorial, denotamos o caso especial em que r =0 e

r =1 como a esfera unitdria de X, denotada por Sx.
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Definicao 2.1.3. Um espaco métrico X € dito separdvel se existe um subconjunto enu-
merdvel Y denso em X. Isto implica que para cada x € X ec > 0, exviste y € Y tal que

d(z,y) <e.

Proposicao 2.1.1. O espago [ nao € separdvel.

Demonstracao. Seja V' o subconjunto de [*° formado pelas sequéncias binarias. Note que

dados x,y € V, com x # y, temos, com a métrica definida em [*°, que d(z,y) = 1.

Seja M um subconjunto denso em [*°. Dado z € V, existe z, € M tal que d(z, z,) <

L 1
7 Mostraremos que nao existe y # = € V com d(y, z,) < 7 Com efeito, caso contrario
terfamos L

L=d(z,y) <d@,2) +dy, ) <5+ 5 =1

Contradicao. Logo a fungao

VM

T 2z

é injetiva. Como V' é um conjunto nao enumeravel, concluimos que M é um conjunto nao

enumeravel. Sendo M denso arbitréario, temos que [°° nao pode ser separavel. O

Definigao 2.1.4. Dizemos que uma sequéncia (x,) em um espago métrico X € uma

sequéncia de Cauchy se dado € > 0, existe N € N tal que
d(xp, xm) <€ sen,m > N.

Dizemos que (x,) é convergente em X se existe x € X tal que, dado € > 0, existe N € N
satisfazendo

d(zp,z) <esen > N.

Neste caso escrevemos x, — x e dizemos que x € o limite da sequéncia ().

Proposicao 2.1.2. O limite de uma sequéncia em um espago métrico X € unico.

Demonstragao. Seja (x,) em X com x, — x e x, — y, sendo z,y € X. Dado ¢ > 0,

existem N1, Ny € N tais que

d(zn,z) < = sen

\%
=

d(zn,y) < = se n = No.

N O M

Tomando N = max{Nj, N2}, vale pela Desigualdade Triangular:

d(z,y) < d(z,zy) +d(zy,y) < %+ g —¢

Como ¢ é arbitrario, segue que d(z,y) =0e x =y. O
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Proposicao 2.1.3. Toda sequéncia convergente em um espaco métrico X € uma sequéncia
de Cauchy.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia em X com z, — x € X. Dado ¢ > 0, existe

N € N tal que
€

d(x,,x) < 5 sen = N.

Assim
d(xp, Tm) < d(Tp, ) + d(Tm, ) < g + % =ecsen,m = N.

]

Definicao 2.1.5. Um espago métrico X é completo se toda sequéncia de Cauchy em X

€ convergente em X.

Exemplo 2.1.5. E um fato conhecido que os espagos R e C dotados das métrica padrio

sao completos.

Proposigao 2.1.4. Dado A nao vazio, um espago métrico X en: A — X, vale que, se

X € completo, entdo X;;‘ também é completo.

Demonstragao. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em X;;‘. Dado € > 0, existe N € N
tal que
D(fna fm) - Supd(fn(a), fm(a)) < e,Vn,m > N.
acA

Em particular, fixado a € A, obtemos que d(f,(a), fm(a)) < & para n,m > N. Portanto,
a sequéncia {f,(a)}nen € de Cauchy em X. Como este espaco é completo, tal sequéncia
converge para um elemento em X, que denotamos f(a). Isto define uma funcao f : A — X.

Mostraremos que f,, — f e que f € X;;‘.

Dado € > 0, tome N € N tal que
€
D(fn, fm) = sugd(fn(a),fm(a)) < §,Vn,m > N.
ac
Além disso, para cada a € A fixado, existe M, € N, tal que se m > M,, entao

A(fn(@), f(0) < 3.

Assim, paran > N e m > max{N, M,}, vale que

«hw%ﬂ@)Sﬂhm»mm»+dwawjm»<g+§:a

Tal n nao depende de a, logo, tomando o supremo sobre a € A:

D(fun, ) =supd(fa(a), f(a)) <&, sen > N.

a€A
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Isso mostra que f, — f em X;‘. Por fim, como

d(f(a),n(a)) <d(f(a), fa(a)) + d(fala),n(a))
< Tégd(f(a), fa(a)) + ilelgd(fn(a), n(a)),Ya € A,

obtemos que f € X,f. ]

Corolario 2.1.1. Os espagos [ e I*°(Z) sao completos.

Se X é um espaco métrico, um subconjunto ¥ C X pode ser considerado um

espago métrico ao considerarmos a restricao da métrica para Y.

Proposigao 2.1.5. Seja X um espaco métrico completo e Y um subconjunto fechado de

X. EntaoY é completo.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em Y. Como X é completo, existe
z € X tal que x,, — x. Mas por definicdo, temos que € Y =Y. Portanto, toda sequéncia

de Cauchy em Y é convergente em Y, mostrando que este é completo. O]

Definicao 2.1.6. Dado um espago métrico X, um ponto fixo de uma funcao f : X — X
¢ um ponto xg € X tal que f(xg) = xg. Dizemos que a fun¢io f é Lipschtziana se existe
C > 0 satisfazendo

d(f(x), fly)) < Cd(x,y), ¥,y € X.

Se tal C' pode ser tomando no intervalo (0,1), entao f € denominada uma contrag¢ao.
Nesse caso, a constante C € dita constante de contracao. Vale que toda funcao Lipschit-

ziana € continua.

Uma propriedade muito importante de um espago métrico completo é que, nesse

tipo de espaco, toda contracao possui um tnico ponto fixo.

Teorema 2.1.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja f : X — X uma contragao,

em que X € um espago métrico completo. Entao f admite um unico ponto fixo.

Demonstragao. Para provar a unicidade, se z,y € X s@o tais que f(xz) = f(y), entao,

sendo C' uma constante de contracao de f, vale que

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < Cd(z,y).

E como C < 1, devemos ter d(z,y) = 0 e portanto z = y. Para provarmos a existéncia,
tome zy € X qualquer, e defina uma sequéncia (z,,) € X por x,.1 = f(x,),Vn € N. Afir-
mamos que tal sequéncia é de Cauchy. Com efeito, pela desigualdade triangular aplicada
sucessivas vezes, obtemos para cada n,k € N

k—1
d(Tpih, Tn) < Z d(xn+j+17 xnﬂ')'

J=0
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Por indugao, é facil ver que
ATy ja1s Tntj) < Cn+jd($1,900>avj €N,

de modo que

T
I

n

1-C

A(Tpip, 2n) <Y C"Hd(x1,70) < d(21, 70) — 0, quando n — oo.

<
I
=)

Portanto, mostramos que (z,) é uma sequéncia de Cauchy em X, e sendo X um
espago completo, existe x € X tal que z,, — x. Por fim, usando a continuidade de f,

temos
f(z) = f(limz,) = lim f(z,) = limz,;; = .

Provando assim o resultado. O

Definicao 2.1.7. Seja X um K-espago vetorial. Uma norma em X € uma fungao || || :

X — R satisfazendo, para quaisquer x,y,z € X e X € K:

1) ||z]] >0 e||z]| =0 <= x=0;
2) Al = AL [l

3) Mz +yll < [l=[] +[lyl]-

Nesse caso, dizemos que X € dito espago vetorial normado. Note que todo espago
normado é em particular um espago métrico com a métrica induzida dada por d(z,y) =
l|lz—y||. Um espago vetorial normado € um espago de Banach se for um espago métrico

completo com a métrica induzida.

Exemplo 2.1.6. Os conjuntos R, C sdo espagos de Banach com a norma induzida pela

métrica padrao;

Exemplo 2.1.7. Se X ¢ um espaco normado, vimos que X € um espag¢o métrico com
d(xz,y) = ||z — yl||. Seja A um conjunto nao vazio e n: A — X a fungao identicamente

nula. Entao, X;;‘ € o conjunto
{f: A= X : su£||f(a)|| < 00}
ac

Neste caso, como a funcdo 1 ndo varia, escrevemos simplesmente X 2. E facil ver que X*

€ um espago vetorial, e podemos definir wma norma neste espaco por
1 f1] = sup || f(a)]]-
acA

Note que a métrica induzida D(f,g) = sup||f(a) — g(a)|| corresponde & métrica definida
acA

no Exemplo 2.1.3. Portanto, pela Proposicio 2.1.4, vale que X* é um espaco de Banach

se X também o for.
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Definicao 2.1.8. Sejam X,Y espacos normados e T : X — Y uma transformacao linear.

Dizemos que T' € limitada se existe um numero real c tal que
IT(2)]] < =[], Vo € X.

Se T' é uma transformacao linear limitada, a norma de T' é dada por

@) = sup ||T'(2)||.

||T']] = sup
0 ||37|| [|z]|=1

Decorre da definigao que ||T(2)|| < ||T|] - ||z||,Vz € X. Também é facil ver que
dados espacos métricos X,Y, Z e transformacoes limitadas T} : Y — Z,T5 : X = Y,
entdo T o Ty é limitada com ||T7 o Ty|| < ||T1]| - ||T2||. Com efeito, dado x € X

|(Ty o To) (@) | < [ITall - T2 ()| < (Tl - [ Z2]D)] |-

Em particular, para cada uma transformacao linear limitada 7" : X — X e para cada

n € N, concluimos que a n-ésima iterada 7™ ¢é limitada com ||T"|| < ||T']|".

Lema 2.1.1. Se T : X — Y € uma transformacgao linear, as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:
i) T € limitada;
ii) T € lipschtziana,
iii) T € continua.
Demonstragao.
o i) = ii)
Seja ¢ € R com ||T(z)|| < c||z||, Vo € X. Em particular temos
1T (x) = Tl = |IT(x =yl < clle —yll,Va,y € X.
o ii) = iii)

Seja ¢ € R com ||T(z) — T'(y)|| < ||z —y||,Vz,y € X. Dado ¢ > 0, seja § = ¢/c.

Entao, fixado x € X, temos
lz =yl <6 =||T(z) =TIl <cllz—yl| <cd =e.

O que implica que T é continua em x. Como x era arbitrario, vale o resultado.
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Em particular, temos que T é continua em 0. Dado € > 0, existe d > 0 tal que

lz]] <6 = [T ()] <e.

Tome y € X nao nulo e ponhamos

oy

T = 0.
[yl

Dai, ||z|| = ¢ e temos ||T'(z)|| < . Mas

e = (i) = o

IT(@)]] < e = [[T(y)ll < %Hyll-

Entao

€
Pondo ¢ = =, obtemos o resultado.

)
O

Dados X, Y espacos normados, denotamos por B(X,Y’) o conjunto das transfor-

magoes lineares limitadas T': X — Y. Dados T1,T» € B(X,Y) e « escalar, vale que
[Ty + T2)z|| < af|Tva|| + |[Taz|] < (a[T3]] + [|T2[])]]2]],

de modo que o114+ 7T, € B(X,Y). Portanto, concluimos que B(X,Y') ¢ um espago vetorial.
Ademais, com a norma de uma transformagao linear ||T||, o conjunto B(X,Y") é um espago

normado. A proposi¢ao abaixo mostra em que caso tal espaco é de Banach.

Proposigao 2.1.6. Se X é um espaco normado e Y € um espago de Banach, o conjunto
B(X,Y) € um espago de Banach.

Demonstragao. Inicialmente, note que uma transformacao linear 7' : X — Y pode ser
completamente caracterizada por sua restricao 7' : Sx — Y. Como

Tl = sup [[Tx|]

TESx

Y3 ={f:8, =Y :sup ||f(x)]] < oo},

TESx
podemos considerar B(X,Y) C Y**. Como Y ¢ completo, segue que V¥ & completo.
Portanto, basta mostrarmos que B(X,Y) é fechado, e obtemos o resultado pela Proposigao
2.1.5. Seja (T},) uma sequéncia em B(X,Y) tal que T}, converge para uma fungao 7. Dados

xr1,xy € X e « escalar, temos que

lim T, (axy + x) = lim(aT 21 + Thao) = alim T,z + lim T, 29,
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o que mostra que T ¢é linear. Por fim, existe N € N tal que, para cada n > N
1T =Tl <1,

de modo que T'—T,, é limitado. Como B(X,Y’) é um espaco vetorial e T'=T,,+ (T —T,),
concluimos que 7' € B(X,Y).

]

Definicao 2.1.9. Dado um espaco K-vetorial normado X, um funcional linear é uma

transformacao linear ¢ : X — K.

2.2 Principais Resultados

Nesta secao vamos apresentar alguns dos principais teoremas da Analise Funcional.
Estes sdo o Teorema de Hahn-Banach (Teorema 2.2.2), o Teorema da Categoria de Baire

(Teorema 2.2.5) e o Teorema da Inversa Limitada (Teorema 2.2.6).

Definicao 2.2.1. Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto M, em que se

estd definida uma relacao < que satisfaz as condigoes

1) a <a,Ya € M (Reflexividade)
2) Sea<beb<a, entao a =b (Antissimetria)

3) Sea<beb<ec entio a < c (Transitividade)

Se além disso, < satisfazer que dados a,b € M, temos a < b ou b < a, entao M € dito

totalmente ordenado.

Se W C M ¢é um subconjunto totalmente ordenado, uma cota superior de W é
um elemento u € M tal que
r<u,VeeW

Um elemento mdximo € um elemento m € W satisfazendo

r>2m=x=m,VeeW

O lema a seguir é apenas um enunciado equivalente ao Axioma da Escolha.

Lema 2.2.1 (Lema de Zorn). Seja M um conjunto ndo vazio parcialmente ordenado.
Suponha que todo subconjunto totalmente ordenado de M possui uma cota superior. Entao

M possui ao menos um elemento mdximo.
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Definicao 2.2.2. Dado um espac¢o vetorial X, um sublinear funcional em X ¢ uma

fung¢ao p: X — R que satisfaz

e p(z+y) <plx)+ply)Ve,ye X

e plax) = ap(z),Va > 0e R, Vr e X

Dado um espaco vetorial X, um subespago vetorial Z e um funcional linear f : Z —

R, uma extensao linear é um funcional linear f : X — R tal que f(z) = f(z),Vz € Z.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Hahn-Banach (Caso Real)). Seja X um espago vetorial real
e seja p um sublinear funcional em X. Seja Z um subespago de X e f : Z — R um
funcional linear que satisfaz

f(@) < pla), Vo € 2

FExiste uma extensao linear que satisfaz

flz) < plx),Vre X

Demonstrag¢ao. Seja E o conjunto de todas as extensoes lineares g : D(g) — R de f que

satisfazem
g(x) < p(x),Vz € D(g)

Note que FE # &, pois f € E. Definimos em E a relacao de ordem parcial
g < h <= h é uma extensao de g

ou seja, D(g) € D(h) e g(x) = h(z),Vz € D(g).

Mostremos que dado C' C E totalmente ordenado, existe uma cota superior em C.
Em C', definimos

g: D —R

geC

tal que g(z) = g(z),Yx € D(g). Temos que U D(g) é um subespago vetorial pois C' é
geC
totalmente ordenado (uma unido de subespacos vetorias é um subespago vetorial se a uniao

for crescente ou decrescente). Além disso, § esta bem definida pois dado x € D(g1)ND(gz),
temos g1(x) = go(x) por definigdo de C. Por fim, basta notar que g é um funcional linear

tal que g < g,Vg € C. Logo, existe ¢ € E tal que ¢ é uma cota superior para C.

Pelo Lema de Zorn (Lema 2.2.1), podemos tomar um elemento maximo f € E.
Afirmamos que D(f) = X. Com efeito, suponha que exista 5 € X \ D(f). Defina Y; =
Span{D(f,y1)}. Note que y; # 0, pois 0 € D(f). Dado x € Y, temos

r=y+ay,y€D(f),a eR
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Tal representagao ¢ unica. De fato, se y + ay; = § + PBy1, com y,5 € D(f) e o, f € R,
segue que

(y—9) =B —a)y
Como y; ¢ D(f), a Unica solucao possivel &€ y—¢ = 0 e §—a = 0. Isto implica a unicidade.

Dado ¢ uma constante real qualquer, defina

YT —- R
g1 - I i (2.1)
y+ oy — fly) +ac

Temos que g; ¢ linear. Além disso, se z = y+ay; € D(f), entdo o = 0 e vale ¢y (z) = f(z).

Logo, g1 € uma extensao propria de f, isto é, D(f) € D(g1). Se mostrarmos que g; € F

g1(z) < p(x),ve € D(g) (2:2)

com c apropriado, teremos uma contradicao ao fato de f ser maximal em F.

Dados y, z € D(f), temos que

fly)—f(z)=fly—2)
<ply —2)
=p(y+y1 —y1 — 2)
<ply+y1) +p(=y —2)
Logo
—p(—y1 —2) = f(2) <ply+ 1) — f(y)
Tome

mo = sup {—p(—y1 —2) — f(2)}
z€D(f)

my = inf {p(y+wu)— f(y)}
yeD(f)

e ¢ € R tal que mg < ¢ < my. Segue que
—p(—y — 2) — f(z) <cVze D(f) (2.3)
ply+u) — f(y) = ¢,Vy € D(f) (24)

Provemos (2.2) inicialmente para o < 0 em (2.1). Tomando z = a~ 'y em (2.3),

temos
—p(=y1 —aly) — flaly) <c

Multiplicando por (—«):

p(—ay —y) + f(a™'y) < —ac
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Usando que y; + ay =z € Y1 = D(g1):
gi(x) = f(y) + ac < —p(—ay1 —y) = play, +y) = p(2)
Para o = 0, temos = € D(f) e portanto gi(x) = f > p(x). Se a > 0, tomamos
a ly em (2.4):
c<plaly+y) - flaly)

Multiplicando por o > 0:

Dai

]

Teorema 2.2.2 (Teorema de Hahn-Banach (Generalizado) ). Seja X um espago vetorial

real ou complexo e p: X — R uma funcao que satisfaz, para todos x,y € X

p(z +y) < plz) + py)
e para cada escalar o
plaz) = |a|p(z)

Entao dado Z subespaco de X e f um funcional linear definido em Z que satisfaz
|f(@)| < p(x),Vz € Z

Entao existe uma extensao linear f de f em X satisfazendo

|f(2)| < p(z),Vz € X

Demonstragao.

a) Caso real

Se X é real, vale que f(z) < |f(z)| < p(z) e o Teorema 2.2.1 nos d4 uma extensao

linear f de f em X tal que

f(z) <p(x),Vre X (2.5)

Dai

—f(@) = f(=2) <p(=2) = | = Lp(x) = p(z),

e obtemos que —f(—x) > p(z). Junto com (2.5), concluimos que |f(z)| < p(z),Vz €
X.



Capitulo 2. Conceitos e Resultados Preliminares 25

b) Caso complexo

Se X é complexo, Z também é. Logo, f toma valores complexos e podemos escrever

f(@) = fi(x) +ifa(x)

com fi, fo funcionais lineares com valores reais.

Considere X, Z, as respectivas restri¢oes dos espacos X, Z ao corpo dos reais. Como

filz) <|f(2)] < pla),Vz € Z,

podemos aplicar o Teorema 2.2.1 para encontrar um extensao linear fl de f; em X,
tal que
fi(x) < p(x),Vr € X,.

Voltando a Z, temos para cada x € Z:

de modo que
—fo(z) = fi(iz),Vx € Z. (2.6)
Defina
f:X—>cC
x— fi(z) —ifi(iz)
Note que f(z) = f(z),Yx € Z por (2.6). Como f é linear, segue que f; é linear.

Resta-nos mostrar que
|f(2)] < plz),Ve e X

Se x € N(f), entdo
pois
T T T 1 1
0-r(5-3)<r(3)rr(-3) - ‘é‘p@) ! ‘—5’“@ = o)
Se = ¢ N(f), entdo f(x) # 0. Considerando a forma polar de f(x), temos

f(z) = |f(@)le” = |f(2)] = f(x)e™ = f(e "x)

Como |f(z)] é real, segue que f(e~"z) é real e dai

(@) = fle™z) = file ) < ple™’z) = |e™"|p(z) = p(x).
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Teorema 2.2.3 (Hahn-Banach em espagos normados). Seja f um funcional linear limi-
tado em um subespaco Z de um espaco normado X. Entao existe uma extensao linear
limitada f de f em X tal que

1Fllx = 11£]1z
o ()] ()]
~ x xXr
1fllx = sup ellfllz= sup
zeX\{0} ||570|| zeZ\{0} ||33||

e |lfllz =0 no caso Z = {0}.

Demonstragio. Se Z = {0}, entdo f = 0 e a extensdo é f = 0. Se Z # {0}, defina
p: X — K por
p(@) = [[fllz|l«]], Ve € X.

Dai

[f (@) <[Ifllzl]z]] = p(x), Vo € X.
Além disso, como p é definido a partir da norma de X, segue que p é um sublinear
funcional. Dai, pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 2.2.2), existe uma extensao f de

f em X tal que
LI < ple) = [Ifllz]|2l], Vo € X.

De modo que

||f||X = sup |f(.’L‘)|

<||fllz
zeX\{0} ||$||

Além disso, como f é uma extensdo de f, vale que ||f][x > ||f]|z. Portanto vale a
igualdade. O

Teorema 2.2.4 (Funcionais Lineares Limitados). Seja X um espago normado e seja

xg # 0 um elemento em X. Entao existe um funcional linear limitado f em X tal que
LfIl =1 e f(zo) = [[zol|-

Demonstragao. Considere o subespago Z de X definido por Z = Span{z,}. Em Z, defina

um funcional f por

f(x) = flawo) = af|zoll,

vale que f ¢ linear e que ||f|| = 1. Com efeito,

|[f (@) = |f(azo)| = |al - [[zo|| = [lazo|| = ||, V2 € Z.
Pelo Teorema 2.2.3, podemos tomar uma extensio linear f de f em X com || f|| = ||f|| = 1.
Além disso, vale que f(z0) = f(z0) = ||zo]]- O

Definicao 2.2.3. Um subconjunto M de um espago métrico X € dito
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a) raro em X se seu fecho M néo possui pontos interiores;
b) magro em X se M é a uniao enumerdvel de conjuntos raros em X.

Teorema 2.2.5 (Teorema da Categoria de Baire). Um espago métrico completo nio vazio

€ nao magro.

Ou seja, se X # &, é completo e

X = G M.
k=1

com cada My, fechado, entao ao menos um My, possui um subconjunto aberto nao vazio.

Demonstracao. Suponha que X é magro. Entao
X =M, (2.7)
k=1

com cada M}, magro em X. Construiremos uma sequéncia de Cauchy (px) € X cujo limite
p nao pertence a nenhum My, logo, nao pertence a X. Por hipotese, M; é raro em X. Por
definicéo, isto implica que M; ndo contém nenhum subconjunto aberto nao vazio. Mas X
contém (por exemplo, ele proprio). Isto implica que M; # X. Dai, tomamos p; € M,* e
uma bola aberta sobre ele, digamos
- 1
By = B(p1;€1) - M1C,81 < 5
Por hipétese, My é raro em X, entdo M, nao contém um subconjunto aberto nao vazio.
. . € . - €
Em particular, nao contém a bola aberta B (pl, 5) Isto implica que M N B <p1, 5) é
nao vazio e aberto, entao podemos tomar uma bola aberta neste conjunto, digamos
- 9 €1 1
By = B (py;e2) € My" N B <p1,§> e <5 <7

Recursivamente, construimos uma sequéncia de bolas abertas
. —k
B, =8B (pk,ﬁk) JEp < 2

tais que By N My # D e
1
By € B <pk; 5«%) C By, Vk € N.

Como ¢, < 27%, a sequéncia p;, é de Cauchy, logo, converge, pois X é completo. Suponha

que py — 0o. Para cada m € Nen > m vale que B, C B (pm; %n), logo:

d(pm,p) < d(Pm,pn) + d(pn, D)

87’)’L n—oo 5m
<™ 4 d(py,p) =X 2
5 T (Pns D) 5

Loggo p € B,,,Ym € N. Como B,, C M,,", temos que p ¢ M,,,Vm € N. Isto contradiz
(2.7), pois p € X. ]
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O Teorema da Categoria de Baire, assim como o Teorema de Hahn-Banach, consiste
em um dos teoremas fundamentais da Analise Funcional. Também de extrema importan-
cia é o teorema abaixo, que enuncia que toda transformacao linear limitada bijetiva é

invertivel.

Teorema 2.2.6 (Teorema da Inversa Limitada). Sejam X,Y espacos de Banach e T :
X =Y uma transformacdo linear bijetiva e limitada. Entio T admite uma inversa T
Y — X limitada.

A demonstracao do Teorema acima pode ser encontrada em [8] como uma facil

implicagao do Lema da Bola Unitaria.

2.3 Espectro e Resolvente

Dado um espaco de Banach X e um operador T em X, definimos o espectro de
T como o(T) = {\ € C | \I — T ¢ nao invertivel} e o resolvente de 7' como sendo o
conjunto p(T) = C\ o(T'). Dado A € p(T'), o operador resolvente de 7" em A & definido
como Ry(T) = (M —T)".

Em analise funcional, o espectro de um operador linear limitado 7" é a generalizacao
do conjunto dos autovalores de T'. De fato, se A € C é tal que Tx = Az, para algum x # 0

no espaco X, entao (Al — 7T') ndo é injetiva, e em particular, ndo é invertivel.

Contudo, podemos mostrar que nem todo elemento do espectro de T é necessaria-

mente um autovalor de T'. Por exemplo, considere o operador T : [*° — [*° dado por
T(ZL’l,IQ, . ) = (0,%171'2, .. )

entao 1" nao possui um autovalor pois Tx = Az implica 1 = 0, 2o = x1, etc, de modo que

x = 0. Mas o operador T"— 0/ = T' é nao invertivel, de modo que 0 € (7).

Lema 2.3.1. Seja X um espago de Banach e A, B : X — X operadores. Entao

1
1) Se A ¢ invertivel, c(A™") = {X TN E J(A)};

2) Sec#0, entio o(cA) = {% TN E J(A)};
3) Se B € invertivel, s(BAB™") = o(A).

Demonstracao.
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1) Inicialmente, note que se A é invertivel, entdao 0 ¢ o(A). Além disso, temos para
A#£0

MN—A= AA(AI A)

. . . 1 _
Logo, se A é um isomorfismo, entdo A\I — A ¢é invertivel se, e somente se — — A~}

é invertivel.
2) Como

AI—cA:c@[—A),
C

A
segue que A\ — cA se, e somente se —] — A é invertivel.
c

3) Dado B isomorfismo e A € C, vale que
M — BAB™' = B(\I)B™' —BAB™' =B\ - A)B !

Logo, Al — BAB™! & invertivel se, e somente se A\ — A é invertivel.

O

Relembre que, dados X, Y espacos normados, denotamos por B(X,Y’) o espago
normado das transformacoes lineares limitadas. Em particular, quando X =Y, denotamos
B(X,X) = B(X). Pela Proposicao 2.1.6, vale que se X é um espaco de Banach, entdo
B(X) é um espago de Banach.

Lema 2.3.2. Seja X um espaco de Banach e T um operador em X. Entdo

1) se ZT" converge, entio I — T é invertivel e (I —T)~ ZT”
n=0

2) se||T|| <1, entao I —T € invertivel com (I —T)~ ZT”

1

1T =T) M <
1—||T]

Demonstracao.

Se T" converge para um operador S, vale em particular que 7" — 0 quando
) ge p p , P q q
n=0
m — o0o. Dado m € N, temos

(]—TZ <ZT”> [—T)=1-Tm",

logo, fazendo m — oo, obtemos (I —T)S =S(I - T) = I.
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2) Suponha agora que ||T|| < 1. Entao, como

YTy ol
n=0 n=0

o0
e esta ultima série converge, concluimos que a sequéncia de somas parciais de E ™

n=0
oo

¢ de Cauchy, e visto que B(X) é um espago de Banach, segue que Z T" converge.
n=0

Do item 1, concluimos que I — 7" é invertivel e (I — T~ ZT Por fim, para

n=0
17| <1,

(1 =T) 1H—

<Z||T”H<Z 170" = = ||T||

]

Teorema 2.3.1. Seja X um espaco de Banach complexo e T" um operador em X. Entao

1) p(T) € aberto em C e contém {\ € C: |\ > ||T||};

TL

1 o
2) BA(T) = 5 3+ para A > |17
n=0

3) A fungao
O p(T) — B(X)

€ analitica.

Demonstragao. Se |A| > ||T||, usando o Lema 2.3.2 deduzimos que A\ — T é invertivel e
1 T\ 1K T"
N=<(r->) ="+
R)\( ) Y ( A> A ~ A

Logo, mostramos que p(T) 2 {A € C | [A\| > ||T||} e com isso o item 2.
1

[[Rx (DI
M —T =Xl ~T+ A=) =[] — (A= X)Rx,(T)] (Mol —T).

Dado A\ € p(T'), tome € = Entao, para A € (Ag — &, \g + ), vale que

Entao como [|[(A — Xo) R, (T)|| < €||Ra,(T)|| = 1, o Lema 2.3.2 nos da que I — (A —

Xo) Ry, (T') é invertivel, e portanto AI — T é invertivel com

RA(T) = R, (T)[I — (A= Xo) Ry (T)]
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Logo, A € p(T') e p(T) & aberto. Por fim, o Lema 2.3.2 nos da

o

- ()‘ - )‘O)R/\o (T)]_l = Z(A - )‘O)nR)\o (T)n>
n=0
e portanto
RA(T) = Ry (T) > (A= Xo)"Ro (T)".
n=0

Portanto, escrevemos Ry (7") como uma série de poténcias convergente em torno de Ao, 0

que mostra que ¢ é uma funcao analitica. O

Com isso, podemos mostrar que o espectro de todo operador limitado deve ser obri-
gatoriamente nao vazio. Para isso, devemos usar o Teorema de Liouville, um importante

resultado de Anéalise Complexa, cuja demonstragao pode ser encontrada em [11].

Teorema 2.3.2. Toda func¢ao inteira (ou seja, holomdrfica em todo o plano complexo C)

e limitada € constante.

Teorema 2.3.3. Seja X # {0} um espago de Banach complexo e T um operador em X.

Entao o(T) é um conjunto compacto nao vazio contido em {z € C: |z| <||T|}.

Demonstra¢ao. Como o(T) = C\ p(T), segue do Teorema 2.3.1 que o(7T) é um espago
fechado e limitado com o(T') C {z € C : |z| < ||T||}. Resta mostrar que o(7") é nao vazio.
Para isso, assuma por contradigdo que p(T) = C. Assim, a funcdo @ : p(T') — B(X)
definida no Teorema 2.3.1 ¢ uma fungao analitica definida em todo o plano complexo.

Além disso, segue do Lema 2.3.2 que para || > ||T||, temos

1 -1
1 T
H(-5)

de modo que ® é uma funcao limitada. Logo, o Teorema de Liouville (Teorema 2.3.2)

1

1ol = < T~ /AT

garante que ¢ é constante. Como R)(7) — 0 quando A — oo, segue que Ry(T) = 0, o
que contradiz o fato de X # {0}. O

Definicao 2.3.1. Seja X um espaco vetorial complexo. Definimos o raio espectral de
um operador T' de X por
r(T) = sup |A|
Ao (T)

Note que, se T' é um operador invertivel, o Lema 2.3.1 nos da que

inf |\ ! !
in = = :
Aeo(T) SUPreo(r) [1/Al  o(T71)
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Teorema 2.3.4 (Formula do Raio Espectral). Dado um espaco de Banach complexo X

e um operador T em X, vale que
. Al np
r(T) = lim ||T"||= = inf [|T"]]~.

1/n

Demonstragao. Comegamos mostrando que lim ||7"||" existe e coincide com
n—o0

s(T) = liminf ||T7|[*/".
n>1
Para isso, é suficiente mostrar que

lim sup ||[T"]|"™ < s(T). (2.8)

n—oo

Dado € > 0 qualquer, tome p € N tal que ||T?||'? < s(T) + . Dado n € N, podemos

escrever n = pq +r com 0 < r < p. Assim, obtemos
[TV = TP || < || T2 ||| T < (s(T) + )P || T
Como pg/n — 1 e r/n — 0 quando n — oo, segue que

limsup ||T7||Y™ < s(T) +¢.

n—oo

Como ¢ > 0 é arbitrario, provamos (2.8).

Vamos mostrar agora que r(T) < s(T'), ou equivalentemente, que A € p(T) para
|A| > s(T"). De fato, tomando ¢ = |A\| —s(T") > 0, obtemos que ||T"|| < [s(T") +¢/2]", para

n suficientemente grande, visto que lim ||TV||"/" = s(T"). Entéo
n—oo

L) < (M>

| A" s(T) + ¢
0 que mostra que a série ZT " /A" converge em B(X). Além disso, pelo Lema 2.3.2,
n=0

podemos escrever

T 1 T
P P

—1
I- X) — RA(T), (2.9
de modo que provamos que A € p(T') para |A| > s(T).

Resta mostrar que 7(7') > s(T'). Pelo Teorema 2.3.1, r(T') < ||T|| e a fungao &
¢ analitica para |A| > r(T). Em particular, ®(\) = R,(7) admite uma representacao

em série de Laurent centrado em 0 para |A| > (7). A equagao (2.9) mostra que essa

1 o
série necessariamente é — g —. Portanto, vale que lim [|[A7"T"|| = 0 para |A\| > r(T).
A = A" n—00

Assim, dado € > 0, temos H}”H < [e+r(T)]" para n suficientemente grande. Como € > 0
¢é arbitrario, obtemos
s(T) = lim [|T"||V" < n(T),
n—o0

de modo que r(T) = s(T). O
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O principal resultado desta se¢ao é o Teorema 2.3.5 abaixo, conhecido como a De-
composicao Espectral. Como sua demonstracao é grande e aborda assuntos de variadveis
complexas e topologia, nao a apresentaremos aqui. Uma demonstracao pode ser encon-
trada em [9].

Teorema 2.3.5. Seja X um espago de Banach complexo e T um operador limitado em
X. Suponha que o(T) = o1Uaos, em que 01,09 sao conjuntos compactos e disjuntos. Entao

existem subespacgos fechados X1, Xy de X tais que

]_) X = X1 @ XQ;.
2) T(X)) C Xy e T(Xy) C Xy

3) o(Iix,) = o1 e 0(Ijx,) = 02

Em suma, este teorema nos diz que a decomposi¢ao do espectro de um operador
em determinados subconjuntos nos da uma decomposicao do operador em subespagos
invariantes. Este resultado é importante pois nos permite tratar o estudo de um operador
ao analisarmos e classificarmos separadamente as componenetes de seu espectro. Assim,
ao discutirmos operadores cujo espectro possuem uma topologia especifica, analisamos as

propriedades de seus operadores induzidos por seus respectivos subespagos invariantes.

Teorema 2.3.6. Seja X um espaco de Banach complexo e T um operador limitado em

X. As sequintes condigoes sao equivalentes:

i) o raio espectral de T' é estritamente menor que 1;
ii) existe uma norma | -| equivalente a norma || -|| de X tal que |T| < 1;

iii) existem C' >0 e 0 < A <1 tal que ||T"z|| < CA\"||z||,Vx € X en € N.

Demonstragao. Suponha que r(T') < 1. Segue do Teorema 2.3.4 que, fixado r(T) < s < 1,

entao vale que ||T"||/s" < 1 para n suficientemente grande. Logo, existe C' > 0 tal que
|| T"z|| < Cs"||z]|,Vx € X,Vn € N. (2.10)

Tome N € N tal que
CsN < 1. (2.11)

Definimos uma norma em X por

N-1
o = 31Tl € X,
n=0
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Entao |- | é uma norma em X satisfazendo ||z|| < |z|,Vz € X. Além disso, segue por
(2.10) e (2.11) que para todo z € X

N—1 c
o < Y Cs"lall < 7|l (2.12)
n=0
Logo, mostramos que as normas || - || e | - | sdo equivalentes. Para cada x € X
N
T = 1Tl = |z| —|lel| + ITVal| < J2| = (1 = Cs™)|lzl,
n=1

o que junto com (2.12) nos da

IT| < (1 _a _S)((lj_ CSN)) 2.

Como 1 —s>0e (1 —Cs™) >0, concluimos que |T| < 1. Isso mostra que a condicdo i)

implica condigao ).

Ja se |T| < 1, entdao tomando A > 0 tal que |T| < A < 1, vale que |T"z| <
A'|z||,Vz € X,n € N, e como |-| e || -]|| s@o equivalentes, existe C' > 0 tal que ||T"z|| <
C|T"z| < CA\"||z||Vx € X,n € N, o que mostra que condigao iz) implica condi¢ao #ii).

Por fim, se vale a condigao #i7), o Teorema 2.3.4 facilmente implica a condigao 7).

]

2.4  Complexificacdo

Como visto nas segoes anteriores, o espectro de um operador é um subconjunto
do corpo dos complexos C, e portanto o estudo da decomposicao espectral deve ser re-
alizado com espacos vetoriais complexos. Assim, no caso de um espacgo vetorial real, é
necessaria uma maneira de estender o espaco de modo que se torne um espaco vetorial
complexo. Como iremos ver adiante, esse processo é semelhante & extensao dos reais para

os complexos.
Definicao 2.4.1. Dado um espaco vetorial real X, definimos
Xe={z+iy:z,y€ X},

em que introduzimos uma estrutura de espaco vetorial complexo, como a soma de vetores

x4y, u+ 1w € Xc por

(x+iy) + (u+ i) = (z+u) +i(y +v),



Capitulo 2. Conceitos e Resultados Preliminares 35

e a multiplicagao por um escalar o + i € C por x + iy € C definida como
(o +iB)(z +iy) = (ax — By) +i(ay + ).
Se X for um espaco normado, podemos definir uma norma em X¢ por

o tigllc = sup || cos(O)z — sen(0)y]|.
0€[0.27)

Proposicao 2.4.1. Se X é um espago vetorial real com norma || - ||, entao || - ||c € uma

norma em Xc tal que, para todos x,y € X

max{] |z, [[yl[} < [J& +ayl| < [l][ + [yl (2.13)

Demonstracao. Como

[|z[| = [l cos(0)z — sen(0)yl| < [l + iyl

= s (5) - (3]

segue que max{||z||, ||y||} < ||z+iy||. Para a outra desigualdade, basta observar que para

cada 6 € [0, 27], temos
cos(8) — sen(8)y]] < | cos Blllal] + | sen Bl < Iz + [l
Agora vamos ver que || - ||c define uma norma em X¢. Por (2.13), obtemos
|z +iyllc=0 <= z=0ey=0.
Dados z,y € E e A € C, tome « € [0, 27] tal que A = |\|(cos o + i sen «). Vale que

[|A(z+1y)||c = |||A\|(cos a + isen a)(x + iy)||c
= |||A|[(cos(a)x — sen(a)y) + i(cos(a)y + sen(a)x]||c

= |\l 668[101123 | || cos B(cos(a)x — sen(a)y) — sen(f)(cos(a)y + sen()x])||

=|A| sup |[|cos(d+ o)z —sen(f + a)yl|
0€[0,27]

= [Alllz +iyllc.
Por fim, para obter a desigualdade triangular, dados u + iv, x + iy € X¢, temos
I(u +iv) + (z+iy)llc = [[(u+2) + (v + y)illc

= sup ||cos(#)(u+ x) —sen(d)(v + y)||
0€[0,27]

= sup ||cos(f)u — sen(f)u + cos(0)x — sen(0)y||
0€[0,27]

< sup ||cos(O)u —sen(Q)v||+ sup ||cos(f)x — sen(d)yl
0€l0,27] 0€[0,27]

= [|lu +iv||c + ||z + iyl|c.



Capitulo 2. Conceitos e Resultados Preliminares 36

Dado um operador T": X — X em um espago vetorial real, definimos a complexi-

ficacao de T por

Tec : Xe — Xc
4y — Tr+1iTy

Corolario 2.4.1. Se X ¢ um espago de Banach real, entao X¢ também € um espaco de
Banach. Além disso, seT : X — X € um operador limitado, entdo Tc : Xc — Xc também

¢ limitado com norma ||T¢||c = ||T].

Demonstra¢ao. Suponha que X é um espago de Banach. Note que se (z,, + iy,), é uma
sequéncia de Cauchy em X¢, entdo (z,) e (y,) sdo sequéncias de Cauchy em X, pela Pro-
posicao 2.4.1. Logo, ambas (z,,) e (y,) convergem em X. A convergéncia destas sequéncias
implica a convergéncia de (z, + iy, ), novamente pela Proposi¢ao 2.4.1. Para mostrar que

l|Tcl|lc = ||T||, temos que para cada x + iy € X,

[ Tc(z + iy)llc = |[Tx +iTyl|c
= sup || COS(@)T$ — Sen(e)yH

0€l0,27]
< |IT[| sup || cos()z — sen(0)y]]
0€[0,27]
= 1Tl + 2yllc

o que mostra que ||T¢|| < ||T]|. Além disso, notando que para qualquer x € X, vale que

||lzllc = [|], segue que
Te(x +10)||c Txl|c Tx
el s o TGOl ATalle _ Il
w70 ||z +1i0llc w20 |l7lle azo0 ]|

e obtemos a outra desigualdade. O]
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3 Dinamica Topoldgica

3.1 Sistemas Dindmicos

Neste secao vamos realizar uma breve introducao a teoria dos sistemas dinamicos,
assim como estudar propriedades gerais e critérios de hiperciclicidade. As principais re-
feréncias para esta se¢do sao os livros [2] e [6]. Comegamos definindo formalmente um

sistema dinamico.

Defini¢ao 3.1.1. Um sistema dindmico é um par (X,T), com X um espago métrico
eT : X — X uma funcao continua. Geralmente, dizemos que T : X — X € um sistema

dindmico, ou nos referimos apenas a T', quando o espago X € subentendido.

Dado z € X, a orbita de x (ou trajetoria de x) sobre 7' é o conjunto

orb(z,T) = {T"x;n € N}
= {2, T2, T?x,...}.

Note que, z ¢ um ponto fixo de T se, e somente se orb(z,T) = {z} ¢ 2 ¢ um
ponto eventualmente peridodico de T (isto é, existe n € N tal que T"(z) = z) se e

somente se sua orbita sobre 7' ¢é finita.

Exemplo 3.1.1. Se T : R — R ¢ dado por Tz = 2%, entdo suas iteradas sdo T"x = x°".
Vale que orb(0,T) = {0},0rb(1,T) = {1} e orb(—1,T) = {—1,1}. Se |z| < 1, entdo sua

orbita tende a 0, enquanto que se |x| > 1, sua drbita tende a infinito.

Exemplo 3.1.2. A funcao tenda T : [0,1] — [0,1] € dada por

22,2 € 1[0,1/2];
2—2z,2€(1/2,1].

Tx =



Capitulo 3. Dindmica Topoldgica 38

Figura 1 — Gréafico da funcao tenda

Y

Fonte: os autores

Como T'(1/2) =1eT(1) =0 e 0 é um ponto fixo de T, segue que orb(1/2,7T) =
{1/2,1,0}.

Exemplo 3.1.3. Dado o € R, o sistema T : T — T dado por Tz = ¢*™z descreve
a rotagao pelo dngulo 2wa mo circulo unitdrio. Afirmamos que se a € Q, a orbita de

qualquer ponto z € T € finita. De fato, se « = m/n, com m,n € Z,n # 0, entao

TN — (627rzm/n)nz _ 627rzmz =

Ja se o € R\ Q, a orbita de qualquer ponto é infinita. De fato, suponha que para
algum z € T existem m > n > 0 tais que T"z =Tz, entao existe um inteiro positivo q

tal que 2m(m — n) = 2waq, o que implica o € Q.

Exemplo 3.1.4. Consideramos o intervalo I = [0,1] na qual identificamos 0 com 1 e
consideramos a métrica d(x,y) = min(|Jz — y|,1 — |z — y|). Dado a € R, definimos o

sistema dindmico S : [0,1] — [0, 1] por Sz =z + «.

Intimeros objetos matematicos possuem a nocao de equivaléncia entre si, dada
através de uma funcgao bijetora que preserva as principais propriedades dos objetos. No

caso de sistemas dinamicos, a fun¢ao em questao é denominada quasi-conjugagcao.

Definicao 3.1.2. Sejam S : Y — Y., T : X — X sistemas dindmicos. Dizemos que T é
quasi-conjugado a S se existe uma funcao continua ¢ 'Y — X com imagem densa tal

que Top=¢oS, ou seja o diagrama
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comuta. Tal funcao ¢ € dita uma quasi-conjugacao entre S e T'. Podemos especificar
o tipo de conjugacao se podemos tomar uma funcao ¢ que satisfaz propriedades extras,

como seque abaizo:

e Se ¢ for uma funcao uniformemente continua, dizemos que ¢ € uma quasi-conjugacao

uniforme e que T € uniformemente quasi-conjugado a S.

e Se ¢ for um homeomorfismo, ou seja, uma fung¢ao continua, bijetiva e com inversa
continua, entao T e S sao ditos conjugados e dizemos que ¢ € uma conjugacao entre
SeT.

e Se ¢ for um homeomorfismo tal que ¢, ¢~ sio uniformemente continuas, entio ¢ €

uma conjugagao uniforme entre S e T', e estes sao ditos uniformemente conjugados.

Por exemplo, se [ = [0, 1], em que identificamos 0 com 1, a fungao ¢ : I — T dada
por ¢(z) = €™ ¢ uma conjugacdo entre os sistemas dinamicos 7 : T — Te S : I — I
definidas acima. De fato, sabemos que ¢ é uma homeomorfismo entre [ e T. Além disso,

dado z € I:

T(¢(z)) _ T(€2m'z) — p2mia2miz 627Tz'(z+a) _ ¢(z +a) _ ¢(S(Z))

Dizemos que uma propriedade P é preservada por quasi-conjugacao se satsifaz a
seguinte condi¢ao: dado um sistema dinamico 7' : X — X que satisfaz a propriedade P,

entao todo sistema quasi-conjugado a T também satisfaz P.

Definicao 3.1.3. Um sistema dindmico T : X — X € dito topologicamente transitivo
se para cada par de abertos nao vazios U,V de X, existe n > 0 tal que T"(U) NV # @.

Note que tal defini¢ao é equivalente a dizer que, dado U # & aberto em X, temos
que | J72, T™(U) é denso em X. Logo, para T ser topologicamente transitivo, ¢ necesséario
que se U C X & um aberto nao vazio T-invariante (isto ¢, T(U) C U) entao U é denso
em X.

2

Exemplo 3.1.5. A funcao T : R — R,z — x° nao € topologicamente transitiva pois

U =(0,1) é um aberto nao-vazio T invariante que nao € denso em R;
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Exemplo 3.1.6. A funcao tenda (Figura 1) é topologicamente transitiva. De fato, o grd-
fico de uma iteradas T™ de T € um conjuntos de 2"~" tridngulos que conectam (m/2",0),
((m+1)/2",1) e ((m+2)/2",0), para m par entre 0 e 2" — 2 (confira Figura 2 para o
grifico da fun¢do no caso n =2). Logo, se J = [m/2", (m + 1)/2"], entao T"(J) = [0, 1].
Como todo aberto nao vazio U contém algum intervalo da forma J, concluimos que existe

n >0 tal que T"(U) 2 T"(J) = [0,1];
Figura 2 — Grafico da segunda iterada da funcao tenda

)
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Fonte: os autores

Proposicao 3.1.1. Transitividade topoldgica € preservada por quasi-conjugacao.

Demonstracao. Seja T : X — X quasi-conjugado a S : Y — Y, com ¢ : Y — X uma
quasi-conjugacao. Suponha que S é topologicamente transitivo, e sejam U,V abertos nao
vazios de X. Como ¢ é continua e de imagem densa, ¢ '(U),¢ (V) sdo abertos nao
vazios de Y. Logo, existem n > 0 e y € Y tais que y € S”(¢_1(U)) N¢ (V). Mas entdo

3y) € 9(S"(¢71(U)) N~ (V) = ¢(S" (671 (U))) N (o~ (V) = T"(U) N V.

3.2 Dinadmica Linear

Agora, consideramos X um espaco de Banach sobre o corpo K, com K = R ou
K = C, e consideramos um sistema dinadmico T : X — X linear. Um ponto x € X é dito
hiperciclico se orb(z,T) é denso em X. O operador T ¢é hiperciclico se T" admite um
ponto hiperciclico. Note que se T' é hiperciclico, entao X é um espaco separavel. Ainda

mais, a proposi¢ao a seguir mostra que tais operadores s6 existem no caso infinito:
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Proposicao 3.2.1. Se X # {0} é um espago vetorial de dimensao finita, entio X ndo

admite operadores hiperciclicos.

Demonstracao. Como todo operador T : R™ — R" pode ser visto como um operador em
C"™ através da complexificagao, basta considerar o caso complexo. Suponha por contradi¢ao
que T : C" — C" é um operador hiperciclico. Em dimensao finita, todo espago vetorial
admite um produto interno (,). Considere a adjunta 7™ de T" em relacao a este produto
interno, e como estamos no caso complexo, T admite um autovalor A € C. Assim, existe
x* € X nao nulo tal que

T x* = \x*

Portanto, se x € X é um vetor hiperciclico, dado n > 0 temos
(Thz,z*) = (&, (T*)"z*) = X' (x, %),

Como x* # 0, a hiperciclicidade de T implica que o lado direito da equagao acima é denso
em C. Portanto, concluimos que S = {\" : n € N} & denso em C. Mas se |\| < 1, entéo
S C {z € C: |z|]| £ 1}, enquanto que se |A\| > 1, vale SN{z € C: ||z|]| < 1} = @.

Portanto, S nao pode ser denso em C e temos uma contradicao. O

O proximo teorema nos déd uma conexao entre hiperciclicidade e transitividade

topologica.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Transitividade de Birkhooff). Seja X um espago de Banach
separdvel e sem pontos isolados. Dado um operadorT' : X — X, entao T’ é topologicamente
transitivo se, e somente se T' é hiperciclico. Neste caso o conjunto de pontos hiperciclicos
de T, denotado por HC(T) é um conjunto denso e Gy, isto €, HC(T) pode ser escrito

como intersecao finita de conjuntos abertos.

Demonstragao. Inicialmente, note que orb(z,7) C HC(T). De fato, como X nao contém
pontos isolados, qualquer subconjunto denso de X permanece denso apds a remocao de
qualquer quantidade finita de pontos. Assim, como orb(7"z,T) é obtida apo6s a remogao
dos k primeiros termos de orb(z,T"), obtemos que 7"z € HC(T),Vn > 0.

Portanto, se T' é um operador hiperciclico, entao dados U,V abertos nao vazios
e um vetor z hiperciclico, existe n > 0 tal que 7"z € U, e como T"xz € HC(T), existe
k > 0 satisfazendo T""*x € V. Logo, T"(x) € T*(U)NV # @.

Para provar a reciproca, seja (V;);>o uma base enumeravel de X. Um vetor x € X
¢ hiperciclico se, e somente se para cada j > 0 existe n > 0 tal que 7"z € V;. Em outras
palavras

HOT) = JT"(V)

j>0n>0
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Isso mostra que HC(T) é um conjunto Gs. Se T' é topologicamente transitivo, entao

para cada j > 0, o conjunto U T7"(V;) é denso em X, e portanto, pelo Teorema da
n>0
Categoria de Baire (Teorema 2.2.5), concluimos que HC(T') é um conjunto denso em X,

e em particular, nao vazio. O

Logo, mostrar que um sistema dinamico possui um ponto cuja oérbita é densa é
equivalente a mostrar sua transitividade topoldgica, o que por sua vez, é mais facil e
pratico de se mostrar em geral.

Por exemplo, vamos mostrar que se « é irracional, a funcdo T : T — T, z ~— 2™

é topologicamente transitiva ao exibirmos um ponto em T com orbita densa (de fato,
todo ponto em T tem orbita densa, mas nao usaremos este fato). Como « é irracional,
vimos que a orbita de qualquer ponto ¢ infinita. Logo, dado ¢ > 0, existe um arco de
comprimento £ que contém ao menos dois pontos da orbita de 1, digamos T"1,7™1, com

m > n. Assim |T™1 — T"1] < € e pondo p = m — n, concluimos que
‘Tml o Tnl‘ — |627Tina<€27ripa _ 1)’ — ‘(6271'1';004 o 1)‘ < e.
Analogamente,
|T2p1 o Tp1| — |e47ripa o e27ripa’ — |€27ripa<€27ripa o 1)| < e

Portanto, por inducao, concluimos que os pontos consecutivos da orbita de T%1 tém dis-
tancia menor que €. Assim, existe um ponto desta 6rbita em qualquer arco de comprimento

e. Isso mostra que orb(7”1) ¢ denso em T.

Definicao 3.2.1. Um sistema dindmico T : X — X € dito misturador se, para cada

par U,V de abertos nao vazios de X, existe N > 0 tal que

T(U)NV # @,¥n > N.

Por exemplo, note que a funcao tenda é misturadora, visto que mostramos que
dado U aberto nao vazio de [0, 1], existe N > 0 tal que 7"(U) 2 [0, 1],Vn > N.

Sejam T': X — X e § : Y — Y sistemas dinamicos. Consideramos o sistema
dinAmico T'x S : X x Y — X x Y dado por

(T'x S)(x,y) = (T, Sy)

Definicao 3.2.2. Um sistema dindmico T : X — X € dito fracamente misturador se
T x T € topologicamente transitivo. Em outras palavras, T € fracamente misturador se e
somente se para cada quadripla Uy, Us, Vi, Vy de abertos nao vazios em X, existe n > 0

tal que

T U)NVI £ D eTHU) N Vo #£ &
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Proposicao 3.2.2. Para qualquer sistema dindmico, vale as implicagoes

musturador = fracamente misturador => topologicamente transitivo.

Demonstracao. Se T : X — X é um sistema dindmico misturador, dados Uy, Vi, Us, Va

abertos nao vazios de X, existem Ny, Ny > 0 tais que
Tn<U1) N ‘/1 75 @,Vn Z Nl (§

T™(Ux) N Vo # @,¥m > N,

Tomando N = max{Nj, N2}, entdo
TN(U) NV # @ e TV(U) NV, # 2.

Portanto, T' é misturador. Por sua vez, se T é misturador, entao T x T é topologicamente
transitivo. Considerando a proje¢ao m : X x X — X, w(z1,x9) = x1, vemos que, dados
z,y e X

(T x T)(z,y) = n(Tz, Ty) = Tx = T(r(z,y)),

de modo que mo (T'x T) = T o7 e portanto T' é quasi-conjugado a T x T'. Pela Pro-
posicao 3.1.1, como a transitividade topolégica é preservada por quasi-conjugacao, entao
concluimos que T também ¢é topologicamente transitivo. O

Considere a rotacdo pelo angulo 2ra no circulo unitario 7 : T — T, Tz = e*™.
Vamos mostrar que 71" nao é fracamente misturador. De fato, suponha que T" x T é to-
pologicamente transitivo. Pelo Teorema de Transitividade de Birkhooff (Teorema 3.2.1),
isto é equivalente a existir um ponto (z1,22) € T x T com o6rbita densa. Assim, dado

(wy,wy) € T x T, existe uma sequéncia (ng) tal que

(627rinko¢ 2ming 2ming (

lim 21, € zy) = lim e 21, 22).

(wb wQ) - k—oo k—o0

2ming o

Tomando A = lim e , concluimos que dado (wq,wy) € T x T, existe A € T tal que

k—o00
(w1, ws) = A(z1, 22). Isto ndo é verdade pois w; = wy implica z; = 29, enquanto wy # wsy

implica z; # z3.

Portanto, se « é irracional, a rotacao pelo angulo 2ra é um exemplo de sistema
que é topologicamente transitivo, mas nao é fracamente misturador, e portanto, também

nao é misturador.

3.3 Critérios de Hiperciclicidade

O objetivo do préoximo Teorema ¢é exibir condigoes simples em que um operador é

misturador, e em particular, topologicamente transitivo.
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Teorema 3.3.1 (Critério de Kitai). Seja T" um operador. Se existem conjuntos densos

X0, Yy C X e uma funcao S : Yy — Yy tais que, para quaisquer x € Xog ey € Yy,
(1) T"x — 0;
(2) S"y — 0;
(3) TSy =y;

entao T € um operador misturador.

Demonstracao. Dados U,V abertos nao vazios de X, podemos encontrar z € Xo N U e
yeYynNV.Como T"xr — 0e S"y — 0, existe N > 0 tal que, Vn > N

r+S"yeUeT (x+S"y)=T"zv+yeV,
em que usamos que T"S"y = y,Vn € N. Isso mostra que T' é misturador. m
Exemplo 3.3.1. Seja X o espaco de Banach
X ={z = (x1,29,23,...) | z; € C e limz, =0}

com ||z|| = sup |z,|. Dado X € C, definimos o operador de RolewiczT : X — X por
neZ

T(I‘l,LEQ,Jlg, c. ) = >\($2,$3,.T4, - )

Note que se |\ < 1, entao ||T"z|| = |A|"||z]| < ||z]|,Vn >0 ex € X. Assim, orb(x,T) C
B(0,||z||), e portanto nao pode ser densa em co. Logo, se |A| < 1, T nao pode ser hiper-

ciclico.

Por outro lado, se |\| > 1, podemos usar o Critério de Kitai para provar que T é
misturador. De fato, basta tomar Xog = Yy como o conjunto de sequéncias finitas de X, o

qual € um conjunto denso. Jd a funcgao S : Yy — Yy pode ser definida como

—_

S(.Thl’g,l’g,...) = X(O,Jfl,.fQ,...)

Entao as condigoes (1) — (3) do Teorema 3.3.1 sao atendidas.
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4 Sombreamento, Expansividade e Hiperboli-

cidade

Nesta capitulo, vamos estudar trés propriedades muito importantes para a dina-
mica de operador em um espaco métrico. A primeira é a propriedade de sombreamento,
que indica a capacidade de um sistema de possuir pontos cujas 6rbitas sao suficientemente
proximas a qualquer sequéncia de pontos que simule uma trajetéria. A segunda, a propri-
edade de expansividade, ¢ a propriedade de um operador possuir 6rbitas ilimitadas. Por
fim, a hiperbolicidade é a capacidade de um operador se decompor em dois subespagos
invariantes, um instéavel e outro estavel. No final desta secao, vamos mostrar como estas

trés propriedades se relacionam.

As principais referéncias para esta se¢ao sao os artigos [4] e [3].

4.1 Sombreamento

Definicao 4.1.1. Dado um espaco métrico X e um homeomorfismo f : X — X, uma

sequéncia (T,)nez € uma §-pseudo trajetoria de f, para § > 0, se

d(f<xn)7 anrl) S 67 Vn € Z.

Como o nome sugere, as pseudo-trajetorias simulam trajetorias verdadeiras, com
a imagem de um ponto distando até ¢ unidades do préximo ponto da sequéncia. E claro
que toda trajetoria é em si uma pseudo trajetoria, mas vamos focar nas sequéncias que

nao sao o6rbitas de nenhum ponto.

Exemplo 4.1.1. Relembre que denotamos por1°°(Z) o espago métrico {x = (zp)nez | Tn €
C e sup|z,| < oo}. Consideramos o operador shift T : I°°(Z) — 1°°(Z) dado por T'(z,) =
Tp_1, 15t0 €,

T(...,Zo,x1,...) = (..., T1,20,...).

Entao se z = (...,1,1,1...) € I*°(Z), dado 6 > 0 construa a sequéncia z, = ndz =
(...,nd,nd,...), para n € Z. Note que vale Tz, = z,,¥Yn € Z. Temos que a sequéncia

(zn) € uma d-pseudo trajetoria pois para cada n

1720 = 2zl = llzn = 2nial] = sup[nd — (n+1)d] = 0.
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Exemplo 4.1.2. Considere X = T e T : X — X a func¢ao rotacao por um dngulo
a, o qual € um homeomorfismo no circulo unitdrio. Dado 6 > 0, tome € R tal que

2mioe

e e*™P| < 5, e seja S a rotacdo pelo dngulo B. Afirmamos que a sequéncia z, = S"z,

com z € T qualquer, € uma d-pseudo trajetoria de T. De fato, dado n € 7 temos

27rmﬂz . 627rz(n+1)6

[ T2n — 21| = [Te 2|

— |627rin,32(€27r7ﬁ04 _ 627riﬁ)|

— ’627rio¢ o 627ri,3| < 5.

Com a nocgao de pseudo trajetéria, podemos apresentar a no¢ao de sombreamento:

Definicao 4.1.2. Um homeomorfismo f € dito ter a propriedade de sombreamento se,
para cada € > 0, existe 0 > 0 tal que toda d-pseudo trajetoria é e-sombreada, ou seja,
existe v € X tal que

d(zy, f"(z)) <e,Vn € Z.

Nesse caso, dizemos que x eé—sombreia a d-pseudo trajetoéria. Vejamos se os opera-

dores dos exemplos anteriores possuem a propriedade de sombreamento:

1) Afirmamos que o operador shift 7" : [*°(Z) — [°°(Z) nao possui a propriedade de
sombreamento. De fato, suponha que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que toda J-pseudo
trajetoria seja e-sombreada. Entdo, em particular, existe x = (x,,) € [°°(Z) tal que
a sequéncia z, = ndz satisfaz d(z,, T"x) < e,Vn. Portanto para cada n € Z

sup [nd — xp_pn| <& = |xp_pn —nd| <e,Vk €Z
keZ

= nd — e < |xp_n|,Vk € Z,
o que contraria o fato de que sup |z,| < occ.

2) E facil ver que no caso do exemplo 4.1.2, a -pseudo trajetoria S™z é J-sombreada
por z. No entanto, para provar o sombreamento de 7', devemos considerar toda
0-pseudo trajetoria em T, o que se revela em geral uma tarefa ardua. Por isso,
vamos definir outras propriedades de sistemas dindmicos e procurar implicacagoes
ou equivaléncias a propriedade de sombreamento. No entanto, vamos antes estudar

mais algumas caracteristicas do sombreamento.

Teorema 4.1.1. A propriedade de sombreamento € preservada por conjuga¢do uniforme.

Demonstracao. Sejam f : X — X, g : Y — Y homeomorfismos uniformemente conju-

gados. Entao existe uma funcdo ¢ : X — Y tal que ambas ¢, ¢~ sdo uniformemente
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continuas e ¢ o f = go ¢. Suponha que ¢ tem a propriedade de sombreamento. Como ¢

¢ uniformemente continua, dado € > 0, existe & > 0 tal que

dly,y) < = d(o ' (y), ¢ '(y)) <e,Vy,y €Y. (4.1)

Pela propriedade de sombreamento de g, existe ¢’ > 0 tal que dada uma ¢’-pseudo traje-

toria (y,,) em Y, existe y € Y satisfazendo
d(g"(y),yn) < &,VYn € Z.
Pela continuidade uniforme de ¢, existe § > 0 tal que dados z,2" € X
d(z,2') <6 = d(¢(x), (")) < 7. (4.2)
Seja (x,) uma d-pseudo trajetoria em X. Entao por (4.2)

d(f(zn), Tni1) <6 = d(¢(f(xn))a ¢(wn+1)> = d(g(qb(iﬂn)), ¢($n+l)) <d.

Portanto, (¢(x,)) é uma 0-pseudo trajetoria em Y. Pelo sombreamento de g, existe y € Y

tal que d(g™(y), ¢(x,)) < €',Vn. Por (4.1), isso implica que

d(o~ (")), xn) = d([" (¢ (y)), n) <&,
ou seja, (x,) é e-sombreado por ¢ 'y em X. ]

Proposicao 4.1.1. Seja X um espaco métrico completo e f : X — X wm homeomorfismo
e uma contragdo, com constante de contracao a < 1. Entao f tem a propriedade de

sombreamento.

Demonstragao. Fixee > 0edefinad = (1—a)e. Seja x = {x, }nez uma J-pseudo trajetoria

e defina um espago métrico £ por
E = {y - (yn)nEZ - X d(xn,yn) < 5,Vn (- Z},

com meétrica

D(y,z) = sup d(Yn, zn)-
nez

Entao (£, D) é um espa¢o métrico completo. De fato, inicialmente note que se
n:7Z — X éa funcdo n(n) = x,, entdo £ C X? (confira Exemplo 2.1.3). Em seguida,
vamos mostrar que F é fechado, de modo que pela Proposicao 2.1.5, vamos concluir o
resultado.

— 00

Seja {(yF)nez Yrenw uma sequéncia em E tal que (y¥) s (Y,,). Entao dado o > 0,
existe K € N tal que

D((y¥), (Yn)) = sup(y),Y,) < a,Vk > K.

neL



Capitulo 4. Sombreamento, Expansividade e Hiperbolicidade 48

Assim, paracadan € Ze k > K
d(n, Vo) < d(@n,y,) +d(y,, Vo) < e+

Como « > 0 é arbitrario, concluimos que d(z,,Y,) < ¢,¥n € Z. Portanto, (Y,,) € E e

concluimos que F é fechado.

Dada y = (yn)nez € E, defina a sequéncia F(y) por

F(y) = (fYn-1)nez-
Como

d(fynflv ill'n) S d(fynfla f.I'n,1) + d(f.fn,l, xn)
< ad(yp_1,Tn_1) +0 <ac+ (1 —a)e =¢,

para todo n € Z, entao F(E) C E. Além disso, F' é uma contragdo com constante de
contragao a pois
D(F(y), F(z)) = supd(fyn-1, fzn-1)
ne

< asup d(Yn—1, 2n—1)
nez

= asup d(Yn, zn,) = aD(y, z).
nez
Assim, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach (Teorema 2.1.1), existe z = (2,,) € £
com F(z) = z. Mas entdo z, = fz,_1 = f"z0, 0 que implica que (z,) é e-sombreada por
20- ]

Lema 4.1.1. Sejam (X;,d;),1 = 1,2 espagos métricos e f; fungoes em X;. Seja X =
X1 x Xg com a métrica produto. Se f = f1 X fy € definida em X da maneira usual, entao

f possui a propriedade do sombreamento se, e somente se fi e fo possuem.

Demonstracao. Suponha que f; X fy tem propriedade de sombreamento. Dado ¢ > 0,
seja & > 0 associado na definigdo de sombreamento de f; X fo. Se () é uma d-pseudo
trajetoria em X7, fixado yo € X5 arbitrario, temos que (z,,yo) é uma Jd-pseudo trajetoria

em X, e portanto existe z = (z,y) € X tal que d(f”(x, Y), (zn, yo)) < ¢,Yn € N. Como

d(fn<x>7 xn) < d(fn<x7 y)> (xrw yO)) <g,
concluimos que x sombreia (z,), e portanto f; possui a propriedade de sombreamento.
Analogamente, provamos que f; tem propriedade de sombreamento.

Para provar a volta, suponha que fi, fo possuem a propriedade de sombreamento.

Entao dado € > 0, existem 47,5 > 0 tais que, para cada (z,) d;-pseudo trajetoria em X7,
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e toda (y,) do-pseudo trajetoria em Xy, existem = € X,y € X tais que

%, A7), vm) < %,\m eN.

Tomando § = min{dy,ds}, entdo se z, = (x,,y,) é uma d-pseudo trajetoria em X, vale

d(fln(x), xn) <

que

d(fl(xn)a ) Sd(f( ) +1) <5§517
A(f2(yn)s Ynt1) < d(f(2n); 2Zng1) < O < 0o,

de modo que (z,) é uma §;-pseudo trajetoria em X; e (y,) € uma do-pseudo trajetoria em

X,. Entao, para cada n € N

A(f" (2, 9), (20 y0)) = VA2 +d(f5(),vn)’
- (—> *(%>

Lema 4.1.2. Seja f um homeomorfismo uniformemente continuo em um espac¢o métrico

]

X. Se f possui a propriedade do sombreamento entdo f~ também possui.

Demonstracao. Como f é uniformemente continua, dado § > 0, existe &' > 0 tal que
d(z,y) <0 = d(f(2), f(y)) <9,Va,y € X.

Seja § > 0 associado a € > 0 na propriedade de sombreamento de f. Dada uma §’-pseudo

trajetoria (x,)°, de f~', vale que
d(f_l(xn),xn-‘rl) <0 = d(zn, f(xn+1)) =d(f(zns1),7n) <6,Yn € Z.
Defina (z,,)nez em X por y, = x_,. Entao

A(f(Yn), Yn+1) = d(f(z—n), 2—n-1) < 4,¥n € Z,
de modo que (y,) é uma d0-pseudo trajetoria para f. Assim, existe z € X tal que
d(f"(x),yn) < e,Vn € Z,
o que implica, substituindo n por —n, que
d(f"(z),z,) <e&,Vn € Z.

Logo, = sombreia a ¢"-pseudo trajetoria (z,,). ]
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Definicao 4.1.3. Um operador T em um espaco de Banach complexo é hiperbolico se
seu espectro o(T') nao intersecta o circulo unitdrio T. No caso de espagos de Banach reais,

requerimos que o(Tc) N'T = &, em que Te € a complexificagao de T .

Vale, pelo Teorema da Decomposi¢ao Espectral (Teorema 2.3.5), que um operador
invertivel T': X — X é hiperbolico se, e somente se podemos decompor X = X, & X, e

T=T,&T,, com X, X, subespacos invariantes e ||T,|| < 1 e ||Tu_1|| < 1.

As proposic¢oes anteriores nos permitem mostrar o seguinte Teorema

Teorema 4.1.2. Um operador hiperbdlico invertivel em um espag¢o de Banach possui a

propriedade de sombreamento.

Demonstragao. Se T' : X — X é um operador hiperbdlico invertivel, entao podemos
escrever X = X, ® X, e T =T, ®T,, com X, X, subespacos invariantes e ||T|| < 1
e ||T; '] < 1. Como Ty, T, ' sdo contracdes com constantes de contracio menor que
1, a Proposi¢ao 4.1.1, implica que Ty, T, " tém a propriedade de sombreamento. Além
disso, T, ' ¢ uniformemente continua, de modo que (7),')~" = T, possui a propriedade

de sombreamento pelo Lema 4.1.2. Por fim, basta observar que T" é conjugado & fungao

T, x T, que possui a propriedade de sombreamento pelo Lema 4.1.1. O

Voltando ao operador shift 7" : [°°(Z) — [*°(Z), (z,,) — (zn—1), vemos que T' nao é
hiperbdlico, pois caso contrério teria a propriedade de sombreamento. Podemos ver isso

também diretamente quando calcularmos o espectro do operador: veremos que o(7") = T.

4.2 Expansividade

Outra propriedade que nos ajuda a entender o sombreamento é a expansividade.
Em termos simples, a expansividade de um operador é a capacidade de expandir pontos

através de suas iteradas.

Definicao 4.2.1. Um homeomorfismo f : X — X em um espaco métrico X € dito
expansivo se existe uma constante ¢ > 0 tal que, para todo par de pontos distintos x,v,
existe n € Z com d(f"(x), [*(y)) > c.

No caso de T ser um operador invertivel em um espaco de Banach X, o Teorema

a seguir nos da uma condi¢ao equivalente a 1" ser expansivo.

Teorema 4.2.1. Para um operador invertivel T em um espaco de Banach X, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

i) T € expansivo;
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ii) Para cada c € N e x € Sx, existe n € Z com ||[T"x|| > c.

iii) Ewxiste ¢ > 1 tal que, para cada x € Sx, existe n € Z com ||T"z|| > c.

Demonstragao. Seja zo € X com ||xg]| = 1. Se T' é expansivo, entdo existe ¢ > 0 tal que,
dados x,y € X distintos, existe n € Z com ||[T"xz — T"y|| > ¢’. Se ¢ = 0, o resultado é
evidente. Ja se ¢ # 0, tome x = E/xo e y = 0. Entao, existe n € Z tal que ||T"z|| > ¢
Assim ‘

= (&) - e - -
Isso mostra que i) implica ii). A demonstragao que ii) implica iii) é evidente.

Para mostrar que iii) implica i), seja ¢ > 1 tal que, para cada x € Sx existe
n € Z com ||T"x|| > ¢. Vamos mostrar que para todo k > 0 existe n € Z satisfazendo
||T"x|| > k. De fato, isto é 6bvio se k < ¢; assuma portanto que k > c¢. Dado = € Sy,

existem p,ny € Z tais que ||[T%z|| > ce

TPy
T >
“ (WWMOH‘C

Portanto ||[T™ (T?z)|| > c||T*x|] > ¢*.

Prosseguindo de forma analoga, dado [ inteiro positivo, podemos encontrar uma

sequéncia finita de inteiros nq,no,...,n; tal que

||Tn1+n2+.--+nl+pl‘| | Z Cl-l—l'

Como ¢ > 1, podemos tomar [ tal que ¢™' > k. Assim, n = ny +ny + ... +n; + p é tal
que ||[T"z|| > ! > k.

Para mostrar que T é expansivo, fixe € > 0. Baseado no que foi feito acima, se

x,y € X sao pontos distintos, entao existe n € Z tal que
I GE=llz w5
||z =yl ||z =yl

1Tz =Tyl > ¢,

donde obtemos que

o que conclui o resultado. n

No caso de existir uma norma || - ||; mais forte que || - ||, isto ¢, se existe uma
constante a > 0 tal que af|z|| < ||z]|;,Vz € X, entdo T é expansivo em || - ||; quando
¢ expansivo em || - ||. De fato, dados z,y € X distintos e ¢ > 0, existe n € Z com

7"z — T"y|| > <. Entdo
(6]

1Tz — T"|| > of| Tz — T"y|| > o = =c.
(8%
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Um operador T' é dito uniformemente expansivo se existem ¢ > 1 e m € N tais que
r € Sxy = ||T™z|| > cou ||[T"™z|| > c.

Note que este conceito é mais forte que a expansividade, pois aqui o n pode ser tomado
para todo x € Sx. Assim como no caso de expansividade, se T' é uniformemente expansivo,
entdao podemos tomar ¢ > 0 qualquer para satisfazer a condi¢ao acima. Além disso, T’

permanece uniformemente expansivo em normas mais fortes.

Uma forma equivalente de dizer que T' ¢ uniformemente expansivo é que existe
m € Z com ||T™x|| > 2||z||,Vz # 0. Assim,

|77 || = IT™(T2)l| = 2| T,
|7 22| = |T™(T2)[] > 2/ T,

|77 = IT™(T™ )] = 2||T™ ]| = 27,

|77 ]| = ([T (T )| 2 2|77 a| > 2% T
De modo que, se A = min{||Tz||, ..., ||T™ 'z||}, concluimos que |[T*"|| > 2°\,Vm, a €
Nebe{0,...,m—1}. Portanto, para cada x # 0, temos lim ||T"z|| = oco.
n—oo

Com essa informagao e a parte iii) do Teorema 4.2.1, podemos concluir a seguinte

Proposicao:

Proposicao 4.2.1. Seja T um operador invertivel em um espago de Banach X. Entao

a) T € expansivo <= sup||T"z|| = co para todo x nao nulo em X;
neZ
b) T é uniformemente expansivo <= Sx = AU B, em que lim ||T"z|| = oo unifor-
n—oo
memente em A e lim ||T"z|| = co uniformemente em B.
n—oo

No caso de f ser uma fungao continua nao invertivel, podemos definir a nogao
de expansividade positiva de um sistema dindmico ao trocar Z por N na definicao de
expansividade. Note que se um operador invertivel T : X — X é positivamente expansivo,
entao T' é expansivo. Com efeito, por definicao, se T' é positivamente expansivo, entao

existe ¢ > 1 tal que
Vo € Sx,3In e N;||T"z|| > c.

Como n € N C Z, em particular, concluimos que
Vo € Sx,3dn € Z; ||T"z|| > ¢,

e portanto 1" é expansivo.
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Vamos mostrar que nao vale a volta. Seja X um espaco métrico qualquer e considere
T :X — X dado por T(z) = x/2. Entao, se z € Sx:
||T"x|| = ||27"z|| =27",Vn € Z

de modo que f é expansiva mas nao positivamente expansiva.

Para o caso positivo, temos a seguinte versao da Proposicao 4.2.1:

Proposicao 4.2.2. Seja T um operador em um espaco de Banach X. Entao

a) T € positivamente expansivo <= sup ||T"z|| = oo para todo x nao nulo em X;
neN
b) T ¢é uniforme e positivamente expansivo <= lim ||T"z|| = oo uniformemente em
n—oo
Sx.

O proximo resultado nos da uma relagao entre as principais propriedades que vimos

até agora.

Teorema 4.2.2. Se T' é um operador invertivel em um espaco de Banach, as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
i) T € hiperbdlico,
ii) T é expansivo e possui a propriedade de sombreamento.

Demonstragao. (i) = (ii): Se T é hiperbolico, entao T' possui a propriedade de sombrea-
mento pelo Teorema 4.1.2. Resta mostrarmos que T' é expansivo. Como T' é hiperbélico,
podemos decompor X = X, b X, e T =T, T,, com X,, X, subespacos invariantes e

|T|| < 1 e ||T; || < 1. Tome uma constante c tal que
max{r(T}),r(T; )} <c<1
e um inteiro positivo ¢ suficientemente grande tal que

<o T3V < e e 1T 1Y <.

|

Se x € X é escrito como = = x4 + x, com x, € X, e x, € X, definimos a norma
em X por

2llw =l + |2l
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Note que esta norma ¢é mais forte que || - || pois ||z|| < ||z||» por Cauchy-Schwarz. Dado
z € X com ||z||, =1, vale que ||z,|| > 1/2 ou ||zs|| > 1/2. Se ||z4|| > 1/2, entao

1T~ @]l > 1T ]| 2 (I3l |l > 4(1/2) = 2.

Em que, usamos o fato que ||z4|| = ||T°T 'z|| < ||T°||-||T 'z,||. Similarmente, se ||z, || >
1/2, entdo ||T"x|, > 2. Isso mostra que 7' é uniformemente expansivo na norma || - ||, e

portanto ¢ uniformemente expansivo em || - ||.

(1) = (i): Seja A € T. Vamos mostrar que A € p(T), ou seja, que T — A é
invertivel. Pelo Teorema da Inversa Limitada (Teorema 2.2.6), é suficiente mostrar que

tal operador é bijetivo.
Injetividade: Seja x € X tal que (T"— M)z = 0, de modo que Tz = Az. Entao,
para cada n € Z, vale que

[T = [Nzl = [A[*[]z]] = [l«]]

Pela expansividade de T, devemos ter que x = 0 e portanto (7' — AI) é injetivo.

Sobrejetividade: Seja 6 > 0 associado a € = 1 na propriedade de sombreamento de
T. Dado w € X com ||w|| = 0, vamos encontrar z € X com T'x — A\x = w, mostrando que
(T — M) é sobrejetivo.

Defina uma sequéncia (z,) em X de tal modo que satisfaca as relagdes

20 = 0;

Zna1l — Az = T"w,Vn € Z.

Subtraindo as relagoes

_ n+1
Zny2 — Azppr =17 w

Tzpi1 — ATz, = T

obtemos

[[2n12 = Tznial| = [[Aeng1 — AT 20| = |21 — Tz

Prosseguindo indutivamente, concluimos que

211 — Tzal| = ||21 = T0l| = |[w]| = 8,¥n € Z.

Portanto, (z,) é uma d-pseudo trajetoria. Seja x € X tal que ||[T"x —z,|| < 1,Vn €
Z. Dai
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Azw — MNT"z|| <1 e ||T"'2—2,4]] <1,

o que implica

2> ||T" M2 — 2,401 + Az — M|
= ||T""'z — T"w — \T"z|| = ||T"(Tx — w — \z)||,¥n € Z.

Por fim, pela expansividade de T, obtemos Tz — w — Ax = 0. O

Definigao 4.2.2. Seja (M,d) um espa¢o métrico e h : M — M um homeomorfismo.
Para cada x € M e e > 0, definimos os conjuntos e-estdvel, e-instdvel, estdvel e instavel

de h em x respectivamente por

W2(z,h)={ye M : d(h"(z),h"(y)) <&, Vn >0}
W(z,h)={ye M : d(h"(z),h"(y)) <e,¥n < 0}

We(z,h) ={y € M : d(h"(z),h"(y)) — 0 quando n — oo}
Wz, h)={ye M : d(h"(z),h"(y)) = 0 quando n — —oc}

O homeomorfismo h € dito ter coordenadas candnicas se, para cada € > 0 existe 6 > 0 tal

que para cada par x,y € M:

d(x,y) < 6 — Wi(e,h) "Wy, h) # 2.

Além disso, dizemos que h tem coordenadas hiperbolicas se tem coordenadas
canonicas e existem constantesc > 1,0 < < 1 ey > 0 tais que as sequintes propriedades

valem para todo x € M :
ey Wi(z,h) = d(h”(m), h”(y)) < ¢f"d(z,y),Vn € N;
e yc Wi(z, h) = d(h™"(z),h "(y)) < ¢B"d(z,y),Vn € N.
Definimos ainda 0s conjuntos
Wb (z,h)={y e M : d(h"(z), h”(y))neN ¢ limitada }

Wh(x,h) ={y e M : d(h "(z), h_"(y))neN ¢ limitada }

No caso de T" ser um operador linear invertivel, temos que ||T"x —T"y|| = ||T"(x —
y)||, e portanto W2 (z,T) = x + WZ(0,T), assim como

Wo(x,T) =2+ W*0,T) e W (2,T) =z +W">*(0,T).

E similarmente com os conjuntos instaveis.
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Proposicao 4.2.3. Seja T um operador invertivel num espago de Banach X. Se T é

uniformemente expansivo, entao existem constantes c > 1 e 0 < 8 < 1 tais que

Wh(0,7) = W(0,T) ={x € X : ||[T"z|| < cf"||z||,¥n € N} (4.3)

Wb (0,7) = W*(0,T) ={z € X : ||[T"z|| < cp"||z||, Vn € N} (4.4)
Em particular, os subespagos W>(0,T) e W>*(0,T) séo fechados em X.

Demonstracao. Como T é uniformemente expansivo, existe m € N tal que Sy = AU B,

com
A={zxeSx : |[T"z||>2} e B={x € Sx : ||[T ™zl >2}.

Note que
Ty
r€EA= ;——cA (4.5)
[T
caso contrario, terfamos 1 = ||z|| > 2||T™x|| > 4, uma contradi¢ao. Similarmente,
T "x
reB=— ———¢€B (4.6)
| T=m]|
Tome

1/m i
/B—(l)/ ec—maX{M0<'<m}

Por defini¢ao de ¢, temos que dado = € X:

177 < [|77]] - [|2l] < e@]]al, 0<j <m

Seja W ={z e X : |[T"z||] < ¢B"||z]|,¥Yn > 0}. Como W*(0,T) = {z € X
T"x — 0 quando n — oo}, entdo

W CW#0,T) C W>*(0,T)

Seja x € W>(0,T) \ {0}. Dado n € N, definimos duas sequéncias (yx)ren € (2&)ren

recursivamente por

B Tx
"I
U= gy
B Ty
2 = Hgnfn’?’;
2L = #,k > 1.
[T =myp ]|

Note que, para k > 2
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T(k—l)m-{—nx
Yr = m m n
Tl |- Tyl | - [T
€
T—(k—l)m+nx
2k

CTmall Tl T
Se y; € A, entdo (4.5) implica que y, € A,Vk € N e portanto
[T || = [|[T™yl| - (Tl - ||T"]| = 2°|T ||, VE € N,

o que contradiz o fato de (T7z) ey ser limitado. Portanto, temos 2; = y; € B e por (4.6),
zr € B,Vk € N, de modo que

[T || = Tl T 2] - || T > 2|77, Yk € N.
Como n € N ¢é arbitrario, tomamos n = km e obtemos
T < o llall = 847 lel], vk € N
Por fim, dado j = km + ¢ € N, com 0 < ¢ < m, temos
| T7]] = [|T7T*" || < B||T*" ]|
< B8 ||| = B
e portanto x € W, o que mostra (4.3). Aplicando 7' em (4.3), obtemos (4.4). O

4.3 O caso positivo

Note que na definicdo de sombreamento, requeremos que o sistema dinamico f
seja um homeomorfismo, de modo que também consideramos as iteradas da inversa de f
na definicao. No caso de f nao ser invertivel, podemos também considerar uma nocao de
sombreamento, mas apenas com Orbitas positivas. Por isso, se f satisfaz as propriedades do
sombreamento com N em vez de Z, dizemos que f tem a propriedade de sombreamento

positivo.

Vale que, se f : X — X é sombreada, entao f é positivamente sombreada. De fato,

se f é sombreada, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que toda d-pseudo trajetoria é e-sombreada.

Se (x,)nen € uma J-pseudo trajetoria positiva, entao definindo (y,) por

Tp,n >0
Yn =
T_p,mn <0

entao (Y, )nez € uma d-pseudo trajetoria e portanto existe x € X com
d(f”(x),yn) < &,Yn € Z. Em particular, obtemos d(f"(:c), xn) <e,VneN.

A proposicao abaixo mostra que no caso compacto, os dois conceitos coincidem.
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Proposicao 4.3.1. Seja X um espaco métrico compacto e f : X — X um homeo-
morfismo. Entao f possui a proprieadade de sombreamento se, e somente se possui a

proprieadade de sombreamento positivo.

Demonstracao. Suponha que f possui sombreamento positivo. Dado € > 0, seja § > 0
tal que toda d-pseudo trajetoria positiva é €/2 sombreada. Seja (x,)nez uma J-pseudo
trajetoria. Para cada n > 0, seja y_, um ponto que e/2-sombreia a J-pseudo trajetoria
positiva (x_,, T 41, T_pi2, ..., ). Como X é compacto, a sequéncia (f”(y_n))neN possui
uma subsequéncia convergente, de modo que existe um ponto zg € X e um subconjunto

infinito Ny C N tal que f"(y_,) — 2o quando n — oo em Nj.

Por continuidade, obtemos f"™*(y_,) — f*(z) quando n — oo, para k € N e
n € Ny. Logo, dado k € N, podemos encontrar m € Ny tal que

A(f (o) S (y-m)) < 5.

Assim

e portanto a orbita positiva de zg e-sombreia a sequéncia (zg, x1,. .. ).

Novamente, podemos encontrar uma subsequéncia convergente da sequéncia
{f" Ny_n) :n € Ngn{2,3,...}}. Logo, sejam z_; € X e um subconjunto infinito N,
de Ny satisfazendo f"*(y_,) — z_; quando n — oo com n € N;. Podemos provar de

maneira semelhante ao caso anterior que
d(f*(z_1), 26-1) < &,Vk € N,
e, em particular, d(z_1,x_1) < &. Além disso, por continuidade

F(zm) = lim f"(y-) = 7.

Prosseguindo indutivamente, podemos encontrar uma sequéncia (z_,) tal que

d(z_p,x_p) <ee f"(z,) = 20. Assim

d(f"(z0),zn) <e,Yn €N
e concluimos que zy e-sombreia a d-pseudo trajetoria (x,)nez- ]

Para o caso positivo, temos a seguinte versao da Proposicao 4.1.1.
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Proposicao 4.3.2. Seja X um espago métrico e f : X — X uma contragao com constante
de contrag¢ao a < 1. Seja 6 > 0. Para cada §-pseudo trajetoria positiva {x,}neny € x € X

com d(xg,z) < 0, vale que

d(f"z, x,) <
Demonstracao. Dado n > 1, temos que
d(frz, x,) < d(frx, fra_1) + d(frn_1,zn) < ad(f" 'z, 20_1) + 0.
Prosseguindo indutivamente, obtemos
d(f "z, x,) < a0 +a" 6+ ... +0.

De onde segue o resultado. O]

Vamos também estudar possiveis generalizacoes dos conceitos apresentados. Note
que um sistema dindmico (X, f) é positivamente expansivo precisamente quando, para

cada x € X er > 0, o conjunto
I (x,r) = {y € X | d(f*(x), f*(y)) < r,Vk € N}
contém um tnico elemento, a saber, x.

Defini¢ao 4.3.1. Seja (X, f) um sistema dindmico. Dizemos que [ € positivamente n-

expansivo, comn € N, se existe r > 0 tal que, para cada x € X, o conjunto
[ (x,r) = {y € X | d(f*(x), f*(y)) <r, ¥k € N}

contém no mdximo n pontos.

Vale sempre que z € I'(x,7),Vo € X. Assim, note que f é positivamente 1-

expansiva precisamente quando é expansiva.

Definig¢ao 4.3.2. Um espago dindmico (X, f) € dito ter a propriedade de n-sombreamento
positivo se existe n > 0 tal que para todo € > 0 com € < n, existe 6 > 0 tal que toda

0-pseudo trajetoria € e-sombreada por no minimo um e no mdximo n pontos.

Dizemos que f € unicamente sombreada (positivamente) quando € 1-sombreada.

O resultado abaixo nos diz que a n-expansividade ainda é relacionada com o n—

sombreamento, o que mostra que de fato, estamos tratando de generalizagoes.

Teorema 4.3.1. Para cada n € N, o sistema (X, f) é n-sombreado positivamente se, e

somente se € sombreado positivamente e € positivamente n-expansivo.
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Demonstra¢ao. (=) Suponha por contradi¢do que f nao é n-expansivo. Seja i > 0 como
na definigdo de n-sombreamento e seja 0 < £ < 7. Entao existe § > 0 tal que toda d-pseudo
trajetoria ¢ e-sombreada por no maximo n pontos. Seja xy um ponto tal que I'" (g, ¢)

contém n + 1 pontos distintos xg, x4, ..., x,. Vale que
d(f*(wo), fH(x;)) <e,VE>0e0<j<n.
Mas como {f*(20)}ren ¢ uma d-pseudo trajetéria e é e-sombreada por todo x;, obtemos

uma contradicao.

(«<=) Agora suponha que f tem sombreamento e é n-expansiva. Seja r > 0 a cons-
tante de n-expansividade de f. Afirmamos que f tem n-sombreamento com 7 = /2. De
fato, tome 0 < € < 1 e seja & > 0 correspondente na definicao de sombreamento. Suponha
que (¥;)ien € uma d-pseudo trajetoria e-sombreada por n+ 1 pontos distintos xg, ..., z, €

X. Entao, pela desigualdade triangular, obtemos, paran € Ne i,j € {0,...,n}, que

d(f™(z:), f(25)) < d(f"(@), yn) +d(f"(2),9n) < 26 <1,
uma contradic¢ao. O

Proposicao 4.3.3. Seja T' um operador em um espaco de Banach X. Se T é positiva-
mente expansivo e tem a propriedade do sombreamento positivo, entao T € unicamente

sombreado.

Demonstracao. Seja 6 > 0 associado a € > 0 na definicado de sombreamento positivo.

Dado uma d-pseudo trajetoria (x,) qualquer, suponha que existem z,y € X com
|T"z — z,|| <eel||T"y — x,|| <e,Yn €N,
Entao ||[T"(x — y)|| < 2¢,¥n € N, o que implica que z = y por expansividade. ]

A proposicao abaixo é o resultado analogo ao Teorema 4.2.2 para o caso positivo.
Note que, na demonstracao do Teorema 4.2.2, provamos que se |[A| = 1, entdo o operador
T — M é invertivel. No caso de consideramos apenas os nimeros naturais, temos que se
|A| <1, entéao |A"| < 1,Vn. Portanto, no caso positivo temos o resultado mais forte que,
se A € D, entdo A € p(T).

Proposicao 4.3.4. Seja T um operador em um espaco de Banach X. As sequintes afir-

macgoes sao equivalentes

i) T ¢ hiperbolico com espectro contido em C \ D;

ii) T' é positivamente expansivo e tem a propriedade de sombreamento positivo.
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Demonstragao. (i) = (ii): Como T' é hiperbolico, vale pelo Teorema 4.2.2 que T possui
a propriedade de sombreamento, e em particular, possui a propriedade de sombreamento
positivo. J& a demonstracao da expansividade de T é a mesma do Teorema 4.2.2, com as

observacoes de que X, = & e que o inteiro ¢ tomado na demonstracao deve ser natural.

(i1) = (7): Decorre das observagoes feitas anteriormente a esta Proposicao. O

Defini¢ao 4.3.3. Dado um espago de Banach X, definimos Cy(X) o espago de Banach

das fungoes continuas e limitadas ¢ : X — X com norma
19100 = sup [[¢()]]
zeX
Duas fungoes ¢, : X — X sao topologicamente conjugadas se existe um homeomor-

fismo h: X — X tal que ho¢ =1 oh.

Um operador invertivel em X € dito estruturalmente estdvel se existe ¢ > 0 tal
que T + ¢ € topologicamente conjugado com T sempre que ¢ € Cy € uma fungao Lipschitz
com ||| < € e Lip(¢) < e.

Além disso, se GL(X) € o grupo dos operadores invertiveis de X, T é estrutural-

mente estdvel a GL(X) se existe ¢ > 0 tal que S € topologicamente conjugado com T
sempre que S € GL(X) e ||S—T|| <e.
A demonstrac¢ao do proximo Lema pode ser encontrado em [7].

Lema 4.3.1 (Hedlund). Seja 0,(T) o espectro de pontos aproximados de T, isto €, o
conjunto dos pontos A € C tal que existe uma sequéncia (T,)neny em Sx tal que ||Tx, —
Azp|| = 0 quando n — oco. Entao um operador invertivel T em um espa¢o de Banach X

¢ uniformemente expansivo se, e somente se o,(T)NT = &.

Lema 4.3.2. Se a: X — X € uma funcdao Lipschitz, entdo existe uma funcao Lipschitz
limitada ¢ : X — X que estende o|p, e satisfaz ||¢|| < ||al2py|| € Lip(¢) < 3 Lip(a).

Demonstragao. Seja p: R — [0, 1] dada por

1, set <1;
p(t) =q2—1t, se 1 <t <2
0, set > 2.

Entao p satisfaz |p(a) — p(b)| < |a — b, Va,b € R. Defina, para x € X

¢(x) = a(0) + ¢(||z]]) (e(z) — (0))

Entéao temos que ¢ = ovem By. Além disso, ||¢|| < ||@|25y || Com efeito, se 1 < ||z]| < 2,

entao
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¢(x) = a(0) + (2 — [Jz|)(a(z) — a(0))
< a(0) + (a(z) — (0)) = ()

de modo que ¢(z) < a(z),Vz € 2Bx.

Sejam x,y € X. Se x € 2By, entao

16(x) = eIl = 1 (ell=]]) = p(llyID) () = a(0)) + p(llyl]) () — ()]
< [(ell=1) = oIyl - (@) = a(0)) [+
p(lyIDI- 11(a(z) — a)]]
< (If]] = [lyl) Lip(a) ]| + |p([lylD] Lip(a)[|z = yl]
< 2Lip(a)([lz — y|l) + Lip(a)[z — y|
= 3Lip(a)[z —yl|.

E analogamente para y € 2Bx. A desigualdade é trivial se ambos x e y nao pertencem a
2Bx. O

Lema 4.3.3. Todo operador hiperbolico em um espago de Banach € estruturalmente es-

tdvel.

Teorema 4.3.2. Todo operador invertivel hiperbolico T' em um espaco de Banach X €

estruturalmente estdvel em relagio a GL(X).

Demonstra¢ao. Como T é estruturalmente estavel pelo Lema 4.3.3 anterior, existe ¢ > 0
tal que T+ ¢ é topologicamente conjugado com T quando ¢ € Cy(X) é uma funcao
Lipschitz com ||¢|| < € e Lip(¢) < e. Tome S € GL(X) com ||S — T|| < /3. Tomando
e > 0 pequeno suficiente, temos que S também é hiperbolico. Devemos mostrar que existe

um homeomorfismo h : X — X tal que
hoT =Soh

Seja U a bola unitaria aberta em X. Pelo Lema 4.3.2, existe uma funcao Lipschitz ¢ €
Cp(X)talque p =S —T em U, ||¢]|oo < € e Lip(¢) < €. Logo, existe um homeomorfismo
f:X = Xtalque foT = (T + ¢)o f. Como S & hiperbolica e S(f(0)) = f(0), temos
f(0)=(S—1)"(0) = 0. Tome V = f~*(U). Entdo

foTly=SoflveTofy=f"oSy (4.7)

Sejam X = X' @ X! e X = X5 @ X as divisoes hiperbolicas de T e S, respectivamente.

Existem constantes ¢ > 1e 0 < 8 < 1 tais que
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|T"z|| < eB™|7|| e ||S™y|| < eB™||y||, parax € X ey e X7 (4.8)

Dados 2z € X! e y € X, sejam n, e m, 0s menores inteiros positivos tais que 7"z €

S 7

Ve S™y quando n > n, e m > m,. Definimos hy(x) = S (f(T”za:)) e gs(y) =
T (f~'(S™y)). Usando indugao em (4.7), obtemos

he(z) = S7"(f(T"2)) e gs(y) =T~ (f'(S™y)), se n > n, e m > my,. (4.9)
Como
S*(hg(z)) =S¥ (f(T"2)) = S~ (f(T™*z)) =0

e TF(gs(y)) =T ™ (f1(S™**y)) — 0 quando k — oo, temos que hy(z) € X7 e g5(y) €
X,(T). Dai, temos fungdes h, : X' = X% e g,: X% = X . Sex € XTIy = hy(z) € X7 e

n > max{n,, m,}, entao
gs(hs(z)) =T "o f oS80S ™o foT™(z) =

Analogamente, h, (gs(y)) — y,Vy € XP. Assim, as funcdes h, e g, sdo inversas uma da
outra. Mostremos que h, é continua. Seja (z;) uma sequéncia € X convergindo para um
ponto z € X . Por (4.8),

||T"x — T k|| < ™ ||x — zx]|, para k € Nen > n,.

Como a sequéncia (1T"z),>n, estd contida no aberto V' e nao se acumula na fronteira (ja
que converge a zero), temos que existe kg € N tal que 7"z, € V para k > kg e n > n,.
Portanto, por (4.9), hy(zy) = S~ (f(I"*x1)),Vk > ko, 0 que implica hy(zy) — hy(z)
quando £ — oo. Analogamente, obtemos que g, é continua. Assim hy : X;‘F — X SS é um

homeomorfismo. Vale que
ho(Tz) = S (f(T"'2)) = ST (f(T™x) = S (hs(2)), Vo € X[

de modo que h, o T|yr = S|xs o h,. De modo similar, obtemos um homeomorfismo
hy : X, — X3 tal que by, o T|yr = S|xs o hy.
Por fim, defina h : X — X por h(z) = hy(x,) +hy(2,) se v = 2, +2,, com v, € X

e r, € X!. Entdo h é um homeomorfismo satisfazendo hoT = S o h. [

Teorema 4.3.3. Suponha que um operador invertivel T em um espaco de Banach X é
um operador estruturavelmente estdavel ou operador estruturavelmente estivel a GL(X).

Vale que

a) Se T € expansivo, entao T € uniformemente expansivo;

b) Se T € positivamente expansivo, entao T' é hiperbolico.
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Demonstracao.

a)

Suponha que T é expansivo mas nao uniformemente expansivo. Entao, pelo Lema
4.3.1 (Hedlund) existe A € 0,(T) NT. Como \ € 0,(T), dado € > 0, existe y € Sx
tal que ||Ty — \y|| < e. Pelo teorema da extensao de Hahn-Banach (Teorema 2.2.4),
existe um funcional linear 1 em X tal que |[¢|| = 1 e ¢¥(ay) = a,Va € C. Seja
S € B(X) dada por

Sx =Tz +Y(x)( Ay — Ty)

Entao ||S —T|| <ee Sy = Ay.

i) Se T' ¢& estruturalmente estavel a GL(X), entdo tomando € > 0 pequeno o sufici-

ente, existe um homeomorfismo h : X — X tal que T'o h = h o S. Portanto
T"(h(y)) = h(X\"y),Vn € Z

Como a sequéncia (h()\”y)) ¢ limitada (visto que esté contida no conjunto compacto
{h(By) : B € T}) e h(y) # 0 (pois h ¢ injetiva e T'(h(0)) = h(S(0)) = ~(0) implica
h(0) = 0), isto contradiz a expansividade de T" pelo Lema 4.3.1.

it) Se T' ¢é estruturalmente estével, aplicamos o Lema anterior (Lema 4.3.2) para
obter uma fun¢ao Lipschitz ¢ : X — X tal que ¢ = S — T em By, ||¢||l < 2¢
e Lip(¢) < 3e. Tomando £ > 0 pequeno o suficiente, existe um homeomorfismo
h:X — X tal que Toh = ho (T + ¢). Note que T+ ¢ = S em By implica
(T + ¢)y = Sy, mas nao implica (T + ¢)*y = S?y.

Seja v = min{1,1/[|S7!||}. Entao yBx C S(Bx). De fato, dado = € yBy, como S

¢ sobrejetiva, existe z € X com Sz = x. Portanto

2l < (1S~ Hlllll < IS7HIv < 1,
o que implica z € Bx e € S(Bx). Assim, temos S""!(yy) = A"

S(Bx) e dai vy € ST"(Bx),Vn € Z. Entao

vy € 7yBx C

7" (h(vy)) = B(X"vy),Vn € Z.
O que novamente contradiz a expansividade de 7.

Assuma que T' é positivamente expansivo mas nao hiperbolico. Entao o(T)NT # .
Como 0 ¢ o(T), a fronteira de o(T) deve intersectar D. Assim, existe A € o,(T)ND

e concluimos que 7" ndo é uniformemente expansivo, o que contraria o item a).

]
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5 O shift bilateral ponderado

Nesta capitullo definimos o principal operador que estudaremos: o shift bilateral
pnderado no espaco das sequéncias que convergem a 0.

Definicao 5.0.1. Seja X = cy = {(zp)nez € C* : lim 2, = 0} com a norma dada por

|n]—o0

(2 )nezl| = sup |zn].
nez
Vamos mostrar que ¢y € um espago de Banach. Como toda sequéncia convergente
é limitada, temos que ¢q C [*°(Z). Portanto, pela Proposigao 2.1.5, basta mostrarmos que
co € um subconjunto fechado.

k

>) hoop (X,,). Devemos mostrar

Seja {(27)nez}ren uma sequéncia em ¢, tal que (x

que lim X, = 0. Com efeito, para cada ¢ > 0, existe K € N tal que

[n]—o0
e
a)

() = (Xl < 3

n

o que implica
€
25 — X, | < §,Vn eZ.

Como | l|im 5 =0, existe N € N tal que
n|—oo

€
12K < 5 paran 2 N oun < —N.
Por fim, para cada n > N ou n < —N, obtemos que

3

225.

€
X < [ — Xl 4 o] < S
Portanto, (X,,) € ¢y e obtemos o resultado.

Defini¢ao 5.0.2. Dada uma sequéncia limitada de nimero complexos w = (wy)nez, com

inf |w,| > 0, o operador shift bilateral ponderado posterior By, : X — X € dado por

lgw((xn>nez):: Oﬂn+1xn+l)n€Z-

Vale que B, é um operador limitado com ||B,|| = sup|w,|. De fato, dado = =
(Zn)nez com ||z|| = 1, entao
|[Buw(2)|| = sup [wyz,| < sup |w,|sup |z, = sup |w,]
neZ nez nez nez

|| Bu|| < sup [wy].
neL
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Reciprocamente, se e,, = (x}) é o vetor em X tal que z, = 1 e x; = 0, para todo

k # n, entao ||e,|| = 1 e temos

|wn| = [[Buw(ex)l] < ||Bull;
tomando o supremo sobre n, obtemos a outra desigualdade. Vale ainda que B,, ¢ invertivel
Tp—1

1 1
com B, '(z) = ( ) e [|B, || = sup
w nez |

wy|  inf jw,|
Vamos encontrar as iteradas de B,,. Dado x € ¢y, temos

n

Em geral, para cada n € Z, temos

) Wptl - Wy kTrgk, s€ k> 0;
(Bw(x))n = Ln+k

—, se k < 0;
Wy -« - Wntk+1
e, portanto
Sup |Wpaq -« - Woikl, se k> 0;
k|l nez
1Byl = 1
sup se k < 0.

nez |wn CIE wn—&—k—l—l’ ’

5.1 O espectro do shift bilateral

Em seguida, vamos calcular o espectro do operador B,. Para isso, precisamos

primeiro provar que tal conjunto possui a propriedade de simetria:

Lema 5.1.1. Se u € 0(B,,), entao o conjunto {\ € C : |\| = |u|} estd contido em o(B,).

Demonstra¢ao. Como B,, ¢ invertivel, temos u # 0. Seja A € C com |A\| = |u| e tome

¢ = A\/u. Defina um operador T : ¢ — ¢ que atua em = = (x,,) € ¢ na forma
T
Tx, = —,¥n € Z.
Cn

Note que tal operador esta bem definido pois |¢| = 1. Como
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((TBwT_l)(x))n = (T'By)(c"x,) = T(wn+1cn+1xn+1)
1
= —nwn+1cn+1xn+1
c
= CWn41Tn41
concluimos que 7B, T~! = ¢B,,. Entdo, pelo Lema 2.3.1, segue que o(cB,,) = o(TB, T~ ") =
0(By). Assim, o resultado deriva do fato que
A
A€ o(eBy,) <= p=—€o(By,),
c

em que novamente usamos o Lema 2.3.1. O

Proposicao 5.1.1. O espectro de B,, € o anel

{)\E(C : T(Bll) §|)\|§r(Bw)}.

Demonstragao. Inicialmente, note que como r(B,) = sup |\ e
AGU(B’LU)

= inf |A
r(B;h) /\e}yl(le)| g

o anel deve estar contido no espectro. Para provar a outra inclusao, seja A # 0

pertencente ao conjunto resolvente p(B,). Tome x = () = (B, — AI)~'(eg). Entao

ep = (B, — M )x = Byx — Az,

de modo que

wi1Tr, — )\.CEO =1
Wi 1T 1 — A = 0,Vk # 0.
Assim, recursivamente, obtemos
k—1
A W11

, se k> 0;
T = w1y ...WE

)\kwkH .. WoTg, se k < 0.

Além disso, vale que

€n
, sen > 0;
B ey =4 Wi... Wy

w
Wyt - - WoEy, sen < 0.

Separamos a demonstragao em casos:
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1) Se n > 0, entao para cada j € Z:
|(Bw — )\I)flen]j = |U}1 . wn||(Bw — )\I)ilB;ne(]’j
= |U)1 e U}n||Bq;n<Bw — )\I)_160|j
= |wy ... w,||B,"x|;
= |wy ... wy| 12l .
|Wj—n41 - wj]
Pondo k = j — n, obtemos
’(Bw_)‘j)ilen’rﬂrk: |w1wn| |xk|7VkEZ7vn€N-
‘wk—i-l .- -wk-‘rn‘
E portanto
Wy ... W _
| - ”| |CL’]€| = |(Bw - /\I) 16n|n+k
ket - W]
< [(Bw = M) eyl
<|[|(Bw = AD)7H.
i) Caso 1.1: Se k >0
( lwy ... wy ) (4] = ( |wy ... wy| ) IAF w4
Wkt 1 -+ Wetn] [ Wkttt « - Whan| ) wr . wi]
Wy ... W _
— uwk Yoy a1
lwy ... Wen|
I Y LY
|U)n+1 ce wn+k|
Portanto, paran >0e k > O:
21 (Bw = ADTY|
|:E1||/\|k 1 < w|w1| |wn+1...wn+k . (5.1)
i1) Caso 1.2: Se k < 0:
( o . ) |zx| = ( . ) ERp Nl e—
’wk+1 ce wk+n] |wk+1 ce wk+n|
’wk+1 .- -wk+n’
= [Whpng1 - - Wy - TN
Portanto, paran >0e k < O:
B, — M)t

- ’w1€+n+1 . wn’ ’
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2) Se n < 0, entao através do mesmo processo do caso positivo, chegamos a

|wk+n+1 R wk|
\wnH c. w0|

i) Caso 2.1: Se k > 0
(|wk+n+1~-wk|> |2x] = <|wk+n+1-~wk|) A i |

| W1 -+ wp |wy ... wy

2] < (B = A7 Vk € Z.

_ |wk+n+1 .- ‘wk| ])\|k*1|w1x1|
| Wy - - wy
A w4 |

B |wn+1 cee wn+k|

Portanto, paran < 0e k > 0:

[[(Bw = AI)

||

1
]931|])\|k_1 < I Wit - Wik (5.3)

ii) Caso 2.2: Se k <0

’U)n+1 .. .U)0|
_ |wk+n+1~‘-w0||x0)\k|
|wn+1 .. .w0|

= [Whgng - - Wy - TN
Portanto, paran < 0e k < O:

[(Bw — AM)7]

[l AF < :
|’l,Uk+n+1 . wn’

(5.4)

Com isso, a partir das equagoes (5.1), (5.2),(5.3) e (5.4) concluimos que

[[(Bw = M)

1
I | Wit . Wik, Yk > 0,Vn € Z,
|wi

2 AT <

By, — M)
o < 1B = A0

- ‘UJk+n+1 Ce wn|

,Vk <0,Vn € Z.

Tomando o infimo sobre n € Z nas duas equagoes, obtemos

(B = AD)~H| 1
|w | 1B
1(Bw = AD~H]
1B

Vk>0e

(5.5)

VEk < 0.
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Como wyzy — Axg = 1, temos que z¢ # 0 ou x1 # 0. Caso 7 # 0, temos

(B —ADTM| 1

AL < ,VEk > 0.

M= B

L. : 1
Tomando a k-ésima raiz e fazendo k — oo, obtemos |A| < B
r w
Ja se o # 0, tomamos k = —m na segunda equagao de (5.5) e portanto
1 By, — M)t 1

< Ii ) , Vm > 0.

[Af™ | ol 1Bl

w

Tomando a m-ésima raiz e fazendo m — oo, obtemos |A\| > r(B,).

Portanto, se A € o(B,,), devemos ter < |A| < r(By). As igualdades também

1
r(B,)
devem valer por causa da simetria do espectro provada no Lema 5.1.1, ja& que tanto

r(By) = sup |A| quanto = inf |\| pertencem ao espectro, por este ser um
(Bu) /\EU(Bw)| | r(Bg') Afo(Bw)| |
conjunto fechado.

O

Com o espectro de B,,, podemos provar em que condi¢oes o operador seré hiper-

bolico.
Corolario 5.1.1. O operador B,, € hiperbolico se, e somente se

lim sup [w_gw_g_1 ... w_p_p|"" <1 e lim sup [wpwpis ... wpn| ™ <1
N keN n=0 LeN

Demonstracao. Como

o(By) = {)\GC :

devemos ter r(B,) < 1er(B,') < 1. O

5.2 Condicdes de Expansividade

Teorema 5.2.1. As sequintes afirmagcoes sao equivalentes:

(i) By : X — X € expansivo;
(ii) By, : X — X ou B,' : X — X € positivamente expansivo;

(iii) sup |wy ... w,| = 0o ou sup jw_, ... w_ |7 = co.
neN neN
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Demonstracao. Se B, é expansiva, entao

sup || By (e1)|| = oo ou sup |[B,"(e1)]| = oc.
neN neN

A primeira igualdade implica que sup |w; ... w,| = 0o, enquanto a segunda implica que
sup |wy ... w,| ' = co. Isso mostra Tfui (i) implica (iii). Para provar que (iii) implica (ii),
gﬁgonha que sup |wy ... w,| = 0o. Seja & = (x;),ez um vetor nao nulo em X e tome k € Z
com x # 0. (ﬁfno, paran € N, (B

n

")k = Wk - . . W ypn—1Tk, tEIMOS

||
HBZ(QI)H = ‘wk e 'wk-l-n—lxk' = m‘lﬁ ‘wk+n_1]
s Bl 2 —p | = oo
neN |w1 cee wk—ll neN

Logo, B,, é positivamente expansivo. Analogamente, sup |w_, ...w_;|~' = co im-
neN

plica que B,' é positivamente expansivo. O

Para encontrar as condigoes em que B, ¢ uniformemente expansivo, precisamos

provar um resultado sobre particoes em Z.

Lema 5.2.1. Dada uma particao nao trivial I1U.J = 7Z tal que exista uma func¢ao ¢ : 7. —

[0, 00) satisfazendo

lim [inf (¢(k)...¢(k+n—1))] >1 e lim[sup (¢(k —n)...¢(k—1))] <1,

n—oo kel n—00 ke

entio existem i,j € 7 tais que (—oo,j)NZ C J e [i,00) NZ C 1.

Demonstragao. Por hipotese, existe ng € Z tal que ¢(k)...o(k+n—1) > 1,Vk € I e
ok —n)...¢p(k—1) < 1,Vk € J quando n > ny. Afirmamos que

kel=k+nelNn2>ny.
De fato, suponha que k € [ mas k+n € J para um certo n > ny. Entao
¢(k)...¢(k+n—1):¢((k+n)—n)...d)((k+n)—1)

é simultaneamente maior que 1 e menor que 1, vistoque k € I e k+n € Jen > ng. Assim,
tomando k € I qualquer, temos que i = k + ng satisfaz [i,00) N Z C I. Analogamente

para J. [

Teorema 5.2.2 (Expansividade uniforme). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) By : X — X € uniformemente expansivo;
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(ii) Vale uma das condigées abaizo:

) Jim (Wl wrnal) = o0;

. . -1\ __

b) nh_)ngo(llglelywk,n...wk,ﬂ ) = 00

c) nh_)rgo (érellywk . .wk+n_1|) =00 €
lim ( inf |wk_n...wk_1|_1) = 00.
n—oo  ke—N

Demonstra¢ao. Suponha que B, é uniformemente expansiva. Entao existe uma particao

{A, B} de Sx tal que lim¢, = limd,, = oo, com
6o = inf |BY@)| ¢ du = inf 1B, (2)].
Defina
I={ke€Z:e,c Al e J={k€Z:e,c B},

entdo {I,J} é uma parti¢cao de Z. Como, para todo n € N:

inf |wy ... Weyno1| > cn e inf Jwp_p ... wp_1|7" > d,

kel keJ
obtemos

nh_)rgo (krg |wg .. .wk+n,1|) =00 e nh_)rgo (IICIGIE‘wk,n .. .wk,1|’1) = 00 (5.6)

Assim, J = @ implica a primeira possibilidade em (i) enquanto I = & implica a segunda.
Se I # @ e J = @, entao, pelo Lema 5.2.1, existem 4, j € Z tais que

(=00, J]NZ C Jeli,c0)NZ CI.
O que implica a terceira possibilidade.

Reciprocamente, suponha que vale (i7). Seja [ = Z,J = Jou I = &,J = Z ou
I = N,J = —Njy, dependendo se vale a primeira, segunda ou terceira possibilidade em

(1), analogamente. Entao, em qualquer caso, vale (5.6). Seja n € N tal que

i 4> i W] T > 4
ggm Witn 1|_4e]1€1£|wkn Wy—1|” >4

Dado = = (zx)rez € Sx, escreva x = a + b, com a = (ag)rez € b = (by)rez satisfazendo
ar = 0 quando k € J e by, = 0, quando k € I. Como 1 = ||z|| < ||a|| + ||b]|, temos que
1 1 1 .
lla]| > = ou ||b]| > =. Se vale ||a|| > =, entao
2 2 2

1BL @) > [ Bu(a)l] = [ (w - - - wesn-1)an) 5| = 4llal] > 2,

1
e se vale ||b|| > 3 entao

n n 1
1B,"(@)]] = 1BL" 0)]] = || (wh—n - - - wk—1)br) 5| = 4[[0]] = 2.

Portanto, B,, é uniformemente expansivo. ]
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Teorema 5.2.3 (Estabilidade estrutural). Se

lim sup |w_jw_g_1 .. .w_k_n\l/” <1 e lim sup |wpwg .. Wi | T < 1
"0 keN n—00 peN

entao o shift B,, € estruturalmente estdvel mas nao € hiperbolico.

Demonstrag¢ao. Queremos encontrar um homeomorfismo h : X — X tal que
ho By = (By + «) o h,

com o € Cp(X) uma funcao Lipschitz tal que ||a||s e Lip(a) sdo pequenos o suficiente.

Pondo ¢ = h — I, entao temos
(I +¢)oBy)(z) = ((Bw+a)o (I +¢)(x)
— Bu(2) + 6(Bu(®) = Bulw) + Bu(9(@)) + (a0 (I +6) (@)
—> ¢(Bu(2)) — Bu(o()) = (o (I + ¢))(z).

Inicialmente, vamos resolver a equagao para encontrar ¢
¢(Bur) — By (o(r)) = a(). (5.7)
Escrevendo a(x) = Z a;(x)e;, temos
€L

¢i(Bu) — wit10i41 () = (), Vi € Z,

1

i+1

¢i(Bwr) — a;(z). (5.8)

= ¢iy1(7) =

Substituindo ¢ + 1 por 7, obtemos

¢i(x) = %Cbz‘—l(Bwl") —a;-1(z)
= ¢Z(wa) = wi¢z_1(B,il') — O[Z‘_l(Bwl').

Portanto, substintuindo a equagao acima na equagao (5.8)

! ¢i—1(Box) —

Wi1W; Wi41

a;—1(Byx) — o),

Gir1(z) =

de modo que, por recursao, vale, para cada : € N
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Qﬁ,Z(I) =W_j41--- wo(bO(B,L;ZLU) + wazﬁrl c ,JOé,](B +i= I.CL’).

J=1

Definimos

Cro(X) = {¢ € Cyp(X) : ¢o = 0},

o qual é um subespago fechado de Cy(X). Afirmamos que a transformagao linear

F: (LLO()() — C%()()
¢prrpoBy—Byod

¢ bijetiva. De fato, fixado o € Cp(X), a tinica solugao para (5.7) é dada por
O Bz Jj— 1
$o =0, ¢i(x) = — ]( e + Zw i+1- - w_ja_j(By, e 195)

Por outro lado, definindo ¢ como acima, afirmamos que ¢ € Cy e portanto vale

(5.7).

Af. 1: ¢ € Cpo(X): De fato, temos ¢ = f + g, com
= o i(@)eieglx) =) ¢ix)
ieN iEeN

Basta mostrarmos que f,g € Cy(X). Por hipotese, existem s € (0,1) e 8 > 1 tais que

< Bs* Vj, k e N.

|w_jw_j_1 e w—j—k+1| S 6Sk (§
|wjwj 1. Wy

n
Seja g, (z) = Z ¢i(z)e;. Reorganizando a série dupla que define g, obtemos
i=1

o

w
§=0 J+1
n n t—1
(6757 t B )
= — E —ek .
w LW
—1 —t k—t+1 - k

Assim

|wk t+1 - wkl

AEIES> (Z T )”)

B
<3 Bllalles' < ol < .
t=1
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o que mostra que lim ¢;(x) =0 e g(co) C co e que g € limitada. Como
71— 00

lg(x) =9Il < (Z lok—e(By ') — cue(By ym)

t=1 \ k=t [Wh—t41 - - Wy
oo
<Y |la(Bx) — a(BLy)lls',
t=1

concluimos que g é continua. Logo, g € Cy(X). A prova de que f € Cy(X) é anéloga.

Agora tome 0 < ¢ < [|[F7Y|™' e seja @ € Cp(X) uma funcdo Lipschitz com

llalleo <€ e Lip(a) <e, eseja S =B, +a.

Af 2: Existe uma tnica u € C,o(X) que satisfaz

F(u) =uo By, — Byou=ao(l+u).
De fato, seja G : Cpo(X) — Cpo(X) a fungao dada por

G(é) = F' (o (I +9).

Como
1G(¢) — G(¢)|lse < Lip(a)|[FH] [|¢ — ¢llso,

temos que G é uma contragao, e portanto possui um tnico ponto fixo em Cp(X). Como

(5.9) é equivalente a G(u) = u, provamos a afirmacao.

Assim, se h = I + u, mostramos que

ho B, = Soh. (5.9)
Af. 3: Existe uma tnica v € Cp(X) tal que a fungao h' = I + v satisfaz
h'oS = B,oh. (5.10)
De fato, (5.10) é equivalente & equagao
voS —B,ov=—aq.

Como vg = 0, esta equacao implica que
i—1

vi(z) =

a; (S r)

%
j evi(t) = =3 Wi w_joy(§7H
U)j—‘rl-..wi ! Z(x) j:1w a v Jaj( x)7

para i € N. Entdo, se existe uma solucao v € Cpo(X), esta deve ser tinica. Além disso,
dada v como acima, temos que v € Cpo(X) e h' = I + v satisfaz (5.10). Isto mostra a

terceira afirmacao.
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Por (5.9) e (5.10),

h'o(hoBy)=(hoS)oh=(B,oh')oh.
= h'ohoB, = By,oh'oh.

Como h = I+u,h' =I+v,comu,v € Cpo(X), temos h'oh = I+ (u+v+uov) =

I+, com ¢ € Cyp(X), a equacdo acima é equivalente a
W(Byt) = wip ¥t (x), Vi € Z.
Como 1)y = 0, obtemos ) = 0 e portanto A’ o h = I. Basta mostrar entao que
hoh' =1.

Como hoh' oS = Sohol/, resta mostrar que

Af. 4: A tnica solugao para a equacao
(I+60)oS=So(l+80), (5.11)
com 6 € Cyp(X) € 0 =0. De fato, considere a transformacao linear dada por

H Cb,()(X) —>Cb(X)
Y= y0S—B,oy

Temos que H ¢ bijetiva, pois, dado n € C(X), a equagao

Y(Sz) = Bu((y(x)) = n(x)

é equivalente a
Yi(Sr) — wit1Viq (x) = ni(x), Vi € Z,

e podemos argumentar analogamente ao caso da fun¢ao F'. Defina K : Cyo(X) — Cpo(X)
por
K(¢) = H (a0 (I +6) - a).

Entao
1K (¢) = K()]|oo < Lip(a)|[HH| [[¢ = ¢l|oo-

Além disso, temos
H'(n)(x) =Y yoil@)ei + Y vilx)es,
ieN iEN
com -
ST )

Ph(w) - Wjg1 - W;

[§ ’}/,z(.fb‘) = — ij+1 <o Wi —y (SiiJrjilI)
7=0 j=1
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E argumentando analogamente a F', obtemos

. 26
I 0)lle < Il

escolhendo ¢ > 0 pequeno o suficiente, podemos garantir que K é uma contragao, e

portanto possui um tnico ponto fixo em Cjo(X). Se 6 é tal ponto, temos que

0=K(@0)=H '(ao(l+0)—a)
= Hl)=ao(l+0)—a
=0oS—-B,of=ao0f
=008 =(By+a)of=S00
= [ +60)oS=50(l+0),
ou seja 6 & solugao de (5.11). Como K (0) = 0 vale que 6 = 0 ¢ a tnica solu¢ao da equagao.

Assim, h~' = b/ e h ¢ um homeomorfismo satisfazendo ho B, = (B, +a)oh. [

Para provar as condigoes em que B, possui sombreamento, introduzimos uma

condicao mais geral de hiperbolicidade.

Definicao 5.2.1. Um operador invertivel T em um espaco de Banach X € dito hiper-
bolico generalizado se X = M & N, com M, N subespacos fechados de X satisfazendo
T(M)C M, T*(N)C N eo(T|y) CD,o(T|y") CD. Estas duas tiltimas condigdes sio

equivalentes, apds uma renormalizacdo, a dizer que ||T|y|| <1 e |[|[(T7Y)|n]] < 1.

Assim, na nogao mais geral de hiperbolicidade, nao requerimos que o subespago N

seja invariante.

Como [1]| aponta, é facil ver que o operador shift B,, é hiperbdlico generalizado em

¢o quando lim sup |w_y .. .w,k,n|1/" <1le lim inf |wy-.. .-warn\l/” > 1. De fato, defina
n—00 LN n—oo keN

M ={(zn)nez € X : 2, =0,¥Yn > 0}

N ={(zp)nez € X : z, = 0,Yn < 0},
0s quais sdo subespacos fechados de X com X = M @ N, B, (M) C M e B,'(N) C N.

Como, para cada n € N, temos

[(Buwla)"|] = sup |w_p - w_g—1... W_—p41]
keNg
e
(B! )" || = sup [wegs - e - - Wi
keN

segue 0(By|n) CD,0((Bw)™'|x) C D. Portanto, por definicdo, B,, é hiperbolico genera-

lizado.
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Teorema 5.2.4. Todo operador hiperbdlico generalizado em um espaco de Banach tem a

propriedade de sombreamento.

Demonstracio. Para cada © € X, tome 2V € M,2® € N com z = 2V + 2®. Existe
B > 0 tal que
12V < Bllell, [|l2®]] < Bl|el|, Ve € X

Como 7(T|y) < 1er(T7'y) < 1, podemos tomar t € R com
max{r(T|p), r(T v} <t < 1.
Logo, existe C' > 1, tal que
(Tl < CE" |I(TH w)"[] < Ct",¥n > 0
Seja (z,)nez uma sequéncia limitada em X. Dado n € Z, defina

yi) = ZTkZSf)kq € M,
k=0

y==>"T, eN
k=1

e Yy = yg) + y(2). Entao

n

Tyn + Zn = Z TIH—IZ?(zl_)k—l - Z T_k+lz7(12-2k—l + ZT(LI) + 21(12)
h=0 h=0 (5.12)

=T ST =
k=0 k=0

Note que
1 2
P11 < €S2l Pl < ¢S 122l
k=0 k=0
Portanto
1 2
lyall < D5 (2l + 22D
k=0
26C
<200 Yt < (22 ) suplal
keZ 1) ez
— Ksup||s]l,¥n € Z,
keZ
26C 1
com K = T4/ Para mostrar o sombreamento de T, dado ¢ > 0, tome ¢ = e
— €

Entao dada uma pseudo-trajetoria (z,), vale que a sequéncia z, = x,.1 — Tz, ¢ limitada

com sup ||z,|| < J. Usando (5.12), temos que

Tl = Ynt1 = (20 +T20) — (TYn + 20)
= T(-'Ijn - yn)a
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e portanto x,, — y, = T" (9 — yo). Assim

|z — T (20 — o) || = [lynl| < Ksugl!znll <Ké=e
ne
]

A nocao de hiperbolico generalizado nos ajuda a entender quando o operador tem
sombreamento. Para observar as condi¢oes que B,, tem sombreamento, usaremos o Lema

a seguir.
Lema 5.2.2. Se (w,) € uma sequéncia limitada de escalares, entao

lim sup |wpwyyq - - wk+n|1/" <1
n—oo keZ

— supz Wi« Wiy | < 00.
keN &

1/n

Demonstra¢ao. Tome R, = sup|wy ... ... wgin| '™ e suponha que lim R, < 1. Entao,

keZ
existe M > 0 tal que para todo R,, < M < 1, com n > m. Como

lwWr - W |V < R < M VE € 7,

entao

i|wkwk+n|§iRz—|— i M" = ZR” ]__Mm+1
n=0 s

n=m+1

de modo que sup Z | W . .. Wiy | < 00.

keN £
(0@
Para mostrar a volta, seja Ry = Z |wg . .. Wg1n| Entao existe K > 0 tal que
n=0

R, < K,Vk > 0. Vale que

|we (1 + Ryeyr) = |wiel (1 + [wea | + [weriwese] 4. )

= (|wk| + |wkwk+1| + \wkwk+1wk+2| + .. )

= Rk7
de modo que
] =
wg| = ————.
N R
Como, para j > 0
R, 1 1 1 K
=1- <1-— <

1— —
1+ R, 1+R, —  14R, ~ 14K 1+K’
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entao
We o W] = Ry Rpp Riin
M T L Ry 14+ Reye 14 R
_ Ry, - B Riin
1+ Risne1r 1+ Reyr 14 Rpsn
S (mr) =5 (5w)
14+ Riinit 1+ K 1+ K
o que implica o resultado. O
Finalmente, obtemos as condi¢oes em que o operador B, tem a propriedade de
sombreamento.

Teorema 5.2.5 (Sombreamento). O operador B, possui a propriedade de sombreamento

se, e somente se vale uma das condicoes abaizo:

(A) lim sup\wk...warn\l/" < 1.
n—oo keZ

(B) lim inf ]wk...wk+n]1/” > 1.
n—oo keZ

(C) lim sup |w_g ... w_j_p|Y™ <1 e lim inf |wy - ... wpen|Y" > 1.
n—00 LcN n—oo keN

Demonstragao. (<) Os casos (A), (B) sao os casos em que B, é hiperbolico, e portanto,
tem sombreamento. J& a condigao (C') implica que B,, é hiperbdlico generalizado, de modo

que pelo Teorema 5.2.4, B,, possui a propriedade do sombreamento.

(=) Se B,, possui a propriedade de sombreamento, entdo vamos mostrar que vale

uma das seguintes condigoes

(C1) lim sup |wg . .. Ween| ™ < 1.
n—o0 keN
(C2) lim inf |wy ... wpen|Y™ > 1.

n—oo keN
De fato, seja 0 > 0 associado a € = 1 na definicdo de sombreamento. Supondo que a

condigao (C1) é falsa, entao pelo Lema 5.2.2, existem ¢, my € N tais que

— 1+6
Z |wtwt+1 ce wt+n| Z 7 (513)
n=0

Fixado m > myg, construimos uma d-pseudo trajetoria de B,, por

i0 i
o = €€, Ty = By(xp_1) + 0 erymp, k=1,...,m

T, = By(xp_1),YVn >m+1,
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em que os angulos 6g, 01, ...,0,, sao escolhidos de forma que
e wy W = Wy . Wigm—i], 0 < k < m.
Por sombreamento, existe a = (a,)nez € X tal que
||z, — Bl (a)|| < 1,Vn € Z. (5.14)
Como B¢, = wiep_1, vale que
21 = €W merimo1 + 0 erpm
Ty = €Wy Witm—1€11m1 4+ 0 Wiy m_1€1im—2 + 06 €44 m_o
assim, para todo k € Z, a (t — 1)-ésima coordenada de z,, 1 é
ePw, Wy + (€M wy . Wiy + ..+ €m0,
0 que é equivalente a
[wy .o W] + (g - Wi | + -+ wy])o.
Tomando v = a4, — €, vale que |y| < 1 e (t — 1)-ésima cooordenada de B™(a) é
WWyi1 -+ Wit - (e"e0 + 7).
Logo, (5.14) implica
|(Jwe . . Wim—1| + - F we])0 —wy - oWy < L (5.15)

Assim, por (5.13),

<1

mo
E ]wtwtﬂ e Wiyn 0 — Wt = oo WemY
n=0

E por (5.15),
(|lwe .o W1 + .+ |we])d < 1T+ |wy ... Wl 7]-

Dividindo ambos os lados por |w; . .. ws |0, obtemos

1 1 1 1
+ + ...+ <1+ -.
\wt+m’ Imeme,l\ \wt+m cee le\ Y

Como isso ¢é valido para qualquer m > mg, obtemos do Lema 5.2.2 que vale a condigao

(C2).
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Agora, o inverso de B,, ¢é o shift bilateral

F, (xn)neZ e X — (w;_lwn—l)nel €X

1 . . .
onde w,, = , para cada n € Z. Como o isomorfismo isémetrico ¢ : (T,)nez € X —
Wn41
(_n)nez € X estabelece uma conjugacao entre F,, e B, em que

1
w =w = ,Vn € Z;
W—_pn41

segue que B,» também possui a propriedade de sombreamento e vale uma das condig¢oes:

(D1) lim inf |w_g-w_j_q .. .w_k_n|1/” > 1.
n—oo keN
(D2) lim sup |w_p - w_p_1 ... w_p_p|"™ < 1.

n—oo keN

Logo, temos quatro possibilidades. Se valem (C1) e (D2), temos (A). Se valem (C2)
e (D1), temos (B), enquanto que (C) é equivalente a (C2) e (D2). Afirmamos que nao é
possivel que condig¢oes (C1) e (D1) sejam possiveis simultaneamente. De fato, suponha o

contrario, e sejam £, como acima. Construimos uma J-pseudo trajetoéria por

Yo = €0, Yn = Bw(yn—l) + 5607” Z 17yn = Bgl(yn—&-l + (560),” S -1

Note que
Yp =Wy .. . W_pi1€_p + O0Wo ... W_p 26 _ni1+ ...+ dWoe_q1 + deg
e
0+ 1 ) )
Yn = en 1 €p—1+...—¢€,
wy...Wy w1 ...WH-1 w1

para cada n € N. Existe b = (b,)nez € X tal que
lym — B(b)|| < 1,¥n € Z (5.16)

Para cada k > 1 en > 0, a (—k — (n + 1))-ésima coordenada de B™''(b) é igual a

W_g—p . W_g_1wW_gb_, e portanto (5.16) implica que
\w,k,n R w,k,lw,kb,k\ <1

Assim, (D1) implica que b_j, = 0, Vk > 1. Analogamente, (C1) implica que by, = 0,Vk > 1.
Mas entao b = byeg, o que contradiz (5.16). O

Um operador invertivel em um espago de Banach X ¢é dito fortemente estrutu-
ralmente estavel se, para cada v > 0, existe € > 0 tal que, para cada fungao Lipschit-
ziana ¢ € Cp(X) com ||¢]|e < € e Lip(¢) < ¢, existe um homeomorfismo h : X — X tal
que hoT =(T+¢)ohellh—1I|leo <.
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Como exemplo de operador fortemente estruturalmente estavel, temos o shift B,,.
De fato, na demonstragdo do Teorema 5.2.3, mostramos que h o B, = (B, + ¢) o h, com

h =1+ wu e u ponto fixo da fun¢ao G. Como
lulloo = [|Gullo = [|F (a0 (I +@)|| < ||F7H] - [al] < [IF[| e,
podemos tomar ||u||« t&0 pequeno quanto quisermos ao tomarmos € pequeno o suficiente.

Proposicao 5.2.1. Se B, : X — X € um operador expansivo e estruturalmente estdvel,

entao € hiperbolico.

Demonstracao. Se B, é expansivo e extruturalmente estavel, entao é uniformemente ex-

pansivo pelo Teorema 4.3.3. Logo, pelo Teorema 5.2.3, vale uma das condi¢oes abaixo:
(a) lim inf |wgiq ... Wein| = 005
n—oo kEZ

(b) nh—>nolo£elf [We—ng1 - .- wi| ! = o0;

Q.

(¢) lim 1nf [Wkt1 - Whan| = 00 € lim 1nf |Wk—p1 - wi|”
n—oo ke n—o00 ke

< 1
Af.: Se vale (a), entdo lim sup |wyyq ... Wein|m < 1.
n—0 Lkec7,

De fato, vale que

1

SUPgez [Wheit - - - Wi |~

inf e =
inf [Wk1 -+ - Whgn|

Logo, vale (a) se, e somente se

. ~1
lim sup |[wgi1 ... Wean| ™ = 0.
n—oo keZ

Em particular, existe ng € N com

-1
SUD | W1 - - - Wrin| < 1,¥0 > ng.
ke

Como in£ llw;] > 0, existe r € (0,1) com |w;| > r. Assim, para n > ng
je

n—1
D lwk . wisg| = |wy wk+n|z
o !wkﬂ warn‘

1 1 1
< < - = .
Z ‘warj ; rn—j+1 rrtl ] — p

wk+n|

Assim

sup E |wg .« .. Wen| < 00
keN £
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e pelo Lema 5.2.2, concluimos o resultado. Analogamente, se vale (b), entao

lim sup |wg_pi1 - - .wk|1/” < 1.
n—oo keZ

Estes sao justamente os casos em que B, é hiperboélico. Suponha por contradi¢ao que vale
(¢). Em particular,

lim ————— =00 e lim |w_j41 ... w| = 0. (5.17)
1—00 ‘wlwz’ 1—>00

Seja ¢ > 0 associado com v = 1 na defini¢ao de fortemente estruturalmente estavel. Defina
a € Cy(X) por a(z) = %eo. Note que ¢ ¢é Lipschtiziano com Lip(¢) = ||a|| = g Entao
existe ¢ € Cp(X) com ||¢]]ec < 1 e satisfazendo (I + ¢) o B, = (B, + a) o (I + ¢), de
modo que, para todo z € X:

B(Bu) = Bu(6(2) = alz + ¢(x)) = Seo

. ¢0(Bfu$) g
:>¢Z(x)_ w1 - W; 2w1w1

qb_z(l‘) = W—j41--- wO¢0<B;ZI),Z e N.

Como ¢ ¢ limitada, temos por (5.17)

¢_i(B;,x)

W—j41-..-Wo

— 0, quando 7 — o0,

do(z) =

de modo que ¢g = 0. Mas entao, novamente por (5.17)

i(r) = ————— — 0.

Contradigao. m
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6 Consideracdes finais

Nessa dissertacao, encontramos resultados especificos que mostram as implicagoes
de certas propriedades em relacao ao shift posterior, como o fato de que expansividade e
estabilidade estrutural implicam hiperbolicidade, conforme Proposicao 5.2.1. Porém, para
um sistema dinadmico qualquer f : X — X, com X um espago métrico, e f uma fungao

continua, a seguinte questao ainda permanece em aberto:

Questao 1: Que condig¢oes devemos impor em f para que expansividade implique

expansividade positiva?

Além disso, vimos que a propriedade de sombreamento implica sombreamento po-
sitivo. Uma pergunta natural a se fazer é encontrar um contra-exemplo que mostre que a

reciproca nao é verdadeira:

Questao 2: Encontrar um contra-exemplo em que f é um homeomorfismo com

propriedade de sombreamento positivo, mas sem a propriedade de sombreamento.

Com base no que se foi exposto, encontrar propriedades dinamicas dos shifts pon-
derados se resume a propriedades de sequéncias nos ntmeros complexos. No Teorema
5.2.5, encontramos as condi¢oes para que o shift ponderado tenha propriedade de sombre-
amento. Ao conseguirmos encontrar condi¢oes para o sombreamento positivo, podemos

ter uma ideia de contra-exemplo para responder a questao anterior:

Questao 3: Existe alguma caracterizacao de sombreamento positivo do shift

ponderado?

Em 2002, foi mostrado em [5] que no caso compacto, as duas nogdes de sombrea-
mento coincidem, conforme mostrado na Proposicao 4.3.1. No caso em que X é um espaco
métrico reflexivo, o Teorema de Banach-Alaoglu, que pode ser encontrado em |[8], garante
que a bola unitaria em X é compacta na topologia fraca®. Com isso, surge a seguinte
indagacao:

Questao 4: Podemos adaptar a Proposicao 4.3.1 para mostrar que o resultado

também é verdadeiro no caso em que X é um espaco reflexivo?

Como pudemos ver, ha diversos resultados interessantes acerca dos sistemas di-
namicos lineares, e o estudo do shift ponderado no espaco das sequéncias nos ajuda a

encontrar exemplos e contra-exemplos de intimeros resultados em dindmica linear.
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