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Resumo

Neste trabalho, estudam-se diferentes defini¢oes associadas a caos no contexto da Dinamica
de Operadores. Mais ainda, busca-se entender como essas caracteristicas se relacionam,
tendo como ponto central o chamado Critério de Hiperciclicidade Frequente. Em particular,
busca-se descrever a conexao entre esse teorema e definicoes mais modernas relacionadas

com caos, sendo essas a Propriedade de Especificagdo e a Entropia Topoldgica.

Palavras-chave: Dinamica de Operadores Lineares. Caos Linear. Critério de Hiperciclici-

dade Frequente. Propriedade de Especificagdo. Entropia Topoldgica.



Abstract

In this work, we study different definitions associated with chaos in the context of Dynamics
of Linear Operators. Furthermore, we seek to understand how these characteristics are
related, with the central point being the so-called Frequent Hypercyclicity Criterion. In
particular, we seek to describe the connection between this theorem and more modern

definitions related to chaos, namely the Specification Property and Topological Entropy.

Keywords: Dynamics of Linear Operators. Linear Chaos. Frequent Hypercyclicity Crite-
rion. Specification Property. Topological Entropy.
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Introducao

Quando o tema de linearidade é abordado em discussoes a respeito de Teoria
do Caos, frequentemente é declarado que uma caracteristica fundamental das dinamicas
cadticas é nao serem lineares. Todavia, essa alegacao viria a ser refutada em 1929, quando
o matematico estadunidense George David Birkhoff produziu uma classe de exemplos de
mapas lineares com sensibilidade a condigoes iniciais (Defini¢ao 2.6). Essa classe ficaria
conhecida como operadores de Birkhoff, que agem no espago das fungoes inteiras por
f(-) — f(- + a), para um a # 0. Posteriormente, em 1969, Stefan Rolewicz daria origem a
outra classe de operadores cadticos, também conhecidos por operadores de Rolewicz, que
consistem em miltiplos escalares do shift para tras. Sendo esse tltimo exemplo, um caso
particular de uma classe de operadores célebres da dinamica linear, os shifts com pesos,

que terao suas propriedades categorizadas nesse texto.

A vista disso, a Dinamica Linear é uma area da matemdtica que vem se
expandindo amplamente nas tltimas décadas, associando-se com areas consagradas da
matematica como a Analise Funcional, referente ao problema do subespaco invariante.
Sendo que esse problema pode ser traduzido em termos da dindmica linear da seguinte
forma: um operador nao possui subespago invariante, fechado e nao trivial se, e somente

se, todo vetor nao nulo é hiperciclico (Defini¢ao 2.2).

Paralelamente, o conceito de entropia (métrica) foi introduzida por Kolmogorov
e Sinai na Teoria Ergodica como um invariante para sistemas dindmicos. Em 1970, Ornstein
provou que a entropia definida por Kolmogorov ¢é, de fato, um invariante completo para os
shifts de Bernoulli, isto é, dois shifts de Bernoulli tém a mesma entropia se, e somente se,
eles sao isomorfos. J4 em 1965, R. L. Adler, A. G. Konheim e M. H. McAndrew adaptaram
a definicao de entropia métrica como uma medida da complexidade das érbitas de um

sistema dinamico, chamado de entropia topoldgica.

Este trabalho dedica-se a descrever algumas das nogoes de caos para dinamica
de operadores lineares, assim como estabelecer as relacoes conhecidas entre essas nogoes
e apresentar os resultados centrais da area. Em especial, seu objetivo final sera discutir
os resultados obtidos em [7], bem como apontar um equivoco na prova do Teorema 3.2
desse artigo, um contraexemplo para o mesmo e uma sugestao de demonstracao ainda em

desenvolvimento.

No Capitulo 1, introduz-se as defini¢cdes e teoremas essenciais para o entendi-
mento do restante do texto. Entre elas, define-se F-espagos para que os teoremas futuros
possam ser enunciados em suas formas mais gerais. No entanto, para um leitor menos

familiarizado, vale notar que esses espacos se comportam de maneira analoga a espacos de



Introducao 12

Banach, com o tinico cuidado de que uma F-norma nao é necessariamente homogénea.

No Capitulo 2, inicialmente, apresenta-se os elementos fundamentais para o
conceito de caos num contexto geral, tal como a definicdo mais usada para caos: caos no
sentido de Devaney. Em seguida, aborda-se o caos linear, tendo como principal resultado
o Critério de Hiperciclicidade Frequente, Teorema 2.8, que estabelece uma forma mais
conveniente de mostrar que um operador é frequentemente hiperciclico, além de outras
propriedades. Esse capitulo segue o excelente livro-texto [11] até a subsegao 2.2.1 e, para
a subsecio 2.2.2, foram utilizados os artigos [7], [18] e, principalmente, [3] como base. E
necessario destacar que a subsecao 2.2.2 é indispensavel para a elaboracgao dos resultados
autorais do capitulo 3. Sendo a ideia proposta de demonstracao para o Teorema 3.2 do
artigo [7] uma aplicagdo da propriedade de especificacao de forma diferente do usual:
estudando operadores que possuem essa propriedade nao somente no sentido usual, isto é,

restritos a uma sequéncia de compactos, mas de forma mais ampla no espaco todo.

Em [3] (2016), na Observagao 4, é mencionado ser improvavel que um mapa
pudesse ter a propriedade fora de compactos. Contudo, em [21] (2018), Proposicao 4.1, é
apresentado um operador que satisfaz essa hipétese em um espago de Fréchet inteiro. Dessa
forma, é perceptivel a atualidade desses conceitos e o amplo espago de evolucao dessa érea.
Nesse sentido, ainda na subsecao 2.2.2, o autor fornece um exemplo de um operador sobre
um espaco de Banach que possui a propriedade de especificagao exclusivamente sobre
compactos, entretanto, quando considerado esse mesmo espago como espaco de Fréchet,
com uma escolha adequada de seminormas, o operador possui a propriedade em todo
espaco. Por fim, esse exemplo se mostra relevante, tendo em mente que, mesmo alterando
a métrica e topologia de um espaco, quando feito de forma intencional, ainda pode ser

possivel fazer inferéncias sobre a entropia de um mapa com respeito a métrica original.

Ja no Capitulo 3, encontra-se uma exposicao da no¢ao de entropia topologica,
assim como foi apresentada em [1] por Adler, Konheim e McAndrew: inicialmente, para
espacos topologicos quaisquer, Subsecao 3.1, e, em seguida, para espagos métricos, Subsec¢ao
3.2, onde se situa o interesse desse texto. Ademais, esse capitulo se conclui com a aplicagao
dos resultados desenvolvidos no Capitulo 2.2.2 para entropia topologica a fim de se

aproximar de uma prova para o Teorema 3.2 de [7].

Finalmente, no Capitulo 4, sao ratificadas as condi¢oes necessarias e suficientes
para que um shift com peso apresente as propriedades mencionadas nos capitulos anteriores.
Como também, é apresentado um exemplo de shift com pesos que possui entropia topoldgica
infinita, mas ndo possui outras variagoes de caos, contido em [7]. Mostrando, assim, que
para essa classe de operadores a entropia topologica é uma forma de caos mais fraca que

hiperciclicidade frequente.
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1 Conceitos Preliminares

Neste capitulo, as no¢oes fundamentais para o desenvolvimento do trabalho
serao apresentadas a fim de consolidar o entendimento do leitor. Inicialmente, as de-
monstragoes gerais, relativas a espagos métricos e espagos topoldgicos, serao omitidas e
bibliografias onde as mesmas podem ser encontradas serao apontadas. Posteriormente,
propriedades de sistemas dindmicos relacionadas com caos serao demonstradas com o

intuito de aumentar a intuicdo do leitor.

1.1 Espacos Vetoriais Topoldgicos

O estudo de operadores lineares comumente se faz em espacgos de Banach, que
permite serem aplicados uma colegdo de teoremas célebres da andlise funcional. Contudo,
para os resultados descritos nesse trabalho, vé-se que esse contexto pode ser substituido
por espacos com estrutura muito mais geral. Sendo eles, espacos de Fréchet e F-espagos.

Dessa forma, deve-se primeiro definir essas estruturas e suas propriedades notaveis.

Definicao 1.1 (Espago Métrico). Um espago métrico é um par (X, d), em que X € um

conjunto nao vazio e d : X x X — R ¢é tal que, para todos z,y,z € X,

o d(z,y) = 0; [Nao-negativa]
e d(z,y) =0 se, e somente se, T =vy; [Coincidente]
o d(z,y) = d(y,z); [Simétrica)
o d(z,y) < d(z,2) +d(z,9). [Desigualdade triangular]

Defini¢ao 1.2 (Bola Aberta). Seja (X, d) um espagco métrico. A bola aberta centrada em
xe X ederaior é o conjunto B(x,r) ={ye X |d(x,y) <r}.

Definigao 1.3 (F-espaco). Um F-espago real é um espago vetorial real X, munido de uma

métrica d : X x X — R invariante por translacao, isto é,
d(z + 2,y + 2) = d(z,y),

para todos x,y,z € X, tal que as operacoes de soma e multiplicacao por escalar sao

continuas na topologia induzida por d e (X,d) é completo.

Um F-espaco real pode ser definido alternativamente como um espago vetorial

real munido de uma F-norma completa. Uma F-norma define uma métrica invariante



Capitulo 1. Conceitos Preliminares 14

por translacao, d(x,y) = |x — y|, e, reciprocamente, existe uma métrica invariante por

translagao definindo a topologia de X tal que d(z,0) = |z| é uma F-norma.

Definigao 1.4 (Diferenga de conjuntos). Sejam X um F-espago e A, B subconjuntos de
X. Define-se a diferen¢a de A e B por A—B={a—b|aecAebe B}.

Definigao 1.5 (F-norma). Uma fungio || - ||r : X — Ry sobre um espago vetorial X é
dita uma F-norma se, para todos x,ye€ X e A€ R,

1. ||zl = 0 implica que x = 0;

2. }\125 [Ax||r =0;

3. Azl < lp, se Al <1;

4 N +yle < lzle + yle-

Dessa forma, uma F-norma possibilita a investigacao de F-espagos de maneira
similar a espagos de Banach com a cautela de que F-normas carecem da propriedade de
homogeneidade das normas. Isto é, usualmente nao vale que |[Az|| = |\| - ||x| para uma
F-norma. Deverao, entao, ser usados F-espacos no lugar de espagos de Banach para atingir

o potencial completo dos teoremas futuros.

o0
Defini¢ao 1.6 (Convergéncia Incondicional). Uma série Z x, em um F-espago é dita
n=1
00]
incondicionalmente convergente se, para toda bijecio m : N — N, a série Z Tr(n) COMVETGE.
n=1

Em outras palavras, uma série converge incondicionalmente quando o somatoério
de seus termos nao depende da ordem em que se é somado. Contudo, mais que a definigao

acima, serda empregado com frequéncia as equivaléncias dadas pelo teorema seguinte.

Teorema 1.1. Se X é um F-espago com F-norma | - |. Sao equivalentes:

o0
1. Z T, converge incondicionalmente em X ;

n=1

2. para toda sequéncia (g,), € {0,1}",

e¢]
2, Enfn
n=1

converge em X ;

3. para qualquer sequéncia limitada de escalares (ap,)p,

o0
2, QT
n=1

converge em X
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4. para todo e > 0, existe um N € N tal que, para todo conjunto finito F < {N, N+1,...},

|25zl <&

nel

5. para todo & > 0, existe um N € N tal que, para toda sequéncia (s,), € {0, 1}V,

| ) ental <&

n=N

6. para todo € > 0, existe um N € N tal que, para toda sequéncia limitada de escalares
(@) com suplan| <1,
n

| ) o <.

n=N

Demonstragio. A demonstragdo desse teorema pode ser encontrada em [13], teoremas
3.3.8 € 3.3.9, e [16], teorema 3.8.2 e pdgina 153. ]

Defini¢ao 1.7 (Base Incondicional). Seja X um F-espaco. Uma sequéncia (ex)p—, em
X € dita base de Schauder se, para todo x € X, existe uma unica sequéncia de escalares
Q0
(D . Ve . Ve . . . . .
()l tais que x = Z xrex. Além disso, se a série anterior converge incondicionalmente

k=1
para todo x € X, diz-se que (ey)r., € uma base incondicional para X .

Defini¢ao 1.8 (Seminorma). Uma fungio p: X — R sobre um espago vetorial X é dita

uma seminorma se satisfaz, para todos r,y € X e A € R,

p(Ax) = [A|p(z);
2. p(x +y) < plx) +ply).

Além disso, uma sequéncia {p, | n € N} de seminormas é dita separadora se

possui a sequinte propriedade: p,(z) = 0, para todo n, implica que x = 0.

Definicdo 1.9 (Espago de Fréchet). Um espago de Fréchet é um espago vetorial X,
dotado de uma sequéncia separadora crescente de seminormas (p,)n, completo na topologia

induzida pela métrica

dlr.y) = 3 o min(1,pu(z — ).

Exemplo 1.1. Um ezemplo conhecido de espaco de Fréchet se encontra na Andlise
Complexa. Quando se estuda funcoes analiticas, nota-se que a estrutura topologica do

espago das funcoes holomorfas precisa traduzir o conceito de convergéncia uniforme sobre
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compactos, para que sejam validos teoremas essenciais como o Teorema de Weierstrass.

Sendo assim, pode-se definir a topologia de H(C), a partir da sequéncia de seminormas

pu(f) = sup{|f(2)[ | [2] < n}.

A sequéncia de seminormas acima dd estrutura de espago de Fréchet para H(C).

Em termos topolédgicos, a proposicao a seguir caracacteriza a convergéncia e os
abertos em X, a partir de suas seminormas. As propriedades subsequentes sao resultado

direto de como foi definida a métrica gerada por essas seminormas.

Proposicao 1.1. Seja X um espago de Fréchet com respeito ds seminormas (p,). Sejam

T, x€ X, para ke N, e U < X. Entao,

1. xp — x se, e somente se, p,(xy — ) — 0, quando k — oo, para todo n € N;

2. (zp) € sequéncia de Cauchy se, e somente se, p,(rr — x;) — 0, quando (k,1) — oo,

para todo n € N;

3. U é uma vizinhanga de x se, e somente se, existem n € N e ¢ > 0 tais que

{lye X |pu(ly—2z) <e}cU.

Definicdo 1.10. Um espaco de sequéncias reais X é um subconjunto de RY = 2R, tal
que a inclusao de X em RY ¢ continua. Denota-se os elementos de X POT (T )nen, OU
apenas (x,)n, com énfase no fato que nesse texto as sequéncias comegarao no indice 0.
Além disso, diz-se que uma sequéncia (x,), possui suporte finito, quando x, = 0, para

todo n € N, com exce¢io numa quantidade finita de valores de n.

Proposicao 1.2. Seja X um F-espaco de sequéncias, em que {e,}, € base incondicional,
e seja p: X — X uma F-norma definindo a topologia de X. A fungio | -] : X — R, dada

por
e 6} e} 1 n
T = Tper — — min{1, Trer)t.
]; ECk T;% { p(]; kCk)}

define uma F-norma em X.

Demonstragio. Verificar que | - | é F-norma é um exercicio elementar. As condigoes 1, 3 e
4, na definicao 1.5, seguem de imediato de p ser F-norma. Para a condi¢ao 2, dados x € X

e € > 0, basta tomar § > 0 tal que

- 5
(Al <é ﬁpO\Z Trer) < B%

k=1
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5
paran =1,..,N, em que 27 < 3 Assim, para |A| < 9,

o0 1 n N 1 n
nz_ll o min{l,p()\l;xkek)} < nz_:l Wp()\,;xkek) + 9N
Mle 9N
<7’LZ::12712+
LI
2 2

]

Teorema 1.2. Seja X um espaco vetorial normado. Um operador linear T : X — X é
continuo se, e somente se, € limitado, no sentido que existe um ¢ > 0 tal que |Tz| < c|x|,

para todo r € X.

Demonstragio. Se T é um mapa linear e continuo, entao existe 0 < § < 1 tal que |Tz| < 1,

2
=] 1Tz = AHT;H < \. Portanto,

quando |z| < 0. Logo, para um x € X qualquer e A = 5

2
|Tz| < ] , para ¢ = =

J

Por outro lado, pela linearidade de T', a condicao descrita no teorema é equi-
valente a T ser Lipschitz continua. Isto é, [Tz — Ty| < ¢|z — y|. Em particular, T é

continua. O

Teorema 1.3 (Teorema da Categoria de Baire). Seja X um espago métrico completo.

Entao, a intersecao enumerdvel de abertos densos em X € densa em X.

Demonstragio. A prova desse teorema se encontra em [17], pagina 43. ]

1.2 Sistemas Dinamicos

Sistema dindmico, na sua forma mais geral, é um par (X,7), em que X é um
conjunto nao vazio e T uma fung¢ao definida de X para X, também chamada de dinamica.
Contudo, usualmente é exigido de X alguma estrutura, como compacidade ou estrutura
de espagos métricos. Para o estudo de caos linear presente nos capitulos seguintes, X
serd tomado como um espago vetorial topolégico munido de uma métrica invariante por
translagao. Mais ainda, quando necessario também podera ser presumida a estrutura de

espago de Fréchet ou Banach.

Notoriamente, a definicdo acima abrange uma grande quantidade de objetos de
estudo, que podem ser classificados de acordo com as caracteristicas do sistema. Diz-se
que um sistema dinamico é continuo, se sua dinamica fornece uma mudanca gradual dos
pontos no espago, em contraste com sistemas dinamicos discretos, cuja dinamica descreve

trajetorias, chamadas de oOrbitas, de forma abrupta. O interesse desse estudo estd no
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segundo caso, em que, mais precisamente, cada ponto x € X descreve uma érbita por f da
forma Orb;(z) = {z, f(2), f*(z), ..., f"(x), ...}, em que f* = f*"'o f é 0 n-ésimo iterado
de f. Naturalmente, se f(x) = z, diz-se que = é um ponto fixo e, se existe n € N tal que
f"(z) = z, diz-se que z é periédico. Quando o segundo caso acontece, o0 menor natural n

para o qual f"(z) = = é chamado de periodo de x com relacao a f

Exemplo 1.2. Considere a rotag¢io no circulo por um angulo o. Denotando o circulo por

S' = R/Z, pode-se definir a sequinte dindmica:

R,:S'—§s!
[2] = [z + o]

Para a € Q, é facil ver que todo ponto do circulo tem 6rbita periédica sobre
rotagoes por «. De fato, se [zo] um ponto do circulo e o um racional. « pode ser escrito

na forma de fracgao irredutivel, a = %, com a e b inteiros e b ndo nulo. Assim, R’ ([zo]) =
[20 + b.a]. E, como b.a = a € Z, R’ ([20]) = [0].

Por outro lado, todo ponto possui 6rbita infinita pela rotagdo de angulo irraci-
onal. Por absurdo, suponha que exista um natural n tal que R} ([zo]) = [z0], para algum

xg; isto é, Rh([xo]) = [0 + n.a] = [x0]. Logo, n.ac € Z. Absurdo, pois « é irracional.

Assim como as demais areas da matematica, faz-se necessario desenvolver uma
maneira de identificar quando dois objetos sdo equivalentes do ponto de vista dinamico.

Essa atribuicao é conferida a conjugacao de sistemas dinamicos.
Definigao 1.11 (Conjugagao). Sejam (X, f) e (Y, g) sistemas dindmicos. Diz-se que uma
fungio m: X — 'Y € uma semiconjugacio de (X, f) para (Y,qg), se m € continua, tem
imagem densa e satisfaz

rof—gon,

isto €, o sequinte diagrama comuta:

Em particular, diz-se que g é um fator de f. F, caso ® também seja um

homeomorfismo, diz-se que ™ é uma conjugagao.
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Proposicao 1.3. Seja m uma semiconjugacao de (X, f) para (Y,g). Entao, para todo

neN, vale que mo f" = g" om.

Demonstracdo. Por inducio, o caso n = 1 é trivial. Entéo, suponha que 7o f*~! = ¢" tor.

Segue que

Toft=(rof o f=(g""om)of

n—1

=g"o(mof)=g""o(gom)

=g'om.
O

Proposigao 1.4. Seja m uma semiconjugagao de (X, f) para (Y, g) e seja Xo um subcon-

junto denso de X. Entdo, m(Xg) € denso em Y.

Demonstracio. Dado um aberto nao vazio U < Y. Como a imagem de 7 é densa em Y,
existe um x € X tal que 7(x) € U. Dessa forma, por continuidade, 7' (U) é um aberto
nio vazio de X. Assim, se X, ¢ denso em X, entdo existe um zy € X, tal que zo € 7' (U).

Portanto, 7(zg) € U.

O
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2 Teoria do Caos

O estudo da teoria do caos esta relacionado, em termos populares, com o
chamado "efeito borboleta". Sendo esse uma alegoria que descreve a possibilidade do bater
de asas de uma borboleta em uma regiao do mundo causar algum tempo depois um tornado
numa regiao distante. Essa natureza esta associada a fendomenos fisicos de complexidade
elevada como, nesse caso, a meteorologia, ou a trajetéria de um péndulo duplo, cujos
comportamentos aparentam ser aleatérios e pragmaticamente sao imprevisiveis em longo

prazo.

Notavelmente, essas caracteristicas foram exploradas pela filosofia e cultura
popular muito antes de se canonizarem na matematica e nas ciéncias naturais. O filésofo
alemao Johann Gottlieb Fichte descreve o experimento mental em um trecho de seu
livro sobre o desenvolvimento do conhecimento, "The Vocation of Man", de 1799 sobre
como a mudancga na posicao de um unico grao de areia pode acarretar numa mudanca
de temperatura em uma regiao que, por sua vez, resultaria na escassez de graos e o

perecimento de um de nossos antepassados. Sendo assim, Fichte conclui:

In every moment of her duration Nature is one connected whole; in every
moment each individual part must be what it is, because all the others
are what they are; and you could not remove a single grain of sand from
its place, without thereby, although perhaps imperceptibly to you, altering
something throughout all parts of the immeasurable whole. But every
moment of this duration is determined by all past moments, and will
determine all future moments; and you cannot conceive even the position
of a grain of sand other than it is in the Present, without being compelled
to conceive the whole indefinite Past to have been other than what it has
been, and the whole indefinite Future other than what it will be. [10]

Anos depois, o matematico e meteorologista Edward Norton Lorenz acidental-
mente ratifica essa ideia na pratica, quando observa que ao reinserir os dados de condigoes
iniciais em seu modelo de previsdo meteoroldgica com algumas casas decimais arredondadas

em cerca de dois meses na simulac¢do o resultado final foi completamente diferente [15].
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2.1 Caos Topologico

Neste capitulo serao introduzidas as primeiras defini¢oes relacionadas com caos
em um contexto geral, isto ¢, de dinamica topolégica. Tendo como destaque o Teorema de
Transitividade de Birkhoff, que apresenta uma alternativa nao construtiva para determinar
a existéncia de pontos com oOrbita densa. Visto que para dinamicas mais intrincadas a

construgao explicita de um ponto com oérbita densa pode nao ser uma opcao acessivel.

2.1.1 Transitividade Topoldgica

Uma das caracteristicas de interesse que um sistema dindmico pode apresentar
¢ a chamada transitividade topologica que, assim como hiperciclicidade e mistura fraca,
esta relacionada a capacidade dos mapas de misturar pontos do espaco. Naturalmente, a
ideia de um mapa que mistura todos os pontos do espaco se opde a um conceito recorrente:

conjuntos invariantes.

Um conjunto Y < X é dito invariante por f : X — X, se f(Y) < Y. Sendo
assim, deve-se enunciar um teorema que se mostrard essencial para definicao de mapas

topologicamente transitivos.

Teorema 2.1. Seja f: X — X uma dinamica. Sao equivalentes:

1. X nao pode ser escrito como uniao de dois conjuntos disjuntos com interior ndao

vazio A e B tais que A € f-invariante.

2. Para todos U, V' subconjuntos abertos nao vazios de X, existe um natural n tal que

frU)nV #g.
3. Para cada aberto nao vazio U < X, ui_of"(U) é denso em X.

4. Para cada aberto ndio vazio U < X, uy_f~"(U) é denso em X.

Demonstragio. (2) < (3) segue por definigao.

(2) < (4). Pode-se verificar que, se z € f"(U) nV # J, entdo x € V e
x = f"(y),com yeU. Logo, ye U n f7(V) # &. Por outro lado, se U n f7"(V) # &,
tem-se que & # f"(U) n f"(f"(V)) o fM(U) n V. Por sua vez, isso é equivalente a
un_of (V) ser denso em X.

(1) = (4). Dado um aberto nao vazio U < X, considere A = u,"_f "(U) e

B = X\A. Como U c A, A tem interior nao vazio e A é f-invariante. Logo, por hipétese,

B tem interior vazio. Portanto, uy_,f~"(U) é denso em X.

(2) = (1). Suponha, por absurdo, que existam A, B ¢ X disjuntos com interior
nao vazio tais que A é f-invariante e X = A u B. Sejam U = int(A) e V = int(B). Entao,
f(U) < A, para todo n € N. Mas, f"(U) n'V = &, para algum ngy € N. Absurdo.
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]

A propriedade (2), em particular, recebe um destaque maior por ser usada com

mais frequéncia e é como se define transitividade topoldgica.

Definigao 2.1 (Transitividade Topolégica). Um sistema dindmico f : X — X € dito
topologicamente transitivo se, para cada par U,V < X abertos nao vazios, existe n € N tal

que f*(U)nV # .

Como primeiro exemplo, considere a rotac¢ao no circulo definida no Exemplo 1.2.
Pode-se mostrar que esse mapa satisfaz a definicao de transitividade topologica. Contudo,
métodos mais simples de demonstrar que um mapa é topologicamente transitivo serao

desenvolvidos posteriormente.

Exemplo 2.1. A rota¢io por um angulo irracional € topologicamente transitiva com

respeito a métrica d([x], [y]) = min{|z — g| | Z € [z], 7 € [y]}.

Demonstragio. Dados « irracional e U,V < S* abertos nio vazios. Entdo, existem [z¢] € U,
[¥o] € V e e > 0 tais que B([x¢],e) = U e B([yo],e) = V. Sabendo que a érbita de todo

ponto ¢ infinita e o circulo é compacto, desse modo devem existir ¢, 7 € N distintos tais que

d(R, ([0]), RA([0])) <=.

Tome & € [R,([0])] e § € [RL([0])] tais que d(Rq([0]), RL([0])) = | — 3l e
assuma que T < g. Nesse caso, [T+ (j—i)a] = [7]. As classes de equivaléncia dos intervalos
encaixados

Jr =T+ k(- 1), g+ k(j —i)o] < R,

para k € N, cobrem o circulo. Assim, existe kg € N tal que [T + ko(j — i)a] € B([zo], ).

Analogamente, J;. cobre o circulo, para k > k. Entao, existe k; > kg tal que [T + k1(j —
i)a] € B([yol, €).

CCRPTRU) AV £ &
O

Entretanto, é claro que, pelo Teorema 2.1, ndao é necessario se restringir a
apenas a definicao ao se tratar da transitividade topolédgica visto que essa é equivalente as
proposigoes listadas anteriormente. Note também que a afirmagao (1) revela a incompati-
bilidade da transitividade topoldgica e a existéncia de conjuntos invariantes com interior
diferente de vazio, a0 menos num sentido nao degenerado. Desse modo, o teorema anterior
destaca a relagao entre transitividade topolégica e a capacidade de misturar os pontos do

espago. Uma consequéncia imediata do Teorema 2.1 é a seguinte proposicao.
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Proposicao 2.1. Seja f : X — X wum homeomorfismo. Entao, f é topologicamente

transitiva se, e somente se, =1 é topologicamente transitiva.

Demonstra¢io. E imediato das equivaléncias 3 e 4 do Teorema 2.1. O

Teorema 2.2 (Teorema de Transitividade de Birkhoff). Seja X um espago métrico

completo, separdvel e sem pontos isolados e f : X — X uma dinamica. Sdo equivalentes:

1. f € topologicamente transitiva,

2. existe um ponto em X cuja orbita sobre f é densa em X.
Em ambos os casos, o conjunto dos pontos com orbita densa em X € Gs-denso.

Demonstracdo. Suponha que f é topologicamente transitiva. Como X é separavel, existe

um conjunto enumeravel {z; € X | i € N} denso em X. Dessa forma, as bolas abertas
centradas em x; e raio — formam uma base enumeravel da topologia de X. Em outras

palavras, X é um espago primeiro contavel.

Seja {U,, < X | m € N} essa base. Assim, para mostrar que x € X tem érbita

densa, para cada m € N, deve existir um n € N tal que f"(x) € U,,. Isto é, x tem érbita

ve (W)

Sendo assim, se f ¢é topologicamente transitiva, tem-se que U f~"(U,,) é um aberto denso

densa se, e somente se,

n
em X. Dessa forma, pelo Teorema de Baire, a intersecao enumeravel de conjuntos abertos

densos é densa em X. E, em particular, nao vazia.

Para reciproca, seja x € X um ponto de érbita densa e U,V abertos nao
vazios de X. Entao, existem n,m € N tais que f"(z) € U, f™(x) € V e n < m. Logo,

ze f(U) A f~™(V). Portanto, f™(z) e f*™U) "V £ &.
O

E importante notar que, na demonstragao anterior, foi possivel assumir que
n < m porque X nao possui pontos isolados. Caso contrario, se n = m, pode-se considerar
um novo aberto Vi = V\{f™(z)}. E, como X nao possui pontos isolados, V; # ¢J. Assim,
existe m; € N tal que T (z) € V;. Visto que my # m, repetindo esse procedimento, no

méximo, n vezes, obtém-se um natural M < n tal que fM(z) e V.

Dessa forma, tem-se do teorema anterior uma caracteristica fundamental das
dinamicas topologicamente transitivas: a existéncia de érbitas densas. Contudo, em muitos

dos textos basicos em sistemas dinamicos, essa caracteristica é abordada com nomes
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diferentes. Em [12] e [20], o nome transitividade topoldgica é reservado para fungdes com
orbitas densas. Enquanto, no contexto da dinamica linear, assim como no presente texto,

¢ utilizado uma nomenclatura proveniente da algebra:

Definic¢ao 2.2 (Hiperciclicidade). Um operador T : X — X ¢é chamado de hiperciclico se
existe um x € X cuja orbita sobre T' € densa. Nesse caso, x é chamado de vetor hiperciclico

e o conjunto dos vetores hiperciclicos de T é denotado por HC(T).

Um conceito existente no estudo do problema do subespago invariante sdao os

vetores ciclicos. Um vetor z € X ¢ dito ciclico, se o conjunto
span{T"x | n € N}
¢ denso em X. Por outro lado, caso o conjunto
{XT"z |ne N/ e R}

seja denso, diz-se que x é superciclico. Naturalmente, chama-se um vetor = (assim como o
operador T") de hiperciclico, quando o conjunto {T"z | n € N} é denso em X. Propriedades

como essa serao examinadas no capitulo seguinte, sobre caos linear.

Retornando a transitividade topoldgica, para que essa propriedade possa ser
considerada uma propriedade dindmica, é necessario verificar que a mesma é preservada

por conjugacao.

Proposicao 2.2. Sejam f: X — X eg:Y — Y dinamicas. Se ¢ : X — Y é uma
semiconjugacao de f para g e f € topologicamente transitiva, entdo g é topologicamente

transitiva.

Demonstracio. Dado U,V < Yabertos nao vazios. Como ¢ ¢é continua e tem imagem
densa, ¢ (U) e ¢~ (V) sdo abertos nio vazios de X. Logo, existem n € N e z € X tais que

f"(z) e ¢ *(U) e w € ¢~ (V). Portanto, pela Proposicio 1.3, y = ¢(z) € g"(U) n V. O

Em particular, f x ¢g é semiconjugada a f e g através das projecoes candnicas.

Do qual tem-se o seguinte corolario.

Corolario 2.1. Sejam f: X - X eg:Y — Y dinamicas. Se f x g € topologicamente

transitiva, entdo f e g sdo topologicamente transitivas.

Naturalmente, o corolario anterior desperta a pergunta se f e g sao topologica-
mente transitivas implica que f x g é topologicamente transitiva. Em tal caso, a resposta
¢é nao. Para que a reciproca do corolario anterior seja valida, serda necessario definir uma
propriedade mais forte que transitividade topoldgica, que sao as dinamicas fracamente

misturadoras.
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Exemplo 2.2. Como visto no Fxemplo 2.1, a rotagdo no circulo por um angulo irracional
o € topologicamente transitiva. Contudo, para f = g = Ry, f x g : T?> — T? ¢ a translacio
no toro pelo vetor (o, @), que nao € topologicamente transitiva, como pode ser verificado

com base no item 1 do Teorema 2.1.

TQ

/B A

Figura 1 — Cisao do Toro em conjuntos disjuntos A e B com interior ndo vazio, invariantes
pela translagao R, x R,.

1 1.
Considerando o conjunto A = {[(z,y)] € T? | = — 10 Sy<wzc+ 1—0} E um
exercicio simples verificar que A tem interior nao vazio, assim como seu complementar B,

e ambos sao invariantes por R, X R,.

2.1.2 Misturas

Satisfazem uma descricdo mais forte que a transitividade topoldgica mapas
que sao capazes de enviar abertos U; em V; e Us; em V5 na mesma iteracao. Em seguida,
vé-se que essa caracteristica acarreta em diversas propriedades ausentes na transitividade

topologica.

Defini¢ao 2.3 (Mistura Fraca). Uma dinamica T : X — X ¢é fracamente misturadora
seTxT: X xX — X xX, dado por (T x T)(z,y) = (T'(x),T(y)), € topologicamente

transitivo.

Ainda mais, os abertos da forma U x V', onde U e V sao abertos de X, formam
uma base para a topologia de X x X. Logo, uma dindmica 7' é fracamente misturadora se,
dados Uy, Uy, V1, V4 abertos de X, existe um inteiro nao-negativo n tal que T"(U;) nV; #
e T"(Us) N V4 # . Outra forma conveniente de entender essa propriedade é através dos

conjuntos de retorno entre dois abertos.
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Definigao 2.4 (Conjunto de Retorno). Seja T : X — X uma dinamica e U,V < X
abertos. O conjunto de retorno de U para V', denotado por N(U,V), é dado como

NU,V)={neN|T'(U)nV # &}

Nessa nova notacao, T é topologicamente transitiva se, e somente se, N (U, V') #
&, para todos U,V abertos, e é fracamente misturadora se, e somente se, N (U, V1) N
N(Uy, V) # &, para todos Uy, Vi, Us, Vo abertos. Em seguida, enuncia-se dois teoremas

que serao necessarios para demonstracao do Teorema 2.4.

Proposicao 2.3. Uma dinamica T : X — X € fracamente misturadora se, e somente se,
para cada U, Vi, Vy abertos nao vazios de X, N(U, Vi) n N(U, V) # .

Lema 2.1 (Truque dos 4 Conjuntos). Seja T : X — X uma dindmica e sejam Uy, Uy, Vi, Vs
abertos nao vazios de X. Se existe um mapa continuo S : X — X que comuta com T
tal que S(Uy) nUs # & e S(V1) n Vo # &, entdo existem abertos nao vazios U, < Uj e
Vi < Wi tais que N(Uy,V{) < N(Us, Va).

Demonstragio. Pela continuidade de S, existem abertos nao vazios U; < U; e V{ < V] tais
que S(U)) < Uy e S(V) = Va. Nomeadamente, U, = U; n S~ HUy) e V] = Vi n ST (V).
S(Uy) nUy # & e S(V1) nVy # & implica que ambos sdo nao vazios. Agora, se n €
N(U;,VY), entao existe um x € Uj tal que T"(x) € V{. Assim, T"(S(x)) = S(T"(x)) € V4
e S(x) € Uy. Portanto, n € N(Us, V3).

Em particular, se T' é topologicamente transitiva, isso implica que N (U, Vi) N

Teorema 2.3 (Furstenberg). Seja T': X — X uma dindmica fracamente misturadora. O

produto 117"\ T' € fracamente misturador, para todo n > 2.

Demonstrag¢io. Para mostrar que II7" ;7" é fracamente misturador, precisa-se mostrar que
I12", T ¢ topologicamente transitiva. Assim, mostra-se que, se T' é fracamente misturador,

entao II7'_,T é topologicamente transitiva, para todo n > 2, por inducao.

O cason = 2 é trivial por definicao. Entao, assuma que II?"_,T" ¢ topologicamente
transitiva e tome Uy, V}, abertos nao vazios de X, para k = 1,...,n+1. Como T é fracamente
misturador, existe um m € N tal que T™(U,) n Upt1 # & e T™(V,) n Vo1 # .
entdo, pelo Truque dos 4 Conjuntos, existem U, < U, e V. < V,, tais que N(U,,V)) <
N(U,,V,) N N(Upy1, Viy1). Portanto, por hipdtese de indugao,

n+1 n—1
ﬂ N(Uk,Vk) - ﬂ N(Uk‘a‘/k) ﬁN(UT,L,Vé) # .
k=1 k=1
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Retomando o Exemplo 1.2, foi visto que R, x R, nao é topologicamente
transitiva e, em particular, nao é fracamente misturadora. Assim, pelo Teorema de Furs-
tenberg, R, é um exemplo de dindmica topologicamente transitiva que nao é fracamente

misturadora.

Ademais, o Teorema de Furstenberg revela uma caracteristica inesperada das
dindmicas fracamente misturadoras: um mapa ser capaz de levar um par de abertos em
outro par de abertos é equivalente a esse mesmo mapa ser capaz de levar qualquer n-upla
de abertos em outra n-upla de abertos. O teorema a seguir explora algumas implicacoes

disso a respeito do tamanho dos conjuntos de retorno de um mapa fracamente misturador.

Teorema 2.4. Seja T : X — X uma dinamica. Sao equivalentes:

1. T € fracamente misturador;

2. para todo par U,V de abertos nao vazios de X, N(U,V) contém intervalos de

comprimento arbitrariamente grande;

3. para toda sequéncia sindética {ny}ren, no sentido de que (ny) € estritamente crescente
e

sup(ngs1 — i) < 5,
keN

a sequéncia (T™ )gen € topologicamente transitiva.

Aqui, diz-se que uma sequéncia de mapas (f,,)nen € topologicamente transitiva

se, dado dois abertos nao vazios U, V', existe um n € N tal que f,,(U) n'V # .

Demonstragio. (1) = (2). Dado um p € N e U,V abertos nao vazios, pela continuidade
de T', tem-se que T_k(V) é aberto para cada k = 1,...,m. Além disso, pelo Teorema de
Furstenberg, II'" ,T" é fracamente misturador e, em particular, topologicamente transitiva.
Logo, existe um n € N tal que T"(U) n T7%(V) # &, para k = 1,...,m. Segue que
T”+k(U) NV # &, para todo k. Portanto, o intervalo [n+ 1,n + 2, ...,n + m] esta contido
em N(U, V).

(2) = (1). Dados U, Vi, V, abertos nao vazios, pela Proposicao 2.3, basta
mostrar que N(U, Vi) n N(U, Va) # . Como tem-se que N(Vi, V) # &, entdo existe um
n e N(Vi, V,) tal que T" (V1) nVa. Considere o aberto nao vazio V- < V; tal que T (V') < V4.
Por hipdtese, existe um m € N(U, V) tal que m + ke N(U,V), para k =0,1,....n, e

T U) " Vo o T™™U) nTH(V) 2 THT™U) " V) # &.

Portanto, m +n € N(U,V;) n N(U, V3).
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(2) < (3). Dados U,V abertos nao vazios. Seja m o menor natural maior que

sup(ngs+1—ng). Se N(U, V') contém um intervalo de comprimento m, entdao T+ (U) NV # &,
keN

para algum k € N. Por outro lado, se N(U, V) nao contém intervalos arbitrariamente

longos, N\N (U, V') forma uma sequéncia sindética que nao é topologicamente transitiva.

]

A propriedade fracamente misturadora resolve o problema de ser preservada
pela soma direta de operadores e, como visto acima, pode ser entendida com base no
tamanho do conjunto de retorno. Evidentemente, o nome fracamente misturador origina-se
de uma forma mais fraca da propriedade misturadora, que pode também ser entendida a
partir do conjunto de retorno. Precisamente, quando N (U, V') é cofinito, para todos os

abertos U, V nao vazios.

Definicao 2.5. Um sistema dinamico T : X — X ¢ misturador, se, para qualquer par de

abertos nao vazios U,V , existe um N € N tal que

T(U) n'V # &, para todo n > N.

2.1.3 Caos de Devaney

Para definir matematicamente o que se deve esperar de um sistema dinamico
caotico, Edward N. Lorenz afirma:

In fact, in some dynamical systems it is normal for two almost identical
states to be followed, after a sufficient time lapse, by two states bearing no
more resemblance than two states chosen at random from a long sequence.
Systems in which this is the case are said to be sensitively dependent on
initial conditions. [15]

Definigao 2.6. Seja (X, d) um espago métrico sem pontos isolados. Diz-se que um sistema

dinamico T : X — X tem dependéncia sensivel a condicoes iniciais se existe um § > 0

tal que, para todo x € X e e > 0, existe um y € X satisfazendo d(x,y) < ¢ e, para algum
neN, d(T"(z), T"(y)) > §.

Inicialmente, a definicdo de Caos para o matematico Robert L. Devaney seria
um sistema dinamico topologicamente transitivo com dependéncia sensivel a condigoes
iniciais e um conjunto denso de pontos periddicos. Contudo, essa definicao apresenta um
problema: se X é um espacgo topoldgico, a definicao dada acima depende da escolha da

métrica definindo a topologia de X.

Exemplo 2.3. Considere o mapa f : (1,0) — (1,0), dado por f(x) = 2z. Com respeito a
métrica usual de R, f é claramente sensivelmente dependente a condigoes iniciais. De fato,
satisfaz a definigao 2.6 para todo 6 > 0. Por outro lado, como a fungdo log : (1,00) — (1, 0)

¢ uniformemente continua, a métrica d(x,y) = |log(z) —log(y)| define a topologia usual
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de (1,00), mas [ € uma isometria com respeito a essa métrica. Portanto, ndo pode ter

dependéncia sensivel a condigcoes iniciais.

Esse problema pode ser prontamente evitado pelo seguinte teorema:

Teorema 2.5 (Banks-Brooks—-Cairns-Davis-Stacey). Seja (X, d) um espago métrico sem
pontos isolados e T : X — X um sistema dinamico topologicamente transitivo e com um
conjunto denso de pontos periddicos. Entao, T possui dependéncia sensivel a condi¢oes

iniciais com respeito a qualquer métrica definindo a topologia de X .

Demonstracio. Como X nao possui pontos isolados, X nao pode ser uma tnica orbita

periddica. Sendo assim, sejam p; e py dois pontos periddicos com oOrbitas disjuntas. Defina

1= S EA(T (p2), T"(02)) | m,m € N}

Assim, fixados z € X e 0 < € < n/4, sabe-se que d(z,T"(p;)) > n, para todo
n € N, ou d(x,T"(ps)) > n, para todo n € N. Seja p € {p1,p2} 0 ponto que satisfaz a
desigualdade anterior. Por hipdtese, existe um ponto periédico ¢ tal que d(z, ¢) < min{e, Z}

Seja N o periodo de q. Como T é continua, existe um &’ > 0 tal que

d(p,y) <& = d(T"(p), T"(y)) < Z, paran =0,1,...,N.

Por fim, como T é topologicamente transitiva, existem z € X e k € N tais que
d(z,2) <eed(TF(z),p) < €. Entdo, para um j € N com k < jN <k + N,

(T (2), T (q)) = d(T"™(2),q)

> —d(T"NTH(2), T (p)) + d(TN*(p), ) — d(z, q)

n n
TR

\

N3
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TNqu TN73q
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Figura 2 — Transitividade Topoldgica e um conjunto denso de pontos periddicos implica
em sensibilidade a condigoes iniciais.

Portanto, d(T9" (z), TN (q)) = Z ou d(TN(2), T (z)) = Z Em ambos os
casos, d(x, z) < e e d(z,q) < e. Logo, segue que T' é sensivelmente dependente a condigoes

iniciais. 0
Agora sim, pode-se definir corretamente caos no sentido de Devaney.

Definicao 2.7. Um sistema dinamico T : X — X € dito cadtico no sentido de Devaney,
ou caotico, quando T € topologicamente transitiva e possui um conjunto denso de pontos

periodicos.

Exemplo 2.4. Seja ¥y = {0, 1}N, o espaco das sequéncias com dois simbolos com a
topologia produto. Considere o shift de Bernoulli nesse espaco, 0(Zp)nen = (Tni1)nen- Entao,
dado dois abertos U,V < X, existem abertos bdsicos U' = {a1} x ...{a;} x {0,1} x ... c U
e V' = {bi} x .{b;} x {0,1} x ... € V. Logo, a sequéncia & = (by,...,bj,a1,...,a;,0,...)
satisfaz:

Eedd(U)nV cd(U)nV # @.

Sendo assim, o € topologicamente transitivo. Além disso, dado um aberto bdsico
U = {a1} x ..{a;} x {0,1} x ..., a sequéncia (ay,...,a;,a1,...,a;,a1,...) € U € periddica
com respeito a o. Assim, o possui um conjunto denso de pontos periodicos. Portanto, o €

caotico no sentido de Devaney.

Outro mapa profundamente conhecido por suas propriedades cadticas é o
chamado Arnold’s Cat Map. Nomeado pelo matematico soviético Vladimir Igorevich
Arnold, esse mapa se destaca pela possibilidade de expor visualmente os elementos que
compde caos no sentido de Devaney. Para isso, se T? = R?/Z? é o toro plano, Cat Map é o

mapa induzido no toro pela transformagao linear A = (21). Isto ¢, [z] — [Az].
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O nome Cat Map foi motivado pela aplicacdo dessa dindmica a imagem do
gato de estimacao de Vladimir Arnold. Dado uma imagem digital, pode-se atribuir uma
coordenada para cada um de seus pixels e visualizar aproximadamente a acao dessa
dindmica, aplicando-a a cada pixel da imagem. As imagens a seguir foram feitas pelo
autor com seu animal de estimacao, no mesmo espirito das imagens originais de Vladimir

Arnold.

Original 1 iteragao
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3 iteracoes

10 iteracoes
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297 iteragoes
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393 iteragoes | 394 iteragoes

395 iteragoes 396 iteragoes

Figura 3 — Transformagao de uma imagem pelo Arnold’s Cat Map.

A primeira caracteristica marcante das dinamicas cadticas, vista nas imagens
acimas, ¢ a densidade dos pontos periédicos. Para o Cat Map, em particular, todo ponto
com coordenadas racionais é peridédico e, devido a imagem terem um nimero finito de
pixels, todos os pontos sao periddicos. Dessa forma, apds iteragoes suficientes a imagem
original sempre retornara e o tempo com que isso acontece depende excluivamente da
resolugao da imagem, o que, por sua vez, determina a coordenada dos pixels. Outra
peculiaridade apresentada estd na énfase com que os pixels sdo misturados pela imagem.
Esse fato se da pelo segundo pré-requisito de caos, transitividade topoldgica; como visto

no Teorema 2.5.
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2.2 Caos Linear

A mudanga de definicao de caos (no sentido de Devaney) discutida acima
mostra-se fundamental quando busca-se por fendmenos que apresentam alguma riqueza.
Intuitivamente, ndo condiz considerar fungoes como x € R — 2x € R cadtica, mesmo que
essa possua dependéncia sensivel a condigoes iniciais. Notoriamente, essa sensibilidade
advém de todas as o6rbitas "explodirem"com o tempo. Sem duvidas, como esperado, nao
existem transformacoes lineares cadticas em dimensao finita. No entanto, os espacos de
dimensao infinita sao regularmente desconsiderados. Resultando em uma ampla disse-
minacgao indevidamente da ideia de que sistemas cadticos sao por natureza nao lineares.
"Chaotic systems not only exhibit sensitive dependence, but two other properties as well:
they are deterministic, and they are nonlinear" [19]. Essa segao ird nao sé contestar esse
entendimento, como também expandir as no¢des anteriores de caos para sistemas dinami-
cos lineares. Sendo assim, a partir dessa se¢ao o termo sistemas dindmicos lineares sera
utilizado para se referir ao par (X,7'), em que X é um F-espago separdvel e T': X — X é

um operador em X, isto é, um mapa linear continuo em X.

2.2.1 Hiperciclicidade

Anteriormente, foi-se mencionado o nome dado para operadores que possuem

um ponto com Orbita densa, hiperciclicos.

Exemplo 2.5. Considere o : (* — (2, dado por o(x1, 72, 73,...) = (229, 223, 224...), duas

vezes o shift em (. Seque a demonstracio de que o € hiperciclico.

Considere o conjunto A de todas as sequéncia de mimeros racionais em (> que

possuem uma quantidade finita de coordenadas ndo-nulas. Como A € enumerdvel, tome
()
J
todo j > n;. Seja T : * — (2, dado por 7(x) = (0, 27 1, 27y, 272y, ...), uma inversa

uma enumerag¢io A = {a(i)]i e N} e defina n; como o menor natural tal que a;’ = 0, para
a direita de o, e seja N; tal que
o NZ ZNi_1+n,- €

o0
Resta verificar que & = ZTNi(a(i)) pertence a (* e tem orbita densa. De fato,

- =1
HEPIm
i=1

) € )
e >0, considere o' + Q’kenﬁk, para k€ N tal que 27F < 3 Uma vez que a® + Q’kenﬁk

0
a(i)|| < Z 27", Logo, & é 2-somdvel e pertence a (2. Além disso, dados o' e
i1

é uma sequéncia de suporte finito com entradas racionais, 'V + 2 en 1k = al) . Assim,
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, €
dado que os indices i, ndo se repetem, existe k grande o bastante tal que 27" < 3" Dessa

forma,

0
Al (€),a%) <275+ Y, 27 =2 2 <

j=ik+1

Portanto, o fecho da orbita de & contém A e A é denso em (2, seque que a

orbita de € € densa em (.

Uma forma notavel de avaliar se um operador é hiperciclico é o conhecido
Critério de Hiperciclicidade. Em contrassenso com seu nome, o Critério de Hiperciclicidade
é uma condi¢do equivalente a um operador ser fracamente misturador. Devendo, entao,
ser entendido como uma condi¢ao suficiente, mas nao necessaria para um operador ser
hiperciclico. Como serd visto no Capitulo 4, pode-se facilmente construir um operador que

é hiperciclico, mas nao satisfaz o critério de hiperciclicidade e nao é fracamente misturador.

Teorema 2.6 (Critério de Hiperciclicidade). Se existem subconjuntos Xo,Yy < X, sequén-
cia (ng)y de inteiros positivos e fungoes Sy : Yo — X, para cada k € N, tal que, para todos

re Xy eyey,
1. T™x — 0;

2. Spy—0;

3. T"™Sny — .
Entao, T € fracamente misturador e, em particular, hiperciclico.

Demonstragao. Ver [11], Teorema 3.12 pagina 74. O

Teorema 2.7 (Beés—Peris). Um operador T satisfaz o critério de hiperciclicidade se, e

somente se, € fracamente misturador.
Demonstragio. Ver [11], Teorema 3.15 pagina 76. O

Muito pode ser dito sobre operadores hiperciclicos e seus conjuntos de vetores
hiperciclicos, sendo estes até mesmo relacionados com o problema do subespaco invariante.
Um operador admite um subespaco fechado, invariante e nao trivial se, e somente se, todo
vetor nao nulo é hiperciclico. Contudo, o foco dessa dissertagao esta em outra direcao.
Operadores hiperciclicos possuem um vetor cuja Orbita visita todos os abertos do espaco,
todavia, existe uma condi¢ao adicional que sera necessaria para o desenvolvimento das
secoOes seguintes. Alguns operadores apresentam vetores cuja érbita nao somente atinge

todos os abertos, como também o fazem com frequéncia positiva.
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Definicao 2.8. Um operador T : X — X € dito frequentemente hiperciclico, se existe

x € X tal que, para todo aberto nao vazio U < X,

<n<N|T"
lim inf 710 S [Tz el} .

Nesse caso, diz-se que x € um vetor frequentemente hiperciclico. Além disso, define-se a
frequéncia de um conjunto A < N por

#{0<n<N|neA}
N +1 '

freq(A) = l%njgf

Equivalentemente, T : X — X é frequentemente hiperciclico se, e somente se,
existe um z € X tal que, para todo aberto U c X, existe uma sequéncia de naturais,
(ng)kea, estritamente crescente de ordem k tal que 7™ x € U. Aqui, (ng)kea tem ordem

k, quando (?)keA ¢ limitada. Em particular, nesse caso, a frequéncia com que z visita

f e kK : o
Ué hlrcn inf —. Apesar disso, para mostrar a existéncia de operadores frequentemente
hiperciclicos primeiramente serd elaborado uma condi¢ao necessaria para que um operador

0 seja.

Lema 2.2. Existem subconjuntos de N, A(«, 3), para o, 5 € N, dois a dois disjuntos com

frequéncia positiva tais que, para qualquer n € A(a, ) e m € A(d, 5'), vale que
n=aeln—m|=p+0, para m # n.

Demonstrag¢io. Para cada natural, considere (ag, ai, ...) sua representagao bindria. Isto é,

para a; € {0, 1},

w .
(CL(], ay, ) = Z CLZ'2Z.
=0

Defina I(a, ) como o conjunto de naturais cuja representagdo acima comega
com « — 1 zeros, seguidos de /5 uns e um zero. Ou seja, (ag, a1, ...) € I(a, 3) se, e somente

se,

(ag,a,...) =(0,...,0,1,..., 1.’0’%”“3’ ).
a—1 B

Todo nimero natural estd em exatamente um conjunto da forma I(«, ). Agora,

defina 0, = 3, quando k € I(«, §), para algum o € N, e

i—1
ni=226k+5i, para 7 € N.
k=1
Serd argumentado que A(a,f) = {n; | i € I(a,p)} satisfaz o enunciado.

Primeiramente, como (n;) é uma sequéncia estritamente crescente e cada I(«, /) é disjunto
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dos demais, os conjuntos A(«a, ) também sdo dois a dois disjuntos. Além disso, se
n; € A, B), entdo n; = 0; = [. Por outro lado, se n; € A(a, ) e nj € A(d, '), com

n; #mn; et > j, entao

i—1
ni—nj:2 Z 5k+5i+5j>5i+5j>ﬁ+ﬁ/-

k=j+1
Cada 0; vale 5, quando i € I(«, 8), e se « + 8 < N + 2, entdo o nimero de elementos de

I(a, B) menores ou iguais a 2V é oN+2=a=f " Além disso, caso a+f > N +2, todos elementos

de I(c, B) sdao maiores que 2V. Dessa forma, para todo k € N, com 2V 7! < k < 2, tem-se
que
2N 3
N+2—a— N
nk<n2N<225k<2 Z oN+2ma=B3 <IN (8 Z 2a+ﬁ)
k=1 a+B<N+2 a,5>1

Sendo assim, existe um M > 0 tal que

Nk < gy < M2N < 2Mk.

Por fim, por construgao, os conjuntos I(«, ) tem frequéncia positiva. De
fato, frac[I(a,3)] = 27*P. Assim, se (k;) sdo os elementos de I(a, ) enumerados em
ordem crescente, entao existe um K > 0 tal que k; < Kj. Portanto, A(a, ) = {n,} e
nk, < Mk; < MK,

]

Teorema 2.8 (Critério de Hiperciclicidade Frequente). Seja T : X — X wum operador
num F-espaco separdvel X. Se existe um subconjunto Xo < X denso e uma sequéncia de

mapa S, : Xo — Xy tal que, para todo x € Xy,

T"x converge incondicionalmente;

||M8

n=0

o0

2. Z Spx converge incondicionalmente;
n=0

3. T"S,x=x eT"S,x = S,_nx, para todo n > m.

Entao, T € frequentemente hiperciclico.

Demonstragio. Seja | - | uma F-norma definindo a topologia de X. Como X é separavel,
existe uma sequéncia (y;) em X, densa em X. Pelas hipéteses 1 e 2, para cada k € N,

existe um Ny € N tal que, para todos j < k e F' < {Ng, Ny + 1, ...} finito, tem-se que

" 1
I Tl < 1)

neF
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| 25 Sutill < oz (2.2)

neF

Seja A(a, ) < N como no Lema 2.2 e seja A = UL, A(k, Ni). Defina z, =

Yk, quando k € A(k, Ng), e defina x = Z Snz,. Para mostrar que essa série converge
neA

incondicionalmente, tome um ¢ > 0, k£ € N tal qu {Ng, Ng1, ...} finito,

entao

k

S5 =3 Y 5= Y syt DY S

neA j=1 nEA(j,Nj) 7=1 nEA(j,Nj) j=k+1 nEA(j,Nj)
nek neF ner neF

Entao, por (2.2), tem-se que

k 0
1) Sazal < D50 D0 Sagsl+ D) | Z Sny;jl
neA Jj=1 neA(j,N;) j=k+1 neA(j,N;)
neF ner ner
1 |
<Y+ —
& :
j=1 2 j=k+1 ‘]2J
1 | 1
< 2716 + Z 27 = k-1 <€
j=k+1

Resta apenas mostrar que z é frequentemente hiperciclico. Novamente, fixe um

k € N. Para cada m € A(k,ny), vale que

T"r —y, = Z TS, 2y + Z TSz +T"Smzm — Y.

neA neA
n>m n<m

Além disso, para qualquer M > m, pode-se aplicar (2.2) no primeiro somatério

e obter

k o)
| >, T"Sazl < Z Sn-myil+ D3 1 D% Su-msl (2.3)
neA j:I neA(j,N. j=k+1 neA(,N;)
m<n<M m<n< m<n<M
k 0
1 1 1
7=1 k j=k+1 ]2] 261
Como (2.4) vale para todo M > m, tem-se que | Z T™Snzn| < 57— Analo-
neA
m<n

gamente, aplicando 2.1 no segundo somatorio, segue que
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k 0
| D, TSezall < D01 D0 Tyl + X 1 D>, Tyl (2.5)
neA Jj=1 neA(j,N;) j=k+1 neA(j4,N;)
n<m n<m n<m
A 1
— = 2.6
<ZM ZJ (2.6)
j=1 =k+

Em conclusao, por (3), tem-se que TS,z = zm = yx. Dessa forma, a partir
de (2.4) e (2.6), obtém-se que [Tz — y;| < =1

A(k, Ni) tem frequéncia positiva, x é um vetor frequentemente hiperciclico de 7.

Portanto, como (y;) é denso em X e

]

O seguinte teorema revela a abrangéncia do Critério de Hiperciclicidade Fre-
quente. Operadores que satisfazem o Critério sao, além de frequentemente hiperciclico,
misturadores e cadticos. A demonstracao desse fato para propriedade misturadora envolve
um teorema semelhante ao Critério de Hiperciclicidade, conhecido como Critério de Kitali,
que é uma condicao suficiente para um operador ser misturador. Esse Critério pode ser
encontrado em [11], teorema 3.2 da pédgina 71, e, para uma demonstragao do Critério,

basta observar a demonstracao da segunda parte do teorema seguinte.

Teorema 2.9. Um operador num F-espago separdvel que satisfaz o Critério de Hipercicli-

cidade Frequente é também cadtico e misturador.

Demonstracao. Se T satisfaz o Critério de Hiperciclicidade Frequente, entao T € hiperciclico
e topologicamente transitivo. Logo, para mostrar que 17" é cadtico, basta mostrar que T’
possui um conjunto denso de pontos peridédicos. Pelas condigoes 1 e 2, para todo x € X e
N e N,

o0 o0
Yo N = Z SiNT + T + ZTiNx,
i=1 -

converge em X e y, v — x, quando N — oo. Além disso, pela condicao 3, cada y, y €

periédico com periodo N. Portanto, T é cadtico.

Agora, seja | - || uma F-norma definindo a topologia de X. Dados dois abertos
U,V nao vazios, pela densidade de X, existem x € U n Xy e y € V n Xy. Além disso,
existem ¢, > 0 tal que B(z,d) < U e B(y,e) < V. Pelas condigbes 1 e 2, existe um
N € N tal que

[T"z] < e e [Sayl <9,

para qualquer n > N. Logo, z = x + S,y € U e, pela condicao 3, T"z =
Tz +yeV. Assim, {N,N +1,N +2,...} € N(U, V). Portanto, T" é misturador. ]
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O capitulo 4 dedica-se a estudar as propriedades de caos nos shifts com pe-
sos. Para esses operadores em espacos em que {e,} é base incondicional, o Critério de
Hiperciclicidade Frequente é equivalente a hiperciclicidade frequente. Porém, um exemplo
importante de espago de sequéncias, em que {e,} nao é base incondicional, é ¢q - espago
das sequéncias reais com limite igual a 0. Bayart and Grivaux, em [4] corolario 5.2 e 5.3,
investigam um exemplo de shift com pesos em ¢y frequentemente hiperciclico que nao é
misturador, nem cadtico. Dessa forma, tem-se que o Critério de Hiperciclicidade Frequente

nao ¢é equivalente a um operador ser frequentemente hiperciclico, no geral.
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2.2.2 Propriedade de Especificacao

Nessa subsecao, explora-se a propriedade de especificagdo uma nocgao de caos
mais forte que caos no sentido de Devaney e semelhante a propriedade de sombreamento,
enunciada em [14], Teorema 18.1.2, com respeito a capacidade de um mapa aproximar
orbitas. Mais especificamente, uma fun¢ao continua possui a propriedade de especificacao
se é capaz de aproximar uniformemente qualquer quantidade de trechos de érbitas pela
orbita de um ponto peridédico. Deve-se, entao, examinar como essa propriedade se relaciona

com as demais, definidas anteriormente.

Definicao 2.9. Seja (X, d) um espago métrico compacto e seja f: X — X uma fungao
continua. Dizemos que f tem a propriedade de especificacao se, para todo € > 0, existe
um N € N tal que, para todos s € N, yp,...,ys € X e inteiros 0 < a; < by < as < by <

. < as < by satisfazendo a;y1 —b; = N, para v = 1,...,s — 1, existe um ponto x € X
tal que fbs+N(x) =x e para cada t = 1,...,s e inteiro n, com a; < n < b;, temos que

d(f"(x), [" (i) <e.

Naturalmente, a defini¢do anterior pode ser estendida para F-espagos a partir

de uma exaustao por compactos. Isto é:

Definicao 2.10. Seja X um F-espago separdvel. Dizemos que um operador T : X — X
possui a propriedade de especificacio para operadores se existe uma sequéncia crescente

(Kp)nen de compactos T-invariantes com 0 € Ky e

o0
UKn =X
n=1

tal que, para cada n € N, T|g, tem a propriedade de especificagio.

Em [3], é discutido sobre a nao exigéncia dos conjuntos K, serem compactos na
defini¢do anterior. Contudo, queremos que a propriedade de especificagdo para operadores
seja preservada por semiconjugacao e, para que isso valha, é necessario que a semiconjugacao
entre os operadores seja uniformemente continua, como sera visto no Teorema 2.4. Para
evitar alteragoes no conceito de semiconjugacao, optamos por incluir a compacidade dos
conjuntos K, e, assim, obter a continuidade uniforme de qualquer semiconjugacao sobre

esses compactos.

Exemplo 2.6. Seja 0 : %, — ., 0 shift de Bernoulli em ., = {0, ...,m — 1}, Vamos

mostrar que o possui a propriedade de especificacao.

Demonstragdo. Dados s € N, 2’ = ('), € X,,, parai =1,...5, e € > 0, tome N € N tal

que 27N <.
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Entao, para quaisquer 0 < a; < by < as < by < ... < as < b, satisfazendo

a;41 —b; = N, parai=1,...,s — 1, considere z = (z,),, dado por

{x; sea; <n<b+ N,
2y =

0 caso contrario.

Portanto, denotando por 7 o shift para direita que fixa 0 na primeira entrada,
a0

vale que £ = Z TFO2N) 2 6 by + N periddica e 6™ e 0"z’ tém ao menos as N primeiras
k=0
entradas iguais, para a; < n < b;. Logo,

d(o"¢,0"a") <

2N<5 para a; < n < b;.

[]

Por outro lado, é pertinente notar que uma func¢ao continua pode satisfazer
a propriedade de especificagdo num conjunto ndo compacto, assim como mostrado em
[21], Proposicao 4.1. Esse fato serd indispensavel para as discussoes futuras sobre entropia
infinita. Nesse ambito, a seguir é enunciado um exemplo amplamente conhecido de um mapa
com a propriedade de especificacdo para operadores, os shifts com pesos que satisfazem o
Critério de Hiperciclicidade Frequente. Para o melhor do conhecimento do autor, esse fato
jé foi demonstrado na literatura utilizando o Teorema 2.13 ou construindo semiconjugacgoes
entre o shift com pesos, restritos a compactos, e os shifts de Bernoulli. Ambos os métodos
seriam igualmente simples, apds o Teorema 2.13 ser provado. Contudo, o autor optou por
fornecer uma demonstracao direta desse fato, visto que os detalhes dessa demonstracao
sugestionam como podemos construir um exemplo de operador com a propriedade de

especificagao em todo o espago.

No exemplo anterior, foi possivel provar que a fun¢ao dada tem a propriedade
de especificacao de forma construtiva. Contudo, fazer o mesmo para a propriedade de espe-
cificagdo para operadores adiciona uma nova dificuldade, enquanto depende da construcao
de uma sequéncia densa de compactos invariantes. Devido a isso, vamos demonstrar um

fato que se fara util na abordagem desse obstéculo para os shifts com peso.

Lema 2.3. Seja X um F-espago de sequéncia real, em que {e,}nen € base incondicional.
Se a = (an)n € X, entio K, = {(zp)n € X | |2,| < a,} € compacto em X.

Demonstragio. Considere a funcao F : [~1,1]Y — X, dada por F(a,), = (anGn)n. A
convergéncia incondicional de Z ane, € |ay| < 1 garante que (a,a,), é uma sequéncia de

X. Mais ainda, [—1,1]" é compacto com a topologia induzida pela métrica

Tn
d[(n)n, Z ’ 2n+1



Capitulo 2. Teoria do Caos 43

o0
5
Dessa forma, dado um ¢ > 0, existe um k € N tal que || Z An@nen| < 5 para
n=k
todo (An)n € [—1,1]". Assim, para § < 27%, temos que

(e )ns (Bn)n] < 6 = [|[F(an)n — F(Ba)| = | Z (n = Bn)anen| < e.

Portanto, ' é continua e segue que F([—1,1]") = K, é compacto.

O

Mais ainda, suponha que K, é ndo vazio. Entao, os conjuntos mK, = {(z,), €

X | |z, < ma,} tém unido densa em X. De fato, se (z,), € X, entdo as somas parciais
k

Z Tpe, convergem para (x,),. Isso implica que o conjunto das sequéncias com suporte

n=1
finito é denso em X e, dado uma sequéncia da forma, (z1, ..., 2, 0,0, ...), pela propriedade

de Arquimedes, existem m,; € N tais que |x;| < m;a,. Logo, (21, ..., 2, 0,0, ...) € mK,, para

m = max m;.
1<i<k

Exemplo 2.7. Vamos mostrar que o operador de Rolewicz T = 2B em (? possui a
propriedade de especificagao para operadores. Para isso, considere o compacto T-invariante
Ky = {(zn)n € % | |22] < m27"}. Dado € > 0, tome um N € N tal que 27V < £/2m.
Dados ' € X, com 2* = (2%),, parai =1,....8, e 0 < a; < by < ... < a5 < b, com
a;41 — b; = N. Podemos construir uma sequéncia z = (z,), de forma que ela contenha
trechos de x' nas posicoes e com os coeficientes corretos para que T"z e T"z' tenham ao

menos as N primeiras entradas iguais, para a; < n < b;.

{x’n sea; <n<b + N;
Zn =

0  caso contrario.

0
Agora, considere £ = Z SEOHN) 4 by + N-periodizacio de z, em que S(x,) =
k=0
(0,27'2),27 25, ...) € uma inversa a direita de T. Faz-se necessdrio mostrar que & é

2-somavel. De fato,

o0 o0 e0)
gl = [ D] SFCFNz| < Y SHCAN | = YT 27FEN 5] < 2] < o0
k=0

k=0 k=0

Além disso, firado a; < n < b;, sey = T"E — T"x", entdo y possuem as N
primeiras entradas iguais 0 e y € K, — K,,, = Ks,,. Portanto,

o0
lyl < > (@m)2* = 2m)2 N <e.
k=N+1
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O exemplo anterior faz-se proveitoso a medida que explicita a dependéncia de
N por e e m. Precisamente, N(g,m) ~ —log,(g) + log,(m) + 1. O que indica que T" nao
possui a propriedade de especificacio em todo ?. Evidentemente, se um operador 7" possui
a propriedade de especificagao em todo o espaco X e X é um espaco de Banach, entao,
dado um z € B(0, 1), podemos aplicar a propriedade para ¢ = 1 e os trechos de 6rbita de
reAr,coma; =b; =0,ay =b, =N e \eR qualquer. Dessa forma, variando A, tem-se

que T nao é limitado. Absurdo, supoe-se que 1" é continuo.

Teorema 2.10. Nao existem operadores (continuos) que satisfazem a propriedade de

especificacao em todo um espaco de Banach.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que um operador T' possui a propriedade de espe-
cificacdo em todo o espago X e X é um espaco de Banach. Entao, fixado um x € B(0, 1),
podemos aplicar a propriedade para € = 1 e os trechos de orbita de x e Az, com a; = b; = 0,
as = by = N e X € R qualquer. Entdo, exite um y € B(0,2) tal que |[TVy| = |\ - [TV z|.
Dessa forma, variando A, tem-se que 7" nao é limitado. Absurdo, supoe-se que T é conti-

nuo. O

Todavia, a partir do exemplo anterior, pode-se intuir que um operador num
espaco de Fréchet ou F-espaco pode satisfazer a propriedade de especificacdo em todo
0 espaco, caso a métrica desse espacgo seja adequada para tal. No caso dos shifts com
pesos, ¢ necessario que a métrica utilizada seja pouco sensivel as entradas de indice grande.
Antes disso, o teorema seguinte generaliza o exemplo anterior com a exigéncia de poucas

adaptacoes.

Teorema 2.11. Seja X um F-espaco de sequéncias reais, em que {€y}nen € base incondicio-
n

nal. Se (v,), € X, para v, = 1_[ w; ', entdo o shift com pesos w = (Wy)n, Buw, possui a pro-
i=1

priedade de especificagcao para operadores. Em que B, é dado por By, (Ty)n = (Wpi1Tni1)n-

(Ver Capitulo 4 ).

Demonstra¢io. Analogamente, considere o compacto B,-invariante K, = {(z,), € X |
e¢]

|z,| < mu,}. Dado € > 0, tome um N € N tal que |[2m Z v,| < e. Dados 2’ € X, com
, . k=N+1
2t = (z))p, parai =1,...,8,e 0 < a; < b < .. < as < bs, com a1 —b; = N. Defina

z = (2n)n pOT

{x; sea; <n<b + N;
2y =

0 caso contrario.
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0
Agora, considere £ = Z F[Z(b”N)z a (bs + N)-periodizacao de z, em que
k=0
Fu(zn) = (0,w g, wy ' ay, ...

0
¢ uma inversa a direita de B,,. Faz-se necessario mostrar que Z K
k=0

bs+N) 2 converge in-
o0
condicionalmente. De fato, z possui suporte finito, logo, basta mostrar que Z qu(

k=0
0

converge incondicionalmente, para um j qualquer. Por hipotese, tem-se que Z V€) COon-

k=0
0

. - Uk(bs+N
verge incondicionalmente ¢ FAt+Ne, — geﬁk(bsﬂv). Desse modo, Z FrGANe. =
J k=0

bs+N)
e.
J

o0 es}
. 1 . .
Z apUper, em que g € igual a — ou 0. Portanto, 2 Fﬁ(b”N)ej converge incondicional-
k=0 Y k=0
mente.
Além disso, fixado a; < n < by, para y = B¢ — Ba', tem-se que y € Ko, € y

possuem as N primeiras entradas iguais 0. Portanto,

0
Iyl <l2m 3 vl <e.
k=N+1

]

Para que a propriedade de especificacao para operadores possa ser considerada
uma propriedade dinamica, é necessario que a mesma seja invariante por semiconjugacao.
A demonstracao desse fato contém a demonstracao de que a propriedade de especificagao
para mapas definidos em compactos é preservada por semiconjugacao. Dessa forma, apenas

uma demonstracao precisa ser fornecida e um leitor atento perceberd essa conjuntura.

Proposicao 2.4. Sejam T : X — X ¢ S:Y — Y operadores em F-espacos separdveis.
Suponha que exista ¢ : X — 'Y continua e com imagem densa tal que poT = So@. SeT

tem a propriedade de especificacao para operadores, entdo S também tem.

Demonstragio. Seja ¥ (x) = ¢(z) — ¢(0). Temos que ¥ é continua, tem imagem densa e

Sop(0) =¢oT(0)=¢(0), entao

(Yo T)(x) = (¢oT)(x) - d(0) = (S0 d)(x) = ¢(0) = (S ov)(x).

Como T tem a propriedade de especificagdo para operadores, existe uma
sequéncia de conjuntos T-invariantes (K, ), satisfazendo a Definigao 2.10. Entao, considere

L, = Y(K,,). Assim, como ¥(0) = 0 e ¢ tem imagem densa, temos que

0
OELleUanY.
n=1
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Dado um € > 0, como ¢ é uniformemente continua em K,,, existe § > 0, tal

que, para todos u,v € X,
A, v) < 8 = d((w), ¥(v)) < =.

Além disso, pela propriedade de especificacao de T', existe um Ns € N tal que,
para todos s € N, x1,...,xs € K,, e inteiros 0 < a1 < b; < ay < by < ... < as < by
satisfazendo a;;1 — b; = Ng, para ¢ = 1,...,s — 1, existe um ponto z € X tal que

T*Ns(z) =z e, para cadai = 1,...,s e a; < n < b;, temos que d(T"(x), T"(z;)) < 9.

Entao, para esse ¢ dado, todos s € N, y1,...,ys € L,, e inteiros 0 < a; <
b1 < ay < by < ... < ay < b, satisfazendo a;,1 — b; = Ns, para i = 1,...,s — 1, temos
que y; = P(z1),...,ys = ¥(xs) e, pela propriedade de especificacao de T, existe um
ponto z € X tal que T%*™(2) = x e, para cada i = 1,....s e a; < n < b;, temos que
d(T"(x), T"(x;)) < 6. Assim, y = ¢(x) satisfaz:

$ N (y) = SV () = BTV (@) = i) = y
e, para cada ¢ = 1, ..., s e inteiro n, com a; < n < b;, temos que
d(T"(z), T"(2;)) < 6 = d((T"(2)), P(T"(x:))) = d(S"(y), " (1)) < e

]

Estabelecido o cenario geral da propriedade de especificagao, naturalmente
surgem as perguntas sobre como essa propriedade se relaciona com as demais variagoes de
caos em sistemas dinamicos. Nao é dificil intuir, a partir da definicdo de especificacao, que
essa propriedade é mais forte que todas vistas até aqui. Para a hiperciclicidade frequente,
essa demonstracao é extensa e complicada, presente em [3]. Segue a demonstracao dos

demais casos.

Teorema 2.12. Se T : X — X possui a propriedade de especificacio para operadores,

entao:

(i) os pontos periddicos por T' sao densos em X ;
(i) T € misturador;
(iii) T é cadtico;

(iv) T € frequentemente hiperciclico.

Demonstragio. Para (i), dado um aberto U < X ndo vazio, existem ¢ > 0 e xy € U,

com B(zg,e) < U, a bola aberta centrada em z, de raio . Assim, pela propriedade de
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especificacio de T, existe N e N e v € X tal que d(x,2¢) <ce TVx = 2. Isto é, z é um

ponto periddico pertencente a U. Portanto, o conjunto dos pontos periddicos é denso em

X.

Por outro lado, para (ii), dado dois abertos nao vazios U,V < X, tomamos
x1 € U, 29 € V e e1,69 > 0 tais que B(x1,61) € U e B(xg,e2) < V. Aplicando a
propriedade de especificagao para ¢ = min{ey, g2}, existe N € N tal que, para qualquer
n > N, existe um x € X para o qual d(x,z1) < e e d(T"z,T"x9) < €. Dessa forma, temos
que, para todon > N, T"(U) n'V # ¢. Em particular, T' é topologicamente transitiva e,

por (i), é cadtica. Entao, vale (7iz).

Para (iv), ver [3], Teorema 13. O

Por outro lado, ainda ha uma hipdtese que se mantém mais forte que a
propriedade de especificacao. Sendo ela o Critério de Hiperciclicidade Frequente. Como
sera construido, é possivel mostrar que o Critério de Hiperciclicidade Frequente permite
construir uma semiconjugacao entre o operador restrito a alguns compactos e os shifts de

Bernoulli. Assim, herdando as propriedades dindmicas desses mapas.

Teorema 2.13. Seja T : X — X um operador num F-espago separdvel X. Se existe um
subconjunto Xo < X denso e uma sequéncia de mapa S, : Xo — Xg tal que, para todo

I‘EX(),

o0
1. Z T"xz converge incondicionalmente;

n=0
o0
2. Z Syx converge incondicionalmente;

n=0

3. T"S,x=x eT™S,x = S,_nx, para todo n > m.

Entao, T tem a propriedade de especificacao para operadores.

Demonstragio. Seja | - | uma F-norma definindo a topologia de X. Como X é separavel,
podemos tomar {x,},eny © Xo subconjunto enumeravel de X, denso em X, com z; = 0.
Além disso, como nao é necessario nem mesmo que S,, sejam continuas, podemos assumir
que S,0 = 0, para todo n € N, caso contrario bastaria redefinir essas func¢oes alterando
seus valores no 0 e as condigoes (ii) e (iii) ainda valeriam. Agora, por (i) e (ii), existe

sequéncia de naturais (N,,), com N, .o — N,.1 > N, 1 — N, para todo n € N, tal que

1 1
|3 Tl < o e | Y] Skml < (27)

em que my € {1,2,...,n}, para cada n € N.
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Seja ¥, = {1,2,...,n}%, defina ®: U3, — X por

(I)[(mk)kez] = Z S—kxmk + Ly + Z Tkilfmk.

k<0 k>0

Por (3.1), temos que Z S_k T, € Z Tkxmk convergem. Entao, ® estd bem
k<0 k>0

definida.

Mais ainda, ¢ ¢é continua em X,,, para cada n € N: dado um € > 0, sejam n € N

1
tal que o1 < g N,, dado por (3.1). Nesse caso, se d[(ag)kez, (b )rez] < entao

1
ap = by, para —N,, < k < N,,.

2Nn

= [®[(ar)rez] = P[Ox)rezll = | Y] Skta, — Y Skan, + D, Traa, — > Tra,|.

k>Nnp k>N, k>Np k>Np,

= | ®[(ar)rez] — P[(br)rez]| < i <e.

2n+1

Por outro lado, definindo K, = ®(%,), temos que K,, é um compacto T-
[ee}

invariante, com U K, o {x,}
n=1
para frente em X,,. Portanto, pelo Teorema 2.4, T" tem a propriedade de especificacao para

en = X, e @[y, é uma semiconjugacio entre 1|k, € o shift

operadores. n

Teorema 2.14. Seja X um F-espago de sequéncias, em que (e,), € base incondicional, e
seja By, o shift com pesos (w,) em X. Suponha que v, = Hw;l € uma sequéncia em X.
i=1

Se || [lo € uma F-norma definindo a topologia de X, entdo B, possui a propriedade de

especifica¢do para operadores. Além disso, se m; : X — X € definido, para x = (x,,),, por
mx = (g, x1, Tay ..., 24, 0,0, ...),

entao B, possui a propriedade de especificacao em todo X e nao somente em compactos,

com respeito a F-norma

o0
||| = Z 27 min{1, |mx|o}, para x € X.

i=1
Antes da demonstracgao, vale notar que foi provado a primeira parte desse
teorema no Teorema 2.11, mas, para a segunda parte, sabemos do Teorema 2.10 que o
resultado nao é valido para espacgos de Banach. Conclui-se, entdao, que em um espago de
Banach essa nova F-norma nao é topologicamente equivalente a norma original. De fato,
se X = (2, por exemplo, os vetores {e,} formam uma sequéncia divergente com respeito a
norma usual, contudo, essa sequéncia tende a 0 com respeito a F-norma introduzida aqui.

Em particular, se n < m, |, —e,[ = 27"
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Demonstracao. Resta apenas mostrar a segunda afirmacao. Sendo assim, dado ¢ > 0,
tome um N € N tal que 27V < ¢. Para todos z° € X, com 2’ = () )ny @ = 1,...,8, €
0<a; <b <..<as<b, coma;; —b; = N, considere z = (z,),, como anteriormente,

dado por

x;, sea; <n<b + N;
Zp =
0 caso contrario.

a0
Entao, & = ZFﬁ(bSJFN)z é (bs + N)-periddica e, para cada a; < n < b,
k=0

B¢ — B x" tem ao menos as N primeiras entradas iguais. Portanto, para a; < n < b;,

o0 o0
|Bis — Bpat| = >0 27" min{l, [m(Bpg — Bpa')o} < D) 27" =2"V <&

n=N+1 n=N+1

]

Nesse caso, ¢ evidente a necessidade de se fazer distingao entre a propriedade de
especificacao e a propriedade de especificacao para operadores. O teorema anterior mostra
que B, possui a propriedade de especificacdo em X, munido da métrica indicada. Isto é,
néo depende de uma sequéncia de compactos, como na definicdo 2.10. E essencial, ainda,
reconhecer que essa afirmagao nao segue do Teorema 2.11, dado que o N (e, m) obtido tende
a infinito, quando m — o0. No geral, se um mapa possui a propriedade de especificagao
para operadores com respeito a uma sequéncia de compactos K,, e satisfaz a definigdao
de especifica¢ao para N(g,m) em K,,, para que esse operador possua a propriedade de
especificagdo em todo seu dominio, é suficiente que N (e, m) seja limitado com respeito a

m, para todo .
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3 Entropia Topologica

A palavra entropia é encontrada em diversas areas do conhecimento, referindo-
se a diferentes conceitos com significados convergindo para "contetido de transformacao".
Proveniente da Termodinamica, esse conceito seria primeiramente introduzido na Matema-
tica por Claude Elwood Shannon, conhecido como pai da Teoria da Informagao. Pouco
tempo depois, Andrey Kolmogorov e Yakov Sinai definiram entropia para Teoria Ergddica,
o que viria a inspirar R. L. Adler, A. G. Konheim e M. H. McAndrew a criarem o conceito

de entropia topoldgica de um sistema dindmico, em [1].

3.1 Entropia em Espacos Topoldgicos

Para definir a entropia topologica de um mapa, inicialmente define-se a entropia
de uma cobertura. Posteriormente, a entropia de um mapa estara relacionada com a maneira
que esse mapa altera a entropia da cobertura, a partir da habilidade dessa func¢ao refinar

os abertos da cobertura.

Definicao 3.1. Sejam X um espago topologico compacto e o/ uma cobertura de X por
abertos. Denota-se por N(&/) o menor nimero de abertos que uma subcobertura de <7

possui. A compacidade de X garante que N (/) € sempre finito. Dessa forma, define-se a
entropia de o/ por H(</) =log N(<).

Nesse sentido, a entropia de um cobertura deve ser maior, quanto mais refinada

seja essa cobertura; isto €,

Definicao 3.2. Diz-se que uma cobertura </ é um refinamento da cobertura %, e denota-se

B < o, quando todo elemento de </ estd contido em um elemento de A.

Proposigao 3.1. Se B < o7, entio H(AB) < H(A).

Demonstragao. Seja {Aq, ..., An(s)} subcobertura de &/. Entao, para cada A;, existe
um B; € A tal que A; < B;. Logo, {Bi, ..., Bn(w)} é subcobertura de . Portanto,
N(#) < N() e, como log real é uma fun¢ao nao decrescente, H(#) < H(<). O

Além disso, dado duas coberturas, logicamente, pode-se criar uma terceira

cobertura que refina as anteriores a partir da interse¢do dos abertos de cada cobertura.

Definicao 3.3. Dadas duas coberturas o7 e B de X. Define-se a operacao bindria A por

A NB={ANDB|Ae o BeB.
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Observacao 3.1. E imediato que o < o/ N B e B < o n B. Além disso, se o < ' e
B < B, entao A N B < A" NP

Proposicao 3.2. H(«o A B) < H() + H(A).

Demonstragio. Sejam {Ai, ..., An(w)} € {Bi, ..., By(#)} subcoberturas de &7 e %, respec-

tivamente. Entao,

{AinBjli=1,..,N(),j =1,..,N(B)}

é subcobertura de &/ A% com N (/)N () elementos. Portanto, N(o/ A%B) < N(/)N(AB)e
segue que H(o A B) < H(A) + H(AB). O

Pode-se reparar também que, conhecida a identidade f~'(A n B) = f~1(A4) n
f1(B), segue da definicdo que, se f: X — X é continua,

fH A N B) = [ (A) A fTHB).
Proposicdo 3.3. Seja f : X — X uma fungdo continua. Entdo, H(</) = H(f()).

Demonstragio. Seja {Ay, ..., An(w)} subcobertura de 7. Entdo, {f ™' (A1), ..., [ (An(w))}
é subcobertura de f~'(/). Portanto, N(&/) > N(f '(«/)) e H(&/) = H(f ().

O

Finalmente, com as ferramentas desenvolvidas, pode-se definir a entropia de

uma funcao com respeito a uma cobertura.

Definicao 3.4. Seja f : X — X wm mapa continuo. A entropia de f com respeito a

-t (o)

Teorema 3.1. O limite anterior existe.

cobertura </ ¢é

Demonstragio. Escrevendo H,, = H(</ A ... A 7"} (o7)). Pelas Proposices 3.2 e 3.3,

respectivamente,

Hypin = H( A .o A fT7" ()

—H(A Ao A [T ) AT A A T (A)))
SH(A A A fT D))+ Hf ™A A A [T )
SH(S Ao n fT N D))+ H(D A oA fTH )
= H,, + H,.
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1
Dessa forma, —H, < H; e, pela Proposicao 3.1 e Observacao 3.1, H,, é uma
n
sequéncia crescente. Assim, fixando ¢ € N, cada n € N pode ser escrito como n = pq + 1,

com 0 <17 <gq.

Hn H’L p

n kp P
. H, H
= limsup — < —
n—0 n Y%

. H, .
= limsup — < inf —%
n—wo TN peN D

H
Por outro lado, sempre vale que inf —2 < lim inf —~. Portanto, lim —" existe
peN D n—o n neN n

H,
e é igual a inf —. O
neN n

Definicao 3.5. Define-se a entropia de f : X — X como nimero real estendido dado pelo
supremo de h(f, /) sobre todas as coberturas &/ de X e denota-se h(f) = sup h(f, o).
o

No entanto, calcular a entropia de um mapa com respeito a todas as coberturas
nao ¢é funcional. Nessas circunstancias, o teorema seguinte dispoe uma forma mais simples

de efetuar esse cdlculo.

Proposigao 3.4. Seja {,|n € N} uma sequéncia de coberturas de X tal que <7, < <ty.1 e,
para toda cobertura A, existe um n € N para o qual B < <,. Entao, h(f) = T}E{}o h(f, <,).

Demonstracao. Dado uma cobertura % de X, existe n tal que & < .o7,. Pela Proposicao
3.1,
h(f,B) < h(f, ) < lim h(f, ).

Assim, lim h(f,<,) é cota superior de {h(f, o)} .

Além disso, se h(f, ) é cota superior de {h(f, )}, entdo h(f, B) = h(f, ),
para todo n € N. Logo, lim h(f,<,) < h(f, %) é a menor cota superior. Portanto,
h(f) = sup h(f, &) = lim h(f, ). O

Exemplo 3.1. Dado um N € N, considere o espaco topoldgico das sequéncias X com
entrada em X = {0,....N — 1}, em que um subconjunto é dito aberto se é da forma
A=1I2,A;, com A; = X, para todo i, exceto em uma quantidade finita de indices. Isto é,

a topologia de X~ ¢ dada pela topologia produto e a topologia discreta em X .

Considere o shift de Bernoulli, o : X~ — X~ dado por o[(an)nen] = (Gni1)nen-

Entao, o tem entropia igual a log(N).
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Demonstragio. Considere a cobertura <, formada pelos abertos da forma II2 A; tais

que A; = {a;} é um conjunto unitério, para i < n e A; = X, para i > n. E facil ver que

N(«<t,) = N". Logo, H(4,) = nlog N. Por outro lado, se
A={a1} x - x{a} x X x -+,

entao
o N A) = X x{a1} x - x {a,} x X x ---

Sendo assim, tem-se que %7, A 0~ '(%,) = .1, a menos do conjunto vazio, e,

pelo mesmo argumento, 7, A 0~ () A ... A0 ( ) = D im.

Dessa forma, pode-se calcular

h(f. ch) = lim ~—H (7\ fk(%)>

= log N.

Portanto, pela Proposigao 3.4, h(c) = lim h(o, <7,) = log N.

n—o0

3.2 Entropia em Espacos Métricos

A seguir, introduz-se a definicdo de entropia dada por Rufus Bowen para
espagos métricos, presente em [5] e [6]. Frequentemente, essa defini¢do é mais simples de
ser computada que a anterior e sera o método principal de calculo da entropia topoldgica
neste capitulo. Posteriormente, serd examinado o Teorema 3.2 de [7], que declara que todo
operador que satisfaz o Critério de Hiperciclicidade Frequente possui entropia topolégica
infinita. Sera apontado um equivoco em sua demonstracao, incluindo um contraexemplo
para o mesmo e as ideias iniciais para um demonstracao desse teorema, ambos construidos
pelo autor. Antes disso, primeiramente, essa secdo dedica-se por apresentar a nova definicao

de entropia intuitivamente a partir da definicao ja estabelecida.

Definicao 3.6. Seja X um espago métrico compacto com métrica d. Define-se o diametro

de uma cobertura o/ por d(</) = sup d(A), em que d(A) é o didmetro de A. Se existe
Aedf
r > 0 tal que, para todo B < X aberto com d(B) < r, existe um A € o/ para o qual B < A.

Diz-se que r é o numero de Lebesgue da cobertura <f .
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Lema 3.1 (Lema de Recobrimento de Lebesgue). Toda cobertura aberta de um espago

métrico compacto admite niumero de Lebesqgue.

Desse modo, pode-se reformular a Proposigao 3.4 como: se {,} é uma sequéncia
de coberturas de X tal que <, < o1 e d(,) — 0, quando n — o0, entdao h(f) =
nll_{rolo h(f, ). Mais ainda, sempre pode-se cobrir X por bolas abertas de raio tendendo a
0 para obter uma sequéncia de coberturas que satisfaz essas propriedades. Com base nisso,
reformula-se a defini¢ao anterior de forma a carregar as nog¢oes topologicas do espago a

partir da métrica dada.

Definicao 3.7. Seja X um espaco métrico e K < X um compacto. Dados e >0 en e N,
diz-se que um conjunto S < K € (n,¢e)-separado se, para todos x,y € S com x # vy,

max {f'(z), f'(y)} > <.

0<i<n

Denota-se a maior cardinalidade de um conjunto (n,€)-separado por s, -(f, K).

Observacao 3.2. Se X ¢ um espaco métrico, o minimo de bolas abertas de diametro
necessarias para cobrir X € igual ao maximo de pontos em X que distam, dois a dois, ao
menos e. Isto €, s1.(f, K) = N(&), em que o/ = {B(x, g)|x € K}. Da mesma forma, a
menor quantidade de abertos em o/ A f7H () A ... A fTT() que cobrem X € igual ao
maior numero de pontos de X cujos m primeiros pontos de suas orbitas distam dois a dois

ao menos .

Definicao 3.8. A entropia topologica de f com respeito a K €

1
h(f,K) = lin(l)limsup —log s, (f, K).

n—oo T

E define-se a entropia de f como h(f) = sup{h(f,K) | K < X é compacto}.

Exemplo 3.2. Considere o shift para frente no espago das sequéncias bilaterais com N
simbolos, Yy = {0,1,...., N — 1}Z. Pode-se considerar a topologia de Yn como a topologia

dada pela métrica

Al )] = D) o),

1=—00

onde §(x;,y;) =0, se x; =y; e d(x;,y;) = 1, caso contrario.

Nesse caso, para que duas sequéncias estejam a uma distancia maior que 27° é
necessario e suficiente que elas tenham uma entrada diferente entre as entradas i e —i.
Assim, a maior quantidade de pontos em Yy que distam ao menos 27" é slé(o, Yn) =
N2T1 - Analogamente, para que a distancia entre os n primeiros elementos da orbita de dois
pontos seja maior que 27" € necessdrio e suficiente que alguma das entradas —i —n, ..., 1

_ N21+n+ 1

sejam diferentes. Logo, s, 1 (o, X) . Portanto, tem-se que
't
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h(O'N) _ }L%T}L{IC}O - 10g N2i+n+1‘

2 1
how) = lim liny Z+:;Hbg N.
h(on) = log N.

Teorema 3.2. A entropia topoldgica € um invariante por conjugacao.

Demonstragio. Essa demosntracao pode ser encontrada em [12], Corolario 8.2.3, para

entropia de espagos métricos e em [1] Teorema 1, para entropia por coberturas. O

Exemplo 3.3. Considere o espaco das sequéncias 2-somdveis (% e o operador de Rolewicz,

By : 0 — (2, Bo(2:)ien = (2Ti41)ien-

Pode-se definir ®y : {0, ..., N — 1} — (2, dada por

DN [(Tn)nen] = (27" )nen-

Dessa forma, ®y € injetora e Py ooy = ($n+127n+1)neN = Byo dy.
Além disso, dado € > 0, existe k € N tal que

2

S e

Tome § = 27%. Se |(x,)n — (yn)n| < 0, entdo x, = yn, para n = 1, ..., k. Portanto,

|(Zn)n — (Un)n| < 6 = [|PN[(27)nen] — PN [(Yn)nen] Z 2 2 < g2,

Sendo assim, ®n € continua, possui dominio compacto e contradominio Haus-
dorff, logo, ®n € homeomorfismo sobre sua propria imagem. Entdo, se Ky € a imagem de
Py,

h(Bsz, Ky) = h(oy) = log(N).

Novamente, o exemplo anterior para o operador de Rolewicz ou shift com pesos

constantes pode ser facilmente generalizado para um shift com pesos quaisquer em um

F-espago, desde que {e,} aja como base incondicional nesse espaco.



Capitulo 3. Entropia Topoldgica 56

Teorema 3.3. Seja X um F-espaco de sequéncia no qual {e,}nen € base incondicional
n

e seja B, : X — X o shift com pesos (wy)nen. Assuma que a sequéncia Hw;l)
1=1 neN

pertence a X . Entao, h(B,) = .

Demonstragio. Pode-se definir @ : {0,..., N — 1} — X, dada por

D[] = (Hw)

neN

n
Dessa forma, ®y é injetora e @y ooy = (41 ngl)neN = B,ody.
i=1
Além disso, dado € > 0, existe k € N tal que

| Z(N— 1) (ﬁwn> en < €.

Tome § = 27%. Se |(2)n — (Yn)n| < 0, entdo z,, = y,, para n = 1, ..., k. Portanto,

Sendo assim, ® é continua, possui dominio compacto e contradominio Haus-

dorft; logo, ® é homeomorfismo sobre sua propria imagem.
= h(B,, Kx) = h(on) = log(N).

" h(By,) = .

Teorema 3.4. h(f*) = kh(f), para qualquer k € N.

Demonstragio. Por um lado, vale que s, -(f, K) = sme(fk, K). Logo,
1

kn 1Og Skn,e(f’ K)

h(f, K) = lim lim sup
e—=0 nowo
1
> lim lim sup — log s,,.. (f*, K)
e n—ow  kn ’
1
= —h(f*, K).
Lh(f )
Assim, h(f*) < kh(f).
Por outro lado, dado ¢ > 0, existe um d > 0 tal que

d(x,y) < 6= d(f'(z), f'(y) <e, parai=0,1,...k— 1.

Em particular, se d(f'(z), f'(y)) = €, para algum i entre 0 e k — 1, entdo d(x,y) = J. Logo,
Skne(f, K) < sns(f*, K). Portanto, h(f*) = kh(f). O
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Vale também que, se f é um homeomorfismo, entdo h(f*) = |k|h(f), para
k € Z. Mas esse resultado nao serd necessario nesse texto. Um leitor interessado pode

encontrar essa demonstragao em [12], Proposicao 8.2.9.

Enfim, com as ferramentas expressas até aqui, é possivel escrutinar o Teorema
3.2 do artigo [7]. Para isso, apresenta-se o Teorema e sua demonstragdo assim como no

artigo.

Teorema 3.5 (Preliminar). Seja T : X — X um operador num F-espago separdvel X . Se
existe um subconjunto Xo < X denso e uma sequéncia de mapa S, : Xo — X tal que, para
todo x € X,

o0
1. Z T"x converge incondicionalmente;

n=0
o0
2. Z S,x converge incondicionalmente;

n=0

3. T"S,x=x eT™S,x = S,_nx, para todo n > m.
Entao, T tem entropia infinita.

Sequindo [7]. Como X é separéavel, pode-se tomar {z,},en © Xo subconjunto enumeravel
de Xj denso em X, com z; = 0. Assume-se que 5,0 = 0, para todo n € N. Por (i) e (ii),
existe sequéncia de naturais (N,,), com N, o — Nyiq1 > N,i1 — N, para todo n € N| tal

que

1 1
|3 Tmd < g e 1Y Sktm < (3.1)

em que my € {1,2,...,n}, para cada n € N.

Seja ¥, = {1,2,...,n}%, defina ® : U3, — X por

O[(my)rez]| = Z S_ kT, + Timg + Z T 2, .

k<0 k>0

Por (3.1), tem-se que ® estd bem definida e é continua em ¥,,, para cada n € N.

Dessa forma, K,, = ®(3,) ¢ um compacto T-invariante e @[y, ¢ uma conjugacao
entre T'|k, e o shift para frente em %,,. Assim, segue que h(7T') = log(n), para todo n € N.
Portanto, h(T) = oo. O

O erro na demonstracao anterior, como indicado, esta em considerar ® uma
conjugacao, sendo esse mapa ¢ apenas uma semiconjugacao. Os exemplos a seguir eviden-
ciam diferentes formas, entre muitas, que ® pode falhar em ser uma conjugacao. No caso

do segundo exemplo, vé-se que isso acontece até mesmo para mapas injetores.
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Exemplo 3.4. Considere B : (> — (2 o shift para trds com pesos iguais a 2. B satisfaz
o critério de hiperciclicidade frequente para X, conjunto das sequéncias racionais com
suporte finito e S, = F™, em que F(x,) = (0,27 21,2 2y, ...).

De fato, a orbita de todo ponto de Xy por B € eventualmente constante igual O
e|Fz| = §||x|| Além disso, F' é uma inversa a direita de B. Assim, todas as condig¢oes do
Critério sao satisfeitas.

Contudo, se Xo = {x, | n € N} é uma enumeragio de Xy com z; = (1,0,0,...)

e xy = (2,0,0,...), entdo Bxy = Bxy =0 e

®[(...,0,0,1,0,0,...)]

o0 0
D Frag+ o+ ) Brag
k=1 k=2

0
Fk.l'o + o + Z Bkl'o
k=1 k=2
®[(...,0,0,2,0,0,..)].

[
18

Dessa forma, tem-se que ® ndo é injetora e, assim, ndo é conjugagao.

Exemplo 3.5. Seja (3 o espaco das sequéncias bilaterais reais 2-somdveis e considere
B, : (3 — (% 0 shift com peso w = (Wy)nez dado por w, = 2, sen =0, e w, = 3 se

n < 0.

B,, satisfaz o critério de hiperciclicidade frequente para Xo conjunto das sequén-

cias racionais com suporte finito e S, = B, em que v, = w, .

Contudo, se Xo = {x, | n € N} é uma enumeracio de Xo com xy = 0,
r1=(...,0,2,0,0,...) e xg = (...,0,0,1,0,...), entdo Byxy = x; €

9[(...,0,1,0,0,...)] = x; = ®[(...,0,0,2,0,...)].
Dessa forma, tem-se que ® também nao € injetora.

Consequentemente, o argumento final da demonstracao nao é véalido. Visto que,
uma semiconjugacao preserva entropia da seguinte forma: se g é um fator de f, entao
h(g) < h(f) (Ver Proposicao 8.2.9, [12]). Dessa forma, tem-se que h(T, K,,) < log(n), para
cada n € N e nada pode ser concluido. Mais ainda, uma possivel causa para esse engano
encontra-se no fato dessa demonstragdo ser adaptada da demonstracao do Teorema 2.13,
presente em [2]. No texto em questdao, o mapa ® é chamado de conjugacao, possivelmente se
referindo ao que define-se aqui como semiconjugacao. Vale notar que, para a demonstracao

do Teorema 2.13, isso é tudo que é necessario.

Nao obstante, pode-se mostrar que mapas com a propriedade de especificacao

possuem entropia positiva. O autor dessa dissertacao adaptou o teorema seguinte a partir
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do Teorema 4.12 de [6], onde é mostrado que um fato similar para fluxos satisfazendo o

Axioma A de Smales.

Teorema 3.6. Seja T : X — X wm operador com a propriedade de especificacio que
comporta ao menos dois pontos fizos. Entao, T tem entropia positiva ou € identicamente
nulo. Em particular, se x4, ...,x,, € X sao pontos fixos distintos de T, entdo a entropia de
T ¢é maior que clog(m), para algum ¢ > 0.

d(x;, x; ) . - .

Demonstracio. Seja o = ngém{(])} Pela propriedade de especificacdo, existe um
i#]

N = N(6) € N tal que, para cada n-upla a = (ag, ..., a,_1), com a; € {x1,..., T}, existe

um z, € X tal que
d(T’x,,a;) <6, paran =j(N+1)ei=0,...,n— 1.

Dessa forma, o conjunto {z, | a € {x1, ..., x,,}"} tem m" elementos e é ((n — 1)(N + 1), ¢)-

separado, para todo 0 <e <d eneN.

, . nlog(m)  log(m)
UT) = limsup O N T VA

]

E importante reparar que usualmente o cdleulo da entropia depende apenas de
uma escolha de € pequeno o suficiente, no lugar do limite de € tendendo a zero. Aqui, como
busca-se apenas uma cota inferior para a entropia e a cardinalidade de um conjunto (n, €)-
separado nao decresce com ¢ — (), tomar apenas o limite superior sobre n foi suficiente.
Além disso, pode-se reparar que a constante ¢ obtida no teorema anterior é dada pela
propriedade de especificacdo de T'. Sendo assim, depende apenas da distancia entre os
pontos fixos escolhidos. O que significa que, encontrando uma quantidade ilimitada de
pontos fixos tais que o infimo das distancias entre dois deles é positivo, pode-se provar que

esse operador tera entropia infinita.

Conjectura 3.1. Seja T : X — X um operador num F-espaco separdvel X. Se existe um
subconjunto Xg < X denso e uma sequéncia de mapa S, : Xog — Xy tal que, para todo

ZE‘EX(),

T"x converge incondicionalmente;

HM8

o

n

o0
2. Z S"x converge incondicionalmente;

n=0

3. T"S,x=x eT"S,x = S,_nx, para todo n > m.
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Entao, T tem entropia infinita, a menos que T seja identicamente nulo e
X = {0}.

(Assumindo que T possui a propriedade de especificagdo em todo
X.) Seja {Zn}neny um subconjunto denso de Xy como na demonstracao do Teorema 2.13.

Suponha que 7' nao ¢ identicamente nula. Entao,

Yz, M = Z S,kM.T + T+ Z Tle’
k<0 k>0
converge, para cada x € Xy e M € N. Mais ainda, y, »y — «, quando M — 0. Assim,
{Yzr | * € Xo, M € N} é denso em X e, por consequéncia, denso em X. Em particular,

se X # {0}, existe pelo menos um y, ps # 0.

Dessa forma, y, ps é um ponto fixo de T™. Além disso, {ANyors | A€ Z} é um
conjunto de pontos fixos de 7™ dois a dois distando ao menos d(0, Y. ). Portanto, pelo

Teorema 3.6, h(T™) = w0 e, pelo Teorema 3.4, segue que h(T) = 0.

Nao ¢ valido que operadores que satisfazem o Critério de Hiperciclicidade
Frequente possuem a propriedade de especificacao em todo o espago, como visto ante-
riormente. No entanto, o Teorema 2.14 revela que uma mudanca na métrica do espago
pode ser suficiente para obter a propriedade desejada. Equivalentemente, todos os shifts
de Bernoulli possuem os mesmos quantificadores na propriedade de especificacdao. Dessa
forma, atentando-se a demonstracao da Proposicao 2.4, pode-se observar que a unica
maneira pela qual o quantificador NV, no Teorema 2.13, depende do compacto K, é de-
vido a necessidade da continuidade uniforme da conjugacao em 2.4. Sendo assim, se ¢ é
uniformemente continua com respeito a uma métrica d’, entao T satisfaz a propriedade
de especificacdo em todo (X,d’). Mais ainda, se d < Md, para algum M > 0, entdo
$ne(T, K) < 5,2 (T, K), em que s;, (T, K) e s, = (T, K) sdo as maximas cardinalidades
de um conjunto (n,e)-separavel com respeito a d’ e (n, %)—separével com respeito a d,

respectivamente. Assim, somado ao Teorema 3.6, tem-se que 00 < hy(T) < hy(T).

Em suma, para completar a demonstracao proposta pelo autor, resta encontrar
uma métrica em que a funcao ¢ ¢é uniformemente continua. Contudo, essa tarefa nao é
trivial e desencadeia uma no¢ao matematica igualmente complexa. Por um lado, dado uma
funcao f : X — Y, em que Y é um espaco topoldgico, é simples definir em X uma topologia
para que f seja continua. Basta tomar a topologia gerada pela pré-imagem dos abertos de
Y. Por outro lado, o mesmo nao é tao simples se tratando de continuidade uniforme, visto
que esse conceito nem mesmo pode ser traduzido em termos topolégicos de maneira direta.
Para isso, foi desenvolvida uma nog¢ao chamada de Espaco Uniforme, que generaliza a
topologia e permite tratar a continuidade uniforme em termos dos subconjuntos do espaco.

Esse aparenta ser um caminho promissor para completar essa demonstragao.
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4 Shifts com Pesos

Como visto anteriormente, um espago de sequéncias unilaterais reais (ou com-
plexas) X é um subconjunto de K", em que o mapa de inclusdo de X em K" é continuo,
com K =R ou C. Isto é, X recebe uma topologia mais fina que a topologia de subespaco.
Sendo assim, convergéncia em X implica convergéncia coordenada por coordenada e tem-se
que as fungbes coordenadas m: X — K, m,[(Zy)m] = n, sd0 continuas. Analogamente,
um espaco de sequéncias bilaterais é um subconjunto de K com as mesmas propriedades

listadas acima.

Uma familia de operadores de importancia vasta para os assuntos explorados

nesse texto foram os shifts com pesos, que tém como prot6tipo o shift para tras B : X — K,
B(I‘l, Lo, T3, ) = (IQ, T3, T4, )

Mais ainda, se z, ¢ uma sequéncia convergindo para x em X, entao Bz, converge
coordenada por coordenada para Bz. Logo, pelo teorema do grafico fechado, B é continua.
Dessa forma, se X é um F-espago de sequéncias, B define um operador em X desde que a

imagem de B esteja contida em X.

Considere as sequéncias da forma e, = (J;,);, em que 0;, = 1, se i = n, e

din = 0, caso contrario. (e,)neny ¢ uma base (de Schauder) para X se cada e, pertence a
o)

X e, para todo = € X, existe uma unica sequéncia de escalares (x,), tal que x = Z Tpen.

n=1
Em especial, (e,), ¢ base de (7, para 1 < p < 0, e é base de ¢.

Teorema 4.1. Sejam X,Y F-espagos e (T},), uma sequéncia de operadores de X para Y .

Se {T,x | n € N} € limitado para cada x € X, entdo a sequéncia (T,), € equicontinua.

Demonstragio. Ver [17], teorema 2.5 da pégina 44. ]

Teorema 4.2. Seja X um F-espaco de sequéncias no qual (ey,), € base. Suponha que o

shift para tras B € um operador em X. Entao, sdo equivalentes:

1. B € hiperciclico;
2. B ¢ fracamente misturador;

3. existe uma sequéncia crescente de inteiros positivos (ng)i tal que e,, — 0 em X,

quando k — 0.

Demonstragdo. (i) = (iti). Vamos mostrar que, dado € > 0 e N € N, existe um n > N tal

que |e,| <e.
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0
Para todo = € X, como (e,), é uma base, tem-se que z = 2 Z,€,, Para uma

n=1
sequéncia de escalares (z,),. Entdo, z,e, — 0, quando n — 0. Aplicando o teorema 4.1
para T, (z) = x,e,, segue que existe § > 0 tal que, para todo x € X,
€
||| <0 = |znen| < Y Vn e N. (4.1)
Além disso, como convergéncia em X implica convergéncia coordenada por

coordenada, existe n > 0 tal que

—_

|z <n =] < (4.2)

5.
Por hipotese, B ¢ hiperciclico e, portanto, topologicamente transitivo. Logo,

existe um n > N e x € X tais que |2| < 6 e [B" ' — e1]| < 1. Assim, de 4.1 e 4.2,
tem-se que ||z e, | < g elr, — 1] < 3 Em particular, a segunda desigualdade implica que

11—z <1

= [en| = H(x;l — D)zpen + zney|
< H(xgl — Dapen| + [znen|
< [znen] + lznenl
<e.
(73i) = (i1). Aplicando o Critério de Hiperciclicidade para Xy = Y; o espaco
das sequéncias com suporte finito e S, = F", em que
F(ZEl,I‘Q, ) = (O,Zlfl,l'g, )
Entao, B"z — 0, quando n — o0, e BFx = z, para todo z € X. Para segunda

condigao do critério, sabemos que existe uma sequéncia crescente (ny) de inteiros positivos

tal que e,, — 0. E, pela continuidade de B,
en,—j = Blen, — 0,

para qualquer j € N. Logo, existe um N, € N tal que Ny, > k+2 e

len, ]| < ; para j — 1, ... k.
Assim, tomamos my = N, — k — 1, temos que

lemp+il < 2;, para j = 1,..., k.

Portanto, F""*e; — 0, quando kK — o0, para todo j € N. Logo, F""*x — 0, para

todo x € Xj. E segue do Critério de Hiperciclicidade que B é fracamente misturador.

Por fim, (i7) = (i) vale para todo operador em F-espagos separdveis.
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Teorema 4.3. Seja X um F-espaco de sequéncias no qual (ey,), € base. Suponha que o

shift para tras B ¢ um operador em X. Entao, sao equivalentes:

1. B ¢é misturador;

2. e, —> 0 em X, quando n — 0.

Demonstrag¢io. Para mostrar que (i) = (1), podemos repetir o mesmo argumento e obter
que, dado € > 0, existe um N € N tal que, para todo n > N, |le,| < e. Mais ainda, para

(17) = (i), basta aplicar o critério de Kitai, no lugar do Critério de Hiperciclicidade.

]

Teorema 4.4. Seja X um F-espago de sequéncias no qual (ey), € base incondicional.

Suponha que o shift para tras B é um operador em X. Entdo, sao equivalentes:
1. B € cadtico;

0
2. Z e, converge em X

n=1

3. a sequéncia constante pertence a X ;

4. B possui um ponto periodico nao trivial.

Demonstragio. (i) = (iv). E imediato da definicdo.
(v) = (iii). Seja © = (x,), # 0 uma sequéncia periddica. Entao, existem
J, N € N tais que z; # 0 e zj,ny = zj, para todo k € N. Agora, como (e,), é base
o0

incondicional, y = Z Tjrpnejrkn € X. Assim, y + By + ... + BNy e X é uma sequéncia

k=1
constante.

(731) = (i1). Segue de imediato.

(17) = (i). Pelo teorema 4.2, temos que (ii) = B hiperciclico. E, pela conver-
e¢]
géncia incondicional de Z en, toda sequéncia periddica pertence a X. Resta mostrar que
n=1
o conjunto das sequéncias periodicas é denso em X.

Dado (x,,), € X e € > 0, existe um N € N tal que

2 €
| D] wneal < 5
n=N

o N
Em particular, a série periddica associada Z Z Tpenirn converge incondicionalmente.
k=0n=1

o0 o0 c
H Z Z TpEntkNentkn|| < 5
k=mn=N

Logo, existe m > 1 tal que
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para toda sequéncia (g,), € {0, 1}".

[c ol £
= H Z Z $n6n+kmN“ < 5

k=1n=N

o N
, NP € ,
Portanto, Z Z TnenikmnN €Sta a uma distancia de 3 de Z Tpén, que esta a
k=1n=N n=1
C oA €
uma distancia de 5 de x. O

Podemos transferir os resultados obtidos para shifts com peso
By(w1, 9,73, ...) = (a2, W33, WsTy, ...),

em que (w,), é uma sequéncia de escalares nao nulos e convencionamos w; = 1. Sejam

Xy = {(@)n € KV | (vnz)n € X}.

O mapa ¢, : X, — X, dado por ¢[(z,)n] = (vn2Zpn)n, é um isomorfismo e uma
conjugacao entre B, : X —- X e B: X, — X, se incluirmos em X, a topologia induzida

por ¢. Entao, o seguinte teorema procede dos resultados anteriores:

Teorema 4.5. Seja X um F-espago de sequéncias no qual (ey), € base. Suponha que o

shift com pesos B,, é um operador em X.

1. Sao equivalentes:

a) B, € hiperciclico;
b) By € fracamente misturador;

c) existe uma sequéncia crescente de inteiros positivos (ny)y tal que

N -1
(ﬁ wi> en, — 0
i=1

em X, quando k — c0.
2. Sao equivalentes:

a) B, é misturador;
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b) Vale que

em X, quando n — o0.
3. Suponha que (e,), € base incondicional. Entdo, sio equivalentes:

a) By, € cadtico;

b) A série

converge em X ;

c) A sequéncia

pertence a X ;
d) By possui um ponto periédico nao trivial;

e) B, possui a propriedade de especificagdo.

Em suma, o diagrama a seguir ilustra as propriedades discutidas nesse texto,
marcando com linha continua as implicacoes validas para todo operador e com linha
tracejada as que valem apenas para shifts com pesos. Ao que se refere por "Propriedade de
Especificacao", deve-se entender por "Propriedade de Especificagdo para Operadores'a fim
de poupar espago. Essa disting¢ao é expressiva devido as discussoes presentes no Capitulo
2.2.2.
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Critério de Hiperciclicidade Frequente

Propriedade de Especificacao

T~

Caos de Devaney < Hiperciclicidade Frequente coscooac) Misturador

Critério de Hiperciclicidade Fracamente Misturador
A

Hiperciclicidade

Figura 4 — Relagao entre as medidas de caos presentes no texto.

Por fim, observa-se um exemplo elaborado por [7] que mostra que, para os shifts
com peso, a entropia topoldgica ¢ uma medida de caos mais fraca que caos de Devaney e

suas equivaléncias.

Exemplo 4.1. Sejam P, = {1} e Q1 = {2,3,...,10}. Se g = max Qy, definimos P11 €

Qri1, por indugdo, como os intervalos de inteiros
Peor =g+ Lqe + (k+1)%],
Qi1 = [ar + (F+ 1)+ 1,qx + 10(k + 1)7].
Isto é, Py = [11,14], Q2 = [15,50], P; = [51,59], Q3 = [60, 140]. Dessa forma,

# (Ul]c\[:l Qk)

gNn

= 0,9.

Definimos P = v, Py, Q = U _ Q. € (vy)n por

1/k?, sene P;
vy =
Un_1/2, sene€ Q.

Agora, considere o shift com peso By, : £+ — (', em que wy = 1 e w, = v,_1/v,.
. L |
Equivalentemente, v, = —.
k=1 Wk

Assim, como MAX Wy, = Max Un—1/Un = 2, By, € continuo em 0t Além disso,
ne ne
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Logo, pelo Teorema 4.5, B, ndao € cadtico no sentido de Devaney, nao possui
a propriedade de especificacio de operadores e nao é misturador. Por outro lado, dado

M e N, considere o compacto

Ky ={(xp)", €l |2,=0,seneP, ex,e{0,..,(M-1)v,}, seneQ}.

Se (xn)0 i € Ky,

ixné(M—l)i Z vké(M—l)il/n2<oo.
n=1 n=1keQn n=1

Dados x = (Unl‘n)rozc=17y = (vnyn)%o:l € KM7

max |Bl'r — B'y|| > max |r,.1 — .
0<n<aq H w wa = 0<n<qx ’ n+1 yn+1|
Assim, se 0 < e < 1, x, ey, diferem, para algum 1 <

n <
(qx,€ )-separados. Seja r, = # (ufllen). Entdo, s, (Bw, Kyp) = M™ e, como Tk _ 0,9,
qk

qr, entao x ey estao

temos que

1
h(By,, Ky) = lim lim sup — log sy, «(Buw, Kar)

=0 koo Gk

> 0,9log M.

Portanto, h(B,) = 0,9log M, para todo M € N. Logo, h(B,,) = .
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