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Resumo

Os lagartos da espécie Uta stansburiana apresentam um polimorfismo no que se refere a
coloracao da garganta, exibindo manchas laranjas, azuis ou amarelas. Esses fendtipos sao
determinados pela combinacao de dois alelos correspondentes a cada uma das cores, no qual
o alelo laranja é dominante e o azul é recessivo em relagdao aos demais. Os lagartos exibem
diferentes caracteristicas e estratégias reprodutivas alternativas de acordo com seu fenétipo,
o que resulta em uma dinamica pedra-papel-tesoura na interacao entre os diferentes morfos.
Neste trabalho, sao apresentados seis modelos que descrevem a interacao dos lagartos
levando em conta diferentes niveis de detalhamento de sua dinamica. Os trés primeiros
consideram apenas os possiveis fenotipos, ignorando as relagées de dominéancias entre os
alelos, no qual o primeiro modelo é nao espacial e os outros dois consideram a distribuicao
espacial dos individuos, sendo que o terceiro admite um processo de diferenciacao de
espécies denominado especiagao. Os ultimos trés modelos sao construidos de forma analoga
e incluem as relacoes entre os alelos associados as trés cores. Por serem modelos gerais,
eles podem ser facilmente adaptados para representar a interagao de outros grupos de
individuos, seja com trés ou até mesmo apenas duas estratégias. As simula¢des dos modelos
nao espaciais resultaram, dependendo dos parametros, na coexisténcia estavel dos trés
fendtipos, na coexisténcia estavel de apenas dois morfos e em proporc¢oes fenotipicas
oscilando ao longo do tempo. Foram utilizadas diferentes vizinhancgas e condigoes de
contorno nos modelos espaciais, nos quais se observou que resultados menos oscilatérios
sao obtidos com vizinhancas maiores e que as condigdes de contorno com valores fixos ou
a insercdo de uma barreira geografica contribuem para a ocorréncia de especiacao. Nos
modelos com especiacao, foi possivel observar a coexisténcia de espécies com um, dois ou
trés fendtipos distintos, o que condiz com a coexisténcia das subespécies do lagarto Uta

stansburiana na América do Norte.

Palavras-chave: Polimorfismo. Teoria dos jogos. Especiagao. Biomatematica. Lagartos

Uta stansburiana.



Abstract

Lizards of the species Uta stansburiana present a polymorphism in terms of throat
color, displaying orange, blue or yellow spots. These phenotypes are determined by the
combination of two alleles corresponding to each of the colors, in which the orange allele is
dominant and the blue one is recessive in relation to the others. Lizards exhibit different
characteristics and alternative reproductive strategies according to their phenotype, which
results in a rock-paper-scissors dynamic in the interaction between different morphs. In this
work, six models are presented that describe the interaction of lizards, taking into account
different levels of detail in their dynamics. The first three consider only possible phenotypes,
ignoring dominance relationships between alleles, in which the first model is non-spatial
and the other two consider the spatial distribution of individuals, with the third admitting
a process of species differentiation called speciation . The last three models are constructed
in an analogous way and include the relationships between the alleles associated with the
three colors. Because they are general models, they can be easily adapted to represent the
interaction of other groups of individuals, whether with three or even just two strategies.
The non-spatial model simulations resulted, depending on the parameters, in the stable
coexistence of the three phenotypes, in the stable coexistence of only two morphs and
in phenotypic proportions oscillating over time. Different neighborhoods and boundary
conditions were used in the spatial models, in which it was observed that less oscillatory
results are obtained with larger neighborhoods and that boundary conditions with fixed
values or the insertion of a geographic barrier contribute to the occurrence of speciation.
In models with speciation, it was possible to observe the coexistence of species with one,
two or three distinct phenotypes, which is consistent with the coexistence of subspecies of

the lizard Uta stansburiana in North America.

Keywords: Polymorphism. Game theory. Speciation. Biomathematics. Uta stansburiana

lizards.
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Introducao

Diversas espécies de seres vivos podem ser encontradas na natureza com
diferentes conjuntos de caracteristicas observaveis, denominados fenétipos. Os caracois da
espécie Cepaea nemoralis, por exemplo, apresentam suas conchas nas cores amarela, rosa
ou marrom (LAMOTTE, 1959), enquanto sapos da espécie Pseudacris ornata admitem
uma coloragao verde, marrom ou cinza (HARKEY; SEMLITSCH, 1988). Essa ocorréncia
de multiplos fendtipos dentro de uma mesma espécie é denominada polimorfismo (FORD,
1945).

O sistema ABO, que classifica os grupos sanguineos em O, A, B e AB, foi o
primeiro polimorfismo genético encontrado em seres humanos (SEGUREL et al., 2012).
Nesse caso, hd uma codominancia entre os alelos que determinam os tipos sanguineos A e
B e o alelo que determina o tipo O é recessivo (YAMAMOTO et al., 1990).

Um intrigante exemplo de polimorfismo é apresentado pelos side-blotched lizards,
que traduzimos livremente como lagartos-de-mancha-lateral, da espécie Uta stansburiana,
na qual os individuos exibem manchas na regiao da garganta em tons de laranja, azul
ou amarelo e adotam estratégias reprodutivas alternativas (OLIVEIRA; TABORSKY
BROCKMANN, 2008) de acordo com a coloragao predominante. Os machos com manchas
majoritariamente laranjas costumam ser mais agressivos e dominar grandes territorios
com varias fémeas, os com fendtipo azul defendem territérios pequenos com menos fémeas
e os de fenotipo amarelo ndo conquistam territérios, mas mimetizam as fémeas para se
infiltrar nos territérios dos demais lagartos (SINERVO et al., 2000).

Estratégias reprodutivas alternativas também sao notéveis em opilides, elefantes-
marinhos e besouros, por exemplo. Os opilides machos com pernas maiores adotam uma
estratégia dominante ao controlar territérios onde as fémeas depositam ovos, enquanto os
de pernas menores optam por uma estratégia furtiva, invadindo territérios e copulando
com as fémeas presentes (BUZATTO; MACHADO, 2014). Entre os elefantes-marinhos, os
machos disputam para estabelecer dominancia, com os machos-alfa controlando os haréns
e alguns mais jovens tentando furtivamente acasalar com as fémeas (BOEUF, 1974). No
caso dos besouros do esterco, os machos maiores defendem a entrada das tocas onde as
fémeas estao, enquanto os menores buscam passar despercebidos ou escavar tuneis laterais
para copular com elas, sugerindo uma diversidade de estratégias reprodutivas masculinas
que podem envolver uma abordagem dominante, uma estratégia furtiva e até mesmo uma
estratégia de mimetizacao feminina (ROWLAND; EMLEN, 2009).

Em relacao aos lagartos-de-mancha-lateral, os alelos que determinam a coloracao

de suas gargantas se referem as trés possiveis cores das manchas e o gendtipo de um
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individuo é composto por um par desses alelos. As fémeas apresentam um fendtipo laranja
quando possuem pelo menos um alelo que determina essa cor e um fenétipo amarelo
nos demais casos, jamais exibindo manchas de coloracao azul. Enquanto isso, o alelo que
representa a cor laranja é dominante nos lagartos machos e o alelo que representa a cor
amarela é dominante em relacao ao azul. Dessa forma, os lagartos machos que possuem
pelo menos um alelo da cor laranja apresentam esse fenétipo, os que possuem um par de
alelos da cor azul exibem manchas na cor azul e os demais manifestam o fenétipo amarelo

(SINERVO et al., 2007).

Devido as caracteristicas especificas de cada morfo, nota-se que os individuos
de fenétipo amarelo apresentam uma facilidade maior para mimetizar as fémeas e invadir
os grandes territorios dominados pelos lagartos de fenotipo laranja do que os pequenos
territérios defendidos pelos lagartos com manchas azuis. Além disso, os individuos de
fenotipo azul possuem uma desvantagem em relagao aos de fenoétipo laranja, uma vez que
estes sdo maiores e mais agressivos (SINERVO; LIVELY, 1996). Desse modo, as estratégias
comportamentais desses lagartos formam um ciclo de vantagem competitiva semelhante a
um jogo de pedra-papel-tesoura, onde cada fenotipo prevalece sobre o outro em um padrao
ciclico, no qual o fenétipo laranja possui vantagem contra o azul, que possui vantagem

contra o amarelo e este, por sua vez, se beneficia na presenca do fenétipo laranja.

A teoria dos jogos foi inicialmente usada para descrever o comportamento
humano através de decisoes racionais, mas também tem sido amplamente utilizada para
analisar situagdes de conflito e cooperagao entre animais e plantas (HAMMERSTEIN;
SELTEN, 1994), podendo descrever, como é a proposta deste trabalho, a dindmica pedra-
papel-tesoura de interagao dos lagartos Uta stansburiana. Por meio desse padrao ciclico,
os trés morfos dos lagartos-de-mancha-lateral sobrevivem ha milhoes de anos, mantendo

sua diversidade genética mesmo ap6s processos de especiagao (CORL et al., 2010).

A especiagao aqui citada se refere ao processo em que uma populagao pode ser
dividida em linhagens reprodutivamente isoladas (GAVRILETS; LI; VOSE, 2000), o que
comumente ocorre devido a uma barreira geografica separando esses grupos, mas pode
ocorrer sem que haja essa separagao também. Os lagartos da espécies Uta stansburiana
podem ser classificados em diversas subespécies, como Uta stansburiana elegans, Uta
stansburiana stejnegeri, Uta stansburiana uniformis e Uta stansburiana stansburiana, esta

ultima apresentando apenas lagartos com fen6tipo laranja (CORL et al., 2010).

Uma grande inspiracao para a elaboracao deste trabalho foi a tese elaborada
por Barreto (2017), na qual também sao elaborados modelos que descrevem a interagao
dos lagartos-de-mancha-lateral por meio de uma dindmica pedra-papel-tesoura, seguindo a
modelagem proposta por Sinervo e Lively (1996). Este trabalho se diferencia principalmente
por combinar essa dinamica entre os fenotipos com o processo de especiagao, além de

analisar estratégias inéditas que possibilitam, por exemplo, a coexisténcia dimérfica em
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todos os modelos, enquanto esta s6 é encontrada por Barreto (2017) ao introduzir um
modelo que diferencia os lagartos machos e fémeas. Além disso, este trabalho apresenta
uma analise abrangente sobre como as vizinhancas, as condi¢oes de contorno e a inser¢ao de
uma barreira geografica afetam os modelos espaciais, examinando também uma variedade

de conjuntos de parametros.

Portanto, o objetivo deste trabalho é a formulagao, simulagdo e analise de
modelos matematicos que possam representar as interagoes entre lagartos da espécie
Uta stansburiana, levando em consideracao a dinamica pedra-papel-tesoura dos diferentes
fenétipos, as relagdes de dominéancia dos alelos que compoem os gendtipos de cada individuo
e o processo de especiagao desses lagartos ao longo das geragoes. Para isso, foram elaborados
seis modelos discretos e as simulagoes e andlises sao realizadas com diferentes estratégias,
parametros, condi¢oes de contorno e vizinhancas. Cabe salientar que os modelos propostos
sao bem gerais e, com pequenas adaptagoes, podem também ser aplicados em outros
grupos de individuos que interagem de acordo com uma dindmica pedra-papel-tesoura
ou até mesmo quando a interagao envolve apenas duas estratégias, como nos exemplos

citados acima.

Este texto é organizado em 4 capitulos, sendo que o referencial tedrico é
apresentado no Capitulo 1, abordando mais informacgoes sobre os lagartos da espécie Uta
stansburiana, a teoria dos jogos e o processo de especiacao. O Capitulo 2 trata sobre os
modelos fenotipicos propostos: nao espacial, espacial e com especiagao. No Capitulo 3
sao apresentados os trés modelos genotipicos, que sao analogos aos fenotipicos, porém
consideram a relacdo de dominancia entre os alelos que determinam a coloragao das
gargantas dos lagartos. Finalmente, uma sintese e analise dos resultados obtidos é realizada

no Capitulo 4.
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1 Referencial tedrico

Neste capitulo serao apresentados com mais detalhes os lagartos-de-mancha-
lateral, algumas nogoes de teoria dos jogos com exemplos e serd também explicado o que é

o processo de especiagao e de que formas ele pode ocorrer.

1.1 Lagartos Uta stansburiana

Os lagartos da espécie Uta stansburiana sao popularmente conhecidos como
lagartos-de-mancha-lateral por apresentarem uma mancha destacada na regiao axilar,
atrds do antebraco (TINKLE, 1967). Eles habitam a regido ocidental dos Estados Unidos
e o norte do México, na América do Norte (UPTON; MURPHY, 1997), geralmente em
encostas rochosas, regides desérticas, planicies de artemisias e areas com grama esparsa

(TINKLE, 1967).

Esses iguanideos realizam um forrageamento sedentario ou por espreita, que
pode ser entendido como uma forma de captagao de recursos “senta e espera’, nao
realizando uma busca ativa por alimentos (PTANKA, 1966). Desse modo, eles costumam

se esconder em arbustos e se alimentam de aracnideos, besouros e gafanhotos que se
aproximam (PARKER; PIANKA, 1975).

Os lagartos-de-mancha-lateral machos possuem um comprimento rostro-cloacal,
medido da ponta do focinho até a cloaca, de até 60 mm e a cauda tem uma extensao 50 a
80% maior do que o resto do corpo, enquanto as fémeas s20 um pouco menores e a razao
entre o comprimento da cauda e o rostro-cloacal fica entre 1.5 e 1.7 (TINKLE, 1967). A
massa desses lagartos geralmente oscila entre 3 e 10 g e a maturidade sexual é alcancada
no primeiro ano de vida (SINERVO; LIVELY, 1996).

O ciclo reprodutivo desses iguanideos pode ser simplificadamente dividido em
quatro trimestres: as fémeas desenvolvem seus foliculos ovulatérios de janeiro a marco, a
maior parte da reprodugdo ocorre no segundo trimestre, os filhotes aparecem entre julho e
setembro e atingem o tamanho de adultos ao longo do ultimo trimestre do ano (TINKLE,
1961). O ntmero de ninhadas em cada um desses ciclos varia ao longo dos anos, mas foram
observadas fémeas que produziram até 5 ou 7 ninhadas em um tnico ano (TURNER et
al., 1970; TURNER; MEDICA; SMITH, 1974). Em média, sao colocados 4.6 ovos por
ninhada, mas esse valor pode chegar a até 9 (SINERVO; LICHT, 1991).

Enquanto alguns estudos indicam que esses lagartos raramente vivem mais
do que uma geragao ap6s a maturidade sexual (TINKLE, 1967; SINERVO; SVENSSON;
COMENDANT, 2000), foi observada por Zani e Stein (2018) uma expectativa de vida
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de pelo menos 7 anos em lagartos Uta stansburiana que vivem em regides com latitudes

maiores, com menor quantidade de predadores.

Os lagartos Uta stansburiana apresentam um caso de polimorfismo (FORD,
1945) com trés fendtipos bem caracteristicos no que se refere a coloragao da garganta. Os
machos dessa espécie apresentam manchas na garganta nas cores laranja, azul e amarelo,
como pode ser observado na Figura 1. Enquanto isso, as fémeas apresentam apenas manchas

laranjas ou amarelas.

Figura 1 — Diferentes fenotipos dos lagartos Uta stansburiana machos.

Fonte: Sinervo e Lively (1996, p. 241).

Algo que merece destaque é o fato de que esses lagartos, tanto machos quanto
fémeas, possuem caracteristicas fisicas e estratégias de acasalamento e defesa territorial
diferentes de acordo com seu fenoétipo, que corresponde a cor majoritaria das manchas da
garganta. Os machos com feno6tipo laranja sao maiores, mais agressivos e dominam grandes
regioes, enquanto os com manchas azuis sao menores e defendem territorios pequenos. Ja
os machos de fen6tipo amarelo ndo conquistam territérios, mas sao sorrateiros e tentam
invadir as regides dominadas pelos outros lagartos mimetizando as fémeas (SINERVO et
al., 2000).

Devido a essas diferentes estratégias reprodutivas, observa-se que os lagartos
com manchas laranjas possuem uma vantagem contra os de fenétipo azul, pelo seu tamanho
e agressividade, mas possuem uma desvantagem contra os com manchas amarelas, pois estes
conseguem facilmente mimetizar as fémeas no grande territério dominado pelos lagartos
de fenotipo laranja. Enquanto isso, os lagartos de garganta amarela nao conseguem invadir
facilmente o territorio dos de fenétipo azul, uma vez que estes defendem territérios menores
e conseguem identificar com mais facilidade possiveis invasores. Esse ciclo de vantagens
pode ser representado pelo diagrama da Figura 2, em que os circulos com letras O, B e Y

representam, respectivamente, os morfos laranja, azul e amarelo, e as setas que partem
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de cada circulo indicam o fen6tipo em relacao ao qual o morfo representado pelo circulo

possui uma vantagem.

Figura 2 — Diagrama da dinamica dos diferentes morfos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

De fato, Sinervo e Lively (1996) observaram essa dindmica que se assemelha a
um jogo de pedra-papel-tesoura na natureza, na qual as frequéncias dos trés morfos oscilam
em um ciclo de 6 anos. De forma geral, uma proporcao elevada de individuos de fendtipo
azul acarreta o aumento dos de fenétipo laranja, que conseguem monopolizar algumas das
fémeas dos lagartos com manchas azuis. Em seguida, com uma proporc¢ao maior do morfo
laranja, os lagartos de fenétipo amarelo se beneficiam ao invadir os territorios dominados
por esses lagartos que estao mais abundantes. Finalmente, com um ntmero maior de
lagartos com manchas amarelas que nao dominam territorios, os individuos com manchas

azuis conseguem conquistar mais fémeas e aumentam sua populacao, reiniciando o ciclo.

Essa dinamica com uma selecao dependente de frequéncia negativa, em que os
fenotipos raros geralmente possuem um fitness, que pode ser traduzido como aptidao ou
valor adaptativo, maior do que os comuns (LANCASTER et al., 2014), faz com que os trés
morfos coexistam ha milhoes de anos e o polimorfismo resista até mesmo a processos de
especiacao, porém algumas regioes apresentam populagoes com apenas um ou dois desses
fenétipos e o morfo amarelo geralmente é o primeiro a desaparecer (CORL et al., 2010).
Sinervo e Clobert (2003) identificaram uma forma de cooperagao evolutiva entre individuos
com fenotipo azul, especialmente no que diz respeito a defesa contra a estratégia furtiva
do morfo amarelo. Além disso, notaram que os individuos de fenétipo laranja evitam a
competicao entre si, preferindo se afastar de machos com o mesmo fenétipo. Os autores
também concluiram que o fitness, que nesse contexto se refere ao sucesso reprodutivo,
dos lagartos com manchas azuis era significativamente maior quando préximos de outros
individuos geneticamente semelhantes, enquanto o fitness dos lagartos de fendtipo laranja

era reduzido quando préximos de outros com o mesmo fenoétipo.
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As coloragdes da garganta sao resultado de um caso de polialelia, no qual temos
trés alelos possiveis representando cada uma das cores das manchas, e o genétipo de
cada individuo é caracterizado por um par desses alelos em um lécus diploide (SINERVO,
2001). Utilizando as iniciais das cores em inglés, denotamos os alelos laranjas, azuis e
amarelos por o (orange), b (blue) e y (yellow), respectivamente. Dessa maneira, os possiveis
genodtipos sao oo, bb, yy, oy, ob e yb, sendo os trés primeiros homozigotos, nos quais o
individuo possui dois alelos iguais, e os trés tltimos heterozigotos, nos quais os alelos sao
distintos. Cabe salientar que os gendtipos yo, bo e by sao equivalentes aos heterozigotos
apresentados, uma vez que a ordem dos alelos nao influencia o fenétipo ou genétipo do
individuo. Optou-se pela primeira forma de escrita simplesmente devido as relagoes de

dominancia entre os diferentes alelos, que serdo introduzidas a seguir.

O alelo 0 é dominante em relagao aos demais alelos, portanto lagartos com
gendtipo oo, oy ou ob apresentam manchas majoritariamente laranjas. Como as fémeas
nao apresentam manchas de coloragao azul, elas possuem um fenétipo amarelo sempre que
o alelo o nao estiver em seu gendtipo, ou seja, para os genotipos yy, yb e bb. Enquanto isso,
para os lagartos machos, o alelo y é dominante em relagdo ao alelo b, portanto genétipos yy
e yb representam lagartos com manchas amarelas e o fenotipo azul é obtido exclusivamente
com o gend6tipo bb (ALONZO; SINERVO, 2001). Algumas imagens de lagartos de diferentes
gendtipos podem ser observadas na Figura 3, na qual sdo vistas as manchas de uma tnica
cor nos lagartos homozigotos e as manchas majoritariamente laranjas nos lagartos de

gendtipo ob.

Figura 3 — Diferentes genotipos dos lagartos Uta stansburiana machos.

Fonte: Corl et al. (2010, p. 4256).
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A distribuicao espacial desses lagartos na América do Norte é apresentada na
Figura 4, em que as proporcoes dos alelos laranjas, azuis e amarelos em cada um dos
41 pontos marcados sao exibidas separadamente para machos e fémeas. A populagao 20

representa a espécie Uta squamata, que é derivada da Uta stansburiana (CORL et al.,

2010).

Figura 4 — Distribuicao geografica de subespécies do lagarto Uta stansburiana e proporgoes
alélicas.
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Fonte: Corl et al. (2010, p. 4255).

A regido cinza, que corresponde as populagdes 31 a 36, representa uma zona de
intergradacao, na qual as populagoes desse territério apresentam caracteristicas interme-
didrias entre as subespécies que os cercam (MAYR, 2015). As demais regides representam
diferentes subespécies, sendo que as cores verde, roxa, vermelha e azul correspondem,
respectivamente, as subespécies Uta stansburiana elegans, Uta stansburiana stejnegeri,

Uta stansburiana uniformis e Uta stansburiana stansburiana.
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1.2 Teoria dos jogos

A teoria dos jogos estuda situacoes de conflito e cooperacao entre agentes
racionais por meio de modelos mateméticos (MYERSON, 1991). Essa teoria se popularizou
com o trabalho de Neumann e Morgenstern (1944) na area de economia, mas atualmente
existem diversas aplicagOes nas ciéncias sociais, politicas, militares e biologicas, nas quais
se estudam, por exemplo, possiveis estratégias de cooperagdo durante guerras (AXELROD,
1984) e dindmicas de intera¢do entre plantas e animais (HAMMERSTEIN; SELTEN;
1994).

Um dos jogos mais conhecidos analisados por essa teoria é o dilema do prisio-
neiro, que foi elaborado em 1950 por Merrill Flood e Melvin Dresher e formalizado por
Albert Tucker (POUNDSTONE, 1993). Uma possivel descri¢ao desse jogo é a seguinte:

Dois criminosos sao presos sem qualquer forma de comunicacao entre si. Como
nao hd provas suficientes para condenar ambos os suspeitos, é oferecido o mesmo acordo
a eles com o intuito de que pelo menos um deles confesse e traia seu parceiro. O acordo
determina que o individuo fica livre se for o unico a delatar e o outro, que permaneceu em
siléncio, fica preso por 5 anos. Caso ambos confessem, cada um recebe uma pena de 3 anos
de prisdo. Por fim, se os suspeitos cooperarem um com o outro e ambos permanecerem em

siléncio, cada um € preso por apenas 1 ano.

Para analisar melhor esse jogo, podemos sintetizar as possiveis combinagoes
de estratégias dos dois individuos, que serao chamados de jogadores, e seus respectivos
desfechos em uma payoff matriz, que traduzimos como matriz de recompensas, M. Assim,
o elemento M;; representa a recompensa que um jogador com a estratégia da linha [

ganha ao interagir com outro com a estratégia da coluna J.

Para o dilema do prisioneiro apresentado, a matriz de recompensas pode ser
observada na Tabela 1, na qual as estratégias “cooperar” e “trair” referem-se, respectiva-
mente, as agoes de permanecer em siléncio ou confessar o crime e delatar seu parceiro. Os
valores negativos representam, em moédulo, o niimero de anos que o individuo ficaria preso,

portanto a melhor recompensa nesse jogo seria o valor 0, que corresponde a liberdade.

Tabela 1 — Matriz de recompensas do dilema do prisioneiro.

‘ Cooperar ‘ Trair
Cooperar -1 -5
Trair 0 -3

Fonte: elaborado pelo autor.

Dessa forma, a recompensa de um individuo que coopera ao interagir com outro
que coopera ¢ —1 e ao interagir com outro que trai é —5, por exemplo. Considerando

que cada um dos jogadores tem o intuito de maximizar sua recompensa ficando o menor
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tempo possivel na prisdo, podemos analisar as possiveis combinagoes de escolhas para

tentar determinar a melhor estratégia a ser adotada.

Se ambos os jogadores cooperam e permanecem em siléncio, cada um fica preso
por apenas 1 ano, resultando em uma pena combinada de 2 anos. Se um permanece em
siléncio e o outro o denuncia, o que ficou em siléncio cumpre a pena total de 5 anos sozinho.
Por fim, se ambos traem seus parceiros, cada um fica preso por 3 anos, o que resulta em
uma pena combinada de 6 anos. Dessa maneira, analisando de maneira coletiva, observa-se
que a combinacao de escolhas que leva a uma pena combinada minima é a cooperagao

mutua, na qual cada jogador fica preso por apenas 1 ano.

Por outro lado, a analise pode ser feita individualmente ao considerar que as
escolhas dos jogadores sao independentes. Dessa maneira, ao supor que o outro jogador
cooperou, observa-se que retribuir com cooperacao resultaria em uma pena de 1 ano
para si enquanto a traicao resulta na liberdade. De forma semelhante, admitindo que o
outro jogador traiu, nota-se que a pena pela traicao seria de apenas 3 anos enquanto
pela cooperacao seria de 5 anos. Assim, conclui-se que, quando a analise é feita de forma
individual e considerando as possiveis estratégias do outro jogador, a melhor estratégia

seria trair.

O dilema, que caracteriza esse jogo, se encontra no fato de que a andlise
individual leva os jogadores a traicdo mutua, enquanto a melhor combinacao de estratégias
seria a cooperagao mutua. A situacdo em que ambos os jogadores adotam a estratégia de
trair é classificada como um equilibrio de Nash, pois nenhum deles pode melhorar sua

recompensa mudando de estratégia unilateralmente (NASH, 1951).

Cabe salientar que o equilibrio de Nash nao ¢é necessariamente o ponto que
gera melhores recompensas para ambos. O equilibrio apresentado nesse caso, por exemplo,
¢ 0 que gera a menor recompensa total, resultando em um valor —6 enquanto os outros

casos geram uma recompensa total —5 ou —2.

Esse jogo pode ser generalizado para representar outras situacoes que envolvem
possibilidades de cooperagao ou traicao. Assim, a matriz de recompensas para uma forma
mais genérica do dilema do prisioneiro é apresentada na Tabela 2, onde R, I, T' e P sao

as possiveis recompensas nesse cenario.

Tabela 2 — Forma geral da matriz de recompensas do dilema do prisioneiro.

‘ Cooperar ‘ Trair
Cooperar R I
Trair T P

Fonte: elaborado pelo autor.

Para que essa matriz corresponda de fato a um dilema, é necessario que o valor
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da tentacao T de trair um jogador que cooperou seja maior do que a recompensa R pela
cooperacgao mutua, que deve ser maior do que a punicao P pela traicao mutua. Por fim, a
ingenuidade I de cooperar com um jogador que traiu deve gerar a menor recompensa, ou

seja, devemos ter T'> R > P > I.

Para que a cooperagao mutua realmente gere o melhor resultado coletivo, é
preciso acrescentar a condigdo 2R > T + I. Desse modo, a analise feita para a matriz
da Tabela 1 é a mesma para qualquer outra matriz que satisfaca as condigoes aqui
apresentadas, onde a traicdo mutua é um equilibrio de Nash e a cooperacao mutua é a

que gera a maior recompensa total.

Para maiores detalhes, um guia interativo que apresenta o dilema do prisioneiro
e introduz suas formas iterada e evolutiva, em que os jogadores jogam diversas vezes
uns contra os outros e podem alterar sua estratégia ao longo do tempo, foi elaborado e

disponibilizado gratuitamente em varios idiomas por Case (2017).

Um dos primeiros trabalhos na area de teoria dos jogos aplicado a biologia foi
realizado por Smith e Price (1973), no qual foram analisadas cinco estratégias que simulam
possiveis comportamentos de animais em situacao de conflito. Uma versao mais simples
desse modelo é o jogo hawk-dove (SMITH; PARKER, 1976), que pode ser traduzido como

falcao-pombo.

Nesse jogo, dois jogadores estao competindo por um recurso, que possui um
valor V' > 0, e podem utilizar as estratégias falcao ou pombo. O pombo busca dividir o
recurso igualmente, mas nao recebe nada se o outro jogador for um falcao, pois este é mais
agressivo e estd disposto até mesmo a lutar com outro falcdo por esse recurso, gerando um
custo C' > V. Dessa forma, o encontro de dois pombos ocasiona uma divisao do recurso
com uma recompensa % para cada e a interagao entre dois falcoes resulta em um conflito
e uma divisao do recurso, gerando uma recompensa VT’C < 0 para cada um deles. Além
disso, a interacao entre um pombo e um falcao faz com que este fique com todo o recurso
V' enquanto aquele nao recebe nenhuma recompensa, como pode ser observado na matriz

de recompensas apresentada na Tabela 3.

Tabela 3 — Forma geral da matriz de recompensas do jogo falcao-pombo.

‘ Falcao ‘ Pombo

Falcao H Vv
2 |4
Pombo 0 b)

Fonte: elaborado pelo autor.

Nesse jogo, observamos que as situagoes em que um dos jogadores utiliza a

estratégia falcao e o outro utiliza pombo resultam em equilibrios de Nash, uma vez que
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nenhum deles pode melhorar sua recompensa ao alterar sua estratégia unilateralmente.

Se o jogador que escolheu falcao alterasse sua estratégia para pombo, por exemplo, sua

v
2

pombo para falcdo, a recompensa que era nula se transformaria em uma recompensa

recompensa seria reduzida de V para <. Por outro lado, na mudanca de estratégia de

negativa.

Ao contrario do dilema do prisioneiro, no qual trair sempre gera a maior
recompensa préopria ao considerar que a a¢ao do outro jogador ja esta definida, a estratégia
que resulta na recompensa pessoal maxima para o jogo falcao-pombo depende da estratégia

escolhida pelo outro jogador, sempre sendo oposta a essa.

Outro jogo que pode ser analisado por meio da teoria dos jogos é o famoso
pedra-papel-tesoura, no qual a estratégia pedra ganha da tesoura e perde para o papel, o
papel ganha da pedra e perde para a tesoura e a tesoura ganha do papel e perde para a

pedra. Além disso, interagoes entre duas estratégias iguais resultam em um empate.

Uma possivel matriz de recompensas desse jogo é apresentada na Tabela 4(a),
em que uma vitoria garante uma recompensa 1, uma derrota resulta em —1 e um empate
gera uma recompensa nula. Essa dindmica pode ser representada de forma mais geral
pela matriz da Tabela 4(b), na qual devemos ter v > e > d para que a recompensa por
uma vitéria seja maior do que a por um empate e que esta também seja maior do que a

recompensa por uma derrota.

Tabela 4 — Matrizes de recompensas do jogo pedra-papel-tesoura.

(a) Exemplo (b) Forma geral
‘ Pedra ‘ Papel ‘ Tesoura ‘ Pedra ‘ Papel ‘ Tesoura
Pedra 0 —1 1 Pedra e d v
Papel 1 0 -1 Papel v e d
Tesoura -1 1 0 Tesoura d v e

Fonte: elaborado pelo autor.

Considerando estratégias puras, ou seja, em que cada jogador escolhe apenas
uma das trés estratégias apresentadas, nao existe um equilibrio de Nash para esse jogo.
Isso ocorre porque nao ha como ambos jogadores obterem a recompensa maxima v e
qualquer jogador que nao receber essa recompensa sempre poderia obté-la ao alterar a sua

estratégia para a que vence da estratégia escolhida pelo outro jogador.

Se ambos os jogadores adotassem a estratégia pedra, por exemplo, qualquer
um deles poderia ampliar sua recompensa alterando a estratégia para papel. Por outro
lado, se um jogador escolhesse pedra e o outro papel, o jogador com estratégia pedra
poderia altera-la para a estratégia tesoura, obtendo assim a recompensa maxima v. Dessa
forma, conclui-se que esse jogo realmente nao admite um equilibrio de Nash somente com

estratégias puras.
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Cabe salientar que, embora nao seja foco deste trabalho, existe um equilibrio
de Nash para o jogo pedra-papel-tesoura ao considerar estratégias mistas, na qual cada
jogador adota cada uma das estratégias puras com probabilidades predefinidas e se calcula
uma recompensa esperada. Nesse caso, o equilibrio ocorre quando ambos os jogadores
possuem probabilidade % de adotar cada uma das estratégias puras (WANG; XU; ZHOU,
2014).

1.3 Especiacao

O processo de especiacao pode ser compreendido como a evolug¢ao dos mecanis-
mos de isolamento reprodutivo que impedem o fluxo de genes entre populagoes intimamente
relacionadas, gerando linhagens reprodutivamente isoladas (BUSH, 1975; MAYR, 1999;
GAVRILETS; LI; VOSE, 2000; TURELLI; BARTON; COYNE, 2001).

Os principais tipos de especiacao sao a alopatrica, a parapatrica e a simpatrica.
A especiagao alopatrica ocorre devido ao isolamento geografico de duas populagoes, assim,
a auséncia de um fluxo de genes entre ambas as populagoes faz com que o isolamento
reprodutivo ocorra de forma gradual como um resultado das mutagoes (HOSKIN et al.,
2005) e as caracteristicas obtidas nesse periodo de afastamento geografico contribuem para

manter o isolamento reprodutivo quando nao ha mais barreiras geogréaficas (MAYR, 1982).

A especiacao é denominada parapatrica quando existe inicialmente um fluxo
restrito de genes entre as populagoes (SLATKIN, 1982; GAVRILETS; LI; VOSE, 2000).
Por fim, a especiagiao simpdtrica ocorre sem que exista um isolamento geografico (DIECK-
MANN; DOEBELI, 1999) e, embora existam diversos debates sobre sua ocorréncia ser
plausivel na natureza (AGUIAR et al., 2009), ha também suficientes exemplos empiricos

bem fundamentados para afirmar que essa ocorréncia é sim possivel, mesmo sendo menos
comum do que os outros dois tipos (BOLNICK; FITZPATRICK, 2007).

Um classico caso de irradiagao adaptativa, que é um fendmeno em que uma
tnica espécie ancestral ou um pequeno grupo se diversifica rapidamente (BERTA; SUMICH;
KOVACS, 2015), é o dos tentilhoes de Darwin, em que 14 espécies desses passaros foram
formadas nas ilhas Galdpagos e na ilha do Coco a partir de um ancestral comum (GRANT,
1981). Devido a diversidade de recursos, dimensoes e altitudes das ilhas, mudangas no
formato e no tamanho dos bicos dos tentilhdes favoreceram alguns desses morfos em cada
regidao, impulsionando o processo de especiagao (GRANT, 2017). As linhagens de 13 dessas

espécies sao apresentadas na Figura 5.
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Figura 5 — Arvore filogenética dos tentilhdes de Darwin.
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Fonte: Sato et al. (1999, p. 5105).

Os ciclideos do lago Vitoria, na Africa, representam um caso de irradiacdo
adaptativa em que nao ha uma barreira geografica explicita, fortalecendo a ideia da
ocorréncia de especiagao simpétrica na natureza (KOCHER, 2004). Atualmente sao
encontradas mais de 500 espécies nesse lago (VERHEYEN et al., 2003), mas acredita-se
que esses peixes podem ter se originado a partir de um ancestral comum (MEYER et al.,
1990) e que, se nao todas, a maioria das espécies evoluiu nos ultimos 15000 anos, apds a
dessecagao completa do lago Vitéria e o seu reabastecimento (SALZBURGER, 2018).

1.3.1 Implementacao computacional

Existem diversas maneiras de implementar o processo de especiagao, como a
proposta por Higgs e Derrida (1991) por exemplo, mas optamos por assumir que o genoma
de cada individuo é haploide e composto por uma sequéncia de B genes bialélicos, os quais
consideramos por simplicidade que podem ser iguais a 0 ou 1. Para B = 5, por exemplo,

as sequéncias 01010 e 11011 sao alguns dos possiveis genomas.

Utilizando genes bialélicos, a distancia genética entre dois individuos com
genomas G e GG pode ser calculada por meio da distancia de Hamming, que determina
quantas posi¢oes das sequéncias Gy e G5 possuem alelos, 0 ou 1, distintos (WAGGENER,;
WAGGENER, 1995). Para os genomas citados como exemplo, temos que a distancia de
Hamming entre eles é dada por dy(01010,11011) = 2, pois apenas os alelos na primeira e

na ultima posicao diferem entre eles.

Para que dois individuos possam se reproduzir, é importante que eles possuam
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uma semelhanga genética (HIGGS; DERRIDA, 1992). Desse modo, consideramos que
existe uma distancia genética maxima G para que dois individuos consigam procriar.
Assim, a reproducao entre dois individuos com genomas G e G, respectivamente, pode

ocorrer somente se dy (G, Gy) < G.

Ao adotar G = 1, por exemplo, os individuos com genomas G; = 01010 e
G5 = 11011 ndo podem se reproduzir, pois dg(G1,Gs) = 2 > G = 1. Por outro lado, um
outro individuo com genoma G3 = 11010 poderia procriar com qualquer um deles, uma
vez que dy(G1,Gs) = dg(Ge, G3) = 1 < G, ja que ele difere somente no primeiro ou no

ultimo gene com os individuos G e G, respectivamente.

Supondo que dois individuos se reproduzam, o genoma do descendente é gerado
por segregacao alélica, ou seja, o gene de cada posi¢cao no genoma do filho é sorteado entre
os genes de cada um dos pais naquela posicao. Ao considerar individuos com genomas (G,
e (73, como a Unica posicao que possui alelos distintos nos genomas deles é a primeira, o
genoma do descendente podera ter 0 ou 1 nessa posicao, mas as demais posigoes serao

preenchidas inicialmente pelos alelos comuns a ambos os pais.

A variabilidade genética é necessaria para que o processo de especiagdo possa
ocorrer. Portanto, apds a segregacao alélica, cada um dos genes pode sofrer uma mutacao
e ser alterado de 0 para 1 ou de 1 para 0. Dessa maneira, é possivel que, mesmo com os
dois pais tendo o mesmo alelo em uma determinada posi¢cao, um descendente tenha um
alelo diferente nessa posicao. Assim, apos diversas mutagoes ao longo das geragoes, podem

surgir grupos de individuos isolados reprodutivamente, ocorrendo o processo de especiagao.

Para caracterizar melhor o que sao consideradas espécies distintas nessa imple-
mentacao, definimos que dois individuos com genomas G; e G5 sao da mesma espécie se eles
podem reproduzir um com o outro, ou seja, dy(G1,Gs) < G, ou se houver uma sequéncia
de individuos com genomas G1, G, ..., G, tais que dy (G, él) <G, dH(CA?i,CA?iH) <G
paratodoi=1,2,...,.n—1e dH(én, (G2) < G. Nesse tltimo caso, todos os individuos

G, Gy e Gy, parat = 1,2,...,n, sao de uma mesma espécie.

Uma maneira construtiva de definir uma espécie é iniciar com um tnico indi-
viduo e observar com quais outros individuos da populacao ele consegue se reproduzir,
colocando-os em um conjunto. Em seguida, incluir nesse grupo todos os que podem se
reproduzir com pelo menos um dos que foram acrescentados e repetir esses passos até que
nenhum outro individuo possa ser adicionado ao conjunto. Se toda a populacao estiver
em um unico grupo, entao ndo ha como diferenciar as espécies ainda. Caso contrario,
pode-se escolher um dos individuos que nao foram selecionados e repetir o processo de
determinacao das espécies até que todos os individuos estejam em algum conjunto. Dessa
forma, o niimero de grupos formados representa a quantidade de espécies distintas, em
que individuos de espécies diferentes nunca conseguem reproduzir entre si e nao existem

grupos isolados reprodutivamente em uma mesma espécie.
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2 Modelos fenotipicos

Neste capitulo serao apresentados trés modelos que representam a dinamica dos
lagartos Uta stansburiana levando em conta, por simplicidade, apenas os fendtipos laranja
(0), azul (B) e amarelo (Y). Embora sejam bem conhecidos os possiveis genétipos desses
lagartos e as relagoes de dominancia entre os alelos o, b e y, os modelos mais complexos que
consideram esses fatores serdo apresentados no Capitulo 3. Além disso, ndao ha distincao

de sexo ou idade entre os individuos em nenhum dos modelos propostos.

A representacao da dindmica dos lagartos-de-mancha-lateral por meio de um
modelo pedra-papel-tesoura foi introduzida por Sinervo e Lively (1996), a partir da anélise
das estratégias e observagao da evolugao das proporc¢oes de individuos de cada fenétipo na

natureza ao longo dos anos.

2.1 Modelo fenotipico nao espacial

Este primeiro modelo nao considera as possiveis distribuicoes espaciais dos
individuos. Assim, seguindo a formulacao que foi proposta por Sinervo e Lively (1996) e
estudada com mais detalhes por Barreto (2017), determinamos as propor¢oes fenotipicas
de lagartos com manchas laranjas, azuis e amarelas na geracao t como fo:, f+ € fyvs,
respectivamente. Por corresponderem a proporgoes da populacao total, em cada geragao t

vale a relacao fo: + fp++ fyve = 1.

A matriz de recompensas M utilizada para simular a dindmica pedra-papel-
tesoura de interagao entre esses lagartos é apresentada em sua forma geral na Tabela 5.
O elemento M;; representa a recompensa que um lagarto com o fenétipo, que também
pode ser chamado de estratégia nesse contexto de teoria dos jogos, da linha I recebe ao

interagir com um individuo com a estratégia da coluna J.

Tabela 5 — Forma geral da matriz de recompensas da dinamica dos lagartos.

o0 | B | Y
O | Moo | Mog | Moy
B | Mo | Mg | My
Y | Myo | Myp | Myy
Fonte: elaborado pelo autor.

Considerando que os lagartos de fendtipo laranja possuem uma vantagem na
presenca de lagartos com manchas azuis e uma desvantagem na presenca dos de fenétipo

amarelo, determina-se que Mpg > Moo > Mpy. Analogamente, sao obtidas também
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as relagoes Mgy > Mpgp > Mpo e Myo > Myy > Mypg. A matriz de recompensas que
sera utilizada inicialmente pode ser observada na Tabela 6, com um formato semelhante
a matriz do jogo pedra-papel-tesoura, apresentada na Tabela 4(b), come =1, v =2 e
d = 0.5.

Tabela 6 — Exemplo de matriz de recompensas da dinamica dos lagartos.

OB |Y

Ol 1 2 105

B |05 1 2

Y| 2 [05] 1
Fonte: elaborado pelo autor.

A partir da matriz de recompensas M escolhida, calculamos o fitness de uma
estratégia I € {O, B,Y'} na geragdo t por meio da Equagao (2.1), na qual se realiza uma
média ponderada das recompensas obtidas na interagdo de I com cada um dos fenotipos

J € {0, B,Y} e os pesos correspondem as proporgoes fenotipicas f;.
Wi = Z Miyfo (2.1)
J

Utilizando a matriz representada na Tabela 6, por exemplo, os fitnesses cor-

respondentes aos fenétipos laranja, azul e amarelo em uma geragao t sao dados pelas
Equagoes (2.2), (2.3) e (2.4).

Wor = for+2fps+ 0.5y, (2.2)
Wy = 05fo+ fBe+2fvs (2.3)
Wys = 2fo++05fp:+ fre (2.4)

Além disso, o fitness médio da populacao na geracao t é calculado fazendo
a média ponderada dos fitnesses das estratégias I € {O, B,Y} com os pesos sendo as

proporcoes fenotipicas fr;, conforme a Equacao (2.5).

W, = Z Wiifre = Wourfor +Waifpe + Wy fva (2.5)
T

Dessa maneira, sabendo o fitness médio e o de cada uma das estratégias na
geragao t, as proporgoes fenotipicas da geragao seguinte de cada fenétipo I € {O, B,Y'}
sao calculadas por meio da Equagdo (2.6). Nota-se que estratégias que possuem um fitness
maior do que o médio aumentam de propor¢ao, as que possuem fitness menor diminuem e

a propor¢ao permanece constante quando ambos os fitnesses sao iguais.

Wi
Wi

frivr = fru (2.6)
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Cabe salientar que, utilizando essa equacao, a relacao fo 1+ fp+1+ frie1 =1

também é valida:

Wo. Wh

Wy,
+ + — + A ’
forr1 + fpir1 + franm fou W, B W, fyi W

Wouifor +Waefpe + Wy fya
W,

4%
— Wz —1
Um conjunto de proporcoes fenotipicas (fo, fz, fy), para o qual denotamos Wy
os fitnesses para cada uma das estratégias I € {O, B,Y} e W o fitness médio considerando
essas proporcoes, ¢ denominado um ponto de equilibrio se o sistema nao se altera ao
longo das geracoes a partir dele (LUENBERGER, 1979). Dessa forma, temos um ponto de
equilibrio se substituirmos fr; = f; na Equagao (2.6) para cada uma das trés estratégias
e obtivermos sempre que f7;:11 = frs = f1. Assim, partindo da Equagao (2.6), podemos
obter a Equagao (2.7), que determina as condigoes para cada I € {O, B,Y} para que

(fo, fB, fv) seja um ponto de equilibrio.

W
fr="Tr =
_ W;
1 (1 - WI> -0 (2.7)
Dessa maneira, para cada estratégia devemos ter que f; = 0 ou % = 1, ou seja,

W; = W. Independentemente da matriz de recompensas utilizada, podemos encontrar os
equilibrios triviais (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1), nos quais ocorre a presenga de apenas um

dos fendtipos. Para o ponto de equilibrio de coexisténcia das trés estratégias, devemos ter

Wo=Wp =Wy =W.

Para obter resultados mais gerais, serao realizadas algumas alteragoes na matriz
de recompensas proposta. Barreto (2017) definiu matrizes que focam em cada uma das
estratégias O, B e Y alterando os elementos da coluna referente a estratégia focal, ou
seja, variando as recompensas que um individuo de outro fenétipo recebe ao interagir
com um individuo com a estratégia focal. Enquanto isso, este trabalho propde a alteragao
dos elementos da linha referente a essa estratégia, denotando v > 1 e 0 < d < 1 como
parametros para identificar as recompensas obtidas por um individuo com a estratégia
focal na interacao com outro com o qual ele possui, respectivamente, uma vantagem ou

desvantagem.
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Tabela 7 — Matrizes de recompensas com estratégias focais O, B e Y.

(a) Estratégia focal O (b) Estratégia focal B (c) Estratégia focal Y
|0 |B|Y O|B|Y (O|B|Y
O 1 v | d O|1] 2 105 O| 1205
B|05|] 1 |2 B|d| 1 v B|05] 1] 2
Y| 2 [05]1 Y| 2051 Y| v |[d]| 1

Fonte: elaborado pelo autor.

Nota-se que a matriz de recompensas da Tabela 6 é obtida ao substituir v = 2
e d = 0.5 em qualquer uma dessas estratégias focais. Os calculos para determinar os
pontos de equilibrio e demonstrar que a coexisténcia dos trés fenotipos é o tinico ponto de
equilibrio nao trivial utilizando essas matrizes sao apresentados no Apéndice A.1. Além
disso, como pode ser observado na Tabela 8, as matrizes para as trés estratégias focais sao

idénticas ao alterar a ordem dos fenétipos.

Tabela 8 — Forma alternativa das matrizes de recompensas com estratégias focais B e Y.

(a) Estratégia focal B (b) Estratégia focal Y

B|Y|O Y| 0B
B| 1 v | d Y | 1 v | d
Y |05 1 2 O|05] 1 |2
O 2 |05 1 B| 2 |[05]1

Fonte: elaborado pelo autor.

Assim, os pontos de equilibrio de coexisténcia para as estratégias focais O, B e
Y s@o expressos, respectivamente, pelas Equacoes (2.8), (2.9) e (2.10). Pode-se observar
que as proporc¢oes fenotipicas da estratégia focal e dos fendtipos contra os quais a estratégia

focal possui vantagem ou desvantagem sao as mesmas nos trés casos.

_ 4v — 2d _ 10 — 6d _ 6v—5

_ __v-ba -2 2.
Jo 100 —8d + 5 I8 100 —8d + 5 Iy 100 —8d+5 (2:8)
__ 6v—5 __ 4v — 2d _ 10 — 6d

_ __vmza e 2.
Jo 100 —8d + 5 I8 100 —8d + 5’ Iy 100 —8d+5 (2.9)
__ 10 — 6d __ 6v —5 _ Av —2d

_ _ T - (21
Jo 100 —8d + 5’ /s 100 —8d + 5’ Iy 100 — 8d + 5 (2.10)

Substituindo v = 2 e d = 0.5 em qualquer uma dessas equagcdes, encontramos
o ponto de equilibrio de coexisténcia fo = fz = fy = % para a matriz apresentada na
Tabela 6. Salienta-se que, como é demonstrado no Apéndice A.1, ndo existe nenhum ponto
de equilibrio para esse conjunto de matrizes, considerando 0 < d < 1 e v > 1, em que

apenas 2 fenétipos sobrevivem.

Para calcular a estabilidade de um ponto de equilibrio, precisamos encontrar

a matriz Jacobiana associada ao sistema de equagoes que determinam as proporgoes
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fenotipicas na geracao seguinte. O equilibrio sera estavel se todos os autovalores da
Jacobiana avaliada nesse ponto possuirem médulo menor do que 1 (EDELSTEIN-KESHET,

2005). A matriz Jacobiana J associada a esse sistema é apresentada na Equacao (2.11).

Ofors1 Ofor+1  Ofopn
dfor  Ofpr  Ofvy

Ofpir1 Ofpu+1 OfBus1
for  Ofpe  Ofvy

Ofvies1  Ofvis1 Ofvast
dfor  Ofpr  Ofvy

Ao somar as trés linhas da Jacobiana, temos uma linha com as derivadas de

(2.11)

fou+1 + fBis1 + fyesr em relacdo a foy, fpr € fyr. Como a primeira expressao é a soma
de todas as proporgoes fenotipicas na geracao t + 1, segue que ela é igual a 1, ou seja,
constante. Assim, todas as derivadas sdo iguais a 0 e a soma das trés linhas da Jacobiana
¢ uma linha nula, portanto seu determinante é 0 para qualquer ponto de equilibrio. Como
os autovalores de uma matriz A sdo os valores \ tais que det(A — AI) = 0 e sabemos que
0 = det(A) = det(A — 01), segue que 0 é sempre um dos autovalores. Portanto, um ponto
de equilibrio serda estavel se os médulos dos dois outros autovalores da matriz Jacobiana

avaliada nesse ponto forem menores do que 1.

Embora seja possivel determinar os critérios de estabilidade partindo dessa
analise, uma simplificacdo pode ser realizada para obter as mesmas condi¢oes com uma
quantidade significativamente menor de célculos. Partindo da relacao fo; + fp: + fy: = 1,
podemos reescrever fy; = 1 — fo.— fp+ e substituir essa expressao no calculo dos fitnesses
e dos valores de fo;+1 € fpi+1. Dessa forma, teremos que fy 41 =1 — for41 — fBit1 €0
sistema de trés equacoes e trés variaveis se reduz a um sistema com apenas duas equagoes e

varidveis. A matriz Jacobiana desse sistema simplificado é apresentada na Equagao (2.12).

afo,t+1 afo,t+1

dfor  Ofpyi
J = (2.12)
Ofpirr Ofpin

dfox  Ofpu

Além disso, para um sistema de duas equagoes e duas variaveis, nao é necessario

calcular os autovalores para determinar a estabilidade de um ponto de equilibrio. Nesse
caso, os autovalores da Jacobiana possuem médulo menor que 1 e, portanto, o ponto de
equilibrio P é estével sempre que a Equagao (2.13) for satisfeita (EDELSTEIN-KESHET,
2005), no qual ¢r(A) representa o traco da matriz A, que é a soma dos elementos da

diagonal principal, det(A) é o determinante da matriz A e J(P) é a matriz Jacobiana
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avaliada no ponto de equilibrio P.
tr (J(P))| < det(J(P)) +1 <2 (2.13)

De acordo com os célculos e o Codigo-fonte 1, em MATLAB®, apresentados
no Apéndice A.2, no qual é realizada a simplificacdo do sistema de trés para apenas duas
variaveis, observamos que os pontos de equilibrio com apenas um fenétipo sao sempre
instaveis e o equilibrio de coexisténcia das trés estratégias é estavel, para qualquer uma
das estratégias focais, sempre que d > 9“1)*_54, relagdo que é obtida para satisfazer a segunda
relagdo da Equacao (2.13), em que o determinante avaliado no ponto de equilibrio deve ser

menor do que 1. Assim, a regiao azul acima da curva apresentada na Figura 6 representa

os conjuntos de parametros que levam a um sistema em que a coexisténcia é estavel.

Figura 6 — Regiao de estabilidade para as estratégias focais.

o Regiao de estabilidade

1
\
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Y
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.
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034 o TTTeeel
0.2 1 L
0.1
0.0 | ‘ ‘ | | | |
1.0 15 20 25 3.0 35 4.0 15 5.0

Fonte: elaborado pelo autor.

Nota-se que o ponto A, definido por v = 2 e d = 0.5, estd sobre a curva
d= 9”;54, portanto nao se pode garantir a estabilidade do ponto de equilibrio obtido com
a matriz da Tabela 6. Além disso, o ponto de equilibrio sera estavel para o conjunto de
parametros definido pelo ponto B, com v = 4 e d = 0.8, e serd instavel para os pontos C,
DeFE,comv=15ed=05,v=2ed=02ev=2>5ed=0.2, respectivamente.

Ao considerar as observagoes de Sinervo e Clobert (2003) de que os indivi-
duos com manchas azuis cooperam uns com os outros e possuem um fitness mais alto
quando estao proximos e que os individuos de fendétipo laranja possuem fitnesses menores
quando estao proximos devido a competicao entre eles, uma variacao inédita da matriz
de recompensas serd adotada e denominada de matriz de recompensas com estratégia de
cooperagao. Para isso, sao alterados dois elementos da diagonal principal da Tabela 6,

tomando 1 < v < 2 para as interagoes entre lagartos de fenétipo azul, representando a
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vantagem deles ao cooperar, e 0 < d < 1 para as interagoes entre os com manchas laranjas,
reduzindo a recompensa devido a possiveis disputas entre eles. Enquanto isso, o valor
Myy = 1 representa a recompensa intermediaria obtida na interagao entre lagartos de

fendtipo amarelo. A matriz com apenas essas alteragoes é apresentada na Tabela 9.

Tabela 9 — Matriz de recompensas inicial com estratégia de cooperacao.

OB |Y

O| d 2 105

B |05 v 2

Y| 2 [05] 1
Fonte: elaborado pelo autor.

Cabe salientar que a restricao v < 2 foi adotada para que tenhamos Mpgy >
Mpgg, que é um dos critérios que caracteriza a dinamica pedra-papel-tesoura. Por outro lado,
se nao fosse realizada nenhuma alteragao na matriz da Tabela 9, a relacao Moo > Moy
nao seria valida para 0 < d < 0.5 e ndo teriamos uma dindmica pedra-papel-tesoura. Uma
possivel solucao seria limitar 0.5 < d < 1 para que a desigualdade seja sempre satisfeita,
porém resultados interessantes foram obtidos nas simulac¢oes com 0 < d < 0.5 e, portanto,
optamos por adotar Mpy = 0 para que as condi¢oes da dinamica pedra-papel-tesoura

sejam validas em todo o intervalo 0 < d < 1. Assim, a matriz proposta pode ser observada
na Tabela 10.

Tabela 10 — Matriz de recompensas com estratégia de cooperagao.

0B Y
O d |20
B|05| v |2
Y| 2051

Fonte: elaborado pelo autor.

Utilizando essa matriz de recompensas, conforme calculado no Apéndice A.3,
temos novamente os equilibrios triviais (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) e um equilibrio de
coexisténcia dos trés fenétipos. Algo inédito nesse modelo é que, com condicoes especificas,

surge um ponto de equilibrio de coexisténcia de apenas dois morfos, o laranja e o azul.

O ponto de equilibrio de coexisténcia dimérfica é biologicamente viavel, ou seja,
temos fo > 0, fg > 0e fy = 0 somente quando 0 < d < 0.5 e 1 < v < 2. Dessa forma,
as proporcgoes fenotipicas de lagartos com manchas majoritariamente laranjas e azuis sao

definidas pela Equacao (2.14), na qual fy = 0.

_ 4 —2v — 1—2d

_ o sTev _ - 92.14
Jo 5—92v — 2d’ Is 5— 20— 2d (2.14)
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O ponto de equilibrio de coexisténcia das trés estratégias, no qual todos os

fitnesses sao iguais, com essa nova variagao é apresentado na Equacao (2.15). Esse ponto

faz sentido bioldgico somente quando v < 183:42dd, como é calculado no Apéndice A.3.
— 4o +4 — 14 — 4d —  dvd —8v—2d+ 13
_ = = . (2.15
Jo= fi—m—6irar P wd—w—6ds3 " " wa—w—ca+z P
Na Figura 7, as regioes acima e a esquerda da curva amarela v = 183:42j

representam os conjuntos de parametros tais que todas as proporcgoes fenotipicas do
equilibrio de coexisténcia trimorfica sao positivas, enquanto as regides abaixo da reta azul
d = 0.5 representam os pontos em que a coexisténcia apenas dos morfos laranja e azul é
biologicamente vidvel. Dessa maneira, o tinico equilibrio nao trivial possivel na regiao (1)
é a coexisténcia dos trés morfos, na regiao (/1) podemos ter apenas a coexisténcia dos

fenétipos laranja e azul e na regido (I1) temos ambos os pontos de equilibrio.

Figura 7 — Regioes de viabilidade biolégica dos pontos de equilibrio.
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Fonte: elaborado pelo autor.

A estabilidade de cada um dos pontos de equilibrio é calculada no Apéndice A .4
com auxilio do Céodigo-fonte 2, no qual se confirma novamente que os equilibrios triviais, em

que apenas uma estratégia sobrevive, sdo sempre instaveis. Na Figura 8, a regiao amarela,

13—-2d
8—4d "’

morfos azul e laranja é estavel e a regidao azul, que é limitada superiormente pela funcao
implicita 8v2d? — 56v%d — S8vd® + 56v* + 8d* + 38vd — 119v — 74d + 119 = 0, representa os

pontos em que a coexisténcia trimorfica é estavel.

que satisfaz v > representa os conjuntos de pardmetros em que a coexisténcia dos
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Figura 8 — Regides de estabilidade dos pontos de equilibrio de coexisténcia dimorfica e
trimérfica.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Serao realizadas simulag¢Oes nas quais a coexisténcia dos trés morfos é estavel,
para os pontos A, comv =12ed=0.4,e B,comv = 1.7ed = 0.3, em que a coexisténcia

dimorfica é estavel, para o ponto C', com v = 1.8 e d = 0.2, em que a estabilidade nao é

13—2d
8—4d "’

nenhum ponto de equilibrio é estavel, para os pontos O, comv =1ed =1, e E, com
v=16ed=0.5.

garantida, para o ponto D sobre a curva v = com v = 1.7 e d = 0.125, e nas quais

Uma adaptacgao simples que poderia ser implementada para modelar a interagao
apenas entre uma estratégia mais agressiva e outra cooperadora, como ocorre no dilema
do prisioneiro ou no jogo falcao-pombo por exemplo, seria excluir a estratégia Y da matriz
representada na Tabela 10. Com isso, os pontos de equilibrio (fo, f5) para essa dindmica
seriam os triviais, (1,0) e (0, 1), juntamente com o equilibrio nao trivial determinado
pela Equacao (2.14). Considerando as restrigoes 0 < d < 1 e 1 < v < 2 nesse cenario,
como ¢é calculado no Apéndice A.4.1, a coexisténcia do morfo dominante laranja e do
morfo cooperador azul seria estavel para 0 < d < 0.5 e o sistema convergiria para o ponto
de equilibrio trivial (1,0) sempre que 0.5 < d < 1, divergindo do resultado obtido ao

considerar os trés morfos, que é apresentado na Figura 8.

2.1.1 Simulacdes

Nesta se¢ao serao apresentados os resultados das simulagoes do modelo fenoti-
pico nao espacial para os conjuntos de parametros definidos nas Figuras 6 e 8. As condi¢oes
iniciais utilizadas para cada simulacao, exceto quando mencionado algo diferente, sao

arbitrariamente definidas como foo = 0.25, fgo = 0.35 € fyp = 0.4 e sdo expostos os
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resultados das primeiras 100 geracoes. EE importante destacar que as condicoes iniciais
afetam principalmente o estado transitorio e nao causam uma mudanca qualitativa nos

resultados a longo prazo, desde que todas as proporgoes iniciais sejam positivas.

A evolugao ao longo do tempo das proporgoes fenotipicas utilizando os para-
metros v = 2 e d = 0.5 com estratégia focal O, que corresponde ao ponto A da Figura
6, pode ser observada na Figura 9(a), onde as linhas tracejadas representam o ponto
de equilibrio fo = fz = fy = % Enquanto isso, a trajetéria dos pontos (fo, fa.t, fri)
no espago de fase é representada pelos pontos verdes na Figura 9(b), em que o ponto
azul corresponde as proporgoes iniciais (0.25,0.35,0.4) e a estrela vermelha é o ponto de

11 1

equilibrio de coexisténcia (3, 3, 3)-

Figura 9 — Simulagdo com estratégia focal O para o ponto A (v = 2,d = 0.5) da Figura 6.

(a) Evolugao temporal (b) Espago de fase
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Fonte: elaborado pelo autor.

Nota-se que esse ponto de equilibrio nao é estavel para o conjunto de parametros
adotado, uma vez que as proporgoes fenotipicas oscilam de maneira ciclica em torno do
ponto de equilibrio. Cabe salientar ainda que a matriz de recompensas desse caso é a
apresentada na Tabela 6, sendo idéntica para as trés estratégias focais. Portanto, essa
oscilagao ocorreria para simulagoes com qualquer uma das estratégias focais. Os resultados
para o ponto B da Figura 6, com v =4 e d = 0.8, e estratégia focal O sdo apresentados
na Figura 10, em que as linhas tracejadas da Figura 10(a) correspondem as proporgdes do
ponto de equilibrio e este ponto também ¢é representado pela estrela vermelha da Figura
10(b), de forma semelhante ao que é apresentado na Figura 9 e serd adotado para as

demais simulagoes.
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Figura 10 — Simulagao com estratégia focal O para o ponto B (v = 4,d = 0.8) da Figura
6.
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Fonte: elaborado pelo autor.

E possivel observar, tanto na Figura 10(a) quanto na Figura 10(b), que as
proporgoes fenotipicas oscilam um pouco, mas convergem para o ponto de equilibrio,
confirmando que esse conjunto de pardmetros realmente resulta em um ponto de equilibrio
estavel. Para constatar que as diferentes estratégias focais sao equivalentes para esse
primeiro modelo, os resultados utilizando a estratégia focal B para esse mesmo ponto, e
considerando fpo = 0.25, fyo = 0.35 e foo = 0.4, e a estratégia focal Y, iniciando com
fyo =025, foo = 0.35 e fpo = 0.4, podem ser observados nas Figuras 11(a) e 11(b),

respectivamente.

Figura 11 — Simulagdes com estratégias focais B e Y para o ponto B (v = 4,d = 0.8) da
Figura 6.

(a) Estratégia focal B (b) Estratégia focal Y/
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Fonte: elaborado pelo autor.

De fato, os resultados apresentados nas Figuras 10(a), 11(a) e 11(b) sao equiva-
lentes, portanto as demais simulagoes dessa se¢ao serao realizadas apenas com a estratégia

focal O e os resultados sao andlogos para as demais estratégias. Considerando v = 1.5 e
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d = 0.5, que representa o ponto C' da Figura 6, as proporg¢oes fenotipicas divergem e se

afastam do ponto de equilibrio, como pode ser observado na Figura 12.

Figura 12 — Simulagdo com estratégia focal O para o ponto C' (v = 1.5,d = 0.5) da Figura
6.
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Fonte: elaborado pelo autor.

De forma semelhante, os pontos D, comv =2ed =0.2, e £, comv =25¢
d = 0.2, da Figura 6 também resultam em pontos de equilibrio instaveis, nos quais as
oscilagbes aumentam sua amplitude e fazem com que as proporgoes fenotipicas se afastem
do ponto de equilibrio. Como o espaco de fase seria semelhante ao apresentado na Figura
12(b), apenas as evolugoes temporais das proporgoes fenotipicas para esses dois pontos

sao apresentadas na Figura 13.

Figura 13 — Simulagoes com estratégia focal O para os pontos D (v = 2,d = 0.2) e E
(v=2.5,d=0.2) da Figura 6.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Utilizando a estratégia de cooperacao, os pontos de equilibrio de coexisténcia
dos trés morfos obtidos a partir dos conjuntos de parametros representados pelos pontos

A e B da Figura 8 sao estaveis. Assim, as simulagoes com v =1.2ed = 0.4 e com v = 1.7
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e d = 0.3 podem ser observadas na Figura 14, na qual o sistema oscilou um pouco mais e

foram necessarias 200 geracoes para confirmar a estabilidade.

Figura 14 — Simulagoes com estratégia de cooperagao para os pontos A (v =1.2,d = 0.4)
e B (v=1.7,d=0.3) da Figura 8.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Enquanto isso, utilizando v = 1.8 e d = 0.2, que representa o ponto C' da
Figura 8, o ponto de equilibrio estavel é o da coexisténcia apenas dos morfos laranja e
azul. Dessa forma, é possivel observar que a proporc¢ao do fenétipo amarelo converge para
0 e, na Figura 15(b), o sistema converge para o ponto de equilibrio que fica no plano onde

somente fo e fp sdo nao nulas.

Figura 15 — Simulagdo com estratégia de cooperacao para o ponto C' (v = 1.8,d = 0.2) da
Figura 8.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Os resultados obtidos a partir dos pontos O, D e E da Figura 8 ndo possuem
novidades qualitativas. Portanto, as evolugoes temporais das proporgoes fenotipicas com
v=1led=1,comov=17ed=0.125 e com v = 1.6 e d = 0.5 sdo apresentadas na

Figura 16, na qual sao simuladas 200 geragoes para esse ultimo caso. Nota-se que o ponto
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D resulta em um ponto de equilibrio estavel mesmo estando sobre a curva v = 183__42;[ e

os pontos O e E representam matrizes com pontos de equilibrio instaveis, ratificando a

regiao de estabilidade apresentada na Figura 8.

Figura 16 — Simulagoes com estratégia de cooperagao para os pontos O (v =1,d = 1), D
(v=1.7,d=0.125) e E (v =1.6,d = 0.5) da Figura 8.

(a) Ponto O (b) Ponto D (c) Ponto E
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Fonte: elaborado pelo autor.

2.2 Modelo fenotipico espacial

Para representar a dinamica considerando a distribui¢ao espacial dos lagartos,
foi construido um autéomato celular N x N, que corresponde a um modelo com uma grade
espacial discreta, na qual cada elemento da grade possui um conjunto finito de estados
e ha um conjunto de regras que determina a evolucao desses estados de forma discreta
no tempo (WOLFRAM, 1982; SCHONFISCH, 1995). Desse modo, o modelo pode ser
entendido como uma matriz N x N em que cada elemento determina se aquela posicao, que
sera chamada de sitio, esta vazia ou é habitada por um lagarto de fendtipo laranja, azul
ou amarelo. A evolucao dos estados nesse modelo sera regida pela dinamica de interacao

dos lagartos.

A distribuicao inicial dos individuos é feita considerando uma densidade inicial
arbitraria pp = 0.9 e probabilidades iniciais de um lagarto ter fendtipo laranja, azul ou
amarelo iguais a po = 0.25, pg = 0.35 ou py = 0.4, utilizando os mesmos valores do
modelo nao espacial. Assim, na geracao 0, cada sitio possui uma probabilidade py de estar
inicialmente ocupado por um lagarto e, se isso ocorrer, o lagarto possui probabilidades po,
pp € py de ter manchas majoritariamente laranjas, azuis ou amarelas. Adotando N = 40,
a distribuicao inicial que serd utilizada em todas as simulagoes é apresentada na Figura
17, na qual sitios de cor branca estao vazios e as demais cores representam o fenétipo do

lagarto que habita este sitio.
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Figura 17 — Distribui¢ao inicial utilizada em todas as simulacoes.

Fonte: elaborado pelo autor.

No inicio de cada geracao, exceto a primeira, cada lagarto possui uma probabi-
lidade i de morrer e deixar o sitio vazio. Para determinar as interac¢oes entre os lagartos de
diferentes fenotipos, sera utilizada principalmente a vizinhanca de Moore, apresentada na
Figura 18(b), que considera que os vizinhos do sitio marcado em azul sdo os 8 sitios mais
proximos, marcados em vermelho (HOEKSTRA; KROC; SLOOT, 2010). Para analisar a
influéncia da vizinhanga nos resultados, serao utilizadas também as vizinhancas de Von
Neumann e de Moore estendida, representadas nas Figuras 18(a) e 18(c), e que admitem

como vizinhos os 4 ou 24 individuos mais préximos, respectivamente.

Figura 18 — Vizinhancas.

(a) Von Neumann (b) Moore (¢) Moore estendida

Fonte: elaborado pelo autor.

Sao utilizadas duas condigoes de contorno: peridédicas e com valores fixos
(DEUTSCH; DORMANN; 2005). Com as condigbes de contorno periédicas, os individuos
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que estao na fronteira esquerda do dominio espacial podem interagir com os individuos
que estao na fronteira direita assim como os individuos que estao na fronteira superior
podem interagir com os que estao na fronteira inferior e vice-versa, fazendo com que a
regiao possa ser vista como um toro. Para as condi¢oes de contorno com valores fixos, que
denominamos simplesmente condi¢oes de contorno fixas, considera-se que a regiao além da

fronteira é indspita aos lagartos e esta sempre vazia.

Se um individuo ¢é cercado por sitios vazios, nesse modelo espacial, entao seu
fitness é igual a zero, pois nao ha nenhum lagarto com o qual ele possa interagir. Caso
contrario, o fitness de um individuo ¢é definido como a média das recompensas obtidas nas
interagoes com todos os lagartos de sitios vizinhos nao vazios. Por exemplo, utilizando a
matriz de recompensa com estratégia focal O, representada pela Tabela 7(a), o fitness de

um lagarto de fendtipo azul cujos vizinhos sao dois lagartos com manchas amarelas, um

242405 _ 45 _
= 1.5.

de fenétipo laranja e um sitio vazio é dado por W =

Optou-se por realizar a média das recompensas para considerar que pode ser
mais vantajoso ter um sitio vazio na vizinhanca, em que o individuo pode gerar um
descendente, do que ter um vizinho contra o qual se possui uma desvantagem. No exemplo
anterior, se em vez de possuir um sitio vazio em sua vizinhanga, o lagarto com manchas

azuis fosse cercado por dois lagartos de fenétipo amarelo e dois de fenétipo laranja, seu

24240.540.5 _ 5 _
4 4

de um individuo na vizinhanca contra o qual ele possui uma desvantagem.

fitness seria reduzido para W = 1.25, o que se justifica devido a inclusao

Por outro lado, se o fitness fosse definido como a soma das recompensas obtidas
na interagao com os vizinhos, o individuo exemplificado anteriormente teria um fitness
W =242+ 0.5 = 4.5 no caso em que sua vizinhanca é composta por um sitio vazio, dois
lagartos com manchas amarelas e um de fenétipo laranja e seu fitness aumentaria para
W =2+2+0.5+0.5 =05 se os quatro sitios fossem ocupados por dois morfos amarelos
e dois laranjas, o que nao parece condizente com a realidade. Outra possibilidade que
poderia ser adotada para utilizar apenas a soma das recompensas seria o uso de valores

negativos nas matrizes de recompensas para indicar essas desvantagens.

Considerando um individuo na fronteira, representado pelo sitio azul na Figura
19, os vizinhos que estdao dentro do dominio utilizando a vizinhanca de Von Neumann com
condigoes de contorno periddicas e com valores fixos, respectivamente, sao representados
pelos sitios vermelhos nas Figuras 19(a) e 19(b). Nota-se que esse ltimo caso pode ser
entendido como uma redugdo no numero de vizinhos dos individuos que estao na fronteira,
uma vez que eles nao ganham recompensas na interagao com esses sitios inéspitos e também

nao podem gerar descendentes neles.
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Figura 19 — Condigoes de contorno.

(a) Peri6dicas (b) Com valores fixos

Fonte: elaborado pelo autor.

Para considerar o processo de reproducio, sao sorteados N? sitios por geracio,
para que cada sitio seja sorteado em média uma vez por geragao. Para cada sitio ocupado
sorteado, é realizado o calculo do fitness do individuo desse sitio e de seus vizinhos.
Embora se saiba que os lagartos se reproduzem de forma sexuada e que, devido as possiveis
combinagoes de genotipos, o filho pode ter um fenétipo diferente do que de seus pais, esta
primeira abordagem considera que o filho sempre possuira o fenétipo do individuo de maior
fitness entre o individuo sorteado e seus vizinhos. Esse processo pode ser caracterizado como
uma reproducgao assexuada com selecao forte, ja que é sempre o individuo de maior fitness
que determina o fenétipo do filho e este é basicamente uma cépia desse pai, semelhante ao

que foi realizado por Nowak e May (1992).

Dessa forma, se o fitness do individuo sorteado for maior ou igual do que o
de todos os seus vizinhos, ele gerara um descendente com seu fenétipo. Caso contrario,
o vizinho de maior fitness da vizinhanga (se houver mais de um vizinho com esse fitness

méaximo, escolhe-se um deles aleatoriamente) gerard um filho com o seu préprio fendtipo.

Esse modelo conta com sobreposicao de geragoes e o filho pode ocupar um
sitio vazio, fazendo com que a populacao total de lagartos aumente uma unidade, ou um
sitio que estava ocupado por um individuo de baixo fitness, o que representaria a morte
deste individuo devido a uma competicao por espaco, por exemplo, e a populagao total
permanece a mesma. Assim, no caso em que o individuo sorteado possui o maior fitness,
um vizinho aleatoério é escolhido e, se houver algum sitio vazio na vizinhanca de um deles,
ambos permanecem vivos e o descendente ocupa um desses espacos, ou, caso contrario,
o filho ocupa o sitio desse vizinho de fitness baixo. Por outro lado, quando o individuo
sorteado nao possui o maior fitness, o filho com o fenétipo do vizinho de maior fitness
ocupa um sitio vazio das vizinhancas do individuo sorteado ou desse vizinho, se houver,

sendo o descendente ocupa o sitio do individuo sorteado.
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Apés os N? sorteios, definimos Poyt, Py, Pyy e P, = Poy + Pyy + Py como o

numero de lagartos com fenoétipo laranja, azul, amarelo e a populacao total, respectivamente,
Pr;

na geragao t. Finalmente, definimos as proporgoes fenotipicas da geragao como fr, = 2=,

para cada I € {O, B,Y}.

Cabe salientar que, como esse modelo é probabilistico, ndo existe um ponto de
equilibrio. Ainda assim, espera-se verificar se as propor¢oes fenotipicas obtidas com esse
modelo se aproximam do ponto de equilibrio de coexisténcia do modelo nao espacial, uma
vez que a coexisténcia no modelo nao espacial ocorre quando todos os fitnesses referentes

aos fenotipos sdo iguais.

2.2.1 Simulacdes

Nesta secao serao apresentadas as simulagoes do modelo fenotipico espacial
abordando diferentes vizinhangas e condi¢oes de contorno, com o intuito de investigar sua
influéncia nos resultados obtidos. A distribuicao inicial de sitios vazios e de fenotipos dos
diferentes lagartos pode ser observada na Figura 17. Os resultados serao analisados, em

cada uma das simulagoes, considerando as primeiras 100 geracoes.

Para evitar repeticoes no texto e que as legendas das figuras sejam muito
extensas, deve-se considerar que sao utilizadas condigoes de contorno periédicas e a
vizinhanca de Moore sempre que nao for explicitado algo diferente disso. Dessa maneira,
as distribuicoes espaciais dos lagartos nas geracoes 10, 50 e 100 com essas condicoes para
o ponto A da Figura 6 com estratégia focal O, que corresponde a matriz da Tabela 6,

podem ser observadas na Figura 20.

Figura 20 — Distribuigdes espaciais com estratégia focal O para o ponto A (v = 2,d = 0.5)
da Figura 6.

(a) Geracao 10 (b) Geragao 50 (¢c) Geragao 100

10 15 20 25 30 35 10 15 20 25 30 35

Fonte: elaborado pelo autor.

Pode-se notar que nao sao formados grandes grupos de individuos utilizando
essa matriz de recompensas, portanto a utilizacao de condi¢oes de contorno fixas nao geraria

uma diferenca consideravel nessas distribui¢oes. De qualquer forma, a analise das diferentes
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condigoes de contorno sera realizada nas simulacoes com estratégia de cooperacao, que
utilizam a Tabela 10. Inicialmente, para analisar a influéncia da vizinhanca nos resultados,
as evolugoes temporais das proporgoes fenotipicas para esse mesmo ponto utilizando as
diferentes vizinhancas com condi¢oes de contorno peridédicas sdo apresentadas na Figura
21.

Figura 21 — Simulagoes utilizando diferentes vizinhancas com estratégia focal O para o
ponto A (v =2,d = 0.5) da Figura 6.

(a) Von Neumann (b) Moore (¢) Moore estendida
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Fonte: elaborado pelo autor.

E importante salientar novamente que esse modelo é probabilistico, portanto
nao ha a convergéncia para um ponto de equilibrio. Entretanto, observa-se que, mesmo o
ponto de equilibrio do modelo fenotipico ndo espacial (fo, 5, fy) = (%, %, %) nao sendo
estavel para esse conjunto de parametros, as proporgoes fenotipicas nesse modelo espacial
parecem se aproximar desse ponto de equilibrio do primeiro modelo. Para validar esse
resultado minimizando a influéncia das oscilagoes iniciais, observamos que as médias das
proporgdes dos trés morfos nas tltimas 50 geragoes (fo, f54+, fyi) para as vizinhangas
de Von Neumann, Moore e Moore estendida sao, respectivamente, (0.339,0.326,0.335),
(0.333,0.331,0.336) e (0.331,0.336,0.333). Outro detalhe que pode ser observado, tanto
graficamente quanto pela diferenca nos limites dos eixos y, é que a amplitude das oscilagoes
diminui ao aumentar o tamanho da vizinhanca. Os resultados para as diferentes vizinhancas
utilizando v = 4 e d = 0.8 com estratégia focal O, que corresponde ao ponto B da Figura

6, sao apresentados na Figura 22.
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Figura 22 — Simulagoes utilizando diferentes vizinhancas com estratégia focal O para o
ponto B (v = 4,d = 0.8) da Figura 6.

(a) Von Neumann (b) Moore (c) Moore estendida
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Fonte: elaborado pelo autor.

Na Figura 22(a), observa-se que as oscilagoes com a vizinhanga de Von Neumann

sao bastante relevantes, uma vez que a proporc¢ao do fenotipo amarelo alcanga valores

6v—5 ~
10v—8d+5

0.492. Além disso, pode-se notar que as oscilagdoes nas trés vizinhancas nao acontecem

préximos de 0.8 e 0.9 diversas vezes enquanto a proporcao no equilibrio é de fy =

exatamente sobre o ponto de equilibrio do modelo nao espacial (0.373,0.135,0.492), porém
ocorrem proximo a esse ponto especialmente para as vizinhancgas maiores, uma vez que as
médias das proporgoes nas ultimas 50 geracoes para as vizinhancgas de Moore e de Moore
estendida sao (0.309,0.11,0.58) e (0.402,0.108,0.49). Para analisar os resultados de um
ponto de equilibrio que era instavel para o primeiro modelo, as simulacées considerando

v=15ed=0.5, que é o ponto C' da Figura 6, sao apresentadas na Figura 23.

Figura 23 — Simulagoes utilizando diferentes vizinhancas com estratégia focal O para o
ponto C' (v = 1.5,d = 0.5) da Figura 6.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Essas simulacoes indicam que as proporgoes fenotipicas com o modelo fenotipico
espacial geralmente se aproximam do ponto de equilibrio do primeiro modelo apresentado,

independentemente de o ponto ser estavel ou nao no modelo ndo espacial. Para esse conjunto
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de parametros, as proporgoes médias das ultimas 50 geragoes para as vizinhancas de Von
Neumann, de Moore e de Moore estendida sao (0.352,0.392,0.256), (0.306,0.454,0.241)
e (0.283,0.478,0.239) e o ponto de equilibrio do modelo nao espacial é definido por
(0.312,0.438,0.25). Além disso, as observagoes realizadas para as Figuras 21 e 22 seguem
validas para essas simulagoes, indicando que oscilagoes com menores amplitudes ocorrem

ao utilizar vizinhancas maiores.

Uma tltima andlise da influéncia da vizinhanca nesse modelo serd realizada por
meio de simulagoes que consideram uma vizinhanca que serd denominada infinita, na qual
os vizinhos de um individuo correspondem a todos os outros sitios da grade. Dessa forma,
o fitness de cada individuo sorteado na etapa de reproducgao é calculado em relacao a
todos os demais lagartos e o fenétipo do descendente sera o do individuo com maior fitness
em toda a populacao. As primeiras 10 geragOes para os trés conjuntos de pardmetros

analisados podem ser observadas na Figura 24.

Figura 24 — Simulacoes utilizando uma vizinhanca infinita com estratégia focal O para os
pontos A (v=2,d=0.5), B(v=4,d=0.8)eC (v=15,d=0.5) da Figura
6.

(a) Ponto A (b) Ponto B (¢c) Ponto C
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Fonte: elaborado pelo autor.

E possivel notar que as trés simulacdes convergem rapidamente para os pontos
de equilibrios representados pelas linhas tracejadas, confirmando as relacoes observadas de
que as proporgoes fenotipicas do modelo espacial se aproximam do equilibrio de coexisténcia
do modelo nao espacial e que oscilagoes menores sao observadas com vizinhangas maiores.
De fato, a média das proporgoes nas 5 tultimas geracoes para os pontos A, B e C sao,
respectivamente, (0.334,0.333,0.333), (0.374,0.134,0.492) e (0.312,0.44,0.248), valores

quase idénticos aos pontos de equilibrio apresentados.

Assim, conclui-se que o nimero finito de individuos na vizinhanca e o teor
probabilistico do modelo espacial sao os responsaveis pelas oscila¢oes e pela média das
propor¢oes fenotipicas nao coincidir exatamente com o ponto de equilibrio do modelo nao

espacial. Na pratica, a utilizagdo da vizinhanca infinita retira as dependéncias espaciais,
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fazendo com que os lagartos ocupando os N? sitios possam interagir com qualquer outro

individuo e que todos os lagartos de mesmo fenétipo possuam também o mesmo fitness.

Para finalizar a analise com estratégia focal O, as simulag¢oes com vizinhanca
de Moore para v =2 e d = 0.2 e para v = 2.5 e d = 0.2, como indicado pelos pontos D
e F da Figura 6, sao apresentadas na Figura 25. Desse modo, observa-se que todas as
simulagoes com estratégias focais se aproximam do ponto de equilibrio encontrado para o

modelo nao espacial.

Figura 25 — Simulagbes com estratégia focal O para os pontos D (v = 2,d = 0.2) e F
(v=2.5,d =0.2) da Figura 6.
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Fonte: elaborado pelo autor.

As simulagoes que resultam na coexisténcia das trés espécies utilizando a
estratégia de cooperacao sao apresentadas na Figura 26 e correspondem aos resultados
obtidos para os pontos O, A e F da Figura 8, em quev=1ed=1,v=12ed =04
ev = 1.6 e d= 0.5, respectivamente. Novamente, nota-se que as proporg¢oes fenotipicas

resultantes sao proximas do equilibrio do primeiro modelo.

Figura 26 — Simulagoes com estratégia de cooperagao para os pontos O (v =1,d =1), A
(v=12,d=04) e E (v=1.6,d=0.5) da Figura 8.
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Fonte: elaborado pelo autor.
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As simulag¢oes com estratégia de cooperacao para os pontos B, C' e D da Figura
8, nosquaisv =17ed =03, v =18 e d=02ev = 1.7 e d = 0.125, resultam na
coexisténcia apenas dos fendtipos laranja e azul, como pode ser observado na Figura 27.
O primeiro resultado interessante estd no fato de que a simulagdo nao espacial para o
ponto B, apresentada na Figura 14(b), resulta na coexisténcia dos trés morfos, porém a
proporcao de individuos com manchas amarelas é bastante reduzida inicialmente, o que

faz com que o morfo amarelo seja extinto nesse modelo espacial.

Figura 27 — Simulagbes com estratégia de cooperacao para os pontos B (v = 1.7,d = 0.3),
C(v=18,d=0.2)eD (v=17d=0.125) da Figura 8.

(a) Ponto B (b) Ponto C (c) Ponto D
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Fonte: elaborado pelo autor.

Além disso, observa-se que as proporg¢oes do fenétipo azul sdo bem maiores
do que as esperadas quando restam apenas os dois morfos, o que é um indicio de que a
cooperacao dos lagartos com manchas azuis faz com que eles se beneficiem mais neste
modelo que considera a disposi¢ao espacial dos individuos do que no modelo nao espacial.
Dessa maneira, as distribuigoes espaciais na geragao 100 para os trés pontos analisados

sao apresentadas na Figura 28.

Figura 28 — Distribuigoes espaciais na geragao 100 com estratégia de cooperacao para os
pontos B (v=17,d=0.3),C (v=18,d=0.2)e D (v=1.7,d=0.125) da
Figura 8.

(a) Ponto B (b) Ponto C (c) Ponto D

0 5 10 15 20 25 30 35 o 5 10 15 20 25 30 35

Fonte: elaborado pelo autor.
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De fato, o aumento das recompensas das interagoes entre individuos com
manchas azuis e a reducao das recompensas entre lagartos de fenotipo laranja faz com
que a maioria dos lagartos de fenotipo azul se concentrem em grandes grupos e os com
manchas laranjas sejam observados em faixas mais estreitas, indicando a desvantagem
destes em estarem proximos e a vantagem daqueles. Para analisar também a influéncia das
condigoes de contorno nesse modelo, as evolugoes temporais das proporgoes fenotipicas e as
distribuigoes espaciais na geracao 100 para os mesmos pontos com condi¢oes de contorno

fixas sdo apresentadas, respectivamente, nas Figuras 29 e 30.

Figura 29 — Simulagoes com condigoes de contorno fixas e estratégia de cooperagao para
os pontos B (v=1.7,d=0.3),C (v=18,d=0.2)e D (v=1.7,d=0.125)
da Figura 8.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 30 — Distribuigoes espaciais na geracao 100 com condigdes de contorno fixas e
estratégia de cooperagdo para os pontos B (v =1.7,d =0.3), C (v = 1.8,d =
0.2) e D (v=1.7,d =0.125) da Figura 8.

(a) Ponto B (b) Ponto C (c) Ponto D

) 5 10 15 20 25 30 35

Fonte: elaborado pelo autor.

De forma geral, nao sao observadas diferencas significativas entre as simulagoes
com condi¢oes de contorno periddicas e as com condigoes fixas. Em ambos os casos, é
possivel notar grandes grupos de individuos com manchas azuis e uma proporcao fenotipica

do morfo azul maior do que o valor esperado pelo modelo nao espacial. A principal diferenca
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consiste na formacao de faixas com o morfo laranja préximo as fronteiras nas simulacoes

com condic¢oes de contorno fixas.

Uma primeira abordagem para que existam regides com os trés morfos e regides
com apenas um ou dois morfos consiste na utilizagdo de diferentes matrizes de recompensa
em partes especificas do territério. Desse modo, na Figura 31 sao apresentadas as geracoes
10, 50 e 100 de uma simulacdo com condigoes de contorno fixas em que as matrizes
de recompensas utilizadas nas metades superior e inferior do territério correspondem,
respectivamente, aos pontos O e B da Figura 8, no qual temos a estratégia de cooperacao

com v = 1 e d = 1 na regiao superior e v = 1.7 e d = 0.3 na regiao inferior.

Figura 31 — Distribui¢oes espaciais com condi¢des de contorno fixas e regides com matrizes
de recompensas distintas.

(a) Geracao 10 (b) Geragao 50 (¢) Geragao 100

Fonte: elaborado pelo autor.

Embora essa simulacao resulte em uma distribuicao na qual a regiao superior
apresenta a coexisténcia dos trés fendtipos e a regiao inferior consiste majoritariamente
nos morfos laranja e azul, a separacao entre as duas regioes ¢ bem demarcada e a mudanca
da matriz de recompensas é abrupta. Assim, uma outra abordagem, que permite que a
transicao ocorra de forma gradual, consiste na variagdo da matriz de recompensas de forma

linear.

Notamos inicialmente que as inicas mudancas entre as matrizes de recompensas
apresentadas estao nas recompensas de interacao entre lagartos de fenotipo laranja, Moo,
e entre lagartos de fendtipo azul, Mpp. Para a matriz do ponto O, ambas as interagoes
geram uma recompensa 1, enquanto para o ponto B a recompensa ¢ d = 0.3 =1—0.7

para os morfos laranjas e v = 1.7 = 1 4+ 0.7 para os azuis.

Portanto, consideramos que na linha 0, que corresponde a primeira linha da
distribuicao espacial, temos a matriz referente ao ponto O da Figura 8 com estratégia de
agregacao e a cada linha abaixo dessa had um decréscimo ou acréscimo de % nos elementos
Moo e Mpp para a matriz de recompensas associada. Assim, a matriz de recompensas

para um individuo que esta na linha ¢ é apresentada na Tabela 11.
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Tabela 11 — Matriz de recompensas variando linearmente no espaco.

O B |Y
Ol1-45] 2 |0
B| 05 |1+45]2
Y| 2 05 |1

Fonte: elaborado pelo autor.

E importante salientar que, como temos 40 linhas e a contagem inicia na
linha 0, a Gltima linha corresponde a ¢ = 39, no qual temos Mpp = 1 — % = 0.025 e
Mpp =1+ % = 1.975, portanto a recompensa de um lagarto com fenétipo azul ainda é
maior na interacao com um lagarto com manchas amarelas do que com outro de manchas
azuis e a recompensa do morfo laranja é maior na interacao com outro de mesmo fenoétipo
do que com um lagarto de manchas amarelas, respeitando as desigualdades da dinamica

pedra-papel-tesoura.

Além disso, como o intuito dessa analise é realizar uma variacao gradual da
matriz de recompensas, nao faz sentido utilizar condi¢ées de contorno periédicas, uma
vez (ue nesse caso haveria uma conexao entre as regioes superior e inferior do territério,
que apresentam matrizes de recompensas muito diferentes. Dessa maneira, as distribuigoes
espaciais nas geracoes 10, 50 e 100 utilizando a matriz de recompensas da Tabela 11 e

condigoes de contorno fixas podem ser observadas na Figura 32.

Figura 32 — Distribuigoes espaciais com condicoes de contorno fixas e matriz de recompen-
sas variando linearmente no espago.

(b) Geragédo 50 (c) Geragdo 100

Fonte: elaborado pelo autor.

E possivel notar que ha uma reducio progressiva da quantidade de individuos
com manchas amarelas na garganta ao longo do territério, até que apenas os morfos laranja
e azul sobrevivam préximo a fronteira inferior da regiao. Uma abordagem adicional que
sera considerada consiste na introducao de uma barreira geogréfica, que pode representar
um rio, uma montanha ou até mesmo uma falha geologica, e, independentemente das

condigoes de contorno adotadas, nao permite a passagem de individuos. Para exemplificar,
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as populagoes da subespécie Uta stansburiana elegans, representadas pela cor verde na
Figura 4, se distribuem numa regiao com formato semelhante a um “U” invertido devido a

sua separacao pelo golfo da Califérnia.

Dessa forma, a barreira geografica que sera implementada nas simulagoes faz
com que a regiao habitavel também possua esse formato de “U” invertido. Na Figura 33
é apresentada uma simulacao com condigoes de contorno fixas, matriz de recompensas
variando linearmente no espago e com uma barreira geografica, representada pela regiao
preta, que vai da linha 8 até a tltima linha e ocupa cerca de é das colunas, iniciando na
coluna 13 e encerrando na 26. Observa-se que ocorre uma concentracao ainda maior de
lagartos com fend6tipo azul na regido inferior e a coexisténcia dos trés morfos permanece

na regiao superior.

Figura 33 — Distribuicoes espaciais com barreira geografica, condigoes de contorno fixas e
matriz de recompensas variando linearmente no espago.

(a) Geracao 10 (b) Geragao 50 (¢) Geragao 100

Fonte: elaborado pelo autor.

2.3 Modelo fenotipico com especiacao

Esse modelo é muito semelhante ao apresentado na se¢ao 2.2, também sendo
composto por um autémato celular N x N no qual cada sitio pode estar vazio ou ocupado
por um lagarto de fendtipo laranja, azul ou amarelo. Além disso, sao utilizadas as mesmas
condigoes de contorno, vizinhangas, mortalidade no inicio de cada geracao e o calculo das
proporgoes fenotipicas também é o mesmo. A principal diferenca é que sera realizada uma
implementacao do processo de especiacao semelhante a apresentada na secao 1.3.1. Assim,
cada lagarto, além de ser representado por seu fenétipo, possui um genoma com B = 100

genes bialélicos, em que cada gene pode ser 0 ou 1.

Por se tratar de um modelo simplificado, o fenétipo de um descendente ainda
sera determinado de acordo com o fenétipo do individuo de maior fitness da vizinhanca,
como em uma reproducao assexuada, porém o seu genoma sera gerado por meio da

segregacao alélica e mutacao dos genomas de seus dois pais, por meio de uma reproducao
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sexuada. Na versao genotipica desse modelo, tanto o fenétipo quanto o genoma dos filhos

serao resultantes de uma reproducao sexuada.

Como explicado na se¢ao 1.3.1, a distancia de Hamming entre dois genomas
bialélicos ¢é calculada contando quantas posi¢oes deles possuem genes distintos. Dessa forma,
definimos G = 0.05B = 5 como a distancia genética maxima entre dois genomas para
que os lagartos possam reproduzir, ou seja, dois lagartos de genoma G; e G5 conseguem

reproduzir entre si se, e somente se, dy (G, Gy) < G.

Para calcular o fitness de cada lagarto, multiplicamos a recompensa que ele
receberia na interagdo com um vizinho por um fator de atenuacao que decresce a medida
que a distancia genética entre ambos os individuos aumenta, com o intuito de priorizar
interacoes entre lagartos geneticamente semelhantes. Dessa maneira, na interagao entrge
individuos com genomas G; e Gy, tomamos x = dg(G1,Gs) e definimos p(x) = T
como esse fator de atenuagdo, no qual consideramos § = 2G = 10. O grafico da fun¢ao

p(z) é apresentado na Figura 34.

Figura 34 — Fator de atenuacao das recompensas.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Semelhantemente ao que é realizado no modelo anterior, sao sorteados N? sitios
em cada geracao para que os lagartos possam se reproduzir e, para cada sitio ocupado,
realizam-se os calculos dos fitnesses do individuo e de seus vizinhos fazendo as médias
das recompensas obtidas na interacao de cada lagarto com seus sitios vizinhos nao vazios,
no qual o elemento da matriz de recompensas ¢ multiplicado pelo termo de atenuacao
apresentado. Se o individuo possuir um fitness maior ou igual do que todos os demais,
ele tentara se reproduzir para gerar um descendente com seu fenétipo com um vizinho
aleatério. Caso contrario, a tentativa de reproducgao ocorrera com o vizinho de maior

fitness para gerar um filho com o fenétipo desse vizinho. Além disso, serd adotada uma
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taxa de mutagao p, = 0.001, representando a probabilidade de um descendente exibir um
fenotipo distinto daquele do pai com maior fitness, apresentando aleatoriamente um dos

outros dois fenotipos.

Apoés a escolha dos dois individuos e do possivel fenétipo do filho, é necessario
determinar se a reproducao ocorrera de fato e, se ela acontecer, em qual sitio ficard o
descendente de ambos e qual seré seu genoma. Se a distancia de Hamming entre os genomas
de ambos os individuos for maior que GG, a reproducao nao ocorre. Caso contrario, eles
se reproduzem e o filho ocupa um sitio vazio se houver algum na vizinhanca de um dos
dois pais. Se ndo houver sitios vazios na vizinhanca de nenhum deles, o filho ocupa o sitio
do pai com menor fitness. Quanto ao genoma do descendente, ele é obtido por meio da
segregacao alélica dos genomas dos pais e, em seguida, cada gene possui uma probabilidade

de mutacao de acordo com a taxa p, = 0.001.

Neste modelo, adotaremos a definicaio de espécies como grupos que estao
isolados reprodutivamente entre si (MAYR, 1999). Assim, no final de cada geragao, apds
todos os sorteios e tentativas de reproducao, poderia ser realizada a diferenciacao das
espécies para determinar o nimero de grupos reprodutivamente isolados. Entretanto, para
reduzir o custo computacional, essa diferenciacao serd realizada a cada 10 geragoes nas

simulacoes apresentadas na secao 2.3.1.

Para isso, ao final de cada 10 geragoes, é sorteado um lagarto que ir4 compor
a primeira espécie e define-se que qualquer individuo que possa se reproduzir com ele,
ou seja, que a distdncia de Hamming entre ambos os genomas seja menor ou igual a G,
também serda da mesma espécie. Em seguida, esse processo é repetido com todos os lagartos
que foram adicionados a espécie até que os individuos que nao foram selecionados nao
possam se relacionar com nenhum dos individuos dessa espécie. Apos isso, outro individuo
é sorteado para definir uma nova espécie e 0 mesmo processo é realizado até que cada

individuo esteja caracterizado com a sua espécie.

2.3.1 Simulacdes

Nesta se¢ao serao apresentados os principais resultados obtidos com o modelo
fenotipico com especiagao. Desse modo, cada simulagao representa a evolugao de 5000
geracoes para as matrizes que representam o ponto A, com v = 2 e d = 0.5, da Figura 6
com estratégia focal O, o ponto B, com v = 1.7 e d = 0.3, da Figura 8 com estratégia de
cooperagao ou a matriz de recompensas que varia linearmente conforme apresentado na
Tabela 11. A distribuigao inicial dos fenétipos é a mesma apresentada na Figura 17 e os

genomas de todos os individuos sao compostos inicialmente apenas por genes 0.

Serdao analisadas as influéncias das condigoes de contorno, do tamanho da

vizinhanca e da insercao de uma barreira geografica. Quando nao for mencionado, serao
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consideradas condigoes de contorno periddicas e a vizinhanca de Moore. Os resultados
mostrando a distribui¢do espacial da populagao serao apresentados como na Figura 35(c),
que engloba a apresentacao das espécies e fenétipos em uma tnica imagem por meio da
utilizacao de cores diferentes para as espécies e da escrita do fendtipo O, B ou Y de cada

lagarto em um sitio ocupado.

Considerando o ponto A da Figura 6 com estratégia focal O, que corresponde
a matriz inicialmente utilizada da Tabela 6, nao ocorre um processo significativo de
especiagao com condi¢oes de contorno periddicas. Dessa forma, as distribuigoes espaciais
dos fendtipos e espécies na geragao 5000 da simulagdo com condigoes de contornos fixas
sdo apresentadas na Figura 35, ilustrando também que a Figura 35(c) sintetiza todas as

informagoes exibidas nas Figuras 35(a) e 35(b).

Figura 35 — Distribuigoes espaciais na geracao 5000 com condigoes de contorno fixas e
estratégia focal O para o ponto A (v = 2,d = 0.5) da Figura 6.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Embora as condi¢oes de contorno nao exercessem uma influéncia significativa
no modelo sem especiacgao, é possivel observar a formagao de diversas espécies ao considerar
condigoes de contorno fixas, enquanto a especiagao nao ocorreu com condi¢oes de contorno
periddicas. Na Figura 36(a), que representa a distribuicao espacial dos individuos na geracao
800, percebe-se que, usualmente, as novas espécies comecam a se diversificar proximo
das fronteiras. As proporgoes fenotipicas ao longo das 5000 geragoes sdo apresentadas na

Figura 36(b).

Nas simulagoes, é comum que um unico individuo ou um grupo muito pequeno
torne-se reprodutivamente isolado de todos os outros, resultando em uma “espécie” com-
posta por apenas um ou pouquissimos individuos, como é o caso do lagarto na linha 6 e
coluna 0 da Figura 35(c), por exemplo. Dessa forma, denominamos espécies significati-
vas aquelas formadas por pelo menos 5 individuos, e a evolugao do niimero de espécies

significativas para essa simulagao é apresentada na Figura 36(c).
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Figura 36 — Simulagdo com condigdes de contorno fixas e estratégia focal O para o ponto
A (v=2,d=0.5) da Figura 6.

(a) Geragao 800 (b) Proporgoes fenotipicas (c) Espécies significativas
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Fonte: elaborado pelo autor.

E possivel notar que, apesar de 17 das 23 espécies significativas na geracao 5000
serem monomorficas, as médias das proporgoes dos fendtipos laranja, azul e amarelo nas
ultimas 2000 geracoes sao, respectivamente, 0.319, 0.329 e 0.352. Esses valores indicam que,
mesmo ao considerar o processo de especiacao, o sistema oscila em torno do equilibrio do
modelo nao espacial. Além disso, o niimero de espécies significativas, apds um crescimento
inicial, parece variar em torno de 20, tendo uma média de 19.5 espécies nas ultimas 2000
geracoes. Considerando a mesma barreira geografica apresentada anteriormente, o resultado
das simulacoes com condigoes de contorno periédicas para a matriz de recompensas da
Tabela 6 pode ser observado na Figura 37, na qual sao apresentadas as distribuicoes
espaciais nas geracoes 900 e 5000, assim como a quantidade de espécies significativas ao

longo das geragoes.

Figura 37 — Simulagdo com barreira geografica e estratégia focal O para o ponto A (v =
2,d = 0.5) da Figura 6.
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Ao considerar condigoes de contorno periddicas, observa-se na Figura 37(a) que
varias espécies comegam a surgir em regioes proximas a barreira geografica. Na ultima
geracao, temos 18 espécies significativas, sendo que as 4 espécies compostas por mais
individuos sao trimoérficas, 3 sao dimorficas e 11 sdo monomorficas. A média de espécies
significativas nas ultimas 2000 geragoes ¢ 13.48. Os resultados com a mesma matriz de
recompensas e barreira geografica, mas com condigoes de contorno fixas, sao apresentados

na Figura 38.

Figura 38 — Simulagdo com barreira geografica, condi¢oes de contorno fixas e estratégia
focal O para o ponto A (v = 2,d = 0.5) da Figura 6.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Ao adotar tanto condi¢oes de contorno fixas quanto a insercao de uma barreira
geografica, o processo de especiacao se inicia ainda mais rapidamente e 12 espécies
significativas ja sao encontradas na geracao 500, enquanto existem 14 na geragao 5000
e uma média de 14.8 espécies significativas nas ultimas 2000 geragoes. Assim como nas
Figuras 35(c) e 37(b), todas as espécies com menos de 40 individuos na geragao 5000 sao

monomorficas.

Para analisar a influéncia da vizinhanca nesse modelo com especiagao, foram
realizadas simulacoes de 5000 geracoes com as vizinhancas de Von Neumann e de Moore
estendida para os 4 possiveis cenarios utilizando a matriz de recompensas da Tabela 6, com
condigoes de contorno peridédicas ou fixas e com ou sem a barreira geografica. Nenhuma
das simulac¢bes com a vizinhanca de Moore estendida resultou na formacao de outra
espécie significativa e em todas as simulagoes com a vizinhanca de Von Neumann foram
encontradas mais espécies do que nas mesmas simula¢des com a vizinhanca de Moore.
Esse resultado ¢ ilustrado na Figura 39, que corresponde a simulacao com vizinhanca de

Von Neumann, condi¢es de contorno peridédicas e sem barreira geografica.
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Figura 39 — Simulac¢ao com vizinhanca de Von Neumann e estratégia focal O para o ponto
A (v=2,d=0.5) da Figura 6.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Na Figura 39(a), observa-se que a especiagdo ocorre na vizinhanga de Von
Neumann sem a necessidade de uma barreira geografica ou de condigdes de contorno fixas,
porém é importante notar que a maioria expressiva das espécies geradas é monomoérfica.
Nas ultimas 2000 geracoes, a média de espécies significativas é 21.38. A quantidade de
espécies significativas ao longo das geracoes para as outras trés simulagoes com a vizinhancga

de Von Neumann sao apresentadas na Figura 40.
Figura 40 — Ntumero de espécies significativas nas simula¢des com vizinhanga de Von
Neumann e estratégia focal O para o ponto A (v =2,d = 0.5) da Figura 6.

(a) Condigoes de contorno fixas  (b) Barreira geografica e condi-  (c) Barreira geografica e condi-
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Fonte: elaborado pelo autor.

Utilizando a vizinhanca de Von Neumann, os nimeros médios de espécies
significativas nas ultimas 2000 geragoes para as simulagoes referentes as Figuras 40(a),
40(b) e 40(c) sdo, respectivamente, 25.4, 16.32 e 17.1. Por outro lado, com a vizinhanca de
Moore esses valores sao 15.47, 13.48 e 14.8, reforcando que um nimero maior de espécies é

obtido ao utilizar uma vizinhanca menor. Os graficos apresentados na Figura 41 ilustram
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a quantidade de espécies significativas com 1, 2 ou 3 morfos ao longo das geragoes para as
simulacoes com condigoes de contorno periddicas. Os resultados para as simulagdes com

condigoes de contorno fixas sao semelhantes e, portanto, nao serao exibidos.
Figura 41 — Diversidade fenotipica das espécies nas simulagoes com condi¢oes de contorno
periddicas e estratégia focal O para o ponto A (v =2,d = 0.5) da Figura 6.
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Ao calcular a média das ultimas 2000 geragoes, verifica-se que 3.93 das 13.48
espécies significativas na simulacdo com a vizinhanca de Moore sao trimérficas, represen-
tando aproximadamente 30%. Enquanto isso, os trés morfos sdo encontrados em apenas
cerca de 10% das espécies significativas nas simulagoes com a vizinhanca de Von Neumann,
sendo 2.42 das 21.38 espécies na simulacao sem barreira geografica e 1.59 das 16.32 ao
considerar a barreira. Independentemente disso, é importante salientar que as médias das
ultimas 2000 geracoes para quaisquer das proporgoes fenotipicas apresentadas na Figura
42 estao no intervalo [0.32,0.35], ou seja, o sistema de fato oscila em torno do ponto de
equilibrio em que todas as propor¢oes fenotipicas sao iguais a %

Figura 42 — Proporgoes fenotipicas nas simulagoes com condi¢oes de contorno periddicas e
estratégia focal O para o ponto A (v = 2,d = 0.5) da Figura 6.

(a) Vizinhanga de Moore com  (b) Vizinhanga de Von Neu- (c) Vizinhanca de Von Neumann
barreira geografica mann com barreira geogréfica
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Ao examinar as distribuig¢oes espaciais apresentadas, foi possivel observar, de
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maneira geral, uma correlacao entre o niimero de individuos em uma espécie e a quantidade
de morfos presentes nela. Isso sugere que espécies pequenas tendem a ser monomorficas,
enquanto espécies trimérficas geralmente sao maiores. Assim, para concluir a analise
relacionada ao ponto A da Figura 6, os dados da geracao 5000 das 7 simulagoes que

resultaram em especiagao foram utilizados para criar o grafico da Figura 43.

Figura 43 — Correlacao entre quantidade de individuos e de morfos em uma espécie.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Cada ponto rosa representa o niimero de individuos e de morfos de uma espécie
em uma das simulac¢oes. A reta verde, definida pela equacao y = 48.8z — 6.37, representa
a regressao linear, em que y corresponde ao numero de individuos em uma espécie e x
¢ o numero de morfos em uma espécie. O coeficiente angular positivo aponta para uma
correlacdo positiva entre as variaveis, sendo confirmado pelo calculo do coeficiente de
correlagao de Pearson, que resulta em 0.712. Assim, podemos concluir que ha, de fato,

uma correlagao forte e positiva entre essas variaveis.

Utilizando a matriz de recompensas com estratégia de cooperagao representada
pelo ponto B da Figura 8, onde v = 1.7 e d = 0.3, observa-se a coexisténcia apenas dos
morfos laranja e azul em simulac¢oes espaciais sem considerar a especiacao. Ao incorporar
esse processo, a taxa de mutagao p, introduz alguns individuos de fenétipo amarelo ao
longo das geragoes, mas a populacao continua predominantemente composta pelos morfos
laranja e azul. O resultado para essa matriz com condi¢oes de contorno periddicas pode

ser observado na Figura 44.
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Figura 44 — Simulagdo com estratégia de cooperacao para o ponto B (v = 1.7,d = 0.3) da

Figura 8.
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Ao considerar as ultimas 2000 geragoes, sdo observadas, em média, 14.39 espécies

significativas por geracao, das quais mais de 60% sao dimérficas e todas as monomorficas

formadas apenas pelo fenétipo azul. A simula¢do com condi¢oes de contorno fixas é

sao

apresentada na Figura 45, resultando em uma média de 15.47 espécies significativas nas

a0 dimoérficas. Em ambos os

écies s

dessas espé

2
3

casos, menos de 5% das espécies significativas geradas possuem os trés morfos.

ultimas 2000 geracoes, sendo que mais de

Figura 45 — Simulacdo com condig¢oes de contorno fixas e estratégia de cooperacao para o

ponto B (v = 1.7,d = 0.3) da Figura 8.
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esse conjunto de pardmetros, uma proporc¢ao ainda maior de individuos com fenoétipo azul
do que nos outros modelos fenotipicos propostos, correspondendo a uma proporcao média
nas ultimas 2000 geracoes de 0.883 na simulagao com condigoes de contorno periddicas e

0.815 com condig¢oes de contorno fixas.

Figura 46 — Proporc¢oes fenotipicas nas simulagoes com estratégia de cooperacao para o
ponto B (v = 1.7,d = 0.3) da Figura 8.
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Finalmente, considerando a matriz de recompensas variando linearmente no
espaco, de acordo com a Tabela 11, nao serao analisadas as condig¢oes de contorno periddicas
nem as variagoes na vizinhanca ou a introducao de uma barreira geogréafica. Assim, o
resultado obtido com condigoes de contorno fixas é apresentado na Figura 47, no qual é
observada apenas uma grande espécie na regiao inferior, composta majoritariamente pelos

morfos laranja e azul, e espécies menores com 1, 2 ou 3 morfos na regiao superior.

Figura 47 — Simulagao com condicbes de contorno fixas e matriz de recompensas variando
linearmente no espaco.
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A média de espécies significativas nas tltimas 2000 geragdes para essa simu-
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lacdo é de apenas 8.86 espécies por geracao, sendo que a média do nimero de espécies
monomorficas, dimorficas e trimérficas nesse intervalo é de, respectivamente, 3.76, 1.98 e
3.11. As proporcgoes dos fendtipos laranja, azul e amarelo dessa simulagao, apresentadas na
Figura 48, possuem médias ao longo das ultimas 2000 geragbes iguais a, respectivamente,
0.325, 0.562 e 0.113. E importante destacar que, mesmo com a ocorréncia do processo de
especiacao e a matriz nao sendo constante em todo o espaco, as proporcoes fenotipicas da

simulagao parecem oscilar em torno deste ponto encontrado.

Figura 48 — Propor¢oes fenotipicas na simulacdo com matriz de recompensas variando
linearmente no espago.
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3 Modelos genotipicos

Neste capitulo serao apresentados os modelos genotipicos, que consideram as
relacoes de dominancia entre os alelos o, b e y. Visto que as estratégias O, B e Y se referem
aos lagartos machos e os modelos nao consideram uma distingdo de sexo ou idade entre os
individuos, iremos considerar que individuos com genotipo oo, oy e ob apresentam fendtipo
laranja, individuos yy e yb possuem manchas majoritariamente amarelas e o fenétipo azul

¢é obtido exclusivamente com o genétipo bb.

3.1 Modelo genotipico nao espacial

Seguindo a formulacao proposta por Barreto (2017), as proporgoes genotipicas
de lagartos com genotipo oo, oy, ob, yy, yb e bb na geracao t sdo denotadas como, respecti-
vamente, Goo,t, Joy,t> Gobts Jyy,t> Jybit € Job,e, Sendo NEcessario que Goot + Joy,t + Jobt + Jyy,t +
Gybt + guve = 1. Nesse modelo, as proporgoes fenotipicas podem ser calculadas somando as
proporcoes dos genotipos que determinam cada um dos fenétipos. Assim, as proporgoes

de individuos com fenétipos O, B ou Y na geracao t sao dadas pela Equagao (3.1).
for = Yoot + Goyt + Gobyt Bt = Govts Iyt = Gyyt + Gybt- (3.1)

Além disso, é possivel calcular a frequéncia de cada um dos alelos na populagao.
Dessa maneira, as proporgoes dos alelos o, b e y na geragao t podem ser calculadas de

acordo com a Equacao (3.2).

1 1
Qo,t = Goo,t + §goy,t + §gob,t7
1 1
(bt = Gobt T 590bt T 59ybit> (3'2)

_ 1 1
Ayt = Gyyt + 5390yt + 3Gybit-

Por se tratarem de proporcoes, ¢ importante salientar que em toda geracao t

valem as relacoes Zf“ = ng = Zai»t =1,noqual I € {O,B,Y}ei,je{oby}. A
T

i i
primeira relagdo pode ser obtida somando as proporgoes apresentadas na Equagao (3.1), a
segunda é obtida somando as relagdes da Equagao (3.2) e a igualdade com 1 decorre da

definicao das proporc¢oes genotipicas.

Nesse modelo genotipico, o fitness é calculado de forma bem semelhante ao
que ocorre para o modelo fenotipico, realizando a média ponderada das recompensas
obtidas na interagdo de um individuo com fenétipo I com cada um dos fendtipos e os pesos

sendo as proporc¢oes fenotipicas. Desse modo, definimos que o fitness referente ao gendtipo
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ij, que determina um fenétipo I, é dado pela Equacao (3.3), para cada i,j € {o0,b,y} e
Je{0,B,Y}.
Wije =W = Z Miyfr (3.3)
7

O fitness médio pode ser calculado tanto como a média ponderada dos fitnesses
referentes a cada fenotipo ou a cada gendtipo, para os quais os pesos seriam, respectiva-
mente, as proporcoes fenotipicas ou genotipicas. Essas formulacoes, que sao equivalentes,

sao apresentadas na Equagao (3.4), na qual I € {O,B,Y} ei,j € {o,b,y}.

W = Z JriWry = Zgz‘j,tWij,t (3.4)
I

1,J

Para o modelo fenotipico, foi possivel determinar simplesmente que fr;.1 =

%% sy . . ,y e
fr+ 5%, uma vez que todo filho com fendétipo I possui um pai com o mesmo fenétipo.

Wi
Analogamente, poderia-se supor que g;;+1 = gij T

semelhante. O principal problema dessa formulacao esta no fato de que ela considera que

resultaria em um modelo genotipico

o aumento ou decréscimo de um gendétipo depende apenas de seu proprio fitness, nao
considerando que esse gendtipo pode ser obtido a partir da reproducao de individuos
com outros genotipos. Além disso, se uma proporc¢ao genotipica fosse inicialmente nula,
ela permaneceria sempre nula por meio dessa formulagao, o que nao é condizente com a

realidade.

Dessa maneira, ao invés de determinar que essa formulacao resultaria direta-
mente nas proporgoes genotipicas da geracao seguinte, vamos denomina-las como variaveis
auxiliares, que representam uma selecao de acordo com o fitness, por meio da Equacao

(3.5), para cada i, j € {0,b,y}.

. Wij
Gijt = Yijit M/gt (3.5)

Considerando que um individuo de genotipo ¢5 pode fornecer qualquer um dos
alelos para seu descendente com igual probabilidade, as varidveis auxiliares §;;; podem
entao ser utilizadas para calcular as proporgoes alélicas da geracao seguinte, resultando na
Equagao (3.6).

~ 1~ 1~
Qot+1 = Yoo,t + §goy,t + §gob,ta
bt+1 = Gvbt + 590bt T 5ybts (3.6)

_ - 1~ 1~
Qyt+1 = Gyy,t T 590yt + 59ybt-

E importante verificar que a soma das proporgoes ainda seja igual a 1 para

que elas mantenham seu significado matematico e bioldgico, ou seja, a soma das equagoes
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apresentadas na Equacao (3.6) deve ser igual a 1.

Qo,t+1 + Ap t4+1 + Qyt+1 = goo,t + goy,t + gob,t + gbb,t + gyy,t + gyb,t

Wo. +g Wgy
W, T

= (goe,t + goy,t + gob,t)

Wy,

Wi

+(Gyyt + Gyvit)

Wo Wg Wy 4

= fou W, + fBy W, + fyi W,

Woifor +Waifpe + Wy fya
Wi

_ Wy
Wi

im, é v r roporgo notipicas na geraca nsiderar
Assim, é possivel obter as proporgoes genotipicas na geracao t + 1 ao considera,
que as proporcgoes alélicas correspondem as probabilidades de ocorréncia de cada alelo.
Dessa forma, para que seja formado um gendtipo oo, por exemplo, é necessario que ambos
os alelos sejam o, o que ocorre com probabilidade (a07t+1)2. Para formar um genétipo oy,
por outro lado, é possivel que o primeiro alelo seja o e o segundo y ou o inverso, portanto a
probabilidade é 2a,,41 a,+41. Portanto, as proporcoes genotipicas sao definidas de acordo
com a Equagao (3.7).
2 . .
(@ise1)” se1 =]
Gija+1 = o (3.7)
20141 Qjpy1, S€TF ]
Sabendo que a relacdo a, 41 + apio1 + aye+1 = 1 € satisfeita, é possivel também
0,t+ b,t+ y,t+ )

demonstrar que oo t+1 + Goy,t+1 + Gobt+1 + Gyyt+1 + Gybe+1 + Gober1 = 1.

2 2 2
Zgij,t-H = (Gop41)” + 2041 Qg1 + 200041 Appy1 + (Ayep1)” + 20y 41 Apry1 + (Apii1)
i’j

= (ao,t+1)2 + Qot+1 Qyt+1 + Qo1 Apt+1 + (ab,t+1)2 + Qo1 Qb1 + Qypr1 Apgt1
+(ay,t+1)2 + Qo1 Qyt+1 + Ayl Ayt

= Gott1(Got+1 + Qy 41 T+ api+1) + Aprr1(Qoir1 + Qo1 + Cly,t+1)
+ay,t+1(ay,t+1 + Qo1 + Apri1)

= Qopq1 L+ appp1 -1+ aye-1

= Qopt1 + Apip1 + Ay = 1

Nota-se ainda que a relagdo apresentada na Equacao (3.2) permanece valida

para t + 1, como é demonstrado na Equacgao (3.8) para a,++1 e pode ser feito analogamente
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para api4+1 € Ay p41-

1 1 2 1 1
Goo,t+1 + 5Y0y,t+1 + 59obt+1 = (ao,t+1) + 35 2ao,t+1 Ay t+1 + 5 2ao,t+1 Ay 41
2 2 2 2
2
= (Gopt1)" + Gott1 Qyir1 + Qopi1 Apit1

= ao,t+1(ao,t+1 + Qyt+1 T ab,t+1)

= Qot+1 (38)
A partir disso, conclui-se que sao validas as relagoes da Equacao (3.9).

1 1
Qot+1 = Yoo, t+1 + 5Y0y,t+1 + 5Y0b,t+1,
1 1
bt+1 = Gbb,t+1 T 590b,t+1 T 5Gybt+1, (3.9)

_ 1 1
Qyt+1 = Gyyt+1 T 500y,t+1 T 59ybt+1-

Para as proporgoes fenotipicas, elas sdo novamente obtidas a partir das somas
das proporg¢oes genotipicas que correspondem a cada um dos fenétipos, como pode ser

observado na Equagao (3.10), e a relagdo fo i1 + fpir1 + freer = 1 ¢ trivial.

Joi+1 = Goo+1 + Goyt+1 + Gobi+1,  [Ba+1 = Gobit1s  Sya+1 = Gyye+1 + Gypis1- (3.10)

Finalmente, para determinar os pontos de equilibrio, devemos encontrar os
pontos tais que g;;,+1 = g5t = Gi; para cada ¢, j € {o,b,y}. Para que isso ocorra, obtemos
a partir das Equacoes (3.2) e (3.9) que é necessario que ;41 = a;; = @; para cada
i € {0,b,y}, e, a partir das Equagdes (3.1) e (3.10), é necessario que fr,41 = fri = fr
para cada I € {O, B,Y'}. Assim, a condi¢@o necessaria para que tenhamos a, 41 = oy €

apresentada na Equagdo (3.11).

Qot+1 = Qo
G 1 1 — 1 1
oot + QQOy,t + ngb,t = Goo,t + QQOy,t + 2gob,t
Wo.
(goo,t + %goy,t + %gob,t) W’ Goo,t + %goy,t + %gob,t
t
Wou
(goo,t + %goy,t + %gob,t) < W’ -1 = 0 (311)
t

Denominando W; o fitness relativo a cada estratégia I € {O,B,Y} e W o
fitness médio no ponto de equilibrio, temos que a Equagao (3.11) é vélida em um ponto de
equilibrio quando g, + %gTy + %% = 0, o que s6 ocorre quando Goo = Goy = Gob» = 0, uma
vez que todos esses termos sao nao negativos, ou % —1 =0, ou seja, Wp = W. Dessa
forma, a primeira condigdo para que tenhamos um ponto de equilibrio é que Wy = W

ou fo = 0. Analogamente, a condicao para que tenhamos a, ;.1 = a,; em um ponto de
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equilibrio é apresentada na Equagao (3.12).

Ayt+1 = Oyt
~ 1~ 1~ _ 1 1
Gyyt + 390yt T 390t = Gyyt T 390yt + 539ybrt
Wy Wo
1 o1 : 1 1
Gyy,t T 59ybit + 590yt = (Gyyt T 590,t) T 590yt
(yy 2y)Wt 2J0Y Wt (yy Qy) 2J0Y
Wy Wo
1 : 1 :
Gyyt T 3ybyt ( - 1) + 590yt < —-1) =0 (3.12)
( vy 2J9Y ) % 270y Wt
Como sabemos que no ponto de equilibrio temos goy, = 0 ou Wp = W, essa
relagdo pode ser simplificada para (gyy + %gT,b) (% — 1) = (, ou seja, novamente temos

as relagoes G,y = gy = 0, ou seja, fy = 0 ou % —1 =0, que implica em Wy = W.
Finalmente, a tltima relacao pode ser obtida a partir da condi¢ao ap 41 = ap; no ponto

de equilibrio, que é apresentada na Equagao (3.13).

Api+1 = Qb
vt + %gob,t + %gyb,t = Gwpt T+ %gob,t + %be,t
Bt Wo. Wy
Gbbt W + %gob,t W + %gyb,t W + = et T %gob,t + %gyb,t
t t t
WB t > 1 (WO t 1 WYt
Gob,t ~—1)+ 39 bt ~—1)+ 359 bt =~ —1 = 0 3.13
( Wt 270 Wt 27Y Wt ( )

A partir das relagoes encontradas por meio das Equagoes (3.11) e (3.12), nota-se
que os dois ultimos termos sao nulos em qualquer ponto de equilibrio, restando apenas a
relacao Gy (% — 1) = 0, ou seja, temos Gy = 0, que implica em fg = 0, ou Wy = W.
Dessa maneira, é possivel notar que as condigoes sao exatamente as mesmas que as
obtidas para o modelo fenotipico ndo espacial, apresentadas na Equacao (2.7). Portanto,
as proporgoes fenotipicas dos pontos de equilibrio para o modelo genotipico sao as mesmas

do modelo fenotipico.

Os calculos para determinar as proporgoes alélicas (@, ap, @) de um ponto de
equilibrio sdo mostrados no Apéndice B.1 e as formulas obtidas podem ser observadas na
Equagao (3.14). Reescrevendo a Equagao (3.7) no ponto de equilibrio, obtemos também a
Equagao (3.15).

G-1-\T+F.  @-\Ts o= \Tat B —\Fs (1)

(@), sei=j
gi=1 (3.15)
2a;a;, sei#j
Utilizando as matrizes com estratégias focais apresentadas na Tabela 7, temos
que as proporcoes fenotipicas (fo, f, fy) dos trés equilibrios triviais sdo (1,0,0), (0, 1,0)

e (0,0,1). As proporgoes fenotipicas do ponto de equilibrio nao trivial para as estratégias
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focais O, B e Y sao as mesmas apresentadas, respectivamente, nas Equagoes (2.8), (2.9) e

(2.10), e correspondem ao ponto em que Wo = Wy = Wy = W.

As proporgoes alélicas do ponto de equilibrio de coexisténcia para as matrizes
com estratégias focais O, B e Y podem ser observadas nas Equagoes (3.16), (3.17) e (3.18),

respectivamente.
R RN = Y e = ERYETE TR CRT)
G- 1B @ @R - s (BID)
R N = = Y e wosv&?ﬁ (3.18)

Embora exista uma semelhanca nas proporgoes fenotipicas em cada um dos

modelos, uma vez que, por exemplo, fo com estratégia focal O é igual a fz com estratégia
focal B e a fy com estratégia focal Y, o mesmo ndo ocorre para as proporcoes alélicas
e genotipicas. Assim, as diferentes estratégias focais determinam modelos genotipicos

qualitativamente diferentes.

De forma semelhante ao que foi realizado na se¢ao 2.1, é necessario calcular
a matriz Jacobiana referente ao sistema de equacoes que determinam as proporgoes da
geragao seguinte. Como a Equagao (3.6) apresenta as proporgoes alélicas da geragao
t + 1 em funcao de variaveis auxiliares formadas por termos da geracao t, o sistema de
equagoes sera construido a partir destas proporgoes, porém também poderiam ser usadas
as proporcoes fenotipicas ou genotipicas. Além disso, sabendo que a,; = 1 — ao¢ — apy

podemos novamente ter um sistema de apenas duas equagoes. Assim, expressoes de o141

e apt4+1 que dependem apenas de termos da geracao ¢ sdo apresentadas nas Equagoes (3.19)

e (3.20).

- 1~ 1~
Qot+1 = Yooyt + §goy,t + §gob,t

a g Woo,t + 1g Woy,t + 1g Wob,t
ot+1 — oo,t 9 Yoy,t 5Yob,t
W 2700 W, 2 Wi

W, W, W,
2 Ot 1 Ot 1 Ot
Qo1 = (Goy) W + 5 2001 Qyy W + 5 2004 Gpy W
t t t
Wo.
Qo1 = Got —— (Qor + ay s + py)
Wi
Wo

(3.19)

ao,tJrl - ao,t

W,
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~ 1~ 1~
Apt+1 =  Gobt T 590bt T 59ybit

) gy W 1 W W
bt+l = Gbbt 59G0b,t 59ybt
Wy 2 Wy 2200 W,

%74 W, W
o Wt 1 ot 1 Yt
apir1 = (apy) W, + 5 200 apy 7Wt + 5 2ay apy W,
Qp ¢
Apt+1 = A (aptWet + aoWor + ay,tWY,t)
t
Qp ¢
ab,t+1 = W (athWBJ + a07tWO7t + (1 — aoﬂg — ab,t)WY,t) (320)
t

A matriz Jacobiana referente ao sistema de equagoes das proporcgoes alélicas
é apresentada na Equagao (3.21). Como o sistema obtido possui apenas duas equagoes,
assim como no modelo fenotipico nao espacial, a estabilidade pode ser calculada por meio
da Equacao (2.13), em que sdo necessarios apenas o determinante e o trago da matriz

Jacobiana avaliada nos pontos de equilibrio.

A
aCbo,tﬂ 0o, t+1

5(107,5 5ab,t
J = (3.21)

aab,t+1 aab,t+1
aao,t aab,t

Os Cédigos-fontes 3, 4 e 5, elaborados no MATLAB® e apresentados no Apéndice
B.2, foram utilizados para calcular o determinante e o trago da matriz Jacobiana para
os pontos de equilibrio de cada uma das estratégias focais. A partir desses resultados, o
software Wolfram Mathematica® foi utilizado para verificar em que condicoes as relacoes
dadas pela Equagao (2.13) eram satisfeitas. Assim, constatou-se novamente que todos os
pontos de equilibrio triviais (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1) sdo instaveis e foi possivel obter a
regiao de estabilidade do ponto de equilibrio de coexisténcia dos trés morfos para cada

uma das estratégias focais.

O modelo fenotipico é estavel, para qualquer uma das estratégias focais, para os

conjuntos de parametros acima da curva verde apresentada na Figura 49, determinada pela

v+5
9v—4"

O, B ou Y, respectivamente, nas regioes acima das curvas laranja, azul ou amarela. Nao

equacao d = Enquanto isso, o modelo genotipico é estavel para as estratégias focais
foram obtidas solugoes explicitas para essas trés curvas, mas elas podem ser determinadas
implicitamente ao igualar o determinante da matriz Jacobiana avaliada no equilibrio de
coexisténcia trimorfica a 1, o que corresponde aos conjuntos de parametros que separam

as regioes em que a segunda relagdo da Equagao (2.13) é satisfeita ou nao.
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Figura 49 — Regioes de estabilidade para as diferentes estratégias focais.
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Fonte: elaborado pelo autor.

A area azul da Figura 49 representa os conjuntos de parametros em que todos
os modelos nao espaciais sao estaveis, a regiao verde representa as combinacoes em que
o modelo fenotipico nao é estavel e o modelo genotipico é estavel para pelo menos uma
estratégia focal e a area amarela corresponde aos pontos em que o modelo fenotipico
é estavel e o modelo genotipico com estratégia focal Y nao é. E possivel notar que os
modelos genotipicos, de forma geral, sdo estaveis em uma regiao consideravelmente maior
do que o modelo fenotipico, resultado que é consistente com o obtido por Barreto (2017)
na sua formulacao das estratégias focais. Os pontos A, B, C', D e E sdo 0os mesmos ja
apresentados na Figura 6 e utilizados no modelo fenotipico, enquanto o ponto F', no qual
v =1.15e d =1, serd adotado apenas para ilustrar a situacao em que, para a estratégia
focal Y, o modelo fenotipico é estavel para um conjunto de parametros que o genotipico
nao é.

O Cédigo-fonte 6, exibido no Apéndice B.2, foi utilizado para calcular o traco e
o determinante das matrizes Jacobianas associadas aos pontos de equilibrio considerando
a matriz de recompensas com estratégia de cooperacao, apresentada na Tabela 10. Com o
auxilio do Wolfram Mathematica®, foi possivel concluir que os pontos de equilibrio triviais
também sao sempre instaveis. Além disso, observou-se que a regiao de estabilidade do
ponto de coexisténcia dos morfos laranja e azul coincide com a do modelo fenotipico nao

espacial. Essa regiao é representada pela area amarela na Figura 50, limitada pela curva

verde com a equagao v = 183:42;!. O ponto de equilibrio de coexisténcia dos trés morfos é

estavel tanto para os modelos fenotipico quanto genotipico na regiao azul, entre as curvas

verde e azul. Por outro lado, o equilibrio é estavel apenas no modelo genotipico na area

verde, situada entre as curvas azul e laranja, evidenciando que esse modelo amplia a regiao
de estabilidade.
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Figura 50 — Regides de estabilidade dos pontos de equilibrio de coexisténcia dimérfica e
trimérfica.
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Fonte: elaborado pelo autor.

A expressao da curva azul foi apresentada na secao 2.1 e a curva laranja pode
ser obtida implicitamente igualando o determinante da matriz Jacobiana avaliada no
equilibrio de coexisténcia trimérfica a 1. A expressao da curva verde, que foi calculada
no Apéndice A.4 para o modelo fenotipico, foi obtida nesse modelo genotipico por meio
da igualdade na primeira relagdo da Equacao (2.13) tanto para o ponto de equilibrio de
coexisténcia dimorfica quanto para o de coexisténcia trimorfica, tendo o médulo do trago
da Jacobiana avaliada nesses pontos igual ao seu determinante somado com 1. Todos
os pontos representados na Figura 50 sdo os mesmos utilizados no modelo fenotipico e

apresentados na Figura 8.

3.1.1 Simulacdes

Nesta secao serao apresentadas as simulac¢oes referentes ao modelo genotipico
nao espacial, com condigoes iniciais compostas por apenas individuos homozigotos, ou
seja, Goyo = Gobo = Gypo = 0. De forma semelhante ao que foi realizado para o modelo
fenotipico, serd considerado goo0 = 0.25, gpyo = 0.35 € gyy0 = 0.4 em todas as simulagoes
com estratégia focal O ou estratégia de cooperacao. Serd adotado gy 0 = 0.4, grpo = 0.25
e gyy0 = 0.35 ao utilizar a estratégia focal B e go00 = 0.35, grp0 = 0.4 € gyy0 = 0.25 a0

utilizar a estratégia focal Y.

As evolugoes das proporgoes fenotipicas, genotipicas e alélicas ao longo de
500 geragoes para o conjunto de parametros com estratégia focal O representado pelo
ponto A da Figura 49, com v = 2 e d = 0.5, sao apresentadas nas Figuras 51(a), 51(b) e

51(c), respectivamente. O ponto de equilibrio de coexisténcia é representado pelas linhas
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tracejadas em cada um dos graficos.

Figura 51 — Simulagao com estratégia focal O para o ponto A (v = 2,d = 0.5) da Figura
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Ja nessa primeira simulagao, nota-se que ha uma diferenca qualitativa entre

os modelos fenotipico e genotipico, uma vez que esse ponto, que nao era estavel para o

primeiro modelo, passa a ser estavel ao considerar os genotipos e as rela¢oes de dominancia

entre os alelos. Além disso, enquanto as estratégias focais geravam resultados analogos

no modelo fenotipico, o mesmo nao ocorre para esse modelo genotipico. Dessa forma, nas

Figuras 52, 53 e 54 sdo apresentadas as simulagoes de 100 geragoes com estratégias focais

O, B e Y para o ponto B da Figura 49, com v =4 e d = 0.8.

Figura 52 — Simulacdo com estratégia focal O para o ponto B (v = 4,d = 0.8) da Figura
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Figura 53 — Simulagao com estratégia focal B para o ponto B (v = 4,d = 0.8) da Figura
49.
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Figura 54 — Simulacao com estratégia focal Y para o ponto B (v = 4,d = 0.8) da Figura
49.
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Fonte: elaborado pelo autor.

E possivel observar que, embora as proporgoes fenotipicas do ponto de equilibrio
sejam analogas, as proporc¢oes genotipicas e alélicas sao bem diferentes para os trés
modelos. Assim, os resultados com cada estratégia focal sdo tinicos e podem até apresentar
estabilidades diferentes. No caso do ponto B da Figura 49, que ja era estavel para o
modelo fenotipico, a estabilidade se mantém para todas as estratégias focais. Entretanto,
ao considerar o ponto C', com v = 1.5, d = 0.5 e que gera um ponto de equilibrio instavel no
primeiro modelo, apenas a estratégia focal B resulta em um equilibrio estavel nesse modelo
genotipico, como é apresentado nas simulacoes de 1000 geragoes com as trés estratégias

focais nas Figuras 55, 56 e 57.
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Figura 55 — Simulagdo com estratégia focal O para o ponto C' (v = 1.5,d = 0.5) da Figura
49.
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Figura 56 — Simulagao com estratégia focal B para o ponto C' (v = 1.5,d = 0.5) da Figura
49.
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Figura 57 — Simulagdo com estratégia focal Y para o ponto C' (v = 1.5,d = 0.5) da Figura
49.
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Como a convergéncia das propor¢oes fenotipicas, genotipicas e alélicas esta

intimamente relacionada, a estabilidade pode ser analisada apenas por meio da evolugao

temporal das proporgoes fenotipicas. Assim, os resultados de 1000 geracoes apenas das

proporgoes fenotipicas dos pontos D e E da Figura 49, comv =2ed=02ev=25¢e

d = 0.2, com as trés estratégias focais sdo apresentados nas Figuras 58 e 59.

Figura 58 — Simulagoes com as trés estratégias focais para o ponto D (v = 2,d
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Figura 59 — Simulagoes com as trés estratégias focais para o ponto E (v = 2.5,d = 0.2)
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Mesmo os pontos C', D e E da Figura 49 sendo instaveis para o modelo

fenotipico nao espacial, observamos que no modelo genotipico o ponto C' é estavel com

a estratégia focal B, o ponto D ¢ estavel com a estratégia focal Y e o ponto E é estavel

com as estratégias O e Y. Os resultados apresentados até o momento indicam que, de

forma geral, as simulagoes do modelo genotipico geram mais resultados estaveis do que

o modelo fenotipico. Entretanto, como foi evidenciado ao apresentar a Figura 49, existe

uma regiao em que o ponto de equilibrio deve ser estavel para o modelo fenotipico e nao

ser estavel para o modelo genotipico com estratégia focal Y. Dessa forma, as proporgoes
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fenotipicas ao longo de 1000 geracoes das simulacoes para ambos os modelos nao espaciais

considerando o ponto F', em que v = 1.15 e d = 1, com estratégia focal Y sao apresentadas

na Figura 60, na qual se observa que de fato apenas a simulagdo do modelo fenotipico é

estavel.

Figura 60 — Simulagdes com estratégia focal Y para o ponto F' (v = 1.15,d = 1) da Figura
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O resultado de 200 geragoes das simulagoes com estratégia de cooperacao para

os conjuntos de pardmetros representados pelos pontos A e B da Figura 50, com v = 1.2 e

d=04ev=17ed=0.3, sao apresentados na Figura 61.

Figura 61 — Simulagdes com estratégia de cooperagao para os pontos A (v = 1.2,d = 0.4)
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Fonte: elaborado pelo autor.

Assim como no modelo fenotipico nao espacial, os pontos A e B da Figura 50

com estratégia de cooperagao resultam em um ponto de equilibrio estavel de coexisténcia dos

trés morfos. Da mesma maneira, como pode ser observado nas 100 geracoes representadas

na Figura 62, os pontos C' e D, comv =18 ed=0.2ev =1.7T e d = 0.125, apresentam
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resultados semelhantes em ambos os modelos, convergindo para o ponto de coexisténcia

apenas dos morfos laranja e azul.

Figura 62 — Simulagoes com estratégia de cooperacao para os pontos C' (v = 1.8,d = 0.2)
e D (v=1.7,d=0.125) da Figura 50.
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No modelo fenotipico ndo espacial, as simulac¢oes obtidas com os pontos O,
noqualv=1ed=1,¢e F, noqual v = 1.6 e d = 0.5, da Figura 50 com estratégia de
cooperagao nao convergem para nenhum ponto de equilibrio. Nas simulagoes de 200 ou 500
geracoes apresentadas na Figura 63, pode-se observar que o mesmo ocorre para o ponto O
no modelo genotipico, porém o ponto de equilibrio de coexisténcia se torna estével para o

ponto E.

Figura 63 — Simulagoes com estratégia de cooperagao para os pontos O (v =1,d=1)e F
(v=1.6,d =0.5) da Figura 50.

(a) Ponto O (b) Ponto E

0.8

o
o

o
ks

Proporgoes fenotipicas
Proporcées fenotipicas

o
o

0.2 4

0.0 q 0.0 q

0 25 50 75 100 125 150 175 200 0 100 200 300 400 500
Geracoes Geracoes

Fonte: elaborado pelo autor.



Capitulo 3. Modelos genotipicos 78

3.2 Modelo genotipico espacial

A formulacao deste modelo é muito semelhante a realizada na segao 2.2, porém
cada sitio do automato celular N x N pode estar vazio ou ocupado por um lagarto com
um dos seis possiveis genotipos, oo, oy, ob, yy, yb ou bb. Com excecao disso, a distribuicao
inicial de fenotipos, a taxa de mortalidade, as vizinhancas, as condi¢ées de contorno e o
calculo das proporcoes fenotipicas sao idénticos aos ja apresentados. O fenétipo de um
individuo é determinado seguindo as relacoes de dominancia dos alelos, ou seja, genétipos
com pelo menos um alelo o representam o fenétipo laranja, genétipos yy e yb resultam no

fen6tipo amarelo e bb determina o fenétipo azul.

Além disso, considera-se que os lagartos sao inicialmente homozigotos, portanto
os individuos com fendtipo laranja que podem ser observados na Figura 17 possuem
gendtipo 0o, os com manchas azuis sao bb e o fendtipo amarelo é inicialmente representado
apenas pelo gendtipo yy. Com isso, goy0 = Gobo = gyr0 = 0. No final de cada geracao,
utilizamos P; que ja foi definido como a populacao de lagartos na geragao t e definimos
também P,,;, Poyt, Pobt, Pyyt, Pyvt © Prpy como o nimero de lagartos com genétipos oo,
oy, ob, yy, yb e bb, respectivamente, nessa geracao. Desse modo, as proporgoes genotipicas

da geracao t sao dadas pela expressao g;;+ = P}i’t, para cada i, j € {0,b,y}, e as propor¢des

alélicas sdo definidas de acordo com a Equagao (3.2).

No mais, a principal diferencga entre o modelo fenotipico espacial e esse genotipico
esta no processo de reproducao, uma vez que nesse caso temos uma reproducao sexuada,
em que o geno6tipo do filho é gerado tomando um alelo de cada um dos pais. Dessa forma,
em cada um dos N? sorteios, o individuo sorteado serd um dos pais. Se esse individuo
possuir um fitness maior do que todos os seus vizinhos, a reprodugao ocorre com um
vizinho selecionado aleatoriamente, ou, caso contrario, a reprodugao acontece com o vizinho
de maior fitness. Se houver sitios vazios na vizinhanca de um dos dois pais, o filho ocupa

um desses sitios, senao ele ocupa o sitio do pai de menor fitness.

Para ilustrar esse processo, consideremos, por exemplo, a reproducao entre
individuos de gendtipo bb e oy, que exibem fendtipos azul e laranja, respectivamente. O
descendente obrigatoriamente herdara um alelo b do primeiro pai e pode herdar um alelo
o ou y do segundo, apresentando um gendtipo ob ou yb e fenétipo laranja ou amarelo.
Observa-se, portanto, que a reproducao entre um individuo de fenétipo azul e outro de
fenétipo laranja pode gerar um filho com fendétipo amarelo, algo que jamais ocorre no

modelo puramente fenotipico.

3.2.1 Simulacdes

Nesta secao serao apresentadas as simulagoes do modelo genotipico espacial,

utilizando a distribuicao inicial de fendtipos apresentada na Figura 17 e com todos
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individuos sendo inicialmente homozigotos. Dessa maneira, as proporgoes fenotipicas,
genotipicas e alélicas das 100 primeiras geragoes utilizando a vizinhanga de Moore, condi¢oes
de contorno periddicas e a matriz da Tabela 6, que corresponde ao ponto A da Figura 49,

com v = 2 e d = 0.5, podem ser observadas na Figura 64.

Figura 64 — Simulagao com estratégia focal O para o ponto A (v = 2,d = 0.5) da Figura
49.

(a) Proporgoes fenotipicas (b) Proporgdes genotipicas (c) Proporgdes alélicas
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Fonte: elaborado pelo autor.

Pode-se notar que as proporgoes referentes ao fenétipo laranja sao um pouco
maiores do que as demais, mesmo essa matriz gerando recompensas analogas para os trés
fenotipos e resultando em um ponto de equilibrio do modelo nao espacial no qual as trés
proporgoes fenotipicas sao iguais. Essa diferenca, portanto, indica que a dominancia do
alelo 0 em relagao aos alelos b e y possibilita uma certa vantagem para o morfo laranja

nesse modelo ndao deterministico.

Cabe salientar que o fendtipo azul é apresentado exclusivamente por individuos
com genotipo bb, enquanto os outros fendtipos possuem duas ou trés representacoes
possiveis. Assim, de forma geral, a proporc¢ao de alelos b precisa ser maior do que as de

alelos o0 ou y para que as proporgoes fenotipicas dos trés morfos sejam semelhantes.

Para evitar que os resultados sejam repetitivos, nao serao abordados todos os
pontos das Figuras 49 e 50. Portanto, a analise da influéncia da vizinhanca nesse modelo
espacial se dara por meio das simula¢oes com diferentes vizinhancas para o ponto C' da
Figura 49, com v = 1.5 e d = 0.5, e que apresenta um equilibrio de coexisténcia instavel
no modelo genotipico nao espacial com estratégia focal O. Assim, as simulagoes de 100
geracoes para esse ponto com vizinhangas de Von Neumann, Moore e Moore estendida

podem ser observadas, respectivamente, nas Figuras 65, 66 e 67.
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Figura 65 — Simulacao com vizinhanca de Von Neumann e estratégia focal O para o ponto

C (v=15,d=0.
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Figura 66 — Simulagdo com vizinhanca de Moore e estratégia

(v=15,d=0.5)
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Figura 67 — Simulagao com vizinhanga de Moore estendida
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Fonte: elaborado pelo autor.
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E possivel notar que as proporcdes novamente se aproximam dos pontos de
equilibrio obtidos para o modelo nao espacial e que vizinhancas maiores geram resultados
com menores oscilagoes. Os resultados de 50 geragoes para esse mesmo conjunto de
parametros utilizando uma vizinhanca infinita, que sdo exibidos na Figura 68, reforcam

essas observagoes.

Figura 68 — Simulagdo com vizinhanga infinita e estratégia focal O para o ponto C (v =
1.5,d = 0.5) da Figura 49.
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Embora todas as proporgoes estejam proximas as proporc¢oes do ponto de
equilibrio, os gendtipos heterozigotos com um alelo b parecem oscilar em valores um
pouco maiores do que as proporgoes do equilibrio. Nota-se que isso também ocorre para a
simulagao de 50 geragoes com vizinhanca infinita e estratégia focal O para o ponto E da
Figura 49, com v = 2.5 e d = 0.2, apresentada na Figura 69. Essa observacao pode ser
justificada ao considerar os altos valores da proporc¢ao de alelos b em ambos os casos e o
fato de que o descendente gerado por um individuo de fenétipo azul com outro de fenétipo
laranja ou amarelo sempre apresenta pelo menos um alelo b, o que propicia esse elevado

numero de individuos com gendétipo ob ou yb.

Figura 69 — Simulagao com vizinhanga infinita e estratégia focal O para o ponto E (v =
2.5,d = 0.2) da Figura 49.
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Com a estratégia de cooperagao, serao analisados os pontos da Figura 50 que
resultam na coexisténcia apenas dos morfos laranja e azul para pelo menos um dos modelos
anteriores, ou seja, os pontos B, comv =18 e d=0.2, C,comv =17ed=0.3,e D,
com v = 1.7 e d = 0.125. Os resultados de 100 geracoes para o ponto B sao apresentados

na Figura 70.

Figura 70 — Simulagao com estratégia de cooperagdao para o ponto B (v = 1.7,d = 0.3) da
Figura 50.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Pode-se observar que, assim como no modelo fenotipico espacial, esse modelo
genotipico resulta na coexisténcia apenas dos morfos laranja e azul, ao contrario do que
¢é obtido para os dois modelos nao espaciais. Por outro lado, enquanto a proporg¢ao de
lagartos com manchas azuis ¢ maior do que a do ponto de equilibrio do modelo nao espacial
para o modelo fenotipico espacial, os lagartos com manchas laranjas apresentam uma
proporc¢ao maior neste modelo genotipico, o que refor¢a o impacto da dominancia do alelo
o em relacdo aos demais. Na Figura 71, sao apresentadas as proporcoes ao longo de 100

geragodes para o ponto C' com estratégia de cooperacgao.

Figura 71 — Simulagdo com estratégia de cooperacao para o ponto C' (v = 1.8,d = 0.2) da
Figura 50.
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A média das proporgoes do fendtipo azul nas tltimas 50 geragoes para essa
simulacao ¢ 0.768, enquanto a média para esse mesmo conjunto de parametros no modelo
fenotipico espacial resulta em 0.863. Sabendo que a proporcao do fenétipo azul no equilibrio
do modelo ndo espacial para esse ponto é fz = 0.6, observa-se que a cooperacao do morfo
azul possibilita uma vantagem nos modelos espaciais, porém essa vantagem é reduzida nos
modelos genotipicos, uma vez que os lagartos de fendtipo laranja sao beneficiados pela

dominancia do alelo o. A simulagao referente ao ponto D pode ser observada na Figura 72.

Figura 72 — Simulacdo com estratégia de cooperacao para o ponto D (v = 1.7,d = 0.125)
da Figura 50.
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Fonte: elaborado pelo autor.

De forma semelhante ao que ocorre para as simulagées do ponto C, a média
das proporcoes do fenotipo azul nas tltimas 50 geracoes para o modelo fenotipico espacial
¢ de 0.73 enquanto no genotipico esse valor ¢ reduzido para 0.608, porém ainda é um valor
mais alto do que o do equilibrio dos modelos ndo espaciais, em que fz = 0.556. Por fim,
utilizando a matriz da Tabela 11, em que as recompensas variam linearmente no espaco,
as distribuicdes espaciais apds 100 geragoes com condigoes de contorno fixas podem ser
observadas na Figura 73. As cores referentes a cada um dos gendtipos sao as mesmas

apresentadas na Figura 72(b).
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Figura 73 — Distribuigoes espaciais na geracao 100 com condigdes de contorno fixas e
matriz de recompensas variando linearmente no espago.

(a) Fendtipos (b) Genétipos
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Fonte: elaborado pelo autor.

Assim como no modelo fenotipico espacial, essa simulacao resulta em uma faixa
inferior composta apenas pelos morfos laranja e azul. Um resultado semelhante é obtido ao
inserir uma barreira geografica, como é apresentado na Figura 74, no qual se observa que é

ainda mais rara a ocorréncia do morfo amarelo na regiao inferior do territério considerado.

Figura 74 — Distribuigoes espaciais na geracao 100 com condigoes de contorno fixas, barreira
geografica e matriz de recompensas variando linearmente no espaco.

(a) Fendtipos (b) Gendtipos

Fonte: elaborado pelo autor.

3.3 Modelo genotipico com especiacao

Este ultimo modelo une as formulac¢oes apresentadas nas Seg¢oes 2.3 e 3.2, sendo
composto por um autéomato celular N x N, no qual cada sitio pode estar vazio ou ocupado
por um lagarto com um dos seis possiveis gendtipos e que possui um genoma composto por

B = 100 genes bialélicos, em que todos os genes sdo inicialmente iguais a 0. A distribuicao
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inicial dos fenétipos é a mesma apresentada na Figura 17 e todos os individuos possuem

gendtipo homozigoto inicialmente.

No mais, a mortalidade no inicio de cada geracdo, as vizinhancas, as condi¢oes
de contorno, os cédlculos das proporcoes fenotipicas, genotipicas e alélicas, o calculo do
fitness multiplicando as recompensas pelo fator de atenuacao apresentado na Figura 34, o
processo de diferenciagao das espécies, a reproducao considerando a heranca de um alelo
do genotipo de cada um dos pais, a segregacao alélica nos genomas e a mutacao dos genes

sao idénticos aos que foram apresentados para os modelos anteriores.

Desse modo, em cada um dos N? sorteios que determinam o processo de
reproducao, ¢é calculado o fitness do individuo e de seus vizinhos, no qual a recompensa
obtida na interacao entre dois lagartos de genoma G e G5 é multiplicada pelo fator de

5 _ (dp(G1,G2))? X ., . . . . .
atenuacao e 267 . Se o individuo possuir o maior fitness da vizinhanca, ele sorteia
um vizinho aleatério para tentar se reproduzir, senao o vizinho de maior fitness é escolhido.
Novamente, a reproducao ocorre apenas se a distdncia de Hamming entre os genomas de

ambos os lagartos for menor ou igual a G.

Caso dois individuos se reproduzam, o gendtipo do descendente é obtido
tomando um alelo do gendétipo de cada um dos seus pais com uma probabilidade de
mutagao de p1, = 0.001 para cada um dos alelos, enquanto o genoma do filho é obtido por
meio da segregacao alélica dos genomas de ambos os pais seguido por uma probabilidade
de mutacao em cada gene de p, = 0.001. Se houver sitios vazios na vizinhanca de algum
dos pais, o descendente ocupa um desses sitios, senao ele ocupa o lugar do pai de menor
fitness. A diferenciacao das espécies é realizada ao final de cada 10 geragoes conforme

explicado na segao 2.3.

3.3.1 Simulacdes

Nesta secao, serao apresentadas as simulacoes do modelo genotipico com espe-
ciacdo. Da mesma forma que na se¢ao 2.3.1, serao realizadas simulagoes de 5000 geracoes
utilizando as matrizes de recompensas associadas ao ponto A da Figura 49, com estratégia
focal O, v =2ed = 0.5, e ao ponto B da Figura 50, com estratégia de cooperagdo, v = 1.7
e d = 0.3, além da matriz de recompensas que varia linearmente no espaco, apresentada
na Tabela 11.

As distribui¢oes espaciais dos individuos em uma determinada geracao serao
apresentadas como na Figura 75(c), que combina as informagdes de espécies e gen6tipos
em uma Unica imagem. As cores de cada célula indicam a espécie do individuo enquanto
os gendtipos sao representados pelas letras O, B ou Y em tamanhos variados. O gendtipo
oo é representado pela maior letra O, o gendtipo oy pela segunda maior letra O e a menor

letra O simboliza o gendtipo ob. A maior letra Y representa o gendtipo yy, a menor letra
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Y equivale ao gendtipo yb e a letra B corresponde ao genoétipo bb.

Considerando as simulagoes com estratégia focal O para o ponto A da Figura
49, em que v = 2 e d = 0.5, os gendtipos na geragao 5000 com condig¢oes de contorno
periddicas e vizinhanga de Moore podem ser observados na Figura 75(a) e as diferentes
espécies formadas sdo apresentadas na Figura 75(b). Além disso, de forma semelhante ao
que foi realizado para o modelo fenotipico com especiagao, na Figura 75(c) sdo apresentados

simultaneamente os gendtipos e as espécies de cada um dos lagartos.

Figura 75 — Distribuigoes espaciais na geracao 5000 com estratégia focal O para o ponto
A (v =2,d=0.5) da Figura 49.
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Fonte: elaborado pelo autor.

E possivel observar que hé a formacao de diversas espécies mesmo com condigoes
de contorno periddicas e diversas delas sdo compostas por dois ou trés morfos distintos,
0 que nao ocorre para essa matriz no modelo fenotipico. Na geracao 5000, por exemplo,
existem 26 espécies significativas, das quais 15 sao trimorficas. As proporgoes fenotipicas,
o numero de espécies significativas e a quantidade de espécies significativas com 1, 2 ou 3

morfos ao longo das geragoes para essa simulacdo sdo apresentadas na Figura 76.

Figura 76 — Simulacao com estratégia focal O para o ponto A (v = 2,d = 0.5) da Figura
49,
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Ao analisar a média das ultimas 2000 geragoes, observa-se que a propor¢ao do
fenétipo laranja mantém-se aproximadamente em 0.531 enquanto as propor¢oes médias dos
fenotipos azul e amarelo sdo, respectivamente, 0.237 e 0.232, reforcando a predominancia
do morfo laranja nos modelos que incorporam a dominancia do alelo 0. Nesse mesmo
intervalo, hd uma média de 24.88 espécies significativas por geracao, sendo 9.26 delas
monomorficas, 4.67 dimorficas e 10.95 trimorficas. Nas simulagoes do modelo fenotipico
com a vizinhanca de Moore, as espécies compostas pelos trés morfos correspondiam a cerca
de 30% das espécies significativas, enquanto com a vizinhanca de Von Neumann esse valor
era de aproximadamente 10%. Para essa simulacao do modelo genotipico, a proporc¢ao de
espécies trimorficas apresenta um aumento expressivo, representando aproximadamente

44% do nimero de espécies significativas.

Neste modelo, o processo de especiacao ocorreu em todas as simulagoes do
ponto A com estratégia focal O realizadas com as vizinhancas de Von Neumann e de Moore,
seja com as condicoes de contorno peridédicas ou fixas e com ou sem a barreira geografica.
Ja para a vizinhanca de Moore estendida, s6 foram formadas espécies significativas na
simulagdo com condigoes de contorno fixas e com barreira geogréfica, evidenciando ainda
mais a influéncia desses dois fatores na ocorréncia de especiacao. Para ilustrar os resultados
obtidos com as diferentes vizinhancas, as simula¢oes com condi¢oes de contorno fixas e
com barreira geografica para o ponto A da Figura 49 podem ser observadas nas Figuras
77, 78 e 79, respectivamente, para as vizinhancas de Von Neumann, de Moore e de Moore

estendida.

Figura 77 — Simulacao com vizinhanga de Von Neumann, barreira geografica, condicoes de
contorno fixas e estratégia focal O para o ponto A (v = 2,d = 0.5) da Figura
49.
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Figura 78 — Simulacdo com barreira geografica, condi¢oes de contorno fixas e estratégia
focal O para o ponto A (v = 2,d = 0.5) da Figura 49.

(a) Geragao 5000 (b) Espécies significativas (c) Diversidade das espécies

N w
5 8

S

Numero de espécies significativas
e e
5 o]

Quantidade de espécies significativas

@

ol
q
ol
Bl
|
B|
al
al
Bl
¥
¥
Y
al
ql
ql
q
g
Js
g
Bl
B|
q
q
al
[s|
q
al
q
q
al
q
q
o

o N & o0 ®

°

0 1000 2000 3000 4000 5000
Geracdes. Geragdes

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 79 — Simulacao com vizinhanca de Moore estendida, barreira geografica, condigoes
de contorno fixas e estratégia focal O para o ponto A (v = 2,d = 0.5) da
Figura 49.
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A utilizacao da vizinhanca de Von Neumann resulta no maior nimero de
espécies significativas, com uma média de 28.34 nas ultimas 2000 geracoes, das quais
a grande maioria apresenta apenas um morfo e cerca de 15% sdo trimorficas. Para a
vizinhanca de Moore, ha um nimero médio de 21.75 espécies significativas nesse periodo,
sendo que mais de 35% delas sao compostas pelos trés morfos. Por fim, a média de espécies
significativas ao utilizar a vizinhanca de Moore estendida é de apenas 6.24 nas ultimas
2000 geracoes e elas possuem os trés morfos em mais de 95% dos casos. Na geracao 5000

com essa vizinhanca, por exemplo, todas as espécies significativas sdo trimorficas.

Ao utilizar a vizinhanga de Moore estendida, é possivel observar na Figura 80
que todas as proporgoes sofrem poucas variacoes ao longo das geragoes. Além disso, a

média das proporgoes dos fendtipos laranja, azul e amarelo nas tltimas 2000 geragoes sao,
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respectivamente, 0.37, 0.333 e 0.297, que é um valor muito mais proximo do equilibrio
em que todos os fenotipos correspondem a um ter¢o da populagao do que o resultado
obtido para a vizinhanca de Moore com condi¢oes de contorno periddicas e sem a barreira
geografica, apresentado na Figura 76(a). Dessa forma, a utilizagdo de vizinhangas maiores
parece reduzir a vantagem obtida pelos individuos com pelo menos um alelo o em seu

gendtipo.

Figura 80 — Evolucao temporal das propor¢oes com vizinhanca de Moore estendida, bar-
reira geografica, condigdes de contorno fixas e estratégia focal O para o ponto
A (v =2,d = 0.5) da Figura 49.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Analogamente ao que foi realizado no modelo fenotipico com especiacao, a
Figura 81 engloba a quantidade de individuos e de morfos nas espécies obtidas na geragao
5000 para todas as simulagdes em que ocorreu especiagao para a matriz referente ao ponto
A da Figura 49, com estratégia focal O, v =2 e d = 0.5. Ao todo, foram consideradas 9
simulagoes, sendo que para as vizinhancas de Von Neumann e de Moore foram adotadas
condigoes de contorno fixas ou periddicas e a presenca ou nao da barreira geografica,
enquanto a tnica simulagao que resultou em mais de uma espécie significativa para a
vizinhanca de Moore estendida foi a com condigoes de contorno fixas e com barreira

geografica.
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Figura 81 — Correlagao entre quantidade de individuos e de morfos em uma espécie.
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Fonte: elaborado pelo autor.

A reta verde, que representa a regressao linear de todos os pontos, possui
equacao y = 32.66x — 1.48, em que z e y sao, respectivamente, a quantidade de morfos
e de individuos em uma espécie. O coeficiente de correlacdo de Pearson para essas duas

variaveis é de 0.616, o que indica uma correlagao positiva moderada entre elas.

Ao considerar a matriz de recompensas referente ao ponto B da Figura 50 com
estratégia de cooperagio, em que v = 1.7 e d = 0.3, pode-se observar na Figura 82 que héa
apenas trés individuos com fendtipo amarelo na geracao 5000 e os morfos azul e laranja
coexistem na maior parte das espécies ao longo das geracoes. Nas tultimas 2000 geragoes,

existem em média 17.28 espécies significativas e menos de 15% delas sdo monomorficas.

Figura 82 — Simulagao com estratégia de cooperagao para o ponto B da Figura 50.
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As proporgoes fenotipicas, genotipicas e alélicas no decorrer das 5000 geracoes

dessa simulagdo sao apresentadas na Figura 83. A proporcao média do fendtipo azul
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nas ultimas 2000 geragoes é 0.656, que é um valor mais alto do que o esperado pelo
equilibrio do modelo nao espacial, 0.524, porém é bem menor do que os valores obtidos
no modelo fenotipico com especiacao, que ultrapassam 0.8. Esses resultados reforcam a
vantagem obtida pelo morfo cooperador azul nos modelos espaciais ao utilizar a estratégia
de cooperacao ao mesmo tempo que indicam que esta vantagem é reduzida nos modelos
genotipicos, devido a dominancia do alelo o em relagao aos demais, que beneficia o morfo

laranja.

Figura 83 — Evolucao temporal das proporgoes com estratégia de cooperacao para o ponto
B (v =1.7,d = 0.3) da Figura 50.
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Por fim, ao considerar a matriz de recompensas da Tabela 11, na qual ha
uma variacao espacial das recompensas Moo e Mpp, pode-se observar na simulacao
apresentada na Figura 84 que ocorre a coexisténcia dos trés morfos principalmente na
metade superior da regiao. Na geracao 5000, existem duas espécies na regido inferior

compostas predominantemente pelos morfos laranja e azul.

Figura 84 — Simulagao com condicbes de contorno fixas e matriz de recompensas variando
linearmente no espaco.
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Enquanto o nimero médio de espécies significativas nas ultimas 2000 geracoes
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foi de 8.86 para o modelo fenotipico, esta simulacdo resultou em uma média de 16.26
espécies significativas por geragdo. Assim como em todas as outras simulacoes apresentadas,
a quantidade de espécies significativas foi maior no modelo genotipico com especiagdo do
que no modelo fenotipico. Além disso, a proporcao de espécies trimérficas também é maior
neste caso, correspondendo a cerca de 40% das espécies significativas na geragao 5000 da
simulacao apresentada na Figura 84 enquanto essa proporc¢ao era de aproximadamente

35% na simulacao fenotipica apresentada na Figura 47.



93

4 Consideracoes finais

Neste trabalho foram propostos trés modelos fenotipicos e trés modelos geno-
tipicos com o intuito de descrever a interacao dos lagartos da espécie Uta stansburiana
por meio de uma dindmica pedra-papel-tesoura. Através de calculos e simulacgoes, foram
encontrados em ambos os modelos nao espaciais pontos de coexisténcia estaveis com dois
ou trés morfos e até mesmo situacoes em que nenhum dos pontos de equilibrio era estavel.
Enquanto isso, independentemente da estabilidade do ponto de equilibrio no modelo nao
espacial, notou-se que os resultados para os modelos espaciais geralmente se aproximam

desses pontos de equilibrio.

Para o modelo fenotipico nao espacial, as trés estratégias focais resultam em
modelos equivalentes, no qual o tinico equilibrio nao trivial, que corresponde a coexisténcia
dos trés morfos, é estavel para os mesmos conjuntos de pardmetros. A estratégia de
cooperagao, por outro lado, possibilita a existéncia de dois equilibrios nao triviais, que se

referem & coexisténcia trimérfica ou apenas dos morfos laranja e azul.

Ao considerar o modelo genotipico nao espacial, nota-se que os modelos para
cada uma das estratégias focais passam a ser qualitativamente distintos e a regiao de
estabilidade dos pontos de equilibrio é ampliada, porém existe uma pequena regiao em
que o ponto de equilibrio é estavel no modelo fenotipico e é instavel no modelo genotipico
com estratégia focal Y, como pode ser observado nas simulac¢oes apresentadas na Figura
60. Além disso, existem conjuntos de parametros que resultam em pontos de equilibrios
instaveis com as estratégias focais no modelo fenotipico e que levam a um equilibrio estavel
para uma, duas ou trés estratégias focais no genotipico. De forma semelhante, a regiao de
estabilidade dos pontos de equilibrio ao considerar a estratégia de cooperacao ¢ maior no

modelo genotipico.

Considerando as simula¢oes nao espaciais para os pontos apresentados na
Figura 49, que se referem as trés estratégias focais, observamos que tanto as simulagoes
para o ponto A, em que o equilibrio de coexisténcia nao é estavel para o modelo fenotipico,
quanto para o ponto B, que ja representa um equilibrio estavel nesse modelo, resultam em
uma coexisténcia estavel para as trés estratégias focais no modelo genotipico. Enquanto
isso, os pontos de equilibrio obtidos com as matrizes referentes aos pontos C';, D e F sao
instaveis no modelo fenotipico e sao estaveis para pelo menos uma das estratégias focais
no genotipico. Ja para o ponto F', o ponto de equilibrio é instavel ao considerar o modelo
genotipico com estratégia focal Y e é estavel com as demais estratégias ou no modelo

fenotipico.

Ao analisar os conjuntos de pardmetros com estratégia de cooperacao, repre-
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sentados na Figura 50, pode-se observar que ambos os modelos nao espaciais convergem
para o equilibrio de coexisténcia dos trés morfos para os pontos A e B e para o equilibrio
de coexisténcia apenas dos morfos laranja e azul para os pontos C' e D. Nota-se ainda
que as simulagbes para o ponto O nao convergem em nenhum dos modelos nao espaciais,
enquanto para o ponto E a convergéncia para a coexisténcia trimorfica ocorre apenas no

modelo genotipico.

Analisando os resultados obtidos com os modelos espaciais sem especiacao,
¢é possivel observar que as diferentes condigoes de contorno e a insercao de barreiras
geograficas nao geram diferencas significativas. Por outro lado, a utilizagdo de vizinhancgas
maiores resulta em simulagdes com menos oscilagao nas proporgoes, como ¢é ratificado com
as simulacoes com vizinhanga infinita, que se aproximam muito dos pontos de equilibrio

dos modelos nao espaciais.

Além disso, os modelos espaciais com estratégia de cooperacao resultaram em
propor¢oes maiores de individuos com fenétipo azul nos casos de dimorfismo com o morfo
laranja, o que indica que a cooperacao espacial desses individuos os beneficia de uma
forma que nao consegue ser descrita pelo modelo nao espacial. Ao considerar a relagao de
dominancia entre os alelos, o modelo genotipico espacial favorece o morfo laranja, fazendo

com que as proporgoes deste fendtipo sejam maiores do que no modelo fenotipico espacial.

Nas simulagoes dos modelos espaciais com estratégias focais, os resultados se
aproximam do ponto de equilibrio de coexisténcia dos trés morfos no modelo fenotipico e
ha uma proporc¢ao um pouco maior do morfo laranja no modelo genotipico. Ao considerar
os modelos espaciais com a estratégia de cooperagao, nota-se que as simulac¢oes referentes
ao ponto B resultam na coexisténcia apenas dos morfos laranja e azul, mesmo que o ponto
de equilibrio do modelo nao espacial represente a coexisténcia estavel dos 3 morfos. A
coexisténcia dimoérfica também é obtida nas simulagoes considerando os pontos C' e D e,
para os demais conjuntos de parametros, as simulagoes de ambos os modelos espaciais

resultam na coexisténcia dos trés morfos.

Nos modelos que consideram a especiacao, a utilizacao de condig¢oes de contorno
fixas ou a introdugao de uma barreira geografica favorecem a ocorréncia desse processo. Para
o modelo fenotipico com a vizinhanca de Moore e a matriz da Tabela 6, que corresponde
ao ponto A com estratégia focal O, por exemplo, a especiagao s ocorreu na presenca
de pelo menos um desses fatores. J& no modelo genotipico, a tnica simulagdo com a
vizinhanca de Moore estendida que resultou na formacao de espécies significativas para
essa matriz considerava tanto as condigoes de contorno fixas quanto a inser¢cao de uma

barreira geografica.

A quantidade média de espécies significativas parece estabilizar, apresentando
pequenas oscilagoes apdés um transiente inicial. De maneira semelhante, as proporgoes

fenotipicas (assim como as genotipicas e alélicas no modelo genotipico) também exibem
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poucas variagoes apos o transiente, mesmo com a ocorréncia de mutagoes e a formacao de
diversas espécies. Além disso, ha uma correlagao positiva entre o nimero de individuos e a

quantidade de morfos presentes em uma espécie, como é destacado nas Figuras 43 e 81.

Com a vizinhanga de Von Neumann, o processo de especiagdo ocorre com mais
facilidade e gera um grande nimero de espécies significativas, porém com uma proporcao
pequena de espécies trimérficas. A medida que o tamanho da vizinhanca aumenta, nota-se
que a ocorréncia da especiacao se torna cada vez mais rara, e que, quando ela acontece, é
formada uma quantidade cada vez menor de espécies, porém ha uma maior propor¢ao de

espécies com os trés morfos.

A implementacao do modelo genotipico com especia¢ao promoveu a ocorréncia
do processo de especiacdo em cenarios em que ele ndo se concretizava no modelo fenotipico.
Além disso, de maneira geral, o modelo genotipico resulta em um maior nimero de espécies
significativas e uma propor¢ao mais elevada de espécies significativas com trés morfos em

comparacao com o modelo fenotipico.

Trabalhos anteriores conjecturaram que a dinamica das fémeas fosse fundamen-
tal para a manutengao de um dimorfismo em lagartos Uta stansburiana (BARRETO, 2017),
mas a utilizacdo da matriz de recompensas com estratégia de cooperacao, apresentada na
Tabela 10, possibilitou a coexisténcia estavel dos morfos laranja e azul em todos os modelos
propostos, sem haver distingao entre machos e fémeas. Esse resultado inédito esta alinhado
com as observagoes de Corl et al. (2010), que indicam a auséncia do morfo amarelo em
todas as populagoes de lagartos Uta stansburiana que nao apresentam trimorfismo. A
estratégia de cooperacgao, a variacao da matriz de recompensas no espaco e a utilizacao
de uma barreira geografica foram abordagens adotadas com o intuito de compreender os
mecanismos que podem levar a distribuicao espacial desses lagartos apresentada na Figura

4 e a sua influéncia no processo de especiagao.

De forma geral, foram propostos seis modelos para representar a dindmica
dos lagartos Uta stansburiana e foram analisadas diversas variagoes, como o uso de
diferentes matrizes de recompensas, parametros, vizinhancas, condi¢goes de contorno e as
abordagens mencionadas no paragrafo anterior. A partir disso, conclui-se que o nivel de
detalhes considerado pode gerar uma grande influéncia nos resultados obtidos, portanto os

pressupostos e limitagoes de cada modelo devem ser sempre considerados com cuidado.



96

Referencias

AGUIAR, M. A. M. D.; BARANGER, M.; BAPTESTINI, E.; KAUFMAN, L.; BAR-YAM,
Y. Global patterns of speciation and diversity. Nature, Nature Publishing Group UK
London, v. 460, n. 7253, p. 384-387, 2009. Citado na pagina 22.

ALONZO, S. H.; SINERVO, B. Mate choice games, context-dependent good genes, and
genetic cycles in the side-blotched lizard, Uta stansburiana. Behavioral Ecology and
Sociobiology, Springer, v. 49, p. 176-186, 2001. Citado na pagina 16.

AXELROD, R. The Evolution of Cooperation. New York: Basic, 1984. Citado na pagina
18.

BARRETO, W. P. Teoria de jogos e genética de populacoes: um estudo de dinamica
de populagoes guiado por competicdo e cooperacdo entre individuos polimorficos. Tese
(Doutorado) — Universidade Estadual de Campinas, 2017. Citado 7 vezes nas paginas 11,
12, 25, 27, 63, 70 e 95.

BERTA, A.; SUMICH, J. L.; KOVACS, K. M. Chapter 6 - evolution and geography. In:
BERTA, A.; SUMICH, J. L.; KOVACS, K. M. (Ed.). Marine Mammals (Third Edition).
Third edition. San Diego: Academic Press, 2015. p. 131-166. ISBN 978-0-12-397002-2.
Disponivel em: https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/B9780123970022000065.
Citado na pagina 22.

BOEUF, B. J. L. Male-male competition and reproductive success in elephant seals.
American Zoologist, Oxford University Press UK, v. 14, n. 1, p. 163-176, 1974. Citado na
pagina 10.

BOLNICK, D. I.; FITZPATRICK, B. M. Sympatric speciation: models and empirical
evidence. Annu. Rev. Ecol. Evol. Syst., Annual Reviews, v. 38, p. 459-487, 2007. Citado
na pagina 22.

BUSH, G. L. Modes of animal speciation. Annual Review of Ecology and Systematics,
Annual Reviews 4139 El Camino Way, PO Box 10139, Palo Alto, CA 94303-0139, USA,
v. 6, n. 1, p. 339-364, 1975. Citado na pagina 22.

BUZATTO, B. A.; MACHADO, G. Male dimorphism and alternative reproductive tactics
in harvestmen (Arachnida: Opiliones). Behavioural Processes, Elsevier, v. 109, p. 2-13,
2014. Citado na pagina 10.

CASE, N. The evolution of trust. 2017. Online. Acesso em: 05/08/2023, https:
//ncase.me/trust/. Citado na pagina 20.

CORL, A.; DAVIS, A. R.; KUCHTA, S. R.; SINERVO, B. Selective loss of polymorphic
mating types is associated with rapid phenotypic evolution during morphic speciation.
Proceedings of the National Academy of Sciences, National Acad Sciences, v. 107, n. 9, p.
4254-4259, 2010. Citado 5 vezes nas paginas 11, 15, 16, 17 e 95.

DEUTSCH, A.; DORMANN, S. Mathematical modeling of biological pattern formation.
[S.L]: Springer, 2005. Citado na péagina 39.


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/B9780123970022000065
https://ncase.me/trust/
https://ncase.me/trust/

Referéncias 97

DIECKMANN, U.; DOEBELI, M. On the origin of species by sympatric speciation.
Nature, Nature Publishing Group UK London, v. 400, n. 6742, p. 354-357, 1999. Citado
na pagina 22.

EDELSTEIN-KESHET, L. Mathematical models in biology. [S.l.]: STAM, 2005. Citado na
pagina 29.

FORD, E. B. Polymorphism. Biological Reviews, Wiley Online Library, v. 20, n. 2, p.
73-88, 1945. Citado 2 vezes nas paginas 10 e 14.

GAVRILETS, S.; LI, H.; VOSE, M. D. Patterns of parapatric speciation. Fvolution,
Blackwell Publishing Inc Malden, USA, v. 54, n. 4, p. 1126-1134, 2000. Citado 2 vezes
nas paginas 11 e 22.

GRANT, P. R. Speciation and the adaptive radiation of Darwin’s finches: the complex
diversity of Darwin’s finches may provide a key to the mystery of how intraspecific
variation is transformed into interspecific variation. American Scientist, JSTOR, v. 69,
n. 6, p. 653-663, 1981. Citado na pagina 22.

. Ecology and evolution of Darwin’s finches (Princeton Science Library Edition). In:
Ecology and Evolution of Darwin’s Finches (Princeton Science Library Edition). [S.1.]:
Princeton University Press, 2017. Citado na pagina 22.

HAMMERSTEIN, P.; SELTEN, R. Game theory and evolutionary biology. Handbook of
game theory with economic applications, Elsevier, v. 2, p. 929-993, 1994. Citado 2 vezes
nas paginas 11 e 18.

HARKEY, G. A.; SEMLITSCH, R. D. Effects of temperature on growth, development,
and color polymorphism in the ornate chorus frog Pseudacris ornata. Copeia, JSTOR, p.
1001-1007, 1988. Citado na péagina 10.

HIGGS, P. G.; DERRIDA, B. Stochastic models for species formation in evolving
populations. Journal of Physics A: Mathematical and General, IOP Publishing, v. 24,
n. 17, p. L985, 1991. Citado na pagina 23.

. Genetic distance and species formation in evolving populations. Journal of
molecular evolution, Springer, v. 35, p. 454-465, 1992. Citado na pagina 24.

HOEKSTRA, A. G.; KROC, J.; SLOOT, P. M. Simulating complex systems by cellular
automata. [S.1.]: Springer, 2010. Citado na pagina 39.

HOSKIN, C. J.; HIGGIE, M.; MCDONALD, K. R.; MORITZ, C. Reinforcement drives
rapid allopatric speciation. Nature, Nature Publishing Group UK London, v. 437, n. 7063,
p- 1353-1356, 2005. Citado na pagina 22.

KOCHER, T. D. Adaptive evolution and explosive speciation: the cichlid fish model.
Nature Reviews Genetics, Nature Publishing Group UK London, v. 5, n. 4, p. 288-298,
2004. Citado na pagina 23.

LAMOTTE, M. Polymorphism of natural populations of Cepaea nemoralis. In: COLD
SPRING HARBOR LABORATORY PRESS. Cold spring harbor symposia on quantitative
biology. [S.1.], 1959. v. 24, p. 65-86. Citado na pagina 10.



Referéncias 98

LANCASTER, L. T.; MCADAM, A. G.; HIPSLEY, C. A.; SINERVO, B. R.
Frequency-dependent and correlational selection pressures have conflicting consequences
for assortative mating in a color-polymorphic lizard, Uta stansburiana. The American
Naturalist, University of Chicago Press Chicago, IL, v. 184, n. 2, p. 188-197, 2014. Citado
na pagina 15.

LUENBERGER, D. G. Dynamic Systems. [S.1.]: J. Wiley Sons, 1979. Citado na pagina
27.

MAYR, E. Speciation and macroevolution. Fvolution, JSTOR, v. 36, n. 6, p. 1119-1132,
1982. Citado na pagina 22.

. Systematics and the origin of species, from the viewpoint of a zoologist. [S.1]:
Harvard University Press, 1999. Citado 2 vezes nas paginas 22 e 53.

. Principles of systematic zoology. [S.1.]: Scientific Publishers, 2015. Citado na
pagina 17.

MEYER, A.; KOCHER, T. D.; BASASIBWAKI, P.; WILSON, A. C. Monophyletic origin
of Lake Victoria cichlid fishes suggested by mitochondrial DNA sequences. Nature, Nature
Publishing Group UK London, v. 347, n. 6293, p. 550-553, 1990. Citado na pagina 23.

MYERSON;, R. B. Game theory: analysis of conflict. [S.1.]: Harvard university press, 1991.
Citado na péagina 18.

NASH, J. Non-cooperative games. Annals of mathematics, JSTOR, p. 286-295, 1951.
Citado na pagina 19.

NEUMANN, J. V.; MORGENSTERN, O. Theory of games and economic behavior. In:
Theory of games and economic behavior. [S.1.]: Princeton university press, 1944. Citado
na pagina 18.

NOWAK, M. A.; MAY, R. M. Evolutionary games and spatial chaos. Nature, Nature
Publishing Group UK London, v. 359, n. 6398, p. 826829, 1992. Citado na pagina 41.

OLIVEIRA, R. F.; TABORSKY, M.; BROCKMANN, H. J. Alternative reproductive
tactics: an integrative approach. [S.1.]: Cambridge University Press, 2008. Citado na
pagina 10.

PARKER, W. S.; PIANKA, E. R. Comparative ecology of populations of the lizard Uta
stansburiana. Copeia, JSTOR, p. 615632, 1975. Citado na pagina 13.

PIANKA, E. R. Convexity, desert lizards, and spatial heterogeneity. Ecology, Wiley
Online Library, v. 47, n. 6, p. 1055-1059, 1966. Citado na pagina 13.

POUNDSTONE, W. Prisoner’s dilemma: John von Neumann, game theory, and the
puzzle of the bomb. [S.1.]: Anchor, 1993. Citado na pagina 18.

ROWLAND, J. M.; EMLEN, D. J. Two thresholds, three male forms result in facultative
male trimorphism in beetles. Science, American Association for the Advancement of
Science, v. 323, n. 5915, p. 773-776, 2009. Citado na pagina 10.

SALZBURGER, W. Understanding explosive diversification through cichlid fish genomics.
Nature Reviews Genetics, Nature Publishing Group UK London, v. 19, n. 11, p. 705-717,
2018. Citado na pagina 23.



Referéncias 99

SATO, A.; O’HUIGIN, C.; FIGUEROA, F.; GRANT, P. R.; GRANT, B. R.; TICHY, H.;
KLEIN, J. Phylogeny of Darwin’s finches as revealed by mtDNA sequences. Proceedings
of the National Academy of Sciences, National Acad Sciences, v. 96, n. 9, p. 5101-5106,
1999. Citado na pagina 23.

SCHONFISCH, B. Propagation of fronts in cellular automata. Physica D: Nonlinear
Phenomena, Elsevier, v. 80, n. 4, p. 433-450, 1995. Citado na pagina 38.

SEGUREL, L.; THOMPSON, E. E.; FLUTRE, T.; LOVSTAD, J.; VENKAT, A_;
MARGULIS, S. W.; MOYSE, J.; ROSS, S.; GAMBLE, K.; SELLA, G. et al. The ABO
blood group is a trans-species polymorphism in primates. Proceedings of the National
Academy of Sciences, National Acad Sciences, v. 109, n. 45, p. 18493-18498, 2012. Citado
na pagina 10.

SINERVO, B. Runaway social games, genetic cycles driven by alternative male and female
strategies, and the origin of morphs. Microevolution Rate, Pattern, Process, Springer, p.
417-434, 2001. Citado na pagina 16.

SINERVO, B.; CLOBERT, J. Morphs, dispersal behavior, genetic similarity, and the
evolution of cooperation. Science, American Association for the Advancement of Science,
v. 300, n. 5627, p. 1949-1951, 2003. Citado 2 vezes nas paginas 15 e 30.

SINERVO, B.; HEULIN, B.; SURGET-GROBA, Y.; CLOBERT, J.; MILES, D. B;
CORL, A.; CHAINE, A.; DAVIS, A. Models of density-dependent genic selection and
a new rock-paper-scissors social system. The American Naturalist, The University of
Chicago Press, v. 170, n. 5, p. 663680, 2007. Citado na pagina 11.

SINERVO, B.; LICHT, P. Proximate constraints on the evolution of egg size, number,
and total clutch mass in lizards. Science, American Association for the Advancement of
Science, v. 252, n. 5010, p. 1300-1302, 1991. Citado na péagina 13.

SINERVO, B.; LIVELY, C. M. The rock—paper—scissors game and the evolution of
alternative male strategies. Nature, Nature Publishing Group UK London, v. 380, n. 6571,
p. 240-243, 1996. Citado 5 vezes nas paginas 11, 13, 14, 15 e 25.

SINERVO, B.; MILES, D. B.; FRANKINO, W. A.; KLUKOWSKI, M.; DENARDO,
D. F. Testosterone, endurance, and Darwinian fitness: natural and sexual selection on the
physiological bases of alternative male behaviors in side-blotched lizards. Hormones and
Behavior, Elsevier, v. 38, n. 4, p. 222-233, 2000. Citado 2 vezes nas paginas 10 e 14.

SINERVO, B.; SVENSSON, E.; COMENDANT, T. Density cycles and an offspring
quantity and quality game driven by natural selection. Nature, Nature Publishing Group
UK London, v. 406, n. 6799, p. 985-988, 2000. Citado na pagina 13.

SLATKIN, M. Pleiotropy and parapatric speciation. Fvolution, JSTOR, p. 263-270, 1982.
Citado na péagina 22.

SMITH, J. M.; PARKER, G. A. The logic of asymmetric contests. Animal behaviour,
Elsevier, v. 24, n. 1, p. 159-175, 1976. Citado na pagina 20.

SMITH, J. M.; PRICE, G. R. The logic of animal conflict. Nature, Nature Publishing
Group UK London, v. 246, n. 5427, p. 15-18, 1973. Citado na pagina 20.



Referéncias 100

TINKLE, D. W. Population structure and reproduction in the lizard Uta stansburiana
stejnegeri. American Midland Naturalist, JSTOR, p. 206-234, 1961. Citado na pagina 13.

. The life and demography of the side-blotched lizard, Uta stansburiana. University
of Michigan Museum of Zoology, 1967. Citado na pagina 13.

TURELLI, M.; BARTON, N. H.; COYNE, J. A. Theory and speciation. Trends in ecology
& evolution, Elsevier, v. 16, n. 7, p. 330-343, 2001. Citado na pagina 22.

TURNER, F. B.; HODDENBACH, G. A.; MEDICA, P. A.; LANNOM, J. R. The
demography of the lizard, Uta stansburiana Baird and Girard, in southern Nevada. The
Journal of Animal Ecology, JSTOR, p. 505-519, 1970. Citado na pagina 13.

TURNER, F. B.; MEDICA, P. A.; SMITH, D. D. Reproduction and survivorship of the
lizard, Uta stansburiana, and the effects of winter rainfall, density and predation on these
processes. Reports of 1973 Progress, US International Biological Program, Desert Biome,
Utah State University, Logan, Utah, v. 3, n. Research Memorandum 74-26, 1974. Citado
na pagina 13.

UPTON, D. E.; MURPHY, R. W. Phylogeny of the side-blotched lizards (Phrynosomatidae:
Uta) based on mtDNA sequences: support for a midpeninsular seaway in Baja California.
Molecular Phylogenetics and FEvolution, Elsevier, v. 8 n. 1, p. 104-113, 1997. Citado na
pagina 13.

VERHEYEN, E.; SALZBURGER, W.; SNOEKS, J.; MEYER, A. Origin of the superflock
of cichlid fishes from Lake Victoria, East Africa. Science, American Association for the
Advancement of Science, v. 300, n. 5617, p. 325-329, 2003. Citado na pagina 23.

WAGGENER, B.; WAGGENER, W. N. Pulse code modulation techniques. [S.1.]: Springer
Science & Business Media, 1995. Citado na pagina 23.

WANG, Z.; XU, B.; ZHOU, H.-J. Social cycling and conditional responses in the
rock-paper-scissors game. Scientific reports, Nature Publishing Group UK London, v. 4,
n. 1, p. 5830, 2014. Citado na pagina 22.

WOLFRAM, S. Cellular automata as simple self-organizing systems. [S.1.], 1982. Citado
na pagina 38.

YAMAMOTO, F.-i.; CLAUSEN, H.; WHITE, T.; MARKEN, J.; HAKOMORI, S.-i.
Molecular genetic basis of the histo-blood group ABO system. Nature, Nature Publishing
Group UK London, v. 345, n. 6272, p. 229-233, 1990. Citado na pagina 10.

ZANI, P. A.; STEIN, S. J. Field and laboratory responses to drought by common
side-blotched lizards (Uta stansburiana). Journal of Arid Environments, Elsevier, v. 154,
p- 1523, 2018. Citado na pagina 13.



101

APENDICE A - Calculos do modelo

fenotipico

A.1 Pontos de equilibrio com estratégia focal

Inicialmente, serao encontrados os pontos de equilibrio considerando a estratégia
focal O. Entretanto, os resultados sao analogos para as estratégias focais B e Y, como
serd abordado no final deste apéndice considerando também a reescrita das matrizes de

recompensas, que ¢ apresentada na Tabela 8.

Conforme ja mencionado, os pontos de equilibrio (fo, [, fy) satisfazem as

— W,
relacoes fr <1 — VV1> = ( para todo I € {O, B,Y}, no qual os fitnesses relativos a cada

estratégia e o fitness médio sao calculados de acordo com as seguintes equagoes:
= fo+v fp+dfy

= 05 fo+fe+2fy

= 2fo+05 fg+ fy

= foWo+ fp Wi+ fy Wy

SIS
|

Assim, para cada uma das estratégias I devemos ter f; = 0 ou W; = W.
Dessa maneira, obtemos diretamente os trés pontos de equilibrio triviais: (1,0,0), no qual
W=1Wo+0Wg+0Wy =W, (0,1,0), no qual W = Wp, e (0,0,1), no qual W = Wy

Para haver a coexisténcia de apenas dois fenétipos, é necessario que os fitnesses
de duas estratégias sejam iguais quando a proporg¢ao fenotipica da terceira estratégia for
nula. Entretanto, devido a dinamica pedra-papel-tesoura, uma das duas estratégias sempre

terd vantagem contra outra e, portanto, terd um maior fitness.

Se Jo = 0. por exemplo, teremos que Wy = T +2 Fy > 0.5 T + Fy = Ty
Analogamente, Wy > Wg quando fy = 0 e Wy > Wp quando fg = 0, ao considerarmos
quev>1lel<d<l.

Dessa forma, o tinico ponto de equilibrio nao trivial possivel é o da coexisténcia

dos trés fendtipos, que ocorre quando Wp = Wy = Wy = W. Assim, podemos reescrever

o sistema para esse ponto de equilibrio:

fo+v fe+dfy =
05 fo+fe+2fy =
2 fo+05 fg+ fy =

SIS
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De acordo com a regra de Cramer, o sistema é possivel e determinado, admitindo
solucao tnica, se o determinante D da matriz de coeficientes for nao nulo. Nesse caso,
denominando Dy, o determinante da matriz obtida substituindo, na matriz de coeficientes,

a coluna referente aos coeficientes de f; pela coluna dos termos independentes, a solucao

— D
de cada variavel é dada por f; = i1 Assim,
1 v d
D = 105 1 2/=14+4v+0.25d—-1—-2d—0.5v
2 05 1
35y — 175 = 14v — 7d _ 7(2v — d)
4
W v d
Dy, = |[W 1 2/=W0+20+05d—1—d—v)
W 05 1
_ W(Q2v—d
= W(v—-05d) = 7( Z )
1 W d
Dy, = 05 W 2/ =W(1+4+05d—2—2d—0.5)
2 W 1
= W(5—3d
= W(25—-1.5d) = VV(523)
1 v W
Dy = 105 1 W[=W({1+2v+0.25—-2-0.50—-0.5)
2 05 W
_ W(6v—5
— W(l50—1.25) = (Z)

Como D = W e sabemos que v > d, o determinante D é sempre diferente

de 0 e o sistema possui solucdo tnica. Assim, podemos obter expressoes para fo, fz € fy:

+=_Dp _ Wed)  Woe—d) 4 W
°©T D~ Ted 2 2v—d) 7
7= _ Dra _ WEZs)  §7(5-3d) 4 W(10—6d)
BT p T iee—d 2 72v—d)  7(2v—d)

4
Dy, MO fWep—5) 4 W(6v—5)

=== Tv=d) 4 720 —d)  7(2v —d)
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Partindo da relacdo fo + fz + fy = 1, pode-se encontrar o valor de .

fo+fe+fr = 1

oW  W(10—6d) W (6v —5)

=1
7 T e —d)  Tv—d
2W (20 — d) + W(10 — 6d) + W (6v —5) )
7(2v — d) B
— (W —-2d+10—-6d+6v—5) = 1
7(27}_(1)(1} + + 6v — 5)
=  1(2v—d)
W= 10v — 84 + 5

Finalmente, podemos obter uma expressao para cada uma das variaveis apenas

em funcao de v e d, encontrando assim o ponto de equilibrio de coexisténcia das trés

estratégias.
W 2%l g2
fo = = =% “Tw_sd+s
— W(0-6d) ps(10-6d) 10— 6d
Jo = T2v—d)  7(2v—d)  10v—8d+5
- _ W(6v-5) 131(;2—08;?5(62} -5 6v-5
fro = T2v—d)  7(2v—d)  10v—8d+5

Para as estratégias focais B e Y, os resultados obtidos sdo completamente
analogos. Reescrevendo ambos os sistemas de equagdes de forma conveniente, seguindo a
Tabela 8, obtemos os sistemas com estratégias focais B e Y apresentados, respectivamente,
nas Equagoes (A.1) e (A.2).

fiB—i—Ufiy—i-dfio = Wpg
05 fs+fr+2fo = Wy (A.1)
2 f5+05 fy+fo = Wo

fiy—i-vfio—i-dfig = Wy
05 fv+fo+2fg = Wo (A.2)
2 fy+05 fo+fs = Ws

Esses sistemas sao equivalentes ao sistema resolvido, portanto as solugoes para

o equilibrio de coexisténcia com estratégias focais B e Y sao apresentadas, respectivamente
nas Equagoes (A.3) e (A.4).

— 4v — 2d —  10—-6d —  6v—5

fB:lOv—8d+5’ T 100 —8d+ 5’ T 10v—8d+5
__ dv —2d __ 10 — 6d - 6v—5

N = T0e—sd+3 T 100—8d+5 T 10v—8d+5

(A.3)

(A.4)



APENDICE A. Cdlculos do modelo fenotipico 104

A.2 Estabilidade dos equilibrios com estratégia focal

Da mesma forma como foi feito no Apéndice A.1, os calculos serao realizados
considerando a estratégia focal O e os resultados sao andlogos para as outras duas

estratégias focais. Os fitnesses do sistema original sao descritos pelas seguintes equagoes:

Wor = for+vfp:+ dfyy
Wgy = 0.5for+ fee +2fvy
Wy = 2fo4+05fp:+ fre

Para simplificar a resolucao, realiza-se a substituicao fy: =1— fo: — fps

Wor = for+vfer+d(l— for—fpr) =d+(1—d)fos+ (v—d)fp.
Wpy = 05for+ fee+2(1— for— fe1r) =2—15fo— B
Wy, 2fo+ +0.5fp+ + (1-— for— fB,t) =1+ fo+—0.5fp4

Finalmente, podemos calcular o fitness médio sem que ele dependa diretamente
de fy.:
Wiy = Woufor +Waifpr + Wyifyvs
= Wouifor+Waifer + Wyi(1 — for— fBa)
= (d+ (1 —d)fos+ (v—d)fsi)fos+ (2—15for — fBt) B2t
+(1+ for—0.5fp:)(1 = for— fB1)
= dfos+ (1 —d)(for) + (v —d)forfss+2fpe — 1.5forfr — (fB4)°
+1— for— foe+ for— (for)> = foufms — 05fps + 0.5f0fps + 0.5(f5.)°
= 1+dfo,+05fp+ (v—d—2)foufs: — d(for)? — 0.5(fp,)?

Antes de determinar a matriz Jacobiana, serdo calculadas as derivadas parciais

de Wot, Wp e Wy em relagao a for e fpy.

(3W0t aWOt
= =1-—d, ~ =v—d,
Ofou Oft
8WBt aVVBt
b~ 1.5, A
Ofoq ofpt
oW, ow,
L—d+ (w—d—2)fss — 2dfoy, L—05+w—d—2)for— fas.
Ofo Ofps

Para o sistema simplificado, com apenas duas equagoes e as variaveis fo, e

fBt, a matriz Jacobiana ¢ definida da seguinte forma:

afo,t+1 afo,t+1
dfox  Ofpy

(3fB,t+1 (7fB,t+1

dfor  Ofpy
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Assim, cada um dos termos serd analisado separadamente por meio da substi-
tuicao das expressoes de fo i1, fBe+1 € as derivadas parciais calculadas anteriormente.
Serao utilizadas as regras do produto e do quociente na derivacao, quando necessario, e a
forma final ainda podera apresentar as expressoes Wo ¢, Wp e W, que serao substituidas

na analise de cada ponto de equilibrio.

Wo
0fos1 0 (fou 1)

ofor Ofoy
Wo.t
_ Ofor Wou + a(ﬂi)
ofor Wi ! Ofou
Wo oW,
7’]/[/ _ W
_ Wb¢+ﬂ) for 1 Ofoq
Wi ! (W)?
_ WO,t i fo (1 — d)Wt — (d + (U —d — 2>fB,t - 2df0,t>WO,t
Wy (W,)?

Wo.t
Pous (o %)
Ofpa oFos

Wo.
_ afO,t WO,t +f a( M(;t )
ofge Wi 1O ofs,
W, ow,

W, — W,
Ofpy ! o Ofpy

= 0+ fou (W,)2

(U — d)Wt — (05 + (U —d — 2)f0’t — fB,t)WO,t

= fo,t (Wt)Q

Wpgt
N )
dfou dfoy

Wg ¢
_ a.fB,t WB,t +fB a( W )
ofor Wi ! dfoyu
Wp4 oW,

W, — W
0for Pt 0foq

= 0+ fB,t (Wt)2

—15Wt - (d + (’U —d-— Q)fB,t — QdfO,t)WB,t

= fB,t (Wt)2
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_ Ofs Way e 8(”;%’t>
ofpr Wi T OfBy
Wg4 oW,
 Wai o Ofme P O
W ’ (W,)?
_ Whg. . W, =05+ (v—d—2)for— f:)Wbys
Wi ’ (W)?

Ao avaliar a matriz Jacobiana em um ponto de equilibrio (fo, f), no qual
os fitnesses do fenétipo laranja, azul e o médio sao dados por Wy, Wg e W, temos as
seguintes expressoes para cada um dos seus elementos:

(1—dW —(d+ (v—d—2)fs —2d fo)Wo
(W)?

Talfofs) = T2+To

— = (=W —=(05+@w—-d—2)fo— fs)Wo
J12(fo, fB) = fo )2

o Te) = Tn —1.5W —(d+ (v —(I;)—Q 2)fp —2d fo)Ws

R A . L

Agora, analisaremos os 4 possiveis pontos de equilibrio, que se referem a
sobrevivéncia de apenas um morfo ou a coexisténcia dos trés fenotipos. Em cada caso, o
ponto (fo, fz) é estdvel se todos os autovalores de J(fo, fz) possuirem médulo menor do

que 1, o que é equivalente & Equagao (A.5).

tr(J(fo, fs))| < det(J(fo, fp)) + 1 <2 (A.5)

« Ponto (1,0) - somente o fenétipo laranja

Para esse ponto de equilibrio, temos as seguintes proporgoes fenotipicas e fitnesses:

fo=1, fg=0.

= d+(1-d)fo+@v-—d)fg=d+(1-d)+0=1
2—-15fo—feg=2-15-0=05

= 1+dfo+05fz+(w—d—2)fo fz —d(fo)* —0.5(f5)*
= 14+d+0+0—-d—-0=1

SIS IS
1
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Dessa forma, a Jacobiana é

o= (5 03)

Em uma matriz triangular, o determinante é obtido calculando o produto dos

elementos da diagonal principal. Assim, o polinémio caracteristico dessa matriz serd

det<<2 1'5)—<A O))zdet (2_A = >=(2—)\)(0.5—/\)
0 05 0 A 0 05—\

As raizes desse polindmio caracteristico, que correspondem aos autovalores, sao
A1 =2 e Xy = 0.5. De forma geral, para qualquer matriz triangular, os elementos da
diagonal principal sdo os autovalores dessa matriz. Como temos \; > 1, esse ponto
de equilibrio nunca é estavel.

« Ponto (0,1) - somente o fenétipo azul

Para esse ponto de equilibrio, temos as seguintes proporgoes fenotipicas e fitnesses:

fo=0, fg=1.

= d+(1-d)fo+@v—-d)fg=d+0+v—d=v
2—-15fo—fg=2-0—-1=1

= 1+dfo+05fz+(w—d—2)fo fs —d(fo)*> — 0.5(f5)?
= 14+0+054+0-0-05=1

SISES
[

Dessa forma, a Jacobiana é

10.1) = <0.5v—v 0?5)

De forma semelhante, como temos uma matriz triangular, os autovalores sdo A\; = v
e Ao = 0.5. Como definimos v > 1, segue que \; > 1 e esse ponto de equilibrio nunca
¢é estavel com as condigoes impostas.

« Ponto (0,0) - somente o fenétipo amarelo

Para esse ponto de equilibrio, temos as seguintes proporcoes fenotipicas e fitnesses:

fo=0, fg=0.

= d+(1-d)fo+(w—d)fg=d
2 1.5f0 — fg =2
= 14+dfo+05fp+ (v—d—2)fo f5—d(fo)* — 05(fp)* =1

SIS IS
I
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00 (5 1)

Os autovalores dessa matriz triangular sdo \; = d e Ay = 2. Como Ay > 1, segue que

Dessa forma, a Jacobiana é

esse ponto de equilibrio nunca é estavel.

4o — 2d 10 — 6d
10v —8d + 5" 10v — 8d + 5
Para esse ponto de equilibrio, as proporgoes fenotipicas e fitnesses foram calculados

« Ponto < ) - coexisténcia dos trés morfos

no Apéndice A.1 e sao definidos por:

= _ Ay — 2d = _ 10 — 6d
T 1w—8d+5 P 1w—8d+5

7(2v — d)

Wo=Ws =W =10""3i75

O fato de que todos os fitnesses sao iguais resulta em varias simplificacoes no
calculo da Jacobiana, uma vez que todos os termos dos numeradores estao sendo

multiplicados por Wg, Wg ou W e podem ser simplificados com o W do denominador.

Jl,l(inmfiB) _ 1_'_f01_d_(d+(v_mi_2)f3_2df0)
_ 1+Ol—2d+2dfow(v—d—2)f3

v—d—(0.5+(1:d—2)f70—f73)

Jl,?(%a%) = fio W
B ffv—d—0.5+f73—(v—d—2)f70
= f5 T

halfo.f5) = J“B_1‘5_(d+(”—vi—2)h—2dfo)

I —15—d+2dfo—(v—d—2)f5
— 75 =

o Fa) = 1+fB_1—(o.5+<vV—Vd—2)fo—fB)

_1+F —1.5+fB—M(/U—d—2)fo
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Assim, vamos calcular o trago da matriz Jacobiana:

tr(J(fo, fB))

1-2d+2d fo—(v—d—2)f5

1+ fo i
154+ fg—(w—=-d=2)fo
+1 _1_7]03 — fB M(/ )fO - B B
- fo—2d fo+2d(fo)*—2(v—d—2)fo fs — 1.5fp + (fB)?
W
OW + fo—2d fo — 1.5fp —2(v —d —2)fo fz + 2d(fo)? + (fB)?
w
2+2d fo+ fs+2(v—d—2)fo fz —2d(fo)* — (fp)?
w
+f7)— 2dfo —1.5fp —2(v —d —2)fo fz +2d(fo)? + (fB)?
- - w
2+ fo—0.5fp
w
2+ 10111171—8?1115 —0.5 101;0:8%5
7(2v—d)
10v—8d+5
200 — 16d + 10 + 4v — 2d — 5+ 3d 10v — 8&d + 5
10v —8d + 5 7(2v —d)
24y — 15d + 5
7(2v — d)

De forma semelhante, podemos substituir as expressoes de fo, fz e W para calcular

o determinante da Jacobiana avaliada nesse ponto. Assim,

100v — 41d — 18vd + 10

O

Os célculos do determinante foram omitidos por serem muito extensos, mas o

resultado obtido pode ser confirmado por meio do algoritmo elaborado no MATLAB®

apresentado no Codigo-fonte 1, que também pode ser utilizado para calcular a matriz

Jacobiana, além de seu traco, determinante e autovalores, avaliada nos outros trés

pontos de equilibrio apenas alterando as proporc¢oes fenotipicas representadas no

cédigo por “fo” e “fb”.
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Cédigo-fonte 1 — Cédigo do MATLAB® para célculo da estabilidade do modelo fenotipico

com estratégia focal O

% Calcula o determinante, o traco e os autovalores da
matriz Jacobiana do modelo fenotipico com estrategia

focal 0 para qualquer ponto de equilibrio
syms v d fo fb W Wo Wb Wy;
eq = [fo*xWo/W; fbxWb/W]; 7% define o sistema de equacoes

Wo = fo+vxfb+d*x(1-fo-fb); % define os fitnesses de acordo
com a matriz de recompensas escolhida

Wb = 0.5%xfo+fb+2*(1-fo-£fb);

Wy = 2*%fo+0.5*%xfb+1*x(1-fo-£fb);

W = foxWo+fb*Wb+(1-fo-fb) *Wy;

eq = subs(eq); % substitui os fitnesses no sistema
J = jacobian(eq, [fo fb]); % monta a matriz Jacobiana

fo = (4*xv-2%d)/(10*v-8%d+5); 7 proporcoes fenotipicas do
ponto de equilibrio
fb = (10-6%d) /(10%v-8%d+5) ;

J1 = simplify(subs(J)) % substitui o ponto de equilibrio

e simplifica a expressao

Det = simplify(det(J1)) 7 calcula o determinante da
Jacobiana no ponto de equilibrio
Tr = simplify(trace(J1)) % calcula o traco

val = eig(J1) % calcula os autovalores

As expressoes dos autovalores para esse ponto de equilibrio ndo sdo simples. Assim,
para calcular o médulo do trago da Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio, notamos
que 2v —d > 0 e que 24v — 15d + 5 > 0, uma vez que v > d > 0. Desse modo, vamos
calcular a primeira desigualdade da relacdo [tr(J(fo, f5))| < det(J(fo, f5)) +1 < 2:
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tr(J(fo, [5))l < det(J(fo, [s)) +1

24v — 15d + 5 - 100v — 41d — 18vd + 10 L
7(2v —d) 49(2v — d)
24v — 15d + 5 - 198v — 90d — 18vd + 10
7(2v —d) 49(2v — d)
49(2v — d)
——>(24v — 15d 1 —90d — 18vd + 1
230 — ) (24— 154 +5) < 1980 —90d — 180d + 10
7(24v — 15d + 5) — 198v + 90d + 18vd — 10 < 0
18vd —30v —15d +25 < O
6u(3d —5) —5(3d—5) < 0
(6v—5)(3d—5) < 0

Como v > 1, temos que 6v — 5 é sempre positivo. Por outro lado, 0 < d < 1 faz
com que tenhamos 3d < 3 e, portanto, 3d — 5 < 0. Dessa maneira, sempre teremos
o produto de (6v —5) > 0 por (3d — 5) < 0, que resulta em um nimero negativo,

portanto essa condigao é sempre valida.

Por outro lado, calculemos agora det(J(fo, fz)) +1 < 2:

det(J(fo,fz))+1 < 2
100v — 41d — 18vd + 10

49(2v — d) !
100v — 41d — 18vd + 10 < 49(2v — d)
100v —41d — 18vd + 10 — 98v +49d < 0
—18vd +2v+8 +10 < 0
8d —18vd < —10—2v
d(8 —18v) < —2(v+5)
o
v+ D
LR g

Nota-se que houve uma inversao no sinal apods a divisao por 8 — 18v, pois esse niimero

é negativo. Desse modo, como a outra relagao é valida sempre, concluimos que a
v+5

Qv — 4"

condi¢ao para que o ponto de coexisténcia dos trés morfos seja estavel é d >

A.3 Pontos de equilibrio com estratégia de cooperacao

De forma semelhante ao que foi realizado para a estratégia focal O, devemos ter

fr=0o0u W; =W para cada uma das estratégias I € {O, B,Y}. Além disso, os fitnesses
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de cada fenétipo e o fitness médio com estratégia de cooperacgao sao dados por:

= dfo+2fz+0 fy

= 05 fo+tv fe+2fy

= 2fo+05 fs+ fy

= foWo+ fs Wp+ fr Wy

SISISIS
|

Novamente, temos os trés pontos de equilibrio triviais nos quais resta apenas
um fenétipo: (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1). Nesse caso, porém, é possivel a coexisténcia de
apenas dois morfos. Enquanto fo = 0levaa W =v fg+2 fy > 05 fg+ fy = Wy e
fe=01levaa Wy =2 fo+ fy >d fo = Wo, algo inédito ocorre quando fy = 0. Para
0.5 < d < 1, de fato temos Wo =d fo +2 fg > 0.5 fo +v fg = Wg, uma vez que

1 < v < 2, mas o mesmo nao ocorre necessariamente quando 0 < d < 0.5.

Dessa forma, a coexisténcia dos morfos laranja e azul é possivel sempre que
0 < d < 0.5, como sera analisado por meio da regra de Cramer. Para esse ponto de

equilibrio, no qual fy = 0, temos o seguinte sistema de equacoes e determinantes:

dfo+2fg = W
05 fo+vfg = W
d 2
D = =vd—1
0.5 v
w 2
DfO = ‘W v :W(U_2)
d W o W(2d — 1)
D — — _ _

Considerando que D # 0, como sera confirmado sob as restrigoes 1 < v <2 e

0 < d < 0.5, as solugoes sao definidas por:

N Dfo_W(U_Q)

Jo = D wvd—1

S
Dy, D (a1

fe="p = a1~ 2(vd — 1)

Para encontrar o valor de W, podemos utilizar a relacio fo + fz + fy = 1.
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Wv-2) W(2d—1)

0 = 1
vd—1  20wd—1)

w
=  2(vd-1)
2w +2d-5
Por fim, os valores de fo e fg sdo

JT _ 2211(1612;1)5(” - 2) _ 2v0—4

© vd — 1 204+ 2d -5
oo ahedn) ey

b 2(vd — 1) 20+ 2d — 5

Como v < 2, temos que 2v — 4 < 0, ou seja, o numerador de fo é negativo.
Portanto, para que essa proporc¢ao fenotipica tenha sentido bioldgico, é necessario que o
denominador também seja negativo, afim de que tenhamos fo > 0. Desse modo, temos a
restricdo 2v 4+ 2d — 5 < 0. A partir dela, notamos que o denominador de fz também seré
negativo e, portanto, o numerador também devera ser. Assim, temos também a restricao

2d — 1 < 0, que implica em d < 0.5, como comentado anteriormente.

Notamos ainda que, quando 0 < d < 0.5e 1 < v < 2, a expressao 2v +2d —5 ¢
sempre negativa, uma vez que 2v < 4 e 2d < 1, portanto 2v + 2d < 4 + 1 = 5. Além disso,
multiplicando essas restrigoes de v e d, obtemos também que vd < 2-0.5 = 1, portanto
vd < 1 e o determinante D da matriz de coeficientes nunca é igual a 0, confirmando que
esse sistema é possivel e determinado. Concluindo a andlise desse ponto de equilibrio,
podemos alterar o sinal do numerador e do denominador para que ambos sejam positivos,
resultando nas proporgoes fenotipicas do equilibrio apresentadas na Equagao (A.6).

_ 4 -2 — 1—2d -
fo=s—5 2 PPTia—aa P70 (4.6)

Por fim, temos também o ponto de equilibrio da coexisténcia dos trés morfos,

no qual podemos reescrever o sistema ao considerar que Wy = Wi = Wy = W.

dfo+2fe+0fy =
05 fo+v fe+2fy =
2 fo+05 fg+fy =

S
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Esse sistema também pode ser resolvido utilizando a regra de Cramer.

d 2 0
D = (05 w =vd+8+0—-d—-0-1
2 05 1
= vd—d+7
w 0
Djyy = W v 2/=Ww+4+40-2-0-1)
W 05 1
= W(v+1)
d W 0
Dy, = |05 W 2/ =W(d+4+0—2d—0-0.5)
2 W 1
. W(7T—2d
- W5 -d)= 2
d 2 W
Dy, = |05 v W|=W(wd+4+025—1—20—0.5d)
2 05 W

_ dod — 8v —2d + 1
 W(ud — 20— 0.5d + 3.25) — WA 82 19

Como D = vd — d + 7, é necessario mostrar que vd — d + 7 # 0 para que o
sistema admita solugao tnica. Assim, nota-se que vd —d +7 = d(v —1) +7 = 7, uma
vez que d(v —1) =2 0jaqued > 0ewv > 1. Como 7 > 0, segue que vd — d + 7 é sempre
positivo para 1 < v < 2, ou seja, o determinante D nunca ¢ igual a 0 e o sistema é possivel

e determinado.

Dessa maneira, podemos utilizar os determinantes calculados para obter as

proporcoes fenotipicas. o

f—:Dfo _ W(U+1)
° T D T wd—d+7

7= _ D, W2 W (7 - 2d)

D vd—d+7 2wd—d+7)

Dy, (WS f(4yd — 8v — 2d + 13)

h="p = wiciz7 = Alvd—d+7)
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O fitness médio é encontrado por meio da relacio fo + fz + fy = 1;

fotfe+f =1
AW (v + 1) 4+ 2W(7 — 2d) + W (4vd — 8v — 2d + 13)

= 1
d(vd —d+T)
W 4414 ddt dvd—So—2d+13) = 1
d(vd —d+T7) a
w
————(4vd —4v—-6d+31) = 1
4(vd—d—i—7)(v ! +31)

W d(vd —d +T7)
" 4od — 4v — 6d + 31

Enfim, as proporgoes fenotipicas do ponto de equilibrio de coexisténcia dos trés

morfos sdo encontradas substituindo o valor de W nas expressoes de fo, fz e fy.

7 = W(v+1) :%(UH): v+ 4
© vd—d+7 vd—d+7 4vd — 4v — 6d + 31
A(vd—d+T7
Ty - WMW—M): 14 — 4d
2(vd —d+7) 4dvd — 4v — 6d + 31
5 _ %(%d—gv—zdﬂg):4vd_8v_2d+13
Y A(vd —d +7) dvd — 4v — 6d + 31

Analisando o denominador, observa-se que 4vd — 4v — 6d 4+ 31 = 4d(v — 1) —
4v — 2d + 31 = 31 — 4v — 2d. Mais uma vez, como 1 < v <2e (0 <d < 1, esse termo é
sempre positivo. Assim, tanto o numerador quanto o denominador de fo e fg sdo positivos
sob as condigbes impostas, entao ambas as propor¢oes fenotipicas fazem sentido bioldgico.
Portanto, é necessario que o numerador de fy seja positivo para que o ponto de equilibrio
seja biologicamente vidvel. Nota-se que utilizamos fy > 0 ao invés de fy = 0 pois queremos

que esse ponto seja de coexisténcia dos trés fendtipos.
dod —8v —2d+13 > 0

13—-2d > 8&v—4vd

13—2d > v(8—4d)
13 — 2d
8 —4d

Cabe salientar ainda que a divisao por 8 — 4d nao altera o sinal da desigualdade

pois 8 — 4d > 0. Portanto, conclui-se que esse ponto de equilibrio estd bem definido como

13—2d

um conjunto de proporgoes fenotipicas somente quando v < ==

A.4 Estabilidade dos equilibrios com estratégia de cooperacao

Analogamente ao que foi realizado no Apéndice A.2, o sistema sera simplificado

para apenas duas equacgoes e variaveis. Originalmente, seguindo a matriz de recompensas
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da Tabela 10, os fitnesses de cada fendtipo sao dados por:

Wor = dfos+2fs + 0fyy
Wge = 05fos+vfB:+2fvy
Wy = 2for+05fps+ frs

Realizando a substituicao fy: =1 — fo: — fp+, obtemos:

Wo, = dfos+2fpy
WB,t = 0.5f0,t + UfB,t + 2(1 — fO,t — fB,t) =2 — 1.5f0’t + (U — 2)f37t
Wye = 2for+05fp:+ (1= for— fBe) =1+ for—0.5fpy

Desse modo, o fitness médio pode ser calculado em funcao de fo; e fp+:

Wiy = Woufor +Waifpe + Wyifyve
= Woufor+Waifpe+ Wyl — for— fB4)
= (dfox+2f)for+ (2—=15f0+ (v —2)fp) B
+(1+ fou—0.5fp)(1 — for— fB:)
= d(fosr)* +2foifs+2fps — 15forfpe + (v —2)(fps)?
+1— fou— fps+ fou— (for)? — foufse —0.5fps + 0.5f0.fpe + 0.5(f54)°
= 1+05fp;+ (d—1)(for)* + (v —1.5)(fp.)?

As derivadas parciais de Wo,, Wp, e W, em relagao a fo, e fp; podem ser

calculadas separadamente para facilitar a substituicdo na matriz Jacobiana.
Wou

Ofo
Wy o W

ofor 7 Ofps
oW,

dfo.

oW,
Ofpt

Wou

=2,
Ofp

=d,

= 2(d - 1)f0,t7

=054 (20— 3) 5.

A Jacobiana do sistema simplificado é definida da seguinte forma:

afo,t+1 afo,t+1
dfox  Ofpy

(3fB,t+1 (7fB,t+1

dfor  Ofpy
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Assim, podemos calcular as expressoes de cada um dos elementos da Jacobiana,
no qual notamos que os calculos para cada elemento sao idénticos aos apresentados no
Apéndice A.2 com excecao da ultima linha, na qual se realiza a substituicao das derivadas

parciais de Wo ¢, Wg, ou W;.

Y Wot
Ofo,+1 ¢ (fo’t Wi >

afo,t 6fo7t
A Wo
_ Ofor Woyu + o 0(14%)
afo,t Wt ! ant
Wo oW,
W, —Wot ———
_ WO7t+fO ofor O Ofou
w, (W,)2
— % + fo dWy — (2(d_ 1)f0,t)Wo,t
Wi ! (W2)?
Wo
o+ _ a(fO,t V[(/)t)
OfBt OfBt
Wo .t
_ Ofor Woyu o a(w(/)t)
ofpy Wi ! OfBy
aaWO,tWt i WO,t aaWt
= 0+ fou X [t
’ (W3)?
g W (05 (20— 3)fs ) Wo
ot 7,)?
Wa.t
Ofp i+ _ a<fB:t Wt)
dfo, dfou
Wg.t
_ Oft Why s a(m)
afO,t Wt ! afo7t
Wiy, —w, D
= 0+ fp dfot dfou
! (W:)?
_ —1.5W — (2(d — 1) fo)Wh,
= fo

(W)
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OfB,t+1 0 <fB7t mljgt’t>

fp OfB
Wo.
_ afB’,t WB,t _|_th < Wy >
Ofpr Wy T OfBy
oWg4 oW,
= Wh, + foy OfB We = Wa; fpi
Wi ’ (W3)?
_ WB¢ n fB . (U — Q)Wt — (05 + (21) — 3)fB,t)WB,t
Wi ’ (W)?

Ao avaliar a matriz Jacobiana em um ponto de equilibrio (fo, fg), no qual os
fitnesses do fenétipo laranja, azul e o médio sao denotados por Wo, Wg e W, temos as
seguintes expressoes para cada um dos seus elementos:

ha(Fo.Ts) = 2475 ¢ W+2%V—)2d)fo e

w

hallo T = To 203 =T

Jn(fo.T5) = T» ‘1'5W+(2V(;); d)fo Ws

halfo Ty = g+ Fy R AT

Podemos entao analisar a estabilidade de todos os 5 pontos de equilibrio, que
correspondem a coexisténcia trimorfica ou dimoérfica ou a sobrevivéncia de apenas um
dos trés morfos. Em cada caso, a relagao para que o ponto de equilibrio seja estavel é

apresentada na Equacao (A.7).
[tr(J(fo, f))| < det(J(fo, fp)) + 1 <2 (A.7)

« Ponto (1,0) - somente o fenétipo laranja

Para esse ponto de equilibrio, temos as seguintes proporcoes fenotipicas e fitnesses:

fO:17 fB:O

= dfo+2fg=d-1+2-0=d
2—15fo+(w—-2)fp=2-15-1+0(v—2) =05
= 1+05f+(d—1)(fo)* +(v—15)(fp)*=1+0+(d—-1)+0=d

SIS
I
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Dessa forma, a Jacobiana é

2 15
d d

J(1,0) = 05
0o ==

d

Novamente, temos uma matriz triangular e os autovalores sao os elementos da
2
diagonal principal, A\; = % e Ny = %. Como d < 1, segue que p > 1, portanto \; > 1
e esse ponto de equilibrio nunca é estavel com as condigdes impostas.
« Ponto (0, 1) - somente o fenétipo azul

Para esse ponto de equilibrio, temos as seguintes proporgoes fenotipicas e fitnesses:

fO:07 fBZl

= dfo+2fp=d-0+2-1=2
2—-15fo+(w—2)fp=2-15-0+1(v—2) =0
= 1+05f5+(d—1)(fo)* +(v—15)(fp)*=1+05+0+v—15=0

SIS
I

Dessa forma, a Jacobiana é

2
— 0
v
J(0,1) =
(0,1) —1.5 0.5
v v
- 2 0.5
Os autovalores sdo A\ = — e Ay = —. Como v < 2, segue que — > 1 e, portanto,
v v

v
A1 > 1 implica em esse ponto de equilibrio nunca ser estavel.

« Ponto (0,0) - somente o fenétipo amarelo

Para esse ponto de equilibrio, temos as seguintes proporgoes fenotipicas e fitnesses:

fO:07 fB:O

= dfo+2f5=d-0+2-0=0

2—15fo+ (v—2)fp=2-15-0+0(v—2) =2
= 1+05f5+(d—1)(fo)* +(v—15)(fp)*=1+0+0+0=1

J(0,0) — (8 g)

Os autovalores sao Ay = 0 e Ay = 2. Como Ay > 1, segue que esse ponto de equilibrio

SISES
Il

Dessa forma, a Jacobiana é

nunca é estavel com as condigoes impostas.
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4 —2v 1—2d
5—20—2d 5—2v—2d

Para esse ponto de equilibrio ser biologicamente viavel, devemos ter 0 < d < 0.5. As

e Ponto < ) - coexisténcia dos morfos laranja e azul

proporgoes fenotipicas e fitnesses, com excecao de Wy, foram calculados no Apéndice

A.3 e sao definidos por:

— 4 —2v — 1—2d —

0= 5oy oa PTiTon—a IO

2(1 — vd)

Wo=Wp=W=c"3 "5

Como os fitnesses Wo, Wg e W sao iguais, podemos realizar diversas simplificacoes

na matriz Jacobiana.

(]171(%’]?3) = 1+ fo d+2(W d) fo
fo

= 1+ (d+2(1—4d) fo)

—2—(05+ (2v—3)f)

Jl,?(%?ﬁ) = fj W
= ﬁ/(l5+(3 20) fB)
Joi(fo. f5) = fB_l'“QV(Vl_d)fo
= JIjV( 1.5+ 2(1—d)fo)

halfo. o) = 1475 CZA 03 r )

_ 1+J;5(v—25+(3—2v)f3)

Assim, vamos calcular o trago da matriz Jacobiana utilizando também a expressao
W =1+05fz+ (d—1)(fo)> + (v — 1.5)(f5)?, que se refere ao calculo do fitness

médio realizado no inicio deste apéndice.

- —d+2(1-4d) fo v—254+(3—20)fp

tr(J(fo, fs)) = 1+ fo W +1+ fp T
24 Fa+2d= D(Fo)* + (20 - 3)(Fa)’
w - -
dfo+2(1— d)(fo)* + (v —2.5)fp + (3 — 2v)(fB)

w
2+dfo+ (v—15)f5
w
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Substituindo as expressées de fo, fz e W, encontramos:

_— —8vd — d

De forma semelhante, pode-se calcular o determinante da Jacobiana avaliada nesse

ponto para obter:

—_— 3202%d + 8vd? — 8v? — 8d? — 102vd + 17v + 68d
det =
€ (J<f07 fB)) 8(1 _ ’Ud)2

Para confirmar esses calculos, foi elaborado em MATLAB® o Cédigo-fonte 2, no qual
é possivel calcular a matriz Jacobiana, o traco, o determinante e os autovalores para

qualquer um dos pontos de equilibrio com estratégia de cooperagao.

Cédigo-fonte 2 — Cédigo do MATLAB® para célculo da estabilidade do modelo fenotipico

com estratégia de cooperacao

% Calcula o determinante, o traco e os autovalores da
matriz Jacobiana do modelo fenotipico com estrategia

de cooperacao para qualquer ponto de equilibrio

syms v d fo fb W Wo Wb Wy;

eq = [foxWo/W; fbxWb/W]; 7% define o sistema de equacoes

Wo = dxfo+2*xfb+0*x(1-fo-fb); 7 define os fitnesses de
acordo com a matriz de recompensas escolhida

Wb = 0.5xfo+vxfb+2x(1-fo-fb) ;

Wy = 2%fo+0.5%xfb+1x(1-fo-fb);

W = foxWo+fb*Wb+(1-fo-£fb) *Wy;

eq = subs(eq); % substitui os fitnesses

J = jacobian(eq, [fo fb]); % monta a matriz Jacobiana

fo = (4-2xv)/(5-2xv-2*xd); % proporcoes fenotipicas do
ponto de equilibrio

fb = (1-2%d)/(5-2xv-2%*4d) ;

J1 = simplify(subs(J)) % substitui o ponto de equilibrio

e simplifica a expressao
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Det = simplify(det(J1)) 7 calcula o determinante da
Jacobiana no ponto de equilibrio
Tr = simplify(trace(J1)) % calcula o traco

val = eig(J1) % calcula os autovalores

Devido a simplicidade da expressao dos autovalores para esse modelo, nao sera necessa-

rio realizar as substituicoes do traco e do determinante nas relacoes |tr(J(fo, f5))| <

det(J(fo, fg)) +1 < 2. Dessa forma, os autovalores da matriz Jacobiana nesse ponto
17—8v—2d —4vd+v+4d

de equilibrio sao \; = “ii—vd) © Ay = 2(1—vd)

Del<v<2e0<d<0.5,segue que 8v < 16 e 2d < 1, portanto 8v + 2d < 17
e 17 — 8v — 2d > 0, mostrando que o numerador de A\; é sempre positivo. Além
disso, v < 2 e d < 0.5 resultam também em vd < 1, ou seja, 1 — vd > 0, portanto os
denominadores de ambos os autovalores também sao positivos. Por fim, o numerador
—4vd 4 v + 4d pode ser reescrito como —4vd +2v —v +4d —2 +2 = 2v(—2d + 1) —
v—2(-2d+1)+2=(20—-2)(1 —2d)+2—v. Como v > 1 e d < 0.5, temos que
20 —2 > 0e1—2d > 0. Dessa forma, segue que —vd + v +4d > 2 — v > 0, pois

v < 2. Assim, todos os termos nos numeradores e denominadores sdo positivos.

A partir disso, basta calcular quando o médulo de cada um desses autovalores é

menor do que ou igual a 1.

‘17—87)—2d’
— < 1

4(1 — vd)
17—-8v —2d < 4 —4vd

4dod —8v—2d+13 < 0
v(4d —8) < 2d—13

v = 2d — 13
4d — 8
. 13 —2d
8 —4d

Cabe salientar que ocorre uma mudanca no sinal da desigualdade ao dividir ambos os

lados por 4d — 8, uma vez que esse termo é negativo ao considerar d < 0.5. Portanto,

13—2d
514 - or outro

uma condicao para que esse ponto de equilibrio seja estavel é v >

lado, calculemos agora a condi¢ao para || < 1:

|—4dvd + v+ 4d2(1 —vd)] < 1
—dod+v+4d < 2 —2wvd
—2vd+v+4d—-2 < 0
vo(1—2d) < 2—4d
2 —4d
v 1—2d

o< 2
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No célculo referente a Ay nao houve inversao do sinal pois d < 0.5 implica em 2d < 1,

ou seja, 1 —2d > 0. Com isso, concluimos que o ponto de equilibrio de coexisténcia

13— 2d

dos morfos laranja e azul é estdvel para todo 0 < d < 0.5 sempre que 3 <v <2

4v +4 14 — 4d
dvd — 4v — 6d + 31" 4vd — 4v — 6d + 31

« Ponto < ) - coexisténcia dos trés morfos

Para esse ponto de equilibrio, as proporcoes fenotipicas e fitnesses foram
calculados no Apéndice A.3 e sao definidos por:

= _ dv + 4 = _ 14 — 4d
T dvd—4v—6d+31" "B dvd—4v—6d+ 31

4(vd —d +7)
4ovd — 4v — 6d + 31

Wo=Wp=W =

O fato de que todos os fitnesses sao iguais resulta nas mesmas simplificagoes
no calculo da Jacobiana que foram obtidas para o ponto de equilibrio de coexisténcia dos

apenas dos morfos laranja e azul.

Moo = 1432 (@ra-0 )
1200 T5) = 1205+ 3-275)
1o To) = (15420 -0F)
Joo(fo, f) = 1+ é/_(v — 25+ (3—20)[p)
(T Ta)) 2+dm+m(/v—1.5)h

Substituindo as expressoes de fo, fz e W no traco da matriz, obtemos que:

tr(J(fo, fp)) = v4(t)dv—d+7j;

De forma semelhante, pode-se calcular o determinante da Jacobiana avaliada

nesse ponto para obter:

56v3d — 8vd?* — 56v% + T4vd + 119v — 38d + 273

det(J(fo, [5)) = 8(vd — d +7)?

O Codigo-fonte 2 também pode ser utilizado, alterando as proporcoes fenotipicas
no equilibrio, para verificar que o trago e o determinante obtidos para este ponto de

equilibrio estao corretos.

Assim, para calcular o médulo do trago da Jacobiana avaliada no ponto de

equilibrio, notamos que tanto o numerador 8vd 4 6v —2d 441 quanto a expressao vd —d+ 7
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no denominador sao positivos ao considerar 0 < d < 1le 1l < v < 2, uma vez que 8vd + 6v —
2d+41 > —2d+41 > —2+41 > 39 > 0evd—d+7 = d(v—1)+7 = 7 > 0. Como os calculos
sao bem extensos, serao apresentados brevemente os passos para determinar as condicoes
em que vale a primeira desigualdade da relagdo |tr(J(fo, f5))| < det(J(fo, f5)) + 1 < 2:
tr(J(fo, f))l < det(J(fo, fs)) +1
Svd + 6v — 2d + 41 56v%d — 8vd? — 56v* + Tdvd + 119v — 38d + 273
Nod—d+7) R(vd—d +7)2 1
(Svd + 6v —2d +41) - 2(vd —d +7) < 56vd — 8vd* — 56v* + Tdvd
+119v — 38d + 273 + 8(vd — d + 7)*

8v2d? — 44v%d + 4vd® + 56v% — 4d*> — 4vd — 350 +40d — 91 < 0
(2d—T)(v+1)(dvd —8v —2d+13) < 0

Como d < 1, temos que 2d < 2 e, com isso, 2d — 7 < 0. Por outro lado, v > 1
implica em v + 1 > 0. Dessa maneira, para que o produto dos trés termos seja negativo,
devemos ter 4vd — 8v — 2d + 13 > 0. Assim,

qod —8v—2d+13 > 0
v(4d —8) > 2d—13

_ 2d-13

v

id—8
_ 13-2

v 8 — 4d

A mudanga no sinal da desigualdade apos a divisao por 4d — 8 decorre do fato
que esse termo é negativo. Assim, uma condigdo para que esse ponto de equilibrio seja
estavel é v < 183:42621, que é exatamente a condicdo para que tenhamos fy > 0 e o ponto
seja biologicamente vidvel. Por outro lado, calculemos agora Det(J(fo, fg)) +1 < 2, ou

seja, Det(J(fo, fp)) < 1:

Det(J(fo, fz)) < 1
56v%d — 8ud? — 56v?% + T4vd + 119v — 38d + 273
8(vd — d + 7)2
56v°d — Svd® — 56v* + Tdvd + 1190 — 38d + 273 < 8(vd —d + 7)?
—8v*d* + 56v%d + Svd® — 56v* — 8d* — 38vd + 119v + 74d — 119 < 0

8v2d? — 56v%d — 8vd? + 56v? + 8d° + 38vd — 1190 — 74d + 119 > 0

< 1

O gréfico da funcao implicita 8v?d* — 56v%d — 8vd?* + 56v* + 8d* + 38vd — 119v —
74d 4+ 119 = 0 é representado pela curva azul da Figura 8. Substituindo v = 1.2 e d = 0.4,
que corresponde ao ponto A dessa figura, observamos que a expressao possui um valor

positivo de 14.81, portanto a regiao de estabilidade do ponto de equilibrio de coexisténcia

trimérfica ocorre abaixo dessa curva e acima da curva descrita por v = 183_’42;.
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A.4.1 Estabilidade ao considerar apenas duas estratégias

Ao considerar apenas as estratégias laranja e azul, o sistema pode ser simplifi-
cado para uma equagao de apenas uma variavel ao realizar a substituicao fp; =1 — fo..

Os fitnesses de cada fenétipo e o fitness médio sao dados por:

Wou = dfoy+2(1— fou) =2+ (d—2)fou
Wgt = 05for+v(l— for) =v+(0.5—0v)fos
Wy, = Woufor+ Wgsi(1— fou)
= 2+ (d—=2)for)for+ (v+(0.5=v)fou)(1 = fou)
= 2fos+ (d—2)(for)? +v—vfosr+ (0.5—v)for— (0.5 —2v)(for)
= v+ (25=20)fo,+ (v+d—25)(for)

OWO,t % Wt

e
dfou

Por conter apenas uma variavel, a matriz Jacobiana do sistema simplificado é definida da

dfo t+1)
J — )
< Ofo

Essa expressao pode ser reescrita utilizando as regras da derivada de um produto

Além disso, nota-se que =25-20+ (2v+2d—-5)fos.

seguinte forma:

e de um quociente, de forma analoga ao que foi realizado nas se¢oes A.2 e A.4:

dorn _ © (fou *3%)

dfou dfou
Wo .
_ Ofor Wou o a(ﬂ%)
ofor Wi ! Ofoy
Wo oW,
= W, — W,
_ Wo. + dfou ! o1 dfou
Wi ! (W)?
. WO,t n f (d — 2)Wt — (25 —2v+ (27) + 2d — 5)f0,t)WO,t
W 0.t AL

Dessa forma, iremos calcular a matriz Jacobiana para os diferentes valores de

fo nos pontos de equilibrio.

« Ponto em que fy = 1 - somente o fenétipo laranja

Para esse ponto de equilibrio, temos os seguintes fitnesses:

dfo+21—fo)=d-1+2-0=d
v+ (25 -20)fo+ (W +d—25)(fo)’ =v+25—-2v+tv+d—25=d

=5
I
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Dessa forma, a Jacobiana é

J1) - (1+1(d—2)d—(2.5—2v+2v+2d—5)d)

d2

_ (1+ (d—2) —d(2d—2.5)) B (d+d—2d—2d+2.5) ~ (()d5>

Como a matriz possui apenas um elemento, o autovalor é \; = %. Dessa forma,
esse ponto de equilibrio é estavel somente quando |A;| < 1, o que ocorre quando
22| <1 —d>0.5.

« Ponto em que fp = 0 - somente o fenétipo azul
Para esse ponto de equilibrio, temos os seguintes fitnesses:

= dfo+2(1—fo)=d-0+2-1=2

= v+ (25-20)fo+(v+d—25)(fo))=v+0+0=v

3

Dessa forma, a Jacobiana é

J(0) — (2+0 (d—2)v—2(2.5—2v+2u+2d—5)) ~(2)

v v?

v

Para esse caso, o autovalor é \; = 2 e, como v < 2, segue que 2 > 1. Portanto,
A1 > 1 implica em esse ponto de equﬁibrio nunca ser estavel. ’

4—2v
5—2v—2d
Para esse ponto de equilibrio, que s6 é biologicamente viavel quando 0 < d < 0.5,

« Ponto em que fp = - coexisténcia dos morfos laranja e azul

temos os seguintes fitnesses:

o _ 4-2 1—2d 2(1 — vd)
_ 21— To) = 2 -
Wo = djot2(1=Jo)=d o " 2 50y —2d ~ 5-20—2d
W = v+ (25-20)fo+ ( +d—25)(JT)2—M
= v : v)jo T v ' ©) T 5 Zow—2d

Dessa forma, a Jacobiana é

J(4—21}> _ ( 4— 20 (d—2)—(2.5—2v+(2v+2d—5)fo)>
5—2v—2d 5—21}—2d w

5 —2v —2d 2(1—vd)
5—2v—2d

2(2 — ) (d—2)—(2.5—221+2v—4)>

1+

(2-v)(d-05)\ _(1l-vd+2d—vd—1+05v
1—wvd 1—vd
2vd+2d—|—05v>

1—wvd

_ <1+5_2 _Qd(d 05)52_(123;12)d)
1+
S
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—2vd + 2d + 0.5v

1 —wvd
como —2vd + 2d + 0.5v = 0.5v — vd + 2d — vd = 0.5v(1 — 2d) + d(2 — v), que é

um termo positivo, uma vez que 1 —2d > 0 pois d < 0.5 e 2 —v > 0 pois v < 2.

Para esse caso, o autovalor é A\ = e o numerador pode ser reescrito

Finalmente, basta apenas verificar quando o médulo desse autovalor é menor do que
1:

—2vd + 2d + 0.5v
1—wvd
—2vd+2d+05v < 1—wvd

—vd+2d+05v—-1 < 0

v(05—d) < 1-—2d
1—2d

v

v

A divisao por 0.5 — d nao altera o sinal da desigualdade pois esse ponto s6 existe
para d < 0.5, fazendo com que esse termo seja positivo. Portanto, o autovalor possui
modulo menor do que 1 sempre que v < 2, ou seja, esse ponto de equilibrio é estavel

sempre que 0 <d < 0.bel <v<2.
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APENDICE B - Calculos do modelo

genotipico

B.1 Proporcoes alélicas dos pontos de equilibrio

Para um ponto de equilibrio, as proporcoes fenotipicas fo, fsz e fy podem
ser escritas em fungao das proporgoes genotipicas do ponto de equilibrio por meio das
Equacoes (B.1), (B.2) e (B.3).

fo = Goo+ Goy + ot (B.1)
B = Ow (B.2)
v = G+ 00 (B.3)

De forma semelhante, as proporg¢oes genotipicas podem ser escritas em funcao
das proporgoes alélicas por meio das Equacoes (B.4), (B.5), (B.6), (B.7), (B.8) e¢ (B.9).

Joo = (@) (B.4)
Joy = 27050y (B.5)
Job = 20, (B.6)
Gy = (@) (B.7)
Tp = 20, (B.8)
g = (@) (B.9)

A partir das Equagoes (B.2) e (B.9), é possivel obter uma relacio entre a; e fg.

(@) = fp
@ = /[ (B.10)
Como devemos ter @, = 0, desconsideramos a solucao @, = —1/ fg. A partir

das Equagdes (B.3), (B.7), (B.8) e (B.10), é possivel obter uma relagao entre @, f5 e fy.
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@)’ +2a, a4 = fy
@)’ +2a@a,—fyr = 0
2@ Ea/A (@) —A-fy)
CLy = 2
—2 @ £ /4[(@)* + fv]

Na tltima linha, desconsideramos a solu¢io @, = —A/fs + fy — A/ fz pois

devemos ter @, > 0 para que essa propor¢ao tenha sentido biolégico. Por fim, podemos
utilizar as Equagoes (B.1), (B.4), (B.5) e (B.6) para obter a expressao de @, em fungao

das proporcoes fenotipicas no equilibrio.

(@) +2a,a,+2a a = fo
2 (@) + 2@, ay + 2y ap — (@)° = fo
2a, (A, +ay, + @) — (@)° = fo

2a,-1—- (@) = fo
@)?—2a+fo = 0

- 2+4/4—4f,

Go = 79
24 2V/1—fo
B 2

= 1+4/1—fo
= 1+ fe+fv
= 1=+ fv

Na tltima linha, desconsideramos a solugao @, = 1 + 4/ fg + fy pois devemos
ter @, < 1. Dessa forma, as expressoes para as proporgoes alélicas em funcao das proporgoes

fenotipicas no ponto de equilibrio podem ser observadas na Equacao (B.11).

w-1-\F+F.  @-\7s a=\Tat T —\Fs  (BID)
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B.2 Estabilidade dos equilibrios nos modelos genotipicos

Cédigo-fonte 3 — Cédigo do MATLAB® para célculo da estabilidade do modelo genoti-

pico com estratégia focal O

% Calcula o determinante e o traco da matriz Jacobiana do
modelo genotipico com estrategia focal 0 para qualquer

ponto de equilibrio
syms v d fo fb W Wo Wb Wy ao ab;

eq = [ao*Wo/W; ab/Wx(ab*xWb+ao*xWo+(l-ao-ab)*Wy)]; 7 define o

sistema de equacoes

fo = 2*%xao-ao”2;
fb = ab~2;
Wo = 1xfo+vxfb+d*(1-fo-fb); % define os fitnesses de acordo

com a matriz de recompensas escolhida
Wb = 0.5%fo+1*xfb+2x(1-fo-fb);
Wy = 2%fo+0.5*xfb+1x(1-fo-fb);
W = foxWo+fb*xWb+(1-fo-fb) *Wy;

eq = subs(eq) % substitui os fitnesses

J = jacobian(eq, [ao ab]) 7% monta a matriz Jacobiana

fo = (4*%xv-2xd)/(10*xv-8*xd+5); 7 proporcoes fenotipicas do
ponto de equilibrio

fb = (10-6%d)/(10*v-8%d+5) ;

ao = 1 - sqrt(1-fo);
ab = sqrt(£fb);

J1 = simplify(subs(J)) ' substitui o ponto de equilibrio e

simplifica a expressao

Det = simplify(det(J1)); ’% calcula o determinante da
Jacobiana

Tr = simplify(trace(J1)); % calcula o traco da Jacobiana
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Cédigo-fonte 4 — Codigo do MATLAB® para calculo da estabilidade do modelo genoti-
pico com estratégia focal B
% Calcula o determinante e o traco da matriz Jacobiana do
modelo genotipico com estrategia focal B para qualquer

ponto de equilibrio
syms v d fo fb W Wo Wb Wy ao ab;

eq = [ao*Wo/W; ab/Wx(ab*xWb+ao*xWo+(l-ao-ab)*Wy)]; 7 define o

sistema de equacoes

fo = 2%xao-ao”2;
fb = ab~2;

Wo = 1xfo+2*xfb+0.5%(1-fo-fb); % define os fitnesses de acordo
com a matriz de recompensas escolhida

Wb = dxfo+lxfb+v*x(l1-fo-£fb);

Wy = 2xfo+0.5xfb+1x(1-fo-£fb);

W = foxWo+fb*xWb+(1-fo-fb) *Wy;

eq = subs(eq) % substitui os fitnesses

J = jacobian(eq, [ao abl]) % monta a matriz Jacobiana

fo = (6*%xv-5)/(10*xv-8xd+5); ) proporcoes fenotipicas do ponto
de equilibrio

fb = (4*xv-2*d)/(10*xv-8*d+5) ;

ao = 1 - sqrt(il-fo);
ab = sqrt(£fb);

J1 = simplify(subs(J)) % substitui o ponto de equilibrio e

simplifica a expressao

Det = simplify(det(J1)); % calcula o determinante da
Jacobiana

Tr = simplify(trace(J1)); % calcula o traco da Jacobiana
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Cédigo-fonte 5 — Codigo do MATLAB® para calculo da estabilidade do modelo genoti-

pico com estratégia focal Y

% Calcula o determinante e o traco da matriz Jacobiana do
modelo genotipico com estrategia focal Y para qualquer

ponto de equilibrio
syms v d fo fb W Wo Wb Wy ao ab;

eq = [ao*Wo/W; ab/Wx(ab*xWb+ao*xWo+(l-ao-ab)*Wy)]; 7 define o

sistema de equacoes

fo = 2%xao-ao”2;

fb = ab™2;

Wo = 1xfo+2*xfb+0.5%(1-fo-fb); % define os fitnesses de acordo
com a matriz de recompensas escolhida

Wb = 0.5%xfo+1lxfb+2x(1-fo-fb);

Wy = v*xfo+d*fb+1*x(1-fo-£fb);

W = foxWo+fb*Wb+(1-fo-£fb) *Wy;

eq = subs(eq) % substitui os fitnesses

J = jacobian(eq, [ao abl]) % monta a matriz Jacobiana

fo = (10-6*d)/(10*xv-8%d+5); ) proporcoes fenotipicas do ponto

de equilibrio

fb (6%xv-5)/(10*v-8%xd+5) ;

ao = 1 - sqrt(il-fo);
ab sqrt (fb) ;

J1 simplify (subs(J)) % substitui o ponto de equilibrio e

simplifica a expressao

Det = simplify(det(J1)); % calcula o determinante da
Jacobiana

Tr = simplify(trace(J1)); % calcula o traco da Jacobiana
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Cédigo-fonte 6 — Codigo do MATLAB® para calculo da estabilidade do modelo genoti-
pico com estratégia de cooperagao
% Calcula o determinante e o traco da matriz Jacobiana do
modelo genotipico com estrategia de cooperacao para

qualquer ponto de equilibrio
syms v d fo fb W Wo Wb Wy ao ab;

eq = [ao*Wo/W; ab/Wx(ab*xWb+ao*xWo+(l-ao-ab)*Wy)]; 7 define o

sistema de equacoes

fo = 2%xao-ao”2;
fb = ab~2;

Wo = dxfo+2*xfb+0*x(1-fo-fb); % define os fitnesses de acordo
com a matriz de recompensas escolhida

Wb = 0.5xfo+vxfb+2x(1-fo-fb) ;

Wy = 2xfo+0.5xfb+1x(1-fo-£fb);

W = foxWo+fb*xWb+(1-fo-fb) *Wy;

eq = subs(eq) % substitui os fitnesses

J = jacobian(eq, [ao abl]) % monta a matriz Jacobiana

fo = (4xv+4) /(4*v*d-4*xv-6*%d+31); 7 proporcoes fenotipicas do
ponto de equilibrio de coexistencia trimorfica

fb = (14-4%d)/(4xv*xd-4*xv-6xd+31) ;

ao = 1 - sqrt(il-fo);
ab = sqrt(£fb);

J1 = simplify(subs(J)) % substitui o ponto de equilibrio e

simplifica a expressao

Det = simplify(det(J1)); % calcula o determinante da
Jacobiana

Tr = simplify(trace(J1)); % calcula o traco da Jacobiana
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