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RESUMO

Neste texto, serão apresentados diversos resultados básicos em Teoria de Gru-

pos e Álgebra Homológica com o intuito de demonstrar algumas propriedades das cons-

truções X (G) e ν(G), respectivamente introduzidas nos artigos On weak permutability

between groups, de S. Sidki, e On a Construction Related to the Non-abelian Tensor Square

of a Group, de N. Rocco. Em particular, será demonstrado que o multiplicador de Schur

de um grupo G é isomorfo a um subquociente de X (G), e será estabelecida uma cota

superior para o expoente de X (G) caso G seja finito. Além disso, será demonstrado que

algumas propriedades do grupo G são preservadas pelas construções X (G) e ν(G).

Palavras-chave: Teoria de Grupos; Álgebra Homológica.



ABSTRACT

In this paper, several basic results in Group Theory and Homological Algebra

will be shown with the purpose of proving some properties of the constructions X (G)

and ν(G), respectively introduced in the articles On weak permutability between groups,

by S. Sidki, and On a Construction Related to the Non-abelian Tensor Square of a Group,

by N. Rocco. In particular, it will be proven that the Schur multiplier of a group G is

isomorphic to a subquotient of X (G), and an upper bound will be established for the

exponent of X (G) in case G is finite. Furthermore, it will be shown that some properties

of the group G are preserved by the constructions X (G) and ν(G).

Keywords: Group Theory; Homological Algebra.
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MDC(a, b) : maior divisor comum entre a e b
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INTRODUÇÃO

No artigo On weak permutability between groups (referência [1]), Sidki define

a construção X (G) (em que G é um grupo) como o grupo

X (G) :=
G ∗Gψ

⟨[g, gψ] : g ∈ G⟩G∗Gψ ,

em que Gψ é isomorfo a G e ∗ denota o produto livre de grupos. Além disso, no artigo

On a Construction Related to the Non-abelian Tensor Square of a Group (referência [2]),

Rocco introduz a construção ν(G), correlata a X (G), como o grupo

ν(G) :=
G ∗Gψ

⟨[g1, gψ2 ]g3 [g
g3
1 , (g

g3
2 )ψ]−1, [g1, g

ψ
2 ]
gψ3 [gg31 , (g

g3
2 )ψ]−1 : g1, g2, g3 ∈ G⟩G∗Gψ

.

Neste texto, serão desenvolvidos, de maneira acessível porém rigorosa, os fun-

damentos da Álgebra Homológica com o intuito de estudar o multiplicador de Schur de

um grupo (denotado por M(G)) e sua conexão com extensões stem. Com auxílio desses

resultados, serão redemonstradas, de maneira mais detalhada, diversas proposições a res-

peito de X (G) apresentadas no artigo de Sidki, que, por sua vez, serão utilizadas para

demonstrar propriedades da construção ν(G). Dentre esses resultados, destacam-se os

seguintes:

1. Existe um homomorfismo sobrejetivo ϕ : W (G)/R(G) → M(G), em que W (G) e

R(G) são subgrupos de X (G).

2. Se G é um grupo finito, então exp(X (G)) é finito e:

exp(X (G)) | exp(M(G/G′))exp(M(G′))exp(G′)exp(G).

3. As construções X (G) e ν(G) satisfazem as seguintes propriedades:

(a) G é um grupo solúvel =⇒ X (G) e ν(G) são grupos solúveis;

(b) G é um grupo perfeito =⇒ X (G) e ν(G) são grupos perfeitos;
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(c) G é um grupo finito =⇒ X (G) e ν(G) são grupos finitos;

(d) G é um p-grupo finito (p primo) =⇒ X (G) e ν(G) são p-grupos finitos.

Este texto está dividido em sete capítulos (subdivididos em seções), que estão

organizados da seguinte forma: o primeiro capítulo apresenta brevemente alguns resulta-

dos preliminares em Teoria de Grupos; o segundo e o terceiro capítulos fornecem as bases

teóricas sobre categorias e módulos necessárias para o estudo da Álgebra Homológica; o

quarto capítulo introduz os principais resultados e ferramentas da Álgebra Homológica;

o quinto capítulo utiliza os resultados do capítulo anterior para estudar grupos de ho-

mologia, o multiplicador de Schur e extensões stem; o sexto capítulo analisa a construção

X (G); e, por fim, o sétimo e último capítulo apresenta brevemente algumas propriedades

de ν(G) e um isomorfismo entre quocientes de ν(G) e X (G). A teoria apresentada nos

capítulos 2, 3 e 4, bem como nas seções 5.1 e 5.2, é fortemente baseada no livro An

Introduction to Homological Algebra (referência [3]), de Joseph Rotman.
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1 Grupos e apresentações

Neste capítulo, serão apresentados alguns resultados de Teoria de Grupos, em

particular sobre comutadores, grupos livres, apresentações de grupos e produtos livres.

Para esse fim, diversos resultados e definições básicas sobre grupos serão omitidos.

1.1 Comutadores e subgrupos

Nesta seção, serão apresentados resultados básicos sobre conjugação, comuta-

dores e subgrupos. Algumas demonstrações serão omitidas.

Definição 1.1.1. Sejam H um grupo e h1, h2 ∈ H. Definem-se:

1. hh21 := h−1
2 h1h2;

2. h−h21 := (h−1
1 )h2;

3. [h1, h2] := h−1
1 h−1

2 h1h2.

Lema 1.1.2. Seja H um grupo e h1, h2, h3 ∈ H. Então:

1. (h1h2)
h3 = hh31 h

h3
2 ;

2. (hh21 )h3 = hh2h31 ;

3. (hh21 )−1 = (h−1
1 )h2;

4. [h1, h2] = h−1
1 hh21 = (h−1

2 )h1h2;

5. [h1, h2]
−1 = [h2, h1];

6. [h1, h2]
h3 = [hh31 , h

h3
2 ];

7. [h1, h2]
h−1
2 = [h−1

2 , h1];

8. [h1h2, h3] = [h1, h3]
h2 [h2, h3];

9. [h1, h2h3] = [h1, h3][h1, h2]
h3;



14

10. [[h1, h
−1
2 ], h3]

h2 [[h2, h
−1
3 ], h1]

h3 [[h3, h
−1
1 ], h2]

h1 = 1.

Demonstração. Segue da definição de conjugação e comutadores. QED.

Definição 1.1.3. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e R ⊆ G. Definem-se os

seguintes subgrupos de G:

1. ⟨R⟩ := {
∏

j∈J rj ∈ G : J finito, {rj, r−1
j } ∩R ̸= ∅ ∀ j ∈ J};

2. RH := ⟨rh : h ∈ H, r ∈ ⟨R⟩⟩.

Lema 1.1.4. Sejam G e H grupos, ϕ : G→ H um homomorfismo e R ⊆ ker(ϕ). Então:

⟨R⟩ ⊆ RG ⊆ ker(ϕ).

Demonstração. Segue da definição anterior. QED.

Definição 1.1.5. Sejam G um grupo e A,B subgrupos de G. Definem-se os seguintes

subgrupos de G:

1. [A,B] := ⟨{[a, b] : a ∈ A, b ∈ B}⟩ (denominado subgrupo comutador de A e B);

2. A′ := [A,A] (denominado subgrupo comutador de A);

3. Z(G) := {g ∈ G : [g, h] = 1G ∀ h ∈ G} (denominado centro do grupo G).

Além disso, define-se recursivamente A(0) := A e A(n+1) := (A(n))′ para todo n ∈ N.

Lema 1.1.6. Sejam G, H grupos, ϕ : G→ H um homomorfismo e A, B subgrupos de G.

Então, ϕ([A,B]) = [ϕ(A), ϕ(B)]. Em particular, se H é abeliano, então [A,B] ⊆ ker(ϕ).

Demonstração. Como ϕ é um homomorfismo, então:

ϕ([a, b]) = ϕ(a−1b−1ab) = ϕ(a)−1ϕ(b)−1ϕ(a)ϕ(b) = [ϕ(a), ϕ(b)] ∀ a ∈ A ∀ b ∈ B. (1)

Além disso, por definição, segue que:

ϕ([A,B]) = ⟨{ϕ([a, b]) : a ∈ A, b ∈ B}⟩, (2)
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[ϕ(A), ϕ(B)] = ⟨{[ϕ(a), ϕ(b)] : a ∈ A, b ∈ B}⟩. (3)

Por (1), (2) e (3), segue que ϕ([A,B]) = [ϕ(A), ϕ(B)]. Em particular, se H é abeliano,

então ϕ([A,B]) = [ϕ(A), ϕ(B)] ⊆ [H,H] = 0, logo [A,B] ⊆ ker(ϕ). QED.

Lema 1.1.7. Sejam G um grupo e A, B subgrupos de G. Então:

1. [A,B] ◁ ⟨A,B⟩. Em particular, se ⟨A,B⟩ = G, então [A,B] ◁ G.

2. Se B ◁ A, então [A,B] ◁ A e [A,B] ◁ B.

Demonstração.

1. Sejam a ∈ A e b ∈ B. Como

x−1[a, b]x = [ax, b][b, x] ∈ [A,B] ∀ x ∈ A,

x−1[a, b]x = [x, a][a, bx] ∈ [A,B] ∀ x ∈ B,

então x−1[a, b]x ∈ [A,B] para todo x ∈ ⟨A,B⟩. Assim, [A,B] ◁ ⟨A,B⟩.

2. Sejam a ∈ A e b ∈ B. Como B ◁ A, então a−1b−1a ∈ B, logo:

[a, b] = (a−1b−1a)b ∈ B.

Portanto, [A,B] ≤ B ≤ A ≤ ⟨A,B⟩. Pelo item 1, segue que [A,B] ◁ A e [A,B] ◁ B.

QED.

Lema 1.1.8. Sejam H um grupo, X, Y subgrupos de H e n ∈ N. Então, para todo

x1, ..., xn ∈ X e y1, ..., yn ∈ Y , existe h ∈ [X, Y ] tal que x1y1...xnyn = hx1...xny1...yn.

Demonstração. Vale a identidade

xy = [x−1, y−1]yx ∀ x ∈ X ∀ y ∈ Y. (1)
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Por (1), segue que:

x1y1x2y2 = [x−1
1 , y−1

1 ]y1x1x2y2 ∀ x1, x2 ∈ X ∀ y1, y2 ∈ Y ;

x1y1x2y2 = [x−1
1 , y−1

1 ][y−1
1 , (x1x2)

−1]x1x2y1y2 ∀ x1, x2 ∈ X ∀ y1, y2 ∈ Y. (2)

Defina η(x1, x2, y1, y2) := [x−1
1 , y−1

1 ][y−1
1 , (x1x2)

−1]. Por definição, η(x1, x2, y1, y2) ∈ [X, Y ]

e x1y1x2y2 = η(x1, x2, y1, y2)x1x2y1y2 (por (2)). Portanto, o lema vale para n = 2.

Seja k ∈ N par tal que o lema é valido para n = k. Assim, existe h1 ∈ [X, Y ] tal

que x1y1...xkyk = h1x1...xky1...yk. Logo:

x1y1...xkykxk+1yk+1xk+2yk+2 = h1x1...xky1...ykxk+1yk+1xk+2yk+2.

Seja h2 := η(x1...xk, y1...yk, xk+1, yk+1). Logo:

x1y1...xkykxk+1yk+1xk+2yk+2 = h1h2x1...xkxk+1y1...ykyk+1xk+2yk+2.

Seja h3 := η(x1...xk+1, y1...yk+1, xk+2, yk+2). Logo:

x1y1...xkykxk+1yk+1xk+2yk+2 = h1h2h3x1...xkxk+1xk+2y1...ykyk+1yk+2.

Portanto, h := h1h2h3 ∈ [X, Y ] satisfaz x1y1...xk+2yk+2 = hx1...xk+2y1...yk+2. Por in-

dução, o lema vale para todo n ∈ N par. Para n ∈ N ímpar, o lema vale para n+ 1 com

a escolha xn+1 = yn+1 = 1H , logo também vale para n. Portanto, o lema vale para todo

n ∈ N. QED.

1.2 Grupos livres, produtos livres e apresentações de grupos

Nesta seção, serão introduzidos alguns resultados resultados básicos e definições

da Teoria Geométrica de Grupos. Em particular, serão apresentados os conceitos de grupo

livre, produto livre de grupos e apresentação de grupo.
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A teoria apresentada nesta seção é baseada no capítulo 1 do livro Combinatorial

group theory : a topological approach (referência [4]), de Daniel Cohen.

Definição 1.2.1. Seja G um grupo. Então, G é dito livre se existem um conjunto X e

uma função i : X → G tais que, para todo grupo H e para toda função f : X → H, existe

um único homomorfismo ϕ : G→ H tal que ϕi = f (nesse caso, X é dito uma base para

G).

Lema 1.2.2. Seja G um grupo livre com base X (munido da aplicação i : X → G).

Então, i é injetiva.

Demonstração. Seja ZX o conjunto das funções de X em Z munido da soma usual de

funções. Assim, ZX é um grupo abeliano. Dado x ∈ X, seja δx : X → Z a função tal

que δx(x) = 1 e δx(y) = 0 para todo x ∈ X\{x}. Então, a função f : X → ZX dada por

x 7→ δx é injetiva. Como G é um grupo livre com base X, então existe um homomorfismo

ϕ : G→ ZX tal que ϕi = f ; como f é injetiva, então i é injetiva. QED.

Como i : X → G é injetiva, então, pelo restante do texto, i(X) será identificado

com X.

Lema 1.2.3. Sejam G,H grupos livres com base X (munidos das aplicações i : X → G

e j : X → H). Então, G ≃ H.

Demonstração. Como G,H são livres com base X (munidos das funções i : X → G e

j : X → H), existem homomorfismos ϕ : G → H e ψ : H → G tais que ϕi = j e ψj = i.

Como ψϕ : G → G é um homomorfismo tal que ψϕi = idG ◦ i e G é livre com base

X (munido da aplicação i : X → G), então ψϕ = idG. Analogamente, ϕψ = idH , logo

G ≃ H. QED.

Teorema 1.2.4. Seja X um conjunto. Então, existe um grupo livre F(X) com base X.

Demonstração. Seja X−1 um conjunto disjunto de X munido de uma bijeção

ψ : X → X−1. Defina x−1 := ψ(x) para todo x ∈ X e y−1 := ψ−1(y) para todo y ∈ X−1.

Seja

M(X) := {∅} ∪
⋃

n∈N\{0}

(X ∪X−1)n.
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Dado g = (x1, ..., xn) ∈ M(X) tal que n > 2 e xi = x−1
i+1 para algum i ∈ {1, ..., n − 1},

define-se a redução elementar de g na i-ésima coordenada como o elemento (y1, ..., yn−2),

em que yj = xj se j < i e yj = xj+2 se j ≥ i; se g = (x, x−1), em que x ∈ X ∪ X−1,

então define-se a redução elementar de g como ∅. Considere a seguinte relação binária em

M(X): g ∼ h se, e somente se, g = h ou existem g1, ..., gn ∈M(X), com g1 = g e gn = h,

tais que, para todo i ∈ {1, ..., n − 1}, gi+1 é uma redução elementar de gi ou vice-versa.

Por definição, ∼ é uma relação de equivalência em M(X). Assim, seja F(X) :=M(X)/ ∼

e defina:

∗ :M(X)×M(X) →M(X) | (x1, ..., xn) ∗ (y1, ..., yk) = (x1, ..., xn, y1, ..., yk).

Por definição, ∗ é associativa. Por definição de ∼, segue que, se u, u′, v, v′ ∈M(X), então

u ∗ v ∼ u ∗ v′ e u ∗ v′ ∼ u′ ∗ v′, logo u ∗ v ∼ u′ ∗ v′ (pois ∼ é uma relação de equivalência).

Portanto, está bem definida e é associativa a seguinte operação binária em F(X):

· : F(X)×F(X) → F(X) | [(x1, ..., xn)] · [(y1, ..., yk)] = [(x1, ..., xn, y1, ..., yk)].

Por definição, (F(X), ·) é um grupo cujo elemento neutro é [∅] e no qual a inversão é dada

por [(x1, ..., xn)]
−1 = [(x−1

n , ..., x−1
1 )] para todo [(x1, ..., xn)] ∈ F(X). Seja i : X → F(X)

dada por x 7→ [(x)].

Sejam H um grupo e f : X → H uma função. Defina ϕ : X ∪ X−1 → H tal que

ϕ|X = f e ϕ(x) = (f(x−1))−1 para todo x ∈ X−1. Seja F : F(X) → H dada por:

[(x1, ..., xn)] 7→
n∏
i=1

ϕ(xi).

Por definição, F está bem definida, é um homomorfismo e Fi = f . Se F ′ : F(X) → H é

um homomorfismo tal que F ′i = f , então F ′([(x)]) = ϕ(x) para todo x ∈ X ∪X−1. Logo,
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para todo [(x1, ..., xn)] ∈ F(X), vale que:

F ′([(x1, ..., xn)]) = F ′

(
n∏
i=1

[(xi)]

)
=

n∏
i=1

F ′([(xi)]) =
n∏
i=1

ϕ(xi) = F ([(x1, ..., xn)]).

Portanto, F(X) (munido da aplicação i) é um grupo livre com base X. QED.

Pela demonstração anterior, segue que X gera F(X).

Definição 1.2.5. Seja G um grupo. Uma apresentação de G é um par (X,R), em que

X é um conjunto e R é um subconjunto de F(X), tal que G ≃ F(X)/RF(X); nesse caso,

denota-se G = ⟨X|R⟩, X é denominado conjunto de geradores de G e R é denominado

conjunto de relatores de G.

Definição 1.2.6. Seja G um grupo. Então, G é dito finitamente gerado (f.g.) se G

possui uma apresentação (X,R) tal que X é finito.

Proposição 1.2.7. Seja G um grupo. Então, G possui uma apresentação.

Demonstração. Como F(G) é livre com base G (munido da aplicação i : G → F(G)),

então existe um homomorfismo ϕ : F(G) → G tal que ϕi = idG; em particular, im(ϕ) = G.

Logo, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, ker(ϕ) é um subgrupo normal de F(G) e

F(G)/ker(ϕ) ≃ G. Portanto, (G, ker(ϕ)) é uma apresentação para G. QED.

Lema 1.2.8. Sejam X um conjunto e R um subconjunto de F(X). Então, existe um

único grupo G (a menos de isomorfismo) tal que G = ⟨X|R⟩.

Demonstração. Segue da definição de apresentação de um grupo. QED.

Definição 1.2.9. Seja G = (Gj)j∈J uma família de grupos. Um produto livre para G é

um grupo G, munido de homomorfismos ij : Gj → G para todo j ∈ J , tal que, para todo

grupo H e para toda família de homomorfismos (fj)j∈J (em que fj : Gj → H para todo

j ∈ J), existe um único homomorfismo ∗j∈Jfj : G → H tal que fj = (∗j∈Jfj)ij para todo

j ∈ J .
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Lema 1.2.10. Seja G = (Gj)j∈J uma família de grupos. Seja G um produto livre para G,

munido de homomorfismos ij : Gj → G para todo j ∈ J . Então, ij é injetivo para todo

j ∈ J .

Demonstração. Sejam k ∈ J e fk : Gk → Gk o homomorfismo identidade. Para todo

j ∈ J tal que j ̸= k, seja fj : Gj → Gk o homomorfismo trivial. Como G é um produto

livre para G, então existe um homomorfismo f : G → Gk tal que fik = fk; como fk é

injetivo e fik = fk, então ik é injetivo. QED.

Como ij : Gj → G é injetivo para todo j ∈ J , então, pelo restante do texto,

Gj será identificado com ij(Gj) para todo j ∈ J .

Lema 1.2.11. Seja G = (Gj)j∈J uma família de grupos. Se G1 e G2 são produtos livres

para G, então G1 ≃ G2.

Demonstração. A demonstração é análoga à do Lema 1.2.3. QED.

Teorema 1.2.12. Seja G = (Gj = ⟨Xj|Rj⟩)j∈J uma família de grupos. Então,

∗j∈JGj := ⟨⊔j∈JXj| ⊔j∈J Rj⟩ é um produto livre para G.

Demonstração. Sejam X := ⊔j∈JXj, R := ⊔j∈JRj, Fj = F(Xj), F := F(X), G := F/RF .

Dado j ∈ J , seja λj : Fj → G o homomomorfismo tal que x 7→ xRF para todo x ∈ X;

como Rj ⊆ R, então Rj ⊆ ker(λj), logo RFj
j ⊆ ker(λj) (pelo Lema 1.1.4). Assim, para

todo j ∈ J , existe um homomorfismo ij : Gj → G tal que xRFj
j 7→ xRF para todo x ∈ X.

Sejam H um grupo e (fj)j∈J uma família de homomorfismos, em que fj : Gj → H

para todo j ∈ J . Seja ϕ : F → H o homomorfismo tal que ϕ(xj) = fj(xj) para todo

xj ∈ Xj e para todo j ∈ J . Como Rj ⊆ ker(fj) para todo j ∈ J , então R ⊆ ker(ϕ),

logo RF ⊆ ker(ϕ) (pelo Lema 1.1.4). Assim, existe um homomorfismo f : G → H tal

que f(xjRF ) = fj(xj) para todo xj ∈ Xj e para todo j ∈ J . Como Xj gera Gj para todo

j ∈ J e fij, fj : Gj → H são homomorfismos tais que fij|Xj = fj|Xj para todo j ∈ J ,

então fij = fj para todo j ∈ J . Se g : G→ H é um homomorfismo tal que gij = fj para

todo j ∈ J , então gij = fij para todo j ∈ J , logo g|X = f |X , portanto g = f (pois X

gera G). Assim, G = F/RF = ⟨⊔j∈JXj| ⊔j∈J Rj⟩ é um produto livre para G. QED.
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2 Módulos, funtores e sequências exatas

Neste capítulo, serão apresentados os resultados e definições básicos sobre mó-

dulos, funtores, produtos, coprodutos e sequências exatas, com destaque para os funtores

Hom e produto tensorial.

2.1 Módulos

Nesta seção, serão apresentados os resultados e definições básicas sobre módu-

los. Para esse fim, as definições e resultados básicos sobre anéis e grupos serão omitidos.

Pelo restante do texto, o termo anel será utilizado como sinônimo de anel

com unidade.

Definição 2.1.1. Dado um anel R, um R-módulo à esquerda é um conjunto M (de-

notado por RM), munido de uma aplicação + : M × M → M e de uma aplicação

· : R×M →M | (r,m) 7→ rm, tal que:

1. (M,+) é grupo abeliano;

2. 1Rm = m ∀ m ∈M ;

3. r1(r2m) = (r1r2)m ∀ r1, r2 ∈ R ∀ m ∈M ;

4. (r1 + r2)m = (r1m) + (r2m) ∀ r1, r2 ∈ R ∀ m ∈M ;

5. r(m1 +m2) = (rm1) + (rm2) ∀ r ∈ R ∀ m1,m2 ∈M .

Definição 2.1.2. Dado um anel R, um R-módulo à direita é um conjunto M (denotado

por MR), munido de uma aplicação + :M ×M →M e de uma aplicação

· :M ×R →M | (m, r) 7→ mr, tal que:

1. (M,+) é grupo abeliano;

2. m1R = m ∀ m ∈M ;

3. (mr1)r2 = m(r1r2) ∀ r1, r2 ∈ R ∀ m ∈M ;
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4. m(r1 + r2) = (mr1) + (mr2) ∀ r1, r2 ∈ R ∀ m ∈M ;

5. (m1 +m2)r = (m1r) + (m2r) ∀ r ∈ R ∀ m1,m2 ∈M .

Definição 2.1.3. Dado um anel R (munido de um produto · : R × R → R), define-se

o anel oposto a R, denotado por Rop, como o grupo abeliano R munido do produto

∗ : R×R → R dado por (r1, r2) 7→ r2 · r1.

Se R é um anel comutativo, então a função identidade 1R : R → Rop é um

isomorfismo de anéis. Além disso, dado um anel R, todo R-módulo à esquerda M pode

ser interpretado como um Rop-módulo à direita (e vice-versa) por meio da identificação

rm ∼= mr para todo r ∈ R e para todo m ∈M .

Definição 2.1.4. Dados R, S anéis, um (R, S)-bimódulo é um conjunto M (denotado

por RMS) tal que:

1. M é um R-módulo à esquerda;

2. M é um S-módulo à direita;

3. r(ms) = (rm)s ∀ r ∈ R ∀ s ∈ S ∀ m ∈M .

Em particular, todo anel R é um (R,R)-bimódulo. Além disso, todo grupo

abeliano (aditivo) G é um Z-módulo à esquerda munido da ação · : Z×G → G definida

indutivamente por 0Z · g = 0G e (z + 1Z) · g = (z · g) + g para todo g ∈ G e para todo

z ∈ Z (uma ação análoga pode ser definida à direita). Com essa ação, todo R-módulo à

direita é um (Z, R)-bimódulo e todo R-módulo à esquerda é um (R,Z)-bimódulo.

Pelo restante da seção, todos os módulos considerados serão R-módulos à es-

querda (todos os resultados e definições são análogos para R-módulos à direita).

Definição 2.1.5. Dados um anel R e M,N R-módulos à esquerda, uma função

ϕ : M → N é dita um R-homomorfismo (ou homomorfismo de R-módulos à

esquerda) se:

1. ϕ(m1 +m2) = ϕ(m1) + ϕ(m2) ∀ m1,m2 ∈M ;
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2. ϕ(rm) = rϕ(m) ∀ r ∈ R ∀ m ∈M .

Um homomorfismo bijetivo de módulos é dito um isomorfismo de módulos.

Definição 2.1.6. Sejam R um anel e A um R-módulo à esquerda. Um subconjunto S de

A é dito um submódulo de A se:

s1 + rs2 ∈ S ∀ r ∈ R ∀ s1, s2 ∈ S.

Se S e T são submódulos de A, então a soma de S e T é definida como:

S + T := {s+ t ∈ A : s ∈ S, t ∈ T}.

Proposição 2.1.7. Sejam R um anel, A um R-módulo à esquerda e S, T submódulos de

A. Então, S + T e S ∩ T são submódulos de A.

Demonstração. Segue da definição de submódulo e soma de submódulos. QED.

Proposição 2.1.8. Sejam R um anel, A um R-módulo à esquerda e S, T submódulos de

A tais que S + T = A e S ∩ T = {0}. Então, para todo a ∈ A, existe um único par

(as, at) ∈ S × T tal que as + at = a.

Demonstração. Fixe a ∈ A e sejam s, s′ ∈ S e t, t′ ∈ T tais que s+ t = s′ + t′ = a. Logo,

(s − s′) + (t − t′) = 0, portanto s − s′ = −(t − t′). Como s − s′ ∈ S, −(t − t′) ∈ T e

s− s′ = −(t− t′), então s− s′ ∈ S ∩ T = {0}, logo s = s′. Analogamente, t = t′. QED.

Definição 2.1.9. Sejam R um anel, A um R-módulo à esquerda e S um subconjunto de

A. Então, o conjunto

⟨S⟩ :=

{∑
s∈S′

rss

∣∣∣∣ S ′ ⊆ S finito, rs ∈ R ∀ s ∈ S ′

}
.

é denominado submódulo gerado por S (em outras palavras, diz-se que S gera o submó-

dulo ⟨S⟩). Se existe um conjunto finito X tal que A = ⟨X⟩, então A é dito um R-módulo

finitamente gerado. Além disso, dado a ∈ A, denota-se ⟨{a}⟩ por ⟨a⟩ ou Ra.
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Proposição 2.1.10. Sejam R um anel, A um R-módulo à esquerda e S um subconjunto

de A. Então, ⟨S⟩ é um submódulo de A.

Demonstração. Segue das definições de submódulo e de submódulo gerado por S. QED.

Proposição 2.1.11. Sejam R um anel, A,B R-módulos à esquerda, S um subconjunto

de A e ϕ : A→ B,ψ : A→ B R-homomorfismos tais que ϕ|S = ψ|S. Então, ϕ|⟨S⟩ = ψ|⟨S⟩.

Demonstração. Dados S ′ ⊆ S finito e rs ∈ R ∀ s ∈ S ′, tem-se que:

ϕ

(∑
s∈S′

rss

)
=
∑
s∈S′

rsϕ(s) =
∑
s∈S′

rsψ(s) = ψ

(∑
s∈S′

rss

)
.

Logo, ϕ|⟨S⟩ = ψ|⟨S⟩. QED.

Definição 2.1.12. Sejam R um anel, A um R-módulo à esquerda e S um subconjunto de

A. Então, o quociente de A por S, denotado por A/S, é definido da seguinte forma:

a+ S := {a+ s : s ∈ S} ∀ a ∈ A,

A/S := {a+ S : a ∈ A}.

Proposição 2.1.13. Sejam R um anel, A um R-módulo à esquerda e S um submódulo

de A. Então, estão bem definidas as aplicações

+ : A/S × A/S → A/S | (a+ S, a′ + S) 7→ (a+ a′) + S,

· : R× A/S → A/S | (r, a+ S) 7→ (ra) + S.

e A/S é um R-módulo à esquerda munido com essas aplicações.

Demonstração. Segue das definições de módulo, submódulo e quociente. QED.

Definição 2.1.14. Sejam R um anel, A,B R-módulos à esquerda e ϕ : A → B um

R-homomorfismo. Então, definem-se:

1. kernel (ou núcleo) de ϕ: ker(ϕ) := {a ∈ A : ϕ(a) = 0};



25

2. imagem de ϕ: im(ϕ) := {ϕ(a) : a ∈ A} (também denotada por ϕ(A));

3. cokernel (ou conúcleo) de ϕ: coker(ϕ) := B/im(ϕ).

Se im(ϕ) = {0}, então ϕ é dito um morfismo nulo e é denotado por 0.

Proposição 2.1.15. Sejam R um anel, A,B R-módulos à esquerda e ϕ : A → B um

R-homomorfismo. Então:

1. ker(ϕ) é submódulo de A;

2. im(ϕ) é submódulo de B;

3. coker(ϕ) é um R-módulo à esquerda;

4. ϕ é injetiva se, e somente se, ker(ϕ) = {0};

5. ϕ é sobrejetiva se, e somente se, coker(ϕ) = {0}.

Demonstração. Os itens 1 e 2 seguem das definições de submódulo, kernel e imagem. O

item 3 segue da Proposição 2.1.13 e dos itens 1 e 2. Os itens 4 e 5 seguem das definições

de módulo, kernel e cokernel. QED.

Os dois resultados a seguir são denominados Teoremas do Isomorfismo e serão

utilizados frequentemente ao longo do texto. Resultados análogos são válidos para grupos

em vez de módulos.

Teorema 2.1.16. Sejam A,B módulos e ϕ : A → B um homomorfismo. Então, a

aplicação ϕ : A/ker(ϕ) → im(ϕ) dada por a + ker(ϕ) 7→ ϕ(a) está bem definida e é um

isomorfismo de módulos.

Demonstração. Por definição de kernel, ϕ é constante em todo conjunto da forma

a+ker(ϕ), logo ϕ está bem definida. Além disso, como ϕ é um homomorfismo de módulos,

então ϕ também é. Por definição, ϕ é sobrejetiva. Se ϕ(a+ ker(ϕ)) = 0, então ϕ(a) = 0,

logo a ∈ ker(ϕ), portanto a+ ker(ϕ) = 0 + ker(ϕ); assim, ker(ϕ) = 0, logo ϕ é injetiva.

Portanto, ϕ é um isomorfismo de módulos. QED.



26

Teorema 2.1.17. Sejam A um módulo e A1, A2 submódulos de A tais que A2 ⊆ A1.

Então, (A/A2)/(A1/A2) ≃ A/A1.

Demonstração. Seja ϕ : A/A2 → A/A1 dada por a+A2 7→ a+A1. Como A2 ⊆ A1, então ϕ

está bem definida e é um homomorfismo sobrejetivo de módulos tal que ker(ϕ) = A1/A2.

Pelo Teorema 2.1.16, conclui-se que (A/A2)/(A1/A2) ≃ A/A1. QED.

2.2 Categorias e funtores

Nesta seção, serão apresentadas as definições básicas sobre categorias e fun-

tores. Para esse fim, os conceitos de classe, conjunto e elemento serão tomados como

primitivos.

Definição 2.2.1. Uma categoria C é formada pelos seguintes constituintes:

• Uma classe Ob(C), cujos elementos são denominados objetos;

• Para todo A,B ∈ Ob(C), um conjunto HomC(A,B), cujos elementos são denomi-

nados morfismos (um morfismo f ∈ HomC(A,B) é denotado por f : A→ B);

• Para todo A,B,C ∈ Ob(C), uma função

· : HomC(A,B)×HomC(B,C) → HomC(A,C),

denominada composição de morfismos, dada por (f, g) 7→ gf .

que satisfazem as seguintes propriedades:

1. Para todo A ∈ Ob(C), existe um morfismo 1A ∈ HomC(A,A), denominado mor-

fismo identidade de A, tal que, para todo B ∈ Ob(C), segue que:

1Af = f ∀ f ∈ HomC(B,A), g1A = g ∀ g ∈ HomC(A,B);

2. Se A,B,C,D ∈ Ob(C), f ∈ HomC(A,B), g ∈ HomC(B,C) e h ∈ HomC(C,D),

então h(gf) = (hg)f .
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Por definição, segue que, para cada A ∈ Ob(C), existe um único morfismo

identidade.

Definição 2.2.2. Sejam C uma categoria e A,B ∈ Ob(C). Então, um morfismo

f ∈ HomC(A,B) é dito um isomorfismo em C se existe g ∈ HomC(B,A) tal que fg = 1B

e gf = 1A (nesse caso, g é único, é denominado morfismo inverso de f e é denotado

por f−1). Se existe um isomorfismo f ∈ HomC(A,B), então os objetos A e B são ditos

isomorfos entre si em C (nesse caso, denota-se A ≃ B).

Definição 2.2.3. Dadas C e D categorias, um funtor covariante F : C → D é um mapa

que associa cada objeto A ∈ Ob(C) a um objeto FA ∈ Ob(D) e que associa cada morfismo

f ∈ HomC(A,B) a um morfismo Ff ∈ HomD(FA, FB) (para todo A,B ∈ Ob(C)), de

modo que:

1. F1A = 1FA ∀ A ∈ Ob(C);

2. F (gf) = (Fg)(Ff) ∀ f ∈ HomC(A,B) ∀ g ∈ HomC(B,C) ∀ A,B,C ∈ Ob(C).

Em particular, se D = C, FA = A para todo objeto A de C e Ff = f para todo morfismo

f de C, então F é denominado funtor identidade de C e é denotado por 1C.

Definição 2.2.4. Dadas C e D categorias, um funtor contravariante F : C → D é um

mapa que associa cada objeto A ∈ Ob(C) a um objeto FA ∈ Ob(D) e que associa cada

morfismo f ∈ HomC(A,B) a um morfismo Ff ∈ HomD(FB,FA) (para todo

A,B ∈ Ob(C)), de modo que:

1. F1A = 1FA ∀ A ∈ Ob(C);

2. F (gf) = (Ff)(Fg) ∀ f ∈ HomC(A,B) ∀ g ∈ HomC(B,C) ∀ A,B,C ∈ Ob(C).

Proposição 2.2.5. Dadas categorias C,D, E e funtores F : C → D e G : D → E, existe

um único funtor GF : C → E tal que (GF )X = G(FX) para todo objeto X de C e

(GF )f = G(Ff) para todo morfismo f de C; além disso, GF é covariante se F e G têm

a mesma variância e GF é contravariante se F e G têm variâncias distintas.



28

Demonstração. Segue da definição de funtor. QED.

Proposição 2.2.6. Sejam C,D categorias, A,B ∈ Ob(C), f ∈ HomC(A,B), F : C → D

um funtor covariante e G : C → D um funtor contravariante. Se f é isomorfismo em C,

então Ff e Gf são isomorfismos em D, com (Ff)−1 = F (f−1) e (Gf)−1 = G(f−1).

Demonstração. Suponha que f é isomorfismo em C. Então, existe f−1 ∈ HomC(B,A) tal

que ff−1 = 1B e f−1f = 1A. Como F : C → D é um funtor covariante, então:

(Ff)(Ff−1) = F (ff−1) = F (1B) = 1FB, (Ff−1)(Ff) = F (f−1f) = F (1A) = 1FA.

Logo, Ff ∈ HomD(FA, FB) é um isomorfismo em D e (Ff)−1 = F (f−1). Como

G : C → D é um funtor contravariante, então:

(Gf)(Gf−1) = G(f−1f) = G1A = 1GA, (Gf−1)(Gf) = G(ff−1) = G1B = 1GB.

Logo, Gf ∈ HomD(GB,GA) é um isomorfismo em D e (Gf)−1 = G(f−1). QED.

Definição 2.2.7. Seja C uma categoria. A categoria oposta a C, denotada por Cop, é

a categoria determinada pelas seguintes propriedades:

• Ob(Cop) = Ob(C);

• Para todo X, Y ∈ Ob(C), existe uma bijeção ϕ : HomC(Y,X) → HomCop(X, Y )

dada por f 7→ f op;

• Para todo A,B,C ∈ Ob(C), a função composição

· : HomCop(A,B)×HomCop(B,C) → HomCop(A,C) | (f, g) 7→ gf

satisfaz a seguinte propriedade:

(gf)op = f opgop ∀ f ∈ HomC(A,B) ∀ g ∈ HomC(B,C);

• Para todo A ∈ Ob(C), (1A)op é o morfismo identidade de A em Cop.
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Toda proposição que seja válida para todas as categorias é válida para suas

respectivas opostas, de modo que todo resultado ou construção geral sobre categorias apre-

senta um dual no contexto das categorias opostas, que pode ser definido ou demonstrado de

maneira análoga ao original ao inverter a ordem dos morfismos e de sua composição. Por

exemplo, funtores covariantes e contravariantes são construções duais; ou seja, todo funtor

covariante F : C → D pode ser identificado com o funtor contravariante F op : Cop → D

dado por F op(f op) := Ff para todo morfismo f de C. Também vale ressaltar que o con-

ceito de categoria oposta é seu próprio dual, ou seja, (Cop)op = C para toda categoria C.

Assim, ao longo deste texto, quando dois resultados duais forem enunciados, a prova de

um deles será omitida.

A seguir, definem-se as categorias de interesse para propósitos deste texto.

Definição 2.2.8.

1. Set: A categoria cujos objetos são os conjuntos, cujos morfismos são as funções e

em que a composição de morfismos é a composição usual de funções.

2. Grp: A categoria cujos objetos são os grupos, cujos morfismos são os homomor-

fismos de grupos e em que a composição de morfismos é a composição usual de

funções.

3. Ab: A categoria cujos objetos são os grupos abelianos, cujos morfismos são os

homomorfismos de grupos e em que a composição de morfismos é a composição

usual de funções.

4. Ring: A categoria cujos objetos são os anéis com unidade, cujos morfismos são

os homomorfismos de anéis que preservam a unidade e em que a composição de

morfismos é a composição usual de funções.

5. RMod: A categoria cujos objetos são os R-módulos à esquerda, cujos morfismos são

os R-homomorfismos de módulos à esquerda e em que a composição de morfismos

é a composição usual de funções.
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6. ModR: A categoria cujos objetos são os R-módulos à direita, cujos morfismos são

os R-homomorfismos de módulos à direita e em que a composição de morfismos é

a composição usual de funções.

Nestas categorias, um morfismo é um isomorfismo se, e somente se, ele é bije-

tivo (nesse caso, o morfismo inverso é igual à função inversa).

Definição 2.2.9. Uma categoria C é dita pré-aditiva se, para todo A,B,C ∈ Ob(C),

tem-se que:

1. HomC(A,B) é um grupo abeliano (aditivo);

2. f(g + h) = fg + fh ∀ g, h ∈ HomC(A,B) ∀ f ∈ HomC(B,C);

3. (f + g)h = fh+ gh ∀ h ∈ HomC(A,B) ∀ f, g ∈ HomC(B,C).

Para todo anel R, as categorias Ab, RMod e ModR são pré-aditivas.

Definição 2.2.10. Dadas categorias pré-aditivas C,D, um funtor F : C → D é dito

aditivo se, para todo A,B ∈ Ob(C), segue que:

F (f + g) = Ff + Fg ∀ f, g ∈ HomC(A,B).

Um grupo ou módulo unitário é único a menos de isomorfismo, é denominado

objeto trivial e é denotado por 0. Em particular, todo funtor aditivo mapeia todo objeto

trivial em um objeto trivial, e mapeia todo morfismo nulo em um morfismo nulo.

2.3 Produtos e coprodutos

Nesta seção, serão definidos os conceitos de produto e coproduto em uma

categoria e serão demonstradas propriedades de produtos e coprodutos de módulos.

Por toda a seção, R denotará um anel arbitrário.

Definição 2.3.1. Sejam C uma categoria e (Xj)j∈J uma família de objetos de C. Um

produto para (Xj)j∈J em C é um objeto
∏

j∈J Xj de C, munido de uma família (pj)j∈J
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de morfismos de C, em que pk ∈ HomC(
∏

j∈J Xj, Xk) e é denominada k-ésima projeção

canônica para todo k ∈ J , que satisfaz a seguinte propriedade universal:

Para todo A ∈ Ob(C) e para toda família de morfismos (fj)j∈J tal que fj ∈ HomC(A,Xj)

para todo j ∈ J , existe um único morfismo f ∈ HomC(A,
∏

j∈J Xj) tal que fj = pjf para

todo j ∈ J .

Equivalentemente, o seguinte diagrama comuta (para todo k ∈ J):

A
∏

j∈J Xj

Xk

fk

f

pk

Definição 2.3.2. Sejam C uma categoria e (Xj)j∈J uma família de objetos de C. Um

coproduto para (Xj)j∈J em C é um objeto
∐

j∈J Xj de C, munido de uma família (ij)j∈J

de morfismos de C, em que ik ∈ HomC(Xk,
∐

j∈J Xj) e é denominada k-ésima injeção

canônica para todo k ∈ J , que satisfaz a seguinte propriedade universal:

Para todo A ∈ Ob(C) e para toda família de morfismos (fj)j∈J tal que fj ∈ HomC(Xj, A)

para todo j ∈ J , existe um único morfismo f ∈ HomC(
∐

j∈J Xj, A) tal que fj = fij para

todo j ∈ J .

Equivalentemente, o seguinte diagrama comuta (para todo k ∈ J):

A
∐

j∈J Xj

Xk

f

fk
ik
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Em particular, se R é um anel e C ∈ {Ab, RMod,ModR}, então um coproduto∐
j∈J Xj em C é também chamado de soma direta e denotado por

⊕
j∈J Xj; se um

objeto Y de C é isomorfo a Xk para algum k ∈ J , então Y é dito um somando direto

de
⊕

j∈J Xj.

Os conceitos de produto e coproduto são duais, ou seja, um produto em uma

categoria é um coproduto em sua categoria oposta (e vice-versa).

O conceito de coproduto na categoria Grp coincide com o conceito de produto

livre.

Lema 2.3.3. Sejam C uma categoria e (Xj)j∈J uma família de objetos de C. Se P e P ′

são produtos para (Xj)j∈J em C, então P ≃ P ′.

Demonstração. Sejam pj : P → Xj e p′j : P ′ → Xj as projeções canônicas. Como P é um

produto para (Xj)j∈J , então existe um morfismo ϕ : P ′ → P tal que p′j = pjϕ para todo

j ∈ J . Analogamente, como P ′ é um produto para (Xj)j∈J , então existe um morfismo

ψ : P → P ′ tal que pj = p′jψ para todo j ∈ J . Portanto, p′j = p′jψϕ e pj = pjϕψ para

todo j ∈ J . Como pj1P = pj = pj(ϕψ) para todo j ∈ J e P é um produto para (Xj)j∈J ,

então ϕψ = 1P . Analogamente, ψϕ = 1P ′ , logo P ≃ P ′. QED.

Lema 2.3.4. Sejam C uma categoria e (Xj)j∈J uma família de objetos de C. Se C e C ′

são coprodutos para (Xj)j∈J em C, então C ≃ C ′.

Demonstração. A demonstração é dual à do Lema 2.3.3. QED.

Pelo restante da seção, será suposto, durante as demonstrações, que C = RMod

(o caso C = ModR é análogo).

Teorema 2.3.5. Sejam C ∈ {Ab, RMod,ModR} e (Xj)j∈J uma família de objetos de C.

Então, a família (Xj)j∈J admite um produto
∏

j∈J Xj em C.

Demonstração. Defina

∏
j∈J

Xj :=

{
ϕ : J →

⊔
j∈J

Xj

∣∣∣∣ ϕ(j) ∈ Xj ∀ j ∈ J

}
,
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pk :
∏
j∈J

Xj → Xk

∣∣∣∣ ϕ 7→ ϕ(k) ∀ k ∈ J.

Defina + :
∏

j∈J Xj ×
∏

j∈J Xj →
∏

j∈J Xj e · : R ×
∏

j∈J Xj →
∏

j∈J Xj de modo que,

para todo r ∈ R e para todo ϕ, ψ ∈
∏

j∈J Xj, tem-se que:

(ϕ+ ψ)(j) = ϕ(j) + ψ(j) ∀ j ∈ J , (r · ϕ)(j) = r · ϕ(j) ∀ j ∈ J.

Assim,
∏

j∈J Xj é um R-módulo à esquerda (munido de + e .). Por definição:

pk ∈ Hom(
∏
j∈J

Xj, A) ∀ k ∈ J.

Sejam A ∈ Ob(C) e (fj)j∈J uma família tal que fj ∈ HomC(A,Xj) para todo j ∈ J .

Defina

f : A→
∏
j∈J

Xj

∣∣∣∣ a 7→ f(a),

f(a) : J →
⊔
j∈J

Xj

∣∣∣∣ j 7→ fj(a).

Segue da definição que fj = pjf para todo j ∈ J . Além disso, como fj ∈ HomC(A,Xj)

para todo j ∈ J , então f ∈ HomC(A,
∏

j∈J). Por fim, se g ∈ HomC(A,
∏

j∈J) e

fj = pjg para todo j ∈ J , então f(a)(j) = fj(a) = g(a)(j) para todo j ∈ J e para todo

a ∈ A, logo f = g. Portanto,
∏

j∈J Xj é um produto para (Xj)j∈J em C. QED.

Denota-se ϕ ∈
∏

j∈J Xj por (ϕ(j))j∈J . Segue da demonstração anterior que pj

é sobrejetiva para todo j ∈ J .

Teorema 2.3.6. Sejam C ∈ {Ab, RMod,ModR} e (Xj)j∈J uma família de objetos de C.

Então, a família (Xj)j∈J admite um coproduto
∐

j∈J Xj em C.

Demonstração. Defina

ik : Xk →
∏
j∈J

Xj

∣∣∣∣ x 7→ ik(x) ∀ k ∈ J,
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ik(x) : J →
⊔
j∈J

Xj

∣∣∣∣ j 7→
x, se j = k

0, se j ̸= k
,

S = {ij(x) : j ∈ J, x ∈ Xj}.

Defina
∐

j∈J Xj := ⟨S⟩ (como submódulo de
∏

j∈J Xj). Por definição:

ik ∈ HomC(A,
∐
j∈J

Xj) ∀ k ∈ J.

Sejam A ∈ Ob(C) e (fj)j∈J uma família tal que fj ∈ HomC(Xj, A) para todo j ∈ J .

Defina F : S → A dada por ij(x) 7→ fj(x). Como fj ∈ HomC(Xj, A) para todo j ∈ J e

ij(x) = ik(y) ⇐⇒ j = k , x = y,

então F está bem definida e pode ser estendida a um R-homomorfismo

f : ⟨S⟩ → A.

Segue da definição que fj = fij para todo j ∈ J . Por fim, se g ∈ HomC(⟨S⟩, A) e fj = gij

para todo j ∈ J , então f |S = g|S, logo f = g (pela Proposição 2.1.11). Portanto,
∐

j∈J Xj

é um coproduto para (Xj)j∈J em C. QED.

Segue da demonstração anterior que ij é injetiva para todo j ∈ J . Segue das

demonstrações dos Teoremas 2.3.5 e 2.3.6 que o produto e o coproduto de uma família

finita de módulos são iguais.

A seguir, apresentam-se algumas propriedades do produto e do coproduto.

Proposição 2.3.7. Sejam C ∈ {Ab, RMod,ModR}, (Xj)j∈J , (Yj)j∈J famílias de objetos

de C e (fj)j∈J uma família tal que fj ∈ HomC(Xj, Yj) para todo j ∈ J . Então, existe um

único morfismo
∏

j∈J fj ∈ HomC(
∏

j∈J Xj,
∏

j∈J Yj) tal que µk

(∏
j∈J fj

)
= fkλk para

todo k ∈ J , em que λk :
∏

j∈J Xj → Xk e µk :
∏

j∈J Yj → Yk são as k-ésimas projeções

para todo k ∈ J . Além disso:
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1.
∏

j∈J(rfj) = r
(∏

j∈J fj

)
∀ r ∈ R;

2. Se Xj = Yj para todo j ∈ J , então
∏

j∈J 1Xj = 1X ;

3.
∏

j∈J fj é injetiva se, e somente se, fk é injetiva para todo k ∈ J ;

4.
∏

j∈J fj é sobrejetiva se, e somente se, fk é sobrejetiva para todo k ∈ J .

Demonstração. A existência e unicidade de
∏

j∈J fj e os itens 1 e 2 seguem da definição

de produto. Os itens 3 e 4 seguem da construção explícita do produto no Teorema

2.3.5. QED.

Proposição 2.3.8. Sejam C ∈ {Ab, RMod,ModR}, (Xj)j∈J , (Yj)j∈J famílias de objetos

de C e (fj)j∈J uma família tal que fj ∈ HomC(Xj, Yj) para todo j ∈ J . Então, existe um

único morfismo
∐

j∈J fj ∈ HomC(
∐

j∈J Xj,
∐

j∈J Yj) tal que
(∐

j∈J fj

)
λk = µkfk para

todo k ∈ J , em que λk : Xk →
∐

j∈J Xj e µk : Yk →
∐

j∈J Yj são as k-ésimas injeções

para todo k ∈ J . Além disso:

1.
∐

j∈J(rfj) = r
(∐

j∈J fj

)
∀ r ∈ R;

2. Se Xj = Yj para todo j ∈ J , então
∐

j∈J 1Xj = 1X ;

3.
∐

j∈J fj é injetiva se, e somente se, fk é injetiva para todo k ∈ J ;

4.
∐

j∈J fj é sobrejetiva se, e somente se, fk é sobrejetiva para todo k ∈ J .

Demonstração. A existência e unicidade de
∐

j∈J fj e os itens 1 e 2 seguem da definição

de coproduto. Os itens 3 e 4 seguem da construção explícita do coproduto no Teorema

2.3.6. QED.

Lema 2.3.9. Sejam M um R-módulo e A,B submódulos de M tais que A + B = M e

A ∩B = 0. Então, M ≃ A⊕B. (Nesse caso, denota-se M = A⊕B).

Demonstração. Sejam α : A → M e β : B → M as inclusões. Como A + B = M

e A ∩ B = 0, então (pela Proposição 2.1.8), para todo m ∈ M , existe um único par

(ma,mb) ∈ A×B tal que m = ma+mb. Sejam X um R-módulo à esquerda e f : A→ X
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e g : B → X homomorfismos. Seja h : M → X dada por (ma,mb) 7→ f(ma) + g(mb);

assim, h está bem definida e é um homomorfismo tal que f = hα e g = hβ. Se h′ :M → X

é um homomorfismo tal que f = hα e g = hβ, então:

h′(ma +mb) = h′(ma) + h′(mb) = f(ma) + g(mb) = h(ma +mb) ∀ (ma,mb) ∈ A×B.

logo h′ = h. Portanto, M ≃ A⊕B. QED.

Lema 2.3.10. Sejam A,B R-módulos ambos à esquerda (ou ambos à direita), e i : A→ B

um homomorfismo injetivo. Então, A é um somando direto de B se, e somente se, existe

um homomorfismo p : B → A tal que pi = 1A.

Demonstração.

1. Suponha que A é um somando direto de B. Logo, existe um módulo C tal que

i(A) ⊕ C = B. Seja λ : i(A) → B a injeção canônica. Pela propriedade universal

do coproduto, existe um homomorfismo π : B → i(A) tal que 1i(A) = πλ. Seja

p = i−1πλ. Logo, p : B → A é um homomorfismo tal que pi = 1A.

2. Suponha que existe um homomorfismo p : B → A tal que pi = 1A. Logo:

ker(p) ∩ i(A) = 0.

Além disso, como im(ip) ⊆ i(A), im(1B − ip) ⊆ ker(p) e 1B = ip+ (1B − ip), então

B = ker(p) + i(A). Como ker(p)∩ i(A) = 0 e B = ker(p) + i(A), então, pelo Lema

2.3.9, B = ker(p)⊕ i(A). Logo, A é um somando direto de B.

QED.

Lema 2.3.11. Sejam A,B,C R-módulos todos à esquerda (ou todos à direita) e

pA : C → A, pB : C → B, iA : A → C, iB : B → C homomorfismos tais que pAiA = 1A,

pBiB = 1B e iApA+iBpB = 1C. Então, A⊕B ≃ C, ker(pA) = im(iB) e ker(pB) = im(iA).

Demonstração. Como iApA + iBpB = 1C , então im(iA) + im(iB) = C. Como pAiA = 1A,

então iApAiA = iA, logo iBpBiA = 0 (pois iApA + iBpB = 1C); como iB é injetiva, então
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pBiA = 0, logo im(iA) ∩ im(iB) = 0 (pois pBiB = 1B). Como im(iA) + im(iB) = C e

im(iA)∩ im(iB) = 0, então im(iA)⊕ im(iB) = C (pelo Lema 2.3.9), logo A⊕B ≃ C (pois

iA, iB são injetivas, visto que pAiA = 1A e pBiB = 1B). Como im(iA) + im(iB) = C,

pBiB = 1B e pBiA = 0, então ker(pB) = im(iA); analogamente, ker(pA) = im(iB).

QED.

Proposição 2.3.12. Sejam C ∈ {Ab, RMod,ModR}, T : C → Ab um funtor aditivo e

A,B ∈ Ob(C). Então, T (A ⊕ B) ≃ T (A) ⊕ T (B). Além disso, se pA : A ⊕ B → A e

pB : A⊕ B → B são as projeções canônicas, e iA : A→ A⊕ B e iB : B → A⊕ B são as

injeções canônicas, então ker(TpA) = im(TiB) e ker(TpB) = im(TiA).

Demonstração. Suponha que T é covariante (o caso contravariante é análogo). Seja

C = A⊕B. Pelas construções explícitas do produto e coproduto, segue que:

pAiA = 1A, pBiB = 1B, iApA + iBpB = 1C .

Como T é um funtor aditivo, então:

(TpA)(TiA) = 1TA, (TpB)(TiB) = 1TB, (TiA)(TpA) + (TiB)(TpB) = 1TC .

Assim, pelo Lema 2.3.11, segue que:

ker(TpA) = im(TiB), ker(TpB) = im(TiA), T (C) = T (A)⊕ T (B).

Portanto, T (A⊕B) = T (A)⊕ T (B). QED.

2.4 Grupos abelianos livres

Nesta seção, serão apresentados resultados importantes sobre grupos abelianos

livres.

A teoria apresentada nesta seção é baseada na seção 1.7 do livro Algebra (re-

ferência [5]), de Serge Lang.
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Definição 2.4.1. Um grupo G é dito abeliano livre se existe um grupo livre F tal

que G ≃ F/F ′. Se X é uma base de F , então p(X) é dita uma base de G, em que

p : F → F/F ′ é dada por u 7→ uF ′.

Lema 2.4.2. Sejam F um grupo livre com base X e p : F → F/F ′ dada por u 7→ uF ′.

Então, p|X é injetiva.

Demonstração. Sejam M(X), F(X) e ∼ conforme definidos no Teorema 1.2.4. Pelo Lema

1.2.3 e pelo Teorema 1.2.4, segue que F ≃ F(X) (pelo restante da demonstração, F será

identificado com F(X)). Seja x ∈ X. Defina:

Ix :M(X) → Z | (x1, ..., xn) 7→ |{i ∈ {1, ..., n} : xi = x}| − |{i ∈ {1, ..., n} : xi = x−1}|.

Por definição, se g, h ∈M(X) são tais que h é redução elementar de g, então Ix(g) = Ix(h).

Logo, dados g, h ∈ M(X) tais que g ∼ h, vale que Ix(g) = Ix(h). Portanto, a seguinte

função está bem definida:

ix : F(X) → Z | [g] 7→ Ix(g).

Por definição, ix(gh) = ix(g)+ix(h) para todo g, h ∈ F(X), logo ix é um homomorfismo de

grupos. Como Z é abeliano, então F(X)′ ⊆ ker(ix) (pelo Lema 1.1.6). Sejam x1, x2 ∈ X

tais que x1 ̸= x2; assim, ix1(x1x
−1
2 ) = 1, logo x1x−1

2 ̸∈ ker(ix1), portanto x1x−1
2 ̸∈ F(X)′,

o que implica que p|X é injetiva. QED.

Como p|X é injetiva, então, pelo restante do texto, p(X) será identificado com

X.

Proposição 2.4.3. Seja X um conjunto. Então, existe um grupo abeliano livre G com

base X.

Demonstração. Segue do Teorema 1.2.4 e do Lema 2.4.2. QED.

Proposição 2.4.4. Sejam G um grupo abeliano livre com base X, H um grupo abeliano

e f : X → H uma função. Então, existe um único homomorfismo de grupos f : G → H

tal que f |X = f .
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Demonstração. Seja F um grupo livre com base Y tal que G ≃ F/F ′. Seja

p : F → F/F ′ dada por u 7→ uF ′. Como F é um grupo livre, então existe um homo-

morfismo ϕ : F → H tal que ϕ|Y = fp|Y . Como H é abeliano, então F ′ ⊆ ker(ϕ), logo

a função f : F/F ′ → H | uF ′ 7→ ϕ(u) está bem definida e é um homomorfismo. Como

ϕ|Y = fp|Y e p(Y ) = X, então f |X = f . Suponha que g : F/F ′ → H é um homomorfismo

tal que g|X = f . Então, g|X = f |X , logo gp|X = fp|X . Como F é livre, então gp = fp,

logo g = f (pois p é sobrejetiva). QED.

Proposição 2.4.5. Sejam A um grupo abeliano, B um grupo abeliano livre e ϕ : A→ B

um homomorfismo sobrejetivo. Então, existe um homomorfismo γ : B → A tal que

ϕγ = 1B e A = ker(ϕ)⊕ γ(B).

Demonstração. Seja X uma base de B (como grupo abeliano livre). Como ϕ : A → B

é sobrejetivo, então existe uma função λ : X → A tal que ϕλ = 1X . Como B é grupo

abeliano livre com base X, então existe um homomorfismo γ : B → A tal que γ|X = λ;

além disso, como ϕλ = 1X , então ϕγ = 1B. Como ϕγ = 1B, então ϕγ(b) = 0 ⇐⇒ b = 0,

logo ker(ϕ) ∩ γ(B) = 0. Além disso, como ϕγ = 1B, então ϕ(1A − γϕ) = 0, logo

(1A − γϕ)(A) ⊆ ker(ϕ). Como 1A = (1A − γϕ) + γϕ e (1A − γϕ)(A) ⊆ ker(ϕ), então

A = ker(ϕ) + γ(B). Como ker(ϕ) ∩ γ(B) = 0 e A = ker(ϕ) + γ(B), então, pelo Lema

2.3.9, A = ker(ϕ)⊕ γ(B). QED.

Proposição 2.4.6. Sejam A um grupo abeliano livre finitamente gerado com base α e B

um subgrupo de A. Então, B é um grupo abeliano livre. Além disso, se β é base de B,

então |β| ≤ |α|.

Demonstração. Se |α| = 1, então A ≃ Z, logo B = 0 ou B ≃ Z, portanto B é um grupo

abeliano livre e |β| ≤ 1 = |α|. Suponha, por hipótese indutiva, que todo subgrupo de

um grupo abeliano livre cuja base tem cardinalidade n é um grupo abeliano livre cuja

base tem cardinalidade menor ou igual a n. Suponha que |α| = n + 1. Assim, existem

x1, ..., xn+1 ∈ A tais que A ≃ ⊕n+1
i=1 Zxi. Seja ψ : ⊕n+1

i=1 Zxi → Zxn+1 dada por:

(z1, ..., zn+1) 7→ zn+1.
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Assim, ker(ψ) = (⊕n
i=1Zxi) ⊕ 0 ≃ ⊕n

i=1Zxi, logo B ∩ ker(ψ) é isomorfo a um subgrupo

de ⊕n
i=1Zxi, portanto B ∩ ker(ψ) é subgrupo de um grupo abeliano livre cuja base tem

cardinalidade n. Por hipótese indutiva, B ∩ ker(ψ) é grupo abeliano livre, e, se β′ é

base de B ∩ ker(ψ), então |β′| ≤ n. Pela Proposição 2.4.5, existe um homomorfismo

γ : Zxi → A tal que ψγ = 1Zxn+1 e A = ker(ψ)⊕ γ(Zxn+1); em particular, γ(Zxn+1) ≃ 0

ou γ(Zxn+1) ≃ Z, e B = (B ∩ ker(ψ)) ⊕ (B ∩ γ(Zxn+1)). Assim, B ≃ (B ∩ ker(ψ)) ⊕ 0

ou B ≃ (B ∩ ker(ψ))⊕ Z, logo B é grupo abeliano livre e, se β é base de B, então:

|β| ≤ |β′|+ 1 ≤ n+ 1 = |α|.

Por indução (na cardinalidade da base), fica demonstrado o Lema. QED.

Corolário 2.4.7. Sejam A um grupo abeliano finitamente gerado e B um subgrupo de A.

Então, B é finitamente gerado.

Demonstração. Como A é finitamente gerado, existem F um grupo livre finitamente ge-

rado e R ◁ F tais que A ≃ F/R. Como A é abeliano, então F ′ ⊆ R, logo:

A ≃ (F/F ′)/(R/F ′).

Como B é um subgrupo de A, então existe um subgrupoG de F/F ′ tal que B ≃ G/(R/F ′).

Como F/F ′ é um grupo abeliano livre finitamente gerado, então G é finitamente gerado

(pela Proposição 2.4.6), logo B é finitamente gerado. QED.

Teorema 2.4.8. Sejam A um grupo abeliano livre e B um subgrupo de A. Então, B é

um grupo abeliano livre.

Demonstração. Suponha que B não é trivial. Seja X = (xi)i∈I uma base de A. Dado

J ⊆ I, sejam AJ o subgrupo (livre) de A gerado por (xj)j∈J e BJ := B ∩ AJ . Seja L o

conjunto das triplas (J, J ′, f), em que ∅ ≠ J ′ ⊆ J ⊆ I e f : J ′ → BJ é uma função injetiva

tal que f(J ′) é base de BJ (como grupo abeliano livre). Como B ̸= 0, então 0 ̸= BJ ⊆ AJ

para algum J ⊆ I, logo L ≠ ∅ (pela Proposição 2.4.6). Seja ≤ a relação de ordem parcial
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em L dada por:

(J, J ′, f) ≤ (K,K ′, g) ⇐⇒ J ⊆ K, J ′ ⊆ K ′, g|J ′ = f.

Se C = (Jλ, J
′
λ, fλ)λ∈Λ é uma cadeia em (L,≤), então (J, J ′, f) é uma cota superior para

C, em que J = ∪λ∈ΛJλ, J ′ = ∪λ∈ΛJ ′
λ e f : J ′ → BJ é tal que f(j) = fλ(j) se j ∈ J ′

λ (f

está bem definida pois (Jλ, J ′
λ, fλ)λ∈Λ é cadeia). Assim, pelo Lema de Zorn (Corolário 2.5

do Apêndice 2 da referência [5]), (L,≤) admite um elemento maximal (J, J ′, f).

Seja i ∈ I. Suponha, por absurdo, que BJ∪{i} ̸= BJ . Portanto:

S := {α ∈ Z | ∃ y ∈ BJ : αxi + y ∈ B} ≠ {0}.

Por definição, S é subgrupo de Z, logo existe µ ∈ Z\{0} tal que S = Zµ. Seja y ∈ BJ

tal que fi := µxi + y ∈ B. Seja z ∈ BJ∪{i}. Por definição de BJ∪{i} e S, existem

α ∈ S e b ∈ BJ tais que z = αxi + u. Assim, existe β ∈ Z tal que z − βfi ∈ AJ .

Como z, fi ∈ B, então z − βfi ∈ B, logo z − βfi ∈ BJ . Portanto, BJ + Zfi = BJ∪{i}.

Como BJ ∩ Zfi = 0, então, pelo Lema 2.3.9, BJ ⊕ Zfi = BJ∪{i}, logo f ′(J ′ ∪ {i}) é

base de BJ∪{i}, em que f ′ : J ′ ∪ {i} → BJ∪{i} é tal que f ′|J ′ = f e f ′(i) = fi. Assim,

(J ∪ {i}, J ′ ∪ {i}, f ′) ∈ L e (J, J ′, f) ≤ (J ∪ {i}, J ′ ∪ {i}, f ′); logo, pela maximalidade de

(J, J ′, f), segue que (J, J ′, f) = (J ∪ {i}, J ′ ∪ {i}, f ′), portanto BJ∪{i} = BJ , o que é uma

contradição. Logo:

BJ∪{i} = BJ .

Como BJ∪{i} = BJ , então (J ∪ {i}, J ′, f) ∈ L e (J, J ′, f) ≤ (J ∪ {i}, J ′, f); logo, pela

maximalidade de (J, J ′, f), segue que (J, J ′, f) = (J ∪ {i}, J ′, f), portanto i ∈ J . Assim,

conclui-se que J = I. Como (J, J ′, f) ∈ L, então, por definição de L, BJ = BI = B é um

grupo abeliano livre. QED.
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2.5 O funtor Hom

Nesta seção, será construído o funtor Hom.

Definição 2.5.1. Sejam C uma categoria, A,X, Y ∈ Ob(C) e f ∈ HomC(X, Y ). O

pushforward de f com respeito a A é definido como o morfismo

f∗ : HomC(A,X) → HomC(A, Y ) | g 7→ fg.

Além disso, o pullback de f com respeito a A é definido como o morfismo

f ∗ : HomC(Y,A) → HomC(X,A) | g 7→ gf.

Proposição 2.5.2. Sejam C uma categoria, X, Y, Z ∈ Ob(C), f ∈ HomC(X, Y ) e

g ∈ HomC(Y, Z). Então, (gf)∗ = g∗f∗ e (gf)∗ = f ∗g∗.

Demonstração. Seja A ∈ Ob(C). Por definição, tem-se que:

(gf)∗(ϕ) = (gf)ϕ = g(fϕ) = g(f∗(ϕ)) = g∗(f∗(ϕ)) = (g∗f∗)(ϕ) ∀ ϕ ∈ HomC(A,X),

(gf)∗(ϕ) = ϕ(gf) = (ϕg)f = (g∗(ϕ))f = f ∗(g∗(ϕ)) = (f ∗g∗)(ϕ) ∀ ϕ ∈ HomC(A,X).

Portanto, (gf)∗ = g∗f∗ e (gf)∗ = f ∗g∗. QED.

Proposição 2.5.3. Sejam R um anel, C ∈ {Ab, RMod,ModR}, A,X, Y ∈ Ob(C) e

f, g ∈ HomC(X, Y ). Então:

f∗ ∈ HomAb(HomC(A,X), HomC(A, Y )),

f ∗ ∈ HomAb(HomC(Y,A), HomC(X,A)).

Além disso, (f + g)∗ = f∗ + g∗ e (f + g)∗ = f ∗ + g∗.

Demonstração. Por definição, tem-se que:

f∗(ϕ+ ψ) = f(ϕ+ ψ) = fϕ+ fψ = f∗(ϕ) + f∗(ψ) ∀ ϕ, ψ ∈ HomC(A,X),
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f ∗(ϕ+ ψ) = (ϕ+ ψ)f = ϕf + hψ = f ∗(ϕ) + f ∗(ψ) ∀ ϕ, ψ ∈ HomC(Y,A).

Portanto:

f∗ ∈ HomAb(HomC(A,X), HomC(A, Y )),

f ∗ ∈ HomAb(HomC(Y,A), HomC(X,A)).

Além disso:

(f + g)∗(ϕ) = (f + g)ϕ = fϕ+ gϕ = f∗(ϕ) + g∗(ϕ) = (f∗ + g∗)(ϕ) ∀ ϕ ∈ HomC(A,X),

(f + g)∗(ϕ) = ϕ(f + g) = ϕf + ϕg = f ∗(ϕ) + g∗(ϕ) = (f ∗ + g∗)(ϕ) ∀ ϕ ∈ HomC(Y,A).

Logo, (f + g)∗ = f∗ + g∗ e (f + g)∗ = f ∗ + g∗. QED.

Teorema 2.5.4. Sejam R um anel, C ∈ {Ab, RMod,ModR} e A ∈ Ob(C). Então, existe

um funtor covariante aditivo HomC(A,−) : C → Ab tal que:

X ∈ Ob(C) 7→ HomC(A,X),

f ∈ HomC(X, Y ) 7→ f∗ ∈ HomAb(HomC(A,X), HomC(A, Y )).

Além disso, existe um funtor contravariante aditivo HomC(−, A) : C → Ab tal que:

X ∈ Ob(C) 7→ HomC(X,A),

f ∈ HomC(X, Y ) 7→ f ∗ ∈ HomAb(HomC(Y,A), HomC(X,A)).

Demonstração. Segue das Proposições 2.5.2 e 2.5.3. QED.

Conforme demonstrado a seguir, os funtores Hom(A,−) e Hom(−, B) tomam

valores na categoria dos módulos se A e B são bimódulos.

Teorema 2.5.5. Sejam R e S anéis. Então:

1. Se RAS e RB, então Hom
RMod(A,B) é um S-módulo à esquerda munido da apli-
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cação · : S ×Hom
RMod(A,B) → Hom

RMod(A,B) dada por:

(s · f)(a) = f(as) ∀ s ∈ S ∀ a ∈ A ∀ f ∈ Hom
RMod(A,B);

2. Se RAS e BS, então HomModS(A,B) é um R-módulo à direita munido da aplicação

· : HomModS(A,B)×R → HomModS(A,B) dada por:

(f · r)(a) = f(ra) ∀ r ∈ R ∀ a ∈ A ∀ f ∈ Hom
RMod(A,B);

3. Se AR e SBR, então HomModR(A,B) é um S-módulo à esquerda munido da apli-

cação · : S ×HomModR(A,B) → HomModR(A,B) dada por:

(s · f)(a) = sf(a) ∀ s ∈ S ∀ a ∈ A ∀ f ∈ Hom
RMod(A,B);

4. Se SA e SBR, então Hom
SMod(A,B) é um R-módulo à direita munido da aplicação

· : Hom
SMod(A,B)×R → Hom

SMod(A,B) dada por:

(f · r)(a) 7→ f(a)r ∀ r ∈ R ∀ a ∈ A ∀ f ∈ Hom
RMod(A,B).

Demonstração. Segue das definições de módulo e homomorfismo de módulos. QED.

Corolário 2.5.6. Sejam R, S anéis, A um (R, S)-bimódulo e B um (R, S)-bimódulo.

Então:

1. Hom
RMod(A,−) : RMod → SMod;

2. HomModS(A,−) : ModS → ModR;

3. HomModR(−, B) : ModR → SMod;

4. Hom
SMod(−, B) : SMod → ModR.
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Demonstração. Pelo Teorema 2.5.5, segue que o funtorHommapeia módulos em módulos.

Além disso, pela Definição 2.5.1 e pelo Teorema 2.5.5, segue que o funtor Hom mapeia

homomorfismos de módulos em homomorfismos de módulos. QED.

Teorema 2.5.7. Sejam C ∈ {Ab, RMod,ModR}, A ∈ Ob(C), (Xj)j∈J uma família de

objetos de C e pk :
∏

j∈J Xj → Xk a k-ésima projeção para todo k ∈ J . Então, o mapa

θ : HomC

(
A,
∏
j∈J

Xj

)
→
∏
j∈J

HomC(A,Xj)

∣∣∣∣ ϕ 7→ (pjϕ)j∈J

é um isomorfismo de grupos abelianos.

Demonstração. Dados ϕ, ψ ∈ HomC

(
A,
∏

j∈J Xj

)
, tem-se que

θ(ϕ+ ψ) = (pj(ϕ+ ψ))j∈J = (pjϕ+ pjψ)j∈J = (pjϕ)j∈J + (pjψ)j∈J = θ(ϕ) + θ(ψ),

logo θ é um homomorfismo de grupos. Seja (ϕj)j∈J ∈
∏

j∈J HomC(A,Xj). Pela pro-

priedade universal do produto, existe ϕ ∈ Hom(A,
∏

j∈J Xj) tal que ϕj = pjϕ para todo

j ∈ J , ou seja, θ(ϕ) = (ϕj)j∈J . Logo, θ é sobrejetiva.

Seja ψ ∈ ker(θ). Assim, θ(ψ) = 0, logo pjψ = 0 para todo j ∈ J , portanto o seguinte

diagrama comuta (para todo k ∈ J):

A
∏

j∈J Xj

Xk

0

ψ

0

pk

Pela propriedade universal do produto, segue que ψ = 0. Como ψ ∈ ker(θ) → ψ = 0,

então ker(θ) = {0}, logo θ é injetiva. Portanto, θ é um isomorfismo de grupos.

QED.
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Teorema 2.5.8. Sejam C ∈ {Ab, RMod,ModR}, B ∈ Ob(C), (Xj)j∈J uma família de

objetos de C e ik : Xk →
∐

j∈J Xj a k-ésima injeção para todo k ∈ J . Então, o mapa

θ : HomC

(∐
j∈J

Xj, B

)
→
∏
j∈J

HomC(Xj, B)

∣∣∣∣ ϕ 7→ (ϕij)j∈J

é um isomorfismo de grupos abelianos.

Demonstração. A demonstração é dual à do Teorema 2.5.7. QED.

2.6 O funtor produto tensorial

Nesta seção, será construído o funtor produto tensorial.

Definição 2.6.1. Sejam R um anel, A um R-módulo à direita, B um R-módulo à esquerda

e G um grupo abeliano. Uma função f : A×B → G é dita R-biaditiva se:

1. f(a1 + a2, b) = f(a1, b) + f(a2, b) ∀ a1, a2 ∈ A ∀ b ∈ B;

2. f(a, b1 + b2) = f(a, b1) + f(a, b2) ∀ a ∈ A ∀ b1, b2 ∈ B;

3. f(ar, b) = f(a, rb) ∀ a ∈ A ∀ b ∈ B ∀ r ∈ R.

Definição 2.6.2. Sejam R um anel, A um R-módulo à direita e B um R-módulo à

esquerda. Um produto tensorial para (A,B) é um grupo abeliano A ⊗R B, munido de

uma aplicação R-biaditiva

ϕ : A×B → A⊗R B | (a, b) 7→ a⊗ b,

que satisfaz a seguinte propriedade universal:

Para todo grupo abeliano G e para toda função R-biaditiva ψ : A × B → G, existe

único homomorfismo de grupos ψ : A⊗R B → G tal que ψ = ψϕ.
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Equivalentemente, o seguinte diagrama comuta:

A×B A⊗R B

G

ψ

ϕ

ψ

Lema 2.6.3. Sejam R um anel, A um R-módulo à direita e B um R-módulo à esquerda.

Se T e T ′ são produtos tensoriais para (A,B), então T e T ′ são isomorfos como grupos

abelianos.

Demonstração. Suponha que T e T ′, munidos das aplicações R-biaditivas ϕ : A×B → T

e ψ : A×B → T ′, são produtos tensoriais para (A,B). Como T é produto tensorial para

(A,B) (munido da aplicação ϕ : A× B → T ) e ψ : A× B → T ′ é aplicação R-biaditiva,

então existe um homomorfismo de grupos ψ : T → T ′ tal que ψ = ψϕ. Como T ′ é produto

tensorial para (A,B) (munido da aplicação ψ : A×B → T ′) e ϕ : A×B → T é aplicação

R-biaditiva, então existe um homomorfismo de grupos ϕ : T ′ → T tal que ϕ = ϕψ. Como

ψ = ψϕ e ϕ = ϕψ, então ϕ = ϕ ψ ϕ. Portanto, o seguinte diagrama comuta:

A×B T

T

ϕ

ϕ

ϕ ψ1T

Pela propriedade universal do produto tensorial, segue que ϕ ψ = 1T . Analogamente,

demonstra-se que ψ ϕ = 1T ′ . Portanto, T e T ′ são isomorfos como grupos abelianos.

QED.

Teorema 2.6.4. Sejam R um anel, A um R-módulo à direita e B um R-módulo à es-

querda. Então, (A,B) admite um produto tensorial A⊗R B.

Demonstração. Seja H um grupo abeliano livre (aditivo) com base A×B (cuja existência
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é assegurada pela Proposição 2.4.3). Defina:

S1 = {(a1 + a2, b)− (a1, b)− (a2, b) : a1, a2 ∈ A, b ∈ B},

S2 = {(a, b1 + b2)− (a, b1)− (a, b2) : a ∈ A, b1, b2 ∈ B},

S3 = {(ar, b)− (a, rb) : r ∈ R, a ∈ A, b ∈ B}.

Seja S o subgrupo de H gerado por S1 ∪ S2 ∪ S3 e seja A⊗R B := H/S. Como H é um

grupo abeliano, então A⊗R B é um grupo abeliano. Seja ϕ : A×B → A⊗R B dada por

(a, b) 7→ (a, b) + S. Por definição, ϕ é uma aplicação R-biaditiva e im(ϕ) gera A ⊗R B

como grupo abeliano.

Sejam G um grupo abeliano e f : A×B → G uma função R-biaditiva. Como

f : A × B → G e H é grupo abeliano livre com base A × B, então f admite uma única

extensão a um homomorfismo f ′ : H → G (pela Proposição 2.4.4). Como f ′ : H → G é

homomorfismo, então S1 ∪ S2 ∪ S3 ⊆ ker(f ′), logo S ⊆ ker(f ′). Assim, para todo x ∈ H,

f ′ é constante no conjunto x+ S. Portanto, a função

f : A⊗R B → G | x+ S 7→ f ′(x)

está bem definida e satisfaz f = f ′|A×B = fϕ; além disso, como f ′ : H → G é homo-

morfismo, então f : A ⊗R B → G é homomorfismo. Por fim, como A ⊗R B = H/S e

H é grupo abeliano livre com base A×B, então im(ϕ) = {x+S : x ∈ A×B} gera A⊗RB.

Seja g : A ⊗R B → G um homomorfismo tal que f = gϕ. Como f = fϕ e f = gϕ,

então fϕ = gϕ, logo f |im(ϕ) = g|im(ϕ). Como f, g ∈ HomAb(A ⊗R B,G), im(ϕ) gera

o grupo A ⊗R B e f |im(ϕ) = g|im(ϕ), então f = g. Logo, f : A ⊗R B → G é o único

homomorfismo tal que f = fϕ. Portanto, o grupo abeliano A⊗R B, munido da aplicação

R-biaditiva ϕ : A×B → A⊗R B, é um produto tensorial para (A,B). QED.

Segue da demonstração anterior que o conjunto {a ⊗ b : a ∈ A, b ∈ B} gera
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A⊗R B como grupo abeliano (em que a⊗ b := ϕ(a, b)).

Proposição 2.6.5. Sejam R um anel, A um R-módulo à direita e B um R-módulo à

esquerda. Então, A⊗R B ≃ B ⊗Rop A.

Demonstração. Como o mapa ϕ : A×B → B⊗RopA dado por (a, b) 7→ b⊗a é R-biaditivo,

então existe um homomorfismo ϕ : A⊗R B → B ⊗Rop A tal que:

ϕ(a⊗ b) = b⊗ a ∀ (a, b) ∈ A×B.

Analogamente, existe um homomorfismo ψ : B ⊗Rop A→ A⊗R B tal que:

ψ(b⊗ a) = a⊗ b ∀ (a, b) ∈ A×B.

Assim, ψ ϕ(a ⊗ b) = a ⊗ b para todo (a, b) ∈ A × B, logo ψ ϕ = 1A⊗RB (pois o conjunto

{a⊗b : (a, b) ∈ A×B} gera A⊗RB como grupo abeliano). Analogamente, ϕ ψ = 1B⊗RopA,

logo ϕ : A×B → B ⊗Rop A é um isomorfismo. QED.

Proposição 2.6.6. Sejam R um anel, A um R-módulo à direita e B um R-módulo à

esquerda. Então, A⊗R R ≃ A e R⊗R B ≃ B.

Demonstração. Seja ϕ : R× B → B dado por (r, b) 7→ rb; por definição, ϕ é R-biaditiva.

Portanto, existe um homomorfismo de grupos ϕ : R⊗R B → B tal que:

ϕ(r ⊗ b) = rb ∀ (r, b) ∈ R×B.

Além disso, ϕ é um isomorfismo pois admite inversa ξ : ϕ : B → R⊗R B dada por

b 7→ 1R ⊗ b. Analogamente, demonstra-se que A⊗R R ≃ A. QED.

Proposição 2.6.7. Sejam R um anel, A,A′ R-módulos à direita, B,B′ R-módulos à

esquerda, f ∈ HomModR(A,A
′) e g ∈ Hom

RMod(B,B
′). Então, existe um único homo-

morfismo f ⊗ g : A⊗R B → A′ ⊗R B
′ tal que:

(f ⊗ g)(a⊗ b) = f(a)⊗ g(b) ∀ (a, b) ∈ A×B.
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Demonstração. Seja ψ : A × B → A′ ⊗R B
′ dada por (a, b) 7→ f(a) ⊗ g(b). Como

f ∈ HomModR(A,A
′), g ∈ Hom

RMod(B,B
′) e A′ ⊗R B

′ é um produto tensorial, então

ψ : A×B → A′ ⊗RB
′ é uma aplicação R-biaditiva. Portanto, pela propriedade universal

de A⊗R B, existe um único homomorfismo f ⊗ g : A⊗R B → A′ ⊗R B
′ tal que:

(f ⊗ g)(a⊗ b) = ψ(a, b) = f(a)⊗ g(b) ∀ (a, b) ∈ A×B.

QED.

Proposição 2.6.8. Sejam R um anel, A1, A2, A3 R-módulos à direita, B1, B2, B3

R-módulos à esquerda, f ∈ HomModR(A1, A2), f ′ ∈ HomModR(A2, A3),

g ∈ Hom
RMod(B1, B2) e g′ ∈ Hom

RMod(B2, B3). Então:

(f ′ ⊗ g′)(f ⊗ g) = (f ′f)⊗ (g′g).

Demonstração. Como {a ⊗ b : (a, b) ∈ A1 × B1} gera A1 ⊗R B1 como grupo abeliano,

então, por definição, segue que (f ′ ⊗ g′)(f ⊗ g) = (f ′f)⊗ (g′g). QED.

Proposição 2.6.9. Sejam R um anel, A,A′ R-módulos à direita, B,B′ R-módulos à

esquerda, f, f ′ ∈ HomModR(A,A
′) e g, g′ ∈ Hom

RMod(B,B
′). Então:

(f + f ′)⊗ g = f ⊗ g + f ′ ⊗ g, f ⊗ (g + g′) = f ⊗ g + f ⊗ g′.

Demonstração. Como {a⊗ b : (a, b) ∈ A×B} gera A⊗R B e:

(a+ a′)⊗ b = a⊗ b+ a′ ⊗ b ∀ a, a′ ∈ A ∀ b ∈ B,

a⊗ (b+ b′) = a⊗ b+ a⊗ b′ ∀ a ∈ A ∀ b, b′ ∈ B.

então, por definição, segue que:

(f + f ′)⊗ g = f ⊗ g + f ′ ⊗ g, f ⊗ (g + g′) = f ⊗ g + f ⊗ g′.
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QED.

Teorema 2.6.10. Sejam R um anel, A um R-módulo à direita e B um R-módulo à

esquerda. Então, existe um funtor covariante aditivo A⊗R : RMod → Ab tal que:

X ∈ Ob(RMod) 7→ A⊗R X ∈ Ob(Ab),

f ∈ Hom
RMod(X, Y ) 7→ 1A ⊗ f ∈ HomAb(A⊗R X,A⊗R Y ).

Além disso, existe um funtor covariante aditivo ⊗RB : ModR → Ab tal que:

X ∈ Ob(ModR) 7→ X ⊗R B ∈ Ob(Ab),

f ∈ HomModR(X, Y ) 7→ f ⊗ 1B ∈ HomAb(X ⊗R B, Y ⊗R B).

Demonstração. Segue das Proposições 2.6.7 e 2.6.8 que A⊗R e ⊗RB são funtores covari-

antes, e segue da Proposição 2.6.9 que esses funtores são aditivos. QED.

Conforme demonstrado a seguir, se A e B são bimódulos, os funtores A⊗ e

⊗B tomam valores na categoria dos módulos.

Teorema 2.6.11. Sejam R, S anéis. Então:

1. Se SAR e RB, defina λs : A→ A dada por a 7→ sa para todo s ∈ S; então, A⊗R B

é um S-módulo à esquerda munido da aplicação · : S × (A ⊗R B) → A ⊗R B dada

por:

(s, t) 7→ (λs ⊗ 1B)(t);

2. Se AR e RBS, defina µs : B → B dada por b 7→ bs para todo s ∈ S; então, A⊗R B

é um S-módulo à direita munido da aplicação · : (A⊗RB)×S → A⊗RB dada por:

(t, s) 7→ (1A ⊗ µs)(t).

Demonstração.
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1. Como B é um (R, S)-bimódulo, então λs : A→ A é um R-homomorfismo para todo

s ∈ S. Portanto, pela Proposição 2.6.7, segue que λs ⊗ 1B : A ⊗R B → A ⊗R B

é um homomorfismo de grupos para todo s ∈ S. Logo, A ⊗R B é um S-módulo à

esquerda munido da aplicação ·.

2. A demonstração é análoga à do item 1.

QED.

Corolário 2.6.12. Sejam R, S anéis, A um (S,R)-bimódulo e B um (R, S)-bimódulo.

Então:

1. A⊗R : RMod → SMod;

2. ⊗RB : ModR → ModS.

Demonstração. Pelo Teorema 2.6.11, o funtor produto tensorial mapeia módulos em mó-

dulos. Além disso, pela Proposição 2.6.8 e pelo Teorema 2.6.11, segue que o funtor produto

tensorial mapeia homomorfismos de módulos em homomorfismos de módulos. QED.

Teorema 2.6.13. Sejam A ∈ ModR, B ∈ RMod, (Xj)j∈J uma família de objetos de

RMod e (Yj)j∈J uma família de objetos de ModR. Então, existem homomorfismos de

grupos abelianos dados por:

θ : A⊗R

(∐
j∈J

Xj

)
→
∐
j∈J

(A⊗R Xj)

∣∣∣∣ a⊗ (xj)j∈J 7→ (a⊗ xj)j∈J ,

η :

(∐
j∈J

Yj

)
⊗R B →

∐
j∈J

(Yj ⊗R B)

∣∣∣∣ (yj)j∈J ⊗ b 7→ (yj ⊗ b)j∈J .

Além disso, esses mapas são isomorfismos de grupos abelianos.

Demonstração. Como o mapa

φ : A×

(∐
j∈J

Xj

)
→
∐
j∈J

(A⊗R Xj)

∣∣∣∣ (a, (xj)j∈J) 7→ (a⊗ xj)j∈J
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é R-biaditivo, então, pela propriedade universal do produto tensorial, existe um único

homomorfismo de grupos θ tal que

θ : A⊗R

(∐
j∈J

Xj

)
→
∐
j∈J

(A⊗R Xj)

∣∣∣∣ a⊗ (xj)j∈J 7→ (a⊗ xj)j∈J .

Seja λk : Xk →
∐

j∈J Xj a k-ésima injeção para todo k ∈ J . Como o mapa

ψk : A×Xk → A⊗R

(∐
j∈J

Xj

) ∣∣∣∣ (a, x) 7→ a⊗ λk(x)

é R-biaditivo para todo k ∈ J , então, pela propriedade universal do produto tensorial,

existe, para todo k ∈ J , um único homomorfismo de grupos ψk tal que

ψk : A⊗R Xk → A⊗R

(∐
j∈J

Xj

) ∣∣∣∣ a⊗ x 7→ a⊗ λk(x).

Seja ik : A⊗RXk →
∐

j∈J(A⊗RXj) a k-ésima injeção para todo k ∈ J . Pela propriedade

universal do coproduto, existe único homomorfismo ψ :
∐

j∈J(A⊗RXj) → A⊗R

(∐
j∈J Xj

)
tal que ψj = ψij para todo j ∈ J . Logo:

ψ :
∐
j∈J

(A⊗R Xj) → A⊗R

(∐
j∈J

Xj

) ∣∣∣∣ (a⊗ xj)j∈J 7→ a⊗ (xj)j∈J .

Defina

ϕ : A×

(∐
j∈J

Xj

)
→ A⊗R

(∐
j∈J

Xj

) ∣∣∣∣ (a, (xj)j∈J) 7→ a⊗R (xj)j∈J .
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Por definição de θ e ψ, o diagrama

∐
j∈J(A⊗R Xj)

∐
j∈J(A⊗R Xj)

A⊗R Xk

id

θψ

ik
ik

comuta para todo k ∈ J ; logo, pela propriedade universal do coproduto, segue que θϕ = id.

Além disso, o diagrama

A×
(∐

j∈J Xj

)
A⊗R

(∐
j∈J Xj

)

A⊗R

(∐
j∈J Xj

)ϕ

ϕ

ψθid

comuta; logo, pela propriedade universal do produto tensorial, segue que ϕθ = id. Por-

tanto, θ é um isomorfismo de grupos. Analogamente, demonstra-se que η é um isomorfismo

de grupos. QED.

Proposição 2.6.14. Suponha que R é finitamente gerado como grupo abeliano. Sejam

A um R-módulo à direita finitamente gerado e B um R-módulo à esquerda finitamente

gerado. Então, A⊗R B é um grupo abeliano finitamente gerado.

Demonstração. Suponha que R é gerado por {r1, ..., rp} como grupo abeliano, que A é

gerado por {a1, ..., an} como R-módulo e que B é gerado por {b1, ..., bm} como

R-módulo. Seja G := {ai ⊗ (rkbj) : k ∈ {1, ..., p}, i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ...,m}}. Como

{a ⊗ b : a ∈ A, b ∈ B} gera A ⊗R B como grupo abeliano, então G gera A ⊗R B como

grupo abeliano, logo A⊗R B é um grupo abeliano finitamente gerado. QED.
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2.7 Transformações naturais e funtores adjuntos

Nesta seção, serão introduzidos os conceitos de transformação natural e par

adjunto de funtores, e será demonstrado que os funtores produto tensorial e Hom formam

um par adjunto.

Por toda a seção, todos os funtores considerados serão covariantes (por dua-

lidade, todas as definições e resultados apresentados podem ser estendidos para funtores

contravariantes).

Definição 2.7.1. Sejam C,D categorias e F,G : C → D funtores covariantes. Uma

transformação natural α : F → G é uma família (αX)X∈Ob(C) (em que, para todo

X ∈ Ob(C), αX ∈ HomD(FX,GX)) tal que:

αY (Ff) = (Gf)αX ∀ X, Y ∈ Ob(C) ∀ f ∈ HomC(X, Y ).

Equivalentemente, o seguinte diagrama comuta:

FX FY

GX GY

Ff

αX αY

Gf

Uma transformação natural α = (αX)X∈Ob(C) é dita um isomorfismo natural se αX é

um isomorfismo em D para todo objeto X de C; nesse caso, F e G são ditos naturalmente

isomorfos e denota-se F ≃ G.

Definição 2.7.2. Sejam C,D categorias e F : C → D e G : D → C funtores covariantes.

Uma adjunção entre F e G é uma família (τX,Y )X∈Ob(C),Y ∈Ob(D) (em que, para todo

X ∈ Ob(C) e para todo Y ∈ Ob(D), τX,Y : HomD(FX, Y ) → HomC(X,GY ) é bijeção)

tal que:

1. τX,Y (Ff)∗ = f ∗τX′,Y ∀ X,X ′ ∈ Ob(C) ∀ Y ∈ Ob(D) ∀ f ∈ HomC(X,X
′);
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2. τX,Y ′g∗ = (Gg)∗τX,Y ∀ X ∈ Ob(C) ∀ Y, Y ′ ∈ Ob(D) ∀ g ∈ HomC(Y, Y
′).

Equivalentemente, os seguintes diagramas comutam:

HomD(FX, Y ) HomD(FX
′, Y )

HomC(X,GY ) HomC(X
′, GY )

(Ff)∗

τX,Y τX′,Y

f∗

HomD(FX, Y ) HomD(FX, Y
′)

HomC(X,GY ) HomC(X,GY
′)

g∗

τX,Y τX,Y ′

(Gg)∗

Se existe uma adjunção entre F e G, então (F,G) é dito um par adjunto de funtores,

F é dito um funtor adjunto à esquerda de G e G é dito um funtor adjunto à direita

de F .

Teorema 2.7.3. Sejam R e S anéis. Dados RA, SBR, SC, A′
R, RB

′
S, C ′

S, existem iso-

morfismos de grupos

τ : Hom
SMod(B ⊗R A,C) → Hom

RMod(A,HomSMod(B,C)),

τ ′ : HomModS(A
′ ⊗R B

′, C ′) → HomModR(A
′, HomModS(B

′, C ′)).

Demonstração. Pela Proposição 2.6.12, o grupo abeliano Hom
SMod(B⊗RA,C) está bem

definido; pela Proposição 2.5.6, o grupo abeliano Hom
RMod(A,HomSMod(B,C)) está

bem definido. Defina

τ : Hom
SMod(B ⊗R A,C) → Hom

RMod(A,HomSMod(B,C)) | f 7→ τ(f),

τ(f) : A→ Hom
SMod(B,C) | a 7→ τ(f)(a),
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τ(f)(a) : B → C | b 7→ f(b⊗ a).

Segue da definição que os mapas τ(f)(a) e τ(f) são homomorfismos de módulos (para

todo a ∈ A e para todo f ∈ Hom
SMod(B ⊗R A,C)), e que τ é um homomorfismo de

grupos. Dado g ∈ Hom
RMod(A,HomSMod(B,C)), o mapa

g′ : B × A→ C | (b, a) 7→ g(a)(b)

é R-biaditivo; logo, pela propriedade universal do produto tensorial, existe um único

g ∈ Hom
SMod(B ⊗R A,C) tal que

g : B ⊗R A→ C | b⊗ a 7→ g(a)(b).

Defina

η : Hom
RMod(A,HomSMod(B,C)) → Hom

SMod(B ⊗R A,C) | g 7→ g.

Por definição, η é um homomorfismo de grupos, τη = id e ητ = id. Portanto, τ é

um isomorfismo de grupos. Analogamente, demonstra-se que τ ′ é um isomorfismo de

grupos. QED.

Corolário 2.7.4. Sejam R, S anéis, B um (S,R)-bimódulo e B′ um (R, S) bimódulo.

Então, (B⊗R, HomSMod(B,−)) e (⊗RB
′, HomModS(B

′,−)) são pares adjuntos de fun-

tores.

Demonstração. Segue do Teorema 2.7.3. QED.

2.8 Sequências e funtores exatos

Nesta seção, serão apresentados os conceitos de sequências exatas e funtores

exatos, e serão demonstradas as propriedades dos funtores Hom e produto tensorial com

respeito a essas construções.

Por toda a seção, todos os funtores considerados serão aditivos.
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Definição 2.8.1. Seja C uma categoria. Uma sequência de morfismos em C é uma

família (ϕn)n∈Z, em que ϕn ∈ HomC(Xn, Xn−1) para todo n ∈ Z e (Xn)n∈Z é uma família

de objetos de C; nesse caso, (ϕn)n∈Z é representada da seguinte forma:

... Xn+1 Xn Xn−1 ...
ϕn+2 ϕn+1 ϕn ϕn−1

.

Definição 2.8.2. Sejam R um anel e C ∈ {Grp, RMod,ModR}. Uma sequência de

morfismos em C dada por

... Xn+1 Xn Xn−1 ...
ϕn+2 ϕn+1 ϕn ϕn−1

é dita exata se im(ϕn+1) = ker(ϕn) para todo n ∈ Z.

Lema 2.8.3. Seja

A B C 0
f g

uma sequência exata. Então, C ≃ coker(f).

Demonstração. Pela exatidão da sequência, segue que im(g) = C e im(f) = ker(g), logo

B/im(f) = B/ker(g). Como coker(f) := B/im(f) = B/ker(g), B/ker(g) ≃ im(g) (pelo

Teorema 2.1.16) e im(g) = C, então C ≃ coker(f). QED.

Definição 2.8.4. Sejam R, S anéis, C,D ∈ {Grp, RMod,ModR, SMod,ModS} e

F : C → D um funtor covariante. Então, F é dito:

1. exato à esquerda se, para toda sequência exata em C da forma

0 A B C
f g

,

a seguinte sequência for exata em D:

0 FA FB FC
Ff Fg

;



59

2. exato à direita se, para toda sequência exata em C da forma

A B C 0
f g

,

a seguinte sequência for exata em D:

FA FB FC 0
Ff Fg

.

Definição 2.8.5. Sejam R, S anéis, C,D ∈ {Grp, RMod,ModR, SMod,ModS} e

F : C → D um funtor contravariante. Então, F é dito:

1. exato à esquerda se, para toda sequência exata em C da forma

A B C 0
f g

,

a seguinte sequência for exata em D:

0 FC FB FA
Fg Ff

;

2. exato à direita se, para toda sequência exata em C da forma

0 A B C
f g

,

a seguinte sequência for exata em D:

FC FB FA 0
Fg Ff

.

Definição 2.8.6. Sejam R, S anéis, C,D ∈ {Grp, RMod,ModR, SMod,ModS} e

F : C → D um funtor (de qualquer variância). Então, F é dito exato se F é exato à

esquerda e exato à direita.
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Proposição 2.8.7. Sejam R, S anéis, C,D ∈ {Grp, RMod,ModR, SMod,ModS} e

F : C → D um funtor. Então:

1. Se F é covariante e exato à esquerda, então F é exato se, e somente se, F mapeia

homomorfismos sobrejetivos em homomorfismos sobrejetivos;

2. Se F é covariante e exato à direita, então F é exato se, e somente se, F mapeia

homomorfismos injetivos em homomorfismos injetivos;

3. Se F é contravariante e exato à esquerda, então F é exato se, e somente se, F

mapeia homomorfismos injetivos em homomorfismos sobrejetivos;

4. Se F é contravariante e exato à direita, então F é exato se, e somente se, F mapeia

homomorfismos sobrejetivos em homomorfismos injetivos.

Demonstração. Segue das definições de exatidão de funtores. QED.

Teorema 2.8.8. Sejam R um anel, C ∈ {Ab, RMod,ModR} e X ∈ Ob(C). Então,

HomC(X,−) e HomC(−, X) são funtores exatos à esquerda.

Demonstração. Seja

0 A B C
f g

uma sequência exata. Logo, ker(f) = 0 e im(f) = ker(g). Assim:

1. Se ψ ∈ ker(f∗), então fψ = 0, logo im(ψ) ⊆ ker(f) = 0, portanto ψ = 0. Assim,

ker(f∗) = 0.

2. Seja ϕ ∈ ker(g∗). Assim, gϕ = 0, logo im(ϕ) ⊆ ker(g) = im(f), portanto

im(ϕ) ⊆ im(f). Como ker(f) = 0, então f é injetiva, logo existe h ∈ HomC(im(f), A)

tal que fh = 1im(f). Como im(ϕ) ⊆ im(f) e hf = 1A, então

f∗(hϕ) = f(hϕ) = (fh)ϕ = ϕ, logo ϕ ∈ im(f∗). Assim, ker(g∗) ⊆ im(f∗).

3. Seja β ∈ im(f∗). Logo, existe α ∈ HomC(X,A) tal que β = f∗(α) = fα. Portanto,

g∗(β) = gβ = g(fα) = (gf)α. Como im(f) = ker(g), então gf = 0, logo

g∗(β) = (gf)α = 0, portanto β ∈ ker(g∗). Assim, im(f∗) ⊆ ker(g∗).
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Portanto, a sequência

0 HomC(X,A) HomC(X,B) HomC(X,C)
f∗ g∗

é exata. Logo, HomC(X,−) é um funtor exato à esquerda. Analogamente, demonstra-se

que HomC(−, X) é um funtor exato à esquerda. QED.

Proposição 2.8.9. Sejam R um anel, C ∈ {Ab, RMod,ModR} e

A B C 0
f g

uma sequência em C tal que, para todo X ∈ Ob(C), a sequência

0 HomC(C,X) HomC(B,X) HomC(A,X)
g∗ f∗

é exata. Então, a primeira sequência é exata.

Demonstração. A demonstração é análoga à do Teorema 2.8.8. QED.

Um resultado análogo pode ser enunciado para o funtor Hom(X,−).

Teorema 2.8.10. Sejam R, S anéis, C,D ∈ {Ab, RMod,ModR, SMod,ModS},

F : C → D e G : D → C funtores covariantes tais que (F,G) é um par adjunto. Então, F

é exato à direita e G é exato à esquerda.

Demonstração. Seja

A B C 0
f g

uma sequência exata em C. Seja (τX,Y ) uma adjunção entre F e G.
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Por definição, o seguinte diagrama comuta (para todo Y ∈ Ob(D)):

0 HomD(FC, Y ) HomD(FB, Y ) HomD(FA, Y )

0 HomC(C,GY ) HomC(B,GY ) HomC(A,GY )

(Fg)∗

τC,Y

(Ff)∗

τB,Y τA,Y

g∗ f∗

Como HomC(, GY ) é um funtor exato à esquerda (pelo Teorema 2.8.8), então a linha

inferior do diagrama é uma sequência exata; como (τX,Y ) é uma família de isomorfismos,

então, pela comutatividade do diagrama, segue que a linha superior do diagrama também

é uma sequência exata (para todo Y ∈ Ob(D)). Logo, pela Proposição 2.8.9, a sequência

FA FB FC 0
Ff Fg

é exata. Portanto, F é um funtor exato à direita. Analogamente, demonstra-se que G é

um funtor exato à esquerda. QED.

Um resultado dual pode ser enunciado para funtores contravariantes.

Teorema 2.8.11. Sejam R um anel, A um R-módulo à direita e B um R-módulo à

esquerda. Então, os funtores A⊗R e ⊗RB são exatos à direita.

Demonstração. Segue do Corolário 2.7.4 e do Teorema 2.8.10 (considerando A como um

(Z, R)-bimódulo e B como um (R,Z)-bimódulo). QED.

Em geral, o funtor Hom pode não ser exato à direita, e o funtor produto

tensorial pode não ser exato à esquerda, conforme ilustram os exemplos a seguir.

Exemplo 2.8.12. Seja p : Z → Z/2Z dado por z 7→ z + 2Z. Por definição, p é um

homomorfismo sobrejetivo. Considere p∗ : HomAb(Z/2Z,Z) → HomAb(Z/2Z,Z/2Z).

Seja ϕ ∈ HomAb(Z/2Z,Z). Então:

2ϕ(1Z/2Z) = ϕ(2 · 1Z/2Z) = ϕ(0Z/2Z) = 0Z.
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Logo, ϕ(1Z/2Z) = 0Z, o que implica que ϕ = 0. Logo:

HomAb(Z/2Z,Z) = {0}.

Por outro lado, tem-se que:

HomAb(Z/2Z,Z/2Z) = {0, 1Z/2Z}.

Assim, p∗ não é sobrejetiva, logo o funtor HomAb(Z/2Z,−) não é exato à direita.

Exemplo 2.8.13. Seja i : Z → Z dado por z 7→ 2z. Por definição, i é um homomorfismo

injetivo. Considere i⊗ 1Z/2Z : Z⊗Z (Z/2Z) → Z⊗Z (Z/2Z). Então:

(i⊗1Z/2Z)(u⊗v) = i(u)⊗1Z/2Z(v) = (2u)⊗v = u⊗(2v) = u⊗0 = 0 ∀ (u, v) ∈ Z×(Z/2Z).

Portanto, im(i⊗ 1Z/2Z) = 0. Por outro lado, pela Proposição 2.6.6, segue que:

Z⊗Z (Z/2Z) ≃ Z/2Z.

Assim, i⊗ 1Z/2Z não é injetiva, logo o funtor ⊗Z(Z/2Z) não é exato à esquerda.
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3 Resoluções e módulos

Neste capítulo, serão estudados as resoluções e módulos livres, projetivos, in-

jetivos e planos, bem como a sua relação com sequências exatas e com os funtores Hom

e produto tensorial.

Ao longo de todo o capítulo (salvo menção do contrário), R denotará um

anel arbitrário e todos os módulos considerados serão R-módulos à esquerda (todos os

resultados e definições são análogos para R-módulos à direita). Além disso, todos os

funtores considerados serão aditivos.

3.1 Resoluções e módulos livres

Nesta seção, serão definidos os conceitos de módulo livre e resolução livre, e

será demonstrado que todo módulo possui uma resolução livre.

Definição 3.1.1. Um R-módulo F é dito livre se existe um conjunto J tal que

F ≃
∐

j∈J R. Se (xj)j∈J é uma família de elementos de F tal que F =
∐

j∈J Rxj e

Rxj ≃ R para todo j ∈ J , então (xj)j∈J é dita uma base de F .

Definição 3.1.2. Seja A um módulo. Uma resolução livre para A é uma sequência

exata da forma

... F2 F1 F0 A 0
d2 d1 p

,

em que Fn é um módulo livre para todo n ∈ N.

Proposição 3.1.3. Seja X um conjunto. Então, existe um módulo livre F com base X.

Demonstração. Fixe x ∈ X. Seja Rx um conjunto tal que x ∈ R e existe uma bijeção

ϕx : Rx → R tal que ϕx(x) = 1R. Então, Rx é um R-módulo munido das operações + e ·

definidas de modo que a+ b := ϕ−1
x (ϕx(a) + ϕx(b)) e r · a := ϕ−1

x (rϕx(a)). Com respeito a

essa construção, ϕx é um isomorfismo de módulos, logo Rx ≃ R e Rx = Rx. Portanto,

F :=
∐

x∈X Rx é um módulo livre com base X. QED.
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Proposição 3.1.4. Seja X = (xj)j∈J uma base de um módulo livre F . Então, para todo

módulo B e para toda função f : X → B, existe um único homomorfismo f : F → B tal

que f |X = f .

Demonstração. Seja fj : Rxj → B dada por rxj 7→ rf(xj) para todo j ∈ J . Como

F =
∐

j∈J Rxj (pois F é módulo livre com base X) e fj ∈ Hom
RMod(Rxj, B) para todo

j ∈ J , então, pela propriedade universal do coproduto, existe um único homomorfismo

f : F → B tal que fj = fij para todo j ∈ J (em que ij : Rxj → F é a j-ésima injeção para

todo j ∈ J), ou seja, existe um único homomorfismo f : F → B tal que f = f |X . QED.

Teorema 3.1.5. Seja A um módulo. Então, existem um módulo livre F e um submódulo

S de F tais que A ≃ F/S.

Demonstração. Pelo Teorema 3.1.3, existe um módulo livre F com base A. Pelo Teorema

3.1.4, existe um homomorfismo p : F → A tal que F (a) = a para todo a ∈ A. Em

particular, im(p) = A. Definindo S := ker(p), segue que A ≃ F/S (pelo Teorema

2.1.16). QED.

Corolário 3.1.6. Seja A um módulo. Então, existem um módulo livre F , um módulo S

e homomorfismos i : S → F e p : F → A tais que a seguinte sequência é exata:

0 S F A 0i p
.

Demonstração. Defina F , S e p como no Teorema 3.1.5. Seja i : S → F a inclusão. Assim,

ker(i) = 0, ker(p) = S = im(i) e im(p) = A, logo a sequência anterior é exata. QED.

Teorema 3.1.7. Seja A um módulo. Então, A admite uma resolução livre.

Demonstração. Pelo Corolário 3.1.6, existe uma sequência exata

0 S0 F0 A 0
i0 p

em que F0 é livre. Defina S−1 := A e p0 = p. Aplicando indutivamente o Corolário 3.1.6,
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segue que, para todo n ∈ N, existe uma sequência exata

0 Sn Fn Sn−1 0
in pn

,

em que Fn é livre. Portanto, in é injetiva, ker(pn) = im(in) e pn é sobrejetiva para todo

n ∈ N. Defina dn = inpn+1 para todo n ∈ N. Assim, para todo n ∈ N, vale que:

ker(dn) = ker(inpn+1)

= ker(pn+1) (pois in é injetiva)

= im(in+1)

= im(in+1pn+2) (pois pn+2 é sobrejetiva)

= im(dn+1).

Portanto, a sequência

... F2 F1 F0 A 0
d2 d1 p

é uma resolução livre para A. QED.

3.2 Resoluções e módulos projetivos

Nesta seção, serão apresentados os conceitos de módulo projetivo e resolução

projetiva, e serão demonstradas algumas de suas propriedades.

Definição 3.2.1. Seja P um módulo. Então, P é dito projetivo se, para quaisquer mó-

dulos B e C, para todo homomorfismo α : P → C e para todo homomorfismo sobrejetivo

β : B → C, existe um homomorfismo γ : P → B tal que α = βγ. Equivalentemente, o

seguinte diagrama comuta:
P

B C

γ
α

β
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Definição 3.2.2. Seja A um módulo. Uma resolução projetiva para A é uma sequência

exata da forma

... P2 P1 P0 A 0
d2 d1 p

,

em que Pn é um módulo projetivo para todo n ∈ N.

Teorema 3.2.3. Seja X um módulo. Então, o módulo X é projetivo se, e somente se, o

funtor Hom
RMod(X,−) é exato.

Demonstração.

1. Suponha que o módulo X é projetivo. Sejam B,C módulos e g : B → C um

homomorfismo sobrejetivo. Como g é sobrejetiva e X é projetivo, então, para

todo α ∈ Hom
RMod(X,C), existe γ ∈ Hom

RMod(X,B) tal que α = gγ, ou seja,

α = g∗(γ); logo, g∗ é sobrejetiva. Como Hom
RMod(X,−) é exato à esquerda (pelo

Teorema 2.8.8) e mapeia homomorfismos sobrejetivos em homomorfismos sobreje-

tivos, então Hom
RMod(X,−) é exato (pela Proposição 2.8.7).

2. Suponha que o funtor Hom
RMod(X,−) é exato. Sejam B,C módulos, α : X → C

um homomorfismo e β : B → C um homomorfismo sobrejetivo. Como β : B → C

é homomorfismo sobrejetivo e Hom
RMod(X,−) é exato, então o mapa

β∗ : HomRMod(X,B) → Hom
RMod(X,C)

é sobrejetivo, logo existe γ ∈ Hom
RMod(X,B) tal que βγ = α. Portanto, X é

projetivo.

QED.

Teorema 3.2.4. Seja (Aj)j∈J uma família de módulos projetivos. Então,
∐

j∈J Aj é um

módulo projetivo.

Demonstração. Sejam X, Y módulos e f : X → Y um homomorfismo sobrejetivo. Como

(Aj)j∈J é uma família de módulos projetivos, então, pelo Teorema 3.2.3, Hom
RMod(Aj,−)
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é exato para todo j ∈ J , logo o mapa

fj := Hom
RMod(Aj,−)(f) : Hom

RMod(Aj, X) → Hom
RMod(Aj, Y )

é sobrejetivo para todo j ∈ J . Assim, pela Proposição 2.3.7,
∏

j∈J fj é sobrejetiva. Defina

θZ : Hom
RMod

(∐
j∈J

Aj, Z

)
→
∏
j∈J

Hom
RMod(Aj, Z)

∣∣∣∣ ϕ 7→ (ϕij)j∈J

para todo módulo Z, em que ik : Ak →
∐

j∈J Aj é a k-ésima injeção. Seja

f∗ := Hom
RMod(

∐
j∈J

Aj,−)(f).

Como θ é isomorfismo para todo módulo Z (pelo Teorema 2.5.8) e f∗ = θ−1
Y (
∏

j∈J fj)θX ,

então f∗ é sobrejetiva. Como Hom
RMod(

∐
j∈J Aj,−) é um funtor exato à esquerda (pelo

Teorema 2.8.8) e que mapeia morfismos sobrejetivos em morfismos sobrejetivos, então,

pela Proposição 2.8.7, Hom
RMod(

∐
j∈J Aj,−) é exato, logo

∐
j∈J Aj é projetivo (pelo

Teorema 3.2.3). QED.

Teorema 3.2.5. Seja A um módulo. Então, A é projetivo se, e somente se, A é um

somando direto de um módulo livre. Em particular, todo módulo livre é projetivo, e todo

somando direto de um módulo projetivo é projetivo.

Demonstração.

1. Suponha que A é projetivo. Pelo Corolário 3.1.6, existem um módulo livre F e um

homomorfismo sobrejetivo p : F → A. Como A é projetivo e p : F → A é um

homomorfismo sobrejetivo, existe um homomorfismo γ : P → F tal que pγ = 1P ;

em particular, γ é injetivo. Logo, pelo Lema 2.3.10, A é um somando direto de F .

2. Suponha que A é um somando direto de um módulo livre F . Seja S um módulo tal

que F = i(A) ⊕ j(S) munido das injeções canônicas i : A → F e j : S → F ; seja

X uma base de F tal que X ⊆ i(A) ∪ j(S). Sejam B,C módulos, α : A → C um
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homomorfismo e β : B → C um homomorfismo sobrejetivo. Como β : B → C é

sobrejetivo, existe uma função Γ : V → B tal que βΓ = α|V (em que

V := i−1(X ∩ i(A))). Defina

g : X → B

∣∣∣∣ x 7→

Γ(i−1(x)), se x ∈ X ∩ i(A)

0, se x ∈ X ∩ j(S)
.

Como F é um módulo livre com base X, então, pela Proposição 3.1.4, existe um

homomorfismo G : F → B tal que G|X = g. Além disso, pela propriedade universal

do coproduto, existe um homomorfismo a : F → C tal que α = ai e 0 = aj. Como

βG, a ∈ Hom
RMod(F,C) e (βG)|X = a|X (por definição), então, pela Proposição

3.1.4, βG = a. Defina γ = Gi. Assim, βGi = ai, logo βγ = α. Portanto, A é

projetivo.

QED.

Corolário 3.2.6. Seja A um módulo. Então, A admite resolução projetiva.

Demonstração. Segue do Teorema 3.1.7 e do Teorema 3.2.5. QED.

3.3 Resoluções e módulos injetivos

Nesta seção, serão apresentados os conceitos de módulo injetivo e resolução

injetiva, e serão demonstradas algumas de suas propriedades.

Definição 3.3.1. Seja E um módulo. Então, E é dito injetivo se, para quaisquer mó-

dulos B e C, para todo homomorfismo α : B → E e para todo homomorfismo injetivo

β : B → C, existe um homomorfismo γ : C → E tal que α = γβ. Equivalentemente, o

seguinte diagrama comuta:
E

B C
β

α
γ

Os conceitos de módulo projetivo e injetivo são duais.
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Definição 3.3.2. Seja A um módulo. Uma resolução injetiva para A é uma sequência

exata da forma

0 A E0 E−1 E−2 ...i d0 d−1
,

em que En é um módulo injetivo para todo n ∈ N.

Teorema 3.3.3. Seja X um módulo. Então, o módulo X é injetivo se, e somente se, o

funtor Hom
RMod(−, X) é exato.

Demonstração. A demonstração é dual à do Teorema 3.2.3. QED.

Teorema 3.3.4. Seja (Aj)j∈J uma família de módulos injetivos. Então,
∏

j∈J Aj é um

módulo injetivo.

Demonstração. A demonstração é dual à do Teorema 3.2.4 (usando o Teorema 3.3.3 em

vez do Teorema 3.2.3 e usando o Teorema 2.5.7 em vez do Teorema 2.5.8). QED.

Teorema 3.3.5. Seja X um módulo. Então, X é injetivo se, e somente se, para todo

ideal à esquerda I de R e para todo homomorfismo g : I → X, existe um homomorfismo

G : R → X tal que G|I = g.

Demonstração.

1. Suponha que X é injetivo. Então, por definição, para todo ideal à esquerda I de R

e para todo homomorfismo g : I → X, existe um homomorfismo G : R → X tal que

G|I = g (considerando R como um R-módulo à esquerda e I como um submódulo

de R).

2. Suponha que para todo ideal à esquerda I de R e para todo homomorfismo

g : I → X, existe um homomorfismo G : R → X tal que G|I = g. Sejam A,B

módulos, f : A → X um homomorfismo e i : A → B um homomorfismo injetivo.

Defina Σ como o conjunto dos pares (B′, f ′), em que B′ é um submódulo de B tal

que i(A) ⊆ B′ e f ′ : B′ → X é um homomorfismo tal que f ′i = f . Seja ≤ uma
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relação binária em Σ dada por (B′, f ′) ≤ (B′′, f ′′) se B′ ⊂ B′′ e f ′′|B′ = f ′. Então,

Σ ̸= ∅ (pois (i(A), fi−1) ∈ Σ) e (Σ,≤) é um conjunto parcialmente ordenado. Seja

Γ uma cadeia em (Σ,≤). Defina S como o submódulo de B gerado por ∪(B′,f ′)∈ΓB
′

e defina ϕ : S → X tal que ϕ(x) = f ′(x), em que (B′, f ′) ∈ Γ é tal que x ∈ B′;

por definição de Σ, ϕ está bem definida e é um homomorfismo, e (S, ϕ) é uma cota

superior para Γ em Σ. Como Σ ̸= ∅ e (Σ,≤) é um conjunto parcialmente ordenado

em que toda cadeia possui cota superior, então, pelo Lema de Zorn, Σ admite um

elemento maximal (M,γ). Sejam b ∈ B e I = {r ∈ R : rb ∈ M}; por definição, I é

um ideal à esquerda de R. Defina g : I → X dada por r 7→ γ(rb). Como g : I → X

é um homomorfismo, então, por hipótese, existe um homomorfismo G : R → X tal

que G|I = g. Defina M ′ =M +Rb e γ′ :M ′ → X dada por:

m+ rb 7→ γ(m) +G(r).

Se m1,m2 ∈M e r1, r2 ∈ R são tais que m1 + r1b = m2 + r2b, então

(r2 − r1)b = m1 −m2 ∈M , logo G(r2 − r1) = γ((r2 − r1)b) = γ(m1 −m2), portanto

G(r2) − G(r1) = γ(m1) − γ(m2), ou seja, γ(m1) + G(r1) = γ(m2) + G(r2). Assim,

γ′ está bem definida; além disso, por definição, γ′ é um homomorfismo e γ′|M = γ.

Logo, (M ′, γ′) ∈ Σ e (M,γ) ≤ (M ′, γ′); como (M,γ) é elemento maximal de Σ,

então M = M ′ = M + Rb, portanto b ∈ M . Como M ⊆ B e b ∈ M para todo

b ∈ B, então M = B. Assim, γ : B → X é um homomorfismo tal que γi = f .

Portanto, X é injetivo.

QED.

Definição 3.3.6. Defina R∗ := {r ∈ R : sr ̸= 0 ∀ s ∈ R\{0}}. Um módulo A é dito

divisível se, para todo (r, a) ∈ R∗ × A, existe a′ ∈ A tal que ra′ = a.

Proposição 3.3.7. Sejam A um módulo divisível e B um submódulo de A. Então, A/B

é um módulo divisível.

Demonstração. Sejam a + B ∈ A/B e r ∈ R∗. Como A é divisível, existe a′ ∈ A tal que

a = ra′, logo a+B = r(a′ +B). Assim, A/B é divisível. QED.
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Proposição 3.3.8. Seja (Aj)j∈J uma família de módulos divisíveis. Então, A :=
∐

j∈J Aj

é um módulo divisível.

Demonstração. Fixe r ∈ R∗. Como (Aj)j∈J é uma família de módulos divisíveis, então os

mapas r1Aj são homomorfismos sobrejetivos para todo j ∈ J . Pela Proposição 2.3.8, segue

que
∐

j∈J(r1Aj) = r
(∐

j∈J 1Aj

)
= r1A e

∐
j∈J(r1Aj) é sobrejetivo, logo r1A é sobrejetivo.

Assim, dado a ∈ A, existe a′ ∈ A tal que ra′ = a; logo, A é divisível. QED.

Teorema 3.3.9. Seja A um módulo injetivo. Então, A é divisível.

Demonstração. Sejam a ∈ A e r0 ∈ R∗. Defina g : Rr0 → A dada por rr0 7→ ra; como

r0 ∈ R∗, g está bem definida e é um homomorfismo. Como A é injetivo, então, pelo

Teorema 3.3.5, existe um homomorfismo G : R → A tal que G|Rr = g. Em particular,

a = g(r0) = G(r0) = r0G(1R). Portanto, A é divisível. QED.

Teorema 3.3.10. Sejam D um domínio principal e A um D-módulo à esquerda divisível.

Então, A é injetivo.

Demonstração. Sejam I um ideal à esquerda de D e g : I → A um homomorfismo.

Como D é domínio principal, então D∗ = D\{0} e existe d ∈ D tal que I = Rd.

Se d = 0, então 0 : R → A é uma extensão de g; caso contrário, d ∈ D∗. Assim,

suponha que d ∈ D∗. Como D é divisível, existe a ∈ A tal que da = g(d). Defina

G : R → A | r 7→ ra. Por definição, G é um homomorfismo e G|I = g. Logo, pelo

Teorema 3.3.5, A é injetivo. QED.

Lema 3.3.11. Seja G um Z-módulo à esquerda. Então, existem um Z-módulo à esquerda

injetivo E e um Z-homomorfismo injetivo i : G→ E.

Demonstração. Pelo Teorema 3.1.5, existem um módulo livre F =
∐

j∈J Z, um submódulo

S de F e um isomorfismo ϕ : G → F/S. Seja λ : Z → Q a inclusão canônica; pela

Proposição 2.3.8, existe um homomorfismo injetivo
∐

j∈J λ :
∐

j∈J Z →
∐

j∈J Q. Defina

E =
(∐

j∈J Q
)
/S; como Q é um Z-módulo divisível, então E é um Z-módulo divisível

(pelas Proposições 3.3.7 e 3.3.8). Como E é um Z-módulo divisível e Z é um domínio

principal, então, pelo Teorema 3.3.10, E é um Z-módulo injetivo. Defina ϵ : F/S → E
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dada por f + S 7→ (
∐

j∈J λ)(f) + S; ϵ está bem definida e é um homomorfismo injetivo.

Defina i = ϵϕ; logo, i : G→ E é um Z-homomorfismo injetivo. QED.

Proposição 3.3.12. Seja G um Z-módulo divisível. Então, X := HomZMod(R,G) é um

R-módulo à esquerda injetivo.

Demonstração. Considerando R como um (Z, R)-bimódulo, segue que X é um R-módulo

à esquerda (pelo Corolário 2.5.6). Sejam A,B módulos e f : A → B um homomorfismo

injetivo. Considerando R como um (R,Z)-bimódulo, existe uma adjunção (τX,Y ) entre os

funtores R⊗R e HomZMod(R,−) (pelo Corolário 2.7.4). Portanto, o seguinte diagrama

comuta:

Hom
RMod(B,X) Hom

RMod(A,X)

HomZMod(R⊗R B,G) HomZMod(R⊗R A,G)

f∗

(1R⊗f)∗

τB,G τA,G

Como G é um Z-módulo divisível e Z é um domínio principal, então G é um Z-módulo

injetivo (pelo Teorema 3.3.10), logo o funtor HomZMod(−, G) é exato (pelo Teorema

3.3.3). Como HomZMod(−, G) é exato, f : A → B é um homomorfismo injetivo e

R ⊗R A ≃ A e R ⊗R B ≃ B (pela Proposição 2.6.6), então (1R ⊗ f)∗ é sobrejetiva.

Portanto, como τA,G, τB,G são isomorfismos e o diagrama anterior comuta, f ∗ é sobreje-

tiva. Como Hom
RMod(−, X) é um funtor exato à esquerda (pelo Teorema 2.8.8) e mapeia

homomorfismos injetivos em homomorfismos sobrejetivos, então Hom
RMod(−, X) é exato

(pela Proposição 2.8.7), logo X é um R-módulo injetivo (pelo Teorema 3.3.3). QED.

Teorema 3.3.13. Seja A um R-módulo. Então, existem um R-módulo injetivo E e um

homomorfismo injetivo i : A→ E.

Demonstração. Como A é um Z-módulo à esquerda, existem um Z-módulo à esquerda

divisível G e um Z-homomorfismo injetivo j : A → G (pelo Lema 3.3.11). Dado a ∈ A,

defina fa : R → A | r 7→ ra. Defina i : A → HomZMod(R,G) | a 7→ jfa; por definição,
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i é um R-homomorfismo injetivo. Como G é um Z-módulo à esquerda divisível, então

HomZMod(R,G) é um R-módulo injetivo (pela Proposição 3.3.12). QED.

Corolário 3.3.14. Seja A um módulo. Então, A admite resolução injetiva.

Demonstração. A demonstração é análoga à do Teorema 3.1.7: basta aplicar indutiva-

mente o Teorema 3.3.13. QED.

3.4 Resoluções e módulos planos

Nesta seção, serão definidos os conceitos de módulo plano e resolução plana, e

será demonstrado que todo módulo projetivo é plano.

Definição 3.4.1. Um R-módulo à esquerda B é dito plano se o funtor ⊗RB é exato; um

R-módulo à direita A é dito plano se o funtor A⊗R é exato.

Definição 3.4.2. Seja A um módulo. Uma resolução plana para A é uma sequência

exata da forma

... F2 F1 F0 A 0
d2 d1 p

,

em que Fn é um módulo plano para todo n ∈ N.

Lema 3.4.3. Um anel R (considerado como R-módulo à esquerda ou à direita) é um

R-módulo plano.

Demonstração. Pela Proposição 2.6.6, R ⊗R B ≃ B para todo R-módulo à esquerda B

e A ⊗R R ≃ A para todo R-módulo à direita A; portanto, os funtores R⊗R e ⊗RR são

exatos, logo o anel R, considerado como R-módulo à esquerda ou à direita, é um R-módulo

plano. QED.

Teorema 3.4.4. Seja (Xj)j∈J uma família de R-módulos à esquerda. Então,

X :=
∐

j∈J Xj é módulo plano se, e somente se, Xj é módulo plano para todo j ∈ J .
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Demonstração. Pelo Teorema 2.8.11, ⊗RX é exato à direita. Seja

0 A B C
f g

uma sequência exata de R-módulos à direita. Pelo Teorema 2.6.13, existem isomorfismos

θA, θB, θC tais que o seguinte diagrama comuta:

0 A⊗R

(∐
j∈J Xj

)
B ⊗R

(∐
j∈J Xj

)
C ⊗R

(∐
j∈J Xj

)

0
∐

j∈J(A⊗R Xj)
∐

j∈J(B ⊗R Xj)
∐

j∈J(C ⊗R Xj)

f⊗1X

θA

g⊗1X

θB θC

∐
j∈J (f⊗1Xj )

∐
j∈J (g⊗1Xj )

Logo, a linha superior do diagrama é exata (ou seja, ⊗RX é exato) se, e somente se, a

linha inferior do diagrama é exata. Como ⊗RXj é exato à direita para todo j ∈ J (pelo

Teorema 2.8.11) e
∐

j∈J(f ⊗ 1Xj) é injetiva se, e somente se, f ⊗ 1Xj é injetiva para todo

j ∈ J (pela Proposição 2.3.8), então a linha inferior do diagrama é exata se, e somente

se, ⊗RXj é exato para todo j ∈ J (pela Proposição 2.8.7). Portanto, ⊗RX é exato se,

e somente se, ⊗RXj é exato para todo j ∈ J , ou seja, X é plano se, e somente se, Xj é

plano para todo j ∈ J . QED.

Proposição 3.4.5. Seja P um módulo projetivo. Então, P é plano.

Demonstração. Como P é projetivo, então P é um somando direto de um módulo livre F

(pelo Teorema 3.2.5). Como F é livre, então existe um conjunto J tal que F ≃
∐

j∈J R;

logo, pelo Lema 3.4.3 e pelo Teorema 3.4.4, F é plano. Como F é plano e P é um somando

direto de F , então, pelo Teorema 3.4.4, P é plano. QED.

Corolário 3.4.6. Seja A um módulo. Então, A admite uma resolução plana.

Demonstração. Segue do Corolário 3.2.6 e da Proposição 3.4.5. QED.
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4 Álgebra Homológica

Neste capítulo, serão apresentadas as definições e ferramentas básicas da Ál-

gebra Homológica. Em particular, serão estudados os complexos e morfismos de cadeias,

os funtores de homologia, a relação de homotopia e os funtores Ext e Tor.

Ao longo de todo o capítulo (salvo menção do contrário), R denotará um

anel arbitrário e todos os módulos considerados serão R-módulos à esquerda (todos os

resultados e definições são análogos para R-módulos à direita). Além disso, todos os

funtores considerados serão aditivos.

4.1 Complexos de cadeias e funtores de homologia

Nesta seção, serão apresentados os conceitos de complexos de cadeias, mor-

fismos de cadeias e funtores de homologia, e serão demonstradas algumas de suas pro-

priedades.

Definição 4.1.1. Seja C ∈ {Ab, RMod,ModR}. Uma sequência de morfismos em C dada

por

(X, d) : ... Xn+1 Xn Xn−1 ...
dn+2 dn+1 dn dn−1

é dita um complexo (de cadeias) se im(dn+1) ⊆ ker(dn) para todo n ∈ Z (ou, equi-

valentemente, se dndn+1 = 0 para todo n ∈ Z). Os morfismos dn são denominados

diferenciais. A sequência (X, d) é também denotada por X ou d.

Em particular, toda sequência exata em C é um complexo de cadeias.

Definição 4.1.2. Dados (X, f) e (Y, g) complexos em C ∈ {Ab, RMod,ModR}, um

morfismo de cadeias ϕ : f → g é uma família ϕ = (ϕn)n∈Z, em que ϕn ∈ HomC(Xn, Yn)

para todo n ∈ Z, tal que ϕn−1fn = gnϕn para todo n ∈ Z. Equivalentemente, o seguinte
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diagrama comuta:

... Xn+1 Xn Xn−1 ...

... Yn+1 Yn Yn−1 ...

fn+2

ϕn+1

fn+1 fn

ϕn ϕn−1

fn−1

gn+2 gn+1 gn gn−1

Proposição 4.1.3. Dada C ∈ {Ab, RMod,ModR}, existe uma categoria pré-aditiva

C − Comp cujos objetos são os complexos em C e cujos morfismos são os morfismos

de cadeias (dados morfismos (ϕn)n∈Z, (ψn)n∈Z, definem-se (ϕn)n∈Z(ψn)n∈Z := (ϕnψn)n∈Z e

(ϕn)n∈Z + (ψn)n∈Z := (ϕn + ψn)n∈Z).

Demonstração. Segue das definições de complexos e morfismos de cadeias. QED.

Ao longo do texto, a categoria RMod − Comp será denotada por Comp.

Lema 4.1.4. Um morfismo de cadeias (ϕn)n∈Z é um isomorfismo em Comp se, e somente

se, ϕn é um isomorfismo de módulos para todo n ∈ Z.

Demonstração. Segue da definição de Comp. QED.

Definição 4.1.5. Dado um complexo d em RMod, definem-se:

1. o n-ésimo ciclo de d como Zn(d) := ker(dn);

2. a n-ésima fronteira de d como Bn(d) := im(dn+1);

3. o n-ésimo módulo de homologia de d como Hn(d) := Zn(d)/Bn(d).

Proposição 4.1.6. Dados f, g complexos em RMod e um morfismo de cadeias ϕ : f → g,

o mapa

Hn(ϕ) : Hn(f) → Hn(g) | zn +Bn(f) 7→ ϕn(zn) +Bn(g)

está bem definido e é um homomorfismo de módulos para todo n ∈ Z.

Demonstração. Segue das definições de módulo de homologia e morfismo de cadeias.

QED.
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Proposição 4.1.7. Hn : Comp → RMod é um funtor covariante aditivo (denominado

n-ésimo funtor de homologia) para todo n ∈ Z.

Demonstração. Segue da definição de Hn. QED.

Definição 4.1.8. Sejam (X, f) e (Y, g) complexos em RMod e ϕ : f → g um morfismo

de cadeias. Definem-se:

ker(ϕ) : ... ker(ϕn+1) ker(ϕn) ker(ϕn−1) ... ,

im(ϕ) : ... im(ϕn+1) im(ϕn) im(ϕn−1) ... .

dn+2 dn+1 dn dn−1

d′n+2 d′n+1 d′n dn−1

em que dn := fn|ker(ϕn) e d′n := gn|im(ϕn) para todo n ∈ Z.

Definição 4.1.9. Sejam X, Y, Z complexos em RMod e ϕ : X → Y , ψ : Y → Z morfis-

mos de cadeias. Então, a sequência de morfismos

X Y Z
ϕ ψ

é dita exata se im(ϕ) = ker(ψ).

Proposição 4.1.10. Sejam (X, f), (Y, g), (Z, h) complexos em RMod e ϕ : X → Y ,

ψ : Y → Z complexos de cadeias. Então, a sequência

X Y Z
ϕ ψ

é exata se, e somente se, as seguintes sequências são exatas para todo n ∈ Z:

Xn Yn Zn
ϕn ψn

.

Demonstração. Segue da definição de sequência exata de morfismos de cadeias. QED.

Teorema 4.1.11. Sejam (X, f), (Y, g), (Z, h) complexos em RMod e

0 X Y Z 0i p
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uma sequência exata de morfismos. Então, para todo n ∈ Z, existe um homomorfismo

(denominado n-ésimo homomorfismo de conexão) dado por:

∂n : Hn(Z) → Hn−1(X) | z +Bn(Z) 7→ i−1
n−1gnp

−1
n (z) +Bn−1(X).

Além disso, a seguinte sequência é exata:

... Hn(X) Hn(Y ) Hn(Z) Hn−1(X) ...
∂n+1 Hn(i) Hn(p) ∂n Hn−1(i)

.

Demonstração. Segue da Proposição 4.1.10. Os detalhes serão omitidos. QED.

Lema 4.1.12. Suponha que o seguinte diagrama comuta

0 0 0

0 A1 A2 A3 0

0 B1 B2 B3 0

0 C1 C2 C3 0

0 0 0

a1

f1

a2

f2 f3

b1

g1

b2

g2 g3

c1 c2

em que as colunas e as duas linhas inferiores são sequências exatas de módulos. Então,

a linha superior A do diagrama é uma sequência exata de módulos.

Demonstração. Por hipótese, f3 é injetiva e b2b1 = 0. Pela comutatividade do diagrama,

segue que f3a2a1 = b2b1f1 = 0; como f3 é injetiva, então a2a1 = 0. Portanto, a linha
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superior A do diagrama é um complexo. Como

0 A B C 0
f g

é uma sequência exata de complexos, então, pelo Teorema 4.1.11, segue que a seguinte

sequência é exata para todo n ∈ Z:

Hn(C) Hn−1(A) Hn−1(B)
∂n Hn−1(f)

.

Como Hn(B) = 0 e Hn(C) = 0 para todo n ∈ Z (pois B e C são sequências exatas), então

Hn(A) = 0 para todo n ∈ Z, logo A é uma sequência exata. QED.

4.2 Homotopia

Nesta seção, será apresentado o conceito de homotopia entre morfismos de

cadeias e serão demonstradas algumas de suas propriedades.

Definição 4.2.1. Sejam

f : ... Xn+1 Xn Xn−1 ... ,

g : ... Yn+1 Yn Yn−1 ...

fn+2 fn+1 fn fn−1

gn+2 gn+1 gn gn−1

complexos em RMod e ϕ = (ϕn)n∈Z : f → g, ψ = (ψn)n∈Z : f → g morfismos de cadeias.

Então, ϕ é dito homotópico a ψ se existe uma família s = (sn)n∈Z, em que

sn ∈ Hom
RMod(Xn, Yn+1) para todo n ∈ Z, tal que:

ϕn − ψn = gn+1sn + sn−1fn ∀ n ∈ Z.

Nesse caso, s é denominada uma homotopia de ϕ em ψ.

Proposição 4.2.2. Homotopia é uma relação de equivalência em HomComp(f, g) para

todo f, g ∈ Ob(Comp).
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Demonstração. Segue da definição de homotopia. QED.

Ao longo do texto, a relação de homotopia será denotada por ∼.

Proposição 4.2.3. Sejam f, g ∈ Ob(Comp) e ϕ, ψ ∈ HomComp(f, g) tais que ϕ ∼ ψ.

Então, Hn(ϕ) = Hn(ψ) para todo n ∈ Z.

Demonstração. Seja n ∈ Z. Como ϕ ∼ ψ, então existe uma homotopia (sn)n∈Z de ϕ em

ψ. Portanto:

(ϕn − ψn)(z) = (gn+1sn)(z) + (sn−1fn)(z) ∀ z ∈ Zn(f).

Como Zn(f) = ker(fn), então (sn−1fn)(z) = 0 para todo z ∈ Zn(f). Logo:

(ϕn − ψn)(z) = (gn+1sn)(z) ∀ z ∈ Zn(f).

Portanto, (ϕn − ψn)(z) ∈ Bn(g) para todo z ∈ Zn(f), logo Hn(ϕ) = Hn(ψ). QED.

Corolário 4.2.4. Seja X ∈ Ob(Comp) tal que 1X : X → X é homotópico a 0X : X → X.

Então, X é uma sequência exata.

Demonstração. Por definição, Hn(1X) = 1Hn(X) e Hn(0X) = 0Hn(X) para todo n ∈ Z.

Como 1X ∼ 0X , então, pela Proposição 4.2.3, 1Hn(X) = 0Hn(X) para todo n ∈ Z, logo

Hn(X) = 0 para todo n ∈ Z, portanto X é uma sequência exata. QED.

Lema 4.2.5. Sejam f, g ∈ Ob(Comp), ϕ, ψ ∈ HomComp(f, g) tais que ϕ ∼ ψ e

F : Comp → Comp um funtor aditivo. Então, Fϕ ∼ Fψ.

Demonstração. Segue das definições de homotopia e funtor aditivo. QED.

Proposição 4.2.6. Sejam T : Comp → Comp um funtor aditivo, f, g ∈ Ob(Comp) e

ϕ : f → g e ψ : g → f morfismos de cadeias tais que ϕψ ∼ 1g e ψϕ ∼ 1f . Então, Hn(Tϕ)

é um isomorfismo para todo n ∈ Z.
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Demonstração. Fixe n ∈ Z. Como T é um funtor aditivo, ϕψ ∼ 1g e ψϕ ∼ 1f , então, pela

Proposição 4.2.3 e pelo Lema 4.2.5, segue que:

Hn(Tϕ)Hn(Tψ) = Hn(T (ϕψ)) = Hn(T1g) = Hn(1Tg) = 1Hn(Tg),

Hn(Tψ)Hn(Tϕ) = Hn(T (ψϕ)) = Hn(T1f ) = Hn(1Tf ) = 1Hn(Tf).

Logo, Hn(Tϕ) é um isomorfismo. QED.

Definição 4.2.7. Seja A um R-módulo. Dado um complexo

d : ... X1 X0 A 0
d2 d1 p

em RMod, o complexo deletado de d é definido como

dA : ... X1 X0 0
d2 d1 d0

.

Analogamente, dado um complexo

d : 0 A Y0 Y−1 Y−2 ...i d0 d−1 d−2

em RMod, o complexo deletado de d é definido como

dA : 0 Y0 Y−1 Y−2 ...
d1 d0 d−1 d−2

.

Teorema 4.2.8. Sejam

g : ... P2 P1 P0 A 0 ,

h : ... X2 X1 X0 B 0

g3 g2 g1 γ

h3 h2 h1 η

complexos em RMod tais que h é exata e Pn é projetivo para todo n ∈ N, e seja f : A→ B

um homomorfismo. Então, existe um único morfismo de cadeias (a menos de homotopia)
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ϕ : gA → hB tal que fγ = ηϕ0. Equivalentemente, o seguinte diagrama comuta:

... P2 P1 P0 A 0

... X2 X1 X0 B 0

g3

ϕ2

g2

ϕ1

g1

ϕ0

γ

f

h3 h2 h1 η

Um morfismo de cadeias ϕ : gA → hB tal que fγ = ηϕ0 é denominado um morfismo de

cadeias sobre f e é denotado por f ou f g,h.

Demonstração. Como P0 é projetivo, η : X0 → B é um homomorfismo sobrejetivo e

fγ : P0 → B é um homomorfismo, então existe um homomorfismo ϕ0 : P0 → X0 tal que

fγ = ηϕ0. Suponha, por hipótese indutiva, que, para algum n ∈ N, existem homomorfis-

mos ϕ0, ..., ϕn, em que ϕk : Pk → Xk para todo k ∈ {0, ..., n}, tais que fγ = ηϕ0 e

ϕkgk+1 = hk+1ϕk+1 para todo k ∈ {0, ..., n − 1}. Como im(gn+1) ⊆ ker(gn) (pois g é

um complexo) e ϕn−1gn = hnϕn, então im(ϕngn+1) ⊆ ker(hn); como im(hn+1) = ker(hn)

(pois h é exata), então im(ϕngn+1) ⊆ im(hn+1). Como Pn+1 é projetivo,

hn+1 : Xn+1 → im(Xn+1) é um homomorfismo sobrejetivo e ϕngn+1 : Pn+1 → im(Xn+1)

é um homomorfismo, então existe um homomorfismo ϕn+1 : Pn+1 → Xn+1 tal que

ϕngn+1 = hn+1ϕn+1. Por indução, segue que ϕ := (ϕn)n∈N : gA → hB é um morfismo

de cadeias tal que fγ = ηϕ0.

Seja ψ := (ψn)n∈N : gA → hB um morfismo de cadeias tal que fγ = ηϕ0. Suponha,

por hipótese indutiva, que, para algum n ∈ N, existem homomorfismos s−1, s0, ..., sn, em

que sk : Pk → Xk+1 para todo k ∈ {0, ..., n} e s−1 : 0 → X0 é o morfismo nulo, tais que

ϕk − ψk = hk+1sk + sk−1gk para todo k ∈ {0, ..., n}. Logo:

hn+1(ϕn+1 − ψn+1 − sngn+1) = hn+1(ϕn+1 − ψn+1)− hn+1sngn+1

= hn+1(ϕn+1 − ψn+1)− (ϕn − ψn − sn−1gn)gn+1.
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Como g é um complexo, então gngn+1 = 0. Logo:

hn+1(ϕn+1 − ψn+1 − sngn+1) = hn+1(ϕn+1 − ψn+1)− (ϕn − ψn)gn+1.

Como ϕ− ψ : gA → hB é um morfismo de cadeias, então:

hn+1(ϕn+1 − ψn+1)− (ϕn − ψn)gn+1 = 0.

Logo:

hn+1(ϕn+1 − ψn+1 − sngn+1) = 0;

im(ϕn+1 − ψn+1 − sngn+1) ⊆ ker(hn+1).

Como h é exata, então im(hn+2) = ker(hn+1). Logo:

im(ϕn+1 − ψn+1 − sngn+1) ⊆ im(hn+2).

Como Pn+1 é projetivo, hn+2 : Pn+2 → im(hn+2) é um homomorfismo sobrejetivo e

ϕn+1−ψn+1− sngn+1 : Pn+1 → im(hn+2) é um homomorfismo, então existe um homomor-

fismo sn+1 : Pn+1 → Xn+2 tal que:

hn+2sn+1 = ϕn+1 − ψn+1 − sngn+1.

Por indução, s = (sn)n∈N é uma homotopia de ϕ em ψ, logo ϕ ∼ ψ. QED.

Teorema 4.2.9. Sejam

g : 0 A Y0 Y−1 Y−2 ... ,

h : 0 B E0 E−1 E−2 ...

γ g0 g−1 g−2

η h0 h−1 h−2

complexos em RMod tais que g é exata e En é injetivo para todo n ∈ N, e seja f : A→ B

um homomorfismo. Então, existe um único morfismo de cadeias (a menos de homotopia)
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ϕ : gA → hB tal que ηf = ϕ0γ. Equivalentemente, o seguinte diagrama comuta:

0 A Y0 Y−1 Y−2 ...

0 B E0 E−1 E−2 ...

f

γ g0

ϕ0

g−1

ϕ−1

g−2

ϕ−2

η h0 h−1 h−2

Um morfismo de cadeias ϕ : gA → hB tal que ηf = ϕ0γ é denominado um morfismo de

cadeias sobre f e é denotado por f ou f g,h.

Demonstração. A demonstração é dual à do Teorema 4.2.8. QED.

4.3 Funtores derivados

Nesta seção, será apresentado o conceito de funtor derivado.

Lema 4.3.1. Seja T : RMod → RMod um funtor aditivo. Então, T induz um funtor

aditivo T : Comp → Comp tal que:

1. T (fn)n∈Z := (Tfn)n∈Z para todo objeto (fn)n∈Z de Comp;

2. T (ϕn)n∈Z := (Tϕn)n∈Z para todo morfismo (ϕn)n∈Z de Comp.

Demonstração. Segue da definição de funtor aditivo e de Comp. QED.

Lema 4.3.2. Seja T : RMod → RMod um funtor e, para todo módulo A, sejam RA, QA

resoluções deletadas ambas projetivas ou ambas injetivas de A. Para todo n ∈ Z, sejam

Fn, Gn : RMod → RMod funtores tais que Fn(A) := Hn(TRA) e Gn(A) := Hn(TQA) para

todo módulo A, e Fn(f) := Hn(TfRA,RB) e Gn(f) := Hn(TfQA,QB) para todo homomor-

fismo f : A→ B. Então, para todo n ∈ Z, existe um isomorfismo natural αn : Fn → Gn.

Demonstração. Suponha que ambas as resoluções são projetivas (a demonstração do caso

injetivo é análoga, usando o Teorema 4.2.9), e suponha que T é um funtor covariante (o

caso contravariante é análogo). Fixe n ∈ Z e defina F := Fn e G := Gn. Pela Proposição

4.2.3, pelo Lema 4.2.5 e pelo Teorema 4.2.8, segue que os funtores F e G estão bem
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definidos e são covariantes e aditivos.

Seja A um módulo. Como RA, QA são resoluções projetivas deletadas de A, então, pelo

Teorema 4.2.8, existem morfismos de cadeias ϕA = ϕ : RA → QA e ψ : QA → RA sobre 1A.

Portanto, ψϕ : RA → RA e ϕψ : QA → QA são morfismos de cadeias sobre 1A; como 1RA

e 1QA tambem são morfismos de cadeias sobre 1A, então, pelo Teorema 4.2.8, segue que

ψϕ ∼ 1RA e ϕψ ∼ 1QA . Assim, pela Proposição 4.2.6, αA := Hn(TϕA) é um isomorfismo.

Sejam B,C módulos e f : B → C um homomorfismo. Como RA, RB, QA, QB são re-

soluções projetivas deletadas, então, pelo Teorema 4.2.8, existem morfismos de cadeias

θ : RA → RB e η : QA → QB sobre f . Portanto, ϕBθ, ηϕA : RA → QB são morfismos de

cadeias sobre f ; pelo Teorema 4.2.8, segue que ϕBθ ∼ ηϕA. Assim, pela Proposição 4.2.3

e pelo Lema 4.2.5, segue que:

Hn(T (ϕBθ)) = Hn(T (ηϕA));

Hn(T (ϕB))Hn(Tθ) = Hn(Tη)Hn(TϕA);

αB(Ff) = (Gf)αA.

Portanto, α = (αA)A∈Ob(RMod) : F → G é um isomorfismo natural. QED.

Definição 4.3.3. Para todo módulo A, sejam PA uma resolução projetiva deletada de A

e EA uma resolução injetiva deletada de A. Sejam n ∈ Z e T : RMod → RMod um

funtor aditivo. Se T é covariante, definem-se:

1. O n-ésimo funtor derivado à esquerda de T , denotado por

LnT : RMod → RMod, tal que (LnT )A := Hn(TPA) para todo módulo A e

(LnT )f := Hn(TfPA,PB) para todo homomorfismo f : A→ B;

2. O n-ésimo funtor derivado à direita de T , denotado por

RnT : RMod → RMod, tal que (RnT )A := H−n(TEA) para todo módulo A e

(RnT )f := H−n(TfEA,EB) para todo homomorfismo f : A→ B.
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Se T é contravariante, definem-se:

1. O n-ésimo funtor derivado à esquerda de T , denotado por

LnT : RMod → RMod, tal que (LnT )A := H−n(TEA) para todo módulo A e

(LnT )f := H−n(TfEA,EB) para todo homomorfismo f : A→ B;

2. O n-ésimo funtor derivado à direita de T , denotado por

RnT : RMod → RMod, tal que (RnT )A := Hn(TPA) para todo módulo A e

(RnT )f := Hn(TfPA,PB) para todo homomorfismo f : A→ B.

Pelo Lema 4.3.2, os funtores derivados estão bem definidos, independem da

escolha das resoluções projetivas e injetivas para módulos (a menos de um isomorfismo

natural) e são aditivos; além disso, a variância de um funtor derivado é a mesma do funtor

original.

Lema 4.3.4. Seja T : RMod → RMod um funtor aditivo. Então, LnT ≃ 0 e RnT ≃ 0

para todo n ∈ Z tal que n < 0.

Demonstração. Suponha que T é covariante (o caso contravariante é análogo). Sejam A

um módulo e

PA : ... A2 A1 A0 0 0 0 ...
a3 a2 a1 a0 a−1 a−2 a−3

uma resolução projetiva deletada de A. Como ak = 0 para todo k ∈ Z tal que k ≤ 0 e T

é aditivo, então Tak = 0 para todo k ∈ Z tal que k ≤ 0, logo

(LnT )A = ker(Tan)/im(Tan+1) = 0

para todo n ∈ Z tal que n < 0; portanto, como T é aditivo, LnT ≃ 0 para todo n ∈ Z

tal que n < 0. Analogamente, demonstra-se que RnT ≃ 0 para todo n ∈ Z tal que

n < 0. QED.

Proposição 4.3.5. Seja T : RMod → RMod um funtor aditivo. Então:
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1. Se T é exato à direita, então L0T ≃ T ;

2. Se T é exato à esquerda, então R0T ≃ T .

Demonstração.

1. Suponha que T é covariante (o caso contravariante é análogo). Sejam A um módulo

e

P (A) : ... A2 A1 A0 A 0
a2 a1 a

uma resolução projetiva de A. Como T é exato à direita, então

TA1 TA0 TA 0
Ta1 Ta

é uma sequência exata, logo ker(Ta) = im(Ta1). Portanto:

coker(Ta1) := TA0/im(Ta1) = TA0/ker(Ta).

Pelo Teorema 2.1.16, Ta induz um isomomorfismo ϕA : coker(Ta1) → TA dado por:

x+ ker(Ta) 7→ (Ta)(x).

Seja

PA : ... A2 A1 A0 0
a2 a1 a0

a resolução deletada de P (A). Como ker(Ta0) = TA0 (pois T é aditivo), então:

(L0T )A := ker(Ta0)/im(Ta1) = TA0/im(Ta1) = coker(Ta1).

Portanto, ϕA : (L0T )A→ TA é um isomorfismo.

Sejam B,C módulos e f : B → C um homomorfismo. Sejam

P (B) : ... B2 B1 B0 B 0
b2 b1 b

,
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P (C) : ... C2 C1 C0 C 0
c2 c1 c

resoluções projetivas de B e C, respectivamente. Como im(Tb1) = ker(Tb),

im(Tc1) = ker(Tc) e Tf 0 = (Tf)0, então, por definição de (L0T )f , tem-se que:

(L0T )f : (L0T )B → (L0T )C | x+ ker(Tb) 7→ (Tf 0)(x) + ker(Tc).

Por definição de f , fb = cf 0, logo (Tf)(Tb) = (Tc)(Tf 0), portanto:

(Tf) · ϕB = ϕC · (L0T )f.

Assim, ϕ = (ϕA)A∈Ob(RMod) : L0T → T é um isomorfismo natural.

2. A demonstração é análoga à do item 1.

QED.

Lema 4.3.6. Seja

0 X Y Z 0i p

uma sequência exata de módulos. Então:

1. Se Q e R são respectivas resoluções projetivas de X e Z, então existe uma resolução

projetiva P de Y tal que a seguinte sequência é exata:

RX PY QZ ;
i p

2. Se Q e R são respectivas resoluções injetivas de X e Z, então existe uma resolução

injetiva E de Y tal que a seguinte sequência é exata:

RX EY QZ .
i p

Demonstração.
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1. Defina P0 := Q0 ⊕R0 = Q0 ×R0. Pelo Teorema 3.2.4, P0 é projetivo. Defina

i0 : Q0 → P0 | u 7→ (u, 0),

p0 : Q0 → P0 | (u, v) 7→ v.

Assim, a seguinte sequência é exata:

0 Q0 P0 R0 0
i0 p0

.

Suponha que Q = (Q, q) e R = (R, r). Como R0 é projetivo, p : Y → Z é um

homomorfismo sobrejetivo e r0 : R0 → Z é um homomorfismo, então existe um

homomorfismo ϕ0 : R0 → Y tal que r0 = pϕ0. Defina:

f0 : P0 → Y | (u, v) 7→ (iq0)(u) + ϕ0(v).

Portanto, o seguinte diagrama comuta:

0 0 0

0 ker(q0) ker(f0) ker(r0) 0

0 Q0 P0 R0 0

0 X Y Z 0

0 0 0

i0|ker(q0) p0|ker(f0)

i0

q0

p0

f0 r0

i p
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(em que as setas não nomeadas representam as inclusões e projeções canônicas).

Como o diagrama comuta, as colunas são exatas e as duas linhas inferiores são

exatas, então, pelo Lema 4.1.12, a linha superior do diagrama é exata. Por indução,

definem-se Pn = Qn ⊕ Rn, in, pn e fn para todo n ∈ N, e obtêm-se uma resolução

projetiva (P, f) de Y (via um procedimento similar ao adotado no Teorema 3.1.7)

e morfismos i := (in)n∈N : QX → PY e p = (pn)n∈N : PY → RZ tais que a seguinte

sequência é exata:

RX PY QZ
i p

.

2. A demonstração é análoga à do item 1 (usando o Teorema 3.3.4 em vez do Teorema

3.2.4).

QED.

Teorema 4.3.7. Sejam T : RMod → RMod um funtor aditivo e

0 X Y Z 0i p

uma sequência exata de módulos. Então:

1. Se T é covariante, existem sequências exatas da forma

... LnTX LnTY LnTZ Ln−1TX ...

... L0TX L0TY L0TZ 0

LnT i LnTp ∂n

L0T i L0Tp

e da forma

0 R0TX R0TY R0TZ ...

... RnTX RnTY RnTZ Rn+1TX ... .

RnT i RnTp

RnT i RnTp ∂n
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2. Se T é contravariante, existem sequências exatas da forma

... LnTZ LnTY LnTX Ln−1TZ ...

... L0TZ L0TY L0TX 0

LnTp LnT i ∂n

L0Tp L0T i

e da forma

0 R0TZ R0TY R0TX ...

... RnTZ RnTY RnTX Rn+1TZ ... .

RnTp RnT i

RnTp RnT i ∂n

Demonstração.

1. Sejam Q,R respectivas resoluções projetivas de X e Z. Pelo Lema 4.3.6, existe uma

resolução projetiva P de Y tal que a sequência

0 RX PY QZ 0i p

é exata e Pn = Qn ⊕Rn para todo n ∈ Z. Pela Proposição 2.3.12, a sequência

0 TRn TPn TQn 0
T in Tpn

é exata para todo n ∈ Z (pois T é aditivo), logo a seguinte sequência é exata:

0 TRX TPY TQZ 0T i Tp
.

Portanto, pelo Teorema 4.1.11, existe uma sequência exata da forma

... LnTX LnTY LnTZ Ln−1TX ...
LnT i LnTp ∂n

.

Pelo Lema 4.3.4, a sequência anterior termina em 0. Também pelo Teorema 4.1.11,
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existe uma sequência exata da forma

... RnTX RnTY RnTZ Rn+1TX ...RnT i RnTp ∂n
.

Pelo Lema 4.3.4, a sequência anterior começa em 0.

2. A demonstração é análoga à do item 1.

QED.

Teorema 4.3.8. Sejam A um R-módulo à direita, B,C R-módulos à esquerda e n ∈ Z.

Então:

1. Se R e Q são resoluções planas de A e C, respectivamente, então:

Hn(RA ⊗R C) ≃ Hn(A⊗R QC);

2. Se P é uma resolução projetiva de B e E é uma resolução injetiva de C, então:

Hn(HomRMod(PB, C)) ≃ Hn(HomRMod(B,EC)).

Demonstração. Teorema 7.8, Teorema 7.9 e Corolário 7.10 da referência [3]. QED.

4.4 O funtor Ext

Nesta seção, será construído o funtor Ext.

Definição 4.4.1. Sejam n ∈ Z, A,B R-módulos à esquerda, T = Hom
RMod(A,−) e

S = Hom
RMod(−, B). Definem-se:

1. ExtnR(A,−) := RnT : RMod → Ab;

2. ExtnR(−, B) := RnS : RMod → Ab.
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O funtor ExtnR(A,−) é covariante aditivo e o funtor ExtnR(−, B) é contravari-

ante aditivo. Segue do Teorema 4.3.8 que ExtnR(A,−) aplicado em B é isomorfo a

ExtnR(−, B) aplicado em A.

Proposição 4.4.2. Sejam A,B R-módulos à esquerda. Então, para todo n ∈ Z tal que

n < 0, vale que ExtnR(A,−) ≃ 0 e ExtnR(−, B) ≃ 0.

Demonstração. Segue do Lema 4.3.4. QED.

Proposição 4.4.3. Sejam A,B R-módulos à esquerda. Então:

Ext0R(A,−) ≃ Hom
RMod(A,−), Ext0R(−, B) ≃ Hom

RMod(−, B).

Demonstração. Segue do Teorema 2.8.8 e da Proposição 4.3.5. QED.

Proposição 4.4.4. Sejam A um R-módulo à esquerda projetivo e B um R-módulo à

esquerda injetivo. Então, para todo n ∈ Z tal que n ≥ 1, vale que ExtnR(A,−) ≃ 0 e

ExtnR(−, B) ≃ 0.

Demonstração. Como A é projetivo, então

P : 0 A A 0
1A

é uma resolução projetiva de A. Logo, para todo R-módulo à esquerda X, vale que

ExtnR(A,X) := H−n(HomRMod(PA, X)) = 0 para todo n ∈ Z tal que n ≥ 1. Portanto,

ExtnR(A,−) ≃ 0 para todo n ∈ Z tal que n ≥ 1. Analogamente, ExtnR(−, B) ≃ 0 para

todo n ∈ Z tal que n ≥ 1. QED.

4.5 O funtor Tor

Nesta seção, será construído o funtor Tor.

Definição 4.5.1. Sejam n ∈ Z, A um R-módulo à direita, B um R-módulo à esquerda,

T = A⊗R e S = ⊗RB. Definem-se:
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1. TorRn (A,−) := LnT : RMod → Ab;

2. TorRn (−, B) := LnS : ModR → Ab.

Os funtores TorRn (A,−) e TorRn (−, B) são covariantes aditivos. Pela Proposição

3.4.5 e pelo Teorema 4.3.8, segue que TorRn (A,−) aplicado em B é isomorfo a TorRn (−, B)

aplicado em A, e que TorRn (A,B) pode ser calculado usando resoluções planas em vez de

projetivas.

Proposição 4.5.2. Sejam A um R-módulo à direita e B um R-módulo à esquerda. Então,

para todo n ∈ Z tal que n < 0, vale que TorRn (A,−) ≃ 0 e TorRn (−, B) ≃ 0.

Demonstração. Segue do Lema 4.3.4. QED.

Proposição 4.5.3. Sejam A um R-módulo à direita e B um R-módulo à esquerda. Então:

TorR0 (A,−) ≃ A⊗R, T or
R
0 (−, B) ≃ ⊗RB.

Demonstração. Segue do Teorema 2.8.11 e da Proposição 4.3.5. QED.

Proposição 4.5.4. Sejam A um R-módulo à direita e B um R-módulo à esquerda. Então:

1. A é plano se, e somente se, TorRn (A,−) ≃ 0 para todo n ∈ Z tal que n ≥ 1;

2. B é plano se, e somente se, TorRn (−, B) ≃ 0 para todo n ∈ Z tal que n ≥ 1.

Demonstração.

1. • Suponha que A é plano. Seja X um R-módulo à esquerda. Como A é plano,

então A⊗R é exato. Portanto, dada uma resolução plana F de X, A ⊗R F é

uma sequência exata, logo TorRn (A,X) := Hn(A⊗R FX) = 0 para todo n ∈ Z

tal que n ≥ 1. Portanto, TorRn (A,−) ≃ 0 para todo n ∈ Z tal que n ≥ 1.

• Suponha que TorRn (A,−) ≃ 0 para todo n ∈ Z tal que n ≥ 1. Seja

0 X Y Z 0i p
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uma sequência exata. Pelo Teorema 4.3.7 e pela Proposição 4.5.3, a seguinte

sequência sequência é exata:

TorR1 (A,Z) A⊗R X A⊗R Y
∂1 1A⊗i

.

Como TorR1 (A,Z) = 0 e a sequência anterior é exata, então 1A ⊗ i é injetiva.

Portanto, A⊗R preserva homomorfismos injetivos. Assim, pelo Teorema 2.8.11

e pela Proposição 2.8.7, A⊗R é exato, logo A é plano.

2. A demonstração é análoga à do item 1.

QED.
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5 Grupos de homologia, o multiplicador de Schur e ex-

tensões stem

Neste capítulo, serão definidos os grupos de homologia e cohomologia, e serão

demonstradas fórmulas explícitas para os grupos de homologia de índices 0, 1 e 2. Além

disso, será apresentada uma conexão entre o multiplicador de Schur de um grupo e as

suas extensões centrais e stem.

Por todo o capítulo, G denotará um grupo arbitrário (multiplicativo), e seu

elemento neutro será denotado por 1 ou 1G.

5.1 Grupos de homologia

Nesta seção, serão definidos os grupos de homologia e cohomologia, e serão

demonstradas fórmulas explícitas para os grupos de homologia de índices 0 e 1.

Definição 5.1.1. Define-se o anel do grupo G, denotado por ZG, como o grupo abeliano

(aditivo) livre com base G munido da aplicação

· : ZG× ZG→ ZG
∣∣∣∣
(∑
g∈G

λgg,
∑
h∈G

µhh

)
7→

∑
(g,h)∈G×G

λgµhgh.

Por toda a seção, A denotará um ZG-módulo à esquerda arbitrário.

Lema 5.1.2. (ZG)op e ZG são anéis isomorfos.

Demonstração. Denote por · a multiplicação em ZG e por ∗ a multiplicação em (ZG)op.

Seja ψ : ZG→ (ZG)op dada por:

∑
g∈G

zgg 7→
∑
g∈G

zgg
−1.

Como ZG é grupo abeliano livre com baseG, então ψ está bem definida e é um isomorfismo
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de grupos. Além disso:

ψ

((∑
g∈G

xgg

)
·

(∑
h∈G

yhh

))
= ψ

(∑
g∈G

∑
h∈G

xgyhgh

)
=
∑
g∈G

∑
h∈G

xgyh(gh)
−1 =

∑
g∈G

∑
h∈G

xgyhh
−1g−1 =

(∑
h∈G

yhh
−1

)
·

(∑
g∈G

xgg
−1

)
=

ψ

(∑
h∈G

yhh

)
· ψ

(∑
g∈G

xgg

)
= ψ

(∑
g∈G

xgg

)
∗ ψ

(∑
h∈G

yhh

)
.

Portanto, ψ : ZG→ (ZG)op é um isomorfismo de anéis. QED.

Como todo R-módulo à esquerda pode ser transformado em um Rop-módulo à

direita (e vice-versa) para todo anel R, então o lema anterior mostra que todo ZG-módulo

à esquerda pode ser transformado em um ZG-módulo à direita (e vice-versa).

Proposição 5.1.3. Sejam M um ZG-módulo à direita e N um ZG-módulo à esquerda.

Então, TorZGn (M,N) ≃ TorZGn (N,M) para todo n ∈ Z.

Demonstração. Sejam n ∈ Z e P uma resolução plana de M . Por definição,

TorZGn (M,N) ≃ Hn(PM ⊗ZG N). Pela Proposição 2.6.5 e pelo Lema 4.1.4,

PM ⊗ZG N ≃ N ⊗(ZG)op PM , logo TorZGn (M,N) ≃ Hn(N ⊗(ZG)op PM). Pelo Lema 5.1.2,

(ZG)op ≃ ZG, logo TorZGn (M,N) ≃ Hn(N ⊗ZG PM) ≃ TorZGn (N,M). QED.

Definição 5.1.4. Um ZG-módulo à esquerda B é dito trivial se gb = b para todo g ∈ G

e para todo b ∈ B.

Definição 5.1.5. Seja n ∈ Z. Considere Z como um ZG-módulo à esquerda trivial.

Definem-se:

1. O n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em A como

Hn(G,A) := TorZGn (Z, A);
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2. O n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em A como

Hn(G,A) := ExtnZG(Z, A).

Definição 5.1.6. Seja ϕ : ZG → Z dada por
∑

g∈G λgg 7→
∑

g∈G λg. Define-se o ideal

aumentado de G como g := ker(ϕ).

A notação introduzida na definição anterior será utilizada pelo restante do

capítulo.

Proposição 5.1.7. Existe um isomorfismo α : Z⊗ZG A→ A/gA tal que:

α(x⊗ a) = xa+ gA ∀ (x, a) ∈ Z× A.

Demonstração. Seja i : g → ZG a inclusão. Como a sequência

g ZG Z 0i ϕ

é exata, então, pelo Teorema 2.8.11, a seguinte sequência é exata:

g⊗ZG A ZG⊗ZG A Z⊗ZG A 0
i⊗1A ϕ⊗1A

.

Portanto, existe um isomorfismo γ : ZG⊗ZG A/im(i⊗ 1A) → Z⊗ZG A tal que:

γ(x⊗ a+ im(i⊗ 1A)) = ϕ(x)⊗ a ∀ (x, a) ∈ ZG× A.

Pela Proposição 2.6.6, existe um isomorfismo ξ : A→ ZG⊗ZG A tal que:

ξ(a) = 1⊗ a ∀ a ∈ A , ξ−1(x⊗ a) = xa ∀ (x, a) ∈ ZG× A.

Assim, ξ(gA) = im(i⊗ 1A). Portanto, o seguinte mapa é um isomorfismo:

ξ : A/gA→ (ZG⊗ZG A)/im(i⊗ 1A) | a+ gA 7→ 1⊗ a+ im(i⊗ 1A).
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Assim, ψ := γξ : A/gA → Z ⊗ZG A dado por a + gA 7→ 1 ⊗ a é um isomorfismo. Em

particular, ψ admite uma inversa α : Z⊗ZG A→ A/gA tal que:

α(x⊗ a) = xa+ gA ∀ (x, a) ∈ Z× A.

QED.

Teorema 5.1.8. H0(G,A) ≃ HomZGMod(Z, A) e H0(G,A) ≃ Z ⊗ZG A ≃ A/gA. Em

particular, se A é trivial, então H0(G,A) ≃ A.

Demonstração. Pela Proposição 5.1.7, Z⊗ZGA ≃ A/gA. Além disso, segue da Proposição

4.4.3 e da Proposição 4.5.3 que H0(G,A) ≃ HomZGMod(Z, A) e H0(G,A) ≃ Z⊗ZGA. Em

particular, se A é ZG-trivial, então gA = 0, logo H0(G,A) ≃ A/gA ≃ A. QED.

Lema 5.1.9. g é um grupo abeliano livre com base G− 1 := {g − 1 : g ∈ G}.

Demonstração. Dado u =
∑

g∈G ugg ∈ ZG, u ∈ g ⇐⇒
∑

g∈G ug = 0, ou seja,

u ∈ g ⇐⇒ u =
∑

g∈G ug(g − 1). Portanto, g = ⟨G− 1⟩. Dados u =
∑

g∈G ug(g − 1) ∈ g

e v =
∑

g∈G vg(g − 1) ∈ g, segue que u =
∑

g∈G ugg e v =
∑

g∈G vgg, logo

u = v ⇐⇒ ug = vg para todo g ∈ G (pois ZG é grupo abeliano livre com base G).

Portanto, g é um grupo abeliano livre com base G− 1. QED.

Teorema 5.1.10. H1(G,Z) ≃ g/g2 ≃ G/G′.

Demonstração. Sejam T = Z⊗ZG e i : g → ZG a inclusão. Como a sequência

0 g ZG Z 0i ϕ

é exata, então, pelo Teorema 4.3.7, a seguinte sequência é exata:

H1(G,ZG) H1(G,Z) H0(G, g) H0(G,ZG) H0(G,Z) 0
L1Tϕ ∂1 L0T i L0Tϕ

.

Como H0(G,ZG) ≃ Z ⊗ZG ZG (pelo Teorema 5.1.8) e Z ⊗ZG ZG ≃ Z (pela Proposição

2.6.6), então H0(G,ZG) ≃ Z. Como Z é ZG-trivial, então H0(G,Z) ≃ Z (pelo Teo-

rema 5.1.8). Como L0Tϕ : H0(G,ZG) → H0(G,Z) é um homomorfismo sobrejetivo,
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H0(G,ZG) ≃ Z e H0(G,Z) ≃ Z, então ker(L0Tϕ) = 0. Logo, pela exatidão da sequên-

cia, segue que L0Ti = 0, logo ∂1 é sobrejetivo. Como ZG é livre, então ZG é plano

(pelo Teorema 3.2.5 e pela Proposição 3.4.5), logo H1(G,ZG) := TorZG1 (Z,ZG) = 0 (pela

Proposição 4.5.4). Assim, pela exatidão da sequência, segue que ∂1 é injetivo. Como

∂1 : H1(G,Z) → H0(G, g) é sobrejetivo e injetivo, então H1(G,Z) ≃ H0(G, g). Pelo Teo-

rema 5.1.8, H0(G, g) ≃ g/g2; logo, H1(G,Z) ≃ g/g2.

Seja ψ : G → g/g2 dada por g 7→ g − 1 + g2. Pelo Lema 5.1.9, ψ está bem definida.

Além disso, ψ é um homomorfismo, pois

(gh− 1)− (g − 1)− (h− 1) = (g − 1)(h− 1) ∈ g2 ∀ g, h ∈ G.

Como ψ : G → g/g2 é homomorfismo e g/g2 é abeliano, então G′ ⊆ ker(ψ). Assim, pelo

Teorema 2.1.16, ψ induz um homomorfismo ψ : G/G′ → g/g2 dado por:

gG′ 7→ g − 1 + g2.

Como g é um grupo abeliano livre com baseG−1 (pelo Lema 5.1.9), então, pela Proposição

2.4.4, existe um homomorfismo ξ : g → G/G′ tal que ξ(g − 1) = gG′ para todo g ∈ G.

Sejam u =
∑

g∈G ug(g − 1) ∈ g e v =
∑

g∈G vg(g − 1) ∈ g. Logo:

uv =
∑

(g,h)∈G×G

ugvh(g − 1)(h− 1)

=
∑

(g,h)∈G×G

ugvh[(gh− 1)− (g − 1)− (h− 1)].

Como ξ é um homomorfismo, então:

ξ(uv) =
∏

(g,h)∈G×G

[ξ(gh− 1)(ξ(g − 1))−1(ξ(h− 1))−1]ugvg

=
∏

(g,h)∈G×G

[(gh)g−1h−1]ugvgG′.
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Assim, ξ(uv) = G′, logo uv ∈ ker(ξ). Como {uv : u, v ∈ g} gera g2 (como grupo

abeliano), então g2 ⊆ ker(ξ). Assim, pelo Teorema 2.1.16, ξ induz um homomorfismo

ξ : g/g2 → G/G′ dado por:

g − 1 + g2 7→ gG′.

Por definição, ψ e ξ são inversas entre si, logo g/g2 ≃ G/G′. QED.

Definição 5.1.11. Uma derivação de G em A é uma função ⟨ ⟩ : G → A tal que

⟨xy⟩ = x⟨y⟩ + ⟨x⟩ para todo x, y ∈ G. O conjunto das derivações de G em A é denotado

por Der(G,A).

Lema 5.1.12. Der(G,A) é um grupo abeliano (munido da soma usual de funções).

Demonstração. Segue da definição de Der(G,A). QED.

Proposição 5.1.13. Seja ψ : HomZGMod(g, A) → Der(G,A) tal que:

ψ(f)(x) = f(x− 1) ∀ f ∈ HomZGMod(g, A) ∀ x ∈ G.

Então, ψ é um isomorfismo de grupos.

Demonstração. Como

f(xy−1) = f(x(y−1)+x−1) = xf(y−1)+f(x−1) ∀ f ∈ HomZGMod(g, A) ∀ x, y ∈ G,

então ψ(f) ∈ Der(G,A) para todo f ∈ HomZGMod(g, A), logo ψ está bem definida e é um

homomorfismo de grupos. Dado ϕ ∈ Der(G,A), seja ϕ0 : G − 1 → A | g − 1 7→ ϕ(g).

Como g é grupo abeliano livre com base G− 1 (pelo Lema 5.1.9), então existe um único

homomorfismo de grupos ϕ0 : g → A tal que ϕ0|G−1 = ϕ0. Como para todo ϕ ∈ Der(G,A),

segue que

ϕ0(x(g − 1)) = ϕ0((xg − 1)− (x− 1)) = ϕ0(xg − 1)− ϕ0(x− 1) =

ϕ0(xg − 1)− ϕ0(x− 1) = ϕ(xg)− ϕ(x) = xϕ(g) ∀ x, g ∈ G,
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então ϕ0 ∈ HomZGMod(g, A) (pois G− 1 é base de g). Defina:

ξ : Der(G,A) → HomZGMod(g, A) | ϕ 7→ ϕ0.

Como G−1 é base de g, então, por definição, ξ e ψ são inversas, logo ψ é um isomorfismo

de grupos. QED.

Definição 5.1.14. Define-se o produto semidireto de A por G, denotado por A ⋊ G,

como o conjunto A×G munido da operação + : (A×G)× (A×G) → A×G dada por:

(a, g) + (a′, g′) := (a+ ga′, gg′).

Lema 5.1.15. (A⋊G,+) é um grupo.

Demonstração. A associativade de + segue da definição. Além disso:

(a, g) + (0, 1) = (0, 1) + (a, g) = (a, g) ∀ (a, g) ∈ A⋊G,

(a, g) + (−g−1a, g−1) = (−g−1a, g−1) + (a, g) = (0, 1) ∀ (a, g) ∈ A⋊G.

Portanto, A⋊G é um grupo cujo elemento neutro é (0, 1) e em que a inversão é dada por

(a, g)−1 = (−g−1a, g−1) para todo (a, g) ∈ A⋊G. QED.

Teorema 5.1.16. Suponha que G é um grupo livre com base X. Então, g é um

ZG-módulo livre com base X − 1.

Demonstração. Como xy − 1 = (x − 1) + x(y − 1) e x−1 − 1 = −x−1(x − 1) para todo

x, y ∈ G e X é base de G, então G− 1 ⊆ ⟨X − 1⟩. Como G− 1 ⊆ ⟨X − 1⟩ e ⟨G− 1⟩ = g

(pelo Lema 5.1.9), então ⟨X − 1⟩ = g.

Seja B um Z-módulo à esquerda e ϕ : X − 1 → B. Defina λ : X → B ⋊ G tal que

x 7→ (ϕ(x−1), x). Como G é um grupo livre com base X, então existe um homomorfismo

λ : G → B ⋊ G tal que λ|X = λ. Como X gera G, então existe uma função ⟨ ⟩ : G → B
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tal que λ(g) = (⟨g⟩, g) ∀ g ∈ G. Como λ é um homomorfismo, então:

(⟨gh⟩, gh) = λ(gh) = λ(g) + λ(h) = (⟨g⟩, g) + (⟨h⟩, h) = (⟨g⟩+ g⟨h⟩, gh) ∀ g, h ∈ G.

Assim, ⟨gh⟩ = ⟨g⟩+ g⟨h⟩ para todo g, h ∈ G, logo ⟨ ⟩ ∈ Der(G,B). Seja

ψ : HomZGMod(g, B) → Der(G,B) conforme definido na Proposição 5.1.13. Então,

ϕ := ψ−1(⟨ ⟩) : g → B é um homomorfismo tal que ϕ|X−1 = ϕ. Se γ : g → B é um

homomorfismo tal que γ|X−1 = ϕ, então, pela Proposição 2.1.11, γ = ϕ. Portanto, g é um

ZG-módulo livre com base X − 1. QED.

Corolário 5.1.17. Suponha que G é um grupo livre. Então, Hn(G,A) = Hn(G,A) = 0

para todo n ∈ N tal que n ≥ 2.

Demonstração. Como G é grupo livre, então g é um ZG-módulo livre (pelo Teorema

5.1.16), logo a sequência

0 g ZG Z 0i ϕ
,

em que i é a inclusão, é uma ZG-resolução livre de Z; em particular, pelo Teorema 3.2.5 e

pela Proposição 3.4.5, essa sequência é uma ZG-resolução projetiva e plana de Z. Assim,

por definição, Hn(G,A) = Hn(G,A) = 0 para todo n ∈ N tal que n ≥ 2. QED.

Proposição 5.1.18. Seja Pn o grupo abeliano livre com base Gn+1 para todo n ∈ N.

Considere Pn como ZG-módulo via a ação

· : G×Gn+1 → Gn+1 | x · (x0, ..., xn) = (xx0, ..., xxn).

Seja ∂0 = ϕ : ZG→ Z. Dado n ∈ N\{0}, seja ∂n : Pn → Pn−1 o homomorfismo de grupos

abelianos dado por

(x0, ..., xn) 7→
n∑
i=0

(−1)i(x0, ..., x̂i, ..., xn),
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em que (x0, ..., x̂i, ..., xn) denota a (n− 1)-upla (x0, ..., xi−1, xi+1, ..., xn). Então,

P : ... P2 P1 P0 ≃ ZG Z 0
∂2 ∂1 ∂0

é uma ZG-resolução livre de Z.

Demonstração. Seja βn = {(1, x1, ..., xn) : x1, ..., xn ∈ G} para todo n ∈ N. Por definição,

βn gera Pn como ZG-módulo para todo n ∈ N. Sejam v1, ..., vk ∈ βn (vi = (1, xi1, ..., xin))

elementos 2 a 2 distintos. Sejam g1, ..., gℓ ∈ G elementos 2 a 2 distintos e λij ∈ Z tais que

k∑
i=1

(
ℓ∑

j=1

λijgj

)
vi = 0.

Logo:
k∑
i=1

ℓ∑
j=1

λij(gjvi) = 0.

Como gjvi = (gj, gjxi1, ..., gjxin), v1, ..., vk são 2 a 2 distintos e g1, ..., gℓ são 2 a 2 distintos,

então gjvi = gj′vi′ se, e somente se, j = j′ e i = i′. Assim, como Pn é um grupo abeliano

livre com base Gn+1, então λij = 0 para todo i ∈ {1, ..., k} e para todo j ∈ {1, ..., ℓ}, logo∑ℓ
j=1 λijgj = 0 para todo i ∈ {1, ..., k}. Portanto, Pn é um ZG-módulo livre com base βn.

Seja (x0, x1) ∈ P1. Então:

∂0∂1((x0, x1)) = ϕ∂1((x0, x1)) = ϕ(x1 − x0) = 0.

Como ∂0 e ∂1 são homomorfismos de Z-módulos, então ∂0∂1 = 0. Sejam n ∈ N\{0} e

(x0, ..., xn+1) ∈ Pn+1. Então:

∂n∂n+1((x0, ..., xn+1)) = ∂n

(
n∑
i=0

(−1)i(x0, ..., x̂i, ..., xn+1)

)
=

n∑
i=0

(−1)i

(
i−1∑
j=0

(−1)j(x0, ..., x̂j, ..., x̂i, ..., xn+1) +
n+1∑
j=i+1

(−1)j−1(x0, ..., x̂i, ..., x̂j, ..., xn+1)

)
=
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n∑
i=0

(−1)i

(
i−1∑
j=0

(−1)j(x0, ..., x̂j, ..., x̂i, ..., xn+1)−
n+1∑
j=i+1

(−1)j(x0, ..., x̂i, ..., x̂j, ..., xn+1)

)
=

n∑
i=0

i−1∑
j=0

(−1)i+j(x0, ..., x̂j, ..., x̂i, ..., xn+1)−
n∑
i=0

n+1∑
j=i+1

(−1)i+j(x0, ..., x̂i, ..., x̂j, ..., xn+1) = 0.

Como ∂k é homomorfismo de ZG-módulos para todo k ∈ N, então ∂n∂n+1 = 0 para todo

n ∈ N\{0}. Assim, ∂n∂n+1 = 0 para todo n ∈ N, logo P é um complexo de ZG-módulos.

Seja s−1 : Z → P0 o homomorfismo de Z-módulos tal que 1Z 7→ 1G. Dado n ∈ N,

seja sn : Pn → Pn+1 o homomorfismo de Z-módulos tal que (x0, ..., xn) 7→ (1, x0, ..., xn).

Então:

ϕs−1(1Z) = ϕ(1G) = 1Z.

Como ϕ e s−1 são homomorfismos de Z-módulos, então ϕs−1 = 1Z. Sejam n ∈ N e

(x0, ..., xn) ∈ Pn. Então:

(∂n+1sn+sn−1∂n)((x0, ..., xn)) = ∂n+1((1, x0, ..., xn))+sn−1

(
n∑
i=0

(−1)i(x0, ..., x̂i, ..., xn)

)
=

(x0, ..., xn) +
n∑
j=0

(−1)j+1(1, x0, ..., x̂j, ..., xn) +
n∑
i=0

(−1)i(1, x0, ..., x̂i, ..., xn) = (x0, ..., xn).

Como ∂n+1sn + sn−1∂n é um homomorfismo de Z-módulos para todo n ∈ N, então:

∂n+1sn + sn−1∂n = 1Pn ∀ n ∈ N.

Assim, s = (sn)n∈Z (em que sn = 0 se n ≤ −2) é uma homotopia entre 1P : P → P e

0P : P → P . Pelo Corolário 4.2.4, P é uma sequência exata de Z-módulos, logo P é uma

sequência exata de ZG-módulos. Portanto, P é uma ZG-resolução livre de Z. QED.

Proposição 5.1.19. Seja Q0 o ZG-módulo livre cuja base é o conjunto unitário {[ ]}.

Seja Qn o ZG-módulo livre com base Gn para todo n ∈ N\{0} (em que (x1, ..., xn) ∈ Gn é

denotado por [x1, ..., xn]). Seja d0 = ϕ : ZG→ Z. Dado n ∈ N\{0}, seja dn : Qn → Qn−1
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o homomorfismo de ZG-módulos dado por:

[x1, ..., xn] 7→ x1[x2, ..., xn] + (−1)n[x1, ..., xn−1] +
n−1∑
i=1

(−1)i[x1, ..., xixi+1, ..., xn].

Então,

Q : ... Q2 Q1 Q0 ≃ ZG Z 0
d2 d1 d0

é uma ZG-resolução livre de Z (denominada ZG-resolução padrão de Z).

Demonstração. Seja P a ZG-resolução de Z definida na Proposição 5.1.18. Por definição,

Qn é um grupo abeliano livre com base αn := {x0[x1, ..., xn] : x0, ..., xn ∈ G} para todo

n ∈ N. Como Qn e Pn são grupos abelianos livres com bases αn e Gn+1, respectivamente,

então, para todo n ∈ N, existem homomorfismos de grupos abelianos dados por:

τn : Pn → Qn | (x0, ..., xn) 7→ x0[x
−1
0 x1, x

−1
1 x2, ..., x

−1
n−1xn],

σn : Qn → Pn | x0[x1, ..., xn] 7→ x0(1, x1, x1x2, ..., x1...xn).

Por definição, τn = σ−1
n para todo n ∈ N e dn = τn−1∂nσn para todo n ∈ N\{0}. Como

dn = τn−1∂nσn para todo n ∈ N\{0} e ∂n∂n−1 = 0 para todo n ∈ N\{0}, então dndn−1 = 0

para todo n ∈ N\{0}, logo Q é um complexo de Z-módulos.

Seja τ := (τn)n∈Z (em que τn := 0 se n < 0). Como P e Q são complexos de Z-módulos,

Hn(P ) = 0 para todo n ∈ Z (pela Proposição 5.1.18) e τ : P → Q é um isomorfismo

de complexos (pelo Lema 4.1.4), então, pela Proposição 4.1.7 e pela Proposição 2.2.6,

Hn(Q) = Hn(P ) = 0 para todo n ∈ Z. Assim, Q é uma sequência exata de Z-módulos,

logo Q é uma ZG-resolução livre de Z. QED.

O teorema a seguir é baseado no Teorema 6.5.8 do livro An Introduction to

Homological Algebra (referência [6]), de Charles Weibel.
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Teorema 5.1.20. Suponha que G é um grupo finito de ordem m. Então:

mHn(G,A) = mHn(G,A) = 0 ∀ n ∈ N\{0}.

Demonstração. Seja Q a ZG-resolução de Z definida na Proposição 5.1.19. Seja

N =
∑

g∈G g. Defina os seguintes homomorfismos de ZG-módulos:

ξn : Qn → Qn | x 7→ mx ∀ n ∈ N,

s−1 : Z → Q0 | x 7→ xN [ ],

sn : Qn → Qn+1

∣∣∣∣ [x1, ..., xn] 7→ (−1)n+1
∑

xn+1∈G

[x1, ..., xn+1] ∀ n ∈ N.

Por definição:

(d1s0 + s−1d0)([ ]) = −
∑
x1∈G

(x1[ ]− [ ]) +N [ ] = m[ ] = ξ0([ ]). (1)

Sejam n ∈ N\{0} e [x1, ..., xn] ∈ Qn. Então:

dn+1sn([x1, ..., xn]) =

(−1)n+1
∑

xn+1∈G

(
x1[x2, ..., xn+1] + (−1)n+1[x1, ..., xn]+

n∑
i=1

(−1)i[x1, ..., xixi+1, ..., xn+1]

)
=

−(−1)n
∑

xn+1∈G

(
x1[x2, ..., xn+1] +

n∑
i=1

(−1)i[x1, ..., xixi+1, ..., xn+1]

)
+

m[x1, ..., xn]. (2)

Além disso:

sn−1dn([x1, ..., xn]) =
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(−1)n
∑

xn+1∈G

(
x1[x2, ..., xn+1] + (−1)n[x1, ..., xn−1, xn+1]+

n−1∑
i=1

(−1)i[x1, ..., xixi+1, ..., xn+1]

)
. (3)

Por (2) e (3), segue que:

(dn+1sn + sn−1dn)([x1, ..., xn]) =

m[x1, ..., xn]−
∑

xn+1∈G

[x1, ..., xn−1, xnxn+1] +
∑

xn+1∈G

[x1, ..., xn−1, xn+1] = ξn([x1, ..., xn]). (4)

Como s−1, sn e ξn são homomorfismos de ZG-módulos para todo n ∈ N, então, por (1) e

(4), segue que:

dn+1sn + sn−1dn = ξn ∀ n ∈ N. (5)

Seja F um funtor aditivo na categoria de ZG-módulos. Logo:

Fdn+1Fsn + Fsn−1Fdn = Fξn ∀ n ∈ N. (6)

Como F é um funtor aditivo, então Fξn : FQn → FQn é dada por x 7→ mx para todo

n ∈ N. Assim, por (6), segue que:

(Fdn+1Fsn)(x) = mx ∀ n ∈ N ∀ x ∈ ker(Fdn);

m · ker(Fdn) ⊆ im(Fdn+1) ∀ n ∈ N;

m · ker(Fdn)/im(Fdn+1) = 0 ∀ n ∈ N. (7)

Em particular, tomando F = ⊗ZGA e F = HomZG(−, A), respectivamente, obtém-se que:

mHn(G,A) = mHn(G,A) = 0 ∀ n ∈ N\{0}.

QED.
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Lema 5.1.21. Suponha que G é um grupo finito e que A é um ZG-módulo finitamente

gerado. Então, Hn(G,A) é um grupo abeliano finitamente gerado para todo n ∈ N.

Demonstração. Pelo Teorema 5.1.8, H0(G,A) ≃ Z ⊗ZG A, logo H0(G,A) é um grupo

abeliano finitamente gerado (pela Proposição 2.6.14). Assim, seja n ∈ N tal que n ≥ 1.

Seja Q a ZG-resolução padrão de Z. Por definição, segue que:

Hn(G,A) ≃ ker(dn ⊗ 1A)/im(dn+1 ⊗ 1A).

Como ker(dn ⊗ 1A) é um subgrupo de Qn ⊗ZG A e Qn ⊗ZG A é um grupo abeliano

finitamente gerado (pela Proposição 2.6.14), então ker(dn ⊗ 1A) é um grupo abeliano

finitamente gerado (pela Proposição 2.4.7), logoHn(G,A) é um grupo abeliano finitamente

gerado. QED.

Teorema 5.1.22. Suponha que G é um grupo finito e que A é um ZG-módulo finitamente

gerado. Então, Hn(G,A) é um grupo abeliano finito para todo n ∈ N\{0}.

Demonstração. Segue do Teorema 5.1.20 e do Lema 5.1.21. QED.

5.2 O multiplicador de Schur e a Fórmula de Hopf

Nesta seção, será definido o multiplicador de Schur de um grupo e será de-

monstrada a Fórmula de Hopf.

Pelo restante da seção, salvo menção do contrário, todos os módulos conside-

rados serão à esquerda (resultados análogos são válidos para módulos à direita).

Por toda a seção, suponha que G ≃ F/R, em que F é um grupo livre com

base X e R é um subgrupo normal de F . Pelo Teorema de Nielsen-Schreier (Teorema 8.9

da referência [4]), que afirma que todo subgrupo de um grupo livre é livre, segue que R

é um grupo livre (Y denotará uma base de R). Sejam π : F → G a projeção canônica e

π : ZF → ZG o homomorfismo de grupos tal que π|F = π. Além disso, definem-se f como

o ideal aumentado de F e r := ker(π).

Proposição 5.2.1. r ⊆ f, ZG ≃ ZF/r, g ≃ f/r.
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Demonstração. Seja x =
∑

f∈F zff ∈ r. Logo:

0 = π

(∑
f∈F

zff

)
=
∑
f∈F

zfπ(f) =
∑
f∈F

zfπ(f) ∈ ZG.

Como π(F ) = G e ZG é um grupo abeliano livre com base G, então
∑

f∈F zf = 0, logo

x ∈ f. Portanto, r ⊆ f. Como π : ZF → ZG é um homomorfismo sobrejetivo de grupos e

r = ker(π), então ZG ≃ ZF/r (pelo Teorema 2.1.16). Em particular, como π(f) = g e

r ⊆ f, então g ≃ f/r. QED.

Lema 5.2.2. r é um ZF -módulo livre com base Y − 1.

Demonstração. Seja (fj)j∈J uma família de elementos de F tal que ∪j∈JfjR = F e

fiR ∩ fjR = ∅ se i ̸= j. Seja u ∈ r. Como u ∈ ZF e ∪j∈JfjR = F , existem um

subconjunto finito J ′ de J , r1, ..., rn ∈ R e uma família (zji)j∈J ′,1≤i≤n de elementos de Z

tais que

u =
∑
j∈J ′

n∑
i=1

zjifjri.

Como u ∈ r = ker(π) e R = ker(π), então:

∑
j∈J ′

(
n∑
i=1

zji

)
π(fj) =

∑
j∈J ′

n∑
i=1

zjiπ(fj)π(ri) = π(u) = 0.

Como π(fi) ̸= π(fj) se i ̸= j (por definição de (fj)j∈J) e ZF é um grupo abeliano livre

com base F , então:
n∑
i=1

zji = 0 ∀ j ∈ J ′.

Portanto:

u =
∑
j∈J ′

n∑
i=1

zjifjri −
∑
j∈J ′

(
n∑
i=1

zji

)
fj =

n∑
i=1

(∑
j∈J ′

zjifj(ri − 1)

)
∈ ⟨R− 1⟩.

Como xy− 1 = (x− 1)+ x(y− 1) e x−1 − 1 = −x−1(x− 1) para todo x, y ∈ F e Y é base

de R, então R − 1 ⊆ ⟨Y − 1⟩. Logo, u ∈ ⟨Y − 1⟩. Assim, r ⊆ ⟨Y − 1⟩, logo r = ⟨Y − 1⟩
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(pois, por definição, Y − 1 ⊆ r).

Sejam α1, ..., αn ∈ ZF e y1, ..., yn ∈ Y tais que
∑n

k=1 αk(yk− 1) = 0. Como ∪j∈JfjR = F ,

então existe um subconjunto finito J ′′ de J tal que, para cada k ∈ {1, ..., n}, existem

βjk ∈ ZR tais que αk =
∑

j∈J ′′ βjkfj. Logo:

n∑
k=1

(∑
j∈J ′′

βjkfj

)
(yk − 1) = 0;

∑
j∈J ′′

(
n∑
k=1

βjk(yk − 1)

)
fj = 0.

Seja γj =
∑n

k=1 βjk(yk − 1) ∀ j ∈ J ′′. Logo:

∑
j∈J ′′

γjfj = 0.

Por definição, γj ∈ ZR para todo j ∈ J ′′. Assim, existem r1, ..., rm ∈ R (ri ̸= rj se i ̸= j)

e uma família (zji)j∈J ′,1≤i≤n de elementos de Z tais que γj =
∑m

i=1 zjiri. Portanto:

∑
j∈J ′′

m∑
i=1

zjirifj = 0.

Como ri ̸= rj se i ̸= j, fiR ∩ fjR = ∅ se i ̸= j e ZF é um grupo abeliano livre com base

F , então zji = 0 para todo j ∈ J ′′ e para todo i ∈ {1, ...,m}. Assim, γj = 0 para todo

j ∈ J ′′, logo:
n∑
k=1

βjk(yk − 1) = 0 ∀ j ∈ J ′′.

Como R é um grupo livre com base Y , então βjk = 0 para todo j ∈ J ′′ e para todo

k ∈ {1, ..., n} (pelo Teorema 5.1.9), logo αk = 0 para todo k ∈ {1, ..., n}. Portanto, r é

um ZF -módulo livre com base Y − 1. QED.

Lema 5.2.3. Seja M um ZF -módulo à esquerda. Então, M/rM é um ZG-módulo à
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esquerda se munido da operação · : ZG× (M/rM) →M/rM dada por:

(∑
f∈F

zfπ(f),m+ rM

)
7→
∑
f∈F

zffm+ rM.

Demonstração. Seja · : ZG × (M/rM) → M/rM conforme definida no enunciado. Se

f, f ′ ∈ F são tais que π(f) = π(f ′), então f − f ′ ∈ ker(π) = r, logo:

(f − f ′)m ∈ rM ∀ m ∈M.

Portanto, · está bem definida e M/rM é um ZG-módulo se munido da operação ·. QED.

Lema 5.2.4. Seja M um ZF -módulo à esquerda livre com base W . Então, M/rM é um

ZG-módulo livre com base {w + rM : w ∈ W}. Além disso, M/fM é um grupo abeliano

livre com base {w + fM : w ∈ W}.

Demonstração. Como M é um ZF -módulo livre com base W , então M =
∐

w∈W (ZF )w,

logo rM =
∐

w∈W rw, portanto:

M

rM
=

∐
w∈W (ZF )w∐
w∈W rw

≃
∐
w∈W

ZFw
rw

≃
∐
w∈W

(ZF/r)(w + rM).

Como ZF/r ≃ ZG (pela Proposição 5.2.1), então M/rM é um ZG-módulo livre com base

{w + rM : w ∈ W}. Em particular, se G = 1, então ZG ≃ Z e r = f, logo M/fM é um

Z-módulo livre (ou seja, grupo abeliano livre) com base {w + fM : w ∈ W}. QED.

Proposição 5.2.5. Seja M um ZF -módulo à esquerda. Então:

1. g(M/rM) = fM/rM ;

2. Existe um isomorfismo ψ : Z⊗ZG (M/rM) →M/fM tal que:

ψ(x⊗ (m+ rM)) = xm+ fM ∀ (x,m) ∈ X ×M.

Em particular, Z⊗ZG (M/rM) ≃M/fM .
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Demonstração.

1. Pelo Lema 5.2.3, M/rM é um ZG-módulo se munido da operação ·. Se f ∈ F, g ∈ G

são tais que π(f) = g, então g(m+ rM) := f(m+ rM) para todo m ∈M . Logo:

g(M/rM) = f(M/rM) = fM/rM.

2. Como g(M/rM) = fM/rM , então, pela Proposição 5.1.7, existe um isomorfismo

α : Z⊗ZG (M/rM) → (M/rM)/(fM/rM) tal que:

α(x⊗ (m+ rM)) = x(m+ rM) + (fM/rM) ∀ (x,m) ∈ Z×M.

Pelo Teorema 2.1.17, existe um isomorfismo β : (M/rM)/(fM/rM) →M/fM dado

por:

(m+ rM) + (fM/rM) 7→ m+ fM.

Portanto, ψ := βα : Z⊗ZG (M/rM) →M/fM é um isomorfismo tal que:

ψ(x⊗ (m+ rM)) = xm+ fM ∀ (x,m) ∈ X ×M.

QED.

Proposição 5.2.6. r/rf ≃ R/R′, (rf+ fr)/rf ≃ [F,R]/R′, r/(rf+ fr) ≃ R/[F,R].

Demonstração. Como r/rf é um grupo abeliano livre com base {y− 1+ rf : y ∈ Y } (pelo

Lema 5.2.4), R/R′ é um grupo abeliano livre com base {yR′ : y ∈ Y } e

|{y − 1 + r/rf : y ∈ Y }| = |{yR′ : y ∈ Y }| = |Y |,

então existe isomorfismo de grupos ϕ : r/rf → R/R′ tal que ϕ(y−1+ rf) = yR′ para todo

y ∈ Y . Em particular, r/rf ≃ R/R′. Como

xy − 1 = (x− 1)(y − 1) + (x− 1) + (y − 1) ∀ x, y ∈ R,
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x−1 − 1 = −(x− 1)− (x− 1)(x−1 − 1) ∀ x, y ∈ R

e Y é base de R, então:

ϕ(r − 1 + rf) = rR′ ∀ r ∈ R.

Como [F,R] ⊆ R (pelo Lema 1.1.7, pois R ◁ F ) e

(f − 1)(r − 1) = ([f, r]− 1) + ([f, r]− 1)(rf − 1) + (r − 1)(f − 1) ∀ f ∈ F ∀ r ∈ R,

então (f − 1)(r − 1) + rf = ([f, r]− 1) + rf ∀ f ∈ F ∀ r ∈ R, logo:

ϕ((f − 1)(r − 1) + rf) = [f, r]R′ ∀ f ∈ F ∀ r ∈ R.

Assim, ϕ((rf+ fr)/rf) = [F,R]/R′, portanto:

(rf+ fr)/rf ≃ [F,R]/R′.

Como ϕ : r/rf → R/R′ é um isomorfismo tal que ϕ(r − 1 + rf) = rR′ para todo r ∈ R e

ϕ((rf+ fr)/rf) = [F,R]/R′, então, pelo Teorema 2.1.17, existe um isomorfismo

ϕ : r/(rf + f) → R/[F,R] tal que ϕ(r − 1 + (rf + fr)) = r[F,R] para todo r ∈ R. Em

particular:

r/(rf+ fr) ≃ R/[F,R].

QED.

Lema 5.2.7. Sejam a, b ideais bilaterais livres de ZF com respectivas bases A e B. Então,

ab é um ZF -módulo livre com base AB := {ab : a ∈ A, b ∈ B}.

Demonstração. Por definição, tem-se que:

ab = ⟨AB⟩.

Sejam a1, ..., an ∈ A (2 a 2 distintos), b1, ..., bm ∈ B (2 a 2 distintos) e xij ∈ ZF para

todo i ∈ {1, ..., n} e para todo j ∈ {1, ...,m} tais que
∑m

j=1

∑n
i=1 xijaibj = 0. Como
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∑m
j=1 (

∑n
i=1 xijai) bj =

∑m
j=1

∑n
i=1 xijaibj = 0 e b é um ZF -módulo livre com base B,

então
∑n

i=1 xijai = 0 para todo j ∈ {1, ...,m}, logo xij = 0 para todo i ∈ {1, ..., n} e

para todo j ∈ {1, ...,m} (pois a é um ZF -módulo livre com base A). Portanto, ab é um

ZF -módulo livre com base AB. QED.

Teorema 5.2.8. Para todo n ∈ N\{0}, defina:

r0 := ZF , G0 := r0/r1 , G2n := rn/rn+1 , G2n−1 := rn−1f/rnf,

d2n : G2n → G2n−1 | x+ rn+1 7→ x+ rnf,

d2n−1 : G2n−1 → G2n−2 | x+ rnf 7→ x+ rn.

Então,

G : ... G2 G1 G0 ≃ ZG Z 0
d2 d1 ϕ

é uma ZG-resolução livre de Z (denominada ZG-resolução de Gruenberg de Z).

Demonstração. Como F e R são grupos livres com respectivas bases F e R, então f e

r são ZG-módulos livres com respectivas bases X − 1 e Y − 1 (pelo Teorema 5.1.16 e

pelo Lema 5.2.2). Assim, pelos Lemas 5.2.4 e 5.2.7, Gn é um ZG-módulo livre para todo

n ∈ N. Por definição dos mapas dn, tem-se que (para todo n ∈ N):

ker(d2n) = rnf/rn+1 , im(d2n) = rn/rnf,

ker(d2n+1) = rn+1/rn+1f , im(d2n+1) = rnf/rn+1.

Portanto, im(d2n+1) = ker(d2n) e im(d2n+2) = ker(d2n−1) para todo n ∈ N. Além disso,

como im(ϕ) = Z, G0 = r0/r1 = ZF/r ≃ ZG e im(d1) = r0f/r1 = f/r ≃ g = ker(ϕ) (pela

Proposição 5.2.1), então a sequência

... G2 G1 G0 ≃ ZG Z 0
d2 d1 ϕ
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é exata e, em particular, é uma ZG-resolução livre de Z. QED.

Definição 5.2.9. Define-se o multiplicador de Schur de G como M(G) := H2(G,Z).

Teorema 5.2.10. (Fórmula de Hopf)

M(G) ≃ F ′ ∩R
[F,R]

.

Demonstração. Pelo Teorema 5.2.8, existe uma ZG-resolução livre de Z (em particular,

pelo Teorema 3.2.5 e pela Proposição 3.4.5, uma resolução plana) dada por:

... rf/r2f r/r2 f/rf ZG Z 0
d3 d2

,

em que:

d3 : rf/r
2f → r/r2 | x+ r2f 7→ x+ r2,

d2 : r/r
2 → f/rf | x+ r2 7→ x+ rf.

Aplicando o funtor Z⊗ZG à sequência anterior, obtém-se a sequência

... Z⊗ZG (rf/r2f) Z⊗ZG (r/r2) Z⊗ZG (f/rf) ...
1⊗d3 1⊗d2

.

Pelo isomorfismo estabelecido na Proposição 5.2.5, esta sequência é isomorfa (pelo Lema

4.1.4) à sequência

... rf/frf r/fr f/f2 ...
∆3 ∆2

,

em que:

∆3 : rf/frf → r/fr | x+ frf 7→ x+ fr,

∆2 : r/fr → f/f2 | x+ fr 7→ x+ f2.

Assim, por definição de H2(G,Z) e pela Proposição 5.1.3, segue que:

M(G) := H2(G,Z) ≃
ker(∆2)

im(∆3)
.
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Por definição, ker(∆2) = (r ∩ f2)/fr e im(∆3) = (rf + fr)/fr. Seja θ : r/(rf + fr) → f2

dada por x + (rf + fr) 7→ x + f2. Por definição, ker(θ) = (r ∩ f2)/(rf + fr). Assim, pelo

Teorema 2.1.17, tem-se que:

M(G) ≃ ker(∆2)

im(∆3)
=

(r ∩ f2)/fr

(rf+ fr)/fr
≃ r ∩ f2

(rf+ fr)
= ker(θ).

Seja η : R/[F,R] → F/F ′ dada por r[F,R] 7→ rF ′. Por definição, ker(η) = (F ′∩R)/[F,R].

Sejam ψ e ϕ os respectivos isomorfismos estabelecidos no Teorema 5.1.10 e na Proposição

5.2.6. Por definição dos mapas, o seguinte diagrama comuta:

r/(rf+ fr) f/f2

R/[F,R] F/F ′

ϕ

θ

ψ

η

Logo, ker(θ) ≃ ker(η). Portanto:

M(G) ≃ ker(θ) ≃ ker(η) = (F ′ ∩R)/[F,R].

QED.

5.3 Extensões centrais e extensões stem

Nesta seção, serão estudadas as extensões centrais e extensões stem de um

grupo e a sua conexão com o multiplicador de Schur.

Definição 5.3.1. Uma extensão central de G é um par (G,Z), em que G é um grupo

e Z ◁ G, tal que G ≃ G/Z e Z ⊆ Z(G).

Definição 5.3.2. Uma extensão stem de G é um par (G,Z), em que G é um grupo

e Z ◁ G, tal que G ≃ G/Z e Z ⊆ Z(G) ∩ G
′; se Z ≃ M(G), então (G,Z) é dito um

recobrimento stem de G.
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Os dois teoremas a seguir são essenciais para diversas demonstrações a respeito

de X (G) e ν(G) nos dois capítulos seguintes.

Teorema 5.3.3. Existe um recobrimento stem de G.

Demonstração. Sejam F um grupo livre e R ◁ F tais que G ≃ F/R. Como

ϕ : R/(F ′∩R) → F/F ′ | r(F ′∩R) 7→ rF ′ é um homomorfismo injetivo de grupos e F/F ′

é um grupo abeliano livre (pois F é livre), então, pelo Teorema 2.4.8, R/(F ′ ∩ R) é um

grupo abeliano livre. Como R/[F,R] é um grupo abeliano (pois R′ ⊆ [F,R]), R/(F ′ ∩R)

é um grupo abeliano livre e ψ : R/[F,R] → R/(F ′ ∩ R) | r + [F,R] 7→ r + (F ′ ∩ R) é

um homomorfismo sobrejetivo tal que ker(ψ) = (F ′ ∩ R)/[F,R], então, pela Proposição

2.4.5, existe um subgrupo S de R ([F,R] ⊆ S) tal que:

R

[F,R]
=
F ′ ∩R
[F,R]

⊕ S

[F,R]
.

Pelo Lema 2.3.9, segue que R = (F ′ ∩R)S e (F ′ ∩R) ∩ S = [F,R]. Assim, pelo Teorema

5.2.10, segue que:
R

S
≃ F ′ ∩R

[F,R]
≃M(G).

Como [F,R] ⊆ S, então [F/S,R/S] = 1, logo R/S ⊆ Z(F/S). Como R = (F ′ ∩ R)S,

então R/S ⊆ (F ′S)/S = (F/S)′. Portanto, R/S ⊆ Z(F/S) ∩ (F/S)′. Como

R/S ⊆ Z(F/S) ∩ (F/S)′, (F/S)/(R/S) ≃ F/R ≃ G e R/S ≃ M(G), então (F/S,R/S)

é um recobrimento stem de G. QED.

Teorema 5.3.4. Seja (G,Z) uma extensão central de G. Então, existe um homomorfismo

sobrejetivo ϕ : M(G) → G
′ ∩ Z. Em particular, se (G,Z) é uma extensão stem de G,

então existe um homomorfismo sobrejetivo ϕ :M(G) → Z.

Demonstração. Sejam F um grupo livre e S ◁ F tais que G ≃ F/S. Como Z ◁ G ≃ F/S,

então existe R ◁ F tal que S ⊆ R e Z ≃ R/S. Como (G,Z) é uma extensão central

de G, Z ≃ R/S e G ≃ F/S, então G ≃ (F/S)/(R/S) ≃ F/R e R/S ⊆ Z(F/S). Como

R/S ⊆ Z(F/S), então [F/S,R/S] = 1, logo [F,R]S/S = 1, portanto:

[F,R] ⊆ S.
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Assim, o homomorfismo ξ : (F ′ ∩ R)/[F,R] → R/S | x[F,R] 7→ xS está bem definido.

Por definição, im(ξ) = (F ′ ∩R)S/S = (F ′S ∩RS)/S. Como S ⊆ R, então

F ′S ∩ RS = F ′S ∩ R. Logo, im(ξ) = (F ′S ∩ R)/S = (F ′S/S) ∩ (R/S). Como Z ≃ R/S

e G′ ≃ (F/S)′ = F ′S/S, então im(ξ) ≃ G
′ ∩ Z. Como im(ξ) ≃ G

′ ∩ Z e

M(G) ≃ (F ′∩R)/[F,R] (pelo Teorema 5.2.10), então existe um homomorfismo sobrejetivo

ϕ :M(G) → G
′ ∩ Z. QED.

5.4 O multiplicador de Schur de grupos finitos

Nesta seção, serão apresentadas propriedades do multiplicador de Schur de

grupos finitos. As demonstrações serão omitidas.

Proposição 5.4.1. Seja H um grupo finito. Então, M(H) é finito e |H| ·M(H) = 0.

Demonstração. Segue do Teorema 5.1.20 e do Teorema 5.1.22. QED.

Proposição 5.4.2. Sejam X, Y grupos finitos tais que MDC(|X|, |Y |) = 1. Então:

M(X × Y ) ≃M(X)×M(Y ).

Demonstração. Teorema 2.1 da referência [7]. QED.

Definição 5.4.3. Seja H um grupo (multiplicativo). Defina:

E := {n ∈ N\{0} : hn = 1H ∀ h ∈ H}.

Se E ̸= ∅, define-se o expoente do grupo H, denotado por exp(H), como o elemento

mínimo do conjunto E; caso contrário, denota-se exp(H) = ∞.

Proposição 5.4.4. Sejam p ∈ N primo e a1, ..., an ∈ N tais que a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an ≥ 1.

Seja

H =
n∏
i=1

Z/paiZ.
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Então:

M(H) =
n∏
i=2

(Z/paiZ)i−1.

Em particular, exp(M(H)) = pa2 e |M(H)| = pu, em que u =
∑n

i=2(i− 1)ai.

Demonstração. Teorema 1.2 da referência [8]. QED.
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6 A construção X (G)

Neste capítulo, será estudada a construção X (G), definida no artigo On weak

permutability between groups (referência [1]) de S. Sidki.

Por todo o capítulo, G denotará um grupo (multiplicativo) arbitrário com

elemento neutro 1, e ψ : G→ Gψ denotará um isomorfismo tal que G e Gψ são disjuntos.

Além disso, será utilizada a seguinte notação:

gψ := ψ(g) ∀ g ∈ G, g−ψ := ψ(g−1) ∀ g ∈ G, Y ψ := ψ(Y ) ∀ Y ⊆ G.

Definição 6.0.1. O grupo X (G) é definido como:

X (G) :=
G ∗Gψ

⟨[g, gψ] : g ∈ G⟩G∗Gψ .

Pelo restante do capítulo, as imagens de G e Gψ pela projeção canônica

p : G ∗Gψ → X (G) serão denotadas por G e Gψ, respectivamente.

Definição 6.0.2. Definem-se os seguintes subgrupos de X (G):

D(G) := [G,Gψ], L(G) := ⟨{g−1gψ : g ∈ G}⟩,

L1(G) := [L(G), G], L2(G) := [L(G), Gψ],

W (G) := D(G) ∩ L(G), R(G) := [L1(G), G
ψ].

Lema 6.0.3. Sejam H um grupo e u : G → H, v : Gψ → H homomorfismos tais que

(u ∗ v)([g, gψ]) = 1H para todo g ∈ G. Então, existe um único homomorfismo

ϕ : X (G) → H tal que ϕ(g) = u(g) e ϕ(gψ) = v(gψ) para todo g ∈ G.

Demonstração. Segue das definições de produto livre e de X (G). QED.

Em particular, existe um isomorfismo ψ : X (G) → X (G) tal que g 7→ gψ e

gψ 7→ g para todo g ∈ G.
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6.1 A construção T (G,Z)

Nesta seção, será apresentada a construção T (G,Z) e a sua relação com a

construção X (G).

Por toda a seção, (G,Z) denotará uma extensão stem de G.

Definição 6.1.1. Definem-se:

T := G×G×G,

ψ : T → T | (x, y, z) 7→ (z, y, x),

G1 := {(g, g, 1) : g ∈ G}, G2 := {(1, g, g) : g ∈ G} = ψ(G1),

Z1 := {(z, z, 1) : z ∈ Z}, Z2 := {(1, z, z) : z ∈ Z} = ψ(Z1),

T (G,Z) :=
⟨G1, G2⟩
Z1Z2

, G1 :=
G1Z2

Z1Z2

, G2 :=
G2Z1

Z1Z2

.

Proposição 6.1.2. Valem as seguintes propriedades:

1. G1 = {(g, g, 1)Z1Z2 : g ∈ G} e G2 = {(1, g, g)Z1Z2 : g ∈ G};

2. T (G,Z) = ⟨G1, G2⟩ e G1 ∩G2 = 1;

3. G1 ≃ G2 ≃ G;

4. Existe um homomorfismo ψ : T (G,Z) → T (G,Z) dado por:

(x, y, z)Z1Z2 7→ (z, y, x)Z1Z2.

Além disso, ψ2 = id e Gψ
1 = G2;

5. [g1, g
ψ
1 ] = 1 para todo g1 ∈ G1.

Demonstração.

1. Segue da definição anterior.

2. Segue da definição anterior e do item 1.
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3. Seja ϕ : G → G1 dada por g 7→ (g, g, 1). Por definição, ϕ : G → G1 e ϕ|Z : Z → Z1

são isomorfismos, logo ϕ induz um isomorfismo ϕ′ : G/Z → G1/Z1. Portanto:

G1 :=
G1Z2

Z1Z2

≃ G1

Z1

≃ G

Z
:= G.

Analogamente, G2 ≃ G.

4. Como Z ◁ G, então Z1 ◁ T e Z2 ◁ T , logo Z1Z2 = Z2Z1 e Z1Z2 ◁ T . Como

Z1Z2 = Z2Z1 ◁ T , ψ(Z1) = Z2 e ψ
2
= ψ, então ψ induz um homomorfismo

ψ : T (G,Z) → T (G,Z) dado por (x, y, z)Z1Z2 7→ (z, y, x)Z1Z2.

5. Como G1 = {(g, g, 1)Z1Z2 : g ∈ G} e

(g, g, 1)(1, g, g)Z1Z2 = (g, g2, g)Z1Z2 = (1, g, g)(g, g, 1)Z1Z2 ∀ g ∈ G,

então [g1, g
ψ
1 ] = 1 para todo g1 ∈ G1.

QED.

Definição 6.1.3. Definem-se os seguintes subgrupos de T (G,Z):

D := [G1, G
ψ
1 ], L := ⟨{g−1

1 gψ1 : g1 ∈ G1}⟩,

W := D ∩ L, R := [[G1, L], G
ψ
1 ].

Proposição 6.1.4. Valem as seguintes propriedades:

1. D = {(1, g, 1)Z1Z2 : g ∈ G
′};

2. L = ⟨{(g−1, 1, g)Z1Z2 : g ∈ G}⟩;

3. R = 1.

Demonstração.
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1. Pela Proposição 6.1.2, G1 = {(g, g, 1)Z1Z2 : g ∈ G}. Logo:

D := [G1, G
ψ
1 ] = ⟨{[(g, g, 1), (1, h, h)]Z1Z2 : g, h ∈ G}⟩ =

⟨{(1, [g, h], 1)Z1Z2 : g, h ∈ G}⟩ = {(1, g, 1)Z1Z2 : g ∈ G
′}.

2. Como G1 = {(g, g, 1)Z1Z2 : g ∈ G}, então:

L := ⟨{g−1
1 gψ1 : g1 ∈ G1}⟩ = ⟨{(g, g, 1)−1(1, g, g)Z1Z2 : g ∈ T (G,Z)}⟩ =

⟨{(g−1, g−1, 1)(1, g, g)Z1Z2 : g ∈ T (G,Z)}⟩ = ⟨{(g−1, 1, g)Z1Z2 : g ∈ G}⟩.

3. Pelo item 2, L ⊆ {(g1, 1, g2))Z1Z2 : g1, g2 ∈ G}. Logo:

[G1, L] = ⟨{[(g, g, 1)(g1, 1, g2)]Z1Z2 : g, g1, g2 ∈ G}⟩

= ⟨{([g, g1], 1, 1)Z1Z2 : g, g1 ∈ G}⟩.

Portanto, [G1, L] ⊆ {(g, 1, 1)Z1Z2 : g ∈ G}. Logo:

R := [[G1, L], G
ψ
1 ] = ⟨{[(g, 1, 1), (1, h, h)]Z1Z2 : g, h ∈ G}⟩ = 1.

QED.

Lema 6.1.5. L ◁ T (G,Z) e T (G,Z) = LG1 = LGψ
1 .

Demonstração. Primeiramente:

yx−1xψy−1 = yx−1xψy−ψyψy−1 ∀ x, y ∈ G1;

yx−1xψy−1 = ((xy−1)−1(xy−1)ψ)(yy−ψ)−1 ∈ L ∀ x, y ∈ G1. (1)

Além disso:

yψx−1xψy−ψ = yψy−1yx−1xψy−ψ ∀ x, y ∈ G1;
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yψx−1xψy−ψ = (yy−ψ)−1((xy−1)−1(xy−1)ψ) ∈ L ∀ x, y ∈ G1. (2)

Como T (G,Z) = ⟨G1, G
ψ
1 ⟩ e L := ⟨{g−1

1 gψ1 : g1 ∈ G1}⟩, então, por (1) e (2), segue que:

L ◁ T (G,Z).

Como G1 ≤ T (G,Z) e L ◁ T (G,Z), então LG1 ≤ T (G,Z). Como gψ = (gg−ψ)−1g para

todo g ∈ G1, então G1 ∪ Gψ
1 ⊆ LG1. Como G1 ∪ Gψ

1 ⊆ LG1, T (G,Z) é gerado por

G1 ∪Gψ
1 e L ◁ T (G,Z), então T (G,Z) = LG1. Como g = (gg−ψ)gψ para todo g ∈ G1 e

T (G,Z) = LG1, então T (G,Z) = LGψ
1 . QED.

Lema 6.1.6. L(G) ◁ X (G) e X (G) = L(G)G = L(G)Gψ.

Demonstração. A demonstração é análoga à do Lema 6.1.5. QED.

Proposição 6.1.7. Sejam α : T (G,Z) → G × G dada por (g1, g2, g3)Z1Z2 7→ (g1Z, g3Z)

e β : T (G,Z) → G dada por (g1, g2, g3)Z1Z2 7→ g2Z. Então:

1. α e β estão bem definidas;

2. α e β são homomorfismos sobrejetivos;

3. ker(α) = D;

4. ker(β) = L.

Em particular, D, L e W são subgrupos normais de T (G,Z).

Demonstração.

1. Suponha que (g1, g2, g3)Z1Z2 = (g′1, g
′
2, g

′
3)Z1Z2. Como Z1Z2 ⊆ Z × Z × Z, então

giZ = g′iZ para todo i ∈ {1, 2, 3}, logo α e β estão bem definidas.

2. Por definição, α e β são homomorfismos. Como G ≃ G/Z e (g, g, 1)Z1Z2 ∈ T (G,Z),

(1, g, g)Z1Z2 ∈ T (G,Z) para todo g ∈ G, então α e β são sobrejetivas.
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3. Pelo item 1 da Proposição 6.1.4, segue que D ⊆ ker(α). Seja v ∈ ker(α). Pelos

itens 1 e 2 da Proposição 6.1.2, existem n ∈ N e g1, ..., gn, h1, ..., hn ∈ G tais que:

v =
n∏
i=1

(gi, gi, 1)(1, hi, hi)Z1Z2 =

(
n∏
i=1

gi,

n∏
i=1

gihi,

n∏
i=1

hi

)
Z1Z2.

Como v ∈ ker(α), então
∏n

i=1 gi ∈ Z e
∏n

i=1 hi ∈ Z, logo

n∏
i=1

(gi, gi, 1)
n∏
i=1

(1, hi, hi)Z1Z2 = Z1Z2.

Pelo Lema 1.1.8, existe c ∈ D = [G1, G
ψ
1 ] tal que

v = c

(
n∏
i=1

(gi, gi, 1)
n∏
i=1

(1, hi, hi)Z1Z2

)
= c.

Assim, ker(α) ⊆ D, logo ker(α) = D.

4. Pelo item 2 da Proposição 6.1.4, segue que L ⊆ ker(β). Seja v ∈ ker(β). Pelo Lema

6.1.5, existem ℓ ∈ L e g ∈ G1 tais que v = ℓg. Como L ⊆ ker(β), ℓ ∈ L, v = ℓg e

v ∈ ker(β), então β(g) = β(v) = 1G. Como β(g) = 1G e g ∈ G1, então g = 1T (G,Z),

logo v = ℓ ∈ L. Assim, ker(β) ⊆ L, logo ker(β) = L.

QED.

Proposição 6.1.8. W = {(1, z, 1)Z1Z2 : z ∈ Z} ≃ Z.

Demonstração. Seja w ∈ W = D ∩ L. Pela Proposição 6.1.4, existem g ∈ G
′ e u, v ∈ G

tais que w = (1, g, 1)Z1Z2 = (u, 1, v)Z1Z2. Assim, existem z1, z2 ∈ Z tais que:

(1, g, 1) = (u, 1, v)(z1, z1, 1)(1, z2, z2) = (uz1, z1z2, vz2).

Em particular, g = z1z2 ∈ Z. Como w = (1, g, 1)Z1Z2 e g ∈ Z, então:

w ∈ {(1, z, 1)Z1Z2 : z ∈ Z}.
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Portanto:

W ⊆ {(1, z, 1)Z1Z2 : z ∈ Z}.

Sejam α e β conforme definidas na Proposição 6.1.7. Por definição:

{(1, z, 1)Z1Z2 : z ∈ Z} ⊆ ker(α) = D, {(1, z, 1)Z1Z2 : z ∈ Z} ⊆ ker(β) = L.

Logo, {(1, z, 1)Z1Z2 : z ∈ Z} ⊆ D ∩ L = W . Portanto:

W = {(1, z, 1)Z1Z2 : z ∈ Z}.

Seja ϕ : Z → {(1, z, 1)Z1Z2 : z ∈ Z} dada por:

z 7→ (1, z, 1)Z1Z2.

Por definição, ϕ é um homomorfismo sobrejetivo. Seja z ∈ ker(ϕ). Assim, (1, z, 1) ∈ Z1Z2,

logo existem z1, z2 ∈ Z tais que (1, z, 1) = (z1, z1, 1)(1, z2, z2) = (z1, z1z2, z2), o que implica

que z1 = z2 = 1 e z = z1z2 = 1. Portanto, ker(ϕ) = 1. Como ϕ é um homomorfismo

sobrejetivo e ker(ϕ) = 1, então ϕ é um isomorfismo, logo:

W = {(1, z, 1)Z1Z2 : z ∈ Z} ≃ Z.

QED.

Teorema 6.1.9. Existe um homomorfismo sobrejetivo λ : X (G) → T (G,Z) que satisfaz

as seguintes propriedades:

1. λ(G) = G1 e λ(Gψ) = Gψ
1 ;

2. R(G) ⊆ ker(λ) ⊆ W (G);

3. λ(W (G)) = {(1, z, 1)Z1Z2 : z ∈ Z} ≃ Z.

Em particular, se G = G, então ker(λ) = W (G).
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Demonstração. Pela Proposição 6.1.2, existem isomorfismos ϕ1 : G→ G1 e

ϕ2 : Gψ → Gψ
1 . Como [g1, g

ψ
1 ] = 1 para todo g1 ∈ G1, então, pelo Lema 6.0.3, existe um

homomorfismo λ : X (G) → T (G,Z) tal que λ|G = ϕ1 e λ|Gψ = ϕ2. Como ϕ1, ϕ2 são

isomorfismos e T (G,Z) = ⟨G1, G
ψ
1 ⟩, então λ é sobrejetivo. Além disso:

λ(D(G)) = D, λ(L(G)) = L, λ(W (G)) = W λ(R(G)) = R.

Sejam α, β conforme definidos na Proposição 6.1.7. Sejam α′ := αλ e β′ := βλ. Por

definição, α′ : X (G) → G×G e β′ : X (G) → G são tais que:

α′(g) = (g, 1) , α′(gψ) = (1, g) ∀ g ∈ G,

β′(g) = g , β′(gψ) = g ∀ g ∈ G.

Analogamente à Proposição 6.1.7 (usando o Lema 6.1.6), demonstra-se que:

ker(α′) = D(G), ker(β′) = L(G).

Portanto:

ker(λ) ⊆ ker(αλ) ∩ ker(βλ) = ker(α′) ∩ ker(β′) = D(G) ∩ L(G) = W (G).

Como λ(R(G)) = R e R = 1 (pela Proposição 6.1.4), então R(G) ⊆ ker(λ). Além disso,

como λ(W (G)) = W e W = {(1, z, 1)Z1Z2 : z ∈ Z} ≃ Z (pela Proposição 6.1.8), então

λ(W (G)) = {(1, z, 1)Z1Z2 : z ∈ Z} ≃ Z. Em particular, se G = G, então Z = 1, logo

λ(W (G)) = 1; como ker(λ) ⊆ W (G), então ker(λ) = W (G). QED.

6.2 A estrutura interna de X (G)

Nesta seção, será estudada a estrutura do grupo X (G).

Proposição 6.2.1. Valem as seguintes afirmações:
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1. Existe um homomorfismo sobrejetivo α′ : X (G) → G × G tal que ker(α′) = D(G)

e α′(g) = (g, 1) e α′(gψ) = (1, g) para todo g ∈ G;

2. Existe um homomorfismo sobrejetivo β′ : X (G) → G tal que ker(β′) = L(G) e

β′(g) = g e β′(gψ) = g para todo g ∈ G;

3. Existe um homomorfismo ρ : X (G) → G×G×G tal que ker(ρ) = W (G).

Em particular, D(G), L(G) e W (G) são subgrupos normais de X (G).

Demonstração.

1. Segue da demonstração do Teorema 6.1.9.

2. Segue da demonstração do Teorema 6.1.9.

3. Defina ρ : X (G) → G×G×G dada por x 7→ (α′(x), β′(x)). Portanto:

ker(ρ) = ker(α′) ∩ ker(β′) = D(G) ∩ L(G) = W (G).

QED.

Proposição 6.2.2. Valem as seguintes propriedades:

1. X (G) = L(G)G = L(G)Gψ;

2. L1(G) ◁ X (G) e L2(G) ◁ X (G);

3. L1(G) ⊆ L(G) e L2(G) ⊆ L(G);

4. X (G) = L(G)⋊G = L(G)⋊Gψ;

5. D(G)/W (G) ≃ G′.

Demonstração.

1. Segue do Lema 6.1.6.



131

2. Pelo item 1, segue que X (G) = ⟨L(G)∪G⟩ = ⟨L(G)∪Gψ⟩, logo L1(G) := [L(G), G]

e L2(G) := [L(G), Gψ] são subgrupos normais de X (G) (pelo Lema 1.1.7).

3. Como L(G) ◁ X (G), então:

[ℓ, x] = ℓ−1(x−1ℓx) ∈ L(G) ∀ ℓ ∈ L(G) ∀ x ∈ X (G).

Em particular, L1(G) ⊆ L(G) e L2(G) ⊆ L(G).

4. Como L(G) ◁ X (G), L(G) ∩ G = 1 e L(G) ∩ Gψ = 1, então, pelo item 1, segue

que X (G) = L(G)⋊G = L(G)⋊Gψ.

5. Seja λ : X (G) → T (G, 1) conforme definido no Teorema 6.1.9. Como

ker(λ) = W (G) ⊆ D(G) e λ(D(G)) = D = 1×G′ × 1 ≃ G′ (pela Proposição 6.1.4,

pois Z = 1), então D(G)/W (G) ≃ G′.

QED.

Lema 6.2.3. Sejam g1, g2, g3 ∈ G. Valem as seguintes relações em X (G):

1. [gψ1 , g2] = [g1, g
ψ
2 ];

2. [g1, g
ψ
3 ]
g2 = [g1, g

ψ
3 ]
gψ2 e [g1, g

ψ
3 ]
g2g

−ψ
2 = [g1, g

ψ
3 ];

3. [g1, g
ψ
2 ] = [g−ψ2 g2, g1][g1, g2].

Demonstração.

1. Pelos itens 8 e 9 do Lema 1.1.2, segue que:

[g1g2, (g1g2)
ψ] = [g1, (g1g2)

ψ]g2 [g2, (g1g2)
ψ] =

([g1, g
ψ
2 ][g1, g

ψ
1 ]
gψ2 )g2([g2, g

ψ
2 ][g2, g

ψ
1 ]
gψ2 ).

Como [g, gψ] = 1 para todo g ∈ G, então:

1 = [g1, g
ψ
2 ]
g2 [g2, g

ψ
1 ]
gψ2 .
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Conjugando ambos os lados por g−1
2 g−ψ2 = g−ψ2 g−1

2 , segue que:

1 = [g1, g
ψ
2 ]
g2·g−1

2 g−ψ2 [g2, g
ψ
1 ]
gψ2 ·g−ψ2 g−1

2

= [g1, g
ψ
2 ]
g−ψ2 [g2, g

ψ
1 ]
g−1
2

= gψ2 (g
−1
1 g−ψ2 g1g

ψ
2 )g

−ψ
2 · g2(g−1

2 g−ψ1 g2g
ψ
1 )g

−1
2

= gψ2 g
−1
1 g−ψ2 g1 · g−ψ1 g2g

ψ
1 g

−1
2

= (gψ2 g
−1
1 g−ψ2 g1)(g2g

−ψ
1 g−1

2 gψ1 )
−1

= [g−ψ2 , g1][g
−1
2 , gψ1 ]

−1.

Portanto:

[g−1
2 , gψ1 ] = [g−ψ2 , g1].

2. Pelo item 8 do Lema 1.1.2 e pelo item 1, segue que:

[g1g2, g
ψ
3 ] = [g1, g

ψ
3 ]
g2 [g2, g

ψ
3 ] = [g1, g

ψ
3 ]
g2 [gψ2 , g3], (1)

[g1g2, g
ψ
3 ] = [(g1g2)

ψ, g3] = [gψ1 , g3]
gψ2 [gψ2 , g3]. (2)

Por (1) e (2), segue que:

[g1, g
ψ
3 ]
g2 [gψ2 , g3] = [gψ1 , g3]

gψ2 [gψ2 , g3];

[g1, g
ψ
3 ]
g2 = [gψ1 , g3]

gψ2 .

Conjugando ambos os lados da igualdade anterior por g−ψ2 , segue que:

[g1, g
ψ
3 ]
g2g

−ψ
2 = [gψ1 , g3].

3. Pelo item 9 do Lema 1.1.2, segue que:

[g1, g
ψ
2 ] = [g1, g2(g

−1
2 gψ2 )] = [g1, g

−1
2 gψ2 ][g1, g2]

g−1
2 gψ2 .
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Conjugando ambos os lados por g−ψ2 g2, segue que:

[g1, g
ψ
2 ]
g−ψ2 g2 = [g1, g

−1
2 gψ2 ]

g−ψ2 g2 [g1, g2].

Pelo item 2, segue que [g1, g
ψ
2 ]
g−ψ2 g2 = [g1, g

ψ
2 ]. Logo:

[g1, g
ψ
2 ] = [g1, g

−1
2 gψ2 ]

g−ψ2 g2 [g1, g2].

Pelo item 7 do Lema 1.1.2, [g1, g−1
2 gψ2 ]

g−ψ2 g2 = [g−ψ2 g2, g1]. Logo:

[g1, g
ψ
2 ] = [g−ψ2 g2, g1][g1, g2].

QED.

Proposição 6.2.4. [D(G), L(G)] = 1, W (G) ⊆ Z(D(G)) e W (G) é abeliano.

Demonstração. Pelo item 2 do Lema 6.2.3, segue que [D(G), L(G)] = 1. Como

[D(G), L(G)] = 1 e W (G) = D(G) ∩ L(G), então [W (G), D(G)] = 1, logo

W (G) ⊆ Z(D(G)). Em particular, W (G) é abeliano. QED.

A seguir, será demonstrado o principal resultado deste texto.

Teorema 6.2.5. Para toda extensão stem (G,Z) de G, existe um homomorfismo so-

brejetivo ϕ : W (G)/R(G) → Z. Em particular, existe um homomorfismo sobrejetivo

ϕ : W (G)/R(G) →M(G).

Demonstração. Pelo Teorema 6.1.9, existe um homomorfismo λ : X (G) → T (G,Z) tal

que R(G) ⊆ ker(λ) ⊆ W (G) e λ(W (G)) ≃ Z. Em particular, existe um isomorfismo

ψ : W (G)/ker(λ) → Z. Como R(G) ⊆ W (G) e W (G) é abeliano (pela Proposição 6.2.4),

então R(G) ◁ W (G). Seja π : W (G)/R(G) → W (G)/ker(λ) dado por:

w ·R(G) 7→ w · ker(λ).
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Como R(G) ⊆ ker(λ), então π está bem definida e é um homomorfismo sobrejetivo.

Portanto, ϕ = ψπ : W (G)/R(G) → Z é um homomorfismo sobrejetivo. Em particular,

pelo Teorema 5.3.3, existe um homomorfismo sobrejetivo ϕ : W (G)/R(G) → M(G).

QED.

Lema 6.2.6. Valem as seguintes propriedades:

1. D(G)ψ = D(G);

2. L(G)ψ = L(G);

3. W (G)ψ = W (G);

4. L1(G)
ψ = L2(G);

5. R(G)ψ = [L2(G), G] = R(G).

Demonstração.

1. Pelo Lema 1.1.6 e pelo item 5 do Lema 1.1.2, segue que:

D(G)ψ = [G,Gψ]ψ = [Gψ, (Gψ)ψ] = [Gψ, G] = [G,Gψ] = D(G).

2.

L(G)ψ = ⟨{g−1gψ : g ∈ G}⟩ψ = ⟨{(g−1gψ)ψ : g ∈ G}⟩ =

⟨{g−ψg : g ∈ G}⟩ = ⟨{(g−1gψ)−1 : g ∈ G}⟩ = L(G).

3. Segue dos itens 1 e 2.

4. Pelo Lema 1.1.6 e pelo item 2, segue que:

L1(G)
ψ = [L(G), G]ψ = [L(G)ψ, Gψ] = [L(G), Gψ] = L2(G).

5. Pelo Lema 1.1.6 e pelo item 4, segue que:

R(G)ψ = [L1(G), G
ψ]ψ = [L1(G)

ψ, (Gψ)ψ] = [L1(G)
ψ, G] = [L2(G), G].
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Como R(G)ψ = [L1(G)
ψ, G], então, pelo item 1 do Lema 6.2.3, segue que:

R(G)ψ = [L1(G)
ψ, G] = [L1(G), G

ψ] = R(G).

QED.

Proposição 6.2.7. Valem as seguintes propriedades:

1. D(G) ⊆ L1(G)G
′, L1(G) = L(G) ∩ (D(G)G′);

2. W (G) ⊆ L1(G), [W (G), G] ⊆ R(G);

3. D(G)L1(G) = D(G)G′;

4. [[Gψ, G′], G′] ⊆ [D(G), G′] ⊆ D(G)′;

5.
[G′, Gψ]L1(G)

L1(G)
=

[G′, G]L1(G)

L1(G)
,
[G′, Gψ]L(G)

L(G)
=

[G′, G]L(G)

L(G)
.

Demonstração.

1. Pelo item 3 do Lema 6.2.3, segue que:

D(G) ⊆ L1(G)G
′, L1(G) ⊆ D(G)G′.

Como L1(G) ⊆ D(G)G′ e L1(G) ⊆ L(G) (pelo item 4 da Proposição 6.2.2), então

L1(G) ⊆ L(G) ∩ (D(G)G′). Seja x ∈ L(G) ∩ (D(G)G′). Logo, existem d ∈ D(G),

g1 ∈ G′ tais que x = dg1. Além disso, como D(G) ⊆ L1(G)G
′, existem ℓ ∈ L1(G),

g2 ∈ G′ tais que d = ℓg2. Portanto, x = ℓ(g1g2). Como x ∈ L(G),

ℓ ∈ L1(G) ⊆ L(G), g1g2 ∈ G′ e L(G) ∩ G′ = 1, então x = ℓ ∈ L1(G). Assim,

L(G) ∩ (D(G)G′) ⊆ L1(G). Logo:

L1(G) = L(G) ∩ (D(G)G′).



136

2. Como W (G) = D(G) ∩ L(G) e L1(G) = L(G) ∩ (D(G)G′) (pelo item 1), então:

W (G) ⊆ L1(G).

Como W (G) ⊆ L1(G) e R(G) = [L1(G), G
ψ], então:

[W (G), Gψ] ⊆ R(G).

Pelo item 1 do Lema 6.2.3 pelo item 3 do Lema 6.2.6, segue que:

[W (G), Gψ] = [W (G)ψ, G] = [W (G), G].

Portanto:

[W (G), G] = [W (G), Gψ] ⊆ R(G).

3. Pelo item 3 do Lema 6.2.3, segue que G′ ⊆ L1(G)D(G). Como G′ ⊆ L1(G)D(G) e

L1(G) ⊆ L(G) ◁ X (G) (pela Proposição 6.2.2), então

G′ ⊆ L(G)D(G) = D(G)L(G),

logo D(G)G′ ⊆ D(G)L(G). Como D(G)L1(G) = (D(G)L(G)) ∩ (D(G)G′) (pelo

item 1) e D(G)G′ ⊆ D(G)L(G), então:

D(G)L1(G) = D(G)G′.

4. Como G′ ⊆ D(G)L(G) e [D(G), L(G)] = 1 (pela Proposição 6.2.4), então

[D(G), G′] ⊆ D(G)′. Como [Gψ, G′] ⊆ [Gψ, G] = D(G), então:

[[Gψ, G′], G′] ⊆ [D(G), G′] ⊆ D(G)′.
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5. Pelo item 3 do Lema 6.2.3, segue que:

[h, gψ] = [g−ψg, h][h, g] ∀ g ∈ G ∀ h ∈ G′.

Como L1(G) := [L(G), G], então [G′, Gψ] ⊆ L1(G)[G
′, G] e [G′, G] ⊆ L1(G)[G

′, Gψ].

Como L1(G) ◁ X (G) (pela Proposição 6.2.2), então:

[G′, Gψ]L1(G)

L1(G)
=

[G′, G]L1(G)

L1(G)
.

Como L1(G) ⊆ L(G) ◁ X (G) (pela Proposição 6.2.2), então:

[G′, Gψ]L(G)

L(G)
=

[G′, G]L(G)

L(G)
.

QED.

Proposição 6.2.8. Valem as seguintes propriedades:

1. R(G) ◁ X (G);

2. [gg31 , [(g
g3
2 )ψ, g−ψ3 g3]] = [g1, g

ψ
2 ]
g3 [gg31 , (g

g3
2 )ψ]−1 ∀ g1, g2, g3 ∈ G;

3. [g1, g
ψ
2 ]
g3R(G) = [gg31 , (g

g3
2 )ψ]R(G) = [g1, g

ψ
2 ]
gψ3 R(G) ∀ g1, g2, g3 ∈ G;

4. R(G) = ⟨[g1, gψ2 ]g3 [g
g3
1 , (g

g3
2 )ψ]−1 : g1, g2, g3 ∈ G⟩X (G).

Demonstração.

1. Como L1(G) ◁ X (G) e L2(G) ◁ X (G) (pela Proposição 6.2.2), então, pelo item

6 do Lema 1.1.2, segue que:

[L1(G), G
ψ]G

ψ

= [L1(G)
Gψ , (Gψ)

Gψ

] = [L1(G), G
ψ], (1)

[G,L2(G)]
G = [GG, L2(G)

G] = [G,L2(G)]. (2)

Como (Gψ)G ⊆ D(G)Gψ (pelo item 4 do Lema 1.1.2), L1(G) ◁ X (G) e

[L1(G), D(G)] = 1 (pela Proposição 6.2.2 e pela Proposição 6.2.4), então, pelos itens
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6 e 9 do Lema 1.1.2, segue que:

[L1(G), G
ψ]G ⊆ [L1(G)

G, (Gψ)G] ⊆ [L1(G), D(G)Gψ] ⊆

[L1(G), G
ψ][L1(G), D(G)]G

ψ

= [L1(G), G
ψ]. (3)

Como GGψ ⊆ D(G)G (pelo item 4 do Lema 1.1.2), L2(G) ◁ X (G) e

[L2(G), D(G)] = 1 (pela Proposição 6.2.2 e pela Proposição 6.2.4), então, pelos itens

6 e 8 do Lema 1.1.2, segue que:

[G,L2(G)]
Gψ ⊆ [GGψ , L2(G)

Gψ ] ⊆ [D(G)G,L2(G)] ⊆

[D(G), L2(G)]
G[G,L2(G)] = [G,L2(G)]. (4)

Como X (G) = ⟨G,Gψ⟩, então, por (1), (2), (3), (4), segue que:

[L1(G), G
ψ] ◁ X (G) , [G,L2(G)] ◁ X (G).

Como [G,L2(G)] = [L2(G), G] (pelo item 5 do Lema 1.1.2) e

R(G) = [L1(G), G] = [L2(G), G] (pelo item 5 do Lema 6.2.6), então:

R(G) ◁ X (G).

2. Sejam g1, g2, g3 ∈ G. Pelo item 6 do Lema 1.1.2, segue que:

[g1, g
ψ
2 ]
g3 = [gg31 , (g

ψ
2 )

g3 ]

= [gg31 , (g
ψ
2 )

gψ3 (g−ψ3 g3)]

= [gg31 , ((g
ψ
2 )

gψ3 )g
−ψ
3 g3 ]

= [gg31 , (g
ψ
2 )

gψ3 [(gψ2 )
gψ3 , g−ψ3 g3]].
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Pelo item 9 do Lema 1.1.2, segue que:

[g1, g
ψ
2 ]
g3 = [gg31 , [(g

ψ
2 )

gψ3 , g−ψ3 g3]][g
g3
1 , (g

ψ
2 )

gψ3 ][(g
ψ
2 )g

ψ
3 ,g−ψ3 g3].

Como [D(G), L(G)] = 1 (pela Proposição 6.2.4), [gg31 , (g
ψ
2 )

gψ3 ] ∈ D(G) e

[(gψ2 )
gψ3 , g−ψ3 g3] ∈ L2(G) ⊆ L(G) (pela Proposição 6.2.2), então

[gg31 , (g
ψ
2 )

gψ3 ][(g
ψ
2 )g

ψ
3 ,g−ψ3 g3] = [gg31 , (g

ψ
2 )

gψ3 ]. Logo:

[g1, g
ψ
2 ]
g3 = [gg31 , [(g

ψ
2 )

gψ3 , g−ψ3 g3]][g
g3
1 , (g

ψ
2 )

gψ3 ];

[gg31 , [(g
ψ
2 )

gψ3 , g−ψ3 g3]] = [g1, g
ψ
2 ]
g3 [gg31 , (g

ψ
2 )

gψ3 ]−1.

Como (gψ2 )
gψ3 = (gg32 )ψ, então:

[gg31 , [(g
g3
2 )ψ, g−ψ3 g3]] = [g1, g

ψ
2 ]
g3 [gg31 , (g

g3
2 )ψ]−1.

3. Sejam g1, g2, g3 ∈ G. Como [gg31 , [(g
ψ
2 )

gψ3 , g−ψ3 g3]] ∈ [G,L2(G)] = R(G) (pelo item 1)

e [gg31 , [(g
g3
2 )ψ, g−ψ3 g3]] = [g1, g

ψ
2 ]
g3 [gg31 , (g

g3
2 )ψ]−1 (pelo item 2), então:

[g1, g
ψ
2 ]
g3R(G) = [gg31 , (g

g3
2 )ψ]R(G).

Como [g1, g
ψ
2 ]
g3 = [g1, g

ψ
2 ]
gψ3 (pelo item 2 do Lema 6.2.3), segue que:

[g1, g
ψ
2 ]
g3R(G) = [gg31 , (g

g3
2 )ψ]R(G) = [g1, g

ψ
2 ]
gψ3 R(G).

4. Como R(G) = [G,L2(G)] = [G, [Gψ, L(G)]] ◁ X (G) (pelo item 1) e

L(G) := ⟨g−ψg : g ∈ G⟩, então, aplicando repetidamente os itens 8 e 9 do Lema

1.1.2, segue que:

R(G) = ⟨[x1, [xψ2 , x
−ψ
3 x3]] : x1, x2, x3 ∈ G⟩X (G).
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Como o mapa cy : G→ G dado por x 7→ xy é uma bijeção para todo y ∈ G, então:

R(G) = ⟨[gg31 , [(g
g3
2 )ψ, g−ψ3 g3]] : g1, g2, g3 ∈ G⟩X (G).

Pelo item 2, segue que:

R(G) = ⟨[g1, gψ2 ]g3 [g
g3
1 , (g

g3
2 )ψ]−1 : g1, g2, g3 ∈ G⟩X (G).

QED.

Lema 6.2.9. Sejam x, y ∈ G tais que [x, y] = 1. Então, [x, yψ] ∈ W (G) e, para todo

n ∈ N, [xn, yψ] = [x, yψ]n. Além disso, se |x|, |y| < ∞, então |[x, yψ]| | MDC(|x|, |y|).

Em particular, se MDC(|x|, |y|) = 1, então [x, yψ] = 1.

Demonstração. Como [x, y] = 1, então, pelo item 3 do Lema 6.2.3, segue que:

[x, yψ] = [y−ψy, x] ⊆ [L(G), G] = L1(G).

Como L1(G) ⊆ L(G) (pela Proposição 6.2.2), então [x, yψ] ∈ L(G). Como [x, yψ] ∈ L(G)

e [x, yψ] ∈ D(G), então:

[x, yψ] ∈ W (G).

Como [x, y] = 1 e [g, gψ] = 1 ∀ g ∈ G, então x−ψx−1y−ψ = x−1y−ψx−ψ e xyψxψ = xψxyψ.

Logo:

[x, yψ]x
ψ

= x−ψx−1y−ψxyψxψ = x−1y−ψx−ψxψxyψ = x−1y−ψxyψ = [x, yψ]. (∗)

Suponha, por hipótese indutiva, que [xn, yψ] = [x, yψ]n para algum n ∈ N. Pelo item 8 do

Lema 1.1.2, segue que [xnx, yψ] = [xn, yψ]x[x, yψ], e, pelo item 2 do Lema 6.2.3, segue que
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[xn, yψ]x = [xn, yψ]x
ψ . Logo, pelo item 8 do Lema 1.1.2, segue que:

[xn+1, yψ] = [xnx, yψ]

= [xn, yψ]x[x, yψ]

= [xn, yψ]x
ψ

[x, yψ]

= ([x, yψ]n)x
ψ

[x, yψ]

= ([x, yψ]x
ψ

)n[x, yψ]

= ([x, yψ])n[x, yψ] (por (∗))

= ([x, yψ])n+1.

Como [x0, yψ] = [x, yψ]0 = 1, então, por indução, segue que [xn, yψ] = [x, yψ]n para todo

n ∈ N. Pelo item 1 do Lema 6.2.3 e pelo item 5 do Lema 1.1.2, segue que:

[x, (yn)ψ] = [xψ, yn] = [yn, xψ]−1 = [y, xψ]−n ∀ n ∈ N.

Suponha que |x|, |y| < ∞. Como [xn, yψ] = [x, yψ]n e [x, (yn)ψ] = [y, xψ]−n para todo

n ∈ N, então [x, yψ]|x| = [x, yψ]|y| = 1, logo |[x, yψ]| | MDC(|x|, |y|). QED.

Proposição 6.2.10. Sejam H,K ◁ G tais que G ≃ H ×K. Então:

1. [H,Kψ] ◁ X (G), [H,Kψ] ⊆ W (G);

2. X (G) = [H,Kψ]⟨H,Hψ⟩⟨K,Kψ⟩;

3. X (G)/[H,Kψ] ≃ X (H)× X (K), X (H) ≃ ⟨H,Hψ⟩, X (K) ≃ ⟨K,Kψ⟩,

W (G) ≃ [H,Kψ]×W (H)×W (K);

4. Se MDC(|H|, |K|) = 1, então [H,Kψ] = 1, X (G) ≃ X (H)× X (K),

W (G) ≃ W (H)×W (K).

Demonstração.
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1. Pelo Lema 1.1.2, segue que:

[h1h2, k
ψ] = [h1, k

ψ]h2 [h2, k
ψ] ∀ h1, h2 ∈ H ∀ k ∈ K;

[h1, k
ψ]h2 = [h1h2, k

ψ][h2, k
ψ]−1 ∈ [H,Kψ] ∀ h1, h2 ∈ H ∀ k ∈ K.

Portanto, [H,Kψ]H = [H,Kψ]. Além disso:

[h, kψ1 k
ψ
2 ] = [h, kψ2 ][h, k

ψ
1 ]
kψ2 ∀ h ∈ H ∀ k1, k2 ∈ K;

[h, kψ1 ]
kψ2 = [h, kψ2 ]

−1[h, kψ1 k
ψ
2 ] ∈ [H,Kψ] ∀ h ∈ H ∀ k1, k2 ∈ K.

Portanto, [H,Kψ]K
ψ
= [H,Kψ]. Pelo Lema 6.2.3, segue que:

[H,Kψ]H = [H,Kψ]H
ψ

, [H,Kψ]K = [H,Kψ]K
ψ

.

Como X (G) = ⟨H ∪Hψ ∪K ∪Kψ⟩ e [H,Kψ]X = [H,Kψ] para todo

X ∈ {H,Hψ, K,Kψ}, então [H,Kψ] ◁ X (G). Além disso, como [H,K] = 1 (pois

G ≃ H ×K), então [H,Kψ] ⊆ W (G) (pelo Lema 6.2.9).

2. Seja g ∈ X (G). Como H,K ◁ G e G ≃ H × K, então existem h1, ..., hn ∈ H,

k1, ..., kn ∈ K, x1, ..., xn ∈ Hψ, y1, ..., yn ∈ Kψ tais que g = h1k1x1y1...hnknxnyn.

Pelo Lema 1.1.8, existe u ∈ [H ∪Hψ, K ∪Kψ] tal que g = uh1x1...hnxnk1y1...knyn.

Portanto:

X (G) = [H ∪Hψ, K ∪Kψ]⟨H,Hψ⟩⟨K,Kψ⟩.

Pelo Lema 1.1.2, cada elemento de [H ∪Hψ, K ∪Kψ] é da forma gz11 ...gz
m

m , em que

z1, ..., zm ∈ X (G) e g1, ..., gm são elementos da forma [h, k], [h, kψ], [hψ, k], [hψ, kψ],

em que h ∈ H, k ∈ K. Como [h, kψ] = [hψ, k] (pelo Lema 6.2.3) e

[H,K] = [Hψ, Kψ] = 1 (pois H,K ◁ G e G ≃ H ×K), então g1, ..., gm ∈ [H,Kψ].

Como [H,Kψ] ◁ X (G), então gz11 ...gzmm ∈ [H,Kψ]. Assim:

[H ∪Hψ, K ∪Kψ] = [H,Kψ].
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Logo:

X (G) = [H,Kψ]⟨H,Hψ⟩⟨K,Kψ⟩.

3. Pelo Lema 6.0.3, existe um homomorfismo sobrejetivo ϕ : X (G) → X (H)×X (K)

tal que:

ϕ(h) = (h, 1), ϕ(hψ) = (hψ, 1), ϕ(k) = (1, k), ϕ(kψ) = (1, kψ) ∀ h ∈ H ∀ k ∈ K.

Como ϕ(g) = (g, 1) para todo g ∈ ⟨H,Hψ⟩, ϕ(g) = (1, g) para todo g ∈ ⟨K,Kψ⟩ e

ϕ([h, kψ]) = 1 para todo h ∈ H e para todo k ∈ K, então, pelo item 2,

ker(ϕ) = [H,Kψ]. Como ϕ é sobrejetivo, então:

X (G)/[H,Kψ] ≃ X (H)× X (K).

Além disso, como ker(ϕ) ∩ ⟨H,Hψ⟩ = ker(ϕ) ∩ ⟨K,Kψ⟩ = 1, então:

X (H) ≃ ⟨H,Hψ⟩ , X (K) ≃ ⟨K,Kψ⟩.

Como [H,Kψ], ⟨H,Hψ⟩ ∩W (G) e ⟨K,Kψ⟩ ∩W (G) são subgrupos 2 a 2 disjuntos

de W (G) (pois G ≃ H ×K), X (G) = [H,Kψ]⟨H,Hψ⟩⟨K,Kψ⟩,

⟨H,Hψ⟩ ∩W (G) ≃ W (H) e ⟨K,Kψ⟩ ∩W (G) ≃ W (K) (via ϕ) e W (G) é abeliano

(pela Proposição 6.2.4), então:

W (G) ≃ [H,Kψ]×W (H)×W (K).

4. Suponha que MDC(|H|, |K|) = 1. Pelo Lema 6.2.9, segue que [H,Kψ] = 1. Assim,

pelo item 3, segue que:

X (G) ≃ X (H)× X (K) , W (G) ≃ W (H)×W (K).

QED.
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Proposição 6.2.11. Seja K um subgrupo de G. Então:

1. [Kψ, G] = [K,Gψ] ◁ X (G);

2. ⟨K,Kψ⟩ ∩D(G) = [Kψ, G];

3. Se K ◁ G, então ⟨K,Kψ⟩X (G) = ⟨K,Kψ⟩[Kψ, G];

4. Se K ◁ G, então ⟨K,Kψ⟩X (G) ∩D(G) = [Kψ, G].

Em particular, ⟨G′, (G′)ψ⟩X (G) ∩D(G) = [G′, Gψ].

Demonstração.

1. Pelo item 1 do Lema 6.2.3, [Kψ, G] = [K,Gψ]. Pelo Lema 1.1.7, [Kψ, G] ◁ ⟨Kψ, G⟩

e [K,Gψ] ◁ ⟨K,Gψ⟩. Portanto, [Kψ, G]G = [Kψ, G] e [Kψ, G]G
ψ
= [Kψ, G]. Como

X (G) = ⟨G,Gψ⟩, então [Kψ, G] ◁ X (G).

2. Seja α′ : X (G) → G×G o homomorfismo sobrejetivo definido na Proposição 6.2.1.

Como α′(g) = (g, 1) e α′(gψ) = (1, g) para todo g ∈ G, e ker(α′) = D(G), então

α′ induz um homomorfismo sobrejetivo π : ⟨K,Kψ⟩/(⟨K,Kψ⟩ ∩ D(G)) → K × K

tal que π(k(⟨K,Kψ⟩ ∩D(G))) = (k, 1) e π(kψ(⟨K,Kψ⟩ ∩D(G))) = (1, k) para todo

k ∈ K. Além disso, seja ϕ : K×K → ⟨K,Kψ⟩/[K,Kψ] o homomorfismo sobrejetivo

tal que ϕ(k1, k2) = k1k
ψ
2 [K,K

ψ] para todo k1, k2 ∈ K. Assim,

ϕπ : ⟨K,Kψ⟩/(⟨K,Kψ⟩ ∩D(G)) → ⟨K,Kψ⟩/[K,Kψ] é um homomorfismo sobreje-

tivo tal que (ϕπ)(k(⟨K,Kψ⟩ ∩D(G))) = k[K,Kψ] para todo k ∈ K. Portanto,

⟨K,Kψ⟩∩D(G) ⊆ [K,Kψ]. Como [K,Kψ] ⊆ ⟨K,Kψ⟩∩D(G) (por definição), então:

⟨K,Kψ⟩ ∩D(G) = [Kψ, G].

3. Suponha que K ◁ G. Logo, ⟨K,Kψ⟩G = ⟨K, (Kψ)G⟩. Como

g−1kψg = [g, k−ψ]kψ ∀ g ∈ G ∀ k ∈ K,
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então (Kψ)G = ⟨[Kψ, G], Kψ⟩, logo ⟨K, (Kψ)G⟩ = ⟨K, [Kψ, G], Kψ⟩. Pelo item 1,

[Kψ, G] ◁ X (G), logo ⟨K, [Kψ, G], Kψ⟩ = ⟨K,Kψ⟩[Kψ, G]. Portanto,

⟨K,Kψ⟩G = ⟨K,Kψ⟩[Kψ, G]. Analogamente, ⟨K,Kψ⟩Gψ = ⟨K,Kψ⟩[K,Gψ]. Pelo

Lema 6.2.3, [K,Gψ] = [Kψ, G], logo:

⟨K,Kψ⟩Gψ = ⟨K,Kψ⟩G = ⟨K,Kψ⟩[Kψ, G].

Como X (G) = ⟨G,Gψ⟩ e [Kψ, G] ◁ X (G), então ⟨K,Kψ⟩X (G) = ⟨K,Kψ⟩[Kψ, G].

4. Segue dos itens 2 e 3.

QED.

Proposição 6.2.12. Seja ϕ : G → K um homomorfismo sobrejetivo. Então, existe um

homomorfismo sobrejetivo ϕ : X (G) → X (K) tal que:

1. ϕ(g) = ϕ(g) ∀ g ∈ G, ϕ(gψ) = (ϕ(g))ψ ∀ g ∈ G, ϕ(D(G)) = D(K);

2. ker(ϕ) = ⟨ker(ϕ), ker(ϕ)ψ⟩X (G);

3. ker(ϕ) ∩D(G) = [ker(ϕ), Gψ].

Demonstração.

1. Como ϕ é um homomorfismo sobrejetivo, então existe um homomorfismo sobrejetivo

ϕ : X (G) → X (K) tal que ϕ(g) = ϕ(g) e ϕ(gψ) = (ϕ(g))ψ para todo g ∈ G (pelo

Lema 6.0.3). Logo:

ϕ(D(G)) = D(K).

2. Seja N := ⟨ker(ϕ), ker(ϕ)ψ⟩X (G). Por definição, ⟨ker(ϕ), ker(ϕ)ψ⟩ ⊆ ker(ϕ), logo

N ⊆ ker(ϕ) (pelo Lema 1.1.4). Assim, existe um homomorfismo sobrejetivo

π : X (G)/N → X (K) tal que π(gN) = ϕ(g) e π(gψN) = (ϕ(g))ψ para todo

g ∈ G. Pela Proposição 6.2.11, N = ⟨ker(ϕ), ker(ϕ)ψ⟩[ker(ϕ)ψ, G]. Assim, existe

um homomorfismo sobrejetivo ξ : X (K) → X (G)/N tal que ξ(k) = ϕ
−1
(k)N e

ξ(kψ) = ϕ
−1
(kψ)N para todo k ∈ K (pelo Lema 6.0.3). Como ξπ = 1X (K) e
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π é sobrejetivo, então π é um isomorfismo. Como ϕ : X (G) → X (K) é um

homomorfismo sobrejetivo, N ⊆ ker(ϕ) e π : X (G)/N → X (K) é um isomorfismo,

então:

ker(ϕ) = N.

3. Como [ker(ϕ), Gψ] ⊆ D(G) ∩ ker(ϕ) e ker(ϕ) = N , então:

D(G) ∩ ker(ϕ) = (D(G) ∩ ⟨ker(ϕ), ker(ϕ)ψ⟩)[ker(ϕ), Gψ].

Como D(G) ∩ ⟨ker(ϕ), ker(ϕ)ψ⟩ = [ker(ϕ)ψ, G] (pela Proposição 6.2.11) e

[ker(ϕ), Gψ] = [ker(ϕ)ψ, G] (pelo Lema 6.2.3), então:

ker(ϕ) ∩D(G) = [ker(ϕ), Gψ].

QED.

Corolário 6.2.13.

D(G/G′) ≃ D(G)⟨G′, (G′)ψ⟩X (G)

⟨G′, (G′)ψ⟩X (G)

Demonstração. Seja ϕ : G→ G/G′ dada por g 7→ gG′. Pela Proposição 6.2.12,

ϕ(D(G)) = D(G/G′) e ker(ϕ) ∩D(G) = [G′, Gψ]. Portanto:

D(G/G′) ≃ D(G)

[G′, Gψ]
.

Pela Proposição 6.2.11, ⟨G′, (G′)ψ⟩X (G) ∩D(G) = [(G′)ψ, G]. Portanto:

D(G/G′) ≃ D(G)

⟨G′, (G′)ψ⟩X (G) ∩D(G)
≃ D(G)⟨G′, (G′)ψ⟩X (G)

⟨G′, (G′)ψ⟩X (G)
.

QED.
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6.3 Grupos abelianos

Nesta seção, serão estudadas propriedades de X (G) no caso em que G é um

grupo abeliano.

Proposição 6.3.1. Suponha que G é abeliano. Então:

1. D(G) = W (G) = [L(G), G], D(G) ⊆ Z(L(G));

2. R(G) = [D(G), G] = [D(G), Gψ];

3. L(G)′ ⊆ D(G), [L(G)′, L(G)] = 1.

Demonstração.

1. Sejam g, h ∈ G. Como G é abeliano, então:

[g, hψ] = g−1h−ψghψ

= g−1h−ψghh−1hψ

= g−1(h−ψh)g(h−1hψ)

= (h−ψh)g(h−1hψ)

= [g, h−1hψ].

Portanto, D(G) = [G,L(G)] = [L(G), G]. Como L(G) ◁ X (G), então

[g, hψ] ∈ L(G). Assim, D(G) ⊆ L(G), logo D(G) = D(G) ∩ L(G) = W (G). Como

D(G) ⊆ L(G) e [D(G), L(G)] = 1 (pela Proposição 6.2.4), então D(G) ⊆ Z(L(G)).

2. Como R(G) := [[G,L(G)], Gψ] e D(G) = [G,L(G)], então R(G) = [D(G), Gψ].

Como [D(G), Gψ] = [D(G), G] (pelo item 2 do Lema 6.2.3), entãoR(G) = [D(G), G].

3. Sejam g, h ∈ G. Pelos itens 8 e 9 do Lema 1.1.2, segue que:

[g−1gψ, h−1hψ] = [g−1, h−1hψ]g
ψ

[gψ, h−1hψ] =

([g−1, hψ][g−1, h−1]h
ψ

)g
ψ

[gψ, hψ][gψ, h−1]h
ψ

.
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Como G é abeliano, então [g−1, h−1] = [gψ, hψ] = 1. Logo:

[g−1gψ, h−1hψ] = [g−1, hψ]g
ψ

[gψ, h−1]h
ψ

.

Como D(G) ◁ X (G), então [g−1gψ, h−1hψ] ∈ D(G). Assim, L(G)′ ⊆ D(G). Como

[D(G), L(G)] = 1 (pela Proposição 6.2.4), então [L(G)′, L(G)] ⊆ [D(G), L(G)] = 1.

QED.

Lema 6.3.2. Seja g ∈ G. Então, (g−1gψ)n = g−n(gψ)n para todo n ∈ N.

Demonstração. Como [g, gψ] = 1, então:

g−1gψ = g−1gψgg−1 = g−1ggψg−1 = gψg−1.

Por indução, segue que (g−1gψ)n = g−n(gψ)n para todo n ∈ N. QED.

Lema 6.3.3. Suponha que G é abeliano. Sejam m,n ∈ N e g, h ∈ G. Então:

[gm, (hψ)n] = [g, hψ]mn.

Demonstração. Como G é abeliano, então D(G) ⊆ Z(L(G)) (pela Proposição 6.3.1).

Logo:

g−ψg[g, hψ] = [g, hψ]g−ψg;

gψgg−1h−ψghψ = g−1h−ψghψg−ψg;

gψh−ψghψ = g−1(h−ψghψg−ψ)g;

[g, hψ] = [g, hψ]g.

Pelo item 2 do Lema 6.2.3, [g, hψ]g = [g, hψ]g
ψ . Logo:

[g, hψ] = [g, hψ]g = [g, hψ]g
ψ

. (1)
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Analogamente:

[g, hψ] = [g, hψ]h = [g, hψ]h
ψ

. (2)

Pelos itens 8 e 9 do Lema 1.1.2 e por (1) e (2), segue que:

[gm, (hψ)n] = [g, hψ]mn.

QED.

Teorema 6.3.4. Sejam p ∈ N primo e a1, ..., an ∈ N tais que a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an ≥ 1.

Suponha que

G =
n∏
i=1

Z/paiZ.

Seja u =
∑n

i=2(i− 1)ai. Então:

1. X (G) é um p-grupo finito;

2. W (G)/R(G) ≃M(G), |W (G)/R(G)| = pu, exp(W (G)) = exp(M(G)) = pa2.

Demonstração.

1. Seja v(g) := g−1gψ para todo g ∈ G. Como G é um p-grupo abeliano, então, pelo

Lema 6.3.2, |v(g)| é uma potência de p para todo g ∈ G. Além disso, como G é

abeliano, então [L(G)′, L(G)] = 1 (pelo item 3 da Proposição 6.3.1). Logo:

1 = (v(g)v(h))|v(g)| = (v(g)[v(g), v(h)])|v(g)| =

v(g)|v(g)|[v(g), v(h)]|v(g)| = [v(g), v(h)]|v(g)| ∀ g, h ∈ G.

Portanto, |[v(g), v(h)]| é finita para todo g, h ∈ G. Como [L(G)′, L(G)] = 1 e

L(G) := ⟨v(g) : g ∈ G⟩, então:

L(G) =

{ ∏
g,h∈G

[v(g), v(h)]kgh
∏
u∈G

v(u)eu : kgh, eu ∈ Z

}
.
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Como |[v(g), v(h)]|, |v(g)| são finitas para todo g, h ∈ G, então L(G) é finito. Como

L(G) := ⟨v(g) : g ∈ G⟩, L(G) é finito e |v(g)| é uma potência de p para todo

g ∈ G, então L(G) é um p-grupo finito. Como L(G) e G são p-grupos finitos e

X (G) = L(G)⋊G (pela Proposição 6.2.2), então X (G) é um p-grupo finito.

2. Como D(G) é abeliano e R(G) = [D(G), G] (pela Proposição 6.3.1), então, pelos

itens 8 e 9 do Lema 1.1.2, pelo Lema 1.1.8 e pelos itens 1 e 2 do Lema 6.2.3, segue

que:

D(G) = R(G)⟨{[gi, gψj ] : gi ∈ Z/paiZ, gj ∈ Z/pajZ, 1 ≤ i < j ≤ n}⟩. (1)

Pelo Lema 6.3.3, segue que:

|[gi, gψj ]| | paj ∀ i, j ∈ {1, ..., n}, i < j. (2)

Assim,D(G)p
u|R(G)| = 1. ComoD(G) é finito (pelo item 1), então |D(G)| | pu|R(G)|,

logo |W (G)/R(G)| | pu. Como |M(G)| = pu (pela Proposição 5.4.4), então:

|W (G)/R(G)| | |M(G)|.

Pelo Teorema 6.2.5, existe um homomorfismo sobrejetivo ϕ : W (G)/R(G) →M(G).

Logo:

M(G) ≃ W (G)/R(G), |W (G)/R(G)| = |M(G)| = pu. (3)

Como exp(M(G)) = pa2 (pela Proposição 5.4.4) e D(G) = W (G) (pela Proposição

6.3.1), então, por (1), (2) e (3), segue que:

exp(W (G)) = exp(D(G)) = exp(M(G)) = pa2 .

QED.

Corolário 6.3.5. Suponha que G é um grupo abeliano finito. Então:
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1. X (G) é um grupo finito;

2. exp(W (G)) = exp(M(G));

3. O conjunto dos primos que dividem a ordem de X (G) é igual ao conjunto dos

primos que dividem a ordem de G.

Demonstração. Segue da Proposição 5.4.2, do item 4 da Proposição 6.2.10 e do Teorema

6.3.4. QED.

6.4 O expoente de X (G)

Nesta seção, será estabelecida uma cota superior para o expoente de X (G) no

caso em que G é um grupo finito.

Lema 6.4.1. Suponha que G possui expoente finito. Então, X (G)exp(G) ⊆ D(G).

Demonstração. Seja x ∈ X (G). Logo, existem g1, ..., gn ∈ G e h1, ..., hn ∈ Gψ tais que

x = g1h1...gnhn. Pelo Lema 1.1.8, existe d ∈ D(G) tal que:

xexp(G) = d(g1...gn)
exp(G)(h1...hn)

exp(G) = d.

Portanto, X (G)exp(G) ⊆ D(G). QED.

Teorema 6.4.2. Suponha que G é um grupo finito. Então:

exp(D(G)) | exp(M(G/G′))exp(M(G′))exp(G′).

Demonstração. Pelo Lema 1.1.8, para todo h ∈ G′, g ∈ G, existe d ∈ [[Gψ, G′], G′]

tal que [h, gψ]exp(G
′) = d[hexp(G

′), gψ] = d. Logo, [Gψ, G′]exp(G
′) ⊆ [[Gψ, G′], G′]. Como

[[Gψ, G′], G′] ⊆ D(G)′ (pelo item 4 da Proposição 6.2.7), então:

[G′, Gψ]exp(G
′) ⊆ D(G)′. (1)
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Pelo item 5 da Proposição 6.2.7, [G′, Gψ]L(G)/L(G) = [G′, G]L(G)/L(G). Assim,

([G′, Gψ]L(G)/L(G))exp([G
′,G]) ⊆ ([G′, G]L(G)/L(G))exp([G

′,G]) = 1, logo

[G′, Gψ]exp([G
′,G]) ⊆ L(G). Como [G′, Gψ] ⊆ [G,Gψ] = D(G), então:

[G′, Gψ]exp([G
′,G]) ⊆ D(G) ∩ L(G) = W (G). (2)

Como exp([G′, G]) | exp(G′) (pois [G′, G] ⊆ [G,G] = G′), então, por (1) e (2), segue que:

[G′, Gψ]exp(G
′) ⊆ D(G)′ ∩W (G). (3)

Pelo Corolário 6.2.13 e pela Proposição 6.3.1, segue que:

D(G/G′) ≃ D(G)⟨G′, (G′)ψ⟩X (G)

⟨G′, (G′)ψ⟩X (G)
, (4)

D(G/G′) = W (G/G′). (5)

Por (4) e (5), segue que:

(D(G)⟨G′, (G′)ψ⟩X (G))exp(W (G/G′)) ⊆ ⟨G′, (G′)ψ⟩X (G). (6)

Pela Proposição 6.2.11, segue que:

⟨G′, (G′)ψ⟩X (G) ∩D(G) = [G′, Gψ]. (7)

Por (6) e (7), segue que:

D(G)exp(W (G/G′)) ⊆ [G′, Gψ]. (8)

Por (3) e (8), segue que:

D(G)exp(W (G/G′))exp(G′) ⊆ D(G)′ ∩W (G). (9)
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Como (D(G),W (G)) é uma extensão central de D(G)/W (G), então, pelo Teorema 5.3.4,

D(G)′ ∩W (G) ≃ M(D(G)/W (G)). Como D(G)/W (G) ≃ G′ (pela Proposição 6.2.2),

então D(G)′ ∩W (G) ≃M(G′). Logo:

exp(D(G)) | exp(W (G/G′))exp(M(G′))exp(G′). (10)

Pelo item 2 do Corolário 6.3.5, exp(W (G/G′)) = exp(M(G/G′)). Logo:

exp(D(G)) | exp(M(G/G′))exp(M(G′))exp(G′). (11)

QED.

Corolário 6.4.3. Suponha que G é um grupo finito. Então:

exp(M(G)) | exp(M(G/G′))exp(M(G′))exp(G′).

Demonstração. Como W (G) ⊆ D(G) e existe um homomorfismo sobrejetivo

ϕ : W (G)/R(G) → M(G) (pelo Teorema 6.2.5), então exp(M(G)) | exp(D(G)). Pelo

Teorema 6.4.2, segue que:

exp(M(G)) | exp(M(G/G′))exp(M(G′))exp(G′).

QED.

Teorema 6.4.4. Suponha que G é um grupo finito. Então:

exp(X (G)) | exp(M(G/G′))exp(M(G′))exp(G′)exp(G).

Em particular, se G é finito, então exp(X (G)) é finito.

Demonstração. Segue da Proposição 5.4.1, do Lema 6.4.1 e do Teorema 6.4.2. QED.
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6.5 Propriedades de X (G)

Nesta seção, serão apresentadas algumas propriedades do grupo G que são

preservadas pelo grupo X (G).

Teorema 6.5.1. Suponha que G é finito. Então, X (G) é finito.

Demonstração. Seja p : G ∗Gψ → X (G) a projeção canônica. Dado u ∈ G ∗Gψ, existem

únicos s ∈ N\{0} e g1, ..., gs ∈ G tais que u = g1g
ψ
2 ...g2i−1g

ψ
2i...gs e gi ̸= 1 se i ̸∈ {1, s}.

Sob essas condições, define-se o comprimento de u como ℓ(u) := |{i ∈ {1, ..., s} : gi ̸= 1}|,

e define-se o termo final de u como gs se gs ̸= 1 e como gs−1 se gs = 1; além disso, u

pode ser classificado como pertencente a uma de 4 classes possíveis, correspondentes aos

seguintes casos:

g1 = 1 e gs = 1; g1 = 1 e gs ̸= 1; g1 ̸= 1 e gs = 1; g1 ̸= 1 e gs ̸= 1.

Considere a seguinte relação de equivalência em G ∗Gψ:

u ∼ v ⇐⇒ p(u) = p(v).

Dado u ∈ G ∗Gψ, u é dito minimal se u ∼ u′ implica ℓ(u) ≤ ℓ(u′). Como

g1g
ψ
2 g3 ∼ (g1g

−1
2 )gψ2 (g2g3) ∀ g1, g2, g3 ∈ G,

gψ1 g2g
ψ
3 ∼ (g1g

−1
2 )ψg2(g2g3)

ψ ∀ g1, g2, g3 ∈ G,

então todo elemento minimal de G ∗ Gψ de comprimento 3 é equivalente a (pelo menos)

2 elementos minimais com mesmo comprimento e classe mas com termos finais distintos.

Suponha, por hipótese indutiva, que, para algum s ∈ N (s > 3), todo elemento minimal

de G ∗ Gψ de comprimento n (1 < n < s) é equivalente a (pelo menos) n − 1 elementos

minimais de G ∗ Gψ com mesmo comprimento e classe mas com termos finais distintos.

Seja u ∈ G ∗Gψ um elemento minimal de comprimento s, e suponha que

u = g1g
ψ
2 ...g2i−1g

ψ
2i...g

ψ
s , em que g1, ..., gs ∈ G\{1} (os demais casos são análogos). Logo,
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u0 := g1g
ψ
2 ...g2i−1g

ψ
2i...g

ψ
s−2 é um elemento minimal de comprimento s − 2. Por hipótese

indutiva, para todo k ∈ {1, ..., s− 3}, existem g
(k)
1 , ..., g

(k)
s−2 ∈ G tais que uk ∼ u0 (em que

uk := g
(k)
1 g

(k)ψ
2 ...g

(k)
2i−1g

(k)ψ
2i ...g

(k)ψ
s−2 ) e g(m)

s−2 ̸= g
(n)
s−2 se m ̸= n. Defina:

u(k) := ukgs−1g
ψ
s ∀ k ∈ {1, ..., s− 3},

v(k) := g
(k)
1 g

(k)ψ
2 ...g

(k)
2i−1g

(k)ψ
2i ...g

(k)ψ
s−4 (g

(k)
s−3g

(k)
s−2)g

(k)ψ
s−2 (g

−(k)
s−2 gs−1)g

ψ
s ∀ k ∈ {1, ..., s− 3}.

Como uk ∼ u0 para todo k ∈ {1, ..., s − 3}, então u(k) ∼ u para todo k ∈ {1, ..., s − 3}.

Como g(k)s−3g
(k)ψ
s−2 gs−1 ∼ (g

(k)
s−3g

(k)
s−2)g

(k)ψ
s−2 (g

−(k)
s−2 gs−1) para todo k ∈ {1, ..., s− 3}, então

u(k) ∼ v(k) para todo k ∈ {1, ..., s − 3}. Portanto, v(k) ∼ u para todo k ∈ {1, ..., s − 3}.

Defina:

w := g1g
ψ
2 ...g2i−1g

ψ
2i...gs−3(gs−2g

−1
s−1)

ψgs−1(gs−1gs)
ψ,

w(k) := g
(k)
1 g

(k)ψ
2 ...g

(k)
2i−1g

(k)ψ
2i ...g

(k)ψ
s−4 (g

(k)
s−3g

(k)
s−2)

(g
(k)
s−2(g

−(k)
s−2 gs−1)

−1)ψ(g
−(k)
s−2 gs−1)((g

−(k)
s−2 gs−1)gs)

ψ ∀ k ∈ {1, ..., s− 3}.

Como gψs−2gs−1g
ψ
s ∼ (gs−2g

−1
s−1)

ψgs−1(gs−1gs)
ψ, então w ∼ u. Como

g
(k)ψ
s−2 (g

−(k)
s−2 gs−1)g

ψ
s ∼ (g

(k)
s−2(g

−(k)
s−2 gs−1)

−1)ψ(g
−(k)
s−2 gs−1)((g

−(k)
s−2 gs−1)gs)

ψ, então w(k) ∼ v(k)

para todo k ∈ {1, ..., s− 3}, logo w(k) ∼ u para todo k ∈ {1, ..., s− 3}. Portanto,

W := {u,w}∪{w(k) : k ∈ {1, ..., s−3}} é um conjunto de cardinalidade s−1 cujos elemen-

tos são minimais, equivalentes entre si e cujos termos finais são distintos. Por indução,

segue que, para todo s ∈ N (s ≥ 2), todo elemento minimal de G∗Gψ de comprimento s é

equivalente a (pelo menos) s− 1 elementos minimais de G ∗Gψ com mesmo comprimento

e classe mas com termos finais distintos. Logo, como G é finito, não existem elementos

minimais de G∗Gψ com comprimento ℓ > |G|+1, e existe um número finito de elementos

minimais de G ∗Gψ com comprimento ℓ ≤ |G|+1. Assim, como todo elemento de G ∗Gψ

é equivalente a algum elemento minimal, então X (G) é finito. QED.

Definição 6.5.2. Um grupo H é dito solúvel se existe n ∈ N tal que H(n) = 1. Se H é

solúvel, então o comprimento derivado de H é definido como min{n ∈ N : H(n) = 1}.
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Definição 6.5.3. Um grupo H é dito perfeito se H = H ′.

Teorema 6.5.4. A construção X (G) satisfaz as seguintes propriedades:

1. G é um grupo solúvel =⇒ X (G) é um grupo solúvel;

2. G é um grupo perfeito =⇒ X (G) é um grupo perfeito;

3. G é um grupo finito =⇒ X (G) é um grupo finito;

4. G é um p-grupo finito (p primo) =⇒ X (G) é um p-grupo finito.

Demonstração.

1. Suponha que G é solúvel com comprimento derivado n. Seja ρ : X (G) → G×G×G

conforme definido na Proposição 6.2.1. Como ρ é um homomorfismo de grupos e

G(n) = 1, então:

ρ(X (G)(n)) = ρ(X (G))(n) ⊆ (G×G×G)(n) = G(n) ×G(n) ×G(n) = 1.

Assim, X (G)(n) ⊆ ker(ρ) = W (G). Como W (G) é abeliano (pela Proposição 6.2.4)

e X (G)(n) ⊆ W (G), então X (G)(n+1) = 1, logo X (G) é solúvel com comprimento

derivado no máximo n+ 1.

2. Suponha que G é perfeito. Como G,Gψ são isomorfos e G = G′, então Gψ = (Gψ)′.

Como G = G′, Gψ = (Gψ)′ e G′ ∪ (Gψ)′ ⊆ X (G)′, então G ∪Gψ ⊆ X (G)′. Como

G ∪ Gψ ⊆ X (G)′, X (G)′ ≤ X (G) e X (G) = ⟨G ∪ Gψ⟩, então X (G)′ = X (G),

ou seja, X (G) é perfeito.

3. Segue do Teorema 6.5.1.

4. Segue da Proposição 5.4.1, do Teorema 6.4.4 e do Teorema 6.5.1.

QED.
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7 A construção ν(G)

Neste capítulo, será brevemente introduzida a construção ν(G), definida no

artigo On a Construction Related to the Non-abelian Tensor Square of a Group (referência

[2]), de N. Rocco, e será construído um isomorfismo não trivial entre quocientes de X (G)

e ν(G).

Por todo o capítulo, G denotará um grupo (multiplicativo) arbitrário com

elemento neutro 1, e ψ : G→ Gψ denotará um isomorfismo tal que G e Gψ são disjuntos.

Além disso, será utilizada a seguinte notação:

gψ := ψ(g) ∀ g ∈ G, g−ψ := ψ(g−1) ∀ g ∈ G, Y ψ := ψ(Y ) ∀ Y ⊆ G.

Definição 7.0.1.

ν(G) :=
G ∗Gψ

⟨[g1, gψ2 ]g3 [g
g3
1 , (g

g3
2 )ψ]−1, [g1, g

ψ
2 ]
gψ3 [gg31 , (g

g3
2 )ψ]−1 : g1, g2, g3 ∈ G⟩G∗Gψ

.

Em particular, vale a seguinte relação em ν(G):

[g1, g
ψ
2 ]
g3 = [gg31 , (g

g3
2 )ψ] = [g1, g

ψ
2 ]
gψ3 ∀ g1, g2, g3 ∈ G. (∗)

Pelo restante do capítulo, esta relação será denotada por (∗). Além disso, as

imagens de G e Gψ pela projeção canônica p : G ∗ Gψ → ν(G) serão denotadas por G e

Gψ, respectivamente.

Definição 7.0.2. Define-se o seguinte subgrupo de ν(G):

∆(G) := ⟨{[g, gψ] : g ∈ G}⟩.

Lema 7.0.3. Sejam g1, g2, g3, g4 ∈ G. Valem as seguintes relações em ν(G):

1. [g1, g
ψ
2 ]

[g3,g
ψ
4 ] = [g1, g

ψ
2 ]

[g3,g4];

2. [[g1, g2], g
ψ
3 ] = [[g1, g

ψ
2 ], g3];
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3. [[g1, g
ψ
1 ], g2] = [[g1, g

ψ
1 ], g

ψ
2 ] = 1.

Demonstração.

1. Aplicando a relação (∗), segue que:

[g1, g
ψ
2 ]

[g3,g
ψ
4 ] = [g1, g

ψ
2 ]
g−1
3 g−ψ4 g3g

ψ
4 = [g

g−1
3 g−1

4 g3g4
1 , (g

g−1
3 g−1

4 g3g4
2 )ψ] =

[g1, g
ψ
2 ]
g−1
3 g−1

4 g3g4 = [g1, g
ψ
2 ]

[g3,g4].

2. Pelos itens 4 e 8 do Lema 1.1.2, segue que:

[[g1, g2], g
ψ
3 ] = [g−1

1 gg21 , g
ψ
3 ] =

[g−1
1 , gψ3 ]

g
g2
1 [gg21 , g

ψ
3 ] = [g−1

1 , gψ3 ]
g−1
2 g1g2 [gg21 , g

ψ
3 ].

Pela relação (∗), [gg21 , g
ψ
3 ] = [gg21 , (g

g−1
2 g2

3 )ψ] = [g1, (g
g−1
2

3 )ψ]g2 . Logo:

[[g1, g2], g
ψ
3 ] = [g−1

1 , gψ3 ]
g−1
2 g1g2 [g1, (g

g−1
2

3 )ψ]g2 .

Pelos itens 5 e 7 do Lema 1.1.2, [g−1
1 , gψ3 ] = [gψ3 , g1]

g−1
1 = [g1, g

ψ
3 ]

−g−1
1 . Logo:

[[g1, g2], g
ψ
3 ] = [g1, g

ψ
3 ]

−g−1
1 g−1

2 g1g2 [g1, (g
g−1
2

3 )ψ]g2 =

[g1, g
ψ
3 ]

−[g1,g2][g1, (g2g3g
−1
2 )ψ]g2 .

Pelo item 9 do Lema 1.1.2 e pela relação (∗), tem-se que

[g1, (g2g3g
−1
2 )ψ]g2 = [g1, (g

−1
2 )ψ]g2 [g1, (g2g3)

ψ] = [g1, (g
−1
2 )ψ]g2 [g1, g

ψ
3 ][g1, g

ψ
2 ]
g3 . Logo:

[[g1, g2], g
ψ
3 ] = [g1, g

ψ
3 ]

−[g1,g2][g1, (g
−1
2 )ψ]g2 [g1, g

ψ
3 ][g1, g

ψ
2 ]
g3 .

Por (∗) e pelos itens 5 e 7 do Lema 1.1.2, [g1, (g−1
2 )ψ]g2 = [gψ2 , g1] = [g1, g

ψ
2 ]

−1. Logo:

[[g1, g2], g
ψ
3 ] = [g1, g

ψ
3 ]

−[g1,g2][g1, g
ψ
2 ]

−1[g1, g
ψ
3 ][g1, g

ψ
2 ]
g3 .
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Pelo item 1, [g1, gψ3 ]−[g1,g2] = [g1, g
ψ
3 ]

−[g1,g
ψ
2 ]. Logo:

[[g1, g2], g
ψ
3 ] = [g1, g

ψ
3 ]

−[g1,g
ψ
2 ][g1, g

ψ
2 ]

−1[g1, g
ψ
3 ][g1, g

ψ
2 ]
g3 =

([g1, g
ψ
2 ]

−1[g1, g
ψ
3 ]

−1[g1, g
ψ
2 ])[g1, g

ψ
2 ]

−1[g1, g
ψ
3 ][g1, g

ψ
2 ]
g3 = [g1, g

ψ
2 ]

−1[g1, g
ψ
2 ]
g3 .

Pelo item 4 do Lema 1.1.2, [g1, gψ2 ]−1[g1, g
ψ
2 ]
g3 = [[g1, g

ψ
2 ], g3]. Portanto:

[[g1, g2], g
ψ
3 ] = [[g1, g

ψ
2 ], g3].

3. Pelo item 2, segue que

[[g1, g
ψ
1 ], g2] = [[g1, g1], g

ψ
2 ] = [1, gψ2 ] = 1.

Além disso, por (∗) e pelo item 4 do Lema 1.1.2, segue que:

[[g1, g
ψ
1 ], g

ψ
2 ] = [g1, g

ψ
1 ]

−1[g1, g
ψ
1 ]
gψ2 = [g1, g

ψ
1 ]

−1[g1, g
ψ
1 ]
g2 = [[g1, g

ψ
1 ], g2].

Portanto:

[[g1, g
ψ
1 ], g2] = [[g1, g

ψ
1 ], g

ψ
2 ] = 1.

QED.

Proposição 7.0.4. ∆(G) ⊆ Z(ν(G)) ∩ ν(G)′ e ∆(G) ◁ ν(G).

Demonstração. Como [∆(G), G] = [∆(G), Gψ] = 1 (pelo item 3 do Lema 1.1.2) e

ν(G) = ⟨G,Gψ⟩, então ∆(G) ⊆ Z(ν(G)). Como ∆ := ⟨[g, gψ] : g ∈ G⟩, então

∆(G) ⊆ ν(G)′. Logo:

∆(G) ⊆ Z(ν(G)) ∩ ν(G)′.

Em particular, ∆(G) ◁ ν(G). QED.
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Teorema 7.0.5. Existe um isomorfismo η : ν(G)/∆(G) → X (G)/R(G) tal que:

g∆(G) 7→ gR(G) ∀ g ∈ G, gψ∆(G) 7→ gψR(G) ∀ g ∈ G.

Além disso, existe um homomorfismo sobrejetivo ϕ :M(X (G)/R(G)) → ∆(G).

Demonstração. Pela Proposição 7.0.4, segue que:

∆(G) ⊆ Z(ν(G)) ∩ ν(G)′, ∆(G) ◁ ν(G).

Pelos itens 3 e 4 da Proposição 6.2.8 e pelas definições de X (G), ν(G) e ∆(G), existe um

isomorfismo η : ν(G)/∆(G) → X (G)/R(G) tal que:

g∆(G) 7→ gR(G) ∀ g ∈ G, gψ∆(G) 7→ gψR(G) ∀ g ∈ G.

Além disso, como ∆(G) ⊆ Z(ν(G))∩ν(G)′ e ν(G)/∆(G) ≃ X (G)/R(G), então, pelo Teo-

rema 5.3.4, existe um homomorfismo sobrejetivo ϕ :M(X (G)/R(G)) → ∆(G). QED.

Teorema 7.0.6. A construção ν(G) satisfaz as seguintes propriedades:

1. G é um grupo solúvel =⇒ ν(G) é um grupo solúvel;

2. G é um grupo perfeito =⇒ ν(G) é um grupo perfeito;

3. G é um grupo finito =⇒ ν(G) é um grupo finito;

4. G é um p-grupo finito (p primo) =⇒ ν(G) é um p-grupo finito.

Demonstração. Segue da Proposição 5.4.1, do Teorema 6.5.4 e do Teorema 7.0.5. QED.
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