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RESUMO

Neste texto, serao apresentados diversos resultados basicos em Teoria de Gru-
pos e Algebra Homologica com o intuito de demonstrar algumas propriedades das cons-
trugoes 2 (G) e v(G), respectivamente introduzidas nos artigos On weak permutability
between groups, de S. Sidki, e On a Construction Related to the Non-abelian Tensor Square
of a Group, de N. Rocco. Em particular, sera demonstrado que o multiplicador de Schur
de um grupo G é isomorfo a um subquociente de 2°(G), e sera estabelecida uma cota
superior para o expoente de 2 (G) caso G seja finito. Além disso, sera demonstrado que

algumas propriedades do grupo G sao preservadas pelas construgoes 2 (G) e v(G).

Palavras-chave: Teoria de Grupos; Algebra Homologica.



ABSTRACT

In this paper, several basic results in Group Theory and Homological Algebra
will be shown with the purpose of proving some properties of the constructions 2°(G)
and v(G), respectively introduced in the articles On weak permutability between groups,
by S. Sidki, and On a Construction Related to the Non-abelian Tensor Square of a Group,
by N. Rocco. In particular, it will be proven that the Schur multiplier of a group G is
isomorphic to a subquotient of 2" (G), and an upper bound will be established for the
exponent of 2 (G) in case G is finite. Furthermore, it will be shown that some properties

of the group G are preserved by the constructions 2" (G) and v(G).

Keywords: Group Theory; Homological Algebra.
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() : conjunto vazio

N : conjunto dos ntmeros naturais (incluindo o 0)
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exp(G): expoente do grupo G

A< B: Aéum subgrupo de B
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ker(¢) : kernel (nacleo) do morfismo ¢

im(¢) : imagem do morfismo ¢

alb : a divide b

MDC(a,b) : maior divisor comum entre a e b

A/B : quociente (de grupos ou modulos) de A por B
A~ B : A éisomorfo a B (como grupo, anel ou médulo)

A x B : produto semidireto do grupo A pelo grupo B
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INTRODUCAO

No artigo On weak permutability between groups (referéncia [1]), Sidki define

a construcao 2 (G) (em que G é um grupo) como o grupo

G x GY
(lg:9%] : g € G)G*&*”

2 (G) =

em que G¥ ¢é isomorfo a G e * denota o produto livre de grupos. Além disso, no artigo
On a Construction Related to the Non-abelian Tensor Square of a Group (referéncia [2]),

Rocco introduz a construgao v(G), correlata a 2 (G), como o grupo

GxGY
7 .
<[glag;p]gs [giIS’ (ggg)¢]_1v [glvg;b]gs [gi]37 (933)1/1]—1 101,92, 03 € G>G*Gw

v(G) =

Neste texto, serao desenvolvidos, de maneira acessivel porém rigorosa, os fun-
damentos da Algebra Homologica com o intuito de estudar o multiplicador de Schur de
um grupo (denotado por M(G)) e sua conexao com extensoes stem. Com auxilio desses
resultados, serao redemonstradas, de maneira mais detalhada, diversas proposicoes a res-
peito de Z'(G) apresentadas no artigo de Sidki, que, por sua vez, serao utilizadas para
demonstrar propriedades da construgdo v(G). Dentre esses resultados, destacam-se os

seguintes:

1. Existe um homomorfismo sobrejetivo ¢ : W(G)/R(G) — M(G), em que W(G) e
R(G) sao subgrupos de 27 (G).

2. Se G & um grupo finito, entao exp(Z (G)) ¢ finito e:

exp(2(Q)) | exp(M(G/G'))exp(M(G'))exp(G)exp(G).

3. As construgoes 2 (G) e v(G) satisfazem as seguintes propriedades:

(a) G é um grupo soluvel = 2°(G) e v(G) sdo grupos soluveis;

(b) G & um grupo perfeito = Z'(G) e v(G) sao grupos perfeitos;
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(¢) G é um grupo finito = 2°(G) e v(G) sao grupos finitos;

(d) G & um p-grupo finito (p primo) = 2°(G) e v(G) sado p-grupos finitos.

Este texto esta dividido em sete capitulos (subdivididos em se¢oes), que estao
organizados da seguinte forma: o primeiro capitulo apresenta brevemente alguns resulta-
dos preliminares em Teoria de Grupos; o segundo e o terceiro capitulos fornecem as bases
tedricas sobre categorias e modulos necessarias para o estudo da Algebra Homologica; o
quarto capitulo introduz os principais resultados e ferramentas da Algebra Homologica;
o quinto capitulo utiliza os resultados do capitulo anterior para estudar grupos de ho-
mologia, o multiplicador de Schur e extensoes stem; o sexto capitulo analisa a construgao
2 (G); e, por fim, o sétimo e tltimo capitulo apresenta brevemente algumas propriedades
de v(G) e um isomorfismo entre quocientes de v(G) e 2 (G). A teoria apresentada nos
capitulos 2, 3 e 4, bem como nas secoes 5.1 e 5.2, é fortemente baseada no livro An

Introduction to Homological Algebra (referéncia [3]), de Joseph Rotman.
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1 Grupos e apresentacoes

Neste capitulo, serao apresentados alguns resultados de Teoria de Grupos, em
particular sobre comutadores, grupos livres, apresentacoes de grupos e produtos livres.

Para esse fim, diversos resultados e defini¢oes bésicas sobre grupos serao omitidos.

1.1 Comutadores e subgrupos

Nesta secao, serao apresentados resultados bésicos sobre conjugacao, comuta-

dores e subgrupos. Algumas demonstragoes serao omitidas.
Definicao 1.1.1. Sejam H um grupo e hi, ho € H. Definem-se:
1. b = hythihy;
2. hi" = (hyh)l2;
3. [h1, ho] := hi'hy 'hihs.
Lema 1.1.2. Seja H um grupo e hy,ho, hs € H. Entao:
1. (hihy)"s = hhspbs;
2. (hh2)hs = phhs .
3. (hy?) ™t = (hy')";

4. [P, ho) = 'R = (hy ') h;

v

. [hlahQ]_l = [ho, h4];

D

. [hb hQ]h3 = [h}llgﬁ hg?’];

7 [he, ho)2 = [h3", h);

o

. [hiha, hs] = [hy, h3]"2[hg, h3);

©o

. [h1, hohs] = [y, hs][ha, ho]"®;
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10. [[h1, 7y '], hal™ ([, kg '], B )™ [[hg, B, hol™ = 1,
Demonstragao. Segue da definicao de conjugacao e comutadores. QED.

Definicao 1.1.3. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e R C G. Definem-se os

sequintes subgrupos de G:
1. (R) == A{]l;c,m; € G:J finito, {rj,rj_l} NR#ADY jeJ};
2. R" .= (rh: h € H,r € (R)).

Lema 1.1.4. Sejam G e H grupos, ¢ : G — H um homomorfismo e R C ker(¢). Entao:
(R) € RY C ker(¢).

Demonstracao. Segue da definigao anterior. QED.

Definigao 1.1.5. Sejam G um grupo e A, B subgrupos de G. Definem-se 0s sequintes
subgrupos de G':

1. [A,B] .= ({[a,b] : a € A,b € B}) (denominado subgrupo comutador de A e B);
2. A':=[A, A] (denominado subgrupo comutador de A);
3. Z(G):={g€G:lg,h] =1¢ ¥V h € G} (denominado centro do grupo G).

Além disso, define-se recursivamente A® .= A e A"+Y .= (AMY para todo n € N.

Lema 1.1.6. Sejam G, H grupos, ¢ : G — H um homomorfismo e A, B subgrupos de G.
Entao, ¢([A, B]) = [¢(A), ¢(B)|. Em particular, se H € abeliano, entao [A, B] C ker(¢).

Demonstracao. Como ¢ é um homomorfismo, entao:

o(la,b]) = d(a™'07"ab) = ¢(a)~'o(b) " d(a)d(b) = [¢(a), H(b)] Va € AV b e B. (1)

Além disso, por definicao, segue que:

¢4, B]) = ({¢(la, b]) : a € A,b € B}), (2)
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[0(A), ¢(B)] = ({[é(a),¢(b)] : a € A,b € B}). (3)

Por (1), (2) e (3), segue que ¢([A, B]) = [¢(A), #(B)]. Em particular, se H é abeliano,
entiio ([A, B)) = [6(4), 6(B)] C [H, H] = 0, logo [A, B] C ker(). QED.

Lema 1.1.7. Sejam G um grupo e A, B subgrupos de G. Entao:
1. [A,B] < (A, B). Em particular, se (A, B) = G, entdo [A, B] < G.
2. Se B A, entao [A,B] < A el|A B] <B.

Demonstragao.

1. Sejam a € Ae b e B. Como
x a, bz = [az,b][b,x] € [A,B] ¥V x € A,

x a, bz = [z,d][a,bz] € [A, B] V x € B,
entdo x~'[a, blx € [A, B] para todo x € (A, B). Assim, [A, B] < (A, B).

2. Sejama € Aebc B. Como B < A, entdao a 'b~ta € B, logo:
[a,b] = (a"'ba)b € B.

Portanto, [A, B] < B < A < (A, B). Peloitem 1, segue que [A, B] < Ae[A, B] < B.
QED.

Lema 1.1.8. Sejam H um grupo, X,Y subgrupos de H e n € N. FEntao, para todo
1y Ty € X €Y1,y €Y, existe h € [ X, Y] tal que x1y1...2,Yn = hX1...Z0Y1. Yn.

Demonstrag¢ao. Vale a identidade

vy =[xy yrVeeXVyecY. (1)
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Por (1), segue que:
Ty Toys = 27y i @ays V 11,00 € XV Y1, 92 € Y

i aye = 27y Myr s (1) Haizayiys Vo a1,20 € X YV yr,pp €Y. (2)

Defina (1, 22,41, y2) = [21", 91 'J[yr ', (@122) '] Por definicao, n(w1, 22,1, 40) € [X, Y]

e T1y122y2 = N(x1, T2, Y1, Y2)T122y1y2 (por (2)). Portanto, o lema vale para n = 2.

Seja k € N par tal que o lema é valido para n = k. Assim, existe h; € [X,Y] tal

que T1y1...TpYr = hir1... 2y Y. Logo:
T1Y1- - LYk +1Yk+1TE+2Yk+2 = hlxl---xkzyl~~yk1’k+1yk+1xk+2yk+2-
Seja hy == n(x1...Tk, Y1 Yky Tht1, Y1) LOGO:
TiY1-- - TEYr Lk +1Yk+1Tk+2Yk+2 = h1h2$1---xk$k+1y1-‘-ykyk+lxk+29k+2-
Seja hg == n(x1...Tks1, Y1---Ykt1, Thr2, Ykt2). LOGO:
T1Y1 - TRYk Tk 1Yk 1Tk 2Ykt2 = N1hoh3 Ty XpXp 1 Tp oY1 YUYt 1Ykv2-

Portanto, h := hihshs € [X,Y] satisfaz x1y1... Tk 0Upro = AT1...Tpioy1...Ypio. Por in-
dugao, o lema vale para todo n € N par. Para n € N impar, o lema vale para n + 1 com
a escolha x,.1 = y,4+1 = 1y, logo também vale para n. Portanto, o lema vale para todo

n € N. QED.

1.2 Grupos livres, produtos livres e apresentacoes de grupos

Nesta sec¢ao, serao introduzidos alguns resultados resultados basicos e defini¢oes
da Teoria Geométrica de Grupos. Em particular, serao apresentados os conceitos de grupo

livre, produto livre de grupos e apresentacao de grupo.
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A teoria apresentada nesta secao é baseada no capitulo 1 do livro Combinatorial

group theory : a topological approach (referéncia [4]), de Daniel Cohen.

Definicao 1.2.1. Seja G um grupo. Entao, G € dito livre se existem um conjunto X e
uma funcao v : X — G tais que, para todo grupo H e para toda funcao f: X — H, existe
um unico homomorfismo ¢ : G — H tal que ¢pi = [ (nesse caso, X € dito uma base para

G).

Lema 1.2.2. Seja G um grupo livre com base X (munido da aplica¢io i : X — G).
Entao, 1 € injetiva.

Demonstracao. Seja ZX o conjunto das funcoes de X em Z munido da soma usual de
funcoes. Assim, Z* é um grupo abeliano. Dado z € X, seja J, : X — Z a funcdo tal
que 6,(z) =1 e d,(y) = 0 para todo z € X\{x}. Entdo, a fungao f : X — Z* dada por
x +— 0, é injetiva. Como G é um grupo livre com base X, entao existe um homomorfismo

¢ : G — ZX tal que ¢i = f; como f é injetiva, entdo i é injetiva. QED.

Como i : X — G éinjetiva, entdo, pelo restante do texto, i(X) sera identificado

com X.

Lema 1.2.3. Sejam G, H grupos livres com base X (munidos das aplicagoes i : X — G
ej: X — H). Entio, G~ H.

Demonstra¢ao. Como G, H sao livres com base X (munidos das fungées i : X — G e
j: X — H), existem homomorfismos ¢ : G — H e ¢ : H — G tais que ¢i = j e 1bj = i.
Como ¢¢ : G — G é um homomorfismo tal que ¥¢i = idg oi e G é livre com base
X (munido da aplicagao i : X — @), entdo ¢ = idg. Analogamente, ¢ptb = idy, logo
G~H. QED.

Teorema 1.2.4. Seja X um conjunto. Entao, existe um grupo livre F(X) com base X.

Demonstracao. Seja X! um conjunto disjunto de X munido de uma bijecao
Y : X — X! Defina 7! := ¢)(x) para todo z € X e y~! := ¢ ~(y) para todo y € X 1.
Seja

M(X):={0tu [J (xux""

neN\{0}
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Dado g = (z1,...,x,) € M(X) tal que n > 2 e x; = x;rll para algum ¢ € {1,....n — 1},
define-se a redugdo elementar de g na i-ésima coordenada como o elemento (Y, ..., Yn_2),
em que y; = x; 8¢ j < iey; = i8] >iseqg=(r,x), emquer e XUXT
entao define-se a reducdo elementar de g como (). Considere a seguinte relacao binaria em
M(X): g ~ h se, e somente se, g = h ou existem ¢, ..., g, € M(X), com g1 =ge g, =h,
tais que, para todo i € {1,...,n — 1}, ¢g;41 € uma reducdo elementar de g; ou vice-versa.
Por definigao, ~ é uma relacao de equivaléncia em M (X). Assim, seja F(X) := M (X)/ ~

e defina:
* M(X) X M(X) — M(X> | ('xla 73:71) * (y17 "'7yk) = (xh o5 Ty Y1,y 7yk)

Por defini¢ao, * é associativa. Por definigao de ~, segue que, se u, v/, v,v" € M(X), entdo
/ / / / / / : 2 ~ . A .
uxv~uxv euxv ~u xv' logouxv~u v (pois ~ é uma relagdo de equivaléncia).

Portanto, estd bem definida e é associativa a seguinte operagao binaria em F(X):

CF( X)X F(X) = FX) | [(@1y e zn)] - [(yas e yk)] = [(@1, ooy Ty Y1y ooy Uk

Por definicao, (F(X),-) é um grupo cujo elemento neutro é [(] e no qual a inversao ¢ dada
por [(z1,...,2,)] 7" = [(z, ..., 27")] para todo [(x1,...,2,)] € F(X). Sejai: X — F(X)

n

dada por x — [(x)].

Sejam H um grupo e f : X — H uma funcao. Defina ¢ : X U X! — H tal que
dlx = feo(x)=(f(z7'))! para todo z € X~ !. Seja F': F(X) — H dada por:

Por definigao, F' estd bem definida, ¢ um homomorfismo e F'i = f. Se F': F(X) - H ¢
um homomorfismo tal que F’'i = f, entao F'([(z)]) = ¢(z) para todo z € X UX . Logo,
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para todo [(z1,...,2,)] € F(X), vale que:

n n

F([(z1, .y mn)]) = F' (H[(ﬂfi)]) = HF’([(%)]) = [ o) = F((@@r, o z)-

i=1 i=1
Portanto, F(X) (munido da aplicagao i) é um grupo livre com base X. QED.

Pela demonstragao anterior, segue que X gera F(X).

Definigao 1.2.5. Seja G um grupo. Uma apresentagao de G é um par (X, R), em que
X ¢ um conjunto e R ¢ um subconjunto de F(X), tal que G ~ F(X)/R7X); nesse caso,
denota-se G = (X|R), X é denominado conjunto de geradores de G ¢ R é denominado

conjunto de relatores de G.

Definigao 1.2.6. Seja G um grupo. Entao, G ¢é dito finitamente gerado (f.g.) se G

possui uma apresentacao (X, R) tal que X € finito.
Proposicao 1.2.7. Seja G um grupo. Entdo, G possui uma apresentac¢ao.

Demonstra¢ao. Como F(G) é livre com base G (munido da aplicagdo i : G — F(G)),
entao existe um homomorfismo ¢ : F(G) — G tal que ¢i = idg; em particular, im(¢) = G.
Logo, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, ker(¢) ¢ um subgrupo normal de F(G) e

F(G)/ker(¢) ~ G. Portanto, (G, ker(¢)) é uma apresentacao para G. QED.

Lema 1.2.8. Sejam X um conjunto e R um subconjunto de F(X). Entao, existe um

unico grupo G (a menos de isomorfismo) tal que G = (X|R).
Demonstragao. Segue da definigao de apresentacao de um grupo. QED.

Definigao 1.2.9. Seja G = (G;) e uma familia de grupos. Um produto livre para G €
um grupo G, munido de homomorfismos i; : G; — G para todo j € J, tal que, para todo
grupo H e para toda familia de homomorfismos (f;)jes (em que f; : G; — H para todo
j € J), existe um unico homomorfismo *;c;f; : G — H tal que f; = (*jesf;)i; para todo

jeld.
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Lema 1.2.10. Seja G = (G;);es uma familia de grupos. Seja G um produto livre para G,
munido de homomorfismos i; : G; — G para todo j € J. Entao, i; € injetivo para todo
JjeJ.

Demonstracao. Sejam k € J e f, : G — Gj o homomorfismo identidade. Para todo
J € J tal que j # k, seja f; : G; — G o homomorfismo trivial. Como G ¢ um produto
livre para G, entao existe um homomorfismo f : G — Gy, tal que fip = fi; como f; é

injetivo e fi, = fi, entao 7 ¢é injetivo. QED.

Como i; : G; — G ¢ injetivo para todo j € J, entao, pelo restante do texto,

G sera identificado com i,;(G;) para todo j € J.

Lema 1.2.11. Seja G = (Gj) es uma familia de grupos. Se Gy e Gy sdao produtos livres
para G, entio G ~ G.

Demonstrag¢ao. A demonstragao é analoga & do Lema 1.2.3. QED.

Teorema 1.2.12. Seja G = (G; = (Xj|R;))jes uma familia de grupos. Entao,

*icsGj = (Ujes X;| Ujes R;) € um produto livre para G.

Demonstragio. Sejam X := U;e;X;, R :=UjesR;, F; = F(X;), F = F(X), G := F/R".
Dado j € J, seja \; : F; — G o homomomorfismo tal que z — xR" para todo = € X;
como R; C R, entdo R; C ker();), logo Rfj C ker(A;) (pelo Lema 1.1.4). Assim, para

todo j € J, existe um homomorfismo ; : G; — G tal que J?Rfj — zRY para todo z € X.

Sejam H um grupo e (fj);es uma familia de homomorfismos, em que f; : G; — H
para todo j € J. Seja ¢ : F' — H o homomorfismo tal que ¢(z;) = f;(z;) para todo
z; € X; e para todo j € J. Como R; C ker(f;) para todo j € J, entdo R C ker(¢),
logo RY C ker(¢) (pelo Lema 1.1.4). Assim, existe um homomorfismo f : G — H tal
que f(x;RY) = f;(z;) para todo x; € X; e para todo j € J. Como X; gera G; para todo
j € Je fij, f; - G; — H sado homomorfismos tais que fi;|x, = f;|x, para todo j € J,
entao fi; = f; para todo j € J. Se g : G — H ¢ um homomorfismo tal que gi; = f; para
todo j € J, entdo gi; = fi; para todo j € J, logo g|x = f|x, portanto g = f (pois X
gera (). Assim, G = F/R" = (U;e;X;| Ujes R;) é um produto livre para G. QED.
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2 Mobdulos, funtores e sequéncias exatas

Neste capitulo, serao apresentados os resultados e defini¢oes basicos sobre mo-
dulos, funtores, produtos, coprodutos e sequéncias exatas, com destaque para os funtores

Hom e produto tensorial.

2.1 Moébdulos

Nesta secao, serao apresentados os resultados e defini¢oes basicas sobre moédu-
los. Para esse fim, as defini¢oes e resultados basicos sobre anéis e grupos serao omitidos.
Pelo restante do texto, o termo anel sera utilizado como sindénimo de anel

com unidade.

Definigao 2.1.1. Dado um anel R, um R-mddulo a esquerda é um conjunto M (de-
notado por gM ), munido de uma aplicagio + : M x M — M e de uma aplica¢ao

tRX M — M | (r,m)— rm, tal que:
1. (M,+) € grupo abeliano;
2. lgm=mV me M;
3. ri(rgm) = (rire9)m ¥ ry,ro € RY m € M;
4. (r1+ro)m = (rym)+ (rom) ¥V ri,rs € RV me M;
5. r(my+mg) = (rmy) + (rmg) Vr € RY my,my € M.

Definigao 2.1.2. Dado um anel R, um R-mddulo a direita é um conjunto M (denotado
por Mg), munido de uma aplicagio + : M x M — M e de uma aplicagio

M X R— M | (m,r)— mr, tal que:
1. (M,+) € grupo abeliano;
2. mlg=mVme M,

3. (mry)ra = m(rire) VY 1,7 € RY m € M;
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4. m(ry+19) = (mry) + (mry) Vry,re € RV me M;
5. (my+mo)r = (myr) + (mer) Vr € RY my,my € M.

Defini¢ao 2.1.3. Dado um anel R (munido de um produto - : R x R — R), define-se
o anel oposto a R, denotado por R°P, como o grupo abeliano R munido do produto

x: Rx R— R dado por (r1,79) — 19 - 771.

Se R é um anel comutativo, entao a funcao identidade 1z : R — R° é um
isomorfismo de anéis. Além disso, dado um anel R, todo R-mo6dulo a esquerda M pode
ser interpretado como um R°-moédulo a direita (e vice-versa) por meio da identificagao

rm = mr para todo r € R e para todo m € M.

Defini¢ao 2.1.4. Dados R, S anéis, um (R, S)-bimddulo é um conjunto M (denotado

por pMyg) tal que:
1. M é um R-modulo a esquerda;
2. M é um S-mdodulo a direita;
3. r(ms)=(rm)sVre RVseSVYmeM.

Em particular, todo anel R é um (R, R)-bim6dulo. Além disso, todo grupo
abeliano (aditivo) G é um Z-mo6dulo a esquerda munido da acdo - : Z X G — G definida
indutivamente por 0z -g = 0g e (2 + 1z) - g = (2 - g) + g para todo g € G e para todo
z € Z (uma agao analoga pode ser definida a direita). Com essa acao, todo R-modulo a
direita é um (Z, R)-bimodulo e todo R-mdédulo & esquerda é um (R, Z)-bimédulo.

Pelo restante da secao, todos os médulos considerados serao R-modulos a es-

querda (todos os resultados e defini¢oes sao analogos para R-modulos a direita).

Definicao 2.1.5. Dados um anel R e M, N R-mddulos a esquerda, uma funcao
¢ : M — N é dita um R-homomorfismo (ou homomorfismo de R-mddulos a

esquerda) se:

1. gzﬁ(ml + m2> = ¢(m1) + Qb(mg) Y mi, Mo € M,'
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2. ¢(rm) =ré(m)Vre RV me M.

Um homomorfismo bijetivo de mddulos € dito um tsomorfismo de modulos.

Definigao 2.1.6. Sejam R um anel e A um R-mddulo a esquerda. Um subconjunto S de

A € dito um submodulo de A se:
S1+rso e SVre RY s;,8 €58.

Se S eT sao submddulos de A, entao a soma de S el € definida como:
S+T:={s+tcA:seSteT}

Proposigao 2.1.7. Sejam R um anel, A um R-mddulo a esquerda e S, T submddulos de

A. Entao, S+T e SNT sdao submodulos de A.

Demonstracao. Segue da definigao de submodulo e soma de submoédulos. QED.

Proposicao 2.1.8. Sejam R um anel, A um R-maodulo a esquerda e S, T submddulos de
A tais que S+T = A e SNT = {0}. Entao, para todo a € A, eziste um unico par

(as,a;) € S x T tal que a5+ a; = a.

Demonstragao. Fixe a € A e sejam s, € Set,t’ € T tais que s+t =5+t = a. Logo,
(s =s)+(t—1t) =0, portanto s — s’ = —(t —t'). Como s—s" € 5, —(t—t')eTe
s—§ =—(t—1t),entdo s —s" € SNT = {0}, logo s = ¢'. Analogamente, t =t'. QED.

Definicao 2.1.9. Sejam R um anel, A um R-mddulo a esquerda e S um subconjunto de

A. Entao, o conjunto

(S) = {ers

ses’

S'C S finito, TSGRVSESI}.

¢ denominado submddulo gerado por S (em outras palavras, diz-se que S gera o submo-
dulo (S)). Se existe um conjunto finito X tal que A = (X), entao A é dito um R-mddulo

finitamente gerado. Além disso, dado a € A, denota-se ({a}) por (a) ou Ra.
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Proposigao 2.1.10. Sejam R um anel, A um R-mddulo a esquerda e S um subconjunto
de A. Entao, (S) é um submddulo de A.
Demonstracao. Segue das definigdes de submodulo e de submoédulo gerado por S. QFED.

Proposicao 2.1.11. Sejam R um anel, A, B R-mddulos a esquerda, S um subconjunto

deAe¢:A— B,yp: A= B R-homomorfismos tais que ¢|s = ¥|s. Entaio, ¢|s) = ¥|s)-
Demonstracao. Dados S’ C S finitoer, € RV s € 5, tem-se que:

¢ (Zw) =D _mb(s) = ) rab(s) =¥ (ers> .

ses’ ses’ ses’ ses’

Logo, ¢[(sy = ¥|(s)- QED.
Definigao 2.1.12. Sejam R um anel, A um R-mddulo a esquerda e S um subconjunto de
A. Entao, o quociente de A por S, denotado por A/S, é definido da sequinte forma:

a+S:={a+s:se€S}VaeA,

AJS ={a+S:ac A}

Proposigao 2.1.13. Sejam R um anel, A um R-mddulo a esquerda e S um submaddulo

de A. Entao, estao bem definidas as aplicagoes
+:A/SxA/S—A/S | (a+S,d+S5)— (a+d')+ S,

tRxA/S— A/S | (r,a+S)— (ra)+ S.
e A/S é um R-mddulo a esquerda munido com essas aplicagoes.
Demonstracao. Segue das definigoes de modulo, submodulo e quociente. QED.

Definicao 2.1.14. Sejam R um anel, A, B R-mddulos a esquerda e ¢ : A — B um

R-homomorfismo. Entao, definem-se:

1. kernel (ou nicleo) de ¢: ker(¢) :={a € A: ¢(a) =0};
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2. imagem de ¢: im(¢) := {¢(a) : a € A} (também denotada por ¢(A));
3. cokernel (ou conicleo) de ¢: coker(¢p) := B/im(¢).
Se im(¢) = {0}, entao ¢ é dito um morfismo nulo e é denotado por 0.

Proposicao 2.1.15. Sejam R um anel, A, B R-mddulos a esquerda e ¢ : A — B um

R-homomorfismo. Entao:
1. ker(¢) € submodulo de A;
2. im(¢) é submodulo de B;
3. coker(¢) € um R-mddulo a esquerda;

4. ¢ € injetiva se, e somente se, ker(¢) = {0};

v

. @ € sobrejetiva se, e somente se, coker(¢) = {0}.

Demonstracao. Os itens 1 e 2 seguem das defini¢oes de submoddulo, kernel e imagem. O
item 3 segue da Proposi¢ao 2.1.13 e dos itens 1 e 2. Os itens 4 e 5 seguem das definigoes

de modulo, kernel e cokernel. QED.

Os dois resultados a seguir sao denominados Teoremas do Isomorfismo e serao
utilizados frequentemente ao longo do texto. Resultados analogos sao validos para grupos

em vez de modulos.

Teorema 2.1.16. Sejam A, B mddulos e ¢ : A — B um homomorfismo. FEntdao, a
aplicagio ¢ = A/ker(¢) — im(¢) dada por a + ker(¢) v ¢(a) estd bem definida e ¢ um

isomorfismo de maodulos.

Demonstracao. Por definicao de kernel, ¢ é constante em todo conjunto da forma
a+ker(¢), logo ¢ esta bem definida. Além disso, como ¢ ¢ um homomorfismo de médulos,
entdo ¢ também é. Por defini¢do, ¢ é sobrejetiva. Se ¢(a + ker(¢)) = 0, entdo ¢(a) = 0,
logo a € ker(¢), portanto a + ker(¢) = 0 + ker(¢); assim, ker(¢) = 0, logo ¢ ¢é injetiva.

Portanto, ¢ ¢ um isomorfismo de modulos. QED.
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Teorema 2.1.17. Sejam A um mddulo e Ay, Ay submddulos de A tais que Ay C Aj.
Entao, (A/As)/(A1/As) = AJA;.

Demonstragao. Seja ¢ : AJAy — AJA; dada por a+ Ay — a+A;. Como Ay C Ay, entao ¢
estd bem definida e ¢ um homomorfismo sobrejetivo de modulos tal que ker(¢) = Ay /As.

Pelo Teorema 2.1.16, conclui-se que (A/Ay)/(A1/As) ~ AJA;. QED.

2.2 Categorias e funtores

Nesta se¢ao, serao apresentadas as defini¢oes bésicas sobre categorias e fun-
tores. Para esse fim, os conceitos de classe, conjunto e elemento serao tomados como

primitivos.
Definicao 2.2.1. Uma categoria C é formada pelos sequintes constituintes:
e Uma classe Ob(C), cujos elementos sao denominados objetos;

e Para todo A, B € Ob(C), um conjunto Home(A, B), cujos elementos sao denomi-

nados morfismos (um morfismo f € Home(A, B) € denotado por f : A — B);

e Para todo A, B,C € Ob(C), uma fungao
-t Home(A, B) x Home(B,C) — Home(A, C),

denominada composi¢ao de morfismos, dada por (f,g) — gf.
que satisfazem as sequintes propriedades:
1. Para todo A € Ob(C), existe um morfismo 14 € Home(A, A), denominado mor-

fismo identidade de A, tal que, para todo B € Ob(C), seque que:

1Af:fvf€H0mC(BaA)> glAZQVQEHomC(A7B);

2. Se A,B,C,D € Ob(C), f € Hom¢(A,B), g € Home(B,C) e h € Home(C, D),
entiio h{gf) = (hg).
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Por definigao, segue que, para cada A € Ob(C), existe um tunico morfismo

identidade.

Definigao 2.2.2. Sejam C uma categoria e A, B € Ob(C). Entdo, um morfismo

f € Home(A, B) € dito um isomorfismo em C se existe g € Home(B, A) tal que fg = 1p
e gf = 14 (nesse caso, g € unico, é denominado morfismo inverso de f e é denotado
por f~1). Se existe um isomorfismo f € Home(A, B), entdo os objetos A e B sdo ditos

isomorfos entre si em C (nesse caso, denota-se A~ B).

Definicao 2.2.3. Dadas C e D categorias, um funtor covariante ' : C — D é um mapa
que associa cada objeto A € Ob(C) a um objeto FA € Ob(D) e que associa cada morfismo
f € Home(A, B) a um morfismo Ff € Homp(FA, FB) (para todo A, B € Ob(C)), de

modo que:
1. Fly,=1p4 V A € Ob(C),
2. F(gf)=(Fg)(Ff)V f € Home(A,B)Y g € Home(B,C)V A, B,C € Ob(C).

Em particular, se D =C, FA = A para todo objeto A de C e F f = f para todo morfismo

f de C, entao F é denominado funtor identidade de C e é denotado por 1c.

Definicao 2.2.4. Dadas C e D categorias, um funtor contravariante F : C — D é um
mapa que associa cada objeto A € Ob(C) a um objeto FA € Ob(D) e que associa cada
morfismo f € Home(A, B) a um morfismo Ff € Homp(FB, FA) (para todo

A, B € Ob(C)), de modo que:

1. FlAzlpAVAGOb(C),
2. F(gf)=(Ff)(Fg)V f € Home(A,B)Y g € Home(B,C)V A, B,C € Ob(C).

Proposigao 2.2.5. Dadas categorias C,D,E e funtores F : C — D e G : D — &, emiste
um unico funtor GF : C — & tal que (GF)X = G(FX) para todo objeto X de C e
(GF)f = G(Ff) para todo morfismo f de C; além disso, GF € covariante se F' e G tém

a mesma varidncia e GF € contravariante se F' e G tém varidncias distintas.
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Demonstracao. Segue da definigao de funtor. QED.

Proposicao 2.2.6. Sejam C,D categorias, A, B € Ob(C), f € Hom¢(A,B), FF:C — D
um funtor covariante e G : C — D um funtor contravariante. Se f € isomorfismo em C,

entao F'f e Gf sio isomorfismos em D, com (Ff)™'=F(f™) e (Gf)™' =G(f™).

Demonstragdo. Suponha que f ¢ isomorfismo em C. Entao, existe f~1 € Home(B, A) tal

que ff'=1ge f7'f =14. Como F : C — D ¢ um funtor covariante, entdo:

(FAFfY=F(ff ) =FQ1p) =1rg, (Ff ) Ff)=F(f'f)=F(la) = 1pa.

Logo, Ff € Homp(FA, FB) é um isomorfismo em D e (Ff)™' = F(f~!). Como

G : C — D ¢é um funtor contravariante, entao:

(GG =G(ff)=Gla=1ga, (GF NG =G(ff)=GClp=1gs.

Logo, Gf € Homp(GB,GA) é um isomorfismo em D e (Gf)™' = G(f™). QFED.

Definicao 2.2.7. Seja C uma categoria. A categoria oposta a C, denotada por CP, é

a categoria determinada pelas sequintes propriedades:
e Ob(CP) = 0b(C);

e Para todo X,Y € Ob(C), eziste uma bijecio ¢ : Home(Y,X) — Homeon(X,Y)
dada por f+— fP;

e Para todo A, B,C € Ob(C), a fun¢do composi¢io
-t Homeon (A, B) X Homeor(B,C) — Homeor (A, C) | (f,9) — gf
satisfaz a sequinte propriedade:

(gf)? = [Pg ¥ f € Home(A,B) ¥ g € Home(B, C);

e Para todo A € Ob(C), (14)° € o morfismo identidade de A em C.
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Toda proposicao que seja vélida para todas as categorias é vélida para suas
respectivas opostas, de modo que todo resultado ou construcao geral sobre categorias apre-
senta um dual no contexto das categorias opostas, que pode ser definido ou demonstrado de
maneira analoga ao original ao inverter a ordem dos morfismos e de sua composi¢ao. Por
exemplo, funtores covariantes e contravariantes sao construcoes duais; ou seja, todo funtor
covariante ' : C — D pode ser identificado com o funtor contravariante F°P : C? — D
dado por F°P(f°) := F f para todo morfismo f de C. Também vale ressaltar que o con-
ceito de categoria oposta é seu proprio dual, ou seja, (C?)? = C para toda categoria C.
Assim, ao longo deste texto, quando dois resultados duais forem enunciados, a prova de
um deles sera omitida.

A seguir, definem-se as categorias de interesse para propoésitos deste texto.
Definicao 2.2.8.

1. Set: A categoria cujos objetos sao os conjuntos, cujos morfismos sao as funcoes e

em que a composicao de morfismos € a composi¢ao usual de fungoes.

2. Grp: A categoria cujos objetos sao os grupos, cujos morfismos sao os homomor-
fismos de grupos e em que a composi¢cao de morfismos € a composi¢io usual de

fungoes.

3. Ab: A categoria cujos objetos siao os grupos abelianos, cujos morfismos sao os
homomorfismos de grupos e em que a composi¢ao de morfismos € a composi¢ao

usual de fungoes.

4. Ring: A categoria cujos objetos sao os anéis com unidade, cujos morfismos sao
0s homomorfismos de ané€is que preservam a unidade e em que a composicdo de

morfismos € a composicao usual de fungoes.

5. rMod: A categoria cujos objetos siao 0os R-maodulos a esquerda, cujos morfismos sao
0s R-homomorfismos de modulos a esquerda e em que a composi¢ao de morfismos

€ a composi¢ao usual de fungoes.
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6. Modg: A categoria cujos objetos sao os R-mddulos a direita, cujos morfismos sao
0os R-homomorfismos de maodulos a direita e em que a composi¢cao de morfismos é

a composicao usual de funcgoes.

Nestas categorias, um morfismo é um isomorfismo se, e somente se, ele é bije-

tivo (nesse caso, o morfismo inverso ¢é igual a fungao inversa).

Defini¢ao 2.2.9. Uma categoria C é dita pré-aditiva se, para todo A, B,C € Ob(C),

tem-se que:
1. Home(A, B) € um grupo abeliano (aditivo);
2. flg+h)=fg+ fh¥ g,h € Home(A,B) VY f € Home(B,C);
3. (f+g9h=fh+ghV he Home(A, B)Y f,g € Home(B,C).
Para todo anel R, as categorias Ab, gRMod e Modpy sao pré-aditivas.

Definicao 2.2.10. Dadas categorias pré-aditivas C, D, um funtor F' : C — D € dito
aditivo se, para todo A, B € Ob(C), seque que:

F(f+g)=Ff+FgV f,ge Homc(A, B).

Um grupo ou moédulo unitario é tinico a menos de isomorfismo, é denominado
objeto trivial e é denotado por 0. Em particular, todo funtor aditivo mapeia todo objeto

trivial em um objeto trivial, e mapeia todo morfismo nulo em um morfismo nulo.

2.3 Produtos e coprodutos

Nesta secao, serao definidos os conceitos de produto e coproduto em uma
categoria e serao demonstradas propriedades de produtos e coprodutos de modulos.

Por toda a secao, R denotara um anel arbitrario.

Definicao 2.3.1. Sejam C uma categoria e (X;)je; uma familia de objetos de C. Um

produto para (X;)je; em C é um objeto [[;.; X; de C, munido de uma familia (p;);cs
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de morfismos de C, em que p;, € Homc(HjEJ X;, Xk) e € denominada k-ésima projegao

canodnica para todo k € J, que satisfaz a sequinte propriedade universal:

Para todo A € Ob(C) e para toda familia de morfismos (f;);es tal que f; € Home(A, X;)
para todo j € J, existe um tnico morfismo f € Home(A, HjEJ X;) tal que f; = p;f para
todo j € J.

Fquivalentemente, o sequinte diagrama comuta (para todo k € J):

f
A eieees » [ljes X

Pk
fr

X

Definigao 2.3.2. Sejam C uma categoria e (X;)jes uma familia de objetos de C. Um
coproduto para (X;)je; em C € um objeto [[;; X; de C, munido de uma familia (i;) e
de morfismos de C, em que i, € Home(Xi, [[;c; X;) e € denominada k-€éstma injegdao

canodnica para todo k € J, que satisfaz a sequinte propriedade universal:

Para todo A € Ob(C) e para toda familia de morfismos (f;)jes tal que f; € Home(X;, A)

para todo j € J, existe um unico morfismo f € Home([[,.;X;, A) tal que f; = fi; para

jeJ

todo 7 € J.

FEquivalentemente, o sequinte diagrama comuta (para todo k € J):
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Em particular, se R é um anel e C € {Ab, gRMod, Mody}, entdo um coproduto
[I;c; X; em C ¢ também chamado de soma direta e denotado por ,.; X;; se um
objeto Y de C é isomorfo a X}, para algum k € J, entao Y é dito um somando direto
de ®j€J Xj.

Os conceitos de produto e coproduto sao duais, ou seja, um produto em uma
categoria é um coproduto em sua categoria oposta (e vice-versa).

O conceito de coproduto na categoria Grp coincide com o conceito de produto

livre.

Lema 2.3.3. Sejam C uma categoria e (X;)je; wma familia de objetos de C. Se P e P’

s@o produtos para (X;);e; em C, entao P ~ P'.

Demonstragao. Sejam p; : P — Xj e p’: P’ — Xj as projegoes canonicas. Como P é um
produto para (Xj);e,, entdo existe um morfismo ¢ : P* — P tal que p’ = p;¢ para todo
j € J. Analogamente, como P’ é um produto para (Xj),cs, entdo existe um morfismo
¢ : P — P’ tal que p; = pjp para todo j € J. Portanto, p; = piiéd e p; = p;¢ para
todo j € J. Como p;lp = p; = p,;(¢y) para todo j € J e P é um produto para (X;),e,
entdao ¢ = 1p. Analogamente, )¢ = 1p/, logo P ~ P'. QED.

Lema 2.3.4. Sejam C uma categoria e (X;)jes uma familia de objetos de C. Se C' e C’

s@o coprodutos para (X;)jes em C, entdo C' ~ C'.
Demonstrag¢ao. A demonstragao é dual & do Lema 2.3.3. QED.

Pelo restante da secao, seré suposto, durante as demonstracoes, que C = gpMod

(o caso C = Modp, é anélogo).

Teorema 2.3.5. Sejam C € {Ab, pMod, Modr} e (X;)je; uma familia de objetos de C.
Entao, a familia (X;)je; admite um produto [];.; X; em C.

Demonstracao. Defina

1% = {¢:J—> || x;

j€J jedJ

¢(j)erVjeJ},
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pk:HXj%Xk

jeJ

Defina + : [[;c; Xj x [[;c; X5 = [Ljes Xj et RX ], X5 = [lje; X; de modo que,

b d(k)V k€ J.

para todo r € R e para todo ¢,y € HjGJ X, tem-se que:

(@+v)J) =) +v() VieT, (r-d)(j)=r-¢(j) VjeEJ
Assim, [[;c; X; ¢ um R-médulo & esquerda (munido de + e .). Por definigao:

pr € Hom([[ X;, A) V k€ J.

jeJ

Sejam A € Ob(C) e (fj)jes uma familia tal que f; € Home(A, X;) para todo j € J.
Defina

f:A—)HXj a— f(a),
jeJ
f(a):J—>|_|Xj Jj— fila).
jeJ

Segue da definicdo que f; = p;f para todo j € J. Além disso, como f; € Home(A, X;)
para todo j € J, entdao f € Home(A, [,c;). Por fim, se g € Home(A,[[c;) €
f; = pjg para todo j € J, entao f(a)(j) = fj(a) = g(a)(j) para todo j € J e para todo

a € A, logo f = g. Portanto, [[..; X, é um produto para (X;),c; em C. QED.

jed
Denota-se ¢ € HjeJ X; por (¢(j))jes. Segue da demonstracao anterior que p;

é sobrejetiva para todo j € J.

Teorema 2.3.6. Sejam C € {Ab, rkMod, Modgr} e (X;);e; uma familia de objetos de C.

Entao, a familia (X;)je; admite um coproduto ]_[jej X; emC.

Demonstracao. Defina

i X = [[ X5

jed

= ig(z)V ke,
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x, se j =k

ik(x):J—>|_|Xj’jr—> . '7£/{;7
, se ]

jeJ

S = {Z](I) j S J,x € X]}

Defina [[;.; X; := (S) (como submédulo de [];.; X;). Por definigao:

ix € Home(A, J[ X;) V k€ J.
jeg
Sejam A € Ob(C) e (fj)jes uma familia tal que f; € Home(X;, A) para todo j € J.
Defina F': S — A dada por i;(x) — f;j(z). Como f; € Home(X;, A) para todo j € J e

ij(z) =ik(y) <= j=k, z=y,
entao F' estd bem definida e pode ser estendida a um R-homomorfismo
f:(S)— A

Segue da definigao que f; = fi; para todo j € J. Por fim, se g € Hom¢((S), A) e f; = gi;
para todo 7 € J, entdo f|s = gl|s, logo f = ¢ (pela Proposicao 2.1.11). Portanto, ]_[jeJ X;
¢ um coproduto para (X;);es em C. QED.

Segue da demonstracao anterior que ¢; ¢ injetiva para todo j € J. Segue das
demonstragoes dos Teoremas 2.3.5 e 2.3.6 que o produto e o coproduto de uma familia
finita de modulos sao iguais.

A seguir, apresentam-se algumas propriedades do produto e do coproduto.

Proposicao 2.3.7. Sejam C € {Ab, kMod, Modgr}, (X;)cs, (Y;)jes familias de objetos
de C e (fj)jes uma familia tal que f; € Home(X;,Y;) para todo j € J. Entdo, existe um
unico morfismo [[,c; fi € Home([1e; Xj, 11esY5) tal que py, (Hjejfj> = frlx para
todo k € J, em que A\ : HjeJXj — Xy ey : HjeJYj — Y}, sao as k-ésimas projecoes

para todo k € J. Além disso:
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1. HjeJ(rfj) =T (HjeJ fj) VreR;

2. Se X; =Y para todo j € J, entao [];c;1x;, = 1x;

3. HjeJ fj € injetiva se, e somente se, fi € injetiva para todo k € J;

4. Hje] fj € sobrejetiva se, e somente se, fi € sobrejetiva para todo k € J.

Demonstragao. A existéncia e unicidade de [] et fj e os itens 1 e 2 seguem da definicao
de produto. Os itens 3 e 4 seguem da construcao explicita do produto no Teorema

2.3.5. QED.

Proposicao 2.3.8. Sejam C € {Ab, kMod, Modgr}, (X;)jcs, (Y;)jes familias de objetos

de C e (f;)jes uma familia tal que f; € Home(X;,Y;) para todo j € J. Entdo, existe um

unico morfismo ]_[jeJ fi € Homc(]_[jej ngJ Y;) tal que (ngfj) e = pifre para
todo k € J, em que A\, : X3 — HjeJXj ey Yy — HjeJYj sao as k-ésimas injegoes
para todo k € J. Além disso:

1 [Les(rfy) =7 (HjeJ fj) VreR;

2. Se X; =Y, para todo j € J, entao ngJ =1x;

3. HjEJ fj € injetiva se, e somente se, fi, € injetiva para todo k € J;

4. ]_[jej fj € sobrejetiva se, e somente se, fi, € sobrejetiva para todo k € J.

Demonstragao. A existéncia e unicidade de [] e J; e ositens 1 e 2 seguem da definigao
de coproduto. Os itens 3 e 4 seguem da construcao explicita do coproduto no Teorema

2.3.6. QED.

Lema 2.3.9. Sejam M um R-mddulo e A, B submddulos de M tais que A+ B = M e
ANB=0. Entao, M ~ A® B. (Nesse caso, denota-se M = A® B).

Demonstrag¢ao. Sejam o« : A — M e f : B — M as inclusées. Como A+ B = M
e AN B = 0, entao (pela Proposi¢ao 2.1.8), para todo m € M, existe um unico par

(mg, mp) € A X B tal que m = m, +my. Sejam X um R-moédulo a esquerdae f: A — X
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e g : B — X homomorfismos. Seja h : M — X dada por (mg,mp) — f(ma) + g(my);
assim, h estéa bem definida e é um homomorfismo tal que f = haoe g =hf3. Seh' : M — X

¢ um homomorfismo tal que f = ha e g = h3, entao:

h'(mg + my) = h'(mg) + B (my) = f(ma) + g(my) = h(me +my) ¥ (ma,mp) € A X B.

logo b’ = h. Portanto, M ~ A& B. QED.

Lema 2.3.10. Sejam A, B R-mddulos ambos a esquerda (ou ambos a direita), ei: A — B
um homomorfismo injetivo. Entao, A é um somando direto de B se, e somente se, existe

um homomorfismo p: B — A tal que pi = 14.
Demonstracao.

1. Suponha que A é um somando direto de B. Logo, existe um modulo C' tal que
i(A) ® C = B. Seja A : i(A) — B a injec¢do candnica. Pela propriedade universal
do coproduto, existe um homomorfismo 7 : B — i(A) tal que 1;4) = 7A. Seja

p=1i"1w\. Logo, p: B — A éum homomorfismo tal que pi = 14.

2. Suponha que existe um homomorfismo p : B — A tal que pi = 14. Logo:

ker(p) Ni(A) = 0.

Além disso, como im(ip) C i(A), im(1g —ip) C ker(p) e 1z = ip+ (1 —ip), entdo
B = ker(p)+i(A). Como ker(p) Ni(A) =0e B = ker(p) +i(A), entdo, pelo Lema
2.3.9, B = ker(p) ®i(A). Logo, A é um somando direto de B.

QED.

Lema 2.3.11. Sejam A, B,C' R-mddulos todos & esquerda (ou todos a direita) e
pa:C — A pg:C — B,in: A— C,ig: B — C homomorfismos tais que pais = 14,

peip = lp eispat+ippp = lo. Entio, ABB ~ C, ker(pa) = im(ip) e ker(pg) = im(ia).

Demonstra¢ao. Como iapa + igpp = Lo, entdao im(is) +im(ip) = C. Como pais = 14,

entao iapaia = 14, logo igppia = 0 (pois iapa + igpp = l¢); como ig é injetiva, entao
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pria = 0, logo im(ia) Nim(ip) = 0 (pois ppip = 1g). Como im(is) + im(ip) = C e
im(ia)Nim(ig) = 0, entdao im(ia) G im(ig) = C (pelo Lema 2.3.9), logo A® B ~ C' (pois
ia,ip S30 injetivas, visto que pais = 14 € ppip = 1g). Como im(is) + im(ig) = C,

peip = lp e ppia = 0, entdo ker(pg) = im(ia); analogamente, ker(pa) = im(ip).

QED.

Proposigao 2.3.12. Sejam C € {Ab, pkMod, Modr}, T : C — Ab um funtor aditivo e
A, B € Ob(C). Entao, T(A® B) ~ T(A) @ T(B). Além disso, se py : A®B — A e
pe: A® B — B sao as projecoes candnicas, eig: A—> AP B eig: B— A® B sdo as

injegoes canonicas, entao ker(Tpa) = im(Tig) e ker(Tpg) = im(Tiy).

Demonstra¢ao. Suponha que T' é covariante (o caso contravariante é analogo). Seja

C = A® B. Pelas construgoes explicitas do produto e coproduto, segue que:

paia =14, ppip = 1B, 1apa +1pp = lc.

Como T é um funtor aditivo, entao:

(Tpa)(Tia) = 1ra, (Tpe)(Tip) = 1rp, (Tia)(Tpa)+ (Tip)(Tps) = lrc.

Assim, pelo Lema 2.3.11, segue que:

ker(Tpa) = im(Tip), ker(Tpp) = im(Tia), T(C)=T(A) & T(B).

Portanto, T(A® B) =T(A) ® T(B). QED.

2.4 Grupos abelianos livres

Nesta secao, serao apresentados resultados importantes sobre grupos abelianos
livres.
A teoria apresentada nesta se¢ao é baseada na segao 1.7 do livro Algebra (re-

feréncia [5]), de Serge Lang.
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Definicao 2.4.1. Um grupo G € dito abeliano livre se existe um grupo livre F' tal
que G ~ F/F'. Se X € uma base de F, entio p(X) é dita uma base de G, em que
p: F— F/F" é dada por u — uF"’.

Lema 2.4.2. Sejam F um grupo livre com base X e p: F — F/F' dada por u — uF".
Entao, p|x € injetiva.

Demonstragao. Sejam M(X), F(X) e ~ conforme definidos no Teorema 1.2.4. Pelo Lema

1.2.3 e pelo Teorema 1.2.4, segue que F' ~ F(X) (pelo restante da demonstragao, F' sera
identificado com F(X)). Seja z € X. Defina:

L M(X)—=7Z | (v1,...,2,) = [{i € {l,..,n} =2} —|{i € {1,....n}:2; =27}

Por definigao, se g, h € M(X) sao tais que h é redugao elementar de g, entéo I,.(g) = I.(h).
Logo, dados g, h € M(X) tais que g ~ h, vale que I,(g) = I.(h). Portanto, a seguinte

funcao esta bem definida:

iyt F(X) = Z | [9] = L(g)

Por defini¢ao, i,(gh) = i.(g)+i.(h) para todo g, h € F(X), logo i, ¢ um homomorfismo de
grupos. Como Z ¢é abeliano, entao F(X)' C ker(i,) (pelo Lema 1.1.6). Sejam x1,29 € X
tais que x; # x9; assim, iy, (125 ") = 1, logo x125," & ker(iy, ), portanto z,25 " & F(X),

o que implica que p|y é injetiva. QED.

Como p|x € injetiva, entdo, pelo restante do texto, p(X) sera identificado com

X.

Proposicao 2.4.3. Seja X um conjunto. Entao, existe um grupo abeliano livre G com

base X.
Demonstracao. Segue do Teorema 1.2.4 e do Lema 2.4.2. QED.

Proposigao 2.4.4. Sejam G um grupo abeliano livre com base X, H um grupo abeliano

e f: X = H uma fungio. Entdo, existe um tinico homomorfismo de grupos f : G — H

tal que flx = f.
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Demonstrag¢ao. Seja F um grupo livre com base Y tal que G ~ F/F’. Seja

p: F — F/F dada por u — uF’. Como F' é um grupo livre, entdo existe um homo-
morfismo ¢ : F' — H tal que ¢|y = fp|ly. Como H é abeliano, entdo F’ C ker(¢), logo
afungdo f: F/F' — H | uF" + ¢(u) esta bem definida e ¢ um homomorfismo. Como
dly = fply ep(Y) = X, entdo f|x = f. Suponha que g : F/F’' — H é um homomorfismo
tal que g|x = f. Entdo, g|x = fl|x, logo gp|x = fp|x. Como F ¢é livre, entdo gp = fp,

logo g = f (pois p é sobrejetiva). QED.

Proposicao 2.4.5. Sejam A um grupo abeliano, B um grupo abeliano livre e ¢ : A — B

um homomorfismo sobrejetivo. Entao, existe um homomorfismo v : B — A tal que

¢y =1p e A= ker(¢) ®~(B).

Demonstragao. Seja X uma base de B (como grupo abeliano livre). Como ¢ : A — B
¢ sobrejetivo, entao existe uma fungao A : X — A tal que ¢ = 1x. Como B é grupo
abeliano livre com base X, entdo existe um homomorfismo v : B — A tal que v|x = A;
além disso, como ¢\ = 1y, entao ¢y = 1g. Como ¢y = 1p, entao ¢y(b) =0 < b =0,
logo ker(¢) N y(B) = 0. Além disso, como ¢y = 1p, entdao ¢(l4 — v¢) = 0, logo
(1a —79)(A) € ker(¢). Como 14 = (14 —7¢) +7¢ e (1la —79)(A) € ker(¢), entao
A = ker(¢) + y(B). Como ker(¢) Ny(B) =0 e A = ker(¢) + v(B), entdo, pelo Lema
2.3.9, A = ker(¢) ® ~(B). QED.

Proposigao 2.4.6. Sejam A um grupo abeliano livre finitamente gerado com base o e B
um subgrupo de A. Entao, B € um grupo abeliano livre. Além disso, se 5 € base de B,

entio |5| < |af.

Demonstragao. Se |a| =1, entdo A ~ Z, logo B = 0 ou B ~ Z, portanto B é um grupo
abeliano livre e || < 1 = |a|. Suponha, por hipétese indutiva, que todo subgrupo de
um grupo abeliano livre cuja base tem cardinalidade n é um grupo abeliano livre cuja
base tem cardinalidade menor ou igual a n. Suponha que |a] = n 4+ 1. Assim, existem

T1, .y Tpy1 € A tais que A ~ @' Za;. Seja ¢ : @ Za; — Zw, 4, dada por:

(215 o0 Zng1) = Zng1
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Assim, ker(y) = (@, Zz;) ® 0 ~ @, Zz;, logo B N ker(¢) é isomorfo a um subgrupo
de & ,Zx;, portanto B N ker(y) ¢é subgrupo de um grupo abeliano livre cuja base tem
cardinalidade n. Por hipotese indutiva, B N ker(y) é grupo abeliano livre, e, se §' é
base de B N ker(¢), entao |5'| < n. Pela Proposicao 2.4.5, existe um homomorfismo
v Zx; — Atal que vy =1z, ¢ A= ker(y) @ v(Zxny41); em particular, v(Za,41) ~ 0
ou Y(Zxypy1) =~ Z, e B= (BNker(y)) ® (BN~y(Zxni1)). Assim, B ~ (BNker(y)) ®0
ou B~ (BnNker(y)) ®Z,logo B é grupo abeliano livre e, se 5 é base de B, entao:

B <18 +1<n+1=]al

Por indugao (na cardinalidade da base), fica demonstrado o Lema. QED.

Corolario 2.4.7. Sejam A um grupo abeliano finitamente gerado e B um subgrupo de A.

Entao, B € finitamente gerado.

Demonstra¢ao. Como A é finitamente gerado, existem F' um grupo livre finitamente ge-

rado e R < F tais que A ~ F/R. Como A é abeliano, entao F’' C R, logo:

A~ (F/F")/(R/F").

Como B é um subgrupo de A, entédo existe um subgrupo G de F/F’ tal que B ~ G/(R/F").
Como F/F’ é um grupo abeliano livre finitamente gerado, entdo G é finitamente gerado

(pela Proposigao 2.4.6), logo B é finitamente gerado. QED.

Teorema 2.4.8. Sejam A um grupo abeliano livre e B um subgrupo de A. Entao, B €

um grupo abeliano livre.

Demonstra¢ao. Suponha que B nao é trivial. Seja X = (x;);c; uma base de A. Dado
J C I, sejam A; o subgrupo (livre) de A gerado por (z;);e; € By := BN A;. Seja L o
conjunto das triplas (J,J', f),em que ) = J' C J C I e f:J — B éuma fungio injetiva
tal que f(J') é base de B, (como grupo abeliano livre). Como B # 0, entdo 0 # B; C A,
para algum J C I, logo £ # ) (pela Proposicao 2.4.6). Seja < a relagdo de ordem parcial
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em L dada por:

(J7J/7f>S(K7K,7g) — J§K7 Jnglv g|J':f'

Se C' = (Jx, J}, fA)rea € uma cadeia em (£, <), entdo (J,J', f) é¢ uma cota superior para
C, em que J = Uyeads, J' = Useady e f 1 J — By é tal que f(j) = fa(j) se j € Jy (f
estda bem definida pois (Jy, J§, fa)rea € cadeia). Assim, pelo Lema de Zorn (Corolario 2.5

do Apéndice 2 da referéncia [5]), (£, <) admite um elemento maximal (J, J', f).

Seja i € I. Suponha, por absurdo, que By # Bj. Portanto:

S:={a€Z|3JyeBy:ax;+yec B} #{0}.

Por definigao, S é subgrupo de Z, logo existe p € Z\{0} tal que S = Zu. Sejay € By
tal que f; := px; +y € B. Seja z € Bjyp. Por definigao de By e S, existem
a € Seb e Bjtais que z = ar; + u. Assim, existe § € Z tal que z — 5f; € Aj.
Como z, f; € B, entao z — Bf; € B, logo z — Bf; € B;. Portanto, By + Zf; = Bjugy-
Como By NZf; = 0, entdo, pelo Lema 2.3.9, B; ® Zf; = Bjugy, logo f'(J U {i}) é
base de Bjugy, em que f' @ J'U{i} = By € tal que f'|p = fe f'(i) = fi. Assim,
(Ju{iy, JJulil, fYe Le (J,J, f) < (JU{i}, J U {i}, f'); logo, pela maximalidade de
(J,J', f), segue que (J,J', f) = (JU{i}, J'U{i}, f'), portanto B, g = By, o que é uma
contradicao. Logo:

Bjuiy = By.

Como Bjuuy = By, entao (JU {i},J', f) € L e (J,J,f) < (JU{i},J', f); logo, pela
maximalidade de (J, J', f), segue que (J,J', f) = (JU{i}, J', f), portanto i € J. Assim,
conclui-se que J = I. Como (J,J', f) € L, entdo, por defini¢ao de £, By = By = B é um
grupo abeliano livre. QED.
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2.5 O funtor Hom

Nesta se¢ao, sera construido o funtor Hom.

Definigao 2.5.1. Sejam C uma categoria, A, X,Y € Ob(C) e f € Home(X,Y). O

pushforward de f com respeito a A € definido como o morfismo

fe : Home(A, X) = Home(A)Y) | g— fg.

Além disso, o pullback de f com respeito a A € definido como o morfismo

fr:Home(Y,A) — Home(X,A) | g+— gf.

Proposigao 2.5.2. Sejam C uma categoria, X,Y,Z € Ob(C), f € Home(X,Y) e
g€ Home(Y,Z). Entao, (9f)« = g«f« € (gf)" = f*g".

Demonstragao. Seja A € Ob(C). Por defini¢ao, tem-se que:

(9/):(¢) = (9/)0 = g(f¢) = 9(f:(9)) = 9:(f:(®)) = (9:1:) (@) V ¢ € Home(A, X),

(9)"(9) = 0(gf) = (69)f = (97 (@) f = [*(97(¢)) = (f"9")(#) V ¢ € Home (A, X).

Portanto, (gf). = g.fs e (9f)* = f*g". QED.

Proposicao 2.5.3. Sejam R um anel, C € {Ab, pkMod, Modr}, A, X,Y € Ob(C) e
f,g € Home(X,Y). Entao:

fe € Homap(Home(A, X), Home(A,Y)),

fr € Homap(Home(Y, A), Home (X, A)).
Além disso, (f +¢9)s = fe+ g e (f+9)" = f*+ g"

Demonstracao. Por definicao, tem-se que:

fo+v)=[flo+¢) = fo+ f=fud) + fi(¥) V ¢, ¢ € Home(A, X),
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fo+d)=(0+d)f =of +h = [ () + [ () V ¢, ¢ € Home(Y, A).

Portanto:

fe« € Homap(Home(A, X), Home(A,Y)),
[ € Homap(Home (Y, A), Home(X, A)).

Além disso:

(f+9)(0) = (f+9)¢ =[O+ 9¢ = [.(9) + 9.(9) = (f+ + 9:)(¢) V ¢ € Home(A, X),

(f+9) (@) =0(f+9)=of +dg=["(¢) +9°(¢) = (f"+39") () V ¢ € Home(Y, A).
Logo, (f+g)«s=fa+gee(f+9) = [f"+g" QED.

Teorema 2.5.4. Sejam R um anel, C € {Ab, gkMod, Modr} ¢ A € Ob(C). Entao, existe

um funtor covariante aditivo Home(A, —) : C — Ab tal que:

X € Ob(C) — Home(A, X),

fe€ Home(X,Y)— fo € Homap(Home(A, X), Home(A,Y)).

Além disso, existe um funtor contravariante aditivo Home(—, A) : C — Ab tal que:

X € Ob(C) — Home(X, A),

f € Home(X,Y)— f* € Homap(Home(Y, A), Home (X, A)).
Demonstracao. Segue das Proposicoes 2.5.2 e 2.5.3. QED.

Conforme demonstrado a seguir, os funtores Hom(A, —) e Hom(—, B) tomam

valores na categoria dos moédulos se A e B sao bimodulos.
Teorema 2.5.5. Sejam R e S anéis. Entao:

1. Se rAs e rB, entio Hom poa(A, B) € um S-mddulo a esquerda munido da apli-
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ca¢@o -+ S X Hompoa(A, B) = Hom,moa(A, B) dada por:

(s f)a)= flas) Vse€e SVYaec AV f € Hom,moa(A, B);

. Se rAs e Bg, entdo Hompgeas (A, B) € um R-mddulo a direita munido da aplicagio

-t Hompgoas (A, B) X R — Hompgeas (A, B) dada por:

(f-r)a)=f(ra)Vre RVae AV f € Hom moa(A, B);

. Se Ar e sBpg, entio Homppea, (A, B) é um S-mddulo o esquerda munido da apli-

cacao - : S X Hompged, (A, B) = Hompgoea, (A, B) dada por:

(s-f)la)=sfla)VseSVaec AV fe Hom, moa(A, B);

. Se sA e sBpg, entdo Hom area(A, B) € um R-mddulo a direita munido da aplicagao

-t Homgmoed(A, B) X R — Homgnoa(A, B) dada por:

(f-r)a)— fla)rVre RYaec AV f e Hom,mod(A, B).

Demonstracao. Segue das defini¢oes de moédulo e homomorfismo de mddulos. QED.

Corolario 2.5.6. Sejam R,S anéis, A um (R,S)-bimddulo e B um (R, S)-bimddulo.

Entao:

1. HomRMOd(A, —) : RMOd — SMOd,'

2. HomModS(A, —) : MOdS — MOdR,’

3. HomModR(—,B) : MOdR — SMOd,’

4. HomsMod(—,B) : SMOd—) MOdR.
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Demonstragao. Pelo Teorema 2.5.5, segue que o funtor Hom mapeia moédulos em modulos.
Além disso, pela Definigao 2.5.1 e pelo Teorema 2.5.5, segue que o funtor Hom mapeia

homomorfismos de médulos em homomorfismos de médulos. QED.

Teorema 2.5.7. Sejam C € {Ab, pMod, Modgr}, A € Ob(C), (X;)jes uma familia de

objetos de C e py, : HjeJ X; — Xy, a k-ésima projecao para todo k € J. Entao, o mapa
0 : HOTTLC (A’HXJ> — HHomc(A,Xj) ‘ (b —> (pj(b)jGJ
jeJ jeJ
€ um isomorfismo de grupos abelianos.

Demonstracao. Dados ¢, € Home (A, Hje, Xj>, tem-se que

0(p+ 1) = (pj(@+v))jer = (0@ + pj)jes = (Pjd)jer + (Pi¥)jer = 0(d) + (1),

logo 6 ¢ um homomorfismo de grupos. Seja (¢;)jcs € Hjej Home(A, X;). Pela pro-
priedade universal do produto, existe ¢ € Hom(A, Hjej X;) tal que ¢; = p,¢ para todo
j € J, ouseja, 0(¢) = (¢;);es. Logo, 0 & sobrejetiva.

Seja ¢ € ker(#). Assim, 6(¢) = 0, logo p;jv» = 0 para todo j € J, portanto o seguinte

diagrama comuta (para todo k € J):

0
—mmeme-y
A= es X;

Pela propriedade universal do produto, segue que ) = 0. Como ¢ € ker(6) — ¢ = 0,
entao ker(f) = {0}, logo @ ¢ injetiva. Portanto, 6 ¢ um isomorfismo de grupos.

QED.
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Teorema 2.5.8. Sejam C € {Ab, pkMod, Modr}, B € Ob(C), (X;)jes uma familia de

objetos de C e 1y, : Xy — HjeJ X, a k-ésima injecao para todo k € J. Entao, o mapa
0 : Home (]_[Xj,B) — [[Home(X;, B) ‘ ¢ — (¢ij) e
jeJ jed
€ um isomorfismo de grupos abelianos.

Demonstra¢ao. A demonstragao é dual & do Teorema 2.5.7. QED.

2.6 O funtor produto tensorial

Nesta secao, sera construido o funtor produto tensorial.

Definigao 2.6.1. Sejam R um anel, A um R-mddulo a direita, B um R-mddulo a esquerda

e G um grupo abeliano. Uma funcao f: A x B — G € dita R-biaditiva se:
1. f(a1 +as,b) = f(ay,b) + f(az,b) V aj,as € AV b€ B;
2. fla,by +bs) = f(a,b1) + f(a,by) Va€ AV by, by € B;
3. flar,b) = f(a,rb) Va€ AVbe BY reR.

Definicao 2.6.2. Sejam R um anel, A um R-mddulo a direita e B um R-mddulo a
esquerda. Um produto tensorial para (A, B) é um grupo abeliano A @ B, munido de

uma aplicagao R-biaditiva
¢p:AxB—>A®gB | (a,b) = a®b,

que satisfaz a sequinte propriedade universal:

Para todo grupo abeliano G e para toda func¢ao R-biaditiva ¢ : A x B — G, existe
iinico homomorfismo de grupos 1 : A ®@p B — G tal que ¢ = 1¢.
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Equivalentemente, o sequinte diagrama comuta:

AxB % . Ao.B
"

7
G

Lema 2.6.3. Sejam R um anel, A um R-mddulo a direita e B um R-mddulo a esquerda.
Se T e T" sao produtos tensoriais para (A, B), entdo T e T" sao isomorfos como grupos

abelianos.

Demonstra¢ao. Suponha que T e T', munidos das aplicagdes R-biaditivas ¢ : Ax B — T
e : Ax B — T sao produtos tensoriais para (A, B). Como T' é produto tensorial para
(A, B) (munido da aplicagdo ¢ : Ax B —T) e : Ax B— T é aplicacdo R-biaditiva,
entdo existe um homomorfismo de grupos 1 : T — T tal que ¥ = ¥¢. Como T" é produto
tensorial para (A, B) (munido da aplicagdo v : AXx B —T') e ¢ : Ax B — T é aplicagao
R-biaditiva, entdo existe um homomorfismo de grupos ¢ : T — T tal que ¢ = ¢1p. Como

Y =1d e =Y, entdo ¢ = ¢ 1 ¢. Portanto, o seguinte diagrama comuta:

AXBL T

X

—_
N

e

|
I
I
I
I
I
I
¥

T

©-

Pela propriedade universal do produto tensorial, segue que ¢ ¢ = 1;. Analogamente,
demonstra-se que 1 ¢ = 1p. Portanto, T e T" sao isomorfos como grupos abelianos.

QED.

Teorema 2.6.4. Sejam R um anel, A um R-mddulo a direita e B um R-mddulo a es-

querda. Entao, (A, B) admite um produto tensorial A @r B.

Demonstragao. Seja H um grupo abeliano livre (aditivo) com base A x B (cuja existéncia
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¢ assegurada pela Proposigao 2.4.3). Defina:
Sl = {(a1 + (lQ,b) — (al,b) — (ag,b) tap, a2 € A,b & B},

SQ = {(CL, b1 —f-bg) — (a,bl) — (CL, bg) a e A, bl,bg € B},
Sz = {(ar,b) — (a,rb) : v € R,a € A,b € B}.

Seja S o subgrupo de H gerado por S; U Sy U S; e seja A ®r B := H/S. Como H é um
grupo abeliano, entao A ® g B é um grupo abeliano. Seja ¢ : A x B — A ®p B dada por
(a,b) — (a,b) +S. Por defini¢ao, ¢ é uma aplicagdo R-biaditiva e im(¢) gera A @ B

como grupo abeliano.

Sejam G um grupo abeliano e f : A x B — G uma fungao R-biaditiva. Como

f:Ax B — G e H é grupo abeliano livre com base A x B, entdao f admite uma tnica
extensao a um homomorfismo f': H — G (pela Proposi¢ao 2.4.4). Como f': H — G ¢
homomorfismo, entdao S; U Sy U S3 C ker(f'), logo S C ker(f’). Assim, para todo z € H,

f' é constante no conjunto = + S. Portanto, a fun¢ao
fiA®rRB =G | v+ S~ f(2)

estd bem definida e satisfaz f = f'|axp = f¢; além disso, como f’ : H — G & homo-
morfismo, entdo f : A ®z B — G é homomorfismo. Por fim, como A ®z B = H/S e

H é grupo abeliano livre com base A x B, entao im(¢) = {x+S5 : x € Ax B} gera AQg B.

Seja g : A®gr B — G um homomorfismo tal que f = g¢. Como f = fo e f = go,
entdo fo = go, logo 7’im(¢>) = glim(g). Como f.g € Homap(A ®r B,G), im(¢) gera
o grupo A ®r B e ﬂim((p) = Glim(g), entao f =g Logo, f: A®r B — G ¢é o tnico
homomorfismo tal que f = f¢. Portanto, o grupo abeliano A ® z B, munido da aplicacio

R-biaditiva ¢ : A x B — A®pg B, ¢ um produto tensorial para (A, B). QED.

Segue da demonstragao anterior que o conjunto {a ® b : a € A,b € B} gera
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A ®p B como grupo abeliano (em que a ® b := ¢(a,b)).

Proposicao 2.6.5. Sejam R um anel, A um R-mddulo a direita e B um R-mddulo a

esquerda. Entao, A Qr B ~ B Qpop A.

Demonstra¢ao. Como o mapa ¢ : Ax B — B®pgo» A dado por (a,b) — b®a é R-biaditivo,

entdo existe um homomorfismo ¢ : A ®p B — B ®po» A tal que:

pla®b)=b®aV (a,b) € Ax B.

Analogamente, existe um homomorfismo 1) : B ®pe» A — A ®p B tal que:

P(b®a)=a®bV (a,b) € A X B.

Assim, 1 ¢(a ® b) = a ® b para todo (a,b) € A x B, logo ¥ ¢ = 14g,p (pois o conjunto
{a®b: (a,b) € Ax B} gera A®g B como grupo abeliano). Analogamente, ¢ ¢ = 1gg ., 4,
logo ¢ : A X B — B ®po» A é um isomorfismo. QED.

Proposigao 2.6.6. Sejam R um anel, A um R-mddulo o direita e B um R-mddulo a

esquerda. Entao, A®Qpr R~ A e R®Qr B ~ B.

Demonstragao. Seja ¢ : R x B — B dado por (r,b) — rb; por definigao, ¢ é R-biaditiva.

Portanto, existe um homomorfismo de grupos ¢ : R @z B — B tal que:

d(r@b)=rbV (r,b) € Rx B.
Além disso, ¢ ¢ um isomorfismo pois admite inversa € : ¢ : B — R ®x B dada por
b+— 1g ® b. Analogamente, demonstra-se que A ®r R ~ A. QED.

Proposigao 2.6.7. Sejam R um anel, A, A" R-mddulos a direita, B, B' R-mddulos a
esquerda, f € Homppoa, (A, A") € g € Hom pmoa(B, B'). Entao, existe um tunico homo-

morfismo f ® g: AQr B — A’ ®r B’ tal que:

(f®g)(a®b) = fla)®g(b) V (a,b) € A x B,
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Demonstragao. Seja ¢» : A x B — A’ @z B’ dada por (a,b) — f(a) ® g(b). Como
f € Hommoan (A, A'), g € Hom moa(B,B') e A’ @z B' ¢ um produto tensorial, entao
Y :Ax B— A'®g B’ & uma aplicacao R-biaditiva. Portanto, pela propriedade universal

de A ®pr B, existe um tnico homomorfismo f ® g: A®r B — A’ @ B’ tal que:

(f ©g)(a®b) =v(a,b) = fla) @ g(b) V (a,b) € A x B.

QED.

Proposicao 2.6.8. Sejam R um anel, Ay, As, A3 R-modulos a direita, By, By, Bs
R-mddulos a esquerda, f € Homppoa, (A1, Aa), |/ € Homproar (As, As),
g € Hompod(B1, Bs) e ¢ € Hom ,moed(B2, Bs). Entao:

(ffed)(feg=Ufeldg).

Demonstra¢ao. Como {a ® b : (a,b) € A} x By} gera A; ®r By como grupo abeliano,
entao, por definigao, segue que (f' @ ¢')(f @ g) = (f'f) ® (¢'g). QED.

Proposigao 2.6.9. Sejam R um anel, A, A" R-mddulos a direita, B, B' R-mddulos a
esquerda, f, f" € Homprea, (A, A') € g,9" € Hom poa(B, B'). Entao:

f+fHeog=fog+f oy fRU+td)=f@g+f®]7.

Demonstra¢ao. Como {a ®b: (a,b) € A x B} gera A®pg B e:

(a+d)@b=a®b+d @bV a,d € AV bE B,

a®@(b+V)=a®b+axld Vaec AV b €B.

entao, por definicao, segue que:

(f+f)@g=fog+f®g fRU+d)=fRg+fad.
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QED.

Teorema 2.6.10. Sejam R um anel, A um R-mddulo a direita e B um R-mddulo a

esquerda. Entao, existe um funtor covariante aditivo AQg : gpMod — Ab tal que:

X € Ob(rMod) — A®r X € Ob(Ab),

fe HomRMod(X,Y) 1,0 f€ HOmAb(A Qr X, AQp Y)

Além disso, existe um funtor covariante aditivo @grB : Modgr — Ab tal que:

X € Ob(Modg) — X ®r B € Ob(Ab),

f € HomModR(X, Y) — f ®1p € HomAb(X Xnr B,Y KRR B)

Demonstragao. Segue das Proposicoes 2.6.7 e 2.6.8 que A®r e ®rB sao funtores covari-

antes, e segue da Proposicao 2.6.9 que esses funtores sao aditivos. QED.

Conforme demonstrado a seguir, se A e B sao bimddulos, os funtores AR e

®B tomam valores na categoria dos médulos.
Teorema 2.6.11. Sejam R, S anéis. Entdo:

1. Se sAR e rB, defina \; : A — A dada por a — sa para todo s € S; entao, A @ B
¢ um S-mddulo a esquerda munido da aplicagio - : S X (A®gr B) - A®g B dada
por:

(s,t) = (A @ 1)(1);

2. Se Agr e rBs, defina us : B — B dada por b — bs para todo s € S; entio, A ®r B
¢ um S-mdodulo a direita munido da aplicagio - : (A®r B) xS — A®r B dada por:

(t,5) = (14 ® ps)(1).

Demonstracao.
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1. Como B é um (R, S)-bimodulo, entdo A\; : A — A é um R-homomorfismo para todo
s € S. Portanto, pela Proposicao 2.6.7, segue que \, ® 1g : AQr B - A®r B
¢ um homomorfismo de grupos para todo s € S. Logo, A ®g B é um S-mo6dulo a

esquerda munido da aplicacao -.
2. A demonstragao é analoga a do item 1.
QED.

Corolario 2.6.12. Sejam R, S anéis, A um (S, R)-bimddulo e B um (R, S)-bimddulo.

Entao:
1. A®R : RMOd — SMOd,'
2.69313:_h40d3 —%.Ades.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.6.11, o funtor produto tensorial mapeia médulos em mo-
dulos. Além disso, pela Proposi¢ao 2.6.8 e pelo Teorema 2.6.11, segue que o funtor produto

tensorial mapeia homomorfismos de médulos em homomorfismos de médulos. QED.

Teorema 2.6.13. Sejam A € Modg, B € gMod, (X;);c; uma familia de objetos de
rMod e (Y))je; uma familia de objetos de Modg. Entdo, existem homomorfismos de

grupos abelianos dados por:

0:ARp (HX]') — H(A ®r X;) | a® (z5)jes = (a ® z))jer,

jed jeJ

n: (H Yj> @rB = [[(Y; @r B) | (y3)jes @b+ (y; @ b)jes.

jeJ jedJ

Além disso, esses mapas sao isomorfismos de grupos abelianos.

Demonstra¢ao. Como o mapa

P Ax (H Xj) = [[(A®r X)) ‘ (@, (z5)jes) = (a ® 25)jes

jeJ jeJ



53

¢ R-biaditivo, entao, pela propriedade universal do produto tensorial, existe um tnico

homomorfismo de grupos 6 tal que

a® (z5)jes — (a®xj)jey.

0:A®p (]_[Xj) = [[(A®r X))

JjeJ jeJ

Seja \p @ X — []

jes Xj a k-ésima injegao para todo k € J. Como o mapa

Ut AX X > A®pg (HXJ) ‘ (a,x) — a® \(x)
jed

¢ R-biaditivo para todo k € J, entao, pela propriedade universal do produto tensorial,

existe, para todo k € .J, um tinico homomorfismo de grupos 1, tal que

P, AQr Xy — A®pR (HX]) a®x—a® \(z).

jeJ

Seja iy : AQr X — HjGJ(A ®r X;) a k-ésima injec@o para todo k € J. Pela propriedade
universal do coproduto, existe inico homomorfismo ¢ : [ [ ;(A®rX;) — A®r (]_[ ies X j>

tal que Ej = i; para todo j € J. Logo:

(o H(A ®r X;) = A®r (H Xj) ‘ (a®xj)jes = a® (zj)jes.
Jje€J JjeJ
Defina

¢ A X (HX]) — A®pg (HX]) ‘ (a, (5)jes) = a @r (2;)jes-

jeJ jeJ
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Por defini¢ao de 6 e 1, o diagrama

04
e, (A®r Xj) ¢ ;e ,(A®r Xj)
id
. ik
ik
A XRpr Xk

comuta para todo k € J; logo, pela propriedade universal do coproduto, segue que 0¢ = id.

Além disso, o diagrama

A X <HjeJ Xj) L AQ®g <Hj€J Xj)

id | |40

-

<+

A®r (Hjej Xj)

comuta; logo, pela propriedade universal do produto tensorial, segue que ¢f = id. Por-
tanto, # é um isomorfismo de grupos. Analogamente, demonstra-se que 7 é um isomorfismo

de grupos. QED.

Proposicao 2.6.14. Suponha que R € finitamente gerado como grupo abeliano. Sejam
A um R-mddulo a direita finitamente gerado e B um R-mddulo a esquerda finitamente

gerado. Entao, A ®@r B € um grupo abeliano finitamente gerado.

Demonstragao. Suponha que R é gerado por {ry,...,r,} como grupo abeliano, que A é
gerado por {ay, ..., a,} como R-mo6dulo e que B é gerado por {by, ..., b, } como

R-modulo. Seja G = {a; ® (ryb;) : k € {1,...,p},i € {1,...,n},5 € {1,...,m}}. Como
{a®b:a€ Abe B} gera A®pg B como grupo abeliano, entdao G gera A ®g B como
grupo abeliano, logo A ® B é um grupo abeliano finitamente gerado. QED.
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2.7 Transformacoes naturais e funtores adjuntos

Nesta se¢ao, serao introduzidos os conceitos de transformacao natural e par
adjunto de funtores, e serd demonstrado que os funtores produto tensorial e Hom formam
um par adjunto.

Por toda a segdo, todos os funtores considerados serdao covariantes (por dua-
lidade, todas as defini¢oes e resultados apresentados podem ser estendidos para funtores

contravariantes).

Definicao 2.7.1. Sejam C,D categorias e F,G : C — D funtores covariantes. Uma

transformagdo natural o : F — G ¢ uma familia (ox)xcope) (em que, para todo

X € 0b(C), ax € Homp(FX,GX)) tal que:
ay(Ff)=(Gf)ax VX, Y € Ob(C) V f € Home(X,Y).

FEquivalentemente, o sequinte diagrama comuta:

rx L py

ax ay

GX —— GY
Gf

Uma transformagao natural o = (ox)xeope) € dita um isomorfismo natural se ax €
um isomorfismo em D para todo objeto X de C; nesse caso, F e G sao ditos naturalmente

isomorfos e denota-se F' ~ G.

Definicao 2.7.2. Sejam C,D categorias e F': C — D e G : D — C funtores covariantes.

Uma adjungao entre F' e G ¢ uma familia (Txy)xcone)yeonn) (em que, para todo
X € Ob(C) e para todo Y € Ob(D), 7xy : Homp(FX,Y) — Home(X,GY') € bijecao)

tal que:

1. TX7y(Ff)* = f*Txl7y \V/ X,X/ € Ob(C) V Y € Ob(D) \V/ f € HOmc(X, X/),'
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2. Txyige = (Gg)utxy ¥ X € Ob(C) V Y,Y' € O(D) ¥ g € Home(Y,Y").

Equivalentemente, os sequintes diagramas comutam:

Homp(FX,Y) L7

1 Homp(FX'Y)

X! Y

Home (X, GY) <f—* Home (X', GY)

Homp(FX,Y) — 5 Homp(FX,Y)
TX,Y XYy’

Home(X,GY) W Home(X,GY")
g

Se existe uma adjungao entre F' e G, entdo (F,G) € dito um par adjunto de funtores,

F ¢ dito um funtor adjunto a esquerda de G e G € dito um funtor adjunto a direita

de F'.

Teorema 2.7.3. Sejam R e S anéis. Dados rA, sBgr, sC, A, rBg, C§, existem iso-

morfismos de grupos
T HomSMod(B XRpr A, C) — HomRMod(A, HomSMod(B, C)),

7'/ . HomModS (A, XRpr B’, C,) — HomModR(A', HomModS (B/, C/))

Demonstracao. Pela Proposigao 2.6.12, o grupo abeliano Hom  noda(B ®g A, C') esta bem
definido; pela Proposi¢do 2.5.6, o grupo abeliano Hom moed(A, Hom moea(B,C)) esta
bem definido. Defina

7 : Hom mod(B ®r A, C) = Hom ynmod (A, Homgmoea(B, C)) | f — 7(f),

7(f) : A— Hommod(B,C) | a 7(f)(a),
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7(f)(a): B—=C | b— f(b®a).

Segue da definicdo que os mapas 7(f)(a) e 7(f) s@o homomorfismos de modulos (para
todo a € A e para todo f € Hom mod(B ®r A,C)), e que 7 é um homomorfismo de

grupos. Dado g € Hom ,mod (A, Hom mod (B, C)), 0 mapa

g :BxA—C | (ba)— g(a)b)

é R-biaditivo; logo, pela propriedade universal do produto tensorial, existe um tnico

g € Hom moa(B ®gr A, C) tal que

Gg:BerA—C | b®aw g(a)).

Defina

n: HomRMod(A, HomsMod(B, C)) — HomSMod(B KR A, C) ‘ grg.

Por defini¢ao, 7 é um homomorfismo de grupos, 7y = id e n7 = id. Portanto, 7 é
um isomorfismo de grupos. Analogamente, demonstra-se que 7/ é um isomorfismo de

grupos. QED.

Corolario 2.7.4. Sejam R, S anéis, B um (S, R)-bimddulo e B' um (R,S) bimddulo.
Entao, (B&gr, Hompmod(B,—)) € (9rB', Hompedys(B', —)) sdo pares adjuntos de fun-

tores.

Demonstracao. Segue do Teorema 2.7.3. QED.

2.8 Sequéncias e funtores exatos

Nesta secao, serao apresentados os conceitos de sequéncias exatas e funtores
exatos, e serao demonstradas as propriedades dos funtores Hom e produto tensorial com
respeito a essas construcoes.

Por toda a secao, todos os funtores considerados serao aditivos.
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Definicao 2.8.1. Seja C uma categoria. Uma sequéncia de morfismos em C é uma
familia (¢p)nez, em que ¢, € Home(X,,, X,—1) para todon € Z e (X, )nez € uma familia
de objetos de C; nesse caso, (¢n)nez € representada da sequinte forma:

¢n—|—2 X ¢n+1 X an ¢n—1

il » X, s Xl —— ... .

Definicao 2.8.2. Sejam R um anel e C € {Grp, gkMod, Modr}. Uma sequéncia de

morfismos em C dada por

¢n+2 Ity ¢n+1 X Pn Pn—1

n—+1 > n > Xn—l —_— ...

¢ dita exata se im(¢,41) = ker(¢n) para todo n € Z.

Lema 2.8.3. Seja

At p_g » C > 0
uma sequéncia exata. Entao, C ~ coker(f).

Demonstracao. Pela exatidao da sequéncia, segue que im(g) = C e im(f) = ker(g), logo
B/im(f) = B/ker(g). Como coker(f):= B/im(f) = B/ker(g), B/ker(g) ~ im(g) (pelo
Teorema 2.1.16) e im(g) = C, entdo C ~ coker(f). QED.

Defini¢ao 2.8.4. Sejam R, S anéis, C,D € { Grp, RMod, Modgr, s Mod, Mods} e

F :C — D um funtor covariante. Entao, F € dito:

1. exato a esquerda se, para toda sequéncia exata em C da forma

0 > A ., B2, C ,
a sequinte sequéncia for exata em D:

S

0 rA M po.
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2. exato a direita se, para toda sequéncia exata em C da forma

Af>B I.C » 0,

a sequinte sequéncia for exata em D:

FA P9 o 0

Definigao 2.8.5. Sejam R, S anéis, C,D € {Grp, RkMod, Modg, s Mod, Mods} ¢

F : C — D um funtor contravariante. Entao, F € dito:

1. exato a esquerda se, para toda sequéncia exata em C da forma

Af>B 9,0 » 0,

a sequinte sequéncia for exata em D:

0o .rc ", rp . py.

2. exato a direita se, para toda sequéncia exata em C da forma

a sequinte sequéncia for exata em D:

Ef

ro f9, rp 1 pa

)

Defini¢ao 2.8.6. Sejam R, S anéis, C,D € { Grp, RMod, Modgr, s Mod, Mods} e
F : C — D um funtor (de qualquer varidncia). Entao, F é dito exato se F' € exato a

esquerda e exato a direita.
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Proposigao 2.8.7. Sejam R, S anéis, C,D € {Grp, gkMod, Modg, s Mod, Mods} e
F :C — D um funtor. Entao:

1. Se F ¢ covariante e exato a esquerda, entao F' € exato se, e somente se, F' mapeia

homomorfismos sobrejetivos em homomorfismos sobrejetivos;

2. Se F' € covariante e exato a direita, entao F' € exato se, e somente se, F' mapeia

homomorfismos injetivos em homomorfismos injetivos;

3. Se F € contravariante e exato & esquerda, entdo F € exato se, e somente se, I

mapeta homomorfismos injetivos em homomorfismos sobrejetivos;

4. Se F € contravariante e exato a direita, entdo F € exato se, e somente se, F' mapeia

homomorfismos sobrejetivos em homomorfismos injetivos.
Demonstracao. Segue das defini¢oes de exatidao de funtores. QED.

Teorema 2.8.8. Sejam R um anel, C € {Ab, gMod, Modr} ¢ X € Ob(C). Entao,

Home(X,—) e Home(—, X) sao funtores exatos a esquerda.

Demonstracao. Seja

0 A ,p 9, C
uma sequéncia exata. Logo, ker(f) =0 e im(f) = ker(g). Assim:

1. Se ¢ € ker(f,), entao fi» = 0, logo im(v)) C ker(f) = 0, portanto ¢» = 0. Assim,
ker(f.) = 0.

2. Seja ¢ € ker(g,). Assim, g¢ = 0, logo im(¢) C ker(g) = im(f), portanto
im(¢) Cim(f). Como ker(f) = 0, entao f é injetiva, logo existe h € Home(im(f), A)
tal que fh = 1. Como im(¢) C im(f) e hf =14, entdo
fi(ho) = f(ho) = (fh)¢ = ¢, logo ¢ € im(f.). Assim, ker(g.) € im(f.).

3. Seja (8 € im(f.). Logo, existe « € Home(X, A) tal que 5 = f.(a) = fa. Portanto,
9+(B) = g8 = g(fa) = (9f)a. Como im(f) = ker(g), entao gf = 0, logo
9«(B) = (gf)a = 0, portanto 5 € ker(g.). Assim, im(f.) C ker(g.).
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Portanto, a sequéncia
0 —— Home(X, A) — Home(X, B) -2 Home(X, C)

é exata. Logo, Home(X,—) é um funtor exato a esquerda. Analogamente, demonstra-se

que Home(—, X) é um funtor exato a esquerda. QED.

Proposicao 2.8.9. Sejam R um anel, C € {Ab, rkMod, Modg} e

A f>B 7,C

)

uma sequéncia em C tal que, para todo X € Ob(C), a sequéncia
0 —— Home(C, X) L Home(B, X) L Home(A, X)

€ exata. Entao, a primeira sequéncia € exata.
Demonstra¢ao. A demonstragao é analoga & do Teorema 2.8.8. QED.
Um resultado anéalogo pode ser enunciado para o funtor Hom(X, —).

Teorema 2.8.10. Sejam R, S anéis, C,D € {Ab, pMod, Modgr, s Mod, Mods},
F:C—DeG:D— C funtores covariantes tais que (F,G) é um par adjunto. Entao, F

€ exato a direita e G € exato a esquerda.

Demonstracao. Seja

Af>B ., ¢ > 0

uma sequéncia exata em C. Seja (Tyy) uma adjungio entre F' e G.
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Por defini¢ao, o seguinte diagrama comuta (para todo Y € Ob(D)):

(Fg)" (Ff)*
0 —— Homp(FC,Y) —— Homp(FB,Y) —— Homp(FA,Y)

k TB,Y
* *

0 —— Home(C,GY) AN Home(B,GY) EAEN Home(A,GY)

Como Home(,GY') é um funtor exato a esquerda (pelo Teorema 2.8.8), entdo a linha
inferior do diagrama ¢ uma sequéncia exata; como (7xy) ¢ uma familia de isomorfismos,
entao, pela comutatividade do diagrama, segue que a linha superior do diagrama também

¢ uma sequéncia exata (para todo Y € Ob(D)). Logo, pela Proposigao 2.8.9, a sequéncia

Ff

FA—— FB — FC — 0

é exata. Portanto, F' é um funtor exato a direita. Analogamente, demonstra-se que G é
um funtor exato a esquerda. QED.
Um resultado dual pode ser enunciado para funtores contravariantes.

Teorema 2.8.11. Sejam R um anel, A um R-mddulo a direita e B um R-mddulo a

esquerda. Entao, os funtores AQr e QrB sdo exatos a direita.

Demonstragao. Segue do Corolario 2.7.4 e do Teorema 2.8.10 (considerando A como um

(Z, R)-bimoédulo ¢ B como um (R, Z)-bimodulo). QED.

Em geral, o funtor Hom pode nao ser exato a direita, e o funtor produto

tensorial pode nao ser exato a esquerda, conforme ilustram os exemplos a seguir.

Exemplo 2.8.12. Seja p : Z — Z/2Z dado por z — z + 27Z. Por defini¢do, p é um
homomorfismo sobrejetivo. Considere p, : Homap(Z/2Z,7) — Homap(Z/27,7/27).
Seja ¢ € Homap(Z/27,7). Entao:

20(1z/22) = ¢(2 - 1z/92) = ¢(0z/2z) = 0z.
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Logo, ¢(12/22) = 0z, o que implica que ¢ = 0. Logo:
Homap(Z/2Z,7) = {0}.
Por outro lado, tem-se que:
Homao(Z/272,7./27) = {0,17/22}.

Assim, p. nao € sobrejetiva, logo o funtor Hom ap(Z /27, —) nao € exato a direita.

Exemplo 2.8.13. Sejai: Z — 7Z dado por z — 2z. Por defini¢do, i € um homomorfismo

injetivo. Considere i ® gz : 7 Qg (L)21) — L @z, (Z/2Z). Entao:
(1®1z/02)(u@v) = i(u)®@1z/92(v) = (2u)@v = u®(2v) = u®0 =0V (u,v) € Zx(Z/2Z).
Portanto, im(i ® 1z/9z) = 0. Por outro lado, pela Proposi¢io 2.6.6, seque que:

7 Ry (2)27) ~ 7./ 27.

Assim, i ® lz97 nao € injetiva, logo o funtor @z(Z/27Z) nao € exato a esquerda.
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3 Resolucoes e moédulos

Neste capitulo, serao estudados as resolucoes e modulos livres, projetivos, in-
jetivos e planos, bem como a sua relagdo com sequéncias exatas e com os funtores Hom
e produto tensorial.

Ao longo de todo o capitulo (salvo mengao do contrario), R denotard um
anel arbitrario e todos os modulos considerados serao R-modulos a esquerda (todos os
resultados e defini¢oes sdo analogos para R-modulos a direita). Além disso, todos os

funtores considerados serao aditivos.

3.1 Resolugoes e médulos livres

Nesta secao, serao definidos os conceitos de moédulo livre e resolucao livre, e

serd demonstrado que todo médulo possui uma resolucao livre.

Definicao 3.1.1. Um R-mddulo F € dito livre se existe um conjunto J tal que

F e, R Se(x))jes € uma familia de elementos de F tal que F' =], ; Rx; e

Rx; ~ R para todo j € J, entdo (z;)jes € dita uma base de F'.

Definicao 3.1.2. Seja A um mddulo. Uma resolugcao livre para A € uma sequéncia

exata da forma

em que F,, € um modulo livre para todo n € N.
Proposicao 3.1.3. Seja X um conjunto. Entao, existe um modulo livre F' com base X .

Demonstracao. Fixe z € X. Seja R, um conjunto tal que = € R e existe uma bijecao
¢: : Ry — R tal que ¢,(x) = 1g. Entdo, R, é um R-mo6dulo munido das operagoes + e -
definidas de modo que a +b := ¢, (¢s(a) + ¢ (b)) e - a = ¢; ' (r¢.(a)). Com respeito a
essa construgao, ¢, ¢ um isomorfismo de modulos, logo R, ~ R e R, = Rx. Portanto,

F:=1],cx Re ¢ um moédulo livre com base X. QED.
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Proposicao 3.1.4. Seja X = (z;)je; uma base de um mddulo livre F. Entdo, para todo

mddulo B e para toda fungio f: X — B, existe um tinico homomorfismo f : F — B tal

que flx = f.

Demonstracao. Seja f; : Rx; — B dada por rxz; — rf(z;) para todo j € J. Como
F'=11;c; Rz; (pois F' ¢ médulo livre com base X) e f; € Hommod(Rz;, B) para todo
j € J, entao, pela propriedade universal do coproduto, existe um tnico homomorfismo
f:F — Btal que fi= Tij para todo j € J (em que i; : Rx; — F é a j-ésima injegdo para

todo j € .J), ou seja, existe um tnico homomorfismo f : F' — B tal que f = ?\X QED.

Teorema 3.1.5. Seja A um mddulo. Entao, existem um maddulo livre F' e um submddulo

S de F tais que A~ F/S.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.1.3, existe um moédulo livre F' com base A. Pelo Teorema
3.1.4, existe um homomorfismo p : F — A tal que F(a) = a para todo a € A. Em
particular, im(p) = A. Definindo S := ker(p), segue que A ~ F/S (pelo Teorema
2.1.16). QED.

Corolario 3.1.6. Seja A um mddulo. Entao, existem um mddulo livre F', um mddulo S

e homomorfismosi:S — F ep: F — A tais que a sequinte sequéncia € exata:

0 N SN N N

-}

Demonstracao. Defina F', S e p como no Teorema 3.1.5. Seja i : S — F ainclusdo. Assim,

ker(i) =0, ker(p) = S =im(i) e im(p) = A, logo a sequéncia anterior é exata. QED.
Teorema 3.1.7. Seja A um mddulo. Entao, A admite uma resolucao livre.

Demonstragao. Pelo Coroléario 3.1.6, existe uma sequéncia exata

em que Fj é livre. Defina S_; := A e py = p. Aplicando indutivamente o Corolario 3.1.6,



66

segue que, para todo n € N, existe uma sequéncia exata

3 D
0 y Sy ——s F, -5 8, 1 —— 0,

em que F), é livre. Portanto, i, é injetiva, ker(p,) = im(i,) e p, é sobrejetiva para todo

n € N. Defina d,, = i,,p,+1 para todo n € N. Assim, para todo n € N, vale que:

ker(d,) = ker(inpni1)
= ker(pns1) (pois i, é injetiva)
= im(int1)
= 1M (ipt1Pnr2) (POIS Duyo é sobrejetiva)

Portanto, a sequéncia

é uma resolucao livre para A. QED.

3.2 Resolugoes e médulos projetivos

Nesta secao, serao apresentados os conceitos de modulo projetivo e resolucao

projetiva, e serao demonstradas algumas de suas propriedades.

Definicao 3.2.1. Seja P um mddulo. Entao, P € dito projetivo se, para quaisquer mo-
dulos B e C, para todo homomorfismo o : P — C' e para todo homomorfismo sobrejetivo

B : B — C, existe um homomorfismo v : P — B tal que o = (7. Equivalentemente, o

P
7
//
v ka
//
%
C

s

B —

sequinte diagrama comuta:
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Definicao 3.2.2. Seja A um mddulo. Uma resolugao projetiva para A € uma sequéncia

exata da forma

em que P, € um maodulo projetivo para todo n € N.

Teorema 3.2.3. Seja X um modulo. Entao, o modulo X € projetivo se, e somente se, o

funtor Hom , poa(X, —) € exato.
Demonstracao.

1. Suponha que o médulo X é projetivo. Sejam B,C modulos e g : B — C' um
homomorfismo sobrejetivo. Como g é sobrejetiva e X é projetivo, entao, para
todo a € Hom moa(X,C), existe v € Hom moa(X, B) tal que o« = g7, ou seja,
a = g.(7); logo, g. € sobrejetiva. Como Hom moa(X, —) ¢ exato a esquerda (pelo
Teorema 2.8.8) e mapeia homomorfismos sobrejetivos em homomorfismos sobreje-

tivos, entdo Hom moa(X, —) € exato (pela Proposigao 2.8.7).

2. Suponha que o funtor Hom ,moea(X, —) ¢ exato. Sejam B, C modulos, o : X — C
um homomorfismo e g : B — C' um homomorfismo sobrejetivo. Como 3 : B — C

¢ homomorfismo sobrejetivo e Hom ,mod (X, —) € exato, entdo o mapa
ﬁ* . HomRMod(X, B) — HomRMod(X, C)

¢ sobrejetivo, logo existe v € Hom, moa(X, B) tal que Sy = a. Portanto, X é

projetivo.
QED.

Teorema 3.2.4. Seja (A;)jes uma familia de mddulos projetivos. Entao, [1;c; A; € um

maodulo projetivo.

Demonstracao. Sejam X,Y modulos e f: X — Y um homomorfismo sobrejetivo. Como

(A;);es € uma familia de modulos projetivos, entao, pelo Teorema 3.2.3, Hom ,mod(Aj, —)
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é exato para todo j € J, logo o mapa
fi = Hommoa(Aj, —)(f) 1 Hompmod(Aj, X) = Hompmoed (4, Y)

¢ sobrejetivo para todo j € J. Assim, pela Proposigao 2.3.7, Hje.] fj € sobrejetiva. Defina

07 : Hom ,Mod (H Aj,Z> — HHomRMod(Ajuz) ‘ ¢ = (¢1))jes

jeJ jeJ

para todo médulo Z, em que iy : Ay — HjeJ A; é a k-ésima injecao. Seja

fo = Hommoa(J T 45, —)(f)-
jeJ
Como 6 é isomorfismo para todo moédulo Z (pelo Teorema 2.5.8) e f, = H;I(ng 1i)0x,
entao f. & sobrejetiva. Como Hom mod([[;c; Aj, —) ¢ um funtor exato & esquerda (pelo
Teorema 2.8.8) e que mapeia morfismos sobrejetivos em morfismos sobrejetivos, entéao,
pela Proposicao 2.8.7, HomRMod(HjGJ A;,—) é exato, logo ]_[jeJ A; é projetivo (pelo
Teorema 3.2.3). QED.

Teorema 3.2.5. Seja A um mddulo. FEntao, A € projetivo se, e somente se, A € um
somando direto de um modulo livre. Em particular, todo modulo livre é projetivo, e todo

somando direto de um mddulo projetivo € projetivo.
Demonstracao.

1. Suponha que A é projetivo. Pelo Corolario 3.1.6, existem um modulo livre F' e um
homomorfismo sobrejetivo p : F© — A. Como A é projetivo e p : FF — A é um
homomorfismo sobrejetivo, existe um homomorfismo v : P — F tal que py = 1p;

em particular, v é injetivo. Logo, pelo Lema 2.3.10, A é um somando direto de F'.

2. Suponha que A é um somando direto de um modulo livre F'. Seja S um modulo tal
que F = i(A) @ j(S) munido das injegoes canodnicas i : A — F e j: S — F; seja
X uma base de F tal que X C i(A) U j(S). Sejam B,C modulos, a : A — C' um
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homomorfismo e # : B — C' um homomorfismo sobrejetivo. Como 3 : B — C' ¢é
sobrejetivo, existe uma func¢ao I' : V' — B tal que fI"' = a|y (em que

V :=i"X Ni(A))). Defina

L(i (), se x € X Ni(A)
0, se x € X Nj(S) .

g: X—=>DB|x—

Como F' é um moddulo livre com base X, entao, pela Proposicao 3.1.4, existe um
homomorfismo G : F' — B tal que G|y = g. Além disso, pela propriedade universal
do coproduto, existe um homomorfismo a : F' — C' tal que a = ai e 0 = aj. Como
BG,a € Hom moa(F,C) e (BG)|x = a|x (por defini¢do), entdo, pela Proposigao
3.14, BG = a. Defina v = Gi. Assim, fGi = ai, logo fy = «. Portanto, A é

projetivo.
QED.
Corolario 3.2.6. Seja A um mddulo. Entao, A admite resolugio projetiva.
Demonstragao. Segue do Teorema 3.1.7 e do Teorema 3.2.5. QED.

3.3 Resolucgoes e médulos injetivos

Nesta secao, serao apresentados os conceitos de moédulo injetivo e resolugao

injetiva, e serao demonstradas algumas de suas propriedades.

Definicao 3.3.1. Seja E um mddulo. Entao, E € dito injetivo se, para quaisquer mo-

dulos B e C, para todo homomorfismo o« : B — E e para todo homomorfismo injetivo

B : B — C, existe um homomorfismo v : C' — E tal que o = vf5. Equivalentemente, o

sequinte diagrama comuta:

IB N

B —

Os conceitos de moédulo projetivo e injetivo sao duais.
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Definigao 3.3.2. Seja A um mddulo. Uma resolugao injetiva para A é uma sequéncia

exata da forma

; d d_
0 y A — Ej O>E_1—1>E_2—>...,

em que E, € um mddulo injetivo para todo n € N.

Teorema 3.3.3. Seja X um modulo. Entao, o mddulo X € injetivo se, e somente se, o

funtor Hom , poa(—, X) € ezato.
Demonstrac¢ao. A demonstragao é dual & do Teorema 3.2.3. QED.

Teorema 3.3.4. Seja (Aj)je; uma familia de modulos injetivos. Entao, [[;c; A; € um

modulo injetivo.

Demonstra¢ao. A demonstragao é dual & do Teorema 3.2.4 (usando o Teorema 3.3.3 em

vez do Teorema 3.2.3 e usando o Teorema 2.5.7 em vez do Teorema 2.5.8). QED.

Teorema 3.3.5. Seja X um modulo. Entao, X € injetivo se, e somente se, para todo
ideal a esquerda I de R e para todo homomorfismo g : I — X, existe um homomorfismo

G:R— X tal que G| = g.
Demonstracao.

1. Suponha que X é injetivo. Entao, por definicao, para todo ideal a esquerda I de R
e para todo homomorfismo g : I — X, existe um homomorfismo G : R — X tal que

G| = g (considerando R como um R-moédulo & esquerda e I como um submodulo

de R).

2. Suponha que para todo ideal & esquerda I de R e para todo homomorfismo
g : I — X, existe um homomorfismo G : R — X tal que G|; = g. Sejam A, B
modulos, f: A — X um homomorfismo e ¢ : A — B um homomorfismo injetivo.
Defina ¥ como o conjunto dos pares (B’, '), em que B’ é um submodulo de B tal

que i(A) C B e f': B® — X é um homomorfismo tal que f'i = f. Seja < uma
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relagdao binaria em ¥ dada por (B', f') < (B”,f") se B' C B" e f"|p = f’. Entao,
Y # 0 (pois (i(A), fi™') € ) e (X, <) é um conjunto parcialmente ordenado. Seja
I' uma cadeia em (3, <). Defina S como o submoédulo de B gerado por Up: yyer B’
e defina ¢ : S — X tal que ¢(x) = f'(z), em que (B, f') € I' é tal que = € B;
por definigao de X, ¢ estd bem definida e ¢ um homomorfismo, e (.5, ¢) é uma cota
superior para I" em X. Como ¥ # () e (3, <) é um conjunto parcialmente ordenado
em que toda cadeia possui cota superior, entao, pelo Lema de Zorn, ¥ admite um
elemento maximal (M,~). Sejam b€ Be I ={r € R:rb € M}; por definigao, I é
um ideal a esquerda de R. Defina g : I — X dada por 7 + ~y(rb). Como g: [ — X
é¢ um homomorfismo, entao, por hipdtese, existe um homomorfismo G : R — X tal

que G|; = g. Defina M' = M + Rbe v : M' — X dada por:

m+rb— y(m) + G(r).

Se my,mo € M e 11,79 € R 8a0 tais que mq + r1b = moy + b, entao

(ro —11)b=my —mq € M, logo G(ry —11) = v((r2 — r1)b) = v(m1 — my), portanto
G(rs) — G(r1) = A(m1) — 7(ma), ou seja, (i) + G(r1) = 7(ma) + G(ra). Assim,
v estéa bem definida; além disso, por definigao, 7' é um homomorfismo e /| = .
Logo, (M',«') € ¥ e (M,7y) < (M',+); como (M,~) ¢é elemento maximal de X,
entdo M = M’ = M + Rb, portanto b € M. Como M C B e b € M para todo
b € B, entao M = B. Assim, v : B — X é um homomorfismo tal que vi = f.

Portanto, X ¢é injetivo.
QED.

Definigao 3.3.6. Defina R* :== {r € R : sr # 0V s € R\{0}}. Um mddulo A ¢é dito

divisivel se, para todo (r,a) € R* X A, existe a’ € A tal que ra’ = a.

Proposicao 3.3.7. Sejam A um mdodulo divisivel e B um submddulo de A. Entao, A/B

€ um modulo divisivel.

Demonstra¢ao. Sejam a + B € A/B er € R*. Como A é divisivel, existe a’ € A tal que
a=rd,logoa+ B =r(a + B). Assim, A/B é divisivel. QED.
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Proposigao 3.3.8. Seja (4;)jes uma familia de mddulos divisiveis. Entao, A :=[[,c; A;

é um mddulo divisivel.

Demonstragao. Fixe r € R*. Como (A;);es ¢ uma familia de moédulos divisiveis, entdo os
mapas 714, sao homomorfismos sobrejetivos para todo j € J. Pela Proposicao 2.3.8, segue
que [[;c,(rla;) =7 (]_[]EJ 1Aj> =714 e[];c;(rla;) € sobrejetivo, logo r14 ¢ sobrejetivo.
Assim, dado a € A, existe a’ € A tal que ra’ = a; logo, A é divisivel. QED.

Teorema 3.3.9. Seja A um mddulo injetivo. Entao, A é divisivel.

Demonstracao. Sejam a € A e rg € R*. Defina g : Rro — A dada por rry — ra; como
ro € R*, g estd bem definida e ¢ um homomorfismo. Como A é injetivo, entao, pelo

Teorema 3.3.5, existe um homomorfismo G : R — A tal que G|, = g. Em particular,

a = g(ro) = G(rg) = roG(1g). Portanto, A é divisivel. QED.

Teorema 3.3.10. Sejam D um dominio principal e A um D-maodulo a esquerda divisivel.

Entao, A € injetivo.

Demonstracao. Sejam I um ideal & esquerda de D e g : I — A um homomorfismo.
Como D é dominio principal, entdo D* = D\{0} e existe d € D tal que I = Rd.
Sed = 0, entao 0 : R — A é uma extensao de ¢; caso contrario, d € D*. Assim,
suponha que d € D*. Como D ¢ divisivel, existe a € A tal que da = ¢(d). Defina
G: R — A | r+— ra. Por definicdo, G é um homomorfismo e G|; = ¢g. Logo, pelo
Teorema 3.3.5, A é injetivo. QED.

Lema 3.3.11. Seja G um Z-mddulo a esquerda. Entao, existem um Z-mddulo & esquerda

ingetivo E e um Z-homomorfismo injetivo i : G — E.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.1.5, existem um modulo livre F' = []._ ; Z, um submodulo

jed
S de F e um isomorfismo ¢ : G — F/S. Seja A : Z — Q a inclusao candnica; pela
Proposi¢ao 2.3.8, existe um homomorfismo injetivo HjEJA : HjEJZ — HjEJ Q. Defina
E = (]_[ e @) /S; como Q é um Z-mddulo divisivel, entdao E é um Z-modulo divisivel

(pelas Proposigoes 3.3.7 e 3.3.8). Como E é um Z-moddulo divisivel e Z é um dominio

principal, entdo, pelo Teorema 3.3.10, £ ¢ um Z-mo6dulo injetivo. Defina € : F/S — E
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dada por f + S = ([1;c; AN)(f) + S; € esta bem definida e ¢ um homomorfismo injetivo.

Defina ¢ = €¢; logo, i+ : G — E é um Z-homomorfismo injetivo. QED.

Proposicao 3.3.12. Seja G um Z-mddulo divisivel. Entao, X := Hom, poa(R,G) € um

R-maodulo a esquerda injetivo.

Demonstra¢ao. Considerando R como um (Z, R)-bimoédulo, segue que X é um R-mddulo
a esquerda (pelo Corolario 2.5.6). Sejam A, B modulos e f : A — B um homomorfismo
injetivo. Considerando R como um (R, Z)-bimoddulo, existe uma adjungao (7xy) entre os
funtores R®p e Hom,moa(R, —) (pelo Corolario 2.7.4). Portanto, o seguinte diagrama

comuta:

f*

HomRMod(B,X) > HomRMod(A, X)

TB,G TA,G

HomZMod(R QR B, G) _ HomZMod(R Qr A, G)
(1r®f)*
Como G é um Z-moédulo divisivel e Z é um dominio principal, entao G' é um Z-moédulo
injetivo (pelo Teorema 3.3.10), logo o funtor Hom,nmea(—,G) ¢ exato (pelo Teorema
3.3.3). Como Hom,moed(—,G) é exato, f : A — B é um homomorfismo injetivo e
R®r A~ Ae R®g B ~ B (pela Proposi¢ao 2.6.6), entao (1gx ® f)* é sobrejetiva.
Portanto, como 74 ¢, 7, sao isomorfismos e o diagrama anterior comuta, f* é sobreje-
tiva. Como Hom ,nmoa(—, X) ¢ um funtor exato a esquerda (pelo Teorema 2.8.8) e mapeia
homomorfismos injetivos em homomorfismos sobrejetivos, entdao Hom ,mod(—, X ) € exato

(pela Proposigao 2.8.7), logo X é um R-moédulo injetivo (pelo Teorema 3.3.3). QED.

Teorema 3.3.13. Seja A um R-mddulo. Entao, existem um R-mddulo injetivo E e um

homomorfismo injetivo i : A — F.

Demonstracao. Como A é um Z-moédulo a esquerda, existem um Z-modulo & esquerda
divisivel G' ¢ um Z-homomorfismo injetivo j : A — G (pelo Lema 3.3.11). Dado a € A,
defina f, : R— A | 7+ ra. Definai: A — Hom,moa(R,G) | a— jfa; por definigao,
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1 ¢ um R-homomorfismo injetivo. Como G é um Z-moédulo a esquerda divisivel, entao

Hom_moa(R, G) ¢ um R-moédulo injetivo (pela Proposigao 3.3.12). QED.
Corolario 3.3.14. Seja A um mddulo. Entao, A admite resolugio injetiva.

Demonstra¢ao. A demonstragao ¢ anéloga a do Teorema 3.1.7: basta aplicar indutiva-

mente o Teorema 3.3.13. QED.

3.4 Resolucoes e médulos planos

Nesta sec¢ao, serao definidos os conceitos de modulo plano e resolugao plana, e

serda demonstrado que todo médulo projetivo é plano.

Definicao 3.4.1. Um R-mddulo a esquerda B € dito plano se o funtor QrB € exato; um

R-mddulo a direita A € dito plano se o funtor AQg € exato.

Definicao 3.4.2. Seja A um mddulo. Uma resolugcao plana para A é uma sequéncia

exata da forma

em que F,, € um maodulo plano para todo n € N.

Lema 3.4.3. Um anel R (considerado como R-mddulo & esquerda ou a direita) é um

R-madulo plano.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.6.6, R ®r B ~ B para todo R-mo6dulo a esquerda B
e A®r R ~ A para todo R-mo6dulo a direita A; portanto, os funtores RRr e QrR sao
exatos, logo o anel R, considerado como R-mo6dulo & esquerda ou a direita, ¢ um R-modulo

plano. QED.

Teorema 3.4.4. Seja (X;)jes uma familia de R-modulos a esquerda. Entao,

X = Hjej X € modulo plano se, e somente se, X; € modulo plano para todo j € J.
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Demonstragao. Pelo Teorema 2.8.11, ® g X ¢é exato a direita. Seja

uma sequéncia exata de R-modulos a direita. Pelo Teorema 2.6.13, existem isomorfismos

04,05, 0c tais que o seguinte diagrama comuta:

fel g®1
0 ——— A®r (HJ‘EJ Xj> ~— B Or <HjEJ Xj) — C®r (H]EJ Xj)
04 OB Oc
0 (A X (B X - (C X
- HJGJ( Qr y)m)ﬂjg( ®r ])IM)HJGJ( ®r Xj)

Logo, a linha superior do diagrama ¢é exata (ou seja, ®rX € exato) se, e somente se, a
linha inferior do diagrama é exata. Como ®zX; é exato a direita para todo j € J (pelo
Teorema 2.8.11) e [ [, ,(f ® 1x;) ¢ injetiva se, e somente se, f ® 1x; ¢ injetiva para todo
j € J (pela Proposicao 2.3.8), entdo a linha inferior do diagrama ¢ exata se, e somente
se, ®rX; € exato para todo j € J (pela Proposicao 2.8.7). Portanto, ®zX ¢é exato se,
e somente se, ®pX; € exato para todo j € J, ou seja, X ¢é plano se, e somente se, X; ¢

plano para todo j € J. QED.
Proposicao 3.4.5. Seja P um maodulo projetivo. Entao, P € plano.

Demonstracao. Como P é projetivo, entao P é um somando direto de um moédulo livre F
(pelo Teorema 3.2.5). Como F' ¢ livre, entdo existe um conjunto J tal que F' ~ [[,;; R;
logo, pelo Lema 3.4.3 e pelo Teorema 3.4.4, F' é plano. Como F' é plano e P é um somando

direto de F', entao, pelo Teorema 3.4.4, P é plano. QED.
Corolario 3.4.6. Seja A um mddulo. Entao, A admite uma resolu¢ao plana.

Demonstragao. Segue do Corolério 3.2.6 e da Proposigao 3.4.5. QED.
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4 Algebra Homologica

Neste capitulo, serdo apresentadas as definicoes e ferramentas basicas da Al-
gebra Homologica. Em particular, serao estudados os complexos e morfismos de cadeias,
os funtores de homologia, a relacao de homotopia e os funtores Ext e Tor.

Ao longo de todo o capitulo (salvo mengao do contrario), R denotard um
anel arbitrario e todos os modulos considerados serao R-modulos a esquerda (todos os
resultados e definigdes sao anéalogos para R-modulos a direita). Além disso, todos os

funtores considerados serao aditivos.

4.1 Complexos de cadeias e funtores de homologia

Nesta secao, serao apresentados os conceitos de complexos de cadeias, mor-
fismos de cadeias e funtores de homologia, e serao demonstradas algumas de suas pro-

priedades.

Definigao 4.1.1. Seja C € {Ab, pkMod, Modr}. Uma sequéncia de morfismos em C dada

por

dn—l—l
y X1 —— ...

dn+2

(X,d) ;... 2 X,

y X,

¢ dita um complexo (de cadeias) se im(d,.1) C ker(d,) para todo n € Z (ou, equi-
valentemente, se d,d,+1 = 0 para todo n € 7Z). Os morfismos d, sio denominados

diferenciais. A sequéncia (X,d) é também denotada por X ou d.
Em particular, toda sequéncia exata em C é um complexo de cadeias.

Definigao 4.1.2. Dados (X, f) e (Y,g) complexos em C € {Ab, pkMod, Modr}, um
morfismo de cadeias ¢ : [ — g € uma familia ¢ = (¢n)nez, em que ¢, € Home(X,, Yy)

para todo n € Z, tal que ¢n_1fn = Gndn para todo n € Z. Equivalentemente, o sequinte
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diagrama comuta:

fn fn—l

n Xn_l —> cee

X,
J/(z)n J/(ﬁn—l
Y,

g

¢n+1

dn dn—1

Jn+2 frnt1
e X )
» Y, » Y, 1 —— ...

Proposicao 4.1.3. Dada C € {Ab, rkMod, Modg}, existe uma categoria pré-aditiva

C — Comp cujos objetos sao os complexos em C e cujos morfismos sao 0s morfismos

de cadeias (dados morﬁsmos (¢n)n€Za (djn)nGZ; deﬁnem—se <¢n)n€Z(wn)n€Z = (¢nwn)n€Z €
(¢n)n€7[) + (¢n)n€Z = (an + ¢n>n€Z)’

Demonstracao. Segue das defini¢oes de complexos e morfismos de cadeias. QED.
Ao longo do texto, a categoria kMod — Comp sera denotada por Comp.

Lema 4.1.4. Um morfismo de cadeias (¢n)nez, € um isomorfismo em Comp se, e somente

se, ¢, € um isomorfismo de modulos para todo n € 7.
Demonstracao. Segue da definicao de Comp. QED.
Definicao 4.1.5. Dado um complexo d em rMod, definem-se:

1. 0 n-ésimo ciclo de d como Z,(d) := ker(d,);

2. a n-ésima fronteira de d como B, (d) := im(d,1);

3. 0 n-éstmo mddulo de homologia de d como H,(d) := Z,(d)/B,(d).

Proposicao 4.1.6. Dados f, g complexos em rMod e um morfismo de cadeias ¢ : f — g,

0 mapa

Hy(¢) : Hy(f) = Hu(g) | 20+ Bulf) = ¢nlzn) + Bul(g)
estd bem definido e é um homomorfismo de mddulos para todo n € Z.

Demonstracao. Segue das definigoes de modulo de homologia e morfismo de cadeias.

QED.
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Proposigao 4.1.7. H, : Comp — pMod é um funtor covariante aditivo (denominado

n-ésimo funtor de homologia) para todo n € 7Z.
Demonstracao. Segue da definicao de H,,. QED.

Definicao 4.1.8. Sejam (X, f) e (Y,g) complexos em pMod ¢ ¢ : f — g um morfismo

de cadeias. Definem-se:

ker(¢) : ... ﬂ ker(pni1) % ker(¢p) _Gn, ker(¢n—1) E N

d;z . dn—l

ot (o) L im(dn) — s im(d) 7Y

im(p) : ...

em que dy := folker(s,) € A, = Gnlim(s,) Para todo n € Z.

Definicao 4.1.9. Sejam X,Y,Z compleros em gMod e ¢ : X — Y, ¢ : Y — Z morfis-

mos de cadeias. Entao, a sequéncia de morfismos

x %,y Y,z

¢ dita exata se im(¢p) = ker(v).
Proposicao 4.1.10. Sejam (X, f),(Y,q),(Z,h) complezos em rpMod e ¢ : X — Y,

VY — Z complexos de cadeias. Entao, a sequéncia

x %,y Y,z

€ exata se, e somente se, as sequintes sequéncias sao exatas para todo n € Z.:

Demonstracao. Segue da definigao de sequéncia exata de morfismos de cadeias. QFED.

Teorema 4.1.11. Sejam (X, f),(Y,9),(Z,h) complezos em rMod e

0 >y X 7;>Yp>Z

)
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uma sequéncia exata de morfismos. Entao, para todo n € Z, existe um homomorfismo

(denominado n-ésimo homomorfismo de conexao) dado por:
On: Ho(Z) — Hy 1(X) | 24+ Bp(Z2) = it gup, H(2) + Buo1(X).

Além disso, a sequinte sequéncia € exata:

On Hp (7 Hy On, Hy—1(2
g o) O g oy ) g7y O xofied)
Demonstracao. Segue da Proposicao 4.1.10. Os detalhes serao omitidos. QED.

Lema 4.1.12. Suponha que o sequinte diagrama comuta

0 0 0
1 " 1 " 1
0 > Aq L, A, 2 5 A > ()
fi fe f3
~ b ~ b ~
0 y By ! » By 2 ., Bs > 0
g1 g2 g3
1 . 1 . 1
0 > 01 ! > CQ 2 > 03 s ()
0 0 0

em que as colunas e as duas linhas inferiores sao sequéncias exatas de modulos. Entao,

a linha superior A do diagrama € uma sequéncia exata de mddulos.

Demonstracao. Por hipotese, f3 é injetiva e byb; = 0. Pela comutatividade do diagrama,

segue que fsasa; = bybyfi = 0; como f3 € injetiva, entao asa; = 0. Portanto, a linha
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superior A do diagrama é um complexo. Como

0 y A ,B-J2.¢C

)

¢ uma sequéncia exata de complexos, entao, pelo Teorema 4.1.11, segue que a seguinte

sequéncia é exata para todo n € Z:

m1,(C) -2 w1, A=Y, By

Como H,(B) =0e H,(C) = 0 para todo n € Z (pois B e C' sao sequéncias exatas), entao
H,(A) =0 para todo n € Z, logo A é uma sequéncia exata. QED.

4.2 Homotopia

Nesta secao, sera apresentado o conceito de homotopia entre morfismos de

cadeias e serao demonstradas algumas de suas propriedades.

Definicao 4.2.1. Sejam

Jn+2 fnt1 fn fn-1
fi..—= X, » X, y Xpo1 —— oon

gn+2 gn+1 gn gn—1
g:...——= Y, ' y Y, 1 —— ...

complexos em gMod e ¢ = (Pp)nez - [ — 9,0 = (Vn)nez = [ — g morfismos de cadeias.
Entao, ¢ € dito homotdpico a v se existe uma familia s = (Sp)nez, €m que

Sn € Hom p, pod(Xn, Yni1) para todo n € Z, tal que:

(bn - wn = On+1Sn + Snflfn VY n€Z.

Nesse caso, s € denominada uma homotopia de ¢ em ).

Proposigao 4.2.2. Homotopia é uma relag¢io de equivaléncia em Homcomp(f,g) para

todo f,g € Ob(Comp).
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Demonstragao. Segue da definicao de homotopia. QED.
Ao longo do texto, a relagao de homotopia serda denotada por ~.

Proposigao 4.2.3. Sejam f,g € Ob(Comp) e ¢, € Homcomp(f,g) tais que ¢ ~ 1.
Entao, H,(¢) = H,(¢) para todo n € Z.

Demonstragao. Seja n € Z. Como ¢ ~ 1), entdo existe uma homotopia (s,)nez de ¢ em

v. Portanto:

(fn = ¥n)(2) = (Gnt150)(2) + (80-1fa)(2) V 2 € Zu(f).

Como Z,(f) = ker(f,), entao (s,_1f,)(z) = 0 para todo z € Z,(f). Logo:

(Pn — Vn)(2) = (gns150)(2) ¥V 2 € Z,(f).

Portanto, (¢, — ¥,)(2) € B,(g) para todo z € Z,(f), logo H,,(¢) = H,(¢). QED.

Corolario 4.2.4. Seja X € Ob(Comp) tal que 1x : X — X é homotdpico aOx : X — X.

Entao, X € uma sequéncia exata.

Demonstragao. Por defini¢do, H,(1x) = 1g,x) € H,(0x) = Op,(x) para todo n € Z.
Como 1x ~ Ox, entao, pela Proposigao 4.2.3, 1y, (x) = O, (x) para todo n € Z, logo

H,(X) =0 para todo n € Z, portanto X é uma sequéncia exata. QED.

Lema 4.2.5. Sejam f,g € Ob(Comp), ¢, € Homcomp(f,g) tais que ¢ ~ 1 e
F: Comp — Comp um funtor aditivo. Entao, F¢ ~ F1.

Demonstracao. Segue das definigoes de homotopia e funtor aditivo. QED.

Proposigao 4.2.6. Sejam T : Comp — Comp um funtor aditivo, f,g € Ob(Comp) e
¢:f—getp:g— f morfismos de cadeias tais que ¢pip ~ 1, e o ~ 15. Entao, H,(T¢)

€ um 1somorfismo para todo n € 7.
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Demonstracao. Fixen € Z. Como T' é um funtor aditivo, ¢y ~ 1, e ¢ ~ 14, entao, pela

Proposigao 4.2.3 e pelo Lema 4.2.5, segue que:
Hn(TQS)Hn(Tw) = Hn(T(Qw])) = Hn(Tlg) = Hn<1Tg) = 1Hn(Tg)v

H,(TY)H,(T)) = Hy(T(V9)) = Hu(T1y) = Hu(lrg) = 1p, (1)
Logo, H,(T'¢) é um isomorfismo. QED.

Definigao 4.2.7. Seja A um R-mddulo. Dado um complexo

da

dg: ...

Analogamente, dado um complexo

; d d—_ d_
d:0 v A Y, Y, 1>Yf2—2>...

em rMod, o complexo deletado de d ¢ definido como

d d d_ d_
dy:0 5V, 257, 1>Yf2—2>....
Teorema 4.2.8. Sejam
g gs 7 P2 g2 7 Pl gl 7 PO fy 7 A 7 O 9

h:.. h3>X2 > X4 » X ".B s 0

complexos em gMod tais que h € exata e P, € projetivo para todon € N, e seja f : A — B

um homomorfismo. Entdo, existe um inico morfismo de cadeias (a menos de homotopia)
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@ :ga — hp tal que fy =n¢y. FEquivalentemente, o sequinte diagrama comuta:

93>P2 92>P1 gl>P0 T, A > 0
®2 b1 ®0 f

h h h
P X, 2 X L X ", B > 0

Um morfismo de cadeias ¢ : g4 — hp tal que fv = ngy € denominado um morfismo de

cadeias sobre f e é denotado por f ou ?g,h'

Demonstra¢ao. Como Py é projetivo, n : Xog — B ¢é um homomorfismo sobrejetivo e
fv: Py — B é um homomorfismo, entao existe um homomorfismo ¢q : Py — X, tal que
fv = n¢o. Suponha, por hipoétese indutiva, que, para algum n € N, existem homomorfis-
mos ¢y, ..., On, €m que ¢y : P, — Xy, para todo k € {0,...,n}, tais que fy =n¢, e

Orgri1 = hir10k1 para todo k € {0,....,n — 1}. Como im(gn+1) C ker(g,) (pois g é
um complexo) e ¢,,_1g, = h,dn, entdao im(p,gni1) C ker(hy,); como im(h,y1) = ker(hy,)
(pois h é exata), entao im(¢dngni1) € im(hyy1). Como P,y € projetivo,

hpit @ Xpp1 — im(X,41) € um homomorfismo sobrejetivo e ¢, gn11 @ Poyr — im(Xp41)
¢ um homomorfismo, entao existe um homomorfismo ¢,.1 : P,r1 — X,y1 tal que
Gngns1 = hpi10ns1. Por inducdo, segue que ¢ := (dp)nen : ga — hp € um morfismo

de cadeias tal que fvy = nepy.

Seja ¥ = (Vn)nen : ga — hp um morfismo de cadeias tal que fy = n¢po. Suponha,
por hipétese indutiva, que, para algum n € N, existem homomorfismos s_1, sg, ..., S,, em
que sy : Py — Xjyq para todo k € {0,....,n} e s_1 : 0 = X é o morfismo nulo, tais que

Gr — Yk = hgy1Sk + Sk_19k para todo k € {0, ...,n}. Logo:

hn+1<¢n+1 — Ypy1 — Sngn—H) = hn+1<¢n+1 - 7vZ)n—H> — Nng1SnGni1

= hn+1(¢n+1 - ¢n+1> - (an - Q/}n - Sn—lgn)gn—i-l-
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Como g é um complexo, entao g,g,+1 = 0. Logo:

P 1 (Pni1 — Yoyt = Sugnt1) = hu1 (Do — Yni1) — (o — Un)Gnia

Como ¢ — ¢ : g4 — hp € um morfismo de cadeias, entao:

hn+1(¢n+1 - wn—l-l) - <¢n - 77Z)n>gn+1 = 0.

Logo:
hn+1(¢n+1 - wn-i-l - Sngn-i-l) - O;

iM(Pnt1 — Vns1 — Sndnt1) C ker(hnir).

Como h ¢ exata, entao im(hy,12) = ker(hy,41). Logo:

iM(Pns1 — Uns1 — SnGnt1) S 1M (ng2).

Como P,y € projetivo, hyyo : Pyyro — im(h,12) € um homomorfismo sobrejetivo e
Gnt1 — Uni1 — Sndni1 - Poi1 — im(h,yo) € um homomorfismo, entao existe um homomor-

fismo s,41 1 Pyy1 — X100 tal que:

hn+23n+1 - ¢n+1 - 7bn+l — Sngn+1-

Por indugao, s = (s,)nen € uma homotopia de ¢ em 1, logo ¢ ~ . QED.

Teorema 4.2.9. Sejam

g— g—

g:0 > A 7>YO gO>Y_1 1>Y_2—2>...,
h h_ h_

h:0 » B ?7>E0—O>E,1—1>E,2—2>...

complexos em pMod tais que g € exata e I, € injetivo para todon € N, e seja f : A — B

um homomorfismo. Entdo, existe um inico morfismo de cadeias (a menos de homotopia)
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@ :ga — hp tal que nf = ¢oy. FEquivalentemente, o sequinte diagrama comuta:

0 » A 7 >Yb gO>Y_1£>Y_2£>...
‘f $0 b1 -2
ho h_1 h_2

0 v B " B,

E_1 e E_2 _— ...

~
g

Um morfismo de cadeias ¢ : g4 — hp tal que nf = ¢oy € denominado um morfismo de

cadeias sobre f e é denotado por f ou ?g,h'

Demonstracao. A demonstracao é dual a do Teorema 4.2.8. QED.

4.3 Funtores derivados

Nesta se¢ao, sera apresentado o conceito de funtor derivado.

Lema 4.3.1. Seja T : RMod — rMod um funtor aditivo. Entao, T induz um funtor

aditivo T : Comp — Comp tal que:
1. T(fn)nez := (T fn)nez para todo objeto (fn)nez de Comp;
2. T(pn)nez = (T'dn)nez para todo morfismo (¢n)nez de Comp.
Demonstragao. Segue da definicao de funtor aditivo e de Comp. QED.

Lema 4.3.2. Seja T : gkMod — rMod um funtor e, para todo modulo A, sejam R4, Q4
resolucoes deletadas ambas projetivas ou ambas injetivas de A. Para todo n € 7Z, sejam
F,,G, : RMod — rMod funtores tais que F,,(A) :== H,(TRA) e G,(A) := H,(TQ4) para
todo modulo A, e F,(f) := Hy(Tfr, ry) € Gu(f) = Ho(Tfq, 0,) para todo homomor-

fismo f: A — B. Entao, para todo n € Z, existe um isomorfismo natural o, : F,, — G,,.

Demonstra¢ao. Suponha que ambas as resolugoes sao projetivas (a demonstragao do caso
injetivo é analoga, usando o Teorema 4.2.9), e suponha que T é um funtor covariante (o
caso contravariante é analogo). Fixe n € Z e defina F' := F,, e G := G,,. Pela Proposigao

4.2.3, pelo Lema 4.2.5 e pelo Teorema 4.2.8, segue que os funtores F' e GG estao bem
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definidos e sdo covariantes e aditivos.

Seja A um moédulo. Como R4, Q4 sao resolucoes projetivas deletadas de A, entao, pelo
Teorema 4.2.8, existem morfismos de cadeias ¢4 = ¢ : R4 — Qae v : Q4 — R sobre14.
Portanto, ¢ : Ry — R4 e ¢ : Qa4 — Q4 sao morfismos de cadeias sobre 14; como 1p,
e 1g, tambem sao morfismos de cadeias sobre 14, entao, pelo Teorema 4.2.8, segue que

Yo~ 1g, e pp ~ 1g,. Assim, pela Proposigao 4.2.6, aq := H,(T'¢4) ¢ um isomorfismo.

Sejam B,C modulos e f : B — C um homomorfismo. Como Ru, Rg,Q4,@p sao re-
solugoes projetivas deletadas, entao, pelo Teorema 4.2.8, existem morfismos de cadeias
0:Ry— Rpen:Qas— Qp sobre f. Portanto, ¢, nd, : Ry — ) sdao morfismos de
cadeias sobre f; pelo Teorema 4.2.8, segue que ¢ ~ ne4. Assim, pela Proposicao 4.2.3

e pelo Lema 4.2.5, segue que:

H,(T(¢50)) = Ha(T(n¢4));

H,(T(¢p)) Ha(T0) = Hn(Tn) H(T¢);

ap(Ff) = (Gf)aa.
Portanto, a = (ava) acob(zMoa) : F' — G € um isomorfismo natural. QED.

Definicao 4.3.3. Para todo mddulo A, sejam P, uma resolugio projetiva deletada de A
e B4 uma resolucao injetiva deletada de A. Sejam n € Z e T : gkMod — rMod um

funtor aditivo. Se T € covariante, definem-se:

1. O n-éstmo funtor derivado a esquerda de T, denotado por
L,T : RMod — rMod, tal que (L,T)A = H,(TP4) para todo mddulo A e
(LoT)f := Ho(Tfp, p,) para todo homomorfismo f : A — B;

2. O n-ésimo funtor derivado a direita de T', denotado por
R'T : RpMod — grMod, tal que (R"T')A = H_,(TE,) para todo mddulo A e
(R"T)f = H_(Tfg, 5,) para todo homomorfismo f: A — B.
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Se T € contravariante, definem-se:

1. O n-éstmo funtor derivado a esquerda de T, denotado por
L, T : RMod — rMod, tal que (L,T)A := H_,(T'E4) para todo mddulo A e
(L, T)f = H—n(TTEA,EB) para todo homomorfismo f: A — B;

2. O n-éstmo funtor derivado a direita de T', denotado por
R'T : gpMod — grMod, tal que (R"T)A := H,(TP4) para todo médulo A e
(R"T) f = H,(Tfp, p,) para todo homomorfismo f : A — B.

Pelo Lema 4.3.2, os funtores derivados estao bem definidos, independem da
escolha das resolucoes projetivas e injetivas para modulos (a menos de um isomorfismo
natural) e sdo aditivos; além disso, a variancia de um funtor derivado é a mesma do funtor

original.

Lema 4.3.4. Seja T : pMod — rMod um funtor aditivo. Entao, L, T ~ 0 e¢ R"T' ~ 0

para todo n € 7Z tal que n < 0.

Demonstra¢ao. Suponha que T' é covariante (o caso contravariante é analogo). Sejam A

um modulo e

a al ao a—1 a—2 a_—3

as 2
Py ... > Ao » Ay s Ap s 0 > 0 > 0

uma resolucao projetiva deletada de A. Como a; = 0 para todo k € Z tal que k < 0e T

¢é aditivo, entao T'ay = 0 para todo k € Z tal que k < 0, logo

(L,T)A = ker(Tay)/im(Tap41) =0

para todo n € Z tal que n < 0; portanto, como T é aditivo, L, T ~ 0 para todo n € Z
tal que n < 0. Analogamente, demonstra-se que R™I ~ 0 para todo n € Z tal que

n<0. QED.

Proposicao 4.3.5. Seja T : RMod — rMod um funtor aditivo. Entao:
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1. Se T € exato a direita, entao LT ~T;
2. Se T € exato a esquerda, entio ROT ~T.
Demonstracao.

1. Suponha que T' é covariante (o caso contravariante é analogo). Sejam A um modulo

e
¢

PA): .. — Ay -2 04, -2 4) %5 A

)

uma resolugao projetiva de A. Como T é exato a direita, entao

TA, 2% 1A, Lo 1A 0

¢ uma sequéncia exata, logo ker(Ta) = im(Ta;). Portanto:
coker(Tay) :=TAg/im(Tay) = TAg/ker(Ta).
Pelo Teorema 2.1.16, T'a induz um isomomorfismo ¢4 : coker(Ta,) — T'A dado por:
x+ ker(Ta) — (Ta)(x).

Seja

al ao
» Ag —— 0

az
Py ... » Ao » Ay

a resolugao deletada de P(A). Como ker(Tag) = T'Ay (pois T' ¢é aditivo), entao:

(LoT)A := ker(Tagy)/im(Tay) = TAg/im(Tay) = coker(Tay).

Portanto, ¢4 : (LoT)A — T'A é um isomorfismo.

Sejam B, C modulos e f: B — C' um homomorfismo. Sejam
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P(C): ... » Oy » C) » Cp —— C » 0

resolugdes projetivas de B e C, respectivamente. Como im(Tb,) = ker(Tb),

im(Tecy) = ker(Tc) e Tf, = (T'f)o, entdo, por definicio de (LoT)f, tem-se que:
(LoT)f : (LoT)B — (LoT)C | x + ker(Tb) — (T fy)(x) + ker(Tc).
Por definicdo de f, fb = cf,, logo (T'f)(Th) = (Tc)(Tf,), portanto:
(Tf) ¢85 = ¢c - (LoT) f-

Assim, ¢ = (¢a)acob(sMod) : LoT — T é um isomorfismo natural.

2. A demonstracao é analoga a do item 1.
QED.

Lema 4.3.6. Seja

0 X L,y .7

@)

~
2\

uma sequéncia exata de modulos. Entao:

1. Se Q) e R sao respectivas resolucoes projetivas de X e Z, entao existe uma resolucao

projetiva P de Y tal que a sequinte sequéncia € exata:
i P
Ry — Py — Qz;

2. Se QQ e R sao respectivas resolugoes injetivas de X e Z, entdo existe uma resolu¢ao

mjetiva B de Y tal que a sequinte sequéncia € exata:
i p
RX E— Ey EE— Qz.

Demonstracao.
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1. Defina Py := Qo @ Ry = Qp X Ry. Pelo Teorema 3.2.4, P, é projetivo. Defina
io: Qo — Py | uws (u,0),

po:Qo— Py | (u,v)—wv.

Assim, a seguinte sequéncia é exata:

i0 Po
0 >Q0 >P0 >R0

)

Suponha que @ = (Q,q) e R = (R,r). Como Ry ¢é projetivo, p : Y — Z é um
homomorfismo sobrejetivo e ry : Ry — Z é um homomorfismo, entao existe um

homomorfismo ¢ : Ry — Y tal que ry = ppg. Defina:

fo: Po—=Y | (u,v)— (igo)(u) + ¢o(v).
Portanto, o seguinte diagrama comuta:

0 0 0

~

PO lker(fo)

0| ker h
2 kerlag) ker(fo) —— ker

0 —— ker(qo)

—
ﬁ

(=

N—
S

1 Po
0 — Qo 0 » Py y Ry ——— 0
q0 fo T0
0 s X ! s Y P s / » 0

i
S
i
S
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(em que as setas nao nomeadas representam as inclusdes e proje¢oes canonicas).
Como o diagrama comuta, as colunas sao exatas e as duas linhas inferiores sao
exatas, entao, pelo Lema 4.1.12, a linha superior do diagrama ¢é exata. Por indugao,
definem-se P, = Q,, & R,, in, pn € fn para todo n € N, e obtém-se uma resolugao
projetiva (P, f) de Y (via um procedimento similar ao adotado no Teorema 3.1.7)
e morfismos 7 := (ip)nen : Qx — Py € P = (Pn)nen : Py — Rz tais que a seguinte
sequéncia ¢é exata:

RXL)PYi)Qz.

. A demonstracao ¢ analoga a do item 1 (usando o Teorema 3.3.4 em vez do Teorema

3.2.4).

QED.

Teorema 4.3.7. Sejam T : pMod — rMod um funtor aditivo e

0 >y X Z.>Y]O>Z

)

uma sequéncia exata de modulos. Entao:

1. Se T ¢ covariante, existem sequéncias exatas da forma

L,Tq L,Tp

L rx Ny R g O X

L()T’L LOTp

e da forma

R popg

0— ROTX B'TY popy 08

R"Tp

— s rrrx BTG prpy 228 prpg 90 prtlpx



2. Se T € contravariante, existem sequéncias exatas da forma

LTz ry BT rx O T
LTz 2B oty 2Tt
e da forma
0— RTz BT popy B'TL popy
s rrz IR popy BT prpx On, pripg
Demonstragio.
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1. Sejam @), R respectivas resolucoes projetivas de X e Z. Pelo Lema 4.3.6, existe uma

resolucao projetiva P de Y tal que a sequéncia

é exata e P, = @), ® R, para todo n € Z. Pela Proposi¢ao 2.3.12, a sequéncia

Tpr

0—— TR, 2 TP, -2 TQ, — 0

¢ exata para todo n € Z (pois T ¢ aditivo), logo a seguinte sequéncia ¢ exata:

0—>TRX TPY TQ2—>O

Portanto, pelo Teorema 4.1.11, existe uma sequéncia exata da forma

L. Ti L.Tp

— L)X — L, TY ——

L, 177 — L, . TX — ...

Pelo Lema 4.3.4, a sequéncia anterior termina em 0. Também pelo Teorema 4.1.11,
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existe uma sequéncia exata da forma

. prrx BT oy BT pup g e penipx

Pelo Lema 4.3.4, a sequéncia anterior comeca em 0.

2. A demonstracao é analoga a do item 1.

QED.

Teorema 4.3.8. Sejam A um R-mdodulo a direita, B,C R-mddulos a esquerda e n € Z.

Entao:

1. Se R e Q) sao resolugoes planas de A e C, respectivamente, entdo:

H,(Ra®rC)~ H,(A®gr Qc);

2. Se P ¢ uma resolugao projetiva de B e E € uma resolucao injetiva de C', entao:

Hn(HomRMod(PB; C)) ~ Hn(HomRMOd(B, Ec))
Demonstragao. Teorema 7.8, Teorema 7.9 e Corolario 7.10 da referéncia [3]. QED.

4.4 O funtor Euxt

Nesta se¢ao, sera construido o funtor Euxt.

Definicao 4.4.1. Sejam n € Z, A, B R-mddulos & esquerda, T = Hom poa(A,—) e
S = Hom, pmod(—, B). Definem-se:

1. Exth(A,—):= R"T": pMod — Ab;

2. Exth(—,B):= R"S : pRMod — Ab.
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O funtor Ext}(A, —) é covariante aditivo e o funtor Ext(—, B) é contravari-
ante aditivo. Segue do Teorema 4.3.8 que FEzt}(A,—) aplicado em B ¢ isomorfo a

Ext},(—, B) aplicado em A.

Proposicao 4.4.2. Sejam A, B R-maddulos a esquerda. Entao, para todo n € Z tal que
n <0, vale que Exth(A, —) ~ 0 e Ext}(—, B) ~ 0.

Demonstracao. Segue do Lema 4.3.4. QED.

Proposigao 4.4.3. Sejam A, B R-mddulos a esquerda. Entao:
Exth(A, =) ~ Hommod(A, —), Exth(—, B) ~ Hom ,pod(—, B).

Demonstragao. Segue do Teorema 2.8.8 e da Proposicao 4.3.5. QED.

Proposigao 4.4.4. Sejam A um R-mddulo a esquerda projetivo e B um R-mddulo a
esquerda injetivo. Entao, para todo n € Z tal que n > 1, vale que Exth(A,—) ~ 0 e

Ezt}(—, B) ~ 0.

Demonstracao. Como A é projetivo, entao

P:0 s A 1A>A

e

¢ uma resolucao projetiva de A. Logo, para todo R-moédulo a esquerda X, vale que
Exth(A, X) = H_,(Hom mod(Pa, X)) = 0 para todo n € Z tal que n > 1. Portanto,
Exth(A,—) ~ 0 para todo n € Z tal que n > 1. Analogamente, Fzt},(—, B) ~ 0 para
todon € Z tal que n > 1. QED.

4.5 O funtor Tor

Nesta se¢ao, sera construido o funtor Tor.

Definicao 4.5.1. Sejam n € Z, A um R-modulo a direita, B um R-mddulo a esquerda,

T=A®gr ¢ S = ®rB. Definem-se:
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1. Tor®(A,—) = L, T : pMod — Ab;

2. Tor®(—,B) := L,S : Modr — Ab.

Os funtores Tor®(A, —) e Tor®(—, B) sdo covariantes aditivos. Pela Proposicio
3.4.5 e pelo Teorema 4.3.8, segue que TorZ(A, —) aplicado em B ¢ isomorfo a TorZ(—, B)
aplicado em A, e que TorZ(A, B) pode ser calculado usando resolugoes planas em vez de

projetivas.

Proposigao 4.5.2. Sejam A um R-mddulo a direita e B um R-mddulo a esquerda. Entao,

para todo n € Z tal que n < 0, vale que Tor®(A,—) ~0 e Torf(—, B) ~ 0.
Demonstragao. Segue do Lema 4.3.4. QED.

Proposigao 4.5.3. Sejam A um R-mddulo a direita e B um R-mddulo a esquerda. Entao:
Torl(A, =) ~ A®g, Torf(—, B) ~ QrB.

Demonstracao. Segue do Teorema 2.8.11 e da Proposicao 4.3.5. QED.
Proposicao 4.5.4. Sejam A um R-mddulo a direita e B um R-mddulo a esquerda. Entao:
1. A € plano se, e somente se, Torl*(A,—) ~ 0 para todo n € Z tal que n > 1;
2. B ¢ plano se, e somente se, Tor®(— B) ~ 0 para todo n € Z tal que n > 1.
Demonstracao.

1. e Suponha que A é plano. Seja X um R-moédulo & esquerda. Como A é plano,
entao A®p é exato. Portanto, dada uma resolucao plana F de X, A ®gr F é
uma sequéncia exata, logo T'orf (A, X) := H,(A ®r Fx) = 0 para todo n € Z

tal que n > 1. Portanto, Tor®(A, —) ~ 0 para todo n € Z tal que n > 1.

e Suponha que TorZ(A, —) ~ 0 para todo n € Z tal que n > 1. Seja

0 X L,y Pz

@)
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uma sequéncia exata. Pelo Teorema 4.3.7 e pela Proposicao 4.5.3, a seguinte

sequéncia sequéncia é exata:

Torf(A,Z) -5 Aop X 2% Acpy .

Como Torf (A, Z) = 0 e a sequéncia anterior é exata, entdo 14 ® i ¢ injetiva.
Portanto, A® g preserva homomorfismos injetivos. Assim, pelo Teorema 2.8.11

e pela Proposicao 2.8.7, A®g € exato, logo A é plano.
2. A demonstracao é analoga a do item 1.

QED.
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5 Grupos de homologia, o multiplicador de Schur e ex-
tensoes stem

Neste capitulo, serao definidos os grupos de homologia e cohomologia, e serao
demonstradas formulas explicitas para os grupos de homologia de indices 0, 1 e 2. Além
disso, serd apresentada uma conexao entre o multiplicador de Schur de um grupo e as
suas extensoes centrais e stem.

Por todo o capitulo, G denotarda um grupo arbitrario (multiplicativo), e seu

elemento neutro serd denotado por 1 ou 14.

5.1 Grupos de homologia

Nesta secao, serao definidos os grupos de homologia e cohomologia, e serao

demonstradas formulas explicitas para os grupos de homologia de indices 0 e 1.

Definigao 5.1.1. Define-se o anel do grupo G, denotado por ZG, como o grupo abeliano

(aditivo) livre com base G munido da aplica¢ao

- ZG X 7G — LG ‘ <Z A9, Z,m) =Y Agtingh.
geG heG (g,h)eGXG
Por toda a se¢do, A denotard um ZG-modulo & esquerda arbitrario.

Lema 5.1.2. (ZG)? e ZG sao anéis isomorfos.

Demonstragao. Denote por - a multiplicagdo em ZG e por * a multiplicagao em (ZG).

Seja ¢ : ZG — (ZG)P dada por:

Z Zg9 > Z zgg_l.

geG geG

Como ZG é grupo abeliano livre com base GG, entao 1) esta bem definida e é um isomorfismo
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de grupos. Além disso:

0 ((Z :cgg> : (Z ym)) = (szgyhgh> =S ryunlgh) =

geG heG g€G heG g€G he@G

D2 Tk lg T = (thhl) : (Z xggl> _

9€G he@ heG geaG
W (Z yhh> X0 <Z xgg) =1) (Z a:gg> %1 (Z yhh) .
heG geG geqG heG
Portanto, ¢ : ZG — (ZG)° & um isomorfismo de anéis. QED.

Como todo R-moédulo a esquerda pode ser transformado em um R°P-mddulo a
direita (e vice-versa) para todo anel R, entdo o lema anterior mostra que todo ZG-modulo

a esquerda pode ser transformado em um ZG-moédulo & direita (e vice-versa).

Proposicao 5.1.3. Sejam M um ZG-modulo a direita e N um ZG-mddulo a esquerda.
Entao, Tor%(M, N) ~ Tor?(N, M) para todo n € Z.

Demonstracao. Sejam n € Z e P uma resolugao plana de M. Por definicao,
Tor’S(M,N) ~ H,(Py ®zc N). Pela Proposigao 2.6.5 e pelo Lema 4.1.4,

Py ®@z6 N ~ N ®@zayor Pu, logo Tork¢(M, N) ~ H, (N ®zgyor Pur). Pelo Lema 5.1.2,
(ZG)P ~ ZG, logo Tor2%(M, N) ~ H,(N ®zc Py) =~ Tor¢(N, M). QFED.

Definicao 5.1.4. Um ZG-mddulo a esquerda B € dito trivial se gb = b para todo g € G
e para todo b € B.

Definigao 5.1.5. Seja n € Z. Considere 7 como um ZG-mddulo & esquerda trivial.

Definem-se:

1. O n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em A como

H,(G,A) = TOT%G(Z, A);
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2. O n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em A como

H"(G,A) = Ext}(Z, A).

Definigao 5.1.6. Seja ¢ : ZG — Z dada por - o Agg = D geq Ng- Define-se o ideal

aumentado de G como g := ker(¢).

A notacao introduzida na definicao anterior serd utilizada pelo restante do

capitulo.

Proposicao 5.1.7. Eziste um isomorfismo o : Z Qzc A — A/gA tal que:
alr®a) =za+gAV (r,a) € Z x A.

Demonstracao. Seja i : g — ZG a inclusao. Como a sequéncia

e

g INY/¢. Ny
¢ exata, entao, pelo Teorema 2.8.11, a seguinte sequéncia ¢ exata:
002 A A 7G 056 AP M Tope A 0.
Portanto, existe um isomorfismo 7 : ZG ®zg A/im(i @ 14) = Z @z A tal que:
Y(Ez@a+im(i®1y)) =¢(r)®a V¥ (z,a) € ZG x A.
Pela Proposicao 2.6.6, existe um isomorfismo & : A — ZG ®zq A tal que:
fla)=1®aVacA, N z®a)=zaV (v,0) € ZG x A,

Assim, £(gA) = im(i ® 14). Portanto, o seguinte mapa ¢ um isomorfismo:

E:AJgA = (ZG Rz A))im(i®@14) | a+gA— 1®@a+im(i®1,).
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Assim, ¢ = ¢ : A/gA — Z @z A dado por a + gA — 1 ® a é um isomorfismo. Em

particular, ¢ admite uma inversa o : Z ®zc A — A/gA tal que:
alr®@a)=za+ gAY (z,a) € Z x A.

QED.

Teorema 5.1.8. H°(G, A) ~ Hom,.moa(Z,A) e Hy(G,A) ~ Z @z A ~ A/gA. Em
particular, se A € trivial, entdo Hy(G,A) ~ A.

Demonstragao. Pela Proposigao 5.1.7, Z®zq A ~ A/gA. Além disso, segue da Proposigao
4.4.3 e da Proposicao 4.5.3 que H*(G, A) ~ Hom,.moa(Z, A) e Hy(G, A) ~ Z®yc A. Em
particular, se A é ZG-trivial, entdo gA = 0, logo Hy(G, A) ~ A/gA ~ A. QED.

Lema 5.1.9. g € um grupo abeliano livre com base G —1:={g—1:¢g € G}.

Demonstracao. Dado u = dec ugg € LG, u € g <= > _su, =0, ou seja,

geG
ueg = u=>  quy(g—1). Portanto, g = (G —1). Dadosu= 3} cu,(9—1) €g
ev= deg vy,(g — 1) € g, segue que u = deG ugg e v = deG vy, logo

u=v <= u, = v, para todo g € G (pois ZG é grupo abeliano livre com base G).

Portanto, g ¢ um grupo abeliano livre com base G — 1. QED.
Teorema 5.1.10. H,(G,Z) ~ g/g* ~ G/G".

Demonstracao. Sejam T = Z®yq e i : ¢ — ZG a inclusao. Como a sequéncia

é exata, entao, pelo Teorema 4.3.7, a seguinte sequéncia é exata:
H(G, 20" 21, 72) 2 Hy(G, 9) % Hy(G, za) "L HY (G, Z) — 0 .

Como Hy(G,ZG) ~ 7Z ®zc ZG (pelo Teorema 5.1.8) e Z ®z¢ ZG ~ Z (pela Proposicao
2.6.6), entao Hy(G,ZG) ~ Z. Como Z é ZG-trivial, entdao Ho(G,Z) ~ Z (pelo Teo-
rema 5.1.8). Como LyT'¢ : Ho(G,ZG) — Hy(G,Z) ¢ um homomorfismo sobrejetivo,
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Hy(G,ZG) ~ 7Z e Hy(G,Z) ~ Z, entao ker(LyT'¢) = 0. Logo, pela exatidao da sequén-
cia, segue que LoTi = 0, logo 0; é sobrejetivo. Como ZG é livre, entao ZG é plano
(pelo Teorema 3.2.5 e pela Proposicao 3.4.5), logo H,(G,ZG) := Tor’“(Z,ZG) = 0 (pela
Proposi¢ao 4.5.4). Assim, pela exatidao da sequéncia, segue que J; é injetivo. Como
0 : Hi(G,Z) — Hy(G,g) é sobrejetivo e injetivo, entdao H(G,Z) ~ Hy(G,g). Pelo Teo-
rema 5.1.8, Hy(G, g) ~ g/g* logo, H,(G,Z) ~ g/g>.

Seja ¢ : G — g/g? dada por g — g — 1 + g*>. Pelo Lema 5.1.9, ¢ esta bem definida.

Além disso, 1 ¢ um homomorfismo, pois
(gh—1)=(g-1)—(h=1)=(g-1)(h—1)€g’ VY g,heC.

Como ¥ : G — g/g* ¢ homomorfismo e g/g* ¢ abeliano, entdao G’ C ker(1)). Assim, pelo

Teorema 2.1.16, ¢ induz um homomorfismo 9 : G/G’ — g/g* dado por:
gG' — g —1+g°

Como g é um grupo abeliano livre com base G—1 (pelo Lema 5.1.9), entao, pela Proposigao

2.4.4, existe um homomorfismo & : g — G/G’ tal que £(g — 1) = gG’ para todo g € G.

Sejam u =73 _cu,(g—1)€gev=73" ,v,(9—1) € g. Logo:

uy = Z ugvp(g —1)(h —1)

(9,h)EGXG

= Y ulgh—1)—(g—1) = (h—1)].

(g,R)EGXG

Como ¢ é um homomorfismo, entao:

Sy = T] [Elgh—1)(Eg— 1) (E(R—1))7 1]

(9,h)eGXG

= I [gh)g'n "

(9,h)EGXG
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Assim, {(uwv) = G, logo uv € ker(¢). Como {uv : u,v € g} gera g* (como grupo
abeliano), entao g? C ker(§). Assim, pelo Teorema 2.1.16, ¢ induz um homomorfismo
€:9/9°> = G/G dado por:

g—1+g°— gG'.

Por definicdo, 1 e € sdo inversas entre si, logo g/g* ~ G/G". QED.

Defini¢ao 5.1.11. Uma derivagao de G em A é uma fungio () : G — A tal que

(xy) = z(y) + (x) para todo x,y € G. O conjunto das derivagoes de G em A é denotado
por Der(G, A).

Lema 5.1.12. Der(G, A) é um grupo abeliano (munido da soma usual de fungoes).
Demonstragao. Segue da definigao de Der(G, A). QED.

Proposicao 5.1.13. Seja ¢ : Hom,v0a(8, A) — Der(G, A) tal que:

Y(f)(x)=flx—1)V f € Hom,,moa(g, A) ¥V 2 € G.

Entao, 1 é um isomorfismo de grupos.

Demonstra¢ao. Como

fleay—1) = flaz(y—1)4+2—1)=af(y—1)+ f(z—1) V f € Hom,,moa(9,A) ¥V 2,y € G,

entdo ¢ (f) € Der(G, A) para todo f € Hom,,noa(g, A), logo 1 estd bem definida e é um
homomorfismo de grupos. Dado ¢ € Der(G,A), seja o : G—1 = A | g—1— ¢(g).
Como g é grupo abeliano livre com base G — 1 (pelo Lema 5.1.9), entao existe um tnico
homomorfismo de grupos ¢, : g — A tal que ¢g|la—1 = ¢o. Como para todo ¢ € Der(G, A),

segue que

do(x(g —1)) = do((xg — 1) — (x — 1)) = do(xg — 1) — go(x — 1) =

do(rg — 1) — ¢o(x — 1) = ¢(xg) — ¢(x) = 2¢(g) ¥V 7,9 € G,
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entdo ¢o € Hom, . n04(g, A) (pois G — 1 é base de g). Defina:
¢: Der(G, A) — Hom, noa(g, A) | ¢+ ¢o.
Como G —1 é base de g, entao, por definicao, £ e 1 sao inversas, logo ¥ é um isomorfismo
de grupos. QED.
Definigao 5.1.14. Define-se o produto semidireto de A por G, denotado por A x G,

como o conjunto A X G munido da operagio + : (A X G) x (A x G) - A x G dada por:

(a,9) + (d',¢") == (a+gd’, g9).

Lema 5.1.15. (A x G,+) é um grupo.

Demonstracao. A associativade de + segue da definicao. Além disso:

(a,9) +(0,1) = (0,1) + (a,9) = (a,9) V (a,9) € AxG,

(a,9) + (=g 'a,g7") = (=g 'a, g7 ") + (a,9) = (0,1) V (a,9) € Ax G.

Portanto, A x G é um grupo cujo elemento neutro é (0,1) e em que a inversao é dada por

(a,9)"t = (=g ta,g ') para todo (a,g) € A x G. QED.

Teorema 5.1.16. Suponha que G € um grupo livre com base X. Entao, g € um

Z.G-mddulo livre com base X — 1.

1 —1= -2z —1) para todo

Demonstra¢go. Como zy —1 = (x —1)+z(y—1) ex
r,y€Ge X ébasede G,entato G—1C (X —1). ComoG-—1C(X—-1)e(G—-1)=g

(pelo Lema 5.1.9), entao (X — 1) = g.

Seja B um Z-mo6dulo a esquerda e ¢ : X —1 — B. Defina A : X — B x G tal que
z+— (¢(x—1),z). Como G é um grupo livre com base X, entao existe um homomorfismo

A:G — B x G tal que \|x = A\. Como X gera G, entdo existe uma funcio () : G — B
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tal que A\(g) = ((9),9) V g € G. Como \ é um homomorfismo, entdo:

({gh), gh) = Mgh) = X(g) + A(h) = ({9),9) + ((h), h) = ({g) + g(h),gh) ¥ g,h € G.

Assim, (gh) = (g) + g(h) para todo g,h € G, logo () € Der(G, B). Seja

Y Homy,nea(g, B) — Der(G, B) conforme definido na Proposigao 5.1.13. Entao,
¢ =y '({()) : g — B é um homomorfismo tal que ¢|x_; = ¢. Se vy :g — B éum
homomorfismo tal que y|x_; = ¢, entdo, pela Proposicdo 2.1.11, v = ¢. Portanto, g é um

Z.G-moédulo livre com base X — 1. QED.

Corolario 5.1.17. Suponha que G é um grupo livre. Entao, H,(G,A) = H"(G,A) =0

para todo n € N tal que n > 2.

Demonstra¢ao. Como G ¢é grupo livre, entdao g é um ZG-modulo livre (pelo Teorema

5.1.16), logo a sequéncia

em que 7 é a inclusao, é uma ZG-resolugao livre de Z; em particular, pelo Teorema 3.2.5 e

pela Proposigao 3.4.5, essa sequéncia é uma ZG-resolugao projetiva e plana de Z. Assim,

por definigao, H,(G, A) = H"(G, A) = 0 para todo n € N tal que n > 2. QED.

Proposigao 5.1.18. Seja P, o grupo abeliano livre com base G™' para todo n € N.

Considere P, como ZG-mddulo via a agao
G x G G x (o, ., 1) = (20, -, TX,).

Seja 0y = ¢ : ZG — Z. Dado n € N\{0}, seja 0, : P, — P,_1 0 homomorfismo de grupos

abelianos dado por

(€0, s ) > Y (=1 (@0, s By oony ),
i=0
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em que (g, ..., Ti, ..., T,) denota a (n — 1)-upla (zo, ..., Ti 1, Tiv1, ..., Tn). Entao,

Pi—p-2,p % przg P70

¢ uma ZG-resolugao livre de 7Z.

Demonstracao. Seja 3, = {(1,x1,...,2,) : T1,...,x, € G} para todo n € N. Por definigao,
B gera P, como ZG-moédulo para todo n € N. Sejam vy, ..., v, € By, (v; = (1, i1y .y Tin))

elementos 2 a 2 distintos. Sejam gy, ..., g¢ € G elementos 2 a 2 distintos e \;; € Z tais que

Logo:

Como g;v; = (g, gjTi1, - §j%in), V1, .., Uk, 580 2 a 2 distintos e gy, ..., g, s30 2 a 2 distintos,
entao g;v; = gy vy se, e somente se, j = j' e i = 4'. Assim, como P, é um grupo abeliano
livre com base G"*!, entao \;; = 0 para todo i € {1,...,k} e para todo j € {1,..., ¢}, logo
Z§:1 Xijg; = 0 para todo i € {1, ..., k}. Portanto, P, ¢ um ZG-mo6dulo livre com base f3,,.

Seja (z9, 1) € P;. Entao:

D001 ((wo, 21)) = 901 ((20, 1)) = ¢(21 — T0) = 0.

Como 0y e 01 sao homomorfismos de Z-modulos, entao dydy = 0. Sejam n € N\{0} e

(2o, ey Tny1) € Poyq. Entao:

On0nsr (20, ooy Tns1)) = On (Z(—mi(xo, B, ...,xnﬂ)) —

1=0

n i—1 n+1
> (-1 (Z(—l)](xo,...,fj,...,x},...,mn+1) + > (—1)J—1(x0,...,gsi,...,fj,...,xnﬂ)) —

=0 j=i+1
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n i—1 n+1
> (-1 <Z(-1)J’(m0,...,@, By Tgn) = > (=1) (0, .o, B, ...,fj,..,xnﬂ)) =

i=0 j=0 j=i+1
n 1—1 n n+l

(1) (@0, eons By ooy By oy Tgd) = D Y (1) (@0, oy iy By oy Tngr) = 0.
i=0 j=0 i=0 j=i+1

Como 0 é homomorfismo de ZG-moédulos para todo k € N, entao 9,0,,1 = 0 para todo

n € N\{0}. Assim, 0,0,+1 = 0 para todo n € N, logo P é um complexo de ZG-modulos.

Seja s_q1 : Z — Py o homomorfismo de Z-mo6dulos tal que 17 — 1g. Dado n € N,
seja s, : P, = P,y1 o homomorfismo de Z-moédulos tal que (zg, ..., z,) — (1,20, ..., Z,).
Entao:

¢s_1(1z) = ¢(1g) = 1z.

Como ¢ e s_; sao homomorfismos de Z-moédulos, entao ¢s_; = 1. Sejam n € N e

(o, ..., Tp) € P,. Entao:

(3n+1sn+sn_18n)((ac0, ceey (L’n)) = 8n+1((1, Ty ooy xn))+8n_1 (Z(—l)l(xo, ceey .fi, ceey .I‘n>> =

=0

n n

(o, ey Tp) + Z(—l)j+1(1,x0, oy Ly ey Tpy) F Z(—l)i(l,xo, ey Dy ooy ) = (T, ooy T,

=0 i=0

Como 0,118, + $p_10, € um homomorfismo de Z-modulos para todo n € N, entao:
8n+18n + Sn_1an = an VneN.

Assim, s = (s,)nez (em que s, = 0 se n < —2) é uma homotopia entre 1p : P — P e
Op : P — P. Pelo Corolario 4.2.4, P é uma sequéncia exata de Z-modulos, logo P é uma

sequéncia exata de ZG-moddulos. Portanto, P é uma ZG-resolucao livre de Z. QED.

Proposicao 5.1.19. Seja Qo o ZG-mddulo livre cuja base é o conjunto unitdrio {[]}.
Seja Q,, 0 ZG-mddulo livre com base G para todo n € N\{0} (em que (z1,...,z,) € G" é
denotado por [x1,...,x,]). Seja dy = ¢ : ZG — Z. Dado n € N\{0}, seja dp, : Qn, = Qn—1
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0 homomorfismo de ZG-mddulos dado por:
n—1
[T, oy ] = T[T, ) (D) 21, ey @) Y (Z1) 21, ey BTy ey T
i=1

Entao,

d d d
Q: .. y Qg —25 Q1 —— Qy~7G > 7 > 0

€ uma ZG-resolugao livre de Z. (denominada ZG-resolugao padrao de 7).

Demonstracao. Seja P a Z(G-resolugao de Z definida na Proposicao 5.1.18. Por definicao,
(Q)» ¢ um grupo abeliano livre com base a,, := {zo[z1, ..., 2] : o, ..., 2, € G} para todo
n € N. Como Q,, e P, sao grupos abelianos livres com bases o, ¢ G"*!, respectivamente,

entao, para todo n € N, existem homomorfismos de grupos abelianos dados por:
) ~1 -1 —1
Tn: Py = Qn | (Toy .oy Tn) ¥ To[Tg @1, 2] Toy ooy T, T

On:Qn— Py | xo[xy,...sxn] — zo(1, 21, 2120, ..., 21...24,).

Por definicao, 7, = 0, para todo n € N e d,, = 7,,_19,0, para todo n € N\{0}. Como
d,, = Ty_10,0, para todo n € N\{0} e 0,,0,,_1 = 0 para todo n € N\{0}, entao d,d,,_1 =0
para todo n € N\{0}, logo ) é um complexo de Z-modulos.

Seja 7 := (T )nez (em que 7, := 0 se n < 0). Como P e @ sao complexos de Z-modulos,
H,(P) = 0 para todo n € Z (pela Proposigao 5.1.18) e 7 : P — ) ¢ um isomorfismo
de complexos (pelo Lema 4.1.4), entdo, pela Proposigdo 4.1.7 e pela Proposi¢ao 2.2.6,
H,(Q) = H,(P) = 0 para todo n € Z. Assim, () ¢ uma sequéncia exata de Z-modulos,
logo @ é uma ZG-resolucao livre de Z. QED.

O teorema a seguir é baseado no Teorema 6.5.8 do livro An Introduction to

Homological Algebra (referéncia [6]), de Charles Weibel.
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Teorema 5.1.20. Suponha que G € um grupo finito de ordem m. Entao:
mH,(G,A) =mH"(G,A) =0V n e N\{0}.

Demonstracao. Seja Q a ZG-resolugao de Z definida na Proposigao 5.1.19. Seja

N=> gec §- Defina os seguintes homomorfismos de ZG-moédulos:
n:Qn—>Q, | x—mxVneN,

S1:Z—Qy | x— aN[],

(21, ..., 2] > (—1)" T Z (1, .oy Tpy1] ¥V € N.

zn+1€G

Sp - Qn — Qn—l—l

Por definicao:

(diso+s-1do)([]) = = Y (@a[] = [)) + N[]=m[] = &([])- (1)

r1€G
Sejam n € N\{0} e [z1, ..., z,,] € Q,. Entao:

dn+18n<[ﬂf1, ceey xn]) =

(=)™ > (xl[x27-~-7xn+1]+<_1)n+1[x1"”’x"]+

Tn+1€G
Z<—1)Z[SL’1, ooy L1, "'7$n+1]> =
=1
—(=1)" Z (fﬁ[%, oo Tpp] + Z(_l)i[%a ooy Lidit 1, ~-~,1‘n+1])+
Tn+1€G =1

mlzy, ..., xn]. (2)

Além disso:

Snfldn([l'l, ceny mn]) =
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Por (2) e (3), segue que:
(dn+15n + Snfldn)([xla ceey 'Tn]) =

mlxy, .., x,] — Z [ R A ) I Z (1, ooy T 1, Tna1] = En([T1, o0y 20)). (4)

Tnt1€G Zni1€G
Como s_1, s, e &, sao homomorfismos de ZG-moddulos para todo n € N, entado, por (1) e
(4), segue que:
dpi1Sn + Sn_1dn, = &, ¥V n € N. (5)

Seja F' um funtor aditivo na categoria de ZG-modulos. Logo:
Fd,1Fs, + Fs, 1Fd, = F¢, ¥V neN. (6)

Como F' é um funtor aditivo, entao F¢, : FQ, — FQ, é dada por x — max para todo

n € N. Assim, por (6), segue que:
(Fdypi1Fsp)(x) =ma ¥V neNVYaeker(Fd,);

m - ker(Fd,) Cim(Fd,4,) V neN;
m - ker(Fd,)/im(Fd,+1) =0V neN. (7)

Em particular, tomando ' = ®zgA e F = Homyg(—, A), respectivamente, obtém-se que:
mH, (G, A) = mH"(G, A) = 0 ¥ n € N\{0}.

QED.
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Lema 5.1.21. Suponha que G € um grupo finito e que A € um ZG-mddulo finitamente

gerado. Entao, H,(G, A) € um grupo abeliano finitamente gerado para todo n € N.

Demonstragao. Pelo Teorema 5.1.8, Ho(G, A) ~ Z ®zc A, logo Ho(G,A) é um grupo
abeliano finitamente gerado (pela Proposi¢ao 2.6.14). Assim, seja n € N tal que n > 1.

Seja ) a ZG-resolucao padrao de Z. Por defini¢ao, segue que:

H, (G, A) ~ ker(d, ® 14)/im(dn11 ® 14).

Como ker(d, ® 14) ¢ um subgrupo de @, ®z¢ A e @, ®zc A é um grupo abeliano
finitamente gerado (pela Proposi¢ao 2.6.14), entdo ker(d, ® 14) é um grupo abeliano
finitamente gerado (pela Proposic¢ao 2.4.7), logo H,, (G, A) é um grupo abeliano finitamente
gerado. QED.

Teorema 5.1.22. Suponha que G € um grupo finito e que A € um ZG-mdodulo finitamente

gerado. Entao, H,(G,A) € um grupo abeliano finito para todo n € N\{0}.

Demonstracao. Segue do Teorema 5.1.20 e do Lema 5.1.21. QED.

5.2 O multiplicador de Schur e a Féormula de Hopf

Nesta se¢ao, sera definido o multiplicador de Schur de um grupo e sera de-
monstrada a Férmula de Hopf.

Pelo restante da secao, salvo mencao do contrario, todos os modulos conside-
rados serao a esquerda (resultados analogos sao validos para modulos a direita).

Por toda a segdo, suponha que G ~ F'/R, em que F' é um grupo livre com
base X e R ¢ um subgrupo normal de F'. Pelo Teorema de Nielsen-Schreier (Teorema 8.9
da referéncia [4]), que afirma que todo subgrupo de um grupo livre é livre, segue que R
é um grupo livre (Y denotara uma base de R). Sejam 7 : ' — G a projecao candnica e
T : ZF — ZG o homomorfismo de grupos tal que 7|r = 7. Além disso, definem-se f como

o ideal aumentado de F' e r := ker(T).

Proposigao 5.2.1. r C f, ZG ~ ZF/r, g ~ {/r.
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Demonstragao. Seja r = ZfeF zsf € r. Logo:

0="7 (szf> = z7m(f) = zm(f) € ZG.
feF feF feF

Como 7(F) = G e ZG é um grupo abeliano livre com base G, entao ZfeF zy = 0, logo

x € f. Portanto, r C §. Como 7 : ZF — ZG é um homomorfismo sobrejetivo de grupos e

r = ker(T), entdo ZG ~ ZF/r (pelo Teorema 2.1.16). Em particular, como 7(f) = g e

r C f, entdo g ~ f/r. QED.

Lema 5.2.2. r ¢ um ZF-mddulo livre com base Y — 1.

Demonstragao. Seja (f;)jes uma familia de elementos de F tal que Uje; f;R = F e
iIRNf;R =0sei # j. Sejau € r. Comou € ZF e Uje;f;R = F, existem um
subconjunto finito J' de J, r1,...,7, € R e uma familia (2;;);e 1<i<n de elementos de Z

tais que

U = Z zn: zjifjri.

jeJ i=1

Como u € r = ker(7) e R = ker(m), entao:

> (Z ) m(fi) =D Dz (fi)m(ri) = w(u) = 0.
JeJ \i=1 jeJ i=1
Como 7(f;) # n(f;) se i # j (por definicdo de (f;)jes) € ZF é um grupo abeliano livre

com base F', entao:
Y zi=0vjelt.
i=1

Portanto:

u=y > zifiri— ( ij‘) fi= Z (Zzﬁfj(m - 1)> € (R—1).

jeJ’ i=1 jeJ

3

Comozy—1=(r—1)+a(y—1) ezt —1=—z"'(x—1) para todo x,y € F e Y ¢ base
de R, entao R —1 C (Y —1). Logo, u € (Y —1). Assim, r C (Y — 1), logo r = (Y — 1)
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(pois, por defini¢ao, Y —1 C 7).

Sejam oy, ...,y € ZF e Yy, ...y, € Y tais que Y, ag(yr — 1) = 0. Como Uje; fjR = F,
entdao existe um subconjunto finito J” de J tal que, para cada k € {1,...,n}, existem

Bjr € ZR tais que oy = Y . Bji.fj. Logo:

> (Z Bjkfj) (yr — 1) = 0;

k=1 \jeJ”

> (Z By — 1)) fi =0.

jeJ’ \k=1

Seja ;= Y oy Bie(yr — 1) ¥V j € J". Logo:

> ifi=0.

jeJ

Por definigao, v; € ZR para todo j € J”. Assim, existem 1, ...,7,, € R (1; # rj se i # j)

- . m .
e uma familia (2;;) e 1<i<n de elementos de Z tais que v; = 1" z;;7;. Portanto:

> D zimif; =0

jeJ” i=1
Como r; #r;sei#j, ;{RN f;R=0sei# jeZF ¢ um grupo abeliano livre com base
F, entdo z;; = 0 para todo j € J” e para todo i € {1,...,m}. Assim, 7; = 0 para todo

j € J", logo:
> Bl —1)=0Vje.J.
k=1

Como R é um grupo livre com base Y, entdao 3, = 0 para todo j € J” e para todo
k € {1,...,n} (pelo Teorema 5.1.9), logo a; = 0 para todo k € {1,...,n}. Portanto, r é
um ZF-modulo livre com base Y — 1. QED.

Lema 5.2.3. Seja M um ZF-mddulo a esquerda. Entao, M/rM ¢é um ZG-mddulo a
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esquerda se munido da operagao - : ZG x (M /rM) — M/rM dada por:

(szw(f),m—i—rM) — szfm—l—rM.

JEF fer
Demonstracao. Seja - : ZG x (M/rM) — M/rM conforme definida no enunciado. Se
f, f' € F sao tais que w(f) = w(f’), entdo f — f' € ker(7) = r, logo:

(f=f)YymerMY me M.

Portanto, - estd bem definida e M /rM é um ZG-mo6dulo se munido da operagao -. QED.

Lema 5.2.4. Seja M um ZF-mddulo a esquerda livre com base W. Entao, M /rM ¢é um
ZG-mddulo livre com base {w +rM :w € W}. Além disso, M /fM € um grupo abeliano
livre com base {w +fM :w € W}.

Demonstragao. Como M é um ZF-moédulo livre com base W, entao M = [, oy (ZF)w,

logo M =[], ey rw, portanto:

M _ Heew @0 11 B0 ] @R/ b,

rM HweW rw weW weWw

Como ZF/r ~ ZG (pela Proposigao 5.2.1), entao M /rM é um ZG-modulo livre com base
{w+rM :w € W}. Em particular, se G = 1, entdo ZG ~ Z e r = f, logo M /fM ¢é um
Z-modulo livre (ou seja, grupo abeliano livre) com base {w + fM : w € W}. QED.

Proposigao 5.2.5. Seja M um ZF-mddulo a esquerda. Entdo:
1. g(M/rM) =§M/rM;

2. Eziste um isomorfismo ¢ : Z @z (M /rM) — M/§M tal que:
Y@ (m+rM))=zm+fMV (z,m) € X x M.

Em particular, Z @z (M/rM) ~ M/fM.
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Demonstracao.

1. Pelo Lema 5.2.3, M /rM é um ZG-mo6dulo se munido da operagao -. Se f € F,g € G

sao tais que w(f) = g, entdo g(m +rM) := f(m + rM) para todo m € M. Logo:

g(M/rM) =F(M/rM)=fM/rM.

2. Como g(M/rM) = §fM/rM, entao, pela Proposigao 5.1.7, existe um isomorfismo
a:Z Qg (M/rM) — (M/rM)/(§M/rM) tal que:

alz®@(m+rM))=xz(m+rM)+ (FM/rM)V (z,m) € Z x M.

Pelo Teorema 2.1.17, existe um isomorfismo g : (M/rM)/(fM/rM) — M/§M dado
por:

(m+rM)+ (FM/rM) — m + fM.

Portanto, ¥ := fa : Z @z (M/rM) — M /§M é um isomorfismo tal que:

Y@ (m+rM))=am+fMV (z,m) € X x M.

QED.

Proposicao 5.2.6. r/rf~ R/R', (rf+fr)/rf ~ [F,R]/R, r/(rf + fr) ~ R/[F, R].

Demonstragao. Como r/rf ¢ um grupo abeliano livre com base {y —1+7f: y € Y} (pelo

Lema 5.2.4), R/R’ é um grupo abeliano livre com base {yR' :y € Y} e

{y—1+r/riiye Y} ={yR :yeY} =Y,

entao existe isomorfismo de grupos ¢ : r/rf — R/R' tal que ¢(y —1+1f) = yR' para todo
y € Y. Em particular, r/rf ~ R/R'. Como

zy—1l=(@—-1)y—-1)+@x-1)+(y—1) VayeR,
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rtl—1=—(z—-1)—(z—D@'-1)Vr,ycR

e Y é base de R, entao:

¢(r—1+rf)=rR' VreR.

Como [F, R] C R (pelo Lema 1.1.7, pois R <1 F) e
=D ===+ r]-D0f-D)+ -1 -1V feFVreRr,
entdo (f —1)(r—1)+rf= ([f,r] = 1) +rfV f € F ¥ r € R, logo:
O((f —V)(r—1)+rf)=[f,7]R VY fEFYreR.
Assim, ¢((rf + fr)/rf) = [F, R]/ R/, portanto:
(rf + fr)/rf ~ [F, R]/R'.

Como ¢ : r/rf — R/R' é um isomorfismo tal que ¢(r — 1 + rf) = rR para todor € Re
o((rf+ §r)/rf) = [F, R]/ R, entao, pelo Teorema 2.1.17, existe um isomorfismo

¢ :r/(rf+1) — R/[F,R] tal que ¢(r — 1+ (rf + §r)) = r[F, R] para todo r € R. Em
particular:

r/(rf +fr) ~ R/[F, R].
QFED.

Lema 5.2.7. Sejam a, b ideais bilaterais livres de ZF com respectivas bases A e B. Entao,

ab é um ZF-mddulo livre com base AB = {ab:a € A, b€ B}.

Demonstracao. Por defini¢ao, tem-se que:
ab = (AB).

Sejam ay,...,a, € A (2 a 2 distintos), by,...,b,, € B (2 a 2 distintos) e x;; € ZF para
todo i € {1,..,n} e para todo j € {1,..,m} tais que » 7", > w;;a;b; = 0. Como
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Doy (i wigai) by = D70 7L wijab; = 0 e b é um ZF-moédulo livre com base B,

j=1
entao Y . x;;a; = 0 para todo j € {1,...,m}, logo z;; = 0 para todo i € {1,...,n} e
para todo j € {1,...,m} (pois a é um ZF-mo6dulo livre com base A). Portanto, ab é um

ZF-modulo livre com base AB. QED.

Teorema 5.2.8. Para todo n € N\{0}, defina:
' =7ZF | Go:=71"/r" | Gop = 1"/r"T" | Gop_y =" /7",

d2n : ng — ngfl | x -+ T‘n+1 = T+ T’nf,
don—1: Gopn—1 = Gop_g | x+1"f =2 +1"

Entao,

G: .. » (3o y (31 y Go ~ Z2G s 7 > ()

¢ uma ZG-resolugao livre de Z (denominada ZG-resolu¢do de Gruenberg de 7).

Demonstra¢ao. Como F e R sao grupos livres com respectivas bases F' e R, entao | e
r sao ZG-modulos livres com respectivas bases X — 1 e Y — 1 (pelo Teorema 5.1.16 e
pelo Lema 5.2.2). Assim, pelos Lemas 5.2.4 e 5.2.7, GG,, ¢ um ZG-mdbdulo livre para todo

n € N. Por definigdo dos mapas d,,, tem-se que (para todo n € N):
ker(dy,) = /"t | im(day,) = r™ /7",

ker(dypi1) = 7"”“/7"”“’? , im(dony1) = Tnf/rnﬂ-

Portanto, im(da,11) = ker(day) € im(dayi2) = ker(dan,—1) para todo n € N. Além disso,
como im(¢) = Z, Gy = r°/rt = ZF[r ~ ZG e im(dy) = r°f/r! = /r ~ g = ker(¢) (pela

Proposigao 5.2.1), entao a sequéncia
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é exata e, em particular, ¢ uma ZG-resolugao livre de Z. QED.
Defini¢ao 5.2.9. Define-se o multiplicador de Schur de G como M(G) := Hy(G,Z).
Teorema 5.2.10. (Formula de Hopf)

_F'NR

(G) =~ TR

Demonstragao. Pelo Teorema 5.2.8, existe uma ZG-resolucao livre de Z (em particular,

pelo Teorema 3.2.5 e pela Proposi¢ao 3.4.5, uma resolugao plana) dada por:

st} B e R s 76— T — 0,

em que:

ds :rf/r*f —r/r? | o+ x+0r7
dy:r/r® = §/rf | 2 +7r? = x4+ 1]
Aplicando o funtor Z®yzq a sequéncia anterior, obtém-se a sequéncia

s Z @z (r1/7) 228 Z e (/) BB Z @ (/1) —— ... .

Pelo isomorfismo estabelecido na Proposicao 5.2.5, esta sequéncia é isomorfa (pelo Lema

4.1.4) a sequéncia
R T e I N
em que:
As:rf/frf —r/fr | =+ frf— x +fr,
Agr/ffr —§/F | o+ fre o+ 52
Assim, por definigao de Ho(G,Z) e pela Proposigao 5.1.3, segue que:

ker(Asg)

M(G) = Hy(G,Z) ~
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Por definigao, ker(Ay) = (r N §2)/fr e im(Az) = (rf + fr)/fr. Seja 0 : v/(rf + fr) — §?
dada por x + (rf + fr) — x + f2. Por defini¢ao, ker(0) = (r N §*)/(rf + fr). Assim, pelo
Teorema 2.1.17, tem-se que:

ker(Ay)  (r0P)/fr o rnf?
MO = sy = Ut~ G

= ker(0).

Sejan : R/[F, R] — F/F'"dada por r[F, R] — rF’. Por definicdo, ker(n) = (F'NR)/[F, R].
Sejam 1) e ¢ os respectivos isomorfismos estabelecidos no Teorema 5.1.10 e na Proposicao

5.2.6. Por definicao dos mapas, o seguinte diagrama comuta:

P/ (rF ) = 5P
Fb
R/[F,R] —— F/F’
Logo, ker(0) ~ ker(n). Portanto:
M(G) =~ ker(0) ~ ker(n) = (F' N R)/|[F, R].

QED.

5.3 Extensoes centrais e extensoes stem

Nesta secao, serao estudadas as extensoes centrais e extensoes stem de um

grupo e a sua conexao com o multiplicador de Schur.

Definicao 5.3.1. Uma extensdo central de G é um par (G, Z), em que G é um grupo

e Z <G, tal que G ~GJZ e Z C Z(G).

Definicao 5.3.2. Uma extensao stem de G ¢ um par (G,Z), em que G é um grupo
¢ Z QG tal que G ~GlZ e Z C Z({G)NG; se Z ~ M(G), entio (G,Z) ¢ dito um

recobrimento stem de (.
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Os dois teoremas a seguir sao essenciais para diversas demonstragoes a respeito

de Z°(G) e v(G) nos dois capitulos seguintes.
Teorema 5.3.3. Ezxiste um recobrimento stem de G.

Demonstragao. Sejam F' um grupo livre e R < F' tais que G ~ F/R. Como
¢:R/(F'NR) — F/F" | r(F'NR) — rF’ & um homomorfismo injetivo de grupos e F//F’
¢ um grupo abeliano livre (pois F' ¢ livre), entao, pelo Teorema 2.4.8, R/(F' N R) é um
grupo abeliano livre. Como R/[F, R] ¢ um grupo abeliano (pois R’ C [F, R]), R/(F' N R)
é um grupo abeliano livre e ¢ : R/[F,R] = R/(F'NR) | r+[F,R]—r+ (F'NR)é&
um homomorfismo sobrejetivo tal que ker(y) = (F' N R)/[F, R}, entdo, pela Proposicao
2.4.5, existe um subgrupo S de R ([F, R] C S) tal que:

R FNR_ S

R [FR CIER

Pelo Lema 2.3.9, segue que R = (F'NR)S e (F'NR)NS = [F, R]. Assim, pelo Teorema
5.2.10, segue que:
E N F'NR
S [F,R]
Como [F,R] C S, entao [F/S,R/S] = 1, logo R/S C Z(F/S). Como R = (F' N R)S,
entdo R/S C (F'S)/S = (F/S)'. Portanto, R/S C Z(F/S) N (F/S)". Como

R/S C Z(F/S)n(F/S), (F/S)/(R/S) ~ F/R ~G e R/S ~ M(G), entao (F/S,R/S)

~ M(QG).

é um recobrimento stem de G. QED.

Teorema 5.3.4. Seja (G, Z) uma extensdo central de G. Entdo, existe um homomorfismo
sobrejetivo ¢ : M(G) — G NZ. Em particular, se (G,Z) ¢ uma extensio stem de G,
entao existe um homomorfismo sobrejetivo ¢ : M(G) — Z.

Demonstragdo. Sejam F um grupo livre e S < F tais que G ~ F/S. Como Z <1 G ~ F/S,
entdo existe R <1 F tal que S C Re Z ~ R/S. Como (G,Z) é uma extensio central
de G, Z ~ R/SeG~F/S, entdo G ~ (F/S)/(R/S) ~ F/Re R/S C Z(F/S). Como
R/S C Z(F/S), entao [F/S,R/S] =1, logo [F, R]S/S = 1, portanto:

[F,R] C S.
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Assim, o homomorfismo ¢ : (F' N R)/[F,R] — R/S | z[F,R] — xS estad bem definido.
Por defini¢ao, im(§) = (F'N R)S/S = (F'SN RS)/S. Como S C R, entao

F'SNRS = F'SNR. Logo, im(§) = (F'SNR)/S = (F'S/S)N (R/S). Como Z ~ R/S
e G ~ (F/SY = F'S/S, entao im(¢) ~ G N Z. Como im(§) ~G NZ e

M(G) ~ (F'NR)/[F, R] (pelo Teorema 5.2.10), entao existe um homomorfismo sobrejetivo
¢: MG -G nNZ. QED.

5.4 O multiplicador de Schur de grupos finitos

Nesta secao, serao apresentadas propriedades do multiplicador de Schur de

grupos finitos. As demonstragoes serao omitidas.
Proposicao 5.4.1. Seja H um grupo finito. Entao, M(H) é finito e |H|- M(H) = 0.
Demonstracao. Segue do Teorema 5.1.20 e do Teorema 5.1.22. QED.

Proposicao 5.4.2. Sejam X,Y grupos finitos tais que MDC(|X|,|Y]) = 1. Entao:
M(X xY) ~ M(X) x M(Y).

Demonstragao. Teorema 2.1 da referéncia [7]. QED.

Definigao 5.4.3. Seja H um grupo (multiplicativo). Defina:
E:={neN\{0}:h"=1gV he H}.

Se E # 0, define-se o expoente do grupo H, denotado por exp(H), como o elemento

minimo do conjunto E; caso contrdrio, denota-se exp(H) = oo.

Proposicao 5.4.4. Sejam p € N primo e aq,...,a, € N tais que a1 > ay > ... > a, > 1.

Seja

H = ﬁ Z7)p“Z.
i=1
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Entao:
n

M(H) = @/ ).

1=2

Em particular, exp(M(H)) = p™ e |M(H)| =p*, em que u =Y . ,(i — 1)a,.

Demonstragao. Teorema 1.2 da referéncia [8]. QED.
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6 A construgao 2 (G)

Neste capitulo, sera estudada a construgao 2 (G), definida no artigo On weak
permutability between groups (referéncia [1]) de S. Sidki.

Por todo o capitulo, G denotarda um grupo (multiplicativo) arbitrario com
elemento neutro 1, e ¥ : G — GY denotara um isomorfismo tal que G e G¥ sao disjuntos.

Além disso, sera utilizada a seguinte notagao:
g' =)V gel, gV =g )Vgeld, YV =yY)VY CG.

Definicao 6.0.1. O grupo Z'(G) é definido como:

Gx GY

&) = T g e Qe

Pelo restante do capitulo, as imagens de G' e G¥ pela projecao canonica

p:GxGY — 2°(Q) serdo denotadas por G e GY, respectivamente.

Definigao 6.0.2. Definem-se os sequintes subgrupos de 2 (G):
D(G) = [G,G"], L(G) == ({g""¢" : g € G}),

Li(G) := [L(G),G], Ls(G) = [L(G), GY],
W(G) = D(G)N L(G), R(G) = [L,(G),G"].

Lema 6.0.3. Sejam H um grupo e u : G — H, v : GY — H homomorfismos tais que
(u*v)(lg,9%]) = 1y para todo g € G. Entdo, existe um tinico homomorfismo

¢: 2 (G) — H tal que ¢(g9) = u(g) e ¢(g¥) = v(g¥) para todo g € G.
Demonstragao. Segue das definigoes de produto livre e de 27 (G). QED.

Em particular, existe um isomorfismo v : 2°(G) — 2°(G) tal que g — g% e
g% + ¢ para todo g € G.
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Nesta sec¢do, sera apresentada a construcao T(G,Z) e a sua relagdo com a

construcao 2 (G).
Por toda a se¢io, (G, Z) denotard uma extensdo stem de G.

Definicao 6.1.1. Definem-se:

7y ={(z,2,1):2€ Z}, Zy:={(1,2,2): 2 € Z} = (Z),

Val <§1,@2> a1Z2 a221
T Z) = ——" = = .
A= N T am T nz

Proposicao 6.1.2. Valem as sequintes propriedades:

1. Gy = {(g,g, 1)ZIZ2 g c @} e Gy = {(1,9,9)2122 “g € 6}7
2. T(@, Z) = <G1,G2> € G1 N G2 = 1,’

3. Gl NG2 ZG,'

4. Emiste um homomorfismo ¢ : T(G, Z) — T(G, Z) dado por:

({L‘, Y, Z)Z1Z2 — (Z, Y, I’)21Z2.
Além disso, ? =id e sz = Gy,

5. 91,97 = 1 para todo g, € G.

Demonstracao.
1. Segue da definicao anterior.

2. Segue da defini¢ao anterior e do item 1.
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3. Seja ¢ : G — G, dada por g — (g,g,1). Por definicdo, ¢ : G — G1 e ¢|z: Z — Z,

sao isomorfismos, logo ¢ induz um isomorfismo ¢’ : G/Z — G/Z,. Portanto:

Gl L 6122 -~ @1 N

= ~ _—— ~ =G,
AV A

NI Q

Analogamente, Gy ~ G.

4. Como Z <1 G, entdo Z, < T e Zy < T, logo 717y = ZyZy e ZWZy T. Como
Ty = ZoZy AT, 0(Z) = Zy e @2 = ¢, entdo 1 induz um homomorfismo
Vv :T(G,Z) — T(G,Z) dado por (z,y,2)Z1Z2 + (2,y,3) 71 Zs.

5. Como Gy = {(g9,9,1)Z1Zy: g € G} e

(gvgv 1)(17979)Z1Z2 = (ga.92>g)le2 = (Lgag)(gaga 1)le2 v g € @,

entao [gl,g}p] = 1 para todo ¢g; € G;.

QED.

Definicao 6.1.3. Definem-se os sequintes subgrupos de T(G, Z):
D:=[G1,GY), L:={g;'g} : g1 € G1}),

W:=DnNL, R:=[G,L],GY].
Proposicao 6.1.4. Valem as sequintes propriedades:
1. D={(1,9.1)21Z5: g€ G};
2. L={(g7"1,9)%122: g € G});
3. R=1.

Demonstracao.
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1. Pela Proposicdo 6.1.2, G1 = {(g,9,1)Z1Z5 : g € G}. Logo:
D =[G, Gyl = ({l(9.9.1), (L.h,h)] 212, : g.h € G}) =
({(L [, 0], )21 221 g, h € GY) = {(1,9,1) %122 : g € G }.
2. Como G, = {(9,9,1)Z1Z, : g € G}, entdo:
L:={g'e) g1 €Gi}) = {(9,9,1)"(1,9.9)%12:: g € T(G, Z)}) =
{oh 97 (L, 9.9 %12, g € T(G. 2)}) = {(97", 1,9) 212> g € G}).
3. Peloitem 2, L C {(qg1,1,92))Z1Z5 : 91,92 € G}. Logo:

(G1. L) = ({{(9.9.1)(g1,1,92)|Z1Z5 : g, 91,92 € G})

= {(l9:91.1.1)2:Z2 : g, 91 € G}).
Portanto, [G1, L] € {(9,1,1)Z1Z, : g € G}. Logo:
R =[G, L],GY] = ({[(9,1,1), (LA, h)] 2122 - g, h € G}) = 1.
QED.

Lema 6.1.5. L < T(G,Z2) e T(G, Z) = LG, = LGY.

Demonstracao. Primeiramente:
yr~taty Tt = ya ety Yty Y ay € Gy

yr ¥y~ = ((zy™) Ny )y ) e LV a,y € G (1)

Além disso:

yalzvy ™ = yly lyr ey Y Vo a,y € Gy
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ya by = (yy ) ey ) ey T)Y) €LY x,y € Gh. (2)

Como T(G, Z) = (G1,GY) e L := ({97 g¥ : g1 € G1}), entdo, por (1) e (2), segue que:
L<T(G,Z).

Como Gy < T(G,Z) e L < T(G, Z), entdo LG, < T(G,Z). Como g¥ = (997%)"'g para
todo g € Gy, entao G U Gﬁb C LG,. Como G U Gqf C LGy, T(G, Z) é gerado por
GLUGY e L <« T(G,Z), entdo T(G,Z) = LG;. Como g = (997%)g" para todo g € G, e
T(G,Z) = LGy, entdo T(G, Z) = LGY. QED.

Lema 6.1.6. L(G) < 2 (G) e Z(G) = L(G)G = L(G)G".
Demonstrac¢ao. A demonstragao é analoga & do Lema 6.1.5. QED.

Proposicao 6.1.7. Sejam o : T(G,Z) — G x G dada por (g1, 92, g3) Z1Z2 — (1 2, g3.7)
e B:T(G,Z) — G dada por (g1, g2, g3) Z1Z5 + goZ. Entdo:

1. a e 3 estao bem definidas;

2. « e 3 sao homomorfismos sobrejetivos;

3. ker(a) = D;

4. ker(p) = L.
Em particular, D, L e W sdo subgrupos normais de T(G, Z).
Demonstracao.

1. Suponha que (g1, g2, 93)Z1 722 = (9., Gh, g5) Z1Z2. Como Z1Zs C Z X Z x Z, entao
9:Z = g.Z para todo i € {1,2,3}, logo a e [ estdo bem definidas.

2. Por defini¢do, a e 3 sdo homomorfismos. Como G ~ G/Z e (g,9,1)2,1Z, € T(G, Z),
(1,9,9)Z1Z, € T(G, Z) para todo g € G, entdo a e 3 sdo sobrejetivas.
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3. Pelo item 1 da Proposicao 6.1.4, segue que D C ker(a). Seja v € ker(a). Pelos

itens 1 e 2 da Proposicao 6.1.2, existem n € N e g1, ..., gn, h1, ..., hy, € G tais que:

H (96> 902 1)(L, hi, hi) 21 2 = (HgZ,ng Z,Hh) 712,

Como v € ker(a), entao [, g; € Z e [[_, hi € Z, logo

H(Qu 9, 1) H(l, hiy hi)Z1Zy = Z1Zs.

i=1 i=1

Pelo Lema 1.1.8, existe ¢ € D = [Gy, GY] tal que

v:c(ﬁ 9i, 9i, 1 ﬁ 1, hi, h; Z1Z2> =c.
i=1 i=1

Assim, ker(a) C D, logo ker(a) = D.

4. Pelo item 2 da Proposigao 6.1.4, segue que L C ker((). Seja v € ker(3). Pelo Lema
6.1.5, existem ¢ € L e g € Gy tais que v = fg. Como L C ker(5), ¢ € L,v=1{ge
v € ker(B), entdao B(g) = B(v) = 1g. Como B(g) = 1g e g € Gy, entdo g = 1y z),
logo v ="¢ € L. Assim, ker(f) C L, logo ker(8) = L.

QED.
Proposicao 6.1.8. W ={(1,2,1)Z1Zy: 2z € Z} ~ Z

Demonstragao. Seja w € W = D N L. Pela Proposic¢ao 6.1.4, existem g € G e u,v € G

tais que w = (1,9,1)Z1Zy = (u, 1,v)Z1Z5. Assim, existem z1, 2o € Z tais que:
(1,9,1) = (u, 1,v)(21, 21, 1)(1, 29, 22) = (uz1, 2122, v22).
Em particular, g = 2125 € Z. Como w = (1,9,1)Z1Z5 e g € Z, entao:

we{(l,2,1)21Zy: z € Z}.
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Portanto:

W Q {(1,2, 1)Z122 12 E Z}

Sejam « e 8 conforme definidas na Proposi¢ao 6.1.7. Por definicao:
{(L,2,1)Z1Zy: z € Z} Cker(a) =D, {(1,2,1)Z1Zy: z € Z} C ker(B) = L.
Logo, {(1,2,1)Z1Zy : z € Z} C DN L = W. Portanto:
W ={(1,z1)217y: z € Z}.
Seja ¢ : Z — {(1,2,1)Z1Z5 : z € Z} dada por:
2 (1,2,1) 21 Z,.

Por defini¢ao, ¢ ¢ um homomorfismo sobrejetivo. Seja z € ker(¢). Assim, (1,2,1) € Z,Zs,
logo existem z1, 29 € Z tais que (1,2,1) = (21, 21, 1)(1, 22, 22) = (21, 2129, 22), 0 que implica
que z; = 20 = 1 e z = z129 = 1. Portanto, ker(¢) = 1. Como ¢ é um homomorfismo

sobrejetivo e ker(¢) = 1, entao ¢ é um isomorfismo, logo:
W=A{1,2,1)Z1Zy:2z€ Z} ~ Z.

QED.

Teorema 6.1.9. Existe um homomorfismo sobrejetivo A : Z (G) — T(G, Z) que satisfaz

as sequintes propriedades:
1. MG) =Gy e M(GY) =GY;
2. R(G) C ker(\) C W(G);
3. X\W(GQ)={(,2,1) 212y : z€ Z} ~ Z.

Em particular, se G = G, entdo ker(\) = W(G).
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Demonstragao. Pela Proposi¢ao 6.1.2, existem isomorfismos ¢ : G — G e
byt G¥ — sz. Como [gl,g}p] = 1 para todo ¢g; € (G, entao, pelo Lema 6.0.3, existe um
homomorfismo \ : 2 (G) — T(G,Z) tal que Mg = ¢1 e Mgv = ¢o. Como ¢y, $y sdo

isomorfismos e T(G, Z) = (G1,GY), entdo A é sobrejetivo. Além disso:
AD(G)) =D, NL(G)) = L, A(W(G)) =W ANR(G)) = R.

Sejam «, § conforme definidos na Proposicao 6.1.7. Sejam o' := a) e ' := SA. Por

defini¢ao, o/ : Z'(G) > G x G e f': Z(G) — G sdo tais que:
o/(g) = (9,1) . /(") = (L,9) Vg € G,

Bg) =g, B(¢")=9gVgeq.

Analogamente a Proposigao 6.1.7 (usando o Lema 6.1.6), demonstra-se que:
ker(a') = D(G), ker(B8') = L(G).
Portanto:
ker(\) C ker(aX) Nker(BA) = ker(a) Nker(8') = D(G) N L(G) = W(G).

Como M(R(G)) = R e R =1 (pela Proposicao 6.1.4), entao R(G) C ker(A). Além disso,

como A\(W(GQ)) =W eW ={(1,2,1)21Zs : z € Z} ~ Z (pela Proposigao 6.1.8), entao

W(@)) = {(1,2,1)Z1Z : z € Z} ~ Z. Em particular, se G = G, entdo Z = 1, logo
)=1;

AW(G
AW(G) como ker(\) C W(G), entao ker(\) = W(G). QED.

6.2 A estrutura interna de 2°(G)

Nesta secao, sera estudada a estrutura do grupo Z°(G).

Proposigao 6.2.1. Valem as sequintes afirmacoes:



1. Exziste um homomorfismo sobrejetivo o' : Z'(G) — G x G tal que ker(a’) = D(QG)
e d'(g) = (g,1) e &(g¥) = (1, 9) para todo g € G;

2. Eziste um homomorfismo sobrejetivo B’ : X (G) — G tal que ker(f') = L(G) e

B(g) = g ¢ #(g") = g para todo g € G;

3. Eziste um homomorfismo p: Z(G) - G x G x G tal que ker(p) = W(G).
Em particular, D(G), L(G) e W(G) sao subgrupos normais de Z (G).
Demonstracao.

1. Segue da demonstracao do Teorema 6.1.9.

2. Segue da demonstragao do Teorema 6.1.9.

3. Defina p: Z(G) — G x G x G dada por z — (&/(x), f'(x)). Portanto:

ker(p) = ker(a') Nker(8') = D(G) N L(G) = W(G).

QED.

Proposicio 6.2.2. Valem as sequintes propriedades:

1. Z(G) = L(G)G = L(G)GY;

2. Li(G) 9 Z(G) e Ly(G) < Z(Q);

3. Li(G) C L(G) e Ly(G) C L(G);

4. Z(G) =L(G) x G =L(G) x G¥;

5. D(G)/W(G) ~ G,
Demonstracio.

1. Segue do Lema 6.1.6.
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. Pelo item 1, segue que 2°(G) = (L(G)UG) = (L(G)UGY), logo L,(G) := [L(G), G]
e Ly(G) == [L(G), G¥] sao subgrupos normais de 2 (@) (pelo Lema 1.1.7).

. Como L(G) < Z(G), entao:
[0, x] =N z) e L(G)V L€ L(G) VY x € Z(G).

Em particular, L, (G) C L(G) e Ly(G) C L(G).

. Como L(G) <« Z(G), L(G)NG =1e L(G) N GY = 1, entdo, pelo item 1, segue
que 2 (G) = L(G) x G = L(G) x G¥.

. Seja A X' (G) — T(G, 1) conforme definido no Teorema 6.1.9. Como
ker(\) = W(G) C D(G) e A(D(G)) =D =1x G’ x 1 ~ G (pela Proposigao 6.1.4,
pois Z = 1), entao D(G)/W(G) ~ G'.

QED.

Lema 6.2.3. Sejam g1, g2, g3 € G. Valem as sequintes relagoes em 2 (G):

1 (g7, 92) = g1, 95);

P —
2. (91,9517 = (g1, 951% e [g1, 95199 " = [g1, 03 ];

3. 191, 95] = 195" g2, 91)[g1., 92)-

Demonstracao.

1. Pelos itens 8 € 9 do Lema 1.1.2, segue que:

(9192, (ngz)w] =[5, (9192)“92 92, (9192)¢] =

(lg1, 9¥1191: 91 )% (g2, 931 g2, 911 ).

Como [g, g%] = 1 para todo g € G, entdo:

P
1= [gl’g;p]QQ [9279%}92 :
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Conjugando ambos os lados por g, gy Y= 9y wg; ! segue que:

I N e O LA
—
[

—1
=[91,951% (g2, g}]%

=05 (97'9, 9195)95 " - 92095 91 V9297 ) g5 *
=9597'9, 91 - 97 V9290 95"

= (9591 "9, " 91) (9291 V95 1 g)

= [g;’ll)’ gl] [ggla g%]il'

Portanto:

[92_17 g%] = [92_¢7 gl]
2. Pelo item 8 do Lema 1.1.2 e pelo item 1, segue que:

9192, 93] = 01, 941%(92, 03] = 1, 951%[g5 , 93], (1)

[9192,9:?] = [(ngz)wa%] = [Q%ags]gg [9;11,93]- (2)

Por (1) e (2), segue que:
v
2

91, 9517298, 95] = [g¥, 93]% g5, gs);

P
91,9512 = (97, g5)2 .

Conjugando ambos os lados da igualdade anterior por g, v segue que:
—v
[91793)]92‘% = [971?/)793]
3. Pelo item 9 do Lema 1.1.2, segue que:

_ _ -1 ¢
(91,951 = [91.92(95 " 93)] = 91, 9595 g1, g2)* 2.
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Conjugando ambos os lados por g, v go, segue que:
l91,981% " = (g1, 5" 0817 "1, 2]
Pelo item 2, segue que [gl,g;b]"?_wg2 = [g1, ¢%]. Logo:
91,981 = [0, 95" 981 " [0n, o]

Pelo item 7 do Lema 1.1.2, [91,92_193]“(]2_%2 = [9;w92,91]. Logo:

91, 93] = 95 92, g1 (91, g).-

QFED.
Proposicao 6.2.4. [D(G), L(G)] =1, W(G) C Z(D(G)) e W(G) € abeliano.
Demonstragao. Pelo item 2 do Lema 6.2.3, segue que [D(G), L(G)] = 1. Como
[D(G),L(G)] =1 e W(G) = D(G) N L(G), entao [W(G), D(G)] = 1, logo
W(G) C Z(D(G)). Em particular, W(G) é abeliano. QED.

A seguir, serd demonstrado o principal resultado deste texto.

Teorema 6.2.5. Para toda extensio stem (G, Z) de G, existe wm homomorfismo so-
brejetivo ¢ © W(G)/R(G) — Z. Em particular, existe um homomorfismo sobrejetivo
¢:W(G)/R(G) — M(G).

Demonstragio. Pelo Teorema 6.1.9, existe um homomorfismo \ : 27(G) — T(G, Z) tal
que R(G) C ker(A) C W(G) e A(W(G)) ~ Z. Em particular, existe um isomorfismo
Y W(G)/ker(A\) — Z. Como R(G) C W(G) e W(G) é abeliano (pela Proposicao 6.2.4),
entdo R(G) <« W(G). Seja 7 : W(G)/R(G) — W(G)/ker(X) dado por:

w - R(G) — w - ker(\).
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Como R(G) C ker()), entdo m estd bem definida e é um homomorfismo sobrejetivo.

Portanto, ¢ = ¢ : W(G)/R(G) — Z ¢ um homomorfismo sobrejetivo. Em particular,
pelo Teorema 5.3.3, existe um homomorfismo sobrejetivo ¢ : W(G)/R(G) — M(G).

Lema 6.2.6. Valem as sequintes propriedades:
1. D(G)Y = D(G);

2. L(G) = L(G);

Demonstragao.

1. Pelo Lema 1.1.6 e pelo item 5 do Lema 1.1.2, segue que:

D(G)" = [G,G"]" = [G¥,(G")'] = [G",G] = [G,G¥] = D(G).

LG ={g 9" :9eGH"={g7'g") g€ G}) =

{g7¥9:9€G})={(g7'9") " g€ G}) = L(G).
3. Segue dos itens 1 e 2.

4. Pelo Lema 1.1.6 e pelo item 2, segue que:

Li(G)" = [L(G), G]" = [L(G)",G"] = [L(G),G"] = La(G).

5. Pelo Lema 1.1.6 e pelo item 4, segue que:

R(G)" = [L1(G),G"]” = [L1(G)". (GV)"] = [L1(G)", G] = [L2(G). G].

QED.
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Como R(G)Y = [L1(G)?, G|, entao, pelo item 1 do Lema 6.2.3, segue que:

R(G)Y = [Li(G)?,G] = [L1(G),G¥] = R(G).

QED.
Proposigio 6.2.7. Valem as sequintes propriedades:

1. D(G) C Li(G)G, Li(G) = L(G) N (D(G)G");

2. W(G) € Li(G), [W(G),G] € R(G);

3. D(G)Ly(G) = D(G)G;

4. [[G¥,@],@ € [D(G),G) € D(GY;

d.
[G/7 Gd)]Ll (G) [GI’ G]LI(G) [G/a G¢]L(G) [G/a G]L(G)

Li(G) L(G) LG LG

Demonstracao.

1. Pelo item 3 do Lema 6.2.3, segue que:

D(G) C Li(G)G', Li(G) € D(G)G".

Como L1(G) C D(G)G" e Li(G) € L(G) (pelo item 4 da Proposigao 6.2.2), entéo
Li(G) € L(G)N(D(G)G). Seja x € L(G) N (D(G)G"). Logo, existem d € D(G),
g1 € G’ tais que z = dg;. Além disso, como D(G) C L1(G)G', existem ¢ € L, (G),
g2 € G’ tais que d = lgy. Portanto, z = ¢(g1g2). Como x € L(G),

¢ € L1(G) C L(G), 190 € G e LIG)NG =1, entao x = { € Li(G). Assim,
L(G)N (D(G)G") C Ly1(G). Logo:
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2. Como W(G) = D(G) N L(G) e Ly(G) = L(G) N (D(G)G") (pelo item 1), entio:
W(G) C Li(G).
Como W(G) C Li(G) e R(G) = [L(G), G¥], entéio:
[W(G),G¥] € R(G).
Pelo item 1 do Lema 6.2.3 pelo item 3 do Lema 6.2.6, segue que:
[W(G),G¥] = [W(G)”,G] = [W(G),G].

Portanto:

[W(G),G] = [W(G),G"] € R(G).

3. Pelo item 3 do Lema 6.2.3, segue que G' C Li(G)D(G). Como G' C Li(G)D(G) e
Li(G) C L(G) <@ Z (G) (pela Proposigao 6.2.2), entao

@' € L(G)D(G) = D(G)L(G),

logo D(G)G' € D(G)L(G). Como D(G)Li1(G) = (D(G)L(G)) N (D(G)G") (pelo
item 1) e D(G)G" C D(G)L(G), entao:

D(G)Li(G) = D(G)G'.

4. Como G' C D(G)L(G) e [D(G), L(G)] =1 (pela Proposicao 6.2.4), entao
[D(G),G"] € D(G). Como [GY,G'] C [G¥,G] = D(G), entao:

(G, &),G'] € [D(G),G'] € D(G)"
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5. Pelo item 3 do Lema 6.2.3, segue que:
[h,g%) =979, h][h,g] Vg€ GV he "
Como Li(G) := [L(G),G], entdo [G',G¥] C L1(G)[G',G] e [G',G] C Li(G)|G', G¥].
Como L1(G) < Z'(G) (pela Proposicao 6.2.2), entéo:

[G", G¥LA(G) _ G, GIL(G)

Li(G) Li(G)

Como L1(G) C L(G) <€ Z'(G) (pela Proposicao 6.2.2), entéo:

&', GYIL(G) _ [G" GIL(G)

L(G) L(G)

QED.
Proposicao 6.2.8. Valem as sequintes propriedades:
1. R(G) < Z(G);
2. (97 [(95°)", 95V 95]) = g1, 921 (97", (98°)Y1 7" ¥ 91,92, 95 € G
3. g1, 9812 R(G) = [gf°, (98") 1 R(G) = 91, 93 1% R(G) ¥ g1, 9,95 € G
4. R(G) = [g1, 55 )% (98", (98°)Y] " - 91,92, 95 € G) (9.
Demonstracao.

1. Como L;(G) < Z'(G) e Lo(G) <« Z'(GQ) (pela Proposicao 6.2.2), entao, pelo item
6 do Lema 1.1.2, segue que:

L1(G), GY1%" = (L&), (") = [Li(@), G, (1)

(G, Ly(G)]% = [GY, Ly(G)7] = [G, Lo(G)]. (2)

Como (G¥)¢ C D(G)GY (pelo item 4 do Lema 1.1.2), L;(G) < Z°(G) e
[L1(G), D(G)] = 1 (pela Proposigao 6.2.2 e pela Proposigao 6.2.4), entdo, pelos itens
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6 € 9 do Lema 1.1.2, segue que:
[L1(G), G¥1% C [L(G), (G*)¥] C [L4(G), D(G)GY] C

[L1(G), GY][Li(G), D(G)]®" = [Li(G),GY). (3)

Como G C D(G)G (pelo item 4 do Lema 1.1.2), Ly(G) < 2°(G) e
[Ly(G), D(G)] = 1 (pela Proposigao 6.2.2 e pela Proposigao 6.2.4), entao, pelos itens
6 e 8 do Lema 1.1.2, segue que:

(G, Lo(G)) % C (G, Ly(G)"] C [D(G)G, La(G)] C

[D(G), La(G)9IG, La(G)] = [G, La(G)]. (4)

Como 2 (G) = (G, G¥), entao, por (1), (2), (3), (4), segue que:
[L1(G),G"] 2 Z(G) | [G,L2(G)] @ Z/(G).

Como |G, Ly(G)] = [L2(G), G] (pelo item 5 do Lema 1.1.2) e
R(G) = [L1(G),G] = [L2(G), G] (pelo item 5 do Lema 6.2.6), entao:

R(G) < 2(Q).

2. Sejam g1, g2, g3 € G. Pelo item 6 do Lema 1.1.2, segue que:

95 )%

Vg
2
g;ﬁ>g3 (93 93)]

(g8)%)%" ]

)93 [(92 )93 g3 93]]'

(91, 951% = 97", (
= [91°, (

= [g1", (
(

92
[gl ) ;ﬁ



139

Pelo item 9 do Lema 1.1.2, segue que:

v NSRS )
91,9517 = [97°,[(9)% . g5 " gall[g1", (g5 )% ]1le2 )™ 970l

Como [D(G), L(G)] = 1 (pela Proposicio 6.2.4), [¢%, (¢V)%] € D(G) e
[(g;b)gg,g§¢gg] € Ly(G) C L(G) (pela Proposi¢ao 6.2.2), entao
7, (999410 05l — (g2, (g})98]. Logos

P _ P
91,9517 = [0, [(95)% , 95V gs]l [0 (93)%5 ];
P _ P
197, [(93)% , 95V g5]] = [g91, 95 1% [0, (g3)%5 ] .
P gw _ 93\ S
Como (g5 )% = (g5°)", entao:

992, 1(95°)", 95 Y g3]) = [g1. 93 1%[9f%, (95°)¥] .

. Sejam g1, g2, g3 € G. Como [¢¥°, [(g;*)gé”,gg¢g3]] € [G, Ly(G)] = R(G) (pelo item 1)

e [9%,[(98)". g5 " g3)] = [g1, 951 [97, (95°)¥]~" (pelo item 2), entdo:
91, 31" R(G) = g%, (¢3°)¥]R(G).

Como [gl,g;”]g‘”’ = [gl,gg’]g;b (pelo item 2 do Lema 6.2.3), segue que:

P

91,9512 R(G) = [°, (93°)"1R(G) = 91, 931% R(G).

. Como R(G) =[G, Ly(Q)] =[G, [G¥, L(G)]] @« Z(G) (pelo item 1) e
L(G) == (g7%g : g € G), entdo, aplicando repetidamente os itens 8 e 9 do Lema
1.1.2, segue que:

R(G) = ([xy, [2Y, 25 V23] - 21, 29, 25 € )7 (D,
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Como o mapa ¢, : G — G dado por x — 2¥ é uma bijecao para todo y € G, entao:

R(G) = ([g¥*,[(95°)", 95 V93] : g1, 92, 95 € G)* (9.

Pelo item 2, segue que:
R(G) = ([g1, 951" [97", (95)°]" : 91, 92,95 € ).

QED.

Lema 6.2.9. Sejam x,y € G tais que [z,y] = 1. Entdo, [x,y¥] € W(G) e, para todo
n €N, [2",y¥] = [x,y¥]". Além disso, se |x|,|y| < oo, entdo |[z,y?]| | MDC(|x], |y|).
Em particular, se MDC(|z|,|y|) = 1, entdo [z,y%] = 1.

Demonstra¢ao. Como [x,y] = 1, entao, pelo item 3 do Lema 6.2.3, segue que:
[z, y%] = [y ™y, 2] C [L(G),G] = L.(G).

Como Li(G) C L(G) (pela Proposicao 6.2.2), entao [z, y?] € L(G). Como [x,y%] € L(G)
e [z,y?] € D(G), entao:
[2,y"] € W(G).

Como [z,y] =1el[g,g¥] =1V g € G, entao Vo ly ¥ =27ty Vo ¥ e ay¥a? = a¥ay?.

Logo:
[,y = ey Vet = a7y Ve Yyt = 2y ey = [n,yY) (%)

Suponha, por hipétese indutiva, que 27, y¥] = [z, y¥]" para algum n € N. Pelo item 8 do

Lema 1.1.2, segue que [2"x,y¥] = [2, y¥]®[z, y¥], e, pelo item 2 do Lema 6.2.3, segue que
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(2", y¥]" = [z, y*]*". Logo, pelo item 8 do Lema 1.1.2, segue que:

[z Y] = [,y
= ", y")"[x, y"]
= [2z", """ [z, y"]
([, ") [, "]
([ 9"1"")" 2, "]
([ y"])" [z, y"] (por ()
([z, 9"

[ )

])n-i-l'

Como [29,y¥] = [z,y¥]° = 1, entdo, por indugao, segue que [z",y¥] = [z, y¥]" para todo

n € N. Pelo item 1 do Lema 6.2.3 e pelo item 5 do Lema 1.1.2, segue que:
[, (")) = [,y = [y",2¥) " = [y, 2] " VneN.
Suponha que |z|,|y| < co. Como [2",y¥] = [x,9¥]" e [z, (y™)¥] = [y, 2¥]™™ para todo
n € N, entdo [z, y?]*l = [z, y?]¥ = 1, logo |[z,y?]| | MDC(|z|, |y|). QED.
Proposigao 6.2.10. Sejam H, K < G tais que G ~ H x K. Entao:
1. [H,KY] < Z(Q), [H,K¥] CW(G);
2. Z(G)=[H,KY|{H, H*){(K, K¥);

3. 2(G)/[H,K¥)| ~ % (H) x Z(K), 2 (H) ~ (H,H"), Z(K) ~ (K, K*),
W(G) ~ [H, K¥] x W(H) x W(K);

4. Se MDC(|H|,|K|) =1, entiao [H,K¥] =1, Z(G) ~ 2 (H) x 2 (K),
W(G)~W(H) x W(K).

Demonstracao.
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1. Pelo Lema 1.1.2, segue que:
[haha, kY] = [ha, k1" [ha, kY] ¥ by hy € HY k € K

[hy, kY)"2 = [hihg, kY] [he, kY] € [H, K¥] ¥V hy,hy € HY k € K.

Portanto, [H, K¥] = [H, K¥]. Além disso:
[, kVEY) = (B, kY[R, KV Y he HY ki ks € K

[, KV = [ kY] [l kVRY) € [H KY) Y h € HY ky ks € K.

Portanto, [H, K% = [H, K¥]. Pelo Lema 6.2.3, segue que:
[H, K" = [H K™ [H K" = [H,K]*"

Como 2 (G) = (HUHYUK UK"Y) e [H, K¥]* = [H, K¥] para todo
X € {H,HY,K, K"}, entao [H, K¥] <« 2 (G). Além disso, como [H, K] = 1 (pois
G ~ H x K), entao [H, K¥] C W(G) (pelo Lema 6.2.9).

2. Seja g € Z'(G). Como H K < G e G ~ H x K, entao existem hy,...,h, € H,
ki,...k, € K, x1,....2, € H?, y1,...,yn € KY tais que ¢ = hik12191...hnknTpyn.
Pelo Lema 1.1.8, existe u € [H U HY, K U K] tal que g = uhix1...hpx,kyy1.. . knyn.
Portanto:

Z(G)=[HUHY, KUKY|(H,H")(K, K").

Pelo Lema 1.1.2, cada elemento de [H U HY, K U K¥] é da forma g¢j'...g%", em que
2y 2m € Z(G) € g1, ..., gm s30 elementos da forma [h, k], [h, k¥], [RY, K], [RY, kY],
em que h € H, k € K. Como [h, k%] = [h¥, k] (pelo Lema 6.2.3) e

[H,K] =[HY, K¥] =1 (pois H,K <<G e G ~ H x K), entao gi, ..., gm € [H, K"].
Como [H, K¥] <« Z'(G), entdo gi'...g>m € [H, K¥]. Assim:

[HUHY, KUK"Y] =[H,K"].
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Logo:
X (G) = [H, K¥](H, H"){(K, K").

. Pelo Lema 6.0.3, existe um homomorfismo sobrejetivo ¢ : 27 (G) — Z (H) x Z (K)
tal que:

o(h) = (h, 1), 6(h*) = (h*,1), 6(k) = (1, k), o(k*) = (LK¥) Vh € HY k € K.

Como ¢(g) = (g, 1) para todo g € (H, H¥), ¢(g) = (1, g) para todo g € (K, K?) e
o([h, k¥]) = 1 para todo h € H e para todo k € K, entao, pelo item 2,
ker(¢) = [H, K¥]. Como ¢ ¢ sobrejetivo, entao:

Z(GQ)/[H,KY) ~ Z(H) x Z(K).
Além disso, como ker(¢) N (H, HY) = ker(¢) N (K, K¥) = 1, entao:
Z(H)~ (H,HY) , Z(K)~ (K, K").

Como [H, K¥], (H,H¥) N W (G) e (K, K¥) N W(G) sao subgrupos 2 a 2 disjuntos
de W(G) (pois G ~ H x K), 2 (G) = [H, K|(H, H*)(K, K¥),

(H HYY NnW(G) =~ W(H) e (K,KY) NW(G) ~ W(K) (via ¢) e W(G) é abeliano
(pela Proposigao 6.2.4), entao:

W(G) ~ [H,KY] x W(H) x W(K).

. Suponha que MDC(|H|,|K|) = 1. Pelo Lema 6.2.9, segue que [H, K¥] = 1. Assim,

pelo item 3, segue que:

QED.
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Proposigao 6.2.11. Seja K um subgrupo de G. Entao:
1. [KY,G] = [K,GY] <« Z(G);
2. (K,K¥)N D(G) = [K¥,G];
3. Se K <G, entio (K, K¥)*” (@ = (K, K¥)[K¥,G];
4. Se K <1 G, entio (K, K¥)” @ N D(G) = [KY,G].
Em particular, (G', (G")¥)* @ N D(G) = [G',GY].
Demonstracao.

1. Pelo item 1 do Lema 6.2.3, [K¥,G] = [K, G¥]. Pelo Lema 1.1.7, [K¥, G] <1 (K%, G)
e [K,GY] < (K,GY). Portanto, [K¥,G]% = [K¥,G] e [K¥,G]" = [K¥,G]. Como
2 (G) = (G,GY), entao [K¥,G] < Z'(G).

2. Seja o’ : Z'(G) — G x G o homomorfismo sobrejetivo definido na Proposigao 6.2.1.
Como o/(g9) = (g,1) e /(9¥) = (1, 9) para todo g € G, e ker(a/) = D(G), entao
o' induz um homomorfismo sobrejetivo 7 : (K, K¥)/((K, K¥) N D(G)) - K x K
tal que m(k((K, K¥) N D(G))) = (k,1) e 7(kY((K, K¥) N D(G))) = (1, k) para todo
k€ K. Aléem disso, seja ¢ : K x K — (K, K¥)/[K, K¥] 0 homomorfismo sobrejetivo
tal que ¢k, ko) = k1 kY [K, K¥] para todo ki, ky € K. Assim,
om (K, K¥)/((K,K¥Y) N D(G)) — (K, K¥)/[K, K¥] ¢ um homomorfismo sobreje-
tivo tal que (¢m)(k((K, K¥) N D(G))) = k|K, K¥] para todo k € K. Portanto,

(K, K¥YND(G) C [K,K"]. Como [K, K¥] C (K, K¥)ND(G) (por defini¢io), entao:

(K,K") N D(G) = [K¥,q].
3. Suponha que K <1 G. Logo, (K, K¥)¢ = (K, (K¥)%). Como

g kg =[g.k kY VgeEGY kEK,
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entao (K¥)¢ = ([K¥,G], KY), logo (K, (K¥)%) = (K,[K¥,G], K¥). Pelo item 1,
[KY,G] < 2(G), logo (K,[KY,G],K¥) = (K, K¥)[K?, G]. Portanto,

(K, K¥)¢ = (K, KY)[K?,G]. Analogamente, (K, K*)¢" = (K, K¥)[K,G"]. Pelo
Lema 6.2.3, [K,GY] = [KY, G], logo:

(K, K% = (K, KY)¢ = (K, KY)[KY,G).

Como 2 (G) = (G,G¥) e [K¥,G] <« Z' (@), entdo (K, K¥)* () = (K, K¥)[K"¥, ().
4. Segue dos itens 2 e 3.
QED.

Proposigao 6.2.12. Seja ¢ : G — K um homomorfismo sobrejetivo. Entao, existe um

homomorfismo sobrejetivo ¢ : 2 (G) — 2 (K) tal que:
1. ¢(9) = ¢(9) ¥V g € G, d(g¥) = (¢(9))" V g € G, $(D(G)) = D(K);
2. ker(9) = (ker(¢), ker(¢)”)” ()
3. ker(¢) N D(G) = [ker(¢),GY].

Demonstragio.

1. Como ¢ é um homomorfismo sobrejetivo, entao existe um homomorfismo sobrejetivo

¢ 2(G) = Z(K) tal que ¢(g) = 6(g) e ¢(g”) = (6(g))" para todo g € G (pelo
Lema 6.0.3). Logo:

2. Seja N := (ker(¢), ker(¢)¥)* (). Por definigao, (ker(e),ker(¢)¥) C ker(¢), logo

N C ker(¢) (pelo Lema 1.1.4). Assim, existe um homomorfismo sobrejetivo

7 Z(G)/N — Z(K) tal que w(gN) = ¢(g) e n(g"N) = (¢(g))" para todo
g € G. Pela Proposicao 6.2.11, N = (ker(¢), ker(¢)¥)[ker(¢)¥,G]. Assim, existe
um homomorfismo sobrejetivo & : Z°(K) — 2 (G)/N tal que £(k) = g_b_l(k:)N e
EkY) = 571(1&2)]\/‘ para todo k& € K (pelo Lema 6.0.3). Como & = 1oy e
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T & sobrejetivo, entdo 7 ¢ um isomorfismo. Como ¢ : 2 (G) — 2 (K) é um

homomorfismo sobrejetivo, N C ker(¢) e : 2 (G)/N — 2 (K) é um isomorfismo,
entao:

ker(¢) = N.
3. Como [ker(¢), G¥] € D(G) Nker(¢) e ker(¢) = N, entdo:
D(G) Nker(9) = (D(G) N (ker(¢), ker(9)")) [ker(¢), G¥].

Como D(G) N (ker(¢), ker(¢)¥) = [ker(¢)¥, G] (pela Proposicao 6.2.11) e
[ker(¢), G¥] = [ker(¢)¥, G] (pelo Lema 6.2.3), entao:

ker(¢) N D(G) = [ker(¢), GY].

QED.

Corolario 6.2.13.
D(G){G, (G)*)*)
(G (G #(@

D(G/G") ~

Demonstragao. Seja ¢ : G — G /G’ dada por g — ¢gG'. Pela Proposigao 6.2.12,
&(D(Q)) = D(G/G") e ker(¢) N D(G) = [G', G¥). Portanto:

D(G)
(G, G¥]

D(G/G") ~

Pela Proposicao 6.2.11, (G/, (G)¥)? () N D(G) = [(G")¥, G]. Portanto:

D(G) _ DIGNE. (@)
@@ @NDE) " (@)

D(G/G") ~

QED.
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6.3 Grupos abelianos

Nesta secao, serao estudadas propriedades de 2" (G) no caso em que G é um

grupo abeliano.

Proposicao 6.3.1. Suponha que G € abeliano. Entdo:

Demonstragao.
1. Sejam g, h € G. Como G ¢ abeliano, entao:
g, h*] = g~ 'h "V gh?
=g 'hYghh 'hY
=g~ (" h)g(h™'h")
— ()
= [g,h™"h").

Portanto, D(G) = [G, L(G)] = [L(G), G]. Como L(G) < Z'(G), entao
[g,h¥] € L(GQ). Assim, D(G) C L(G), logo D(G) = D(G)N L(G) = W(G). Como
D(G) C L(G) e [D(G), L(G)] = 1 (pela Proposicao 6.2.4), entao D(G) C Z(L(G)).

2. Como R(G) := [[G,L(G)],G¥] e D(G) = [G, L(G)], entao R(G) = [D(G),GY].
Como [D(G), GY] = [D(G), G] (pelo item 2 do Lema 6.2.3), entao R(G) = [D(G), G].

3. Sejam g, h € G. Pelos itens 8 ¢ 9 do Lema 1.1.2, segue que:
g g% h T hY) = (g7t R Y g BT Y] =

(g™, h¥) g~ ") (g% )% )
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Como G ¢ abeliano, entdo [g7*, h™!] = [¢¥, h¥] = 1. Logo:
A B U T

Como D(G) < Z'(G), entdo [g7 g%, h'h¥] € D(G). Assim, L(G) C D(G). Como
[D(G), L(G)] =1 (pela Proposigao 6.2.4), entao [L(G)', L(G)] C [D(G), L(G)] = 1.

OED.
Lema 6.3.2. Seja g € G. Entao, (g 'g%)" = ¢ "(¢¥)" para todo n € N.
Demonstrag¢ao. Como [g, g%] = 1, entdo:
979" =999 = 9799 g = g"g".
Por inducdo, segue que (g~ 'g¥)" = g~"(g¥)" para todo n € N, QED.

Lema 6.3.3. Suponha que G € abeliano. Sejam m,n € N e g,h € G. Entao:
g™, (h¥)"] = [g, h¥]™"

Demonstragao. Como G & abeliano, entdo D(G) C Z(L(G)) (pela Proposi¢ao 6.3.1).
Logo:

9-"9lg,h*] = 9, h*]g""g;
g% 997 P gh? = g7 h™Ygh¥gVg;
g*h Y gh? = g7 (W gh¥g™¥)g;
lg,h"] = [g, 1]

Pelo item 2 do Lema 6.2.3, [¢, h*)¢ = [g, h¥]?". Logo:

g, h’] = [g,h¥)? = [g, h¥]*". (1)
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Analogamente:

l9.h%) = [g,h*)" = [g.h¥]"". (2)

Pelos itens 8 ¢ 9 do Lema 1.1.2 e por (1) e (2), segue que:
g™, (h*)"] = [g, h*]™™.

QED.

Teorema 6.3.4. Sejam p € N primo e aq, ...,a, € N tais que a1 > ay > ... > a, > 1.

Suponha que
G=]]z/m"z.
i=1

Sejau=3",(i — 1)a;. Entdo:

1. 2(G) é um p-grupo finito;

2. W(G)/R(G) = M(G), [W(G)/R(G)| = p", exp(W(G)) = exp(M(G)) = p*.
Demonstragio.

1. Seja v(g) := g 'g¥ para todo g € G. Como G é um p-grupo abeliano, entdo, pelo
Lema 6.3.2, |v(g)| € uma poténcia de p para todo g € G. Além disso, como G é
abeliano, entao [L(G)', L(G)] =1 (pelo item 3 da Proposi¢ao 6.3.1). Logo:

1= (U(g)v(h))\v(gﬂ _ (U(Q)[U(g),v(h)])h’(g)‘ _

v(9)" o (g), v ()" = [u(g), v(m)]"I'V g,h € G.

Portanto, |[v(g),v(h)]| ¢ finita para todo g,h € G. Como [L(G),L(G)] = 1 e
L(G) := (v(g) : g € G), entao:

L(G) = { H [v(g),v(R)]kan H v(u)™ @ kg, €y € Z} :

g,heG ueG



150

Como |[v(g),v(h)]|, |v(g)| sdo finitas para todo g, h € G, entao L(G) é finito. Como
L(G) := (v(g) : g € G), L(G) & finito e |v(g)| é uma poténcia de p para todo
g € G, entdo L(G) é um p-grupo finito. Como L(G) e G sao p-grupos finitos e
2 (G) = L(G) x G (pela Proposigao 6.2.2), entao 2 (G) é um p-grupo finito.

2. Como D(G) é abeliano e R(G) = [D(G), G| (pela Proposigao 6.3.1), entao, pelos
itens 8 e 9 do Lema 1.1.2, pelo Lema 1.1.8 e pelos itens 1 e 2 do Lema 6.2.3, segue

que:
D(G) = R(G){l9:,9)) : 9: € Z/p" L, g; € Z/p“Z,1 < i < j<n}). (1)
Pelo Lema 6.3.3, segue que:

[gi, 971 | 0 Vi, 5 € {1,....,n}, i <j. (2)

Assim, D(G)P*IFA = 1. Como D(G) é finito (pelo item 1), entdo |D(G)| | p*|R(G),
logo [W(G)/R(G)| | p*. Como |M(G)| = p" (pela Proposi¢ao 5.4.4), entdo:

(W(G)/R(G)] | [M(G)].

Pelo Teorema 6.2.5, existe um homomorfismo sobrejetivo ¢ : W(G)/R(G) — M(G).
Logo:
M(G) = W(G)/R(G), [W(G)/R(G)| = |M(G)| =p". (3)

Como exp(M(G)) = p** (pela Proposi¢ao 5.4.4) e D(G) = W(G) (pela Proposicao
6.3.1), entdo, por (1), (2) e (3), segue que:

exp(W(G)) = exp(D(G)) = eap(M(G)) = p.

QED.

Corolario 6.3.5. Suponha que G € um grupo abeliano finito. Entao:
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1. Z(G) é um grupo finito;
2. exp(W(G)) = exp(M(G));

3. O conjunto dos primos que dividem a ordem de Z (G) € igual ao conjunto dos

primos que dividem a ordem de G.

Demonstragao. Segue da Proposicao 5.4.2, do item 4 da Proposigao 6.2.10 e do Teorema

6.3.4. QED.

6.4 O expoente de 2 (G)

Nesta secao, sera estabelecida uma cota superior para o expoente de 2 (G) no

caso em que G é um grupo finito.
Lema 6.4.1. Suponha que G possui expoente finito. Entio, 2 (G)*"%) C D(G).

Demonstragao. Seja v € 2 (G). Logo, existem ¢y, ...,9, € G e hy,....,h, € G¥ tais que
x = g1hy...g,h,. Pelo Lema 1.1.8; existe d € D(G) tal que:

2D = d(gy...g,) D (hy...h, )P = d.

Portanto, 2 (G)*P(@) C D(G). QED.

Teorema 6.4.2. Suponha que G € um grupo finito. Entao:
exp(D(Q)) | exp(M(G/G"))exp(M(G"))exp(G').

Demonstragdo. Pelo Lema 1.1.8, para todo h € G',g € G, existe d € [[GY,G'],G"]
tal que [h, g?]*?() = d[per(@) g¥] = d. Logo, [GY,G]*"¢) C [[G¥,G"],G"]. Como
[[G¥,G'],G'] € D(G) (pelo item 4 da Proposicio 6.2.7), entdo:

[G', G¥]==P @) C D(GY. (1)
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Pelo item 5 da Proposigao 6.2.7, [G/,GY]L(G)/L(G) = [G', G]L(G)/L(G). Assim,
(6", GYIL(G)/L(G)) 15D C (IG", GIL(G)/L(G))*P1FD = 1, logo
(G, GY]er(&G) C L(G). Como [G',GY¥] C [G,G¥] = D(G), entdo:

(&, G¥)eer(EC6) € D(G) N L(G) = W(G). (2)
Como exp([G',G]) | exp(G’) (pois [G',G] C [G,G] = G'), entao, por (1) e (2), segue que:
(G, GY]=P@) C D(G) NW(G). (3)

Pelo Corolario 6.2.13 e pela Proposicao 6.3.1, segue que:

D(G){(G", (G")*) "D

D(G/G/) = <G’, (G/)¢>%'(G) !

(4)

D(G/G') = W(G/G). (5)

Por (4) e (5), segue que:
(D(G)G', (G')) 7 (D)eerWEIE) C (@ (@)*) " (D). (6)
Pela Proposicao 6.2.11, segue que:
(G (&))" 9N DG) = [G.GY). (7)
Por (6) e (7), segue que:
D(g)exp(W(G/G’)) C |G, GY]. (8)
Por (3) e (8), segue que:

D(G)esrW(G/CNeanl&) ¢ D(GY N W(G). (9)
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Como (D(G), W(G)) é uma extensao central de D(G)/W (G), entao, pelo Teorema 5.3.4,
D(G) N W(G) ~ M(D(G)/W(G)). Como D(G)/W(G) ~ G’ (pela Proposicao 6.2.2),
entdao D(G) NW(G) ~ M(G"). Logo:

exp(D(G)) | exp(W(G/G"))exp(M(G'))exp(G). (10)

Pelo item 2 do Corolario 6.3.5, exp(W(G/G")) = exp(M(G/G")). Logo:

exp(D(G)) | exp(M(G/G"))exp(M(G'))exp(G). (11)

QED.

Corolario 6.4.3. Suponha que G é um grupo finito. Entdao:

exp(M(G)) | exp(M(G/G))exp(M(G"))exp(G').

Demonstra¢ao. Como W (G) C D(G) e existe um homomorfismo sobrejetivo
¢ : W(G)/R(G) — M(G) (pelo Teorema 6.2.5), entao exp(M(G)) | exp(D(G)). Pelo

Teorema 6.4.2, segue que:

exp(M(G)) | exp(M(G/G'))exp(M(G'))exp(G').

QED.

Teorema 6.4.4. Suponha que G € um grupo finito. Entdao:

exp(2(G)) | exp(M(G/G))exp(M(G'))exp(G)exp(G).

Em particular, se G € finito, entao exp(Z (G)) € finito.

Demonstragao. Segue da Proposicao 5.4.1, do Lema 6.4.1 e do Teorema 6.4.2. QED.
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6.5 Propriedades de Z°(G)

Nesta secao, serao apresentadas algumas propriedades do grupo G que sao

preservadas pelo grupo 2 (G).
Teorema 6.5.1. Suponha que G € finito. Entao, 2 (G) € finito.

Demonstragdo. Seja p: G+ GY — 2 (G) a projecao candnica. Dado u € G * G¥, existem
tnicos s € N\{0} e g1,...,gs € G tais que u = 195 ...g2i-195.-.9s € gi # 1 se i & {1,s}.
Sob essas condigoes, define-se o comprimento de u como £(u) := [{i € {1,...,s} : g; # 1}|,
e define-se o termo final de v como g, se g5 # 1 e como g, 1 se g, = 1; além disso, u
pode ser classificado como pertencente a uma de 4 classes possiveis, correspondentes aos

seguintes casos:
g=legs=lLgi=leg#Lig#legs=Lg#1legs#1
Considere a seguinte relacao de equivaléncia em G * GY:
u~wv <= p(u)=pv).
Dado u € G * G¥, u ¢ dito minimal se u ~ v’ implica ¢(u) < £(u'). Como
9195 95 ~ (9192 )95 (9295) ¥ 91,92, 93 € G,

97 9295 ~ (9192 )" 92(9293)" ¥ g1, 92, 93 € G,

entdo todo elemento minimal de G * G¥ de comprimento 3 ¢ equivalente a (pelo menos)
2 elementos minimais com mesmo comprimento e classe mas com termos finais distintos.
Suponha, por hipdtese indutiva, que, para algum s € N (s > 3), todo elemento minimal
de G * G¥ de comprimento n (1 < n < s) é equivalente a (pelo menos) n — 1 elementos
minimais de G * G¥ com mesmo comprimento e classe mas com termos finais distintos.
Seja u € G * GY um elemento minimal de comprimento s, e suponha que

u= glg;”.‘.ggi_lg;/’i...g;”, em que gi, ..., gs € G\{1} (os demais casos sdo anélogos). Logo,
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Ug = glg;b e G2i1 g;i-...g;ﬂ2 ¢ um elemento minimal de comprimento s — 2. Por hipotese

indutiva, para todo k € {1,...,s — 3}, existem g§k), s ggz € G tais que uy ~ ug (em que

k k k k m n
up = g\ g g g gi )5” ) e gy # g\, se m # n. Defina:

u® = upg,_1g? V ke {1,...,5s — 3},

k k k
v® = " g g8 g g (00 0 (9,8 g gt ¥ k€ {1, .5 — 31,

Como uy, ~ g para todo k € {1,...,s — 3}, entdo u® ~ u para todo k € {1,...,s — 3}.

Como g9 g,y ~ (g%, g" )2 (9.5 9.1) para todo k € {1, ..., s — 3}, entdo

u® ~ v® para todo k € {1,...,s — 3}. Portanto, v'¥) ~ v para todo k € {1,...,s — 3}.
Defina:
W= 910y G104 Gs—3(Gs—205"1)" Gs—1(gs—105)"

k) (k k k
w® = g g gy g9 8 (91090%)

(94295 951) ™) (9.5 901) (9.5 91)90) ¥ k € {1,...,5 = 3}.

Como g¥ 595197 ~ (9s-295"1)Vgs-1(9s-19)", entdio w ~ u. Como

k —(k k —(k _ —(k —(k ~
9% (0.8 9e )98 ~ (6% 0: % 9 1) (055 95 1) (9% g5-1)g5)¥, entiio w® ~ o

para todo k € {1,...,s — 3}, logo w®) ~ u para todo k € {1, ..., s — 3}. Portanto,

k)

W= {u,w}U{w® : k € {1,...,s—3}} ¢ um conjunto de cardinalidade s—1 cujos elemen-
tos sao minimais, equivalentes entre si e cujos termos finais sao distintos. Por indugao,
segue que, para todo s € N (s > 2), todo elemento minimal de G * G¥ de comprimento s é
equivalente a (pelo menos) s — 1 elementos minimais de G x G¥ com mesmo comprimento
e classe mas com termos finais distintos. Logo, como G é finito, nao existem elementos
minimais de G'* G¥ com comprimento ¢ > |G|+ 1, e existe um ntimero finito de elementos
minimais de G * G¥ com comprimento ¢ < |G|+ 1. Assim, como todo elemento de G GY

¢ equivalente a algum elemento minimal, entao 2°(G) ¢ finito. QED.

Definigao 6.5.2. Um grupo H ¢ dito solivel se existe n € N tal que H™ = 1. Se H ¢

sohivel, entio o comprimento derivado de H ¢ definido como min{n € N: H™ =1},
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Definicao 6.5.3. Um grupo H ¢é dito perfeito se H = H'.
Teorema 6.5.4. A constru¢ao Z (G) satisfaz as sequintes propriedades:
1. G é um grupo solivel — Z(G) é um grupo solivel;
2. G é um grupo perfeito = Z(G) € um grupo perfeito;
3. G € um grupo finito — 2 (G) é um grupo finito;
4. G é um p-grupo finito (p primo) = Z(G) é um p-grupo finito.
Demonstracao.

1. Suponha que G é soltvel com comprimento derivado n. Seja p: Z(G) - GXxGxG
conforme definido na Proposigao 6.2.1. Como p é um homomorfismo de grupos e

G™ =1, entéo:
p(Z(G)™) = p(Z(G)™ C(GxGxG)™=aM"xaGM™xag™=1.

Assim, 27 (G)™ C ker(p) = W(G). Como W(G) é abeliano (pela Proposicio 6.2.4)
e 2(G)™ C W(Q), entdao 2 (G)"+) =1, logo Z (@) é soltvel com comprimento

derivado no maximo n + 1.

2. Suponha que G ¢ perfeito. Como G, GY sdo isomorfos e G = G’, entao G¥ = (G?)'.
Como G = G', G¥ = (G¥) e G'" U (G¥) C Z(Q), entao GUGY C 2°(G)'. Como
GUGY C Z(Q), Z(Q) < Z(G) e Z(G) = (GUGY), entao Z'(G) = Z(G),
ou seja, 2 (G) é perfeito.

3. Segue do Teorema 6.5.1.
4. Segue da Proposicao 5.4.1, do Teorema 6.4.4 e do Teorema 6.5.1.

QED.
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7 A construgao v(G)

Neste capitulo, serd brevemente introduzida a construgao v(G), definida no
artigo On a Construction Related to the Non-abelian Tensor Square of a Group (referéncia
[2]), de N. Rocco, e sera construido um isomorfismo nao trivial entre quocientes de 2 (G)
e v(QG).

Por todo o capitulo, G denotard um grupo (multiplicativo) arbitrario com
elemento neutro 1, e 1) : G — GY denotara um isomorfismo tal que G e G¥ sao disjuntos.

Além disso, sera utilizada a seguinte notagao:
9" =Yg VgeG, gV =y(g)Vgeld, YV :=y(Y)VY CG.

Definicao 7.0.1.

GxGY
<[glvg;p]g3 [.gildv (ggs)d)]ila [91;93]93 [gi]37 (953)1@71 2 91,92, 93 € G>G*Gd’

v(G) =
Em particular, vale a sequinte relagao em v(G):

P
g1, 051% = (g%, (63°)"] = [91,951% ¥ g1,90,95 € G. (%)

Pelo restante do capitulo, esta rela¢ao sera denotada por (x). Além disso, as
imagens de G e G¥ pela projecao canodnica p : G * G¥ — v(G) serdo denotadas por G e

GY, respectivamente.

Definigao 7.0.2. Define-se o sequinte subgrupo de v(G):

A(G) == ({lg,9"] : g € G}).

Lema 7.0.3. Sejam g1, g2, 93,94 € G. Valem as seguintes relagoes em v(G):

P
1. [91,95][93’94] — [ghg;ﬁ][gs,gd ;

2. [lg1. 92), 95) = ll91, 951, 9]
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3. (9197, 92 = [lg1. 911, 93] = 1.

Demonstracao.

1. Aplicando a relagao (x), segue que:

lg1, gY)19298) = [gy, g¥]os "oi anal  [gfs 9i om0s (a5 Tan oran ]

g1, g§195 93 990 = [gy, g o),
2. Pelos itens 4 e 8 do Lema 1.1.2, segue que:
[lg1,92], 931 = [91 ' 91", 93] =
1t g8 17 (9, 98] = Lo s gy1% 9 (g2, 63 ).

1 1
Pela relagdo (x), [97%, 9] = [97%, (95 *)¥] = [0, (93> )¥]*. Logo:

_ 1
[lg1,92) 9381 = 1", 931 (g, (957 )*)>.
Pelos itens 5 e 7 do Lema 1.1.2, [g7 ", V] = [¢¥, 1] = [g1, ¢¥]™ . Logo:
—1 -1
[[91, 92], 951 = [o1, 95179 2 91 %[gy, (952 )*)* =

g1, 95179292 g, (929595 1) V)%,

Pelo item 9 do Lema 1.1.2 e pela relagao (x), tem-se que

(91, (929395 )17 = [g1, (92 1)1 (g1, (9293)%] = [91, (95 1)¥1% (g1, 93 ][ 91, g5 1% . Logo:
[[917.92]79;[)] - [glag;f]]_[gl’gﬂ [gl) (gz_l)w]” [glagéb][ghg;b]gg'

Por () e pelos itens 5 e 7 do Lema 1.1.2, [g1, (g5 )] = [¢¥, 1] = [g1, ¢7]~". Logo:

g1, g2), 98] = [g1, 081799 (g1, 08 g1, 93 11, g3 1%
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Pelo item 1, [gy, g&'] l9192) = [gl,g;”]—[mé”l. Logo:

_ v _
(g1, g2], 03] = [g1. 931799 g1, 98] [g1, 93191, 93 1% =

(lg1. 931 g1, 98] Hon, 95 Dlgr, 98] Hor, 95 gr. 951 = (91, 951 g1, g3 1%.

Pelo item 4 do Lema 1.1.2, [g1, 951 (g1, 931% = [[91, 3], gs]. Portanto:
(l91,92). 951 = [l91, 951, 9s].
3. Pelo item 2, segue que

(91,97, 92) = [lon, 91, 9%) = [1, 98] = 1.

Além disso, por (%) e pelo item 4 do Lema 1.1.2; segue que:

_ P _
91,917, 98] = 91,971 g1, 911% = g1, 7] 91, 9117 = [lr. 9}, g2)-

Portanto:

[91, 971, 92] = [lg1, 1], 93] = 1.

QED.
Proposigao 7.0.4. A(G) C Z(v(G)) Nv(G) e A(G) < v(G).

Demonstra¢io. Como [A(G),G] = [A(G),GY] =1 (pelo item 3 do Lema 1.1.2) e
v(G) = (G, GY), entdo A(G) C Z(v(G)). Como A := {([g,¢%] : g € G), entdo
A(G) C v(G)". Logo:

A(G) C Z(v(G)) Nnuv(G).

Em particular, A(G) < v(G). QED.
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Teorema 7.0.5. Existe um isomorfismo n : v(G)/A(G) — Z(G)/R(G) tal que:
gA(G) = gR(G) YV g € G, ¢*A(G) — g"R(G) V g € G.

Além disso, existe wm homomorfismo sobrejetivo ¢ : M(Z (G)/R(G)) — A(G).

Demonstracao. Pela Proposigao 7.0.4, segue que:
A(G) C Z(v(@)) Nv(G), A(G) < v(G).

Pelos itens 3 e 4 da Proposigao 6.2.8 e pelas defini¢oes de 27 (G), v(G) e A(G), existe um
isomorfismo 7 : v(G)/A(G) - Z (G)/R(G) tal que:

gA(G) = gR(G) YV g € G, ¢*A(G) — g"R(G) V g € G.

Além disso, como A(G) C Z(v(G))Nv(G) e v(G)/A(G) ~ Z (G)/R(G), entao, pelo Teo-
rema 5.3.4, existe um homomorfismo sobrejetivo ¢ : M (2 (G)/R(G)) — A(G). QED.
Teorema 7.0.6. A construcao v(G) satisfaz as sequintes propriedades:

1. G é um grupo solivel = v(G) € um grupo solivel;

2. G é um grupo perfeito —> v(G) € um grupo perfeito;

3. G éum grupo finito = v(G) é um grupo finito;

4. G € um p-grupo finito (p primo) = v(G) é um p-grupo finito.

Demonstracao. Segue da Proposic¢ao 5.4.1, do Teorema 6.5.4 e do Teorema 7.0.5. QFED.
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