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Resumo

O projeto tem como objetivo a compreensdo das propriedades de homologia e
correspondentes na homotopia de subgrupos de produtos diretos de grupos. A atengao
se deve ao fato de a estrutura dos subgrupos de um produto direto de grupos ainda
ndo ser muito conhecida. Um dos questionamentos da 4rea corresponde a saber se,
dado G < G; X --- X G,, com G; grupos finitamente apresentaveis, entdo G é finitamente
apresentavel? Um dos subgrupos de produto direto de grupos que esteve sob anélise
foi o produto fibra de epimorfismos de grupos.

Mais especificamente, hd interesse nos grupos de tipo homolégico (FP), e como esta
condicdo é herdada pelo produto fibra associado a duas sequéncias exatas curtas de
grupos admitidos com certas hipéteses.

Palavras-chave: homologia; teoria dos grupos; grupos do tipo FP,; dlgebra homoldgica.



Abstract

This project aims to get the comprehension of the homological properties and their
analogous in homotopy os subgroups of direct product of groups. The attention is due
to the fact that the structure of the subgroups of a direct product of groups is still not
well known. One of the questions that arises is if, given G < G; X --- X G, with G;
finitely presented groups, then G is itself finitely presented? One of the subgroups of
direct products that was investigated was the fiber product of groups epimorphisms.

More precisely, there is interest in the groups of homological type (FP), and how this
condition is handed down by the fiber product associated to two short exact sequences
of groups supposed with certain characteristics.

Keywords: homology theory; group theory; groups of type FP,; homological algebra.
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1 Introducao

Em ([3]), 1é-se que “Finitely presented groups are clearly almost finitely presented
over any ring R. Whether or not the converse holds is still an open question.”. A equi-
valéncia das condicdes (FP), e finitamente apresentdvel para grupos, cuja implicagdo
finitamente apresentdvel = (FP), ja era conhecida na escrita de tal livro, foi mostrada
falsa apenas em 1997, quando Bestvina e Brady provaram que ha grupos de tipo (FP),
que sdo subgrupos de grupos finitamente apresentdveis, mas ndo sdo eles préprios
finitamente apresentaveis ([2]).

Este texto se inicia com o estudo de conceitos cldssicos da teoria combinatéria de
grupos, como grupos livres e apresentacdes de grupos usando geradores e relacdes.
Neste topico, ressaltam-se as versdes do teorema da forma normal e as transformacgdes
de Tietze, que foram vistas seguindo ([5]).

Na sequéncia, usando ([10]), exibem-se resultados sobre a categoria de moédulos.
No decorrer do capitulo, alguns funtores sdo definidos, com maior interesse em ® e
Hom, usados para construir os funtores derivados Tor e Ext, respectivamente.

Afunilando-se rumo ao objeto de estudo, é necessario um conhecimento basico da
nocdo de sequéncia espectral, um método de calcular mapas e objetos. Este assunto
é seguido da classificacdo (FP),, primeiro em médulos e depois em grupos. Uma das
defini¢des equivalentes é que

Teorema 1.0.0.1 ([3]). Um grupo G é de tipo (FP), sobre um anel R se, e somente se, G
é finitamente gerado e Hy(G, [[RG) =0,V 1 <k < n.

Esta caracterizacdo foi ttil nas demonstra¢des em ([7]), que enuncia uma conjectura
acerca do produto fibra associado as sequéncias exatas curtas

O—>ker(f1)—>G1£>Q—’0 0—>ker(f2)—>G2£>Q—>0-

Designada conjectura n — (n + 1) — (1 + 2) homolégica, ela advém de uma versao
homotoépica em ([8]). O principal que se demonstra em ([7]) ¢ uma versdao homolégica
(teorema A, 4.1.0.1) de um resultado técnico presente no referido trabalho prévio.
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2 Estudo de algumas estruturas

Em cada subsecdo, sdo dadas defini¢des que se constituiram como base de estudos
preliminares para o tépico de pesquisa que intitula este projeto.

2.1 Grupos livres

Definic¢do 2.1.0.1. Sejai: X — G uma funcdo, onde X é conjunto qualquer e G é grupo.
O par (G,i) é livre em X se, para todo grupo H e funcdo f : X — H, existir tnico
homomorfismo de grupos ¢ : G — H tal que

f=poi

Exemplo 2.1.0.2. (Z, i) é livre em cada conjunto unitario X = {x}, se i(x) = 1. De fato,
dados H grupo qualquer e f : X — H funcao, denote f(x) := h € H. Assim,

h= f(x) = oilx) = ¢(1).

Por 1 ser gerador do grupo abeliano Z, o homomorfismo ¢ fica completamente
determinado ao se conhecer ¢(1).

Lema 2.1.0.3. Dados (Gy,11), (G2, i) livres em X, existe isomorfismo ¢ : G; — G, tal que
@o i1 = iz.

Demonstracdo. Por (Gq,1i;) ser livre em X, considerando dados G, e i, : X — G, existe
¢ : Gi = G, homomorfismo tal que se pode decompor iy, isto é, i, = ¢ o i;. De maneira
semelhante, existe 1 : G, — G com i; = 1 0 i,. Pode-se escrever que

idcloil:il:¢Oi2:¢o(¢oi1):(¢0¢)oi1'

Da unicidade das duas fungdes, ¢ o ¢ = idg,. O mesmo procedimento mostra que
@ o =idg,. Ou seja, tais homomorfismos de grupos sdo inverso um do outro e tem-se
isomorfismo. m]

A proposicdo abaixo prova que a fungdo envolvida no par que define um grupo
livre é injetora, o que caracteriza uma condicdo necessdria para essa propriedade.

Proposicao 2.1.0.4. Seja (F, i) 1ivreE| em X. Vale que
a) Se existir f : X — G injetora, para G determinado grupo, entdo i é injetora.
b) Existe um grupo G para o qual hé funcédo f : X — G injetora.

Demonstragio. a) Pela definicdo de grupo livre, existe homomorfismo de grupos ¢ :
F — Gtal que f = @ oi. Suponha que i(x;) = i(x2). Com isso,

P(i(x1)) = p(i(x2)) = f(x1) = f(x2) = 11 = xp,

pela injetividade de f. Tem-se a injetividade de i.
b) Denote por ZX := {a : X —» Z | a é funcdo}. Se for atribuido a tal conjunto
a operagdo f + g : X — Z tal que (f + )(x) := f(x) + g(x),V x € X, entdo este é um

2A letra F comumente é usada para grupos livres pela denominagéo no inglés, free.
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grupo, pois ha elemento neutro (a fungdo identicamente nula), inverso e associatividade
(decorrente da soma associativa de inteiros). Dado y € X, defina a, : X — Z por

|1, sex=y
ay(x)_{O, sex#y ’

Pode-se agora considerar f : X — Z* que associa y — «,. Note que

fy) = f(y2) & ay, =ay, ©1=a, () =a,(y1) © y1 = 1.
Ou seja, tal f ¢ injetora e pode-se tomar G = Z*. m|
Coroldrio 2.1.0.5. Seja (F, i) livre em X. Entdo, i é injetora.

Demonstragio. Usando b) da proposigdo existe um grupo e uma func¢do que
verificam a). Tem-se, assim, a injetividade de i. O

21.1 Construcao de um grupo livre

Construiremos um grupo livre que serd de exploracao futura.
Para um conjunto X, defina

M(X) :={(xiy, ..., %) [n>1, x, € X,¥Y1<j<nju().

Este é um conjunto de sequéncias, ao qual se pode vincular uma operacdo de
concatenacao:
(.X'l'l, .. .Xl'n) . (le, e ,x]'m) = (xil, .. .xin,xh .. .,x]'m).

Vale que a concatenagdo é associativa; a sequéncia vazia (n = 0) é a identidade
e x = (x) é injetor. Com isso, simplificando a notacdo, cada elemento de M(X) é
unicamente representado por x;, - - - x;,. Dado este elemento, um segmento é um objeto
da forma x; x;,, ---x;,com1 <r<s<n Ser=1,éum segmento inicial; se s = n, é
um segmento final. Se nenhuma dessas igualdades se verificar, o segmento é préprio.

Considere agora outro conjunto X, tal que

AHXNX=0;

(ii) X, X estdo em bijecéo, representada por x! > x71.

Usando a notacdo introduzida acima, tome M(X U Y), cujos elementos sdo denomi-
nados palavras em X e da forma

€1

w=x"---x" & € {£1}.
1 In

Nesta expressdo, n é¢ o tamanho de w. Denota-se n = |[w|. Cada x;" é uma letra de w.
r

Defini¢do 2.1.1.1. Uma palavra x;! - --x;" é dita reduzidase x;; # ;| ,V1<j<n-1.
n ]+
Convenciona-se que a palavra vazia é reduzida.

Definigao 2.1.1.2. Uma redugdo é o processo pelo qual uma palavra ndo reduzida w
fica reduzida. No estado inicial, ocorre que existe r tal que 7,41 = i, € &41 = —¢,. Seja
w’ a palavra ao se remover de w tais duas letras. Esta é uma reducao elementar. Uma
reducdo é constituida por sucessivas aplica¢des desse procedimento.
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Definicdo 2.1.1.3. Escreve-se que w ~ w’ se w = w’ ou houver palavras wy, ..., w, onde
a primeira é w, a tltima é w’ e, para cada j < k, ou w; ou wj,; veio da outra por redugao
elementar.

Esta é uma relacdo de equivaléncia, com o conjunto das classes de equivaléncia

denotado por .

Lema 2.1.1.4. F(X) é grupo se atribuida a operacgao bindria [u][7] := [uv].

Demonstragido. Mostremos as propriedades de uma operagdo bindria em um grupo.

- Boa defini¢do: provemos que, se u ~ u’ e w ~ w’, entdo uw ~ u'w’. Vale que
w ~w = uw ~ uw’ (o u é fixado), pois, se {w;, ..., wy} sdo palavras com w; = w, wy = W’
e palavras consecutivas geradas por reducdo elementar umas das outras, ocorre que
{uw, ..., uwi} é conjunto satisfazendo as condi¢des da relacdo de equivaléncia. De
maneira semelhante, uw’ ~ u’w’. Por transitividade,

, , ., Duw~uuw.
uw' ~ u'w

{ uw ~ uw’
- Associatividade: ocorre porque a concatenacdo de sequéncias é associativa.
- Neutro: a sequéncia vazia.
- Inverso: dado w = x61 - f“, tome w™! := x X . Sejam wy = ww™', wy = ww™!

En+2—j  ~En+2-j

X, , onde

In+2—j  In+2-j

suprimindo x;"x; ", e assim por diante, com w] = wjq supr1m1ndo X,

3<j<ne wn+1 = 1. Assim, cada w; foi obtido de w;_; por redugdo elementar e
-1
ww ~ 1. m|

Conhecendo a natureza deste objeto, pode-se enunciar o

Teorema 2.1.1.5. Sejai: X — F(X) a funcdo que leva x em [x]. Entdo, (F(X), i) é livre em
X.

Demonstragio. Usando a defini¢do considere G grupo qualquere f : X —» G
funcdo qualquer. Como ocorreu a identificacdo de x com (x), f pode ser estendida

para ter dominio em M(X U X), de forma que xfll - xf: = (f(x) - (f(xi,)). Seja

. ~ . & —E&j
w’ proveniente de w por uma reducdo elementar. Considere w = xfll cexJx et e
77 n
gji1_—¢j
T, e xim Tem-se que

f@) = (f i) - (fxin))™ = f(@),

pois (f(x;,)), (f(x;;)) s@o inversos em G.
Comisso, w ~ w' = f(w) = f(w’). Imponha que f = p oi, sendo ¢ : F(X) — G dada
por [w] = f(w). Esta funcdo estd bem definida pela observagdo acima. E, ainda,

pullw]) = p(uw]) = Frw) = () - (F ) (Fa) - (Fexg,) =
f)f@) = p(lulp(w]),

6"1
jm :

Falta mostrar a unicidade do homomorfismo. Pela construcao de F(X) e do conceito
de subgrupo gerado, tem-se que F(X) é gerado por i(X). Desse modo, ao conhecer um

homomorfismo sobre i(X), estamos determinando a tnica possibilidade para ele. O

’ &
w = x‘l ... x .
I -1 1j+1

seu:x.gl---x?"ew:x‘?l---x
11 In 1
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Como é comum quando se estuda relagdes de equivaléncia, ha representantes di-
versos para uma mesma classe. Porém, na teoria de grupos livres, garante-se que

Teorema 2.1.1.6 (Teorema da forma normal para grupos livres). Existe exatamente uma
palavra reduzida em cada classe de equivaléncia.

Demonstragio. A quantidade de palavras reduzidas em uma classe de equivaléncia é
nao zero porque, como o processo de reducdo diminui o tamanho de uma palavra, ap6s
reducgdes elementares até ndo haver mais como aplica-las, consegue-se uma reduzida.
Considere a fungao _
A:MXUX) - MXU X),

dada indutivamente por

A1) =1

Ax®) = xf, € € {1}
Aux) = AMu)xt, se A(u) ndo termi_rglar em x ¢
v, se A(u) = vx

Provemos, por indugdo na quantidade de letras da palavra w, que A(w) é reduzida.

-Sen = 0: A(1) = 1, que é reduzida.

-Sen =1: A(x*) = x° e esta é reduzida pela defini¢do de palavra reduzida.

- Suponha verdadeiro para palavras com n — 1 letras e considere w = x;'---x;" e
! ~En

w' = x;'---x;"'. Pode-se escrever que w = w'x;". Pela hipétese de indugdo, A(w’) é

i1

redu21da Por construcao,

, se A(w’) ndo terminar em x_ "
. n
v, se A(w') = vx, ™
n

Mw) = Ma/xr) = { A

Como A(w’) é reduzida, qualquer segmento é reduzido, em particular v é reduzida.
De A(w’) reduzida, segue que /\(w’)x‘g” é reduzida, porque A(w’) # vx; " e, assim, ndo se
pode fazer cancelamentos no final. Com isso, Aw) é sempre reduz1da E, ainda, se wja
é reduzida,

Mw) = w. (1)

Suponha agora que w’ venha de w por reducado elementar. Como A(u) é reduzida,
Auxtx™%) = AMu), vV u.

Assim, fixado u e usando v gradativamente maior,

Muv) = AMux®x"v), VY v.
Em particular, A(w’) = A(w) e, de forma mais geral, se w ~ w’, vale que

Aw) = Aw). 2)

Das equagdes (1)) e (]Z[), quando w, w’ forem reduzidas e equivalentes,

w=Mw) =Aw') =

Desse modo, tomadas duas palavras reduzidas na mesma classe de equivaléncia,
da expressdo acima, sdo iguais. O
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O teorema [2.1.1.6) pode ser demonstrado de outras formas, como a que segue.

Demonstragdo de van der Waerden: seja R o conjunto de todas as palavras reduzidas, G
o grupo de permutacdo de Re ¢ : F(X) — G dada por [w] + o, onde esta permutagdo o
age na sequéncia vazia, ( ), devolvendo w, com w € R. Com isso, se w,w’ € Rew ~ w’,

[w] = [w'] = ¢([w]) = p([w']) = p([w])(()) = p([w' () = w =,

em que ( ) representa a sequéncia vazia. Provemos que ¢ assim definida sobre w € R
é um homomorfismo. Por se ter que F(X) é livre em X, ao conhecer f : X — G
apropriada, consegue-se definir ¢ em toda classe de palavra. Usando o fato de G ser
grupo de permutagdo, considere

XWw, se w NAo comecar em x|

u, sew=x"lu

f(x) = u€G, onde pu(w) = {

Para ver que u é de fato um elemento de G, isto é, que é uma permutagdao do conjunto
de palavras reduzidas R, defina

. x'w, se w ndo comecar em x
v, se W = XU ’

Desse modo, po fi =ide fiou = id e se tem a inversa de u. Com a defini¢do de
. . & & ~ n >
f, considere, assim, que, se w = xil1 X" € R, entdo p([w]) = [1,-1(f(x;))*. Usando
inducdo no tamanho de w, consegue-se evidenciar que a permutacdo ¢([w]) age na
sequéncia vazia como anunciado.
Uma outra maneira de demonstrar o coroldrio[2.1.0.5]é dada no

Coroldrio 2.1.1.7. i : X — F(X) é injetora.

Demonstragio. Tome x, y € X tais que i(x) = i(y), ou seja, [x] = [y] e, portanto, x pertence
a classe de equivaléncia de y. Mas ambas sdo palavras reduzidas e, do teorema, sdo
iguais. |

Comecemos a andlise de grupos livres finitamente gerados.

Proposic¢ao 2.1.1.8. Seja F grupo livre. Entdo, para cada w € F \ {e}, existe N <F tal que
w ¢ N e |F/N| < co.

Demonstragio. Tome w # e uma palavra reduzida. Se F é livre de base X, denote por
w = xfll -+-x;". Construfremos homomorfismo ¢ : F — S,,1,n € N, tal que p([w]) # id.
Com isso, usando o teorema do isomorfismo,

F/ker(p) =~ Im(Sy+1) < Sps1 = |F/ker(p)| < oo

e pode-se tomar N := ker(¢). Defina, primeiro, f : X — 5,41 com f(x) € 5,4 tal

ue{ r—>r+1,sex;, =xee =1
q r+levr sex, =xe¢ =-1
apenas um correspondente no conjunto {1,...,n + 1}, pois, se f(x) = o, 0(r) =r+1e
o(r)y=r—1,valequex; =x,¢ =1ex; =x,¢&- =—-1. Entdo, aparece w = coexTlxee
na palavra, contradizendo que esta é reduzida. Mostrando que o é injetora, tem-se
uma fungdo injetora de um subconjunto de {1,2,...,n + 1} para outro subconjunto de
{1,2,...,n+ 1} e se pode estendé-la a f(x) := 0 € S,,41. Segue que ¢ : F — S,41, [w] - 0,
é homomorfismo de grupos, com @([w]) # id, pela construcao de o. O

. Esta f estd bem definida, ou seja, um valor tem
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A proposicdo[2.1.1.8/pode ser reescrita como, se F é grupo livre, entdo

ﬂ N = {e).

N<F, |F/N|<oo

Um grupo G tal que, para cada g € G\ {e}, exista subgrupo normal N de indice finito
que ndo possua g é chamado de residualmente finito. A proposigdo prova, portanto,
que um grupo livre é residualmente finito.

Corolario 2.1.1.9. Se G é grupo livre finitamente gerado, qualquer endomorfismo so-
brejetor de G é automorfismo (isto é, G é hopfiano).

Demonstragio. Seja 0 : G — G endomorfismo sobrejetor de G e considere N<G de indice
finito. Se m : G — G/N é a projegdo candnica, tem-se que

ker(rt o ") = 67"(N).
Pelo teorema do isomorfismo,
G/07"(N) =~ G/N.

Como um homomorfismo é determinado ao se conhecer a imagem dos geradores,
basta saber como se comportam os geradores de G. De G/N ser finito, cada um dos
geradores possui finitas possibilidades para assumir sob o mapa 7 e, assim, o nimero
de homomorfismos 6 como se descreve é finito.

Por 07" ser kernel de um homomorfismo para qualquer n, existe algum n e m > n
com 07(N) = 67"(N). Com isso,

N = 0"(6"(N)) = 0"(6™(N)) = 0" (N)).

Portanto, se "7"(g) € N, ocorre que ¢ € N. Em particular, se 0(g) = e, vale que
g € N, isto é ker(0) € N.
Como G é residualmente finito,

Nic/Ni<eoN = {e} = ker(0) = {e} = 0 é injetor.

Lema 2.1.1.10. Se X é conjunto infinito, [M(X U Y)I =X UX|=X|.

Considere que dois conjuntos estdo em bijecdo se, e somente se, possuem mesma
cardinalidade. Este fato sera usado na

Proposicao 2.1.1.11. F(X) = F(Y) & |X| =[Y].

Demonstragio. Suponha, primeiro, que |X| = [Y]. Segue que existe bijecdo f : X — Y.
Estenda f a um homomorfismo ¢ : F(X) — F(Y) e f~! se estende para ¢. Ocorre que
Yo : F(X) = F(X) e idpx sdo ambas extensdes de idx. A definicdo de grupo livre
assegura unicidade nesta e, portanto, i) o @ e idpx) sdo iguais. De maneira semelhante,
@ o Y = idpy), provando-se que ¢ é isomorfismo.

Agora, F(X) =~ F(Y). Ha duas possibilidades:
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- Se X, Y forem finitos: a quantidade de homomorfismos de F(X) em Z, é igual
ao numero de func¢oes de X em Z,, que vale 2%, considerando que |Z,| = 2. Do
isomorfismo suposto,

2 = n° de homomorfismos X — Z, = n° de homomorfismos F(Y) — Z, = 2"\,

Segue que |X]| = |Y].

- Se forem infinitos: como F(X) = {classes de equivaléncia de M(X U X)}, vale que
IF(X)| < I M(X U X)I. Por outro lado, X mergulha em F(X) e, assim, |X| < |F(X)|. Usando
o lemaR.1.1.10} |X| = |F(X)|. De maneira semelhante, |Y| = |[F(Y)|. Como F(X) =~ F(Y),
segue a igualdade |X| = [Y]. O

Olhemos para a base de um grupo livre. Se G ~ F(X) para algum X, este é um grupo
livre. Dado i : F(X) — G isomorfismo de grupos, diz-se que i(X) é base de G e que G é
livre em i(X).

Lema 2.1.1.12. A cardinalidade de uma base de um grupo livre é fixa e chamada de
posto.

Demonstragio. Suponha que A, B sejam bases de G. Se A = i(X) e B = j(Y), com
i:F(X) = Gej:F(Y) — Gisomorfismos, entdo F(X) = F(Y). Pela proposicao[2.1.1.11
IX] = Y] = [i(X)| = [j(Y)l, pois i, j sdo isomorfismos. Assim, A e B possuem mesma
cardinalidade. 0

Exemplo 2.1.1.13. Seja F = F(x, y). Mostremos que {x™!, x>y} é base de F. Definai: F — F
comx — x7!, y - x?y. Estende-se a defini¢do de i para os outros elementos do dominio
de modo que seja homomorfismo. Dado y € F,

y = (7% = (i((0)%i(y) = i(x*y).

E, ainda,
x= ()" =) =ik,

Portanto, i é sobrejetor. Do corolério[2.1.1.9} i é isomorfismo e, assim, o conjunto é
base.

Exemplo 2.1.1.14. {yx, xyz} nao é base de F. Se fosse, dada w palavra reduzida, ocorreria
que existiria ¢ : F(X) — F(X) isomorfismo com x - yx,y > xy? e (w) = x. Por outro
lado, Y(w) = @, com @ obtida de w por substitui¢do das letras desta pelas imagens
correspondentes por ¢, isto é: os elementos que eram x sdo trocados por yx; os que
eram y ddo lugar a xy%; as letras x™! recebem x™'y~!; e y~! é visto agora como y2x~!. Por
w ser suposta palavra reduzida, observe que os segmentos compostos por duas letras
sdo tais que

Xy (yx)(xyZ) = yx2y2 yx = (xyz)(yx) = xy3x ¥ - yxyx yz — xyzxy2

1 1

y e (P )Ty =y
Xy_l — (yx)(y—Zx—l) — yxy—Zx—l yx—l — (xy2)(x—1y—l) — xny—ly—l
Ty Ty ) =xTly Ty v () () =y Ty

2 x—ly—lx—ly—l y—z N y—zx—ly—zx—l_

Xy e (Tl Yy ) =y

Ou seja, @ é reduzida e, ainda, @ possui tamanho no minimo 2, se w # e. Absurdo,
pois (w) = x, que possui tamanho 1.
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Proposi¢ao 2.1.1.15. X C G, com G grupo. Sdo equivalentes:

(i) G élivre com base X.

(ii) Para cada g € G, vale que existe tinica representagdo g = xfll e xfn”,n >1,x,€Xe
g = 1, com &4 # =&, 5€ iy = I, OU § € a palavra vazia.

(iii) X geraGel # xfll . -x;”, onden>1,x, € Xee==x1,641 # —¢€,5€041 =i

Demonstragio. Provemos que (ii) e (iii) sdo equivalentes.
(ii) = (iii): da representac¢do de cada w € G como produto de elementos em XUX™!,

tem-se que X gera G. E,ainda,sel = x;'---x;",comn > 1, valeriaque x; ' = x;*---x;" =
n =2. Ouseja, ;' = x;*, absurdo. Desse rnodo 1#x'---x" nas condlgoes dadas.
(iii) = (ii): por X gerar G, tem-se que qualquer g €Gé da forma g =x;'---x",n 2>

1,x;, € X,e = £1,&41 # —&, S€ i,y1 = i, Ou ¢ é a palavra vazia. Se houvesse duas
representacdes, dadas por

g=x" - x"n>0,x, €X e==%1,¢Eu # =&, S€i =i,

g=x"x",m>0,x;, €X,0==%1,0p41 # =0, S€ Jrs1 = Jy,
1 Jm J

entao

L=t = (g

1 Jm

Fazendo os potenciais cancelamentos, tem-se um absurdo, pela afirmacéo (iii).

Agora, falta mostrar que (i) equivale a alguma dessas duas.

(i) = (ii) e (iii): Suponha que G seja livre com base X. Comisso, G =~ F(X) e, portanto,
segue (ii) ou (iii), que sdo propriedades do grupo livre F(X), como dado na defini¢do
de palavra reduzida e no teorema da forma normal para grupos livres.

(ii) e (iii) = (i): por X gerar G, existe um mergulho de X em G. Este induz um
mapa i : F(X) — G, que estd bem definido por (ii), é sobrejetor de G ser gerado por X
e, ainda, é injetor, porque qualquer palavra reduzida néo trivial ndo pode ser mapeada
emleG. m]

Corolério 2.1.1.16. Suponha que X gera G e que ¢ : G — H é homomorfismo tal que
@ix € injetor e p(G) é livre com base ¢(X). Tem-se que G é livre e possui base X.

Demonstragio. Como ¢(G) élivre combase ¢(X), tem-se que a condigdo (i) da proposicao
.1.1.15|se verifica. Logo, vale (iii), isto é, p(X) gera ¢(G) e
1y # y?l e yf“,n >1,y;, € p(X), & = £1, €11 # &, S€ Ip1 = 1y 3)

Suponha que exista n > 1 tal que 1 = x;' - -~ x;". Portanto,

1n = (1) = (p(xi))" -+~ (p(x;,) "

Contradi¢do com (3). Segue que nio existe este n1 e vale (iii) para 1. Como é
equivalente a (i), tem-se o resultado. O

Coroldrio 2.1.1.17. Seja G livre com base X e Y C X. Ocorre que (Y) é livre com base Y.
Corolario 2.1.1.18. Considere F livre de base {x, y} e ¢ : F = Z homomorfismo com
x— 1,y 0.
Nessas condigoes, ker(¢p) ¢ livre e tem base B := {x"'yx' | i € Z}.

Defini¢ao 2.1.1.19. Sejam g, h € F(X) duas palavras reduzidas. Entdo, gh ndo precisa
ser reduzida, mas, se o for, é dita reduzida como escritﬂ A definicdo se estende para

3No original, reduced as written.
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o produto de qualquer quantidade de palavras reduzidas.

Lema 2.1.1.20. a) |gh| < |g| + ||, com igualdade se, e somente se, gh for reduzida como
escrita.

b) Ou a primeira letra de gh coincide com a primeira letra de ¢ ou g se cancela
completamente em gh. Esta tltima configuragdo ocorre se, e somente se, h = g‘lk, com
k palavra reduzida.

c) Ou gh termina com a tltima letra de & ou /i se cancela completamente no produto.
Este tltimo quadro se constata se, e somente se, ¢ = kh™!, onde k é palavra reduzida.

— €1 En

- . 8 ' .
Demonstragio. a) Sejam { b= xél xéﬁ" ,onde n = |g| e m = |h|. Com isso,
- jl jm

0 O
gh — x"g] ...x‘?‘”x'] .
11 n J1

1

. Om < -
X = Ighl| < n+m =|g|+ |kl

xx (I)
Ena 01 _ xx! (II)
Wi T ) xlx (D)
x a7t (D)

vale (I), a palavra é reduzida como escrita e [gh| = |g]| + |h].

- Se i, # ji: ndo hd redugdes a fazer e a palavra é reduzida como escrita, com
ghl = Ig] + |Al.

Admita, agora que |gh| = |g]+|h|. Com isso, ocorre (I) ou a situagdo acima e a palavra
é reduzida como escrita.

b) Utilizando a notagdo do item a), suponha que a primeira letra de gh ndo seja xfll.

-Sei, = jit x . Se vale (II), faz-se redugdes e |gh| < |g| + |h|. Se

Entdo, x{" e xfll se cancelam; xf"‘ll e x?zz ;... se cancelam; xfll e x?“ se cancelam (n < m).
n n— n
Portanto, g é cancelada e
h — xél .. xém — x_fn . x_51x5n+1 . x(sm — g—lk
jl jnz in il jn+1 jnl ’

Suponha agora que h = ¢"'k. Vale que ¢h = ¢(¢"'k) = k, ou seja, ¢ se cancela.
¢) De maneira semelhante ao feito em b). O

Definic¢do 2.1.1.21. Seja g = xfll xfn" uma palavra reduzida. Se i, # i ousei, =i e
eqn = €1, diz-se que g é ciclicamente reduzida.

O nome ficard mais natural adiante, ao se mostrar uma propriedade relacionada a
permutagdes ciclicas.

Lema 2.1.1.22. g é ciclicamente reduzida se, e somente se, gg é reduzida como escrita.

Lema 2.1.1.23. Se g é ciclicamente reduzida, g" é ciclicamente reduzida como escrita
(isto é, ciclicamente reduzida e reduzida como escrita) e |g"| = n|g].

Proposicao 2.1.1.24. a) Qualquer ¢ € F(X) é conjugado a uma palavra ciclicamente
reduzida.

b) Cada permutacdo ciclica de uma palavra ciclicamente reduzida é ainda ciclica-
mente reduzida, onde esta permutagdo designa um rearranjo das letras de modo que
x;' ocupar a posicdo k significa que se tem x;" " .. xTxt xS

I L . In—k+1 o In-1 .

c) Duas palavras ciclicamente reduzidas sdo conjugadas se, e somente se, vieram

uma da outra por uma permutacao ciclica.
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Demonstragdo. a) Se g ja for ciclicamente reduzida, entdo se escreve como e~'ge. Con-
sidere ¢ = xfll .- xfn” reduzida, mas ndo ciclicamente, isto é, i, = i; e ¢, = —¢;. Tome
g =x’-x"!. Tem-se que g = x,'gx;“". Se § ainda ndo for ciclicamente reduzida,
repete-se este passo, o qual tem final porque o tamanho da palavra tomada se reduz a
cada etapa.

b) Usemos indugado na posigéo que passa a ocupar x;,.

-Se for na entrada k = 1: x; x‘1 ) o 11 é reduzida. De fato, é preciso analisar apenas
o segmento inicial formado pelas pr1me1ras letras. Da hipétese de g ser ciclicamente
reduzida, vale que ou i, # i; ou i, = ij,&, # —¢€;. Desse modo, nunca ocorre can-
celamento. Tal palavra é ciclicamente reduzida porque, como g é reduzida, as letras
adjacentes respeitam a condi¢do requerida, em particular o par x‘" lex)”

- Admita que se]a valido se ocupar a entrada k, ou seja, a palavra Clchcamente redu-
zida é x;"* - xxT - x&n” k", COM iy_j41 # Iy—k OU, S€ iguais, €,_+1 # —Enk. Considere

Ip—k+1 n 11
agora a palavra onde x;, estd na (k + 1)-ésima entrada, isto é,

<"51 . x“gn—k—l‘
n—k In NI Ip—k-1

Por g ser tomada ciclicamente reduzida, ndo se tem cancelamento na jungédo de x;,
e x;,. E, ainda, como eram consecutivas, ocorre que i,_i-1 # iy—k OU ly—k—1 = Ip_f, Enk-1 #
—Ep—k-

c) Primeiro, assuma que duas palavras ciclicamente reduzidas sejam permutagdes
ciclicas uma da outra. Com isso,

Enns€l L 41

Pode-se escrever que
§ = (- xyg (- xy

isto é, sdo conjugadas.

Considere agora que g, § sejam ciclicamente reduzidas e conjugadas, com § = u™' gu.
Se esta for reduzida como escrita, vale que nado serd ciclicamente reduzida, porque
termina com a tultima letra de u e se inicia com o inverso desta. Se u~'gu ndo for
reduzida como escrita, # comecga em xs1 - e se cancelaem u~'g¢ - ouem x; " - e se cancela
em gu. Em ambas as possibilidades, u gu = v ho, com [v]| < |u| e h uma permutagdo
ciclica de g. Procedendo desta forma, u™'gu = i, onde 1 é permutacdo ciclica de g. O
processo tem final porque [0 diminui a cada passo. m|

Em é&lgebra abstrata, caracteriza-se um grupo como livre de tor¢dao se o tnico
elemento de ordem finita for o neutro.

Proposigao 2.1.1.25. Grupos livres sdo livres de torcao.

Demonstragio. Tome F livre, g € F \ {1}. Se g ndo for ciclicamente reduzida, considere

um conjugado que o seja (pela proposicdo[2.1.1.24). Usando o lema[2.1.1.23
1" =nlgl #0= ¢" # 1.

Proposicdo 2.1.1.26. Se F é grupo livre e ¢* = h¥,k # 0,¢,h € F, entdo ¢ = h.
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Demonstragido. Assumak > 0e que g seja ciclicamente reduzida (a menos de conjugacéo).
Do lema ¢* é ciclicamente reduzida como escrita. Se h nao for ciclicamente
reduzida, ocorre que I ndo o é. De fato, a primeira e dltima letras de I* coincidem com
as de h (se ndo se cancelarem completamente). Assim, ¢* # i*. Suponha, entdo, que h
seja ciclicamente reduzida. Com isso, do lema h* é ciclicamente reduzida como
escrita. Por ¢* ser k repeti¢des de g e hi* ser k repeticoes de h, tem-se que ¢ = h. m|

O lema abaixo tem carater operacional.

Lema 2.1.1.27. Dados F grupo livre, u,v € Fem,n € Z \ {0}, entdo
a) uv" = v"'u = uv = vu.
b) u"v" = v"u™ = uv = vu.

Demonstragdo. a) uv" = v"u = uv'u™! = 0" = (uou™')" = v". Pela proposi¢do 2.1.1.26
uou! = v = uv = vu.
b) u"v" = v"u" = u" = v"u"v™" = u™ = (V"uv™)". Pela proposicdo 2.1.1.26

u =v"uv™ = uv" = v"u. Do item a), uv = vu. O

Proposic¢do 2.1.1.28. Seja F grupo livre e g, 1 € F. Se gh = hg, vale que ({g, h}) é ciclico,
ouseja, g =u',h =u’, paraalgumu € F,r,s € Z.

Demonstragdo. Utilizemos inducdo em [g| + |Al.

- Se |gl + |h] = 2: ambos tém tamanho 1 e, assim, sdo a identidade e valem as
afirmacdes.

- Assuma que g seja ciclicamente reduzida (a menos de conjugagdo, o que nado
aumenta |g| + k], como demonstrado em a) da proposigdo2.1.1.24).

Se gh for reduzida como escrita, entdo, pelo lema[2.1.1.20} |gh| = |g| + |1| = |hg| = hg
também ¢é reduzida como escrita. Assim, g é um segmento inicial de gh e h, inicial de
hg. Pela igualdade no enunciado, g ou /1 é um inicial do outro, isto é, g = hwou h = gv.
Supondo o primeiro,

hw = ¢ = Ww = hg = ¢gh = hwh = hw = wh.

Como |w| + || < |g| + |h|, pode-se usar a hipbtese de indugdo para se ter que ({w, h})

é ciclicoe w = ut,h = u°. Entdo,
¢ =hw=u".

Se h = gv, procede-se da mesma maneira.

Se gh ndo for reduzida como escrita, ocorre que ¢ = vx‘,h = x~°t. De g ser ciclica-
mente reduzida e terminar em x¢, segue, da defini¢do de ciclicamente reduzida, que g
nado pode comecar em x~¢. Por gh = hg, entdo gh tem mesma letra inicial que hg, a qual,
pelo item b) do lema é x~¢ ou entdo h se cancela completamente. Eliminada a
primeira possibilidade, tem-se que / se cancela completamente, isto é, hg é apenas um
segmento de g e se pode escrever que g = h™'w. Tem-se que

¢g=h"'w=w=hg=gh=h"'wh= hw=wh.
Como |h] + |w| < |g] + |h|, aplica-se a hipdtese de indugdo para se ter o resultado. O

Proposicdo 2.1.1.29. Seja G grupo qualquer. Entdo, G = F/N, para F livre.
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Demonstragido. Tome i : G — G a identidade. Pensando em G apenas como conjunto,
forma-se F(G) e estende-se a fungdo para ¢ : F(G) — G homomorfismo que é sobrejetor.
Do teorema do isomorfismo,

F(G)/N = G,

com N := ker(¢). O

Os grupos livres aparecem nas apresentacdes de grupos, que se tratam de um
método de se descrever um grupo utilizando alguns elementos (geradores) e condigdes
sobre estes (relagdes).

2.1.2 Geradores e relagoes

Definicdao 2.1.2.1. Seja G grupo qualquer e X conjunto. Considere ¢ : F(X) — G
epimorfismo. Entdo, X é denominado um conjunto de simbolos geradores para G sob
¢ e p(X) é uma familia de geradores de G.
Quando conveniente, os geradores sao considerados elementos de G.
ker(¢) é o conjunto de relatores de G sob ¢. Se
€1 En

u=x ---x.-, =X
I In

(?1 e xém
! Jm

forem palavras ndo necessariamente reduzidas com uv™" € ker(p) e p(x;) = a;, entdo

At gt = g% O
I In 1 Jm
é uma relacdo em G. Em particular, se u € ker(¢), a relagdo éa;' - -- l.' =1

Seja H grupo, . SCH. O con]unto de consequéncias de S em H ¢ definido como o
fecho normal (S) := (SH) = ({s" | s € S,h € H}) C H, isto é, 0 menor subgrupo normal
de H contendo S.

Se ker(¢) é o conjunto de consequéncias de R € F(X), chama-se R um conjunto de
relatores definidores de G sob ¢.

Uma apresentacdo de um grupo G é uma expressio (X;R)?, com ¢ : F(X) —» G
epimorfismo e R um conjunto de relatores definidores. Denota-se G = (X;R)*. E
comum a omissdo do homomorfismo.

Quando X, R forem finitos, ocorre uma apresentacao finita e G é chamado de finita-
mente apresentdvel.

Exemplo 2.1.2.2. F(X) possui apresentagdo (X; R)*, onde R = {1} e ¢ = idgx).
Para entender melhor os préximos exemplos, esclarece-se as seguintes notagdes:
Cada relator r € R pode ser substituido pela relagdo r = 1 ou, entdo, por u = v,
quando 7 € {uv™!,v7lu}. Isso ocorre, por exemplo, quando G = (X) é abeliano. Com
isso, xy = yx é usado como relagdo, representando o relator r = x 1y lxy.

Exemplo 2.1.2.3. (x,y | x> = y°x, yx* = x®y) apresenta o grupo trivial. Para vé-lo, note
que
xy4x_1 — (xyZX—l)Z — (yS)Z — y6_
Entéo,
2.4

X y x—Z — x(xy4x—1)x—1 — xy(’x_l — (xy2x—1)3 — (y3)3 — y9.



2.1 Grupos livres 23

Segue que
Pt = P =gy = oy Pty = Ryt ) = Byt =
—— ~———
=3y. =y1x3,
y4x_2 = xy4x_3 = y4x = xy4.
Com isso,
y6 — xy4x—1 — (y4x)x_1 — y4 = yZ =1.

Do enunciado, xy? = y>x = x = yx = y = 1. Pela segunda relagéo,
ypr=xy=>x*=x =x=1.
Exemplo 2.1.2.4. Z, possui apresentagao (x | x").

Exemplo 2.1.2.5. O grupo diedral de ordem 27 tem apresentagdes

D, := <x,y | X", v, (xy)2>, D, := <x,y | x" =y*=1,xyx = y‘1>.

Teorema 2.1.2.6 (Teorema de von Dyck). Seja G = (X;R)” e considere uma aplicagdo
de conjuntos f : X — H, H grupo. Denotando por 0 : F(X) — H o homomorfismo de
grupos que estende f, se O(r) =1,V r € R, existe homomorfismo ¢ : G — H tal que

() = o x),¥ x € X.

Demonstragido. Como, para o epimorfismo ¢ : F(X) — G, ker(¢) é o subgrupo normal
gerado por R e R C ker(0), onde este tltimo conjunto é um subgrupo de F(X), logo
fechado pelas operagdes de grupo, vale que ker(q) C ker(0). Como ¢ é sobrejetor, dado
g € G, existe pelo menos um w € F(X) tal que ¢(w) = g. Podemos formar ¢ : G - H
impondo que ¥(g) = O(w). m|

Coroldrio 2.1.2.7. Existe homomorfismo de (X;R) para(X U Y;RUS),¥V SCF(XUY).

Corolério 2.1.2.8. Seja R € G, com G,H grupos. Se 0 : G — H é tal que O(R) = {1},
entdo existe homomorfismo de grupos ¢ : G/ (R)® — H que satisfaz que 0 = ¢ o 7,
para 7t : G — G/(R)® a projecdo candnica.

Um mesmo grupo pode possuir diferentes apresentagdes e, para relaciona-las, usa-
mos 0s conceitos que se seguem.

Defini¢do 2.1.2.9. Seja (X; R)” uma apresentagdo de G. Entdo, (X; R U S)? também o é,
se S C (RY¥, Diz-se que (X; RU S)? vem de (X; R)” por uma transformagio de Tietze
geral de tipo I e que o sentido contréario é feito por uma transformacao de Tietze geral
de tipo I'. Se |S| = 1, ha transformacdes de Tietze simples.

Considere Y um conjunto disjunto de X e u, € F(X) associado a cada y € Y. Entdo,

<X UY|RU {yu;l}yp ¢ uma apresentacdo de G, com Y(x) = @(x) e P(y) = @(u,). De
fato, seja N o subgrupo normal de F(X U Y) gerado por RU {yu;l}. Com isso, ¢ induz
homomorfismo sobrejetor 7w : F(X U Y)/N — G, pois (R U {yu;l}) = 1. Pelo teorema
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de Von Dyck, ha epimorfismo 0 : G — F(X U Y)/N tal que 0(p(x)) = xN. Segue que
o0 :G — G éaidentidade. E, ainda, de

0 o (yN) = 6 (y)) = O(p(uy)) = uyN = yN,

valeque Oom: F(XUY)/N — F(XUY)/N é aidentidade. A forma como se obtém esta
apresentagdo comegando de (X;R)? é uma transformacdo de Tietze geral de tipo II.
Considerando o sentido contrario, tem-se uma transformacao de Tietze geral de tipo
IT". Se |Y| = 1, hé transformacdes de Tietze simples.

Teorema 2.1.2.10. Quaisquer duas apresentacdes de um grupo podem ser obtidas uma
da outra por uma sequéncia de transformacdes de Tietze gerais. Se ambas forem
finitas, este procedimento pode ser realizado empregando apenas transformagdes de
Tietze simples.

Demonstragio. Sejam (X; R)* ,(Y; Sy duas apresentacoes de G.

(i) Assuma que X N'Y = (). Para cada y € Y, tome u, € F(X) dado por y(y) = ¢(u,).
De maneira semelhante, a cada x € X, associa-se v, € F(Y) tal que ¢(x) = Y(vy).
Defina, ainda, 6 : F(XUY) — G com Q(x)_: ) . Tem-se, assim, uma apresentacao

0(y) = p(uy)
0
<X UY|RU{ yu;1}> de G, que adveio de (X; R) por uma transformacéo de Tietze geral
de tipo IL.
Pela construcdo de 0, tem-se que 0(y) = ¢(u,) = Y(y). Se w € F(Y), entdo se pode
0(s) =y(s) =1
0(vx) = P(02) = @(x) = O(x)
0
Desse modo, a apresentagdo <X UY|R,S,{ yu;l}, {xv;1}> vem da anterior por uma
transformacdo de Tietze geral de tipo I. De forma simétrica, esta é obtida de (Y; S) por
uma de tipo II seguida de uma de tipo I. Inversamente, portanto, (Y; S) vem da tltima
por I’ seguida de II"”.

(ii) Suponha que XNY # 0. Calcula—sef( tal que 0 : X — X seja bijecioe XN(XUY) =
0. Segue que G é apresentado por <5(; R>(P, onde R vem de R ao se trocar x por 9(x), e o
mesmo para ¢. Do desenvolvido em (i), esta apresentacdo vem de qualquer outra por
uma sequéncia de transformacdes de Tietze gerais.

(iii) Supondo que hé finitos elementos nos conjuntos X, Y, R, S, cada transformagéao
pode ser trocada por um ntimero finito de transformacdes de Tietze simples. m|

aplicar ¢ e se escrever que (w) = O(w). Em particular,

Proposic¢ao 2.1.2.11. Suponha G finitamente gerado, G = (Y; S)lp. Entdo, hda um subcon-
junto finito de Y que gera G.

Demonstragio. Seja X subconjunto de G, |X| < o0, G = (X). Cada x € X é produto de
um numero finito de elementos de ¢(Y) U ¥(Y)™!. Com isso, ha Y; C Y finito com
X € (P(Y1)). Como este altimo é fechado pela operagdo de grupo, contém o grupo
gerado por X, isto é, G. Tem-se que (Y1) gera G. m]

O resultado acima trata do conjunto gerador para G. Mas, pode-se querer mudar o
conjunto de relatores definidores, o que é feito pela

Proposi¢do 2.1.2.12. Considere G grupo com apresentacao finita (X; R)* e outra apresentacao
(Y;S)Y, Y finito. Entdo, existe S C S finito com G = (Y; S1)".
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0
Demonstragio. Pelas notagdes no teorema, G admite apresentacdo <X uyY;T, {xv;1}> ,
com T := RU {yu,'}.

Denote por f o correspondente de t ao se trocar x por v, e redna-osem T := {f | t € T}.

] ' F(XUY)
Ser:F(XUY)— F(XUY)/N é aprojecdo candnica, para N := <xv;1> , entdo

ni(vy,) = m(x) = 7(f) = n(t).

Portanto, f é consequéncia de t e dos relatores xv;l.
Desse modo, por uma transformacgédo de Tietze geral de tipo I, tem-se apresentacao

- 6 - 6
<X UY;T,T, {xv;1}> . Com uma de tipo I, tem-se <X uY;T, {xv;1}> )
Para a afirmagdo do enunciado, procede-se da forma: v, € F(Y) = T C F(Y).

Aplicando uma transformacéo de tipo II’, atinge-se <Y; T>lp.

Mas ainda ndo se mostrou que o conjunto de relatores definidores pode ser extraido
finito de S. Note que T é finito porque foi construido usando X, Y, R, que sdo finitos.
Como T C (S)F (X), segue, da definicdo de fecho normal, que T é produto de uma
quantidade finita de conjugados de S e seus inversos. Fixando uma expressdo para
cada f, defina S; := {elementos de S na expressdo}. Em particular, |S;| < co. Por

<T>F(Y) = ker(p) = (S)'Y), entdo ker(1)) é (51)"™ e podemos usar S; na apresentagio. 0O

2.1.3 Produtos livres

A segdo é constituida de teoremas sobre existéncia e afirmagdes de propriedades
dessas estruturas, com terminologias ja tendo sido expostas antes.

Definic¢ao 2.1.3.1. Seja {G,} uma familia de grupos, i, : G, — G homomorfismos de
grupos. Diz-se que (G, {i,}) é um produto livre dos G, se, para quaisquer grupo H e
homomorfismos f, : G, — H, ocorrer que existe tinico homomorfismo f : G — H com
fo=foiyVa.

O produto livre é tinico no sentido da

Proposic¢ao 2.1.3.2. Sejam (G, {i,}), (H, {j.}) dois produtos livres da familia {G,}. Entdo,
existe tinico isomorfismo f : G — Hcom j, = f o1,V a.

Demonstragio. Da definicdo de produto livre, existem homomorfismos f : G — H com

jo = foi, (por (G, li,}) ser produto livre) e f : H — G tal que i, = f o j, (por (H, {j.}) ser
produto livre). Tem-se que

iv=foja=fo(fois)=(fof)oi,
iy = idg o iy.

Como existe tinico homomorfismo que decompde i, pode-se afirmar que idg = fof.
De maneira semelhante, f o f = idy e ocorre o isomorfismo. m]

Proposicao 2.1.3.3. Considere (G, {i,}) produto livre dos G,. Entao, i, é injetor.

Demonstragio. Provemos, primeiro, que, fixado a, se existirem grupo H e homomorfis-
mos fg: Gy = H, ¥ f, com f, injetor, entéo i, € injetor.

De fato, da definicdo de produto livre, existe homomorfismo f : G — H com
fo = f 0i,. Como f, é injetor, tem-se a injetividade de i,.

Tomando H := G,, f, = idg,, fs(Gg) = {en}, ¥ B # a, vale a injetividade de i,. O
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A unicidade do produto livre foi assegurada a menos de isomorfismo. Garante-se,
ainda, a existéncia de algum.

Teorema 2.1.3.4. Qualquer familia de grupos G, possui um produto livre.

Demonstragdo. Tome uma apresentacdo (X,; R.)?* de G,. Se X, N X3 # 0, troque X, por
um conjunto em bijecdo com este tal que valha a condi¢do de serem dois a dois disjuntos.
Seja G := F(U,X,)/ (U R)E UeXo) " Com isso, G possui apresentacdo (U, X,; U,R,)?, onde
¢ : F(U,X,) — G é a projecdo (logo, sobrejetora). Pelo teorema de von Dyck, a inclusdo
i: Xy = UpX, induz homomorfismo i, : G, = G. Provemos que (G, {i,}) é produto
livre.

Considere f, : G, = H, que induzem ¢, : F(X,) = H com ¢,(R,) = ey. Entdo, hd
Y : F(U,X,) — H que estende 1,, ou seja, que ¢x, = ¢,. Por P(U,R,) = ey, entdo ¢
induz f : G- Hcom ¢y = fog. E, ainda, se x, € X,,

f o ia((Pa(xa)) = f((P(xa)) = lab(xa)'

Como @,(X,) gera G,, entdo f, = f o i,.
A unicidade de f ocorre porque G é gerado por Ui, (@a(Xy,)). m]

Com esses resultados iniciais, estabelece-se a notagdo para o produto livre da
familia G,,.

Exemplo 2.1.3.5. Dados dois grupos ciclicos de ordem 2, o produto livre deles tem
apresentagdo {a, b | a%,b*). Este produto livre é isomorfo ao grupo diedral infinito, isto
é, Doo = Zz * Zz.

Teorema 2.1.3.6 (Teorema da forma normal). Seja (G, {i,}) o produto livre dos G,. Entdo,
a) Cada i, ¢ homomorfismo injetor.
b) Tratando i, como uma inclusdo, cada g € G\ {e} tem tnica representagdo

g=91"9u & € Gy \le}, a, # a1, 5e r < m.

Portanto, os elementos de um produto livre de grupos sdo produtos alternados de
elementos dos grupos originais.

Demonstragio. a) Provado na proposigao
b) Para facilitar a escrita, considere g, := i,(g,) € G. Como G é gerado por U,i,(G,),
entdo todo u € G pode ser escrito como g1 - - - §,, com g; € G,, e potencialmente a, = a,41.
Se dois elementos adjacentes pertencerem a0 mesmo grupo e g,+1 # g, ', considere

u= gl e 'gr—lflgr+2 e 'gn/
onde hh := ¢,81+1 € Gy, \ {e}.

Se os elementos consecutivos estiverem no mesmo grupo e um for o inverso do
outro, pode-se removeé-los e, assim,

u= gl "'gr—lgr+2"'gn-

Prosseguindo indutivamente, ha no minimo uma forma de escrever 1 como pedido.
A unicidade seguira pelo método de van der Waerden (como no teorema[2.1.1.6). Seja
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S conjunto das sequéncias (g1,...,8x), 8 € Ga, \ le}, @, # a1 e contendo a sequéncia
vazia.
Tome, para a fixadoen € N, g, € Gy, \ {e} e defina um mapa de S em S com

(galgll"-/gn),sea ?& al
(gl,-.-,gn)H (gag],...,gn),sea:alegaglie )
(82/---,8n)se @ =1 € g1 =

Com isso, tem-se uma fun¢do ¢, : G, = B, onde B := {f : S = S| f é funcdo}
e pu(e) = ids. Vale que ¢, preserva o produto e, assim, é mapeado no grupo de
permutagdes de S, denotado por Perm(S). Este age a esquerda de S.

Considere agora ¢ : G — Perm(S) o homomorfismo a partir das ¢, tal que poi, = @,.
Tomeu € G,u =hy ---hy, hi € Gy, \le}, a; # aivq. Se abijecdo ¢(u) for aplicada a sequéncia
vazia, tem-se (hy, ..., h,). Com isso, os h; determinam a inica representacdo de u. O

Proposicao 2.1.3.7. O produto livre de uma quantidade finita de grupos finitos é resi-
dualmente finito.

A afirmacdo adquire mais for¢a com a versdo abaixo, em que se exige menos.

Corolério 2.1.3.8. O produto livre G de grupos residualmente finitos é residualmente
finito.

Demonstragio. Sejam H, M grupos residualmente finitos e § = hymhymy - - - h,m, # e um
elemento de G = H = M. Por se supor H, M livres, existem subgrupos normais H; C H
e M; C M tais que [H : H],[M : M;] < co e h; ¢ Hy, m; € M. De fato, pode-se ter um
tnico grupo normal H; (e M;) para todos os h; (e m;) porque se toma a interse¢do dos
grupos normais obtidos individualmente para cada elemento.

Considere as proje¢des canonicas H — H/H; e M — M/M,. Elas induzem um
homomorfismo ¢ : H+ M — H/H; * M/M; tal que ¢(g) # e. Isso ocorre porque
¢(g) = hymy - - - h,m, é, por construcdo, elemento reduzido no produto livre H/H;+*M/M;,
com todos os h;, m; ndo triviais em H/H,, M/M;, respectivamente.

Agora, os contradominios sdo finitos e se pode usar a proposicdo para se
ter que H/H; * M/M; é residualmente finito. Pela defini¢do de residualmente finito,
existe subgrupo normal K c H/H; * M/M; ndo contendo ¢(g) e com indice finito
neste produto livre. Pensando no teorema do isomorfismo, existe um homomorfismo
¢ : H/H; * M/M; — P tal que

Im(¢) = (H/H; » M/M,)/K.

Em particular, Im(¢) é finita. E, ainda, ¢(g) € K = ¢(p(g)) # e.
Tome ¢ o @. O kernel deste mapa é subgrupo normal de H*M = G que possui indice
tinito neste e ndo contém g. Segue o resultado. m|

Proposicdo 2.1.3.9. Se G, sdo subgrupos de G, sdo equivalentes:
(i) G é o produto livre dos G,.
(ii) Cada g € G\ {e} admite tinica escrita g; - - - gu, onde g; € G,, \ {e}, a; # is1.

(iii) G é geradopelos Gy e g1---gn #e, 1 >0, g € G, \ {e}, a; # ais1.
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Demonstragio. (i) =(ii): segue do teorema da forma normal.

(iii) = (i): por haver homomorfismo ¢ : *G, — G com ¢, a inclusdo, ocorre, da
hipétese de G ser gerado pelos G,, que ¢ é sobrejetor. Por e ndo admitir escrita como
dada em (iii), vale que o kernel é trivial, pois, se

g=hy...h, €ker(p), n>0=ec=¢p(g) = phy) - phy).

Contradicdo com (iii). Desse modo, tal g ndo existe e ¢ é isomorfismo.
A equivaléncia de (ii) e (iii) ocorre como na proposicao[2.1.1.15 O

Sejam u = g1---gn, 0 = hy,--  hy € *G,, gi,hi € G, \ {e}. Outros termos que
possuem uma versdo para o produto livre de grupos sdo

e Reduzido: se a; # a;,1, 0 produto é dito reduzido.

e Reduzido como escrito: dados u, v produtos reduzidos, diz-se que uv é reduzido
como escrito se g,, b1 ndo estiverem no mesmo grupo.

Amalgamento: ocorre quando g,, h; estiverem no mesmo grupo e g,h; # e.

Cancelamento: se g, Ii; estiverem no mesmo grupo e g,/h; = e. Com isso,

= |u| + |v|, se for reduzida como escrita
luv|{ = |ul+|v| =1, se houver amalgamento
< |u| + |v|, se houver cancelamento

Ciclicamente reduzida: ocorre quando u possui, na escrita acima, n = 1 ou se
a, # ay. No produto livre de grupos, é valido o que se mostrou para elementos
de grupos livres: cada um deles é conjugado de um ciclicamente reduzido.

Defini¢ao 2.1.3.10. Sejam Gy, G, G, grupos, com iy : Go — G, k = 1,2, homomorfismos.
Seja G grupo e suponha ji : Gx = G, k = 1,2, homomorfismos. Chama-se (G, ji, j») de
push-out de (i1, ;) se

(i) j10i = jpoir: Gp — G. Desse modo, tem-se diagrama comutativo
Go — G1
) il
G —L— ¢
(ii) Para todo grupo H e @i : Gy — H que verifique que @1 0i; = @, 01, : Go — H, exista

tnico homomorfismo ¢ : G — H tal que ¢ = @ o ji : Gy — H.

Note que, pela unicidade estabelecida na condi¢ao (ii), o push-out é tnico a menos
de isomorfismo. A prova é como a feita no lema De fato, suponha que (G, j~1, ]72)
seja outra tripla de push-out. Com isso, existe ¢ : G — G tal que jix = ¢ o ji. Por outro
lado, existe ¥ : G — G com ji = ¥ o ji. Ou seja,

fe=1oje=1po(Poji).
O mapa id; tem o mesmo papel que ¢ o ¢ e, da unicidade em (ii), sdo iguais. O
mesmo ocorre com ¢ o 1 = idz. Logo, ¢ é isomorfismo.
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Teorema 2.1.3.11. Qualquer par (i, 1) possui push-out.

Demonstracdo. Considere (Xy; Rk>9" apresentagdo de Gy, com X; N X, = 0. Seja Y gerador
de Gy e, para cada y € Y, denote por w,; € F(X) o elemento que tem Ox(wyi) = ix(y).
Defina G o grupo com apresentagdo <X1 U X5; Ry, Ry, {w;llwyz}>. Com isso, ha mapas
jk : Gk = Ginduzidos pelas inclusdes de X; em X; UX,, com G gerado por j;(X1)U j2(X2).
Entédo, ha no médximo um homomorfismo de G com valores especificos nessa uniao.
Suponha que exista ¢y : Gy — H tal que @q0i; = @,01; e defina Y : F(Xx) — Husando
@ e impondo que seja trivial em Ry. Pelo teorema de von Dyck, o homomorfismo
0: F(X; U X;,) = H, com Ox, = Y, define ¢ : G — H. Por construgdo, ¢ o jx = @i, que é
a condicdo (ii) da defini¢do de push-out. O

Algumas propriedades sdo enunciadas abaixo.
Corolario 2.1.3.12. Se G, = {e}, o push-out de (i, i;) é G1/ (il(Go))Gl.

Demonstragio. Tome G1 = (Xj;R;) e considere que {e} = G, = (X3, R;), onde X, = Ry =

{e}. Pelanotagdono teorema de existéncia, sejam Gy = (Y)e G = <X1 U X5; Ry, Ry, {w;l1 wy2}>.

G
Mas, X; UX; = X; ew,, = e. Portanto, G = <X1 iRy, {wy1}> =G/ <{wy1}> . Pela definicao
de wy e de Gy = (Y), tem-se que {w,;} = i1(Gop). Segue o resultado. O

e Os mapas ji, j» ndo precisam ser injetores. Por exemplo, seja G; grupo simples,
isto é, que ndo possui subgrupo normal diferente de {¢}, G;. Considere que haja ;
injetor e i, sobrejetor, mas ndo injetor. Tome w € Gy \ {e} tal que w € ker(i,) (existe
porque este mapa ndo é injetor). Desse modo, i1(w) # e, com

j10i1(w) = jp o ir(w) = jae) =e.

Ou seja, i1(w) € ker(j1). Por G; ser simples e ker(j;) < Gy, tem-se que ker(j1) = G;.
Portanto, este é o mapa trivial Da sobrejetividade de i,, dado g, € G, existez € Gy
tal que ix(z) = g». Entéo,

J2(82) = j2(i2(2)) = j1(i1(2)) = e = j, é trivial.
Portanto, o push-out é trivial.

e Se os homomorfismos iniciais ij,i, forem injetores, diz-se que o push-out é o
produto livre amalgamado de G; e G, com Gy amalgamado, | G; *¢, G2 | Trata-se

Go como subgrupo de Gy, G; e i1,1, como inclusdes. Serd mostrado adiante que,
nessa configuracdo, j;, j» sdo injetores.

Para o produto livre amalgamado, tem-se uma versado do

Teorema 2.1.3.13 (Teorema da forma normal). Seja G = A*cB. Sdo vélidas as afirmacdes
a) ja, jp sdo monomorfismos e, portanto, pode-se pensar em inclusdes, com A, B € G.
b) ja(A) N js(B) = ja(C) = jp(C).
c) Qualquer elemento de G pode ser unicamente representado por

Uy---uc, n>0, ce€C, uy,...,u, alternadosde S\ {e}, T\ {e},

onde S, T sdo transversais a esquerda de C em A e B, respectivamente (ou seja, sdo
conjuntos que interseccionam cada classe lateral aC, bC em exatamente um elemento).
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Demonstragio. A ultimaigualdade em b) ja é sabida, porque, pela defini¢ao de produto
livre amalgamado ter i3, i, injetores, vale que C =~ Im(is) = ia(C) e C = Im(ig) = ig(C).
Como, em um push-out qualquer, j; o i1 = j, 0 iy, entdo

ja(C) = ja(ia(C)) = j((i5(C)) = js(C).
c) Provemos que, dado g € A *¢ B, hé tnicos uy,...,u,,c com § = u;---u,c, onde
ja(a) :=a, jp(b) :=D.
Cada g pode ser escrito como g, - - - §;, gi € (AUB). Se termos consecutivos estiverem
no mesmo conjunto, reescreva

g§=8 '?i—lﬁgnz 8 h= 8i8iv1-

Se continuarmos verificando a origem dos elementos adjacentes e fazendo estas
alteragdes, ocorrerd que ¢ = ¢ ou o produto alternado de elementos de

A\CB\C 4)

Aplica-se indugdo, com g, - -+ &, | = Uy -+ Uy_1C, u; € (SUT) \{e}, uy € §1C, u; € CgiC,
sei>1,eondeu; é alternado de S\ {¢}, T \ {e}. No passo indutivo, pode-se escrever que

g= Uy-- 'Hn—lgn = Uy Upah = Uy Uy qUyd,
onde h = cg, pode ser trocado por algum u,d, com u, € (SUT).

De u,d = cg,, vale que u,, = c¢g,d! € Cg,C. Tem-se que u, ndo é o elemento neutro,
porque, se o fosse, d = u,d = cg, = g, = ¢"'d € C. Contradi¢do com (EI)

Falta provar a unicidade de c), que segue o método de van der Waerden (apresentado
no teorema e que pode ser lida em ([5])).

b) A igualdade ja(A) N jg(B) = ja(C) ocorre pela unicidade garantida no item c).

a) Suponha, por absurdo, que j4 ndo seja injetor. Logo, existe A\ {e} tal quea € ker(ja).
Escrevaa = uc, onde u € S\ {e}, c € C. Vale que a € ker(ja) = lc=1c=a=uc Da
unicidade da forma normal, 1¢ = uc. Contradi¢ao com a diferente do elemento neutro.
O mesmo se usa para a injetividade de 3. m]

Teorema 2.1.3.14 (Teorema da forma reduzida). Se G = A #¢ B, tratando j4, jp como
inclusodes,

a) Qualquer w € G\ Cédaforma g;---g,, n>1, g alternadode A\ C B\ C.

b) Se valida a escrita de w feita em a) e w = hy ---h,, com elementos alternados,
tem-sequem =neh; € $1C h, € Cgy, hi € CgiC V1 <i<n.

cwé¢ (AUB),sen>1.

d) Um produto g1 ---g», n > 1, g; alternado de A \ C, B\ C ndo pode estar em C.

Dispdem-se algumas terminologias sobre o produto livre amalgamado que remetem
ao estudo dos grupos livres.

e Sew = g1---gn, gialternados, esta é a forma reduzida de w.

e O inteiro n é o tamanho de w, dado por |w|. Este estd bem definido pelo item b)
do teorema da forma reduzida. Tem-se que

lwl=1owe(AUB)\C.

¢ € C possui tamanho 0.
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e Qualquer w ¢ C é conjugado de algum g; --- g, na forma reduzida, onde g1, g»
ndo estdo ambosem A\ Couem B\ C,sen # 1.

Proposicao 2.1.3.15. Sejam A, B subgrupos de um grupo G e considere C := A N B.
Entdo, G = A *c B se, e somente se, para qualquer w € G \ {C}, existirem g, ..., g,, com
w = g1---gn, todos eles alternados de A \ {C},B\ {Cle g1---g. #e.

Demonstragio. Suponha que se tenha o produto livre amalgamado de A e B com C. Pelo
teorema da forma normal, valem as propriedades enunciadas.

Se G é o grupo com tais condices, as inclusdées A — G,B < G originam homo-
morfismo ¢ : A *c B — G, que é injetor e sobrejetor pelas condi¢des do enunciado. O

Proposicao 2.1.3.16. Seja G = A c B,A; € A,B; C B, tais que
A1ﬂC:BlﬂC:=C1.

- _ . ~ (A, B)yNnA=A4A;
Entdo, (A1, B1) = Aj *¢, B1 e valem as intersecoes { (Ay,B;YN B = B,
Proposicao 2.1.3.17. Se G = A *¢c B, com G, C finitamente gerados, entdo A, B o serdo.

Demonstragio. Escrevendo cada g € G como produto de um ntimero finito de elementos
em A U B, considere Ay, B subgrupos de A, B, respectivamente, dados por

Ay :=(C,{a € A|a aparece na expressdo de algum gerador de G})
By :=(C,{b € B | b aparece na expressado de algum gerador de G}).
Note que A; N C = B; N C = C. Pela proposigao
(A1,B1) = A1 #c B, Ay = (A1, B) NA.
Mas, por construcao,
(A1,B1)=A+B=G=(A;,Bi)NA=GNA=A.

Dessas duas igualdades, A; = A. Como A; foi formado finitamente gerado, A
também o é. O mesmo se faz para mostrar que By = B. O

Para encerrar esta se¢do, é conveniente unir os conceitos de produto livre e de
produto livre amalgamado, onde este tltimo é um nome atribuido a um push-out com
fungdes iniciais injetoras. Considere a familia {G,} e seja Gy = {e}, com homomorfismos
injetores i, : Gy — G,. Forma-se, entdo, o produto livre amalgamado *;,G, := G, que
é o push-out (G, {j,}). Esta estrutura coincide com o produto livre dos G, estabelecido
na primeira defini¢do da secdo.

214 Subgrupos de grupos livres

O objetivo desta subse¢do é provar que subgrupos de um grupo livre sdo livres.
Serdo estipulados alguns termos a fim de chegar até isso.

Definigao 2.1.4.1. Seja F(X) grupo livre. S C F(X) é dito reduzido de Nielserﬂ se

*No original, Nielsen reduced.
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() e¢S.
(i) |ow| > |v|,Y v,w € SU S tal que vw +# e.
(i) |uow| > |u| + |w| = |0, Y u,v,w € SUS™!, com uv # e, vw # e.
Em (ii), vale que [w™ o7 > [w™| = |ow| > |w].
Definicdo 2.1.4.2. Dado v € SU S7}, denote
A(v) := maior segmento inicial de v que some na redugdo de uv, com

ueSuUS™t uv+e.
p(v) := maior segmento final de v que se cancela na reducdo de vw, com
weSUS vw#e.

Tem-se que
A@™H™ = p(o).

Lema 2.1.4.3. Seja S um conjunto reduzido de Nielsen. Se v € SU S, entdo existe
segmento de v da forma u(v) # e com

v = A©)u(v)p(v)
reduzida como escrita (como na definicao[2.1.1.19).

Lema 2.1.4.4. Seja S reduzido de Nielseneuy,...,u, €S US~! tais que iy # ui‘l, Yi<n.
Quando u; - - - u, for reduzido, os cancelamentos nado afetardo qualquer p(u;). E, ainda,

|u2"'un|
Ui+ U 2 .
& o { [ZFREES 7MY

Demonstragdo. Usemos indugdo em n.
-Se n = 2: escreva

urty = A(uy)p(ur) p(u1)A(uz) u(uz) p(us).

O maximo que se remove € p(u;) e A(uy);

- Hipé6tese de indugdo: admita provado para um produto de n — 1 fatores u;.

- Passo indutivo: pela H.I., os cancelamentos requeridos durante a redugdo de
up - - u, ndo afetam os p(u;), Vi€ {2,...,n}. Desse modo, u, - - - u,, tem que comegar em

Auz) u(u2).

Pela definicdo de p(u1) e de A(up), vale que, em u;ju,, 0 cancelamento ndo pode
afetar p(u1) ou u(uz), como argumentado no caso base. Por u; - - - u,,, u, se iniciarem em
Auz)u(uz), tem-se que os cancelamentos em u; - - - 1, ndo atingem u(u;) ou p(uy). Nao
afeta, portanto, u(u;),i > 2, por estarem a direita de p(u5).

Provemos agora as duas desigualdades do lema. Seja S um conjunto reduzido de
Nielsen. Dado v € SU 5™, tome w € SU 57! tal que o segmento de v cancelado na
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reducdo de vw seja p(v). Por ser um cancelamento também em w, entdo |A(w)| = |p(v)| e
se tem que

vw = A@) (@) w(w)p(w) = |w| < low| = [v] + [w| - 2|p(v)| = [v| > 2|p(v)],

onde a primeira desigualdade advém da defini¢do de reduzido de Nielsen.

Por esta desigualdade, ocorre que, na escrita de u; - - - u,, adiciona-se pelo menos
2p(u1) em comparagdo com Uy - - - U,. Assim, |u ---u,| > |up---u,|. De maneira seme-
lhante prova-se a outra desigualdade. m|

s n
Corolario 2.1.4.5. |uy---u,| > { Vi
Coroldrio 2.1.4.6. Se S é reduzido de Nielsen, é base livre do grupo (S), ou seja, (S) é
grupo livre com conjunto gerador S.

Definic¢ao 2.1.4.7. Atribua uma boa ordenagdo < ao conjunto X, isto é, dois elementos
quaisquer sdo compardveis (ordenacdo total) e cada subconjunto ndo vazio admite

El...xg”

menor elemento. Sejam { = xé} xéﬁ palavras reduzidas. Escreve-se que w << v
: T T
quando uma das condicdes se verificar

1. n <mou

2. n = m e existir k tal que i, = j,, ¢ = 6,,¥Y r < k e, ainda, para o k-ésimo termo
ocorrer que (x;, < xj,) ou (ix = ji, &k =1, O = —1).

Segue da defini¢do, que
W << U= uw << Uv,

se ambas forem reduzidas como escritas.
Esta é uma boa ordenacdo. Sera usada na

Defini¢ao 2.1.4.8. Define-se a relagdo de ordem < com w < v se ocorre que
1. |w| < |v| ou
2. |w| = |v| e h(w) << h(v) ou
3. |lw| = |v] e h(w) = h(v) e, ainda, h(w™) << h(v™?),

onde h(w) é o segmento inicial de tamanho n oun +1 em w, se |w| = 2n ou 2n + 1,
respectivamente.

Esta é uma boa ordenacéo.

Proposi¢do 2.1.4.9. Dados G < F(X)ea € G, defina G, :={{ge G| g<a}). SeA:={ae
G |a ¢ G,}, entdo, A é um conjunto reduzido de Nielsen de geradores de G.

Demonstragio. Provemos por indugdo transfinita que G € (A). Para isso, usaremos
a ultima relacdo de ordem definida. Fixe a € G e suponha que se mostrou que, se
g € G, g <a,entdo g € (A). Com isso, cada gerador de G, estd em (A) = G, C (A).

- Se a € G,: como vale a inclusdo acima, entdo a € (A). Pela arbitrariedade de a
tomado em G, segue que G C (A).
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-Sea ¢ G,: da definicdo de A, tem-se quea € A = a € (A) = G C(A).

Vale que A gera G.

Mostremos agora que é reduzido de Nielsen. Se e € A, entdo e ¢ G,, onde, por
defini¢do, G, = ({g € G| g <e}) = (D). Segue que e € G,. Contradi¢do. Portanto, e ¢ A.
Tem-se a condicéao (i).

Admita que, paraalguns x, y € A, x # y, ocorra que [x°1°| < |y, ¢, 6 € {1} escolhidos.
Vale que x € <xfy5, y> Y€ <x5y“’, x>, mas

- Se y < x: por defini¢do, G, = ({g€ G| g < x}) = y € G,. Como x estd em um
grupo gerado por y e outros elementos, ocorre que x € G, = x ¢ A. Contradigdo.

-Sex<y: G, =({ge G| g<y}) = x€G,. Como y estd em um grupo gerado por x
e outros elementos, y € G, = y ¢ A. Contradigao.

Provou-se (ii). Para a dltima condic¢do, note que ela é valida a menos que existam
x,Y,z€A,x# Yy #zcom

Xt =up™
Y =pg
z1=qu,

onde ¢,6,1n € {£1}, com |p| = |g],Ip| < |ul,|p| < |v] e ndo se pode cancelar pe vouu e g .
Assuma, sem perda de generalidade, que 6 = 1. Comoy € A,entdo y ¢ ({ge€ G| g <
y}) = G,. Segue que y < y'. Por definigéo,

p=h(y) <<h(y™) =4q.

-Sen =1: entdo, z = qu e, por h(y) = p << g = h(z), tem-se que y < z. Assim, y € G,.
E, ainda,
yz = (pq ")(gv) = pv < qv = z.
Com isso, yz € G,. Dessas duas tltimas inclusées, z € G,. Contradi¢do com z € A.
- Se 1 = —1: pode ocorrer apenas que |z| = |y| ou que |y| < |z|. Supondo este tltimo,
entdo y <z = y € G,. Vale que

zy =@l Ygp ) =ovlp <oyl =z zy ! € G

Por essas duas inclusdes, z € G,. Contradi¢do com z € A. Desse modo, |y| = [z].
Segue que y = pg !,z =v"g ! e, assim, |p| = [0].

-Se p << v7!, entdo h(y) = p << v = h(z) e, portanto, y < z. Pela defini¢do do
conjunto G;, y € G;. E, ainda,

zy =g ap) =0Tp <oTlg =z

Com isso, zy ! € G,.
DeyeG;.e zy‘l € G, segue que z € G, que, como antes, é uma contradigdo com
z€A.
-Se v™! << p: portanto, h(z) << h(y) = z < y = z € G,. Vale que
zy = (g )gp)=0Tp<pg =,
ouseja, zy~! < ye, assim, zy! € G,.
Das duas ultimas inclusdes , y € G,. Contradigdo com y € A.

Desse modo, nenhuma das possibilidades se concretiza e vale a terceira condigdo
da definigdo (2.1.4.1). O
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Abaixo, o teorema da secdo.
Teorema 2.1.4.10. Todo subgrupo de um grupo livre é livre.

Demonstragio. Se G < F(X), pela proposicao hé base A de G que é reduzida
de Nielsen. Do corolério 2.1.4.6, A gera (A) livremente. Como (A) = G, segue o
resultado. O

2.2 Homologia

Defini¢dao 2.2.0.1. Dado R anel associativo e com identidade 1z, um R-médulo a es-
querda é definido por um grupo abeliano A com notagdo aditiva e uma operacédo binaria
O0:RxXA— Atalque,ser,r’ €R, a,a’ €A,

(i) O(r,a+a’) = 0O(r,a) + O(r,a’).
(ii) O(r +1',a) = O(r,a) + O(7, a).
(iii) O(rr’,a) = O(r, 6(1',a)).

(iv) 6(1g,a) = a.

Pelas propriedades (iii) e (iv), quando R é corpo, entdo 6 é uma agdo do grupo
multiplicativo de R sobre o conjunto A.

Se O(r,a) =04,V r€ R,a € A, tem-se o médulo trivial.

E comum o uso da notacdo 6(r,a) := ra.

De maneira andloga, um R-médulo a direita segue todas as afirmagdes acima menos
(iif), que é estabelecida como

(iii") O(rr’,a) = 6(r', O(r, a)).

Pode-se ter um moédulo a esquerda e a direita, isto é, A S-mddulo a esquerda e
R-moédulo a direita, com lei associativa

s(ar) = (sa)r,Yae A,re R,s €S.
Denota-se sAr 0 chamado (R — S)-bimédulo.

Definic¢do 2.2.0.2. Sejam A, B R-mdédulos a esquerda. Uma funcdo f : A — B é um
R-mapa se

() f(a+a’) = f(a) + f(a’). Isto é, f é um homomorfismo entre os grupos abelianos
definidos por A, B.

(i) f(O(r,a)) = O(r, f(a)),emque O: RxA — AeO:RxB — B.

Definic¢do 2.2.0.3. Seja A um R-médulo a esquerda. A’ é submoédulo de A se satisfizer
que A’ <AeO(rA)CA ,VreR.

Quando nao especificado no texto, R denotard um anel associativo com unidade e
os médulos considerados serdo R-médulos a esquerda.

Definigao 2.2.0.4. O conjunto quociente A/A’ recebe a caracterizacdo de R-médulo
quando atribuida a funcdo O(r,a + A’) = O(r,a) + A’, em que O : RX AJA" — AJA’ e
O:RxA— A.

Como A é um grupo aditivo abeliano, entdo cada subgrupo A’ é normal e, portanto,
A/A’ ja possui estrutura de grupo quociente abeliano bem definida.
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Defini¢do 2.2.0.5. Dada uma familia {A; | k € K} de R-médulos, [ [cx Ax, chamado de
produto direto, é um R-médulo associado ao produto cartesiano dos A, munido das
operagoes
(ax) + (br) = (ax + by).
r(ax) = (ra).

Defini¢do 2.2.0.6. Se tomado o subconjunto de [ ].x Ax formado por todos os (a;) onde
quase todas as coordenadas sdo nulas (todas nulas, a menos de uma quantidade finita
delas), forma-se um submodulo, denotado por )’ A; e chamado de soma direta.

E imediato dessas duas defini¢Ges que, se |K| < oo, 0s médulos acima coincidem. Se
IK|] = 00 e Ax # 0 para algum k, vale que }, Ay é submédulo préprio do produto direto.

Definigao 2.2.0.7. Uma sequéncia de R-mapas

"'_>An+1ﬂ>Anﬂ>An—l_)"'

é dita exata se Im(f,.1) = ker(f,,), ¥ n.
Se exata da forma0 - M’ - M — M” — 0, é chamada de sequéncia exata curta.

Definicao 2.2.0.8. Uma categoria € consiste em:
(i) Uma classe de objetos, obj €.
(ii) Para cada par de objetos A, B, um conjunto de morfismos, Hom(A, B).

(iii) Uma lei de composi¢do de morfismos, com Hom(A, B) X Hom(B,C) — Hom(A, C),
em que (f, g) = gf.

Estes trés dados estdo submetidos aos axiomas:
(iv) A composicdo é associativa, ou seja, se

ALBSchp

entdo h(gf) = (hg)f.

(v) Ha morfismos identidade, isto é, para cada objeto A, existe 14, € Hom(A, A), com
1af =f, gla =g,V f € Hom(B,A), g € Hom(A,C).

Exemplo 2.2.0.9. Considere € em que os objetos sdo os grupos, os morfismos sdo os
homomorfismos de grupos e as composi¢des entre estes sdo as composigdes usuais.

Exemplo 2.2.0.10. Se R é anel, tome C:= R-mdédulos a esquerda, R-mapas e composi¢des
usuais. Esta categoria é g9t
De maneira semelhante, )iz denota a categoria quando se tem R-médulos a direita.
O conjunto de R-mapas da forma f : A — B dentro de alguma dessas categorias é
reunido em Homg(A, B).

Definic¢do 2.2.0.11. Um morfismo f : A — B é um isomorfismo se houver ¢ : B — A
comgf =14, fg=1p.

Exemplo 2.2.0.12. Na categoria de espacos topolédgicos, fungdes continuas e lei usual
de composigdo, os isomorfismos sdao homeomorfismos.
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Definic¢do 2.2.0.13. Um produto tensorial de A € iz e B € g é um grupo abeliano
A ®g B e uma funcdo R-biaditiva f : AXB - A®g B,istoé,sea € A,be B, r €R,

fla+a',b)= f(a,b)+ f(a',b)

f@a,b+V) = f(@a,b)+ f@,b)
flar,b) = f(a,1b),

que, para cada grupo abeliano G e h : A X B — G biaditiva, verificam que existe tnico
homomorfismo ' : A®: B — Gtalque ' o f = h.

Teorema 2.2.0.14. O produto tensorial de um R-médulo A e um R-médulo B existe e é
tinico a menos de isomorfismo.

Antes do préximo objeto ser apresentado, considere que, em 4dlgebra abstrata, um
grupo abeliano livre, também chamado de Z-mdédulo livre, é um grupo abeliano cujos
elementos podem ser escritos de maneira tinica como combinacdo linear dos elementos
de um subconjunto (denominado base) usando coeficientes inteiros e com apenas um
numero finito destes nado zero.

Demonstragio. Seja F um grupo abeliano livre de base A X B, ou seja, F é grupo formado
por combinagdes lineares sobre os inteiros de todos os pares (a,b). Seja S o subgrupo
de F gerado por

(@a+a’,b)—(a,b)—(a’,b) (a,b+0b")—(a,b)—(a,b) (ar,b) — (a, D),

ondea€ A,be B,r € R.

Defina, entdo, A ® B := F/S, denotando a ® b := (a,b) + S. Com isso, o mapa
f:AXB— A®rB, (a,b) » a®b é R-biaditivo.

Seja agora G grupo abeliano, com /1 : A X B — G fungdo R-biaditiva. Por F ser livre
em A X B, existe tiinico homomorfismo ¢ : F — G, ¢((a,b)) = h((a, )).

Por h ser R-biaditivo e pela construgdo de S, S C ker(p). Tem-se que ¢ induz um
homomorfismo i’ : F/S — G, com h’((a,b) + S) = ¢((a, b)) = h((a, b)), isto é, h" o f = h.

Provemos a unicidade de /’. Se houvesse outro homomorfismo h” tal que h”’ o f = h,
em particular ocorreria que

h((a,b)) = 1" o f((a, b)) = h"(a ®b).

De maneira semelhante,
h((a,b)) = W' (a ®b).

Comoa®b geram A®g B e h’,h” coincidem sobre tais elementos, os homomorfismos
sdo iguais.

Provemos a unicidade do produto tensorial a menos de isomorfismo.

Suponha X grupo e k : AX B — X outro mapa R-biaditivo tais que estes solucionem
o problema de mapeamento universal de que, para cada grupo abeliano G dado e
h: A X B — G funcdo R-biaditiva, exista inico homomorfismo /' : X — G para o qual
h ok =h.

Com isso, tem-se o diagrama comutativo
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AxB S\ AegB
\ f ,
/
X

ondek’ o f =k, flok=f.

Entdo, em A®g B, estd definido o mapa identidade ou f’ok’, pois f'ok’o f = f’ok = f.
Da unicidade, id = f’ o k’. De maneira semelhante, k' o f* = 1x e se tem k’ isomorfismo
de A ®r Be X. O

Defini¢io 2.2.0.15. Um funtor covariante entre categorias, ¢ da forma F : € — € tal
que

(i) Se A € 0bj €, entdo F(A) € obj €.

(ii) Se f : A — B é morfismo em G, isto ¢, se f € Hom(A, B), entdo F(f) : F(A) — F(B) é
morfismo em C.

(iii) Dados A ER B4 C morfismos em €, entdo F(gf) = F(9)F(f) : F(A) = F(C).

(iv) F(lA) = 1F(A)-

Defini¢do 2.2.0.16. Um funtor contravariante respeita as propriedades (i) e (iv) einverte
(ii) e (iii) no sentido de que,

(ii") Se f : A — B, vale que F(f) : F(B) — F(A).

(iii’) Dada A ER B Cem €, vale que F(gf) = F(f)F(g) : F(C) — F(A).

Exemplo 2.2.0.17. Seja F : grupos — conjuntos, onde (G, -) = Ge f — f (homomorfismo
de grupos é levado em func¢des entre conjuntos). Este é um funtor covariante.

Exemplo 2.2.0.18. Se A € obj €, entdo F := Hom(A,-) : € — conjuntos é um funtor

covariante tal que
F(B) = Hom(A, B)

e,seg:B—C,
F(g) : Hom(A,B) —» Hom(A,C), fr=gof:A—C.

Exemplo 2.2.0.19. Fixe um objeto B em determinada categoria. Como feito acima,
F = Hom(:,B) : € — conjuntos é um funtor contravariante, com

F(A) = Hom(A, B)
e, se f:A— A, entdo
F(f) : Hom(A, B) — Hom(A,B), h+ ho f.

Estes dois funtores serdo de particular interesse quando € = gIt ou Mg, para os
quais os funtores tomam valores na categoria de grupos abelianos, Ab.

Exemplo 2.2.0.20. Seja A um R-moédulo a direita. Defina o funtor F : gt — Ab por
B A®rB, f > 14® f,onde f : B— B’ é um R-mapa entre R-médulos a esquerda
B,B.
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Exemplo 2.2.0.21. Seja B um R-mdédulo a esquerda. Defina o funtor F : Mr — Ab por
A A®rB, g+ g®1p,0onde g: A = A’ é um R-mapa entre R-mdédulos a direita A, A’.

Considerando ¢Br e sC, pode-se munir Homg(B, C) da estrutura de R-médulo a
esquerda, onde

(rf)b = f(br).

Dados sBr e rA, tem-se que B ®g A é S-moédulo a esquerda, com
s(b®a) := (sb) ®a.

Definicdo 2.2.0.22. Um funtor F : € — (€ é dito aditivo se F(f + g) = F(f) + F(g), onde
as expressOes acima fazem sentido se Hom(A, B), Hom(A, B) forem grupos abelianos
aditivos e se as leis distributivas, quando definidas, forem vélidas. Diz-se que a
categoria em que essas duas propriedades sdo respeitadas é pré-aditiva.

Exemplo 2.2.0.23. Exemplos de categorias pré-aditivas sdo a de grupos abelianos, Ab,
e a de R-moédulos a esquerda, gI.

pk:A—>Ak

iAo A a projegao e a

Defini¢do 2.2.0.24. Se A = [[ Ax ou A = ) Ay, define-se {
inclusdo, respectivamente.
Note que pro iy =14, epjoir =0,se j # k.

Teorema 2.2.0.25. Dados R-mo6dulos A e {A;}, entdo A ~ Y A se, e somente se, existirem
ir 1 Ay — A tais que, dado qualquer médulo X e homomorfismos fi : Ay — X, exista
tnica¢: A — Xtalquepoir = fi,V k.

Demonstragio. Suponha que A =~ ) Ax e considere {py : A — A} as proje¢des. Defina
¢ : A — Xpor p@a) =}, fi opr(a). Como quase todos os pi(a) sdo 0, a expressdo para ¢
é uma soma finita e tem sentido. Se j fixo,

dlifan) = Y fioproifa) = [Z feopio z'j(a»] + filpiian) = fila) = poi; = fi.
k

k#j

Para a unicidade, admita que 1 seja outro mapa com 1 o iy = f;,V k. Dadoa € A,
escreva a = ), ix(pi(a)). Assim,

9@ = () ipu@) = Y 9lipul@) = Y filpela)) = p(a).

Tem-se a unicidade.
Assuma agora que existam as fungdes 7 e tinica fung¢do 1) com as condi¢des do enun-

Ay i >/ A A e S Y A
ciado. Considere os mapas % e e X‘ 7
Lo L\’/‘f’
Y A A
Tomando X = }| Ay, ¢ existe por suposigdo. Tem-se que
popoix=do fi =i

Mas, po1p: A — A é tinico. Portanto, tem que ser 1, e segue o isomorfismo de A e
Z Ayg. O
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Teorema 2.2.0.26. Dados R-médulos B e {Ay}, Homg(}, Ak, B) =~ [[ Homg(Ax, B).

Demonstragio. Defina 6 : Homg(}, Ar, B) — [I1Homg(Ar, B) por ¢ — (¢ o i), onde
i : Ay = Y, Ay é ainclusdo. Entao,
- 6 é homomorfismo de grupos: sejam @, ¢ € Homg(}, Ak, B). Tem-se que

O(p + P)ax) = (p + P) o ix(ar) = @ o irax) + ¢ o ix(ar) = O(p)(ar) + O(P)(ax).

- 0 é epimorfismo: seja (fi) € [ [ Homg(Ax, B). Entdo, cada f; é uma fungéo f; : Ay — B
e, pelo teorema [2.2.0.26| existe tinica ¢ : ), Ay — B com ¢ o i = f;. Portanto,

0(¢p) = (¢ o ix) = (fi)-

Da existéncia de ¢, segue a sobrejetividade.
- 0 é monomorfismo: suponha que haja ¢ € ker(0), isto é, que

0=0() = (poix) = poir=0VYk

Desse modo, ¢ completa o diagrama que o mapa identicamente nulo também
completa. Pela unicidade no tltimo teorema, ¢ = 0. m]

Os dois proximos itens, presentes em ([10]), sdo andlogos em enunciado e demonstragdo
ao que foi feito nos dois anteriores.

Teorema 2.2.0.27. Sejam A, {Ax} médulos dados. E valido que A = [] Ax se, esomente se,
existirem py : A — Ay tais que, para qualquer médulo X e homomorfismos f : X — Ay,
exista tnico ¢ : X — Atalquepro ¢ = fi, V k.

Teorema 2.2.0.28. Hompg(B, [ | Ax) = [ Homg(B, Ay).

Teorema 2.2.0.29. Dados A, Bcomi: A — B monomorfismo, vale que A é um somando
direto de B se, e somente se, existirp : B— Acompoi=14.

Demonstragio. Suponha A somando direto de B. Com isso, B = i(A) ® C, onde C é um
submoédulo de B. Considere p : B — A a projegdo em A, com ker(p) := C. Desse modo,
poi=14.

Sejap : B — A uma fungdo tal que p oi = 1,4. Defina C := ker(p).

Afirmacao: B =i(A) @ C.

Seb € B, escrevab = i(p(b))+ (b—i(p(b))). A primeira parcela estd em i(A) e a segunda
estd em C, pois p(b — i(p(b))) = p(b) — p o i(p(b)) = p(b) — p(b) = 0. Portanto, B é soma de
i(A) e C.

Secei(A)NC,

c=1i(a)ep(c) =04 =p(i(a)) =04 = 14(a) =04 = a = 0,.
Ou seja, c = 1(04) = Op e se tem a soma direta. m|

Definic¢do 2.2.0.30. Uma sequéncia exata curta 0 — A LBLCcoo cind se existir
j:C—Btalquepoj=1c.

Lema 2.2.0.31. Sdo equivalentes:

°No inglés, the sequence splits.
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(i) A sequéncia cinde.
(ii) Existeq:B - Acomqgoi=14.

(iii) Existe isomorfismo/h: B — A @ C tal que h o i é o mapa de inclusdo de A na soma
direta e p o h™! é a proje¢do em C.

Demonstragdo. (ii) = (iii): escreva b = (b — i(q(b))) + i(q(b)). Entdo, i(q(b)) € Im(i) e

q(b — i(q(b)) = quwwww» q(b) — q(0) = 04 = b —i(q(b)) € ker(q). Vale que
ker(g) N Im(i) = {0}, pois, se ha b na intercessao,

04 = q(b) = q(i()) = a.

Desse modo, B é soma direta de ker(q) e Im(i), e, para cada b € B, existe tinica
expressdo b = i(a) + k, k € ker(q).

Pela sequéncia ser exata, p é sobrejetor. Com isso, cada ¢ € C é da forma c = p(b),
onde b € B.

Unindo as duas construgoes,

¢ = p(b) = p(i(a) + k) = p(k).

Segue que cada ¢ € C é expresso como imagem por p de algum elemento de ker(qg).
Entdo, p(ker(q)) =

Se Pier(g)(k) = 0, tem-se que k € ker(p) = Im(i). Mas, k € ker(q) e ker(q) N Im(i) = {0}.
Assim, k = 0g. Com i8s0, Pjer(q) € um isomorfismo. Como a sequéncia é exata, i é injetor.
Portanto, Im(i) ~ A e se pode escrever que

B ~ ker(q) ® Im(i) ~ C® A.

(i) = (iii): segue como feito acima, mas usando quepo j = Icnolugardegoi=14.
(iif) = (i) e (ii): Tome g a proje¢do natural de A ® C em A e j a inclusdo natural de C
em A®C. m|

Coroldrio 2.2.0.32. Os funtores Homg(A,-), Homg(-, B) levam sequéncias exatas curtas
que cindem em outras que cindem.

Defini¢ao 2.2.0.33. Um funtor covariante F é exato a esquerda se

F(ﬁ)

05 A3BE Cexata= 0— F(A) F(B) F(C) exata.

Defini¢ao 2.2.0.34. Um funtor covariante F é exato a direita se

F(ﬁ)

A% BE €S 0exata = FA) 2 FB) 22 F(O) - 0 exata.

Defini¢do 2.2.0.35. Um funtor contravariante F é exato a esquerda se

F(a)

A% BL C—o0exata=0— F(C) F(B) F(A) exata.

Defini¢ado 2.2.0.36. Um funtor contravariante F é exato a direita se

F(ﬁ) F(a)

0-ASB LA C exata = F(C) — F(B) — F(A) — 0 exata.
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Um funtor é dito exato se é exato a esquerda e a direita.

Proposicao 2.2.0.37. Considere a categoria de médulos.
a) Um funtor covariante F é exato a esquerda se, e somente se, dado morfismo p,

E(ker(B)) = ker(F(B)).

Em particular, F preserva monomorfismos.
b) Um funtor covariante F é exato a direita se, e somente se, dado morfismo «,

F(coker(a)) ~ coker(F(a)).
Em particular, F preserva epimorfismos.

Demonstragio. a) Dado §: B — C, considere a sequéncia exata 0 — A = B LR C, onde

a é a inclusdo de A := ker(f) em B. Por hipétese, 0 — F(A) ELGA F(B) 10, C é exata.

Queremos mostrar que ker(F(8)) =~ F(ker(5)). Pela exatiddo da segunda sequéncia,
tem-se que
ker(F(B)) = Im(F(at)) =~ F(A).

Ou seja, queremos que F(A) =~ F(ker(f)), o que é verdade pela exatiddo da primeira
sequeéncia.
Suponha que ocorra o isomorfismo do enunciado e seja 0 — A = B L¢ sequéncia

exata. Vale que
ker(F(a)) =~ F(ker(ar)) =~ F(0) = 0.

Portanto, F(«) € monomorfismo. E, ainda,
ker(F(B)) = F(ker(B)) =~ F(Im(a)) = F(A) = F(A)/{0} = F(A)/ker(F(a)) = Im(F(a)).

Ocorre, assim, a exatiddo da sequéncia ao se aplicar o funtor.
b) Segue-se procedimento semelhante ao de a). O

Teorema 2.2.0.38. Hompg (M, -) é funtor covariante exato a esquerda e Hompg(:, N) é funtor
contravariante exato a esquerda.

~ . .. . a B
Demonstragio. Provemos um segue de maneira similar o outro. Seja0 - A— B— C

exata. Queremos que 0 — Homg(M, A) Fo), Homg(M, B) 0, Homg(M, C) seja exata,

onde (F(a))(¢) = ao ¢ e (FB))(y) =poi).

(i) F(a) ¢ monomorfismo: seja ¢ € ker(F(a)) = aod =0 = a(¢p(m)) =0,V m € M.
Como «a é injetor devido a exatiddo da sequéncia, ocorre que ¢p(m) = 0,Y m € M e,
assim, ¢ é o homomorfismo nulo. Por se ter ker(F(«)) trivial, F(«) é injetor.

(ii) Im(F(a)) € ker(F(B)): suponha que 1 € Im(F(a)). Da defini¢do de F(a), ) = a o ¢,
para algum ¢ € Homg(M, A). Com isso,

FE@E)Y)=poyp=po(acg)=(Boa)od =0,

pois Im(a) = ker(p) pela exatiddo garantida.
(iii) ker(F(B)) € Im(F(a)): seja ¢ : M — B e suponha que F(B)(y)) = 0, isto §,
Y € ker(F(B)). Se m € M, entdo y(m) € a(A), porque

0= (FB)(W) = (B o P)(m) = p(m) € ker(B) = Im(a).
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Desse modo, a™(i(m)) é ndo vazio e da injetividade de a, existe tinico a € A tal que
a(a) = Y(m). Defina ¢ : M — A por ¢(m) = a. Com isso,

(F(a))(@) =aop =19 = ¢ € Im(F(a)).

Teorema 2.2.0.39. M®y e ®xN sdo funtores covariantes exatos a direita.

~ . . ! B .
Demonstragio. Provemos o primeiro. Seja A — B— C — 0 exata e considere

1®a

MeAXS MeoB -5 MeC — 0.

(i) Im(1®a) C ker(1®p): se mostrarmos que (186)(1®a) = 0, entdo Im(1®a) C ker(1®p).
Vale que
1epf(1l®a)=1®oca)=1®0=0.

(ii) ker(1 ® ) € Im(1 ® a): p induz um mapa
B:(M®B)/JE>M®C, m®b+E > m®p(b),

onde E := Im(1 ® a). Do passo anterior, E C ker(1 ® ) e, assim, E estd bem definida.
Sen: M®B — (M® B)/E é a projecdo natural, tem-se que

Bom=1®. )
Se provado que f3 é isomorfismo, pode-se escrever que
ker(1® B) = ker(B o 1) = ker(n) = E = Im(1 ® @),

onde a primeira igualdade ocorre por , a segunda segue de f ser injetor e a terceira
advém da definicdo de m. Ou seja, segue a condicdo. Mostremos, assim, que f é
isomorfismo. Considere

fMxC— M®BJE, (n,c)» m®Db+E,
onde b é tal que S(b) = c ( é sobrejetor pela exatiddo da sequéncia).
Se B(b) = 5(?}) = ¢, entdo (m, c) ER m®b+Ee(m,c) ER m® Db+ E. Tem-se que
p(b) = 5(?)) =b-be ker(B) = Im(a) = a(a) = b - b,
para alguma € A. Com isso,
1®a)(mea)=meb-b)=>meb-m®becE=>m®b+E=m®Db+E.

Este mapa estd, assim, bem definido.
Por f ser uma fungdo biaditiva, segue, da propriedade universal do produto tenso-
rial, que existe f : M® C — M ® B/E tal que f(m®c) = m®b + E. Ocorre que

fopmeb+E)= f(nepbh)) =meb+E.
Bofmec)=Bmeb+E)=maph)=mec.

Portanto, existe inverso e f§ é isomorfismo.
(iii) 1 ® B é epimorfismo: tome ) m; ® ¢; € M ® C. Como f é sobrejetor, existe b; € B
tal que f(b;) = c;. Assim,

(1®p) (Z m; ® bi) = Z m; ® (b)) = Z m; ® c; = 1 ® f§ é sobrejetor.
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Os teoremas acima deram exemplos de funtores exatos a direita ou a esquerda.
Quando aparecem médulos a esquerda e a direita, tem-se o

Teorema 2.2.0.40. Dados rA, sBr e sC, ocorre que Homg(A, Homg(B, C)) ~ Homg(B ®g
A,C).

Demonstragio. Busquemos um isomorfismo
tap : Homg(A, Homg(B, C)) — Homs(B ®g A, C).

Como B é um (S —R)-bimédulo, entdo B&k A é um S-mdédulo a esquerda e Homs(B, C)
é um R-moédulo a esquerda e, portanto, a expressdo no enunciado tem sentido.
Dada f : B®g A — Cum S-mapaea € A, defina f, : B = C, f,(b) := f(b®a). Com

isso, a aplicagdo a +— f, é um R-mapa de A em Homg(B, C), denotado por f. Defina
Y : Homg(B ®r A, C) = Homgr(A,Homg(B,C)), f — ?
Esta ¢ um homomorfismo. Exibamos a inversa.
Dada g : A — Homg(B,C) um R-mapa, defina g: B& A — C, g(b ®a) = g,(b). Este
é um S-mapa bem definido. Construa agora

¢ : Homg(A, Homg(B, C)) — Homs(B®r A,C), ¢(8) = &

Entéo, ¢, ¢ sdo o inverso um do outro e ocorre isomorfismo. |

De modo a encurtar anotagao, se F = Hom(X, -), usa-se| F(f) := f.|e,se G = Hom(-, X),
introduz-se | G(f) := f*|.

Definic¢do 2.2.0.41. Sejam F : A — B, G : B — A funtores. O par ordenado (G, F) é um
par adjunto se, para cada A € A, B € B, existir 145 : Homa(A, G(B)) — Homg(F(A), B)
isomorfismo que faga os diagramas abaixo comutar para quaisquer f : A > Aem A e
¢:B— Bem 8.

Hom (A, G(B)) % Hom (A, G(B))

Homg(F(A), B) —— s Homgu(F(A), B)

Homa(A, G(B)) ——2"s Homa(A, G(B))
Homg(F(A), B) ——=—% Homg(F(A), B)

Teorema 2.2.0.42. Dado sBg, Homs(B, -) e BQg formam um par adjunto.

Demonstragio. Seja F = B®g e G = Homs(B, -). Pelo teorema [2.2.0.40, tem-se . O
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Usemos funtores para caracterizar a exatiddo de uma sequéncia.

Lema 2.2.0.43. Suponha que B’ = B LB 50 seja uma sequéncia que, para cada
moédulo M, tenha

0 — Homg(B”, M) L5 Homg(B, M) %> Homg(B', M)
exata. Entdo, a sequéncia inicial é exata.

Demonstragio. (i) p é epimorfismo: seja M := coker(f) = B”/Im(f). Se f : B - M é a
projecdo natural, vale que
B(f)=fop:B— M.

Mas, f o (b) = 0, pois p(b) € Im(B) = ker(f). Com isso, f € ker(f*), o qual é trivial
pela exatiddo suposta da sequéncia. Desse modo, f = 0 e, por ser a projecdo de B” em
M := B” /Im(B), ocorre que B” = Im(p), ou seja,  é sobrejetor.

(ii) Im(a) C ker(B): vale que a* o f*(f) = 0, porque Im(B*) = ker(a*), pela exatiddo da
sequéncia. Em particular, se M = B”, f = 1p/, tem-se que

O=a'(B'(f))=foPpoa=Poa=0,

pela defini¢do de f. Desse modo, Im(a) C ker(f).

(iii) ker(B) € Im(a): defina N := coker(a) = B/Im(ar). Entédo, se ¢ : B — N é a projecao,

a’(g)=goca:B — N

é o mapa nulo, pois g = Im(a) = Oy. Entdo, g € ker(a*) = Im(p*), onde a igualdade
é pela exatiddo da sequéncia. Existe, portanto, f € Homg(B”, M) tal que p'(f) = g, e,
assim, foff =g.

Se ocorresse que Im(a) # ker(f), haveria b € B com S(b) = 0, mas b ¢ Im(a). Desse
modo, g(b) # On. Mas,

8(b) = f(B()) = f(0) = 0.

Portanto, tal b ndo existe e ocorre a incluséo. O

Este lema possui versdo em que se toma o 0 a esquerda na sequéncia inicial e se usa
o funtor covariante Homg(M, -).
Uma condicdo necessdria para funtores serem um par adjunto é dada no

Teorema 2.2.0.44. F : gt — M e G : M — gt com (G, F) par adjunto. Entdo, G é
exato a esquerda e F é exato a direita.

O conceito de limite na algebra homoldgica serd usado mais adiante no estudo de
(13D

Defini¢do 2.2.0.45. Sejam I um conjunto quase-ordenado (possui relagdo bindria refle-
xiva e transitiva, mas ndo necessariamente a antissimetria) e € uma categoria. Um
sistema direto em € com conjunto de indices I é um funtor F : [ — €.

Esta definigdo faz sentido porque se pode construir uma categoria definindo que,
para cada i € I, exista um objeto F; e morfismos
i F,—>F),i<i
Hom(F, By ={ b= Bl i<
0, caso contrdrio
Sei < j <k, acomposigdo é

P19 = ¢}.
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Definicdo 2.2.0.46. Seja F = {F;, (p?} um sistema direto em € e considere que exista um
objeto lim F; e um conjunto de morfismos a; : F; — lim F; que solucionem o seguinte

diagrama

F;

onde sdo dados X um objeto e f; : F; = X uma familia de morfismos e se quer o
tnico morfismo  : limF; — X que faga o diagrama comutar. Ao objeto e a familia

de morfismos que o solucionam, da-se o nome de limite direto, denotado apenas por
—

Teorema 2.2.0.47. O limite direto de um sistema direto de moédulos {F;, (p;} existe.

Demonstragio. Para cada i € I, considere o mapa injetor A; : F; = ) Fi. Tome S o
submoédulo gerado por {A; o (pé.(ai) — Ai(a;) | a; € Fi,i < j}. Defina

lim F; := (Z F)/S

;. F,— limFi, a; — /\i(ai) + S.
Este objeto e estes morfismos resolvem o diagrama. O

Considerando todos os funtores I — €, tem-se uma categoria se definido que
Hom(F,G) = {t : {F;, (pj.} - {G,, w;}}, onde t é uma familia de mapas t; : F; — G; que,
quando i < j, faz o diagrama

PiéGi

le- lly;
t,

Fi— G

comutar.
Denote tal categoria por Dir(I).

Proposicdo 2.2.0.48. lim F; : Dir(I) — g9t é um funtor.

Demonstragio. Pelo que se mostrou no teorema

lim((F, i) = () F:) /8.



2.2 Homologia 47

Dado t : {F;, (pé.} - {G;, gb§} morfismo entre dois sistemas diretos e denotando
lim({G;, ybj.}) = (2. G;)/S’, onde S’ segue defini¢do andloga a de S, defina
f:limF; — im G, Z Ai@) + S - Z N(tia) + S'.
O

Teorema 2.2.0.49. Suponha que I seja um conjunto quase-ordenado onde, para cada
i,j €1, existe k € I tal que i <k, j < k (isto é, um conjunto direcionadd?). Assuma que
haja morfismos t, s entre sistemas diretos

{Ai/ §0] {Bz/Eb Cl/ 91}

tais que, para qualqueri € I,
t; S;

O_)Ai_)Bi_)Ci_)O

seja uma sequéncia exata. Entao,
. T § 1.

0—-limA;— limB;, - limC; - 0

- — -

é sequéncia exata de médulos.

2

Ou seja, sob essa condi¢do adicional de I, o funtor limite direto é exato. A
demonstragdo utiliza a nova hipétese para se mostrar que f é monomorfismo.

Teorema 2.2.0.50. Se B é um R-moédulo a direita, o funtor B®x preserva limites diretos,
isto é, existe isomorfismo
lim B ®Rr Fl' — B ®Rr hsz

Defini¢do 2.2.0.51. Seja I um conjunto quase-ordenado e € uma categoria. Um sistema
inverso em € com conjunto de indices I é um funtor contravariante F : I — C.

Desse modo, paracadai € I, existe objeto F; e, sei < j, entdo hd morfismo l,bf :F;— F,
para o qual vale a lei de composicdo

Yoy =yt

Definicao 2.2.0.52. Seja F = {F;, 1pf } um sistema inverso em € e considere que exista um
objeto lim F; e um conjunto de morfismos «; : lim F; — F; que solucionem o seguinte

diagrama

hmF N

\/

fi

®No inglés, directed set.
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onde sdo dados X um objeto e f; : X — F; uma familia de morfismos e se quer o
unico morfismo  : X — lim F; que faga o diagrama comutar. Ao objeto e a familia de

morfismos que o solucionam, dé-se o nome de limite inverso, denotado apenas por
—

Teorema 2.2.0.53. O limite inverso de um sistema inverso de médulos {F;, gbf } existe.

Demonstragio. Dado i € I, considere p; : [[ F; — F; a proje¢do. Defina o submédulo

liian’ ={(a) € HFi la; = ¢(a)),i < j}
a;: li({an’ — Fi, a; = PijtimF;*
Este objeto e estes morfismos resolvem o diagrama. m|

Pode-se mostrar que todos os sistemas inversos com conjunto de indices que é
0 quase -ordenado I formam uma categoria, denotada por Inv(I), onde os morfismos

: {F,, yb] — {G;, Z } entre dois sistemas inversos é uma familia de mapas t; : F; = G;
que quando i < j, faz o diagrama

comutar.

Proposicdo 2.2.0.54. lim : Ino(I) — g9t é um funtor.

Demonstragdo. Seja t : Pl,yb — (G, ¢! '} um morfismo entre dois sistemas inversos.
Defina
t:limF;, - lim G, (a;) = (t:(a))).

O

Teorema 2.2.0.55. Se B é um R-mddulo a esquerda, o funtor Homg(B, -) preserva limites
inversos, isto é, existe isomorfismo

lim Homg (B, F;) — Homg(B, lim F;).

A relevancia dos funtores Homg, ® é ilustrada pelos resultados de Watts ([10]) sobre
eles.
1. Se F : i — Ab é funtor aditivo e
(i) E exato a direita;
(ii) Preserva somas diretas,

entdo F = ®rA, onde A é o grupo abeliano F(R) visto como R-médulo a esquerda.
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2. Se F : gt — Ab é funtor aditivo e
(i) Covariante;
(ii) Preserva limites inversos,

entdo F = Homg(A, ), onde A é R-médulo a esquerda.

3. Se F: gt — Ab é funtor aditivo e
(i) Contravariante;
(ii) Exato a esquerda;
(iii) Converte soma em produto direto,
entdo F = Homg(-,A), onde A é o grupo abeliano F(R) visto como R-médulo a
direita.

Os moédulos possuem algumas classificagdes. Comecemos com o mais simples.

Definigao 2.2.0.56. Um R-moédulo A é livre se for soma de copias de R. Quando um
conjunto {a | k € K} C A satisfaz que

(i) Rax ~R;
(i1) A = Y ek Ray, diz-se que é uma base de A.

Nessa configurac¢do, cada elemento de A é unicamente expresso por a = )ik ",
com 7 € R e quase todos os 7, = 0.

Lema 2.2.0.57. Se X é um conjunto, existe um moédulo livre F que o tem como base.

Demonstragio. Se X = 0, tome F = (. Suponha, assim, que X # () e considere F a soma
de |X]| copias de R. Por haver este nimero de copias, existe bijecdo de X e uma base
para F. O

Teorema 2.2.0.58. Qualquer médulo é quociente de algum mddulo livre.

Demonstragdo. Considere o conjunto associado ao médulo A, denotado por A. Seja F o
modulo livre que possui A como base. Se f : A — A é a identidade, tome ¢ : F — A
que estende f. Por f ser sobrejetora, g é epimorfismo. Assim,

A = F/ker(g).
O

Teorema 2.2.0.59. Seja R anel comutativo e A um R-médulo livre. Quaisquer duas
bases tém mesma cardinalidade.

Demonstragio. Pelo lema de Zorn, R tem ideal maximal M. Seja {4y} uma base de A
e denote por 4, a imagem de a; no quociente By := Ray/MRay ~ R/M. Afirma-se que
A/MA =~ 3k Br. Defina i : By = A/MA por a; — a, + MA.

Por A/MA ser R-moédulo anulado por M, vale que A/MA é um R/M-médulo. Da
maximalidade de M, R/M é corpo. Dessas duas caracteristicas, tem-se que A/MA é um
espago vetorial sobre R/M. Segue, pelo teorema que A/MA = ¥y Br. Como
espago vetorial,

dim(A/MA) = |K].

Com isso, quaisquer duas bases tém cardinalidade igual a |K]. m]
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Definic¢do 2.2.0.60. Chama-se uma sequéncia exata de resolucdo livre do médulo A se

for da forma ,
cFy B F o5 L Ry A,

onde cada F; é livre.
Da exatidao, Im(d, 1) = ker(d,) = d, ody,11 =0
Teorema 2.2.0.61. Qualquer médulo admite resolugdo livre.

Demonstragido. Dado médulo A, pelo que ja se mostrou, pode-se escrever que A =
Fo/ker(f), em que F é livre. Desse modo,

O—>So—>Foi>A—>0

é exata, para Sy = ker(f). Prosseguindo indutivamente, consegue-se F, livre e a exatiddo
de0— S, —» F, = 5,21 — 0. Em um diagrama com tais sequéncias e a nova dos F,,
usando S_; := A,

\/\/\/
/\/\/\

Por construcdo, ker(d;) = S;, Im(d;) = S;-1. Em particular, ker(dn) =S, = Im(d,1),
condicdo que valida a exatiddo da sequéncia superior. |

Teorema 2.2.0.62. Considere a : F — C e f: B — C um epimorfismo. Se F for livre,
existe p : F —» Btalque fo ¢ = a.

Demonstragio. Considere X = {xi} base de F. Como f3 é epimorfismo, para cada k, existe
by € B com

Br) = a(xx).
O axioma da escolha permite ter funcdo X — B que leva x; em b;. Como F é gerado
por X, pode-se estender tal fun¢do para um homomorfismo ¢ : F — B que respeite que

P(xx) = by
Bop=ae Boplx) =alx), ¥ ke b = alxy).

A ultima condigdo é verdadeira por construgéo. O
Desse ponto em diante, considere, quando omitido, Hom como Homg e ® como ®k.
Corolario 2.2.0.63. Se F é moédulo livre, Hompg(F, -) é exato.

Demonstragio. A exatiddo a esquerda desse funtor ja foi mostrada. Suponha exata

0—>Aﬁ>B£>C—>0

e provemos que
Homg(F, B) —» Homg(F,C) — 0

é exata, ou seja, que Homg(F, B) — Homg(F, C) é sobrejetor, com cada f € Homg(F,C)
admitindo ¢ € Homg(F, B) tal que f = p o g. Mas isso é exatamente o que garante o
teorema[2.2.0.62), sob a hip6tese de que  : B — C seja epimorfismo, que é cumprida. O
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A segunda classe de médulos a ser explorada contém os médulos livres.

Defini¢ao 2.2.0.64. Um moédulo P é projetivo se, dados a : P — C homomorfismo de
modulos e f : B — C um epimorfismo de médulos, existir ¢ : P — B homomorfismo
de médulos tal que fo ¢ = a.

Teorema 2.2.0.65. Um moédulo P é projetivo se, e somente se, Homg(P, -) é exato.

Demonstragio. Se P é projetivo, consegue-se decompor qualquer fun¢do usando um
epimorfismo e se prova que Hompg(P, ) é exato a direita como feito no coroldrio.

Seja Homg(P,-) exato e tome 5 : B — C epimorfismo. Assim, B £ € = 06 exata.
Por hipétese, Homg(P, B) — Homg(P,C) — 0 é exata. Desse modo, o primeiro mapa é
sobrejetor e, dado f € Homg(P, C), existe ¢ € Homg(P, B) tal que f = f o g. Ou seja, vale
a defini¢do de que P é projetivo. m|

Quando P é projetivo e se tem um epimorfismo com contradominio P, pode-se
mostrar que ele é somando direto do médulo no dominio, como atesta o

Teorema 2.2.0.66. Seja P projetivoe f : B — P epimorfismo. Entédo, B = ker(f)®P’, P’ ~ P.

Demonstragio. Dada 1p : P — P, pela definigdo de médulo projetivo, existe ¢ : P — B
tal que 1p = f o ¢. Por admitir inverso a esquerda, ¢ é injetora e se usa o teorema
para se escrever que

B = p(P) ® ker(B).
Como @(P) = P/ker(¢) = P, tome P’ := ¢@(P). O

Teorema 2.2.0.67. P é médulo projetivo se, e somente se, for somando de um médulo
livre.

Demonstragio. Cada médulo é quociente de um livre. Logo, defina g : F — P epimor-
tismo (F/ker(B) =~ Im(p) = P).

Se P for projetivo, entdo P é somando de F como atesta o teorema[2.2.0.66]

Seja F = P @ C e note que existem mapas i : P — F a inclusdo, p : F — P a projecdo
sobre P, com poi = 1p. Dada f : P — C, considere f op : F — C. Este mapa é
epimorfismo, pois p é sobrejetor. Portanto, pela defini¢do de projetivo, existe ¢ : F — B
com fop=pfoq.

Defina agora 6 : P — B por 6 = ¢ o i. Tem-se que

pod=po(poi)=(Bogp)oi=(fop)oi=fo(poi)=folp=f
Tem-se a decomposigdo de f usando o epimorfismo 5 e, assim, P é projetivo. m]

Corolario 2.2.0.68. Qualquer somando de um médulo projetivo é projetivo.

Exemplo 2.2.0.69. Cada médulo livre é projetivo, pelo teorema[2.2.0.67] Porém, nao se
tem a reciproca. Z,, por exemplo, é um Z¢-médulo projetivo, pois R := Z = Z, ® Z5
(somando de um R livre). Como qualquer livre ndo nulo tem que ter pelo menos 6
elementos, este ndo pode ser livre.

Outra defini¢do equivalente de médulo projetivo é dada no

Teorema 2.2.0.70. Um moédulo P é projetivo se, e somente se, cada sequéncia exata curta
0—>A—B— P — 0cindir.
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Demonstragido. Suponha que cada sequéncia admita cisdo e considere sequéncia onde B
seja livre. Com isso,

O—)A&Bﬂp—)O

possui j : P — B tal que f o j = 1p. Admitindo inverso a esquerda, j ¢ monomorfismo.
Pelo teorema [2.2.0.29] B = j(p) o ker(B). Mas, j(P) = P/ker(j) = P. Assim, P é somando
de livre, logo projetivo.

Assuma que P seja projetivo. Entdo, B = ker(f) ® P, com 8 : B — P epimorfismo.
Dessa soma direta e usando que ker(B) = Im(a) =~ A/ker(a) = A, tem-se, pelo lema

.2.0.31} que a sequéncia cinde. |

Teorema 2.2.0.71. Seja {P;} familia de médulos projetivos. Entao, } ¢ Pk é projetivo.

Este resultado ndo vale para o produto. Por exemplo, Z é um Z-médulo projetivo,
mas [ [;ex Z nédo o é quando |K]| = co.

Definic¢ao 2.2.0.72. Uma resolucao projetiva de um médulo A é uma sequéncia exata
daforma:--- — P, —» P; —» Py - A — 0, onde cada P, n > 0, é projetivo.

O conceito de projetivo possui um dual, mostrado abaixo.

Definic¢do 2.2.0.73. Um modulo E é injetivo se, para quaisquer B médulo e A C B
submoédulo, o homomorfismo de médulos f : A — E puder ser estendidoa g: B — E.
De maneira geral, dado a : A — B monomorfismo, significa existir g : B — E com

goa=f.
A demonstracdo do préximo teorema pode ser vista em ([10]).

Teorema 2.2.0.74. Um mddulo E é injetivo se, e somente se, Homg(-, E) for exato.

Teorema 2.2.0.75. Um médulo E € injetivo se, e somente se, cada sequéncia exata curta
0 — E— B — C— 0cindir.

Demonstragio. Serd provado apenas um dos sentidos nesse momento. Suponha que E

e e e e . ~ . a
seja injetivo e considere a sequéncia exata curta0 - E— B - C — 0,ondea : E — B

é, portanto, monomorfismo. Pela definigdo de médulo injetivo, considerando f = 1,
existe p: B — E tal que p o a = 1. Pelo lema[2.2.0.31} a sequéncia cinde. m|

Teorema 2.2.0.76. {E;} familia de médulos. Entdo, [ ],k Ex € injetivo se, e somente se,
cada E for injetivo.

Demonstragido. Suponha que o produto seja injetivo e fixe k. Seguindo a defini¢do
de modulo injetivo que se deseja chegar para Ei, tome homomorfismo de médulos
f A - Er e monomorfismo a : A — B. Sei: Ex — []Ek é a inclusdo, entdo
iof: A — []Exesegue, por || E ser injetivo, que existe g : B — [ Ex estendendoio f,
istoé,goa=io f. Definah : B— Ej por h :=p o g, com p a projecao sobre E.Vale que

hoa=(pog)oa=po(goa)=po(iof)=(poi)of=Ff

Dessa decomposicdo de f, Ej é injetivo.

Suponha que cada E; seja injetivo e considere a : A — B injetora, com f : A — [] E;
qualquer. Para cada projecao py : [ [ Ex — Ei, ocorre que existe gi : B — Ej que estende
pro f,istoé, gk oa =pro f. Definah: B — [] Ex dada por h(b) := (gx(b)). Assim,

(o a)(a) = h(a(a)) = (g(a(a))) = (p(f(@))) = f(a) > hoa = f = H Ei € injetivo.
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y e
Definic¢ao 2.2.0.77. Considere o diagrama \Lf . Diz-se que (X,a,) é uma
B
A5
solugao se if :a for comutativo.
P ~
B----»X

Definigao 2.2.0.78. Um push-out é um diagrama comutativo como acima que é maximal
no sentido de que, se (X', a’, f’) for outra solugdo, entdo existe tinico h : X — X’ tal que
hoa=a', hof=p.

Este objeto existe, como mostra o

A—5C
Teorema 2.2.0.79. Um push-out existe para lf

B

Demonstragido. Um candidato para X é B® C, com «,  fung¢des injetoras. Porém, ndo se
garante a comutatividade.

Tome, entdo, S submoédulo de B @ C dado por {f(a) — g(a)} e defina X := (B® C)/S,

a(c):=(0,0)+ S

M Bb) := (b,0)+ S

Seja (X', a’, p’) outra solucdo. Defina

co . Entdo, (X, a, ) é uma solugdo.

h:X—-X, bc)+S-a(c)+p (D).

- h estd bem definida: se (b,c) + S = (d,e) + S, entdo

b-d,c-eesS= { ];((Z))Zizz =a'(c—e)+p'(b—-d)=a'(g(a)-p(fa) =0,

pois o diagrama comuta. Com isso, a’(c) + f'(b) = a’(e) + p’(d) e estd provada a boa
definicdo.
-hoa=a" h(a(c)) =h((0,c)+S)=a'(c) +p'(0) =a’(c) @ hoa =a'.
-hoB=p"h(Bb) = (b, 0)+5)=a'(0)+p' ) =p(b)=>hop=p. O

O push-out é um caso particular de limite direto. De forma dual, existe a

B

Defini¢ao 2.2.0.80. Comecando com lf , 0 pullback é uma solugdo (X, a, ),
c—2sa

ondea : X —» C, p: X — B, tal que se tenha um quadrado comutativo minimal no

sentido de que, se existir outra solugdo (X', &', f’), entdo existe tinico h : X’ — X tal que
aoh=a', foh=p".

Este é um caso particular de limite inverso.

Teorema 2.2.0.81. Sempre existe um pullback.
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a((b,c)) :=c
B((b,c)) :==b

Demonstragio. Defina X := {(b,c) € B&C | f(b) = g(c)} e construa{ . Entéo,

g(ala, b)) = g(c) e f(B(a, b)) = f(b),

ou seja, o diagrama comuta, pela defini¢do de X. Esta é uma solugéo.
Se (X', a’, B’) for outra solugao, defina i : X’ — X por (b,c) — (B'((b,¢)), a’((b,¢))).
Note que esta imagem estd em X, pois, da comutatividade do digrama,

fB((b,0))) = g(@((b,0))).
Assim, estd bem definida. E, ainda, por construcédo, valem as composi¢des. O

Proposicdo 2.2.0.82. Nas condicdes da definicdo de pullback, se f, ¢ forem monomor-
tismos, trata-se B, C como submoédulos de A e o pullback é, entdo, BN C.

x - B

Demonstragio. Tem-se o diagrama ia lf. Tratando f, g como inclusées, entdo
c—23a

X={b,c)eBaC| f(b)=g()} ={b,c)eBeC|b=c}~BnC. O

Lema 2.2.0.83. Em um push-out, se g for injetor, § o é.
Demonstragio. Seja b € B tal que (b) = 0. Por construgdo, f(b) = (b,0) + S. Logo,
(b,00€S= (b,0)=(f(a),—g(a)), a € A.
Desse modo, a € ker(g) = a = 0, pois g é injetor. Assim, b = f(a) = f(0) = 0. m|
Com a construcgdo feita, provemos o teorema

Teorema 2.2.0.84. Se cada sequéncia exata curta 0 - E - B — C — 0 cindir, E é

injetivo.

Demonstragio. Considere f : A = E, ¢ : A — M monomorfismo. Tem-se o push-out
E—Lsx
fT QT . Pelo lema2.2.0.83} § ¢ monomorfismo. Como qualquer sequéncia exata
A—5 M

curta cinde, em particular isso se aplica em 0 — E 5x - X/Im(B) — 0. Pelo lema
2.0.31} existe g : X — E tal que g o f = 1. Defina ¢ : M — E por ¢ = g o a. Entao,

pog=@oa)og=go(pof)=Ff
Ou seja, E € injetivo. m]

Se sabido um enunciado analogo ao de médulos projetivos no teorema [2.2.0.67, a

demonstragéo do fato acima poderia ter sido feita como no teorema [2.2.0.70] De fato,
a afirmagdo de que todo médulo pode ser mergulhado em um injetivo é verdadeira

([10D).
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Teorema 2.2.0.85. E é injetivo se, e somente se, cada f : I — E puder ser estendida para
R, onde I é ideal a esquerda de R.

Demonstragio. Suponha E injetivo. Como um ideal a esquerda é submoédulo de R,
tem-se, pela definicdo de injetivo, que vale a extensdo.

Assuma f : A — Ee g : A — Binjetora (por conveniéncia, considere como inclusao).
Seja ¥ ={(A’,f')|AC A" CB, f : A" — E estende f}. Vale que

- ¥ # 0, porque o préprio par (A, f) esta.

- Atribuindo a ordenagdo parcial (A’, f') < (A”, f”) se (A’ C A” e f” estender f’),
tem-se, pelo lema de Zorn, que existe par maximal (Ao, fo).

Se Ay = B, estd provada a injetividade de E. Suponha, assim, que A, # B e tome
x € (B\ Ap). Defina ideal a esquerda de R por I = {r € R | rx € Ay} e 0 mapa
h:I1—E, r fyo(rx). Pelo enunciado, existe t : R — E que estende /. Sejam

Aq = Ao + Rx
f1 1A > E, ag +rx — fo(ﬂo) + Vt(l) '

O mapa estd bem definido, pois
ap+rx=ay+1r'x= (r—r)x=ay—ay €A
Aplicando f,
folay = a0) = fol(r = ¥)x) = hir =) = r = ') = (r =) - K1),

onde se usou que r—7" € I. Portanto, fy(ao) +7-t(1) = fo(ay) +'r-t(1). E, ainda, f, estende
fo. Desse modo, (A1, fi) € F e tal par é maior que (A, fo). Contradi¢do. Assim, Ay = B
e E é injetivo. m|

Definicdo 2.2.0.86. Uma resolucdo injetiva de um médulo A designa uma sequéncia
exata0 - A —- Ey —» E; — --- tal que cada E,,, n > 0, seja injetivo.

Pode-se mostrar que cada médulo admite resolucédo injetiva ([10]).
Defini¢ao 2.2.0.87. Um R-médulo a direita B é plano se o funtor B®x for exato.
Lema 2.2.0.88. B é plano se, e somente se, f monomorfismo = 1z ® f monomorfismo.

Demonstragio. Suponha que B seja plano. Desse modo, o funtor B®x é exato a esquerda.

Considere, entdo, a sequéncia exata 0 — A i> C, que produz 0 - B® A —» B C
exata. Com isso, o mapa 13 ® f é injetor.

Admita agora a sequéncia exata 0 — A L, C. Sevale que 13 ® f é monomorfismo,
entdo a sequéncia 0 - B®r A — B ®g C é exata e segue o resultado. O

Teorema 2.2.0.89. {By | k € K} familia de R-mo6dulos a direita. Entdo, ), Bx é plano se, e
somente se, cada By for plano.

~ . f A . . .
Demonstragio. Seja0 — A’ — A sequéncia exata. Com isso, forma-se o diagrama comu-

1ef
(LB)®A —— (LB)®A
tativo \L \L , com as setas verticais indicando os isomorfismos

L(1p,®f)
Y.(Br®A) —— Y.(Bk®A)



2.2 Homologia 56

usuais. Pela comutatividade do diagrama, 1 ® f € injetor se, e somente se, } (15, ® f)
for injetor, o que vale se, e somente se, 1, ® f for injetor.

Admita By plano. Do lema aplicado & By, cada 1g, ® f é injetor e se tem, das
equivaléncias acima, que 1 ® f é injetor. Pelo lema mais uma vez, usado no sentido
contrario, ), B é plano. Se suposto agora que ), By é plano, ocorre que 1 ® f é injetor e,
pelas equivaléncias, 1, ® f € injetor. Do lema, By é plano. m|

Coroldrio 2.2.0.90. Um médulo projetivo é plano.

Demonstragio. R préprio é plano. Pela defini¢do de médulo livre e do teorema2.2.0.89
cada moédulo livre é plano. Tem-se que cada somando de um médulo plano é plano.

Pelo teorema cada projetivo é plano. m|

Defini¢ao 2.2.0.91. Um R-moédulo A é chamado de finitamente gerado se existe con-
junto finito {a;,ay, . ..,a,} C A tal que cada elemento de A é combinagdo linear finita dos
elementos de {a;} com coeficientes em R.

Equivalentemente, A é finitamente gerado se, e somente se, existir n € IN e R-mapa
sobrejetor f : ), R — A. Isto é, A é quociente de um médulo livre de base finita.

Definic¢ao 2.2.0.92. Um R-mddulo A é finitamente apresentavel se existirem m,n € IN
tais que se tenha sequéncia exata

ZR—>ZR—>A—>O.

Definic¢do 2.2.0.93. Um moédulo B é finitamente relacionado se existir sequéncia exata
0-K—->F—->B—-0,
com F livre e F, K finitamente gerados.

Teorema 2.2.0.94 (Lema de Schanuel). Dados P;, P, projetivos e as sequéncias exatas
curtas :

0—>K—>P,—>B—-0

0— K5 P, —» B —0,
entao K1 ® Pz =~ K2 EBPl.
Demonstragio. Dados p : Py — B e q: P, — B epimorfismo, existe 5 : P; — P, tal que
go B = p, por P; ser projetivo. Segue, por uma andlise de diagrama comutativo, que
existea : K1 = Ky com joa = foi. Assim, para 0 : Ky — P1® Ky, ki = (i(k1), a(ki)), ¢ :
Py ® Ky — Py, (p1,k2) & B(p1) — j(k2), a sequéncia

0—>K1£>P1€BK2£>P2—>0
é exata. De fato, O é injetor, porque
O(k1) = O(k;) = i(ky) = i(k}) = ki = ki,

onde se usou ainjetividade dei. E,ainda, ¢ é sobrejetor. De P, ser projetivo, tem-se, pelo
teorema(2.2.0.70, que a sequéncia acima cinde. Pelo lema2.2.0.31}, P; @K, ~ Ky ®P,. O

Corolario 2.2.0.95. Seja B finitamente relacionadoe 0 — K’ — F* — B — 0 exata, onde
F’ é livre e finitamente gerado. Com isso, K’ é finitamente gerado.

Demonstragio. Da hipétese sobre B, exite sequéncia exata 0 - K — F — B — 0 com
F livre e F, K finitamente gerados. Portanto, F’ ® K é finitamente gerado. Do teorema
F'@K = FeK'. Desse modo, K’ pode ser visto como somando de um finitamente
gerado e, assim, é finitamente gerado. O
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221 Médulo de homologia

Nesta secdo, apresenta-se o conceito de médulo de homologia e manipula¢des que
o envolvem.

Serdo considerados, como antes, apenas R-médulos a esquerda de um anel R asso-
ciativo e com identidade. Comecemos com a formalizacdo de um termo que generaliza
o conceito de sequéncia exata.

Definic¢do 2.2.1.1. Um complexo A é uma sequéncia de médulos e mapas

d dy—
..._>Ani)An_1”_l>...’

comd, od,; =0,V n. Vale, assim, que Im(d,+1) € ker(d,). Os mapas d,, sdo chamados
de diferenciais.

Definic¢do 2.2.1.2. Um mapa cadeia é uma familia {f, : A, — A} de mapas que fazem
a conexdo entre dois complexos, de forma que cada quadrado

dy
> An > Apet —> -+

| b

dy
» A, = A

comute.
A categoria formada pelos complexos e tais morfismos é denotada por Comp.

Definicdo 2.2.1.3. Seja A um complexo. O médulo de homologia de ordem 7 é dado

por
H(A) := ker(d,)/Im(dps1).

Cada elemento em ker(d,) é chamado de n-ciclo e, em Im(d, 1), de n-fronteira.
Encurtando a notagdo, denota-se

ker(d,) := Z,, Im(d,+1) := B, |,

e, portanto,
Hn(A) = Zn/Bn-

Como funtor, H, pode ser aplicado em morfismos. Se f : A — A’ é mapa cadeia,
defina
H,(f) : Hi(A) = Hu(A"), z, + B, = fu(z,) + Bj,.

Lema 2.2.1.4. O complexo A é uma sequéncia exata se, e somente se, H,(A) =0,V n.

Demonstragido. H,(A) é trivial para todo n se, e somente se, Im(d,1) = ker(d,) para todo
n, isto é, se, e somente se, a sequéncia for exata. |

Definicdo 2.2.1.5. Seja {A*} familia de complexos, onde cada A* é

dk
Ak:...ﬁAﬁAAﬁ_l_w..

Define-se a soma direta desses como o complexo

k dnv1 k dn k
RS WRESD WS W RREY
k k

k

comd, := Y, d: Y, at— Y, ddh), seak € A,
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Lema 2.2.1.6. Seja {A*} familia de complexos. Vale que a ), A¥ é um complexo cujo
modulo de homologia satisfaz que

24
k

H,

~G:= ZHW(A").
k

Demonstracdo. Fixe n.

H, (Z Ak) = ker [Z dﬁ) /Im (Z d’;HJ :
K K
Defina ¢ : ker(}Y,, d*) — G tal que

Y b Y@+ ().
k k

- @ é homomorfismo:
e() b+ Y b =) (@ + b+ I, ) = Y (@ + Im(d, ) + ) (b + Im(d,)) =

p()_ @)+ o) a).

- ¢ é sobrejetor: dado Y.(ak + Im(d~,)), tome Y. at € ker(¥ d¥).
- Célculo de ker(¢):

p() d)=0c & Y @ +Im@d,y) =) Imd.,) & d € Im(d,).

Portanto, ker(p) = Im(Y, d* ).
- Pelo teorema do isomorfismo,

H, (Z Ak) = ker [Z d’,‘lJ /Im [Z dﬁHJ = ker (Z d’;] Jker(p) = Im(p) = G.
K K X

O

Definic¢ao 2.2.1.7. Considere uma sequéncia de complexos A’ i> AS A”, com f,g
mapas cadeia. Esta é exata se, para cada n,

fn 8n
A, = A, = A

for exata.

Teorema 2.2.1.8. Seja0 — A’ > A 5 A” > 0uma sequéncia exata de complexos. Para
cada n, existe homomorfismo

9, - Hy(A") — H,_1(A")
2+ By(A”) > i} od, 0 p;l(z") + Bua(A).

Demonstragio. Considere o diagrama comutativo com linhas exatas abaixo.
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ld' d \Ld”

0 —> A — > A —> AL, — 0

Seja z” € A; tal que d”(z”) = 0. Como p é sobrejetor, pode-se afirmar que, dado
z” € A,”, existe a, € A, tal que p(a,) = z”. Considere agora d(a,) € A,-1. Tem-se, pela
comutatividade do diagrama, que, se f,_1 : A,-1 — A,

foaod(ay) =d” opla,) =d"(2") = 0 = d(a,) € ker(f,-1) = Im(i),

onde tal kernel é exatamente Im(i) pela exatiddo da linha inferior. Desse modo,
i1(d(a,)) # 0. E, da injetividade de i, este é um conjunto unitério, isto é, existe tnico
a,_, €A  talquei(a_,)=d(a,).

Defina, assim, o mapa

Zy(A”) > Al [Bya(A), 2 d,_, + B,1(A).

Para provar a boa defini¢do do mapa, suponha que mais uma vez tenha se passado
de z” para i, € A,. Pelo que se fez acima, existe inico a’,,_; € Al | com i(a 1) = d(@,).

0=2"-2"=p(a,) — p(d,) = a, — a, € ker(p).

Como este é exatamente Im(f, : A, — A,), pois a linha superior é exata, ocorre que
existe x;, € A, que verifica que

a, 1~ a'y1= d,(x:l) € By1(A").

n—

Portanto, a funcdo esta bem definida.

Vale que B,(A”) — 0 e que i ' (d(p~1(z"))) = a,-1” estd em ker(d). Com isso, a
expressdo do enunciado é de fato de um mapa com dominio H,(A”) e contradominio
H,_1(A"). O

Teorema 2.2.1.9 (Teorema da sequéncia exata longa). Seja 0 — A’ S5 A5 A7 5 0uma
sequéncia exata de complexos. Entdo, existe sequéncia exata de médulos

= Hy(A) 5 H(A) 5 Hi(A") 5 Hia(A) 5 Hia(A) = -
Demonstragio. A exatidado se realiza pelas igualdades:
Im(i.) = ker(p.); Im(p.) = ker(d); Im(d) = ker(i.).
- Im(i,) C ker(p.):
psoi,=(poi).=0.=0,

onde se usou a exatiddo da primeira sequéncia.

- ker(p.) € Im(i,): tome z + B € ker(p.), isto é, B” = p.(z + B) = p(z) + B”. Desse modo,
p(z) € B” = Im(d”) = p(z) = d”(a”). Pela sobrejetividade de p, dado este a” € A”, existe
a € Acomp(a) =a”. Assim,

p(z) = d"(@”) = d"(p(a) = p(d(a)) = p(z - d(a)) = 0 = z — d(a) € ker(p).
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Utiliza-se a exatiddo inicial para se escrever que z — d(a) € Im(i) = z — d(a) = i(a’).
Tem-se que

i(d'(a")) = d(i(a")) = d(z — d(a)) = d(z) — d(d(a)) = 0,

porque z € ker(d). Entdo, d’(a’) € ker(i) e d'(a’) = 0, por i ser injetor. Com isso,
a’ € ker(d’) = B’ e a expressdo a’ + B’ pode ser considerada em H,(A’).

z+B=z—-d(a)+B=ia')+B=i(a +B) € Im(.,).

- Im(p.) C ker(d):
dp.(z+ B)) =d(p(z) + B”") =x"+ B,

onde este x’ é tomado em A’ de forma que i(x") = d(p~ (p(z))) = d(z) = 0. Mas, i é
monomorfismo. Entdo, X’ = 0 = p.(z + B) € ker(d).

- ker(d) € Im(p.): tome z” + B” € ker(d), ou seja, d(z” + B”) = B” = x' :=
i'(d(p~'(z"))) € B’. Da defini¢do de B’ = Im(d’), existe a’ com x’ = d’(a’). Vale que

d(p~'(z") = i(x') = i(d' (@) = d(i(a")) = d(p~'(z")=i(a")) = 0 = p~'(z")—i(a) € ker(d) := Z.
Assim,

2+ B = p(p ") ~ pli@)) + B” = p.(p” @) = i(@) + B),

onde o tltimo termo tem sentido porque se mostrou que p~!(z”) —i(a’) € Z.
- Im(d) C ker(i.):
i.(d(z” + B”)) = i(x") + B,

com i(x’) = d(p~'(z")) € Im(d) = B. Portanto, i(x') + B = B = 0,_,(4)-
- ker(i,) C Im(d): se 2 + B’ € ker(i.), entdo

B=i(z +B)=i(z)+B = i(z) € B = Im(d) = i(z) = d(a).

Vale que
d”(p(a)) = p(d(@)) = p(i(z')) = 0 = p(a) € Z".
Ocorre que p(a) + B” € H,(A”) e se pode escrever que
dp@)+B")=x"+F,

com i(x’) = d(p~'(p(a)) = d(a) = i(z’). Da injetividade de i, x’ = z’ e se pode escrever que
z' + B =x"+ B =d(p(a) + B”) € Im(d). O

Dentro da teoria de categorias, dados funtores F,G : € — €, tem-se que uma
transformagdo natural 7 de F para G é uma familia de morfismos tal que cada objeto X
de € esta associado com algum morfismo nx : F(X) — G(X) e, se f : X — Y é morfismo
em €, entdo ny o F(f) = G(f) o nx.

Teorema 2.2.1.10. Dado um diagrama comutativo com linhas exatas de complexos

0 VA s APy opn 5 0
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existe diagrama comutativo com linhas exatas de médulos da forma
s —— Hn(A,) ZH Hn(A) L) Hn(AH) _¢9> Hn—l(A/) —_—

” ’

al s ol al

3 Hy(C') —2 Hu(C) -2 H(C") —2 H,y(C)) — -

Demonstragdo. Primeiro, note que as linhas serem exatas é a afirmacdo do teorema
Dois dos trés quadrados acima comutam porque H, é funtor, com

j.oa,=a,ol,
f.oa.=al op.

A comutatividade do terceiro é verificada pelas defini¢des dos mapas envolvidos.
O

2.2.2 Funtores derivados

Nesta secdo, serd explorada a obtencdo de funtores a partir de um funtor dado,
processo que serd aprofundado no estudo de dois deles, Tor e Ext. A utilidade deste
procedimento é usar os funtores derivados para analisar o préprio funtor que os origi-
nou.

Definicao 2.2.2.1. Considere A um médulo e seja --- —» X, - X3 - Xp - A — 0
um complexo. Denomina-se X4 = ---X; — X; — Xy — 0 o complexo deletado
correspondente.

Observe que a designagdo é coerente, pois a estrutura se conserva um complexo.
Estes complexos deletados podem ser extraidos, por exemplo, de resolugdes projetivas
ou injetivas de um médulo.

Teorema 2.2.2.2 (Teorema de comparagdo). Considere o diagrama

d €

dy ,
> Xo > X1 > Xo > A > 0
| | |
I I I
I I
| [ | f ’
I I I
~N- ~N- ~N-
N Y dé\ ’ di\ ’ IRy \
S X, —2 X — Xr —C s AT ——3 0

—

cujas linhas sdo complexos. Suponha que

(i) Cada X; na linha superior seja médulo projetivo.
(ii) A linha de baixo seja exata.

Entdo, hd mapa cadeia fiXy - X', entre os dois complexos deletados corres-
pondentes que faz o diagrama comutar. E, ainda, quaisquer dois mapas cadeia dessa
forma, f, g, sio homot6picos, isto é, o mapa f — g := h é homot6pico-nulo, o que é
caracterizado por existir

Sn i Xn = Xy
tal que
h,=d os,0d,V n.
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Demonstracdo. - Existéncia de ?: usemos indugdo em n. Se n = 0, segue, do fato (ii), que
¢’ é epimorfismo e, por (i), Xy € projetivo. Assim, pela definicdo de médulo projetivo,
existe y : Xo — X{ tal que o diagrama comuta. Ou seja,

gdoy=foe.
Tome f, :=y.
Ayt d
Xn+1 : > Xn . > Xn—l
Para o passo indutivo, assuma o diagrama 7 7 . Provemos
fn fn—l
’ d,
, n+1 N , o\ ’
Xn+1 ’ Xﬂ ’ Xn—l
que

Im(f, o dye1) C Im(d’,, ).
Pela exatiddo da segunda linha,
Im(d, ) = ker(d},).

Pode-se mostrar que ~
a,(f ,(dns1(x))) =0,V x.

Isso se verifica pois

d,of)odur=(f,_yods)odu=f,_ 0 (dyodu)=0,

onde a primeira igualdade se deve a hip6tese de indugédo e a tltima ocorre da defini¢cdo
de complexo.
Com tal demonstragéo, vale o diagrama

Xn+1

\L}n ody41

, d;wl ’
Xn+l H Im(dn+1) H 0
Por (i), X,+1 € projetivo. Pela definicdo, existe ?n 11 - Xup1 — X/, tal que

dl

n+1 c>fn+1 =fn Odn+1‘

Esta provado o passo indutivo e o resultado vale por indugéo.

- Unicidade: sejam f, ¢ dois mapas cadeia com g — f homotépico-nulo. Defina os s,
indutivamente, com

s_1 : X1 — X{ : mapa identicamente nulo, pois se convenciona que X_; = 0.

Desse modo, provemos que

I(8us1 = F iy = 50 © dur) € Ii(d )

Por (ii),
Im(d,,,,) = ker(d,,,,).
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Com isso, mostremos que

d;/1+1(g"+1 - .771+1 — 51 © d"+1) =0e d;/1+1(g"+1 - .771+1) - d:1+1 Od”+1 =0
W—/

=8n —fn —sy—10dy, pela H.IL

(G = fr) = (€0 = fr = 5u-10dn) 0 s = 0 & )y (1 = f1) = (80 = f,) 0 = 0,

onde essa ultima igualdade ¢ verdadeira porque g, f sio mapas cadeia.
Assim, ocorre o diagrama

Xn+1

l/gnﬂ —fuy1—Sn%dns1

n+2 —> Im(d,+2) — 0

Por (i), X,,+1 € projetivo e existe s,,1 : X,41 = X/, que satisfaz a equagdo desejada.
O

Defini¢do 2.2.2.3. Considere T um funtor. Para cada médulo A, escolha uma resolucgéo
projetiva de A,

P B PSS A0,

e tome o correspondente complexo deletado P4 (como na defini¢do[2.2.2.1). Aplicando
T, tem-se ainda um complexo

19, ey ™ 1(py) — 0.

= T(P) —
Define-se um funtor L,T tal que
(LaT)(A) := Hi(T(Pa)) = ker(T(d,))/Im(T(dy+1))-

Falta expressar a acdo de L,T em morfismos. Pelo teorema de comparagdo, dado
f: A — B, existe mapa cadeia f : P4 — Pg sobre f, isto é, com fe = ¢’ f;. Define-se

(L. T)(f) : (L, T)(A) = (L,T)(B) como H,(T(f)).

‘Ou seja, tomando elemento z, € ker(T(d,)), tem-se que z, + Im(d,.1) € levado em
T(fu)zn + Im(T(d ,,)), onde os diferenciais d’ aparecem em Pp.

Definicdo 2.2.2.4. Seja T := ®zB. Define-se

TorR(-,B) := L,T.

Em particular,
Torf(A, B) = (L, T)(A) = H,(Pa ®g B) = ker(d, ® 1)/Im(d,s1 ® 1),

onde tais fungdes d; estdo na resolucdo projetiva de A

--—>P2d—2>Plﬂ>P0—>A—>O,
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E preciso mostrar que a estrutura acima estd bem definida, isto é, se tomada outra
resolugdo projetiva, o objeto calculado é, em algum sentido, o mesmo.

Definigdo 2.2.2.5. Considere F,F : € — ¢ dois funtores. Eles sdo designados natural-
mente equivalentes se, dado A € 0bj(C€), existir t4 : F(A) — F(A) isomorfismo tal que,
para qualquer g: A — B,

F(g) o ta =tg o F(g),

onde tp : F(B) — F(B) é isomorfismo.

Exemplo 2.2.2.6. Homg(R,-), R®g sdo naturalmente equivalentes a I (funtor identidade
na categoria gIk).

Teorema 2.2.2.7. Para qualquer funtor T, os funtores L, (T), L,(T), obtidos por resolugdes
projetivas distintas de A, sdo naturalmente equivalentes. Em particular,

(La(T)(A) = (Lu(T))(A)-
Ou seja, tais grupos sdo independentes da escolha da resolucdo projetiva de A.

Demonstragio. Considere o diagrama

> P» > Py > Py

v
)

> A
b
> P, S Py s Do S A 5 0

com a primeira linha é a resolugdo projetiva de A usada para definir L,(T) e a linha
inferior, usada em L,(T).
Pelo teorema de comparacdo, existe um mapa cadeia t : P4 — P, sobre 14 (tinico a
menos de homotopia).
Aplicando T,
T(t) : T(Pa) — T(Pa)

é mapa cadeia sobre 1r(4). Ele induz mapas T(t). : (L.(T))(A) — (L.(T))(A), que sdo
isomorfismos com inversas s, obtidas de maneira semelhante, isto é, pode-se inverter
o diagrama e usar o teorema de comparacdo para ter mapa cadeia s : Py — Py.
Vale quesot: Py — P4 é um mapa cadeia sobre 14. Mas, o identidade também é.
Com isso,
sot e aidentidade sdo homotépicos e s.t, = 1.

Repetindo tais passos, t.s. = 1. Portanto, t, é isomorfismo.

Como s o t e a identidade sdo homot6picos, T(s o t) é homotépico a T(id) = id. Mas,
T(sot) =T(s)oT(t) e, assim, T(s) o T(t) = id. Com isso, T(s). o T(t). = id. Por valer a
volta de maneira semelhante, tem-se que T(t). é isomorfismo.

Seja f : A — B qualquer e provemos que o diagrama abaixo comuta

T(t.)

(Lu(T)(A) — (Lu(T))(A)

l l

T(t.)

(Lu(T))(B) —— (La(T))(B)

1°: Comecemos pela disposicao
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S P, S Py s A > 0
14

> D, > Py s A
f

> Q1 > Qo > B

Pelo teorema de comparacio, existe mapa cadeia P4 — Qp sobre fol,: A — B = f.

2°: De maneira semelhante, existe mapa cadeia P, — QB comlgof=f:A—B.

3°: Aplica-se T aos mapas dados e se tem T(P4) — T(Qg) mapas cadeia sobre T(f).
Estes sdo homot6picos porque os originais o eram.

Os mapas induzidos sdo iguais e o diagrama de fato comuta. Por defini¢do, isso
mostra que Ln(T) e L,(T) sdo naturalmente equivalentes. O

Corolario 2.2.2.8. Tor%(A, B) independe da resolugdo projetiva de A tomada.

Demonstragdo. Do teorema2.2.2.7, L,(T)(A) =~ L,(T)(A). Por definicdo, TorR(-, B) = L,(T),
e, portanto, este funtor derivado independe da resolucédo projetiva de A. O

Uma questdo que poderia aparecer agora € que a construgdo acima foi feita partindo
de ®:B. Em especifico, comecando-se de A®g, ocorreria outra definicdo de Tork(A, B),
a qual serd atestada coincidente com a anterior mais a frente. Agora, serd desenvol-
vida a nogdo de funtores derivados a direita, com uma distingdo quando utilizados T
covariantes e contravariantes.

Definic¢ao 2.2.2.9. Dado um médulo A, tome resolucédo injetiva de A (vista como um
complexo)

OHA—)EOE)E_ld;l)E_z—)---

Note que os indices sdo decrescentes a partir do 0 e, assim, negativos. Para evita-los,
reescreveremos em ordem crescente na forma

0o A-E Sp i,

Considere a resolucao deletada, E4. Se T for funtor covariante, os funtores derivados
a direita sdo dados por

(R"T)(A) = H'(T(E,)) = ker(T(d"))/Im(T(d"™)).

O dual do teorema de comparagdo assegura que existe mapa cadeia f : E4 — Eg, que
é tinico a menos de homotopia. Assim, existe tinico H*(T(E,)) — H"(T(Ep)) induzidos

por T(f). Define-se
(R"T)(f) : R"T(A) — R"T(B) como H”(T(?)).
Definicdo 2.2.2.10. Seja T := Homg(C, -). Define-se

Exti(C,-) := R'T.

Em particular,

Ext}(C, A) = (R"T)(A) = H"(Homg(C, E,)) = ker(Hom(C,d"))/Im(Hom(C,d"™")),

onde0 > A-ESE LS. ¢a resolucdo injetiva escolhida para A.
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Como feito para os funtores derivados a esquerda, a construgdo dos funtores deri-
vados a direita permite que dois deles sejam naturalmente equivalentes.

Teorema 2.2.2.11. Seja R"T tomado com resolugdo injetiva diferente. Vale que R'T e
R"T sdo naturalmente equivalentes.

Corolario 2.2.2.12. Os funtores Ext;(C, A) independem da resolugéo injetiva de A.

Para definirmos os funtores derivados a direita de funtores contravariantes, note
que, nos dois tratamentos anteriores, primeiro se teve que os complexos T(P,) seguiram
infinitos para a esquerda - nos funtores derivados a esquerda - e T(E,) continuaram
para a direita - nos funtores derivados a direita de T covariante. Agora, usaremos
resolugdes projetivas para funtores derivados a direita de funtores contravariantes
para conservarmos a concordancia acima.

Defini¢do 2.2.2.13. Dada resolugdo projetiva de A da forma

P B PSP 5 A0,

aplica-se T contravariante a resolugdo deletada P,

0 = T(Po) 22 7(p)) L%2; T(Py) — - -

Quando T é contravariante, define-se
(R"T)(A) := ker(T(d,+1))/Im(T(d,,)).

Se f : A — B, pelo teorema de comparacéo, existe mapa cadeia? : Py — Pgsobre f.
Define-se —
(R'"T)(f) : R"T)(A) = (R"T)(B) como H,(T(f)).

Teorema 2.2.2.14. Se T é contravariante e forem usadas resolugdes projetivas distintas,
R"T e R"T sdo naturalmente equivalentes.

Definic¢do 2.2.2.15. Seja T := Homg(-, A). Define-se

Ext'(-,A) := R"T.

Em particular,

Exti(C,A) = (R"T)(C) = H"(Homg(Pc, A)) = ker(Hom(d 41, A))/Im(Hom(d,, A)),

onde--- — P, 2, P, A, Py — C — 0 é a resolucdo projetiva escolhida para C.

Com isso, tem-se duas defini¢des para Ext(C, A), que produzem estruturas isomor-
fas ([10]).

Corolario 2.2.2.16. Exty(C, A) independe da resolugdo projetiva de C.

Ay A, s oAy By oA s A
Lema 2.2.2.17 (Five lemma). Seja lal laz l% lm as diagrama

p1 2 B3 Ba
B, > By > B3 > By > Bs
comutativo de linhas exatas. Vale que
a) Se a,, ay forem epimorfismos e as for monomorfismo, entdo a3 é epimorfismo.

b) Se a,, ay forem monomorfismos e a; for epimorfismo, entdo a3 € monomorfismo.
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Demonstragido. Cada um dos itens utiliza quatro pares de mdédulos. Assim, em a) ndo
serdo usados Ay, B; e, em b), ndo serdo usados As, Bs.

a) Como queremos mostrar a sobrejetividade de a3, considere b; € B;. Por ay ser
sobrejetor, existe a, € Ay tal que a4(as) = B3(b3). Pelo dltimo quadrado ser comutativo,

Paoay = as50 Y,
Em particular, f4(B5(b3)) = Pa(as(as)) = as(ya(as)). Como a linha inferior é exata,
tem-se que Im(fB3) = ker(B4) e, da cadeia de igualdades anterior,
as(ya(as)) = 0.

Do enunciado de a), a5 é injetor e, assim, y4(a4) = 0 = a4 € ker(y,) = Im(ys), pois a
linha superior é exata. Com isso, existe a3 € A3 com a4 = y3(a3). Pela comutatividade
do penultimo quadrado, tem-se que

Bsoas=asoys.

Entdo, B3(b3) = as(as) = au(ys(as)) = Pa(as(@s)) = as(as) — by € ker(Bs) = Im(Ba).
Portanto, existe b, € B, com B,(b,) = as(as) — bs. Da sobrejetividade admitida de a»,
existe a, € A; tal que a,(a;) = b,. Comutando o segundo quadrado do diagrama,

520012=053°7/2-

Com isso, as(y2(a2)) = Pa(az(a2)) = B2(b2) = as(as) — by = az(as — y2(a2)) = bs. Tem-se
a sobrejetividade de as.

b) Para provar que as € injetor, considere az(a3) = 0. Da comutatividade do terceiro
quadrado, vale que 0 = 35(0) = Bs(as(a3)) = as(ys(as)). Pela injetividade de a4, segue
que y3(as) = 0, isto é, az € ker(y3) = Im(y,), da exatiddo da primeira linha. Assim, existe
ay € A tal que y2(az) = a3. Comutando o segundo quadrado,

0 = a3(a3) = as(y2(a2)) = Pa(aa(a2)) = az(az) € ker(B2) = Im(B1),
pela exatiddo da segunda linha. Desse modo, existe b; € By com fB1(b1) = a(az).
Utilizando a sobrejetividade suposta para a;, existe a; € A; com a;(a1) = by. Portanto,

a(y1(a1)) = pr(ai(ar)) = p1(h1) = aa(a2) = a2 = y1(m),

onde se usou a comutatividade do primeiro quadrado e a injetividade assumida de ax.
Entdo,

az = ya(az) = ya(y1(ar)).
Como a primeira linha é exata, Im(y) = ker(y2) e as = 0, ou seja, a3 é injetor. O

Corolério 2.2.2.18. Se a1, ay, as, a5 forem isomorfismos, entdo as é isomorfismo.
Definic¢do 2.2.2.19. Dados (A, d), (A’,d") complexos, define-se
(A®A'), = Z Ai® A,
i+j=n

Ay (A®A), = (A®A), 1, 0; @4+ d(a;) ®a) + (-1)'a ® d'(a)).

Com tais complexos e tais mapas cadeia, tem-se um novo complexo, chamado de
produto tensorial de A, A’, denotado por A® A’.
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Teorema 2.2.2.20. Sejam
v > P —>Pp—>A—->0

o> Q1> Qy—>B—-0
duas resolugdes projetivas. Entéo,

Hy(A®r Qp) =~ Hy(Ps ®r Qp) ~ Hy(P4s®& B),¥Y 1 >0.

Corolario 2.2.2.21. Se A é R-médulo a direita e T = A®g, tem-se que o funtor derivado
a esquerda TorR(A,-) := L,T é tal que ocorre isomorfismo da construgdo de TorR(A, B)
por este e da feita anteriormente comecando do funtor ®gB e se calculando o derivado
Tor%(-, B).

Teorema 2.2.2.22. Sejam --+ —» Py > Py > A —>0e0— B — E° - E! — --- resolugdes
projetiva de A e injetiva de B, respectivamente. Entéo,

H"(Homg(A, Eg)) ~ H"(Homg(Pa, Eg)) ~ H"(Homg(P4,B)),¥ n > 0.
Corolario 2.2.2.23. Ext} possui mesmo valor em (A, B) pelas duas construgdes.
Lema 2.2.2.24. Se P é médulo projetivo e n > 1, entdo TorX(P, B) = 0.

Demonstragio. Mostrou-se que TorR(P, B) independe da resolucdo projetiva de P to-
mada. Assim, pode-se considerar, em particular,

i 050> Py>P >0,
onde Py = P, ¢ = idp. O
Teorema 2.2.2.25. Se A é plano, entdo TorR(A,B) =0,V n > 1 e médulo B.

Demonstragido. Usemos indugdo em n. Seja P um moédulo projetivo e considere a
sequéncia exata 0 — K— P — B — 0.
Sen=1. - — Torf(A, P) — Torlf(A, B) L AKE AgPé sequéncia exata. Da
—
=0,P projetivo.
suposi¢do de A ser plano, 1 ® i ¢ monomorfismo e, portanto,
TorX(A, B) = Tory(A, B)/{0} = TorX(A, B)/ker(¢p) = Im(p) = ker(1 ® i) = {0}.

Suponha provado para n. Como P é projetivo, pelo lema [2.2.2.24, Tor® (A, P) = 0.
Usando a hipétese de indugéo, TorR(A, K) = 0. Considere a sequéncia exata

0 = Tork (A, P) S Tor% (A, B) S Tork(A, K) = 0.
Ent3o,
TorX, (A, B) = TorX, (A, B)/{0} = TorX, (A, B)/Im(6) = Tor®, (A, B)/ker(¢) =~ Im(¢p) = 0.

Esta provado o resultado. O
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2.3 Sequéncia espectral

Esta estrutura é empregada em demonstragdes de ([7]) e, assim, foi alvo de um
estudo bésico.

Uma sequéncia exata curta de complexos dé origem a uma sequéncia exata longa em
homologia. Uma generalizacdo dessas sequéncias exatas curtas de complexos sdo as
tiltracdes de complexos, as quais se associa uma generaliza¢do da sequéncia exata longa,
que é denominada sequéncia espectral e auxilia a calcular de maneira aproximada a
homologia do complexo.

Definicao 2.3.0.1. Um médulo graduado é uma sequéncia de médulos M := {M,},cz.

Definicdo 2.3.0.2. Sejam M = {M,}, N = {N,} dois médulos graduados e a € Z. Entdo,
a sequéncia de homomorfismos f = {f, : M, = N,.,} ¢ um mapa de grau 4. Denota-se
f:M—=>N.

d
Exemplo 2.3.0.3. Um complexo C = -+ = C, — C,_; — ---determina o médulo
graduado C = {C,}. Omapad : C — C possui grau -1.

Exemplo 2.3.0.4. Considere H.C := {H,(C)},cz a sequéncia de homologias de um com-
plexo. Este é um médulo graduado.

Defini¢do 2.3.0.5. Um médulo bigraduado é uma familia duplamente indexada de
R-mc’)dulos, M = {Mp,q}(p,q)EZXZ-

Defini¢ao 2.3.0.6. Sejam M, N médulos bigraduados. Um mapa é bigraduado de
bigrau (a,b) € Z X Z se for uma familia de homomorfismos de R-médulos, denotada
por f: M — N,onde f :={f,, : M), = Nysagir)poezxz-

Defini¢ao 2.3.0.7. Um médulo bigraduado diferencial é um par ordenado (M, d), onde
M é médulo bigraduado e d : M — M é mapa bigraduado tal que d od = 0. Este é
chamado de diferencial.

Definic¢do 2.3.0.8. Dado (M, d), com d de bigrau (a, b), define-se a homologia, denotada
por H(M, d), como o médulo bigraduado cujo termo de ordem (p, 9) é

ker(dp,q)
HM,d),,, = m'

Defini¢ao 2.3.0.9. Uma filtracdo de um R-médulo M é uma familia (M,),cz de submédulos
de M tais que
e CMp_] gMngp+1 g ctt

Para cada p, M,,/M,_; é um fator da filtragao.
O médulo graduado associado é definido por

G,M := M, /M, ;.

Defini¢ao 2.3.0.10. Uma filtragdo de um complexo (C,d) é uma familia (F’C),cz de
subcomplexos com
-PlCcPPCCPCC -,

isto é, para cada n, (FFC), é submoddulo de C, e d,, : (FFC),, — (FFC),-1, ¥ n,p, ou seja, o
diferencial preserva a filtragdo, d,((F'C),) C (FFC),-1.
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Comisso, induz-se um diferenciald : (G,C), — (G,C),-1, que estdbem definido entre
os médulos graduados associados. Tem-se, assim, um complexo graduado associado.
Se o objetivo for computar a homologia do complexo inicial e for mais simples calcular
a do complexo graduado associado, pode-se pensar na homologia deste e usa-la para
ter a homologia do complexo inicial. Esta relacdo sera abordada na construgdo das
sequéncias espectrais.

Considerando que os mapas horizontais sdo inclusdes e os verticais sdo restri¢des
de d a (F'C),, tem-se o diagrama cuja n-ésima linha é uma filtracao de C,.

N ~ A

— (PP—1C)n+1 — (ch)nﬂ — (Fp+1c)n+1 —_—

h ~N h g

—— (PO —— (PO —— (F10), — -+

h ~N h g

' —> (Fp_lc)n—l H (ch)n—l H (Fp+1c)n—1 —>

Antes de apresentar a definicdo do tema anunciado, seja (F,C.,,d) uma filtracdo de
um complexo, com médulo graduado associado

0 ._ -
Ep,q - GpCp.}.q - FPCP‘*‘Z/FP_lCP‘H/]'
Denote o diferencial induzido por

. 0 0
do . Ep’q — Ep,q—l

e seja a homologia do associado igual a
E,, = Hpiy(G,C.),

o que pode ser pensado como uma aproximagédo de primeira ordem para a homologia
de C.. Pode-se continuar este processo. Admita, assim, uma aproximacado de r-ésima
ordem definida por
B {x€F,Cpigldx € F,u,Cpigr}
pa Pp—lcp+q + d(Fp+r—1Cp+q+l) .

Defini¢do 2.3.0.11. Uma filtracdo {F’H} de um moédulo graduado H é limitada se, para
cada n, existirem inteiros s(n), t(n) tais que

r£MWH =0, F™WH, =H,.
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Com estas duas defini¢des, tem-se o

Lema 2.3.0.12. Seja (F,C.,d) uma filtracdo de um complexo. Entéo,
a) d induz um mapa bem definido

r. pr r
d . Ep,q - Ep—r,q+r—1

etalqued od = 0.
b) E"*! é a homologia de (E”,d"), onde d’ tem bigrau (-r,r — 1), isto ¢,

r o . Fr r
pra = < B 2 By ©)
2/ : .
B0y Byt = B

C) Ezlw = H,.,(G,C.).
d) Se, para cada n, a filtragdo de C, for limitada, entdo, para todo p,q, existe r
suficientemente grande tal que

El., = GyHpu(C.).

Definic¢ao 2.3.0.13. Uma sequéncia espectral é uma sequéncia (E",d"),>1 de médulos
bigraduados diferenciais tais que

E*' = H(E',d),Vr,
ou seja, vale (6).

Dado r > 1 fixado, diz-se que o médulo E” é a r-ésima pédgina da sequéncia espectral
e cada pagina é a homologia da anterior.

Proposicao 2.3.0.14. A filtragdo {F'C} de um complexo C determina uma sequéncia
espectral.

Demonstragio. Para cada p, existe sequéncia exata curta de complexos
0— F"'C— F'C - F'C/F'"'C — 0.

A sequéncia longa de homologia associada é

e o Hy(FP710) S Hyyf(FPC) D Hy, (FPC/FP'C) D> Hy g 1 (FPC) — -+

Tem-se dois tipos de termos, a homologia de algum F'C e de algum quociente
FPC/FP~IC. Defina, entdo,

—— ._ -1
D, := Hyy(FFC), E,; := H, (FPC/F'—C).
Reescreve-se, assim,
5Dy S Dy B E, DDy, — e
p-Lg+1 ] 1] r-14

Os mapas a, 3,y podem ter bigraus atribuidos iguais a (1, -1), (0,0), (-1, 0), respec-
tivamente. Em diagrama,
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D——% D
E

onde se tem exatiddo em cada vértice, isto é, ha mapas

Vij * Eij = Disig,jijo
Qitig,jrjo * Divigjtjo = Divigtiy,jtjotin

Bivig+ivjtjori * Divigir,jrjoryn = Eivigwin,j+jotjn

Im(y; ;) = ker(itiy,j+jo)-

Produz-se o que se denomina par exat(ﬂ
Este par exato produz outro, ao se estabelecer que

d':E,, > E,, d :=Bovy.

De Im(B) = ker(y), tem-se que y o B = 0. Assim, d' od' = 0 e os grupos de homologia
sdo E? := H(E,d") = ker(d")/Im(d"). Se usada a notagdo E? := H(E,d") e que este é um
modulo bigraduado, ocorre que

d. : Epy > Dyorg 5> Epyy = bigrau (<1,0).
2 _ 1 1
E,, = ker(d,.)/Im(d,,, ,)-

p+lq

Considere agora um segundo médulo bigraduado, D? := Im(a). Por este ter bigrau
(1,-1), segue, da defini¢do de imagem bigraduada, que

Dilq = ap—l,q+1[Dp—1,q+1] = Im(ap—l,q+l) c Dp,q-

Defina, ainda, a?, 2, > por .
a” = Xim(a)-
p?:D* = B2, B(y) = [Boa (W],

2

g €Ntao, da defini¢do de D?, tem-se que

que é a classe de homologia, isto é, se y € D
Y = ay1441(xp-1,4+1). Estabeleca que
2 . -1
;Bp,q = Pp-1401 0 ap—l,q+1(y)'

Seja agora
7’5,17 (20,41 := Vpa(2p4) € Dprg-

Com tais definicoes,

D 2 S D
N
E

"No inglés, exact couple.
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¢ um par exato.

Formou-se, portanto, (D?, E?, a?, %, %), um par exato derivado de (D, E, a, 8, 7). Tal
construcdo pode ser iterada para se ter uma sequéncia de pares exatos.

Os termos E?,E3,...,E’,... formam uma sequéncia espectral. |

Lema 2.3.0.15. Em uma filtracdo limitada, pode-se extrair uma cadeia finita.

Demonstragdo. Pelas propriedades da filtragdo, FP"'H c FPH,VY p. Supondo {FPH} limi-
tada, entdo, para cada p < s(n), ocorre que FFH, = 0 e, para cada p > t(n), vale que
FPH, = H,,. A cadeia finita é, entdo,

0=FH,cF"H,c---cFH, =H,.
O

Definic¢do 2.3.0.16. Uma sequéncia espectral {E"} converge para um médulo graduado
H se existir uma filtracdo limitada {®"H} de H tal que

Ey, ~®'H,/®"'H,,Y p,q,n=p+q.
Escreve-se que E; , =, H,,.

Uma sequéncia espectral convergente é um algoritmo para calcular um R-médulo
graduado iniciando-se de um outro e fazendo sucessivos computos de homologia.
Porém, nédo se tem férmulas para os diferenciais, o que faz esta técnica ser ttil sob
algumas condi¢des conhecidas.

Teorema 2.3.0.17. Seja {F’'C} uma filtragdo limitada de um complexo C e {E’} a sequéncia
espectral que ela determina. Entdo,

a) Para cadap,q, E;, = E} ,, para algum r grande dependendo de p, .

b) E; , =, Hu(C).

Demonstracdo. a) Como a filtracdo é limitada, existem s(n), t(n) da forma definida antes.
Se p > t(n), entdo

FF=P"=F/PP =0, E,q = Hywo(FP /PP = 0.
Desse modo, como E| ¢ dado por E,, 4, tem-se que E,, , = 0, Y rep > t(n). De maneira
semelhante, se p <s(n), E,, =0,V r.

Tome quaisquer p, . Pelo diferencial d" ter bigrau (-7, — 1), a imagem dele é tal
qued'(E,,) CE,_, .. . Ser suficientemente grande, p — r sera pequeno e, como visto

no final da parte acima, E’ = (. Com isso,
p-rg+r—1

d'(E),) 0= E), = ker(d),).

Como E’Jrl ker(d,, )/ Im(d ), olhemos para aimagem. Tem-se que, se r grande,

p+r.g-r+1/7
pt+ré grande e, como feito na primeira parte, E, . 1 = 0. Entéo,
r — Ar r —
Im(dp+r,q—r+l) =d (Ep+r,q—r+1) =0

Segue que E”rl E,, para r grande dependendo de p, g e se tem o resultado.
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b) A inclusdo F'C — C induz um mapa ¢ : H,(FFC) — H,(C). Considere a filtragdo
D’H,(C) := Im(p).
Pela filtracdo do enunciado ser limitada, ®’H,,(C) é limitada, com
0= ®°H,(C) c »**'H,(C) C --- ¢ ®'H,(C) = H,(C).

Considere o r-ésimo par derivado, (D', E", a’, ', "), que se mostrou formado indu-
tivamente comecando de uma filtragdo na demonstracdo da proposi¢do [2.3.0.14, Em
seguida, tome a sequéncia exata que este par forma,

r r v
e D < pr LE, Lo

p+r=2,q-r+2 p+r=1,q-r+1 r-14 -

Usando que os bigraus de a, 3, y sdo, respectivamente, (1, 1), (0,0), (-1, 0), entdo
Dyr-1g-re1=a0---0aDyy) = Im(Hpq(F") = Hyg(FPT1).
r—1

Fixados p, g, pela hip6tese de limitagdo da filtragdo, tem-se que FF*''C = C, para r
suficientemente grande. Desse modo,

Dp+r—1,q—r+1 = chHpﬂ](c)-

1 {1 14 J—
Com um raciocinio semelhante, Dp brm2gersn =

Substituindo na sequéncia exata tomada,

®"'H,,,(C). Para r grande, D, ,,=0

o= O H,,, () a, "H, ., (C) LR E, 750 = ...
Pela exatiddo, pode-se escrever que

O'H,,(C)/P"'H,,(C) ~ E, , = E..
N——
por a).

O

Exemplo 2.3.0.18. Suponha que exista 7, tal que todos os diferenciais desta e depois
dessa péagina zeram, ou seja, d" = 0,V r > r,. Com isso, {E"*},; € um termo limite para
esta sequéncia espectral e se diz que ela degenera em 7.

De fato, como o mapa ¢ identicamente nulo, tem-se que ker(d,,) = E, .,V p,q e
Im(d;,q) =0,Y p,q. Assim,

r+1 _ r r ~ E7
E,q =ker(d, )/ Im(dy,, . 1) = E, 0¥ 1 >7s
Exemplo 2.3.0.19. Assuma que, para uma sequéncia espectral, exista r; > 2 tal que a
rs-pagina estd concentrada em uma tnica linha ou coluna. Com isso, esta pagina é o
limite da sequéncia e se conceitua que a sequéncia colapsa nesta pagina.
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7

A_ 1 N r . r
Para vé-lo, avaliemos, com respeito a v, o mapa d’ : E,,— Ep—w 1

Se r = 0: dominio e contradominio coincidem.

Se r = 1: dominio e contradominio na mesma linha.

Se r > 2: os diferenciais possuem dominio e contradominio ocupando diferentes
linhas e colunas.

Assim, se todas as linhas (ou colunas) com excec¢do de alguma se anulam, entdo o
mesmo ocorre com os diferenciais, se r > 2.

O préximo teorema apresenta um exemplo de sequéncia espectral, o qual é classico,
e terd sua aplicacdo explorada mais do que sua construgéo.

Definicdo 2.3.0.20. O anel de grupo de um grupo G sobre um anel R é denotado por
R[G] := RG e dado pelo conjunto dos mapas f : G — R tais que f(x) # 0 apenas para
um namero finito de x € G. A soma e produto por escalar sdo dadas como habituais.
O produto de f;, f> € RG é considerado

fio )= ) AGA© = ), f@)fw ).

uv=x ueG

Tal soma ¢é finita porque fi, f, sdo como definidas acima. E comum se adotar a
notacdo de combinagdes lineares formais de elementos de G com coeficientes em R,

Z re8, s €R,

geG

onde quase todos os 7 sdo 0. E valido que RG contém um subanel isomorfo a R e que
o conjunto dos elementos invertiveis de RG possui um subgrupo isomorfo a G.

Definic¢do 2.3.0.21. Seja G um grupo, M um ZG-moédulo a esquerda e Z considerado
como ZG-moédulo trivial. Define-se o n-ésimo grupo de homologia de G como

H,(G, M) := Tor*“(Z, M).

Teorema 2.3.0.22 (Sequéncia espectral de Lyndon-Hochschild-Serre (LHS)). Sejam da-
dos1 - N —- G — Q — 1 uma sequéncia exata curta de grupos e A um ZG-médulo.
Entdo, existe uma sequéncia espectral de homologias, onde

E), = Hy(Q Hy(N, A)),

que converge a H,,,(G, A).

3 Propriedade (FP),

Considere o resultado que usa o que j4 foi citado e serd ttil a frente.

Proposicao 3.0.0.1. Seja G um grupo e M um ZG-médulo livre a esquerda. Com isso,
H,(G,M)=0,Yn2>1.

Demonstragdo. Por M ser livre, é plano. Pelo teorema [2.2.2.25, TorZ“(Z, M) = 0. O

Proposicao 3.0.0.2. Considere A, B grupos, com A C B e seja M um ZB-moédulo livre.
Nessas condicoes, H,(A,M) =0,Y n > 1.



3.1 Moédulos de tipo (FP), 76

Demonstracio. E suficiente mostrar que M é ZA-médulo livre. Com isso, pela proposicio
segue a nulidade. Como M é livre sobre ZB, ocorre que M = @ZB. Escrevendo
B = UjrAt, onde I' é uma transversal e a unido é disjunta, tem-se que ZB = @, ZAt.
Desse modo, M = & @ ZAt = M é ZA-mbdulo livre. O

Primeiro sera feita a teoria para médulos.

3.1 Moddulos de tipo (FP),

Este t6pico contém o que foi estudado em ([3])).

Definic¢ao 3.1.0.1. Considere A um R-moédulo. Este é de tipo (FP), se existir resolugao
projetiva de A
o> Py 5P 5Py —>A—0,

com cada um dos P; finitamente gerado para i < n. E de tipo (FP)., se todos os médulos
projetivos forem finitamente gerados.

Lema 3.1.0.2. A é de tipo (FP), se, e somente se, A é finitamente gerado.

Demonstragio. Suponha A médulo finitamente gerado. Com isso, como todo médulo
é quociente de algum livre, pode-se tomar Fy médulo livre finitamente gerado. Tem-se
a sequéncia exata

PO —-A—-0

e, portanto, A é de tipo (FP)y.
Se A for de tipo (FP),, entdo existe sequéncia exata
Py A—0,
onde P, é médulo projetivo finitamente gerado. Assim,
A = Im(a) =~ Py/ker(a).

Como Py é finitamente gerado, o quociente Py/ker(a) é finitamente gerado e vale o
resultado pelo isomorfismo acima. ]

Lema 3.1.0.3. A é de tipo (FP); se, e somente se, A é finitamente apresentavel.

Demonstragio. Se A é finitamente apresentavel, pela defini¢do[2.2.0.92) existem inteiros
m, n tais que se tem sequéncia exata R — R" — A — 0. Tome P, := R",P; := R", que
sdo modulos projetivos finitamente gerados. Ou seja, A é de tipo (FP);.

Admita que A seja de tipo (FP);. Com isso, existe sequéncia exata

P1—>P0—>AHO,

onde Py, P; sio médulos projetivos finitamente gerados. Como Py é projetivo finita-
mente gerado, é somando direto de um moédulo livre de posto finito (base de cardinali-
dade finita), isto é, existe Q finitamente gerado tal que Py ® Q = F,. Forma-se, ao somar
a sequéncia acima com Q — Q — 0 — 0, a sequéncia exata

PeQSFELAS

Por P;, Q serem finitamente gerados, entdo Im(a) é finitamente gerado pelas imagens
dos geradores de Py, Q sob a. Da exatiddo, ker(f) é finitamente gerado e se pode escreveé-
lo como quociente de um moédulo livre finitamente gerado. Assim, A possui sequéncia
exata R — R" — A — 0, ou seja, é finitamente apresentével. |
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Definicdo 3.1.0.4. Denomina-se dimensao projetiva de uma resolugdo projetiva o me-
nor tamanho de uma resolugdo projetiva de um moédulo.

Desse modo, um médulo possui dimensao projetiva 0 se, e somente se, for projetivo.
E dimensdo infinita quando ndo admitir resolugdo dessa forma.

Lema 3.1.0.5. Se A é de tipo (FP),, existe uma resolucao livre que é finitamente gerada
em dimensdo no maximo .

Demonstragio. Seja --- — P, — Py 4, Py — A — 0 resolugdo projetiva e suponha P,
finitamente gerado. Assim, Py é somando direto de Py ® Q, que é livre. Trocando Py
por esta soma direta e P; por P; ® Q, pode-se estender o mapa d; usando idy. Com isso,
a nova resolucdo é finitamente gerada e livre em dimensdo 0. Repetindo o processo
e usando a definicdo de (FP), ter todos os P; finitamente gerados, 1 < i < n, vale o

enunciado. O
Esclarece-se que

1. Olimite de um sistema inverso M., denotado por lim M., é outra designagdo para
o limite inverso.

2. O colimite de um sistema direto M., dado por colim M., é o limite diret(ﬂ
O resultado principal para médulos ([3]) é dado pelo
Teorema 3.1.0.6. Sdo equivalentes quando A é um R-mdédulo a esquerda
(i) A édetipo (FP),.
(ii) - Para qualquer limite exato, o mapa natural Torf(lim M.,A) — lim Torf(M*,A) é

um isomorfismo se k < n e um epimorfismo se k = n.

- Para qualquer colimite exato, o mapa natural
colim Extk(A, M.) — Exti(A, colim M.,)
é um isomorfismo se k < n e um monomorfismo se k = n.
(iii) - Para um produto direto [ R, o mapa natural Tor{([TR, A) = [] Tor{(R, A) é um
isomorfismo se k < n e um epimorfismo se k = n.

- Para um sistema direcionado de R-médulos {M.}, onde lim M, = 0, ocorre que

lim Extk(A,M.,) =0,Y k < n.

Demonstragido. (i) = (ii): Pela observagdo feita, pode-se considerar uma resolugdo livre

-— F, LR F,.i1—> - > L LN Fy = A — 0, onde cada F; é finitamente gerado se
k < n. Como limite é um funtor aditivo, comuta com somas diretas finitas. Assim, o
homomorfismo natural (lim M.) ®g Fy — lim(M. ®g Fi) é um isomorfismo se k < n. Pela
exatiddo, pode-se escrever que o funtor limite comuta com o funtor homologia e segue
a primeira afirmacgdo em (ii).

80s termos “limite direto”e “limite inverso”datam de uma época antes de a terminologia da teoria
das categorias ter sido estabelecida e ainda sdo empregados.
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Como Homg(A, -) comuta com somas diretas finitas, 0 mapa natural
colim Homg(Fy, M) — Homg(Fy, colimM.,)

é isomorfismo se k < n. Pela exatiddo, tem-se a segunda afirmacdo em (ii).

(ii) = (iii): Valem porque sdo a mesma descricao.

(iif) = (i): prova-se que cada uma das frases tém como consequéncia A de tipo (FP),.
Prosseguimos por indugdo em 7.

Seja n = 0. Pela hip6tese, o mapa natural u : (J] R) ®x A — [ A é um epimorfismo.
Pela sobrejetividade, existe b € (][ R) ®x A tal que [[,cpa € Im(u) = u®) = [.caa
Como b € (][ R) ® A, entdo é da forma

b:gl:[b?@)ai,

onde cada b? € R e g; € A. Pela defini¢do do mapa natural,

Ha:y(b):inb‘;ai: Hzm"b;?a,-.
i=1 a 1

acA a i=

Da descri¢do acima, para qualquer a € A, pode-se escrever que a = )", bfa;, ou seja,
A é modulo gerado por {a;}"", e estd provado o resultado.

Seja agora n > 1 qualquer e admita o resultado vélido para n — 1. Como procedido
antes, mostra-se que A é finitamente gerado. Tome sequéncia exata curta de R-médulos
0 - K— F — A — 0,ondeF émodulo livre finitamente gerado, a qual pode ser tomada
lema (3.1.0.5). Desse modo, constréi-se o diagrama comutativo

- TorR([TR,F) — Tor{(ITR,A) —— Tor® (ITR,K) — Tor® (TIR,F) —— Tork ([TR,A)

- T1 Tor8(R,F) — 1 TorR(R,A) —— []Tor® (R,K) — Tl Tor® (R,F) —— []Tork (R, A)

onde s, denota o epimorfismo da hipétese.

Pelo lema Tord(I[TR,K) — 1 Tor{(R,K) é um isomorfismo se k <n—1e
epimorfismo se k = n — 1. Portanto, da hipdtese de indugédo aplicada neste médulo K,
ele é de tipo (FP),-1. Com isso, A é de tipo (FP),.

A segunda afirmacdo de (iii) pode ser usada para mostrar que A é de tipo (FP),
e repetimos o raciocinio indutivo. Se n = 0, tome o sistema direto {A/A’}, onde A’
percorre todos os submédulos de A que sejam finitamente gerados. Com isso,

lim A/A’ = 0 = lim Homg(A, AJA’) = 0.

Em particular, é 0 quando se usa a projecdo canodnica © : A — A/A’. Ou seja, o
mapa é identicamente nulo para algum A’. Com isso, A =~ Im(n) = A’ e A é finitamente
gerado.

Admita agora que n > 1. Pelo que se provou, A é finitamente gerado. Tome
sequéncia exata curta de R-médulos 0 - K - F - A — 0, onde F é médulo livre
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finitamente gerado e suponha que M, seja um sistema direto de R-md6dulos para o qual
o limite direto seja 0. Com isso,

lim Ext&(K, M) =0,¥Y k <n—1.

Usando a hipétese de indugdo neste médulo K, tem-se que ele é de tipo (FP),-; e,
assim, A é de tipo (FP),,. O

Uma das etapas da demonstracdo acima é generalizada na

Proposi¢ao 3.1.0.7. Seja 0 - A” - A — A” — 0 uma sequéncia exata curta de R-
modulos. Vale que

a) A’ de tipo (FP),-; e A de tipo (FP),, = A” de tipo (FP),.

b) A’, A” de tipo (FP), = A de tipo (FP),.

c) A de tipo (FP),—1 e A” de tipo (FP), = A’ de tipo (FP),_;.

Demonstragio. Considerando as equivaléncias do teorema pode-se caracterizar
os médulos acima por (iii). Aplicam-se os funtores Tor ou Ext para formar sequéncias
exatas longas. m|

Proposic¢ao 3.1.0.8. Seja A um R-moédulo de tipo (FP), e considere que P,,_1,P,—», ..., Py
sejam os primeiros n termos de uma resolucdo projetiva de A. Se todos eles forem
finitamente gerados, entdo o kernel do mapa d,_; : P,-1 — P,_, é finitamente gerado.

Demonstragio. Se n = 0, tome sequéncia exata curta 0 — Ky — Py - A — 0, onde P,
é R-moédulo projetivo e finitamente gerado. Se A é finitamente apresentével, isto ¢, de
tipo (FP),, pode-se formar sequéncia exata curta 0 - K — F - A — 0 tal que F seja
R-médulo livre e F, K sejam finitamente gerados. Por c) da proposigdo tem-se
que K é de tipo (FP),. Construa, entdo, sequéncia exata curta 0 — K; — P; = Ky — 0,
com P; projetivo e finitamente gerado. Se A for de tipo (FP),, ocorre que Ky é (FP); e,
portanto, K; é de tipo (FP),. Este raciocinio pode ser repetido para A de tipo (FP),. O

3.2 Grupos de tipo (FP),
Continuemos com o estudo de ([3]).

Definigao 3.2.0.1. Um grupo G é de tipo (FP), sobre R se 0 ZG-médulo trivial R for de
tipo (FP),, como um RG-médulo.

Lema 3.2.0.2. Se G é de tipo (FP), sobre Z, entdo o é sobre qualquer anel R.

Lema 3.2.0.3. Qualquer grupo é de tipo (FP), sobre R.

Demonstragio. Ocorre porque R é finitamente gerado como RG-médulo. m]
O termo abaixo serd usado na demonstracdo que o segue.

Definigao 3.2.0.4. O ideal de aumento de um grupo G, denotado por Aug(G), é o kernel
do epimorfismo RG — R.

Proposicdo 3.2.0.5. Um grupo G é de tipo (FP); sobre R se, e somente se, G é finitamente
gerado.
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Demonstragio. Suponha G finitamente gerado e considere o ideal de aumento de G, I¢.
Este é finitamente gerado como um ZG-médulo a esquerda e, portanto, existe resolugao
livre - -+ = @geradores ZG — ZG — Z. Ou seja, G € de tipo (FP); sobre qualquer anel.

Admita agora que G seja de tipo (FP); sobre R. Considere o epimorfismo RG — R
e defina H := ker(RG — R). Como RG-médulo, este é finitamente gerado por um
conjunto de elementos (1 - x;), x; € G. Isto é, pode ser escrito da forma

Ii:jiRGﬂ—xJ
i=1

Sejam S := ({x;}) e y := ker(RS — R). De maneira semelhante ao feito para H, ocorre
que

n
y =) RS(1-x).
i=1
Dessas duas expressdes, H = RGy. Tome a sequéncia exata curta
0—-y—>RS—->R-0.
Aplicando o funtor exato RG®gs, tem-se que
0— RG@Rs]/ — RG@RS RS — RG@RsR - 0.

Vale que RG = @,tRS, em que T denota uma transversal de S em G. Assim, RG é
um RS-médulo livre a direita, com RG®gs funtor exato. Analisando os trés médulos
nesta sequéncia, ocorre que

RG ®rs R ~ R[G/S],

pois se considera o mapa x® r + r - xs.
RG®rsy = RGy = H,
pelomapax®(s—1)— x-(s—1).
RG ®rs RS = RG,

com x ® y — xy. Desse modo, a sequéncia exata curta acima pode ser reescrita por

0— H-5 RGS R[G/S] — 0,

onde i denota a inclusdo e 7t(rg) = r(gS).
Em particular, se x € G é qualquer, ocorre que x — 1 € H = ker(m). Mas,

x—1lgeker(n) e nx)—n(lg) =0 x5-S=0xS=So xes.

Da arbitrariedade de x, tem-se que G = S, o qual, por construgdo, satisfaz ser
finitamente gerado. O

Definic¢do 3.2.0.6. Seja R um anel. Um grupo G é quase finitamente apresentavel se
houver sequéncia exata curta de grupos 0 - K — F — G — 0, onde F ¢ finitamente
gerado e R ® K/[K, K] é finitamente gerado como RG-médulo.

Tem-se que F age sobre K por conjugagdo. Isso induz agdo trivial de F sobre o
quociente K/[K, K]. Esta induz acdo de G ~ F/K sobre K/[K, K].
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Lema 3.2.0.7. Um grupo G finitamente apresentdvel é quase finitamente apresentavel.

Demonstragio. Seja G = F/K finitamente apresentavel, com F um grupo livre de base
livre X.

Por G ser finitamente apresentavel, existe S C K que é finito e tal que K = (S) :=
(SFy = (F®). O quociente de K pelo comutador dele, K/[K, K], possui uma operagdo
aditiva induzida pela operagdo de grupo em K e, assim, é um grupo abeliano.

O grupo F age a esquerda sobre K/[K,K] por conjugacdo, isto é, dado k[K,K] €
K/[K, K], tem-se que fk[K,K] := fkf[K K].

Devido aisso, K/[K, K] é ZF-médulo a esquerda. Pela defini¢do de G, K/[K, K] possui
estrutura de ZG-moédulo a esquerda.

Tem-se que K/[K,K] = (f’[K,K] | f € F s € S), cujos elementos foram obtidos de
s[K, K] usando a agdo de f € F a esquerda. Desse modo, (s[K,K] | s € S) gera K/[K, K]
como ZF-moédulo e, entdo, como ZG-moédulo. Por S ser finito, K/[K, K] é finitamente
gerado como ZF-médulo e ZG-mdédulo. Com isso, dado R anel qualquer, R ® K/[K, K]
é finitamente gerado como RG-médulo. m|

Proposic¢do 3.2.0.8. Um grupo G é de tipo (FP), sobre um anel R se, e somente se, é
quase finitamente apresentdvel sobre R.

Portanto, finitamente apresentavel é uma classe na classe (FP),. A inclusao é estrita
pois ha grupos de tipo (FP), que ndo sdo finitamente apresentéveis ([2]).
O préximo enunciado se baseia no que foi feito no teorema

Proposic¢ao 3.2.0.9. Um grupo G é de tipo (FP), sobre R se, e somente se, G é finitamente
gerado e Hy(G,[[RG) =0,V 1 <k <n.

Apresenta-se agora uma versdo da proposicao para grupos ([9]).

Proposicao 3.2.0.10. Sejal - A — B — C — 1 sequéncia exata curta de grupos e n
inteiro ndo negativo.

a) Se A é de tipo (FP), e B é de tipo (FP),+1, entdo C é de tipo (FP).1.

b) Se A, C sdo de tipo (FP),, entdo B é de tipo (FP),.

Demonstragio. a) Se n = 0, por hipétese, A é de tipo (FP), e B é de tipo (FP);. Pela
proposicao[3.2.0.5, B é finitamente gerado. Da exatiddo da sequéncia, C ~ B/A e, entdo,
C é finitamente gerado. Aplicando de novo o resultado, C é de tipo (FP);.

Seja agora n > 1. Como B é de tipo (FP),.1, entdo é de tipo (FP); e, portanto, da
proposi¢ao [3.2.0.5, é finitamente gerado. Pelo primeiro caso, C é finitamente gerado.
Da proposicdo |3.2.0.9|, se mostrado que H(C, [[,(ZC),) = 0,V 1 < k < n, tem-se o
resultado.

Pela convergéncia da sequéncia LHS, tem-se convergéncia da sequéncia espectral

E2, = Hy(C, Hy(A, | | (@B).) =, Hyuo(B, | [ (ZB).).

Por A ser de tipo (FP),, ocorre a comutatividade do funtor Tor com o produto direto
(como estabelecido no teorema [3.1.0.6| para médulos). Se I é conjunto enumerdvel de
indices, tem-se que

H,(A, H(ZB)LY) ~ HHL,(A, (ZB).),0<gq<n—1.

acl acel
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De A ser subgrupo de B, entdo ZB é ZA-mdédulo livre. Pela proposigdo [3.0.0.2
H,(A,(ZB),) = 0,9 > 1.
Ocorre, para qualquer a € I, que

Ho(A, (ZB),) = Z ®74 (ZB), = Z.®z4 ZB ~ Z(BJA) ~ ZC.

Com isso,

E2 =~

{ 0,sel<g<n-1,n>2
pa

HP(C’ HaeI(ZC)a)/ se q = 0 - (7)

Fixep+g=s,ondes € {1,2,...,n}. Comisso e das duas igualdades acima,

E,=0,sel<g<n-1,n22,

B2, ~ H(C | [0,

ael

B}, = Z&zc Hy(A, | [(ZB)a).

ael

Entéao,

Eiq:O, comp+qg=sep#0,s ondese{l,2,....n}=E; =0,

pois E,>, é um subquociente de E .
Consideremos agora os dois diferenciais

di

i s+i,1—i i 5,0 i
Eqpini > Egp — Eoijia
Sei>2,valequel—i<0e, sei>n, entdos—i < 0. Portanto, E!, | . =0eE ..  =0.
Quandon>2e2<i<nentdiol <i—-1<n-1e tem-se, por (]ZI), que E2 . =0.

Desse modo, reescreve-se ' |
0 L, E, 5 0,i>2.
Segue que
Elf = ker(d: o) /Tm(dL,;, ) = ELo/{0} = Ely,i > 2.

s+1,1—-i

Da identificagdo de Efo feita antes, tem-se que

ES = Hy(C | [ @,

ael

Dado s, da convergéncia acima, existe filtragdo limitada de Hy := Hy(B, [ [,e/(ZB)a)
dada por
0=FYH, Cc FOYH, C ... Cc FIO1H, C FIOH, = H,,

com r(s), t(s) € Z.
Desse modo,
Ey ~F'H,/F'H,p,q € Z,p+q=s.

Por B ser de tipo (FP),41, pela proposi¢ao3.2.0.9) Hi(B, [ ,e/(ZB),) =0,V 1 <k < n.
Como E;’f’o é subquociente de H; = H(B, ][,e/(ZB),), entdo E‘s’f’o = 0, onde s €
{1,2,...,n}h
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Comparando os dois valores do objeto, segue que Hy(C, [],;(ZC),) =0,V 1<s<n
e tem-se o resultado.

b) Se n = 0, ndo hé o que provar, porque qualquer grupo é de tipo (FP),.

Seja n = 1. Entdo, da proposigdo[3.2.0.5] A, C sdo finitamente gerados. Da exatidao
da sequéncia, C =~ B/A e, assim, B é finitamente gerado, o que, pela mesma proposigdo,
mostra que B é de tipo (FP);.

Considere agora n > 2. De A, C serem de tipo (FP),, em particular sdo de tipo (FP);.
Do que foi provado, B é finitamente gerado. Usando a proposi¢ao[3.2.0.9, se I é conjunto
enumeravel de indices, mostremos que Hi(B, [],¢;(ZB),) =0,V 1 <k <n-1.

Por A ser de tipo (FP),, tem-se as mesmas etapas do primeiro item, até (7).

Como C é de tipo (FP),, da proposi¢do|3.2.0.9
H,(C, H(ZC)Q) =0,Vl<p<n-1.

ael

Sejam p, g fixados tais quep +q =s,s € {1,2,...,n — 1}. Desse modo,

E,=01<g<n-1

B2~ H(C [ [(ZO)) =0,v1<s<n-1.

ael

Dessas duas identidades, se p +q =5,
2 _ oo __
E,,=0=E; =0,

pois E’, é subquociente de E;%,q-
Usando uma filtragcdo de Hy(B, [],c;(ZB).), entdao Hy(B, [[,(ZB),) = 0,V 1 <5 <
n —1, o que termina a demonstragéo. i

Proposicao 3.2.0.11. Sejal - N — G — Q — 1 sequéncia exata curta de grupos. Se N
for de tipo (FP)« sobre R, ocorre que G é (FP), se, e somente se, Q 0 é.

Demonstragio. Utiliza-se a sequéncia espectral de Lyndon-Hochschild-Serre (LHS)
que, sob a hipétese de N, colapsa, originando um isomorfismo entre os k-ésimos
grupos de homologia de Q e G. |

4 O produto fibra e sua apresentacao finita

Tendo base na teoria anterior de homologia e grupos de tipo (FP),, o ponto de
interesse central da pesquisa sera abordado neste momento, com a conjectura exposta
em ([Z]). O objeto sobre a qual esta se debruga é o produto fibra, o qual é pertinente
neste estudo por ser um subgrupo do produto direto de grupos.

Defini¢ao 4.0.0.1. Dados f; : G = Q, fo : G» — Q epimorfismos de grupos, o produto
fibrade fi, f, é
P:={(g,h) € Gi1 X G2 | i(g) = (M)}

Conjectura 4.0.0.2 (Versdao homoldgica da conjectura n — (n + 1) — (n + 2)). Sejam dadas

1 >N -G £> Q—-1el >N, » G & Q — 1 duas sequéncias exatas curtas
de grupos, com Q de tipo (FP),+2, G1 e G, de tipo (FP),+1 e N; de tipo (FP),. Entédo, o
produto fibra de f;, f, é de tipo (FP),41.
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O enunciado que a baseou, em ([8]), trata da classificagdo homotépica F,,. Uma das
caracterizagdes é que um grupo G possui tipo homotépico F,,, n > 2, se, e somente se, é
finitamente apresentdvel e de tipo (FP),,.

Conjectura 4.0.0.3. Sejam 1 — N; — Iy SN Q—o1lel >N, -1, SN Q — 1 duas
sequéncias exatas curtas de grupos e

P :={(y1,72) | i(y1) = ma(y2)}

o produto fibra associado a elas. Se N é de tipo F,, I'1,I'; sdo de tipo F,.,1 e Q é de tipo
F,42, entdo P é de tipo F 1.

A "versdo assimétrica do teorema 1-2-3”, que foi exibida em ([4]), é o cason = 1 da
conjectura homotopica.

Teorema 4.0.0.4 (Teorema 1-2-3 assimétrico). Sejam f; : G; = Q, f : G, — Q dois
homomorfismos sobrejetores de grupos. Suponha que G;, G, sejam finitamente apre-
sentdveis, que Q seja de tipo F; e pelo menos um entre ker(f1), ker(f,) seja finitamente
gerado. Entdo, o produto fibra de f;, f, é finitamente apresentdvel.

Onome ”1-2-3" se fundamenta na escolha dos grupos em serem F; (equivalente a
finitamente gerado), F (por ser finitamente apresentavel) e F5 (como suposto explicita-
mente) e a designacao assimétrico ocorre porque existe a versdo onde G; = Gy e f1 = f,,
que pode ser vista em ([1]). Em ([4]), hd uma classificacdo que serd usada como critério
de finitamente apresentével.

Defini¢ao 4.0.0.5. Considere S C G;X: - -XG, subgrupo de um produto direto de grupos.
S diz-se virtualmente sobrejetor em pares (VSP) se

[Gi X Gj: pij(S)] < o,
onde p;; : S — G; X G; denota a projecdo candnica, quando i # j.

O conceito acima é aplicavel a qualquer subgrupo S, mas, quando cada G; é finita-
mente apresentavel, ele se torna ttil para o escopo desta pesquisa.

Teorema 4.0.0.6. ([4]) Seja S € Gy X --- X G, um subgrupo de um produto direto de
grupos G; que sdo finitamente apresentédveis. Se S for virtualmente sobrejetor em pares
(VSP), entdo S é finitamente apresentavel.

Ser finitamente apresentavel é uma propriedade homotépica e a demonstragdo deste
resultado emprega métodos geométricos ndo abordados no projeto.

Nao ocorre a reciproca, isto €, existem subgrupos finitamente apresentaveis de pro-
dutos diretos de grupos finitamente apresentdveis, mas que ndo satisfazem a defini¢do
de VSP. Uma forma de vé-lo é considerar G finitamente gerado, livre de tor¢ado e nilpo-
tente, mas nao ciclico. Definindo ¢ : G X G — Z um homomorfismo tal que

P(G x{1}) # {0},
e({1} x G) # {0},

pode-se tomar S := ker(¢). GXG é nilpotente e finitamente gerado. Entdo, S é nilpotente
e finitamente gerado e, portanto, finitamente apresentavel.

Voltemos a atencdo agora a uma classe de grupos que tém um papel relevante e foi
explorada em ([4]).
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Definigao 4.0.0.7. Um grupo G é residualmente livre se, para cada g € G\ ¢, existir
homomorfismo de grupos ¢, : G — F, tal que ¢(g) # 1r,, onde F; é um grupo livre.

Teorema 4.0.0.8. Um grupo G é residualmente livre se, e somente se, G ~ H, com H
subgrupo de um produto direto irrestritoﬂ de grupos livres.

Demonstragio. Considereoconjunto{q : G — F | F é livre e ¢ é homomorfismo de grupos}.
Tem-se que omapa 0 := [[ ¢ : G — [] F é tal que

ker(0) = Ny ker(p).

Desse modo,
0 é injetor © ker(0) = ec © Nker(p) = eg,

o que ocorre se, e somente se, dado qualquer g € G\eg, existe um desses homomorfismos

para o qual g ¢ ker(¢p).
Ou seja, 0 é injetor se, e somente se, G é residualmente livre. Pelo teorema do
isomorfismo, portanto, tem-se o resultado. O

Exemplo 4.0.0.9. Os grupos abelianos Z" sdo residualmente livres.

Definic¢ao 4.0.0.10. Um grupo G é completamente residualmente livre se, para cada
A C G finito, existir grupo livre F4 e um homomorfismo de grupos ¢4 : G — F4 tal que
Q14 seja injetor.

Seja G completamente residualmente livre e considere ¢ € G elemento qualquer.
Tomando A := {g,¢}, tem-se que existe ¢4 : G — Fy4 tal que ¢a(g) # Pale) = ex, e,
portanto, G é residualmente livre.

Defini¢ao 4.0.0.11. Um grupo G é um grupo limite se for finitamente gerado e comple-
tamente residualmente livre.

A designacdo acima foi cunhada em um contexto geométrico em estudos passados
e se provou que grupos finitamente gerados e completamente residualmente livres sdo
finitamente apresentaveis ([6]).

Defini¢ao 4.0.0.12. Um subgrupo de um produto direto de grupos é chamado de
produto subdireto se a projecdo sobre cada fator for sobrejetora.

Exemplo 4.0.0.13. Considerando a sequéncia exata curta
1—>ker(n) >G5 Q—1,
onde 7t é a projecao candnica, tem-se o produto fibra
P={(gh) € GXG|n(g) = mn(h)}

Por esta defini¢do, a diagonal A := {(g,g) € G X G} estd em P. Com isso, se
p1: GXG — G, pi((g, h)) = gepr : GXG — G, pa((g, h)) = hsdo as projecdes com respeito
ao primeiro e ao segundo fator, respectivamente, entdo G = p;(A) C pi(P), i = 1,2, e,
assim, vale a defini¢do de produto subdireto.

A conjectura indicada no inicio desta se¢do sera mais explorada em uma subsecdo
propria.

Designa o produto direto de uma familia potencialmente infinita de grupos.
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4.1 A versao homolégica da conjecturan —(n+ 1) — (n + 2)

Este resultado foi enunciado em ([7]), consistindo em uma versdo homolégica e com
abordagens técnicas puramente homolégicas para o que foi sugerido e demonstrado
em ([8]).

Validou-se a conjectura n — (n + 1) — (1 + 2) nas circunstancias ([7]):

(i) Se a segunda sequéncia cindir.

(ii) Se provado para quando G, for livre e finitamente gerado, entdo vale no enunciado
original.

Tais constatagdes seguiram do

Teorema 4.1.0.1. Seja n € IN e considere as sequéncias exatas curtas

1-A—-B—->C—-1

1>A—>By—>Cy—1,

onde A é de tipo (FP),, C, B sdo de tipo (FP),.4+1 e 0 : By — B é homomorfismo de grupos
com 04 = id4. Nessas condic¢des, B é de tipo (FP),41.

A demonstragdo deste teorema usard como auxiliar o préximo, o qual, por sua vez,
fara uso recorrente do teorema 3.1.0.6, que é reescrito abaixo de maneira ligeiramente
diferente.

Lema 4.1.0.2. Seja R anel associativo com identidade e n natural. Sdo equivalentes para
um R-médulo A:

(i) A éde tipo (FP),.

(ii) O produto direto de cépias de R é tal que Torf(]_[ R,A)=0,VY1<k<n-1eAé
finitamente apresentdvel como R-médulo.

(iii) O funtor Torf(-,A), 0 <k <n-1, comuta com o produto direto [] R.

Teorema 4.1.0.3. Seja I um conjunto de indices,n € N,1 - A - B — C — 1 sequéncia
exata curta de grupos, onde A é de tipo (FP),, e B é de tipo (FP),..1. Se M é um ZB-mddulo
livre, considere a sequéncia espectral LHS dada por

E2, = Hy(C Hy(A, | [ Ma))

ael

convergindo para H,.,(B, [],¢; M.), com cada fator M, = M. Sob estas condi¢des,

Bt = Ehuno = Hua(C HolA, [ [ M), B = B, = Ho(© Hu(A, | [ M),

n+1,0 n
ael acl

e o diferencial

Ao - Hua (G Ho(A, [ [ Ma)) = Ho(C Hu(A, | [ M)

ael ael

é sobrejetor.
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Demonstragdo. Se n = 1, tem-se que d%/o : E%/O — Eé,l. Como B é de tipo (FP),, ocorre
que, para qualquer produto direto de M,

TorlzB(H M, Z) =0

Desse modo,

Hi(B, [ [Mo) = [ [HiB M) =0
Pela convergéncia da sequéncia LHS, E, = 0.
Se r > 2, todos os diferenciais sdo O e, portanto,

0=Ey, = Ey, = E5,/Im(d3,).

Com isso, estes dois objetos no quociente coincidem, isto é, dz é sobrejetor.

Seja agora n > 2. Pelo item a) da proposicao [3.2.0.10} A de tlpo (FP), e B de tipo
(FP),41 produzem C de tipo (FP),41.

Como A é de tipo (FP),, o funtor TorkZA(-, 7)) comuta com o produto direto arbitrario
para0 <k <n-—1. Assim,

Hq(A,HMa) = HHq(A,Ma),V 0<g<n-—1.

ael ael

Como se tem M, = M um mdédulo livre sobre ZB, entdo H,(A,M,) =0,Yg>1e

M =~ @(ZB)ﬁ,] conjunto de indice e (ZB)g = ZB.
pe]

Da comutatividade da soma direta com o produto tensorial,

Ho(A, M,) = Z ®z, [@(ZB)ﬁJ ~ (P@®/a), ~ P @0y, =1, (20); = zC

pe] el el
Pela definigdo de Ep 4- ocorre que
E2 — 0/ 1 § q S Tl - 1~ B
P HP(C/ Hae[ Moc)/ q= OOMy=M ~

Como C é de tipo (FP),.1, pode-se usar a mesma propriedade acima para se ter o
isomorfismo

H,(C, HMQ) ~ HH,,(C,MQ),V 0<p<n

ael acl

De M ser médulo livre sobre ZC, tem-se que
H,(C,M,)=0,Yp=>1.

Das duas tltimas expressoes,

HP(C,HZVLX) —0¥1<p<n.

ael
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Escrevendo o objeto da sequéncia espectral,
E,=01<g<n-loug=01<p<n (8)

Procedamos com atenc¢ao aos diferenciais

i i

d .
i in+1-i i 0n i _
Ei,n+l—i EO,n E—i,n+i—l -

0,

onde este tltimo termo é nulo porque —i < 0. Da defini¢do dos E],

pa’
a1 _ ker(dy ) _ E),
o Im(d; ., ) Im(d;,,, )
Usando (8),
E :=0Y2<i<n.

Tem-sequen+1-i<0 & i>n+2 Assim E} . =0,Yi>n+2 Peloquese
mostrou, portanto,

E!

in+1—i

=0,Vi>2i#n+1=Imd , )=0Vi>2i+n+1.

in+l1—i

i+1

Desta imagem na expressdo de Eg,

, tem-se que

Ey, = Ey, 10} = E;, Vi>2i#n+1

Ou seja,
2 _p3 _ ... _pn _ pn+l
EO,n - EO,n - - EO,n - EO,n
n+2 _ pn+3 _ . _ o
EO,n - EO,n - - EO,n'
Com isso, d"+] : E'1  — Ep*! tem, como contradominio, o objeto
2 _
EZ, = H(C, Ha(A, H M) (9)
acl

Estd provada a primeira parte do enunciado do teorema.
1 — 3 — n+l _ 2
F1?<ando (p, g) = (n‘+. 1,0), consideremos r = n + 1 e mostremos que E, 10 = Enator
Considere os diferenciais

Ao di
i n+1+i,1-i i n+1,0 i
En+1+i,1—i En+1,0 En+1—i,i—1'
. ~ _ . . l _ l _ . . ~
. Sei>2,entdiol—1i < 0e, assim, En+1+i/1_i =0, com Im(dn+l+i,1—i) = 0. Da definicao de
Ez+1
n+1,07
ker(d: . )
i+l _ n+1,07 i
Elpo= = ker(d, ., )-

Im(dn+1+i,1—i)

Por , segue que ker(d ., ) = E! , ,¥ 2 < i < n. Daigualdade acima, portanto,

2 N n) . Fn _ rn+l
E =E - En+1,0 - En+1,0'

n+1,0 n+1,0 —
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Em particular,

EZE,O = Efz+1,0 = Hp (C, Ho(A, HMa)]-

ael

Considere agora a notagdo H,, := H,(B, [ ,c; M,) e a filtragdo

OZF_lHn gFoHng"'an_lHnanHn:Hnl

para a qual
Ey ~F'H,/FF"'Hy,p+q=n.
De (8),
E,=0,p+q=mnp#0.
Com isso,

E,=0p+q=np+0.
Voltando a filtracdo, vale que
0=F'H,CFH,=---=F"H,=F'H, =H,.

Entao,
Eg, ~ F°H,/F'H, = H,. (10)

Das hipéteses do enunciado, usou-se o fato da sequéncia ser exata curta, e os tipos
homolégicos de A e C. Utilizando que B é de tipo (FP),.1, ocorre, pelo lema que

H,(8, [ [Mo) = [ HuB M) = []o=0,

acel ael ael

onde a pentltima igualdade ocorre por M, = M é médulo livre sobre ZB. Desse modo,
Eg2=Ep’=---=Ey, =H,=0.

Considere os diferenciais

n+1 n+1
n+1 "”’05 n+l _On , pr+l _
En+1,0 EO,n E—n—1,2n - O'
pois —n — 1 < 0. Por definic¢do,
ker(dnﬂ En+1
0n On

_ n+2 _ _ n+1 _ n+l
0= on = Im(dn+l ) - Im(dn+l ) = Im(dﬂ+1,0) - EO,H )
n+1,0 n+1,0
O mapa ¢, assim, sobrejetor e se provou a segunda parte do teorema. m]
Fora este teorema, utilizaremos, ao final da demonstra¢do do teorema a

Proposic¢ao 4.1.0.4. Seja B um grupo e A < B, tal que A seja de tipo (FP), e B/A seja de
tipo (FP),+1. Ocorre que B é de tipo (FP),+1 se, e somente se, para qualquer produto
direto, o mapa

diito : Hun (G Ho(A, | [@B) - H(C Hu(4, | [ZB))

for sobrejetor, onde d"11 | é o diferencial da sequéncia espectral apresentada no ultimo
enunciado, com M, = ZB.
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Demonstragido. Assumindo que B é de tipo (FP),1, estd provado o resultado, pelo
teorema Desse modo, seja d"*! = sobrejetor.

n+1,0

Pelo lema de B ser de tipo (FP),.1, entdo Tor?*([1ZB,Z) =0,V 1 <k <n-1.
Por (10),
Eg, = Ha(B, | [ M),

Dessas duas propriedades, B é de tipo (FP),;; se, e somente se, E;, = 0. Como
ng = Ey,, tem-se que B € de tipo (FP),1 se, e somente se, Eg’ff = 0. Para ver que esta

. . R o e . n+1 . n+l . rn+l n+1
igualdade equivale a sobrejetividade do mapa d}}, |, considere d}" : Ef7" — E'"

que é identicamente nulo pela contradominio ser 0 (—n — 1 < 0). Desse modo,
E;r? = ker(dyth)/Im(d) 11 o) = Egtt/Im(d)] o).

n+1

4 S n+l \ — pn+l n+l . pn+l n+1
Este € o grupo trivial se, e somente se, Im(d;}; )) = Ej}" & dj7 - Ej5 ) — Ef7C for

sobrejetor. O

Provemos agora o teorema

Demonstragio. (doteorema.1.0.1) Tome a sequéncia espectral LHS dada para a sequéncia
exatacurtal - A — By — Cy — 1 e para o ZBy-moédulo ZB, com agdo por 0.

Eé,q := H,(Co,H,(A, ZB)) = H,,(Bo, ZB).
Como ZB é livre sobre ZA, tem-se que
Hy(A,ZB)=0,Yq>1.
Vale, ainda, que
Hy(A,ZB) ~ Z. Qg4 ZB ~ Z(B/A) ~ ZC. (11)

Tomando as duas dltimas expressdes com g = 0, pode-se escrever que os objetos da
sequéncia espectral tomada sdo

2 - 0,g>1
P =\ Hy(Co, ZC), 9=0 -

Com isso, a sequéncia colapsa, com
Eyy = E2 o = Hy(Co, ZC),¥Y n 2 0.
Por convergir, usando a notacdo H, := H,(By, ZB), existe uma filtracdo
0=F'H,CF°H,C---CF"'H, C F'H, = H,,

tal que
Ey ~F'H,/F""'H,,p+q=n.

Com isso, todas as inclusdes - a menos de F"'H, C F'H, - sdo garantidas como
igualdades. Segue que

H,(Co, ZC) = E;y = F’H,/F'"'H, = H,/0 = H, = H,(By, ZB).
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Desse modo, existe isomorfismo ¢ : H,(By, ZB) — H,(Cy, ZC),n > 0. Este é indu-
zido pelos mapas

T(Q:BO—>C0
n.:ZB — ZC

Tome a sequéncia espectral referente a sequéncia exatacurtal - A —- By —» Cy — 1,
com ZB um ZBy-médulo por 6.

€, = Hy(Co, Hy(A, | |(ZB)) = Hyiy(Bo, | [ 2B)),

onde o produtério possui copias de ZB.
Por A ser de tipo (FP),, utilizando o lema vale que

H,(A, H(ZB)Q)) = HHL,(A, (ZB).),Y0<g<n-1.

De Z.B ser médulo livre sobre Z.A, ocorre que a homologia H,(A, (ZB),) =0,Y g > 1.
Desse modo,
€,=0Vl<g<n-1=¢,=0V1<qg<n-1 (12)

De A, By serem de tipo (FP),, (FP)..1, respectivamente, tem-se que C, é de tipo
(FP),41. Ocorre que

e, =H(Co HoA [[@Bn) = H(Co[[HoA ZBr) =

A é finitamente gerado. Co é de tipo (FP);41.

[ [ Hu(Co Ho(A, (B)o) = [ Ha(Co, (ZC)o).

——
de (I1).
Considere agora os diferenciais
i 041,14 P i
Coil-i > €0 T Cnii-1
—— ——
=0, 1-i<0. =0, 2<i<n de ([[2); =0, i>n.

Com essas identifica¢des dos objetos, tem-se que

G:::& = ker(éfqlo)/lm(éi ) ~ ke”(é;,o) — 62,0, i>2.

n+i,1-i

Segue que
62’0 = 6%,0 ~ H,(Co, H(ZC))

Usando a convergéncia da sequéncia espectral e a notacdo H, := H,(Bo, [(ZB)),
existe uma filtracdo

0=G'H,cGH,c---cG"'H,C G"H, = H,,

de modo que
€py = G’H,/G''H,, p+q = n.

De (I2),sel<g<n-1,
Ozezf’q:G”anG”_lHn,p+q:n.
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Na filtragdo, portanto, ha igualdade assegurada a menos de G'H, € G°H, e
G"'H, € G'H,,. Assim,

e, ~ G'H,/G'H, = G°H,/{0} ~ G’H, = G"'H,.

ey = G"H,/G"” 'H,=H,/G"'H,~H nl €0y

Com essas igualdades, faz-se a sequéncia exata curta de grupos
(e¢] y (o¢]
0—e€y,— Hyi—€,,—0,
com este tltimo mapa induzido pelos epimorfismos

7'[01B0—>C0
n,:ZB — ZC -~

Este mapa, denotado por 0, é um isomorfAismo de H,(By, [ [(ZB)) em H,,(Cy, [[(ZC)).
Como a sequéncia é exata, garante-se que 0 é sobrejetor. Tem-se que o isomorfismo
¢ : H,(By, ZB) — H,(Cy, ZC),n > 0 induz isomorfismo

[Te:]]H®B@B) - [ ] HitCo, zO).

Da hipétese de By ser (FP),,1 e como, por consequéncia, Cy o ser, ocorre que 0s
funtores H, (Bo, -), H,(Co, )Comutam com o produto direto, o que produz o isomorfismo
de grupos 6. Em particular, ker(0) = {0, }. Da exatidao da sequéncia,

€o = €60/ {0} = €5, /ker(y) = Im(y) = ker(0) = {0}. (13)

Se i > 0, analisemos os mapas

i i
i di,n+1—i i on

€int1—i €on e

—in+i-1°

De,sez>2 entiog=n+1-i<n-1e,assim,é
i>n+20correquen+1l—-i<0=é

ine1-i = 0,¥2<i<n. E, para

ins1-i = 0. Dessas duas caracterizacdes,

ey = ker(6,)/Im(0;,,1_;) = ker(8},)/{0} = ker(5;,,) ~€,,i 22, i #n+1.

Desse isomorfismo, ocorre que

2 8 o~ ~ n+1 n+2~ n+3 e~ o
€0 = €on = T = €, = € €on = €on =T €
Por (13), tem-se que €*? ~ €5’ = 0. O procedimento feito acima sera replicado com
os diferenciais
n+1 n+1
n+1 00 p+l n+1
€n+1,0 on — €5l o
Como —n—1<0,entdo ™!, , =0= ker(dj+') = j*!. Portanto,

0= egff ker(é"”)/[m(éﬁﬂo) = eS”/Im(éZﬁ o) = Im(o +1 0) 66[;1.

n+l . ~n+l n+1
Este mapa 6,7, : €7

Como feito em (EI) tem-se que &)t t €

— €1 €, assim, sobrejetor.

2
n+1,0

2
on°

— ~n+l n+l _
= €10 —~ €on T
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Considere o mapa 6 : C; — C induzido por 0 : By — B, dado no enunciado.
O novo mapa induz outros p : Hy1(Co, Ho(A, [ 1(ZB),)) = Hu1(C, Ho(A, [1(ZB),)) e
uz2 © Ho(Co, Hy(A, T1(ZB),)) — Ho(C Hu(A, I1(ZB),)). Dada a sequéncia exata curta
1—- A — B — C — 1, associa-se a sequéncia espectral LHS

Hy(C, Hy(A, | [@B)o) =) Hywy(B, | [ @B)0),

com 1~ _ o diferencial desta.
Da naturalidade da sequéncia espectral LHS, ocorre o diagrama comutativo com
grupos

n+1
6n+1,0

H,+1(Co, Ho(A, [1(ZB),)) —————— Ho(Co, Hu(A, [1(ZB).))

J/‘ul \L‘Q
n+1

n+1,0

H,.11(C, Ho(A, [T(ZB)a)) ————— Ho(C, Hu(A, [1(ZB)a))-
Vale que

Ho(Co, H(4, | [@B)) = Hy(A, | [@Bo)/1Aug@Co)H A, | [ (@B)a)] =

Hi(A, | [@Bo) 1Aug@zam@)HA, | [ @B,

com Aug(-) o ideal de aumento de alguma élgebra de grupos e Hu(A, [[(ZB),) um
ZCy-mbdulo pelo 6. Com isso, u, é sobrejetor e, pela comutatividade do diagrama,
com 7], i sobrejetores, vale que ") é sobrejetor. Da proposicao B é de tipo
(.FP)n+1. O

Além da conjectura estabelece-se em ([7]), a

Conjectura 4.1.0.5. Sejam G1, Gy, ..., Gi grupos de tipo homolégico (FP),, 2 <n < k. Se
P é um subgrupo de G; X - - - X Gy que é virtualmente sobrejetor sobre todo conjunto de
n fatores, entdo P é de tipo (FP),.

A respeito desta, tem-se o

Teorema 4.1.0.6. Se a versdo homolégica da conjecturan —(n+1)—(n+2), n > 2, valer
quando Q for virtualmente nilpotente, entdo a conjectura acima é verdadeira.

O termo virtualmente é usado no sentido de que existe um subgrupo de indice finito
que possui a propriedade que acompanha o termo. Em especifico, Q admite subgrupo
H, com [Q : H] < o0 e H nilpotente.

Como este resultado utiliza alguns fatos demonstrados em trabalhos anteriores,
omite-se a prova dele, mas se ressalta que o enunciado possibilita a relacdo das duas
conjecturas.

Tendo demonstrado o foco principal de ([Z]), ha alguns corolérios apresentados no
artigo.

Coroldrio 4.1.0.7. Sejam 1 - N; - G 2 Q —>1el - N, - G, - Q — 1 duas
sequéncias exatas curtas, com N de tipo (FP),, G, G, de tipo (FP),. e tal que a segunda
cinda. Entdo, o produto fibra P associado a elas é de tipo (FP),1.
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Ou seja, prova-se a versao homolégica da conjectura n — (n + 1) — (n + 2) sob uma
hipétese adicional.

Coroldrio 4.1.0.8. Se a versdao homolégica da conjectura n — (n + 1) — (n + 2) for provada
para quando G; é grupo livre finitamente gerado, entdo vale sob o enunciado original.

Demonstracdo. Considere 1 — N; — G N Q—-1lel >N, - Gy KEN Q — 1 duas
sequéncias exatas curtas, N; de tipo (FP),, G1, G, de tipo (FP),+1 e Q de tipo (FP),4.2.
Considere o produto fibra

P :={(g1,%2) € G1 X Gy | 11(g1) = m2(g2)}-

Pela hipétese de G, existe um grupo livre finitamente gerado Fep : F — G
homomorfismo sobrejetor. Tome agora uma terceira sequéncia exata curta, dada por

0—>ker(n20p)—>Pﬂ>Q—>O.
Com esta, determina-se um novo produto fibra,

P :={(g1, f) € Gi X F | m1(g1) = m2 o p(f)}.

Como se sup0s valida a conjectura quando o grupo intermediario da sequéncia é
livre finitamente gerado, ocorre que P’ é de tipo (FP),1.

Sepy: P — Grépa((81,82) =g ep,: P' = Fép,((g, f)) = f, forma-se o diagrama
comutativo de linhas iguais a sequéncias exatas curtas

’

2]

0 — Ny x1 > P’ > F 5 0
id idclxp Jp
0 — 3% Ny x1 y P —" % G, > 0

Com isso, pelo teorema P é de tipo (FP)1. m]



REFERENCIAS 95

Referéncias

[1] G. Baumslag, M. R. Bridson, C. E. Miller III, and H. Short. Fibre products, non-
positive curvature, and decision problems. Commentarii Mathematici Helvetici,
75:457-477, 2000.

[2] M. Bestvina and N. Brady. Morse theory and finiteness roperties of groups. Invent.
Math., (129):445-470, 1997.

[3] R. Bieri. Homological dimension of discrete groups. Queen Mary College mathematics
notes, 2nd edition, 1976.

[4] M. R. Bridson, J. Howie, C. E. Miller, and H. Short. On the finite presentation of
subdirect products and the nature of residually free groups. American Journal of
Mathematics, 135(4):891-933, 2013.

[5] Daniel E. Cohen. Combinatorial group theory: a topological approach. Cambridge
university press, 1st edition, 1989.

[6] V. Guirardel. Limit groups and groups acting freely on R"-trees. 2003.

[7] D. Kochloukova and F. Lima. Homological finiteness properties of fibre products.
Q. J. Math, 69(3):835-854, 2018.

[8] B. Kuckcuck. Subdirect products of groups and the n — (n + 1) — (n + 2) conjecture.
The Quartely Journal of Mathematics,65, 4:1293-1318, 2014.

[9] Francismar Ferreira Lima. X-invariantes de grupos e conjecturan — (n + 1) — (n + 2)
homolégica. PhD thesis, Universidade Estadual de Campinas, Instituto de Ma-
temética, Estatistica e Computacdo Cientifica, 2016.

[10] Joseph J. Rotman. Notes on homological algebra. Litton educational publishing, Inc.,
1st edition, 1970.



	Introdução
	Estudo de algumas estruturas
	Grupos livres
	Construção de um grupo livre
	Geradores e relações
	Produtos livres
	Subgrupos de grupos livres

	Homologia
	Módulo de homologia
	Funtores derivados

	Sequência espectral

	Propriedade (FP)n
	Módulos de tipo (FP)n
	Grupos de tipo (FP)n

	O produto fibra e sua apresentação finita
	A versão homológica da conjectura n-(n+1)-(n+2)

	Referências

