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Resumo

O projeto tem como objetivo a compreensão das propriedades de homologia e
correspondentes na homotopia de subgrupos de produtos diretos de grupos. A atenção
se deve ao fato de a estrutura dos subgrupos de um produto direto de grupos ainda
não ser muito conhecida. Um dos questionamentos da área corresponde a saber se,
dado G < G1 × · · · ×Gn, com Gi grupos finitamente apresentáveis, então G é finitamente
apresentável? Um dos subgrupos de produto direto de grupos que esteve sob análise
foi o produto fibra de epimorfismos de grupos.

Mais especificamente, há interesse nos grupos de tipo homológico (FP)n e como esta
condição é herdada pelo produto fibra associado a duas sequências exatas curtas de
grupos admitidos com certas hipóteses.

Palavras-chave: homologia; teoria dos grupos; grupos do tipo FPn; álgebra homológica.



Abstract

This project aims to get the comprehension of the homological properties and their
analogous in homotopy os subgroups of direct product of groups. The attention is due
to the fact that the structure of the subgroups of a direct product of groups is still not
well known. One of the questions that arises is if, given G < G1 × · · · × Gn, with Gi

finitely presented groups, then G is itself finitely presented? One of the subgroups of
direct products that was investigated was the fiber product of groups epimorphisms.

More precisely, there is interest in the groups of homological type (FP)n and how this
condition is handed down by the fiber product associated to two short exact sequences
of groups supposed with certain characteristics.

Keywords: homology theory; group theory; groups of type FPn; homological algebra.
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1 Introdução

Em ([3]), lê-se que ”Finitely presented groups are clearly almost finitely presented
over any ring R. Whether or not the converse holds is still an open question.”. A equi-
valência das condições (FP)2 e finitamente apresentável para grupos, cuja implicação
finitamente apresentável⇒ (FP)2 já era conhecida na escrita de tal livro, foi mostrada
falsa apenas em 1997, quando Bestvina e Brady provaram que há grupos de tipo (FP)2

que são subgrupos de grupos finitamente apresentáveis, mas não são eles próprios
finitamente apresentáveis ([2]).

Este texto se inicia com o estudo de conceitos clássicos da teoria combinatória de
grupos, como grupos livres e apresentações de grupos usando geradores e relações.
Neste tópico, ressaltam-se as versões do teorema da forma normal e as transformações
de Tietze, que foram vistas seguindo ([5]).

Na sequência, usando ([10]), exibem-se resultados sobre a categoria de módulos.
No decorrer do capı́tulo, alguns funtores são definidos, com maior interesse em ⊗ e
Hom, usados para construir os funtores derivados Tor e Ext, respectivamente.

Afunilando-se rumo ao objeto de estudo, é necessário um conhecimento básico da
noção de sequência espectral, um método de calcular mapas e objetos. Este assunto
é seguido da classificação (FP)n, primeiro em módulos e depois em grupos. Uma das
definições equivalentes é que

Teorema 1.0.0.1 ([3]). Um grupo G é de tipo (FP)n sobre um anel R se, e somente se, G
é finitamente gerado e Hk(G,

∏
RG) = 0,∀ 1 ≤ k < n.

Esta caracterização foi útil nas demonstrações em ([7]), que enuncia uma conjectura
acerca do produto fibra associado às sequências exatas curtas

0→ ker( f1)→ G1
f1
−→ Q→ 0 0→ ker( f2)→ G2

f2
−→ Q→ 0.

Designada conjectura n − (n + 1) − (n + 2) homológica, ela advém de uma versão
homotópica em ([8]). O principal que se demonstra em ([7]) é uma versão homológica
(teorema A, 4.1.0.1) de um resultado técnico presente no referido trabalho prévio.
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2 Estudo de algumas estruturas

Em cada subseção, são dadas definições que se constituı́ram como base de estudos
preliminares para o tópico de pesquisa que intitula este projeto.

2.1 Grupos livres

Definição 2.1.0.1. Seja i : X→ G uma função, onde X é conjunto qualquer e G é grupo.
O par (G, i) é livre em X se, para todo grupo H e função f : X → H, existir único
homomorfismo de grupos φ : G→ H tal que

f = φ ◦ i.

Exemplo 2.1.0.2. (Z, i) é livre em cada conjunto unitário X = {x}, se i(x) = 1. De fato,
dados H grupo qualquer e f : X→ H função, denote f (x) := h ∈ H. Assim,

h = f (x) = φ ◦ i(x) = φ(1).

Por 1 ser gerador do grupo abeliano Z, o homomorfismo φ fica completamente
determinado ao se conhecer φ(1).

Lema 2.1.0.3. Dados (G1, i1), (G2, i2) livres em X, existe isomorfismo φ : G1 → G2 tal que
φ ◦ i1 = i2.

Demonstração. Por (G1, i1) ser livre em X, considerando dados G2 e i2 : X → G2, existe
φ : G1 → G2 homomorfismo tal que se pode decompor i2, isto é, i2 = φ ◦ i1. De maneira
semelhante, existe ψ : G2 → G1 com i1 = ψ ◦ i2. Pode-se escrever que

idG1 ◦ i1 = i1 = ψ ◦ i2 = ψ ◦ (φ ◦ i1) = (ψ ◦ φ) ◦ i1.

Da unicidade das duas funções, ψ ◦ φ = idG1 . O mesmo procedimento mostra que
φ ◦ψ = idG2 . Ou seja, tais homomorfismos de grupos são inverso um do outro e tem-se
isomorfismo. □

A proposição abaixo prova que a função envolvida no par que define um grupo
livre é injetora, o que caracteriza uma condição necessária para essa propriedade.

Proposição 2.1.0.4. Seja (F, i) livre2 em X. Vale que
a) Se existir f : X→ G injetora, para G determinado grupo, então i é injetora.
b) Existe um grupo G para o qual há função f : X→ G injetora.

Demonstração. a) Pela definição de grupo livre, existe homomorfismo de grupos φ :
F→ G tal que f = φ ◦ i. Suponha que i(x1) = i(x2). Com isso,

φ(i(x1)) = φ(i(x2))⇒ f (x1) = f (x2)⇒ x1 = x2,

pela injetividade de f . Tem-se a injetividade de i.
b) Denote por ZX := {α : X → Z | α é função}. Se for atribuı́do a tal conjunto

a operação f + g : X → Z tal que ( f + g)(x) := f (x) + g(x),∀ x ∈ X, então este é um

2A letra F comumente é usada para grupos livres pela denominação no inglês, free.
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grupo, pois há elemento neutro (a função identicamente nula), inverso e associatividade
(decorrente da soma associativa de inteiros). Dado y ∈ X, defina αy : X→ Z por

αy(x) =
{

1, se x = y
0, se x , y .

Pode-se agora considerar f : X→ ZX que associa y 7→ αy. Note que

f (y1) = f (y2)⇔ αy1 = αy2 ⇔ 1 = αy1(y1) = αy2(y1)⇔ y1 = y2.

Ou seja, tal f é injetora e pode-se tomar G = ZX. □

Corolário 2.1.0.5. Seja (F, i) livre em X. Então, i é injetora.

Demonstração. Usando b) da proposição 2.1.0.4, existe um grupo e uma função que
verificam a). Tem-se, assim, a injetividade de i. □

2.1.1 Construção de um grupo livre

Construı́remos um grupo livre que será de exploração futura.
Para um conjunto X, defina

M(X) := {(xi1 , . . . , xin) | n ≥ 1, xi j ∈ X,∀ 1 ≤ j ≤ n} ∪ ( ).

Este é um conjunto de sequências, ao qual se pode vincular uma operação de
concatenação:

(xi1 , . . . xin) · (x j1 , . . . , x jm) := (xi1 , . . . xin , x j1 . . . , x jm).

Vale que a concatenação é associativa; a sequência vazia (n = 0) é a identidade
e x 7→ (x) é injetor. Com isso, simplificando a notação, cada elemento de M(X) é
unicamente representado por xi1 · · · xin . Dado este elemento, um segmento é um objeto
da forma xirxir+1 · · · xis , com 1 ≤ r ≤ s ≤ n. Se r = 1, é um segmento inicial; se s = n, é
um segmento final. Se nenhuma dessas igualdades se verificar, o segmento é próprio.

Considere agora outro conjunto X, tal que
(i) X ∩ X = ∅;
(ii) X,X estão em bijeção, representada por x1

7→ x−1.
Usando a notação introduzida acima, tome M(X ∪X), cujos elementos são denomi-

nados palavras em X e da forma

w = xε1
i1
· · · xεn

in
, εi ∈ {±1}.

Nesta expressão, n é o tamanho de w. Denota-se n = |w|. Cada xεr
ir

é uma letra de w.

Definição 2.1.1.1. Uma palavra xε1
i1
· · · xεn

in
é dita reduzida se xi j , x−1

i j+1
,∀ 1 ≤ j ≤ n − 1.

Convenciona-se que a palavra vazia é reduzida.

Definição 2.1.1.2. Uma redução é o processo pelo qual uma palavra não reduzida w
fica reduzida. No estado inicial, ocorre que existe r tal que ir+1 = ir e εr+1 = −εr. Seja
w′ a palavra ao se remover de w tais duas letras. Esta é uma redução elementar. Uma
redução é constituı́da por sucessivas aplicações desse procedimento.
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Definição 2.1.1.3. Escreve-se que w ∼ w′ se w = w′ ou houver palavras w1, . . . ,wk onde
a primeira é w, a última é w′ e, para cada j < k, ou w j ou w j+1 veio da outra por redução
elementar.

Esta é uma relação de equivalência, com o conjunto das classes de equivalência
denotado por F(X) .

Lema 2.1.1.4. F(X) é grupo se atribuı́da a operação binária [u][v] := [uv].

Demonstração. Mostremos as propriedades de uma operação binária em um grupo.
- Boa definição: provemos que, se u ∼ u′ e w ∼ w′, então uw ∼ u′w′. Vale que

w ∼ w′ ⇒ uw ∼ uw′ (o u é fixado), pois, se {w1, . . . ,wk} são palavras com w1 = w,wk = w′

e palavras consecutivas geradas por redução elementar umas das outras, ocorre que
{uw1, . . . ,uwk} é conjunto satisfazendo às condições da relação de equivalência. De
maneira semelhante, uw′ ∼ u′w′. Por transitividade,{

uw ∼ uw′

uw′ ∼ u′w′ ⇒ uw ∼ u′w′.

- Associatividade: ocorre porque a concatenação de sequências é associativa.
- Neutro: a sequência vazia.
- Inverso: dado w = xε1

i1
· · · xεn

in
, tome w−1 := x−εn

in
· · · x−ε1

i1
. Sejam w1 = ww−1, w2 = ww−1

suprimindo xεn
in

x−εn
in

, e assim por diante, com w j := w j−1 suprimindo xεn+2− j

in+2− j
x−εn+2− j

in+2− j
, onde

3 ≤ j ≤ n; e wn+1 = 1. Assim, cada w j foi obtido de w j−1 por redução elementar e
ww−1

∼ 1. □

Conhecendo a natureza deste objeto, pode-se enunciar o

Teorema 2.1.1.5. Seja i : X→ F(X) a função que leva x em [x]. Então, (F(X), i) é livre em
X.

Demonstração. Usando a definição 2.1.0.1, considere G grupo qualquer e f : X → G
função qualquer. Como ocorreu a identificação de x com (x), f pode ser estendida
para ter domı́nio em M(X ∪ X), de forma que xε1

i1
· · · xεn

in
7→ ( f (xi1))

ε1 · · · ( f (xin))εn . Seja
w′ proveniente de w por uma redução elementar. Considere w = xε1

i1
· · · xε j

i j
x−ε j

i j
· · · xεn

in
e

w′ = xε1
i1
· · · xε j−1

i j−1
x−ε j+1

i j+1
· · · xεn

in
. Tem-se que

f (w) = ( f (xi1))
ε1 · · · ( f (xin))εn = f (w′),

pois ( f (xi j))
ε j , ( f (xi j))

−ε j são inversos em G.
Com isso, w ∼ w′ ⇒ f (w) = f (w′). Imponha que f = φ ◦ i, sendo φ : F(X)→ G dada

por [w] 7→ f (w). Esta função está bem definida pela observação acima. E, ainda,

φ([u][w]) = φ([uw]) = f (uw) = ( f (xi1))
ε1 · · · ( f (xin))εn( f (x j1))

δ1 · · · ( f (x jm))δm =

f (u) f (w) = φ([u])φ([w]),

se u = xε1
i1
· · · xεn

in
e w = xδ1

j1
· · · xδm

jm
.

Falta mostrar a unicidade do homomorfismo. Pela construção de F(X) e do conceito
de subgrupo gerado, tem-se que F(X) é gerado por i(X). Desse modo, ao conhecer um
homomorfismo sobre i(X), estamos determinando a única possibilidade para ele. □
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Como é comum quando se estuda relações de equivalência, há representantes di-
versos para uma mesma classe. Porém, na teoria de grupos livres, garante-se que

Teorema 2.1.1.6 (Teorema da forma normal para grupos livres). Existe exatamente uma
palavra reduzida em cada classe de equivalência.

Demonstração. A quantidade de palavras reduzidas em uma classe de equivalência é
não zero porque, como o processo de redução diminui o tamanho de uma palavra, após
reduções elementares até não haver mais como aplicá-las, consegue-se uma reduzida.
Considere a função

λ : M(X ∪ X)→M(X ∪ X),

dada indutivamente por
λ(1) = 1

λ(xε) = xε, ε ∈ {±1}

λ(uxε) =
{
λ(u)xε, se λ(u) não terminar em x−ε

v, se λ(u) = vx−ε .

Provemos, por indução na quantidade de letras da palavra w, que λ(w) é reduzida.
- Se n = 0: λ(1) = 1, que é reduzida.
- Se n = 1: λ(xε) = xε e esta é reduzida pela definição de palavra reduzida.
- Suponha verdadeiro para palavras com n − 1 letras e considere w = xε1

i1
· · · xεn

in
e

w′ = xε1
i1
· · · xεn−1

in−1
. Pode-se escrever que w = w′xεn

in
. Pela hipótese de indução, λ(w′) é

reduzida. Por construção,

λ(w) = λ(w′xεn
in

) =
{
λ(w′)xεn

in
, se λ(w′) não terminar em x−εn

in
v, se λ(w′) = vx−εn

in
.

Como λ(w′) é reduzida, qualquer segmento é reduzido, em particular v é reduzida.
De λ(w′) reduzida, segue que λ(w′)xεn

in
é reduzida, porque λ(w′) , vx−εn

in
e, assim, não se

pode fazer cancelamentos no final. Com isso, λ(w) é sempre reduzida. E, ainda, se w já
é reduzida,

λ(w) = w. (1)

Suponha agora que w′ venha de w por redução elementar. Como λ(u) é reduzida,

λ(uxεx−ε) = λ(u),∀ u.

Assim, fixado u e usando v gradativamente maior,

λ(uv) = λ(uxεx−εv),∀ v.

Em particular, λ(w′) = λ(w) e, de forma mais geral, se w ∼ w′, vale que

λ(w) = λ(w′). (2)

Das equações (1) e (2), quando w,w′ forem reduzidas e equivalentes,

w = λ(w) = λ(w′) = w′.

Desse modo, tomadas duas palavras reduzidas na mesma classe de equivalência,
da expressão acima, são iguais. □
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O teorema 2.1.1.6 pode ser demonstrado de outras formas, como a que segue.
Demonstração de van der Waerden: seja R o conjunto de todas as palavras reduzidas, G

o grupo de permutação de R e φ : F(X)→ G dada por [w] 7→ σ, onde esta permutação σ
age na sequência vazia, ( ), devolvendo w, com w ∈ R. Com isso, se w,w′ ∈ R e w ∼ w′,

[w] = [w′]⇒ φ([w]) = φ([w′])⇒ φ([w])(( )) = φ([w′])(( ))⇒ w = w′,

em que ( ) representa a sequência vazia. Provemos que φ assim definida sobre w ∈ R
é um homomorfismo. Por se ter que F(X) é livre em X, ao conhecer f : X → G
apropriada, consegue-se definir φ em toda classe de palavra. Usando o fato de G ser
grupo de permutação, considere

f (x) = µ ∈ G, onde µ(w) =
{

xw, se w não começar em x−1

u, se w = x−1u .

Para ver queµ é de fato um elemento de G, isto é, que é uma permutação do conjunto
de palavras reduzidas R, defina

µ̃(w) =
{

x−1w, se w não começar em x
v, se w = xv .

Desse modo, µ ◦ µ̃ = id e µ̃ ◦ µ = id e se tem a inversa de µ. Com a definição de
f , considere, assim, que, se w = xε1

i1
· · · xεn

in
∈ R, então φ([w]) =

∏n
r=1( f (xir))

εr . Usando
indução no tamanho de w, consegue-se evidenciar que a permutação φ([w]) age na
sequência vazia como anunciado.

Uma outra maneira de demonstrar o corolário 2.1.0.5 é dada no

Corolário 2.1.1.7. i : X→ F(X) é injetora.

Demonstração. Tome x, y ∈ X tais que i(x) = i(y), ou seja, [x] = [y] e, portanto, x pertence
à classe de equivalência de y. Mas ambas são palavras reduzidas e, do teorema, são
iguais. □

Comecemos a análise de grupos livres finitamente gerados.

Proposição 2.1.1.8. Seja F grupo livre. Então, para cada w ∈ F \ {e}, existe N ◁ F tal que
w < N e |F/N| < ∞.

Demonstração. Tome w , e uma palavra reduzida. Se F é livre de base X, denote por
w = xε1

i1
· · · xεn

in
. Construı́remos homomorfismo φ : F → Sn+1,n ∈ N, tal que φ([w]) , id.

Com isso, usando o teorema do isomorfismo,

F/ker(φ) ≃ Im(Sn+1) ≤ Sn+1 ⇒ |F/ker(φ)| < ∞

e pode-se tomar N := ker(φ). Defina, primeiro, f : X → Sn+1 com f (x) ∈ Sn+1 tal

que
{

r 7→ r + 1, se xir = x e εr = 1
r + 1 7→ r, se xir = x e εr = −1 . Esta f está bem definida, ou seja, um valor tem

apenas um correspondente no conjunto {1, . . . ,n + 1}, pois, se f (x) = σ, σ(r) = r + 1 e
σ(r) = r − 1, vale que xir = x, εr = 1 e xir = x, εr−1 = −1. Então, aparece w = · · · x−1x · · ·
na palavra, contradizendo que esta é reduzida. Mostrando que σ é injetora, tem-se
uma função injetora de um subconjunto de {1, 2, . . . ,n + 1} para outro subconjunto de
{1, 2, . . . ,n + 1} e se pode estendê-la a f (x) := σ ∈ Sn+1. Segue que φ : F→ Sn+1, [w] 7→ σ,
é homomorfismo de grupos, com φ([w]) , id, pela construção de σ. □
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A proposição 2.1.1.8 pode ser reescrita como, se F é grupo livre, então⋂
N◁F, |F/N|<∞

N = {e}.

Um grupo G tal que, para cada g ∈ G\ {e}, exista subgrupo normal N de ı́ndice finito
que não possua g é chamado de residualmente finito. A proposição prova, portanto,
que um grupo livre é residualmente finito.

Corolário 2.1.1.9. Se G é grupo livre finitamente gerado, qualquer endomorfismo so-
brejetor de G é automorfismo (isto é, G é hopfiano).

Demonstração. Seja θ : G→ G endomorfismo sobrejetor de G e considere N◁G de ı́ndice
finito. Se π : G→ G/N é a projeção canônica, tem-se que

ker(π ◦ θn) = θ−n(N).

Pelo teorema do isomorfismo,

G/θ−n(N) ≃ G/N.

Como um homomorfismo é determinado ao se conhecer a imagem dos geradores,
basta saber como se comportam os geradores de G. De G/N ser finito, cada um dos
geradores possui finitas possibilidades para assumir sob o mapa π e, assim, o número
de homomorfismos θ como se descreve é finito.

Por θ−n ser kernel de um homomorfismo para qualquer n, existe algum n e m > n
com θ−n(N) = θ−m(N). Com isso,

N = θn(θ−n(N)) = θn(θ−m(N)) = θn−m(N).

Portanto, se θm−n(g) ∈ N, ocorre que g ∈ N. Em particular, se θ(g) = e, vale que
g ∈ N, isto é ker(θ) ⊆ N.

Como G é residualmente finito,

∩|G/N|<∞N = {e} ⇒ ker(θ) = {e} ⇒ θ é injetor.

□

Lema 2.1.1.10. Se X é conjunto infinito, |M(X ∪ X)| = |X ∪ X| = |X|.

Considere que dois conjuntos estão em bijeção se, e somente se, possuem mesma
cardinalidade. Este fato será usado na

Proposição 2.1.1.11. F(X) ≃ F(Y)⇔ |X| = |Y|.

Demonstração. Suponha, primeiro, que |X| = |Y|. Segue que existe bijeção f : X → Y.
Estenda f a um homomorfismo φ : F(X) → F(Y) e f −1 se estende para ψ. Ocorre que
ψ ◦ φ : F(X) → F(X) e idF(X) são ambas extensões de idX. A definição de grupo livre
assegura unicidade nesta e, portanto, ψ ◦ φ e idF(X) são iguais. De maneira semelhante,
φ ◦ ψ = idF(Y), provando-se que φ é isomorfismo.

Agora, F(X) ≃ F(Y). Há duas possibilidades:



2.1 Grupos livres 17

- Se X,Y forem finitos: a quantidade de homomorfismos de F(X) em Z2 é igual
ao número de funções de X em Z2, que vale 2|X|, considerando que |Z2| = 2. Do
isomorfismo suposto,

2|X| = n° de homomorfismos X→ Z2 = n° de homomorfismos F(Y)→ Z2 = 2|Y|.

Segue que |X| = |Y|.
- Se forem infinitos: como F(X) = {classes de equivalência de M(X ∪ X)}, vale que

|F(X)| ≤ |M(X ∪ X)|. Por outro lado, X mergulha em F(X) e, assim, |X| ≤ |F(X)|. Usando
o lema 2.1.1.10, |X| = |F(X)|. De maneira semelhante, |Y| = |F(Y)|. Como F(X) ≃ F(Y),
segue a igualdade |X| = |Y|. □

Olhemos para a base de um grupo livre. Se G ≃ F(X) para algum X, este é um grupo
livre. Dado i : F(X)→ G isomorfismo de grupos, diz-se que i(X) é base de G e que G é
livre em i(X).

Lema 2.1.1.12. A cardinalidade de uma base de um grupo livre é fixa e chamada de
posto.

Demonstração. Suponha que A,B sejam bases de G. Se A = i(X) e B = j(Y), com
i : F(X)→ G e j : F(Y)→ G isomorfismos, então F(X) ≃ F(Y). Pela proposição 2.1.1.11,
|X| = |Y| ⇒ |i(X)| = | j(Y)|, pois i, j são isomorfismos. Assim, A e B possuem mesma
cardinalidade. □

Exemplo 2.1.1.13. Seja F = F(x, y). Mostremos que {x−1, x2y} é base de F. Defina i : F→ F
com x 7→ x−1, y 7→ x2y. Estende-se a definição de i para os outros elementos do domı́nio
de modo que seja homomorfismo. Dado y ∈ F,

y = (x−1)2x2y = (i(x))2i(y) = i(x2y).

E, ainda,
x = (x−1)−1 = (i(x))−1 = i(x−1).

Portanto, i é sobrejetor. Do corolário 2.1.1.9, i é isomorfismo e, assim, o conjunto é
base.

Exemplo 2.1.1.14. {yx, xy2
} não é base de F. Se fosse, dada w palavra reduzida, ocorreria

que existiria ψ : F(X)→ F(X) isomorfismo com x 7→ yx, y 7→ xy2 e ψ(w) = x. Por outro
lado, ψ(w) = w̃, com w̃ obtida de w por substituição das letras desta pelas imagens
correspondentes por ψ, isto é: os elementos que eram x são trocados por yx; os que
eram y dão lugar a xy2; as letras x−1 recebem x−1y−1; e y−1 é visto agora como y−2x−1. Por
w ser suposta palavra reduzida, observe que os segmentos compostos por duas letras
são tais que

xy 7→ (yx)(xy2) = yx2y2 yx 7→ (xy2)(yx) = xy3x x2
7→ yxyx y2

7→ xy2xy2

x−1y−1
7→ (x−1y−1)(y−2x−1) = x−1y−3x−1 y−1x−1

7→ (y−2x−1)(x−1y−1) = y−2x−2y−1

xy−1
7→ (yx)(y−2x−1) = yxy−2x−1 yx−1

7→ (xy2)(x−1y−1) = xy2x−1y−1

x−1y 7→ (x−1y−1)(xy2) = x−1y−1xy2 y−1x 7→ (y−2x−1)(yx) = y−2x−1yx.

x−2
7→ x−1y−1x−1y−1 y−2

7→ y−2x−1y−2x−1.

Ou seja, w̃ é reduzida e, ainda, w̃ possui tamanho no mı́nimo 2, se w , e. Absurdo,
pois ψ(w) = x, que possui tamanho 1.
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Proposição 2.1.1.15. X ⊆ G, com G grupo. São equivalentes:

(i) G é livre com base X.

(ii) Para cada g ∈ G, vale que existe única representação g = xε1
i1
· · · xεn

in
,n ≥ 1, xir ∈ X e

εr = ±1, com εr+1 , −εr, se ir+1 = ir, ou g é a palavra vazia.

(iii) X gera G e 1 , xε1
i1
· · · xεn

in
, onde n ≥ 1, xir ∈ X e ε = ±1, εr+1 , −εr, se ir+1 = ir.

Demonstração. Provemos que (ii) e (iii) são equivalentes.
(ii)⇒ (iii): da representação de cada w ∈ G como produto de elementos em X∪X−1,

tem-se que X gera G. E, ainda, se 1 = xε1
i1
· · · xεn

in
, com n ≥ 1, valeria que x−ε1

i1
= xε2

i2
· · · xεn

in
⇒

n = 2. Ou seja, x−ε1
i1
= xε2

i2
, absurdo. Desse modo, 1 , xε1

i1
· · · xεn

in
nas condições dadas.

(iii)⇒ (ii): por X gerar G, tem-se que qualquer g ∈ G é da forma g = xε1
i1
· · · xεn

in
,n ≥

1, xir ∈ X, ε = ±1, εr+1 , −εr, se ir+1 = ir, ou g é a palavra vazia. Se houvesse duas
representações, dadas por

g = xε1
i1
· · · xεn

in
,n ≥ 0, xir ∈ X, ε = ±1, εr+1 , −εr, se ir+1 = ir

g = xδ1
j1
· · · xδm

jm
,m ≥ 0, x jr ∈ X, δ = ±1, δr+1 , −δr, se jr+1 = jr,

então
1 = ww−1 = (xε1

i1
· · · xεn

in
)(xδ1

j1
· · · xδm

jm
)−1.

Fazendo os potenciais cancelamentos, tem-se um absurdo, pela afirmação (iii).
Agora, falta mostrar que (i) equivale a alguma dessas duas.
(i)⇒ (ii) e (iii): Suponha que G seja livre com base X. Com isso, G ≃ F(X) e, portanto,

segue (ii) ou (iii), que são propriedades do grupo livre F(X), como dado na definição
de palavra reduzida e no teorema da forma normal para grupos livres.

(ii) e (iii) ⇒ (i): por X gerar G, existe um mergulho de X em G. Este induz um
mapa i : F(X) → G, que está bem definido por (ii), é sobrejetor de G ser gerado por X
e, ainda, é injetor, porque qualquer palavra reduzida não trivial não pode ser mapeada
em 1 ∈ G. □

Corolário 2.1.1.16. Suponha que X gera G e que φ : G → H é homomorfismo tal que
φ|X é injetor e φ(G) é livre com base φ(X). Tem-se que G é livre e possui base X.

Demonstração. Comoφ(G) é livre com baseφ(X), tem-se que a condição (i) da proposição
2.1.1.15 se verifica. Logo, vale (iii), isto é, φ(X) gera φ(G) e

1H , yε1
i1
· · · yεn

in
,n ≥ 1, yir ∈ φ(X), εr = ±1, εr+1 , εr, se ir+1 = ir. (3)

Suponha que exista n ≥ 1 tal que 1G = xε1
i1
· · · xεn

in
. Portanto,

1H = φ(1G) = (φ(xi1))
ε1 · · · (φ(xin))εn .

Contradição com (3). Segue que não existe este n e vale (iii) para 1G. Como é
equivalente a (i), tem-se o resultado. □

Corolário 2.1.1.17. Seja G livre com base X e Y ⊆ X. Ocorre que ⟨Y⟩ é livre com base Y.

Corolário 2.1.1.18. Considere F livre de base {x, y} e φ : F→ Z homomorfismo com

x 7→ 1, y 7→ 0.

Nessas condições, ker(φ) é livre e tem base B := {x−iyxi
| i ∈ Z}.

Definição 2.1.1.19. Sejam g, h ∈ F(X) duas palavras reduzidas. Então, gh não precisa
ser reduzida, mas, se o for, é dita reduzida como escrita3. A definição se estende para

3No original, reduced as written.



2.1 Grupos livres 19

o produto de qualquer quantidade de palavras reduzidas.

Lema 2.1.1.20. a) |gh| ≤ |g| + |h|, com igualdade se, e somente se, gh for reduzida como
escrita.

b) Ou a primeira letra de gh coincide com a primeira letra de g ou g se cancela
completamente em gh. Esta última configuração ocorre se, e somente se, h = g−1k, com
k palavra reduzida.

c) Ou gh termina com a última letra de h ou h se cancela completamente no produto.
Este último quadro se constata se, e somente se, g = kh−1, onde k é palavra reduzida.

Demonstração. a) Sejam
{

g = xε1
i1
· · · xεn

in
h = xδ1

j1
· · · xδm

jm

, onde n = |g| e m = |h|. Com isso,

gh = xε1
i1
· · · xεn

in
xδ1

j1
· · · xδm

jm
⇒ |gh| ≤ n +m = |g| + |h|.

- Se in = j1: xεn
in

yδ1
j1
=


xx (I)

xx−1 (II)
x−1x (II)
x−1x−1 (I)

. Se vale (II), faz-se reduções e |gh| < |g| + |h|. Se

vale (I), a palavra é reduzida como escrita e |gh| = |g| + |h|.
- Se in , j1: não há reduções a fazer e a palavra é reduzida como escrita, com

|gh| = |g| + |h|.
Admita, agora que |gh| = |g|+ |h|. Com isso, ocorre (I) ou a situação acima e a palavra

é reduzida como escrita.
b) Utilizando a notação do item a), suponha que a primeira letra de gh não seja xε1

i1
.

Então, xεn
in

e xδ1
j1

se cancelam; xεn−1
in−1

e xδ2
j2

; . . . se cancelam; xε1
i1

e xδn
jn

se cancelam (n ≤ m).
Portanto, g é cancelada e

h = xδ1
j1
· · · xδm

jm
= x−εn

in
· · · x−ε1

i1
xδn+1

jn+1
· · · xδm

jm
= g−1k.

Suponha agora que h = g−1k. Vale que gh = g(g−1k) = k, ou seja, g se cancela.
c) De maneira semelhante ao feito em b). □

Definição 2.1.1.21. Seja g = xε1
i1
· · · xεn

in
uma palavra reduzida. Se in , i1 ou se in = i1 e

εn = ε1, diz-se que g é ciclicamente reduzida.
O nome ficará mais natural adiante, ao se mostrar uma propriedade relacionada a

permutações cı́clicas.

Lema 2.1.1.22. g é ciclicamente reduzida se, e somente se, gg é reduzida como escrita.

Lema 2.1.1.23. Se g é ciclicamente reduzida, gn é ciclicamente reduzida como escrita
(isto é, ciclicamente reduzida e reduzida como escrita) e |gn

| = n|g|.

Proposição 2.1.1.24. a) Qualquer g ∈ F(X) é conjugado a uma palavra ciclicamente
reduzida.

b) Cada permutação cı́clica de uma palavra ciclicamente reduzida é ainda ciclica-
mente reduzida, onde esta permutação designa um rearranjo das letras de modo que
xε1

i1
ocupar a posição k significa que se tem xεn−k+1

in−k+1
· · · xεn

in
xε1

i1
· · · xεn−1

in−1
.

c) Duas palavras ciclicamente reduzidas são conjugadas se, e somente se, vieram
uma da outra por uma permutação cı́clica.
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Demonstração. a) Se g já for ciclicamente reduzida, então se escreve como e−1ge. Con-
sidere g = xε1

i1
· · · xεn

in
reduzida, mas não ciclicamente, isto é, in = i1 e εn = −ε1. Tome

g̃ = xε2
i2
· · · xεn−1

in−1
. Tem-se que g = xε1

1 g̃x−ε1
i1

. Se g̃ ainda não for ciclicamente reduzida,
repete-se este passo, o qual tem final porque o tamanho da palavra tomada se reduz a
cada etapa.

b) Usemos indução na posição que passa a ocupar xin .
- Se for na entrada k = 1: xεn

in
xε1

i1
· · · xεn−1

in−1
é reduzida. De fato, é preciso analisar apenas

o segmento inicial formado pelas primeiras letras. Da hipótese de g ser ciclicamente
reduzida, vale que ou in , i1 ou in = i1, εn , −ε1. Desse modo, nunca ocorre can-
celamento. Tal palavra é ciclicamente reduzida porque, como g é reduzida, as letras
adjacentes respeitam a condição requerida, em particular o par xεn−1

in−1
e xεn

in
.

- Admita que seja válido se ocupar a entrada k, ou seja, a palavra ciclicamente redu-
zida é xεn−k+1

in−k+1
· · · xεn

in
xε1

i1
· · · xεn−k

in−k
, com in−k+1 , in−k ou, se iguais, εn−k+1 , −εn−k. Considere

agora a palavra onde xin está na (k + 1)-ésima entrada, isto é,

xεn−k
n−k · · · x

εn
in

xε1
i1
· · · xεn−k−1

in−k−1
.

Por g ser tomada ciclicamente reduzida, não se tem cancelamento na junção de xin
e xi1 . E, ainda, como eram consecutivas, ocorre que in−k−1 , in−k ou in−k−1 = in−k, εn−k−1 ,
−εn−k.

c) Primeiro, assuma que duas palavras ciclicamente reduzidas sejam permutações
cı́clicas uma da outra. Com isso,

g = xε1
i1
· · · xεn

in

g̃ = xεr
ir
· · · xεn

in
xε1

i1
· · · xεr−1

ir−1
.

Pode-se escrever que
g̃ = (xεr

ir
· · · xεn

in
)g(xεr

ir
· · · xεn

in
)−1,

isto é, são conjugadas.
Considere agora que g, g̃ sejam ciclicamente reduzidas e conjugadas, com g̃ = u−1gu.

Se esta for reduzida como escrita, vale que não será ciclicamente reduzida, porque
termina com a última letra de u e se inicia com o inverso desta. Se u−1gu não for
reduzida como escrita, u começa em xε1

i1
- e se cancela em u−1g - ou em x−εn

in
- e se cancela

em gu. Em ambas as possibilidades, u−1gu = v−1hv, com |v| < |u| e h uma permutação
cı́clica de g. Procedendo desta forma, u−1gu = h̃, onde h̃ é permutação cı́clica de g. O
processo tem final porque |v| diminui a cada passo. □

Em álgebra abstrata, caracteriza-se um grupo como livre de torção se o único
elemento de ordem finita for o neutro.

Proposição 2.1.1.25. Grupos livres são livres de torção.

Demonstração. Tome F livre, g ∈ F \ {1}. Se g não for ciclicamente reduzida, considere
um conjugado que o seja (pela proposição 2.1.1.24). Usando o lema 2.1.1.23,

|gn
| = n|g| , 0⇒ gn , 1.

□

Proposição 2.1.1.26. Se F é grupo livre e gk = hk, k , 0, g, h ∈ F, então g = h.
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Demonstração. Assuma k ≥ 0 e que g seja ciclicamente reduzida (a menos de conjugação).
Do lema 2.1.1.23, gk é ciclicamente reduzida como escrita. Se h não for ciclicamente
reduzida, ocorre que hk não o é. De fato, a primeira e última letras de hk coincidem com
as de h (se não se cancelarem completamente). Assim, gk , hk. Suponha, então, que h
seja ciclicamente reduzida. Com isso, do lema 2.1.1.23, hk é ciclicamente reduzida como
escrita. Por gk ser k repetições de g e hk ser k repetições de h, tem-se que g = h. □

O lema abaixo tem caráter operacional.

Lema 2.1.1.27. Dados F grupo livre, u, v ∈ F e m,n ∈ Z \ {0}, então
a) uvn = vnu⇒ uv = vu.
b) umvn = vnum

⇒ uv = vu.

Demonstração. a) uvn = vnu ⇒ uvnu−1 = vn
⇒ (uvu−1)n = vn. Pela proposição 2.1.1.26,

uvu−1 = v⇒ uv = vu.
b) umvn = vnum

⇒ um = vnumv−n
⇒ um = (vnuv−n)m. Pela proposição 2.1.1.26,

u = vnuv−n
⇒ uvn = vnu. Do item a), uv = vu. □

Proposição 2.1.1.28. Seja F grupo livre e g, h ∈ F. Se gh = hg, vale que
〈
{g, h}

〉
é cı́clico,

ou seja, g = ur, h = us, para algum u ∈ F, r, s ∈ Z.

Demonstração. Utilizemos indução em |g| + |h|.
- Se |g| + |h| = 2: ambos têm tamanho 1 e, assim, são a identidade e valem as

afirmações.
- Assuma que g seja ciclicamente reduzida (a menos de conjugação, o que não

aumenta |g| + |h|, como demonstrado em a) da proposição 2.1.1.24).
Se gh for reduzida como escrita, então, pelo lema 2.1.1.20, |gh| = |g| + |h| = |hg| ⇒ hg

também é reduzida como escrita. Assim, g é um segmento inicial de gh e h, inicial de
hg. Pela igualdade no enunciado, g ou h é um inicial do outro, isto é, g = hw ou h = gv.
Supondo o primeiro,

hw = g⇒ h2w = hg = gh = hwh⇒ hw = wh.

Como |w| + |h| < |g| + |h|, pode-se usar a hipótese de indução para se ter que ⟨{w, h}⟩
é cı́clico e w = ut, h = us. Então,

g = hw = us+t.

Se h = gv, procede-se da mesma maneira.
Se gh não for reduzida como escrita, ocorre que g = vxε, h = x−εt. De g ser ciclica-

mente reduzida e terminar em xε, segue, da definição de ciclicamente reduzida, que g
não pode começar em x−ε. Por gh = hg, então gh tem mesma letra inicial que hg, a qual,
pelo item b) do lema 2.1.1.20, é x−ε ou então h se cancela completamente. Eliminada a
primeira possibilidade, tem-se que h se cancela completamente, isto é, hg é apenas um
segmento de g e se pode escrever que g = h−1w. Tem-se que

g = h−1w⇒ w = hg = gh = h−1wh⇒ hw = wh.

Como |h| + |w| < |g| + |h|, aplica-se a hipótese de indução para se ter o resultado. □

Proposição 2.1.1.29. Seja G grupo qualquer. Então, G ≃ F/N, para F livre.
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Demonstração. Tome i : G → G a identidade. Pensando em G apenas como conjunto,
forma-se F(G) e estende-se a função para φ : F(G)→ G homomorfismo que é sobrejetor.
Do teorema do isomorfismo,

F(G)/N ≃ G,

com N := ker(φ). □

Os grupos livres aparecem nas apresentações de grupos, que se tratam de um
método de se descrever um grupo utilizando alguns elementos (geradores) e condições
sobre estes (relações).

2.1.2 Geradores e relações

Definição 2.1.2.1. Seja G grupo qualquer e X conjunto. Considere φ : F(X) → G
epimorfismo. Então, X é denominado um conjunto de sı́mbolos geradores para G sob
φ e φ(X) é uma famı́lia de geradores de G.

Quando conveniente, os geradores são considerados elementos de G.
ker(φ) é o conjunto de relatores de G sob φ. Se

u = xε1
i1
· · · xεn

in
, v = xδ1

j1
· · · xδm

jm

forem palavras não necessariamente reduzidas com uv−1
∈ ker(φ) e φ(xi) = ai, então

aε1
i1
· · · aεn

in
= aδ1

j1
· · · aδm

jm

é uma relação em G. Em particular, se u ∈ ker(φ), a relação é aε1
i1
· · · aεn

in
= 1.

Seja H grupo, S ⊆ H. O conjunto de consequências de S em H é definido como o
fecho normal ⟨S⟩H := ⟨SH

⟩ = ⟨{sh
| s ∈ S, h ∈ H}⟩ ⊆ H, isto é, o menor subgrupo normal

de H contendo S.
Se ker(φ) é o conjunto de consequências de R ⊆ F(X), chama-se R um conjunto de

relatores definidores de G sob φ.
Uma apresentação de um grupo G é uma expressão ⟨X; R⟩φ, com φ : F(X) → G

epimorfismo e R um conjunto de relatores definidores. Denota-se G = ⟨X; R⟩φ. É
comum a omissão do homomorfismo.

Quando X,R forem finitos, ocorre uma apresentação finita e G é chamado de finita-
mente apresentável.

Exemplo 2.1.2.2. F(X) possui apresentação ⟨X; R⟩φ, onde R = {1} e φ = idF(X).
Para entender melhor os próximos exemplos, esclarece-se as seguintes notações:
Cada relator r ∈ R pode ser substituı́do pela relação r = 1 ou, então, por u = v,

quando r ∈ {uv−1, v−1u}. Isso ocorre, por exemplo, quando G = ⟨X⟩ é abeliano. Com
isso, xy = yx é usado como relação, representando o relator r = x−1y−1xy.

Exemplo 2.1.2.3.
〈
x, y | xy2 = y3x, yx2 = x3y

〉
apresenta o grupo trivial. Para vê-lo, note

que
xy4x−1 = (xy2x−1)2 = (y3)2 = y6.

Então,
x2y4x−2 = x(xy4x−1)x−1 = xy6x−1 = (xy2x−1)3 = (y3)3 = y9.
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Segue que

x2y4x−2 = y9 = yy9y−1 = yx2︸︷︷︸
=x3 y.

y4 x−2y−1︸︷︷︸
=y−1x−3.

= (x3y)y4(y−1x−3) = x3y4x−3
⇒

y4x−2 = xy4x−3
⇒ y4x = xy4.

Com isso,
y6 = xy4x−1 = (y4x)x−1 = y4

⇒ y2 = 1.

Do enunciado, xy2 = y3x⇒ x = yx⇒ y = 1. Pela segunda relação,

yx2 = x3y⇒ x2 = x3
⇒ x = 1.

Exemplo 2.1.2.4. Zn possui apresentação ⟨x | xn
⟩.

Exemplo 2.1.2.5. O grupo diedral de ordem 2n tem apresentações

Dn :=
〈
x, y | xn, y2, (xy)2

〉
, Dn :=

〈
x, y | xn = y2 = 1, xyx = y−1

〉
.

Teorema 2.1.2.6 (Teorema de von Dyck). Seja G = ⟨X; R⟩φ e considere uma aplicação
de conjuntos f : X → H,H grupo. Denotando por θ : F(X) → H o homomorfismo de
grupos que estende f , se θ(r) = 1,∀ r ∈ R, existe homomorfismo ψ : G→ H tal que

f (x) = ψ ◦ φ(x),∀ x ∈ X.

Demonstração. Como, para o epimorfismo φ : F(X) → G, ker(φ) é o subgrupo normal
gerado por R e R ⊆ ker(θ), onde este último conjunto é um subgrupo de F(X), logo
fechado pelas operações de grupo, vale que ker(φ) ⊆ ker(θ). Como φ é sobrejetor, dado
g ∈ G, existe pelo menos um w ∈ F(X) tal que φ(w) = g. Podemos formar ψ : G → H
impondo que ψ(g) = θ(w). □

Corolário 2.1.2.7. Existe homomorfismo de ⟨X; R⟩ para ⟨X ∪ Y; R ∪ S⟩ ,∀ S ⊆ F(X ∪ Y).

Corolário 2.1.2.8. Seja R ⊆ G, com G,H grupos. Se θ : G → H é tal que θ(R) = {1},
então existe homomorfismo de grupos ψ : G/ ⟨R⟩G → H que satisfaz que θ = ψ ◦ π,
para π : G→ G/ ⟨R⟩G a projeção canônica.

Um mesmo grupo pode possuir diferentes apresentações e, para relacioná-las, usa-
mos os conceitos que se seguem.

Definição 2.1.2.9. Seja ⟨X; R⟩φ uma apresentação de G. Então, ⟨X; R ∪ S⟩φ também o é,
se S ⊆ ⟨R⟩F(X). Diz-se que ⟨X; R ∪ S⟩φ vem de ⟨X; R⟩φ por uma transformação de Tietze
geral de tipo I e que o sentido contrário é feito por uma transformação de Tietze geral
de tipo I’. Se |S| = 1, há transformações de Tietze simples.

Considere Y um conjunto disjunto de X e uy ∈ F(X) associado a cada y ∈ Y. Então,〈
X ∪ Y | R ∪ {yu−1

y }
〉ψ

é uma apresentação de G, com ψ(x) = φ(x) e ψ(y) = φ(uy). De
fato, seja N o subgrupo normal de F(X ∪ Y) gerado por R ∪ {yu−1

y }. Com isso, ψ induz
homomorfismo sobrejetor π : F(X ∪ Y)/N → G, pois ψ(R ∪ {yu−1

y }) = 1. Pelo teorema
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de Von Dyck, há epimorfismo θ : G → F(X ∪ Y)/N tal que θ(φ(x)) = xN. Segue que
π ◦ θ : G→ G é a identidade. E, ainda, de

θ ◦ π(yN) = θ(ψ(y)) = θ(φ(uy)) = uyN = yN,

vale que θ ◦ π : F(X ∪Y)/N→ F(X ∪Y)/N é a identidade. A forma como se obtém esta
apresentação começando de ⟨X; R⟩φ é uma transformação de Tietze geral de tipo II.
Considerando o sentido contrário, tem-se uma transformação de Tietze geral de tipo
II’. Se |Y| = 1, há transformações de Tietze simples.

Teorema 2.1.2.10. Quaisquer duas apresentações de um grupo podem ser obtidas uma
da outra por uma sequência de transformações de Tietze gerais. Se ambas forem
finitas, este procedimento pode ser realizado empregando apenas transformações de
Tietze simples.

Demonstração. Sejam ⟨X; R⟩φ , ⟨Y; S⟩ψ duas apresentações de G.
(i) Assuma que X ∩ Y = ∅. Para cada y ∈ Y, tome uy ∈ F(X) dado por ψ(y) = φ(uy).

De maneira semelhante, a cada x ∈ X, associa-se vx ∈ F(Y) tal que φ(x) = ψ(vx).

Defina, ainda, θ : F(X∪Y)→ G com
{
θ(x) = φ(x)
θ(y) = φ(uy) . Tem-se, assim, uma apresentação〈

X ∪ Y | R ∪ {yu−1
y }
〉θ

de G, que adveio de ⟨X; R⟩ por uma transformação de Tietze geral
de tipo II.

Pela construção de θ, tem-se que θ(y) = φ(uy) = ψ(y). Se w ∈ F(Y), então se pode

aplicar ψ e se escrever que ψ(w) = θ(w). Em particular,
{

θ(s) = ψ(s) = 1
θ(vx) = ψ(vx) = φ(x) = θ(x) .

Desse modo, a apresentação
〈
X ∪ Y | R,S, {yu−1

y }, {xv−1
x }
〉θ

vem da anterior por uma
transformação de Tietze geral de tipo I. De forma simétrica, esta é obtida de ⟨Y; S⟩ por
uma de tipo II seguida de uma de tipo I. Inversamente, portanto, ⟨Y; S⟩ vem da última
por I’ seguida de II”.

(ii) Suponha que X∩Y , ∅. Calcula-se X̃ tal queθ : X→ X̃ seja bijeção e X̃∩(X∪Y) =

∅. Segue que G é apresentado por
〈
X̃; R̃
〉φ̃

, onde R̃ vem de R ao se trocar x por θ(x), e o
mesmo para φ̃. Do desenvolvido em (i), esta apresentação vem de qualquer outra por
uma sequência de transformações de Tietze gerais.

(iii) Supondo que há finitos elementos nos conjuntos X,Y,R,S, cada transformação
pode ser trocada por um número finito de transformações de Tietze simples. □

Proposição 2.1.2.11. Suponha G finitamente gerado, G = ⟨Y; S⟩ψ. Então, há um subcon-
junto finito de Y que gera G.

Demonstração. Seja X subconjunto de G, |X| < ∞,G = ⟨X⟩. Cada x ∈ X é produto de
um número finito de elementos de ψ(Y) ∪ ψ(Y)−1. Com isso, há Y1 ⊆ Y finito com
X ⊆

〈
ψ(Y1)

〉
. Como este último é fechado pela operação de grupo, contém o grupo

gerado por X, isto é, G. Tem-se que ψ(Y1) gera G. □

O resultado acima trata do conjunto gerador para G. Mas, pode-se querer mudar o
conjunto de relatores definidores, o que é feito pela

Proposição 2.1.2.12. Considere G grupo com apresentação finita ⟨X; R⟩φ e outra apresentação
⟨Y; S⟩ψ, Y finito. Então, existe S1 ⊆ S finito com G = ⟨Y; S1⟩

ψ.
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Demonstração. Pelas notações no teorema, G admite apresentação
〈
X ∪ Y; T, {xv−1

x }
〉θ

,
com T := R ∪ {yu−1

y }.
Denote por t̃ o correspondente de t ao se trocar x por vx e reúna-os em T̃ := {t̃ | t ∈ T}.

Se π : F(X ∪ Y)→ F(X ∪ Y)/N é a projeção canônica, para N :=
〈
xv−1

x

〉F(X∪Y)
, então

π(vx) = π(x)⇒ π(t̃) = π(t).

Portanto, t̃ é consequência de t e dos relatores xv−1
x .

Desse modo, por uma transformação de Tietze geral de tipo I, tem-se apresentação〈
X ∪ Y; T, T̃, {xv−1

x }
〉θ

. Com uma de tipo I’, tem-se
〈
X ∪ Y; T̃, {xv−1

x }
〉θ

.
Para a afirmação do enunciado, procede-se da forma: vx ∈ F(Y) ⇒ T̃ ⊆ F(Y).

Aplicando uma transformação de tipo II’, atinge-se
〈
Y; T̃
〉ψ

.
Mas ainda não se mostrou que o conjunto de relatores definidores pode ser extraı́do

finito de S. Note que T̃ é finito porque foi construı́do usando X,Y,R, que são finitos.
Como T̃ ⊆ ⟨S⟩F(X), segue, da definição de fecho normal, que T̃ é produto de uma
quantidade finita de conjugados de S e seus inversos. Fixando uma expressão para
cada t̃, defina S1 := {elementos de S na expressão}. Em particular, |S1| < ∞. Por〈
T̃
〉F(Y)

= ker(ψ) = ⟨S⟩F(Y), então ker(ψ) é ⟨S1⟩
F(Y) e podemos usar S1 na apresentação. □

2.1.3 Produtos livres

A seção é constituı́da de teoremas sobre existência e afirmações de propriedades
dessas estruturas, com terminologias já tendo sido expostas antes.

Definição 2.1.3.1. Seja {Gα} uma famı́lia de grupos, iα : Gα → G homomorfismos de
grupos. Diz-se que (G, {iα}) é um produto livre dos Gα se, para quaisquer grupo H e
homomorfismos fα : Gα → H, ocorrer que existe único homomorfismo f : G→ H com
fα = f ◦ iα,∀ α.

O produto livre é único no sentido da

Proposição 2.1.3.2. Sejam (G, {iα}), (H, { jα}) dois produtos livres da famı́lia {Gα}. Então,
existe único isomorfismo f : G→ H com jα = f ◦ iα,∀ α.

Demonstração. Da definição de produto livre, existem homomorfismos f : G→ H com
jα = f ◦ iα (por (G, {iα}) ser produto livre) e f̃ : H→ G tal que iα = f̃ ◦ jα (por (H, { jα}) ser
produto livre). Tem-se que

iα = f̃ ◦ jα = f̃ ◦ ( f ◦ iα) = ( f̃ ◦ f ) ◦ iα

iα = idG ◦ iα.

Como existe único homomorfismo que decompõe iα, pode-se afirmar que idG = f̃ ◦ f .
De maneira semelhante, f ◦ f̃ = idH e ocorre o isomorfismo. □

Proposição 2.1.3.3. Considere (G, {iα}) produto livre dos Gα. Então, iα é injetor.

Demonstração. Provemos, primeiro, que, fixado α, se existirem grupo H e homomorfis-
mos fβ : Gβ → H,∀ β, com fα injetor, então iα é injetor.

De fato, da definição de produto livre, existe homomorfismo f : G → H com
fα = f ◦ iα. Como fα é injetor, tem-se a injetividade de iα.

Tomando H := Gα, fα = idGα , fβ(Gβ) = {eH},∀ β , α, vale a injetividade de iα. □
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A unicidade do produto livre foi assegurada a menos de isomorfismo. Garante-se,
ainda, a existência de algum.

Teorema 2.1.3.4. Qualquer famı́lia de grupos Gα possui um produto livre.

Demonstração. Tome uma apresentação ⟨Xα; Rα⟩
φα de Gα. Se Xα ∩Xβ , ∅, troque Xα por

um conjunto em bijeção com este tal que valha a condição de serem dois a dois disjuntos.
Seja G := F(∪αXα)/ ⟨∪αRα⟩

F(∪αXα). Com isso, G possui apresentação ⟨∪αXα;∪αRα⟩
φ, onde

φ : F(∪αXα)→ G é a projeção (logo, sobrejetora). Pelo teorema de von Dyck, a inclusão
i : Xα → ∪αXα induz homomorfismo iα : Gα → G. Provemos que (G, {iα}) é produto
livre.

Considere fα : Gα → H, que induzem ψα : F(Xα) → H com ψα(Rα) = eH. Então, há
ψ : F(∪αXα) → H que estende ψα, ou seja, que ψ|Xα = ψα. Por ψ(∪αRα) = eH, então ψ
induz f : G→ H com ψ = f ◦ φ. E, ainda, se xα ∈ Xα,

f ◦ iα(φα(xα)) = f (φ(xα)) = ψ(xα).

Como φα(Xα) gera Gα, então fα = f ◦ iα.
A unicidade de f ocorre porque G é gerado por ∪αiα(φα(Xα)). □

Com esses resultados iniciais, estabelece-se a notação ∗Gα para o produto livre da
famı́lia Gα.

Exemplo 2.1.3.5. Dados dois grupos cı́clicos de ordem 2, o produto livre deles tem
apresentação

〈
a, b | a2, b2〉. Este produto livre é isomorfo ao grupo diedral infinito, isto

é, D∞ ≃ Z2 ∗Z2.

Teorema 2.1.3.6 (Teorema da forma normal). Seja (G, {iα}) o produto livre dos Gα. Então,
a) Cada iα é homomorfismo injetor.
b) Tratando iα como uma inclusão, cada g ∈ G \ {e} tem única representação

g = g1 · · · gn, gi ∈ Gαi \ {e}, αr , αr+1, se r < n.

Portanto, os elementos de um produto livre de grupos são produtos alternados de
elementos dos grupos originais.

Demonstração. a) Provado na proposição 2.1.3.3.
b) Para facilitar a escrita, considere g̃α := iα(gα) ∈ G. Como G é gerado por ∪αiα(Gα),

então todo u ∈ G pode ser escrito como g̃1 · · · g̃n, com gi ∈ Gαi e potencialmente αr = αr+1.
Se dois elementos adjacentes pertencerem ao mesmo grupo e gr+1 , g−1

r , considere

u = g̃1 · · · g̃r−1h̃g̃r+2 · · · g̃n,

onde h := grgr+1 ∈ Gαr \ {e}.
Se os elementos consecutivos estiverem no mesmo grupo e um for o inverso do

outro, pode-se removê-los e, assim,

u = g̃1 · · · g̃r−1 g̃r+2 · · · g̃n.

Prosseguindo indutivamente, há no mı́nimo uma forma de escrever u como pedido.
A unicidade seguirá pelo método de van der Waerden (como no teorema 2.1.1.6). Seja
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S conjunto das sequências (g1, . . . , gn), gi ∈ Gαi \ {e}, αr , αr+1 e contendo a sequência
vazia.

Tome, para α fixado e n ∈N, gα ∈ Gαi \ {e} e defina um mapa de S em S com

(g1, . . . , gn) 7→


(gα, g1, . . . , gn), se α , α1

(gαg1, . . . , gn), se α = α1 e gαg1 , e
(g2, . . . , gn), se α = α1 e gαg1 = e

.

Com isso, tem-se uma função φα : Gα → B, onde B := { f : S → S | f é função}
e φα(e) = idS. Vale que φα preserva o produto e, assim, é mapeado no grupo de
permutações de S, denotado por Perm(S). Este age à esquerda de S.

Considere agoraφ : G→ Perm(S) o homomorfismo a partir dasφα tal queφ◦iα = φα.
Tome u ∈ G,u = h1 · · · hm, hi ∈ Gαi\{e}, αi , αi+1. Se a bijeçãoφ(u) for aplicada à sequência
vazia, tem-se (h1, . . . , hm). Com isso, os hi determinam a única representação de u. □

Proposição 2.1.3.7. O produto livre de uma quantidade finita de grupos finitos é resi-
dualmente finito.

A afirmação adquire mais força com a versão abaixo, em que se exige menos.

Corolário 2.1.3.8. O produto livre G de grupos residualmente finitos é residualmente
finito.

Demonstração. Sejam H,M grupos residualmente finitos e g = h1m1h2m2 · · · hnmn , e um
elemento de G = H ∗M. Por se supor H,M livres, existem subgrupos normais H1 ⊂ H
e M1 ⊂ M tais que [H : H1], [M : M1] < ∞ e hi < H1, m j < M1. De fato, pode-se ter um
único grupo normal H1 (e M1) para todos os hi (e m j) porque se toma a interseção dos
grupos normais obtidos individualmente para cada elemento.

Considere as projeções canônicas H → H/H1 e M → M/M1. Elas induzem um
homomorfismo φ : H ∗ M → H/H1 ∗ M/M1 tal que φ(g) , e. Isso ocorre porque
φ(g) = h1m1 · · · hnmn é, por construção, elemento reduzido no produto livre H/H1∗M/M1,
com todos os hi,m j não triviais em H/H1,M/M1, respectivamente.

Agora, os contradomı́nios são finitos e se pode usar a proposição 2.1.3.7 para se
ter que H/H1 ∗M/M1 é residualmente finito. Pela definição de residualmente finito,
existe subgrupo normal K ⊂ H/H1 ∗ M/M1 não contendo φ(g) e com ı́ndice finito
neste produto livre. Pensando no teorema do isomorfismo, existe um homomorfismo
ϕ : H/H1 ∗M/M1 → P tal que

Im(ϕ) ≃ (H/H1 ∗M/M1)/K.

Em particular, Im(ϕ) é finita. E, ainda, φ(g) < K⇒ ϕ(φ(g)) , e.
Tome ϕ◦φ. O kernel deste mapa é subgrupo normal de H ∗M = G que possui ı́ndice

finito neste e não contém g. Segue o resultado. □

Proposição 2.1.3.9. Se Gα são subgrupos de G, são equivalentes:

(i) G é o produto livre dos Gα.

(ii) Cada g ∈ G \ {e} admite única escrita g1 · · · gn, onde gi ∈ Gαi \ {e}, αi , αi+1.

(iii) G é gerado pelos Gα e g1 · · · gn , e, n > 0, gi ∈ Gα \ {e}, αi , αi+1.
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Demonstração. (i)⇒(ii): segue do teorema da forma normal.
(iii) ⇒ (i): por haver homomorfismo φ : ∗Gα → G com φ|Gα a inclusão, ocorre, da

hipótese de G ser gerado pelos Gα, que φ é sobrejetor. Por e não admitir escrita como
dada em (iii), vale que o kernel é trivial, pois, se

g = h1 . . . hn ∈ ker(φ), n > 0⇒ eG = φ(g) = φ(h1) · · ·φ(hn).

Contradição com (iii). Desse modo, tal g não existe e φ é isomorfismo.
A equivalência de (ii) e (iii) ocorre como na proposição 2.1.1.15. □

Sejam u = g1 · · · gn, v = h1, · · · , hm ∈ ∗Gα, gi, hi ∈ Gαi \ {e}. Outros termos que
possuem uma versão para o produto livre de grupos são

• Reduzido: se αi , αi+1, o produto é dito reduzido.

• Reduzido como escrito: dados u, v produtos reduzidos, diz-se que uv é reduzido
como escrito se gn, h1 não estiverem no mesmo grupo.

• Amalgamento: ocorre quando gn, h1 estiverem no mesmo grupo e gnh1 , e.

• Cancelamento: se gn, h1 estiverem no mesmo grupo e gnh1 = e. Com isso,

|uv|


= |u| + |v|, se for reduzida como escrita
= |u| + |v| − 1, se houver amalgamento
< |u| + |v|, se houver cancelamento

.

• Ciclicamente reduzida: ocorre quando u possui, na escrita acima, n = 1 ou se
αn , α1. No produto livre de grupos, é válido o que se mostrou para elementos
de grupos livres: cada um deles é conjugado de um ciclicamente reduzido.

Definição 2.1.3.10. Sejam G0,G1,G2 grupos, com ik : G0 → G j, k = 1, 2, homomorfismos.
Seja G grupo e suponha jk : Gk → G, k = 1, 2, homomorfismos. Chama-se (G, j1, j2) de
push-out de (i1, i2) se

(i) j1 ◦ i1 = j2 ◦ i2 : G0 → G. Desse modo, tem-se diagrama comutativo

G0 G1

G2 G

i1

i2 j1

j2

(ii) Para todo grupo H e φk : Gk → H que verifique que φ1 ◦ i1 = φ2 ◦ i2 : G0 → H, exista
único homomorfismo φ : G→ H tal que φk = φ ◦ jk : Gk → H.

Note que, pela unicidade estabelecida na condição (ii), o push-out é único a menos
de isomorfismo. A prova é como a feita no lema 2.1.0.3. De fato, suponha que (G̃, j̃1, j̃2)
seja outra tripla de push-out. Com isso, existe ϕ : G→ G̃ tal que j̃k = ϕ ◦ jk. Por outro
lado, existe ψ : G̃→ G com jk = ψ ◦ j̃k. Ou seja,

jk = ψ ◦ j̃k = ψ ◦ (ϕ ◦ jk).

O mapa idG tem o mesmo papel que ψ ◦ ϕ e, da unicidade em (ii), são iguais. O
mesmo ocorre com ϕ ◦ ψ = idG̃. Logo, ϕ é isomorfismo.
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Teorema 2.1.3.11. Qualquer par (i1, i2) possui push-out.

Demonstração. Considere ⟨Xk; Rk⟩
θk apresentação de Gk, com X1∩X2 = ∅. Seja Y gerador

de G0 e, para cada y ∈ Y, denote por wyk ∈ F(Xk) o elemento que tem θk(wyk) = ik(y).
Defina G o grupo com apresentação

〈
X1 ∪ X2; R1,R2, {w−1

y1 wy2}
〉
. Com isso, há mapas

jk : Gk → G induzidos pelas inclusões de Xk em X1∪X2, com G gerado por j1(X1)∪ j2(X2).
Então, há no máximo um homomorfismo de G com valores especı́ficos nessa união.

Suponha que existaφk : Gk → H tal queφ1◦i1 = φ2◦i2 e definaψk : F(Xk)→ H usando
φk e impondo que seja trivial em Rk. Pelo teorema de von Dyck, o homomorfismo
θ : F(X1 ∪X2)→ H, com θ|Xk = ψk, define φ : G→ H. Por construção, φ ◦ jk = φk, que é
a condição (ii) da definição de push-out. □

Algumas propriedades são enunciadas abaixo.

Corolário 2.1.3.12. Se G2 = {e}, o push-out de (i1, i2) é G1/ ⟨i1(G0)⟩G1 .

Demonstração. Tome G1 = ⟨X1; R1⟩ e considere que {e} = G2 = ⟨X2; R2⟩, onde X2 = R2 =

{e}. Pela notação no teorema de existência, sejam G0 = ⟨Y⟩ e G =
〈
X1 ∪ X2; R1,R2, {w−1

y1 wy2}
〉
.

Mas, X1∪X2 = X1 e wy2 = e. Portanto, G =
〈
X1; R1, {wy1}

〉
= G1/

〈
{wy1}

〉G1
. Pela definição

de wyk e de G0 = ⟨Y⟩, tem-se que {wy1} = i1(G0). Segue o resultado. □

• Os mapas j1, j2 não precisam ser injetores. Por exemplo, seja G1 grupo simples,
isto é, que não possui subgrupo normal diferente de {e},G1. Considere que haja i1

injetor e i2 sobrejetor, mas não injetor. Tome w ∈ G0 \ {e} tal que w ∈ ker(i2) (existe
porque este mapa não é injetor). Desse modo, i1(w) , e, com

j1 ◦ i1(w) = j2 ◦ i2(w) = j2(e) = e.

Ou seja, i1(w) ∈ ker( j1). Por G1 ser simples e ker( j1) ◁ G1, tem-se que ker( j1) = G1.
Portanto, este é o mapa trivial Da sobrejetividade de i2, dado g2 ∈ G2, existe z ∈ G0

tal que i2(z) = g2. Então,

j2(g2) = j2(i2(z)) = j1(i1(z)) = e⇒ j2 é trivial.

Portanto, o push-out é trivial.

• Se os homomorfismos iniciais i1, i2 forem injetores, diz-se que o push-out é o
produto livre amalgamado de G1 e G2 com G0 amalgamado, G1 ∗G0 G2 . Trata-se
G0 como subgrupo de G1,G2 e i1, i2 como inclusões. Será mostrado adiante que,
nessa configuração, j1, j2 são injetores.

Para o produto livre amalgamado, tem-se uma versão do

Teorema 2.1.3.13 (Teorema da forma normal). Seja G = A∗C B. São válidas as afirmações
a) jA, jB são monomorfismos e, portanto, pode-se pensar em inclusões, com A,B ⊆ G.
b) jA(A) ∩ jB(B) = jA(C) = jB(C).
c) Qualquer elemento de G pode ser unicamente representado por

u1 · · · unc, n ≥ 0, c ∈ C, u1, . . . ,un alternados de S \ {e},T \ {e},

onde S,T são transversais à esquerda de C em A e B, respectivamente (ou seja, são
conjuntos que interseccionam cada classe lateral aC, bC em exatamente um elemento).
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Demonstração. A última igualdade em b) já é sabida, porque, pela definição de produto
livre amalgamado ter i1, i2 injetores, vale que C ≃ Im(iA) = iA(C) e C ≃ Im(iB) = iB(C).
Como, em um push-out qualquer, j1 ◦ i1 = j2 ◦ i2, então

jA(C) ≃ jA(iA(C)) = jB((iB(C)) ≃ jB(C).

c) Provemos que, dado g ∈ A ∗C B, há únicos u1, . . . ,un, c com g = u1 · · · unc, onde
jA(a) := a, jB(b) := b.

Cada g pode ser escrito como g1 · · · gk, gi ∈ (A∪B). Se termos consecutivos estiverem
no mesmo conjunto, reescreva

g = g1 · · · gi−1hgi+2 · · · gk, h = gigi+1.

Se continuarmos verificando a origem dos elementos adjacentes e fazendo estas
alterações, ocorrerá que g = c ou o produto alternado de elementos de

A \ C,B \ C. (4)

Aplica-se indução, com g1 · · · gn−1 = u1 · · · un−1c, ui ∈ (S∪T)\ {e}, u1 ∈ g1C, ui ∈ CgiC,
se i > 1, e onde ui é alternado de S \ {e},T \ {e}. No passo indutivo, pode-se escrever que

g = u1 · · · un−1cgn = u1 · · · un−1h = u1 · · · un−1und,

onde h = cgn pode ser trocado por algum und, com un ∈ (S ∪ T).
De und = cgn, vale que un = cgnd−1

∈ CgnC. Tem-se que un não é o elemento neutro,
porque, se o fosse, d = und = cgn ⇒ gn = c−1d ∈ C. Contradição com (4).

Falta provar a unicidade de c), que segue o método de van der Waerden (apresentado
no teorema 2.1.1.6 e que pode ser lida em ([5])).

b) A igualdade jA(A) ∩ jB(B) = jA(C) ocorre pela unicidade garantida no item c).
a) Suponha, por absurdo, que jA não seja injetor. Logo, existe A\{e} tal que a ∈ ker( jA).

Escreva a = uc, onde u ∈ S \ {e}, c ∈ C. Vale que a ∈ ker( jA) ⇒ 1C = 1G = a = uc. Da
unicidade da forma normal, 1C = uc. Contradição com a diferente do elemento neutro.
O mesmo se usa para a injetividade de jB. □

Teorema 2.1.3.14 (Teorema da forma reduzida). Se G = A ∗C B, tratando jA, jB como
inclusões,

a) Qualquer w ∈ G \ C é da forma g1 · · · gn, n ≥ 1, gi alternado de A \ C,B \ C.
b) Se válida a escrita de w feita em a) e w = h1 · · · hm, com elementos alternados,

tem-se que m = n e h1 ∈ g1C, hn ∈ Cgn, hi ∈ CgiC,∀ 1 < i < n.
c) w < (A ∪ B), se n > 1.
d) Um produto g1 · · · gn, n ≥ 1, gi alternado de A \ C,B \ C não pode estar em C.

Dispõem-se algumas terminologias sobre o produto livre amalgamado que remetem
ao estudo dos grupos livres.

• Se w = g1 · · · gn, gi alternados, esta é a forma reduzida de w.

• O inteiro n é o tamanho de w, dado por |w|. Este está bem definido pelo item b)
do teorema da forma reduzida. Tem-se que

|w| = 1⇔ w ∈ (A ∪ B) \ C.

c ∈ C possui tamanho 0.
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• Qualquer w < C é conjugado de algum g1 · · · gn na forma reduzida, onde g1, gn

não estão ambos em A \ C ou em B \ C, se n , 1.

Proposição 2.1.3.15. Sejam A,B subgrupos de um grupo G e considere C := A ∩ B.
Então, G = A ∗C B se, e somente se, para qualquer w ∈ G \ {C}, existirem g1, . . . , gn, com
w = g1 · · · gn, todos eles alternados de A \ {C},B \ {C} e g1 · · · gn , e.

Demonstração. Suponha que se tenha o produto livre amalgamado de A e B com C. Pelo
teorema da forma normal, valem as propriedades enunciadas.

Se G é o grupo com tais condições, as inclusões A ↪→ G,B ↪→ G originam homo-
morfismo φ : A ∗C B→ G, que é injetor e sobrejetor pelas condições do enunciado. □

Proposição 2.1.3.16. Seja G = A ∗C B,A1 ⊆ A,B1 ⊆ B, tais que

A1 ∩ C = B1 ∩ C := C1.

Então, ⟨A1,B1⟩ = A1 ∗C1 B1 e valem as interseções
{
⟨A1,B1⟩ ∩ A = A1

⟨A1,B1⟩ ∩ B = B1
.

Proposição 2.1.3.17. Se G = A ∗C B, com G,C finitamente gerados, então A,B o serão.

Demonstração. Escrevendo cada g ∈ G como produto de um número finito de elementos
em A ∪ B, considere A1,B1 subgrupos de A,B, respectivamente, dados por

A1 :=
〈
C, {a ∈ A | a aparece na expressão de algum gerador de G}

〉
B1 :=

〈
C, {b ∈ B | b aparece na expressão de algum gerador de G}

〉
.

Note que A1 ∩ C = B1 ∩ C = C. Pela proposição 2.1.3.16,

⟨A1,B1⟩ = A1 ∗C B1, A1 = ⟨A1,B1⟩ ∩ A.

Mas, por construção,

⟨A1,B1⟩ = A ∗C B = G⇒ ⟨A1,B1⟩ ∩ A = G ∩ A = A.

Dessas duas igualdades, A1 = A. Como A1 foi formado finitamente gerado, A
também o é. O mesmo se faz para mostrar que B1 = B. □

Para encerrar esta seção, é conveniente unir os conceitos de produto livre e de
produto livre amalgamado, onde este último é um nome atribuı́do a um push-out com
funções iniciais injetoras. Considere a famı́lia {Gα} e seja G0 = {e}, com homomorfismos
injetores iα : G0 → Gα. Forma-se, então, o produto livre amalgamado ∗G0Gα := G, que
é o push-out (G, { jα}). Esta estrutura coincide com o produto livre dos Gα estabelecido
na primeira definição da seção.

2.1.4 Subgrupos de grupos livres

O objetivo desta subseção é provar que subgrupos de um grupo livre são livres.
Serão estipulados alguns termos a fim de chegar até isso.

Definição 2.1.4.1. Seja F(X) grupo livre. S ⊆ F(X) é dito reduzido de Nielsen4 se

4No original, Nielsen reduced.
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(i) e < S.

(ii) |vw| ≥ |v|,∀ v,w ∈ S ∪ S−1 tal que vw , e.

(iii) |uvw| > |u| + |w| − |v|,∀ u, v,w ∈ S ∪ S−1, com uv , e, vw , e.

Em (ii), vale que |w−1v−1
| > |w−1

| ⇒ |vw| > |w|.

Definição 2.1.4.2. Dado v ∈ S ∪ S−1, denote

λ(v) := maior segmento inicial de v que some na redução de uv, com

u ∈ S ∪ S−1, uv , e.

ρ(v) := maior segmento final de v que se cancela na redução de vw, com

w ∈ S ∪ S−1, vw , e.

Tem-se que
λ(v−1)−1 = ρ(v).

Lema 2.1.4.3. Seja S um conjunto reduzido de Nielsen. Se v ∈ S ∪ S−1, então existe
segmento de v da forma µ(v) , e com

v = λ(v)µ(v)ρ(v)

reduzida como escrita (como na definição 2.1.1.19).

Lema 2.1.4.4. Seja S reduzido de Nielsen e u1, . . . ,un ∈ S∪S−1, tais que ui+1 , u−1
i ,∀ i < n.

Quando u1 · · · un for reduzido, os cancelamentos não afetarão qualquer µ(ui). E, ainda,

|u1 · · · un| ≥

{
|u2 · · · un|

|u1 · · · un−1|
.

Demonstração. Usemos indução em n.
- Se n = 2: escreva

u1u2 = λ(u1)µ(u1)ρ(u1)λ(u2)µ(u2)ρ(u2).

O máximo que se remove é ρ(u1) e λ(u2);
- Hipótese de indução: admita provado para um produto de n − 1 fatores ui.
- Passo indutivo: pela H.I., os cancelamentos requeridos durante a redução de

u2 · · · un não afetam os µ(ui),∀ i ∈ {2, . . . ,n}. Desse modo, u2 · · · un tem que começar em

λ(µ2)µ(u2).

Pela definição de ρ(u1) e de λ(u2), vale que, em u1u2, o cancelamento não pode
afetar µ(u1) ou µ(u2), como argumentado no caso base. Por u2 · · · un,u2 se iniciarem em
λ(u2)µ(u2), tem-se que os cancelamentos em u1 · · · un não atingem µ(u1) ou µ(u2). Não
afeta, portanto, µ(ui), i > 2, por estarem à direita de µ(u2).

Provemos agora as duas desigualdades do lema. Seja S um conjunto reduzido de
Nielsen. Dado v ∈ S ∪ S−1, tome w ∈ S ∪ S−1 tal que o segmento de v cancelado na
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redução de vw seja ρ(v). Por ser um cancelamento também em w, então |λ(w)| = |ρ(v)| e
se tem que

vw = λ(v)µ(v)µ(w)ρ(w)⇒ |w| ≤ |vw| = |v| + |w| − 2|ρ(v)| ⇒ |v| ≥ 2|ρ(v)|,

onde a primeira desigualdade advém da definição de reduzido de Nielsen.
Por esta desigualdade, ocorre que, na escrita de u1 · · · un, adiciona-se pelo menos

2ρ(u1) em comparação com u2 · · · un. Assim, |u1 · · · un| ≥ |u2 · · · un|. De maneira seme-
lhante prova-se a outra desigualdade. □

Corolário 2.1.4.5. |u1 · · · un| ≥

{
n

|ui|,∀ i .

Corolário 2.1.4.6. Se S é reduzido de Nielsen, é base livre do grupo ⟨S⟩, ou seja, ⟨S⟩ é
grupo livre com conjunto gerador S.

Definição 2.1.4.7. Atribua uma boa ordenação < ao conjunto X, isto é, dois elementos
quaisquer são comparáveis (ordenação total) e cada subconjunto não vazio admite

menor elemento. Sejam
{

w = xε1
i1
· · · xεn

in
v = xδ1

j1
· · · xδn

jm

palavras reduzidas. Escreve-se que w << v

quando uma das condições se verificar

1. n < m ou

2. n = m e existir k tal que ir = jr, εr = δr,∀ r < k e, ainda, para o k-ésimo termo
ocorrer que (xik < x jk) ou (ik = jk, εk = 1, δk = −1).

Segue da definição, que
w << v⇒ uw << uv,

se ambas forem reduzidas como escritas.
Esta é uma boa ordenação. Será usada na

Definição 2.1.4.8. Define-se a relação de ordem < com w < v se ocorre que

1. |w| < |v| ou

2. |w| = |v| e h(w) << h(v) ou

3. |w| = |v| e h(w) = h(v) e, ainda, h(w−1) << h(v−1),

onde h(w) é o segmento inicial de tamanho n ou n + 1 em w, se |w| = 2n ou 2n + 1,
respectivamente.

Esta é uma boa ordenação.

Proposição 2.1.4.9. Dados G ≤ F(X) e a ∈ G, defina Ga :=
〈
{g ∈ G | g < a}

〉
. Se A := {a ∈

G | a < Ga}, então, A é um conjunto reduzido de Nielsen de geradores de G.

Demonstração. Provemos por indução transfinita que G ⊆ ⟨A⟩. Para isso, usaremos
a última relação de ordem definida. Fixe a ∈ G e suponha que se mostrou que, se
g ∈ G, g < a, então g ∈ ⟨A⟩. Com isso, cada gerador de Ga está em ⟨A⟩ ⇒ Ga ⊆ ⟨A⟩.

- Se a ∈ Ga: como vale a inclusão acima, então a ∈ ⟨A⟩. Pela arbitrariedade de a
tomado em G, segue que G ⊆ ⟨A⟩.
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- Se a < Ga: da definição de A, tem-se que a ∈ A⇒ a ∈ ⟨A⟩ ⇒ G ⊆ ⟨A⟩.
Vale que A gera G.
Mostremos agora que é reduzido de Nielsen. Se e ∈ A, então e < Ge, onde, por

definição, Ge =
〈
{g ∈ G | g < e}

〉
= ⟨∅⟩. Segue que e ∈ Ge. Contradição. Portanto, e < A.

Tem-se a condição (i).
Admita que, para alguns x, y ∈ A, x , y, ocorra que |xεyδ| < |y|, ε, δ ∈ {±1} escolhidos.

Vale que x ∈
〈
xεyδ, y

〉
, y ∈

〈
xεyδ, x

〉
, mas

- Se y < x: por definição, Gx = ⟨{g ∈ G | g < x}⟩ ⇒ y ∈ Gx. Como x está em um
grupo gerado por y e outros elementos, ocorre que x ∈ Gx ⇒ x < A. Contradição.

- Se x < y: Gy =
〈
{g ∈ G | g < y}

〉
⇒ x ∈ Gy. Como y está em um grupo gerado por x

e outros elementos, y ∈ Gy ⇒ y < A. Contradição.
Provou-se (ii). Para a última condição, note que ela é válida a menos que existam

x, y, z ∈ A, x , y−1 , z com
xε = up−1

yδ = pq−1

zη = qv,

onde ε, δ, η ∈ {±1}, com |p| = |q|, |p| ≤ |u|, |p| ≤ |v| e não se pode cancelar p e v ou u e q−1.
Assuma, sem perda de generalidade, que δ = 1. Como y ∈ A, então y < ⟨{g ∈ G | g <
y}⟩ = Gy. Segue que y < y−1. Por definição,

p = h(y) << h(y−1) = q.

- Se η = 1: então, z = qv e, por h(y) = p << q = h(z), tem-se que y < z. Assim, y ∈ Gz.
E, ainda,

yz = (pq−1)(qv) = pv < qv = z.

Com isso, yz ∈ Gz. Dessas duas últimas inclusões, z ∈ Gz. Contradição com z ∈ A.
- Se η = −1: pode ocorrer apenas que |z| = |y| ou que |y| < |z|. Supondo este último,

então y < z⇒ y ∈ Gz. Vale que

zy−1 = (v−1q−1)(qp−1) = v−1p−1 < v−1q−1 = z⇒ zy−1
∈ Gz.

Por essas duas inclusões, z ∈ Gz. Contradição com z ∈ A. Desse modo, |y| = |z|.
Segue que y = pq−1, z = v−1q−1 e, assim, |p| = |v|.

- Se p << v−1, então h(y) = p << v−1 = h(z) e, portanto, y < z. Pela definição do
conjunto Gz, y ∈ Gz. E, ainda,

zy−1 = (v−1q−1)(qp−1) = v−1p−1 < v−1q−1 = z.

Com isso, zy−1
∈ Gz.

De y ∈ Gz e zy−1
∈ Gz, segue que z ∈ Gz, que, como antes, é uma contradição com

z ∈ A.
- Se v−1 << p: portanto, h(z) << h(y)⇒ z < y⇒ z ∈ Gy. Vale que

zy−1 = (v−1q−1)(qp) = v−1p < pq−1 = y,

ou seja, zy−1 < y e, assim, zy−1
∈ Gy.

Das duas últimas inclusões , y ∈ Gy. Contradição com y ∈ A.
Desse modo, nenhuma das possibilidades se concretiza e vale a terceira condição

da definição (2.1.4.1). □
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Abaixo, o teorema da seção.

Teorema 2.1.4.10. Todo subgrupo de um grupo livre é livre.

Demonstração. Se G ≤ F(X), pela proposição 2.1.4.9, há base A de G que é reduzida
de Nielsen. Do corolário 2.1.4.6, A gera ⟨A⟩ livremente. Como ⟨A⟩ = G, segue o
resultado. □

2.2 Homologia

Definição 2.2.0.1. Dado R anel associativo e com identidade 1R, um R-módulo à es-
querda é definido por um grupo abeliano A com notação aditiva e uma operação binária
θ : R × A→ A tal que, se r, r′ ∈ R, a, a′ ∈ A,

(i) θ(r, a + a′) = θ(r, a) + θ(r, a′).

(ii) θ(r + r′, a) = θ(r, a) + θ(r′, a).

(iii) θ(rr′, a) = θ(r, θ(r′, a)).

(iv) θ(1R, a) = a.

Pelas propriedades (iii) e (iv), quando R é corpo, então θ é uma ação do grupo
multiplicativo de R sobre o conjunto A.

Se θ(r, a) = 0A,∀ r ∈ R, a ∈ A, tem-se o módulo trivial.
É comum o uso da notação θ(r, a) := ra.
De maneira análoga, um R-módulo à direita segue todas as afirmações acima menos

(iii), que é estabelecida como
(iii’) θ(rr′, a) = θ(r′, θ(r, a)).
Pode-se ter um módulo à esquerda e à direita, isto é, A S-módulo à esquerda e

R-módulo à direita, com lei associativa

s(ar) = (sa)r,∀ a ∈ A, r ∈ R, s ∈ S.

Denota-se SAR o chamado (R − S)-bimódulo.

Definição 2.2.0.2. Sejam A,B R-módulos à esquerda. Uma função f : A → B é um
R-mapa se

(i) f (a + a′) = f (a) + f (a′). Isto é, f é um homomorfismo entre os grupos abelianos
definidos por A,B.

(ii) f (θ(r, a)) = θ̃(r, f (a)), em que θ : R × A→ A e θ̃ : R × B→ B.

Definição 2.2.0.3. Seja A um R-módulo à esquerda. A′ é submódulo de A se satisfizer
que A′ ≤ A e θ(r,A′) ⊆ A′,∀ r ∈ R.

Quando não especificado no texto, R denotará um anel associativo com unidade e
os módulos considerados serão R-módulos à esquerda.

Definição 2.2.0.4. O conjunto quociente A/A′ recebe a caracterização de R-módulo
quando atribuı́da a função θ̃(r, a + A′) = θ(r, a) + A′, em que θ̃ : R × A/A′ → A/A′ e
θ : R × A→ A.

Como A é um grupo aditivo abeliano, então cada subgrupo A′ é normal e, portanto,
A/A′ já possui estrutura de grupo quociente abeliano bem definida.
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Definição 2.2.0.5. Dada uma famı́lia {Ak | k ∈ K} de R-módulos,
∏

k∈K Ak, chamado de
produto direto, é um R-módulo associado ao produto cartesiano dos Ak, munido das
operações

(ak) + (bk) = (ak + bk).

r(ak) = (rak).

Definição 2.2.0.6. Se tomado o subconjunto de
∏

k∈K Ak formado por todos os (ak) onde
quase todas as coordenadas são nulas (todas nulas, a menos de uma quantidade finita
delas), forma-se um submódulo, denotado por

∑
Ak e chamado de soma direta.

É imediato dessas duas definições que, se |K| < ∞, os módulos acima coincidem. Se
|K| = ∞ e Ak , 0 para algum k, vale que

∑
Ak é submódulo próprio do produto direto.

Definição 2.2.0.7. Uma sequência de R-mapas

· · · → An+1
fn+1
−−→ An

fn
−→ An−1 → · · ·

é dita exata se Im( fn+1) = ker( fn),∀ n.
Se exata da forma 0→M′

→M→M′′
→ 0, é chamada de sequência exata curta.

Definição 2.2.0.8. Uma categoria C consiste em:

(i) Uma classe de objetos, obj C.

(ii) Para cada par de objetos A,B, um conjunto de morfismos, Hom(A,B).

(iii) Uma lei de composição de morfismos, com Hom(A,B) × Hom(B,C) → Hom(A,C),
em que ( f , g) 7→ g f .

Estes três dados estão submetidos aos axiomas:

(iv) A composição é associativa, ou seja, se

A
f
−→ B

g
−→ C h

−→ D,

então h(g f ) = (hg) f .

(v) Há morfismos identidade, isto é, para cada objeto A, existe 1A ∈ Hom(A,A), com
1A f = f , g1A = g,∀ f ∈ Hom(B,A), g ∈ Hom(A,C).

Exemplo 2.2.0.9. Considere C em que os objetos são os grupos, os morfismos são os
homomorfismos de grupos e as composições entre estes são as composições usuais.

Exemplo 2.2.0.10. Se R é anel, tomeC:=R-módulos à esquerda, R-mapas e composições
usuais. Esta categoria é RM.

De maneira semelhante,MR denota a categoria quando se tem R-módulos à direita.
O conjunto de R-mapas da forma f : A → B dentro de alguma dessas categorias é

reunido em HomR(A,B).

Definição 2.2.0.11. Um morfismo f : A → B é um isomorfismo se houver g : B → A
com g f = 1A, f g = 1B.

Exemplo 2.2.0.12. Na categoria de espaços topológicos, funções contı́nuas e lei usual
de composição, os isomorfismos são homeomorfismos.
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Definição 2.2.0.13. Um produto tensorial de A ∈ MR e B ∈ RM é um grupo abeliano
A ⊗R B e uma função R-biaditiva f : A × B→ A ⊗R B, isto é, se a ∈ A, b ∈ B, r ∈ R,

f (a + a′, b) = f (a, b) + f (a′, b)

f (a, b + b′) = f (a, b) + f (a′, b)

f (ar, b) = f (a, rb),

que, para cada grupo abeliano G e h : A × B→ G biaditiva, verificam que existe único
homomorfismo h′ : A ⊗R B→ G tal que h′ ◦ f = h.

Teorema 2.2.0.14. O produto tensorial de um R-módulo A e um R-módulo B existe e é
único a menos de isomorfismo.

Antes do próximo objeto ser apresentado, considere que, em álgebra abstrata, um
grupo abeliano livre, também chamado deZ-módulo livre, é um grupo abeliano cujos
elementos podem ser escritos de maneira única como combinação linear dos elementos
de um subconjunto (denominado base) usando coeficientes inteiros e com apenas um
número finito destes não zero.

Demonstração. Seja F um grupo abeliano livre de base A×B, ou seja, F é grupo formado
por combinações lineares sobre os inteiros de todos os pares (a, b). Seja S o subgrupo
de F gerado por

(a + a′, b) − (a, b) − (a′, b) (a, b + b′) − (a, b) − (a, b′) (ar, b) − (a, rb),

onde a ∈ A, b ∈ B, r ∈ R.
Defina, então, A ⊗R B := F/S, denotando a ⊗ b := (a, b) + S. Com isso, o mapa

f : A × B→ A ⊗R B, (a, b) 7→ a ⊗ b é R-biaditivo.
Seja agora G grupo abeliano, com h : A × B→ G função R-biaditiva. Por F ser livre

em A × B, existe único homomorfismo φ : F→ G, φ((a, b)) = h((a, b)).
Por h ser R-biaditivo e pela construção de S, S ⊆ ker(φ). Tem-se que φ induz um

homomorfismo h′ : F/S→ G, com h′((a, b) + S) = φ((a, b)) = h((a, b)), isto é, h′ ◦ f = h.
Provemos a unicidade de h′. Se houvesse outro homomorfismo h′′ tal que h′′ ◦ f = h,

em particular ocorreria que

h((a, b)) = h′′ ◦ f ((a, b)) = h′′(a ⊗ b).

De maneira semelhante,
h((a, b)) = h′(a ⊗ b).

Como a⊗b geram A⊗R B e h′, h′′ coincidem sobre tais elementos, os homomorfismos
são iguais.

Provemos a unicidade do produto tensorial a menos de isomorfismo.
Suponha X grupo e k : A×B→ X outro mapa R-biaditivo tais que estes solucionem

o problema de mapeamento universal de que, para cada grupo abeliano G dado e
h : A × B → G função R-biaditiva, exista único homomorfismo h′ : X → G para o qual
h′ ◦ k = h.

Com isso, tem-se o diagrama comutativo
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A × B A ⊗R B

X

f

k

k′

f ′ ,

onde k′ ◦ f = k, f ′ ◦ k = f .
Então, em A⊗R B, está definido o mapa identidade ou f ′◦k′, pois f ′◦k′◦ f = f ′◦k = f .

Da unicidade, id = f ′ ◦ k′. De maneira semelhante, k′ ◦ f ′ = 1X e se tem k′ isomorfismo
de A ⊗R B e X. □

Definição 2.2.0.15. Um funtor covariante entre categorias, é da forma F : C → C̃ tal
que

(i) Se A ∈ obj C, então F(A) ∈ obj C̃.

(ii) Se f : A→ B é morfismo em C, isto é, se f ∈ Hom(A,B), então F( f ) : F(A)→ F(B) é
morfismo em C̃.

(iii) Dados A
f
−→ B

g
−→ C morfismos em C, então F(g f ) = F(g)F( f ) : F(A)→ F(C).

(iv) F(1A) = 1F(A).

Definição 2.2.0.16. Um funtor contravariante respeita as propriedades (i) e (iv) e inverte
(ii) e (iii) no sentido de que,

(ii’) Se f : A→ B, vale que F( f ) : F(B)→ F(A).

(iii’) Dada A
f
−→ B

g
−→ C em C, vale que F(g f ) = F( f )F(g) : F(C)→ F(A).

Exemplo 2.2.0.17. Seja F : grupos→ conjuntos, onde (G, ·) 7→ G e f 7→ f (homomorfismo
de grupos é levado em funções entre conjuntos). Este é um funtor covariante.

Exemplo 2.2.0.18. Se A ∈ obj C, então F := Hom(A, ·) : C → conjuntos é um funtor
covariante tal que

F(B) = Hom(A,B)

e, se g : B→ C,

F(g) : Hom(A,B)→ Hom(A,C), f 7→ g ◦ f : A→ C.

Exemplo 2.2.0.19. Fixe um objeto B em determinada categoria. Como feito acima,
F = Hom(·,B) : C→ conjuntos é um funtor contravariante, com

F(A) = Hom(A,B)

e, se f : A→ Ã, então

F( f ) : Hom(Ã,B)→ Hom(A,B), h 7→ h ◦ f .

Estes dois funtores serão de particular interesse quando C = RM ou MR, para os
quais os funtores tomam valores na categoria de grupos abelianos, Ab.

Exemplo 2.2.0.20. Seja A um R-módulo à direita. Defina o funtor F : RM → Ab por
B 7→ A ⊗R B, f 7→ 1A ⊗ f , onde f : B → B′ é um R-mapa entre R-módulos à esquerda
B,B′.
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Exemplo 2.2.0.21. Seja B um R-módulo à esquerda. Defina o funtor F : MR → Ab por
A 7→ A⊗R B, g 7→ g⊗1B, onde g : A→ A′ é um R-mapa entre R-módulos à direita A,A′.

Considerando SBR e SC, pode-se munir HomS(B,C) da estrutura de R-módulo à
esquerda, onde

(r f )b := f (br).

Dados SBR e RA, tem-se que B ⊗R A é S-módulo à esquerda, com

s(b ⊗ a) := (sb) ⊗ a.

Definição 2.2.0.22. Um funtor F : C → C̃ é dito aditivo se F( f + g) = F( f ) + F(g), onde
as expressões acima fazem sentido se Hom(A,B),Hom(Ã, B̃) forem grupos abelianos
aditivos e se as leis distributivas, quando definidas, forem válidas. Diz-se que a
categoria em que essas duas propriedades são respeitadas é pré-aditiva.

Exemplo 2.2.0.23. Exemplos de categorias pré-aditivas são a de grupos abelianos, Ab,
e a de R-módulos à esquerda, RM.

Definição 2.2.0.24. Se A =
∏

Ak ou A =
∑

Ak, define-se
{

pk : A→ Ak

ik : Ak → A a projeção e a

inclusão, respectivamente.

Note que pk ◦ ik = 1Ak e p j ◦ ik = 0, se j , k.

Teorema 2.2.0.25. Dados R-módulos A e {Ak}, então A ≃
∑

Ak se, e somente se, existirem
ik : Ak → A tais que, dado qualquer módulo X e homomorfismos fk : Ak → X, exista
única ϕ : A→ X tal que ϕ ◦ ik = fk,∀ k.

Demonstração. Suponha que A ≃
∑

Ak e considere {pk : A → Ak} as projeções. Defina
ϕ : A→ X por ϕ(a) :=

∑
fk ◦ pk(a). Como quase todos os pk(a) são 0, a expressão para ϕ

é uma soma finita e tem sentido. Se j fixo,

ϕ(i j(a j)) =
∑

k

fk ◦ pk ◦ i j(a j) =

∑
k, j

fk ◦ pk ◦ i j(a j)

 + f j(p j(i j(a j))) = f j(a j)⇒ ϕ ◦ i j = f j.

Para a unicidade, admita que ψ seja outro mapa com ψ ◦ ik = fk,∀ k. Dado a ∈ A,
escreva a =

∑
ik(pk(a)). Assim,

ψ(a) = ψ
(∑

ik(pk(a)
)
=
∑

ψ(ik(pk(a)) =
∑

fk(pk(a)) = ϕ(a).

Tem-se a unicidade.
Assuma agora que existam as funções ik e única funçãoψ com as condições do enun-

ciado. Considere os mapas
Ak A

∑
Ak

fk

ik

ψ
e

Ak
∑

Ak

A

ik

fk

ϕ

.

Tomando X =
∑

Ak, ψ existe por suposição. Tem-se que

ϕ ◦ ψ ◦ ik = ϕ ◦ fk = ik.

Mas, ϕ ◦ ψ : A→ A é único. Portanto, tem que ser 1A e segue o isomorfismo de A e∑
Ak. □
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Teorema 2.2.0.26. Dados R-módulos B e {Ak}, HomR(
∑

Ak,B) ≃
∏

HomR(Ak,B).

Demonstração. Defina θ : HomR(
∑

Ak,B) →
∏

HomR(Ak,B) por φ 7→ (φ ◦ ik), onde
ik : Ak →

∑
Ak é a inclusão. Então,

- θ é homomorfismo de grupos: sejam φ,ϕ ∈ HomR(
∑

Ak,B). Tem-se que

θ(φ + ϕ)(ak) = (φ + ϕ) ◦ ik(ak) = φ ◦ ik(ak) + ϕ ◦ ik(ak) = θ(φ)(ak) + θ(ϕ)(ak).

-θ é epimorfismo: seja ( fk) ∈
∏

HomR(Ak,B). Então, cada fk é uma função fk : Ak → B
e, pelo teorema 2.2.0.26, existe única ϕ :

∑
Ak → B com ϕ ◦ ik = fk. Portanto,

θ(ϕ) = (ϕ ◦ ik) = ( fk).

Da existência de ϕ, segue a sobrejetividade.
- θ é monomorfismo: suponha que haja ϕ ∈ ker(θ), isto é, que

0 = θ(ϕ) = (ϕ ◦ ik)⇒ ϕ ◦ ik = 0,∀ k.

Desse modo, ϕ completa o diagrama que o mapa identicamente nulo também
completa. Pela unicidade no último teorema, ϕ = 0. □

Os dois próximos itens, presentes em ([10]), são análogos em enunciado e demonstração
ao que foi feito nos dois anteriores.

Teorema 2.2.0.27. Sejam A, {Ak}módulos dados. É válido que A ≃
∏

Ak se, e somente se,
existirem pk : A→ Ak tais que, para qualquer módulo X e homomorfismos fk : X→ Ak,
exista único ϕ : X→ A tal que pk ◦ ϕ = fk,∀ k.

Teorema 2.2.0.28. HomR(B,
∏

Ak) ≃
∏

HomR(B,Ak).

Teorema 2.2.0.29. Dados A,B com i : A→ B monomorfismo, vale que A é um somando
direto de B se, e somente se, existir p : B→ A com p ◦ i = 1A.

Demonstração. Suponha A somando direto de B. Com isso, B = i(A) ⊕ C, onde C é um
submódulo de B. Considere p : B→ A a projeção em A, com ker(p) := C. Desse modo,
p ◦ i = 1A.

Seja p : B→ A uma função tal que p ◦ i = 1A. Defina C := ker(p).
Afirmação: B = i(A) ⊕ C.
Se b ∈ B, escreva b = i(p(b))+ (b− i(p(b))). A primeira parcela está em i(A) e a segunda

está em C, pois p(b − i(p(b))) = p(b) − p ◦ i(p(b)) = p(b) − p(b) = 0. Portanto, B é soma de
i(A) e C.

Se c ∈ i(A) ∩ C,

c = i(a) e p(c) = 0A ⇒ p(i(a)) = 0A ⇒ 1A(a) = 0A ⇒ a = 0A.

Ou seja, c = i(0A) = 0B e se tem a soma direta. □

Definição 2.2.0.30. Uma sequência exata curta 0 → A i
−→ B

p
−→ C → 0 cinde5 se existir

j : C→ B tal que p ◦ j = 1C.

Lema 2.2.0.31. São equivalentes:

5No inglês, the sequence splits.
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(i) A sequência cinde.

(ii) Existe q : B→ A com q ◦ i = 1A.

(iii) Existe isomorfismo h : B→ A ⊕ C tal que h ◦ i é o mapa de inclusão de A na soma
direta e p ◦ h−1 é a projeção em C.

Demonstração. (ii) ⇒ (iii): escreva b = (b − i(q(b))) + i(q(b)). Então, i(q(b)) ∈ Im(i) e
q(b − i(q(b)) = q(b) − q(i(q(b)) = q(b) − q(b) = 0A ⇒ b − i(q(b)) ∈ ker(q). Vale que
ker(q) ∩ Im(i) = {0}, pois, se há b na intercessão,

0A = q(b) = q(i(a)) = a.

Desse modo, B é soma direta de ker(q) e Im(i), e, para cada b ∈ B, existe única
expressão b = i(a) + k, k ∈ ker(q).

Pela sequência ser exata, p é sobrejetor. Com isso, cada c ∈ C é da forma c = p(b),
onde b ∈ B.

Unindo as duas construções,

c = p(b) = p(i(a) + k) = p(k).

Segue que cada c ∈ C é expresso como imagem por p de algum elemento de ker(q).
Então, p(ker(q)) = C.

Se p|ker(q)(k) = 0, tem-se que k ∈ ker(p) = Im(i). Mas, k ∈ ker(q) e ker(q) ∩ Im(i) = {0}.
Assim, k = 0B. Com isso, p|ker(q) é um isomorfismo. Como a sequência é exata, i é injetor.
Portanto, Im(i) ≃ A e se pode escrever que

B ≃ ker(q) ⊕ Im(i) ≃ C ⊕ A.

(i)⇒ (iii): segue como feito acima, mas usando que p ◦ j = 1C no lugar de q ◦ i = 1A.
(iii)⇒ (i) e (ii): Tome q a projeção natural de A ⊕ C em A e j a inclusão natural de C

em A ⊕ C. □

Corolário 2.2.0.32. Os funtores HomR(A, ·), HomR(·,B) levam sequências exatas curtas
que cindem em outras que cindem.

Definição 2.2.0.33. Um funtor covariante F é exato à esquerda se

0→ A α
−→ B

β
−→ C exata⇒ 0→ F(A)

F(α)
−−→ F(B)

F(β)
−−→ F(C) exata.

Definição 2.2.0.34. Um funtor covariante F é exato à direita se

A α
−→ B

β
−→ C→ 0 exata⇒ F(A)

F(α)
−−→ F(B)

F(β)
−−→ F(C)→ 0 exata.

Definição 2.2.0.35. Um funtor contravariante F é exato à esquerda se

A α
−→ B

β
−→ C→ 0 exata⇒ 0→ F(C)

F(β)
−−→ F(B)

F(α)
−−→ F(A) exata.

Definição 2.2.0.36. Um funtor contravariante F é exato à direita se

0→ A α
−→ B

β
−→ C exata⇒ F(C)

F(β)
−−→ F(B)

F(α)
−−→ F(A)→ 0 exata.
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Um funtor é dito exato se é exato à esquerda e à direita.

Proposição 2.2.0.37. Considere a categoria de módulos.
a) Um funtor covariante F é exato à esquerda se, e somente se, dado morfismo β,

F(ker(β)) ≃ ker(F(β)).

Em particular, F preserva monomorfismos.
b) Um funtor covariante F é exato à direita se, e somente se, dado morfismo α,

F(coker(α)) ≃ coker(F(α)).

Em particular, F preserva epimorfismos.

Demonstração. a) Dado β : B → C, considere a sequência exata 0 → A α
−→ B

β
−→ C, onde

α é a inclusão de A := ker(β) em B. Por hipótese, 0 → F(A)
f (α)
−−→ F(B)

F(β)
−−→ C é exata.

Queremos mostrar que ker(F(β)) ≃ F(ker(β)). Pela exatidão da segunda sequência,
tem-se que

ker(F(β)) ≃ Im(F(α)) ≃ F(A).

Ou seja, queremos que F(A) ≃ F(ker(β)), o que é verdade pela exatidão da primeira
sequência.

Suponha que ocorra o isomorfismo do enunciado e seja 0→ A α
−→ B

β
−→ C sequência

exata. Vale que
ker(F(α)) ≃ F(ker(α)) ≃ F(0) = 0.

Portanto, F(α) é monomorfismo. E, ainda,

ker(F(β)) ≃ F(ker(β)) ≃ F(Im(α)) ≃ F(A) ≃ F(A)/{0} = F(A)/ker(F(α)) ≃ Im(F(α)).

Ocorre, assim, a exatidão da sequência ao se aplicar o funtor.
b) Segue-se procedimento semelhante ao de a). □

Teorema 2.2.0.38. HomR(M, ·) é funtor covariante exato à esquerda e HomR(·,N) é funtor
contravariante exato à esquerda.

Demonstração. Provemos um segue de maneira similar o outro. Seja 0 → A α
−→ B

β
−→ C

exata. Queremos que 0 → HomR(M,A)
F(α)
−−→ HomR(M,B)

F(β)
−−→ HomR(M,C) seja exata,

onde (F(α))(ϕ) = α ◦ ϕ e (F(β))(ψ) = β ◦ ψ.
(i) F(α) é monomorfismo: seja ϕ ∈ ker(F(α)) ⇒ α ◦ ϕ = 0 ⇒ α(ϕ(m)) = 0,∀ m ∈ M.

Como α é injetor devido à exatidão da sequência, ocorre que ϕ(m) = 0,∀ m ∈ M e,
assim, ϕ é o homomorfismo nulo. Por se ter ker(F(α)) trivial, F(α) é injetor.

(ii) Im(F(α)) ⊆ ker(F(β)): suponha que ψ ∈ Im(F(α)). Da definição de F(α), ψ = α ◦ ϕ,
para algum ϕ ∈ HomR(M,A). Com isso,

(F(β))(ψ) = β ◦ ψ = β ◦ (α ◦ ϕ) = (β ◦ α) ◦ ϕ = 0,

pois Im(α) = ker(β) pela exatidão garantida.
(iii) ker(F(β)) ⊆ Im(F(α)): seja ψ : M → B e suponha que F(β)(ψ) = 0, isto é,

ψ ∈ ker(F(β)). Se m ∈M, então ψ(m) ∈ α(A), porque

0 = (F(β))(ψ) = (β ◦ ψ)(m)⇒ ψ(m) ∈ ker(β) = Im(α).
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Desse modo, α−1(ψ(m)) é não vazio e da injetividade de α, existe único a ∈ A tal que
α(a) = ψ(m). Defina ϕ : M→ A por ϕ(m) = a. Com isso,

(F(α))(ϕ) = α ◦ ϕ = ψ⇒ ψ ∈ Im(F(α)).

□

Teorema 2.2.0.39. M⊗R e ⊗RN são funtores covariantes exatos à direita.

Demonstração. Provemos o primeiro. Seja A α
−→ B

β
−→ C→ 0 exata e considere

M ⊗ A 1⊗α
−−→M ⊗ B

1⊗β
−−→M ⊗ C→ 0.

(i) Im(1⊗α) ⊆ ker(1⊗β): se mostrarmos que (1⊗β)(1⊗α) = 0, então Im(1⊗α) ⊆ ker(1⊗β).
Vale que

(1 ⊗ β)(1 ⊗ α) = 1 ⊗ (β ◦ α) = 1 ⊗ 0 = 0.

(ii) ker(1 ⊗ β) ⊆ Im(1 ⊗ α): β induz um mapa

β̃ : (M ⊗ B)/E→M ⊗ C, m ⊗ b + E 7→ m ⊗ β(b),

onde E := Im(1 ⊗ α). Do passo anterior, E ⊆ ker(1 ⊗ β) e, assim, β̃ está bem definida.
Se π : M ⊗ B→ (M ⊗ B)/E é a projeção natural, tem-se que

β̃ ◦ π = 1 ⊗ β. (5)

Se provado que β̃ é isomorfismo, pode-se escrever que

ker(1 ⊗ β) = ker(β̃ ◦ π) = ker(π) = E = Im(1 ⊗ α),

onde a primeira igualdade ocorre por (5), a segunda segue de β̃ ser injetor e a terceira
advém da definição de π. Ou seja, segue a condição. Mostremos, assim, que β̃ é
isomorfismo. Considere

f : M × C→M ⊗ B/E, (m, c) 7→ m ⊗ b + E,

onde b é tal que β(b) = c (β é sobrejetor pela exatidão da sequência).

Se β(b) = β(b̃) = c, então (m, c)
f
7−→ m ⊗ b + E e (m, c)

f
7−→ m ⊗ b̃ + E. Tem-se que

β(b) = β(b̃)⇒ b − b̃ ∈ ker(β) = Im(α)⇒ α(a) = b − b̃,

para algum a ∈ A. Com isso,

(1 ⊗ α)(m ⊗ a) = m ⊗ (b − b̃)⇒ m ⊗ b −m ⊗ b̃ ∈ E⇒ m ⊗ b + E = m ⊗ b̃ + E.

Este mapa está, assim, bem definido.
Por f ser uma função biaditiva, segue, da propriedade universal do produto tenso-

rial, que existe f̃ : M ⊗ C→M ⊗ B/E tal que f̃ (m ⊗ c) = m ⊗ b + E. Ocorre que

f̃ ◦ β̃(m ⊗ b + E) = f̃ (m ⊗ β(b)) = m ⊗ b + E.

β̃ ◦ f̃ (m ⊗ c) = β̃(m ⊗ b + E) = m ⊗ β(b) = m ⊗ c.

Portanto, existe inverso e β̃ é isomorfismo.
(iii) 1 ⊗ β é epimorfismo: tome

∑
mi ⊗ ci ∈ M ⊗ C. Como β é sobrejetor, existe bi ∈ B

tal que β(bi) = ci. Assim,

(1 ⊗ β)
(∑

mi ⊗ bi

)
=
∑

mi ⊗ β(bi) =
∑

mi ⊗ ci ⇒ 1 ⊗ β é sobrejetor.

□
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Os teoremas acima deram exemplos de funtores exatos à direita ou à esquerda.
Quando aparecem módulos à esquerda e à direita, tem-se o

Teorema 2.2.0.40. Dados RA, SBR e SC, ocorre que HomR(A,HomS(B,C)) ≃ HomS(B ⊗R

A,C).

Demonstração. Busquemos um isomorfismo

τA,B : HomR(A,HomS(B,C))→ HomS(B ⊗R A,C).

Como B é um (S−R)-bimódulo, então B⊗R A é um S-módulo à esquerda e HomS(B,C)
é um R-módulo à esquerda e, portanto, a expressão no enunciado tem sentido.

Dada f : B ⊗R A → C um S-mapa e a ∈ A, defina fa : B → C, fa(b) := f (b ⊗ a). Com
isso, a aplicação a 7→ fa é um R-mapa de A em HomS(B,C), denotado por f . Defina

ψ : HomS(B ⊗R A,C)→ HomR(A,HomS(B,C)), f 7→ f .

Esta é um homomorfismo. Exibamos a inversa.
Dada g : A→ HomS(B,C) um R-mapa, defina g : B ⊗R A→ C, g(b ⊗ a) = ga(b). Este

é um S-mapa bem definido. Construa agora

ϕ : HomR(A,HomS(B,C))→ HomS(B ⊗R A,C), ϕ(g) = g.

Então, ψ,ϕ são o inverso um do outro e ocorre isomorfismo. □

De modo a encurtar a notação, se F = Hom(X, ·), usa-se F( f ) := f∗ e, se G = Hom(·,X),

introduz-se G( f ) := f ∗ .

Definição 2.2.0.41. Sejam F : A→ B, G : B → A funtores. O par ordenado (G,F) é um
par adjunto se, para cada A ∈ A,B ∈ B, existir τA,B : HomA(A,G(B)) → HomB(F(A),B)
isomorfismo que faça os diagramas abaixo comutar para quaisquer f : Ã→ A emA e
g : B→ B̃ em B.

HomA(A,G(B)) HomA(Ã,G(B))

HomB(F(A),B) HomB(F(Ã),B)

f ∗

τ τ

F( f )∗

HomA(A,G(B)) HomA(A,G(B̃))

HomB(F(A),B) HomB(F(A), B̃)

G(g)∗

τ τ

g∗

Teorema 2.2.0.42. Dado SBR, HomS(B, ·) e B⊗R formam um par adjunto.

Demonstração. Seja F = B⊗R e G = HomS(B, ·). Pelo teorema 2.2.0.40, tem-se τ. □
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Usemos funtores para caracterizar a exatidão de uma sequência.

Lema 2.2.0.43. Suponha que B′ α
−→ B

β
−→ B” → 0 seja uma sequência que, para cada

módulo M, tenha

0→ HomR(B”,M)
β∗

−→ HomR(B,M) α∗
−→ HomR(B′,M)

exata. Então, a sequência inicial é exata.

Demonstração. (i) β é epimorfismo: seja M := coker(β) = B”/Im(β). Se f : B” → M é a
projeção natural, vale que

β∗( f ) = f ◦ β : B→M.

Mas, f ◦ β(b) = 0, pois β(b) ∈ Im(β) = ker( f ). Com isso, f ∈ ker(β∗), o qual é trivial
pela exatidão suposta da sequência. Desse modo, f ≡ 0 e, por ser a projeção de B′′ em
M := B′′/Im(β), ocorre que B′′ = Im(β), ou seja, β é sobrejetor.

(ii) Im(α) ⊆ ker(β): vale que α∗ ◦ β∗( f ) = 0, porque Im(β∗) = ker(α∗), pela exatidão da
sequência. Em particular, se M = B”, f = 1B′′ , tem-se que

0 = α∗(β∗( f )) = f ◦ β ◦ α⇒ β ◦ α = 0,

pela definição de f . Desse modo, Im(α) ⊆ ker(β).
(iii) ker(β) ⊆ Im(α): defina N := coker(α) = B/Im(α). Então, se g : B→ N é a projeção,

α∗(g) = g ◦ α : B′ → N

é o mapa nulo, pois g|Im(α) = Im(α) = 0N. Então, g ∈ ker(α∗) = Im(β∗), onde a igualdade
é pela exatidão da sequência. Existe, portanto, f ∈ HomR(B”,M) tal que β∗( f ) = g, e,
assim, f ◦ β = g.

Se ocorresse que Im(α) , ker(β), haveria b ∈ B com β(b) = 0, mas b < Im(α). Desse
modo, g(b) , 0N. Mas,

g(b) = f (β(b)) = f (0) = 0.

Portanto, tal b não existe e ocorre a inclusão. □

Este lema possui versão em que se toma o 0 à esquerda na sequência inicial e se usa
o funtor covariante HomR(M, ·).

Uma condição necessária para funtores serem um par adjunto é dada no

Teorema 2.2.0.44. F : RM → SM e G : SM → RM com (G,F) par adjunto. Então, G é
exato à esquerda e F é exato à direita.

O conceito de limite na álgebra homológica será usado mais adiante no estudo de
([3]).

Definição 2.2.0.45. Sejam I um conjunto quase-ordenado (possui relação binária refle-
xiva e transitiva, mas não necessariamente a antissimetria) e C uma categoria. Um
sistema direto em C com conjunto de ı́ndices I é um funtor F : I→ C.

Esta definição faz sentido porque se pode construir uma categoria definindo que,
para cada i ∈ I, exista um objeto Fi e morfismos

Hom(Fi,F j) =
{
{φi

j : Fi → F j}, i ≤ j
∅, caso contrário

.

Se i ≤ j ≤ k, a composição é
φ j

kφ
i
j = φ

i
k.



2.2 Homologia 46

Definição 2.2.0.46. Seja F = {Fi, φi
j} um sistema direto em C e considere que exista um

objeto lim
→

Fi e um conjunto de morfismos αi : Fi → lim
→

Fi que solucionem o seguinte
diagrama

lim
→

Fi X

Fi

F j

β

αi

fi

φi
j

α j

f j ,

onde são dados X um objeto e fi : Fi → X uma famı́lia de morfismos e se quer o
único morfismo β : lim

→

Fi → X que faça o diagrama comutar. Ao objeto e à famı́lia
de morfismos que o solucionam, dá-se o nome de limite direto, denotado apenas por
lim
→

Fi.

Teorema 2.2.0.47. O limite direto de um sistema direto de módulos {Fi, φi
j} existe.

Demonstração. Para cada i ∈ I, considere o mapa injetor λi : Fi →
∑

Fi. Tome S o
submódulo gerado por {λ j ◦ φi

j(ai) − λi(ai) | ai ∈ Fi, i ≤ j}. Defina

lim
→

Fi := (
∑

Fi)/S

e
αi : Fi → lim

→

Fi, ai 7→ λi(ai) + S.

Este objeto e estes morfismos resolvem o diagrama. □

Considerando todos os funtores I → C, tem-se uma categoria se definido que
Hom(F,G) = {t : {Fi, φi

j} → {Gi, ψi
j}}, onde t é uma famı́lia de mapas ti : Fi → Gi que,

quando i ≤ j, faz o diagrama

Fi Gi

F j G j

ti

ψi
j ψi

j

t j

comutar.
Denote tal categoria por Dir(I).

Proposição 2.2.0.48. lim
→

Fi : Dir(I)→ RM é um funtor.

Demonstração. Pelo que se mostrou no teorema 2.2.0.47,

lim
→

({Fi, φ
i
j}) =

(∑
Fi

)
/S.
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Dado t : {Fi, φi
j} → {Gi, ψi

j} morfismo entre dois sistemas diretos e denotando
lim
→

({Gi, ψi
j}) = (

∑
Gi)/S′, onde S′ segue definição análoga à de S, defina

t̃ : lim
→

Fi → lim
→

Gi,
∑

λi(ai) + S 7→
∑

λ′i(ti(ai)) + S′.

□

Teorema 2.2.0.49. Suponha que I seja um conjunto quase-ordenado onde, para cada
i, j ∈ I, existe k ∈ I tal que i ≤ k, j ≤ k (isto é, um conjunto direcionado6). Assuma que
haja morfismos t, s entre sistemas diretos

{Ai, φ
i
j}

t
−→ {Bi, ψ

i
j}

s
−→ {Ci, θ

i
j}

tais que, para qualquer i ∈ I,

0→ Ai
ti
−→ Bi

si
−→ Ci → 0

seja uma sequência exata. Então,

0→ lim
→

Ai
t̃
−→ lim

→

Bi
s̃
−→ lim

→

Ci → 0

é sequência exata de módulos.

Ou seja, sob essa condição adicional de I, o funtor limite direto é exato. A
demonstração utiliza a nova hipótese para se mostrar que t̃ é monomorfismo.

Teorema 2.2.0.50. Se B é um R-módulo à direita, o funtor B⊗R preserva limites diretos,
isto é, existe isomorfismo

lim
→

B ⊗R Fi → B ⊗R lim
→

Fi.

Definição 2.2.0.51. Seja I um conjunto quase-ordenado e C uma categoria. Um sistema
inverso em C com conjunto de ı́ndices I é um funtor contravariante F : I→ C.

Desse modo, para cada i ∈ I, existe objeto Fi e, se i ≤ j, então há morfismoψ j
i : F j → Fi,

para o qual vale a lei de composição

ψ j
i ◦ ψ

k
j = ψ

k
i .

Definição 2.2.0.52. Seja F = {Fi, ψ
j
i } um sistema inverso em C e considere que exista um

objeto lim
←

Fi e um conjunto de morfismos αi : lim
←

Fi → Fi que solucionem o seguinte
diagrama

lim
←

Fi X

Fi

F j

αi

α j

β

fi

f j

ψ
j
i

,

6No inglês, directed set.
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onde são dados X um objeto e fi : X → Fi uma famı́lia de morfismos e se quer o
único morfismo β : X → lim

←

Fi que faça o diagrama comutar. Ao objeto e à famı́lia de
morfismos que o solucionam, dá-se o nome de limite inverso, denotado apenas por
lim
←

Fi.

Teorema 2.2.0.53. O limite inverso de um sistema inverso de módulos {Fi, ψ
j
i } existe.

Demonstração. Dado i ∈ I, considere pi :
∏

Fi → Fi a projeção. Defina o submódulo

lim
←

Fi := {(ai) ∈
∏

Fi | ai = ψ
j
i (a j), i ≤ j}

e
αi : lim

←

Fi → Fi, αi = pi| lim
←

Fi
.

Este objeto e estes morfismos resolvem o diagrama. □

Pode-se mostrar que todos os sistemas inversos com conjunto de ı́ndices que é
o quase-ordenado I formam uma categoria, denotada por Inv(I), onde os morfismos
t : {Fi, ψ

j
i } → {Gi, φ

j
i } entre dois sistemas inversos é uma famı́lia de mapas ti : Fi → Gi

que, quando i ≤ j, faz o diagrama

Fi Gi

F j G j

ti

t j

ψ
j
i φ

j
i

comutar.

Proposição 2.2.0.54. lim
←

: Inv(I)→ RM é um funtor.

Demonstração. Seja t : {Fi, ψ
j
i } → {Gi, φ

j
i } um morfismo entre dois sistemas inversos.

Defina
t̃ : lim

←

Fi → lim
←

Gi, (ai) 7→ (ti(ai)).

□

Teorema 2.2.0.55. Se B é um R-módulo à esquerda, o funtor HomR(B, ·) preserva limites
inversos, isto é, existe isomorfismo

lim
←

HomR(B,Fi)→ HomR(B, lim
←

Fi).

A relevância dos funtores HomR,⊗R é ilustrada pelos resultados de Watts ([10]) sobre
eles.

1. Se F :MR → Ab é funtor aditivo e

(i) É exato à direita;

(ii) Preserva somas diretas,

então F = ⊗RA, onde A é o grupo abeliano F(R) visto como R-módulo à esquerda.
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2. Se F : RM→ Ab é funtor aditivo e

(i) Covariante;

(ii) Preserva limites inversos,

então F = HomR(A, ·), onde A é R-módulo à esquerda.

3. Se F : RM→ Ab é funtor aditivo e

(i) Contravariante;

(ii) Exato à esquerda;

(iii) Converte soma em produto direto,

então F = HomR(·,A), onde A é o grupo abeliano F(R) visto como R-módulo à
direita.

Os módulos possuem algumas classificações. Comecemos com o mais simples.

Definição 2.2.0.56. Um R-módulo A é livre se for soma de cópias de R. Quando um
conjunto {ak | k ∈ K} ⊆ A satisfaz que

(i) Rak ≃ R;

(ii) A =
∑

k∈K Rak, diz-se que é uma base de A.

Nessa configuração, cada elemento de A é unicamente expresso por a =
∑

k∈K rkak,
com rk ∈ R e quase todos os rk = 0.

Lema 2.2.0.57. Se X é um conjunto, existe um módulo livre F que o tem como base.

Demonstração. Se X = ∅, tome F = ∅. Suponha, assim, que X , ∅ e considere F a soma
de |X| cópias de R. Por haver este número de cópias, existe bijeção de X e uma base
para F. □

Teorema 2.2.0.58. Qualquer módulo é quociente de algum módulo livre.

Demonstração. Considere o conjunto associado ao módulo A, denotado por Ã. Seja F o
módulo livre que possui Ã como base. Se f : Ã → A é a identidade, tome g : F → A
que estende f . Por f ser sobrejetora, g é epimorfismo. Assim,

A ≃ F/ker(g).

□

Teorema 2.2.0.59. Seja R anel comutativo e A um R-módulo livre. Quaisquer duas
bases têm mesma cardinalidade.

Demonstração. Pelo lema de Zorn, R tem ideal maximal M. Seja {ak} uma base de A
e denote por ak a imagem de ak no quociente Bk := Rak/MRak ≃ R/M. Afirma-se que
A/MA ≃

∑
k∈K Bk. Defina ik : Bk → A/MA por ak 7→ ak +MA.

Por A/MA ser R-módulo anulado por M, vale que A/MA é um R/M-módulo. Da
maximalidade de M, R/M é corpo. Dessas duas caracterı́sticas, tem-se que A/MA é um
espaço vetorial sobre R/M. Segue, pelo teorema 2.2.0.25, que A/MA ≃

∑
k∈K Bk. Como

espaço vetorial,
dim(A/MA) = |K|.

Com isso, quaisquer duas bases têm cardinalidade igual à |K|. □
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Definição 2.2.0.60. Chama-se uma sequência exata de resolução livre do módulo A se
for da forma

· · · Fn
dn
−→ Fn−1 → · · · → F1

d1
−→ F0 → A→ 0,

onde cada Fi é livre.

Da exatidão, Im(dn+1) = ker(dn)⇒ dn ◦ dn+1 ≡ 0.

Teorema 2.2.0.61. Qualquer módulo admite resolução livre.

Demonstração. Dado módulo A, pelo que já se mostrou, pode-se escrever que A ≃
F0/ker( f ), em que F0 é livre. Desse modo,

0→ S0 → F0
f
−→ A→ 0

é exata, para S0 ≃ ker( f ). Prosseguindo indutivamente, consegue-se Fn livre e a exatidão
de 0 → Sn → Fn → Sn−1 → 0. Em um diagrama com tais sequências e a nova dos Fn,
usando S−1 := A,

· · · F3 F2 F1 F0 A 0

S2 S1 S0

0 0 0 0

d3 d2 d1 f

Por construção, ker(di) = Si, Im(di) = Si−1. Em particular, ker(dn) = Sn = Im(dn+1),
condição que valida a exatidão da sequência superior. □

Teorema 2.2.0.62. Considere α : F → C e β : B → C um epimorfismo. Se F for livre,
existe φ : F→ B tal que β ◦ φ = α.

Demonstração. Considere X = {xk} base de F. Como β é epimorfismo, para cada k, existe
bk ∈ B com

β(bk) = α(xk).

O axioma da escolha permite ter função X→ B que leva xk em bk. Como F é gerado
por X, pode-se estender tal função para um homomorfismo φ : F→ B que respeite que
φ(xk) = bk.

β ◦ φ = α⇔ β ◦ φ(xk) = α(xk),∀ k⇔ β(bk) = α(xk).

A última condição é verdadeira por construção. □

Desse ponto em diante, considere, quando omitido, Hom como HomR e ⊗ como ⊗R.

Corolário 2.2.0.63. Se F é módulo livre, HomR(F, ·) é exato.

Demonstração. A exatidão à esquerda desse funtor já foi mostrada. Suponha exata

0→ A α
−→ B

β
−→ C→ 0

e provemos que
HomR(F,B)→ HomR(F,C)→ 0

é exata, ou seja, que HomR(F,B) 7→ HomR(F,C) é sobrejetor, com cada f ∈ HomR(F,C)
admitindo g ∈ HomR(F,B) tal que f = β ◦ g. Mas isso é exatamente o que garante o
teorema 2.2.0.62, sob a hipótese de que β : B→ C seja epimorfismo, que é cumprida. □
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A segunda classe de módulos a ser explorada contém os módulos livres.

Definição 2.2.0.64. Um módulo P é projetivo se, dados α : P → C homomorfismo de
módulos e β : B → C um epimorfismo de módulos, existir φ : P → B homomorfismo
de módulos tal que β ◦ φ = α.

Teorema 2.2.0.65. Um módulo P é projetivo se, e somente se, HomR(P, ·) é exato.

Demonstração. Se P é projetivo, consegue-se decompor qualquer função usando um
epimorfismo e se prova que HomR(P, ·) é exato à direita como feito no corolário.

Seja HomR(P, ·) exato e tome β : B → C epimorfismo. Assim, B
β
−→ C → 0 é exata.

Por hipótese, HomR(P,B) → HomR(P,C) → 0 é exata. Desse modo, o primeiro mapa é
sobrejetor e, dado f ∈ HomR(P,C), existe g ∈ HomR(P,B) tal que f = β ◦ g. Ou seja, vale
a definição de que P é projetivo. □

Quando P é projetivo e se tem um epimorfismo com contradomı́nio P, pode-se
mostrar que ele é somando direto do módulo no domı́nio, como atesta o

Teorema 2.2.0.66. Seja P projetivo eβ : B→ P epimorfismo. Então, B = ker(β)⊕P′,P′ ≃ P.

Demonstração. Dada 1P : P → P, pela definição de módulo projetivo, existe φ : P → B
tal que 1P = β ◦ φ. Por admitir inverso à esquerda, φ é injetora e se usa o teorema
2.2.0.29, para se escrever que

β = φ(P) ⊕ ker(β).

Como φ(P) ≃ P/ker(φ) = P, tome P′ := φ(P). □

Teorema 2.2.0.67. P é módulo projetivo se, e somente se, for somando de um módulo
livre.

Demonstração. Cada módulo é quociente de um livre. Logo, defina β : F → P epimor-
fismo (F/ker(β) ≃ Im(β) = P).

Se P for projetivo, então P é somando de F como atesta o teorema 2.2.0.66.
Seja F = P ⊕ C e note que existem mapas i : P → F a inclusão, p : F → P a projeção

sobre P, com p ◦ i = 1P. Dada f : P → C, considere f ◦ p : F → C. Este mapa é
epimorfismo, pois p é sobrejetor. Portanto, pela definição de projetivo, existe φ : F→ B
com f ◦ p = β ◦ φ.

Defina agora δ : P→ B por δ = φ ◦ i. Tem-se que

β ◦ δ = β ◦ (φ ◦ i) = (β ◦ φ) ◦ i = ( f ◦ p) ◦ i = f ◦ (p ◦ i) = f ◦ 1P = f .

Tem-se a decomposição de f usando o epimorfismo β e, assim, P é projetivo. □

Corolário 2.2.0.68. Qualquer somando de um módulo projetivo é projetivo.

Exemplo 2.2.0.69. Cada módulo livre é projetivo, pelo teorema 2.2.0.67. Porém, não se
tem a recı́proca. Z2, por exemplo, é um Z6-módulo projetivo, pois R := Z6 = Z2 ⊕Z3

(somando de um R livre). Como qualquer livre não nulo tem que ter pelo menos 6
elementos, este não pode ser livre.

Outra definição equivalente de módulo projetivo é dada no

Teorema 2.2.0.70. Um módulo P é projetivo se, e somente se, cada sequência exata curta
0→ A→ B→ P→ 0 cindir.
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Demonstração. Suponha que cada sequência admita cisão e considere sequência onde B
seja livre. Com isso,

0→ A α
−→ B

β
−→ P→ 0

possui j : P→ B tal que β ◦ j = 1P. Admitindo inverso à esquerda, j é monomorfismo.
Pelo teorema 2.2.0.29, B = j(p) ◦ ker(β). Mas, j(P) ≃ P/ker( j) = P. Assim, P é somando
de livre, logo projetivo.

Assuma que P seja projetivo. Então, B = ker(β) ⊕ P, com β : B → P epimorfismo.
Dessa soma direta e usando que ker(β) = Im(α) ≃ A/ker(α) = A, tem-se, pelo lema
2.2.0.31, que a sequência cinde. □

Teorema 2.2.0.71. Seja {Pk} famı́lia de módulos projetivos. Então,
∑

k∈K Pk é projetivo.

Este resultado não vale para o produto. Por exemplo, Z é um Z-módulo projetivo,
mas

∏
k∈KZ não o é quando |K| = ∞.

Definição 2.2.0.72. Uma resolução projetiva de um módulo A é uma sequência exata
da forma · · · → P2 → P1 → P0 → A→ 0, onde cada Pn,n ≥ 0, é projetivo.

O conceito de projetivo possui um dual, mostrado abaixo.

Definição 2.2.0.73. Um módulo E é injetivo se, para quaisquer B módulo e A ⊆ B
submódulo, o homomorfismo de módulos f : A→ E puder ser estendido a g : B→ E.
De maneira geral, dado α : A → B monomorfismo, significa existir g : B → E com
g ◦ α = f .

A demonstração do próximo teorema pode ser vista em ([10]).

Teorema 2.2.0.74. Um módulo E é injetivo se, e somente se, HomR(·,E) for exato.

Teorema 2.2.0.75. Um módulo E é injetivo se, e somente se, cada sequência exata curta
0→ E→ B→ C→ 0 cindir.

Demonstração. Será provado apenas um dos sentidos nesse momento. Suponha que E
seja injetivo e considere a sequência exata curta 0 → E α

−→ B → C → 0, onde α : E → B
é, portanto, monomorfismo. Pela definição de módulo injetivo, considerando f = 1E,
existe p : B→ E tal que p ◦ α = 1E. Pelo lema 2.2.0.31, a sequência cinde. □

Teorema 2.2.0.76. {Ek} famı́lia de módulos. Então,
∏

k∈K Ek é injetivo se, e somente se,
cada Ek for injetivo.

Demonstração. Suponha que o produto seja injetivo e fixe k. Seguindo a definição
de módulo injetivo que se deseja chegar para Ek, tome homomorfismo de módulos
f : A → Ek e monomorfismo α : A → B. Se i : Ek →

∏
Ek é a inclusão, então

i◦ f : A→
∏

Ek e segue, por
∏

Ek ser injetivo, que existe g : B→
∏

Ek estendendo i◦ f ,
isto é, g ◦ α = i ◦ f . Defina h : B→ Ek por h := p ◦ g, com p a projeção sobre Ek.Vale que

h ◦ α = (p ◦ g) ◦ α = p ◦ (g ◦ α) = p ◦ (i ◦ f ) = (p ◦ i) ◦ f = f .

Dessa decomposição de f , Ek é injetivo.
Suponha que cada Ek seja injetivo e considere α : A→ B injetora, com f : A→

∏
Ek

qualquer. Para cada projeção pk :
∏

Ek → Ek, ocorre que existe gk : B→ Ek que estende
pk ◦ f , isto é, gk ◦ α = pk ◦ f . Defina h : B→

∏
Ek dada por h(b) := (gk(b)). Assim,

(h ◦ α)(a) = h(α(a)) = (gk(α(a))) = (pk( f (a))) = f (a)⇒ h ◦ α = f ⇒
∏

Ek é injetivo.

□
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Definição 2.2.0.77. Considere o diagrama
A C

B

f

g

. Diz-se que (X, α, β) é uma

solução se
A C

B X

f

g

α

β

for comutativo.

Definição 2.2.0.78. Um push-out é um diagrama comutativo como acima que é maximal
no sentido de que, se (X′, α′, β′) for outra solução, então existe único h : X→ X′ tal que
h ◦ α = α′, h ◦ β = β′.

Este objeto existe, como mostra o

Teorema 2.2.0.79. Um push-out existe para
A C

B

f

g

.

Demonstração. Um candidato para X é B ⊕ C, com α, β funções injetoras. Porém, não se
garante a comutatividade.

Tome, então, S submódulo de B ⊕ C dado por { f (a) − g(a)} e defina X := (B ⊕ C)/S,

com
{
α(c) := (0, c) + S
β(b) := (b, 0) + S . Então, (X, α, β) é uma solução.

Seja (X′, α′, β′) outra solução. Defina

h : X→ X′, (b, c) + S 7→ α′(c) + β′(b).

- h está bem definida: se (b, c) + S = (d, e) + S, então

(b − d, c − e) ∈ S⇒
{

f (a) = b − d
g(a) = c − e ⇒ α′(c − e) + β′(b − d) = α′(g(a)) − β′( f (a)) = 0,

pois o diagrama comuta. Com isso, α′(c) + β′(b) = α′(e) + β′(d) e está provada a boa
definição.

- h ◦ α = α′: h(α(c)) = h((0, c) + S) = α′(c) + β′(0) = α′(c)⇒ h ◦ α = α′.
- h ◦ β = β′: h(β(b)) = (h(b, 0) + S) = α′(0) + β′(b) = β′(b)⇒ h ◦ β = β′. □

O push-out é um caso particular de limite direto. De forma dual, existe a

Definição 2.2.0.80. Começando com
B

C A

f

g

, o pullback é uma solução (X, α, β),

onde α : X → C, β : X → B, tal que se tenha um quadrado comutativo minimal no
sentido de que, se existir outra solução (X′, α′, β′), então existe único h : X′ → X tal que
α ◦ h = α′, β ◦ h = β′.

Este é um caso particular de limite inverso.

Teorema 2.2.0.81. Sempre existe um pullback.
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Demonstração. Defina X := {(b, c) ∈ B⊕C | f (b) = g(c)} e construa
{
α((b, c)) := c
β((b, c)) := b . Então,

g(α(a, b)) = g(c) e f (β(a, b)) = f (b),

ou seja, o diagrama comuta, pela definição de X. Esta é uma solução.
Se (X′, α′, β′) for outra solução, defina h : X′ → X por (b, c) 7→ (β′((b, c)), α′((b, c))).

Note que esta imagem está em X, pois, da comutatividade do digrama,

f (β′((b, c))) = g(α′((b, c))).

Assim, está bem definida. E, ainda, por construção, valem as composições. □

Proposição 2.2.0.82. Nas condições da definição de pullback, se f , g forem monomor-
fismos, trata-se B,C como submódulos de A e o pullback é, então, B ∩ C.

Demonstração. Tem-se o diagrama
X B

C A

β

α f

g

. Tratando f , g como inclusões, então

X = {(b, c) ∈ B ⊕ C | f (b) = g(c)} = {(b, c) ∈ B ⊕ C | b = c} ≃ B ∩ C. □

Lema 2.2.0.83. Em um push-out, se g for injetor, β o é.

Demonstração. Seja b ∈ B tal que β(b) = 0. Por construção, β(b) = (b, 0) + S. Logo,

(b, 0) ∈ S⇒ (b, 0) = ( f (a),−g(a)), a ∈ A.

Desse modo, a ∈ ker(g)⇒ a = 0, pois g é injetor. Assim, b = f (a) = f (0) = 0. □

Com a construção feita, provemos o teorema 2.2.0.75.

Teorema 2.2.0.84. Se cada sequência exata curta 0 → E → B → C → 0 cindir, E é
injetivo.

Demonstração. Considere f : A → E, g : A → M monomorfismo. Tem-se o push-out

E X

A M

β

g

f α . Pelo lema 2.2.0.83, β é monomorfismo. Como qualquer sequência exata

curta cinde, em particular isso se aplica em 0 → E
β
−→ X → X/Im(β) → 0. Pelo lema

2.2.0.31, existe q : X→ E tal que q ◦ β = 1E. Defina φ : M→ E por φ = q ◦ α. Então,

φ ◦ g = (q ◦ α) ◦ g = q ◦ (β ◦ f ) = f .

Ou seja, E é injetivo. □

Se sabido um enunciado análogo ao de módulos projetivos no teorema 2.2.0.67, a
demonstração do fato acima poderia ter sido feita como no teorema 2.2.0.70. De fato,
a afirmação de que todo módulo pode ser mergulhado em um injetivo é verdadeira
([10]).
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Teorema 2.2.0.85. E é injetivo se, e somente se, cada f : I→ E puder ser estendida para
R, onde I é ideal à esquerda de R.

Demonstração. Suponha E injetivo. Como um ideal à esquerda é submódulo de R,
tem-se, pela definição de injetivo, que vale a extensão.

Assuma f : A→ E e g : A→ B injetora (por conveniência, considere como inclusão).
Seja F := {(A′, f ′) | A ⊆ A′ ⊆ B, f ′ : A′ → E estende f }. Vale que

- F , ∅, porque o próprio par (A, f ) está.
- Atribuindo a ordenação parcial (A′, f ′) ≤ (A”, f ”) se (A′ ⊆ A” e f ” estender f ′),

tem-se, pelo lema de Zorn, que existe par maximal (A0, f0).
Se A0 = B, está provada a injetividade de E. Suponha, assim, que A0 , B e tome

x ∈ (B \ A0). Defina ideal à esquerda de R por I = {r ∈ R | rx ∈ A0} e o mapa
h : I→ E, r 7→ f0(rx). Pelo enunciado, existe t : R→ E que estende h. Sejam{

A1 := A0 + Rx
f1 : A1 → E, a0 + rx 7→ f0(a0) + rt(1) .

O mapa está bem definido, pois

a0 + rx = a′0 + r′x⇒ (r − r′)x = a′0 − a0 ∈ A0.

Aplicando f0,

f0(a′0 − a0) = f0((r − r′)x) = h(r − r′) = t(r − r′) = (r − r′) · t(1),

onde se usou que r− r′ ∈ I. Portanto, f0(a0)+ r · t(1) = f0(a′0)+′ r · t(1). E, ainda, f1 estende
f0. Desse modo, (A1, f1) ∈ F e tal par é maior que (A0, f0). Contradição. Assim, A0 = B
e E é injetivo. □

Definição 2.2.0.86. Uma resolução injetiva de um módulo A designa uma sequência
exata 0→ A→ E0 → E1 → · · · tal que cada En,n ≥ 0, seja injetivo.

Pode-se mostrar que cada módulo admite resolução injetiva ([10]).

Definição 2.2.0.87. Um R-módulo à direita B é plano se o funtor B⊗R for exato.

Lema 2.2.0.88. B é plano se, e somente se, f monomorfismo⇒ 1B ⊗ f monomorfismo.

Demonstração. Suponha que B seja plano. Desse modo, o funtor B⊗R é exato à esquerda.

Considere, então, a sequência exata 0 → A
f
−→ C, que produz 0 → B ⊗R A → B ⊗R C

exata. Com isso, o mapa 1B ⊗ f é injetor.

Admita agora a sequência exata 0 → A
f
−→ C. Se vale que 1B ⊗ f é monomorfismo,

então a sequência 0→ B ⊗R A→ B ⊗R C é exata e segue o resultado. □

Teorema 2.2.0.89. {Bk | k ∈ K} famı́lia de R-módulos à direita. Então,
∑

k Bk é plano se, e
somente se, cada Bk for plano.

Demonstração. Seja 0→ A′
f
−→ A sequência exata. Com isso, forma-se o diagrama comu-

tativo
(
∑

Bk) ⊗ A′ (
∑

Bk) ⊗ A

∑
(Bk ⊗ A′)

∑
(Bk ⊗ A)

1⊗ f

∑
(1Bk⊗ f )

, com as setas verticais indicando os isomorfismos
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usuais. Pela comutatividade do diagrama, 1 ⊗ f é injetor se, e somente se,
∑

(1BK ⊗ f )
for injetor, o que vale se, e somente se, 1Bk ⊗ f for injetor.

Admita Bk plano. Do lema 2.2.0.88 aplicado à Bk, cada 1Bk ⊗ f é injetor e se tem, das
equivalências acima, que 1 ⊗ f é injetor. Pelo lema mais uma vez, usado no sentido
contrário,

∑
Bk é plano. Se suposto agora que

∑
Bk é plano, ocorre que 1 ⊗ f é injetor e,

pelas equivalências, 1Bk ⊗ f é injetor. Do lema, Bk é plano. □

Corolário 2.2.0.90. Um módulo projetivo é plano.

Demonstração. R próprio é plano. Pela definição de módulo livre e do teorema 2.2.0.89,
cada módulo livre é plano. Tem-se que cada somando de um módulo plano é plano.
Pelo teorema 2.2.0.67, cada projetivo é plano. □

Definição 2.2.0.91. Um R-módulo A é chamado de finitamente gerado se existe con-
junto finito {a1, a2, . . . , an} ⊂ A tal que cada elemento de A é combinação linear finita dos
elementos de {ai} com coeficientes em R.

Equivalentemente, A é finitamente gerado se, e somente se, existir n ∈N e R-mapa
sobrejetor f :

∑
n R→ A. Isto é, A é quociente de um módulo livre de base finita.

Definição 2.2.0.92. Um R-módulo A é finitamente apresentável se existirem m,n ∈ N
tais que se tenha sequência exata∑

m

R→
∑

n

R→ A→ 0.

Definição 2.2.0.93. Um módulo B é finitamente relacionado se existir sequência exata

0→ K→ F→ B→ 0,

com F livre e F,K finitamente gerados.

Teorema 2.2.0.94 (Lema de Schanuel). Dados P1,P2 projetivos e as sequências exatas
curtas

0→ K1
i
−→ P1 → B→ 0

0→ K2
j
−→ P2 → B→ 0,

então K1 ⊕ P2 ≃ K2 ⊕ P1.

Demonstração. Dados p : P1 → B e q : P2 → B epimorfismo, existe β : P1 → P2 tal que
q ◦ β = p, por P1 ser projetivo. Segue, por uma análise de diagrama comutativo, que
existe α : K1 → K2 com j ◦α = β ◦ i. Assim, para θ : K1 → P1 ⊕K2, k1 7→ (i(k1), α(k1)), φ :
P1 ⊕ K2 → P2, (p1, k2) 7→ β(p1) − j(k2), a sequência

0→ K1
θ
−→ P1 ⊕ K2

φ
−→ P2 → 0

é exata. De fato, θ é injetor, porque

θ(k1) = θ(k′1)⇒ i(k1) = i(k′1)⇒ k1 = k′1,

onde se usou a injetividade de i. E, ainda,φ é sobrejetor. De P2 ser projetivo, tem-se, pelo
teorema 2.2.0.70, que a sequência acima cinde. Pelo lema 2.2.0.31, P1⊕K2 ≃ K1⊕P2. □

Corolário 2.2.0.95. Seja B finitamente relacionado e 0→ K′ → F′ → B→ 0 exata, onde
F′ é livre e finitamente gerado. Com isso, K′ é finitamente gerado.

Demonstração. Da hipótese sobre B, exite sequência exata 0 → K → F → B → 0 com
F livre e F,K finitamente gerados. Portanto, F′ ⊕ K é finitamente gerado. Do teorema
2.2.0.94, F′⊕K ≃ F⊕K′. Desse modo, K′ pode ser visto como somando de um finitamente
gerado e, assim, é finitamente gerado. □
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2.2.1 Módulo de homologia

Nesta seção, apresenta-se o conceito de módulo de homologia e manipulações que
o envolvem.

Serão considerados, como antes, apenas R-módulos à esquerda de um anel R asso-
ciativo e com identidade. Comecemos com a formalização de um termo que generaliza
o conceito de sequência exata.

Definição 2.2.1.1. Um complexo A é uma sequência de módulos e mapas

· · · → An
dn
−→ An−1

dn−1
−−→ · · · ,

com dn ◦ dn+1 = 0,∀ n. Vale, assim, que Im(dn+1) ⊆ ker(dn). Os mapas dn são chamados
de diferenciais.

Definição 2.2.1.2. Um mapa cadeia é uma famı́lia { fn : An → A′n} de mapas que fazem
a conexão entre dois complexos, de forma que cada quadrado

· · · An An−1 · · ·

· · · A′n A′n−1 · · ·

f

dn

f

d′n

comute.

A categoria formada pelos complexos e tais morfismos é denotada por Comp.

Definição 2.2.1.3. Seja A um complexo. O módulo de homologia de ordem n é dado
por

Hn(A) := ker(dn)/Im(dn+1).

Cada elemento em ker(dn) é chamado de n-ciclo e, em Im(dn+1), de n-fronteira.
Encurtando a notação, denota-se

ker(dn) := Zn, Im(dn+1) := Bn ,

e, portanto,
Hn(A) = Zn/Bn.

Como funtor, Hn pode ser aplicado em morfismos. Se f : A → A′ é mapa cadeia,
defina

Hn( f ) : Hn(A)→ Hn(A′), zn + Bn 7→ fn(zn) + B′n.

Lema 2.2.1.4. O complexo A é uma sequência exata se, e somente se, Hn(A) = 0,∀ n.

Demonstração. Hn(A) é trivial para todo n se, e somente se, Im(dn+1) = ker(dn) para todo
n, isto é, se, e somente se, a sequência for exata. □

Definição 2.2.1.5. Seja {Ak
} famı́lia de complexos, onde cada Ak é

Ak = · · · → Ak
n

dk
n
−→ Ak

n−1 → · · ·

Define-se a soma direta desses como o complexo

· · · →

∑
k

Ak
n+1

dn+1
−−→

∑
k

Ak
n

dn
−→

∑
k

Ak
n−1 → · · · ,

com dn :=
∑

k dk
n :
∑

k ak
n 7→
∑

k dk
n(ak

n), se ak
n ∈ Ak

n.
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Lema 2.2.1.6. Seja {Ak
} famı́lia de complexos. Vale que a

∑
k Ak é um complexo cujo

módulo de homologia satisfaz que

Hn

∑
k

Ak

 ≃ G :=
∑

k

Hn(Ak).

Demonstração. Fixe n.

Hn

(∑
Ak
)
= ker

∑
k

dk
n

 /Im
∑

k

dk
n+1

 .
Defina φ : ker(

∑
k dk

n)→ G tal que∑
k

ak
n 7→

∑
k

(ak
n + Im(dk

n+1)).

- φ é homomorfismo:

φ(
∑

ak
n +
∑

bk
n) =
∑

(ak
n + bk

n + Im(dk
n+1)) =

∑
(ak

n + Im(dk
n+1)) +

∑
(bk

n + Im(dk
n+1)) =

φ(
∑

ak
n) + φ(

∑
ak

n).

- φ é sobrejetor: dado
∑

(ak
n + Im(dk

n+1)), tome
∑

ak
n ∈ ker(

∑
dk

n).
- Cálculo de ker(φ):

φ(
∑

ak
n) = 0G ⇔

∑
(ak

n + Im(dk
n+1)) =

∑
Im(dk

n+1)⇔ ak
n ∈ Im(dk

n+1).

Portanto, ker(φ) = Im(
∑

dk
n+1).

- Pelo teorema do isomorfismo,

Hn

(∑
Ak

)
= ker

∑
k

dk
n

 /Im
∑

k

dk
n+1

 = ker

∑
k

dk
n

 /ker(φ) ≃ Im(φ) = G.

□

Definição 2.2.1.7. Considere uma sequência de complexos A′
f
−→ A

g
−→ A”, com f , g

mapas cadeia. Esta é exata se, para cada n,

A′n
fn
−→ An

gn
−→ An”

for exata.

Teorema 2.2.1.8. Seja 0→ A′ i
−→ A

p
−→ A”→ 0 uma sequência exata de complexos. Para

cada n, existe homomorfismo

∂n : Hn(A”)→ Hn−1(A′)

z” + Bn(A”) 7→ i−1
n−1 ◦ dn ◦ p−1

n (z”) + Bn−1(A′).

Demonstração. Considere o diagrama comutativo com linhas exatas abaixo.
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0 A′n An A′′n 0

0 A′n−1 An−1 A′′n−1 0

d′

p

d d′′

i

Seja z” ∈ A′′n tal que d”(z”) = 0. Como p é sobrejetor, pode-se afirmar que, dado
z” ∈ An”, existe an ∈ An tal que p(an) = z”. Considere agora d(an) ∈ An−1. Tem-se, pela
comutatividade do diagrama, que, se fn−1 : An−1 → A′′n−1,

fn−1 ◦ d(an) = d” ◦ p(an) = d′′(z′′) = 0⇒ d(an) ∈ ker( fn−1) = Im(i),

onde tal kernel é exatamente Im(i) pela exatidão da linha inferior. Desse modo,
i−1(d(an)) , ∅. E, da injetividade de i, este é um conjunto unitário, isto é, existe único
a′n−1 ∈ A′n−1 tal que i(a′n−1) = d(an).

Defina, assim, o mapa

Zn(A”)→ A′n−1/Bn−1(A′), z” 7→ a′n−1 + Bn−1(A′).

Para provar a boa definição do mapa, suponha que mais uma vez tenha se passado
de z” para ãn ∈ An. Pelo que se fez acima, existe único ã′n−1 ∈ A′n−1 com i(ã′n−1) = d(ãn).

0 = z′′ − z′′ = p(an) − p(ãn)⇒ an − ãn ∈ ker(p).

Como este é exatamente Im( fn : A′n → An), pois a linha superior é exata, ocorre que
existe x′n ∈ A′n que verifica que

a′n−1 − ã′n−1 = d′(x′n) ∈ Bn−1(A′).

Portanto, a função está bem definida.
Vale que Bn(A”) 7→ 0 e que i−1(d(p−1(z”))) = an−1” está em ker(d). Com isso, a

expressão do enunciado é de fato de um mapa com domı́nio Hn(A”) e contradomı́nio
Hn−1(A′). □

Teorema 2.2.1.9 (Teorema da sequência exata longa). Seja 0→ A′ i
−→ A

p
−→ A”→ 0 uma

sequência exata de complexos. Então, existe sequência exata de módulos

· · · → Hn(A′) i∗
−→ Hn(A)

p∗
−→ Hn(A”) ∂

−→ Hn−1(A′) i∗
−→ Hn−1(A)→ · · ·

Demonstração. A exatidão se realiza pelas igualdades:

Im(i∗) = ker(p∗); Im(p∗) = ker(∂); Im(∂) = ker(i∗).

- Im(i∗) ⊆ ker(p∗):
p∗ ◦ i∗ = (p ◦ i)∗ = 0∗ = 0,

onde se usou a exatidão da primeira sequência.
- ker(p∗) ⊆ Im(i∗): tome z + B ∈ ker(p∗), isto é, B” = p∗(z + B) = p(z) + B”. Desse modo,

p(z) ∈ B” = Im(d”)⇒ p(z) = d”(a”). Pela sobrejetividade de p, dado este a” ∈ A”, existe
a ∈ A com p(a) = a”. Assim,

p(z) = d”(a”) = d”(p(a)) = p(d(a))⇒ p(z − d(a)) = 0⇒ z − d(a) ∈ ker(p).
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Utiliza-se a exatidão inicial para se escrever que z − d(a) ∈ Im(i) ⇒ z − d(a) = i(a′).
Tem-se que

i(d′(a′)) = d(i(a′)) = d(z − d(a)) = d(z) − d(d(a)) = 0,

porque z ∈ ker(d). Então, d′(a′) ∈ ker(i) e d′(a′) = 0, por i ser injetor. Com isso,
a′ ∈ ker(d′) = B′ e a expressão a′ + B′ pode ser considerada em Hn(A′).

z + B = z − d(a) + B = i(a′) + B = i∗(a′ + B′) ∈ Im(i∗).

- Im(p∗) ⊆ ker(∂):
∂(p∗(z + B)) = ∂(p(z) + B”) = x′ + B′,

onde este x′ é tomado em A′ de forma que i(x′) = d(p−1(p(z))) = d(z) = 0. Mas, i é
monomorfismo. Então, x′ = 0⇒ p∗(z + B) ∈ ker(∂).

- ker(∂) ⊆ Im(p∗): tome z” + B” ∈ ker(∂), ou seja, ∂(z” + B”) = B” ⇒ x′ :=
i−1(d(p−1(z”))) ∈ B′. Da definição de B′ = Im(d′), existe a′ com x′ = d′(a′). Vale que

d(p−1(z”)) = i(x′) = i(d′(a′)) = d(i(a′))⇒ d(p−1(z”)−i(a′)) = 0⇒ p−1(z”)−i(a′) ∈ ker(d) := Z.

Assim,

z” + B” = p(p−1(z”)) − p(i(a′)) + B” = p∗(p−1(z”) − i(a′) + B),

onde o último termo tem sentido porque se mostrou que p−1(z′′) − i(a′) ∈ Z.
- Im(∂) ⊆ ker(i∗):

i∗(∂(z” + B”)) = i(x′) + B,

com i(x′) = d(p−1(z”)) ∈ Im(d) = B. Portanto, i(x′) + B = B = 0Hn−1(A).
- ker(i∗) ⊆ Im(∂): se z′ + B′ ∈ ker(i∗), então

B = i∗(z′ + B) = i(z′) + B⇒ i(z′) ∈ B = Im(d)⇒ i(z′) = d(a).

Vale que
d”(p(a)) = p(d(a)) = p(i(z′)) = 0⇒ p(a) ∈ Z”.

Ocorre que p(a) + B” ∈ Hn(A”) e se pode escrever que

∂(p(a) + B”) = x′ + B′,

com i(x′) = d(p−1(p(a)) = d(a) = i(z′). Da injetividade de i, x′ = z′ e se pode escrever que
z′ + B′ = x′ + B′ = ∂(p(a) + B”) ∈ Im(∂). □

Dentro da teoria de categorias, dados funtores F,G : C → C̃, tem-se que uma
transformação natural η de F para G é uma famı́lia de morfismos tal que cada objeto X
de C está associado com algum morfismo ηX : F(X)→ G(X) e, se f : X→ Y é morfismo
em C, então ηY ◦ F( f ) = G( f ) ◦ ηX.

Teorema 2.2.1.10. Dado um diagrama comutativo com linhas exatas de complexos

0 A′ A A′′ 0

0 C′ C C′′ 0

i

α′

p

α α′′

j q

,
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existe diagrama comutativo com linhas exatas de módulos da forma

· · · Hn(A′) Hn(A) Hn(A′′) Hn−1(A′) · · ·

· · · Hn(C′) Hn(C) Hn(C′′) Hn−1(C′) · · ·

i∗

α′∗

p∗

α∗

∂

α′′∗ α′∗

j∗ q∗ ∂

Demonstração. Primeiro, note que as linhas serem exatas é a afirmação do teorema
2.2.1.9. Dois dos três quadrados acima comutam porque Hn é funtor, com

j∗ ◦ α′∗ = α∗ ◦ i∗

q∗ ◦ α∗ = α′′∗ ◦ p∗
A comutatividade do terceiro é verificada pelas definições dos mapas envolvidos.

□

2.2.2 Funtores derivados

Nesta seção, será explorada a obtenção de funtores a partir de um funtor dado,
processo que será aprofundado no estudo de dois deles, Tor e Ext. A utilidade deste
procedimento é usar os funtores derivados para analisar o próprio funtor que os origi-
nou.

Definição 2.2.2.1. Considere A um módulo e seja · · · → X2 → X1 → X0 → A → 0
um complexo. Denomina-se XA := · · ·X2 → X1 → X0 → 0 o complexo deletado
correspondente.

Observe que a designação é coerente, pois a estrutura se conserva um complexo.
Estes complexos deletados podem ser extraı́dos, por exemplo, de resoluções projetivas
ou injetivas de um módulo.

Teorema 2.2.2.2 (Teorema de comparação). Considere o diagrama

· · · X2 X1 X0 A 0

· · · X′2 X′1 X′0 A′ 0

d2 d1 ε

f

d′2 d′1 ε′

,

cujas linhas são complexos. Suponha que

(i) Cada Xi na linha superior seja módulo projetivo.

(ii) A linha de baixo seja exata.

Então, há mapa cadeia f : XA → X′A entre os dois complexos deletados corres-
pondentes que faz o diagrama comutar. E, ainda, quaisquer dois mapas cadeia dessa
forma, f , g, são homotópicos, isto é, o mapa f − g := h é homotópico-nulo, o que é
caracterizado por existir

sn : Xn → X′n+1

tal que
hn = d′n+1 ◦ sn ◦ dn,∀ n.
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Demonstração. - Existência de f : usemos indução em n. Se n = 0, segue, do fato (ii), que
ε′ é epimorfismo e, por (i), X0 é projetivo. Assim, pela definição de módulo projetivo,
existe γ : X0 → X′0 tal que o diagrama comuta. Ou seja,

ε′ ◦ γ = f ◦ ε.

Tome f 0 := γ.

Para o passo indutivo, assuma o diagrama

Xn+1 Xn Xn−1

X′n+1 X′n X′n−1

dn+1 dn

f n f n−1
d′n+1 d′n

. Provemos

que
Im( f n ◦ dn+1) ⊆ Im(d′n+1).

Pela exatidão da segunda linha,

Im(d′n+1) = ker(d′n).

Pode-se mostrar que
d′n( f n(dn+1(x))) = 0,∀ x.

Isso se verifica pois

(d′n ◦ f n) ◦ dn+1 = ( f n+−1 ◦ dn) ◦ dn+1 = f n−1 ◦ (dn ◦ dn+1) = 0,

onde a primeira igualdade se deve à hipótese de indução e a última ocorre da definição
de complexo.

Com tal demonstração, vale o diagrama

Xn+1

X′n+1 Im(d′n+1) 0

f n◦dn+1

d′n+1

Por (i), Xn+1 é projetivo. Pela definição, existe f n+1 : Xn+1 → X′n+1 tal que

d′n+1 ◦ f n+1 = f n ◦ dn+1.

Está provado o passo indutivo e o resultado vale por indução.
- Unicidade: sejam f , g dois mapas cadeia com g− f homotópico-nulo. Defina os sn

indutivamente, com

s−1 : X−1 → X′0 : mapa identicamente nulo, pois se convenciona que X−1 = 0.

Desse modo, provemos que

Im(gn+1 − f n+1 − sn ◦ dn+1) ⊆ Im(d′n+2).

Por (ii),
Im(d′n+2) = ker(d′n+1).
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Com isso, mostremos que

d′n+1(gn+1 − f n+1 − sn ◦ dn+1) = 0⇔ d′n+1(gn+1 − f n+1) − d′n+1 ◦ sn︸   ︷︷   ︸
=gn− f n−sn−1◦dn, pela H.I.

◦dn+1 = 0⇔

d′n+1(gn+1 − f n+1)− (gn − f n − sn−1 ◦ dn) ◦ dn+1 = 0⇔ d′n+1(gn+1 − f n+1)− (gn − f n) ◦ dn+1 = 0,

onde essa última igualdade é verdadeira porque g, f são mapas cadeia.
Assim, ocorre o diagrama

Xn+1

X′n+2 Im(d′n+2) 0

gn+1− f n+1−sn◦dn+1

d′n+2

Por (i), Xn+1 é projetivo e existe sn+1 : Xn+1 → X′n+2 que satisfaz a equação desejada.
□

Definição 2.2.2.3. Considere T um funtor. Para cada módulo A, escolha uma resolução
projetiva de A,

· · · → P2
d2
−→ P1

d1
−→ P0

ε
−→ A→ 0,

e tome o correspondente complexo deletado PA (como na definição 2.2.2.1). Aplicando
T, tem-se ainda um complexo

· · · → T(P2)
T(d2)
−−−→ T(P1)

T(d1)
−−−→ T(P0)→ 0.

Define-se um funtor LnT tal que

(LnT)(A) := Hn(T(PA)) = ker(T(dn))/Im(T(dn+1)).

Falta expressar a ação de LnT em morfismos. Pelo teorema de comparação, dado
f : A→ B, existe mapa cadeia f : PA → PB sobre f , isto é, com fε = ε′ f0. Define-se

(LnT)( f ) : (LnT)(A)→ (LnT)(B) como Hn(T( f )).

Ou seja, tomando elemento zn ∈ ker(T(dn)), tem-se que zn + Im(dn+1) é levado em
T( f̃n)zn + Im(T(d′n+1)), onde os diferenciais d′i aparecem em PB.

Definição 2.2.2.4. Seja T := ⊗RB. Define-se

TorR
n (·,B) := LnT.

Em particular,

TorR
n (A,B) = (LnT)(A) = Hn(PA ⊗R B) = ker(dn ⊗ 1)/Im(dn+1 ⊗ 1),

onde tais funções di estão na resolução projetiva de A

· · · → P2
d2
−→ P1

d1
−→ P0 → A→ 0.
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É preciso mostrar que a estrutura acima está bem definida, isto é, se tomada outra
resolução projetiva, o objeto calculado é, em algum sentido, o mesmo.

Definição 2.2.2.5. Considere F, F̃ : C → C′ dois funtores. Eles são designados natural-
mente equivalentes se, dado A ∈ obj(C), existir tA : F(A) → F̃(A) isomorfismo tal que,
para qualquer g : A→ B,

F̃(g) ◦ tA = tB ◦ F(g),

onde tB : F(B)→ F̃(B) é isomorfismo.

Exemplo 2.2.2.6. HomR(R, ·), R⊗R são naturalmente equivalentes a IR (funtor identidade
na categoria RM).

Teorema 2.2.2.7. Para qualquer funtor T, os funtores Ln(T), L̃n(T) , obtidos por resoluções
projetivas distintas de A, são naturalmente equivalentes. Em particular,

(Ln(T))(A) ≃ (L̃n(T))(A).

Ou seja, tais grupos são independentes da escolha da resolução projetiva de A.

Demonstração. Considere o diagrama

· · · P2 P1 P0 A 0

· · · P̃2 P̃1 P̃0 A 0

1A ,

com a primeira linha é a resolução projetiva de A usada para definir Ln(T) e a linha
inferior, usada em L̃n(T).

Pelo teorema de comparação, existe um mapa cadeia t : PA → P̃A sobre 1A (único a
menos de homotopia).

Aplicando T,
T(t) : T(PA)→ T(P̃A)

é mapa cadeia sobre 1T(A). Ele induz mapas T(t)∗ : (Ln(T))(A) → (L̃n(T))(A), que são
isomorfismos com inversas s∗, obtidas de maneira semelhante, isto é, pode-se inverter
o diagrama e usar o teorema de comparação para ter mapa cadeia s : P̃A → PA.

Vale que s ◦ t : PA → PA é um mapa cadeia sobre 1A. Mas, o identidade também é.
Com isso,

s ◦ t e a identidade são homotópicos e s∗t∗ = 1.

Repetindo tais passos, t∗s∗ = 1. Portanto, t∗ é isomorfismo.
Como s ◦ t e a identidade são homotópicos, T(s ◦ t) é homotópico a T(id) = id. Mas,

T(s ◦ t) = T(s) ◦ T(t) e, assim, T(s) ◦ T(t) = id. Com isso, T(s)∗ ◦ T(t)∗ = id. Por valer a
volta de maneira semelhante, tem-se que T(t)∗ é isomorfismo.

Seja f : A→ B qualquer e provemos que o diagrama abaixo comuta

(Ln(T))(A) (L̃n(T))(A)

(Ln(T))(B) (L̃n(T))(B)

T(t∗)

T(t∗)

.

1°: Comecemos pela disposição
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· · · P1 P0 A 0

· · · P̃1 P̃0 A

· · · Q̃1 Q̃0 B

1A

f

.

Pelo teorema de comparação, existe mapa cadeia PA → Q̃B sobre f ◦ 1A : A→ B = f .
2°: De maneira semelhante, existe mapa cadeia P̃A → Q̃B com 1B ◦ f = f : A→ B.
3°: Aplica-se T aos mapas dados e se tem T(PA)→ T(Q̃B) mapas cadeia sobre T( f ).

Estes são homotópicos porque os originais o eram.
Os mapas induzidos são iguais e o diagrama de fato comuta. Por definição, isso

mostra que Ln(T) e L̃n(T) são naturalmente equivalentes. □

Corolário 2.2.2.8. TorR
n (A,B) independe da resolução projetiva de A tomada.

Demonstração. Do teorema 2.2.2.7, Ln(T)(A) ≃ L̃n(T)(A). Por definição, TorR
n (·,B) = Ln(T),

e, portanto, este funtor derivado independe da resolução projetiva de A. □

Uma questão que poderia aparecer agora é que a construção acima foi feita partindo
de ⊗RB. Em especı́fico, começando-se de A⊗R, ocorreria outra definição de TorR

n (A,B),
a qual será atestada coincidente com a anterior mais à frente. Agora, será desenvol-
vida a noção de funtores derivados à direita, com uma distinção quando utilizados T
covariantes e contravariantes.

Definição 2.2.2.9. Dado um módulo A, tome resolução injetiva de A (vista como um
complexo)

0→ A→ E0
d0
−→ E−1

d−1
−−→ E−2 → · · ·

Note que os ı́ndices são decrescentes a partir do 0 e, assim, negativos. Para evitá-los,
reescreveremos em ordem crescente na forma

0→ A→ E0 d0

−→ E1 d1

−→ E2
→ · · ·

Considere a resolução deletada, EA. Se T for funtor covariante, os funtores derivados
à direita são dados por

(RnT)(A) := Hn(T(EA)) = ker(T(dn))/Im(T(dn−1)).

O dual do teorema de comparação assegura que existe mapa cadeia f : EA → EB, que
é único a menos de homotopia. Assim, existe único Hn(T(EA))→ Hn(T(EB)) induzidos
por T( f ). Define-se

(RnT)( f ) : RnT(A)→ RnT(B) como Hn(T( f )).

Definição 2.2.2.10. Seja T := HomR(C, ·). Define-se

Extn
R(C, ·) := RnT.

Em particular,

Extn
R(C,A) = (RnT)(A) = Hn(HomR(C,EA)) = ker(Hom(C, dn))/Im(Hom(C, dn−1)),

onde 0→ A→ E0 d0

−→ E1 d1

−→ E2
→ · · · é a resolução injetiva escolhida para A.
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Como feito para os funtores derivados à esquerda, a construção dos funtores deri-
vados à direita permite que dois deles sejam naturalmente equivalentes.

Teorema 2.2.2.11. Seja R̃nT tomado com resolução injetiva diferente. Vale que RnT e
R̃nT são naturalmente equivalentes.

Corolário 2.2.2.12. Os funtores Extn
R(C,A) independem da resolução injetiva de A.

Para definirmos os funtores derivados à direita de funtores contravariantes, note
que, nos dois tratamentos anteriores, primeiro se teve que os complexos T(PA) seguiram
infinitos para a esquerda - nos funtores derivados à esquerda - e T(EA) continuaram
para a direita - nos funtores derivados à direita de T covariante. Agora, usaremos
resoluções projetivas para funtores derivados à direita de funtores contravariantes
para conservarmos a concordância acima.

Definição 2.2.2.13. Dada resolução projetiva de A da forma

· · · → P2
d2
−→ P1

d1
−→ P0 → A→ 0,

aplica-se T contravariante à resolução deletada PA,

0→ T(P0)
T(d1)
−−−→ T(P1)

T(d2)
−−−→ T(P2)→ · · ·

Quando T é contravariante, define-se

(RnT)(A) := ker(T(dn+1))/Im(T(dn)).

Se f : A→ B, pelo teorema de comparação, existe mapa cadeia f : PA → PB sobre f .
Define-se

(RnT)( f ) : (RnT)(A)→ (RnT)(B) como Hn(T( f )).

Teorema 2.2.2.14. Se T é contravariante e forem usadas resoluções projetivas distintas,
RnT e R̃nT são naturalmente equivalentes.

Definição 2.2.2.15. Seja T := HomR(·,A). Define-se

Extn
R(·,A) := RnT.

Em particular,

Extn
R(C,A) = (RnT)(C) = Hn(HomR(PC,A)) = ker(Hom(dn+1,A))/Im(Hom(dn,A)),

onde · · · → P2
d2
−→ P1

d1
−→ P0 → C→ 0 é a resolução projetiva escolhida para C.

Com isso, tem-se duas definições para Extn
R(C,A), que produzem estruturas isomor-

fas ([10]).

Corolário 2.2.2.16. Extn
R(C,A) independe da resolução projetiva de C.

Lema 2.2.2.17 (Five lemma). Seja
A1 A2 A3 A4 A5

B1 B2 B3 B4 B5

γ1

α1

γ2

α2

γ3

α3

γ4

α4 α5

β1 β2 β3 β4

diagrama

comutativo de linhas exatas. Vale que
a) Se α2, α4 forem epimorfismos e α5 for monomorfismo, então α3 é epimorfismo.
b) Se α2, α4 forem monomorfismos e α1 for epimorfismo, então α3 é monomorfismo.
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Demonstração. Cada um dos itens utiliza quatro pares de módulos. Assim, em a) não
serão usados A1,B1 e, em b), não serão usados A5,B5.

a) Como queremos mostrar a sobrejetividade de α3, considere b3 ∈ B3. Por α4 ser
sobrejetor, existe a4 ∈ A4 tal que α4(a4) = β3(b3). Pelo último quadrado ser comutativo,

β4 ◦ α4 = α5 ◦ γ4.

Em particular, β4(β3(b3)) = β4(α4(a4)) = α5(γ4(a4)). Como a linha inferior é exata,
tem-se que Im(β3) = ker(β4) e, da cadeia de igualdades anterior,

α5(γ4(a4)) = 0.

Do enunciado de a), α5 é injetor e, assim, γ4(a4) = 0 ⇒ a4 ∈ ker(γ4) = Im(γ3), pois a
linha superior é exata. Com isso, existe a3 ∈ A3 com a4 = γ3(a3). Pela comutatividade
do penúltimo quadrado, tem-se que

β3 ◦ α3 = α4 ◦ γ3.

Então, β3(b3) = α4(a4) = α4(γ3(a3)) = β3(α3(a3)) ⇒ α3(a3) − b3 ∈ ker(β3) = Im(β2).
Portanto, existe b2 ∈ B2 com β2(b2) = α3(a3) − b3. Da sobrejetividade admitida de α2,
existe a2 ∈ A2 tal que α2(a2) = b2. Comutando o segundo quadrado do diagrama,

β2 ◦ α2 = α3 ◦ γ2.

Com isso, α3(γ2(a2)) = β2(α2(a2)) = β2(b2) = α3(a3) − b3 ⇒ α3(a3 − γ2(a2)) = b3. Tem-se
a sobrejetividade de α3.

b) Para provar que α3 é injetor, considere α3(a3) = 0. Da comutatividade do terceiro
quadrado, vale que 0 = β3(0) = β3(α3(a3)) = α4(γ3(a3)). Pela injetividade de α4, segue
que γ3(a3) = 0, isto é, a3 ∈ ker(γ3) = Im(γ2), da exatidão da primeira linha. Assim, existe
a2 ∈ A2 tal que γ2(a2) = a3. Comutando o segundo quadrado,

0 = α3(a3) = α3(γ2(a2)) = β2(α2(a2))⇒ α2(a2) ∈ ker(β2) = Im(β1),

pela exatidão da segunda linha. Desse modo, existe b1 ∈ B1 com β1(b1) = α2(a2).
Utilizando a sobrejetividade suposta para α1, existe a1 ∈ A1 com α1(a1) = b1. Portanto,

α2(γ1(a1)) = β1(α1(a1)) = β1(b1) = α2(a2)⇒ a2 = γ1(a1),

onde se usou a comutatividade do primeiro quadrado e a injetividade assumida de α2.
Então,

a3 = γ2(a2) = γ2(γ1(a1)).

Como a primeira linha é exata, Im(γ1) = ker(γ2) e a3 = 0, ou seja, α3 é injetor. □

Corolário 2.2.2.18. Se α1, α2, α4, α5 forem isomorfismos, então α3 é isomorfismo.

Definição 2.2.2.19. Dados (A, d), (A′, d′) complexos, define-se

(A ⊗ A′)n :=
∑
i+ j=n

Ai ⊗ A′j.

∆n : (A ⊗ A′)n → (A ⊗ A′)n−1, ai ⊗ a′j 7→ d(ai) ⊗ a′j + (−1)iai ⊗ d′(a′j).

Com tais complexos e tais mapas cadeia, tem-se um novo complexo, chamado de
produto tensorial de A,A′, denotado por A ⊗ A′.
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Teorema 2.2.2.20. Sejam
· · · → P1 → P0 → A→ 0

· · · → Q1 → Q0 → B→ 0

duas resoluções projetivas. Então,

Hn(A ⊗R QB) ≃ Hn(PA ⊗R QB) ≃ Hn(PA ⊗R B),∀ n ≥ 0.

Corolário 2.2.2.21. Se A é R-módulo à direita e T = A⊗R, tem-se que o funtor derivado
à esquerda TorR

n (A, ·) := LnT é tal que ocorre isomorfismo da construção de TorR
n (A,B)

por este e da feita anteriormente começando do funtor ⊗RB e se calculando o derivado
TorR

n (·,B).

Teorema 2.2.2.22. Sejam · · · → P1 → P0 → A→ 0 e 0→ B→ E0
→ E1

→ · · · resoluções
projetiva de A e injetiva de B, respectivamente. Então,

Hn(HomR(A,EB)) ≃ Hn(HomR(PA,EB)) ≃ Hn(HomR(PA,B)),∀ n ≥ 0.

Corolário 2.2.2.23. Extn
R possui mesmo valor em (A,B) pelas duas construções.

Lema 2.2.2.24. Se P é módulo projetivo e n ≥ 1, então TorR
n (P,B) = 0.

Demonstração. Mostrou-se que TorR
n (P,B) independe da resolução projetiva de P to-

mada. Assim, pode-se considerar, em particular,

· · · → 0→ 0→ P0
ε
−→ P→ 0,

onde P0 = P, ε = idP. □

Teorema 2.2.2.25. Se A é plano, então TorR
n (A,B) = 0,∀ n ≥ 1 e módulo B.

Demonstração. Usemos indução em n. Seja P um módulo projetivo e considere a

sequência exata 0→ K i
−→ P→ B→ 0.

Se n = 1: · · · → TorR
1 (A,P)︸      ︷︷      ︸

=0,P projetivo.

→ TorR
1 (A,B)

φ
−→ A ⊗ K 1⊗i

−−→ A ⊗ P é sequência exata. Da

suposição de A ser plano, 1 ⊗ i é monomorfismo e, portanto,

TorR
1 (A,B) ≃ TorR

1 (A,B)/{0} = TorR
1 (A,B)/ker(φ) ≃ Im(φ) = ker(1 ⊗ i) = {0}.

Suponha provado para n. Como P é projetivo, pelo lema 2.2.2.24, TorR
n+1(A,P) = 0.

Usando a hipótese de indução, TorR
n (A,K) = 0. Considere a sequência exata

0 = TorR
n+1(A,P) θ

−→ TorR
n+1(A,B)

ϕ
−→ TorR

n (A,K) = 0.

Então,

TorR
n+1(A,B) ≃ TorR

n+1(A,B)/{0} = TorR
n+1(A,B)/Im(θ) = TorR

n+1(A,B)/ker(ϕ) ≃ Im(ϕ) = 0.

Está provado o resultado. □
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2.3 Sequência espectral

Esta estrutura é empregada em demonstrações de ([7]) e, assim, foi alvo de um
estudo básico.

Uma sequência exata curta de complexos dá origem a uma sequência exata longa em
homologia. Uma generalização dessas sequências exatas curtas de complexos são as
filtrações de complexos, às quais se associa uma generalização da sequência exata longa,
que é denominada sequência espectral e auxilia a calcular de maneira aproximada a
homologia do complexo.

Definição 2.3.0.1. Um módulo graduado é uma sequência de módulosM := {Mp}p∈Z.

Definição 2.3.0.2. Sejam M = {Mp},N = {Np} dois módulos graduados e a ∈ Z. Então,
a sequência de homomorfismos f = { fp : Mp → Np+a} é um mapa de grau a. Denota-se
f :M→N .

Exemplo 2.3.0.3. Um complexo C = · · · → Cp
dp
−→ Cp−1 → · · ·determina o módulo

graduado C = {Cp}. O mapa d : C→ C possui grau -1.

Exemplo 2.3.0.4. Considere H∗C := {Hp(C)}p∈Z a sequência de homologias de um com-
plexo. Este é um módulo graduado.

Definição 2.3.0.5. Um módulo bigraduado é uma famı́lia duplamente indexada de
R-módulos,M := {Mp,q}(p,q)∈Z×Z.

Definição 2.3.0.6. Sejam M,N módulos bigraduados. Um mapa é bigraduado de
bigrau (a, b) ∈ Z ×Z se for uma famı́lia de homomorfismos de R-módulos, denotada
por f :M→N , onde f := { fp,q : Mp,q → Np+a,q+b}(p,q)∈Z×Z.

Definição 2.3.0.7. Um módulo bigraduado diferencial é um par ordenado (M, d), onde
M é módulo bigraduado e d : M → M é mapa bigraduado tal que d ◦ d = 0. Este é
chamado de diferencial.

Definição 2.3.0.8. Dado (M, d), com d de bigrau (a, b), define-se a homologia, denotada
por H(M, d), como o módulo bigraduado cujo termo de ordem (p, q) é

H(M, d)p,q :=
ker(dp,q)

Im(dp−a,q−b)
.

Definição 2.3.0.9. Uma filtração de um R-módulo M é uma famı́lia (Mp)p∈Z de submódulos
de M tais que

· · · ⊂Mp−1 ⊆Mp ⊆Mp+1 ⊆ · · ·

Para cada p, Mp/Mp−1 é um fator da filtração.
O módulo graduado associado é definido por

GpM :=Mp/Mp−1.

Definição 2.3.0.10. Uma filtração de um complexo (C, d) é uma famı́lia (FpC)p∈Z de
subcomplexos com

· · · Fp−1C ⊆ FpC ⊆ Fp+1C ⊆ · · · ,

isto é, para cada n, (FpC)n é submódulo de Cn e dn : (FpC)n → (FpC)n−1,∀ n, p, ou seja, o
diferencial preserva a filtração, dn((FpC)n) ⊂ (FpC)n−1.
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Com isso, induz-se um diferencial d : (GpC)n → (GpC)n−1, que está bem definido entre
os módulos graduados associados. Tem-se, assim, um complexo graduado associado.
Se o objetivo for computar a homologia do complexo inicial e for mais simples calcular
a do complexo graduado associado, pode-se pensar na homologia deste e usá-la para
ter a homologia do complexo inicial. Esta relação será abordada na construção das
sequências espectrais.

Considerando que os mapas horizontais são inclusões e os verticais são restrições
de d a (FpC)n, tem-se o diagrama cuja n-ésima linha é uma filtração de Cn.

...
...

...

· · · (Fp−1C)n+1 (FpC)n+1 (Fp+1C)n+1 · · ·

· · · (Fp−1C)n (FpC)n (Fp+1C)n · · ·

· · · (Fp−1C)n−1 (FpC)n−1 (Fp+1C)n−1 · · ·

...
...

...

Antes de apresentar a definição do tema anunciado, seja (FpC∗, d) uma filtração de
um complexo, com módulo graduado associado

E0
p,q := GpCp+q = FpCp+q/Fp−1Cp+q.

Denote o diferencial induzido por

d0 : E0
p,q → E0

p,q−1

e seja a homologia do associado igual a

E1
p,q := Hp+q(GpC∗),

o que pode ser pensado como uma aproximação de primeira ordem para a homologia
de C∗. Pode-se continuar este processo. Admita, assim, uma aproximação de r-ésima
ordem definida por

Er
p,q :=

{x ∈ FpCp+q | dx ∈ Fp−rCp+q−1}

Fp−1Cp+q + d(Fp+r−1Cp+q+1)
.

Definição 2.3.0.11. Uma filtração {FpH} de um módulo graduado H é limitada se, para
cada n, existirem inteiros s(n), t(n) tais que

Fs(n)Hn = 0, Ft(n)Hn = Hn.
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Com estas duas definições, tem-se o

Lema 2.3.0.12. Seja (FpC∗, d) uma filtração de um complexo. Então,
a) d induz um mapa bem definido

dr : Er
p,q → Er

p−r,q+r−1

e tal que dr
◦ dr = 0.

b) Er+1 é a homologia de (Er, dr), onde dr tem bigrau (−r, r − 1), isto é,

Er+1
p,q =

ker(dr
p,q : Er

p,q → Er
p−r,q+r−1)

Im(dr
p+r,q−r+1 : Er

p+r,q−r+1 → Er
p,q)
. (6)

c) E1
p,q = Hp+q(GpC∗).

d) Se, para cada n, a filtração de Cn for limitada, então, para todo p, q, existe r
suficientemente grande tal que

Er
p+q = GpHp+q(C∗).

Definição 2.3.0.13. Uma sequência espectral é uma sequência (Er, dr)r≥1 de módulos
bigraduados diferenciais tais que

Er+1 = H(Er, dr),∀ r,

ou seja, vale (6).
Dado r ≥ 1 fixado, diz-se que o módulo Er é a r-ésima página da sequência espectral

e cada página é a homologia da anterior.

Proposição 2.3.0.14. A filtração {FpC} de um complexo C determina uma sequência
espectral.

Demonstração. Para cada p, existe sequência exata curta de complexos

0→ Fp−1C→ FpC→ FpC/Fp−1C→ 0.

A sequência longa de homologia associada é

· · · → Hp+q(Fp−1C) α
−→ Hp+q(FpC)

β
−→ Hp+q(FpC/Fp−1C)

γ
−→ Hp+q−1(Fp−1C)→ · · ·

Tem-se dois tipos de termos, a homologia de algum FpC e de algum quociente
FpC/Fp−1C. Defina, então,

Dp,q := Hp+q(FpC), Ep,q := Hp+q(FpC/Fp−1C).

Reescreve-se, assim,

· · · → Dp−1,q+1
α
−→ Dp,q

β
−→ Ep,q

γ
−→ Dp−1,q → · · ·

Os mapas α, β, γ podem ter bigraus atribuı́dos iguais a (1,−1), (0, 0), (−1, 0), respec-
tivamente. Em diagrama,



2.3 Sequência espectral 72

D D

E

α

βγ
,

onde se tem exatidão em cada vértice, isto é, há mapas

γi, j : Ei, j → Di+i0, j+ j0

αi+i0, j+ j0 : Di+i0, j+ j0 → Di+i0+i1, j+ j0+ j1

βi+i0+i1, j+ j0+ j1 : Di+i0+i1, j+ j0+ j1 → Ei+i0+i1, j+ j0+ j1

e
Im(γi, j) = ker(αi+i0, j+ j0).

Produz-se o que se denomina par exato7.
Este par exato produz outro, ao se estabelecer que

d1 : Ep,q → Ep,q, d1 := β ◦ γ.

De Im(β) = ker(γ), tem-se que γ ◦ β = 0. Assim, d1
◦ d1 = 0 e os grupos de homologia

são E2 := H(E, d1) = ker(d1)/Im(d1). Se usada a notação E2 := H(E, d1) e que este é um
módulo bigraduado, ocorre que

d1
p,q : Ep,q

γ
−→ Dp−1,q

β
−→ Ep−1,q ⇒ bigrau (−1, 0).

E2
p,q = ker(d1

p,q)/Im(d1
p+1,q).

Considere agora um segundo módulo bigraduado, D2 := Im(α). Por este ter bigrau
(1,-1), segue, da definição de imagem bigraduada, que

D2
p,q = αp−1,q+1[Dp−1,q+1] = Im(αp−1,q+1) ⊂ Dp,q.

Defina, ainda, α2, β2, γ2 por
α2 := α|Im(α).

β2 : D2
→ E2, β2(y) := [β ◦ α−1(y)],

que é a classe de homologia, isto é, se y ∈ D2
p,q, então, da definição de D2, tem-se que

y = αp−1,q+1(xp−1,q+1). Estabeleça que

β2
p,q := βp−1,q+1 ◦ α

−1
p−1,q+1(y).

Seja agora
γ2

p,q[zp,q] := γp,q(zp,q) ∈ Dp−1,q.

Com tais definições,

D D

E

α

βγ

7No inglês, exact couple.
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é um par exato.
Formou-se, portanto, (D2,E2, α2, β2, γ2), um par exato derivado de (D,E, α, β, γ). Tal

construção pode ser iterada para se ter uma sequência de pares exatos.
Os termos E2,E3, . . . ,Er, . . . formam uma sequência espectral. □

Lema 2.3.0.15. Em uma filtração limitada, pode-se extrair uma cadeia finita.

Demonstração. Pelas propriedades da filtração, Fp−1H ⊂ FpH,∀ p. Supondo {FpH} limi-
tada, então, para cada p ≤ s(n), ocorre que FpHn = 0 e, para cada p ≥ t(n), vale que
FpHn = Hn. A cadeia finita é, então,

0 = FsHn ⊂ Fs+1Hn ⊂ · · · ⊂ FtHn = Hn.

□

Definição 2.3.0.16. Uma sequência espectral {Er
} converge para um módulo graduado

H se existir uma filtração limitada {ΦpH} de H tal que

E∞p,q ≃ Φ
pHn/Φ

p−1Hn,∀ p, q,n = p + q.

Escreve-se que E2
p,q ⇒p Hn.

Uma sequência espectral convergente é um algoritmo para calcular um R-módulo
graduado iniciando-se de um outro e fazendo sucessivos cômputos de homologia.
Porém, não se tem fórmulas para os diferenciais, o que faz esta técnica ser útil sob
algumas condições conhecidas.

Teorema 2.3.0.17. Seja {FpC} uma filtração limitada de um complexo C e {Er
} a sequência

espectral que ela determina. Então,
a) Para cada p, q, E∞p,q = Er

p,q, para algum r grande dependendo de p, q.
b) E2

p,q ⇒p Hn(C).

Demonstração. a) Como a filtração é limitada, existem s(n), t(n) da forma definida antes.
Se p > t(n), então

Fp = Fp−1
⇒ Fp/Fp−1 = 0, Ep,q = Hp+q(Fp/Fp−1) = 0.

Desse modo, como Er
p,q é dado por Ep,q, tem-se que Er

p,q = 0,∀ r e p ≥ t(n). De maneira
semelhante, se p < s(n), Er

p,q = 0,∀ r.
Tome quaisquer p, q. Pelo diferencial dr ter bigrau (−r, r − 1), a imagem dele é tal

que dr(Er
p,q) ⊂ Er

p−r,q+r−1. Se r suficientemente grande, p − r será pequeno e, como visto
no final da parte acima, Er

p−r,q+r−1 = 0. Com isso,

dr(Er
p,q) ⊂ 0⇒ Er

p,q = ker(dr
p,q).

Como Er+1
p,q = ker(dr

p,q)/Im(dr
p+r,q−r+1), olhemos para a imagem. Tem-se que, se r grande,

p + r é grande e, como feito na primeira parte, Er
p+r,q−r+1 = 0. Então,

Im(dr
p+r,q−r+1) = dr(Er

p+r,q−r+1) = 0.

Segue que Er+1
p,q = Er

p,q para r grande dependendo de p, q e se tem o resultado.
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b) A inclusão FpC→ C induz um mapa φ : Hn(FpC)→ Hn(C). Considere a filtração

ΦpHn(C) := Im(φ).

Pela filtração do enunciado ser limitada, ΦpHn(C) é limitada, com

0 = ΦsHn(C) ⊂ Φs+1Hn(C) ⊂ · · · ⊂ ΦtHn(C) = Hn(C).

Considere o r-ésimo par derivado, (Dr,Er, αr, βr, γr), que se mostrou formado indu-
tivamente começando de uma filtração na demonstração da proposição 2.3.0.14. Em
seguida, tome a sequência exata que este par forma,

· · · → Dr
p+r−2,q−r+2

αr

−→ Dr
p+r−1,q−r+1

βr

−→ Er
p,q

γr

−→ Dr
p−1,q → · · ·

Usando que os bigraus de α, β, γ são, respectivamente, (1,−1), (0, 0), (−1, 0), então

Dp+r−1,q−r+1 = α ◦ · · · ◦ α︸     ︷︷     ︸
r−1

(Dp,q) = Im(Hp+q(Fp)→ Hp+q(Fp+r−1)).

Fixados p, q, pela hipótese de limitação da filtração, tem-se que Fp+r−1C = C, para r
suficientemente grande. Desse modo,

Dp+r−1,q−r+1 = Φ
pHp+q(C).

Com um raciocı́nio semelhante, Dr
p+r−2,q−r+2 = Φ

p−1Hp+q(C). Para r grande, Dr
p−1,q = 0.

Substituindo na sequência exata tomada,

· · · → Φp−1Hp+q(C) αr

−→ ΦpHp+q(C)
βr

−→ Er
p,q

γr

−→ 0→ · · ·

Pela exatidão, pode-se escrever que

ΦpHp+q(C)/Φp−1Hp+q(C) ≃ Er
p,q = E∞p,q︸︷︷︸

por a).

.

□

Exemplo 2.3.0.18. Suponha que exista rs tal que todos os diferenciais desta e depois
dessa página zeram, ou seja, dr = 0,∀ r ≥ rs. Com isso, {Ers}p,q é um termo limite para
esta sequência espectral e se diz que ela degenera em rs.

De fato, como o mapa é identicamente nulo, tem-se que ker(dr
p,q) = Er

p,q,∀ p, q e
Im(dr

p,q) = 0,∀ p, q. Assim,

Er+1
p,q = ker(dr

p,q)/Im(dr
p+r,q−r+1) ≃ Er

p,q,∀ r ≥ rs.

Exemplo 2.3.0.19. Assuma que, para uma sequência espectral, exista rs ≥ 2 tal que a
rs-página está concentrada em uma única linha ou coluna. Com isso, esta página é o
limite da sequência e se conceitua que a sequência colapsa nesta página.



75

Para vê-lo, avaliemos, com respeito a r, o mapa dr : Er
p,q → Er

p−r,q+r−1.
Se r = 0: domı́nio e contradomı́nio coincidem.
Se r = 1: domı́nio e contradomı́nio na mesma linha.
Se r ≥ 2: os diferenciais possuem domı́nio e contradomı́nio ocupando diferentes

linhas e colunas.
Assim, se todas as linhas (ou colunas) com exceção de alguma se anulam, então o

mesmo ocorre com os diferenciais, se r ≥ 2.
O próximo teorema apresenta um exemplo de sequência espectral, o qual é clássico,

e terá sua aplicação explorada mais do que sua construção.

Definição 2.3.0.20. O anel de grupo de um grupo G sobre um anel R é denotado por
R[G] := RG e dado pelo conjunto dos mapas f : G → R tais que f (x) , 0 apenas para
um número finito de x ∈ G. A soma e produto por escalar são dadas como habituais.
O produto de f1, f2 ∈ RG é considerado

f1 · f2(x) :=
∑
uv=x

f1(u) f2(v) =
∑
u∈G

f (u) f (u−1x).

Tal soma é finita porque f1, f2 são como definidas acima. É comum se adotar a
notação de combinações lineares formais de elementos de G com coeficientes em R,∑

g∈G

rgg, rg ∈ R,

onde quase todos os rg são 0. É válido que RG contém um subanel isomorfo a R e que
o conjunto dos elementos invertı́veis de RG possui um subgrupo isomorfo a G.

Definição 2.3.0.21. Seja G um grupo, M um ZG-módulo à esquerda e Z considerado
como ZG-módulo trivial. Define-se o n-ésimo grupo de homologia de G como

Hn(G,M) := TorZG
n (Z,M).

Teorema 2.3.0.22 (Sequência espectral de Lyndon-Hochschild-Serre (LHS)). Sejam da-
dos 1 → N → G → Q → 1 uma sequência exata curta de grupos e A um ZG-módulo.
Então, existe uma sequência espectral de homologias, onde

E2
p,q = Hp(Q,Hq(N,A)),

que converge a Hp+q(G,A).

3 Propriedade (FP)n

Considere o resultado que usa o que já foi citado e será útil à frente.

Proposição 3.0.0.1. Seja G um grupo e M um ZG-módulo livre à esquerda. Com isso,
Hn(G,M) = 0,∀ n ≥ 1.

Demonstração. Por M ser livre, é plano. Pelo teorema 2.2.2.25, TorZG
n (Z,M) = 0. □

Proposição 3.0.0.2. Considere A,B grupos, com A ⊂ B e seja M um ZB-módulo livre.
Nessas condições, Hn(A,M) = 0,∀ n ≥ 1.
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Demonstração. É suficiente mostrar que M éZA-módulo livre. Com isso, pela proposição
3.0.0.2, segue a nulidade. Como M é livre sobre ZB, ocorre que M = ⊕ZB. Escrevendo
B = Ut∈ΓAt, onde Γ é uma transversal e a união é disjunta, tem-se que ZB = ⊕t∈ΓZAt.
Desse modo, M = ⊕ ⊕t∈Γ ZAt⇒M é ZA-módulo livre. □

Primeiro será feita a teoria para módulos.

3.1 Módulos de tipo (FP)n

Este tópico contém o que foi estudado em ([3]).

Definição 3.1.0.1. Considere A um R-módulo. Este é de tipo (FP)n se existir resolução
projetiva de A

· · · → P2 → P1 → P0 → A→ 0,

com cada um dos Pi finitamente gerado para i ≤ n. É de tipo (FP)∞ se todos os módulos
projetivos forem finitamente gerados.

Lema 3.1.0.2. A é de tipo (FP)0 se, e somente se, A é finitamente gerado.

Demonstração. Suponha A módulo finitamente gerado. Com isso, como todo módulo
é quociente de algum livre, pode-se tomar F0 módulo livre finitamente gerado. Tem-se
a sequência exata

F0 → A→ 0

e, portanto, A é de tipo (FP)0.
Se A for de tipo (FP)0, então existe sequência exata

P0
α
−→ A→ 0,

onde P0 é módulo projetivo finitamente gerado. Assim,

A = Im(α) ≃ P0/ker(α).

Como P0 é finitamente gerado, o quociente P0/ker(α) é finitamente gerado e vale o
resultado pelo isomorfismo acima. □

Lema 3.1.0.3. A é de tipo (FP)1 se, e somente se, A é finitamente apresentável.

Demonstração. Se A é finitamente apresentável, pela definição 2.2.0.92, existem inteiros
m,n tais que se tem sequência exata Rm

→ Rn
→ A → 0. Tome P0 := Rn,P1 := Rm, que

são módulos projetivos finitamente gerados. Ou seja, A é de tipo (FP)1.
Admita que A seja de tipo (FP)1. Com isso, existe sequência exata

P1 → P0 → A→ 0,

onde P0,P1 são módulos projetivos finitamente gerados. Como P0 é projetivo finita-
mente gerado, é somando direto de um módulo livre de posto finito (base de cardinali-
dade finita), isto é, existe Q finitamente gerado tal que P0 ⊕Q = F0. Forma-se, ao somar
a sequência acima com Q→ Q→ 0→ 0, a sequência exata

P1 ⊕Q α
−→ F0

β
−→ A→ 0.

Por P1,Q serem finitamente gerados, então Im(α) é finitamente gerado pelas imagens
dos geradores de P1,Q sobα. Da exatidão, ker(β) é finitamente gerado e se pode escrevê-
lo como quociente de um módulo livre finitamente gerado. Assim, A possui sequência
exata Rm

→ Rn
→ A→ 0, ou seja, é finitamente apresentável. □
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Definição 3.1.0.4. Denomina-se dimensão projetiva de uma resolução projetiva o me-
nor tamanho de uma resolução projetiva de um módulo.

Desse modo, um módulo possui dimensão projetiva 0 se, e somente se, for projetivo.
E dimensão infinita quando não admitir resolução dessa forma.

Lema 3.1.0.5. Se A é de tipo (FP)n, existe uma resolução livre que é finitamente gerada
em dimensão no máximo n.

Demonstração. Seja · · · → P2 → P1
d1
−→ P0 → A → 0 resolução projetiva e suponha P0

finitamente gerado. Assim, P0 é somando direto de P0 ⊕ Q, que é livre. Trocando P0

por esta soma direta e P1 por P1⊕Q, pode-se estender o mapa d1 usando idQ. Com isso,
a nova resolução é finitamente gerada e livre em dimensão 0. Repetindo o processo
e usando a definição de (FP)n ter todos os Pi finitamente gerados, 1 ≤ i ≤ n, vale o
enunciado. □

Esclarece-se que

1. O limite de um sistema inverso M∗, denotado por lim M∗, é outra designação para
o limite inverso.

2. O colimite de um sistema direto M∗, dado por colim M∗, é o limite direto8.

O resultado principal para módulos ([3]) é dado pelo

Teorema 3.1.0.6. São equivalentes quando A é um R-módulo à esquerda

(i) A é de tipo (FP)n.

(ii) - Para qualquer limite exato, o mapa natural TorR
k (lim M∗,A) → lim TorR

k (M∗,A) é
um isomorfismo se k < n e um epimorfismo se k = n.

- Para qualquer colimite exato, o mapa natural

colim Extk
R(A,M∗)→ Extk

R(A, colim M∗)

é um isomorfismo se k < n e um monomorfismo se k = n.

(iii) - Para um produto direto
∏

R, o mapa natural TorR
k (
∏

R,A)→
∏

TorR
k (R,A) é um

isomorfismo se k < n e um epimorfismo se k = n.

- Para um sistema direcionado de R-módulos {M∗}, onde lim
→

M∗ = 0, ocorre que

lim
→

Extk
R(A,M∗) = 0,∀ k ≤ n.

Demonstração. (i)⇒ (ii): Pela observação feita, pode-se considerar uma resolução livre

· · · → Fn
dn
−→ Fn−1 → · · · → F1

d1
−→ F0 → A → 0, onde cada Fi é finitamente gerado se

k ≤ n. Como limite é um funtor aditivo, comuta com somas diretas finitas. Assim, o
homomorfismo natural (lim M∗)⊗R Fk → lim(M∗ ⊗R Fk) é um isomorfismo se k ≤ n. Pela
exatidão, pode-se escrever que o funtor limite comuta com o funtor homologia e segue
a primeira afirmação em (ii).

8Os termos ”limite direto”e ”limite inverso”datam de uma época antes de a terminologia da teoria
das categorias ter sido estabelecida e ainda são empregados.
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Como HomR(A, ·) comuta com somas diretas finitas, o mapa natural

colim HomR(Fk,M∗)→ HomR(Fk, colimM∗)

é isomorfismo se k ≤ n. Pela exatidão, tem-se a segunda afirmação em (ii).
(ii)⇒ (iii): Valem porque são a mesma descrição.
(iii)⇒ (i): prova-se que cada uma das frases têm como consequência A de tipo (FP)n.

Prosseguimos por indução em n.
Seja n = 0. Pela hipótese, o mapa natural µ : (

∏
R) ⊗R A→

∏
A é um epimorfismo.

Pela sobrejetividade, existe b ∈ (
∏

R) ⊗R A tal que
∏

a∈A a ∈ Im(µ) ⇒ µ(b) =
∏

a∈A a.
Como b ∈ (

∏
R) ⊗R A, então é da forma

b =
m∑

i=1

∏
a

ba
i ⊗ ai,

onde cada ba
i ∈ R e ai ∈ A. Pela definição do mapa natural,

∏
a∈A

a = µ(b) =
m∑

i=1

∏
a

ba
i ai =

∏
a

m∑
i=1

ba
i ai.

Da descrição acima, para qualquer a ∈ A, pode-se escrever que a =
∑m

i=1 ba
i ai, ou seja,

A é módulo gerado por {ai}
m
i=1 e está provado o resultado.

Seja agora n ≥ 1 qualquer e admita o resultado válido para n − 1. Como procedido
antes, mostra-se que A é finitamente gerado. Tome sequência exata curta de R-módulos
0→ K→ F→ A→ 0, onde F é módulo livre finitamente gerado, a qual pode ser tomada
lema (3.1.0.5). Desse modo, constrói-se o diagrama comutativo

· · ·TorR
n (
∏

R,F) TorR
n (
∏

R,A) TorR
n−1(
∏

R,K) TorR
n−1(
∏

R,F) TorR
n−1(
∏

R,A)

· · ·
∏

TorR
n (R,F)

∏
TorR

n (R,A)
∏

TorR
n−1(R,K)

∏
TorR

n−1(R,F)
∏

TorR
n−1(R,A)

≃ sn ≃ ≃ ,

onde sn denota o epimorfismo da hipótese.
Pelo lema 2.2.2.17, TorR

k (
∏

R,K) →
∏

TorR
k (R,K) é um isomorfismo se k < n − 1 e

epimorfismo se k = n − 1. Portanto, da hipótese de indução aplicada neste módulo K,
ele é de tipo (FP)n−1. Com isso, A é de tipo (FP)n.

A segunda afirmação de (iii) pode ser usada para mostrar que A é de tipo (FP)n

e repetimos o raciocı́nio indutivo. Se n = 0, tome o sistema direto {A/A′}, onde A′

percorre todos os submódulos de A que sejam finitamente gerados. Com isso,

lim
→

A/A′ = 0⇒ lim
→

HomR(A,A/A′) = 0.

Em particular, é 0 quando se usa a projeção canônica π : A → A/A′. Ou seja, o
mapa é identicamente nulo para algum A′. Com isso, A ≃ Im(π) = A′ e A é finitamente
gerado.

Admita agora que n ≥ 1. Pelo que se provou, A é finitamente gerado. Tome
sequência exata curta de R-módulos 0 → K → F → A → 0, onde F é módulo livre
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finitamente gerado e suponha que M∗ seja um sistema direto de R-módulos para o qual
o limite direto seja 0. Com isso,

lim
→

Extk
R(K,M∗) = 0,∀ k ≤ n − 1.

Usando a hipótese de indução neste módulo K, tem-se que ele é de tipo (FP)n−1 e,
assim, A é de tipo (FP)n. □

Uma das etapas da demonstração acima é generalizada na

Proposição 3.1.0.7. Seja 0 → A′ → A → A′′ → 0 uma sequência exata curta de R-
módulos. Vale que

a) A′ de tipo (FP)n−1 e A de tipo (FP)n ⇒ A′′ de tipo (FP)n.
b) A′,A′′ de tipo (FP)n ⇒ A de tipo (FP)n.
c) A de tipo (FP)n−1 e A′′ de tipo (FP)n ⇒ A′ de tipo (FP)n−1.

Demonstração. Considerando as equivalências do teorema 3.1.0.6, pode-se caracterizar
os módulos acima por (iii). Aplicam-se os funtores Tor ou Ext para formar sequências
exatas longas. □

Proposição 3.1.0.8. Seja A um R-módulo de tipo (FP)n e considere que Pn−1,Pn−2, . . . ,P0

sejam os primeiros n termos de uma resolução projetiva de A. Se todos eles forem
finitamente gerados, então o kernel do mapa dn−1 : Pn−1 → Pn−2 é finitamente gerado.

Demonstração. Se n = 0, tome sequência exata curta 0 → K0 → P0 → A → 0, onde P0

é R-módulo projetivo e finitamente gerado. Se A é finitamente apresentável, isto é, de
tipo (FP)1, pode-se formar sequência exata curta 0 → K → F → A → 0 tal que F seja
R-módulo livre e F,K sejam finitamente gerados. Por c) da proposição 3.1.0.7, tem-se
que K0 é de tipo (FP)0. Construa, então, sequência exata curta 0→ K1 → P1 → K0 → 0,
com P1 projetivo e finitamente gerado. Se A for de tipo (FP)2, ocorre que K0 é (FP)1 e,
portanto, K1 é de tipo (FP)0. Este raciocı́nio pode ser repetido para A de tipo (FP)n. □

3.2 Grupos de tipo (FP)n

Continuemos com o estudo de ([3]).

Definição 3.2.0.1. Um grupo G é de tipo (FP)n sobre R se o ZG-módulo trivial R for de
tipo (FP)n como um RG-módulo.

Lema 3.2.0.2. Se G é de tipo (FP)n sobre Z, então o é sobre qualquer anel R.

Lema 3.2.0.3. Qualquer grupo é de tipo (FP)0 sobre R.

Demonstração. Ocorre porque R é finitamente gerado como RG-módulo. □

O termo abaixo será usado na demonstração que o segue.

Definição 3.2.0.4. O ideal de aumento de um grupo G, denotado por Aug(G), é o kernel
do epimorfismo RG→ R.

Proposição 3.2.0.5. Um grupo G é de tipo (FP)1 sobre R se, e somente se, G é finitamente
gerado.
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Demonstração. Suponha G finitamente gerado e considere o ideal de aumento de G, IG.
Este é finitamente gerado como umZG-módulo à esquerda e, portanto, existe resolução
livre · · · → ⊕geradoresZG→ ZG→ Z. Ou seja, G é de tipo (FP)1 sobre qualquer anel.

Admita agora que G seja de tipo (FP)1 sobre R. Considere o epimorfismo RG → R
e defina H := ker(RG → R). Como RG-módulo, este é finitamente gerado por um
conjunto de elementos (1 − xi), xi ∈ G. Isto é, pode ser escrito da forma

H =
n∑

i=1

RG(1 − xi).

Sejam S := ⟨{xi}⟩ e γ := ker(RS→ R). De maneira semelhante ao feito para H, ocorre
que

γ =
n∑

i=1

RS(1 − xi).

Dessas duas expressões, H = RGγ. Tome a sequência exata curta

0→ γ→ RS→ R→ 0.

Aplicando o funtor exato RG⊗RS, tem-se que

0→ RG ⊗RS γ→ RG ⊗RS RS→ RG ⊗RS R→ 0.

Vale que RG = ⊕t∈τtRS, em que τ denota uma transversal de S em G. Assim, RG é
um RS-módulo livre à direita, com RG⊗RS funtor exato. Analisando os três módulos
nesta sequência, ocorre que

RG ⊗RS R ≃ R[G/S],

pois se considera o mapa x ⊗ r 7→ r · xs.

RG ⊗RS γ ≃ RGγ = H,

pelo mapa x ⊗ (s − 1) 7→ x · (s − 1).

RG ⊗RS RS ≃ RG,

com x ⊗ y 7→ xy. Desse modo, a sequência exata curta acima pode ser reescrita por

0→ H i
−→ RG π

−→ R[G/S]→ 0,

onde i denota a inclusão e π(rg) = r(gS).
Em particular, se x ∈ G é qualquer, ocorre que x − 1G ∈ H = ker(π). Mas,

x − 1G ∈ ker(π)⇔ π(x) − π(1G) = 0⇔ xS − S = 0⇔ xS = S⇔ x ∈ S.

Da arbitrariedade de x, tem-se que G = S, o qual, por construção, satisfaz ser
finitamente gerado. □

Definição 3.2.0.6. Seja R um anel. Um grupo G é quase finitamente apresentável se
houver sequência exata curta de grupos 0 → K → F → G → 0, onde F é finitamente
gerado e R ⊗ K/[K,K] é finitamente gerado como RG-módulo.

Tem-se que F age sobre K por conjugação. Isso induz ação trivial de F sobre o
quociente K/[K,K]. Esta induz ação de G ≃ F/K sobre K/[K,K].
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Lema 3.2.0.7. Um grupo G finitamente apresentável é quase finitamente apresentável.

Demonstração. Seja G = F/K finitamente apresentável, com F um grupo livre de base
livre X.

Por G ser finitamente apresentável, existe S ⊆ K que é finito e tal que K = ⟨S⟩F :=
⟨SF
⟩ = ⟨FS

⟩. O quociente de K pelo comutador dele, K/[K,K], possui uma operação
aditiva induzida pela operação de grupo em K e, assim, é um grupo abeliano.

O grupo F age à esquerda sobre K/[K,K] por conjugação, isto é, dado k[K,K] ∈
K/[K,K], tem-se que f k[K,K] := f k f −1[K,K].

Devido a isso, K/[K,K] éZF-módulo à esquerda. Pela definição de G, K/[K,K] possui
estrutura de ZG-módulo à esquerda.

Tem-se que K/[K,K] = ⟨ f s[K,K] | f ∈ F, s ∈ S⟩, cujos elementos foram obtidos de
s[K,K] usando a ação de f ∈ F à esquerda. Desse modo, ⟨s[K,K] | s ∈ S⟩ gera K/[K,K]
como ZF-módulo e, então, como ZG-módulo. Por S ser finito, K/[K,K] é finitamente
gerado como ZF-módulo e ZG-módulo. Com isso, dado R anel qualquer, R ⊗ K/[K,K]
é finitamente gerado como RG-módulo. □

Proposição 3.2.0.8. Um grupo G é de tipo (FP)2 sobre um anel R se, e somente se, é
quase finitamente apresentável sobre R.

Portanto, finitamente apresentável é uma classe na classe (FP)2. A inclusão é estrita
pois há grupos de tipo (FP)2 que não são finitamente apresentáveis ([2]).

O próximo enunciado se baseia no que foi feito no teorema 3.1.0.6.

Proposição 3.2.0.9. Um grupo G é de tipo (FP)n sobre R se, e somente se, G é finitamente
gerado e Hk(G,

∏
RG) = 0,∀ 1 ≤ k < n.

Apresenta-se agora uma versão da proposição 3.1.0.7 para grupos ([9]).

Proposição 3.2.0.10. Seja 1 → A → B → C → 1 sequência exata curta de grupos e n
inteiro não negativo.

a) Se A é de tipo (FP)n e B é de tipo (FP)n+1, então C é de tipo (FP)n+1.
b) Se A,C são de tipo (FP)n, então B é de tipo (FP)n.

Demonstração. a) Se n = 0, por hipótese, A é de tipo (FP)0 e B é de tipo (FP)1. Pela
proposição 3.2.0.5, B é finitamente gerado. Da exatidão da sequência, C ≃ B/A e, então,
C é finitamente gerado. Aplicando de novo o resultado, C é de tipo (FP)1.

Seja agora n ≥ 1. Como B é de tipo (FP)n+1, então é de tipo (FP)1 e, portanto, da
proposição 3.2.0.5, é finitamente gerado. Pelo primeiro caso, C é finitamente gerado.
Da proposição 3.2.0.9, se mostrado que Hk(C,

∏
α(ZC)α) = 0,∀ 1 ≤ k ≤ n, tem-se o

resultado.
Pela convergência da sequência LHS, tem-se convergência da sequência espectral

E2
p,q = Hp(C,Hq(A,

∏
α

(ZB)α))⇒p Hp+q(B,
∏
α

(ZB)α).

Por A ser de tipo (FP)n, ocorre a comutatividade do funtor Tor com o produto direto
(como estabelecido no teorema 3.1.0.6 para módulos). Se I é conjunto enumerável de
ı́ndices, tem-se que

Hq(A,
∏
α∈I

(ZB)α) ≃
∏
α∈I

Hq(A, (ZB)α), 0 ≤ q ≤ n − 1.
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De A ser subgrupo de B, então ZB é ZA-módulo livre. Pela proposição 3.0.0.2,
Hq(A, (ZB)α) = 0, q ≥ 1.

Ocorre, para qualquer α ∈ I, que

H0(A, (ZB)α) = Z ⊗ZA (ZB)α = Z ⊗ZA ZB ≃ Z(B/A) ≃ ZC.

Com isso,

E2
p,q ≃

{
0, se 1 ≤ q ≤ n − 1,n ≥ 2

Hp(C,
∏

α∈I(ZC)α), se q = 0 . (7)

Fixe p + q = s, onde s ∈ {1, 2, . . . ,n}. Com isso e das duas igualdades acima,

E2
p,q = 0, se 1 ≤ q ≤ n − 1,n ≥ 2,

E2
s,0 ≃ Hs(C,

∏
α∈I

(ZC)α),

E2
0,n = Z ⊗ZC Hn(A,

∏
α∈I

(ZB)α).

Então,

E2
p,q = 0, com p + q = s e p , 0, s, onde s ∈ {1, 2, . . . ,n} ⇒ E∞p,q = 0,

pois E∞p,q é um subquociente de E2
p,q.

Consideremos agora os dois diferenciais

Ei
s+i,1−i

di
s+i,1−i
−−−−→ Ei

s,0

di
s,0
−−→ Ei

s−i,i−1.

Se i ≥ 2, vale que 1− i < 0 e, se i > n, então s− i < 0. Portanto, Ei
s+1,1−i = 0 e Ei

s−i,i−1 = 0.
Quando n ≥ 2 e 2 ≤ i ≤ n, então 1 ≤ i − 1 ≤ n − 1 e tem-se, por (7), que E2

s−i,i−1 = 0.
Desse modo, reescreve-se

0
di

s+i,1−i
−−−−→ Ei

s,0

di
s,0
−−→ 0, i ≥ 2.

Segue que
Ei+1

s,0 = ker(di
s,0)/Im(di

s+i,1−i) = Ei
s,0/{0} ≃ Ei

s,0, i ≥ 2.

Da identificação de E2
s,0 feita antes, tem-se que

E∞s,0 ≃ Hs(C,
∏
α∈I

(ZC)α).

Dado s, da convergência acima, existe filtração limitada de Hs := Hs(B,
∏

α∈I(ZB)α)
dada por

0 = Fr(s)Hs ⊆ Fr(s)+1Hs ⊆ · · · ⊆ Ft(s)−1Hs ⊆ Ft(s)Hs = Hs,

com r(s), t(s) ∈ Z.
Desse modo,

E∞p,q ≃ FpHs/Fp−1Hs, p, q ∈ Z, p + q = s.

Por B ser de tipo (FP)n+1, pela proposição 3.2.0.9, Hk(B,
∏

α∈I(ZB)α) = 0,∀ 1 ≤ k ≤ n.
Como E∞s,0 é subquociente de Hs = Hs(B,

∏
α∈I(ZB)α), então E∞s,0 = 0, onde s ∈

{1, 2, . . . ,n}.
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Comparando os dois valores do objeto, segue que Hs(C,
∏

α∈I(ZC)α) = 0,∀ 1 ≤ s ≤ n
e tem-se o resultado.

b) Se n = 0, não há o que provar, porque qualquer grupo é de tipo (FP)0.
Seja n = 1. Então, da proposição 3.2.0.5, A,C são finitamente gerados. Da exatidão

da sequência, C ≃ B/A e, assim, B é finitamente gerado, o que, pela mesma proposição,
mostra que B é de tipo (FP)1.

Considere agora n ≥ 2. De A,C serem de tipo (FP)n, em particular são de tipo (FP)1.
Do que foi provado, B é finitamente gerado. Usando a proposição 3.2.0.9, se I é conjunto
enumerável de ı́ndices, mostremos que Hk(B,

∏
α∈I(ZB)α) = 0,∀ 1 ≤ k ≤ n − 1.

Por A ser de tipo (FP)n, tem-se as mesmas etapas do primeiro item, até (7).
Como C é de tipo (FP)n, da proposição 3.2.0.9,

Hp(C,
∏
α∈I

(ZC)α) = 0,∀ 1 ≤ p ≤ n − 1.

Sejam p, q fixados tais que p + q = s, s ∈ {1, 2, . . . ,n − 1}. Desse modo,

E2
p,q = 0, 1 ≤ q ≤ n − 1

E2
s,0 ≃ Hs(C,

∏
α∈I

(ZC)α) = 0,∀ 1 ≤ s ≤ n − 1.

Dessas duas identidades, se p + q = s,

E2
p,q = 0⇒ E∞p,q = 0,

pois E∞p,q é subquociente de E2
p,q.

Usando uma filtração de Hs(B,
∏

α∈I(ZB)α), então Hs(B,
∏

α∈I(ZB)α) = 0,∀ 1 ≤ s ≤
n − 1, o que termina a demonstração. □

Proposição 3.2.0.11. Seja 1→ N → G→ Q→ 1 sequência exata curta de grupos. Se N
for de tipo (FP)∞ sobre R, ocorre que G é (FP)n se, e somente se, Q o é.

Demonstração. Utiliza-se a sequência espectral de Lyndon–Hochschild–Serre (LHS)
que, sob a hipótese de N, colapsa, originando um isomorfismo entre os k-ésimos
grupos de homologia de Q e G. □

4 O produto fibra e sua apresentação finita

Tendo base na teoria anterior de homologia e grupos de tipo (FP)n, o ponto de
interesse central da pesquisa será abordado neste momento, com a conjectura exposta
em ([7]). O objeto sobre a qual esta se debruça é o produto fibra, o qual é pertinente
neste estudo por ser um subgrupo do produto direto de grupos.

Definição 4.0.0.1. Dados f1 : G1 → Q, f2 : G2 → Q epimorfismos de grupos, o produto
fibra de f1, f2 é

P := {(g, h) ∈ G1 × G2 | f1(g) = f2(h)}.

Conjectura 4.0.0.2 (Versão homológica da conjectura n− (n+ 1)− (n+ 2)). Sejam dadas

1 → N1 → G1
f1
−→ Q → 1 e 1 → N2 → G2

f2
−→ Q → 1 duas sequências exatas curtas

de grupos, com Q de tipo (FP)n+2, G1 e G2 de tipo (FP)n+1 e N1 de tipo (FP)n. Então, o
produto fibra de f1, f2 é de tipo (FP)n+1.
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O enunciado que a baseou, em ([8]), trata da classificação homotópica Fn. Uma das
caracterizações é que um grupo G possui tipo homotópico Fn,n ≥ 2, se, e somente se, é
finitamente apresentável e de tipo (FP)n.

Conjectura 4.0.0.3. Sejam 1 → N1 → Γ1
π1
−→ Q → 1 e 1 → N2 → Γ2

π2
−→ Q → 1 duas

sequências exatas curtas de grupos e

P := {(γ1, γ2) | π1(γ1) = π2(γ2)}

o produto fibra associado a elas. Se N é de tipo Fn, Γ1,Γ2 são de tipo Fn+1 e Q é de tipo
Fn+2, então P é de tipo Fn+1.

A ”versão assimétrica do teorema 1-2-3”, que foi exibida em ([4]), é o caso n = 1 da
conjectura homotópica.

Teorema 4.0.0.4 (Teorema 1-2-3 assimétrico). Sejam f1 : G1 → Q, f2 : G2 → Q dois
homomorfismos sobrejetores de grupos. Suponha que G1,G2 sejam finitamente apre-
sentáveis, que Q seja de tipo F3 e pelo menos um entre ker( f1), ker( f2) seja finitamente
gerado. Então, o produto fibra de f1, f2 é finitamente apresentável.

O nome ”1−2−3” se fundamenta na escolha dos grupos em serem F1 (equivalente a
finitamente gerado), F2 (por ser finitamente apresentável) e F3 (como suposto explicita-
mente) e a designação assimétrico ocorre porque existe a versão onde G1 = G2 e f1 = f2,
que pode ser vista em ([1]). Em ([4]), há uma classificação que será usada como critério
de finitamente apresentável.

Definição 4.0.0.5. Considere S ⊂ G1×· · ·×Gn subgrupo de um produto direto de grupos.
S diz-se virtualmente sobrejetor em pares (VSP) se

[Gi × G j : pi j(S)] < ∞,

onde pi j : S→ Gi × G j denota a projeção canônica, quando i , j.

O conceito acima é aplicável a qualquer subgrupo S, mas, quando cada Gi é finita-
mente apresentável, ele se torna útil para o escopo desta pesquisa.

Teorema 4.0.0.6. ([4]) Seja S ⊂ G1 × · · · × Gn um subgrupo de um produto direto de
grupos Gi que são finitamente apresentáveis. Se S for virtualmente sobrejetor em pares
(VSP), então S é finitamente apresentável.

Ser finitamente apresentável é uma propriedade homotópica e a demonstração deste
resultado emprega métodos geométricos não abordados no projeto.

Não ocorre a recı́proca, isto é, existem subgrupos finitamente apresentáveis de pro-
dutos diretos de grupos finitamente apresentáveis, mas que não satisfazem a definição
de VSP. Uma forma de vê-lo é considerar G finitamente gerado, livre de torção e nilpo-
tente, mas não cı́clico. Definindo ϕ : G × G→ Z um homomorfismo tal que

ϕ(G × {1}) , {0},

ϕ({1} × G) , {0},

pode-se tomar S := ker(ϕ). G×G é nilpotente e finitamente gerado. Então, S é nilpotente
e finitamente gerado e, portanto, finitamente apresentável.

Voltemos a atenção agora a uma classe de grupos que têm um papel relevante e foi
explorada em ([4]).
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Definição 4.0.0.7. Um grupo G é residualmente livre se, para cada g ∈ G \ e, existir
homomorfismo de grupos ϕg : G→ Fg tal que ϕ(g) , 1Fg , onde Fg é um grupo livre.

Teorema 4.0.0.8. Um grupo G é residualmente livre se, e somente se, G ≃ H, com H
subgrupo de um produto direto irrestrito9 de grupos livres.

Demonstração. Considere o conjunto {φ : G→ F | F é livre e φ é homomorfismo de grupos}.
Tem-se que o mapa θ :=

∏
φ : G→

∏
F é tal que

ker(θ) = ∩φker(φ).

Desse modo,
θ é injetor⇔ ker(θ) = eG ⇔ ∩ker(φ) = eG,

o que ocorre se, e somente se, dado qualquer g ∈ G\eG, existe um desses homomorfismos
para o qual g < ker(φ).

Ou seja, θ é injetor se, e somente se, G é residualmente livre. Pelo teorema do
isomorfismo, portanto, tem-se o resultado. □

Exemplo 4.0.0.9. Os grupos abelianos Zn são residualmente livres.

Definição 4.0.0.10. Um grupo G é completamente residualmente livre se, para cada
A ⊂ G finito, existir grupo livre FA e um homomorfismo de grupos ϕA : G→ FA tal que
ϕ|A seja injetor.

Seja G completamente residualmente livre e considere g ∈ G elemento qualquer.
Tomando A := {g, e}, tem-se que existe ϕA : G → FA tal que ϕA(g) , ϕA(e) = eFA e,
portanto, G é residualmente livre.

Definição 4.0.0.11. Um grupo G é um grupo limite se for finitamente gerado e comple-
tamente residualmente livre.

A designação acima foi cunhada em um contexto geométrico em estudos passados
e se provou que grupos finitamente gerados e completamente residualmente livres são
finitamente apresentáveis ([6]).

Definição 4.0.0.12. Um subgrupo de um produto direto de grupos é chamado de
produto subdireto se a projeção sobre cada fator for sobrejetora.

Exemplo 4.0.0.13. Considerando a sequência exata curta

1→ ker(π)→ G π
−→ Q→ 1,

onde π é a projeção canônica, tem-se o produto fibra

P = {(g, h) ∈ G × G | π(g) = π(h)}.

Por esta definição, a diagonal ∆ := {(g, g) ∈ G × G} está em P. Com isso, se
p1 : G×G→ G, p1((g, h)) = g e p2 : G×G→ G, p2((g, h)) = h são as projeções com respeito
ao primeiro e ao segundo fator, respectivamente, então G = pi(∆) ⊆ pi(P), i = 1, 2, e,
assim, vale a definição de produto subdireto.

A conjectura indicada no inı́cio desta seção será mais explorada em uma subseção
própria.

9Designa o produto direto de uma famı́lia potencialmente infinita de grupos.
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4.1 A versão homológica da conjectura n − (n + 1) − (n + 2)

Este resultado foi enunciado em ([7]), consistindo em uma versão homológica e com
abordagens técnicas puramente homológicas para o que foi sugerido e demonstrado
em ([8]).

Validou-se a conjectura n − (n + 1) − (n + 2) nas circunstâncias ([7]):

(i) Se a segunda sequência cindir.

(ii) Se provado para quando G2 for livre e finitamente gerado, então vale no enunciado
original.

Tais constatações seguiram do

Teorema 4.1.0.1. Seja n ∈N e considere as sequências exatas curtas

1→ A→ B→ C→ 1

e
1→ A→ B0 → C0 → 1,

onde A é de tipo (FP)n, C,B0 são de tipo (FP)n+1 e θ : B0 → B é homomorfismo de grupos
com θ|A = idA. Nessas condições, B é de tipo (FP)n+1.

A demonstração deste teorema usará como auxiliar o próximo, o qual, por sua vez,
fará uso recorrente do teorema 3.1.0.6, que é reescrito abaixo de maneira ligeiramente
diferente.

Lema 4.1.0.2. Seja R anel associativo com identidade e n natural. São equivalentes para
um R-módulo A:

(i) A é de tipo (FP)n.

(ii) O produto direto de cópias de R é tal que TorR
k (
∏

R,A) = 0,∀ 1 ≤ k ≤ n − 1 e A é
finitamente apresentável como R-módulo.

(iii) O funtor TorR
k (·,A), 0 ≤ k ≤ n − 1, comuta com o produto direto

∏
R.

Teorema 4.1.0.3. Seja I um conjunto de ı́ndices, n ∈N, 1→ A→ B→ C→ 1 sequência
exata curta de grupos, onde A é de tipo (FP)n e B é de tipo (FP)n+1. Se M é umZB-módulo
livre, considere a sequência espectral LHS dada por

E2
p,q = Hp(C,Hq(A,

∏
α∈I

Mα))

convergindo para Hp+q(B,
∏

α∈I Mα), com cada fator Mα =M. Sob estas condições,

En+1
n+1,0 = E2

n+1,0 = Hn+1(C,H0(A,
∏
α∈I

Mα)), En+1
0,n = E2

0,n = H0(C,Hn(A,
∏
α∈I

Mα)),

e o diferencial

dn+1
n+1,0 : Hn+1(C,H0(A,

∏
α∈I

Mα))→ H0(C,Hn(A,
∏
α∈I

Mα))

é sobrejetor.
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Demonstração. Se n = 1, tem-se que d2
2,0 : E2

2,0 → E2
0,1. Como B é de tipo (FP)2, ocorre

que, para qualquer produto direto de M,

TorZB
1 (
∏

Mα,Z) = 0.

Desse modo,
H1(B,

∏
Mα) =

∏
H1(B,Mα) = 0.

Pela convergência da sequência LHS, E∞0,1 = 0.
Se r ≥ 2, todos os diferenciais são 0 e, portanto,

0 = E∞0,1 = E3
0,1 = E2

0,1/Im(d2
2,0).

Com isso, estes dois objetos no quociente coincidem, isto é, d2
2,0 é sobrejetor.

Seja agora n ≥ 2. Pelo item a) da proposição 3.2.0.10, A de tipo (FP)n e B de tipo
(FP)n+1 produzem C de tipo (FP)n+1.

Como A é de tipo (FP)n, o funtor TorZA
k (·,Z) comuta com o produto direto arbitrário

para 0 ≤ k ≤ n − 1. Assim,

Hq(A,
∏
α∈I

Mα) =
∏
α∈I

Hq(A,Mα),∀ 0 ≤ q ≤ n − 1.

Como se tem Mα =M um módulo livre sobre ZB, então Hq(A,Mα) = 0,∀ q ≥ 1 e

M ≃
⊕
β∈J

(ZB)β, J conjunto de ı́ndice e (ZB)β = ZB.

Da comutatividade da soma direta com o produto tensorial,

H0(A,Mα) ≃ Z ⊗ZA

⊕
β∈J

(ZB)β

 ≃⊕
β∈J

(Z(B/A))β ≃
⊕
β∈J

(ZC)β := M̃, (ZC)β = ZC.

Pela definição de E2
p,q, ocorre que

E2
p,q =

{
0, 1 ≤ q ≤ n − 1

Hp(C,
∏

α∈I M̃α), q = 0, M̃α = M̃ .

Como C é de tipo (FP)n+1, pode-se usar a mesma propriedade acima para se ter o
isomorfismo

Hp(C,
∏
α∈I

M̃α) ≃
∏
α∈I

Hp(C, M̃α),∀ 0 ≤ p ≤ n.

De M̃ ser módulo livre sobre ZC, tem-se que

Hp(C, M̃α) = 0,∀ p ≥ 1.

Das duas últimas expressões,

Hp(C,
∏
α∈I

M̃α) = 0,∀ 1 ≤ p ≤ n.
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Escrevendo o objeto da sequência espectral,

E2
p,q = 0, 1 ≤ q ≤ n − 1 ou q = 0, 1 ≤ p ≤ n. (8)

Procedamos com atenção aos diferenciais

Ei
i,n+1−i

di
i,n+1−i
−−−−→ Ei

0,n

di
0,n
−−→ Ei

−i,n+i−1 = 0,

onde este último termo é nulo porque −i < 0. Da definição dos Er
p,q,

Ei+1
0,n =

ker(di
0,n)

Im(di
i,n+1−i)

=
Ei

0,n

Im(di
i,n+1−i)

.

Usando (8),
E2

i,n+1−i = 0,∀ 2 ≤ i ≤ n.

Tem-se que n + 1 − i < 0 ⇔ i ≥ n + 2. Assim, E2
i,n+1−i = 0,∀ i ≥ n + 2. Pelo que se

mostrou, portanto,

Ei
i,n+1−i = 0,∀ i ≥ 2, i , n + 1⇒ Im(di

i,n+1−i) = 0,∀ i ≥ 2, i , n + 1.

Desta imagem na expressão de Ei+1
0,n , tem-se que

Ei+1
0,n = Ei

0,n/{0} = Ei
0,n,∀ i ≥ 2, i , n + 1.

Ou seja,
E2

0,n = E3
0,n = · · · = En

0,n = En+1
0,n

En+2
0,n = En+3

0,n = · · · = E∞0,n.

Com isso, dn+1
n+1 : En+1

n+1,0 → En+1
0,n tem, como contradomı́nio, o objeto

E2
0,n = H0(C,Hn(A,

∏
α∈I

Mα)). (9)

Está provada a primeira parte do enunciado do teorema.
Fixando (p, q) = (n + 1, 0), consideremos r = n + 1 e mostremos que En+1

n+1,0 = E2
n+1,0.

Considere os diferenciais

Ei
n+1+i,1−i

di
n+1+i,1−i
−−−−−→ Ei

n+1,0

di
n+1,0
−−−→ Ei

n+1−i,i−1.

Se i ≥ 2, então 1− i < 0 e, assim, Ei
n+1+i,1−i = 0, com Im(di

n+1+i,1−i) = 0. Da definição de
Ei+1

n+1,0,

Ei+1
n+1,0 =

ker(di
n+1,0)

Im(dn+1+i,1−i)
= ker(di

n+1,0).

Por (8), segue que ker(di
n+1,0) = Ei

n+1,0,∀ 2 ≤ i ≤ n. Da igualdade acima, portanto,

E2
n+1,0 = E3

n+1,0 = · · · = En
n+1,0 = En+1

n+1,0.
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Em particular,

En+1
n+1,0 = E2

n+1,0 = Hn+1

C,H0(A,
∏
α∈I

Mα)

 .
Considere agora a notação Hn := Hn(B,

∏
α∈I Mα) e a filtração

0 = F−1Hn ⊆ F0Hn ⊆ · · · ⊆ Fn−1Hn ⊆ FnHn = Hn,

para a qual
E∞p,q ≃ FpHn/Fp−1Hn, p + q = n.

De (8),
E2

p,q = 0, p + q = n, p , 0.

Com isso,
E∞p,q = 0, p + q = n, p , 0.

Voltando à filtração, vale que

0 = F−1Hn ⊆ F0Hn = · · · = Fn−1Hn = FnHn = Hn.

Então,
E∞0,n ≃ F0Hn/F−1Hn = Hn. (10)

Das hipóteses do enunciado, usou-se o fato da sequência ser exata curta, e os tipos
homológicos de A e C. Utilizando que B é de tipo (FP)n+1, ocorre, pelo lema 4.1.0.2, que

Hn(B,
∏
α∈I

Mα) ≃
∏
α∈I

Hn(B,Mα) =
∏
α∈I

0 = 0,

onde a penúltima igualdade ocorre por Mα =M é módulo livre sobreZB. Desse modo,

En+2
0,n = En+3

0,n = · · · = E∞0,n = Hn = 0.

Considere os diferenciais

En+1
n+1,0

dn+1
n+1,0
−−−→ En+1

0,n

dn+1
0,n
−−→ En+1

−n−1,2n = 0,

pois −n − 1 < 0. Por definição,

0 = En+2
0,n =

ker(dn+1
0,n )

Im(dn+1
n+1,0)

=
En+1

0,n

Im(dn+1
n+1,0)

⇒ Im(dn+1
n+1,0) = En+1

0,n .

O mapa é, assim, sobrejetor e se provou a segunda parte do teorema. □

Fora este teorema, utilizaremos, ao final da demonstração do teorema 4.1.0.1, a

Proposição 4.1.0.4. Seja B um grupo e A ◁ B, tal que A seja de tipo (FP)n e B/A seja de
tipo (FP)n+1. Ocorre que B é de tipo (FP)n+1 se, e somente se, para qualquer produto
direto, o mapa

dn+1
n+1,0 : Hn+1(C,H0(A,

∏
(ZB))→ H0(C,Hn(A,

∏
(ZB))

for sobrejetor, onde dn+1
n+1,0 é o diferencial da sequência espectral apresentada no último

enunciado, com Mα = ZB.
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Demonstração. Assumindo que B é de tipo (FP)n+1, está provado o resultado, pelo
teorema 4.1.0.3. Desse modo, seja dn+1

n+1,0 sobrejetor.
Pelo lema 4.1.0.2, de B ser de tipo (FP)n+1, então TorZB

k (
∏
ZB,Z) = 0,∀ 1 ≤ k ≤ n−1.

Por (10),
E∞0,n = Hn(B,

∏
Mα).

Dessas duas propriedades, B é de tipo (FP)n+1 se, e somente se, E∞0,n = 0. Como
En+2

0,n = E∞0,n, tem-se que B é de tipo (FP)n+1 se, e somente se, En+2
0,n = 0. Para ver que esta

igualdade equivale à sobrejetividade do mapa dn+1
n+1,0, considere dn+1

0,n : En+1
0,n → En+1

−n−1,2n,
que é identicamente nulo pela contradomı́nio ser 0 (−n − 1 < 0). Desse modo,

En+2
0,n = ker(dn+1

0,n )/Im(dn+1
n+1,0) = En+1

0,n /Im(dn+1
n+1,0).

Este é o grupo trivial se, e somente se, Im(dn+1
n+1,0) = En+1

0,n ⇔ dn+1
n+1,0 : En+1

n+1,0 → En+1
0,n for

sobrejetor. □

Provemos agora o teorema 4.1.0.1.

Demonstração. (do teorema 4.1.0.1) Tome a sequência espectral LHS dada para a sequência
exata curta 1→ A→ B0 → C0 → 1 e para o ZB0-módulo ZB, com ação por θ.

E2
p,q := Hp(C0,Hq(A,ZB))⇒ Hp+q(B0,ZB).

Como ZB é livre sobre ZA, tem-se que

Hq(A,ZB) = 0,∀ q ≥ 1.

Vale, ainda, que

H0(A,ZB) ≃ Z ⊗ZA ZB ≃ Z(B/A) ≃ ZC. (11)

Tomando as duas últimas expressões com q = 0, pode-se escrever que os objetos da
sequência espectral tomada são

E2
p,q =

{
0, q ≥ 1.

Hp(C0,ZC), q = 0 .

Com isso, a sequência colapsa, com

E∞n,0 = E2
n,0 = Hn(C0,ZC),∀ n ≥ 0.

Por convergir, usando a notação Hn := Hn(B0,ZB), existe uma filtração

0 = F−1Hn ⊆ F0Hn ⊆ · · · ⊆ Fn−1Hn ⊆ FnHn = Hn,

tal que
E∞p,q ≃ FnHn/Fn−1Hn, p + q = n.

Com isso, todas as inclusões - a menos de Fn−1Hn ⊆ FnHn - são garantidas como
igualdades. Segue que

Hn(C0,ZC) = E∞n,0 ≃ FpHn/Fp−1Hn = Hn/0 ≃ Hn = Hn(B0,ZB).
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Desse modo, existe isomorfismo φ : Hn(B0,ZB) → Hn(C0,ZC),n ≥ 0. Este é indu-
zido pelos mapas {

π0 : B0 → C0

π∗ : ZB→ ZC .

Tome a sequência espectral referente à sequência exata curta 1→ A→ B0 → C0 → 1,
com ZB um ZB0-módulo por θ.

ϵ2
p,q := Hp(C0,Hq(A,

∏
(ZB)α))⇒ Hp+q(B0,

∏
(ZB)α),

onde o produtório possui cópias de ZB.
Por A ser de tipo (FP)n, utilizando o lema 4.1.0.2, vale que

Hq(A,
∏

(ZB)α)) =
∏

Hq(A, (ZB)α),∀ 0 ≤ q ≤ n − 1.

DeZB ser módulo livre sobreZA, ocorre que a homologia Hq(A, (ZB)α) = 0,∀ q ≥ 1.
Desse modo,

ϵ2
p,q = 0,∀ 1 ≤ q ≤ n − 1⇒ ϵ∞p,q = 0,∀ 1 ≤ q ≤ n − 1. (12)

De A,B0 serem de tipo (FP)n, (FP)n+1, respectivamente, tem-se que C0 é de tipo
(FP)n+1. Ocorre que

ϵ2
n,0 = Hn(C0,H0(A,

∏
(ZB)α)) ≃︸︷︷︸

A é finitamente gerado.

Hn(C0,
∏

H0(A, (ZB)α)) ≃︸︷︷︸
C0 é de tipo (FP)n+1.∏

Hn(C0,H0(A, (ZB)α)) ≃︸︷︷︸
de (11).

∏
Hn(C0, (ZC)α).

Considere agora os diferenciais

ϵi
n+i,1−i︸︷︷︸
=0, 1−i<0.

δi
n+1,1−i
−−−−→ ϵi

n,0

δi
n,0
−−→ ϵi

n−i,i−1︸︷︷︸
=0, 2≤i≤n de (12); =0, i>n.

.

Com essas identificações dos objetos, tem-se que

ϵi+1
n,0 = ker(δi

n,0)/Im(δi
n+i,1−i) ≃ ker(δi

n,0) = ϵi
n,0, i ≥ 2.

Segue que
ϵ∞n,0 = ϵ

2
n,0 ≃ Hn(C0,

∏
(ZC)).

Usando a convergência da sequência espectral e a notação Hn := Hn(B0,
∏

(ZB)),
existe uma filtração

0 = G−1Hn ⊆ G0Hn ⊆ · · · ⊆ Gn−1Hn ⊆ GnHn = Hn,

de modo que
ϵ∞p,q ≃ GpHn/Gp−1Hn, p + q = n.

De (12), se 1 ≤ q ≤ n − 1,

0 = ϵ∞p,q ⇒ GpHn = Gp−1Hn, p + q = n.
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Na filtração, portanto, há igualdade assegurada a menos de G−1Hn ⊆ G0Hn e
Gn−1Hn ⊆ GnHn. Assim,

ϵ∞0,n ≃ G0Hn/G−1Hn = G0Hn/{0} ≃ G0Hn = Gn−1Hn.

ϵ∞n,0 ≃ GnHn/Gn−1Hn = Hn/Gn−1Hn ≃ Hn/ϵ
∞

0,n.

Com essas igualdades, faz-se a sequência exata curta de grupos

0→ ϵ∞0,n
γ
−→ Hn → ϵ∞n,0 → 0,

com este último mapa induzido pelos epimorfismos{
π0 : B0 → C0

π∗ : ZB→ ZC .

Este mapa, denotado por θ̂, é um isomorfismo de Hn(B0,
∏

(ZB)) em Hn(C0,
∏

(ZC)).
Como a sequência é exata, garante-se que θ̂ é sobrejetor. Tem-se que o isomorfismo
φ : Hn(B0,ZB)→ Hn(C0,ZC),n ≥ 0 induz isomorfismo∏

φ :
∏

Hn(B0, (ZB))→
∏

Hn(C0, (ZC)).

Da hipótese de B0 ser (FP)n+1 e como, por consequência, C0 o ser, ocorre que os
funtores Hn(B0, ·),Hn(C0, ·) comutam com o produto direto, o que produz o isomorfismo
de grupos θ̂. Em particular, ker(θ̂) = {0Hn}. Da exatidão da sequência,

ϵ∞0,n ≃ ϵ
∞

0,n/{0} = ϵ
∞

0,n/ker(γ) ≃ Im(γ) = ker(θ̂) = {0}. (13)

Se i ≥ 0, analisemos os mapas

ϵi
i,n+1−i

di
i,n+1−i
−−−−→ ϵi

0,n

di
0,n
−−→ ϵi

−i,n+i−1.

De (12), se i ≥ 2, então q = n + 1 − i ≤ n − 1 e, assim, ϵi
i,n+1−i = 0,∀ 2 ≤ i ≤ n. E, para

i ≥ n + 2, ocorre que n + 1 − i < 0⇒ ϵi
i,n+1−i = 0. Dessas duas caracterizações,

ϵi+1
0,n = ker(δi

0,n)/Im(δi
i,n+1−i) = ker(δi

0,n)/{0} ≃ ker(δi
0,n) ≃ ϵi

0,n, i ≥ 2, i , n + 1.

Desse isomorfismo, ocorre que

ϵ2
0,n ≃ ϵ

3
0,n ≃ · · · ≃ ϵ

n
0,n ≃ ϵ

n+1
0,n ϵn+2

0,n ≃ ϵ
n+3
0,n ≃ · · · ≃ ϵ

∞

0,n.

Por (13), tem-se que ϵn+2
0,n ≃ ϵ

∞

0,n = 0. O procedimento feito acima será replicado com
os diferenciais

ϵn+1
n+1,0

dn+1
n+1,0
−−−→ ϵn+1

0,n

dn+1
0,n
−−→ ϵn+1

−n−1,2n.

Como −n − 1 < 0, então ϵn+1
−n−1,2n = 0⇒ ker(δn+1

0,n ) = ϵn+1
0,n . Portanto,

0 = ϵn+2
0,n = ker(δn+1

0,n )/Im(δn+1
n+1,0) = ϵn+1

0,n /Im(δn+1
n+1,0)⇒ Im(δn+1

n+1,0) = ϵn+1
0,n .

Este mapa δn+1
n+1,0 : ϵn+1

n+1,0 → ϵn+1
0,n é, assim, sobrejetor.

Como feito em (9), tem-se que δn+1
n+1,0 : ϵ2

n+1,0 = ϵ
n+1
n+1,0 → ϵn+1

0,n = ϵ
2
0,n.
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Considere o mapa θ̃ : C0 → C induzido por θ : B0 → B, dado no enunciado.
O novo mapa induz outros µ1 : Hn+1(C0,H0(A,

∏
(ZB)α)) → Hn+1(C,H0(A,

∏
(ZB)α)) e

µ2 : H0(C0,Hn(A,
∏

(ZB)α)) → H0(C,Hn(A,
∏

(ZB)α)). Dada a sequência exata curta
1→ A→ B→ C→ 1, associa-se a sequência espectral LHS

Hp(C,Hq(A,
∏

(ZB)α))→p Hp+q(B,
∏

(ZB)α),

com ψ−
−,− o diferencial desta.

Da naturalidade da sequência espectral LHS, ocorre o diagrama comutativo com
grupos

Hn+1(C0,H0(A,
∏

(ZB)α)) H0(C0,Hn(A,
∏

(ZB)α))

Hn+1(C,H0(A,
∏

(ZB)α)) H0(C,Hn(A,
∏

(ZB)α)).

δn+1
n+1,0

µ1 µ2

ψn+1
n+1,0

Vale que

H0(C0,Hn(A,
∏

(ZB)α)) ≃ Hn(A,
∏

(ZB)α)/[Aug(ZC0)Hn(A,
∏

(ZB)α)] =

Hn(A,
∏

(ZB)α)/[Aug(Z(Im(θ̃)))Hn(A,
∏

(ZB)α)],

com Aug(·) o ideal de aumento de alguma álgebra de grupos e Hn(A,
∏

(ZB)α) um
ZC0-módulo pelo θ̃. Com isso, µ2 é sobrejetor e, pela comutatividade do diagrama,
com δn+1

n+1,0, µ2 sobrejetores, vale que ψn+1
n+,0 é sobrejetor. Da proposição 4.1.0.4, B é de tipo

(FP)n+1. □

Além da conjectura 4.0.0.2, estabelece-se em ([7]), a

Conjectura 4.1.0.5. Sejam G1,G2, . . . ,Gk grupos de tipo homológico (FP)n, 2 ≤ n ≤ k. Se
P é um subgrupo de G1 × · · · ×Gk que é virtualmente sobrejetor sobre todo conjunto de
n fatores, então P é de tipo (FP)n.

A respeito desta, tem-se o

Teorema 4.1.0.6. Se a versão homológica da conjectura n− (n+ 1)− (n+ 2), n ≥ 2, valer
quando Q for virtualmente nilpotente, então a conjectura acima é verdadeira.

O termo virtualmente é usado no sentido de que existe um subgrupo de ı́ndice finito
que possui a propriedade que acompanha o termo. Em especı́fico, Q admite subgrupo
H, com [Q : H] < ∞ e H nilpotente.

Como este resultado utiliza alguns fatos demonstrados em trabalhos anteriores,
omite-se a prova dele, mas se ressalta que o enunciado possibilita a relação das duas
conjecturas.

Tendo demonstrado o foco principal de ([7]), há alguns corolários apresentados no
artigo.

Corolário 4.1.0.7. Sejam 1 → N1 → G1 → Q → 1 e 1 → N2 → G2 → Q → 1 duas
sequências exatas curtas, com N1 de tipo (FP)n, G1,G2 de tipo (FP)n+1 e tal que a segunda
cinda. Então, o produto fibra P associado a elas é de tipo (FP)n+1.
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Ou seja, prova-se a versão homológica da conjectura n − (n + 1) − (n + 2) sob uma
hipótese adicional.

Corolário 4.1.0.8. Se a versão homológica da conjectura n− (n+ 1)− (n+ 2) for provada
para quando G2 é grupo livre finitamente gerado, então vale sob o enunciado original.

Demonstração. Considere 1 → N1 → G1
π1
−→ Q → 1 e 1 → N2 → G2

π2
−→ Q → 1 duas

sequências exatas curtas, N1 de tipo (FP)n, G1,G2 de tipo (FP)n+1 e Q de tipo (FP)n+2.
Considere o produto fibra

P := {(g1, g2) ∈ G1 × G2 | π1(g1) = π2(g2)}.

Pela hipótese de G2, existe um grupo livre finitamente gerado F e p : F → G2

homomorfismo sobrejetor. Tome agora uma terceira sequência exata curta, dada por

0→ ker(π2 ◦ p)→ F
π2◦p
−−−→ Q→ 0.

Com esta, determina-se um novo produto fibra,

P′ := {(g1, f ) ∈ G1 × F | π1(g1) = π2 ◦ p( f )}.

Como se supôs válida a conjectura quando o grupo intermediário da sequência é
livre finitamente gerado, ocorre que P′ é de tipo (FP)n+1.

Se p2 : P→ G2 é p2((g1, g2)) := g2 e p′2 : P′ → F é p′2((g1, f )) := f , forma-se o diagrama
comutativo de linhas iguais a sequências exatas curtas

0 N1 × 1 P′ F 0

0 N1 × 1 P G2 0

id

p′2

idG1×p p

p2

Com isso, pelo teorema 4.1.0.1, P é de tipo (FP)n+1. □
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