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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar algumas das propriedades acerca dos chamados
operadores pseudo-diferenciais em espacos euclidianos com base na referéncia [12]. Tais
operadores surgiram na segunda metade do século XX com o objetivo de servir como

ferramenta para o estudo das Equagoes Diferenciais Parciais.

Palavras-chave: Operadores pseudo-diferenciais. Espaco de Schwartz. Simbolos.



Abstract

This work’s objective is to study some of the properties regarding the so-called pseudo-
differential operators on Euclidean spaces based on the reference [12]. Such operators
emerged in the second half of the 20th century with the aim of serving as a tool for the

study of Partial Differential Equations.

Keywords: Pseudo-differential operators. Schwartz space. Symbols.
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Introducao

O estudo da Teoria de Operadores Pseudo-Diferenciais teve origem na década
de 1950, mais especificamente entre os anos 1952 e 1956, com os trabalhos pioneiros
dos matematicos Alberto Calderén e Antoni Zygmund, que foram os responsaveis pelo
desenvolvimento da chamada teoria de operadores singulares de Calderén-Zygmund. O

ponto de partida dessa teoria se dava com um operador integral T definido por

K(z,y)u(y)dy

R’I’L

com a condigao de que |K(x,y)| < Alx —y|™" paraz #y e
| K@y - Ko< a
|z—2z]=28

se |x — z| < 4, para todo § > 0. Além disso, supondo que K seja escrita em fungao do que
nomearemos de simbolos cuja notagao usual é a(z,§), com (z,£) € R" x R", tais simbolos
naquele momento correspondiam a fungoes positivamente homogéneas de grau zero na
variavel £ (ou seja, a(z,t§) = a(z,§), para t # 0, # 0), e possuiam infinitas derivadas

continuas e limitadas em relagao a &.

No artigo [8], 0 nome “operadores pseudo - diferenciais” foi introduzido: Kohn e
Niremberg consideraram simbolos que, num certo sentido, fossem somas infinitas de fungoes
positivamente homogéneas de graus descrescentes tendendo a —oo. Essa nomenclatura

permanece até hoje e é universalmente aceita pela comunidade cientifica.

Esses primeiros passos foram elementares para o desenvolvimento desta teoria,
dos quais nao poderiamos deixar de mencionar, mas as grandes contribui¢oes a essa area
sao atribuidas ao matematico Lars Hormander - que inclusive ganhou uma medalha Fields
por conta de suas realizacoes na area de Operadores Diferenciais Lineares. Em 1965,
Hormander introduziu uma classe de simbolos definidos por condi¢oes de crescimento nas
derivadas que imitavam o comportamento das derivadas de uma fungdo homogénea. Pouco
tempo depois, em 1966, propos uma nova classe de simbolos denotada por 57, que serd

utilizada para os nossos propositos.

Ao decorrer das décadas de 80 e 90, essa teoria também recebeu diversas
contribuicoes. Matematicos como Beals, Fefferman e Wely apresentaram em seus trabalhos
classes mais gerais de simbolos. No entanto, essas generalizacdes podem acarretar na perda
de algumas propriedades importantes. Na referéncia [13], o autor prova que todo simbolo
ae SRO é limitado em L?(R™) e mostra ainda que nem todo simbolo a € SRI possui essa

propriedade.
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Esta teoria também recebeu a contribuicao de Jorge Hounie, em 1987, que
escreveu o livro intitulado “Introducao aos operadores pseudo-diferenciais” para o 16°
Coléquio Brasileiro de Matematica, que pode ser utilizado pelos ingressantes nesta area e,

inclusive, serd uma das principais referéncias para esta dissertacao.

Atualmente, esta teoria vem ganhando destaque em artigos cientificos na area
de Equagoes Diferenciais Parciais. No artigo [2], publicado em 2021, por exemplo, os

autores estudam a regularidade do sistema de operadores pseudo-diferenciais

Lj = Dtj + Cj(t])Pj(Dx),t = (tl, s ,tm) € ']I'm,a: € Tn,

onde 1 < j < n,¢;(t) é uma funcdo 2r—periddica, Dy, = i~ ', e Pj(D,) sdo operadores

pseudo-diferenciais de ordem m; em T".

Este trabalho visa apresentar as principais propriedades acerca desses operado-
res pseudo-diferenciais no espago euclidiano, o que ja propicia ao leitor um bom repertorio
sobre o assunto, tendo em vista que a maior parte dos resultados para outros espagos como

o toro T" e Grupos de Lie podem ser obtidos a partir das ideias desenvolvidas em R".

Além disso, tais ferramentas sdo a base para a compreensao de diversas apli-
cagoes fisicas na area de Equacoes Diferenciais Parciais. A titulo de exemplo, podemos
considerar um problema da mecanica quantica relativistica, em que Dirac obteve sua
equacdo, fatorando o Laplaciano: para particulas sem massa, E? = p*c®, onde E denota a
energia, p o momento e ¢ ¢é a velocidade da luz. O momento p, no contexto fisico abordado,
pode ser definido como p = —ihv/A de modo que E = hevA. O estudo a ser apresentado
aqui fornece um conjunto de resultados - muitos especificamente do préprio Laplaciano -
de modo que um problema como esse pode ser trabalhado pelos fisicos e até mesmo pelos

matematicos.

No Capitulo 1, apresentamos defini¢oes e resultados fundamentais que antece-
dem o assunto principal de modo que um aluno no final da graduagao ou inicio de mestrado
possa acompanhar todo o texto desenvolvido. Os temas principais a serem abordados
sao Teoria de Medida e Integracao, Analise Funcional, Andlise de Fourier e Distribuicoes,
mas resultados mais elementares que forem constantemente utilizados no texto principal

também serdo enunciados.

Nos Capitulos 2 e 3, com base nas referéncias’ [7] e [12] , desenvolvemos a teoria
de operadores pseudo-diferenciais - nosso principal objetivo. No Capitulo 2, apresentaremos
as defini¢Oes e resultados classicos da teoria. Nossa intencao nesse capitulo é trabalhar com
exemplos de forma mais detalhada e demonstra¢gdoes um pouco mais aprofundadas com
relacao as referéncias disponiveis. De forma a completar nosso estudo, o Capitulo 3 sera

dedicado ao chamado calculo de operadores pseudo-diferenciais. Nele, sao apresentadas

1" Demais bibliografias utilizadas de modo a enriquecer o texto serdo referenciadas ao decorrer dos

capitulos.
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versoes de resultados classicos do Calculo no contexto da teoria como a composicao de

operadores.
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1 Preliminares

Neste capitulo, visamos apresentar resultados que serviram de base a constru-
¢ao desta dissertacao, de modo que o leitor possa acompanhar o desenvolvimento sem
recorrer, por muitas vezes, a outras bibliografias. Além disso, nao forneceremos nenhuma
demonstracao nesta parte introdutoria, pois fugiriamos do escopo do trabalho. No entanto,
o leitor interessado pode consultar as referéncias [1], [4], [5], [10], [11] e [12] utilizadas

como base a escrita do mesmo.

1.1 Um pouco de Teoria da Medida e Analise de Fourier

Esta se¢do tem por objetivo apresentar os espagos de fungoes em que desenvol-

veremos a teoria de operadores pseudo-diferenciais.

Definigao 1.1 (Notagao multi-indice). Sejam f: R" > Re a = (ay,...,a,) € N* com

x = (x1,...,2,) e entradas «; = 0. Definimos

0 f(x) = 021002 - 300 f(x).

x1 Yxo
Além disso,
n
(a) o] = ) ay;
j=1

n

(b) z% = nx?j;

Dados a, 8 € N" multi-indices, dizemos que o < 8 se a; < [3;, para todo

jef{l,...,n}.

Definicao 1.2. Seja {2 um aberto de R". O suporte de uma funcao f, em €2, a valores

reais ou complexos é definido por

supp f :={x e Q: f(z) # 0}.

No contexto de Anélise, é comum trabalharmos com situagoes em que consi-
deramos o suporte compacto, seja devido a natureza do problema abordado, seja para
demonstrar um caso particular de um teorema e, em seguida, formular a sua generalizacao,
utilizando algum outro argumento, por exemplo a densidade dessas fungoes em espacos
apropriados. Essa consideracao nos motiva a definir dois importantes espagos que serao

utilizados em nosso estudo.



Capitulo 1. Preliminares 16

Definicao 1.3. Seja © um aberto de R". O espago, que denotaremos por C°(£2), consiste

das fungoes f infinitamente diferenciaveis que possuem suporte compacto.

Definigao 1.4. O Espago de Schwartz, que denotaremos por S(R"), consiste das fungoes
f tais que f e todas as suas derivadas se anulam no infinito mais rapido do que qualquer

poténcia de |z|. Mais precisamente,

sup |2°0° f(x)| < oo

zeR™

para quaisquer «,  multi-indices nao negativos.

Como consequéncia dessa definicdo, uma fungao f estd no espago de Schwartz
se e somente se para todo v € N e N > 0 existe uma constante C,, y tal que [0 f(x)] <
Con(1+ |z))™ para todo z € R™.

Se definirmos
Il ve) = Selﬁg(l + [z)N]0° f ()], (1.1)

entao
S ={feC%|fll(Na < o para todo N,a}.

Observacgao 1.5. O espago de Schwartz é um exemplo de espaco de Fréchet - espaco vetorial
topoldgico Hausdorff completo cuja topologia é induzida por uma familia enumeravel de

seminormas dada por (1.1).

Definigao 1.6 (Convergéncia em S(R")). Dizemos que ¢; — ¢ em S(R") quando j — oo
se pj,p € S(R") e se
sup |270%(; — @) ()| = 0 (1.2)
zeR™
quando j — o0, para quaisquer multi-indices «, 5 = 0.
Proposicao 1.7. Para quaisquer multi-indices a e x € R", vale

2] <[],

Teorema 1.8 (Férmula de Leibniz). Sejam o € N" e Q2 < R™ um conjunto aberto. Entao

para qualquer f, g € C"”(Q)

*(fg) =) (g) P f oy,

p<a

onde <a) = L.
B Bl a —B)!

Proposicao 1.9. Para quaisquer multi-indices « e 3,

aﬁ$o¢ _ 6!(2)1,04,3’ ﬂ < «,

0, caso contrario
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Findada as consideracoes acerca da nota¢ao multi-indice com os resultados
acima, podemos retomar a discussao sobre espacos de fung¢oes. Nosso objetivo agora é
definir os espacos L? num conjunto 2. Assumiremos que o leitor ja tenha familiaridade

com o conceito de fun¢des mensuraveis.

e Seja 1 < p < w e considere f: Q — C. Dizemos f € LP(2) se
(i) f é mensuravel;

(i) sua norma

f] o) = (Jn |f(a:)|P)1/p

No caso p = w0, dizemos que f € L*(Q) se f é mensuravel e essencialmente limitada,

é finita.

ou seja, se
1]y := esssup,eq [ f(2)]

é finita. Aqui esssup,.q |f(z)| é definido como o menor M tal que |f(x)| < M q.t.p.
x € (.

Os espacos L sao espacos de Banach, isto é, espacos normados completos com

a norma || f||rr(q) para 1 < p < oo e ||f||r=) para p = .

Defini¢do 1.10 (Transformada de Fourier em L'(R")). Seja f € L'(R"), definimos sua

transformada de Fourier por
fiey= [ e

Podemos definir também a transformada de Fourier inversa de uma funcao
f e L'(R"™) por

Flayi= | emespieras

Outras notagoes usuais para a transformada de Fourier sao (Fgn f)(£) ¢ (F f)(£).

De forma similar, para a transformada de Fourier inversa, é comum a utilizacao das notagoes

(Fie (@) e (F71) ().

~

Claramente, f(+) = f(—-), ou seja, a Transformada de Fourier e sua inversa sao
iguais a menos de uma reflexao. Assim, as afirmagoes apresentadas para a Transformada

de Fourier podem ser reescritas trivialmente para sua inversa.

Observagao 1.11. A transformada de Fourier F: L'(R") — L*(R") é um operador

linear limitado de modo que

[1fllze < 11£)]zr-
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Proposicao 1.12. Dada f € L'(R"), valem as seguintes propriedades:

A

L. F(21)(€) = 2mi&)* f(6),

2. (68 f() = F((=2miz)* f(x))(©),
3. F(E™ f(x))(€) = (€~ ),

4. F(f(z =)&) = e f(€).

n 62
Exemplo 1.13. Considere a equacao de Laplace Lu = f, onde L = Z Fr Tomando
~ Or;

a transformada de Fourier em ambos os membros da igualdade e, usando o item 1 da

Proposicdo 1.12, temos —47%[¢[*0 = f . Isolando @ e aplicando agora a Transformada de

. . a B 1 f
Fourier inversa, podemos encontrar a solucdo v = —F ! ( 72| azf :
T

Proposicao 1.14 ([4]). Valem os seguintes resultados sobre densidade de funges nos

espagos C°, S e LP para todo 1 < p < o0 :

(a) Os espagos C°(R™) e S(R™) sao densos em LP(R");
(b) O espago C°(R™) é denso em S(R").

A condigio S(R") = L'(R"), para todo 1 < p < o0, garante que a transformada
de Fourier esta bem-definida no espaco de Schwartz. Os préximos resultados envolvendo a
Transformada de Fourier e o espago de Schwartz também serao bem tteis para ao longo

do texto.
Proposicao 1.15. A transformada de Fourier F : S — & é um isomorfismo.

Proposi¢ao 1.16 (Identidade de Plancherel). Se f € S(R"), entao
flze@ey = || fllL2@ny = [If]|2q@n)-

Na Teoria de Medida e Integragao, duas questoes importantissimas para a
matematica sdo retratadas: uma delas se refere as condigoes necessarias para trocar a
ordem de um limite e de uma integral e a outra diz respeito ao critério para trocar a

ordem de integragao com respeito as variaveis presentes no problema.

Para responder ao primeiro questionamento, ha o resultado a seguir que sera

utilizado recorrentemente no decorrer do texto.

Teorema 1.17 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja ( f,) uma sequéncia de fungoes
integraveis que convergem qtp a uma fungao mensuravel f. Se existe uma funcao integravel

g tal que | f,,| < g para todo n, entdo f é integrével e

f fdu = lim J jm
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A segunda questao levantada anteriormente sera respondida pelo resultado que

apresentaremos a seguir.

Teorema 1.18 (Teorema de Fubini [1]). Sejam (X, A, u) e (Y, B, v) espagos de medida
o—finitos e seja a medida m em C = A x B o produto de p e v. Se a fungdo F de Z = X xY

para R é integravel com respeito a 7, entdo as func¢oes estendidas definidas qtp por

f(x) - L F,dv 9(y) = L F,dp. (1.3)

tem integrais finitas e

L(LMO@zLFMzL(LMO&A (1.4)

A seguir, enunciaremos um importante resultado muito utilizado para provar

afirmagoes de existéncia no contexto em que estamos inseridos.

Teorema 1.19 (Lema de Urysohn C” [4]). Se K < R" é compacto e U é um conjunto
aberto contendo K, entao existe f € C°(R") talque 0 < f <1, f = 1lem K, esupp(f) < U.

1.2 Toépicos de Analise no R"

Nesta secao, apresentaremos resultados provenientes da Analise do R", que

serao aplicados na parte principal de nosso estudo.

Sejam U e V abertos de R", e seja f um difeomorfismo de U em V. A matriz

jacobiana da aplicacao

f:U—V
(xla T xn) — (f(xl), o 7f(xn>)

¢é dada por a ; A ~
Ny Doy -

Ofa Ofs 0fa
Ji(a) = ale(a) @7:172(60 M(a)

T o
L) Loy )

Definicao 1.20. A bola aberta de centro a € R"™ e raio r é definida por
B(a,r) :={x e R"; |z —a| < r}.

Teorema 1.21 (Teorema de Mudanga de Varidveis). Seja g : U — V um difeomorfismo
de conjuntos abertos em R". Considere também f : V — R uma funcdo continua. Entao f

é integravel sobre V' se e somente se a funcao f o g| det J,| é integravel sobre U. Nesse caso,

fvf= L(fog)|deth|-
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Os préximos dois resultados sao de extrema importancia para obtermos éxito

em diversas demonstragoes.

Teorema 1.22 (Férmula de Taylor). A férmula de Taylor para uma funcgao f: Q — R,

definida no aberto 2 < R", é a seguinte:
1, 9 1
fla+v) = f(a)+df(a) v+ id fla) v+ + Hdpf(a) P + 1, (v).
Conforme as hipoteses feitas e os objetivos desejados, temos trés situagoes principais:

1. Férmula de Taylor Infinitesimal. Se f é p vezes diferenciavel no ponto a, entao
(V)
lim -2 =

o ol

2. Resto de Lagrange. Supondo [a,a+v]| < U, f de classe C?, p+ 1 vezes diferenciavel

no segmento aberto (a,a + v), entdo existe 6 € (0, 1) tal que

rp(v) = (pjl)!dpﬂf(a + 0v) - Pt

3. Resto Integral. Se f ¢ de classe C**! e [a,a + v] = U entdo

1 (!
rp(v) = = f (1-— t)pdp+1f(a + tv) - P,
P Jo

Acima, para v = (a1, Qg, .. ., (), €screvemos
% f
dfla)-v? = a)o;o
f( ) axlazj( ) LVl

3
Pa) v = Y=o L (w)aasan,

Para a demonstracao e detalhes sobre a notagao acima, veja a referéncia [10].

Nesta dissertacao, exceto quando estivermos trabalhando com exemplos, es-
taremos considerando sempre func¢oes genéricas em um dos espacos apresentados neste
capitulo. Faz-se necessario entao termos de antemao algum critério que nos permita julgar
se determinada integral converge ou nao para podermos concluir algumas demonstracoes.

O resultado a seguir desempenha esse papel.

Proposicao 1.23 (Critério de Integrabilidade). Valem as seguintes equivaléncias:

d
1. J 7x<ooseesomentesep>n.
re (14 |2])P

dx
2. J —— < o0 se e somente se p < n.
wl<1 [P
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O préximo resultado sobre integrabilidade também ¢é ttil em alguns contextos.

Teorema 1.24 ([4]). Se f ¢ uma funcdo mensurdvel em R", ndo-negativa, ou integravel,
tal que f(x) = g(|z|) para alguma func¢ao g em (0, c0), entdo

0

flz)dx = wn—lj g(r)r"dr,

R™ 0

onde w,_1 é drea de superficie da esfera (n — 1)—dimensional de raio 1.

A integragdo por partes é uma importante ferramenta para demonstracoes,
principalmente quando se pode desconsiderar na formula os termos de fronteira. No entanto,

algumas condic¢oes especificas sdo necessarias, como veremos a seguir.

Proposicao 1.25 (Integragdo por partes). Sejam f,g € S(R"). Entdo para qualquer

multi-indice «,

0 f(a)g(x)dz = (1) | f(2)0g(z)de.

R’!L Rn

Para finalizar esta se¢do, enunciaremos o proximo resultado para um corpo R"

ou C" qualquer.

Proposicao 1.26 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja X um K—espago vetorial

munido de um produto interno. Entao

[P < -9, 9,

para toda f,g e X.

1.3 Um basico sobre Distribuicoes

O intuito aqui é dar énfase a um tipo especifico de distribuigoes: as distribuicoes
temperadas. Previamente entdo, faz-se necessario entender a convergéncia em C° e o que

vem a ser uma distribuicao.

Definicao 1.27. Sejam {2 < R" um aberto e ¢, p € C°(Q2). Dizemos que ¢; — ¢ em
C*(£2) quando existe um compacto K < € tal que suppy; < K para todo j € N e

sup |0%p;(z) — %p(x)] e 0, para todo o multi-indice.
xTE

Defini¢ao 1.28 (Distribui¢oes D'(R™)). Uma distribui¢io T em Q < R" é um funcional

linear em C'°(Q), ou seja,
c )

T:Cr(Q) —R
o (T, ),
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que satisfaz a condicao de que para todo K < () compacto e toda sequéncia ¢; — ¢ em
C*(Q), tem-se
<T7 SOJ> ]jo)o <T7 90>

Denotamos por D'(2) o espago de todas as distribuigoes de €.

Munimos D'(Q2) da topologia fraca-estrela, ou seja, {T,,} = D'(2) converge
a T € D'(Q) na topologia fraca-estrela se e somente se (T, p) — (T, ), para toda
pe Cr(Q).

Definigao 1.29 (Distribui¢oes Temperadas S'(R")). Definimos o espago de distribuicoes

temperadas S'(R™) como o espago de todos os funcionais lineares continuos em S(R™).

Lembre que ¢; — ¢ em S(R") de acordo com (1.2). Munimos §'(2) da topologia
fraca-estrela, ou seja, {T,,} < S'(Q) converge a T € S'(€2) na topologia fraca-estrela se e

somente se (T, ) — (T, @), para toda ¢ € S(Q).

Os préximos resultados acerca de distribuigoes sao bastante utilizados em

argumentos que desenvolveremos a partir do préximo capitulo.

Proposigao 1.30 (Principio de unicidade para distribui¢oes). Sejam u,v € S'(R") e

suponha que {(u, p) = (v, @), para toda ¢ € S(R"). Entao, u = v.
Proposigao 1.31. Seja 1 < p < . Se f, — f em LP(R"), entdao fr — f em S'(R").
1.4 Espacos de Sobolev

Defini¢ao 1.32 (Espagos de Sobolev H*(R")). Para cada s € R, o espago de Sobolev
H*(R™) ¢é definido por

H*(R") := {f € S'(R"); (1 + [¢")72f(€) e L*(R™)}.

O espago de Sobolev ¢ um espaco de Hilbert com produto interno dado por

S = | (1 PR )3T

e norma dada por

i

2, = f (1+ €17 € Pe.
Rn

Para qualquer multi-indice o, 0“ : S — S se estende de um mapa linear limitado

de H*® para H*71*. De fato, como |£2| < (1 + |£*)1*/? para qualquer ¢ € R" e qualquer
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a € N, temos, para qualquer f € S, que

10 By = [ (14 Iyl 2mi)* FO) P

< (22 f (1+ €2 f()[de

n

= (2m)"l]| /]

2
Hs*

Proposicao 1.33 ([4]). S(R") é denso em H*(R") para todo s € R.

Proposigao 1.34. Seja 1 < p < . Se f, — f em H*(R"), entao fr — f em S'(R").
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2 Operadores pseudo-diferenciais no R"

Neste capitulo e no Capitulo 3, com base em [12], apresentaremos uma versao
detalhada sobre os operadores pseudo-diferenciais no espago euclidiano. A fim de enriquecer

a abordagem, as referéncias [3], [6], [7], [9], [13] e [14] também serdo consultadas.

2.1 Conceitos iniciais

Nesta se¢do, nosso intuito é apresentar as primeiras defini¢oes e resultados
sobre operadores pseudo-diferenciais, detalhar alguns exemplos que os ilustrem bem e

apresentar propriedades satisfeitas por eles.

Definigdo 2.1 (Classes de simbolos S]'s(R™ x R")). Sejam 0 < p,d < 1. Dizemos que

ae S)s(R" x R") se a = a(x,§) é suave em R™ x R™ e se a estimativa
|070¢alw, )| < Aap(L + [¢])ym—Alel+ol (2.1)
vale para todo «, f multi-indice e todo (z, §) € R" x R". As constantes A,s podem depender

de a, a, f mas nao de z,€&.

Definimos o operador pseudo-diferencial com simbolo a por
o(X.D)f(w) 1= | emal, ) fle)ds. (22)

O operador a(X, D) definido por (2.2) possui ordem m e tipo (p,d). A classe
de operadores da forma (2.2) com simbolos de S7';(R" x R™) ¢ denotada por W7's(R™ x R™)
ou por Op S75(R™ x R™).

A classe de simbolos mais usual e simples ¢ ST (R" xR"), que pode ser denotada

por S™(R™ x R™) ou apenas por S™.

Observacao 2.2. Na literatura, as notacoes mais classicas para operador pseudo-diferencial
sao a(X, D), T, e A. Em geral, utilizamos a notacao da referéncia [12], mas, por uma questao
de simplificagdo, quando trabalharmos com a férmula de composicao para operadores

pseudo-diferenciais, optaremos por usar 71},.

Exemplo 2.3 ([7]). Se a(x,&) = a(€) = (1 + |¢[*)™?, entdo a € S™.

Com efeito, para verificar esse fato, basta que para cada m € R e a € N” exista

uma constante C' > 0 tal que

O (L+ |2 < C(1+ ¢y (2.3)
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Para provar a desigualdade acima, procedemos por inducao. O caso |a| = 0 pode ser
demonstrado a partir da desigualdade 1 + |£|* < (1 + |¢])?. Suponha agora que (2.3) vale
para todo m € R e todo multi-indice com comprimento menor ou igual a um certo k£ € N.

Seja o € N um multi-indice tal que a = 8 + 7, com |5| = k e |y| = 1. Portanto,
08 (L + [€)™? = OZA (1 + [€)™2 = 000, (1 + |€[*)™"2,
para algum j € {1,---,n}. Como J¢, (1 + 1€12)™2 = m&; (1 + €)™ 272 temos
08 (1 + [E1)™2] = |00, (1 + [€17)™2] = |odm&; (1 + €327
< 30 (5 )mitstaza jgpy

<

<m Y] Cas(1+ |€)) (1 + |gym—2717]

5<p

<m Z Cps(1 4 [¢))ym 17
b<p

C(1 + g™,

completando a prova.

Exemplo 2.4 ([7]). Se a(z,§) é de classe C*(R™ x R"™) com suporte compacto com respeito

a variavel x e positivamente homogénea de grau m para |{| = 1, ou seja,

a(:c,tf) = tm(I(.Z'?g), |5‘ = 1>t = 1a

entao a € ST, = S™.

Pela Regra da Cadeia, segue que

2o (o) - e () €
ar"(“"ﬁa 2.(0a) (#rig ) g

Aplicando a regra da cadeia repetidas vezes e avaliando em r = |£|, obtemos

oN (O¢, -0 S 24
WG<W|£\ r=lel = Z Z & @N@)<x»5)|5|' I3k 24

i1=1 in=1

A condi¢ao de homogeneidade de a garante entao que

o £, V(™) § N £
=(m-—-1)--(m—N+1)r" 2.5
ERIC !fl) ool |£|) ( )+ ( + )" Va(a, |§|) (2.5)
Como é| € S" ! e ae C™ com suporte compacto com respeito & varidvel z,

a(x, =) em (2.5) pode ser limitado por alguma constante e, assim, tomando r = ||, N =

€]

|a| e utilizando (2.4), obtemos
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|af(9?a($af)| < Am,\al(l + |£|)m_|a|7

onde A,, |4 ¢ uma constante que depende de m, | e das derivadas de a. Portanto, a € S™.

Proposicao 2.5. Valem as seguintes propriedades sobre classes de simbolos:

(a) S™ é um espaco vetorial.

(b) Seae S™ ebe S, entao abe ST,

(c) Se ae S™, entdo para quaisquer multi-indices « e 3, 656?@ e Smlal,
(d) Se my < mag, entdo S™ < S™2.

(e) Seae S™ ¢ e S(R™) eb for definido por b(zx, &) = a(x,&)p(z), entdo be S™.

Demonstragdao. (a) E claro que 0 € S™. Se a,b e S™, entdo para quaisquer multi-indices a

e (3, existem constantes A,p e B,p tais que
0708 a(z, €)] < Aas(1 + |€[)™ 1

10202b(w, €)| < Bap(1 + [¢))m 1

Pela desigualdade triangular,

0708 (a + b)(x, )| < |05 0 alx, &)| + |05 0¢b(x, &)
< (Aag + Bag) (1 + [¢)) 10,

Entao, a + be S™. Se )\ € C, entao
|(9f(?§“()\a)(a:,§)| = ‘)\Hagﬁga(x?£)| < |>\|Aaﬂ(1 + |£|)m—\a|‘

Entao, Aa € S™. Portanto, S™ é um espago vetorial.

(b) Com efeito, pela desigualdade triangular e utilizando a férmula de Leibniz duas vezes,

obtemos que para quaisquer multi-indices a e 3, vale que

020 (ah) 2. 6)| = |2 (Z (5) a§a<x,5>ag-5b<x,5>)|

<
= o s v A8 B—v qa—d
Z Z 5 0y 0¢a(z, )0, d¢°b(x, §)
o<ay<p v
<22 (?) <B) |070%a(x, €)] 0870 %b(, €)].
d<ay<p v

Por hipétese, existem constantes A5 e Bagys tais que

‘3;5261(1'75)‘ < A’Y5<1 + ‘fbmlfw
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077108 7b(w, €)] < Bagns(1 + [g])™ 71"

Portanto, segue finalmente que

o) <Y Y ( )( ) AsBaprs(1 4 |l)mtmale

d<sav<p
< Cap(1 + [g)ymmeel,

ZEDH B (GER T

Sml +ma .

onde

Assim, conclui-se que ab €
(c) Primeiramente, consideremos « e (3 arbitréarios, porém fixados. Como a € S™(R" x R"),
vale a desigualdade
|0202(070¢a)(x,€)| = |07+ 3¢ a(w, &)
< Coryars(l + [€])m 770

Como « e 3 estao fixados, Cgy~,q4+- depende apenas de v e de 9§, o que, por

defini¢do, nos permite concluir que 65 deae gm=lel,

(d) Essa propriedade segue diretamente da definigdo de S™ e do fato de que my; < mg
implica
(L Jehm ol < (1 Jefymetel

(e) Com efeito, como ¢ € S, para cada multi-indice 7 existe uma constante D, tal que
|0Fp(z)| < Dy,

para todo x € R".

Entao, pela formula de Leibniz e pela definicdo de simbolo de um operador

pseudo-diferencial, segue que

|050¢b(x, €)| Z( ) (2)[|05 7 0ga(x, &)

<3 ( )D G (L + fe)
]

onde

_ B
(e

v<p

Portanto, b e S™. O
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Exemplo 2.6 ([14]). Seja
P(z,§) = Z aa (),

|a|<m
com z,& € R",m € N e os coeficientes a, € C*(R"™) e as derivadas 0°a, sdo limitadas para

quaisquer multi-indices. Entao P € S™.

Para quaisquer multi-indices |a| < m e 3, seja Co3 = sup 0°a, (7). Pela
zeR"
Proposicao 1.9, obtemos que para quaisquer multi-indices 5 e -, valem as desigualdades

0207 P(2,€)l < )} 1000 (aa(@)€M)| = ) [0%aa()]]07¢]

lal<m la|<m

(8%
<) 7!(7)%,5\5&”

lal<m

< 2 71(3)%,5\&“""*'
(@]
< ¥ v!(v)ca,mam—'”'

< G+ Jg)™ 1,

onde

~ «
Con= ), 7!(7)caﬂ.

laj<m

Portanto, P € S™.

Nosso objetivo agora é mostrar que o espago vetorial S” munido de uma
semi-norma que definiremos a seguir é um espaco de Fréchet. Para quaisquer « e [ e para
todo a € S™, podemos definir
o° @g‘a(:p, €)

(m) o
P, g (a):=  sup 1+ el

(z,£)eR™ xR™

< . (2.6)

E claro que estd bem-definida em virtude de (2.1) e é uma semi-norma em S™.

Proposigao 2.7. O espago vetorial S™(R" x R") com a topologia natural induzida pela

familia de seminormas {ng); a, f € N'} é um espaco de Fréchet.

Demonstracdo. Para mostrar que a familia de semi-normas {PC(:Z); a, € N} separa pontos
de S™, sejam a(z,§) e b(x, &) dois simbolos distintos. Isso significa que existe um ponto
a(xg, &) # b(zo,&). O mesmo vale para as derivadas de a(z,€) e b(z,£). Seja entdo
e = |000ga(xo, &) — 000 b(w0,&)| > 0. Considere as semi-normas PC(ZZ) associadas aos

simbolos a e b neste ponto (zg, &) dadas, respectivamente, por

6;?8?@(:1:0, 50)

(m) oy _ -

(xo ,fQ)ERn xR"
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(35(30‘()(% fo)
P () — su TaPgP\0.50)
2 ®) D | (L ey

«
(mo,fo)ER" xRn

Basta observamos que Po(lfg)(a — b) nao pode ser zero:

00 0g ar (zo, &) — 35356(960, £o)

(m)
[Py (a—0b) = sup
7 (w0.£0)eR™ X R™ (1 + [&o])mle
= sup € > 0,

(wogo)ekn < (1 4 [€o]) ™1
que prova que o espago S™(R" x R™) munido da topologia definida em (2.6) é Hausdorff.
Além disso, essa familia de semi-normas é enumeravel, fato que nos permite afirmar que

S™ é metrizavel.

A etapa menos trivial da demonstragao sera entdo mostrar a completude com
respeito a essa topologia. Com efeito, seja {a;}reny < S™ uma sequéncia de Cauchy. Para
quaisquer «, 5 € N", para todo a € ™ e K = K; x Ky < R" x R" podemos escrever

080«
sup [038a(a,&)] = sup |=ald)

T (1 4 ¢y
(z.£)eK @eek | (1 +[&])mle

ohezale,§)
(1 + Jely=

< sup [(L+ €)™ sup
(eKy (z,8)eR™ xR™

= CK17aPo(¢7,Z)(a)7
onde Ck, o = sup |(1 + €)™ 1| < oo por conta da compacidade de K.
teKq

Essa desigualdade mostra que qualquer sequéncia de Cauchy em S™ é também
uma sequéncia de Cauchy com respeito a topologia natural C*(R"), fazendo com que
o espaco seja de Fréchet. Dessa forma, existe a € C*(R"™ x R") tal que a;, — a em
C*(R" x R™). Em particular, para quaisquer a e 8 multi-indices, vale a convergéncia
858?%(95,&) — (958?@(95,5) para todo z, & € R™.

Finalmente, para obtermos que a € S™, basta observarmos que como {ay}ren é
uma sequéncia de Cauchy em S™ entdo existe uma constante A,z > 0 (que nao depende
de k € N) tal que

|07 0 ar(x,€)| < Aap(1 + (€))7

para todo x,£ € R" e todo k € N.

Para concluir o argumento, basta tomarmos entao o limite quando £ — o0 e o

resultado segue. O

Findada essa parte introdutoria, apresentaremos dois resultados importantes
dentro de nosso estudo: o Teorema 2.8, que garante que a(X, D)f € S(R") sempre que
f € S(R™) e a Proposigao 2.9, bastante utilizada para generalizar algum argumento nas

demonstragoes que serao apresentadas.
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Teorema 2.8 (Operadores pseudo-diferenciais em S(R")). Sejam a € S™(R" x R") e
feS(R"). Entao a(X, D) f € S(R").

Demonstragio. Inicialmente, iremos mostrar que a(X, D)f € C*(R"), isto é, que para
qualquer f e S(R") temos a(X, D)f € C*(R") sempre que a € S™(R" x R"). Para esse
fim, devemos verificar que 0“a(X, D) f existem, escrevendo a derivada como um limite
para aplicarmos o Teorema da Convergéncia Dominada 1.17.

Pela Proposicao 1.15, dada f € S(R"), segue que fe S(R™). Além disso, a
Regra de Leibniz garante que

2l o, ¢)] - Y (j) 16 ara(, €

s«

2miT-E Z < ) 2mi€)7 00 Na(x, §).

<o

Como a € S™(R" x R"), temos a cota superior

[ a(r, &) < T (j) (2) 7 A (1 + [€])™

Yo
< Bo(1 + [y (2.7)
para algum B, > 0.
Primeiramente, tome o = (aq,...,q,) multi-indice tal que |a] = 1 e z =
(x1,...,2,) € R". Sem perda de generalidade, assuma que a7 = 1. Com isso, podemos

escrever

a(X, D) f(x) = lim LD (@) = alX, D)f(zo)

x1—(x0)1 €T — (ZEO)I
g [ ETal@ 9SO - emtalen F(E)
21> (z0)1 Jgn z1 — (To)1
= lim /&) (e a(x, &) — ™™ %a(xg, £))dE. (2.8)

21— (o)1 Jpn 1 — (To)1

Analisando o valor absoluto do integrando em (2.8) e utilizando a desigualdade

encontrada em (2.7), concluimos que

O amieeo(q ) — ermmta(en, )] « —2P2 1+ 1g)mIf@)
71 — (o)1 |21 — (20)1]
= Ca(1+ |£Dm|f(€)’7 <2'9)

onde C, é uma constante com respeito a &.

Como na equacdo (2.8), f € S(R") e Cyo(1 + [€])™ é um polindmio na varisvel

¢, entdo o termo & direita de (2.9) estd em S(R™) = L'(R™), o que permite aplicarmos o
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Teorema da Convergéncia Dominada 1.17 e obter

J . 62m‘x1-£a(x17 §)f<£) o 627ri(aco)1'§a((l‘o)1, f)f(f) d£ _
R

n £1—(20)1 X — (Io)l R™

o2 [e*™ a(z, )] f(€)dE.

Suponha agora por indugao que, para um certo multi-indice o’ com |o/| = |a|—1,
vale a igualdade

05 a(X,D)f(x) = | o[ a(x, &) (€) d&. (2.10)

R

Nosso intuito sera mostrar que a equagao (2.10) vale também para o multi-indice

«. Sem perda de generalidade, assuma que a; > 0. Podemos escrever entao

Fa(X.D)f(x) = lim =K D)(x) =~ 0 a(X, D)f(x)

1‘1—>($0)1 X1 — ({L‘O)l
g [l O - [ alen V),
z1—(z0)1 JRn T — ($0)1
_ : f(§> o' 2mix-€ _Adl 1, 2mizg-€
B ac111>1(1$10)1 Rr L1 — (1'0)1 <ax [e a(x7£)] (’}m [6 CL(LU(], 5)]) (d2€11)

Analisando o valor absoluto do integrando em (2.11) e utilizando a desigualdade

encontrada em (2.7), concluimos que

2B,

@ — |

= Co(1+ €)™ £(9)],

£(©)

Ty — (-T0>1

07 [ 2a(, €)] - o [ a(wo, €)]] < (L+ €)™ F (&)l

(2.12)
onde C,, é uma constante com respeito a €.
Como na equacio (2.12), f € S(R") e Co(1 + [€))™ 'l é um polinémio na
varidvel £, entdo o termo a direita de (2.11) estd em S(R™) < L'(R"™), o que permite
aplicarmos o Teorema da Convergéncia Dominada 1.17 e obter

f o e a(e, ) F(€) — o [P0 Calao, ©)]
R

n £1—(20)1 Ty — (33(])1

I ge — f o2 a(e, €)] f(€)de

Como o resultado acima ¢ valido para qualquer multi-indice «, concluimos que
a(X,D)f e C*(R").
O préximo passo consiste em definir um operador que nos permita obter uma

propriedade de decaimento para a(X, D) f e todas as suas derivadas. Sendo assim, considere

o operador
Le = (1 + 472|271 — Af) (2.13)

(em que A¢ é o operador Laplaciano com respeito as varidveis £) com a propriedade
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L€(627riac~f> _ 627riac~f‘ (214)

Note que definir um operador com a propriedade (2.14) é bastante util em
nosso contexto, pois podemos inseri-lo diretamente na expressao (2.2) e, com a utilizagdo

da integracao por partes, continuar a prova.

Dessa maneira, integrando por partes N vezes, temos entao

WX, D)fa) = | emrSale, ) f(E)de
- R Le(e*™ ) a(w, €) f (€)de
= J:Rn eQm’foéV[a(x’ g)f(f)]df

Para concluir o argumento, note inicialmente que (1+472|z|?)™ < (1+|z)72Y
Em seguida, perceba que, aplicando o modulo na expressao anterior, temos

\az<a<X,D>f<as>>|<( ey 2 () [ 0= a0ierigre e o felas

<a

k) 3 () [ 10 - A9 lemiy e ate O €)de

<o

(2.15)

Basta verificarmos entao que o somatério em (2.15) é limitado por uma cons-
tante. De fato, para qualquer multi-indice v < «, a regra de Leibniz garante a validade da

inclusao
(1=A)N[(2mi€) 05 "a(x, €) f(€)] = span{afdsa(x, §)a¢[(27€)7 f(€)], onde |5+6] < 2N}

Como a € S™(R™ x R"), entao
0805 a(w, )] < Daa—ry(1+ 1€))™ 7,
para todo (z,£) e R" x R" e
tl(emiey 1€)] = (=)o@ ©).
concluimos de (2.15) que, para cada v < «, vale que

(I = AN [2rie) 02 (@, fE] < Y Dsars(1+ €)™ PIENE).  (216)

|6-+6]<2N
Inserindo o resultado obtido na expressao (2.16) em (2.15), obtemos que

|02 (a(X, D) f(2))] <

Wl 3 () Dsasup [ @) [
|5+79\<$2N

(2.17)
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Note que o lado direito nao depende de z, é finito e depende apenas de N, como
queriamos. Usando o fato de que a diferenciagao e transformada de Fourier sdo operagoes
continuas em S(R"™), podemos reduzir a expressao a direita (2.17) a uma constante Cy e
obter

107 (a(X, D) f(2)] < Oy (1 + |2)7>Y,

completando a prova. O

Proposigao 2.9 (Critério de convergéncia para operadores pseudo-diferenciais). Suponha
que tenhamos uma sequéncia de simbolos a; € S™(R" x R") que satisfazem a estimativa
uniforme simbdlica

|07 08 an(a, &) < Aas(1 + [¢))" 1

para todo «, 3, todo (z,§) € R" x R" e todo k € N, com constantes A,s independentes
de z,& e k. Suponha que a € S"(R" x R") é tal que ax(z,€) e todas as suas derivadas

convergem a a(z,§) e suas derivadas, respectivamente, pontualmente quando k — 0.
Entao ai(X, D)f — a(X, D) f em S(R") para qualquer f € S(R").

Demonstragio. Pela expressao (2.2), temos

au(X, D) f(z) = f Ty (2, €) () de.

n

Com isso, segue ainda que

Jn ezﬂix‘gak(x,f)f(f)df\‘ < JRn (2, )[1£(£)]d€ < Ago JRn(l + €™ F(€)de

Como f € S(R"), pela Proposicao 1.15, f € S(R™). Assim, (1 + |£))"f(€) €

S(R™) = L*(R™). Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada 1.17, temos

im ay(X. D)f(x) = lim [ oo, (0. f(€)de = | e 5f(e) (Jim an(e.)) e
R” R™
- | emeeneate ) e
- a(X. D)f(x)

Para qualquer a € N multi-indice, temos

|07 ar(X, D) f(x)] =

f e (2mie) olan(x, ) f(€) d
< [ lemigyotme Ol fe)1dg

< f (2m) el IO (1 + €)1 F(©)lde
<dp | @l A©ldg
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Dessa forma, segue entao que (1 + [¢))™%|f(¢)| € S(R") < L*(R"). Portanto,

pelo Teorema da Convergéncia Dominada 1.17, temos

lim 00 (X, D) f(x) = lim | &> (2mie)"fay(w, €) f() d€

k—o0 Rn
- | emsiamie?or (Jim an(e.©)) Fe) de
- f ) 2™ (2mi€ )PP ay(w, €) F () dE

= djar(X, D) f(x),

que completa a prova. O

2.2 Representacao alternativa de operadores pseudo-diferenciais

Nesta secao, trabalharemos com uma representacao alternativa de operadores

pseudo-diferenciais e o resultado a seguir auxiliara a atingir esse proposito.

Lema 2.10. Seja {ay}rey uma sequéncia limitada em S™(R"™ x R™) tal que para quaisquer
a, 5 € N" temos que 858g‘ak(a:, ¢) converge em cada ponto (z,&) € R" x R". Entao existe
ae S™(R™ x R™) tal que ax — a em CP(R" x R™). Além disso, para todo m > m’ temos

ar — a em S™ (R™ x R").

Demonstragio. A primeira etapa desta prova consiste em mostrar que a sequéncia {ay}xen
com as condic¢oes dadas é uma sequéncia de Cauchy, ou seja, dados e > 0,5 € Ne a, f € N,

mostraremos que existe um ng € N tal que

sup |658§ak(x,§) - 658?@;(2:,5” <e (2.18)
(z,£)eB(0,5)

para todo k,[ > ny.

Como {ag}rey = S™ é limitado, obtemos uma estimativa em subconjuntos

compactos de R" dada por

Pogay(x,
swp |6 = sup | LEUTE) gy

(,£)eB(0,7) woesog | (L [E)me

agﬁgak<x7 g)

< sup |[(1+[g)m ] sup el

£eB(0,5) (z,£)eR™ xR™

_ AW
=AY,

onde Afjg > (0 é uma constante que depende de j € N e «, f € N, mas nao de k € N.



Capitulo 2. Operadores pseudo-diferenciais no R™ 35

Dados pontos (x,&), (y,n) € B(0, 7), a formula de Taylor garante que

355?%(37, §) = afa?ak(% n)

& 3 @6 — (] f &(@80%ay) By + (1 — O)z, 0 + (1 — O)E)db.

[v|=1

Tomando entdo C) os = 20 maX{A e || < lal +1,]5'| < |B|+ 1}, concluimos
que para quaisquer pares (z, &), (y,n) € B(0, ), temos

f0gan(e,€) - aJogan(y.m)| < |(x.6) — (3 MICS
Portanto, dado ¢ > 0 temos que

0702 an(, €) — 07 0¢ar(y, )| <

Wl o

€
para todo [(z,&) — (y,n)| < 300 e keN.
ap

. € .
Fixe agora r, = —5 © considere a cobertura aberta
af

B | Bl@o.r).

(2,£)€B(0,5)

Como B(0, j) é compacto, existe uma subcobertura finita satisfazendo

- UB((xiafi)vTE)'

Isso mostra que para todo (z,€) € B(0, j) existe 1 <i < N tal que (z,€) € B((24,&), 7e).
Portanto, para todo (,&) € B(0, j) e para todo &, € N temos

0708 an(, &) — OJ ¢ ai(w, €)| < |07 08 an(w, ) — 07 0¢ an(wi, &)
+ |8f@5 ar (i, &) — @f&g a(xi, &l
+ |a£atga’l(l’w£@) - afa?al(‘rvg”a

o que fornece, para todo (z,&) € B(0, j), a desigualdade

|07 08 ar(w,€) — 0708 | <

€ a I} €
3 T max |05 0g ar(z:, &) — 00g an(i, )] + 3

Como para todo 1 < ¢ < N, a sequéncia {6fc?g‘ak($i, fi)}keN converge, existe
n; € N tal que
02 ogar(w:, &) — 00f a1, 6)| < g
para todo k,I > n;. Tomando ny := max{n;1 < i < N} s
(x,€) € B(0,j) e todo k,l > nyg, vale

segue que para quaisquer

\&fﬁg‘ak(m,ﬁ) - afa?al(xaé)‘ < €
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Como a estimativa nao depende de (z, &) € B(0, j), concluimos (2.18) tomando
o supremo sobre (z,&) € B(0, 7).

Logo, como {aj}reny é uma sequéncia de Cauchy em C*(R" x R"), existe
a € CP(R" x R") tal que ax — a em C”(R" x R") e portanto para quaisquer « e 3
multi-indices temos &f&?ak(x, §) — Qfﬁg‘a(:c, €) para todo z,§ € R™.

Para verificar que a € S™(R" x R"), note que como {a}ren é limitado em

S™(R™ x R™) com respeito a topologia definida em (2.6) temos para todo «, f multi-indices

que existe uma constante A,z > 0 que ndo depende de k € N e tal que
|07 08 ax (. €)| < Aag(L + [¢])™ 1

para todo (z,£) € R" x R" e todo k € N. Tomando o limite quando k — 0, concluimos

que a € S™.

A . ! .
Para provar a convergéncia em S™ para m’ > m, sejam «, 3 € N e perceba

que para todo j € N temos

/ Poga(x, &) — 0P0%ay(x, €)
P™ (g0 = sy z0g 42, = 0¢ k2, ‘
op ( k) (x,{)e]RExR” (1 + ’f’)m ~lof

< sup aga?a(x7§) B afa?ak<xa§)‘

(,€)B(0,7) (1+ |g[)m =l
070¢a(x, ) — 0)0gay(x,€) S

+osup | e (L [

(0.6)B0)" (1 +1¢)

Como {ay}rey = S™ ¢ limitada e a € S™, entdo existe uma constante B,z > 0
que nao depende de £k € N nem de j € N e tal que
0yoga(x, &) — do¢ar(x,§)
(L + [g])m=led

sup (1+1€N™ ™| < Bag(L+ ).

(2,€)eB(0,5)°

Portanto, dado € > 0, existe j, € N tal que a estimativa acima seja menor que
€/2.

Para tal jp € N, temos

@g@?a(x,f) - aga?ak(xug)

sup

‘ h

(,€)eB(0,j0) (L + [g])m=le
( sup |07 0¢a(,€) —@fég‘ak(x,f)|> : < sup (1 + |g|)al—m’>
(r£)<8(0.30) (2.£)<B(0.00)

Entéo, como a;, — a em C*(R" x R"), concluimos que existe kg € N tal que a

expressao acima é menor ou igual a €/2 para todo k > ky e portanto
Po(étg/)(a —ag) <€

para todo k > k. O
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Utilizando a definigao de transformada de Fourier na expressao (2.2), podemos

reescrever o operador a(X, D) como
o(X.D)fe) = | [ alo, ) )y de 2.19)

No entanto, um problema com essa féormula é que a integral com respeito a
¢ nao converge absolutamente mesmo para f € S(R"). Para contornar essa dificuldade,
utilizaremos a ideia de aproximar a(z, ) por simbolos de suporte compacto. Para esse fim,
vamos fixar uma I' € C°(R" x R") de modo que I" = 1 perto da origem. Vamos definir
agora

ac(z,§) = a(z,§T(z,§), (2.20)

com 0 < € < 1 e de modo que I'((z,£) = I'(ex,ef). Entao, podemos verificar que

a. € CP(R™ x R") e valem as seguintes afirmagoes:

Afirmacao 1. Se a € S™(R" x R"), entao a. € S™(R" x R") uniformemente em 0 < € <1
(isso significa que a constante A,3 na desigualdade simbélica da Definicao 2.1 pode ser

escolhida independentemente de 0 < € < 1);

Para justificar essa afirmacdo, mostraremos que I'(ex, €€) € S° uniformemente
em 0 < e < 1. Para isso, fixemos entao 0 < € < 1. Pela Regra da Cadeia, para quaisquer

a, f € N", temos

|07 0¢Te(w, €)| = [elePl(070T) (e, e€)|
< dalHldio,

< Ooc,ﬂ7
onde Cp3:= sup |(0” 0 T)(x, )], que existe pois vy possui suporte compacto.
(z,6)eR™ xR™

E claro entdo que  sup  |@” JeT(er, €€)| < Cap. Como o lado direito, nesse
(z,8)eR™ xR™

caso, nao depende de € concluimos que I' € S°(R™ x R™) uniformemente em 0 < € < 1.

Pelo item (b) da Proposicao 2.5, segue que

alw, )T (ex, ¢€) = a.(z,€) € 5™

Afirmacgao 2. a, — a pontualmente quando € — 0, uniformemente em 0 < ¢ < 1. O

mesmo é verdade para as derivadas de a, e a.

Para embasar a afirmacao feita, podemos usar a continuidade da multiplicacao
pontual de simbolos para garantir que {a,}o<e<1 < S™ € limitada. Como para quaisquer
a, f € N" vale a convergéncia 8fag‘ak(x, ) — ﬁfﬁga(x, €). A limitacao de {ac}o<e<1 < S™

. ~ . . /
e a Proposicao 2.10 nos permite concluir que a, — a em S™ .
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Com a construcao feita e munido das Afirmacoes 1 e 2 devidamente fundamen-
tadas, temos os requisitos para aplicarmos o Critério de Convergéncia para operadores
pseudo-diferenciais dado pela Proposicao 2.9, segue que a.(X, D)f — a(X,D)f em S(R")
quando ¢ — 0, para toda f € S(R"). Aqui a(X, D)f é definido como em (2.2). Neste
momento, a férmula 2.19 faz sentido para a. € C°, logo podemos definir a integral dupla

em (2.2) como o limite em S(R") de a.(X, D)f, ou seja, tomamos

e—0

a(X,D)f(z) := hmfnfn 2mile=u)Eq (x, &) f(y) dy dE, (2.21)

para f e S(R").

2.3 Kernel de um operador pseudo-diferencial

Lembrando a defini¢ao de a. apresentada em (2.20), podemos expressar um

operador pseudo-diferencial de diferentes maneiras:

o(X.D)f(@) 2 | emaa, ) f(€)d 2 tim f || et o o) fty)apag

e—0t

= lim J 2 8 a (2, &) f(x — 2)dzdE
R’ﬂ n

e—0T

.

= lim ke(z,2)f(zx — 2)dz
EH0+JRn

r

= lim | Kz,y9)f(y)dy,

e=0" Jrn

com kernels

Kwy) = koo =), hlez) = | oo e 2.22)

Se z # y e, como em (2.13), definindo L¢ = (—4m*|z — y|*) "' A¢, temos

Lg(e%is-(m—y)) — 2mik(z—y)

Inserindo esse operador N vezes na expressao de K¢ e integrando por partes

2N vezes, obtemos

1

K. (z,y)] <
Rl S e =y

[RESRCEIS

Como {ag}o<e<1 © S™ é uma sequéncia limitada, existe entdo uma constante,

que denotaremos por Cy tal que

(Ag)V[ac(z, )] < Cn(1 +[¢)"N

para todo (z,£) € R" x R".
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Em particular, se tomarmos 2N > m + n, podemos encontrar uma constante

By satisfazendo a condigao

By

1 N
(471_2‘:[; _ y‘2>N J];{" |(A§) ae(xvf)]‘dg < m

|Ke(z,y)| <

Mais especificamente, se tivermos também a condicdo x ¢ supp f, obtemos

£ ()]

S dy (2.23)

(X, D)f(x)| < By f

supp f ]ac B
Observacao 2.11. Assim como na prova do Teorema 2.8, podemos utilizar o Teorema
da Convergéncia Dominada 1.17 e obter k(x, z) = J e*m=#8q(x, £)dE. Por consequéncia,

K(z,y) = k(z,z —y).

n

Teorema 2.12 (Kernel de um operador pseudo-diferencial). Seja a € S™(R"™ x R™). Entéao

o kernel K (z,y) de um operador pseudo-diferencial a(X, D) satisfaz
102, K (2,9)] < Onglz —y[™

para N > m + n + |B] e x # y. Portanto, para x # y, o kernel K (z,y) é uma funcao

suave, decrescendo rapidamente quando |z — y| — o0.

Demonstragao. Inicialmente, perceba que k(z,-), definido por (2.12), é a transformada
de Fourier inversa de a(x,-). Segue dai entdo que (—2miz)*0°k(x, 2) é a transformada de

Fourier inversa com relagdo a & da derivada Jg'[(2mi§ Ya(x,€)], ou seja,
(—2miz)*0%k(x, 2) = fgl(ﬁg[(2ﬂi£)ﬂa(x,5)])(2).
Pela Proposicio 2.5, como a € S™(R™ x R") e (2mi&)? € SIPI(R™ x R™), segue entdo que
(2mi&)Pa(z, &) e S™HPI(R™ x R™), o que garante a validade da desigualdade
|og[(2mi€) al, €)]] < Cap(&)™ P71,

onde (&) = (1 +[¢*)"2.

Portanto, 6?[(27%5)5@(:6,5)] estd em L'(Rg) com respeito a &, se || > m +
n + |5|. Por consequéncia, vide Observagao 1.11, sua transformada de Fourier inversa é
limitada, isto é,
(—2miz)*0%k(x, 2) € L™ (R™)

para |a| > m +n +|f|. O

Defini¢ao 2.13 (Operadores de suavizagao). Definimos simbolos de ordem —oo colocando
STP(R™ x R") := ﬂ S™(R™ x R™), de modo que a € S (R" x R") se a € C” e se

meR

070 a(x,€)] < Aapn (1 + €))7
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vale para todo N, e todo z,{ € R". As constantes A,gn podem depender de a, o, 8, N, mas
nao de z, . Operadores pseudo-diferenciais com simbolos em S™*(R" x R™) sdo chamados

de operadores pseudo-diferenciais de suavizagao.

Analogamente, definimos os simbolos de ordem o colocando S} = U s>

meR
satisfazendo as mesmas condi¢oes da definicdo acima.

Proposicao 2.14. Valem as seguintes propriedades sobre classes de simbolos de ordem

—Q0

(a) Se ae S™, e S(R™) e b for definido por b(x,&) = a(x,&)p(€), entdo b e ﬂ S*.

keR

(b) Se ¢ € S(R™) e b for definido por b(z,&) = ¢(&), entdo b e ﬂ S,

meR

(c) Seac ﬂ S™. entao para qualquer x fixado, a fungao ¢, (£) = a(x, ) pertence a S(R").

meR

(d) Se a tem suporte compacto com relagdo a variavel £, entao a € ﬂ Sk
keR

Demonstragio. (a) Seja k € R. Para quaisquer multi-indices « e 3, a férmula de Leibniz

garante que

oo < Y (j) B a(e, €)1 ()]

1<a

Como a € 5™, existe uma constante Ag, tal que

090 a(x, &) < Aga(1+ [¢)m .

Por outro lado, sendo ¢ € S(R"), existe uma constante B, , tal que

(1 + [¢])™He=P1=FI02 0 (€)] < Bay-
Por fim, podemos concluir que

0708b(z, &)l < ) (‘;‘) A (14 €)™ (1 4 |eFthizlel-mp,

r<a

= Cas(1 +[€)"

em que

@]
Cop = Z (v) ApyBa.

v<a

Entéo, fica provado que b € S*. Como, inicialmente, k foi escolhido arbitraria-

mente, segue que b € ﬂ Sk.
keR
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(b) Essa afirmagao é um caso particular do item (a) para a = 1.

(¢) Como a e ﬂ S™, existe para todo m € R e todo multi-indice & uma constante C,, o

meR

tal que
[0¢a(z, )] < Ca(l + €)™ < Cra(1 + €)™

Por outro lado, para todo k£ € N e a multi-indice, tomando m = —k, obtemos

(1+ 1€D*10g @ (€)] = (1 + € |02 alx, &)
<1+ Copall +[EN"
=C_jq-

)

Pela definicao do espaco de Schwartz, podemos concluir entdao que ¢, € S.

(d) Inicialmente, fixe k € R. E claro que o suporte de toda derivada de a estd contido no
suporte de a. Sendo assim, a compacidade do suporte de a com respeito a variavel £ nos

garante que existe uma constante M > 0 tal que
(1+lgh™* < M,

para todo (x, ) € supp(a). Além disso, como a € S™, entdao para quaisquer multi-indices

a e f3, vale

0702 a(z,€)] < Cap(L+ [€)™ 1 = Cop(1 + [€])™ (1 + €)1
< CasM(1+ [g))"1o.

Entéo, a € S*. Como k foi escolhido arbitrariamente, a € ﬂ S* o que completa

keR
a prova. ]

2.4 Limitacdo em L*(R")

O objetivo desta se¢do é provar que os operadores pseudo-diferenciais com
stmbolos em S°(R™ x R™) sdo limitados em L?(R™). A préxima proposicio serd fundamental
para o éxito de nossos prépositos e, por isso, além de enuncia-la, também apresentaremos

uma prova detalhada da mesma.

Proposigao 2.15. Seja A: S'(R") — S'(R™) um operador linear continuo tal que
A(S(R™)) = L*(R™) e tal que existe C' para o qual a estimativa

Af 2@y < C||fllz2@n) (2.24)

vale para toda f € S(R"). Entdo A se estende a um operador linear limitado de L*(R")

para L*(R™) e a estimativa (2.24) vale para toda f € L*(R") com a mesma constante C.
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Demonstracao. Pela Proposicao 1.14, dada f € LQ(R”), podemos construir uma sequéncia
de fungoes f, € S(R") tal que fr — f em L*(R™). Assim, utilizando a estimativa (2.24)

para fr — f, temos

AC(fe — fo)ll2@ny < Cllfk = fnllz2@ny,

logo Afi; é uma sequéncia de Cauchy em L?*(R"). Pela completude de L*(R"), existe
ge L*(R") tal que Af, — g em L*(R™).

Como f; — f em L*(R™), pela Proposicao 1.31, segue que f;, — f em S'(R™).
A continuidade do operador A garante entdao que Afy — Af em S'(R™). Pelo principio de
unicidade na Proposicdo 1.30, obtemos entdo que Af = g € L*(R"™). Passando ao limite

em (2.24) aplicado a f, temos
M [[Afy][2@n) < € lim [[ fil[22(m)-

Por consequéncia, obtemos entao a desigualdade

[[Af||2@ry < C|f]|z2@n),

com a mesma constante C'; como desejavamos. O]

Munido do resultado acima e dos demais desenvolvidos ao longo deste texto,

podemos trabalhar com o resultado central da secao.

Teorema 2.16 (Limitacdo L? de operadores pseudo-diferenciais). Seja a € S°(R" x R™).
Entdo a(X, D) se estende a um operador linear limitado de L*(R") para L*(R").

Demonstragio. Como S < L? < &' sio inclusoes densas e continuas, basta utilizarmos a
proposicao anterior, com A = a(X, D) apenas para f € S(R"), com a mesma constante C'

independente da escolha de f.

Passo 1. (Para simbolos com suporte compacto). Vamos assumir que a(zx,§) tem
suporte compacto com respeito a x e que seu suporte é independente de £, ou seja, existe
um conjunto compacto K < R" tal que para todo £ € R" temos supp,a(-,§) < K. (Vale

também, para todo a € Z, supp,dsa(-, &) < supp,a(-,§) c K).
Isso ird nos permitir usar a transformada de Fourier com respeito a =, em
particular as férmulas

a(z, &) = J nem*a(A,g)dA, a(\, &) =J eIz, €)d,

com integrais absolutamente convergentes. Iremos usar o fato de que a(-,§) € C°(R") <
S(R™), de modo que a(-, &) esteja no espago de Schwartz na primeira varidvel. Consequen-
temente, temos a(-, &) € S(R™) uniformemente em &. Para ver a uniformidade, perceba

que

RN = [ e otale, )

n
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e entao
erinza o)l < [ fosatelds
Rn
< | lezata, ol
K
< Aug J dr = C,,
K
logo |(2miN\)*a(A, €)| < C, para todo £ € R™. Segue que

sup |a(z, )] < Cy(1+ |A)~N (2.25)

EeR"™

para todo N. Agora podemos escrever
olX. D)f@) = | emetala. ) f(E)de
= [ [ emeeman. g fieandg
- | N

em que

(SN 2) = e a(A, D) f)(x).

GOADI)(e) = | a0 O F©Od = FaMOfE).  (220)

n

Em outras palavras, a(A\, D)f é um multiplicador de Fourier com simbolo

a(\, &) independente de z, logo pela Identidade de Plancherel (Proposi¢ao 1.16) obtemos

[a(\, D) flz2 = [|IF (@ D) fllze “27 la(r, ) fll 2

R . (2.25) N
ggs%%p a(N O flle < Cn(@+ M) fl]z2
(] n

para todo N > 0. Entao obtemos
la(X. D)z < [ 11870 )aed
Rn
<Co | @+ )N flldr < €Il
R”

se tomarmos N > n.

Passo 2 (Caso Geral). Vamos provar agora o caso em que os simbolos nao possuem

necessariamente suporte compacto com relacao a x. Para isso, iremos utilizar a desigualdade

2 |f (@)
jz zo|<1 ‘a(X’ D)f(l'” dv < Cn \L{n (1 + |x — ;BODNdx’ (2'27)
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que vale para todo xg € R" e todo N > 0, com constante C'y independente de xq e depende

apenas das constantes nas desigualdades simbélicas.

Sendo assim, a fim de verificar que a desigualdade acima prova o resultado
almejado, inicialmente consideremos &j,_, <1 a funcao caracteristica da bola de raio 1
centrada em zy. Fixemos N > n e entao integramos (2.27) com respeito a xy € R" para

obtermos

|f (@)
Jn ( an ‘)(.\xf:to|<1|a(X’ D)f($)|2d1‘> drg < CNJﬂ (j}gn (1 + ’x — xO‘Ndw) dzg.

Aplicando o teorema de Tonelli-Fubini para trocar a ordem de integracao,

obtemos entao que

vol(B(0,1)) J

n

(X, D) f(x)2dz < CNL ()2 UR : ! )dx.

1+ |z — zo|)V

Basta observar agora que como N > n, podemos definir
1
o) ::J dxg
N g (1+ |z — 20|V

CnCly
vol(B(0,1))

e dai, definindo a constante CY; := , segue entao que

| D)@ < €% | (5@,

n

como queriamos demonstrar.

Passo 3 (Prova da férmula 2.27). Nesta etapa, consideraremos xy € R" um ponto
arbitrario, porém fixado. Tome ¢ € C°(R") tal que 0 < ¢ < 1,supp¢ < B(zg,3) e p =1

em B(xg,2). Entdo para f € S, podemos escrever
f=of+(Q=9)f:=fi+ [

Como a(X, D) é um operador linear, temos a(X, D) f(z) = a(X, D) fi(x) +
a(X, D) fs(x) e, portanto, vale a desigualdade

|a(X, D) f(2)]* < 2(la(X, D) fi(2)[* + |a(X, D) fa(2) .

Considere n € C(R"™) tal que 0 < n < 1,suppn < B(xg,2) e n =1 em B(xg, 1).
Entao n(z)a(X, D) f1 = (na)(X, D) f1, que é um operador pseudo-diferencial de ordem m
cujo simbolo tem suporte compacto na variavel z, de modo que o resultado provado no

Passo 1 pode ser aplicado.
4

— =1
1+ |z — x|

Tendo o conhecimento prévio de que 0 < |¢(x)|* < 1 e como
para x € supp ¢ < B(zy,3), vale entdo a desigualdade

o) < (4)N (228)

1+ |z — o
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para todo N = 0.

Munido entao das condigoes discutidas acima e utilizando o Passo 1, podemos

determinar uma estimativa para f; dada por

n

J s ’CL(X, D)fl(l‘)’de = f |77(£C)|2‘CL(X, D)f1($)|2dl’
<c| Ih@Pi
=C | lo(x)f(z)Pda

Rn

(2.28) 4 N
< C’f (> |f(z)]Pdz
B(zo,3) \ 1 + [T — o]

R™

L+ |z — o)V

que satisfaz (2.27).

Para a estimativa fy, em primeira instancia, afirmamos que supp fo < B(z, 2)°.

De fato supp fo = supp(1—¢) = {x e R 1 — ¢(x) # 0} = {zx € R™; ¢p(x) # 1} < B(xo,2)".

Sendo assim, para todo x € B(zy, 1), segue que a férmula (2.23) vale para 2N > n.

Evidentemente, |fa2(y)| < |f(y)|. Além disso, para todo y € B(xy,2)° ¢ = €
B(xg, 1) temos
[y — @l <y — 2| + |z — zo| < 2|y — 2]

e, portanto, ji temos as condigoes necessarias para estimar a(X, D) f,. Com efeito,

a(X, D) fola)] < C4 j W

2N
B(zo,2)¢ |L — Yl

2N
B(zo,2)¢ 1Y — ol

fw)| 1
<C
? JR" (1 +y — 2o )N/2 (1 + |y — mo])3N/2

/)P )/( ! )”2
<G (f A+ Jy— )™ f T+ ly ™)

em que usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para obter a tltima desigualdade e

1
podemos entao definir C5 = (5 <J
g (14 [y — 20

dy

1/2
)3Ndy> < o para 3N > n.

Elevando ao quadrado e integrando a desigualdade acima em B(zg, 1) obtemos

a desigualdade

J]B(xo,l) (X, D)fu(a)de < @ (J]R" (1 +|{;gi)’;o|)Ndy) ’

que é a estimativa exigida para fs.
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Por fim, observe que ambas as constantes encontradas nas estimativas para

a(X, D) f1 e a(X, D) fs nao dependem do ponto escolhido zy € R", concluimos a prova. [J

E possivel obtermos uma extensao andloga da Proposicio 2.15 para Espacos
de Sobolev.

Proposigao 2.17. Seja A: S'(R") — S'(R") um operador linear continuo tal que
A(S(R™)) « H™(R") e tal que existe C' para o qual a estimativa

1AS]

s-m@ny < Cl| s @n) (2.29)

vale para toda f € S(R"). Entdo A se estende a um operador linear limitado de H*~™(R")

para H°(R") e a estimativa (2.29) vale para toda f € S(R") com a mesma constante C.

Demonstragao. Pela Proposicao 1.33, dada f € H*(R"), podemos construir uma sequéncia
de fungoes fr € S(R") tal que fr, — f em H*(R"). Assim, usando a estimativa (2.29) para

Jx — fi, temos

|A(fr = f0)]

logo Afy é uma sequéncia de Cauchy em H*™™(R"). Pela completude de H* ™ (R"), existe
g€ H*"™(R") tal que Afy, — g em H* ™ (R").

as—m@ny < Ol fi = fill7smny,

Como fr — f em H*(R"), pela Proposi¢ao 1.34 segue que fp — f em S'(R").
A continuidade do operador A garante entdo que Afy, — Af em S'(R"). Pelo principio
da unicidade na Proposigao 1.30, obtemos entao que Af, = g € H*"™(R"). Passando ao

limite em (2.29) aplicado a fi, temos

]}1_{{.10|’Afk‘

Consequentemente, obtemos a desigualdade

1AS]

Hsfm(Rn) < CHf‘ |H3(Rn),

com a mesma constante C;, como desejavamos. O

Em decorréncia da Proposicao 2.17, podemos formular um resultado sobre

limitacao em Espacos de Sobolev, tépico que serd trabalhado no resultado a seguir.

Teorema 2.18 (Limitagao em Espagos de Sobolev). Suponha que a € S™(R" x R").
Entao para qualquer s € R dado o operador a(X, D), inicialmente definido em S(R"), se

estende de um operador linear limitado de H*(R™) em H*~™(R").

Demonstracao. Em decorréncia da Proposicao 2.17, é suficiente mostrar que existe C' > 0
tal que
|la(X, D) f|
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para toda f € S(R™). Com efeito, sabemos de (2.3) que (1 + |£[*)"? € S para todo t € R,

logo podemos definir um operador pseudo-diferencial A; : S — S dado por
Adfa)i= [ emee(u jg) e

Como (1 + [€)2f(€) € S, temos (Kt?)(f) = (1+ €)% f(€) e que Ayo Ay, = I. Além
me@n) = |[Asf||r2@n) para toda f e S(R")

disso, o Teorema de Plancherel garante que || f]|

e seR.

Escrevendo A, = As—m 0 a(X, D) o A_g, temos pelo Teorema 3.1 que Ay, é
um operador pseudo-diferencial de ordem 0. Portanto, pelo Teorema 2.16 existe C' > 0 tal
que

| Asm fll2@ny < Cllf |2y,

para toda f € S(R").

Isso implica que para toda f € S(R") temos

la(X, D) f|

s-m@ny = |[As—ma(X, D) fl|r2@n)
= |[As—ma(X, D)A_ A, f|| L2 @ny
< Ol[As fllz2@ny
= C||f]

Hs(R™),
concluindo (2.30). O

Para finalizar este capitulo, deixemos claro um fato: dada uma classe de simbolos
em ST, com 0 < p,d < 1, nem sempre vale a limitagao em L*(R™). Um exemplo desse

fato pode ser encontrado na referéncia [13|, mas nao serd desenvolvido neste trabalho.
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3 Calculo de operadores pseudo-diferenciais

Este capitulo é dedicado a apresentar ferramentas para o calculo de operadores

pseudo-diferenciais. Nossa abordagem aqui dara énfase a composicao de operadores.

3.1 Composicao de operadores pseudo-diferenciais

No decorrer do Capitulo 2, adotamos a notagao a(X, D) como padrao para
trabalhar com operadores pseudo-diferenciais. Nesta se¢ao, optaremos pela notacao 7,. O
motivo para isso ficard claro nas proximas paginas: a demonstracao do resultado a seguir
nos induz a trabalhar com muitos simbolos e indices e trabalhar com T, deixa a prova

visualmente mais facil de ser lida.

Teorema 3.1 (Composicao de operadores pseudo-diferenciais). Seja a € S™(R™ x R") e
be S™(R" x R"). Entao existe c € S™*"2(R" x R") tal que

T.=1T,0T,.

Além disso, vale a formula assintética

al

7TZ -
]

que significa que para todo N > 0 temos

= % 27”, 20)(00) € ™ N (R X R™). (3.1)

la|<N

Demonstra¢io. Passo 1 (Introdugdo ao caso particular b € S™ com suporte
compacto). Iremos provar, inicialmente, esse resultado para o caso particular em que
a € 8™ é qualquer e considerando que b € S™? tem suporte compacto em = e que esse
suporte é independente de &, ou seja, existe um conjunto compacto K < R" tal que para
todo £ € R™ temos supp, b(+, &) < K.

Sejam a.(z,n) = a(x,n)(ex,en) e b(z,&) = b(x, &) (ex, €£), como em (2.20).

Entao para f € § podemos escrever
100 = [ 0. )f ()
Aplicando entdo T,, na expressao acima obtemos

@t ) = [ ([ e e ) e oyan. (62
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Pelo Teorema de Fubini e usando o fato de que

e2min (z—y) 2mik-(y—2) _ 2mi(z—y)-(n—E) p2mi(z—=2)-€

Y

temos
(T Ty f)(x) = f o, )T F () dde,
com
ca,€) = | HED0-9q (€. (y, €)dydn
JR"
_ 2T =) g (2, €)be(n — €, €)dydn
JR"
- | emeateg i, an (33

onde b(+,§) é a transformada de Fourier de b(-, &) como uma fung¢ao de y € R™. Note que,

para cada 0 < € < 1, obtemos entao a igualdade

(1o To. f)(x) = Te. f (), (3.4)

para toda f € S.

Passo 2 (Férmula assintética). Estamos assumindo que b € S™? tem suporte compacto
em z e, assim, para cada £ € R" fixado, temos b.(-,§) € CX(R") < S(R") que, pela
Proposicao 1.15, implica que b;(-, ¢) € S(R™). Além disso, para cada multi-indice v e cada

¢ € R" temos

(i) b (1,€) = 2201 (1,€) = f e HENR, (o, ) o

n

Usando o fato de que supp, d5b.(x, &) < supp, be(z,§) < K, podemos concluir

que

minhn. )| = || mash e e

< | lesbioo)lda
K

< Ao (1+ [€])™ vol (K).

Em particular, isso implica que para todo M € N existe uma constante, que

denotaremos por Ay, tal que
[be (1, )] < Anr(1+[€])™ (1 + [n]) ™. (3.5)

Vamos analisar agora o lado direito de (3.3). Usando a férmula de Taylor,

podemos escrever

1
ac(w,€+m) = 3, —0facw, On" + Riy(, &), (36)

la|<N T



Capitulo 3. Cadlculo de operadores pseudo-diferenciais 50

em que

Ry (z,&,m) = Z a'J (1-6 N&§a6($§+9n)

la[=N

Inserindo (3.6) em (3.3), obtemos
&) = [ a4 )b, )
- 3 o | eate onhn O+ [ Ry g b, O (37

\oc|<N
Observe que

1 (2mi) o

Pl 6?@6(35, g)no‘[ge(n, 5)627”'1'776177 = 7'6?@5<x7 6) J (27ri)|04\770<6€<77’ &-)eQWiz-ndn’
@ Jre o! -

que usando a férmula de inversao de Fourier em (27i)!*5%b, (1, £) nos da

2ri) o
Cr) " gale,€) - bz, )
e esse é o termo correspondente a cada « na féormula (3.1), exceto que ele varia em
0 < e < 1. O dltimo termo da soma em (3.7) serd tratado no Passo 3.

Passo 3 (Resto da Féormula de Taylor). Nesta etapa, o objetivo é mostrar que o segundo

Smatm2=N=1 yniformemente em 0 < € < 1, ou

termo no lado direito de (3.7) pertence a
seja, nosso intuito é mostrar que para quaisquer multi-indices v, f dados, existe uma

constante A,z > 0 tal que

8;8?J 62”@'””R§V(S€,f777)86(7775)617] <A75(1+ |£|)m1+m27N717|ﬁ| (3.8)
R’ﬂ

para todo z, £ € R", uniformemente em 0 < € < 1.

Perceba que a diferenciacao sobre a integral acima nos da

0107 [ Ry (w, &, m)be(n, €)]dn

R’Il

Pela Regra de Leibniz, temos

010¢ [e*™ M Ry (x, €, m)be(n., €)] = span{e®™ 1’ 0Zb.(z, )Y 00 " Riy(z,&,m) : § < v,0 < B}.

Como

f TP agbe(, m)Y 0 0¢ ™ Rig (.6, 1)

< f inl¥¥162b.(n, £)]167 402~ Ry, €, m)eln,

obtemos (3.8) mostrando que existe uma constante C. g5, > 0 tal que

fw [1[102be (1. €)[107 000 Ry (. &, m)ldn < Cogsp (1 + [€]) 2N 117 (3.9)
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para todo z,£ € R" e uniformemente em 0 < ¢ < 1. Vamos provar a desigualdade acima.
Primeiramente, observe que para quaisquer multi-indices 7/, 3" temos

Ry Em) = Y fl— 0V 3 35 0, (2, € + On)d0

|| = N+1

Portanto, podemos encontrar uma constante C~g > 0 que nao depende de

0 <e<1,etal que

N+1
By el < Y T oy ae )l < o) < [c] <€ + )

|o|=N+1

< )V maxc{(1 + [¢))™ N g < ¢ < €+ ml}, (3.10)
para todo z,&,n € R". Munido da desigualdade (3.10), considere os seguintes casos para
nossa estimativa.

Caso 1: Quando |n| < [£]/2, temos || < 3|¢|/2 e portanto existe uma constante An./g > 0
tal que
10 0¢ Riv(w,&,m)| < Ay V(L + [g])m N1

para todo x € R".
Caso 2.1: Quando |n| > [£|/2 e m; — N — 1 —|f'| > 0, usamos o fato de que || <
€] + |n| < 3|n| para obter uma constante Ay, > 0 tal que

10708 Riy(,&,m)| < Anyn| N (1 + [pl)m N1

para todo x € R".

Caso 2.2: Quando |n| > [£]/2 e m; — N —1— || <0, obtemos uma constante Ay.g > 0
tal que

070 Biv(2,€,m)| < Ay ¥
para todo x € R".

Sob as mesmas condigoes impostas para encontrar a férmula (3.11), segue que

|(2min)*b.(n, )| <

f e 207, (x, €)da
<J |0¢ be(, &) |dx

K
< Ay(1+ €)™ vol(K).

Isso implica, em particular, que para todo M € N existe uma constante Ay,

tal que
|08be(n, &) < Anro (14 €)™ 771+ [n]) . (3.11)
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Munido dos argumentos acima, podemos reescrever a integral no lado esquerdo

de (3.9) de modo a aplicar os casos 1 e 2 discutidos anteriormente. Sendo assim, temos

f R €172 00 R €
n<

f' e e o,
n|>

Para a primeira integral, usamos o Caso 1 e a expressao (3.11) para obter uma
constante A > 0, que depende de v, 3,6,0, M e N, mas nao depende de 0 < e < 1, e tal

que

j I 0 R €l <
n<

AL+ [gymtma =il f MR+ )M dy.
Rn

Para obtermos a desigualdade desejada, basta tomarmos entao M > n + N +
1+ |9].

Para concluir essa etapa da prova, basta analisarmos a segunda integral usando
o Caso 2. Mais especificamente, podemos nos restringir apenas ao caso 2.2, pois o caso 2.1

segue de um calculo similar.

j g I IE L, OIIE00¢ R )
n|>

< B(1 + ey f ¥ )My
[n|>1&|/2

SBOHED™ a pY ey
In|>¢]/2
Note que se M > N + 1 + || + n, entdo a ultima integral é absolutamente
convergente. No entanto, essa nao é ainda a limitacao desejada de acordo com a expressao
(3.8). Para resolver esse problema, perceba que como o integrando acima é uma fungao
radial, podemos usar coordenadas esféricas (Teorema 1.24) para obter

0

f (1 + ‘5’)N+1+\5|—Md77 _ Wn—lf (1 + ‘TDNH(SHTL_MdT,
In|>[€/2 1€1/2

onde w,_1 denota a area de superficie da esfera (n — 1)—dimensional de raio 1. Definindo

entdo M > N +|§| + n + k + 1, onde k € N serd ainda determinado, obtemos

Q0

oo
wn—lj (1 + |T’|)N+|§|+n_MdT < wn—lj (1 + |T’|)_k_1d7’ _ -
1€1/2 1€1/2

Wn—1

(1+lgl/2)7™

Entao, existe uma constante C' > 0, que nao depende de 0 < ¢ < 1 e tal que

f' e nNogbe(m, |0y °0¢ ™" Ry (w, & m)ldn < C(1 + €)1+,
n|>
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Como k € N pode ser escolhido arbitrariamente grande, podemos limitar a

expressdo acima por uma constante vezes (1 + |¢])™1tme=N=1=181,

Agora que verificamos que (3.8) é valida, podemos prosseguir para o tultimo
passo da prova do teorema para o cenario em que b € S™2 tem suporte compacto com

respeito a x.

Passo 4 (Simbolo ¢ € §™%?). Combinando os resultados provados até aqui, concluimos
que ¢ € S™*™2 yniformemente em 0 < € < 1 e que para todo N € N podemos escrever

explicitamente ¢, como
@§) = [ 0o+ Ohln. (312)

A\l "
- 3 O .9 b, + j Ry (2, €, m)b(n, €)dln.

|a|<N "

Como {ac}ocec: = S™ é uma sequéncia limitada, como visto na Segao 2.2
e b, € S(R™), segue entdo que o valor absoluto do integrando em (3.12) pertence a
S(R™) < L'(R™). Consequentemente, aplicando o limite quando ¢ — 0 e utilizando o
Teorema da Convergéncia Dominada 1.17, segue que existe ¢ € S™ ™2 tal que ¢, — ¢
pontualmente e em S™ para todo m’ > my + msy. Além disso, podemos escrever c(x.£)

explicitamente como
(€)= | ™ ala, g+ o, €)dn

\~lol . ;
_ Z (zmﬁga(x,f)ﬁ?b(x,f)JrJ TN Ry (2, €,m)b(n, €)

|
o=y n

Finalmente, tomando o limite quando ¢ — 07 em (3.4) e usando a Proposicao

2.9 obtemos a seguinte igualdade

(Tabe) (.Z') = El_l,%i (TaeTbef)(x) = 61_1}[%_ Tcef(x) = ch(x)

para toda f € § e isso completa a prova para o caso em que b € S"? tem suporte compacto

com respeito a .

Passo 5 (Caso Geral). Vamos considerar o caso em que nao assumimos que b € S™?
tem suporte compacto com respeito a x. Inicialmente, consideremos xq € R" um ponto
arbitrario, porém fixado. Pelo Lema de Urysohn, podemos construir ¢ € C°(R" x R")
tal que 0 < ¢ < 1,supp ¢ < B(z0,2) e ¢ = 1 em B(zg, 1). Além disso, podemos escrever
b=¢b+ (1 —¢)b:=by +by. E claro que by, by € S™ e que

Tabe(:L‘) = TaTb1 f(ZL‘) + TaTbe(x)

para toda f € S.
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Como supp b; < B(zg,2), segue pelo Passo 1 que existe ¢; € S™ 1 tal que
7.7, =T, e

N o
C1 — Z QWZ),(&?CL) . (5‘;61) € Sm1+m2—N—1 (313)

lal<n = &

para todo N = 0.

Nosso objetivo agora é mostrar a existéncia de um simbolo ¢, tal que 7,7}, = T,
e tal que para todo z € B(zg,1/2) temos que, para quaisquer v, # multi-indices, existe

uma constante Cy,g tal que
0707 s, )| < (1 + [g])mFme V=118 (3.14)

para todo N = 0.

Para encontrarmos isso, fixamos 0 < € < 1 e consideramos os simbolos a, e 05
(aqui b e ¢y sdo as aproximagdes definidas em (2.20)). Sendo assim, vale que T, Tpy = T

com
(&) — f f PR 0Og (2, )b (y, €)dyde

:J J ezm(wfy)-(n*&)ae(x,n)b;(y,g)dydé
n JB(0,1)e

Na integral acima, perceba que |z —y| = |zo — y| — 1/2 > 0 para todo

x € B(xg,1/2). Definimos entao
Ly = (—47*|lz —y") ' A,

0? 02

de Ay = o5+ + ~—
OnEE S = o o2

e portanto

Ln(62m‘(w—y)-(n—£)> _ 627ri($—y)-(77—§)_

Inserindo esse operador N; vezes na integral acima e integrando por partes 2/N;

vezes com respeito a variavel 7, obtemos

, ANa(z,n)
€ _ 2mi(z—y)-(n—E€) n_ e\ be dudn.
lr-8) f L) 2o — gy 2 W)

Em seguida, definimos
L, = (1+4rlc— ) (1-4,),
0? 0?
onde A, = FI¥ +- 4 PR Inserindo esse operador Ny vezes na integral acima e integrando
Y1 Yn

por partes 2N, vezes com respeito a variavel y usando a identidade

Ly(€27ri(x—y)~(n—§)) _ 627T(1’—y)'(77—§)7
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temos
. ANIG&(‘r?n) b (y 5)
Sz, &) = J J e2mi(z—y)-(n=E) n 1—A V2 { 2\Y; ] dydn.
AR Y T+ aee—np ) | Camle — gy | Y
(3.15)
Como a € S™(R" x R") e be S™(R" x R"), valem as desigualdades
[AY ac(z,m)| < Awy (1 + [n)™ 2, (3.16)
) ba(s. ) 1+l
€ + m
1—A)N AL <A —_— 1
-8 || < A 317
Além disso, como
L+l <1+16=nl+n < @ +[&=n) 1+ nl),
vale que
1 _ 1+ 472 |n|?
1+4n2|6 —nl2 ~ 14 27|€2

Aplicando as desigualdades acima em (3.15), segue entdo que existe uma

constante By, n, > 0 tal que

cs(x, & <J f 1-A N2[
@ OIS | e T ame =g |27 | Came — g
Con, (1472 [n2)N> (1 + [¢])™
< By, N J J 14 |n))™ 2N dydn.
o o T e [ =y

Como |z —y| = |xg — y| — 1/2 para todo = € B(xg, 1/2), segue que existe uma

constante C'y, n, > 0 tal que

1

sl 91 < el 1) ([ sz ([ )

Com a desigualdade acima, fica claro que se tomarmos N, suficientemente

grande e 2N; > max{n, m; +n + 2N,} obtemos (3.14) para ¢5(z, &) quando v = 8 = 0.

Para obter (3.14) para quaisquer 7 e [ multi-indices, devemos derivar a expres-
sao (3.15) com respeito a x e a £, aplicar a Regra de Leibniz varias vezes e, a partir dai,
utilizar desigualdades similares as apresentadas em (3.16) e (3.17) para limitar a expressao
obtida por um termo da forma Chs(1 + |¢])™ ™2~ N=1=15l Nesta etapa, deve-se também
utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada 1.17 para justificar a troca de ordem da
derivada com a integral como feito em (2.10). Por fim, como estamos trabalhando com a
e—aproximagao cj, devemos aplicar o Lema 2.10 e concluir que (7;(3? sz, &) — (3;(7? ca(x, §)

quando € — 0, obtendo a desigualdade desejada para co(x,§) e todas as suas derivadas.
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Por fim, tomando c,, = ¢; + c3, obtemos que TCI0 =T,T, e, como b; = b para

x € B(xo,1/2), segue que

i)~ led
e Y P ) - e (3.18)

|
o<y

gmitmz=N=1 nara todo N = 0, mas

satisfaz desigualdades similares como um elemento de
uniformemente apenas em x € B(z, 1/2). Como xy € R" ¢ o Teorema 3.4 garante que um
operador pseudo-diferencial define seu simbolo unicamente, segue que existe um tnico

simbolo ¢ € 8™ tal que T, T} = T, e tal que (3.1) vale para todo N = 0. O

3.2 Amplitude de um operador pseudo-diferencial

No Capitulo 2, apresentamos a definicao de simbolo, que passamos a denotar
por a e associado a esse simbolo escrevemos o operador a(X, D) em (2.2). Nesse momento,
iremos definir um novo objeto, chamado amplitude de um operador e nos questionaremos

se existe alguma relagao entre um simbolo a e uma amplitude c.

Definigao 3.2 (Amplitude). Escrevemos ¢ = c(,y,§) € AJ'5(R") se c e C*(R" xR" xR")
ese,para0 < p<le0<d<1,vale

1070808 c(@,y, )| < Capr(1 + |€])mrlal+351hD

vale para todo (z,y,£) € R" xR" x R" e para todo multi-indice «, /3, . As constantes C, g
podem depender de ¢, «, 3,7, mas nao de x,y,£. O operador correspondente ¢(X,Y, D) é
definido por

(X, Y, D) f(x) = f n f DS o(,,€)f )y (3.19)

O operador ¢(X,Y, D) é chamado de operador amplitude com amplitude
c = c(x,y,§). A classe de operadores c¢(X,Y, D) com ¢ € A75(R") serd denotada por

Op(A7(R™)).

A classe de amplitudes mais usual e simples ¢ A7 (R"), que pode ser denotada

por A™(R"™) ou apenas por A™.

Assim como em (2.20), podemos justificar (3.19) considerando

ce(w,y,8) = c(x,y,§)l (ex, €§),

com a mesma [' considerada 1a. Entao ¢, — ¢ pontualmente (também com a conver-
géncia pontual de derivadas), uniformemente em A™(R") para 0 < ¢ < 1, de modo que
c(X,Y,D)f - ¢(X,Y,D)f em S(R"), por uma extensao sutil da Proposi¢ao 2.9. Portanto,
c(X,Y, D) estd bem-definida e é continuo como um operador de S(R") para S(R") se
ce A"(R") ou se ce As(R") para 0 < p < 1.
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Teorema 3.3 (Simbolos de operadores amplitude). Seja ¢ € A™(R"™) uma amplitude.
Entéo existe um simbolo a € S™(R" x R") tal que (X, D) = ¢(X,Y, D). Além disso, vale

a expansao assintoética para a dada por

o@&)— Y T ordncta . )lyms € SR R,

|
al<n &

para todo N = 0.

Demonstracio. A demonstracao desse fato é similar a da formula de composicao para
operadores pseudo-diferenciais no Teorema 3.1. Para mais detalhes, veja o Teorema 2.5.8

na referéncia [12]. O

3.3 Quantizacao de operadores

Nesta secao, motivaremos a Definicao 2.1 de operador pseudo-diferencial e
apresentaremos a seguir um operador diferencial classico nas literaturas, que nos permite

compreender a terminologia “quantizacao”.

Teorema 3.4 (Quantizagdo de operadores). Um operador linear continuo 7: §'(R") —

S'(R™) é um operador pseudo-diferencial com simbolo a(x, ) se e somente se
a(z, &) = e TP (2E) e SPO(R™ x R™).

Em particular, um operador 7' € W™(R" x R") define seu simbolo a € S™(R" x R")

unicamente, de modo que 7' = a(X, D).

Para a prova deste teorema, utilizaremos o seguinte resultado.

Lema 3.5 ([3]). Seja f € S(R"). Para cada 0 <[ < 1, defina f; € C*(R") por

fl(x> _ Z 62wix-klf(kl)ln

kezn

Entao, f; — f em C*(R") quando [ — 0*. Além disso, f; — f em S'(R").

Demonstracio do Teorema 3.4. Como S* = U S™ iremos mostrar que se a € S™, entao

meR
T(e*™€) = ¥ Lq (. ¢). Com efeito, para cada & € R™ fixado e cada 0 < € < 1, definimos

f(z) = ™ %(ex), em que a funcio ¢ é tal que ¢ € CP(R™) com 0 < ¢ < 1,9 = 1
em B(0,1) e suppt < B(0,2) - assim como no Lema de Urysohn. E claro que f. € S e é

2mix-€

tal que f.(z) — e pontualmente e em S’ quando ¢ — 0. Dai, fica bem-definida a

transformada de Fourier de f. dada por

R = [ it - [ e (otuntn = 0 ().

e €
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A continuidade do operador T' de &’ em S’ garante que

2mixm\ __ _ 1 [ 2miz-n 7
T(e™) = lim T(fe) = Hm, | e a(z,m) fe(n)dn
- lim | n—<&
€

e—0t

-
R
= lim J 2T (&) g (1 € + e2)0(2)dz, (3.20)

6—>0+ Rn

onde fizemos a mudanca de variaveis 1 — z. Note que essa igualdade vale pontualmente

€
e em S’. Como, por hipétese, a € S™, existe entdo uma constante A > 0 tal que

la(x,n +ez)| < A1 + |n + ez|)™

Se m < 0, entédo |a(x, & +€ez)| < A. Se, no entanto, m > 0, entdo |a(x, & +ex)| <
A1+ €] 4+ |2])™ e como £ € R™ estd fixado, a(x,& + €z) tem crescimento no maximo

polinomial na variavel z (independente de &).

Observe agora que o valor absoluto do integrando na igualdade (3.20) é limitado
por um termo da forma A(1+ |€|+|z])™|1)(2)]. Pela Proposicao 1.14, ¢ € C*(R")  S(R")
e, assim, 1& e S(R™), vide Proposicao 1.15. Portanto, em médulo, esse integrando em (3.20)

¢ limitado por uma funcao em S(R").

Como S(R") = L'(R™), podemos aplicar entdo o Teorema da Convergéncia
Dominada 1.17 e obter

$(0)
—
1) = lim [ g ) = Salr ) [ D)
€— R™ n

27rz:v -£ (.CC f)

Suponha agora que T : 8’ — &’ é um operador continuo que satisfaz a condicao
T(e*™€) = ¥ g (x €), para algum a € S™. Entdo, para qualquer f € S, temos

T(f)(x) = lim T(fi)(z) = lim Y T(*™H) f(ki)"

-0t -0+ vezn

BT 2mix-kl n n
= lim kezzlne a(z, k) f (kD)

- [ et o fede =

O proximo exemplo ilustra uma aplicagao do Teorema 3.4 em um operador
classico no contexto de Equagoes Diferenciais Parciais.

2

Exemplo 3.6. Considere o operador Laplaciano A = Z com simbolo a dado por

a(z,§) = —An*[¢]*.

(/LU
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(a) Se A é um operador pseudo-diferencial, entdo A(e?™*%) = 2™ ¢(—4x%(¢?) =
eF g (x, €). Assim, a(x, &) = e TTEA () € SP(R" x R™);

(b) Seja agora T" um operador diferencial linear que age em fungbes de variavel x e

satisfaz a condicao
—A7?E? = e 2T (2 ) e SP(R™ x R™), (3.21)

entao, aplicando 1" a uma func¢ao no espago de Schwartz, que pode ser escrita como

flx) = J e f (&)dE, e, usando a linearidade de T, segue que
R

Th@) = | T 9HEd - | e arieP) e

Assim, T é um operador pseudo-diferencial de ordem 2. Mais ainda, a relagdo
apresentada em (3.21) com as condigoes exigidas para 7' mostram que 7' = a(X, D) =

A. Em particular, o operador A define seu simbolo de forma tnica.

3.4 Uma breve discussao sobre somas assintdticas

Proposicio 3.7 (Somas assintéticas). Seja a; € S™ (R" x R"), 7 =0,1,2,..., em que a
sequéncia m; de ordens satisfaz mg > m; > mg > --- e m; — —o0 quando j — co. Entao

existe um sfmbolo a € S™ (R™ x R™) tal que
k-1
a— Z aj € S™(R" x R"),
=0
para todo k € N.

Demonstragio. Com efeito, fixemos uma fungao ¢ € C*(R"), de modo que ¢(£) = 1 para
todo |£] = 1 e tal que ¢(§) = 0 para todo |£| < 1/2. Entao, para alguma sequéncia 7,

crescendo suficientemente rapido e a ser escolhida depois em (3.25), definimos

ala,€) = gaj<x,§>¢ (f) |

Perceba que essa soma esta bem-definida pontualmente porque ela é localmente finita,
ja que ¢ (5) = 0 para |{| < 7;/2. A fim de mostrar que a € S™(R" x R"), tomamos
T.

j
primeiro uma sequéncia 7; tal que a desigualdade

< 279(1 + Jg[ymat-lel (3.22)

2etlos( 90 (£)]

J

é satisfeita para todo |al, |8] < j.
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Afirmamos que a fungao £*¢'¢ <£> ¢ uniformemente limitada em & para cada
TA

J
J. De fato, temos

0, €l < 75/2,

e (§) = minto por|(2)
; J

0, 7 < |€],

, m/2<lEl <7y,

onde C' := sup ‘6?(;5‘ < o0, que existe, pois g ¢ como definida tem suporte compacto.

§

Dessa forma, segue que ‘gaf}g‘gb — ]| < C' é uniformemente limitado para todo
7—.

J
&, para qualquer j. Consequentemente, essa desigualdade nos permite concluir que

?¢<§>' < (1+ g7 (3.23)

7j

Usando esse fato, podemos estimar também

ool (£)| =] B comititian o (5>‘

T

Tj a1 t+as=a J
(3.23) S N
<D feaanl (L €)M TN+ [¢]) 7T
a]tas=a
< CO(1 + |g])milel (3.24)

= [C(L+ €)1 + fg[ymttel.

O lado direito de (3.22) é zero para |{| < 7;/2, logo podemos assumir que

€] = 7;/2. Com isso, podemos ter as desigualdades
CA+[E) "' <C+|m/2)" <27, (3.25)

se tomarmos 7; suficientemente grande. Isso nos mostra que podemos aplicar o somatoério
as derivadas de a(x, &), conforme definido no inicio da prova. Esse fato e a expressao (3.22)

implicam que a € S™ (R" x R"), vide item (d) da Proposi¢ao 2.5.
Finalmente, para mostrar a formula assintotica, podemos escrever

- 2 = S a0 (£) (3.26)

J=k
e entdo, em decorréncia da ordem m;y, ser a maior que aparece no lado direito de (3.26) e

da desigualdade (3.24), segue que

k—1
85(3? [a — a;j || <C(1+ \f])m’“*m.
j=0
Nesse argumento, fixamos « e 3 primeiro, e entao usamos as estimativas para
k—1
J = lal,|3]|. Isso mostra quea—ZajeSmk(R” x R™). O

7=0
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