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Resumo

Neste trabalho apresentaremos os conceitos e algumas caracterizacoes classicas de liberdade
de curvas algébricas planas, estudo este que teve seu inicio na década de 80 pelo matematico
japonés Kyoji Saito. Em um primeiro momento, discutiremos sobre alguns conceitos de
Algebra Comutativa como as sequéncias regulares, dimensao homoldgica, profundidade, o
teorema de Hilbert-Burch e o teorema de Auslander-Buchsbaum. Também realizaremos
uma breve abordagem sobre as curvas algébricas planas. Na sequéncia, trataremos do tema
principal dessa dissertacao, que sao as derivagdes e o modulo de Saito de um polinémio
homogéneo. Veremos aqui que um divisor é dito livre quando tal médulo é livre sobre
um anel graduado de polindmios. Além disso, alguns critérios de liberdade e exemplos
aplicando cada um deles serdao apresentados. Por fim, apresentaremos um importante
invariante numérico, o grau de Bourbaki de curvas planas, que é uma 6tima ferramenta

para testar a nao liberdade das curvas.

Palavras-chave: Critério de Saito. Divisores livres. Grau de Bourbaki.



Abstract

In this work, we will present the concepts and some classical characterizations of the
freeness of algebraic plane curves, a study that began in the 1980s by the Japanese
mathematician Kyoji Saito. We will first discuss some concepts of Commutative Algebra
such as regular sequences, homological dimension, depth, the Hilbert-Burch theorem and
the Auslander-Buchsbaum theorem. We will also take a brief look into algebraic plane
curves. Next, we will deal with the main topic of this dissertation: derivations and the
Saito’s module of a homogeneous polynomial. We will see here that a divisor is said to be
free when this module is free over a graded ring of polynomials. In addition, some freeness
criteria and examples applying each of them will be presented. Finally, we will present an
important numerical invariant, the Bourbaki degree of plane curves, which is an excellent

tool for testing the non-freeness of curves.

Keywords: Saito’s Criterion. Free Divisors. Bourbaki Degree.
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Introducao

A nocgao de divisores livres foi introduzida na década de 80, com a publicagao
do pioneiro e importante trabalho do matematico japonés Kyoji Saito, intitulado Theory
of Logarithmic Forms and Logarithmic Vector Fields [21], que introduz toda a teoria
no contexto complexo analitico em seu famoso artigo. Saito forneceu em seu artigo uma
importante caracterizacao de liberdade, que hoje é conhecida como Critério de Saito. Desde
entao, surgiram varias aplica¢oes desse estudo na Teoria de Singularidades, Geometria

Algébrica, Algebra Comutativa, dentre outras dreas da Matematica.

Hiroaki Terao, Aron Simis e Stefan Tohaneanu sao alguns nomes de destaque
na teoria. A nocao de divisor livre foi originalmente associada com a teoria de arranjos de
hiperplanos, onde Terao, ex aluno de Saito, conjecturou que sobre um corpo de caracteristica
0, a liberdade de um arranjo depende apenas da sua combinatoéria. Toda a teoria construida
por Saito foi traduzida por Aron Simis em seu trabalho intitulado Differential Idealizers
and Algebraic Free Divisors [24] para um contexto totalmente algébrico, do qual faremos
uso neste trabalho. Em geral, curvas livres sdo dificies de se encontrar e ainda é necessario
muito estudo para a construcao de familias explicitas de divisores livres. Nesse viés, Aron
Simis em [25] construiu uma familia de divisores livres irredutiveis, chamada sezticas de
Cayley. Na sequéncia, foi mostrado por Aron Simis e Stefan Tohaneanu em [26] que, em
PZ (sendo K corpo algebricamente fechado), ndo existem divisores livres irredutiveis de
grau 2 e 3. Além disso, um dos resultados sobre liberdade mais utilizados foi introduzido
por Tohaneanu em On Freeness of Divisors in P* [28], baseado na existéncia de sizigias
regulares para o ideal jacobiano J; de um dado polinémio f. Marcos Jardim, Abbas
Nasrollah e Aron Simis em [12] realizaram um estudo sobre o ideal e as sequéncias de

Bourbaki e relacionaram a questao da liberdade de uma curva com seu grau de Bourbaki.

A base do estudo dos divisores livres sao as derivacoes e o médulo formado
por elas. Dado um anel R e S uma R—algebra, uma derivagdao de S em S sobre R é uma
aplicagao 6: S — S que satisfaz 0(x + y) = 0(z) + 0(y), 0(xy) = 20(y) + yb(x) e 6(a) = 0,
para todos xz,y € S e a € R. O conjunto formado por todas as derivagoes de S em S é

denotado por Derg(S), sendo este conjunto um R—mddulo. Neste trabalho, focaremos

no anel de polindémios R = K[zy,...,z,] e, veremos que as derivadas parciais usuais
0

——, como mapas de R em R, sao derivagoes K—lineares e o conjunto { —, ..., —

ox; 011 oxy,

forma uma base para o R—moddulo Derg(R), sendo ele um R—moddulo livre. Dado um
ideal I ¢ R, o médulo de derivagoes logaritmicas, denotado por Der;(R), é o conjunto
Der;(R) = {0 € Derg(R)|0(I) < I} que, de acordo com [18], é o idealizador tangencial
do ideal I. Em particular, o médulo Ders(R) = {0 € Derg(R)|0(f) € (f)} é chamado de
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modulo de Saito e, veremos neste trabalho, que um polinémio f € R é dito livre quando

seu modulo de Saito é um R—modulo livre.

O objetivo principal desta dissertacao é apresentar as principais defini¢oes
acerca dos divisores livres, alguns critérios classicos de liberdade, aplicar tais critérios em
exemplos e caracterizar a nao liberdade das curvas por um importante invariante numérico.

Descreveremos, a seguir, os trés capitulos em que a dissertagao se divide.

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos preliminares necessarios para a
compreensao de todo o trabalho. Nele foram abordados algumas defini¢oes e resultados
de Algebra Comutativa como as sequéncias regulares, profundidade de ideais, médulos
livres e projetivos, dimensao homolégica, Teorema de Auslander-Buchsbaum e o Teorema
de Hilbert-Burch que caracteriza os ideais perfeitos de altura (codimenséao) igual a 2. Na
sequéncia, tratamos dos anéis e médulos graduados, fizemos um estudo sobre o principal
objeto de estudo deste trabalho, que sao as curvas algébricas planas e, para finalizar,
realizamos uma breve abordagem sobre a teoria de esquemas, que ¢ necessaria para a
compreensao do critério de liberdade baseado em autoesquemas apresentado no capitulo

seguinte.

No Capitulo 2 iniciamos o tema principal da dissertacao, tratando das derivacoes
e do médulo de derivagoes. Posteriormente, definimos o médulo de Saito e apresentamos o
primeiro critério de liberdade de curvas, chamado Critério de Saito. Em seguida, apre-
sentamos um critério de liberdade muito utilizado baseado na dimensao homoldgica do
ideal jacobiano do polindomio em questao. Na se¢ao seguinte, focamos nas curvas livres
em P?. Nela, tratamos de um critério que se baseia na existéncia de uma sizigia regular
para o ideal jacobiano de um dado polinémio. Além disso, estudamos as curvas livres
irredutiveis em P? e apresentamos exemplos, como as sexticas de Cayley apresentadas em
[25]. Por fim, apresentamos a defini¢do de autoesquemas e, como tratado originalmente
em [30], mostramos uma nova caracterizagao de liberdade que usa os autoesquemas como

ferramenta.

No Capitulo 3, tratamos de um importante invariante numério chamado grau
de Bourbaki de curvas planas projetivas, originalmente apresentado em [12]. Inicialmente,
apresentamos um teorema base para os demais resultados, definimos o ideal de Bourbaki e
a sequéncia de Bourbaki e fornecemos alguns exemplos. Em seguida, mostramos alguns
resultados que tratam de cotas superiores para o grau de Bourbaki e relacionamos esse
grau com as curvas livres e quase livres. Além disso, trouxemos uma forma de caracterizar
as curvas nao singulares por meio desse invariante numérico e um resultado que mostra,
através do grau de Bourbaki, que nao existem curvas livres irredutiveis de grau entre 2 e
4. Finalmente, fizemos uma breve abordagem sobre os divisores quase livres e tratamos de
um resultado que relaciona as curvas com uma unica singularidade, sendo ela nodal, com

o grau de Bourbaki associado a essas curvas.
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1 Preliminares

Neste capitulo, serao abordados conceitos basicos para a compreensao de todo
o trabalho. Consideraremos sempre R como um anel comutativo com unidade e todos
0os R—mddulos sendo finitamente gerados. As defini¢oes e resultados aqui apresentados
podem ser consultados em [1], [3], [8], [13], [14], [15], [16] e [20].

1.1 Sequéncias Regulares

Considere R um anel e M um R—mébdulo. Denotaremos por Z (M) o conjunto

dos divisores de zero do R—moddulo M, ou seja,
Z(M):={aeR|30#reM:ar=0}

Definicao 1.1. Sejam M, e M; submédulos do R—médulo M. Chamamos de ideal

quociente do anel R o ideal que é dado por:
(Mo :r My) = {a € R|aM; < My}.
Um caso particular de ideal colon é o ideal
Amng(M):=(0:g M) ={ae R|aM = 0},
o qual é chamado de anulador do R—mddulo M.

Definigao 1.2. Seja M um R—mobdulo e p € Spec(R) um ideal primo de R. O ideal
p ¢ chamado de ideal primo associado para o R—moédulo M se ele é o anulador de um
R—submodulo ciclico de M, ou seja, p = (0 :g x), para algum 0 # z € M. O conjunto dos

primos associados de M serd denotado por Assg(M), ou seja

Assp(M) :={peSpec(M) |0 #ze M :p=(0:rx)}.

De modo geral, se R é um anel e M é um R—mddulo, é conhecido que

U p < Z(M). Além disso, se o anel R é Noetheriano, entao Z(M) = U p.
peAssr(M) peAssr(M)

Um elemento a € R é dito M —regular ou regular em M se a nao é um divisor
de zero em M, isto é, a ¢ Z(M).

Definicao 1.3. Uma sequéncia a = aq, ..., a, de elementos de R é dita uma M —sequéncia

regular se

1. aM # M
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M :
2. aigf:Z( NVie{l,... n}.
(CLl, PN ,ai_l)M
Exemplo 1.4. Sejam K um corpo e R = K[z1,...,z,] o anel de polinémios com coe-
ficientes no corpo K nas variaveis x1,...,x,. Assim, a sequéncia x = x1,...,2, é uma

R—sequéncia regular.

No exemplo seguinte veremos que, em geral, sequéncias regulares nao se mantém

em permutacoes.

Exemplo 1.5. Sejam K um corpo e R = K[z, y, z] o anel de polindmios com coeficientes
no corpo K nas varidveis x,y, z. A sequéncia z,y(1 — z), z(1 — x) é sequéncia regular sobre
R, mas y(1 — z),2(1 — ),z ndo é regular sobre R. De fato, note que z(1 — x) ndo é um
elemento regular sobre R/(y(1 —x)), pois como z(1 —x)y = zy — zaxy = zy — zy = 0, sendo

y = xy, temos que z(1 — z)y = 0, para y # 0.

Além disso, seja I < R um ideal. Dizemos que uma sequéncia a = aq, ..., a, de
elementos em I é chamada de M —sequéncia regular maximal em I, se ela é uma sequéncia
regular sobre o R—médulo M e se nao existe a, 1 € I\{a} tal que ay,...,a,1 seja uma

sequéncia regular sobre M.

Lema 1.6. Seja (R, m) um anel local Noetheriano, e seja M um R—mébdulo finitamente
gerado. Seja a = aq,...,a, uma M—sequéncia regular em m. Entao qualquer permutacao

de a é uma M —sequéncia regular.

Demonstragio. Vide [20], pdgina 137. ]

Teorema 1.7. Sejam R um anel, ] € R um ideal, M um R—mddulo finitamente gerado,
com IM # M. Entao todas as M —sequéncias regulares maximais de elementos no ideal [

possuem o mesmo comprimento n, que é dado por

nzinf{i | Ext’, <]]%,M) 750}.

Demonstragio. Vide [16], pagina 138. ]

Definigao 1.8. Sejam R um anel, [ € R um ideal, M um R—modulo finitamente gerado,
com IM # M. Chamamos de profundidade de I em M o comprimento de qualquer

M —sequéncia maximal com elementos em I, a qual serd denotada por prof(7, M).

Observacao 1.9. Sejam R um anel, ] ¢ R um ideal e M um R—moddulo finitamente
gerado tal que IM # M. Segue diretamente que se [ ¢ Z(M) < prof(I, M) = 0. Além

aM
prof(I, M) — 1. De fato, seja aq,...,a, uma M—sequéncia maximal em I. Desse modo,

M
disso, dado um elemento a € I regular em M, temos a seguinte igualdade: prof | I, ) =
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_ M
temos que prof(I, M) = n. Como k = 0 < k € aM, segue que prof (I, M) =n—1=
a
prof(l/, M) — 1.

Proposicao 1.10. Sejam R anel, I < R um ideal e P, N, M R—mdbdulos finitamente

gerados e considere a seguinte sequéncia exata curta
0—->P—->N-—->M-—D0.

Entao,

1. prof(/, M) = min{prof(I, P) — 1, prof(I, N)}
2. prof(1, P) = min{prof(/, M) + 1, prof(/, N)}

3. prof(1, N) = min{prof(/, P), prof({, M)}.
Demonstragio. Vide [20], pagina 142. O

Neste trabalho, estamos interessados em médulos que sao denominados madulos

livres. A seguir apresentaremos uma das maneiras de caracteriza-los.

Definicao 1.11. Um R—moéddulo P é dito um moédulo livre se P = @;R;, onde R; ~ R.

A partir disso, podemos apresentar os modulos projetivos.

Proposicao 1.12. Um R—moddulo P ¢é dito projetivo, se qualquer uma das condigoes a

seguir, as quais sao equivalentes, for satisfeita:

1. Dada qualquer sequéncia exata a direita de R—moédulos M — N — 0 e um
R—homomorfismo ¢ : P — N, existe um R—homomorfismo ¢ : P — M, tal

que o diagrama abaixo comuta:

2. Toda sequéncia exata curta de R—moddulos 0 — M’ — M — P — 0 cinde.

3. Existe um R—modulo livre K tal que K = P @® @, para algum R—mdbdulo Q).

A seguir, iremos realizar uma abordagem sobre a dimensao projetiva ou, analo-

gamente, dimensao homoldgica de um R—modulo M.
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Definicao 1.13. Seja M um R—modulo e considere a seguinte resolucao projetiva para
M:
Pb:0O—-P,—--—>F—>M-—0.

Nesse caso, dizemos que a resolucao P, tem comprimento n.

Caso o R—moédulo M admita resolugao projetiva finita, define-se a dimensao
projetiva (homolégica) de M, a qual é dada por:
dh(M) = inf {n = 0 : n comprimento de uma resolugdo projetiva de M} .
Caso contrario, define-se dh(M) = oo.

Observagao 1.14. Seja {P; | i € I} uma familia de R—mddulos e seja P = @;c; P;. Entao
P é um R—mdbdulo projetivo se, e somente se, cada P; é projetivo. Com efeito, suponha P
projetivo. Entao existe um R—modulo K tal que F' = P@® K é um R—modulo livre. Entao,
F=P®K =P,®(@®i.;P;®K). Logo, cada P, é projetivo. Reciprocamente, se cada P
¢é projetivo, existe existe um R—moddulo K; de modo que F; = P, @ K; ¢ um R—modbdulo
livre. Assim, F' = @i/ F; = @i (P, @ K;) = P ® (®ier K;) € livre. Portanto, P é projetivo.

O resultado a seguir mostra uma forma de caracterizar os R—moédulos projetivos

com base na sua dimensao projetiva (homolégica).

Proposicao 1.15. A dimensao homolégica de um R—modulo M é zero se, e somente se,

M é um R—moébdulo projetivo.

Demonstragio. Suponha que dh(M) = 0, isto é, dada uma resolugao projetiva 0 — P —
M — 0, entao M =~ P. Portanto, M é projetivo. Reciprocamente, suponha que M seja

um R—modulo projetivo. Entao
0->MB M0
é uma resolugao projetiva para M. Logo, por defini¢do, dh(M) = 0. O]

Lema 1.16. Um anel R ¢ um R—mddulo projetivo.

Demonstragdo. Precisamos mostrar que o diagrama a seguir

R
2 |1
L{
N M

pode ser completado por um R—homomorfismo g : R — N, de modo a se tornar comutativo.
Se f(1) = y, tome x € N tal que h(x) = y. Defina g(r) = rz. Entao g estd bem definida, é

um R—homomorfismo e f = hog. O
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Proposicao 1.17. Todo R—modulo livre M é projetivo.

Demonstracao. Esse resultado é uma consequéncia imediata da condi¢ao 3 da Proposicao
1.12. O

Vimos que, de modo geral, todo médulo livre é projetivo. Veremos a seguir que

a reciproca nao vale necessariamente.

Exemplo 1.18. Seja R = Zg. Sabemos que R é um modulo livre de posto 1 sobre si
mesmo. Além disso, R = (2)@®(3) e, consequentemente, (2) e (3) sdo R—mddulos projetivos.
Entretanto, (2) e (3) ndo sao R—mddulos livres. Com efeito, suponha que (3) seja um
R—médulo livre. Dessa forma, (3) possui cardinalidade pelo menos 6, isto é, igual a 6",
para algum n € N. Isso nos gera uma contradi¢do, visto que (3) = {0, 3}. Analogamente,

mostra-se que (2) ndo é um R—mdbdulo livre.

Se estivermos no contexto em que R é um anel local ou um dominio de ideais

principais, dado M um R—mddulo finitamente gerado, temos os seguintes resultados:

Teorema 1.19. Seja (R,m) um anel local, entdo um R—moddulo projetivo M é um

R—moédulo livre.

Demonstragio. Vide [16], pagina 9. ]

Teorema 1.20. Se R é um dominio de ideais principais e M é um R—moddulo projetivo,

entao M é um R—moddulo livre.

Demonstragio. Como M é um R—modulo projetivo entao existe um R—moédulo K de
modo que M @ K é um R—mdbdulo livre. Como um submédulo de um modulo livre sobre

um dominio de ideais principais também ¢ livre, M é um R—moddulo livre. m

Definigao 1.21. Sejam R um anel e M um R—mddulo finitamente gerado. Uma resolugao
projetiva de M
Poioo PP 5 8D M0

é uma resolugdo livre se cada R—modulo P; é livre sobre R.

Considerando R um anel Noetheriano, um R—moddulo M que é finitamente
gerado por s geradores my, ..., mg admite um mapa sobrejetivo R® — M, onde (ry,...,7s)
é mapeado para rymy + ...+ rsms. Em termos de sequéncias exatas, isso pode ser escrito
como

R* —- M — 0.

O ntcleo do mapa R® — M é chamado de primeira sizigia de M. Denotaremos o niicleo

do mapa R® — M por Syz,(M) e R® por Fj. Estamos no caso em que existe um mapa
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sobrejetivo ¢, : F1 — M, sendo F; um modulo livre finitamente gerado. Consideraremos
agora o nucleo do mapa F; — M. Sabemos que o nicleo ¢ um submoédulo de R’ sendo
ele finitamente gerado. Logo, existe um mapa sobrejetivo Fy — Syz, (M), sendo F» um
modulo livre finitamente gerado. Ao combinar o mapa Fy — Syz, (M) com a inclusao de
Syz, (M) em F; temos o mapa ¢» : Fy — F} que nao é nem sobrejetivo e nem injetivo,
mas a sequéncia

FB—>F—>M-—>0

é exata. O nucleo do mapa Fy — F; é chamado de segunda sizigia de M, Syz,(M ), uma
vez que depende da escolha dos geradores de Syz, (M). Procedendo dessa maneira, obtemos

uma resolucao livre para M
C > Z+1—>Fl—>—>F1—>M—>O

O ntucleo do mapa F; — F;_; é chamado de i-ésima sizigia de M, que denotaremos por
Syz;(M).

Lema 1.22. Seja (R, m) anel local Noetheriano e M # 0 um R—mdbdulo finitamente
gerado. Se prof(R) = 0 e dh(M) < w0, entdo M é um R—mdbdulo livre.

Demonstrag¢io. Suponha que dh(M) < n. Demonstraremos o resultado por indugao sobre
n. Para n = 0, o resultado segue pela Proposicao 1.15. Suponha n = 1. Seja my, ..., m; um

conjunto minimo de geradores para M. Seja f : R* — M dada por f(zy1,...,z;) = Z Ty

Temos entdo que K = ker f < IR' ([20], pdgina 104 - Proposi¢ao 3.1.6). Além disso, temos

a seguinte sequéncia exata de R—moddulos
0K R L Mo

Como n = 1, K é um mdédulo projetivo e, pela Proposigao 1.15, K =~ R’ para algum
5. Assim, podemos encontrar um homomorfismo injetivo h : R* — R' de modo que
Im(h) = K € IR". Seja {e1, ..., e} base candnica de R®. Suponha que s # 0. Desse modo,
h pode ser representado por uma matriz (a;;) de ordem ¢ x s. As colunas dessa matriz
sdo formadas por elementos de K < I R'. Logo, a;; € I. Como, por hipétese, prof(R) = 0,
isso significa que existe um elemento 0 # b € R tal que Ib = 0. Sendo assim, temos entao
que a;;b = 0, para todo 1, j. Logo, 0 # be; € ker h = 0, o que é uma contradicao. Portanto,
temos que f é um isomorfismo e M é um R—moddulo livre. Suponha agora que n > 1 e que
M nao seja um R—mdbdulo livre, ou seja, dh(M) = 1. Como, por hipétese, dh(M) < oo e
da sequéncia exata
0>K—-R 5 M0

sendo K = ker f < R segue que dh(K) = dh(M)—1 < n. Logo, pela hip6tese de inducao,
temos que K é livre. Da sequéncia exata, segue que dh(M) < 1 e pelo caso n = 1, temos

que M é livre, contradi¢ao. Concluimos, portanto, que M é um R—mddulo livre. O
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Teorema 1.23. (Auslander-Buchsbaum). Seja (R, m) anel local Noetheriano e M # 0

um R—modulo finitamente gerado. Se a dimensao homolodgica de M ¢ finita, entao

dh(M) + prof(M) = prof(R).

Demonstragao. Provaremos esse resultado por indugao sobre prof(R).
Suponha que prof(R) = m. Como, por hipdtese, dh(M) = n < co, M apresenta resolucao

livre minimal na forma
0—-P~P,-P,_1—> - —>FP—->M-=D0.

Suponha que prof(R) = 0. Desse modo, pelo Lema 1.22, segue que M é livre, ou seja,
dh(M) = 0 e prof(M) = prof(R") = prof(R) = 0, em que a segunda igualdade segue da
Proposicao 1.10. Suponha que prof(R) > 0. Se prof(M) > 0, entdo como R é local, temos
que m ¢ Assg(R) e m ¢ Assg(M) ([20], pagina 138). Assim, existe a € m que nao ¢ divisor
do zero em R e M. Entao, prof(R/xR) = prof(R) — 1 e prof(M /xM) = prof(M) — 1. Pela
hipdtese de indugao, sobre prof(R), segue que
prof(M /xM) + dh(M /xM) = prof(R/zR).
Como dh(M /xM) = dh(M) (]20], pagina 143 - Lema 4.3.1), temos
prof(M) — 1+ dh(M) = prof(R) — 1,

sendo valido o resultado. Logo, basta considerarmos apenas o caso prof(M) = 0. Como

dh(M) = n < o0, podemos considerar a seguinte sequéncia exata
0—>K-—>R - M0, (1.1)

de modo que dh(K) = dh(M) — 1 e prof(K) = 1. Queremos mostrar que dh(K') = 1. Pela

Proposigao 1.10 e pela sequéncia exata (1.1), temos que

prof(K) = min{prof(R"), prof(M) + 1} = 1

0 = prof(M) = min{prof(K) — 1, prof(R")} = prof(K) — 1,

consequentemente, prof(K) = 1. Como estamos no caso ja demonstrado em que prof(K) >
0, temos
prof(K) + dh(K) = prof(R),

assim

1+ dh(M) — 1 = prof(R).

Portanto, segue que
prof(M) + dh(M) = prof(R)

como desejado. O]
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Seja R um anel nao nulo. A dimensdo de Krull do anel R, denotada por dim(R),

¢ definida como

dim(R) = sup{n € N| 3 cadeia Py C P, ... C P, com P; € Spec(R), Yi}

Consideremos (R, m) um anel local. De acordo com a referéncia ([20], pagina
149), temos que, para um R—modulo M finitamente gerado, dim(M) = prof(M). Além
disso, dizemos que um R—moddulo M é Cohen-Macaulay se prof(M) = dim(M). O anel R
¢é dito Cohen-Macaulay se for Cohen-Macaulay como R—modulo. Consideremos entao o
anel R sendo Cohen-Macaulay. Dizemos que um ideal I < R é perfeito se dhr(R/I) se for

igual a altura do ideal I, denotada por alt(I). Pela férmula de Auslander-Buchsbaum segue

R
que I é perfeito se, e somente se, dh(/) < o0 e o anel quociente T ¢ Cohen-Macaulay.

1.2 O Teorema de Hilbert-Burch

Sejam R um anel e M uma matriz m x n com entradas em R. Denotamos por
I,(M) o ideal gerado pelos menores r x r da matriz M, para r = 1,..., m. Por convengao,
I,(M) =R,ser <0eI,(M)=0ser >m. Dado um homomorfismo de R—mddulos
livres ¢ : M — N de posto finito, sabemos que ¢ pode ser interpretada como uma matriz

em relagdo as bases de M e N. Sendo assim, denotamos I,(M) por I,.(¢).

Teorema 1.24. (Hilbert-Burch). Seja R um anel Noetheriano e I < R um ideal com
resolucao livre
Po:0—R" % R T -0,

Entao, existe um elemento R—regular a tal que I = al,(¢). Se I é projetivo, entao I = (a),
e se dh(I) = 1, entdo I,(¢) é perfeito de altura 2. Reciprocamente, se ¢ : R" — R"*! §

um mapa R—linear com alt(/,(¢)) = 2, entao [ = I,,(¢) tem resolucao livre F,.
Demonstragao. Vide [8], pagina 501. O]

A matriz ¢ mencionada no teorema é chamada de matriz de Hilbert-Burch do
ideal 1.

1.3 Anéis e Modulos Graduados

Para introduzir o que vem a ser anéis graduados, considere, primeiramete, o anel
R e o anel de polinémios R[z]. Para cada n € N, seja 2"R = {2"a | a € R}, onde 2"R = 0
para cadan < 0 e 2° = 1. Desse modo, cada conjunto 2™ R é um subgrupo do grupo aditivo
R[7] e segue que R[z] = @z2"R. Assim, cada polindmio p(z) = ag+ra; +2%ay+- - +1"a,

em R|z] pode ser escrito unicamente como a soma finita de elementos no conjunto de
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subgrupos {z" R}z e cada parcela z¥a;, € 2" R dessa soma é um polindémio homogéneo de

grau k. Finalmente, temos que (z™R)(z"R) < z™*"R, para cada m,n € Z.

Com tudo o que foi mencionado, temos uma motivacao para a seguinte definicao.

Defini¢do 1.25. Um anel graduado é um anel R juntamente com um conjunto {R,}z
de subgrupos do grupo aditivo R de modo que R = ®zR,, e tal que R,,R, < R,,.,, para

todo m,n € Z.

A familia de subgrupos {R,}z é chamada de graduacao do anel A. Além disso,
dizemos também que o anel R tem Z como seu conjunto de graus. Um elemento nao nulo
a € R, é chamado de elemento homogéneo de R de grau n. Para facilitar, se dega = n,
denotaremos a por a, para indicar que a € R,. E importante mencionar também que
se {R,}z é uma graduagdo do anel R, entdo nem todos os R, precisam ser nao nulos.
Dizemos que R é fortemente graduado por {R,}z se R, R, = Rp,1n, para todo m,n € Z.
Além disso, um anel graduado R é dito positivamente graduado se R, = 0 para todo
n < 0. Nesse caso, os subgrupos nulos R,, com n < 0 sdo suprimidos e escrevemos {R,, },>0
para a graduacao de R. De modo analogo, definimos o anel graduado R como sendo

negativamente graduado.

Dado S um subanel de um anel graduado R de modo que S,, = S n R, para
cada n € 7Z, dizemos que S é um subanel graduado de R se S = @z5,,. Um ideal I de um

anel graduado R é um ideal graduado de R se I = @1, onde I,, = I n R,,, para cadan € Z.

Se R é um anel graduado e se S é um subanel graduado de R, entdao temos que
(SN R,)(SN R, <SnN Ry para todo m,n € Z. Assim, um subanel graduado S de R
¢ um anel graduado. Além disso, se R é um anel graduado, entdao cada elemento nao nulo
x € R tem se expressa de forma tnica como a soma finita de elementos homogéneos nao

nulos de R. Se x = Z Zn, cada x, é chamado de componente homogénea de z. Observe

Z
também que se I é um ideal a direita graduado, entdo cada x € I pode ser escrito como uma
soma finita de componentes homogéneas nao nulas do anel R, sendo cada uma pertencente

ao ideal 1.

Observacao 1.26. Se R é um anel graduado, entdao 0 € R,, para cada n € Z, logo nenhum

grau é atribuido a 0.

Exemplo 1.27. (Graduagao Trivial). Se tomarmos Ry = R e R,, = 0 para todo n # 0,
entdao {R,}z é uma graduacgao de do anel R chamada de graduagao trivial. Logo, todo anel

pode ser considerado um anel graduado.

Exemplo 1.28. (Anel de Polinémios). Durante nossa introdugdo ao assunto, vimos que

todo anel de polindémios R[z] é graduado positivamente com graduagao {z"R},>o. De
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modo mais geral, dado p(z1,xs,...,2x) € R[z1,...,x)] entdo um termo axltal? - x?j de
p(x1, 9, ..., xx) em R[xq, ..., 2] é dito de grau n se j; + jo + - - - + jx = n. Um polinémio
p(z1,x9,...,2) em R[xy,..., x| é chamado de polindmio homogéneo de grau n se todos

os seus termos tem grau n. Se n = 0 e P, representa o conjunto de todos os polinémios
homogéneos de R[x1,..., x| de grau n juntamente com o polindémio nulo, entdao P, é um
subgrupo do grupo aditivo R[z1,...,z;]. Mais ainda, R[z1, ..., x| = @ns0Py, sendo um

anel graduado positivamente.

Definicao 1.29. Se A e B sao anéis graduados, entao um homomorfismo de anéis

f:A— B éum homomorfismo de anéis graduados se f(A4,) € B, para cada n € Z.

Definig¢ao 1.30. Seja R um anel graduado. Entao um R—mdédulo M é dito R—moddulo
graduado se existe uma familia {M,}z de subgrupos de M de modo que M = @M, e
R, M,, < M,,,,, para todo m,n € Z.

Seja M um R—moddulo graduado e N um submédulo de M. Dizemos que N é
um submédulo graduado de M se N = &;N,,, onde N,, = N n M, para cada n € Z. Se
M é um R—mddulo graduado, entao M é dito positivamente graduado se M,, = 0 para
todo n < 0. De modo analogo, M ¢ dito negativamente graduado se M,, = 0 para todo
n > 0. Um elemento x € M,, nao nulo é chamado de elemento homogéneo de M de grau n.

Indicaremos x por z,, para dizer que x € M,.

Se M é um R—modulo graduado e N é um submédulo graduado de M, entao
R,(N nM,,) < N M,,,, para todo m,n € Z. Desse modo, N é um R—médulo graduado
com graduacao {N n M,}z. Além disso, cada elemento ndo nulo z € M pode ser expresso

de modo tinico como uma soma finita xr = Z x, de elementos homogéneos nao nulos de

Z
M e cada parcela dessa soma ¢ chamada de componente homogénea de x.

Observagao 1.31. e Se M = @®zM, é um R—mdbdulo graduado, entao 0 € M,, para
todo n € Z e nenhum grau é atribuido a 0. Além disso, o submddulo nulo é considerado
um submodulo graduado de todo médulo graduado. Assim como vimos anteriormente
para os anéis, se € M e x ¢ nao nulo, entao o mesmo pode ser escrito como a soma
finita de suas componente homogéneas, 0 nao é um membro dessa decomposicao de

x.
e Se M é um R—modulo graduado, entao M tem um conjunto de geradores homogéneos.

e Se R é um anel graduado com graduacgao trivial, entao um R—moddulo M é dito
trivialmente graduado por {M,}z se My = M e M, = 0 para cada n # 0. Porém,
¢ importante mencionar que se o anel R nao é trivialmente graduado, entao o

R—méddulo M nao pode ser visto como trivialmente graduado. Com efeito, se {R,}7
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¢ uma graduagao nao trivial do anel R e M é um R—modulo trivialmente graduado,
entao para Ry # 0 teriamos RyM = RyMy < M, = 0. Entretanto, temos que em
geral RpM # 0, contradicao.

Definicao 1.32. Se M e N sao R—mdbdulos graduados e f : M — N é um mapa
R—linear, entdao dizemos que f é um homomorfismo de R—mdédulos graduados de grau &
se f(M,) € N,;x para cada n € Z. Um homomorfismo injetivo (sobrejetivo, bijetivo) de
modulos graduados de grau zero é chamado de monomorfismo (epimorfismo, isomorfismo).
Se M e N sao R—moddulos graduados e se existe um isomorfismo f : M — N de grau
zero, entao dizemos que M e N sao isomorfos e escrevemos M =~ N. Homomorfismo entre

modulos graduados sem a indicagao do grau sao considerados como de grau zero.

Exemplo 1.33. Sejam M um R—mddulo graduado com graduagao {M,}z e k um inteiro
fixado. Se M, (k) = M, para cada n € Z, entdo M = @z M, (k) e {M,(k)}z é uma
graduagao de M. Tal graduacao é obtida por deslocar a graduagao original {M,,}7 de M
por um fator de k. Dizemos que um R—mddulo graduado M com a graduagao deslocada

por um fator de k é um R—modulo graduado deslocado e sera denotado por M (k).

Se N = @zN,, ¢ um R—modulo graduado, entdo N (k) é graduado por {N,,(k)}z.
Sendo assim, se f : M — N é um homomorfismo de R—moddulos graduados de grau k, entao
f(M,) € Nyyp = Ny(k) e f/: M — N(k) é um homomorfismo de R—médulos graduados
de grau zero. Reciprocamente, se f : M — N(k) é um homomorfismo de R—mddulos
graduados de grau zero, entdao f' : M — N é considerado como um homomorfismo de

R—modulos graduados de grau k.

Observacao 1.34. E importante mencionar que, se f: M — N é um homomorfismo
bijetor de grau k entre R—moddulos graduados, nao podemos escrever M =~ N uma vez
que f desloca a graduagdo de N por um fator de k e N e N(k) sao objetos distintos.
Todavia, segue que M =~ N(k) pois f fornece um homomorfismo bijetor entre tais médulos

graduados f : M — N(k) de grau zero.

1.4 Curvas Algébricas Planas

Os objetos principais dos nossos estudos sao as curvas algébricas planas afins e
projetivas. Para as principais defini¢oes e resultados aqui apresentados, utilizaremos como

base as referéncias [9] e [29].

Consideraremos sempre K como um corpo algebricamente fechado e de carac-

teristica zero nas defini¢oes e resultados que serdo mencionados a seguir.

O ponto de partida do estudo sobre as curvas é ver que a equagao f = 0 nao
estd bem determinada pela curva, visto que f = 0 e f? = 0 admitem as mesmas solucoes.

Nos deparamos entao com o primeiro resultado.



Capitulo 1. Preliminares 25

Proposicao 1.35. Sejam f, g € K[z, y|. Entao f(z,y) =0 e g(x,y) = 0 tém as mesmas

solucoes em K2 se, e somente se, os fatores irredutiveis de f e ¢ sdo os mesmos.

Demonstragio. Seja q € K[z, y] um fator irredutivel de f. Por hipétese, para cada (z,y) €
K2, temos que ¢(x,%) = 0 implica em g(x,%) = 0. Provaremos que ¢ divide g. Ao trocar x
por y, se necessario, podemos supor que y ocorre efetivamente em ¢. Tomemos R = K[z],
L = K(z) (corpo de fragoes). Sendo assim, pelo lema de Gauss, g € R[y] é irredutivel em

L[y]. Suponha, por absurdo, que ¢ 1 g. Desse modo, mdc(q, g) = 1. Assim,
1 =aq+ by,
em que a,b € L[y]. Podemos escrever
a=adjc, b=1/c,
com a',b' € R[y] e c€ R,c # 0. Temos entao,
adqg+g=c

Como y ocorre efetivamente em ¢, segue que, exceto para um numero finito de valores de
x € K, a equagdo ¢(x,y) = 0 tem solugao, pois K é algebricamente fechado. Concluimos
entdo que existem infinitos valores de z para os quais ¢(z) = 0, donde ¢ = 0, contradigao.

Portanto, ¢ | g em L[y] e, pelo lema de Gauss, ¢ | g em K[z, y]. O

A partir dessa proposicao, chegamos na seguinte definicao de curva algébrica

plana.

Defini¢ao 1.36. Uma curva algébrica plana afim é um ideal principal I < K[z, y].

Dizemos que o trago de uma curva é o conjunto das solugoes da equagao que a
define, ou seja, é o conjunto V(f) = {pe K*: f(p) = 0}. Uma curva I = (f) é irredutivel
quando o polindmio f é irredutivel. Além disso, dizemos que uma curva é reduzida se o
ideal (f) é radical, isto é, ndo existem polindémio g e n € N tal que ¢" | f.

A definicao de curva que foi apresentada nos livra de ambiguidades, visto que embora

f=0e f? =0 possuam o mesmo traco, temos (f?) C (f).

1.4.1 Mudanca de coordenadas afins e projetivas
Um tépico de grande importancia é sobre mudanca de coordenadas afins.

Defini¢ao 1.37. Uma transformacao afim ou afinidade em K? é uma aplicacdo 7" : K* — K?

composta de um isomorfismo linear com uma translacao.

a a u a aij; aiz a1 (2

11 12 1

T(u, 1)) = + = 21 Q929 Q9 v
Q21 A22 v a2 0 0 1 1
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A afinidade 7" induz um automorfismo 7, : K[z, y] — K]z, y| que é dado por:
(T.f)(x,y) = f(T™'(z.y)), para todo (z,y) € K*.

Proposicao 1.38. Sejam f uma curva e 7" uma afinidade. Entao o traco de 7, f é igual a
imagem do trago de f por T, isto é, V(T.f) = T(V(f)).

Demonstragdo. Seja (u,v) € V(T.f). Entao 0 = (T, f)(u,v) = f(T ' (u,v)) & T *(u,v) €
V(f) < (u,0) e T(V(f))-

Dadas duas curvas (f) e (g), dizemos que elas sdo equivalentes se existe uma
afinidade T tal que T,f = g.

Lema 1.39. Sejam (f) e (g) duas curvas afins sem componentes em comum. Entao existem
a,be K[z, y], ce K[z] ou K[y] tal que af + bg = ¢

Demonstragio. Sejam R = K[z] e L = K(z) (corpo de fragdes). Como f e g ndo possuem
fator comum em K[z, y] = R[y] entdo, como consequéncia do lema de Gauss, também
nao possuem fator comum em L[y]. Como L[y] é dominio de ideais principais, segue que
(f,9) = (e). Além disso, por hipdtese f e g nao possuem fator comum, entdo e = 1. Assim,
existem r, s € L[y] tais que
rf+sg=1,
az,y) = _ bz,y)

c1(z) c2(x)
desejada, isto é,

com r = . Eliminando os denominadores de r e s, obtemos a relacao

af +bg = ci1(x) - co(z) € K|z].
O]

Proposicao 1.40. A intersecdo de duas curvas algébricas planas sem componentes em

comum ¢ finita.

Demonstragio. Sejam f, g € K[z, y] polindmios sem componentes em comum e apliquemos

o Lema 1.39. Logo, temos as seguintes relacoes
af +bg = c(x),

uf +vg = w(y),

em que a, b, c,u, v, w sdo polindmios e ¢(x),w(y) sdo nao nulos. A partir dessas relagoes
fica claro que toda solu¢do de f = g = 0 tem como abscissa uma raiz de ¢(z) e como

ordenada uma raiz de w(y), sendo ambas em ntimero finito. ]
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Seja f uma curva, e seja [ uma reta de equacao y = ax + b. Os pontos de f Nl

podem ser obtidos eliminando y e resolvendo a equagao
filz) = f(z,ax +b) = 0.

Temos entao as seguintes possibilidades:

1. fi(z) é identicamente nulo, caso em que a reta [ é uma componente de f;
2. fi(x) é igual uma constante nao nula, quando f Nl = .

3. fi(x) é um polindémio ndo constante, que se decompde da seguinte forma:
T
filz) = A] [ — 2™,
i=1

sendo A uma constante e os z; sdo as abscissas dos pontos de interse¢ao (duas a duas

distintas). Do mesmo modo procedemos quando [ é da forma z = cy + d.

Definicao 1.41. A multiplicidade ou indice de intersecao de [, f no ponto p é dada por
O,sepé¢lnf
(L,f)p=<oo,sepelc f
m;,se p = (x;,ax; + b)

Definicao 1.42. Seja f uma curva e p um ponto de f. Definimos a multiplicidade do

ponto p na curva f como sendo my,(f) = minye{(l, f),} = 1.

Definigao 1.43. Uma reta [ é tangente a curva f no ponto p se (I, f), > m,(f).
Dizemos que um ponto p de uma curva f é liso, nao singular ou simples em f

e que f ¢ lisa, nao singular ou simples em p se m,(f) = 1. Caso contrario, dizemos que f

é singular. Se m,(f) = 2,3,...,m, o ponto p é dito um ponto duplo, triplo, ..., m-uplo.

Um ponto m-uplo p € f é dito ordindrio se f admitir m tangentes distintas no ponto p.

Uma cuspide ¢ um ponto duplo com tangentes coincidentes, j& um né ¢ um ponto duplo

ordinério.

Proposicao 1.44. 1. Um ponto P € f é liso se e s6 se ao menos uma das derivadas

parciais f;, f, nao se anula em P.
2. Se P = (a,b) € f éliso entdo a (tnica) tangente a f em P é dada por
fo(P)(@ —a) + f,(P)(y = b) = 0.
Demonstracdo. As afirmativas decorrem da férmula de Taylor,

f(x +a,y + b) = f(a’ b) + fx(a7b)x + fy(av b)y + g(m,y),

em que todos os termos de g possuem grau maior ou igual a 2. O]
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2

Exemplo 1.45. A lemniscata, (:1:2 +9%)* = 2% — 9/? possui um né na origem e tangentes

y=rey=—=x.

2

Exemplo 1.46. A cisséide, z° — y(y* + 2%) = 0 possui uma ciispide na origem e uma

tangente vertical z = 0.

Proposicao 1.47. Se f é uma curva sem componentes multiplas, entdo o conjunto dos

pontos singulares de f é finito.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.44, o conjunto dos pontos singulares de f é dado pelas
seguintes equacgoes

f = f x = f y = 0.
Ao menos uma das derivadas parciais, digamos f,, nao ¢ identicamente nula. Afirmamos
que f = f, = 0 admite um namero finito de solucoes. Caso contrario, pela proposicao 1.40,

existiria uma componente irredutivel ¢ comum a f e f,. Desse modo, terfamos que ¢* | f,

contradicao. O
A seguir, nos concentraremos nas curvas algébricas planas projetivas.

d

Definigao 1.48. Seja f = Z fi onde cada f; € K[z, y] é homogéneo de grau i, f; # 0. A
i=0

homogeneizacao de f é o polinémio homogéneo de grau d,

d

F(l’,y, Z) = Z’Zdiifi(xay»

i=0
Definicao 1.49. Uma curva algébrica plana projetiva ¢ um ideal principal homogéneo

(F) em K[z, y, z].

Defini¢ao 1.50. Seja F' € K[z, y, z] polindmio homogéneo que define uma curva projetiva.

A afinizagio de F é o polindmio f(z,y) = F(z,y,1) € K[z, y].

Do mesmo modo em que vimos a mudanca de coordenadas afins, temos também

a mudanca de coordenadas projetivas.

Definicao 1.51. Seja T : K* — K? um isomorfismo linear. Visto que uma tal aplicacao
preserva retas de K® passando pela origem, temos definida uma bijecdo natural, ainda
designada por T : P? — P? chamada de projetividade ou mudanca de coordenadas

projetivas em P2

Temos um K —isomorfismo induzido

T. : K[z, y, z] — K[z, y, 2]
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tal que, para todo (z,y, z) € K* e todo polinémio f,
(T°f>(x7 y7 Z) = f(T_1<'T7 y7 Z))

Assim, dizemos que duas curvas F e (G sdo projetivamente equivalentes se existe
transformagao T € GL(3) tal que T,F = G. Além disso, se duas curvas afins f e g sdo

equivalentes, entao as suas homogeneizacoes F, G sdo projetivamente equivalentes.

Seja L uma reta e seja F' uma curva de grau d. Suponhamos que L = x. Temos
entdao que P = (0:y:z)e LnF se, esbse F(0,y,z) =0. O polindbmio F(0,y,z) ou
é identicamente nulo (no caso de L < F'), ou é homogéneo de grau d e se decompoe da

seguinte forma:
F<07 Y, Z) = H(Zzy - y’iz>mi7
onde os pontos P; = (0 : y;, z;) sdo dois a dois distintos e constituem L n F. O expoente

m; é chamado de multiplicidade de intersecao de L, F' em P;.

Dentre os resultados de grande importancia, destaca-se o seguinte teorema que

fala sobre o niimero de pontos na interse¢ao de duas curvas planas projetivas dadas.

Teorema 1.52. (Teorema de Bézout). Sejam F e G curvas planas projetivas sem
componentes em comum. Entdo o nimero de pontos na interse¢ao F' n GG, contados com

multiplicidade, é igual ao produto dos graus de F' e G, isto é

Z (F,G),, = deg F - deg G.

pieFnG

Demonstragao. Vide [9], pagina 57. ]

1.4.2 Curvas Racionais Afins e Projetivas

Faremos uma breve abordagem sobre os conceitos de funcao regular e fungao

racional sobre uma curva.

Defini¢ao 1.53. Dizemos que uma curva afim irredutivel f é racional se existir um par
de fungoes racionais x(t),y(t), ndo ambas constantes, de modo que f(z(t),y(t)) =0 em

K(t). O par z(t),y(t) é chamado de parametriza¢io racional.

Exemplo 1.54. Toda reta é racional, com parametrizacao da forma

x(t) = at + b,
y(t) = ct +d,

em que a # 0 ou ¢ # 0.
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Quando uma curva é racional, a cada valor atribuido ao pardmetro (salvo
um numero finito que anula o denominador) corresponde a um ponto bem definido da
curva. Porém, pode ocorrer de cada ponto da curva ser atingido por valores distintos do

1
pardmetro, como por exemplo z = %,y = 7 repete duas vezes cada ponto da hipérbole.

Definicdo 1.55. Seja C' — A? uma curva afim irredutivel com equacio f = 0. Dizemos que
uma aplicacdo ¢ : C' — Al é regular ou polinomial se for igual & restricio de uma funcio
polinomial A? — A', ou seja, se existir polinomio p(z,y) de modo que ¢(z,y) = p(z,vy),

para cada (z,y) € C.

Denotamos por A(C') o anel que é formado pelo conjunto das fungoes regulares
de C'. Por definicao, temos o seguinte epimorfismo

Klz,y] - A(C)

o qual associa a cada polinémio, considerado como funcao A? — A', sua restricdo a C.
Lema 1.56. A(C') é um dominio isomorfo a K[z, y]/(f).
Demonstragdo. Sabemos que um polinémio g se anula sobre a curva C' se for multiplo de
f. Se g nao for multiplo de f, segue da Proposicao 1.40 que a intersecao é finita. Desse

modo, o ntcleo do epimorfismo definido por restri¢ao é o ideal (f), sendo este um ideal

primo pois f é irredutivel e K[z, y] é fatorial. ]

Exemplo 1.57. Se [ é uma reta, entao o anel A(l) é isomorfo a um anel de polin6mios

em uma variavel. De modo mais preciso, se [ for dada por y = ax + b, a aplicagao
Klz, y] — K[z]
h— h(z,azx + b)

¢ um epimorfismo com nicleo (f), sendo f = y—(ax+b). Assim, A(l) ~ K[z, y]/(f) ~ K[z].

Definicao 1.58. O corpo de fungoes racionais de uma curva afim irredutivel e reduzida
C' é o corpo de fragoes K(C') do dominio A(C).

Definicao 1.59. Uma aplicacao ¢ : P™ — P" é dita regular ou polinomial se existirem
polinémios homogéneos de mesmo grau, v, ..., ¥, € K[zo,...,z,] de modo que, para
todo P = (zg: -+ :xy) € P,

O(P) = (o(P) : -2 ¥u(P)),

Observe que os polinémios v,, ..., %, nao podem admitir zero em comum em
PePm™.

Definicao 1.60. Uma curva projetiva reduzida e irredutivel é racional se for igual a

imagem de uma aplicacdo polinomial niao constante P! — P2
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1.5 Funcoes de Hilbert e Resolucoes Livres Graduadas

Considere R = K[z, ..., 2,] o anel de polindémios sobre um corpo K algebrica-

mente fechado.

Defini¢ao 1.61. Seja M = @ M; um R—mdbdulo graduado finitamente gerado. A
fungdo de Hilbert de M, denotada por hy; : N — N, é definida por

d— dll’Il]K(Md)

Essa funcao esta bem definida, pois cada componente homogénea My é um K—espago
vetorial de dimensao finita. A Série de Hilbert de M, a qual é denotada por Hy(t) é
definida por

Hyp i= Y hoy(d)t? = (dimyg M)t

d=0 d=0

Exemplo 1.62. Seja j = 0, entdo a série de Hilbert de R(—7) é dada por:

Hp(j(t) = > (dimg R(—j)a)t"

d=0

= Z (dlmK Rd,j)td

d=0

= tj Z (dlmK Rd)td

d=0

- n—1-—d
g
20

#

(L=t

(1.2)

Definicao 1.63. Seja M um R—moddulo graduado finitamente gerado. Uma resolugao

graduada livre de M sobre o anel R é um complexo exato

F:0-— @jR(_j)ﬂz,j ﬂ, @jR(_ﬁﬁFLj dt: -] ®jR(_j)ﬁ1,j i @jR(_j)BO’j dg — 0,
(1.3)

onde os mapas d; sao graduados de grau zero.

A resolucao F' é chamada de resolugio minimal se, para ¢ > 1, os mapas
d; sao dados por matrizes cujas entradas sao polindmios homogéneos no ideal maximal
(x1,...,2,) de R. A resolugao F' é chamada de resolucio livre linear se, para i > 1,
os mapas d; sao dados por matrizes cujas entradas sao elementos no K—espaco vetorial
(%1, ...,%,). No caso minimal, os nimetos j3; ; sao chamados de ndmeros de Betti graduados

do R—moédulo M e sao denotados por 3;;(M).

Observe na definicao acima a soma direta sobre j é sempre finita pois M é um

R—modulo finitamente gerado.



Capitulo 1. Preliminares 32

Teorema 1.64. (Teorema da Sizigia de Hilbert) Todo R—mddulo graduado finitamente

gerado possui uma resolugao livre graduada de comprimento menor ou igual a n.
Demonstragio. Vide [22], pagina 21. O

Veremos a seguir que a série de Hilbert de um R—mddulo M pode ser obtida

através de uma resolucao livre graduada de M.

Teorema 1.65. Seja M um R—mddulo graduado finitamente gerado com resolucao livre

graduada F' como em (1.3). Entdo a série de Hilbert de M ¢é dada por uma fungao racional:

p(t)
Hy(t) =
M( ) (1 _ t)n7
I
onde p(t) = >.(=1)'(Y] Bist!) € Z[t].
i=0 =0
Demonstragao. Vide [4], pagina 10. O]

Teorema 1.66. Seja M = @7 M, um R—mdbdulo graduado finitamente gerado de
dimensao m. Entao existe um polinémio py/(z) € Q[z] de modo que hys(d) = par(d) para

d » 0. Chamamos py; de polinomio de Hilbert de M e escrevemos

o= ()

]

i=0

Demonstragio. Vide [27], pagina 2. ]

Defini¢ao 1.67. Seja M = @7 M; um R—mdbdulo graduado finitamente gerado de

dimensao m. Dado py(z) = mzjl(—l)m_l_iam_l_i (x Z— i), o polinémio de Hilbert de M,
i=0

definimos a multiplicidade de M como

ag, se m > 0

e(M) =
(M), sem = 0.

A seguir, iremos relacionar o polinémio de Hilbert com o grau de uma variedade

projetiva.

Definicao 1.68. Se X < P" é uma variedade projetiva de dimensao r, o grau de X é r!

vezes o coeficiente lider do polinémio de Hilbert px(d).

Exemplo 1.69. Seja X = V/(F) uma hipersuperficie em P" intersectada por F €

K[zo, ..., 2], assim
-

(n—1)!

px(d) = &t

edim X =n —1, entao deg X =r.
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1.6 Teoria de Esquemas

Nesta secao, faremos uma breve abordagem sobre os esquemas afins e projetivos,
a fim de apresentar no préximo Capitulo um critério de liberdade de curvas baseado em
autoesquemas, que serd definido mais adiante. As defini¢oes e resultados aqui apresentados

podem ser consultados em [10] e [11].

Veremos que esquemas arbitrarios sao objetos gerados por colagem de esquemas
afins do mesmo modo em que as variedades gerais sao obtidas por colagem de variedades

afins. Nos deparamos entdao com a primeira defini¢ao.

Definicao 1.70. Seja R um anel. Chamamos de espectro de R o conjunto de todos os

ideais primos de R. Denotamos esse conjunto por Spec(R).

Exemplo 1.71. Sejam K um corpo algebricamente fechado e R = K[z]. O espectro do
anel R consiste dos pontos (0) e (z —a), com a € K. Em contrapartida, Spec(R[z]) contém
pontos adicionais que ndo sdo dessa forma, como por exemplo P = (2 4+ 1). Podemos

pensar, geometricamente, em P como sendo o par de pontos conjugados {i, —i} na extensao
AL de Ag.

Definigao 1.72. Sejam R um anel e P € Spec(R) um ponto, ou seja, um ideal primo do
anel R.

1. O corpo de fragdes do dominio de integridade R/P serd denotado por K (P) e é
chamado de corpo residual de Spec(R) em P.

2. Dado f € R, definimos o valor de f no ponto P, f(P), como sendo a imagem
de f sob a composicao de homomosfismos R — R/P — K(P). Em particular,
f(P)=0< feP.

Definicao 1.73. Seja R um anel.

1. Para todo subconjunto T' < R, definimos o lugar de anulamento de T' como sendo o

conjunto

V(T) :={P e Spec(R) | f(P)=0,YfeT}.
Quando T' = {f1,..., fu} é um conjunto finito, denotamos o conjunto V(7') por
V(fh'"vfn)‘

2. Dado X < Spec(R), definimos o ideal de X como sendo
[(X):={feR|f(P)=0,YPe X} R.
Observagao 1.74. Como f(P) =0 < f € O, temos que

V(T)={PeSpec(R)| fe PYfeT}={PeSpec(R)|Tc P}
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I(x)=()P

PeX

Munido das defini¢oes apresentadas, podemos definir a topologia de Zariski
sobre Spec(R).

Definigao 1.75. Seja R um anel. A topologia de Zariski sobre Spec(R) é a topologia cujos
conjuntos fechados sdo os conjuntos V(T') = {P € Spec(R) | T < P}, para algum T < R.

Definicao 1.76. Sejam R anel e f € R. O conjunto D(f) := Spec(R\V(f)) = {P €
Spec(R) : f ¢ P} é chamado de aberto distinguido vinculado a f € Spec(R).

Esses subconjuntos abertos distinguidos formam uma base para a topologia de

Spec(R).

Definigao 1.77. Sejam R um anel e U < Spec(R) um aberto. Uma fung¢ao regular sobre
U é uma familia ¢ = (¢p)pey com ¢p € Rp para todo P € U, de modo que vale a seguinte

propriedade: Para todo P € U, existem f,ge R com f ¢ (@ e

g
Qb :76Ra
Q f Q

para todo ) em um subconjunto aberto Up com P < Up < U.

O conjunto de fun¢oes regulares é naturalmente um anel Ogpec(r)(U). Além
disso, como a condicao imposta sobre ¢ ¢ local, segue que Ogpec(r) ¢ um feixe chamado

feize estrutural Spec(R).

Lema 1.78. (Hastes de fungoes regulares). Seja R um anel. Para cada ponto P € Spec(R),

a haste Ospec(r),p do feixe estrutural Ogpec(r) em P é isomorfo a localizagao R,.

Demonstragao. Vide [10], pagina 94. ]

Definigao 1.79. (Espagos localmente anelados). Um espaco localmente anelado é um

espaco anelado (X, Ox) de modo que cada stalk Ox p, com P € X, é um anel local.

Defini¢gdo 1.80. (Esquema afim). Seja R um anel. Um esquema afim é um espago
localmente anelado (Spec(R), Ospec(r)), sendo Spec(R) um espago topolégico munido da

topologia de Zariski e Ogpec(r) seu feixe estrutural.

Definigao 1.81. (Subesquema afim). Um subesquema afim de um esquema afim Spec(R)
é um esquema Spec(S) juntamente com um morfismo ¢ : Spec(S) — Spec(R), de modo

que o homomorfismo de aneis correspondente ¢ : R — S é sobrejetivo.

A seguir, definiremos esquemas de modo geral a partir de colagens de esquemas

afins.
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Definicao 1.82. (Esquemas). Um esquema é um espago localmente anelado que possui
um recobrimento aberto por esquemas afins. Além disso, os morfismos de esquemas sao

apenas morfimos entre espacos localmente anelados.

Definigao 1.83. (Subesquemas abertos e fechados). Seja X um esquema.

e Seja (Q < X um subconjunto aberto. Desse modo, () admite um recobrimento aberto
por subconjuntos abertos distinguidos, os quais sao exemplos de esquemas afins.

Portanto, () é naturalmente um esquema chamado de subesquema aberto de X.

o Um subesquema fechado de X é um esquema Y juntamente com um morfismo
i:Y — X, tal que X possui um recobrimento aberto afim {U|k € I} de modo que

cada restricdo il;-1(p,) : i (Ux) = Uy é um subesquema afim como definido em 1.81.

Na definicao de subesquema fechado, a tltima condicao é equivalente a exigir

que il i1 (U) — U é um subesquema afim, para todo aberto afim U < X.

Trataremos agora de uma classe importante de esquemas, construida a partir
de anéis graduados, a qual é andloga as variedades projetivas. Seja R um anel graduado.
Denotamos por R, o ideal @y=R4. Definimos o conjunto Proj(R) como o conjunto de todos
os ideais primos homogéneos p, que nao contém todo o R,. Se m é um ideal homogéneo
do anel R, definimos o subconjunto V(m) = {p € Proj(R) | m < p}. Além disso, podemos
definir uma topologia em Proj(R) em que os subconjuntos fechados sdo subconjuntos da
forma V(m).

A partir de agora, definiremos um feixe de anéis O em Proj(R). Para cada
p € Proj(R), consideremos o anel R, de elementos de grau igual a zero na localizagao
T 'R, em que T é o sistema multiplicativo consistindo de todos os elementos homogéneos
de R que nao estdo em p. Para um subconjunto aberto U < Proj(R) arbitrario, definimos
O(U) como sendo o conjunto das fungoes h : U — |_| R ), de modo que para cada p € U,
h(p) € Ry e, como h ¢ localmente o quociente de elementos de R, temos que para cada
p € U existe uma vizinhanga V de p em U e elementos homogéneos f,g € R de mesmo
grau, tal que para cada qe V, f ¢ qe h(q) = g/f em R(g). Desse modo, temos que O ¢é
um pré-feixe de anéis com as restri¢goes naturais e, pela natureza local da definicao, segue

que O é um feixe.

Definicao 1.84. Seja R um anel graduado. Definimos (Proj(R), ©) como sendo um espago

topoldgico juntamente com o feixe de anéis construido anteriormente.
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2 Divisores Livres Homogéneos

Neste capitulo, serao abordados os conceitos e os principais resultados sobre a
liberdade de curvas algébricas planas. As defini¢des aqui apresentadas podem ser cosultadas
nas referéncias [18], [17], [19], [23], [24], [25], [26], [28] e [30].

2.1 Derivacoes

Definicao 2.1. Considere R um anel e M um R—moddulo. Uma derivacao de R com

valores em M é uma aplicacao 6 : R — M que satisfaz as seguintes condigoes:

1. 8(a +b) = 6(a) + 0(b)

2. 0(a-b)=a-0(b)+b-6(a)
para todo a,b € R.

A segunda condi¢ao é conhecida como regra de Leibniz. Denotamos por
Der(R, M) o conjunto de todas as derivagoes de R tomando valores em M. Além disso,

Der(R, M) é um R—mdbdulo com as operagoes:
(61 + 92)((1) = 61 (a) + 62(&)

<a01)<b) = a@l(b),
para todos 61,05 € Der(R, M) e a,b € R. Vale mencionar também que quando M = R

apenas denotamos o conjunto de derivagoes por Der(R).

Em qualquer anel R é possivel definir uma derivacao d : R — R dada por
d(a) = 0, para todo a € R. A essa derivac¢ao, atribuimos o nome de derivag¢io nula ou
também de derivacdo trivial. Suponha que R seja uma S—algebra, com S anel, assim
podemos considerar o submédulo Derg(R, M) = {6 € Der(R, M) | 6(x) = 0,Yx € S}.
Além disso, os elementos de Derg(R, M) sdo chamados de S—derivagdes. Note que se
S = Z, entao temos Der(R, M) = Derz(R, M). De fato, dado 6 € Der(R, M), temos
(1) =6(1-1)=1-0(1) +1-6(1), isto é, (1) = 0 e, portanto, 6 € Derz(R, M).

Sejam K um corpo, R = K[z, ..., x,] o anel de polinémios e M um R—mdbdulo.
Ao fixar elementos my,...,m, € M arbitrarios, temos que a aplicagao 6 : R — M dada
0
por O(f) = Z ?f m; € uma derivagdo de R em M. Quando temos M = R e m; = x; com
~ Ox;
i=1 ¢
i € {1,...,n}, chamamos a derivacdo ¢ de derivacao de Euler a qual denotamos por e.

2 : R — R dada por d (f) = of ¢ uma K—derivacao de f.

Ademais, para cada 1,
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Exemplo 2.2. Seja K um corpo de caracteristica zero. Se f € R é um polindmio homogéneo

de grau d > 0, tem-se que €(f) = d - f, isto é,

vy Of T, Of
4o T

f=

Essa igualdade ¢ conhecida como identidade de Euler.

Proposicao 2.3. Sejam K um corpo e R = K[z, ...,2,] o anel de polinémios. Entao
Derg(R) ¢ um R—mébdulo livre de posto n e {621’ ey (%in} forma uma base para
Derg(R).
Demonstragio. Seja 6 € Derg(R). Defina 6 : R — R como 0(f) = i G(xz)gzr E imediato
que 0 € Derg(R). Além disso, temos que 0(z;) = 6(z;), para todo ;zé {1,... ,Zn} Portanto,
G=0e {ail, ce 5in} geram Derg(R). Agora, sejam aq, ..., a, € R elementos tais que
iaiaii = 0. Desse modo, 0 = izn;aigz =a;,paracadaje {1,...,n}, e {621’ ce ain}
sao linearmente independentes.

O

Com a proposi¢ao acima, podemos escrever

0
D R)=®&" R ~ RO,
erK( ) ®z—1 axl
Sejam K um corpo, R = K[z1, ..., x,] o anel de polinénios e I = (f1,..., fn) <

R um ideal de R. Definimos a matriz Jacobiana de I como sendo a matriz m x n

J=JI) = <8fi>.

0xj

2.2 Mobdulo de Saito

Definic¢ao 2.4. Sejam K um corpo, R = K[z, ...,z,] o anel de polinémios e I < A um

ideal. Entao o conjunto
Der;(R) = {0 € Derg(R) | (1) < I}

¢ o R—moddulo de derivagoes logaritmicas do ideal I, também conhecido como idealizador

tangencial do ideal I.

E imediato que Der;(R) é um R—submédulo de Derg(R) pois (af; + 65) < I
para todos 0,6, € Der;(R) e a € R.
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Exemplo 2.5. Sejam K um corpo, R = K]z, y, z] o anel de polinémios e I < A ideal

dado por I = (zy,yz). Considere 6 € Der;(R) < Derg(R) = R; + R&é’ + R; Assim,
T Y 2

Além disso, note que O(xy) = ay +br € I e 0(yz) = bz + cy € I. Assim, é facil ver que
0 0

a,ce (x,z) e be (y). Como temos (x,z) - — + (y) - s (x,z) - =— < Der;(R), obtemos
Y

ox 0z
que
Der;(R) = (x, z) - &@() @(mz)-ﬁ
LA Oy 0z

Seja I < R um ideal, podemos escrever

Der;(R {Zgl e Derg (R |Zgl eIerI}

Z 7,

Além disso, definimos o conjunto

0
Der, (R {Zgl e Derg(R |2 fﬂ—o,v]':1,...,m},
: "0z,
0

onde a = {fi,..., fm} é 0 conjunto de geradores do ideal I. Note que Der,(R)" é um
R—submoédulo de Der/(R).

Sejam K um corpo e R = K[z, ...,x,] o anel de polinémios. Para f € R nao

nulo, definimos o ideal gradiente do polindmio f como sendo I = (é’f of ) ,€0

ax17...’a7'xn
;j,..., af,f) = (Iy, f). Para o caso em que f € Iy,
1

chamamos o polinomio f de euleriano ou de quase-homogéneo. Cabe observar que quando

ideal Jacobiano como sendo Jy =

f € R é homogéneo de grau n > 0, entdao f é euleriano. De fato, pela identidade de Euler

vista anteriormente, temos que

_n Of T Of
= n §x1+ * n ﬁxnejf'

Definigao 2.6. Seja R = K[xy,...,2,] ¢ I € R um ideal. Se I é um ideal principal, isto
é, I = (f), entdo Der;(R) é chamado de mddulo de Saito do polinémio f, e serd denotado

por Der(R).

Como, neste caso, o conjunto de geradores do ideal I é o = {f}, denotaremos
Der,(R)° por Der;(R)°.

Defini¢ao 2.7. Um polinémio f € R = K[z, ..., z,] é dito um divisor livre se seu mddulo

de Saito Dery(R) é um R—mddulo livre.
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Para identificar se determinada curva € livre, Saito forneceu um critério analitico

em seu artigo [21] que, quando traduzido algebricamente, tem o seguinte enunciado:

Teorema 2.8. (Critério de Saito) Sejam f € R = K[z, ..., x,]| um polinémio reduzido e
homogéneo de grau d e
. 0
0; = Z 9ij 3
= 0
para j = 1,...,n as derivacoes em Der¢(R). Entdo f é um divisor livre e {6;,...,0,} é

uma base para Ders(R) se, e somente se, o determinante da matriz S = (g,;) é da forma

Af, para algum A € K\{0}. A matriz S é chamada de matriz de Saito do polinémio f.

Exemplo 2.9. Seja f(x,y,2) = zyz € R = C|z,y, x| e considere as derivacoes ¢; =

0
r—,02 = y— e 05 = z—. Note que §,(f) = f para j = 1,2,3. Desse modo, temos que
ox oy 0z
6, € Dery(R). Além disso, a matriz de Saito de f é dada por:
T 0
S = y 0 |,

de modo que det(.S) = 1- f. Pelo Critério de Saito, f é um divisor livre e, consequentemente,

obtemos que o médulo de Saito de f ¢ dado por:

Ders(R) = RO, ® RO, ® Rb3 ~ R>.

n
Ao escrever uma derivacao K—linear como 6 = Z 9i0,, temos que, apos a
i—1

1=
identificagdo Derg(R) =~ R" através do mapeamento ordenado das derivadas parciais para
a base canonica de R", Der;(R)" se torna o R—médulo Syz,(.J;) de primeiras sizigias do
ideal jacobiano Jy. Com essa identificacao natural, temos o seguinte resultado:

0
—f € Iy um polindmio
ox

(2

Teorema 2.10. Sejam K um corpo, R = K[xy,...,z,] e f = Zgi
i=1

50
euleriano de grau d, onde g; € R. Tome €y = 2 gia— € Ders(R). Se a caracteristica de K
- Ot
nao divide d, entao
Ders(R) = Syz,(If) ® R - 5.

Demonstragio. Por hipétese, Iy n (f) = (f). Temos a seguinte sequéncia exata
0 — Syzy(I;) — Dery(R) = (f) — 0,

com 7(0) = 6(f), para todo 6 € Der¢(R), que admite a cisdo 7" : (f) — Ders(R) dada
naturalmente por hf — heg, para todo h € R. Portanto, Der¢(R) = Syz,(I;) @ Im(r’) =
Syz,(Iy) @ Rey. O
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Uma consequéncia do resultado do Teorema 2.10 é o célculo da profundidade

do médulo de Saito de um polinémio nao nulo f.

Coroléario 2.11. Seja f € R = K[z, ..., z,] um polinémio homogéneo com ideal gradiente

préprio, nao nulo e nao principal. Entao

prof(Ders(R)) = prof (?) + 2.
f

Demonstracao. Tomemos as seguintes sequéncias exatas:

0— Syzl(Jf) — R" — Jf —0

0—J; —R— RJ/J;—0.

Desse modo, segue que dh(Jy) = dh(Syz,(J¢)) + 1 e dh(R/J¢) = dh(Js) + 1. Utilizando o
Teorema 2.10, temos que dh(R/J;) = dh(Dery(R)) + 2. Além disso, pelo Teorema 1.23,
dh(Ders(R)) + prof(Ders(R)) = prof(R) = n e dh(R/J;) + prof(R/Js) = prof(R) = n.

Desse modo, segue que

prof(Ders(R)) = n — dh(Der;(R))
=n—dh(R/J;) + 2
=n —n+ prof(R/Js) + 2
= prof(R/J¢) + 2.

]

Apresentaremos a seguir um resultado conhecido de Algebra Comutativa: Se

I € R é um ideal homogéneo com alt(I) > 2, entdo dh(/) = 1 se, e somente se, [ é

R
perfeito com alt(I) = 2. Com efeito, suponha que I é perfeito de altura 2. Entao 7 é

Cohen-Macaulay. Pelo Teorema de Auslander-Buchsbaum, temos que

dh <J;> + prof (?) = prof(R) = n,

ou seja, dh (?) = n — prof (?) =n— (n —2) = 2. Assim, pelo diagrama

~
@)

0 —— R 1 s R™ > R )

\

I —— 0

il
i
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obtemos que dh(/) = 1. Reciprocamente, suponha que dh(I) = 1. Assim, 2 = dh ?) =

prof(R)—prof (?) = n—prof <J;> . Logo, n—2 = prof (?) < dim (];L) =n—alt(]) <
R , R .

n — 2. Portanto, alt(/) = 2 e prof T)= dim 7 ), como desejado.

Teorema 2.12. Seja f € R = K[z1,...,z,] um polinémio reduzido, homogéneo de grau

maior ou igual a 2. Entdo f é livre se, e somente se, J¢ é perfeito de codimensao 2 (isto é,
dh(Jy) = 1).

Demonstracao. Pelo Teorema 2.10, temos a seguinte sequéncia exata
0— Syzl(Jf) d Derf(R) — R- €r — 0.

Suponha f livre. Entao Der(R) é um R-mdédulo livre. Novamente pelo Teorema 2.10,

temos que Syz,(J;) é um R—modulo projetivo. Portanto, a sequéncia exata
0—>Syzl(Jf)—>R”—>Jf—>O (2.1)

¢ uma resolugao projetiva, o que significa que dh(.J;) = 1. Reciprocamente, suponha que
dh(Jy) = 1. Entao, da sequéncia (2.1), segue que Syz,(Js) é livre. Pelo Teorema 2.10,

segue que Ders(R) é um R—mdbdulo livre e, consequentemente, f é um divisor livre. [

Exemplo 2.13. Seja f = zyz(z +y) € C[x,y,2]. Temos que J; = (2zyz + y*2z,2°2 +
22yz, 2%y + xy®). Pelo programa Macaulay2 [2], temos que Jy possui uma resolugao

graduada livre minimal da forma
0> RS R J; —0,

cuja matriz de Hilbert-Burch ¢é dada por

x 0
o=1 y wy+y’
-3z —xz—2yz

Logo, dh(Js) = 1 e, consequentemente, segue que f é um divisor livre.
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Figura 1 — 3-Arranjo: f(x,y,2) = zyz(z + y)

Exemplo 2.14. Seja f = zyz(z® — y?)(2? — 2%)(y* — 2*) € C[x,y, z]. Fazendo uso do
programa Macaulay2 [2], segue que J; possui uma resolucdo graduada livre minimal da
forma

0> RS R J; —0,

cuja matriz de Hilbert-Burch é dada por

423 — 5ry? — ba2? Sxyt — 220922 + Szt
¢=| —bx?+4y®—>5yz* 9P — 4y’ — 272y + 5yt + byt
—5x%y — byPz + 425 —2T2%y?z + Byty 4+ 92223 + Byt — 420

Logo, dh(Jy) = 1 e, pelo Teorema 2.12, f é um divisor livre.
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Figura 2 — B3 Arranjo: zyz(2? — 3?)(2* — 2%)(y* — 2?)

Exemplo 2.15. Seja f = xy(x + y)(z + yz) € Clx,y, z]. Pelo programa Macaulay2 [2],
segue que J; possui uma resolugao graduada livre minimal da forma
0—R'—> R — J; —0,
cuja matriz de Hilbert-Burch de J; é dada por
xy 22% + by —2xyz — x® — 3zyY
o= y? —6zy — 3y —2y%2+3xy + 2
—4dyz —dx Sxz+4yz —4x Sy’ +dxz + 4dx

Logo, dh(.Js) = 1 e, consequentemente, f é um divisor livre.

Figura 3 — As 4 retas: xy(z + y)(z + yz)
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Veremos no préximo exemplo que dadas duas curvas livres, o produto entre

elas ndo necessariamente resulta em uma curva livre.

Exemplo 2.16. Os polinoémios f(x,y, z) = zyz e g(z,y,2) = x +y + z sdo divisores livres
em R = C[z,y, z]. Entretanto, o produto h = fg = 2*yz + xy*z + xyz* ndo é um divisor
livre. De fato, novamente fazendo uso do programa Macaulay2 [2], temos que J}, possui

uma resolucao graduada livre minimal da forma
0—>R— R - R — J, >0,
cuja matriz de Hilbert-Burch é dada por

Ty — T2 2 + 32z 0
O = v +3yz  —y* —3yz  ay+yt 4 2z
—3yz — 2% —2x2+4+2yr —xz—2yz— 22

Logo, dh(J,) = 2 e, consequentemente, f nao é um divisor livre.

2.3 Curvas Livres em P?

Seja R = Clx,y,z] e I € R um ideal. Assuma que [ tem codimensao 2 e é
gerado por trés polindmios homogéneos todos com o mesmo grau, isto é, I = (f1, fa, f3).

Dizemos que (a1, as, as) € R® é uma sizigia para o ideal I se

ar fi + azfo + asfs = 0.

Além disso, dizemos que uma sizigia (ay, as,a3) € R* do ideal I é regular se {a1, as,as} é

uma sequéncia regular (equivalentemente, se V (ay, az, as) = & como um conjunto em P?).

Para os préximos resultados, considere X = V(f) € P? uma curva reduzida de
grau d + 1. Além disso, sejam Jr = (fs, fy, f>) o ideal jacobiano associado de f e Syz(Jy)

o médulo de sizigias de Jy.

Lema 2.17. Sejam R = K|z,y,z], a = {a1,a9,a3} e = {51, B2, f3} elementos de

o P
Syz(Jr). Entao existe um polindmio h € R tal que I, ay o =h-J;.

as B3

Demonstragio. Como « e 3 sao sizigias para o ideal jacobiano J, temos que

arfz + O42fy +azf. =0
Bife + Bafy + B3f. =0

Entao, ao multiplicar a primeira linha por 5, a segunda linha por as e, por fim, igualar

ambas as linhas, temos

a1Bsfr + B3 fy + asfsf. — Brasfy — Baasfy — Bzasf, = 0.
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Dai, segue que
(13 — Bras) fo + (a2fs — Pacs) fy = 0.

Como a curva X é reduzida, segue que ged(fy, fy) = 1. Entao, existe h € R tal que
a1z — Brag = hfy

asf¥3 — Bacg = hfy.

E f4cil concluir que a5 — Biaw = hf,. Portanto, concluimos que

o b
[2 a2 62 :h'(fwafwfz)'

asz [

]

Proposigao 2.18. Seja X = V(f) uma curva reduzida de grau d + 1. Se Syz(Jy) admite

2 ar B
sizigias ac e (3 tais que mdc (/\ M) =1,onde M = | «ay [ |,entdo X é um divisor

as 53
livre.

Demonstracio. A matriz M define uma mapa R—linear R? M, R3. Note que, pelo Lema
2.17, alt(I2(M)) = alt(hJy) = alt(J;) = 2. Pela reciproca do Teorema 1.2, I1(M) = J;
possui a resolugao livre

0—-R*E R S Jp -0,

Concluimos, portanto, que X é um divisor livre. O

Proposigao 2.19. Se Syz(Jy) admite alguma sizigia regular, entdao X = V(f) é um divisor

livre.

Demonstragio. Seja u = (uy, ug, us) € Syz(Jy) uma sizigia regular. Entao, u f, + uaf, +
ugf, = 0. Pela defini¢do de sequéncia regular, temos que f, € (ug, u3), isto é, f, = aus+bug,
onde a,b € R. Assim,

0 = uy(aus + bug) + ua fy, + usf,

= up(auy + f,) + us(buy + f)

e isso nos fornece que au; + f, = Aug e buy + f, = —Aug, onde A € R. Portanto, os
2-menores da matriz
U A
M=1 u —b
us a

sa0 fy, —fy, f»- Isso significa que R/.J; possui uma resolucao graduada de Hilbert-Burch
do tipo
0-R*E RS Jp -0,
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Concluimos, portanto, que X é livre. O

Esse resultado pode ser expresso pelo seguinte diagrama:

Syz(Js) «——— R3> —— J¢(d) —— R(d)

¥ ¥ ‘ ‘

coker(v) — M LN Jr(d)

Exemplo 2.20. Vimos no Exemplo 2.9 que, fazendo uso do critério de Saito, f(z,y,2) =
xyz € R = C[z,y, z] é um divisor livre. Usaremos agora o critério das sizigias regulares
para mostrar este fato. Sabemos o que o ideal jacobiano de f é J; = (yz,zz,zy). Além

disso, como {x,y, —2z} é uma sequéncia regular e
r-yz+y-xz+ (—22) 2y =0,

segue que (x,y, —2z) é uma sizigia regular para J; e, pela Proposigao 2.19, f é um divisor

livre.

Figura 4 — 3-Arranjo: f(z,y,2) = zyz

Exemplo 2.21. Seja R = C[z,y, z] e considere a ctibica homogénea f(z,vy,2) = y(2* +
yz) € R. Sabemos o que o ideal jacobiano de f é J; = (2zy,2* + 2yz,y®). Como

x 4 A .
{—5, Y, —22} € una sequencla regular (§

x
-3 (2zy) +y - (2* + 2y2) — 22 - (y*) =0,
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segue da Proposi¢ao 2.19 que f é um divisor livre.

Figura 5 — Cone + plano: f = z(y* — z2)

2

Exemplo 2.22. Seja f(z,y,2) = 2(y° — 2z) € R = Clx,y, z]. Sabemos o que o ideal

jacobiano de f é J; = (=22, 2yz, y* — 2x2). Pelo programa Macaulay2 [2], temos que .J;

possui uma resolucao graduada livre na forma
0> R*5 R J; -0,

cuja matriz de Hilbert-Burch ¢ dada por

2y 4z
o=1 2 vy
0 —2z

Note que o segundo vetor coluna da matriz forma uma sequéncia regular e é uma sizigia

para Jy. De fato, temos que
da(—22) + y(2y2) + (—22)(y* — 222) = 0.

Pela Proposicao 2.19, segue que f é um divisor livre. Além disso, temos também que
dh(Jf) = 1, podendo também ser usado o critério mencionado no Teorema 2.12 para

obtermos a mesma conclusao.

Cabe observar que a reciproca da Proposicao 2.19 nao é valida. Para ver isso,
note que no Exemplo 2.15 f € C[z,y, 2] é um divisor livre mas J; nao admite sizigia

regular.

2.3.1 Curvas Livres Irredutiveis

A seguir, serdao apresentados alguns resultados estudados sobre a liberdade de

curvas irredutiveis e estaremos considerando sempre K um corpo algebricamente fechado.
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Proposigao 2.23. Seja f € R = K|z, y, z] homogéneo e irredutivel com deg(f) < 3. Entao

f é um divisor livre se, e somente se, deg(f) = 1.

Demonstragio. Se deg(f) = 1, entdo temos uma reta f = ax + by + cz, com a # 0. Como

a=—¢ Jg, temos que J; = R e f é trivialmente livre. Se deg(f) = 2, entdo V(f)
Ox

é o conjunto vazio, ou seja, f = x> + y* + 2%. Pelo programa Macaulay?2, dh(Jy) = 2.
Logo, f nao é livre. Se deg(f) = 3, entao V(f) é uma curva nao singular, uma curva com
singularidade nodal ou uma ctspide, ou seja, f € {f2, fo, f3}, onde fi = 2° +9° + 2° + Aayz,
fo = y?z—a® -2z e f3 = 27

alt(Js, ) = 3, logo fi nao seria livre. Para o caso da curva com uma singularidade nodal ou

— 23, Sendo f uma curva nao singular, temos que

cuspidal, note que zzm < Jy, = (=32° — 222, 2y2,9* — 2%) e zym < Jp, = (=327, 2yz, v?),

porém zz ¢ Jy, e xy ¢ Jy,. Assim, os conjuntos dos elementos — —regulares em m e

ﬂ—regula-ures em m sao vazios. Logo, prof <JR> = prof <R> = (0 mas dim <JR> # 0

I £ Irs £

e dim ) # 0. Portanto, — e 7 nao sao Cohen-Macaulay e, consequentemente, f
I3 J2 f3

nao ¢ divisor livre. O

Suponha que o polindémio irredutivel f tem grau 4. No artigo [26], Simis
e Tohaneanu mostram que f nao deveria ser um divisor livre. No mesmo artigo, eles
construiram uma familia de divisores livres irredutiveis de grau d > 5, dada por
F =y 2+ air® 4 apr®y?™? + asoy®™ + agy® € K[z, y, 2],
com aq,as # 0.

A familia acima foi generalizada em 2014 por Nanduri em seu artigo [19]. Foi

provado que, para d > 5,
F = 5™ Fy(a,y) + yl B Ry (o, y) + 2Pyt
é um divisor livre irredutivel em K[z, y, z] se
e a,f=20e0<a+p5< []
o Fi(z,y) é homogéneo de grau av e x 1 Fy,y 1 Fy

d
e Fy(x,y) é homogéneo de grau d — lZ] —a—lextFyytF,.

Além disso, uma matriz de Saito de F' é dada por

T x5+1y7+2—aFI H, + xﬂywlz—aFlE
0y 0y
_ OF OF'
S=1 y —aftiy (:):al + (d — oz)Fl) Hs — 2Pyt (xal + (d — a)Fl)
T T

z Gs — Pyt Hs + Hgz — 2P W22 EW



Capitulo 2. Divisores Livres Homogéneos 49

Consideremos o seguinte critério de irredutibilidade:

Lema 2.24. Scja p(y, z) = 2°+ fi(y) f2(y) 2> +cf1(y)*2+df1(y)’ € K[y, 2] com f1(y), fo(y) €
K[y] com deg(fi(y)) = deg(f2(y)) = 2 e ¢,d € K — {0}. Entao p(y, z) é irredutivel em

K[y, z].

Demonstrag¢ao. Suponha que o polinémio p(y, z) é redutivel. Dessa forma, podemos escrevé-

lo como
p(y,2) = (2 + gW) (2> + ma(y)z + ha(y)),

onde ¢(y), h1(y), ha(y) € K[y]. Expandindo esse produto, temos

p(y,2) = 2° + (h(y) + 9(1))2* + (ha(y) + ha()g(y))z + ha(y)g(y). (2.2)

Ao observar que fi(y) é um fator comum de todos os y—coeficientes de p(y, z), exceto
o primeiro, segue que um fator primo de fi(y) divide todos os trés g(y), hi(y) e ha(y)
ao comparar com a equagao (2.2). Note que hy(y) # 0 pois, caso contréario, g(y) e ha(y)
deveriam ambos possuir grau 4 para completar os graus de p(y, z), o que é impossivel ja que
o produto deles tem grau 6. Portanto, segue que deg(h;(y)) = 1. Isso exclui a possibilidade
de deg(g(y)) = 4 pois, caso contrario, deg(hs(y)) < 2, 0 que sugeriria que o y—coeficiente de
z em p(y, z) possuiria grau errado. Sendo assim, temos que 1 < deg(g(y)) < 3, pois g(y) tem
um fator primo. Nessa faixa, temos que necessariamente deg(h(y)) = 4, a fim de completar
o grau do y—coeficiente de z? no polinémio p(y, z). Portanto, 5 < deg(g(y)hi(y)) < 7.
Para que ocorra um cancelamento no y—coeficiente de z em p(y, z), precisamos ter
que deg(hz(y)) = 5. Assim, a Unica maneira de isso ocorrer seria ter deg(g(y)) = 1 e
deg(hs(y)) = 5. Nesse caso, ndao hé contradigao aparente em relagdo aos graus. Observe
que, necessariamente, g(y) é um fator de hy e hy, entao existem h}(y), hy(y) € K[y] tais

que hq(y) = g(y)hi(y) e ha(y) = g(y)h5(y). Substituindo na equagao (2.2), segue que

p(y,z) = 2° + g() (R (y) + 1)2* + g(y) (hy(y) + Ky (¥)g(y))z + hy(y)g(y)*. (2.3)

Temos que f1(y) = g(y)d'(v), para ¢'(y) € K[y]. Ao comparar as equagoes, concluimos que
9()*ha(y) = g(y)ha(y) = dfi(y)* = dg(y)’g'(y)*, isto &, hy(y) = dg(y)g'(y)°. Por um lado,

temos

cg(y)*g' (y)? = chily)?
= g(y)(hsy(y) + Pi(y)g(y))
= 9(y)(dg(y)g'(v)* + Wi (y)g(y))
= 9(y) dg'(y)° )

!/
1
Assim, isolando R/ (y), temos que cg'(y) — dg'(y)*)g' (y) =

outro lado,

LWaw)g' (y) = L) f2(y) = g(y)(hy(y) + 1).
Logo, f2(y)d'(y) = hi(y) + 1, ou seja, ¢'(y) | 1+ h}(y), contradigdo. O
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A seguir, sera feita uma descri¢do de uma familia de divisores livres homogéneos
irredutiveis de grau 6 em K[z, y, 2|, as Sexticas de Cayley, que pode ser encontrada em
[25].

Considere o anel S = Klu,v,z,y,z] e a seguinte equacdo ctubica h(T) =
T3 — pT + q, onde p e ¢ sdo polinémios fixados no anel S dados por p = 22 + vy® + uxz
e ¢ = u(z? + vy*)z. Temos que h(T) é um polindémio quase-homogéneo de grau 6, onde

estamos tomando os graus:

grau(u) = 1, grau(z) = 2
grau(v) = 2, grau(y) = 1
grau(T) = 2, grau(z) = 1.

O discriminante de h(7') é dado por
F(u,v,2,y,2) = 4(2* + vy + uxz)® — 27u? (2 + vy?®)?2%,

um polinémio quase-homogéneo de grau 12. Para cada par (a,b) € A%, com ab # 0, a fibra

fap = F(a,b,x,y,z) é a chamada sértica de Cayley e o conjunto formado por essas fibras
' = {fos € K[z, y, 2]; (a,b) € A%, ab + 0}

é a familia de Cayley, onde redefinimos a graduagio das varidveis para grau(x) = grau(y) =
z=1.

Teorema 2.25. Seja f € ' uma séxtica de Cayley. Entao f é um divisor livre irredutivel.

Demonstragio. E suficiente mostrar a irredutibilidade de f na parte afim z = 1 para obter

o resultado. Fazendo as devidas substituicoes, temos:

fan(L,y,2) = 4(1 + by? + az)® — 27a*(1 + by?)2*
=4+ 120%y* — 15a2% + 12az + 24aby?z + 4b%y° — 42a%by* 2% + 12ab%y 2 + 4a®23
— 27a*b*y*2*
= 4a’2® — (15a* + 42a*by® + 27a*b*y*)2* + (12a + 24aby® + 12ab’y*)z
+ (4 + 120%y* + 12by® + 4b°y°)

b 1 b 1)? b 1\?*
:z3—3(9by2+5)(y2+)z2+3<+) z+(y2+)
4 a a a a a a

b 1 3
Ao tomar fi(y) = ayQ + i faly) = —Z(9l7y2 + 5), pelo Lema 2.24 temos que f,; é

irredutivel. Fazendo uso do programa Macaulay?2 [2], temos que o ideal jacobiano Jy, , é
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perfeito de codimensao 2, ou seja, dh(Jy,,) = 1. Além disso, a matriz de Hilbert-Burch

para esse ideal é dada por

8b 2
—5—y2 —xz+ %zz —2%y — by® + avyz — %
a
M= S—ba: éz z° + bry® g91:22~|—a—b2z )
5a"’ 57 Y73 2!
2? + by® + 3arz — a’2? h(u)yz?

onde h(u) € Clu]. Portanto, pelo Teorema 2.12, segue que a séxtica de Cayley f € I' é um

divisor livre irredutivel. OJ

2.3.2 Curvas Livres e Autoesquemas

A partir de agora, descreveremos um novo método para construir curvas livres
em P? através de uma ferramenta chamada autoesquema combinada com a interpretacio
do critério de Saito. As defini¢des e resultados aqui apresentados podem ser consultados
em [30].

Definicao 2.26. Seja R = K|z,y,z]. O autoesquema associado aos trés polindmios
(p1, p2,p3) em R de mesmo grau n > 1 é o subesquema fechado I' = P? definido pelos
menores 2 X 2 da matriz
T P1
M=1vy p
Z P3

Quando V (p1, pa2, p3) contém uma curva, esta curva também pertence ao au-
toesquema. Note que mesmo se V' (py, p2,p3) é um conjunto finito de pontos ou vazio, o

autoesquema pode ser de codimensao 1: por exemplo, se

p=xf + g,
P2 =yf + 9q,
ps = zf + gqs,

entdo o autoesquema de (pq, p2,p3) contém V(g).

Mostraremos agora como esse autoesquema esta associado com a nogao de

liberdade das curvas.

Vimos que um polinémio reduzido f (ou curva reduzida V(f) < P?) é livre
se, e somente se, Dery(R) é um R—modulo livre. Entdo f é livre se, e somente se,
Der;(R) = R(—1) @ R(—a) @ R(—b). Nesse caso, dizemos que f é livre com expoentes
(a,b).
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Seja X = V/(f) uma curva plana reduzida de grau d. De acordo com Saito, a

curva X é livre com expoentes (a, b) se, e somente se, existem duas derivagoes

8+ 0
(9 pgaz

B &_I_ &_I_ 0
P—(ha q26 (]3a

z

0 =pi= +p2

Oz

de grau a e b, respectivamente, pertencentes a Derf(R) tais que

T P11 qu
det | v p2 @ |=cf,
Z P3 43
com c € K — {0}.
Definigao 2.27. Seja 6 = plj + pgg + pgj uma derivacao nao nula irredutivel de grau
T Y z

a = 1. O médulo graduado de polindmios homogéneos com € como derivacao tangente:
K(0) = ®y=0K(0)g ={f e R|0(f) < (f)} é chamada de niicleo da derivagao 0.

Observagao 2.28. Note que f € K(0) < 6 € Dery(R).
Apresentaremos a seguir um novo critério de liberdade baseado nos autoesque-
mas.
Teorema 2.29. Seja 6 d g
.29. Seja 0 = p1— — —
] h ) é‘y .

a > 1 tal que seu autoesquema I'y é um esquema finito. Seja f € K(6)4sq+1, €ntao a curva

+ po— + p3= uma derivacao nao nula irredutivel de grau

plana V'(f) é livre com expoentes (a,d —a — 1) se, e somente se, I'y = V().

Demonstra¢ao. Suponha, primeiramente, que V(f) é uma curva livre com expoentes

(a,d — a — 1), assim a derivagdo 6 pode ser escolhida como uma geradora do mddulo

Der(f). Denotemos por p = qla— + qza— + q3a— um gerador de grau d — 1 — a. Assim, pelo
T Y z
critério de Saito, temos
r p1r Q1
det | y po @ |=A-f, Ae K—{0}.
Z P3 43

Ou seja, (zp2 — yp1)qz — (xps — 2p1)qa + (yps — zp2)qn = Af, isto prova que T'y < V(f).
Reciprocamente, suponha que V(f) contém o autoesquema I'y. Por ([30], Lema 2.2),

existem trés polindmios (¢1, ¢o, g3) € R, ; tais que

T D1 G
det | v p2 @ |=1
Z P3 Q3
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Para utilizar o critério de Saito a fim de concluir a prova, nos resta verificar que a

0 0 0
derivacao correspondente p = ¢ = + qza— + q;z,a— pertence ao médulo Ders(R). Seja
OUg Y z
r P11 Q1
S=1| vy p» ¢ |eCoS" a transposta da matriz de cofatores de S. Denotemos por
Z P3 43

Ca, Cy, Cz, Cp, € Cq, Os cofatores de x,y, z,p; e g;, respectivamente. Lembremos que
S-CoST = CoS-ST = f-1d.
Multiplicando a igualdade acima por V¢, temos

daf
CoS-ST-V;=CoS-| Pf |=f -V,

p(f)

pois k0, +y0y + 20, = df e 0(f) = p10y + p20y + p30. = Pf para algum polindémio P, uma

vez que f e K(6). Isso nor fornece o seguinte sistema de equagoes:

thp(f) = f(axf —dc; — PCP1)
CqQP(f) = f(ayf —dc, — Pcpz)
CQSp(f) = f(aZf - ch - Pcps)'

Se p ¢ Der¢(R), entdo f nao divide p(f) e isso significa que existe um fator irredutivel h
de f, o qual nao é um fator irredutivel de p(f). Pelo lema de Gauss, o fator h divide ¢,,,
para ¢ = 1,2, 3. Entretanto, os ¢, sao os geradores o ideal Ir,, o que contradiz a finitude

de I'y. Concluimos, portanto, que p € Ders(R) e, pelo critério de Saito, V(f) é livre. O

Observacdo 2.30. E importante observar que fixar os expoentes é necessrio para que o
Teorema 2.29 seja valido. Para notar isso, considere, por exemplo, uma curva livre de grau
5 com expoentes (2,2). Sejam u e p duas derivagoes de grau 2 que geram o seu modulo
logaritmico. Seja 6 = zu + yp uma derivacao de grau 3. Desse modo, f € K (0)5 é livre mas
seus expoentes nao sao (3,1). Ademais, se f € K(0)y com d < a, entdo f pode ser livre
mas, por razoes de grau, a derivacao ¢ nao serd um gerador do seu médulo de derivacoes

logaritmicas.

Como exemplos conhecidos de arranjos livres, temos:
Exemplo 2.31. O arranjo de Ceva
zyz(z —y)(x —2)(y —2) = 0

¢ um arranjo livre com expoentes (2, 3).
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Figura 6 — Arranjo de Ceva: f(z,y,2) = zyz(x — y)(x — 2)(y — 2)

Exemplo 2.32. O arranjo de Fermat
(" —y")(a" = 2")(y" = 2") = 0

é um arranjo livre com expoentes (n + 1,2n — 2).
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3 O Grau de Bourbaki de Curvas Planas Pro-

jetivas

Neste capitulo, estudaremos um importante invariante numérico chamado grau
de Bourbaki de uma curva plana projetiva. As defini¢oes e resultados aqui apresentados

podem ser encontrados na referéncia [12].

Seja K um corpo perfeito infinito com caracteristica suficientemente grande e
R =K][zy,...,x,] o anel graduado de polinémios. Vimos, anteriormente, que o conjunto
de derivagoes K—lineares de R em R ¢ denotado por Derg(R). Como o anel de polinémios

R é graduado, temos que que Derg(R) admite uma graduacao natural, onde

m

Derg(R), = Z R,.0.,, ne N,

i=1
em que R, é o K—espaco vetorial gerado pelos polindmios homogéneos de grau n.

Seja X = V(f) < P? uma curva plana projetiva reduzida de grau d + 1.
Para este capitulo, consideraremos K um corpo algebricamente fechado de modo que sua

caracteristica nao divide d + 1 valendo, assim, o Teorema 2.10.

3.1 O ldeal de Bourbaki de uma Curva Plana Projetiva

Iremos definir o ideal de Bourbaki associado a uma curva plana projetiva de
uma forma puramente algébrica. Para isso, tome uma sizigia o € Syz(J;) de grau e. Esta
inclusdo induz uma aplicagdo homogénea injetiva R(—e) <> Syz(J;), que se apresenta na

seguinte sequéncia exata de R—moddulos

0 — R(—e) > Syz(J;) — coker(a) — 0

Ao tomar C,, = coker(«), temos o seguinte diagrama comutativo de R—médulos

graduados:
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0 0
R(—e) R(—e)
0 —— Syz\(if) : R: o Ji(d) —— 0
0 — C: —_ R3/I\;n(a) —— Jg(d) —— 0

O teorema a seguir é de grande importancia pois é utilizado nos demais

resultados que serao apresentados.

Teorema 3.1. Seja a € Syz(Jy) um gerador minimal homogéneo de grau e > 1. Entao

valem as seguintes afirmacoes:

1. C, élivre se, e somente se, f é um divisor livre. Nesse caso, deg(R/J;) = d*+e(e—d)

2. Se f nao é um divisor livre, C, é isomorfo a um ideal homogéneo préprio I, = R de
codimenséo 2, tal que o isomorfismo induzido C,, =~ I, (e — d) é um mapa homogéneo

de grau 0. Além disso, para tal ideal I, segue que

d*> +e(e — d) — deg(R/J;), se f é singular
dea(R/L.) — (e — d) — deg(R/Jy), se f é sing (3.1)
d* +e(e —d), se f é suave

3. Se f nao é um divisor livre, escolha um conjunto completo de geradores homogéneos

minimais do R—modulo Syz(.J), incluindo «, e seja

.|
¢ (o)

0— F1 - R(—B) @Fo - SyZ(Jf) —0 (32)

uma resolugao graduado livre minimal baseada nesses geradores. Entao uma resolucao

graduado livre minimal para [, é dada por
¢ uoy
0—>F1(d—6)—>F0(d—€> — Ia—>0. (33)
Em particular, o ideal I, é perfeito de codimensao 2.

Demonstragio. Vide [12], pagina 6. ]
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Chamamos de sequéncia de Bourbaki associada a curva plana projetiva X =
V' (f), a sequéncia exata 0 — R(—e) — Syz(J¢) — I,(e —d) — 0, sendo e o grau da sizigia
geradora. O ideal I,(e — d) é o ideal de Bourbaki da curva e o mesmo depende da escolha
de um gerador minimal de um determinado grau. Se a curva é livre, entao o ideal de
Bourbaki é trivialmente o anel R(e — d), considerado como ideal. Definimos o grau inicial
de um modulo graduado M = @;>9M; sobre um anel Noetheriano N—graduado como
sendo indeg(M) := min{i | M; # 0}.

Definicao 3.2. O grau de Bourbaki do polinémio f é definido como sendo o co-grau do
ideal de Bourbaki I, do médulo de sizigias Syz(J¢) com respeito a um gerador minimal o
de grau inicial padrao. Em outras palavras, dizemos que ele é o grau (multiplicidade) do
R—moédulo R/I,.

Uma observagao importante a ser feita é que o grau de Bourbaki nao depende
da escolha do gerador minimal do médulo de sizigias Syz(Jy), desde que seja de grau
inicial. Por essa independéncia, denotamos o grau de Bourbaki de f por Bour(f). Ao
tomar X = V(f), temos o esquema projetivo associado Proj(R/I,) chamado de esquema
de Bourbaki e escrevemos Bour(f) = Bour(X). Se X = V(f) é uma curva livre, vimos que

I, é identificado trivialmente como o proprio anel R. Desse modo, segue que Bour(X) = 0.

Observacao 3.3. O Teorema 3.1 nos leva a seguinte férmula para qualquer curva plana
reduzida singular X = V(f) c P*

Bour(X) = d* + e(e — d) — deg(R/J;) (3.4)

Pensando de forma geométrica, essa formula continua valendo quando X ¢é uma curva
suave, desde que pensemos no deg(R/Jy) como o grau geométrico de Proj(R/Jy), o qual é

Zero.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos de como obter esse grau fazendo uso

do Teorema 3.1.

Exemplo 3.4. Seja X = V(f) < P? uma quértica com um né simples definida por
f =y + 2 + 9y + 23y + 2® + 2%9° + 232 + y32. Fazendo uso do programa Macaulay?,
podemos observar que Syz(.J;) é minimamente gerado por trés sizigias de grau 3 e uma
sizigia de grau 4. Além disso, o médulo de sizigias Syz(J;) possui a seguinte resolugao

graduada minimal
0 — R*(=5) & R(—3) @ (R*(=3) @ R(—4)) = Syz(J;) — 0,

onde p é a matriz de relacdo entre as sizigias e M; é a matriz formada pelas sizigias geradoras

do médulo Syz(Jy). Tomando oy como o primeiro termo em um conjunto ordenado de
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geradores minimais do médulo Syz(.J¢), temos pelo Teorema 3.1 que a resolugao graduada

minimal do ideal de Bourbaki /,, é dada por
0 — R*(=5) = R*(—3) ® R(—4) — Io, — 0.

Pela sequéncia exata acima, temos que a série de Hilbert de R/I,, é dada por

1—2t° —t* +26° 142t + 31> 4 26°
1-tr (-t

HSR/IQ1 (t) =

Logo, Bour(X) =8 = d* — 1 e deg(R/J;) = 1.

Exemplo 3.5. Seja X = V(f) < P% uma quintica com uma tangente de multiplicidade
3 definida pelo polinémio f = xy®z + 2° + 3° + 2*y + 2y?. Novamente, pelo programa
Macaulay?2, é possivel ver que o médulo Syz(.J;) é minimamente gerado por quatro sizigias

de grau 3. Logo, Syz(J;) possui uma resolucao graduada minimal da forma
0 — R*(—4) > R(-3)® F*(~3) ™3 Sya(J;) — 0,

onde ¢ é a matriz de relagao entre as sizigias e M, é a matriz formada pelas sizigias
geradoras do médulo Syz(Jy). Tomando oy como o primeiro termo em um conjunto
ordenado de geradores minimais do médulo Syz(Jy), temos pelo Teorema 3.1 que o ideal

de Bourbaki /,,, apresenta uma resolugao graduada minimal na forma:
0 — R*(—3) - R*(-2) — I,, — 0.

Pela sequéncia exata acima, temos que a série de Hilbert de R/I,, é dada por

1—3t2+2t3 142t

HSg1,, (t) = 1—t3  (1—¢t)

Logo, Bour(X) = 3 e deg(R/Js) = 10.

Exemplo 3.6. Seja X = V(f)  P% uma séxtica definida pelo polinémio f = xy*z +
2% + 5. Fazendo uso do programa Macaulay2, temos que Syz(.J ) é gerado pelos vetores

coluna da matriz
0 —6y°2 —6y*
Y 92t + 9222 Pz
—6y? — 4z —bdaty — dy2® 362t — 4y?2?

Sendo assim, Syz(J;) possui a seguinte resolugao graduada minimal

923
-y

0— R(=5) * = ' R(—2)@ R*(—4) — Sya(J;) — 0.
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Tomando o como o tnico vetor coluna de grau 2, pelo Teorema 3.1 segue que a resolugao

graduada minimal para o ideal de Bourbaki I, é dada por
( : )
0—->R(-2) — " R(-1)—>1,—0.

Logo, o esquema de Bourbaki Proj(R/I,) é uma intersecdo completa reduzida e irredutivel
de grau 1. Assim, Bour(X) = 1 e, pelo Teorema 3.1, segue que deg(R/J;) = 18. Este é
um exemplo que cai na classe das curvas chamadas quase livres, as quais veremos mais

adiante.

3.2 Cotas Superiores para o Grau de Bourbaki

O resultado a seguir fornece uma cota superior para o grau de Bourbaki de

uma curva em termos do grau inicial das sizigias do ideal jacobiano.

Teorema 3.7. Seja X = V(f) < P? uma curva singular de grau d + 1 e seja e o grau

inicial do médulo de sizigias Syz(.J;). Entao
Bour(X) < €. (3.5)

Demonstragio. Vide [12], pdgina 12. O

Definicdo 3.8. Dizemos que uma curva reduzida X = V(f) < P? de grau d + 1 é quase

livre se R/J; possui resolucao graduada livre minimal da forma
0— R(~d—ay —1) - R(—d —a;) ® R*(—d — ay) —» R*(—d) - R— R/J; — 0 (3.6)

onde a; e ay sao inteiros e 1 < a; < as.

Os deslocamentos apresentados na resolucao acima sao chamados de expoentes
da curva X = V(f) e satisfazem a; + as = d + 1.

Corolario 3.9. Seja X = V(f) < P? uma curva singular de grau d + 1 e seja e o grau

inicial do médulo de sizigias Syz(.J¢). Se e = 1 entdo X ¢ um divisor livre ou quase livre.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.7, temos apenas duas possibilidades, sendo elas Bour(X) =
0 ou Bour(X) = 1. Como comentado anteriormente, esses valores caracterizam os dois

tipos de curvas, respectivamente. ]

Veremos a seguir uma relacao entre o grau de Bourbaki e as curvas suaves.

Proposi¢do 3.10. Seja X = V(f) < P? uma curva reduzida de grau d + 1 > 2. Entdo

Bour(X) = d” se, e somente se, X é uma curva suave.
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Demonstragio. Se a curva X = V(f) é suave, entao o ideal jacobiano associado é gerado
por uma sequéncia regular e, consequentemente, o modulo de sizigias Syz(Jy) é gerado
pelas relagoes de Koszul. Logo, e = d e, neste caso, por (3.1) o resultado segue. Suponha
agora que a curva X = V(f) é singular e Bour(X) = d. Sendo assim, fazendo as devidas
substituicoes em (3.1), temos que deg(R/J;) = e d). Como, por hipétese, e é o grau
inicial de Syz(.J), entdo e < d e, novamente por (3.1), segue que deg(R/J;) <0, o que é

(e~
(3
uma contradi¢do pois assumimos que deg(R/Jy) > 1. [l

Temos ainda alguns resultados para o caso em que a curva X = V(f) ndo é

suave e é irredutivel.

Proposicao 3.11. Sejam R = K[z, y, z] e f € R um polinémio homogéneo irredutivel de

grau d + 1 > 2. Seja e = indeg(Syz(J¢)). Entao, temos

1. Se f nao é um divisor livre, entdo Bour(X) = e(e — d) + d

2. Se f é divisor livre, entdo e > 2 e d > 4. Isso nos diz em particular que nao ha
divisores livres irredutiveis de grau 2 < d + 1 < 4. Além disso, se d + 1 = 5, entdo
e=2.

3. Sed > 2 e Bour(X) =1, entdo e < d.

Demonstragio. 1. Temos que deg(R/Jy) = 7(X) < u(X) < d(d — 1), em que a tltima
desigualdade é mostrada na referéncia ([5], capitulo 4, segao 4, (4.5)). Assim, aplicando
(3.1), segue que Bour(X) = d* + e(e —d) — deg(R/J;) = d* + e(e —d) —d(d — 1) =
e(e —d) + d.

2. Suponha que f é um divisor livre. Dessa forma, pelo Teorema 3.1 item (1), segue que
deg(R/J;) = d* + e(e — d). Além disso, como no item acima, temos deg(R/J;) <
d(d — 1). Logo, para que a desigualdade seja valida, devemos ter que e > 2. Além
disso, podemos verificar que para d < 3 temos uma contradicdo com a desigualdade

e(e — d) + d < 0. Portando, nao ha divisores livres irredutiveis de grau entre 2 e 4.

3. Como, por hipédtese, Bour(X) = 1, temos que f nao é um divisor livre valendo assim
o primeiro item demonstrado, ou seja, 1 > e(e — d) + d. Supondo que e = d (sendo

e = d) e usando a hip6tese de que d > 2, temos uma contradi¢ao. Portanto, e < d.

O
Observacgao 3.12. Como mostramos por meio de alguns critérios de liberdade, a cibica

f = xyz é um divisor livre. Sendo assim, o item (2) da Proposi¢do 3.11 pode falhar se ndo

houver a hipotese de f ser irredutivel.
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A seguir, mostraremos uma forma de caracterizar as curvas quase livres através

do grau de Bourbaki.

Proposi¢do 3.13. Seja X = V(f)  P? uma curva reduzida de grau d + 1. Entdo

Bour(X) =1 se, e somente se, a curva X é quase livre.

Demonstragio. Suponha que Bour(X) = 1. Tome « € Syz(.Jy) uma sizigia de grau e =
indeg(Syz(.Jy)). Como o ideal de Bourbaki é perfeito de codimensao 2, entao o ideal I, do
moédulo Syz(Jy) é uma intersegdo completa, ou seja, é gerado por duas formas lineares e

possui resolucao graduada livre minimal da forma

)

0—->R(-2) - R(-1)®R(-1)—1,—0. (3.7)
Pelo item (3) do Teorema 3.1, segue que a resolucao para o mddulo de sizigias é dada por
0— R((e —d) —2) - R*((e — d) — 1) ® R(~e) — Syz(R/J;) — 0,

Sendo e o grau inicial de Syz(.J¢), devemos ter que d — e + 1 > e. Desse modo, temos a

seguinte resolugao para R/Jy
0 — R(—d—(d—e+1)—1) - R(—d—e)®R*(—d—(d—e+1)) - R*(—d) —» R — R/J; — 0.

Portanto, por definicao, X = V(f) é uma curva quase livre. Reciprocamente, suponha que
X = V(f) seja quase livre com expoentes a; e as de modo que a; < as. Como X é quase
livre, temos que a resolugao graduada livre minimal para R/J; é dada por (3.6). Desse

modo, temos a seguinte resolucao graduada minimal para o mdédulo Syz(.Jy)

9
l

z
0> R(—as—1) " =" R(~ay) ® R*(—as) — Syz(R/J;) — 0,

em que [y e [y sao formas lineares. Com esta resolugao, podemos escolher o tinico gerador
a do médulo de sizigias de grau padrao a; e fazer uso do Teorema 3.1 para encontrar a

resolucao graduada minimal de I, que é dada por
l
ly
0— R(—CLQ - ((11 - d) - 1) — R2(—6L2 - (a1 - d)) — Ie — 0.

Como o ideal de Bourbaki 1, é perfeito de codimenséao 2, devemos ter que as + (a3 —d) = 1.

Logo, I, é gerado por duas formas lineares e, portanto, Bour(X) = deg(R/I,) = 1. O
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Vimos que a definicdo de curvas quase livres estd baseada no formato da
resolugdo livre para R/J; e associamos essa classe de curvas com o grau de Bourbaki
igual 1. Sendo assim, podemos imaginar que os valores maiores do grau de Bourbaki estao
associados a certos formatos de resolugoes assim como acabamos de ver para as curvas

quase livres, onde Bour(X) = 1. O préximo resultado mostra essa relagao.

Proposicdo 3.14. Seja X = V(f) c P? uma curva singular de grau d + 1 e seja
e = indeg(Syz(Jy)). Entdo Bour(X) = 2 se, e somente se, R/.J; possui resolugao graduada

livre minimal da forma

0— R(—(d+(d—e+3))) > R(—(d+(d—e+2)DR(—(d+ (d—e+1)))®R(—(d+¢))
Y R¥(—d) - R — R/J; — 0,

sendo e < d + ;

Demonstragio. Suponha, inicialmente, que R/J; possui resolugao graduada minimal como

enunciada. Sendo assim, o médulo de sizigias Syz(.J;) = Im(v)) possui a seguinte resolucao

graduada livre minimal
0> R(—(d—e+3) > R(—(d—e+2)DR(—(d—e+1))® R(—e) — Syz(Js) — 0.

Pelo item (3) do Teorema 3.1, o ideal de Bourbaki I, possui resolugdo graduada minimal
da forma
0— R(-3) > R(—2)®R(-1) —» [, — 0. (3.8)

Portanto, a série de Hilbert de R/I, é dada por

1—t—t>+1¢ 1+t

Logo, deg(R/I,) = Bour(X) = 2. Reciprocamente, suponha que Bour(X) = 2. Para este
grau, o ideal de Bourbaki que é perfeito e de codimensao 2 é gerado por uma forma linear

e uma forma quadratica. Logo, temos a seguinte resolucao graduada livre minimal para I,
0— R(—(d—e+3)) > R(—(d—e+2)®R(—(d—e+1)) = I,(e —d) — 0,

d+1 . .
o que faz com que tenhamos e < ——. Pelo Teorema 3.1 item (3), essa resolugao fornece
uma resolucao para Syz(Jr), a qual se extende para a resolugdo enunciada de R/J;

deslocando-a por —d. O

Se tomarmos inteiros arbitrarios d e e, temos a seguinte desigualdade d? +
e(e —d) > d*> —2ed +e* = (d—e)* = 0. Dai, a expressio (3.1) do Teorema 3.1 nos mostra
que d* + e(e — d) é uma cota superior para o grau de um ideal de Bourbaki, o qual esté

associado a escolha de um gerador minimal qualquer do médulo de sizigias Syz(.Jy). Sendo
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assim, tomando uma curva plana projetiva de grau d + 1 e e = indeg(Syz(Jy)), seu grau

de Bourbaki ¢ limitado superiormente por d* + e(e — d).

Sejam X = V(f)  P% uma curva singular reduzida de grau d +1 > 2 e
p € Sing(X). Por uma transformagio projetiva, podemos assumir que p = [0 : 0 : 1].
Considere a carta afim U, = A com anel de coordenadas A = K[z/z,y/z] = K[T},T3].
A equacao de f nesta carta afim é F(T,Ts) := f(z/z,y/z,1). Além disso, temos que
Ir = (Fr,, Fr,) é o ideal gradiente de F' e Jp = (F, Fr,, Frr,) ¢ o ideal jacobiano de
F em K[T},Tz]. Denote por p = (71, T3) o ideal maximal associado ao ponto singular

p € Sing(X).

Definicao 3.15. O nimero de Milnor p,(F') e o nimero de Tjurina 1,(F') de F' € K[T, T3]
em p sao dimg A, /(Ip), e dimg Ay/(JF)p, respectivamente. Geralmente escrevemos como

tp(X) e 7,(X), respectivamente.

Definimos a algebra local de Milnor e a algebra local de Tjurina em p como
sendo M,(F) := A,/(Ir), e Ty(F) := Ap/(Jr)y, respectivamente. O ndmero total de Milnor

e o numero total de Tjurina sao dados por

p(X)= > m(F), T(X)= Y m(F).

peSing(X) peSing(X)

Proposigao 3.16. Seja K algebricamente fechado e suponha que car(K) nao divide d + 1.

Seja f € R um polindémio reduzido de grau d + 1 que define uma curva singular. Entao,
deg(R/Jy) = 7(X). (3.9)

Demonstragao. Vide [12], pagina 17. ]

Teorema 3.17. Sejam X = V(f) c PZ uma curva singular reduzida de grau d + 1 e
e = indeg(Syz(Jy)). Entao,

did—e) <7(X) < d* +e(e—d).
Demonstra¢ao. Como, por hipdtese, X = V(f) é singular, vale a Proposigao 3.16. Por 3.1

do Teorema 3.1, basta substituir deg(R/J;) por 7(X) e segue a cota superior. A conta

inferior segue do Teorema 3.7. [

Veremos a seguir como calcular o grau de Bourbaki de uma curva em termos

dos graus de Bourbaki de suas componentes.

Proposigao 3.18. Sejam X; = V(f1) e Xy = V/(f2) duas curvas suaves que se intersectam

transversalmente. Entao,

Bour(X; U X3) = Bour(X;) + Bour(Xs) + (deg f1 — 1)(deg fo — 1).
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Demonstracao. Como X, e X5 se intersectam transversalmente, segue que a multiplicidade
de intersecao de ambas as curvas em qualquer ponto ¢é igual a 1. Pelo Teorema 1.52 e
pela Proposicao 3.16, temos que deg(R/Jy, 5,) = deg f1 - deg fo. Por outro lado, os pontos
singulares de X; U X5 sdo nés. Para uma curva nodal nao irredutivel V(h), o grau inicial
de Syz(Jy) é deg f — 2 ([6], Exemplo 2.2 (i) ]). O resultado segue pelo Teorema 3.1. [

Vimos que um polinémio f € K[xy,...,z,] é dito Euleriano quando pertence a
seu ideal gradiente /4. Além disso, apresentamos a igualdade de Euler, em que a mesma diz

que um polinémio homogéneo cujo grau nao divide a caracteristica do corpo é Euleriano.

Defini¢ao 3.19. Um polindémio f € K[z1,...,z,] é dito quase-homogéneo se
i=1

em que A > 0 é um inteiro que nao divide car(K) e w; > 0 sdo inteiros cujo mdc é igual a
1.

Os inteiros w; sdo chamados de pesos inteiros, enquanto w;/A sdo chamados de
pesos racionais. Seja X = V(f) < PZ uma curva singular reduzida. Um ponto singular
p € Sing(X) é chamado de singularidade quase-homogénea se os nimeros locais de Milnor e
Tjurina forem iguais, isto é, u,(X) = 7,(X). Se a curva possui apenas singularidades quase-
homogéneas, entao o nimero total de Milnor e Tjurina sao iguais, ou seja, pu(X) = 7(X).
Os exemplos mais conhecidos de singularidades quase-homogéneas sao as singularidades

simples.

A seguir, apresentaremos um resultado que caracteriza curvas uma unica

singularidade, sendo ela nodal, pelo grau de Bourbaki. O Exemplo 3.4 ilustra esse resultado.

Teorema 3.20. Seja X = V/(f) uma curva irredutivel de grau d+1. Entdo Bour(X) = d*—1

se, e somente se, X possui um tnico ponto singular e esse ponto é um noé.

Demonstragido. Suponha, primeiramente, que Bour(X) = d* — 1. Suponha, por absurdo,
que a curva possua mais de uma singularidade. Desse modo, 7(X) > 1 e, pela Observagao

3.3 e por (3.9) da Proposicao 3.16, segue que
d®—1=Bowr(X)=d*+ele—d) —7(X) <d®+ele—d) —1,

assim devemos ter que e(e — d) > 0, o que é uma contradi¢do uma vez que e < d. Portanto,
concluimos que a curva X = V/(f) possui apenas uma singularidade, caso contrario,
teriamos que Bour(X) = d* pela Proposicio 3.10. Suponha agora que essa singularidade
nao é nodal, ou seja, que 7(X) > 1. Novamente, pela Observagao 3.3 e usando a hipétese

de que Bour(X) = d* — 1, segue que

2<7(X)=ele—d)+d>—(d* —1) =e(e—d) + 1,
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ou seja, e(e —d) = 1, o que é uma contradigao visto que e < d. Concluimos, portanto,
que a Unica singularidade da curva é um né. Reciprocamente, suponha que a curva
X = V(f) possua uma unica singularidade e que esse ponto singular é um né. Dessa forma,
w(X) = 7(X) = 1. Por ([6], Exemplo 2.2 (i) e [7], Teorema 4.1), temos que o grau inicial e
de Syz(R/J;) coincide com d. Assim, por (3.1) do Teorema 3.1, temos que

Bour(X) =e(e —d) +d* — 7(X) = d* — u(X) = d* — 1.
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