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Resumo

Este trabalho apresenta uma descricao da teoria de espacos quase Besov, que sao uma
generalizacdo de espacos de Besov B (R") para espacos de medida mais gerais (I, %, m),
bem como algumas aplicacoes. A ideia principal do trabalho é utilizar decomposi¢oes
atomicas dos espagos de Lebesgue LP(I,%,m) para definir os conceitos apresentados.
Desse modo, nao s6 se obtém uma descri¢do mais geral, como também mais simples, no

sentido de que sao necessarias ferramentas menos sofisticadas.

Palavras-chave: Espacos de Besov; Andlise Funcional.



Abstract

This work presents a description of the theory of Besov-ish spaces, a generalization of Besov
spaces B,  (R™) to more general measure spaces (I, %, m), as well as some applications. The
main ideia of this work is to use atomic decompositions of the Lebesgue spaces LP(I, %, m)
to define the concepts presented. This way, not only a more general description is obtained,

but also a simpler one, in the sense that it requires less sofisticated tools.

Keywords: Besov-ish spaces; Functional Analysis.
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Introducao

Espacos de fungoes sdo objetos de grande importancia em diversas areas da
matematica. Muito estudados durante o século XX, esses espagos possuem muitas aplicacoes,
seja em campos tedricos, como Andlise Funcional e teoria de equagoes diferenciais (tanto
ordindrias quanto parciais), ou em &reas mais concretas, como fisica e engenharia. No
comeco do século passado, exemplos mais cldssicos, como os espacos C* de funcgoes k
vezes diferenciaveis (aqui k € N e C° = C, o espaco das fungdes continuas) e os espagos
L? das funcoes p-integraveis, foram cuidadosamente explorados. Porém, embora esses
espacos sejam interessantes por si s6, possuem muitas limitacoes em suas aplicagoes,
especialmente no estudo de equagoes diferenciais. Por isso, a partir dos anos 1930, espagos
mais sofisticados foram surgindo, como é o caso dos espagos de Sobolev e de Holder. Nas
décadas seguintes, novos espacgos, como os de Lipschitz, Liouville, Hardy e classes de
Zygmund, foram sendo criados e investigados. Mas uma melhor aplicabilidade vem com um
custo: esses espacos possuem, em geral, definicbes muito mais complicadas e que exigem
muito mais pré-requisitos de quem estiver interessado em estuda-los. Uma discussao mais

completa da histéria dos espagos de fungdes pode ser encontrada em [TRIEBEL, 1983].
Os espacos de Besov B, (R") foram introduzidos em [BESOV, 1959]. Uma

escala de espacos em vez de um espacgo de fungoes em si, esses objetos tém sido muito
utilizados durante os anos. Talvez duas de suas propriedades mais atraentes sejam o fato
de que muitos dos espacos que citamos acima aparecem como casos particulares nessa
escala e o de existirem varias maneiras equivalentes de defini-los, de modo que se pode
escolher a mais adequada a cada propoésito. Uma introduc¢ao a esses espagos também
pode ser encontrada em [TRIEBEL, 1983]. Classicamente, essa escala é definida usando
os ferramentais de Andlise de Fourier e teoria de distribui¢oes e, assim como a maioria
dos espagos mencionados no paragrafo anterior, sua definicao formal é um tanto quanto

complicada a primeira vista.

Nas ultimas décadas, tem havido muito interesse em generalizar os espagos
de Besov para espagos de fase menos regulares, substituindo R"™ por espagos com menos
estrutura. Podemos encontrar, na literatura, definigbes e propriedades de espacos de Besov
em espacos homogéneos, como definidos em [COIFMAN; WEISS, 1971], como, por exemplo,
em [HAN; SAWYER, 1994; HAN; LU; YANG, 1999]. Esses espagos sao espagos quase
métricos com uma medida duplicadora, isto é, uma medida cujo valor em qualquer bola de
raio 2r ¢ limitado por uma constante vezes seu valor na bola de raio r. Mais recentemente,
uma nova abordagem a esse problema foi apresentada em [SMANIA, 2022]. Nesse artigo,
que sera a referéncia principal deste trabalho, é dada uma nova definicdo dos espacos

BS

b compg=lel<s< 1/p, onde o espago de fase é um espaco de medida com
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medida finita munido de uma grade, que é uma sequéncia de parti¢oes finitas satisfazendo
algumas propriedades simples. Ao utilizar essa nova construgao, nao sé é obtida uma
generalizacao dos espacos de Besov para espacos de medida muito mais gerais do que R",
como também uma defini¢do muito mais acessivel, em termos de pré-requisitos. De fato, as
principais ferramentas utilizadas vém da teoria da medida classica e da teoria de espacos
p-integraveis. Iremos relembrar as defini¢oes e resultados mais importantes no Capitulo 1.
No entanto, a nova definicdo nao é exatamente simples, na medida em que possui uma

natureza extremamente técnica e pouco intuitiva.

A base da nova construcio é o conceito de decomposi¢cio atémica. Em uma
decomposicao atomica de um espaco de fungoes, cada funcao é representada por uma
combinagao linear (infinita) de fragoes dos dtomos, que sdao fungdes muito mais regulares
que um elemento tipico do espago. Como vamos ver, em uma decomposi¢ao atomica de
um um espaco de func¢oes normado, a representacao de cada funcao desse espaco, em geral,
nao ¢ unica. No entanto, é possivel atribuir um “custo” a cada uma dessas representacoes
e definir uma norma no espaco como o infimo desses custos, tomado sobre todas as
representagoes possiveis. Em [COIFMAN, 1974], pode-se encontrar uma decomposigao
atomica do espaco de Hardy H?(R) e, em [LATTER, 1978], uma de H?(R"). No trabalho
[FRAZIER; JAWERTH, 1985], ¢ dada uma decomposicao de B; (R") e, no contexto de
espagos homogéneos, temos resultados em [HAN; LU; YANG, 1999] a respeito de uma

decomposi¢ao atomica de espacgos de Besov utilizando atomos de Holder.

A construcao dada em [SMANIA, 2022] se aproxima do que foi feito em [SOUZA,
1985], onde ¢ dada uma decomposicao atémica de By ([0, 1]), com s € (0, 1), utilizando
uma classe especial de dtomos, referida em [SMANIA, 2022] como dtomos de Souza. Um
atomo de Souza a; em um intervalo J nada mais é do que uma funcao cujo suporte é J e
que é constante em J. A simplicidade desses atomos permite descartar qualquer estrutura

métrica ou topoldgica no espaco de fase.

Vale ressaltar que, na literatura, é mais comum encontrar decomposigoes
atomicas sendo usadas para descrever espacgos ja bem conhecidos. Isso geralmente é
feito depois de se estudar cuidadosamente o espaco em questao e é, muitas vezes, uma
tarefa dificil. Porém, em [SMANIA, 2022], os espagos de Besov sdo definidos através da
decomposicao atomica. Essa construcao, bem como o estudo de suas propriedades basicas,
pode ser feita sem pré-requisitos comuns da drea, como Analise de Fourier, por exemplo, e
em contextos muito gerais, nao dependendo, inclusive, da natureza dos atomos utilizados,
a menos de pequenas condigoes impostas sobre sua regularidade. Com isso, é possivel
descrever espacos quase Besov, que sao bem mais gerais que os espacos de Besov. Em
particular, a natureza dos atomos pode variar muito e a propria grade utilizada pode ser
bastante irregular. Essa construcao sera apresentada no Capitulo 2. Depois, no Capitulo 4,

sera apresentada a defini¢cao de espaco de Besov como um caso particular de espago quase
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Besov, utilizando atomos de Souza e o conceito de grades boas, que carregam algumas
suposicoes adicionais em relagao a definicao mais geral. Aqui, deixamos indicado o trabalho
[SMANTA, 2020], onde essa construgao é comparada com definiges mais classicas. Em
particular, é mostrado que espacos de Besov definidos em espagos homogéneos compactos,
como feito em [HAN; LU; YANG, 1999], sao um caso particular dos espagos de Besov
definidos em [SMANIA, 2022].

No Capitulo 2, além da definicao de espagos quase Besov, apresentamos alguns
resultados, sendo o mais importante deles a Proposi¢ao 2.4.1. Essa proposicao, de natureza
extremamente técnica devido a generalidade em que ¢é enunciada, nos da condigoes para
obter uma nova representacao atomica (possivelmente usando outra classe de 4tomos) a
partir de uma representacao original e também fornece uma estimativa do custo dessa

nova representacao em fungdo do custo da original.

Embora a defini¢ao de espacos de Besov no Capitulo 4 seja feita utilizando
atomos de Souza, apresentamos nesse capitulo algumas caracterizagoes alternativas utili-
zando diferentes classes de atomos. Além disso, também mostramos que é possivel definir,
nesses espagos, diferentes normas equivalentes (em geral bem mais concretas do que a
norma resultante do infimo dos custos), uma das quais é definida através de ondaletas de
Haar. Ondaletas de Haar foram introduzidas em [HAAR, 1910] na reta real e tém grande
importancia em Analise Harmonica. Apresentamos aqui a construcao de ondaletas de Haar
desbalanceadas em espagos de medida gerais feita em [GIRARDI; SWELDENS, 1997], que

foi utilizada na obtencao de uma base incondicional de L”, 1 < p < c0.

Todos os enunciados e demonstragoes dos capitulos 2, 3 e 4 foram retirados
de [SMANIA, 2022], a menos que explicitamente indicado. Chamamos a atenc¢ao para as

modificagoes feitas nas proposigoes 2.3.1 e 4.5.3, que as tornaram um pouco mais gerais.

Também trazemos um capitulo de aplicagoes ao final deste trabalho, que
sao mais voltadas a Teoria Ergédica. Nos guiamos por [ARBIETO; SMANIA, 2020],
onde os métodos apresentados em [SMANTA, 2022] sdo usados para estudar a agdo de
operadores de transferéncia associados a transformacoes definidas por partes, e também por
[SMANIA, 2021], de onde tiramos um exemplo mais bésico da aplicagao desses métodos.
No primeiro trabalho, sao obtidos resultados muito interessantes, como o Teorema do
Limite Central, Decaimento Exponencial de Correlagoes e Principio da Invaridncia Quase
Certo para observaveis razoavelmente gerais. Infelizmente, devido ao pouco tempo no
cronograma desta dissertacao, trazemos a demonstra¢ao apenas do exemplo em [SMANIA,
2021], apelidado de “toy model”. Os outros resultados sao apresentados sem demonstragoes.
Porém, varias defini¢bes novas mostraram-se necessarias para que esses resultados pudessem
ser enunciados, o que torna a se¢do em que eles sao apresentados, Secao 5.2, um pouco

densa.
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1 Preliminares

Neste capitulo, vamos relembrar algumas nog¢oes importantes para o entendi-
mento do texto. Vamos trabalhar, principalmente, em um contexto de teoria da medida.

Uma boa introdugdo ao assunto pode ser encontrada em [FOLLAND, 1999].

Seja (I, %, m) um espaco de medida. Seja f uma fungdo mensuravel em [ e

/p
1o - ( | |f!pdm)

e definimos o espago de fungoes p-integraveis como

seja p € (0,0). Definimos

LP(I,%,m) ={f:1— C: f émensurdvel e |f|, < o0 }.

Frequentemente, a notagao é abreviada para LP(I), LP(m) ou, simplesmente,
LP. Além disso, fungoes iguais m-q.t.p. sdo consideradas como o mesmo elemento de L,
ou seja, LP é, na verdade, um conjunto de classes de equivaléncia de fungoes, noés apenas
abusamos um pouco da notagdo. Os espagos LP(I) também sao chamados de espagos de
Lebesgue em I. Para o caso especifico de quando m é a medida de contagem, é comum

usar a notacao ¥ ao invés de LP.

Também ¢é possivel definir um espago para o valor limite p = co de uma maneira

similar, definindo

|flo =nf{C =0:|f(x)| < C para quase todo x }

LI, B,m)={f:1—C: fémensurdavel e |f|, < o0 }.
Observe que, se f for limitada, temos |f|, = sup |f(x)].
zel

Os espagos LP sao espacos vetoriais sobre C e, para p € [1, 0], temos que | - |,
¢ uma norma em LP. Quando 0 < p < 1, | - |, satisfaz todos os axiomas de uma norma
com excegao da desigualdade triangular. Porém, nesse caso, obtemos que | - |V satisfaz a

desigualdade triangular como consequéncia do seguinte lema:

Lema 1.0.1 (Desigualdade triangular para | -|?). Se 0 < ¢ < 1, vale
ja + b < fal” + [b]

para quaisquer a,b e C.
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Sendo assim, definindo d(f,g) = |f — glp, se p = 1 e d(f,g) = |f — gl}, se
0 < p < 1, temos que d é uma métrica em LP para qualquer p € (0,0]. Mais ainda,
obtemos que o espa¢o métrico resultante é completo. Diremos que uma sequéncia f,, € L?
converge fortemente para f em LP ou converge para f na topologia forte de L?, se
fn — f nessa métrica. Por outro lado, se p > 1, diremos que f,, converge fracamente

para f em L? ou converge para [ na topologia fraca de LP, se, para todo ¢ € (LP)*,
temos ¢(f,) — &(f), onde (LP)* é o espago dual de LP.

A seguir, apresentamos alguns resultados conhecidos da teoria de espacos L*.

Lema 1.0.2 (Desigualdade de Holder). Sejam f e g fungoes mensurdveis que assumem

valores reais ou complexos em um espago de medida qualquer e seja p € [1,00]. Entao

|fali < [flplgly,
1 1
onde——i—— 1
p

Lema 1.0.3 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 <p < w e f,g € LP, temos

[f =+ 9lp < [flp + 19lp-

Cabe dizer que a desigualdade de Minkowski é originalmente encontrada na
literatura apenas para 1 < p < c0. Porém, como o resultado é valido também para o caso

p = o0, apresentamos os dois resultados como um tnico lema.

Lema 1.0.4 (Desigualdade de Young para convolugoes). Sejam f € LP e g € LY com

p,q € [1,0]. A desigualdade de Young para o par (p,q) diz que

[f = glr < flplglg

onde f =g denota a convolugcao de f e g, e r satisfaz

1
=+

1
-+ 1.
r

3
QM—

Lema 1.0.5. Se 0 < p < ¢ < o em ¢é a medida de contagem, entdo (¥ < {? e |f], <|flp-
Lema 1.0.6. Se m(I) <o e0 < p < q < o, entdo L? < L? ¢ |f|, < |f|;m(1) /P~

Lema 1.0.7. Se f € L” n L* para algum p < o, de modo que f € L? para todo q > p,

entio |f1.o = lim |f1,

Lema 1.0.8. Sel <p<w el/p+1/q=1, temos que LY é isometricamente isomorfo
a (LP)*. O mesmo resultado vale para p = 1, desde que a medida em consideragio seja

o-finita.
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Outro importante resultado que usaremos com bastante frequéncia ao longo do

texto é o

Lema 1.0.9. Seja A um conjunto finito de indices, (x4)aea uma sequéncia de nimeros

complexos ou de fungoes com valores complexos e p € (0,0). Entdo temos

‘Z La ’ < (#A)P Z |zal”,

agA acA

onde #A ¢ a cardinalidade de A.

Agora vamos apresentar a nocao de uma grade em um espaco de medida, um
conceito fundamental para este trabalho. Para um conjunto mensuravel J < I, vamos
denotar m(J) = |J|.

Seja (I, %, m) um espago de medida com |I| < co. Uma grade é uma sequéncia
de familias finitas de conjuntos mensuraveis com medida positiva P = (P¥)en, tal que

pelo menos uma delas é nao vazia e a seguinte propriedade ¢é satisfeita:

(G1) Dado Q € P*, scja
Q) ={PeP":PnQ+J}

Entao

C1(P) = sup sup #Q, < .
k  QePk

Quando nao houver risco de confusdo, escreveremos apenas C1, no lugar de C(P).

Defina |P¥| = sup{|Q| : Q € P*}. Para simplificar a notacio, também assumi-
mos que P # ) para todo P € P' e Q € P/ com i # j. Frequentemente abusaremos da

notagao e escreveremos P para representar tanto (Pk ken quanto U Pk
k

A seguir, veremos alguns conceitos e proposi¢gdes que nos serao uteis ao longo

do texto.

Definicao 1.0.10. Uma p-norma em um espago vetorial complexo X € uma fungdo |- |x

de X para os reais nao negativos tal que

e |z|x =0 < x=0;
e |cx|x = |c||x|x para todo x € X e ce C;

o |z +ylk <leli + lylk-

X € dito um espago de p-Banach se toda sequéncia de Cauchy com respeito a |- |x é uma

sequéncia convergente.
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Dll

ok’ ok
espacamento entre os intervalos na imagem serve apenas para indicar a separacgdo entre os
elementos de cada nivel. Também é possivel considerar grades d-ddicas, onde 2* é substituido
por d* na defini¢do acima.

OO

Figura 2 — Grade em um espago de fase circular. Cada nivel é uma familia de, no maximo, 5 circulos
dentro do espago de fase. Ao contrario da grade diddica, é extremamente irregular.

P
Figura 1 — Ilustracao de uma grade diddica D = (Dk);c dada por D* = { [ Lot ) 0<i<2k } (@)

Seja P uma grade em I. Vamos considerar, para p € (0,00) e ¢ € (0,0], o
conjunto £,(¢}) das sequéncias

T = (CUP)PeP

com zp € C satisfazendo |I‘|gq(z¥;) < o0, onde

a/p\ 1/q
ey = [ D01 D) lzpl?
k \PepPk
se ¢ < oo e com a modificagao
1/p
||¢,(ep) = sup Z lzp|” (1.0-1)
k- \ pepr

se ¢ = 0. Definimos soma e multiplicacao por escalar em ¢, (ﬁf) coordenada a coordenada.
Uma teoria mais desenvolvida pode ser encontrada em [TRIEBEL, 1997]. E claro que, se
P = ¢, esse espago se resume ao espago £, com componentes ordenadas de acordo. Dos

lemas 1.0.1 e 1.0.3, obtemos o
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Lema 1.0.11. |- \gq(@;:) ¢ uma p-norma, com p = min{l,p,q}.

Demonstracao. Vamos demonstrar o lema para os casos em que ¢ < 0. Os outros sao

analogos. Sejam z,y € {, (ﬁf).

(A) Sep,g=1, p=1 e temos

qa/p
|z + Yloyep) = Z 2 [zp + yPP) >

k \Pepk

C <p§>k|xp|p> +<P§Dkypp>”p>q>l/q
2z ) (e(zee))

||y (ep) + |Ylegeepy;

)
[

)
[

(B) Se0<p<leg=loul<p<gqg<l1,temosp=peq/p>1 Assim,

a/p\ p/q
|x+y|§q(€5) = 2 Z ’xP"’yP‘p) >

k \PepPk
a/p\ p/q
(2 g ) )
k \PepPk Pepk

)
[

a/p\ p/q q/p\ p/q
k  \PePk k \PepPk

= |2z, p) + Wl ey

(C)Sep=lel<qg<l1,temosp=gqe

a/p
|z + y|}fq(g;;) = Z Z [zp + yP|p>

k \Pepk

1/p 1/p\ ¢
S((Zer) +(Zwr) )
k PePpk PePpk

= zzwﬂw z(zzmﬂm

k. \Ppepk PePpk

= [2lg,p) + e,y

(D) Se0<g<p<1,temos p=gqeq/p<1l. Assim,

a/p
|z + y|Zq(g;;) = Z( 2 lzp + yP|p>

k \Pepk
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<;(2 e Y y)/

PePk Pepk
q/p q/p
<z(z|xp|p) +z(z|yp|p)
k \Ppepk k  \Pepk

= [@lz,epy + 19e,ep)

]

Observacao 1.0.12. Ao longo do texto, vamos usar muitas expressoes similares as de
| - ‘gq(g;’) e, para deizar o texto mais limpo, vamos deizar implicita a modificagao (1.0-1)

ou nos referir a ela apenas como a “modificagcio usual’.

Para provar as préximas proposicoes, faremos uso dos lemas 1.0.1, 1.0.2 e 1.0.4.

Proposicao 1.0.13. Considere t € (0,0) e g € (0,0]. Sejam a = (ag)g, b = (bp)x €

¢ = (cp)r sequéncias nao negativas tais que, para todo k,
1/t 18,1/t 1/E
a; < Cb el

Entao, se g < o0, temos

A i/t 1/q
(Z a}g/t) < Cl/tOQ(t7 q, b) (Z Ci/t)

k k

e, se q= 0,

i
<Z azlc/t) < CY'Cy(t, q,b) sup ",

k

onde

1/q
A. Set>=1eq>1, entio Cy(t,q,b) = (Ebg/t) ;
k
B. Set>=1eq<1, entao Cy(t,q,b) = sup bi/t;
k
1/(t(a/t)")
C. Set<1eq/t>1, entio Cy(t,q,b) = (Z b,(cq/t)> ;
%
D. Set <1 eq/t <1, entao Cy(t,q,b) = sup b]1€/t_
k

Demonstragio. Temos (substitua (Z CZ/ YY4 por sup c,lﬂ/ " quando ¢ = o0):
- k
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A. Set>1eq>1, pela desigualdade de Holder para o par (¢, q’), temos

t/ /
<Z am) | = Za}/t <oVt (Z b#) <Z cqﬁ) 1 q;
k k

B. Set>1eq<1, pelolema 1.0.1, temos

at/t q
() - (za) <o (ma)
k k

< CU N (b o)

k

Cq/t(sup bq/t (Z CQ/t> :

C. Set <1legq/t>1,entaot/t =1/t 1/t = 1 e, aplicando Holder para o par (q/t, (¢/t)"),

temos
1/(q/t)’ t/q
Zak <C(Zb,§q/t)> <Zcq/t> :
k k

D. Set <1 e q/t <1, entdo, usando novamente o lema 1.0.1,

q/t q/t
(Z Clk) =< Cq/t (Z bkck>
k k
t

< i/t Z(bkck)q/
K

< C’Q/t(s%p b%/t) (Z cz/t> )

k
O

Proposicao 1.0.14. Sejam p,q € (0,00). Sejam 0 < a = (ak)rez, b = (b)rez, ¢ = (Ck)rez
tais que, para todo k,

—ZZ

€7

o’ < OV B2, (1.0-2)

Entao y
q

1/q
(2@?”) < C'?Cy(p, q,b (Zcq/’”) :
k

onde C3 > 1 satisfaz

A. Sep=1eq=1, entio C3(p,q,b Zbl/p

keZ

B. Sep>1eq<1, entio Cs(p,q.b) = (D b7")%;

keZ
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C. Sep<1eq/p=1, entio C5(p,q,b Zbk ).
keZ

D. Sep<1eq<1, entio C3(p,q,b) = (Z b%/p)l/q.
keZ

Demonstragio. Primeiro, observe que a somatéria em (1.0-2) é equivalente a convolugao

by * ¢. Portanto, temos:

A. Sep>=1leq=1,entao p = p e, pela desigualdade de Young para o par (1, q), temos

1/q 1/q
(2 az/p) < C/p (Z bllc/p> (Z Cz/p) :
k k k

B. Sep>1eq<1,pelolema 1.0.1 e pela desigualdade de Young para o par (1, 1),

r = q e, assim,

temos

Z aZ/P < Cq/p Z (Z bllc/pz Zl/p> q

k €7

< qu/p 2 Z bq/_pZ g/p

k i€Z

oz (5e)

C. Se p<1leq/p=1, pela desigualdade de Young para o par (1,q/p), temos

p/q r/a p/q
(Z az/p> <C (Z(bk g Ck)q/p> <C (Z b’f) (2 CZ/p) ;

D. Sep<1legq/p<1,usando o lema 1.0.1 e a desigualdade de Young para o par (1, 1),

temos

St < (Sne)

k €L

< Cor Y Yt

k i€Z

< C«q/p <Z b%/P) (2 CZ/P)
k k
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2 Espacos quase Besov

Neste capitulo, vamos definir os espacos quase Besov em um espaco de medida
com uma grade. Na Se¢ao 2.1, vamos introduzir o conceito de atomo e vamos usa-lo na
Secao 2.2 para decompor fungoes de L” e construir os espacos quase Besov. Na Se¢ao 2.3,
exploraremos algumas mudancas de pardmetros e como isso afeta os espagos resultantes. O
resultado mais importante do capitulo é a Proposicao 2.4.1 da Secao 2.4, que diz respeito

ao uso de diferentes classes de atomos na construcao dos espagos.

Ao longo desse capitulo, consideraremos um espago de medida (I, %, m), com
|I| < o0 e, a menos que explicitamente indicado, vamos assumir p € (0,0), g € (0,0] e

s > 0.
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2.1 Atomos

Seja P uma grade. Sejam p € (0,00), u € [1,0] e s > 0. Uma classe de a&tomos

associados a P de tipo (s, p,u) é uma familia indexada A de pares (B(Q), A(Q))gep, onde

(A1) B(Q) é um espago de Banach complexo contido em LP;
(Ag) Se ¢ € B(Q), entdo ¢(z) = 0 para todo x ¢ Q;

(A3) A(Q) é um subconjunto convexo de B(Q) tal que ¢ € A(Q) se, e somente se,
o¢ € A(Q) para todo o € C com |o| = 1;
(A4) Temos
|Blpu < QI+
para todo ¢ € A(Q).

Diremos que ¢ € A(Q) é um A-atomo de tipo (s, p,u) com suporte em @Q e que
B(Q) é o espago de Banach local em Q. As vezes, também iremos assumir algum dos itens

a seguir:
(As) Para todo @ € P, temos que A(Q) é um subconjunto compacto na topologia forte
de LPY;

(Ag) Temos p € [1,00) e, para todo @ € P, o conjunto A(Q) é sequencialmente compacto

na topologia fraca de LP;

(A7) Para todo Q € P, B(Q) tem dimensao finita e A(Q) contém uma vizinhanga de 0
em B(Q).
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2.2 Espacos quase Besov

Aqui comecamos a descri¢ao dos espagos quase Besov. Esses espagos sao ge-
neralizagoes dos espacos de Besov, obtidos ao enfraquecer algumas condi¢oes que serao
dadas posteriormente. Por exemplo, vamos permitir p,q < 1 e grades e classes de dtomos

bem mais gerais.

Seja p e (0,:), ue [1,2], ge (0,%] e s > 0. Seja P = (P*)1>0 uma grade e

seja A uma familia de dtomos de tipo (s, p,u). Também vamos assumir
(G3) Temos
Cy = Calp, g, (|P*[*)r) < 0
lim |P*| = 0.
i

Definicdo 2.2.1. O espago quase Besov B; (I,P, A) ¢ o conjunto de todas as fungoes
com valores complexos g € LP(I) que podem ser representadas por uma série absolutamente

convergente em LP(I)

2 > sqaq, (2.2-1)
k=0 QePk

o a/p\ 1/q
(2 ( > |3Q|P> ) < 0. (2.2-2)
k=0 \QePk

Note que a soma interna em (2.2-1) é finita. Por convergéncia absoluta em LP,

3 3} o

=0 QepPk

onde ag € A(Q), sgeC e

queremos dizer que

p/p
< O0.

A série em (2.2-1) é dita uma B, (I,P,A)-representacao da funcio g e a expressio

(2.2-2) ¢é dita o custo da representacao (2.2-1). Definimos

© a/p\ L/q
9155 ,1.p.a) = inf(Z(Z !SQ|p> ) 7 (2.2-3)
k=0

QeP*k

onde o infimo é tomado sobre todas as possiveis representagoes de g como em (2.2-1).

Frequentemente, ao longo do texto, quando for clara a escolha do espago de
medida I e/ou da grade P, escreveremos B, (P, A) ou até B, ,(A) ao invés de B, (I, P, A).
Podemos ainda explicitar a medida, escrevendo B, (I,m,P,A). Sempre que omitirmos a

classe A de dtomos, significa que estamos usando atomos de Souza A3* | uma classe que

S,p?
introduziremos em mais detalhes na Secao 3.3.
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Proposicao 2.2.2. Assuma G1-Gy e A1-Ay. Seja t € (0,00) tal que

1 1
s——+->=20, p<t<pu, (2.2-4)
p
e suponha
Cs = CyV Oyt g, (PP YPHID), ) < o, (2.2-5)

Entdo, para todos os coeficientes sq satisfazendo (2.2-2) e todos os A-dtomos ag em @Q,

temos
1/p
‘ Z SQQQL < 011+1/t|73k|8_1/p+1/t( Z ’SQ|p> . (2.2—6)
QePk QePk

Em particular, obtemos que a série (2.2-1) converge absolutamente em L' e

l9l: < Cslglss,(a)- (2.2-7)

. . pu
Demonstracao. Primeiro, note que, como p < t < pu, temos 5 > 1 e podemos usar a
desigualdade de Holder:

apl = f apl' dm

= J|ap|t 1pdm

< llap| e |1p| e,

< |ap[L,|P|

pu—t

<|P[*T (P = Pty

Y

onde a ultima desigualdade vem da hipotese Ay.
Desse modo,

‘ Z 5QaqQ

QePk

t
dm

g

QePk

< 3| |3 seer

QePk PePpk

< Z L)‘ Z Spap

QeP*k PeQf,

<t Z JQ Z |spap|tdm

k k
QeP Pe) o

<t Z Z J|Sp&ptdm

QePk Peﬂlg2

<ct 3 Y [lseflardm

QePk PEQ’E2

t
dm

¢
dm
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P D Isellapl;

QePk Png
<O Y NPT spl!
QePk PeQ’C
Ct zpk t(sfer Z Z ’Sp’t

QeP* PeQy,

Observe que, qualquer que seja W e P*, |sy|" aparece, no maximo, C; vezes na soma

Z Z |sp|’, pois W e Q’é = Qe 0y e #QF, < ). Portanto,

QePk PeQf)

C«tw)k t(s—3+1) Z Z ISPV C{+1|Pk‘t(s—%+%) Z ‘Sp‘t.

QePk Peyy, Pepk
Disso, temos que

1/t
| Y sqaq|, < c“”tw’ffé*i(Z |sPt)

QeP* Pepk
e (2.2-6) segue do Lema 1.0.5.

Com o auxilio da Proposic¢ao 1.0.13 e do Lema 1.0.5, temos

L/t i/t q/t\ 1/q
(ZQ Z > ) < OOyt g, (PRI, (Z< Z ’5P1t> )
ko \ QePk k \Pepk
1 a/p\ 1/
< Oy Ot g, (IPH ) (Z( > |SP|p) ) -

PePpk

Isso mostra a convergéncia em L. A relacdo (2.2-7) vem do fato que
1/\ t/t
55w = (5 Zl) )
k Qepk ! k \ QePk

A Proposicao 2.2.2 é de extrema importancia. Ela diz que qualquer série como

]

em (2.2-1) que possua um custo finito ¢ uma representagao de uma funcao de B; ,(A).

Observacao 2.2.3. Note que, devido a Gy e Gy, set = p, temos C; < o0. Vamos mostrar
para o casop =1 e g > 1, 0s outros sao andlogos. De fato, por Gy, temos que C; < o0.
Agora observe que, por Gy, temos que existe kg tal que |77k] < 1 para todo k > ky. Também

temos que sq' = sq'/p. Entdo, novamente por G,

1/q N Ve
(Z |7>k|sq/> < (Z P’fﬁi) i<

k?>k‘() k‘>k0
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Seque que Cs(p, q, (]Pk\sl’)k) < 0. Também pode ser conveniente usar estimativas mais

precisas do que (2.2-6) e (2.2-7), substituindo |P*| pela sequéncia
C* = mdz{ |Q] : Qe P*, 5o #0}.

Por exemplo, se sg = 0 para todo () € Pk com k < N, entdo podemos substituir
Co(t, q, (|PH[IE=YPHD) Y por Co(t, g, (|PH[EYPFYIL v 0oy (K))k) em (2.2-5).

Proposicio 2.2.4. Assuma G1-Gy e A1-Ay. Entdo B, (A) é um C-espago vetorial e

| - |85, (a) € uma p-norma, com p = min{1,p,q}. Além disso, a inclusio linear

v (B g(A), |-

B3 (1) = (LF:] - |p)

¢ continua.

Demonstragdo. Sejam f,g € B, (A). Entdo existem B, (A)-representacoes

fzz Z S,QCL/QGQIZ Z 50QaQ-

k=0 QePk k=0 QePk

Seja sgn(0) = 0 e sgn(z) = z/|z|, se z # 0. Entdo podemos escrever

2 CQbQ = Z S/QCL,Q-F 2 5Q4Q, (22—8)

QeP* QePk QePk
onde'
|5,Q‘ I\t |SQ’
@ Togl + 5] "0 F Jog oy s e
€

cq = |sql + [sql-
Note que sgn(sg)ag e sgn(sq)ag sdo dtomos devido a As. Entdo, novamente por As,
temos que bg também é um atomo, pois é combinacao convexa de atomos. Agora, pelo

Lema 1.0.11, temos

R L T I

Portanto, pela Proposicao 2.2.2, temos que

2. 2. coba

k QePk

1 Noés ndo precisamos nos preocupar muito se |5'Q| + |sg| = 0, pois, nesse caso, |cg| = 0 e podemos

escolher by como sendo um atomo qualquer (por exemplo ag) de tal forma que (2.2-8) seja satisfeita.
Por isso, nao vamos lidar explicitamente com situagoes semelhantes que aparecerem ao longo do texto.
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¢ uma B}  (A)-representacio de f + g. Resta mostrar que |- [gs (4) ¢ uma p-norma. De
fato, de (2.2-9), temos que

a/p\ p/a q/p\ rlq
B < (2 2o Isal +{ 22l 20 Isal? :
k \QepPk k \Qepk

Tomando o infimo sobre todas as possiveis B;  (A)-representagoes de f e g, obtemos

If+g

f+ gl ) < [ fl a0 + 19l -

A identidade |af|ss (a) = |o||f
(2.2-7) nos da que | f

mesma inequacao, obtemos, de forma direta, que ¢ é continua. O

B3, (A) bara o € C é o6bvia e, por ultimo, a inequacao

By, (4) =0 = |fl, = 0, o que, por sua vez, implica em f = 0. Da

Proposigdo 2.2.5. Assuma G1-Gy e Ai-Ay. Suponha que g,, sdo fungoes em B} (A) com

B, (A)-representagoes

o0
Gn= D, D 540k,

k=0 QePk

onde agy € um A-dtomo com suporte em (), satisfazendo:

i) Existe al que, para todo n,
(i) Eziste C tal tod
o a/p\ 1/q
(Z < > |sg|p> > < C; (2.2-10)
k=0 \QeP*k
(it) Para todo Q) € P, temos que existe sg = li7rln 807
i1i) Para todo Q) € P, existe ag € al que
ii) Para todo ) € P, existe ag € A(Q) tal
(1) a sequéncia agy converge para ag na topologia forte de L¥ ou

(2) temos p € [1,0) e agy converge na topologia fraca de LP para aq.

Entao g, converge, forte ou fracamente em L, respectivamente, para g € B;,q(.A), onde g

tem a By ,(A)-representagdo

9=, > squq, (2.2-11)

k=0 Qepk

o a/p\ 1/q
(Z(Z |sQ|P) ) <C. (2.2-12)

k=0 \QepPk

que satisfaz

Demonstragio. De (2.2-10) segue que vale (2.2-12) e, assim, que (2.2-11) é, de fato, uma
B, ,(A)-representagio de uma funcio g. Resta provar que g, converge em L” na topologia

em consideracao. Dado € > 0, tome N suficientemente grande para que

CL P Cy(p, g, (P[P 1 ooy (K))i)2V°C < (£/2)PP.
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Podemos escrever

Gn — g = Z Z(s’éa%—sQaQ)—i—Z Z cobos

k<N QePk k>N QePk
onde 52 5ol
n 5Q ny,n 5Q
= —————sgn(sy)ap + —————sgn(—sg)ag
© spl + Isql T sl + [sql

é um dtomo em A(Q) e
cp = Isol + [sql-

Observe que, similarmente a proposi¢ao anterior, a série no lado direito da igualdade

converge absolutamente em LP. Também, devido a (2.2-10) temos

o a/p\ P/4 o a/p\ rla o a/p\ P/a
k=0 \QePk k=0 \QePk k=0 \QePk

de onde
0 a/p\ 1/q
<Z ( > \dgﬂp) > <2V

k=0 \QeP*F
Entao, por (2.2-7) na Proposicao 2.2.2 (veja também a observagao 2.2.3), temos

> ey

k>N Qepk

< CYYPCo(p, 4, (IPHP 1 (o) (K))1)2VPC < (e/2)P/7. (2.2-13)

p

Se vale (7i7.1) note que, se n for grande o suficiente,

p/p
‘ Z Z (s6a¢ — $Qaq) , <g/2

k<N QeP*k
e, consequentemente, |g, — g|§/ P < ¢. Entdo g, — ¢ na topologia forte de L”.
No caso (7i7.2), dado ¢ € (LP)*, temos que
\¢<2 > sl - sm) =3 3 shelay) - sedlag)| — 0,
k<N Qepk E<N QepPk

Agora, pelo teorema de Banach-Alaoglu, sabemos que |¢|zryx < c0. Portanto, por (2.2-13),

temos que
‘¢<2 Z C%%)‘ < |9l (zry* Z Z cyby| — 0.
k>N Qepk k=N Qep* D
Portanto ¢(g,) — ¢(g) = ¢(g, — g) — 0. -

O Corolario 2.2.7 a seguir apresenta um resultado envolvendo aplicagdes lineares
compactas. Existem varias defini¢des equivalentes desse conceito. Vamos apresentar uma

delas aqui, que nos é mais conveniente.
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Definicao 2.2.6. Uma aplicacao linear T: V- — W entre dois espacos vetoriais topologicos
¢ dita compacta se, para toda sequéncia limitada (x,), em V', a sequéncia (Tx,), possui

uma subsequéncia convergente.

Corolario 2.2.7. Assuma G1-Go, A1-Ay €

e temos As ou

e temos Ag.

Entao:

(i) Para toda sequéncia g, € B, (A) tal que |gu|ss (a) < C para todo n, existe sub-

sequéncia que converge forte ou fracamente em L, respectivamente, para alguma

g€ B, ,(A) com |glss 1) < C;

(i) Em ambos os casos, (B, ,(A),| -
p = min{l,p,q};

B;;q(A)) ¢ um espaco de p-Banach complexo com

(7ii) Em ambos os casos, a inclusao

v (Byy(A), |-

B3, (4) = (L7 ] - |p)

¢ uma aplicagdo linear compacta.

Demonstragdo. (i) Existem B, (A)-representacoes

DI IE-TE

k QePk
onde ag é um A-dtomo com suporte em () e

q/p\ 1/q

Z Z Ers < C + ey,

kE \QePk

com 1 > ¢, — 0. Em particular, |sg| < C + 1, quaisquer que sejam n e (). Agora
observe que U P* ¢ enumerdvel. Seja {Q1, Qs, ...} uma enumeracio desse conjunto.
%

Pelo teorema de Bolzano-Weiertrass, podemos extrair uma subsequéncia n' =

1 1 1 AL . nt I
(ny,mn3,n3...) da sequéncia n de modo que (s¢, )1 convirja para algum sq, € C.

! como a nova sequéncia original e obter uma

Do mesmo modo, podemos tomar n
A . 2 1 n2 , N
subsequéncia n° de n* tal que (SQQ)n2 é uma sequéncia convergente. Em geral, se
: A N _ k ..
supusermos obtida subsequéncia n* da sequéncia n*~! tal que (80, )n+ convirja,
Akt k Ao opktl
podemos encontrar subsequéncia n”"" de n” de modo que a sequéncia (st+l)nk+1

é convergente. Com isso, podemos definir a sequéncia de niimeros naturais m =
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(iii)

2 J

(ny,n3,... ,n},...) de modo que, para qualquer @) € UPk, a sequéncia (sg)m
k

converge para algum sg € C. Em [SMANIA, 2022], esse processo ¢ referido como
“argumento da diagonal de Cantor”. Agora, devido a A5 (Ag), podemos repetir o
processo para a sequéncia de atomos, partindo da sequéncia m e obter uma sequéncia

m’ tal que, para todo @Q € UPk, temos 38/ — 5g € (agl)m/ converge fortemente
i
(fracamente) em LP para algum ag € A(Q). Definimos

9= Z Z 5QAQ-
k QePk

Pela Proposicao 2.2.5, concluimos que a subsequéncia g, de g, converge para g em

LP, que g€ B; (A) e |g|ss 4 < C.

Pela Proposicdao 2.2.4, j& temos que | - B3, (A) ¢ uma p-norma. Basta mostrar que ela
gera uma métrica completa. Entao seja g, uma sequéncia de Cauchy em B, (A) e
seja € > 0. Pela Proposicao 2.2.2, temos que g, também é uma sequéncia de Cauchy
em L. Seja g seu limite em LP. Como g, é de Cauchy, é limitada, entao, pelo que
acabamos de provar em (i), temos que g € B, (A). Note que existe M tal que, para
m,n = M,

|90 — GmlBs () <&,

e gn — gm converge para g, — g em LP. Sendo assim, usando novamente (i), dessa

vez aplicado a sequéncia (g, — Gm)m>n, temos que
= Y

gn — g Bs ,(A) <&,
entdo g, converge a g em B, (A).

De acordo com a Defini¢ao 2.2.6, temos que (iii) segue diretamente de (i).

]

Informalmente, o Corolario 2.2.7 pode ser visto como uma espécie de teorema

de Bolzano-Weiertrass para o contexto em que estamos inseridos. O proximo corolario nos

diz que podemos encontrar uma representacao onde o infimo em (2.2-3) é satisfeito.

Corolario 2.2.8. Assuma G1-Go, A1-Ay €

temos As ou

temos Ag.

Entdo, para todo f € B}, (A), existe uma By (A)-representagdo

F=>., cqug

k QePk
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a/p\ 1/a
| flBs ) = (Z( Z |CQ|p) > :
k \QePk

G= D, shup

k Qepk

tal que

Demonstracio. Seja

uma sequéncia de representagoes de f tal que o custo forma uma sequéncia nao-crescente,

(sla)) " () )

para todo n. Entao temos que |g,|ss () ¢ limitada pelo custo de g para todo n e

a/p\ 1/q
Bs o (A) = 117;Ln (Z( Z |sg|p) > .

k \QePk

ou seja,

f

Pelo Corolario 2.2.7, temos que existe subsequéncia de g, que converge em L” a uma

g= Z Z sgaq. Definindo, entao, cq := sg, obtemos o resultado. O
k Qepk

Corolario 2.2.9. Assuma G1-Gy e Ai-Ay. Se, para todo Q € P, tivermos que B(Q) tem

dimensdo finita e que A(Q) € um subconjunto fechado de B(Q), entio (B, ,(A),] - [ss (1))

¢ um espago de p-Banach, com p = min{l,p,q}.

Demonstragao. Ja que todas as normas em B((Q)) sdao equivalentes, temos que A, implica
que A(Q) é um subconjunto fechado e limitado de B(Q), e é, portanto, compacto. Pelo
Corlario 2.2.7(ii), segue que (B} (A), |-

Bs.( 4)) € um espaco de p-Banach. O]
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2.3 Escalas de espacos
Uma familia A, de atomos de tipo (s, p, 00) induz uma escala a dois parametros
(5,0) = Asjp
dada por

Asp = QP17 Paq tag e Asy(Q) ).
De fato, se by € Az 5(Q), temos

bole = QI PP lag|,, < QTP 1R|QI 1P = |QF1/P

para algum ag € A; ,(Q).

A seguinte proposicdo nos da alguns resultados sobre como os espacos sao
afetados por essas escalas. Em [SMANIA, 2022], ela é provada apenas para uma escala a

um parametro, ou seja, quando p = p. Aqui, vamos prova-la com maior generalidade.
Proposigao 2.3.1. Assuma G1-Gs. Suponha que a familia As,, de dtomos de tipo (s, p, )
satisfaca A1-Ay. Sejam 0 <p<p < es,5> 0 tais que

_ 1 1
S—s+—-—=->0
p p

e q,q € (0,00]. Suponha

1/q
(Z |Pk|q(§—s+1/p+1/ﬁ)> < 0. (23—14)
k

Entao:

(A) Temos B ;(Asp) © By (Asp) € ainclusio é continua;

(B) Suponha que A, também satisfaga As e Az. Seja g, € By ;(As ) tal que ‘gn|B§,q(A§,,§) <

C para todo n. Entdo existe uma subsequéncia que converge em B;,Q(As,p) para alguma

g € B :(As5) satisfazendo |g B (A5 S O

C) Sob as hipéteses de (B), a inclusio v: BE (Asz) — BE (As,) € uma aplicagio linear
Dyq g DP,q P
compacta.

3

> o(As p)-Tepresentacao

F=>. squq.

k Qepk

Demonstracao. Considere uma

Como ag € Az 5(Q), temos que by = |Q*5TV/P~1Pq e A, ,(Q) e podemos escrever

f _ Z Z SQ|Q|§_8+1/p_1/ﬁbQ-

k Qepk
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Agora, dado ky = 0, note que, para k > kg, com o auxilio do Lema 1.0.5, temos

1/p 1/p
( Z |SQ|p|Q|p(§—S+1/p—1/ﬁ)) < |73k|§—s+1/p—1/ﬁ< Z |$Q|p)

QP QePk
15 a/my /4
< |Pk|§—s+1/p—1/f)< Z |SQ|ﬁ> < ’Pk|§—s+1/13—1/15<2 ( 2 |SQ|13> ) ’
QeP* F=ko \QeP*

de modo que

a/p\ 1/q
(Z (Z |SQ|p|Q,p(§—s+l/p—1/ﬁ)> )
kzko \QePk
1/q a/p\ /4
< (Z |7>’“\‘1<§—5+1/p—1/ﬁ>> (Z (Z |sQ|ﬁ> ) . (2.3-15)

k=ko k=ko \QePk

Prova de (A): Combinando as equagoes (2.3-14) e (2.3-15) com ky = 0, concluimos que

1/q
k|q(§—s+1/p—1/p
| flBs ,(As) < (;W’ oSt/ /”)> |flB5 (a5,

de onde segue que Bj ;(As ;) < BS (Asp) e que a inclusio ¢ continua.
Prova de (B): Por definicdo, existem sg, € C tais que
Gn =D, D, shap,
k Qepk

onde agy ¢ um Ajzz-dtomo com suporte em () e

q/p\ 1/d
(Z( 2 Isg|ﬁ) ) <C+epn, (2.3-16)

kE \QePk
com 1 > ¢, — 0. Em particular, |s3| < C + 1 para todo n. Como UPk é um conjunto
k

enumeréavel, pelo argumento da diagonal de Cantor (como usado no Corolario 2.2.7(i))
e por As podemos supor, recorrendo a uma subsequéncia se necessario, que, para todo

Q € P, s¢ converge para algum sq € C e ag converge em L” para algum aq € Az . Pela

Proposicao 2.2.5, temos que g,, converge em LP para uma funcao g tal que |g

922 Z 5Q0Q-

k QePk

¢ B 4(As,5) <C
e com Bj -(Asp)-representagao

Resta mostrar que a convergéncia de fato ocorre na topologia de B} (A ).

Para todo kg = 0 e § > 0, podemos escrever

gn — g = Z Z 5dg—|— Z Z ‘Q|§_5+1/P—1/ﬁcgbré’

k<ko QePk k=ko QePk
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onde
b = 5 (shab — squq),
by = o A son(sp)IQI a1 sgn(— )it
551+ [so] %2 @ gl fsal °
€

cq = |sgl + [sql-
Note que b, € A, . Agora, dado € > 0, escolha kg de modo que

1/q
( > \P’ﬂq‘“*”“/@) 2(C 4 1) < (/2)"”,

k=ko

onde p = min{1, p,q}. Por (2.3-15) e (2.3-16), temos que, para n grande o suficiente,

a/p\ p/a
(Z (Z ’Cg|p‘Q’p(§S+l/pl/ﬁ)> >
k=ko \QePk
rla a/p\ p/d
< (Z |pk|q(§—8+1/p—1/ﬁ)> <Z <Z |C£L2|ﬁ> >

k=ko k=ko \QeP*k

pla q/p\ p/q a/p\ p/d
k=ko k=ko \QePk k=ko \QePk

rla
< (Z |7>’“|‘1<§S“/P1/ﬁ>) 2(C + 1) < ¢/2.

k=ko

Em particular,

‘Z Z ’Q’§—s+1/p—l/ﬁcgbg

k=ko QePk

Agora escolha 6 > 0 tal que
a/p\ P4
(x(ge) ) o
k<ko \QeP*

Devido a Az, existe 7 > 0 tal que, para todo @ € P, se h € B(Q) satisfaz |h|gg) < 7, entao

p
<eg/2.
B;,q(ASqP)

he A, . Como spap, — spag em LP e, novamente por Az, as normas em B((Q)) sao
P QYQ QYQ

equivalentes, temos que spap — Soag em B e, assim, para n grande o suficiente,
q ; QR4Q Q4Q g

mn 1 n n
0= g(SQaQ —50aq) € Asp(Q)

para todo ) € P. Em particular,

D od

k<ko QeP*

<e/2.

p
Bf),q (ASJ?)

Concluimos que
_ P
|gn g|BZ,q(As,p) <€
para n grande o suficiente, entdo a sequéncia g, converge a g na topologia de B; (As,).

Prova de (C): Semelhantemente a 2.2.7(iii), segue diretamente de (B). O
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2.4 Transmutacao de atomos

Alguns espacos quase Besov podem ser obtidos usando diferentes classes de

atomos. O seguinte resultado nos da condigdes para que possamos comparar esses espagos.

Proposicao 2.4.1 (Transmutagao de atomos). Suponha:

(I) G e W grades para um mesmo espago I, satisfazendo G1-Gy e Ay uma classe de

(s,p, uz)-dtomos para a grade W, satisfazendo Aq-Ag;
(II) k; € N com i = 0 uma sequéncia tal que existe « >0 e A, B € R tais que
CYZ+A<kz<OCZ+B

para todo i,

(III) X € (0,1) tal que, para todo i = 0, para todo Q € G' e para todo P € W tal que

P c Q, existem bpg € Ax(P) e respectivos spg € C de modo que

hQ = Z Z Sp}pr,Q

k pewk
PcQ

¢ uma B, ,(As)-representacio de uma fungdo hq tal que spg = 0 para todo P € Wk
comk<k; e

D lspolP < CeAFh (2.4-17)

Pewk
PcQ

para todo k = k;.

Seja
H = | J{IPcQ:PeWr espg#0}.
Qeg

Entao:

(A) Para todos os coeficientes (cq)geg tais que

g )=

N > ) cqhg (2.4-18)

i<SN Qeg?

temos que a sequéncia

converge em LP para uma fungio em By (Az) com B, (Az)-representagio

D2 mpdp, (2.4-19)
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onde mp = 0 para todo P e

(£(z))

a/p\ 1/q
< CL(G)CPAEIPCy(p, ¢, b) O (Z(Z |cQ|p> ) . (2.4-20)

i QegG?
onde Cr =mdr{le N:l <a}+1eb=(by,)nez € definida por

A sen>Aja—1
0 sen < A/a—l

b, =

(B) Assuma que spg sdo numeros reais nao negativos e bpg >0 em P para quaisquer
P, Q. Entao, se mp # 0, temos que existe ) € G tal que P < supp hg, cg # 0 e
spg > 0. Se, adicionalmente, assumirmos que cg = 0 para todo @), entao mp # 0

também implica dp > 0 em P;

(C) Seja Ay uma classe de datomos de tipo (s,p,u1) para a grade G satisfazendo A;-Ay.
Suponha que ezista X € (0,1) tal que, para todo ag € A1(Q), podemos encontrar spg
e bpg em (III) tal que hg = aq. Entdo

B; (A1) < B, (A2)

e a inclusao é continua. De fato,

6l (a2 < C1(G)CEPXTPPCy(p, ,b)C7 %6

Bzyq(Al)

para todo ¢ € B, ,(A1).

Demonstragdo. Para todo P e H*, com ke N e N e Nu {0}, defina

mpnN = ‘2 2 CQSPQ‘ ‘2 Z CQSP’Q‘.

1<N QeGt <N QeGt
PcQ ki<k pcq

Note que essa soma possui um nimero finito de termos. Se ela possuir zero termos, defina

mpy = 0 e dpy a fungao nula. Caso contrario, defina

(2.4-21)

dpn =

N <N QeG?
Pc@

Denotando

o = Z Z CQSP,Q,

isN Qeg’
PcQ
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podemos escrever

dpn = ’al Z Z cQspbrg,

<N Qegt
PcQ

de onde vemos que dpy ¢ uma soma convexa de Ay(P)-atomos multiplicada por um
nimero complexo de mddulo 1. Por Aj, segue que dpn € Az(P). O fato que a funcao nula

é um atomo é uma consequéncia direta de As.

Afirmacgao 2.4.1- I. Para N € N,

Z Z CQhQ :Z Z mp7Ndp7N.

i<N Qegé k PeHE

Observe que

Z Z Sp’QbRQ IZ Z Sp’pr’Q.

k  pewk k pPenk
PcQ PcQ

Pela Proposicao 2.2.2; essa série é absolutamente convergente em L. Sendo assim, podemos

fazer a seguinte manipulacao:

Z Z cohg = Z Z CQZ Z spobpo

i<N Qegi i<N QegGi k pepk

PcQ@
=200 20 D) D) caspebro =, D, mendpn.
k PeHk i<N QeGi P<cQ k Pepk

Isso conclui a prova da Afirmacao 2.4.1- 1.

Afirmacao 2.4.1- II. Para todo N € N U {0},

Z Z mpyNdp’N (24—22)

¢ uma B, ,(As)-representagio e

(=(zmr))

a/p\ 1/q
< CHG)CYPATEPCy(p, g, b)Cy (Z(Z ch\p> ) . (2.4-23)

i \Qeg?
De fato, dado k£ > 0,

(z rmp,Nyp) e ( » ( 3y icQsP,m)p) ;

PeHk Pewk \i<N Qeg*
ki<k pc@
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( ( ) p) l/ﬁ
i<N K i
SN \Pew Qecg

A

N

Como a soma interior da ultima expressao a direita esta indexada sobre conjuntos Q) € G

tais que P < @), temos que esses conjuntos se intersectam. Desse modo, obtemos

1/p 1/p
(Z |mP,N|p> <G Q)PP )] ( > |CQ|p|5PQ|p)

PeHk i<N \PeWk QeG*
i PcQ
1/p
<Gy ), (Z lcol” D, \sP,QV”)
iSN \Qeg’ Pewk
ki<k PcQ
1/p
< Cl(g)p/ﬁcé/lo Z A(’ﬂh)/ﬁ(Z ‘CQ’p>
i<N Qegt
ki<k
1/p
<Ci(@PPCg” Y A<’“—M'—B>/ﬁ(2 |ch) : (2.4-24)
ai+A<k QeG?

Sea=1e A= B =0, entao isso é uma convolucao e podemos usar a Proposi¢ao 1.0.14 e

(2.4-20) segue diretamente. Para o caso geral, considere

Uy = Z mpnlP e ¢ = Z lcol?.

PeHk Qeg?
Todo k € N pode ser escrito de maneira unica como k = ajy + lx + 1, com ji € N, [ € N
I+ <aerge|0,1). Fixe l € [0,a) n N e j € N. Entao existe, no maximo, um k' € N
tal que lyy =l e jw = j. De fato, se k' = aj+1+1" e k" =aj+1+7r", com ' " €[0,1) e
(I+7"),(l+7") <a,entao k' — k" =1"—1r" € (=1,1), de modo que k' = k" e v’ =r". Se
tal k" existir, defina k(l,7) = k" e r(1,j) = k(l,j) — aj — l e ai; = uy(,j. Caso contrério,
defina a; ; = 0. Entao (2.4-24) implica que

alléﬁ < CL(GPPCY? 2 A Hr(lg)—ai=B)/p 1o
ai+A<aj+l+r(l,7)
< Ci(GPPCg AP 3 N
i<j+(—A+1+r(l,5)) /e
<) (g)p/ﬁcé/ﬁ)\—B/ﬁ Z )\a(j—i)/ﬁcg/ﬁ
i<j+(—A/a+1)

< Cl(g)p/pcl/P)\ B/prl/p 1/10'

j iCi
i€

Aqui, b, = \*",sen > A/a—1eb, = 0, caso contrario. Fixando [ € N, [ < a, a Proposi¢ao
1.0.14 nos da

1 1/q q/p\ 1/q
K = <Z Z/p) - (Za%p ) < C1(G)Cg AP Cy(p, g, b <Z<Z ’CQ|p> )
J

keN 7 QegG?
lp=1
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a/p\ 1/a 1/q 1/q
ez V)" (2.2
k \PeHk k O<i<a llzeg

1/q a/p\ /g
= ( 2 Kﬁ) <q(g)Oé/”A—B/pog(p,q,b>0%/q(Z(Z |cQ|p> ) . (2.4-25)

0<l<a i \Qegt

Isso implica, em particular, que a soma em (2.4-22) é uma B,  (As)-representagao. Isso

prova a Afirmagao 2.4.1- II.

Afirmacgao 2.4.1- IIl. Temos que, na topologia forte de L?,

]\lfl_r)ngoz Z mvadva :Z 2 mP,oodP,oo-

k PeHk k PeHk

Para cada Pe H = U HE. a sequéncia
k

N — mpnN (24—26)
¢é eventualmente constante e, portanto, convergente. Do mesmo modo,
N > dp,N (24—27)

converge fortemente em LP. A Afirmacao 2.4.1- I, a estimativa (2.4-23) e a Proposicao
2.2.5 implicam que (2.4-18) converge fortemente em L” para uma fungao com B, ,(As;)-

representagao (2.4-22) com N = oo. Isso conclui a prova da Afirmacgao 2.4.1- I11.

Juntas, as Afirmagoes 2.4.1- 1, 2.4.1- 1T e 2.4.1- III nos dao (A), quando tomamos
mp = Mpey € dp = dpy. Temos que (C) é uma consequéncia imediata de (A). Agora, sob

as hipoteses de (B), note que, se mp # 0, temos

Z Z cQSpP,Q #0

i QeG*
PcQ

e, assim, deve existir @’ tal que P < @', spg > 0 e ¢ # 0. Desse modo, para todo z € P,
temos

ho() =Y Y. srabrg () = spobpg(x) >0,

k  Rewk
RcQ’

e, assim, P < supp hg. Se supusermos, ainda, que c¢g = 0 para todo ), temos que

mp # 0 = cg > 0. Logo, para todo x € P,

1 1
dp(iL‘) = mipZ Z CQSP7pr7Q(IL’) = 7CQ/SP,Q/bP7Q/(.T) > 0.

i Qegt mp
PcQ
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3 Definicoes complementares

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos que serao tteis nos proximos.
As condigoes adicionais apresentadas na Secao 3.1 nos restringem a grades muito mais
“bem comportadas”, nos trazendo muitas facilidades ao longo do texto. Na Secao 3.2,
introduzimos a nocao de espago quase Besov induzido, que serd fundamental para definirmos
os atomos de Besov, na Secao 4.5. Finalizamos o capitulo apresentando trés classes de
atomos, incluindo os atomos de Souza, classe mais simples dentre elas, que serd a mais

usada e a mais importante deste trabalho.

Assim como no Capitulo 2, trabalhamos em um espago de medida finita (1, m)

e, se nada for indicado, consideramos p € (0,0), g € (0,0] e s > 0.
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3.1 Grades boas

Uma grade (A;, Ag)-boa, com 0 < A\; < Ay < 1, é uma grade P = (P")en que,

além de G e (9, satisfaz as seguintes propriedades:

(G3) Temos P° = {I};
(G4) Temos I = U @, a menos de um conjunto de medida nula;
QePk

(G5) Os elementos da familia {Q}gepr sao dois a dois disjuntos;
(Gg) Para todo P e P*, com k > 0, temos que existe Q € P*~! tal que P < Q;

(G7) Temos
1P|

Q|
para todo P c @ tal que P e P*™! e Q € P para algum k < 0;

A1 < < Ay

(Gg) A familia

U

keN

gera a o-algebra A.

Note que, pelas propriedades G4, G5 e G7, podemos concluir que \; < 1/2.
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3.2 Espacos induzidos

Considere um espago quase Besov B, (I, P, .A) onde P ¢ uma grade boa. Dado
ko € N e Q € P*_ podemos considerar a sequéncia de familias finitas Pqo = (’P(f?)i)o de

subconjuntos de () dada por
77&) ={PePhti.pcq@Q}.

Seja Ag a restricdo da familia indexada A de pares (B(P), A(P))pep aos indices perten-
centes a Pq. Entdo podemos considerar o espago quase Besov induzido B, ,(Q, Pq, Ag)-

Desse modo, temos que a inclusao
L B;,q(Q’P@AQ) - B;,q([77)7'/4)

esta bem definida, pois, se

podemos escrever

onde sp = 0 para todo P € P, tal que P ¢ Pg. Além disso, segue diretamente das definicoes

que ¢ é uma contracao fraca, isto é,

| flss ,.p) < |flBs,(@P040):

para todo f € B, (Q,Pq, Aq).
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3.3 Exemplos de classes de atomos

Vamos listar algumas classes de a&tomos que nos serao uteis mais adiante. Todas

as classes citadas sdo de dtomos de tipo (s, p, ).

3.3A Atomos de Souza. Seja Q € P. Um (s, p)-atomo de Souza suportado em @) é uma

fungdo a: I — C tal que a(z) = 0 para todo = ¢ @ e a é constante em (), com

lale < ‘Q‘Sil/p'

O conjunto dos (s, p)-atomos de Souza suportados em ) serd denotado por
A (Q). Um dtomo de Souza candnico em () é um dtomo de Souza tal que a(z) = QP
para todo x € (). Para ver que essas propriedades definem, de fato, uma classe de dtomos,

podemos tomar, para () € P,
B(Q)={¢eL”:¢éconstante em @ e ¢(z) = 0 para todo = ¢ Q }.

Dessa forma, temos que A, As e Ay seguem diretamente das defini¢oes. Para ver que As

é satisfeita, tome a,b € A7 (Q) para algum Q e A € (0, 1). Entao, se
c=Aa+ (1—-N)b,
temos ¢(z) = 0 para todo = ¢ @, ¢ é constante em @) e
[eloe < Alalos + (1= N)[blos < Q7.

Das propriedades de norma, é claro que temos oa € A (Q) <= a € A7 (Q) para

qualquer o € C tal que |o| = 1.

3.3B Atomos de Hélder. Um espaco quase métrico, com uma quase distdncia d, é um
espaco que satisfaz todos os axiomas de um espaco métrico, com excecao da desigualdade

triangular, que ¢ substituida pela condi¢ao mais fraca de que existe a > 1 tal que

d(z,y) < ald(z,2) + d(z,y)).

Suponha que I é um espago quase métrico, com uma quase distancia d, tal que

todo Q € P*, com k > 0 é um conjunto limitado e existem Cs > 0 e D > 0 tais que
1 .
o510l < (diam Q)7 < C|Q). (3.3-1)
8

Adicionalmente, assuma que existem Az, Ay € (0, 1) tais que, para todo P € PEL tal que
P c @, vale

diam P
W (3.3-2)

A3 < —— <
3 diam @
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Seja A", (Q) o subconjunto de todas as funcoes ¢ satisfazendo

5,8,p
¢(z) — o(y)] 1/p- -
< s=1/p=B 4 < s=1/p.
x,yepQ d(.ﬁlf,y)Dﬁ |Q| |¢|OO |Q|
THEY

h
$,8,p

Para ver que esse conjunto satisfaz as propriedades da Secao 2.1, definimos

Dizemos que A? ; (Q) é o conjunto dos (s, 3, p)-atomos de Holder suportados em Q).

B(Q)={¢eL”:¢(x)=0 para todo = ¢ Q }

para ) € P. Desse modo, temos que A;, Ay e Ay seguem diretamente das definigoes. A
segue das propriedades da norma infinito e do supremo, de maneira semelhante ao que foi

feito para os atomos de Souza.

Observe que, para todo ) € P, como atomos de Souza sao constantes em @,

temos que AY(Q) < AL, (Q).

3.3C Atomos de variacdo limitada. Agora suponha que I é um intervalo de R de
comprimento 1, m, a medida de Lebesgue em [ e as parti¢oes na grade P sao partigoes
em intervalos. Seja (Q um intervalo, s < f < 1epe [l,0). Unm (s, 3, p)-dtomo de variacao

limitada em @ é uma func¢ao a: I — C tal que a(z) = 0 para todo z ¢ Q,

|a|oo < |Q|S_1/p

vary5(a, Q) < Q"'

onde varyg(-, @) é dado por

B
vary/g(a, Q) = sup (Z la(xi1) — a(:vi)|1/ﬁ) :

onde o supremo é tomado sobre todas as sequéncias r; < 9 < - -+ < x,, com x; no interior
de Q.

Vamos denotar o conjunto dos 4&tomos de variacao limitada em @) por AZQ,}B,p(Q%
onde bv vem do inglés bounded variation. Para ver que essa classe de atomos estd bem

definida, novamente tomamos

B(Q)={¢eL”:¢(x)=0 para todo = ¢ Q }.

Assim, Ay, Ay e Ay seguem das definicoes. Az vem do fato de que varyj3(-, Q) satisfaz a

desigualdade triangular e vary/z(c - a,Q) = c - vary/g(a, Q) para c e C.
Note que A (Q) = AP (Q) para todos Qe P e B = s.

$,8,p
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4 Espacos de Besov e caracterizacoes alter-

nativas

Neste capitulo, vamos explorar as propriedades dos espagos B, ,, definidos
usando os atomos de Souza, que foram introduzidos na Secao 3.3. Comecamos apresentando
a definicao de espaco de Besov, obtida a partir da nogdo de espaco quase Besov, na Secao
4.1. Em seguida, na Segao 4.2, definimos o conceito de fungao B, -positiva. As segoes
seguintes sdo bem mais densas e sdo onde apresentamos os resultados do capitulo. Na
Secdo 4.3, vamos construir uma base incondicional para L?, com 1 < § < o0, seguindo
um dos métodos descritos em [GIRARDI; SWELDENS, 1997]. As segoes 4.4 e 4.5 nos
dao maneiras diferentes de obter o espago B, ,. A primeira explora diferentes normas e a
segunda, diferentes classes de atomos. O capitulo termina com a Secao 4.6, onde obtemos

uma proposicao um pouco mais técnica, uma igualdade e uma desigualdade chamadas, em
[SMANIA, 2022], de Aproxzimagdes de Dirac.

Assim como nos capitulos anteriores, consideramos (I, %, m) um espaco de
medida com |I| < 0, mas agora assumimos p € [1,0), ¢ € [1,0] e s > 0, a menos que

indicado de outra maneira.
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4.1 Espacos de Besov em um espaco de medida com uma grade

boa

Vamos analisar os espacos quase Besov B} q(P, Aizp) associados ao espago de

medida com uma grade boa (I,P,m). Denotamos B} (P, A7) = B, . Note que, sob

z

nossas suposigoes no Capitulo 4, temos que A7

satisfaz, também, As-A;.

De fato, observe que, se a,, ¢ uma sequéncia em A$° (Q), temos que, para todo
x € @, a,(r) é uma sequéncia limitada em C, entdo possui subsequéncia convergente.
Como L% é um espaco métrico, As segue. Ag ¢ uma consequéncia de As, ja que estamos

assumindo p > 1.

Por tltimo, temos que B(Q), assim como definido na Secao 3.3, é gerado por

1 para todo @ € P e, por defini¢do, AZ7 (Q) possui uma vizinhanga do zero.

Quando 0 < s < 1/p, diremos que B; , ¢ um espago de Besov. Note que, pela

Proposigao 2.2.2, existe 5 > 1, tal que B, , < LP.
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4.2 Cone positivo

. , 1as s . s ~
Dizemos que f é BB, -positiva se tiver uma B, -representacao

fZZ Z cpap,

k PepPk

onde cp = 0 e ap é um atomo de Souza canonico suportado em P. O conjunto de todas

as fungoes B, -positivas, denotado por B;Z, ¢ um cone convexo em B ,

subconjunto de B, , fechado por combinagoes lineares com coeficientes positivos. Podemos

+
7q

ou seja, € um

definir uma “norma” ! em B, por

q/p\ 1/q

o

Flag, =it 3 2

k \Pepk

onde o infimo ¢ tomado sobre todas as possiveis representagoes B, -positivas de f. Para

s+
todas f,g € B, e a >0, temos

|04f|3;§j; = O‘|f|3;j;17 |f +9|B;j;1 < |f|3;j;Z + |9|B;j;1 € |f|B;7q < |f|B;1;-

Observe que, da ultima desigualdade e de (2.2-7), segue que |f[z+ =0 = f = 0. Além
disso, se f € B, ¢ uma fungao com valores reais, podemos encontrar fy, f_ € B;; tais
que f=fi—f-e

‘f+’5;j;1 < ‘f|Bg7q € |f—|3;jg < |f|8;,,q-

Para isso, basta tomar, na B, -representagao Z Z cpap de f,

k Pepk
=X Y erar o f=3) Y —cpar
k pepk kE pepk
cp=0 cp<0

J& que o suporte de cada ap é P e ap € L”, obtemos a seguinte proposicao:

Proposicao 4.2.1. Se f € B;’J;, entao supp [ € uma uniao enumerdvel de elementos de

P, a menos de um conjunto de medida nula.

L' Em geral, B;,Z nao é um espago vetorial.
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4.3 Base de Haar

Nesta secao, vamos trabalhar com conceitos de Analise de Ondaletas, um ramo
que se assemelha a Andlise de Fourier, no sentido em que opera com decomposic¢oes
de fungoes em sinais semelhantes a ondas, mas que se difere na natureza desses sinais.
Ondaletas, em geral, sdo sinais de duracao limitada, que tendem a ser irregulares e
assimétricos. Entre os tipos mais simples de ondaletas, estao as ondaletas de Haar, que
sdo, essencialmente, redimensionamentos e translacoes de fungoes caracteristicas. Uma

introdugao mais completa ao assunto pode ser encontrada em [WALNUT, 2002].

Vamos descrever o resultado apresentado em [GIRARDI; SWELDENS, 1997],
que d4 uma condicio para a obtencdo de uma base incondicional para L?, com 1 < § < oo,
constituida de ondaletas semelhantes as ondaletas de Haar. Depois disso, vamos aplicar

esse resultado ao contexto deste trabalho. A descrigao que faremos engloba apenas os
resultados de [GIRARDI; SWELDENS, 1997] que iremos usar, sem demonstragoes.

Por base incondicional de um espago de Banach X, queremos dizer uma base

(e;); em que, para todo x € X, a representacao
Tr = Z €T;€;
i

converge incondicionalmente, isto é,
2 Lo(i)€o(i) = ¥
i

para qualquer permutagao o.

No que se segue, vamos considerar 3 € (1,0). " e % vao denotar a colegao
de conjuntos em Z com medida estritamente positiva e qualquer sub-o-algebra de £ tal

que o completamento de (I ,@) é (I, A), respectivamente.

4.3.1 Arvores e florestas

Vamos apresentar a notagao de floresta, que vamos usar como um conjunto
indexador. Uma floresta (F,g,p, f,<) é um conjunto enumerédvel F, que possui um
conjunto R (possivelmente vazio) de raizes, junto com uma fungao geracio g: F — Z,
uma fungao pai p: F\R — F, uma funcao filhos f: F — Z(F) e uma ordenagao parcial

de idade < em F, todas as quais satisfazem as seguintes propriedades:
(F1) fla) ={be F:pb) =a};
(Fy) 0 < #f(a) < oo para cada a € F;

(F3) Se be f(a), entao g(b) = g(a) + 1;
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(Fy) A ordem < ordena totalmente o conjunto f(a) para cada a € F;

(F5) Se g(a) < g(b) e p"(a) = p™(b) para alguns m,n € N, entdo b < a.

Quando nao houver risco de confusdo, denotaremos uma floresta (F, g, p, f, <) apenas por

F. Uma floresta que satisfaz a propriedade adicional
(T}) Se a,be F, entao existem m,n € N tais que p"(a) = p™(b)

é dita uma drvore. Uma arvore possui, no maximo, uma raiz. Uma arvore enraizada possui
exatamente uma raiz. Denotaremos as raizes por r. Uma folha é um elemento que nao

possui filhos.

Vamos apresentar, como um exemplo, a arvore logaritmica, que serd importante

na construgao das ondaletas.

Exemplo 4.3.1 (Arvore logaritmica). Seja N = {1,2,...,n} para algum n € N. A drvore

N

log €m N € unicamente determinada pelas sequintes propriedades:

1. Possuil geragoes (0,1,...,1—1), onde 2% <n < 27;

2. Cada elemento de 7;% ¢ um conjunto de inteiros consecutivos de N;
3. Possui uma raizrT = N e g(r) = 0;

4. A geragio | — 1 consiste das folhas {{1},{2},...,{n}};

5. Cada elemento a € ’ﬁé\; tal que #a > 1 possui dois filhos by e by e, se by € o filho
mais velho, vale #by = #by ou #by = #by + 1.

Se N ={1,2,3,4,5,6,7}, por ezemplo, temos

T = {{1,2,3,4,5,6,7},
{1,2,3},{4,5,6,7},
{1},{2,3},{4,5},{6, 7},

{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7} },

onde cada linha corresponde a uma geracio, de 0 até 3, e o filho mais velho de cada
subconjunto de N foi escolhido como sendo a “metade da direita” Note que o importante
para definir essa drvore é o numero de elementos de cada subconjunto de N, nao sua
natureza. Portanto, é possivel escolher N como um conjunto qualquer com n elementos;

basta fazer pequenas alteracoes na definicdo.
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Uma unidao enumeravel de arvores disjuntas forma uma floresta. Por outro lado,
qualquer floresta F pode ser expressa como uniao enumeravel de arvores disjuntas. Para
ver isso, considere a relagao de equivaléncia ~ em F dada por a ~ b se, e somente se, vale

(T7). Essa relacao induz uma partigao de F
F=JF® (4.3-1)
el

em classes de equivaléncia F(k) disjuntas, onde o conjunto indexador K é o espago

quociente induzido. Cada F(k) é uma arvore.

4.3.2 Particoes

Chamamos a colecio { I, : a € F} de " de uma particio encairada de I com

respeito a floresta F, se ela satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) oy N 1oy = & se glar) = g(az) e a1 # as;
(Py) I,n1,=JsereRep(a) #r para todo n = 0;

(P;) Se a nao é uma folha, I, pode ser escrito como a uniao disjunta

L= I

bef(a)

(P4) I:U[a;

aeF

(Ps) A familia {1, : a € F} gera a sub-o-dlgebra 2.

A parti¢ao (4.3-1) de F em arvores nos dd uma partigao de 1. Para cada x € K,

seja

acF (k)
Das primeiras trés propriedades de partigdes, temos que, se k1 # kg, entao I(ky) e (ko)

sao disjuntos. Logo, I pode ser escrito como a uniao disjunta
I=|J1(s). (4.3-2)
KeK
Para cada k € K, a subcolegao {1, : a € F(k)} é uma partigdo encaixada de I(k) com
respeito a arvore F (k).

Em [GIRARDI; SWELDENS, 1997], sao descritos trés tipos de partigoes

encaixadas com respeito a uma arvore. Vamos usar apenas o tipo I, onde R # ¢J.
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4.3.3 Construcao das ondaletas

Seja T uma arvore e seja {I, : a € T } uma particdo encaixada de I com

respeito a 7. Vamos, agora, construir as ondaletas que vdo formar a base de L.

As ondaletas serao indexadas por um conjunto H, que consiste de um conjunto

H junto com mais um elemento. Cada ondaleta indexada por um ( € H sera da forma

I, g
_ _ R 4.3-3
bc=me (P<| |R<|)7 (4.3-3)

para alguns conjuntos P, R; € % com m escolhido de forma a normalizar ¢, em L?, ou
seja,
me = (|Pe["7 + [Re['=7)7. (4.3-4)

Essa definigao se assemelha a de ondaletas de Haar, mas como || pode ser diferente de
|R¢|, as funcoes ¢¢ sdo chamadas de ondaletas de Haar desbalanceadas em [GIRARDI;
SWELDENS, 1997].

Seja a € T. E sejan = #f(a). Vamos construir um conjunto #(a) para indexar
as ondaletas que terao suporte em I, e serdo constantes em I,, com b € f(a). Para fazer
isso, é necessario construir uma subarvore entre os filhos de a. Se n = 0 ou n = 1, definimos
H(a) = &. Do contrario, enumeramos os filhos de a como b;, comie N = {1,2,... . n} e

b; < b;y1. A seguir, consideramos uma arvore 7;(]3\; e definimos
H(a) = {C e Th - #f(¢) =2},

Cada elemento ¢ € H(a) gera uma ondaleta como em (4.3-3) com

Po=|J1 e Re=|]JI,

1€Q1 1€C2

onde (; e (3 sao os filhos de (.

Observacao 4.3.2. Vamos mostrar, por inducdo sobre o numero n de filhos de a, que
#H(a) = n — 1. De fato, o caso base é ébvio. Agora suponha a afirmacao verdadeira
para qualquer k < n. Considere N' = {1,2,...,[n/2]} e N" ={[n/2] +1,...,n}, onde [z]
denota a parte inteira de x, de modo que N = N' U N" e T = 7;()9/ v 7;09” u {N}. Pela
hipotese de inducdo, o numero de elementos de 7;(])\;/ 2 7;(])\;”, que possuem exatamente 2

filhos é [n/2] =1 + (n — [n/2]) — 1. Como o elemento {N} de T, possui 2 filhos, temos
N

que log

#H(a) =n—1.

possui [n/2] —1+n—[n/2] =1+ 1 =n—1 elementos com 2 filhos, ou seja,

Definimos

H = U H(a).

aeT
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Para completar a descri¢cao, colocamos
H=Ho{l} e o¢r=|I"""1,

Por fim, tomamos

®={¢;:CeH}). (4.3-5)

Agora seja F uma floresta e seja { I, : a € F } uma parti¢ao encaixada de I com
respeito a F. Escreva I como em (4.3-2). Para cada k € K, a subcolecao { I, : a € F(k)} é
uma parti¢do encaixada de I(k) com respeito a arvore F (k). Portanto, podemos considerar

um conjunto de ondaletas ®(x) como em (4.3-5) em I(k). Seja

== o). (4.3-6)
KEK
Vamos enunciar o principal resultado de [GIRARDI; SWELDENS, 1997],

encontrado nesse artigo como “Coroldrio 17, na forma do

Lema 4.3.3. O conjunto =, como definido em (4.3-6), forma uma base incondicional
normalizada de L°(I, 9, m).

4.3.4 Construcdo de uma base de Haar em um espaco de medida com grade

Agora vamos voltar ao contexto de [SMANIA, 2022] e vamos construir um

conjunto como em (4.3-6) para podermos usar o Lema 4.3.3.

Seja P = (P¥), uma grade boa. Devido as propriedades de grades boas,
podemos considerar P como uma particao encaixada de I com respeito a alguma arvore 7,
onde I corresponde ao elemento indexado pela raiz de T, cada nivel P* de P corresponde
aos elementos indexados por uma mesma geracdo de T e, se Q € P*, com k > 0, for
indexado por um elemento a € 7, entao os elementos indexados pelos filhos de a sao os
elementos P € P! tais que P < Q. Abusando um pouco da notagdo, chamaremos esses
elementos de filhos de (). Vamos definir o conjunto {2 como o conjunto dos filhos de
@ (observe que esse conjunto nao é o mesmo que o conjunto Qg definido no Capitulo
1). Note que cada @) € P tem, ao menos, 2 e, no maximo, 1/A; filhos, de acordo com as
propriedades de uma grade boa. Em particular, #{ < oo para todo @) € P, o que condiz

com a definicao de arvore.
Entao considere a ordenacao g = {PIQ, Pe ... ,P%}, onde 2 < ng < 1/A;.
Seja H¢ a familia dos pares (51, .52), com Sy, Sy < Qg e S1 NSy = &, definida por
Ho = [ Has:
jeN
onde os Hq ; sdo definidos de forma recursiva da seguinte maneira. Seja Heo = {(4, B)},

onde A = {PlQ, o ,P[gQ/Q]} e B = {P[ngH, o PT%}. Suponha definido Hq ;. Para cada
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elemento (91, 52) € Ho,, fixe uma ordenacdo S; = {R},...,R) } e So = {R},..., R’ }.
Para cada i = 1,2 tal que n; > 2, defina T} = {R!, ..., ani/Q]} e Ty = {thni/2]+1> oo Ry
e adicione (17, T3) a Hg j+1. Isso define He 41

Construindo um paralelo com a Subsecao 4.3.3, o conjunto H¢ corresponde
a H(a), mas estamos identificando os elementos através de seus filhos. Cada Hq ; pode
ser identificado com uma geracao de uma arvore logaritmica. Para j grande o suficiente,

temos Hg ; = O e, pela Observacao 4.3.2, temos que

1
sup#Ho < — — 1.
QeP A

Para todo S = (51, 52) € Hg, defina

¢S _ i (ZP€S1 ]'P _ ZRESQ ]'R)
mg ZPGSl ’P| ZRGSQ |R| 7

onde

< 1 . 1 )1/2
msg = .
ZPESl ‘P| ZRESQ ’R’

Essas serao nossas ondaletas. Note que

L dsdm = 0.

Observagao 4.3.4. Em relagio a (4.3-4), tomamos = 2. Isso faz com que a base que
obteremos no final seja composta por mailtiplos da base fornecida pelo Lema 4.3.53. Ainda
serd uma base incondicional, mas ndo serd uma base normalizada (exceto, claro, no caso
B =2). Isso foi feito simplesmente por conveniéncia: os coeficientes da representagdo de

um elemento na base serdao dados da mesma forma para todo 1 < < o0.
Agora observe que 1 < #5; < 1/\; para i = 1,2, o que, junto com G7, nos dé

As
MQ| < Pl < Q)
Q< ) 1Pl < 1@

PESZ‘
de modo que
2\ 1 o 2\ 1
— <mg<|— —_—
No)oerE T N QI
Consequentemente,
Co - r { 1 1 }
——— < —min ,
‘Q‘lﬂ ms ZP€S1 ’P‘ ZRESQ ’R’
1 1 1 Cho
< |ps(x)] < méx{ , } < (4.3-7)
mg ZPeSl | P| ZRESQ |R| Q|12
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para todo x € U P. Aqui,
PESlUSQ

)\?/2 \L/2

Co = Cipg = —2
’ V2Xs ¢ \/5)\?/2

Seja H = U Ho, H = {I} UH e defina
QeP

17
e

Se quisermos fazer mengao explicita a grade utilizada, podemos escrever H(P) e 7—7(73)

Pelo Lema 4.3.3, temos que
{¢S}Se7:l

é uma base incondicional de L?, para qualquer 1 < § < 0.

+ 1.
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Pl Pg Pg P4 PS
S Sy
Pl P2 P3 P4 PE:
Sl (,_) ‘31 ‘;
Py P

P P Ps P, Ps B
S 52
P P Ps P, Ps B
S 1 SE 9{ o é
P Ps P B
S1 Sy S Sh

Figura 3 — Construgao do conjunto H(Q) quando P é uma grade de intervalos e () possui, respectivamente,
2, 5 e 6 filhos.
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4.4 CaracterizacOes alternativas |: normas

Iremos descrever trés normas que sao equivalentes a | -

. Sua vantagem é
que sdo mais concretas, pois nao precisamos considerar decomposu;oes atomlcas arbitrarias

para defini-las.

Nesta segdo, foram feitas algumas adaptagdes em relagdo a [SMANIA, 2022].
Em especial, na defini¢ao de kp em (4.4-10), que foi feita de outra forma para obter uma
maior clareza, e no Teorema 4.4.1, que sofreu algumas modificagdes no enunciado e na

demonstracao.

Vamos usar a notacao da Secao 4.3.

4.4A Norma de Haar. Seja 1 < < co. Para S € 7-A[, defina dg: L? — C por

= Jfﬁbsdm-

Primeiro, observe que d;(¢;) = 1 e d;(¢s) = fqbs dm = 0se S # I. Agora tome

|]|1/2
S € H. Entao S = (51,52) € Hg para algum @ € P. Para simplificar notagdo, vamos

denotar z; = 2 1p, z; = Z |P| e m = mg. Assim, temos
PES,L' PGS,L

2 2 2

oot (n_zm\ _1 (o 2o o
ST m2 2\ 2 2 |-

m 21 Z9 m 21 21792 Z9

Agora note que xf = x; € 0 termo xx9 é identicamente nulo, pois S; N .Sy = &&. Com isso,

temos

e, portanto,

dS(QbS) = fgb% dm = 1,

ja que fxl dm = z;. Por outro lado, se temos S, S’ € H, com S # S, entdao

ds(¢s) = J¢S¢S’ dm.

Temos S = (S1,5;) € Hg e S' = (57, 55) € Hg, para alguns Q, Q" € P. Se Q # @', entdo
Si N S;- = (J para quaisquer i,j = 1,2 e, com isso, ¢spg e, consequentemente, dg/(¢pg), é
igual a zero. Ja se Q = @Q', devemos ter S;, Sy < S} para algum j = 1,2 ou S}, S; < S;
para algum i = 1,2. Sem perda de generalidade, tomemos o caso S7,5; < S;. Entao

ngsgbsl dm = qSSng/ dm. Como ¢g é constante em Sy, digamos, ¢g = k, temos

dsl(gbs) =k ¢S’ dm = k’f gbsl dm = 0.
S1 Q
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Portanto, acabamos de mostrar que os funcionais dg constituem a base dual da base de
Haar obtida na Secio 4.3. Portanto, qualquer que seja f € L, podemos escrever (trocando

ds(f) por df para simplificar a notacao)
f=2, dkos (4.4-8)
SeH

e essa série converge incondicionalmente por definicao. Vamos chamar a série do lado

direito de (4.4-8) de representacio de Haar de f. Defina a norma de Haar como

q/p\ 1/q
Nowar () = |11+ + (2( T Qe Y u@p) ) |

k \QePk Setq
4.4B Representacdo atomica padrao. Note que
k{a/[ = d}cgbla

onde ki = [I|'VP=*712q1 ¢ a; ¢ o 4tomo de Souza candnico em I. Seja S € H. Entdo
S e Hg, com S = (5;,9) e Q € P* para algum k > 0. Podemos ver, com o auxilio de
(4.3-7), que, para todo P € S; U Sy,

1/2
asp = |%| |P|S Up(b 1p

¢ um atomo de Souza em P. Defina
ckp = CiolQ7V2[P|Podb.
Observe que, devido a G7, temos
[ch.pl < Cromax{ AV AP QIP 1. (4.4-9)
Para cada filho P de @ € P*, com k > 0, defina
S2—{S=(51,5)eHg:PeS uSy}.

Observe que a cardinalidade de SI(‘;2 ¢ finita e que esse nimero depende apenas da geometria

de P. Colocamos
df 2 f Z Cs pas,p,
P 5es9
onde
. ‘ 3 csp‘ (4.4-10)
Ses%
Pelo mesmo truque utilizado na Secao 2.4 para mostrar que dpy era um atomo, vemos

que d£ ¢ um atomo de Souza em P. Também temos que

Z kPaP = Z Z cé,Pag,P

PeQq PeQq SESg
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= D, ), dkoslp

PeQq ses¥

= ), dbos

SEHQ

Seja ap o (s, p)-atomo de Souza canoénico em P e seja xp € P. Defina

/
f_ ap(xp) -y
kp = | P|s= 1/pk |P|s= l/p Z ds¢5 (zp)
SEHQ
1
= |P|5—1/Pff Z ¢s(xp)gpsdm.
Setq

Em particular, como as ¢g sao limitadas e H¢ ¢ finito, para todo P, temos

k| < PR 1/pf|f|‘ > s(zp ¢s‘dm

Setq

<Kf|f|dm

1/8
<K |1V <f|f|ﬁdm>

para alguma constante K, que depende de P. Ou seja,
f kb

se estende, pelo teorema de Hahn-Banach, para um funcional linear limitado em L!. Além

disso, como &é ¢ um atomo de Souza, temos que ]k]f;| < k}; e, denotando ap o atomo de

Souza canonico em P,

Z Z kéank‘aI—FZ Z Z krpap

i QeP! k Qepk PEP’gl

a1+2 Z Z kpap xp)l

k Qepk Pe’P’gl

=klar+> Y, > kil (4.4-11)

k Qepk PEP’€+1

=digr+>. Y Z dos

k QePk SeHg

= Z déﬁbs-

Em particular, temos

f=2 2 Khag, (4.4-12)

i QePl
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onde essa soma converge incondicionalmente em L°. Vamos chamar o lado direito da

equagao (4.4-12) de representagao atémica padrao de f. Defina

a/p\ 1/q
Nulf) = Ikl + (2 ( 3 |kg;rp) ) |

k=1 \QePk

onde “st” vem do inglés standard.

4.4C Oscilagao média. Defina, para p € [1,0),

1/p
osey(£.Q) = inf ( J, 15 - crpdm<x>> ,

com
05 (f,Q) = inf | f = clin(.

Defina, também, para p € [1,0) e ¢ € [1, 0],

a/p\ 1/q
osc, ,(f) = (Z( Z |Q]*Posc,(f, Q)p> ) , (4.4-13)

k \QePk

com a modificagao usual quando ¢ = 0. Seja
Nosc(f) = |]|7S|f|p + OSC}S),q(f>‘

4.4D Equivaléncia entre as normas. Aqui provamos que as normas definidas até
agora sao equivalentes. O teorema a seguir é apresentado de uma maneira um pouco

diferente em [SMANIA, 2022]; mudamos alguns métodos e constantes.

Teorema 4.4.1. Suponha s > 0, p € [1,%) e g € [1,0]. Cada uma das normas |f|s;
Nhaar (), Nat(f) € Nosc(f) € finita se, e somente se, f € B, . Além disso, essas normas

sao equivalentes em B, . De fato,

| flss, < Na(f), (4.4-14)
Nst(f) < C11Nnaar (f), (4.4-15)
Nhaar (f) < C12Nose(f), (4.4-16)
Nose(f) < Cus| flss,, (4.4-17)

onde

Ch = Cromdz{ AP~ AP "IN VP,

Cha = 010(/\1_1 - 1),
1

Cus = Oy Colp, g, (PPN + 1
2

ey =1 ¢ o inteiro tal que 2071 < A1 < 27.
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Demonstragio. Se Ng(f) = o0, a inequagao (4.4-14) é 6bvia. Do contrario, temos que

[ € B, ,, pela Proposicao 2.2.2 e, portanto, |f By, < Ng(f), por definigao.

Daqui em diante, para simplificar ainda mais a notagdo, vamos omitir o sobres-

crito f onde possivel, por exemplo, ao escrever dg no lugar de dé.

Prova de (4.4-15): Seguindo a notacao da Secio 4.3, temos que cada P filho de um Q € P*,

com k > 0, pertence a, no maximo, um S € Hg ; (no sentido de que P € S; U S,), para cada
j. Com isso, temos que a cardinalidade de Sg ¢ menor ou igual ao nimero de geracoes da
arvore logaritmica formada com o conjunto {1,2,...,ng} menos um (pois a ultima geracao
consiste apenas de folhas). De acordo com 4.3.1, #Sg <1—1, onde 272 < ng < o=t
Desse modo, se v é o inteiro tal que 277 < 1/)\; < 27, entdo

sup sup #88 <.
QeP PeQg

Agora, considere a representagdo atomica padrao de f dada por (4.4-12). Com
o auxilio da equacao (4.4-9), temos

2 X kel < ) Dk

QePk PeQq QePk PeQq

=3 XX e

QePk PEQq ses9

20 272 lesel?

QePk PEQq  ges8

< Clymax{A1™, Ay "hy? 3L 1QITTT2 3 b [dsl”

N

QeP* PeQq ses?

< Cloméx{\ ™ A7 P Y QT2 N N gl
QePk PeQq Setqg

< Clyméx{A;, A"V 3 QI Y [dsl?
QePk Setq

para todo k. Consequentemente,

e (3o e Gl 2 )

k=1 \ pePk k. \QePk PeQq
q/p\ /g
< U] 4 Cramix AL AT (2( 3 i Y w) )
k QePk SeHq
q/p\ /g
< 011’]’1/p_8_1/2|d]| +Cn <Z< Z |Q|1_S/p_p/2 Z |ds|p> ) = C11 Nhaar (f),
k QePk Setq

pois Cyy = 1.

Prova de (4.4-16): Note que

il < [ Ifllod am < |l
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Dado ¢ > 0 e @ € P, escolha cg € C tal que

1/p
(L |f = cqlf dm) < (1 +¢e)oscy(f, Q)

Ja que f pgdm =0 e |ps| < C1o|Q|™"? para todo S € Hg, temos
Q

1/p 1/p
P
<Z |Q‘1—sp—p/2 Z |dS‘p> — Z |Q‘1—sp—p/2 Z ‘ff¢sdm‘ )
QePF Setq QeP* Setq
= Z |Q‘1 sp—p/2 2 ‘f f¢s—CQ¢Sdm‘ )
QePk SeHq
p\ 1/p
< Z ‘Q‘lfsp*ph Z J ‘f—cQH(ﬁSdm) )
QePk SeHq Q
p\ 1/p
<[ 3 wereree 3 (cwlar | !f—cQ!dm) )
QePk SeHq Q
p\ L/p
< DL 1QIT T Y Cuol @2 HP(1 + e)oscy(f, Q)) )
QePk SeHq
1/p
< Ciofl +2) (2 Qe Y] Oscp(f,Q)”>
QePk SeHq

1/p
< Cio(1 + e)(supk #’HQ)( Z |Q|~*Posc,(f, Q)p)

QeP QePk

1/p
< Cio(l+e) (A" = 1)( D QI Fosc,(f, Q)p) :

QePk

Como ¢ é arbitrario e C'o = 1, temos

a/p\ 1/q
Nhaar(f) = |]|1/p_8_1/2|d1‘ + (Z( Z |Q|1_Sp_p/2 Z |dS|p> )

k \QepPk SeHq
a/p\ 1/q
<I7°Iflp + Cro(A ' = 1) (Z( D 1Qosc,(f, Q)p> >
E \QePk

a/p\ 1/
< CuolI|”°|flp + Cm(( > QI Posc,(f, QY”) ) < C12Nose(f)-

QePk

Prova de (4.4-17): Se f € B, , e e >0, entao existe uma B, -representacao de f

f=72]50u0

QeP
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© a/p\ 1/q
(z(zw) ) <(+2)
: erk

1/p
St;p< > |3Q|p> <(1+e¢)

QePF

tal que

ou, se q = o0,

Observe que, para algum J € P, podemos escrever

= Z sQaqg + Z sQaqg + Z 5Qaq-

QeP QeP QeP
JcQ Qs QnJI=
Desse modo, em J, temos
= Z sQaqg + Z SQaQ.
QeP QeP
Jc@ QsJ

Entéo tome ko = 0 e, para cada J € P*, escolha z; € J. Temos

1/p 1/p
(2 |J|8poscp<f,J>p) < ( S flr- 3 sQaQ<xJ>”dm)
J QeP

JePko JePko
Jco@

(gl g were)

JePko k>ko Qepk
QcJ

Agora observe que

Oz ags)™ (s ag o)

JePko k>ko QePk JePko k'>k:o QePk
QcJ QcJ
1/p
. P
| > sqag
J’ePkO k>k:0 QePk
QcJ’

(Z Eln Spﬂ,;fo@;»k ) p,

JePko
QcJ

pois o suporte de ag esta contido em (). Vamos usar esse mesmo argumento algumas vezes

a seguir:
1/p » 1/p
(Z |J|Sposcp<f,J>p> < ( 2 |J\3pﬂ2 . $Qtg )
JePko JePko k>ko QepPk
QcJ
» 1/p
(J Z \J]_ Z sQaQ‘ dm)
JePko k>ko Qepk

QcJ
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, 1/p
= (J‘Z Z |J‘7s Z SQCZQ‘ dm)
k>ko jePko Qep*
QcJ
» 1/p
< Z J‘ Z |J|~* Z sQaQ‘ dm)
k>ko JePko QepP*
QcJ
» 1/p
= > > |J|—spﬂ > SQaQ‘ dm>
k>ko \JePko QePk
QcJ
1/p
=S ( >y |sQaQ|pdm>
k>ko \JePko Qepk V@
QcJ
1/p
= ( >y e |sQ|pdm>
k>ko \JePko QeP*k Q@
QcJ
1/p
=2 ( DD \@rSP\sQrp)
k>ko \JePko Qepk
QcJ
sup{|Q|: Qe PH,Q < J}\* ””
<> > : > lsql?
k ||
>ko \JePko QeP*
QcJ
1/p
sp(k—k
<)) APk > 5Q|p)
k>ko JePko Qepk
QcJ
1/p
< Z <)\§P(k—k0) Z |SQ|p> '
k>ko QePk

Se q < o0, pela Proposic¢ao 1.0.14, temos

a/p\ 1/q
(Z( > I oscyf. J>p> ) < g s,

ko \JePko

Caso contrario, temos

1/p 1/p
sup< D 11 Posc,(f, J>p> <sup Y. AS“”“”( > \sQ!p)

Fo- \ Jepko ko k=ko Ocp*

=2, A§k< 2 |sQ\p> ;

k>0 QePk

sk
By D4

k>0

|fls;...-

<(+e)lf

1+¢

<
11—
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Como ¢ ¢é arbitrario, pela Proposicao 2.2.2, obtemos

a/p\ 1/q
Nose(f) = 1117°|flp + (Z( >, I Pose(f, J>p> )

ko \JePko
1
1—A3

= (Cf“/pCz(p,q, (IP*[P)) | 1]~ + >|f|85,q = Cuslfls;,-

]

O seguinte corolario é uma importante consequéncia desta segao.
Corolério 4.4.2. Para cada P € P, existe wm funcional linear em L'
!
f—Fkp

com a sequinte propriedade. A chamada B, ,-representacao padrao de f € B, ,, dada por

=252, kpar

k Pepk

a/p\ 1/q
(Z( Z |k{3|p> > < CCraCuslf
k

PePk

7q7

satisfaz

s .
Bp?q
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4.5 Caracterizacoes alternativas Il: atomos

Aqui damos descrigoes alternativas de B, ,, que sdo bem diferentes daquelas
apresentadas na Secao 4.4. Vamos mostrar que ¢ possivel obter B,  usando diferentes

classes de atomos. No que segue, [ serd um ntimero real.

4.5A Usando atomos de Besov. A vantagem de usar atomos de Besov é que eles sao
uma classe ampla e geral de atomos. Eles podem ser considerados em qualquer espago
de medida munido de uma grade boa. Além disso, como ainda vamos demonstrar, sob
condi¢oes adequadas, eles contém os atomos de Holder e de variacao limitada, que serao

muito tteis em outras caracterizagoes de By .

Seja s < feqe[l,0]. Um (s, 5,p,§)-dtomo de Besov em @ € P é uma fungao
ac ng(Q, P, AF,) tal que

1 S—ﬁ
952, @z, < G 1@

onde
1/q
Cia=Cy ™7 (Z ASM/)
&

com a modificagdo usual se ¢ = o0. Note que, como Ay € (0,1) e 3, > 0, temos

1/ 1 1/q
kBg —
<;A2 > = (1_)\§q,) > 1.

e, assim, C14 > 1. Também podemos considerar a fora de @), simplesmente definindo
a(x) = 0 para todo = ¢ Q.

Denotamos a familia de (s, 3, p, §)-dtomos de Besov com suporte em @) por
Zf@pﬁ satisfaz as propriedades A;-A; com u = 1 e
B(Q) = {¢ € L? : ¢(x) = 0 para todo x ¢ @Q}. De fato, obtemos imediatamente as

propriedades A; e Ay. A3 segue diretamente do fato de que Bg[j(Q, P, Af,) ¢ um espago

Ags ,p,q(Q)- Vamos mostrar que A

vetorial normado, como dado pela Proposicao 2.2.4. Para ver A4 suponha, primeiro, ¢ > 1.
Note que, pela Proposicao 2.2.2, temos

1 -
A O, 4. (PG wlalge

1
< — < ;
’a|1’ = Cu |a|P = CLa $(@ P AF,)

1+1/p

c 1/q
_* k84 .
Cia <; ’,PQ’ ) |a|85ﬁ(Q’7DQ’A%Z,p)

oL+Up 1/q
< — ABlQAT
Cua <Z( 2/ @) 9l55 @ Paaz,)

k

<QPIQIF = QI = @I, (4.5-18)
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De maneira andloga, mostra-se o caso ¢ = 1. Desse modo, temos que um (s, 3, p, §)-atomo

de Besov é um atomo de tipo (s, p, 1).

O resultado a seguir diz que existem varias maneiras de definir 5, , usando

diferentes classes de atomos. Partes do enunciado e da demonstragao foram alteradas.

Proposicao 4.5.1 (Atomos de Souza e de Besov). Seja P uma grade boa. Seja A uma
classe de dtomos de tipo (s,p,u), com u = 1, tal que, para alguns s < 3, § € [1,0] e

C15,C16 = 0, temos que, para todo Q) € P,

C—Ajfp(Q) c A(Q) c CieAYs,4(Q).
15

Entao
B;,q(Pa Az;) (P A) ( As ,B,p, q)

para todo q € [1,0]. Mais ainda, temos

| flBs ,(a) < Cuslflss (a5 (4.5-19)
f By (Al ) S CiolflBs.,(4): (4.5-20)
2C4
| flss a5, 1_A5 s sy cars, - (4.5-21)
Demonstragdo. Seja f € B, (A7). Entdo podemos escrever
f = Z SQaq,
QeP
1
com sq € C e ag € A7 (Q). Desse modo, temos que FoaQ € A(Q) e
15
f= Cl5SQ
2 e,

é uma B, (A)-representacdo de f. Com isso, temos que, para todo g,

q/p\ 1/q q/p\ 1/q
k. \QePk k. \QePk

com a modificagdo usual quando ¢ = co0. Disso, segue (4.5-19) e, de maneira totalmente

|fl5

andloga, (4.5-20). Para provar (4.5-21), vamos, primeiro, mostrar a seguinte afirmacao:

Afirmacao 4.5.1- 1. Seja by um (s, 3,p,§)-dtomo de Besov em J € P?. Entdo, para todo

PeP, com Pc J, existe mp € C tal que

by = Z mpap,

PeP,PcJ

onde ap € o (s,p)-dtomo de Souza canonico em P e, para todo k > j

1/p 5
(k—=5)(B—s)
( Z |mP|p) <CT4>\2 :

PePk,PcJ
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De fato, como
‘bJ|Bﬁ (S Py AY,) 7“]‘8 5

existe uma B a(J, Py, Af,)-representagao

by = Z cpdp,
PeP,PcJ

onde dp é o (B, p)-atomo de Souza candnico em P e, para todo k = j

1/p a/p\ 1/d 5
s—PB
< 2 wwﬁ <<Z< 2 wwﬁ ) < g I
PePk PcJ 7 PePt,PcJ

ap = |P|S_ﬁdp

Entao

o (s,p)-atomo de Souza canoénico em P e

by = Z mpap,
PeP,PcJ

com mp = cp|P|* ™% e

p 1P| p(B—s) p
D mel )= X <|J|) [P epl?
PePk PcJ PePk,PcJ
1/p
(k=5)(B—5)| 7|B—s p 2 | (k=5)(B—s)
< AS 7] O el ) <%
14

PePk PcJ
para todo k > j. Isso conclui a demonstragao da Afirmagao 4.5.1- I. Agora (4.5-21) segue da
Ay = AL, ki=i,a=1 A=B=0,
2 \" s
Ce = () eN= )\’2’(5 ) em 2.4.1. Desse modo, com a Afirmacao 4.5.1- I, temos que

Cia
as hipoteses de 2.4.1(C) sao satisfeitas e temos C7 = 1,

Proposicao 2.4.1. Para ver isso, tome A; = .AS Bp.g

P . |

b, =
0 sen < —1
e, consequentemente,
0
—s\n 1
Cy(p,a,b) = Y, (N )" = ——=.
n=0 I /\2

Portanto, por 2.4.1(C), temos

2 20,

|f|B;7q(-A2?p) O 1 )\5 8|f|B sﬁpq < 1 _ Ag S

[flsy care,

Para concluir, observe que (4.5-19) nos da

B;,q(,])’ Aziﬂ) - B;,q(Pa A):
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(4.5-20) nos da
B, (P, A) < B, (P, Als,.0)

5,8,p,4
e (4.5-21) nos da
s bs S sz
B, (P, A )< B, (P, AL).

5,8,p,4

]

4.5B Usando atomos de Ho6lder. Suponha que I é um espago quase métrico, com
uma quase distancia d e uma grade boa P satisfazendo as mesmas suposicoes que em
3.3B. Suponha ainda que os atomos de Holder assumam valores apenas em R. A seguinte

proposigao sofreu algumas modificagbes em relacao a [SMANIA, 2022].

Proposicao 4.5.2. Suponha
0<s<f<08,

pe[l,o) eGe[l,©]. Para todo Q € P, temos

Crr Al 5 (Q) € AY5,4(Q) (4.5-22)

5,8,0,4

para algum Ci7 > 0. Além disso,

Cis A, (Q) < A%, (Q) (4.5-23)

5,8,p s,3,p,00
para algum Cig > 0. Em particular
S S h s bs
By, =B, (Al5,) = By (Als ) (4.5-24)

5,8,p 5,0,0,4

e as normas correspondentes sao equivalentes.
Demonstracao. Vamos denotar, para R € P,
inf ¢(R) = inf{ p(z) : z € R}.

Seja Q € P7 e tome ¢ € Agﬁ’p(Q). Assuma, primeiro, que ¢ = 0. Defina

co = inf ¢(Q)|Q[""”
e, para todo P < W < @, com P € Pl e W e P*, defina

cp = (inf ¢(P) — inf p(W))|P|V/P~#. (4.5-25)

Para todo € > 0, temos que existe z € W tal que

inf p(W) = ¢(z) — €.
Desse modo, temos que existem x € W e y € P tais que

inf ¢(P) —inf p(W) < d(y) — d(x) + & < |Q|871/p75d(a:, y>DB Te
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Como ¢ é arbitrario, temos

inf p(P) — inf p(W) < |Q|*" V7~ (diam W)P?

Agora, de (3.3-2), temos que

_ 5 _ (diam P)

(diam W) 3D 3

e, de (3.3-1), temos que ~

(diam P)P? CE?’B| |5

Ag° Ag?
Com essas informagoes, concluimos que
lcp| = (inf ¢(P) — inf¢(W))|P|1/p_ﬁ

< ’Q’S 1/p— BO |p‘ﬁ’p‘1/p B
As”

QI

& (1PN o s s
A53( Q1P

() ar (m)@‘ﬂ
AP AR @

Consequentemente,
ODﬁp
P < p(s
Z;+1|CP| D6p|Q|
iz
CDBP
- Sl
de modo que
a/p\ 1/
k=j—1 \ pepk+1

Portanto,

k+1 —§)p(B—B) Z @
L Q)

PcQ

k+1—j)p(5—ﬂ)

Y

(4.5-26)

onde ap é o (3, p)-dtomo de Souza candnico em P, é uma B 7(Q,Pg, AF,)-representacio

de uma funcéo ¢. De (4.5-25) segue que

Z Z cpap(r)

j<k<N pepk
PcQ
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é uma soma telescopica e é igual a inf ¢(P) para todo z € P € P. Em particular,

Aim > Dl cpap(x) = ¢(x)

j<k<N pepk
PcQ

para quase todo x, de modo que gzNS = ¢. Assim,

1
C < ——|QPh 4.5-27
’ 17¢‘B§,Q(Q’PQ’AB,p) 2014 |Q| ) ( )

~ 1/~
R B e 1 !

Para o caso geral, escrevemos ¢, (x) = max{¢(z),0} e ¢_(x) = max{—¢(x),0}.
Desse modo, temos 0 < ¢, ¢p_ € Agﬁ’p(Q) e ¢ = ¢, —¢_. Aplicando (4.5-27) para ¢ e
¢_, obtemos (4.5-22).

onde )

A inclusio (4.5-23) pode ser obtida tomando 3 = 3 em (4.5-26). Desse modo,

ficamos com

e podemos repetir o resto do argumento com § = 0.

Pela Proposicao 4.5.1, temos (4.5-24). O

4.5C Usando atomos de variagao limitada. Assuma que [ é um intervalo de R de
comprimento 1, m é a medida de Lebesgue em [ e as particoes em P sao partigoes por
intervalos. A préxima proposicao foi modificada de modo a torna-la um pouco mais geral,

além de corrigir alguns erros de digitacao.

Proposicao 4.5.3. Se

0<s<f<

=

entao
020'/42?6,;0(@) - Ag? ,p,w(@)
para todo QQ € P. Se

0<s<f<f<

D=

entao

C’21«4bv~ (Q) ASS ,p,zj(Q)

5,8,p
para todo G € [1,0]. Em particular,

S S bv
Bp,q - Bpﬁq(A 3

8,8,p

) = B} 4 (As,0)

$,8,0,4

para todos q,q € [1,0].
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Demonstracao. Suponha

0<s<pB<B<

=

Seja Q € P7 e ag € A™;

$,8,p

(Q). Temos

lagly < |agls|Q" < QI VPIQI'P = |QI° < Cio|QI7,

onde Cig = sup |Q|?. Se Bp +# 1, temos, para todo k = 7,
QeP

Z (W Posc,(aq, W)P = Z w7 i?é lag — C|€p(w)
WePk WePkWcQ
< Y WPt fag — el W]
WePk,WeQ
= Z (W Poscy, (ag, W)P
WePkWeQ
- 1-fp Bp
<< Z W 1—55) ( Z 08Co (g, W)l/’8>
WePkWcQ WePk,WeQ
G 1-fp 1-fp \ Pr
< ( sup ]W\l—ﬁp> ( Z \W]) ( Z 0sCo (ag, W)1/5>
WePk,WeQ WePk.WeQ WePk.WeQ

Agora observe que o conjunto {W € P¥ : W < @Q} é finito. Como P é
uma grade boa, temos que esse ¢ um conjunto de intervalos disjuntos. Escreva-o como
(Wi, Wy, ..., W,,} de modo que a maior extremidade de W; é menor ou igual & menor

extremidade de W; 1. Assim, temos

~ m ~
Z 0sCo (ag, W)V = ZOSCOO<(ZQ, W;)Y8.
WePkWcQ i=1

Seja 1 € int W;. Dado € > 0, temos que existe x5 € int W; tal que

osc.o (g, W) = inf(sup [ag(z) — )
Y 1

< sup |ag(x) — ag(x1)]
CEEW1

< (L+¢)|ag(w2) — ag(e1)].

Sem perda de generalidade, podemos tomar x; < x5. Do mesmo modo, para cada 2 < i < m,
dado x; € int W;_;, obtemos x;,1 € int W; como o elemento que satisfaz

oscs(ag. W;) = inf(sup |ag(z) )

< sup |ag(z) — aq(w;)|
mEWi

< (1 + €)|(IQ(ZL‘Z‘+1) — aQ(mi)|.
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Note que, dessa forma, temos r1 < T < X3 < -+ < Tppy1 €

m N " N
(Z OSCO@(GQM@‘)W) <(l+¢) (Z |ag(wi1) — CLQ(%)WB) < (1 +e)vary 5(aq, @).

Como ¢ é arbitrario, temos

B
( Z 08Cy (g, W)I/B) < vary 5(aq, Q).

WePkWcQ

Com isso, obtemos

D W Pose,(ag, W)
WePk

) 1-8p 1-Bp
(B=B)p
<| sup W[ > W (var 5(aq, Q)P
WePk WcQ WePk WeQ

k—iV(B— 3_ _B sp— k—7)(B— s—
< )\g B B)p’Q’(,B B)p|Q|1 Bp|Q| p—1 < )\g 7B 5)p|Q‘( Bp.

Note que, no caso Sp = 1, o argumento acima necessita apenas de uma modificacao simples.

Para k < j, seja Wy € P* tal que Q Wq. Assim,
Do W Posey(ag, WP = [Wo| Posc,(ag, Wo)?
Wepk
= [Wol~ inf |ag — cliowo)
< |Wol™|aqly
< [Wol 1@

Bp

- .
</\g )51”Q|( By

Se B < 3, temos, para todo G € [1,0) e usando Ny (-) = |I|7%] - | + oscgg(-),

a/p\ 1/4
NOSC(aQ) = |I|_5|aQ|p+ (Z( Z |W|_Bposcp(aQaw)p> >

k. \WepPk
q/p
= 1| |agl, + (Z( > !WIB”OSCp(aQ,W)”>
k=j \WePk
a/p\ /4
; 2( Y ,meoscp(%w) )
k<j \WepPk

k=3

1/q
A o
+ E )\gj )ﬂQ‘Q|(s ﬂ)q)

k<j
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1 1 1/q
= | CholI| 7% + —— + - =B,

Se § = o0, obtemos, de maneira andloga, que N, (ag) < (CiolI| ™+ 1)|Q|*". J4 se B =,

usamos N, com ¢ = o0:

1/p
Nose(ag) = [|~%|agl, + Sl;p( > IWlﬁ”OSCp(aQ,W)p>
WePpk

1/p
= [I|"Plagl, +méx{sup< 2 |W|_5poscp(aQ,W)p> :

> \wepk

1/p
sup( Z ]W|_ﬁposcp(aQ,W)p> }

k<j WePk
< 1|72 ClQI 7 + méX{igp QI sup Aéj"”%zﬁ—ﬁ}
=) <j

= (CholI|77 + 1)|QI* 7.

Em todos os casos, temos Nos.(ag) < 0. Pelo Teorema 4.4.1, temos que ag ¢ um ele-
mento de Bf’q(Q,PQ, 5p) e existem Cy e Uy tais que CQOAI;?BVP(Q) c Agf&p,w(Q) e
Con A% (Q) = A%, (Q) para todo Q € P.

s,8,p $,8,p,4
Com isso, dado g € [1, 0], pela Proposi¢ao 4.5.1, temos que

S S bu
Bp,q = Bp,q(‘A 3

8,8,p

) =B} (As,0)

5,8,p,4

para todo ¢q € [1, o0]. ]
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4.6 Aproximacoes de Dirac

Nesta se¢ao, vamos usar a base de Haar e a notacao definidas na Secao 4.3. Al-
gumas definigoes foram alteradas em relagdo a [SMANIA, 2022] para melhor entendimento

do texto. Para cada xg € I e kg € N, defina a familia finita
Sa’fg: {52(51,52)€H(Q)1Q6Pk com k < kg exge U U P},
a=1,2 PeS,

. k ~ . ~
Seja N(zo, ko) = #S,°. Entdo podemos considerar a enumeracao
St 8%, ..., SN (oko)

dos elementos de ng de modo que, para todo 1,

U e

Pesittysitt QeSjuss
Também definimos
SO = {I}.
I ()
st Sl2
sy Q
—_—

Figura 4 — Ilustracao da construcgao do conjunto Sg’;g, com kg = 3, em uma grade 4-ddica. Denotamos por
s (SZ 1555, ) 0 i-ésimo elemento de H (W), ordenado de acordo com o imagem. Nesse caso,

terfamos N (zo,3) =6 e S* =51, 52 = 51, 63 = §9 51 — 5% §° — 5P e 56 = ST

Seja .
_ L
Yo = 1]

e defina, para i > 0,

41 ZRES%_% ’R| Zpesi lp ZRES% 1r ( 1)a¢+1 ZRESl —a ‘R’m
_ — (— _—N _mgi¢)
ZQeSQ;}l ’Q| ZPeS;’ P| ZRes; R’ ZQESZ ! ‘Q’

b= (-1
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onde a; deve ser escolhido de modo que zq € U P, para i > 0 e, para S°, o subindice
PeSi,
deve ser desconsiderado.

Vamos mostrar, usando indugao sobre j, que, para j = 0, temos

ZPGSZ]. 1P

J
i = ot
Z(:) ZPESZj ’P‘

O caso base j = 0 é 6bvio. Agora suponha a igualdade valida para um nimero natural

j > 0. Temos

J
Sl S I (Spgete Sages
ZQeSéj ‘Q’ ZPGS{Jrl ’P’ ZRES§+1 ‘R‘

‘R‘ ZPGS{“ 1P . z]ReS%+1 1R
ZPES{+1 |P| ZResgﬂ ’R|

1 o
S 7| & e
PeSij

. —
PesS? cSIt
s, Resjtl

Agora observe que, sem perda de generalidade, podemos assumir a;4; = 1. Desse modo,

ficamos com

& Dinesi+ | B
ReS}
sz— Z ] ‘P| Z 1P Z i |P| 2 1P Z ]-R
PeS PeSZ;J. PeSy S]+1 RES%’+1
1 ZReSJ“ ’R’
- ZPeSj ‘P| ZH 1P " Z+1 1R ZP SJ+1 |P| Z+1 1P ZH 1R
aj Pesy ReS} Pesy ReS}
1 Z 1 Yipesitt [Pl + 2pesy+r | B]
i T P
ZPesg’j | P pesit! ZPes{“ 1P|
1 Z 1 ZPesg], 1P|
D R R P
ZPESJ'A ‘P‘ Pegitt ZPGS{'H ‘P‘
1
ZPES];—_&I lp
ZPeSfﬁil |P|

Com isso, obtemos que, em particular,

N(xo,ko)

Z 1@k’

onde xp € Q, € Pk Em outras palavras,

Mg Ses, IR
1 ReSi 1Qk
—0r + (—1)‘1”_1 — e Mgihgi = —2-. (4.6—28)
et X Somsir 10 @



Capitulo 4. FEspagos de Besov e caracterizacoes alternativas 75

Note que
1/2 1/2
Sresi, B\ (Zes,, IR P (Znesy o BN [ Spesi 1P+ Spesy [RI
e g =
ZQES};L ‘Q‘ ZQeSé;ll |Q| ZQGS};;L ‘Q’ (ZPGS}' P|)(ZRES§ RD

1/2
_ ([ Zresi, 1B / 1 (4.6-29)
ZPesgi|P| (ZQesng_ll |Q|)1/2' '

Multiplicando (4.6-28) por f, integrando termo a termo e usando (4.6-29), obtemos

xi]%) +1 ZRES 9 LA : ff L, d
+ ) m.
|I|1/2 ZPGS;Z_ P| (ZQGS’ ! |Q| 1/2 |Qk‘0|

Se fe LP, com 1 < 8 < w0, podemos escrever

> dsos,

SeH(P)

com dg = J fos dm, onde essa série converge absolutamente em L”. Seja

Fro=digr+ > > D] ds¢5

k<ko QePk SeHq(P

Entao
N (zo,ko)

fro(x0) = dropr + Z dsi¢gi(z0)

N(z0,ko)

1 1
+ az g
Z ° mgi ZPGS};Z_

N 1/2
+N<i’“° Jorrig (X ress 1B (X pesi 1P1) 1
Sz
mw Dnesy Rl + Zpesy [Pl ) Dpesy, 1P
1/2
S g (B )
|[|1/2 ZPeS;Z. P| (ZQesg‘l;_ll Q)

-] \gﬁf\d

|]|1/2

P

Seja
F=>> kpap (4.6-30)
k PePk
a série dada por (4.4-12). Note que, usando raciocinio similar ao de (4.4-11), concluimos

que

fro=dior+ >0 Y Y dsos

k<ko QePk SeHg
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=d1¢1+2 Z 2 kpap

k<ko QePk pepk+l
PcQ

= k;a; + Z Z kpap

k<ko Pepk+1

=3 3 kpap. (4.6-31)

k<ko PePk

Consequentemente, obtemos a seguinte proposi¢ao, que sofreu pequenas alteragoes.

Proposigio 4.6.1 (Aproximacoes de Dirac). Seja f € L?, com 1 < 8 < w. Seja

f:Z Z kpap

k  pepk

a representagao dada por (4.4-12). Entao, para todo Q) € P,

1
D kgl = ff =2 dm.

JeP,QcJ Q]

Em particular, temos
< [f1g]e-

DT kgl

JeP,QcJ

Demonstracdo. Observe que, para todo o € Q € P™, temos

7 Gam =t = 5 kst = ¥ kI,

|Q| JeP,QcJ JeP,QcJ

pois ay ¢ um atomo canonico de Souza. Com isso, temos

Z kJ’J’S—l/p

JeP,Qcd

1 1
< \@JVlQ‘ dm = @VlQ‘l < [f1gle-
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5 Aplicacoes

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados que podem ser obtidos através
da teoria desenvolvida em [SMANIA, 2022]. Na Se¢ao 5.1, trazemos um exemplo de
[SMANTA, 2021], apelidado de “toy model”. Esse exemplo consiste na demonstracao da
desigualdade de Lasota-Yorke para uma aplicagdo expansora no intervalo [0, 1] através da
decomposicao atomica de By ;([0,1]), com s € (0,1). J& na Secdo 5.2, trazemos resultados
de [ARBIETO; SMANIA, 2020] que dizem respeito a agao de um operador de transferéncia

associado a uma transformagio (expansora por partes) T, mas sem demonstragoes.
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5.1 Toy Model

A fim de demonstrar a desigualdade de Lasota-Yorke para uma aplicacao
expansora, vamos apresentar uma definicao de operador de transferéncia que melhor se
ajusta aos nossos propositos atuais. Na Secao 5.2, traremos uma defini¢ao ligeiramente

diferente.

Defini¢ao 5.1.1 (Operador de Transferéncia). Seja f: X — X uma fungio definida em
um conjunto arbitrdrio X, tal que o jacobiano |J| de f existe para todo x € X. O operador
de Ruelle-Perron-Frobenius, ou operador de transferéncia, é um operador linear L, que

age no espaco das fungoes p: X — C, definido por

1
(Lr)(x) = yele:(ac) mw(fy)-

Proposigao 5.1.2. Seja £ € N\{0,1} e defina f;: [0,1] — [0, 1] como
fe(x) =Lz mod 1.

Seja D a particio de [0,1] em (* intervalos de mesmo tamanho. Entio Dy = (D )ren
¢ uma grade boa. A funcdo f, assim definida é um exemplo cldssico de uma aplicag¢do
expansora. E um resultado conhecido de Teoria Ergddica que a medida de Lebesgue m em
[0, 1] é uma probabilidade invariante para f,. Nosso objetivo serd provar a desigualdade de
Lasota-Yorke para f; no espago By 1 ([0,1],m,Dy), com s € (0,1). Isto ¢, vamos encontrar
j>0,C>0eAe(0,1) tais que

1£3,(9)lss, < Clély + Nols;,
para todo ¢ € By ,([0,1],m, Dy).

De acordo com a definicao 5.1.1, temos que o operador de transferéncia de f;

é (abusando um pouco da notagdo)

oo ='5 o

Vamos provar, usando inducao sobre j, que Ei = Lyi. De fato,

(L) (x) = (LeLot)) ()
B iy r T 1
-4 Z< W)(z +7)
Q19 24k
- i:OZk:O Zw( g i Z)
Pt R N 2
“uuplipt )
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02— .
1 =z )
= Z @w(ﬁ + [2) = (Ley)(z).
i=0
Supondo L)'

= Lyi—1, temos

(L) (x) = (ﬁw ') ()

Lo

S

Py I
-1 ;
:;E(ﬁw 1¢)( +7)
IR Sl B N
== T =
pr e S &
&1
2 VGt )= (L) ()
Agora note que, se P € D e k > j, entdo Q = f,;(P) € Dy, Se ap é um (s,1)-dtomo de
Souza em P, entao

(Loap)(z) = )]

[P p(y) #0 < 3ye Piye f'(2) < ze fu(P)=Q.
vef,; (2)

Além disso, se fui(y1) = fui(y2), com y1 # yo, temos que existe z € Zyo tal que ys
Y1 + 207, Como |P| = 7% < 77

{77, temos que y, € P = yo ¢ P. Desse modo, temos
1 s—1 71s—1 s—1 1
Lei(ap) = E‘H lg = |£ IPT g = 7570

Ji se Pe D} com k < j, entdo P ¢é uma unido de £~ elementos de D’. Logo

g —k
Egj(ap) Z,ng(‘PP*l Z 1Q) |P’s 1_ pks,

[0.1]-
QeD)
QcP

Pelo Corolario 4.4.2, existe C tal que, para todo P € Dy, existem funcionais line-
ares kp: ¢ — kp em (L')* tais que toda ¢ € Bi 1 ([0,1],m,Dy) tem uma Bi ,-representagio

6=% 3 Kar

k peD}
satisfazendo

DD kR < Clg

s .
Bi 1
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Em particular,

Lyi(¢) = (Z ks Z k >a01 gsgz Z kpafw

k<j PeDk k=j peD}

Bfl "CZJ Z ksZ’P| syzz‘k

k<j PeDk k=j peD}

(Z ks Z |kl >‘¢’1+£Sj|¢\811,

k<j PeDy

1£5(9)

onde a ultima desigualdade é consequéncia dos lemas 1.0.2 e 1.0.8. Podemos escolher j

grande o suficiente para que
A= ¢ 1
75 <

e, assim, obtemos a desigualdade de Lasota-Yorke.
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5.2 Operadores de transferéncia

Nesta se¢ao, vamos enunciar alguns resultados de [ARBIETO; SMANTA, 2020].
Porém, devido a falta de tempo no cronograma desta dissertagao e ao alto grau de
complexidade das demonstragoes, elas nao serao incluidas. Ainda assim, precisaremos
introduzir varios conceitos novos, de carater altamente técnico, para que possamos elencar
as hipdteses desses resultados, que serao apresentados ao final da secao. Vamos usar,
majoritariamente, a mesma notacao usada nesse artigo. Em particular, ¢ usada uma
nomenclatura muito especifica para algumas constantes. Para se ajustar a essa notacao,

vamos renomear as constantes que aparecem em (4.5-21) e no Corolario 4.4.2 da seguinte

maneira

2C

ﬁ = Cgps € C11C12C13 = Cge.
1— )5

Continuamos considerando p € [1,20), ¢ € [1,0] e (I, %4, m) um espago de

medida munido da grade boa P, mas também vamos supor m(l) =1 e

(S1) Temos (J,H, 1) um espago de medida com uma grade boa H. Além disso, € > 0,

v€[0,1] es, 3,0 € (0,00) sdo tais que

1 1
0<s+e<—,s<pf<-
p p

e 0 <9 < min{s,e}.
A seguir, traremos trés definigoes fundamentais para a préxima suposicao.
Defini¢ao 5.2.1 (Dominios regulares). Seja Q2 < J. Denote
ko(Q) = ko(Q,H) = min{k = 0: 3P € H* tal que P = Q},

sempre que o conjunto da direita for ndo vazio. Diremos que  é um («, C, X)-dominio

reqular se for possivel encontrar familias F*(Q) € H*, k = ko(Q), tais que

1. Temos ) = U U Q;

k=ko(Q2) QeF*(Q)

II. Se P,Q € U FHQ) e P #Q, entio Pn Q = J;
k=ko(Q)

III. Temos
QI < AR qe,
QeF*k(Q)

onde, claro, |M| denota a medida de um conjunto M quando esta medida estd clara

no contexto.
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Defini¢ao 5.2.2 (Ramos). Sejam IclejcJ conjuntos mensuraveis. Um

(s,p,a,&,Cpep1, Apap2, Cocts Apce, G) — ramo

¢ uma funcao mensurdvel

tal que
R

A

também é mensurdvel, G € uma grade em (I,m) e

I. Para todo conjunto mensurdvel Q < J, temos m(Q) =0 <= u(h™*(Q)) = 0;

II. Para todo Q < I tal que Q € G, temos que h™(Q) ¢ um (1 — sp, Cpap1, \papz)-

dominio reqular em (J,H);

III. Temos
ko(Q,G) — ko(h™H(Q), H)| = a

|Q| 5~/|~€|

IV. O conjunto I é uma uniao enumerdvel de elementos de P, a menos de medida nula;

V. Para todo W € G tal que W < f, temos que h™'(W) é uma unido enumerdvel de

elementos de H, a menos de medida nula.
Defini¢ao 5.2.3 (Potenciais). Seja
hed—1

um ramo como na defini¢io 5.2.2. Um (Cpgp, B, €)-potencial regular, com s < 3 < 1/p

associado a h é uma funcdo g: J — C tal que

|Q| 1/p—s+é V/p—p
|9 Lwlgs WHW,AM\CDRP(M (Q)!) i

para todo WeH eQeg cochJ,Qc]eh(W)cQ.

Diremos que g € um potencial reqular B, ,-positivo se, para todo W < J tal que

W e H, existe uma Bqu—representagdo de g - 1y

9‘1W:2 Z cpap

k  pepk
PcW

tal que cp = 0 para todo P € H e, ainda,
a/p\ 1/q Q| 1/p—s+&
|cpl? < Cprp () W |eP
x(z Q)
PcW

para todo WeH eQeG comWccJ, QclehW)cQ.
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Com isso, podemos escrever a suposi¢ao

(S2) Vamos assumir
o {I.};en € {J }ren sdo familias de subconjuntos mensurdveis de I e J, respecti-
vamente, com A < N;
e As funcoes
hy: J, — I,
~ T T T T .
$ao0 (s,p, ar,&r, Chap1s Npapa, Chots Apes, Or)-ramos, com |e,| = € para todo r;

e Temos que
{(Qcl.,QeG.:reAN}u{QeP:QnI. = para todo re A}

gera a o-dlgebra A,
e Temos que
gr: J. — C
sao (Chpp,, B, &r)-potenciais requlares;
e Seja
Xprsz = MAx{(Xpes)®, Apane) 7P} < 1.
Entao Aprs2 = sup Aprsa <1

A letra “r” na notagao das constantes Cphapi, Coors A\bap2s A\pces Corp € A\Drs2

¢ apenas um indice, indicando que elas podem depender de r.

Vamos considerar um operador de transferéncia @, definido de uma maneira
um pouco diferente daquela apresentada na Definicao 5.1.1, mas mais préxima do nosso
contexto atual. Para cada r € A, definia g,(x) = 0 se z € J mas z ¢ J,.. Do mesmo modo,
coloque h,.(x) = yo € I para todo 7 € A e todo x € J tal que = ¢ J,. Para cada f € L (m),

onde ty = seja

1—sp+dp’

O(f) (@) = Y, go(@) f(he (),

reA

onde f é o elemento da classe de equivaléncia de f tal que f (yo) = 0. Defina, também,
@, (f)(z) = gr(2) f(hr(2)).

Vamos supor

(S3) Eziste K > 0 tal que, para todo f € L'(m),

(D flor < D 1®eflor < K| flotoqm):

reA
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Note que S implica que ®: L(m) — L'(x) é uma transformacao limitada.
Como, por 51, temos p < fo, entao, pela Proposi¢ao 2.2.2, temos que ®: 5, , — LY(p) é

uma transformacao limitada.

Para formular Sy, precisaremos das defini¢des de fatiamento regular e fatiamento

essencial. Considere

I:(Svpa%ga%{(jﬂJrﬂah)‘TDGD% 7"DCQ’ E)C’lv BRP> EGDbgT)}TEA)'

Diremos que Z é uma familia ponderada de conjuntos. Seja

N =sup#{reA:Pc ]}
PeH

e defina

0, = (Chc1)*Chrp(Chap) P(Aprsa) 7.
Definig¢ao 5.2.4 (Fatiamento regular). Diremos que o par
(Z.)] 2. doaq)
k Qepk

possui um Cprsi-fatiamento reqular se Cprs1 = 0 e

1. Temos que

f=2,2, daag

k QePk

¢ uma B, (I, m,P)-representacio de uma fungdo f € B, (I,m,P);

Il. Para todo r € A, existe uma By (I, m,G,)-representacio da fungdo f-1p,

R EDIPITTE

k Qeg,

Qcl,
satisfazendo
1/p\ a\ /g a/p\ 1/q
AT Qegl ko \QeP*
QCI’I‘
ou
a/p\ /g a/p\ 1/q
(S50 S ear) ) <o (B Z0er) )
JoNT Qeg ko \QePk
QCI’I‘

~ ’
com a convengio de que NV = 1;

Hi. Se dg = 0 para todo Q € P, podemos escolher cg = 0 para todo Q € G,
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Definicao 5.2.5 (Fatiamento essencial). Seja S um subespago de B, (I, m,P) e seja T
uma familia ponderada de conjuntos. Diremos que (S,Z) possui um (Cprsrr, CpDrsES)-
fatiamento essencial, onde Cprsrr, Cprses = 0, se existir um subconjunto finito P’ < P

tal que, para toda B, ,-representagio
2, dotq
QeP

de uma fungdo f €S, o par

(I> Z anQ)

QeP’

possui um Cprsrr-fatiamento reqular e o par
(Z, D) doug)
QeP\P’

possui um Cprsges-fatiamento reqular.
Munidos dessas novas defini¢oes, temos

(S1) Temos (J,u,H) = (I,m,P) e (B, (I,m,P), L) possui um (Cprsrr, Cprses)-fatia-

mento essencial.
Para as proximas duas suposi¢oes, nao serao necessarias definigoes adicionais.

(S5) Temos
6CapsCpCprsesCac < 1,
2

T oA Além disso, g, = 0 m-q.t.p. para todo r e A e
— ADRS2

onde Cp =

J@(f)dmszdm
para toda f € B, (I,m,P).

(S6) Os potenciais g, sio B, ,-positivos.

Dada uma funcao mensuravel T': I — I e uma medida finita v em I, podemos
considerar a medida pushforward T*v em I definida como T*v(A) = v(T '(A)) para
qualquer A < I mensuravel. Suponha que T* preserva medidas absolutamente continuas
com respeito a m, isto é,

v<m = T*v <« m.

Entao dizemos que o operador de transferéncia ® esta associado a T se v = ¢ dm, com

¢ € L'(m), implica em T*v = ®(p) dm, isto ¢,

v(A) = J ¢ dm para alguma ¢ € L'(m) = T*v(A) = J O () dm.
A A
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Vamos supor que o operador de transferéncia ® estd associado a uma transfor-

magcao expansora por partes T'. Temos

(S7) T € transitivo, ou seja, para todos P,Q € P, existen = 0 tal que m(PnT "(Q)) > 0.

(Ss) T é topologicamente mizing, isto é, para todos P,Q € P, existe ng = 0 tal que
m(P nT7"(Q)) > 0 para todo n = ny.

Agora, finalmente, podemos enunciar os resultados.

Teorema 5.2.6 (Desigualdade de Lasota-Yorke). Suponha Si-Sy,

CasCpCprsesCac < 1

[(f)h < [f]x

para qualquer f € B) . Entao ® satisfaz a desigualdade de Lasota-Yorke

|[2"(f)

s, < C|fl1 + (CapsCpCprsesCac)"|f s,

para algum C =0 e toda f € B, .

Denote por M(B,,) = B, , o conjunto das fungdes g tais que a multiplicagao
ponto a ponto

[ 1fg

¢ um operador limitado em By , isto ¢, se f € B}

~ S
. entao fge B, e

g

sup{ | fgls;, : |f

Bz’q<1}<00.

Coroléario 5.2.7 (Teorema do Limite Central e Principio da Invaridncia Quase Certo).
Suponha que valem S;-Ss para alguns p € [1,0), g € [1,0] e 0 < s < 1/p e que 1 é
um autovalor simples do operador de transferéncia ®: B, , — B, . Entdo, eriste uma
tinica probabilidade absolutamente continua podm tal que o € B, , e, para cada fungio

v = U1 + v, onde vy € Bj,/g; e vy € M(Bf2 q) sao fungoes com valores reais tais que

fvgoo dm =0,

temos que

A. O limite

n—1 i 2
2 N 1 2igveT
o (v) = lim. (ﬁ) o dm

converge;
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B. Se o(v) > 0, a sequéncia

v,voT, voT?, ...

satisfaz o Teorema do Limite Central com média O e variancia o e o Principio da

Invariancia Quase Certo com todo expoente de erro menor que 1/4.

Teorema 5.2.8 (Estrutura de medidas invariantes). Suponha S,-Sg. Para toda o € L'(m)

tal que ¢ = 0,
andm: 1

e ®(p) = ¢ € B, ,(I,m, P)-positiva. Em particular,

A. O conjunto
{zel:p()>0}

é uma uniao enumerdvel de elementos de P a menos de um conjunto de medida nula;

B. Para m-quase todo y € {x € I : p(x) > 0}, existe P € P e é > 0 tais que y € P,
o(y) = € e p(x) = & para m-quase todo x € P.

Corolario 5.2.9 (Ergodicidade). Suponha S1-S7. Entdo existe uma unica probabilidade v

invariante por T tal que v = podm. Além disso,
A. A probabilidade v € ergodica;
B. A bacia de atragio de v € I a menos de um conjunto de medida nula;
C. @y € a tnica fungio em L'(m) tal que
f%%dm =1 e ®(po) = wo;
D. 1 é um autovalor simples de ®.

Terminamos essa se¢cao enunciando o

Corolario 5.2.10 (Decaimento de correlagoes e propriedade mixing). Suponha Si-Ss.

Entdo existe C =0 e A€ (0,1) tais que, seue B, , eve L¥ | temos

UUOTkudm—ngoodmfudm‘<C)\k]u Uy

s
Bp,q
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