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Ob etwas mit Recht der Satz genannt wird "X
ist unbeweisbar”, hangt davon ab, wie wir diesen
Satz beweisen. Nur der Beweis zeigt, was als das
Kriterium der Unbeweisbarkeit gilt. Der Beweis ist
ein Teil des Systems von Operationen, des Spiels,
worin der Satz gebraucht wird, und zeigt uns seinen

Sinn’.

Ludwig Wittgenstein, Grundlagen Der Mathematik



Resumo

No Apéndice I de seus "Remarks on the Foundations of Mathematics'(Wittgenstein et al. 1990),
Wittgenstein elabora uma interpretacao diferente sobre o Primeiro Teorema da Incom-
pletude de Godel, ao qual passamos a nos referir como "Teorema de Godel'ou "Teorema
da Incompletude". Essa nomenclatura surge do reconhecimento que o chamado "Segundo
Teorema da Incompletude" nada mais é do que um corolario do Primeiro. O filésofo
pretende reavaliar a conclusao godeliana segundo a qual ha férmulas verdadeiras, mas
que nao sao demonstraveis em sistemas formais capazes de representar uma quantidade
suficiente da teoria aritmética. De um lado, a reagao inicial de Godel e outros comentadores
foi que Wittgenstein nao havia entendido a prova. Por outro lado, comentadores recen-
tes enxergam comentarios valiosos nos escritos wittgensteinianos: alguns comentadores,
como Juliet Floyd e Hilary Putnam, fazem uma distin¢ao entre a prova matemadtica e
a prosa filoséfica que circunda o teorema, tornando possivel entender as consideracoes
de Wittgenstein. Por fim, as consideracoes de Wittgenstein sao utilizadas para entender
como o teorema de Godel pode ocorrer em sistemas de loégica nao-classicos como a légica

paraconsistente.

Palavras-chave: Wittgenstein. Teorema da incompletude. Godel.



Abstract

In the Appendix I of his "Remarks on the Foundations of Mathematics"(Wittgenstein et al. 1990),
Wittgenstein elaborates a different interpretation of Godel’s First Incompleteness Theo-
rem, which we have come to refer to as "Godel’s Theorem" or "Incompleteness Theorem".
This nomenclature arises from the recognition that the so-called "Second Incompleteness
Theorem" is essentially a corollary of the primary theorem. Wittgenstein aims to reassess
Godel’s conclusion that there exist true formulas not demonstrable within formal systems
capable of representing a sufficient amount of arithmetic theory. Goédel’s initial reaction,
as well as other commentators, was that Wittgenstein had not understood the proof.
Nevertheless, recent commentators view worthy commentaries in wittgensteinian writings:
some commentators, such as Juliet Floyd and Hilary Putnam, distinguish between mathe-
matical proof and philosophical prose that surrounds the theorem, making it possible to
understand Wittgenstein’s remarks. Ultimately, Wittgenstein’s observations serve as a
lens through which Godel’s theorem can be reconsidered within the realm of non-classical

logics, such as paraconsistent logic.

Keywords: Wittgenstein. Incompleteness theorem. Godel.
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1 INTRODUCAO

Wittgenstein e Godel sdo figuras eminentes na histéria da filosofia e da légica,
respectivamente. Ambos sao considerados pensadores extraordinarios e suas contribuicoes
sao duradouras e revolucionarias. Ainda que eles fossem contemporaneos, nao hé registro de
conversas, trocas de cartas ou interagoes diretas entre eles: apenas uma vez se encontraram,
na ocasiao de uma palestra de Brouwer sobre o intuicionismo (Wang 1990, p. 49). Nao
obstante, Wittgestein tinha ciéncia do trabalho de Godel sobre a Incompletude, e alguns
comentarios valiosos sobre as consideracoes de Wittgenstein podem ser encontradas no
Apéndice T ao RFM (Wittgenstein et al. 1990).!

Os comentarios de Wittgenstein sobre Gédel em RFM sao voltados, essencialmente,
para o seu Teorema da Incompletude, publicado em 1931 (Gédel 1992)2. De maneira
resumida, apresentaremos o artigo de Godel e seu contexto légico-matematico para, em

seguida, introduzir os comentéarios de Wittgenstein.

Em 1931, Kurt Godel apresenta, em seu artigo intitulado "Sobre proposigoes
formalmente indecidiveis de Principia Mathematica e sistemas relacionados", os Teoremas
da Incompletude, cujo alcance inclui o sistema de PM e a teoria de conjuntos ZF, assim
como suas extensoes finitas (Godel 1992, p. 38). De maneira resumida, podemos afirmar
que Godel prova que nestes sistemas é possivel construir uma proposi¢ao ¢ que seja
indecidivel: nao é o caso que F ¢ nem - ¢. Como existe ¢ tal que ¥ ¢ e ¥ —¢, entao o
sistema é incompleto: nao é valido, para qualquer ¢, que - ¢ ou = —¢. Isto é, se o sistema
fosse completo, entao para toda proposicao haveria alguma prova de sua afirmacao ou de
sua negacao. A partir deste resultado, Godel desenvolve como corolario consequéncias
sobre a consisténcia desses sistemas, que concerne ao Segundo Teorema da Incompletude.

E importante enfatizar que os sistemas em questao sao consistentes e w-consistentes?®,
caracteristicas (que iremos abordar posteriormente) que sdo fundamentais na exposi¢ao

formal do Primeiro Teorema da Incompletude: se S é inconsistente, entao vale para algum
¢ que Fg¢ e Fgmo, ou seja, S pode derivar uma contradicao como teorema’.

Seja K uma teoria com igualdade na linguagem L, satisfazendo as

Doravante, as citagdes de Wittgenstein de (Wittgenstein et al. 1990) serdo abreviadas como da forma
"RFM, I, Ap. 1.4", ou seja, a abreviacao do livro, seguida da Parte, indicando se é o Apéndice ou néo,
e, por fim, o pardgrafo referido.

Mais especificamente, Wittgenstein comenta sobre o Primeiro Teorema da Incompletude. No entanto,
colocamos o titulo dessa dissertacdo como abrangendo o Teorema da Incompletude em virtude do fato
que o Segundo Teorema da Incompletude é um corolario do Primeiro. Ao nos referirmos ao Primeiro
Teorema da Incompletude, iremos indistintamente utilizar "Primeiro Teorema de Godel" ou "Teorema
da Incompletude" ou "Teorema de Godel".

Na verdade, a caracteristica essencial da construcao de Godel é a w-consisténcia; conforme veremos
posteriormente, um sistema w-consistente também é consistente.

A nogao de w—consisténcia, por ser mais complexa, serd abordada no capitulo 2.
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seguintes trés condicoes:
1. K tem um conjunto de axiomas recursivo (isto é, PrAx(y) é recursivo).
2. bx 04 1.

3. Toda fungdo recursiva é representivel em K. [...] Seja K tal que K
satisfaz condigbes 1-3. Entao:

(a) Se K é consistente, entdo nao é o caso que Fx G.

(b) Se K é w-consistente, entdo nao é o caso que Fx —G.

Portanto, se K é w-consistente, G é uma proposi¢ao indecidivel de K.
(Mendelson 1997, p. 207, tradugdo nossa).

Conforme exposto por Mendelson acima, a prova do Primeiro Teorema da Incom-
pletude requer a condicao de w-consisténcia e consisténcia. Voltando ao artigo de Godel,
sua exposicao é dividida em uma introducao informal e um desenvolvimento formal dos
teoremas. Na introducao, o autor vai além da questao sobre a indecidibilidade de uma
proposicao, e se expressa em termos de verdade e falsidade:

Da observacao de que [R(q);q] afirma sua prépria indemonstrabilidade,
segue-se imediatamente que [R(q);q] é correta, ja que [R(q);q] é, cer-
tamente, indemonstrével (j4 que é indecidivel). (Godel 1992, p. 41,
tradugdo nossa) ¢, (Gédel 1986, p. 150)

Em sintese, por um lado, a prova do Primeiro Teorema da Incompletude depende
das nocgoes de indecidibilidade, consisténcia e w-consisténcia; por outro lado, Godel, em
sua exposicao informal, fala em termos da corretude, ou seja, da verdade. O ponto de
partida de Wittgenstein, desse modo, trata da juncao destas duas discussoes: ao passo
que o Primeiro Teorema da Incompletude teria construido uma proposicao indecidivel,
ela também é alegadamente verdadeira. Logo, Wittgenstein comeca se perguntando
"Existem proposigdes verdadeiras no sistema de Russell que ndo podem ser demonstradas

em seu sistema?"(RFM I Ap. 1.5, traducao nossa).

Dessa maneira, Wittgenstein coloca a questao em termos da relacao entre verdade
e demonstrabilidade: Godel teria provado que ha uma separacao entre prova e verdade
nos sistemas de PM e ZF, ou isso nao ¢é possivel em principio? Prima facie, Wittgenstein
responde negativamente: "Sob que circunstancias uma proposicao é afirmada no jogo de
Russell? - a resposta é: ao final de uma de suas provas'(RFM I Ap. 1.6, tradugao nossa).
Isto é, Wittgenstein, por razoes ainda nao detalhadas, reduz a nocao de "verdadeiro em PM”
a no¢ao de "demonstravel em PM”. Em resumo, por conta do colamento entre essas duas
nocoes, ele caracteriza o Primeiro Teorema da Incompletude, cujo resultado é construir
uma proposicao verdadeira e indemonstravel, como uma contradi¢ao, comparando-no ao
Paradoxo do Mentiroso (RFM I Ap. 1.12).

5

Texto original: "Aus der Bemerkung, daB[R(q); q] seine eigene Unbeweisbarkeit behauptet, folgt sofort,
daB[R(q);q] richtig 1st, denn [R(q)] ist ja unbeweisbar (da es unentscheidbar)".

Via de regra, reproduzirei o texto original dos escritos de Godel e Wittgenstein apds citacao traduzida
de ambos. Em relagdo aos demais autores e textos menos centrais, apenas reproduzirei a citagao
traduzida.

6
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A reacao inicial a esse questionamento de Wittgenstein foi a alegacao de sua ignoran-
cia em relagao ao debate: seus comentarios foram rechacados como erros e um pequeno des-
lize de sua obra genial: "Outras passagens também, particularmente as sobre consisténcia e
o teorema de Godel, sdo de baixa qualidade e contém erros determinados."(Dummett 1978,
p. 166, tradugdo nossa).

Até mesmo Godel, em uma carta a Menger, reconhece que Wittgenstein nao teria
compreendido seus teoremas:

Em relacao ao que concerne ao meu teorema da incompletude, esta, de
fato, claro das passagens que vocé citou que Wittgenstein nao o entendeu
(ou fingiu nao entender). Ele interpreta o teorema como um tipo de
paradoxo logico, enquanto o teorema é, de fato, o oposto, a saber, um
teorema matematico dentro de uma parte absolutamente incontroversa da
matematica (teoria finitdria de niimeros ou combinatéria). (Wang 1990,
p. 49, tradugdo nossa).

Por outro lado, comentadores recentes procuram reavaliar esse diagnodstico inicial
de um fracasso completo de Wittgenstein. Shanker inaugurou esta nova perspectiva no
debate (Shanker 2012), e o seu desenvolvimento com outros autores buscou relacionar os
comentarios de Wittgenstein sobre o Teorema da Incompletude com seus outros escritos:

Os comentarios de Wittgenstein sobre o Teorema de G6del tem um para-
lelo direto com suas discussoes das classicas provas de impossibilidade do
século XIX. Uma leitura atenta da tltima é essencial para o entendimento
da primeira. (Floyd 1995, p. 386, traducdo nossa).

Sendo assim, Floyd e Putnam, figuras importantes nesse debate, procuram mostrar
como os comentarios de Wittgenstein podem ser compreendidos a partir da diferenciagao
entre a discussao da prosa filoséfica que circunda a prova matematica do Primeiro
Teorema da Incompletude. Outros autores contemporaneos, como Steiner e Rodych, sao
mais criticos em relagdo aos comentarios wittgensteinianos, procurando mostrar como
Wittgenstein ataca diretamente a prova de Godel (Steiner 2001), (Rodych 2003).

Assim, o objetivo da dissertacao presente é investigar cuidadosamente os comenta-
rios cripticos de Wittgenstein em paralelo com a prova de Gédel, comparando interpretagoes
recentes favoraveis e desfavoreis ao diagndstico wittgensteiniano’. Desenvolvimentos pos-
teriores de Rosser (Rosser 1936) e Tarski (Tarski 1983) também serao levados em conta

para a analise da adequagao dos escritos de Wittgenstein.

Por fim, pretendo aplicar o resultado do seu diagnéstico para entender como o
Teorema da Incompletude se comporta em sistemas nao-classicos de légica, em particular
nas LFI’s®. Também investigaremos a questao da paternidade da légica paraconsistente:

pode-se dizer que Wittgenstein é um precursor desta logica?

7 Entre eles, (Berto 2009; Kreisel 1958; Lampert 2018; Rodych 2003).
8 Para uma introdugdo as LFI’s, conferir trabalho de Walter Carnielli (Carnielli e Rodrigues 2019). Uma
introdugdo mais abrangente se encontra em (Carnielli e Coniglio 2016)
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O capitulo 2 serve de base logico-matematica para entendermos o resultado mate-
matico do Primeiro Teorema da Incompletude - para que, assim, estejamos menos sujeitos
a fazer leituras filosoficas desinformadas. Assim, introduzirei ndo apenas o resultado de
Godel, mas também o contexto histérico do Programa de Hilbert e o desenvolvimento
do formalismo nos primérdios do século XX, que, como veremos, é central para entender-
mos o papel do Teorema da Incompletude, pois é a partir da busca de uma matematica
finitaria que a nocao de "computavel' requer uma analise mateméatica rigorosa, sendo
caracterizada por Godel como as fungoes recursivas parciais. O capitulo 3 é um capitulo
a parte, dedicado as discussoes entre Turing e Wittgenstein sobre o uso de contradicoes
na matematica. No panorama geral do texto, ele servira para introduzir a filosofia da
linguagem de Wittgenstein aplicada a matematica e a logica e entendermos a metodologia
filoséfica do Wittgenstein de RFM e do final dos anos 1930. O capitulo 4 discute especifi-
camente as interpretacoes principais sobre os comentarios de Wittgenstein na literatura,
e o capitulo 5 realiza uma analise propria detalhada dos comentarios do Apéndice 1.
No capitulo 6, exploramos algumas objecoes que podem ser colocadas a perspectiva de
Wittgenstein, e no capitulo 7 consideramos as relagdes entre a filosofia de Wittgenstein e
a logica paraconsistente.

Ainda veremos como Wittgenstein articula a prova de Godel de maneira detalhada,
no entanto, ao realizar a leitura do capitulo 2, compare com a seguinte citagdo em que

Wittgenstein reconstréi - ainda que essa nao seja sua resposta final - o Primeiro Teorema
da Incompletude:

Eu imagino alguém me pedindo um conselho; ele diz: "Eu construi
uma frase (usarei 'P’ para designa-la) no simbolismo de Russell, e por
meio de certas defini¢bes e transformacoes ela pode ser interpretada
como afirmando "P nao é demonstravel no sistema de Russell'. Nao
devo eu dizer que ela é, por um lado, verdadeira, e, por outro lado,
indemonstravel? Suponha que ela seja falsa; entdo, é verdade que ela
é demonstravel. E isso certamente ndo pode ser o caso! E, se ela
é demonstravel, entao estd demonstrado que ela nao é demonstravel.
Portanto, ela s6 pode ser verdadeira, mas indemonstravel."” (RFM I Ap.
1. 8, traducido nossa)

No presente trabalho que segue, mostrarei como a comparacao de RFM de Witt-
genstein com outros textos importantes do mesmo periodo pode iluminar os comentarios
cripticos contidos no Ap. 1. A partir disso, pretendo mostrar como Wittgenstein esta
levantando um ponto importante que ¢ deixado de lado por Gédel em um primeiro mo-

mento, a saber, o carater ilegitimo do uso do conceito "verdadeiro" que Godel oferece

9 Texto original: "Ich stelle mir vor, es fragte mich Einer um Rat; er sagt: Ich habe einen Satz (ich

will ihn mit 'P’ bezeichnen) in Russell’s Symbolen konstruiert, und den kann man durch gewisse
Definitionen und Transformationen so deuten, dafl er sagt: ’P ist nicht in Russell’s System beweisbar’.
Muf3 ich nun von diesem Satz nicht sagen: einerseits er sei wahr, anderseits er sei unbeweisbar? Denn
angenommen, er wire falsch, so ist es also wahr, dafl er beweisbar ist! Und das kann doch nicht
sein. Und ist er bewiesen, so ist bewiesen, dafl er nicht beweisbar ist. So kann er also nur wahr, aber
unbeweisbar sein".
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em 1931. Isto é, ainda que a nocao de "demonstravel em PM'"estivesse bem estabelecida,

Godel ainda trabalhava com uma nogao nao mateméatica de "verdadeiro em PM".

Esta leitura serda desenvolvida tendo como base (Marcos 2010), que caracteriza
Wittgenstein como um "seméntico sem semantica', isto é, alguém que ja fazia intuitivamente
uma distingdo entre semantica e sintatica, ainda nao estabelecida na légica de Frege e
Russell, mas que classificava a seméantica como um tépico para além da mateméatica. Isto é,
como colocado por (Floyd 2001), Wittgenstein estava separando a prosa filoséfica da prova
matematica, que é parte da metodologia wittgensteiniana tardia conrforme reconstruido

em (Engelmann 2009).

Nesse sentido, sustentarei que uma leitura atenta do Ap. 1, ainda que demande
estarmos informados filosoficamente sobre outros escritos de Wittgenstein e do contexto
logico-matematico anterior de Frege e Russell, é suficiente para entender o que o autor
aponta no Teorema da Incompletude, e seus comentarios, em que o autor se propoe
a dissipar a confusdo filosofica do Teorema de Godel, sao valiosos para entendermos a

ilegitimidade do passo de Godel ao tratar de uma proposicao verdadeira e indemonstravel.
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2 O TEOREMA DA INCOMPLETUDE

Antes de uma analise dos comentéarios de Wittgenstein propriamente ditos, en-
tretanto, é necessario uma breve introducao aos resultados matematicos da prova da
incompletude de Godel. Por razoes de elucidacao e clareza, a exposicao de Mendelson sera

seguida de perto em um momento inicial (Mendelson 1997).

O Teorema da Incompletude, ndao obstante, também é parte de um capitulo
importante da historia da matematica, que comeca alguns antes com a exposicao das

ideias de David Hilbert e seu projeto formalista da matematica.

2.1 O Programa de Hilbert

No inicio do século XX, a matematica foi deixada com um legado importante:
por um lado, Russell mostrou resultados paradoxais de se lidar com conjuntos infinitos;
por outro lado, no século XIX, os matematicos Bolyai e Lobachevsky demonstraram a
independéncia do quinto postulado de Euclides:

A estranheza dos resultados sobre o tamanho dos infinitos e a confusio
engendrada pelo Paradoxo de Russell levou muitos mateméaticos ao inicio
do século XX a questionar a legitimidade de utilizar colegoes infinitas
na matematica. Uma situagdo similar tinha ocorrido no século anterior,
quando Bolyai e Lobachevsky desenvolveram geometrias nao-euclidianas.
(Epstein e Carnielli 2000, p. 44, traducao nossa)

Tendo esse panorama em vista, Hilbert é uma figura na historia da matematica que
consegue unir esses legados em um programa, que ficou conhecido como o "Programa de
Hilbert". A proposta de Hilbert é desenvolver uma matemaética unificada que consiga, por
um lado, domar o uso do infinito na matematica, impedindo o surgimento de paradoxos;
por outro lado, essa matemaéatica deve servir para caracterizar a pluralidade latente de
sistemas matematicos. Seu objetivo, sendo assim, é elaborar uma matematica com métodos

finitarios e axiomatizada.

2.1.1 Uma Matematica Finitista

O primeiro aspecto do Programa de Hilbert é que ele pretende desenvolver uma
matematica com métodos de prova finitos. Segundo Hilbert, ainda ha uma confusao
matematica no que diz respeito a andlise, a area da matematica que lida com calculos
diferenciais e integrais. Em um primeiro momento, Weierstrass ofereceu uma construcao
da andlise que nao necessitava da introdugao do conceito de infinitesimal, ou seja, uma
grandeza infinitamente pequena. No entanto, isso nao foi o suficiente para livrar a andlise
de pressupor uma nocao de infinito, a saber, na constru¢ao dos nimeros reais:
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Apesar da fundamentagdo que Weierstrass ofereceu ao célculo infinitesi-
mal, disputas sobre os fundamentos da anélise continuam.

Essas disputas nao terminaram porque o conceito de infinito, como aquele
conceito utilizado na matemética, ndo foi completamente elucidado. [...]
o infinito continua aparecendo na série numérica infinita que define os
numeros reais e no conceito do sistema numérico real que é pensada como
uma totalidade completada de uma s6 vez. (Benacerraf e Putnam 1964,
p. 184, traducao nossa)

Em seguida, Hilbert expde de maneira explicita sua tese finitista, segundo a qual em
todos os contextos matematicos infinitarios deve ser possivel reduzir as provas a métodos
finitarios, ou seja, "em geral, métodos dedutivos baseados no infinito devem ser substituidos
por procedimentos finitos que levam aos mesmos resultados' (Benacerraf e Putnam 1964)[p.

183, traducao nossa].

A preocupacao com o infinito tem origem quando tomamos a série infinita como
série completada, ou seja, quando concebemos o infinito de maneira atual, e ndo apenas
potencialmente. Ainda que pareca ser um compromisso forte adotar o infinito atual, essa
analise esta pressuposta até mesmo na analise dos quantificadores 16gicos, quando, por

exemplo, estamos oferecendo as condigoes de verdades para esses quantificadores.

Definigao 1. ¥(Vz ¢) = 1> J(¢[z/i]) = 1, para qualquer i

Isto é, no caso do quantificador universal, a verificacdo para que a férmula Vx ¢
seja verdadeira, é necessario percorrer uma infinidade de individuos i. O mesmo ocorre no
caso do quantificador existencial, pois ele precisa percorrer a infinitude de individuos para
garantir que nao ha nenhum elemento que satisfaca a condicao, ou seja, o quantificador
existencial continua buscando até encontrar um exemplo positivo. Assim, a matemaética
finitaria proposta por Hilbert requer que utilizemos nao apenas uma andlise finitaria
numérica, mas também uma mudanga no tratamento légico dos conectivos. A maneira de
tratar os conectivos de maneira finitaria é conté-los a um nimero finito de individuos que
eles precisam percorrer:

Para um predicado P, definimos:
Jy < n P(Z,y) =pey existe um y < n tal que P(&.y)
e

Vy < nP(Zy) =pes para todo y < n, P(Z,y) (Epstein e Carnielli 2000,
p- 100, tradugdo nossa)

Dessa maneira, poderiamos utilizar estes quantificadores logicos de maneira justifi-
cada, pois estariamos nos baseando em métodos finitos de verificacao. Hilbert oferece o
exemplo da prova da infinitude de ntimeros primos. Nesse caso, garantimos a infinitude
pelo fato de que é sempre possivel, dado um niimero primo p, encontrar um primo maior do
que p, mas que esteja limitado a ser menor ou igual a p/+1, ou seja, a expressao "3 x P(x)",
sendo P o predicado ser primo, limita a busca a partir de p até o nimero p/+1, portanto,
nao hé necessidade de se percorrer uma infinitude de niimeros (Benacerraf e Putnam 1964,
p. 193).
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2.1.2 Uma Matematica Axiomatica

O segundo aspecto do Programa de Hilbert é seu carater formalista: temos que
fazer uma distingdo entre matematica pura e aplicada; a primeira lida apenas com os
simbolos matematicos de um ponto de vista de suas relagoes formais entre si, ou seja, o
sistema dedutivo em questao; a matematica aplicada, por outro lado, lida com a questao
da corregao dos sistemas, ou seja, de interpreta-los e oferecer um veredito em relacao a

conformidade com a realidade.

Para realizar esse sistema meramente formal, Hilbert propoe sistemas axiomaticos,
que sdo sistemas que possuem axiomas, que sao férmulas que aceitamos sem demonstragao, e
regras para passar de formulas a outras formulas. Tendo isso, podemos deduzir os teoremas
de maneira puramente formal, sem que haja necessidade de interpretar os axiomas como
verdadeiros nem como significando algo. Hilbert, ao tomar esse caminho, consegue
lidar de maneira magistral com as questoes insurgentes de geometrias nao-euclidianas:
em um primeiro momento, nao precisamos nos comprometer em determinar a verdade
dos axiomas da geometria: se escolhermos um sistema sem o postulado das paralelas de

Euclides, conseguimos gerar uma familia de geometrias nao-euclidianas.

Tendo em vista esse projeto de criar uma matematica livre de paradoxos e com mais
rigor que consiga abarcar diferentes sistemas formais, Hilbert estabelece trés condig¢oes

para que possamos trabalhar de maneira segura com esses sistemas formais:

1. Consisténcia: o sistema deve conseguir demonstrar sua consisténcia.
2. Completude: o sistema deve ser completo.

3. Decidivel: devemos poder decidir de maneira finitaria se uma férmula tem solucao

ou nao. (Benacerraf e Putnam 1964, p. 201)

Ainda veremos de maneira detalhada como entender essas trés nogoes de maneira
formal. No entanto, o que podemos adiantar é que a histéria a seguir, que contarei

resumidamente no que resta deste capitulo, é a derrocada deste projeto ambicioso.

2.2 Computabilidade

Conforme visto na se¢ao anterior, o Programa de Hilbert propunha, através de
sistemas formais axiomadaticos, tornar a matematica mais rigorosa e capaz de resolver de
maneira metddica suas proprias questoes. O ponto crucial para que isso fosse bem sucedido,
nao obstante, é que o sistema deveria ter métodos de prova finitarios, ou seja, o infinito

como uma noc¢ao primitiva deveria ser expurgado.
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E por conta disso que a primeira metade do século XX oferece uma variedade de
propostas de se definir o que significa provar por meios finitarios (Epstein e Carnielli 2000,
p. 70). Assim, o fio condutor da presente discussdo é a formalizacdo da no¢ao de compu-
tabilidade. Métodos de prova finitarios sdo métodos computaveis, ou seja, construimos
algoritmos que nos permitem, a partir de instrugoes finitas, demonstrar propriedades nos

sistemas formais.

2.2.1 Maquinas de Turing

As Maquinas de Turing, um aparato técnico-tedérico desenvolvido por Turing
para resolver o Problema da Parada, sdo um candidato a formalizacao da noc¢ao de
computabilidade. Assim, nesta proposta, ser computéavel é equivalente a ser calculavel por
uma Maquina de Turing. A maneira como Turing as introduz é exemplar e nos servira
para fazer a ligagdo entre o Programa de Hilbert e os esforcos posteriores de Godel com as
fungoes recursivas parciais.

Nenhuma tentativa ainda foi feita de mostrar que os niimeros "compu-
taveis" incluem todos os ntimeros que seriam considerados computéveis.
Todos os argumentos que possam ser dados estao fadados a serem, funda-
mentalmente, apelos & intuicdo. A verdadeira questdo em jogo é "Quais
sdo os possiveis processos que podem ser levados a cabo ao se computar
um ndmero?"(Turing et al. 1936, p. 116, traducdo nossa)

Turing, ao tentar responder a questao de quais nimeros sao computaveis, foca na
questao de quais processos sao computaveis, ou seja, o que uma maquina pode realizar.
Ao realizar a construgao de uma Méaquina de Turing, ndo obstante, é interessante observar
o aspecto finitista que remonta a Hilbert. Turing compara os estados da Maquina aos
estados de uma mente calculando. Nesse sentido, ele limita a Maquina a uma finitude
de simbolos que ela pode imprimir por vez e de simbolos que ela pode ler. O ntimero de
estados da Maquina também ¢ finito, e suas agoes sao limitadas a agdes simples: ela pode
ler o simbolo em um estado e sobrescrever 1 ou deletar, escrevendo 0; ela também pode
se mover para a direita ou para a esquerda. Assim, uma instru¢ao para uma Méaquina
de Turing consiste em saber seu estado inicial q;, o que deve ser lido nesse estado, S, a
operacao a ser realizada, Op, e o estado final q;, ou seja, é uma quadrupla (q;, S, Op, q;),
S € {0,1} e Op € {1,0,D,E} (Epstein e Carnielli 2000, p. 76).

Em sintese, temos uma sequéncia de 0’s e 1’s que podemos fazer transformagoes
a partir das instrucoes contidas em cada Maquina. A representacao de nimeros, neste
caso, ¢ intuitiva: o I funciona como um palito, assim, um nimero é uma sequéncia de 1’s,
sendo o 0 apenas um palito, o 1 dois palitos, e assim por diante. Ao representar niimeros
em Maquinas de Turing, também podemos representar fungoes. Isto é, dado certo niimero
inicial, passamos pela lista de instrugoes da Maquina e obtemos um outro niimero. Em
outras palavras, temos uma regra que permite obter uma saida para determinada entrada.

A equivaléncia entre a nogao de célculavel por uma maquina de Turing e computavel é
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uma versao da Tese de Church, e veremos como outras propostas, em especial a de fungoes
recursivas parciais geram classes de fungoes equivalentes as calculaveis por uma Maquina

de Turing para a nogao de computabilidade (Epstein e Carnielli 2000, p. 86).

2.2.2 Entscheindungsproblem e a Tese de Church

Na secao anterior, vimos que Turing desenvolvera as Maquinas de Turing com o
proposito de formalizar a nocdo de um procedimento computavel. A aplicacao principal
das MTs, nao obstante, é para a resolu¢ao do Problema da Parada ( Entscheidungsproblem):

Eu proponho, assim, mostrar que ndo ha processo geral para determinar
se uma dada férmula ¢ do célculo funcional K é demonstravel, i.e., que
pode nao haver maquina que, sendo fornecida quaisquer uma destas for-
mulas, eventualmente dird se elas sdo demonstraveis. E preciso destacar
que o que eu demonstrarei é diferente dos resultados bem conhecidos
de Godel. Godel mostrou (no formalismo de Principia Mathematica)
que existem proposi¢oes p tais que nem p nem —p sdo demonstraveis.
(Turing et al. 1936, p. 259, traducao nossa)

O Problema da Parada, dessa maneira, diz respeito a decidibilidade de nosso sistema,
ou seja, se podemos decidir de maneira computavel quais sao as formulas demonstraveis e
quais nao sao, um dos pilares do Programa de Hilbert. O resultado que Turing demonstrou
¢ que nao ¢é possivel resolver o Problema da Parada, ou seja, utilizando o paradigma
das MTs, ndo ha maneira de separar as formulas demonstraveis das nao demonstraveis
(Turing et al. 1936, p. 262).

Este resultado, no entanto, possui uma generalidade maior do que apenas aplicado
as MTs. No mesmo artigo onde Turing demonstra a insolubilidade do Problema da Parada,
o autor também demonstra a equivaléncia entre as MTs e a nogao de "A-calculabilidade"
de Church, um paradigma paralelo da no¢ao de computabilidade (Turing et al. 1936, p.
263).

Por um lado, as noc¢oes de A-calculabilidade e Maquinas de Turing sao formalizagoes
que geram uma classe de fungoes, que neste caso sao equivalentes. Por outro lado, o que
queriamos - cujo objetivo é dar desenvolvimento ao Programa de Hilbert -, era conseguir
especificar uma noc¢ao informal, que é a no¢ao de computabilidade. De maneira informal,
aquilo que é computavel é aquilo que a mente humana consegue calcular, por isso, ha

analogias com mecanismos algoritmicos finitarios.

Estabelecer a equivaléncia entre uma nocao informal e uma formal, por sua vez,
nao ¢ um processo tao direto quanto estabelecer uma equivaléncia entre duas nogoes
formais. A equivaléncia entre a nocao formal de calculabilidade efetiva e a no¢ao informal
de computabilidade é a Tese de Church, inicialmente considerada por Church como uma
defini¢ao, posteriormente criticado por Post, que a tomou como uma hipdtese acerca do

funcionamento da mente humana (Epstein e Carnielli 2000, p. 224).
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2.2.3 Funcoes Recursivas Parciais

Turing e Church publicaram de maneira independente seus artigos em 1936 sobre
suas formalizagoes da nogao de computabilidade (Turing et al. 1936; Church 1936), ambos
se reportando ao Entscheidungsproblem de Hilbert. No entanto, alguns anos antes, em
1931, Godel publicara seu artigo sobre os Teoremas da Incompletude, e 14 ele oferecera

uma terceira formalizacao da noc¢ao de computabilidade: as fungdes recursivas parciais.

A ideia basica das func¢bes recursivas parciais é gerar uma classe de fungoes a
partir de algumas func¢oes bésicas que possam, dada a aplicacao de certas operagoes,
gerar mais fungoes recursivas parciais. As fungdes recursivas parciais sao outro paradigma
possivel a nocao de computabilidade, e é um resultado estabelecido que a classe de fungoes
geradas pelas recursivas parciais é equivalente as MTs e a A-calculabilidade de Church

(Epstein e Carnielli 2000, p. 148). As fungoes a seguir sdo as Fungoes Bésicas:

1. Fungao zero: Z(n) = 0, para todo n
2. Funcao sucessor: S(n) = n’, para todo n

3. Funcao projecao: PF(xq, ..., X4, ..., Xp) = X;.

As operagdes que podemos aplicar sobre as Fungoes Bésicas para gerar outras

Funcoes Recursivas Parciais, por sua vez, sao as seguintes:

1. Composicao: se g e h; (i € {1, ..., m}) sdo recursivas parciais, entao a funcao f(Z) =
g(hy(Z), ..., hy(2), ..., hy(Z)

p. 92).

) também é recursiva parcial (Epstein e Carnielli 2000,

2. Recursao Primitiva: se g e h sao fungbes recursivas parciais, entao f definido por
recursao primitiva em g e h também é (Epstein e Carnielli 2000, p. 93):
£(0,7) = g(2).
f(n’, 7) = h(f(n,7))

3. p-operador: dada uma fungao f, buscamos o menor y que satisfaca um determinado
valor m para f, apenas quando qualquer valor menor que y seja definido para f
(Epstein e Carnielli 2000, p. 122):
py[f(Zy) = m] = z sse
(i) f(Z,y) =me
(ii) para todo y < z, f(#,y) é definida e y > m.

Assim, definimos o conjunto de func¢des recursivas parciais:

Nossas investigagoes até agora nos levaram a formular a seguinte definigao:
As funcgoées recursivas parciais sdo a menor classe contendo a fungao zero,
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sucessor e projecao e fechadas sob composicao, recursao primitiva e o
p-operador. (Epstein e Carnielli 2000, p. 124, traducao nossa)

Dessa maneira, conseguimos localizar o desenvolvimento de Goédel na narrativa
que estivemos seguindo até agora: o Programa de Hilbert, com o requerimento de uma
matematica finitaria axiomatica, desenvolveu-se com Godel, Church e Turing a partir da
especificagao da nogao de computabilidade, uma nocao finitaria e que captura a ideia
de um processo mecanico. O que veremos em seguida, e que ja ficou em evidéncia no
Problema da Parada de Turing-Church, sdo as limitagoes dessa matematica exigida por
Hilbert.

2.3 Sistema S de aritmética

O Teorema da Incompletude vale para uma colecao de sistemas formais que sao
extensoes de ZF e PM. Na se¢ao 2.9, veremos com maior detalhe para quais sistemas o
Teorema da Incompletude ¢é valido. Para uma apresentacao esquematica e introdutéria do
teorema, nao obstante, ¢ mais simples adotar algum sistema e construi-lo nesse sistema.
Mendelson adota o sistema aritmético S, uma teoria de primeira ordem com 9 axiomas
acrescentados de modo que a aritmética possa ser um modelo desse sistema. A linguagem
de S, L,, contém uma tnica letra de predicado A%, que na aritmética usual é interpretada
como 'x é igual a y', uma constante individual a;, que é interpretada como "0", e trés
letras de fungoes f1, f2 e f2, que sdo interpretadas como "sucessor de y", "x somado a y" e
"x multiplicado com y', respectivamente, na aritmética usual (Mendelson 1997, p. 155).
Acrescentando os 9 axiomas a L,, temos um sistema cuja aritmética usual é modelo, ou
seja, todos esses axiomas sao verdadeiros se interpretados como dizendo respeito a niimeros
naturais:

X1+X72:(X1 +X2)7

)

)

)

)

) x14+0=x1
)

) X7 - 0 - 0
)

formada S(x) de S (Mendelson 1997, p.155, tradugdo nossa).

Desse modo, temos um sistema que é capaz de representar a relagao de igualdade,
a operacao de soma e produto, e a de sucessor, assim como as "verdades' da aritmética
usual!, que sdo expressas como teoremas?.

O passo seguinte para se enriquecer S ¢ introduzir a nocao de representabilidade:
dada uma func¢do numérica f que toma n argumentos para o valor f(aj,as, ...,a,), queremos

L Ao se referir & "aritmética usual', trata-se de um modelo padrdo para S, em que os simbolos sdo

interpretados ordinariamente (Mendelson 1997, p. 160).
Ainda nao estd em questao se este sistema é completo, ou seja, se ele expressa todas as proposicoes
verdadeiras da aritmética.

2
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expressar essa fungao em S. Assim, uma funcao f de n argumentos é representavel em S se,
e somente se,

[...] existe uma férmula B(x1, ..., 2,,y) de K com as varidveis livres x1, ...,
Xn, ¥, tal que, para quaisquer nimeros naturais ki, ..., k,, m, o seguinte

ocorre: )
(i) Se f(kq, .. kn)—m entdo Fg B( ki,....k,, m)?
(ii) Fs (Fy) B( ki,....kn, ¥). (Mendelson 1997, p. 171, tradugdo nossa)

Isto é, uma funcao f é representavel em S se para cada sequéncia de argumentos
ky,ka, ..., ky,, cujo valor aplicado a f é m, a formula §(xy,...,z,,y), com as varidveis
T4, ..., Tn,y substituidas por ki,...,k,, m, é um teorema em S. A partir disso, é possivel
gerar uma variedade de fungoes representdveis em S (Mendelson 1997, p. 172-3). Em
outras palavras, uma funcao numeérica cuja entrada é uma sequéncia s e obtém saida m
é representada em S quando alguma férmula A(8,m) é teorema em S, e qualquer outra

formula A(5,k) nao é.

O que ¢ interessante sobre as fungoes representaveis em S é que elas sao poderosas

o suficiente para conseguir representar as fung¢oes recursivas parciais.

2.4 Enumeracio de Godel

Antes de desenvolver a relacao entre as fungoes recursivas e representabilidade,
Godel possui mais uma ferramenta em seu arsenal l6gico-matematico para enriquecer
S: a enumeracao de Godel. De maneira resumida, o que se pretende obter com essa
enumeracao é uma correspondéncia 1-1 com determinados simbolos e uma sequéncia

numeérica.

Para ilustrar uma lista que obedecga aos critérios de uma enumeracao de Godel,
podemos pensar na retirada de senhas de um posto de satde: cada pessoa pega uma ficha,
que ¢ Unica, ou seja, contém um numero exclusivo. Por outro lado, existe um método de
decisao para descobrir de quem é determinado niimero (a recepgao chama determinado
numero. Se ninguém responder, ninguém possui aquela ficha. Se uma pessoa responder,
aquela ficha é dessa pessoa.). Por fim, existe um método para decidir o nimero de cada

pessoa (perguntando a cada um "qual é a sua ficha?").*

Desse modo, uma enumeragao requer que (i) a férmulas distintas correspondam
nimeros distintos, (ii) exista um método efetivo para decidir, a partir de uma férmula,
o seu numero associado, e (iii) exista um método efetivo para decidir, a partir de um
nimero, se ele possui alguma férmula associada, e, caso positivo, qual é a formula associada
(Epstein e Carnielli 2000, p. 101).

k é o numeral de k.
Obviamente, essa enumeragao sé funcionaria na hipétese de que estarfamos lidando com seres humanos
‘modelos’, isto é, com audicao impecavel, incapazes de mentir ou omitir respostas, etc.

4
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E possivel elaborar diferentes enumeracoes que obedecam aos critérios acima.
No entanto, com o objetivo de entender os resultados posteriores, iremos introduzir a

enumeracao de Godel proposta por Mendelson:

o Numeros impares sdo associados a cada simbolo: g(()=3, g())=5, g(,)=7, g(—)=9, ...
g(xx)=13+8k, ..., onde 1 < k.

o A partir dos simbolos, geramos uma expressao (sequéncia de simbolos) p1, fia..., fin.
Assim, g(pi1, po..., ptn)= 29#139(12)  p9(kr) - onde p, é um nimero primo, 1 < 1.
(Mendelson 1997, p. 191)

O que garante que essa enumeracao seja uma enumeragao de Godel? O Teorema
Fundamental da Aritmética: "qualquer nimero natural > 2 pode ser representado como

um unico produto de primos, a menos da ordem dos fatores." (Epstein e Carnielli 2000, p.
101).

Tendo feito uma enumeragao de S que associe a cada féormula um ntmero de
Godel, podemos expressar propriedades sobre o sistema formal no préprio sistema formal.

Por exemplo, podemos pensar na expressao 'x é o nimero de Godel de uma expressao
consistindo de uma variavel'. De acordo com a enumeracao de Mendelson, a formula
(32)222(1 < zAz = 21¥182%) corresponde - no sistema S - a essa expressao da metalinguagem.
Outras expressoes da metalinguagem importantes para entender os resultados de Godel

sdo a func¢ao Pf(y,x) e a funcdo diagonal:

« Pf(y,x): y é o ntimero de Godel de uma prova em S da férmula com o nimero de
Godel x.

e D(u): o nimero de Godel de B(u) , se u é o nimero de Godel de uma férmula 5(z1)

(Mendelson 1997, p. 196).

Tendo a enumeracao de Godel, conseguimos criar fungoes numéricas a partir de
propriedades como "ser demonstravel em S', "ser impar', etc. Também sabemos que o
sistema S é forte o suficiente para representar todas as fungdes recursivas parciais, ou seja,

encontramos as fungoes recursivas parciais para representa-las em S.

2.5 Lema Diagonal

Em determinados sistemas de aritmética, como no caso particular de S, a funcao

diagonal é recursiva®. Como toda funcao recursiva é representével em S°, a funcio diagonal

Ver proposigao 3.27 (Mendelson 1997, p. 197)
6 Ver proposigao 3.24 (Mendelson 1997, p. 187)
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pode ser representada em S. Em seguida, aplicaremos a funcao diagonal com o intuito de

gerar a proposicao indecidivel G.

Definicao 2. Seja C uma expressao de S cujo nimero de Gidel é q. [C] significa o mesmo

que q.

Em outras palavras, [C] é o nome de C na linguagem-objeto, pois q é o numeral de

q.

Lema 1. Fg C <= ¢([C]), onde ¢(x1) € uma formula contendo apenas 1 como varidvel
e C é uma formula fechada (Mendelson 1997, p. 204).

No lema 1, que é o lema diagonal, demonstra-se que a férmula fechada C - isto
é, sem variaveis livres - é equivalente a uma férmula ¢([C]) qualquer, gerada a partir da
substitui¢ao de x; por [C] na férmula ¢(x1). Como a tnica restricio imposta a ¢ é que
ela possua apenas uma variavel livre, pode-se estipular que ¢(x1) = (Vxa) = Pf(zg, 21).
Aplicando o lema 1, Fg C <= (Vx2) = Pf(22, [C]).

2.6 Primeiro Teorema da Incompletude

Definigao 3. w-consisténcia := S é w-consistente se para todo ¢(zx), se s —p(n) para

todo nimero natural n, entdo nao ocorre que g (3x)p(x).

Teorema 1. 7 Seja G a proposicio de Gadel de S tal que bs G <= (Van) = Pf(x, [G]).

Se S é w-consistente, entio ¥ G e ¥ ~G.8

O teorema 1, o Primeiro Teorema da Incompletude aplicado ao sistema S, afirma a
indecidibilidade de S, ou seja, nem a proposicao G nem sua negac¢ao pode ser demonstrada

em S sem que esse sistema seja w-inconsistente.

Conforme visto na definicao 3, o requerimento de w-consisténcia para S significa
dizer que se uma determinada propriedade nao é satisfeita por nenhum natural, entdo ela
nao pode ser satisfeita de maneira alguma. Através de uma esquematizagao da prova do

teorema 1, mostraremos como a w-consisténcia é aplicada.

Suponha que S é w-consistente. Nesse caso, S é consistente. Se g G, entao
IrPf(r,[G]). Por outro lado, pelo lema da diagonalizacdo, g (Vx2) =P f(z2, [G]) (con-

tradi¢ao). Portanto, como S é consistente, ndo é o caso que g G. Caso contrario, g

7 Conferir a formulagdo de Mendelson do Primeiro Teorema de Gédel (enumerada como proposicao 3.37)

(Mendelson 1997, p. 206).

E preciso apenas supor a w-consisténcia, pois a consisténcia pode ser derivada dela, como mostrado
na proposicao 3.36 (Mendelson 1997, p. 205). Consisténcia := S é consistente se para todo ¢(x), ndo
ocorre que F ¢(x) e F —¢(x).

8
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—@,. Assim, pela consisténcia, nao ocorre que FgG, ou seja, Pf(n,[G]) nao "é satisfeito
por nenhum numero natural"(Mendelson 1997, p. 206). No entanto, pelo lema diagonal,
Fs (3x2) Pf(x9,[G]), 0 que ndo é permitido pela hipdtese de w-consisténcia. Logo, ndo é o

caso que g =G, Portanto, G ¢é indecidivel.

O caminho para o Primeiro Teorema da Incompletude pode ser resumido do
seguinte modo: em primeiro lugar, através do lema diagonal, constréi-se uma formula G
que é equivalente a ¢([G]), ou seja, ocorre um tipo de ’diagonalizacao’ de G. Em seguida,
assumindo-se a w-consisténcia do sistema S, mostra-se que G nao é demonstravel em S,

nem —G.

A partir da prova do teorema 1 esquematizada acima, é importante destacar alguns

pontos:

1. A prova trata sobre a relagdo de demonstrabilidade em S, ou seja, a proposigao é

indecidivel em termos dos métodos de prova de S.
2. A prova em si ndo se pronuncia em relagdo a verdade da proposicao indecidivel.

3. A prova - ao menos como apresentada acima - é de natureza condicional: é apenas

na hipotese de w-consisténcia que a indecidibilidade é derivada.

2.7 Consideracoes

No artigo de 1931, antes de expor de maneira formal a prova dos Teoremas da
Incompletude, Godel apresenta uma introducao informal a prova propriamente dita. Nessa
exposicao, Godel utiliza nogoes intuitivas para explicar de maneira simplificada o que sera
desenvolvido matematicamente:

Nés podemos encontrar uma férmula F(v) de PM com uma tnica variavel
livre v (do tipo de uma sequéncia numérica) tal que F(v), interpretada
de acordo com o significado dos termos de PM, diga: F(v) ndo é uma
férmula demonstravel. Agora, construimos uma proposicao indecidivel
do sistema PM [...] Da observacdo que [R(q); q] diz sobre si mesma néo
ser demonstréivel, segue-se diretamente que [R(q); q] é verdadeira, pois
[R(q); q] é, de fato, indemonstrével (sendo indecidivel).” (Godel 1992, p.
41, tradugdo nossa)

Em outras palavras, o raciocinio de Godel é o seguinte: primeiramente, dada uma
férmula ¢(x;) - para colocarmos em termos da construgao feita anteriormente -, podemos

traduzi-la como afirmando ’x; nao é uma férmula demonstravel’, haja vista que, conforme

9 Texto original: [...] eine Formel F(v) aus PM mit einer freien. Variablen v (vom Typus einer Zahlenfolge)

angeben, so da} F(v) inhaltlich interpretiert besagt: F(v) ist eine beweisbare Formel. Nun stellen
wir einen unentscheidbaren Satz des Systems PM [...] Aus der Bemerkung, da [R(q); q] seine eigene
Unbeweisbarkeit behaup- tet, folgt sofort, da [R(q);q] richtig 1st, denn [R(q)] ist ja unbeweisbar (weil
unentscheidbar).
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visto pelo teorema 1, a proposigao G é equivalente a (Vag) = Pf(zy, [G]). Isto é, nao ha
prova da férmula cujo ntimero de Godel é [G]. Como a prépria formula é equivalente a
G, G afirma sobre si mesma nao ser demonstravel. Conforme visto pelo teorema 1, G é
indecidivel, ou seja, g G e ¥ = G. Portanto, G nao é demonstravel, ou seja, apesar de
nao ser possivel decidir a verdade de G internamente ao sistema S, é - alegadamente
- possivel decidir a verdade de G por meio de um raciocinio na metalinguagem, ou seja,

externamente.

Conforme veremos no capitulo 3, os comentarios de Wittgenstein debatem o quao
garantida é esta tradugdo: sempre podemos parafrasear (V z5) = Pf(x9, [G]) como afirmando
que "G nao é uma férmula demonstravel"? De (3), sabemos que a prova da incompletude é
de natureza condicional: se S é w-consistente, entao G ¢é indecidivel. Em todos os cenarios

desse condicional podemos traduzir G como "G nao é demonstravel'?

Anteriormente as respostas adequadas, no entanto, é necessario destacar alguns
resultados posteriores que enriqueceram os resultados de 1931 de Godel. Entre eles,
destacarei o Teorema de Godel-Rosser e o Teorema da Indefinibilidade da Verdade
de Tarski.

2.7.1 O Teorema de Gdodel-Rosser

Diferentemente do Teorema de Godel, o Teorema de Godel-Rosser nao requer a
hipotese de w-consisténcia para derivar a indecidibilidade: com algumas mudancas formais,

é possivel gera-la a partir da hipotese mais fraca de consisténcia.
Definigao 4. Consisténcia := S é consistente se (Vo) = (Fsp ets—o ).

Teorema 2. Se S é um sistema consistente, G’ é indecidivel *°.

Ao contrario da nocao de w-consisténcia, "diremos que uma légica é "simplesmente"
consistente se nao ha férmula A tal que tanto A quanto = A sdo demonstraveis."(Rosser 1936,

p. 87, tradugdo nossa). De maneira mais formal,

2.7.2 A Indefinibilidade da Verdade de Tarski

Conforme visto na secao 2.4, o Teorema de Godel opera com a relacao de de-
rivabilidade de uma proposicdo em um sitema, e nao sua verdade. Conforme afirma
Kreisel,

A beleza da prépria formulagdo de Godel é que seu resultado pode
ser separado da questao sobre verdade em aritmética. Ele encontrou
uma férmula (x)A(x), A sendo primitiva recursiva, que é formalmente

10 G’ é o equivalente & proposicio G no Teorema de Gddel, no entanto, sua construcio difere do teorema
original. Para mais detalhes, ver proposicao 3.38 (Mendelson 1997, p. 209)
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indecidivel no dado sistema P se P é consistente. (Kreisel 1958, p. 154,
traducao nossa)

Falar sobre a verdade ou falsidade de G deve ser realizado externamente ao sistema S,
em uma metalinguagem adequada. Até o momento, no entanto, essa metalinguagem
¢é apenas um termo obscuro para se referir a uma linguagem que fala sobre o sistema
S. Denominemo-la MS. MS ¢é simplesmente o discurso ordinario, ou seja, a prosa em
portugués (no caso da presente dissertagdo), ou MS também é uma linguagem formalizada,
em que é possivel definir de maneira precisa o predicado 'verdadeiro’? Tarski se propoe
a discutir essas questoes em seu artigo de 1936 intitulado "O Conceito de Verdade em
Linguagens Formalizadas'(Tarski 1983, p. 152-178). Em seu artigo, Tarski se propoe a
construir formalmente o predicado "verdadeiro":

O artigo presente é quase completamente devotado a um tnico problema
- a definicdo de verdade. Sua tarefa é construir - com referéncia a
uma determinada linguagem - uma definicdo materialmente adequada e
formalmente correta do termo 'proposicao verdadeira’. (Tarski 1983, p.
152, tradugdo nossa)

Durante o restante do artigo, Tarski discute as dificuldades de se definir o predicado
'verdadeiro’ para linguagens coloquiais, o que inclui o surgimento de paradoxos seménticos*!,
o que o leva a considerar linguagens formalizadas. Nao é propésito da presente dissertagao
esmiucar os passos de Tarski, mas sim destacar seu grande resultado: o Teorema da
Indefinibilidade da Verdade. De maneira resumida, o Teorema de Tarski é uma limitagao
a sistemas aritméticos no que tange a sua semantica: o predicado "verdadeiro" nao pode
ser definido nesse sistema aritmético.

Um conjunto B de niimeros naturais é dito aritmético se existe uma
fbf 5(x) na linguagem L,, com uma varidvel livre x, tal que, para todo
nimero natural n, n € B se, e somente se, S(n) é verdadeira sob a
interpretacdo padrao. [...] Seja Tr o conjunto de nimeros de Godel de
fbf’s de S que sdo verdadeiras sob a interpretacao padrao. Tr nao é
aritmético. (Mendelson 1997, p. 217)

Assim, destaca-se que, embora Godel tenha desenvolvido seus teoremas levando em
conta conceitos sintdticos, Tarski realizou um esforco paralelo no dominio da semantica,

ao introduzir seu resultado limitativo da indefinibilidade da verdade.

Embora Wittgenstein, em seus comentérios sobre Gédel (Wittgenstein et al. 1990,
p. 49-54), ndo tivesse conhecimento destes desenvolvimentos de Rosser e Tarski, é
importante discuti-los para avaliar, posteriormente, a adequacao das observacoes de
Wittgenstein, embora também seja importante nao se precipitar em anacronismos ao

criticar Wittgenstein por resultados posteriores em loégica-matematica.

1 Para uma discussio sobre o paradoxo do mentiroso em relacido com o artigo de Tarski, conferir capitulo
1 de "O paradoxo do mentiroso: uma abordagem deflacionista"(Ongaratto 2021).
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2.8 Segundo Teorema da Incompletude

Embora Wittgenstein comente diretamente sobre o Primeiro Teorema da Incom-
pletude, compreender o Segundo Teorema da Incompletude também é necessario para a
compreensao do papel que o Programa de Hilbert possui na construcao do Teorema de
Godel, mesmo que apenas uma introdugao breve. O Programa de Hilbert, como sera visto
no capitulo 3, é fonte de desacordos entre Wittgenstein e Godel, e entendé-lo no contexto

do Teorema da Incompletude é elucidativo.

Teorema 3. Se S é consistente, entdo ¥s Cong'?.

Conforme Mendelson define, Cong é a férmula que, na interpretacao standard,
afirma que S nao deriva nenhuma contradicao, ou seja, Cong é uma férmula que expressa
a consisténcia de S em S (Mendelson 1997, p. 212). Assim, o Segundo Teorema da
Incompletude afirma que se S é consistente, entdao a consisténcia de S nao pode ser
demonstrada em S. Isto é, os métodos de prova de S nao sao suficientes para responder a

todas as questoes que podem ser feitas sobre S.

O que vimos até aqui é uma narrativa sobre a ascensao e a queda do Programa de
Hilbert: inicialmente, Hilbert propunha com otimismo uma matematica fundamentada
por sistemas axiomaticos finitarios, expurgada de conceitos confusos como a noc¢ao de
infinito atual. Assim, um novo amanhecer dourado poderia surgir para a matematica, uma
imagem em que os termos matematicos estariam bem esclarecidos, e qualquer discussao
em matematica poderia ser resolvida se bem tratada dentro dos sistemas formais. Esta
visdo do amanhecer, no entanto, teve morte prematura. A promessa de uma matematica
decidivel, completa e consistente foi revogada pelos resultados limitativos do Problema

da Parada de Turing e dos Teoremas da Incompletude de Godel.

Por um lado, o Primeiro Teorema da Incompletude garante que nao ¢ possivel
obter um sistema aritmético completo, pois ha proposi¢oes indecidiveis neste sistema. O
Segundo Teorema da Incompletude restringe a condi¢ao de consisténcia do sistema, pois
o0 maximo que podemos fazer é assumir a consisténcia de S, mas nao podemos, como
esperava Hilbert, demonstrar a consisténcia de S a partir dos métodos finitarios em que S
se baseia. Por fim, Turing e Church acabaram de vez com as esperancas da construcao de
uma matematica aos moldes iniciais do Programa de Hilbert: nao é possivel construir uma
funcao computavel que decida, para cada férmula do sistema aritmético, se tal férmula é
demonstravel ou nao no sistema de S. Isto é, além de nem toda férmula aritmética ser

decidivel, também nao podemos decidir quais sao demonstraveis e quais nao sao.

O amanhecer da matematica renasce cinza, e seu primogénito do século XX, o

Programa de Hilbert, parece ter sido destruido pelos resultados limitativos da Incompletude

12° (Mendelson 1997, p. 215)
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e da Decisao. Nossa narrativa, no entanto, ainda continua. O Programa de Hilbert, ainda
que em sua formulagao original nao tenha sido continuado, permaneceu pairando sobre a
matematica como uma heranca inevitavel. O que veremos em seguida, ao introduzir nosso

protagonista principal, Wittgenstein, sera a tentativa de expurgo do legado do Programa
de Hilbert.

2.9 Extensoes ao Teorema

Por questoes didaticas, o Teorema da Incompletude foi introduzido em um sistema
especifico, o sistema aritmético S. No entanto, ele vale para um conjunto de sistemas. Em
resumo, a estratégia geral de determinacao de sistemas é encontrar o sistema mais fraco em
que a Incompletude seja valida, mas forte o suficiente para demonstrar o que esperamos
conseguir demonstrar em um sistema aritmético. A partir disso, podemos determinar

extensoes desse sistema em que seja possivel construir a Incompletude também.

Neste caso, iremos utilizar o sistema Q empregado por (Epstein e Carnielli 2000),
que possui apenas 7 axiomas Q1-Q7 e as regras usuais de FOL (Epstein e Carnielli 2000,
p. 181). Q é poderoso o suficiente para representar todas as fungdes recursivas parciais,
ou seja, Q captura exatamente a nocao de computavel em seu sistema. No entanto, Q
também é indecidivel. A seguir introduzimos nogoes uteis para o prosseguimento dos
resultados (Epstein e Carnielli 2000, p. 204)

Definig¢ao 5. Teoria de T := {A: Fp A}

Definicao 6. T extende S := T2 S

Como resultado, temos que toda extensao de () preserva sua caracteristica de

indecidibilidade, assim como toda teoria tao poderosa quanto Q:

Teorema 4. "a. Toda teoria consistente () em que as funcoes recursivas sao representdveis
é recurstvamente indecidivel. b. Toda teoria consistente que extende @) € recursivamente

indecidivel." (Epstein e Carnielli 2000, p. 205, tradugio nossa)

Podemos observar, dessa maneira, a generalidade do resultado de Godel, que vale
nao apenas para PM e ZM, mas também para teorias consistentes em que capturam a

noc¢ao de ser computavel por meio da nocao de representacao.
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3 Turing e Wittgenstein: qual seria o mal de

uma contradicao?

Antes de iniciar a discussao dos comentarios de Wittgenstein sobre o Teorema da
Incompletude, no entanto, farei um paréntese com o objetivo de discutir a posicao de
Wittgenstein em relacao ao uso de contradi¢oes na matematica. Essa discussao servira de
exemplo para o entendimento acerca da filosofia da linguagem de Wittgenstein aplicada a
matematica, cuja compreensao é importante para a leitura do Apéndice I de Remarks on

the Foundations of Mathematics.

3.1 O Desenvolvimento Filoséfico de Wittgenstein

Qualquer discussao sobre aspectos da filosofia de Wittgenstein deve levar em
consideracao o periodo em que a obra foi escrita, afinal, sua posicao filoséfica mudou
radicalmente de sua primeira fase, cuja obra magna é o Tractatus Logico-Philosophicus, até
sua segunda fase, cujo grande projeto se inicia nas Investigacoes Filosoficas, e se desenvolve
até o final dos anos 30. O presente trabalho, cujo foco é entender os comentérios de
Wittgenstein contidos em RFM, insere-se no projeto das IF de uma "antropologizacao' do
estudo dos fundamentos da matematica, cujo desenvolvimento estda em RFM e LFM, parte
do periodo tardio da filosofia da matematica de Wittgenstein. O que faremos no restante
da secao é apresentar, de maneira resumida e sucinta, o desenvolvimento do pensamento

de Wittgenstein sobre a matematica e sua relagdo com o pensamento filoséfico.

3.1.1 Tractatus Logico-Philosophicus

No Tractatus', o problema do estatuto da matemética culmina em uma posicao
que reduz a matematica a logica, no entanto, de maneira bem distinta daquilo que Frege e
Russell primeiro pensaram: com efeito, o logicismo foi a tentativa de analisar de maneira
logica os enunciados matematicos e rastrear sua origem em principios légicos, assim como
ser capaz de definir os conceitos matematicos através de conceitos logicos. Wittgenstein, no
entanto, procura mostrar como a reducao da matematica a légica proporciona a primeira
uma generalidade de maior nivel, e que os conceitos matematicos sao, portanto, conceitos
formais:

Que algo caia sob um conceito formal como seu objeto nao pode ser
expresso por uma proposicao. Isso se mostra, sim, no préprio sinal
desse objeto. [...] Com efeito, os conceitos formais ndo podem, como os
conceitos propriamente ditos, ser representados por uma funcao. [] A

L A citagdo de (Wittgenstein 2013) serd abreviada por, por exemplo, TLP 6.02, ou seja, a proposi¢io

6.02 do Tractatus Logico-Philosophicus.



Capitulo 3. Turing e Wittgenstein: qual seria o mal de uma contradi¢ao? 35

expressao do conceito formal, portanto, é uma variavel proposicional em
que apenas esse trago caracteristico é constante. (TLP 4.126)

Assim, a solugdo de Wittgenstein é caracterizar os conceitos matematicos nao como
expressando proposicoes, como tentam Frege e Russell, mas sim por meio de variaveis.
Wittgenstein define, portanto, o conceito de nimero de maneira formal, ou seja, através da
série formal [QOIX, 0'x, QU—H,X], ou seja, o termo inicial série - Q°x -, um termo qualquer
- Q¥'x -, e a operacdo para transformar um termo qualquer da série - Q**'x. Um ndimero,
desta maneira, é o "expoente de uma operagao'(TLP 6.021), ou seja, a aplicacao sucessiva
da operacao sucessor, e o "conceito de niimero nada é sendo o que todos os nimeros tém

em comum, a forma geral de nimero"(TLP 6.022).

Por conta dessa classificagao formal do ntimero, nao precisamos defini-los, pois
eles sao apenas a expressao de uma operacao: "A teoria das classes é, na matematica,
inteiramente supérflua. Isso esta ligado a que a generalidade de que precisamos na
mateméatica nao é casual."(TLP 6.031).

A perspectiva de nimero de Wittgenstein engendra uma certa concepc¢ao de infinito:

com efeito, nao pensamos o infinito como um conjunto completo, ou seja, extensional-
mente, mas sim a partir da regra de geracao dos ntimeros, ou seja, intensionalmente.

Ja no T, vale bem lembrar, o infinito dos nimeros é dado por uma regra
ou forma (intensionalmente) e o infinito atual (em extensdo) nao parece
ter espaco. Nimeros, no T, sdo expoentes de uma operacao que pode ser
reiterada indefinidamente (ver T 6.01-031) (Engelmann 2009, p. 168)

Assim, no Tractatus, por conta do tipo de reducao que Wittgenstein faz da mate-
matica a logica, ha um tnico sistema numérico dado pelo conceito formal de nimero, e o
infinito é concebido apenas intensionalmente, ou seja, de acordo com a regra de ordenacao

da série dos nuimeros.

3.1.2 Wittgenstein Intermediario

No inicio dos anos 1930, Wittgenstein se voltou para seu trabalho anterior do
Tractatus e iniciou uma critica que culminaria nas Investigagoes Filosoficas. No entanto,
durante este periodo ele defendeu teses radicais cujas consequéncias sao caminhos tortuosos
para se pensar a matematica. Sao duas as teses principais neste periodo: 'A tese extensio-
nalista de descobertas em matematica, Wittgenstein contrapoe a tese da completude da
matematica e do sentido de qualquer proposi¢ao"(Engelmann 2009, p. 172). Essas duas
teses podem ser entendidas a partir da perspectiva do matematico como um inventor:
aquilo que é inventado nao pode ter lacunas que descobrimos posteriormente, pois aquilo
que teremos diante de nds é precisamente o que estipulamos que o objeto possui. Em
segundo lugar, o sentido da proposicao ¢ completamente determinado: ou a proposicao

possui sentido - quando temos uma demonstragao - ou a proposi¢ao é um contrassenso,
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afinal, ndo ha garantia do que o objeto é a nao ser aquilo que estipulamos através do

sistema matematico em questao.

A posicao do Wittgenstein, dessa maneira, culmina em uma matematica com varios
sistemas completos e independentes: nao faz sentido falar de problemas matematicos
universais, apenas de proposi¢oes internamente a sistemas matematicos.

Deste modo, sentencas matematicas ndo podem fazer sentido se nao
existe um método de prova. “Sé hd um problema” matemaético, diz
Wittgenstein, “onde hd um método de solu¢ao” (PB §149). Portanto,
fora de sistemas matematicos com métodos de prova, um problema
matematico e a ‘sentenca’ matematica que da resposta ao mesmo, nao
fazem sentido. (Engelmann 2009, p. 174)

3.1.3 Wittgenstein Tardio

A posicao de Wittgenstein do final dos 1930 é facilmente confundida, em uma
exposicao rapida, com a posicao intermediaria, exposta na subsecao anterior. No entanto,
ha uma diferenca fundamental: no inicio dos anos 1930, Wittgenstein ainda buscava
se posicionar filosoficamente em relagao a oposi¢ao intensionalismo/extensionalismo em
matematica, defendendo uma posicao intensionalista. Ao final dos anos 1930, no entanto,
Wittgenstein tomou um rumo diferente de suas posigoes filosoficas anteriores. Conforme
visto, no Tractatus e no inicio dos anos 1930 Wittgenstein defendia versoes do intensio-
nalismo em matematica. No entanto, sua abordagem se tornou mais metodologica: sua
exposi¢ao em discussoes sobre matematica serviam nao para defender teses sobre posi¢oes
em filosofia da matematica, mas sim para mostrar erros oriundos de uma concec¢ao erronea
da matematica. O método consagrado para isso ficou conhecido como método genético:

1) o interesse de Wittgenstein é investigar problemas filoséficos que sao
o produto de falsas analogias (imagens, similes) e raciocinios enganosos;
2) a funcdo de um fildsofo (Wittgenstein) é indicar estas analogias e
mostrar os raciocinios enganosos que geram problemas filoséficos;

3) o leitor pode, assim, ver suas préprias tendéncias como que em um
espelho;

4) a investigacio de Wittgenstein dever ser desenvolvida, entdo, em um
nivel pré-filosofico e neutro, pois nao objetiva solucionar os problemas,
mas dissolvé-los em sua génese. (Engelmann 2009, p. 179)

Essa consideracao sera melhor apreciada ao lermos LFM e RFM, duas obras que
se enquadram no periodo tardio. A divisdo entre o inicio dos anos 1930 e o final podera
parecer, em alguns momentos, supérflua, e que Wittgenstein esta defendendo as mesmas
teses. No entanto, h4 uma diferenga metodologica: no Wittgenstein Intermediario, o
intensionalismo é defendido como uma tese em oposicao ao extensionalismo. No caso do
Wittgenstein Tardio, o intensionalismo é uma posicao filoséfica para ser comparada ao
realismo matematico, e o objetivo disso é mostrar como ¢é enganoso adotar uma posicao

ou outra de um ponto de vista matematico.
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3.2 Lectures on the Foundations of Mathematics

Uma boa maneira de entender a posi¢cao de Wittgenstein sobre a aparigdo de con-
tradigoes na matematica é por meio de suas discussoes com Alan Turing, ocorridas em uma
série de palestras dadas por Wittgenstein em Cambridge (Wittgenstein e Bosanquet 1989).
O livro no qual tais discussoes estao registradas é resultado das notas de aulas de alguns
de seus alunos, dentre os quais estavam presentes Alan Turing, Rush Rhees, Alastair
Watson, John Wisdom e G. H. Von Wright. Turing participou ativamente de diversas
discussoes durante as aulas, e um ponto de destaque diz respeito ao debate sobre como se

posicionar frente ao surgimento de contradi¢oes e paradoxos na matematica.

Por um lado, Turing se posiciona de maneira conservadora em relacao ao uso de
contradigoes: "Penso que com o tipo de regras ordinéarias que utilizamos em logica, caso se
possa chegar a contradigoes, entao se chega a problemas."(LFM XXII.56). Wittgenstein,
por outro lado, a todo momento busca esclarecer a razao pela qual Turing realmente
teme o uso de contradigoes: "Isso significa que com contradig¢oes é obrigatério chegar em
problemas? Ou vocé quer dizer que contradicoes possam tentd-lo a chegar em problemas?"?

(LFM XXIL57).

Tradicionalmente, pensa-se que contradigoes, dentro de um sistema légico-matematico,
funcionam como um organismo nocivo que contamina todo o corpo, ou seja, a existén-
cia de contradi¢gdes em um calculo o torna inutilizavel. A associacao desta imagem no
contexto légico-matematico se deve em grande parte ao comprometimento classico ao ex
falso sequitur quodlibet*, também conhecido contemporaneamente como Principio de

Explosao, pois a existéncia de uma contradicao trivializa o sistema.

(PEx) (Vp¥q) {p, ~p} Fq

Por outro lado, contradigbes também sao vistas como invidveis no caso de ordens e
pedidos: se eu disser para alguém "Pegue um suco e nao pegue um suco', certamente essa

pessoa ficard confusa e nao saberd o que fazer (LFM XVIII.20).

Assim, no caso de contradi¢oes dentro da matematica, o '‘problema’ é que podemos
derivar qualquer outra proposicao a partir de um par contraditério. No caso de contradigoes
fora da matemaética, o 'problema’ é que uma contradi¢ao parece nao direcionar a nenhuma

acao determinada.

2 Para facilitar a citacdo, abreviarei a citacdo de (Wittgenstein e Bosanquet 1989) como "LFM X.4",

por exemplo, para designar o paragrafo 4 da aula X de Wittgenstein’s Lectures on The Foundations of
Mathematics.

Texto original: "But does this mean that with contradictions one must get into trouble? Or do you
mean the contradiction may tempt one into trouble?".

Uma anélise detalhada deste principio pode ser encontrada em (D’Ottaviano e Gomes 2020).
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Poderiamos, no entanto, pensar em um jogo de linguagem no qual uma das reagoes
desejadas a uma ordem fosse deixar aquele que recebe a ordem atonito®. Nesse caso, a
contradi¢ao funciona dentro desse jogo.

...que noés excluimos a contradicdo e normalmente nao a atribuimos
nenhum significado é caracteristico do nosso uso da linguagem como
um todo, e de uma tendéncia a ndo considerar, por exemplo, uma agao
hesitante, ou um comportamento duvidoso, como estando na mesma
série de agoes daquelas que preenchem ordens da forma "Faca isto e nao
faga aquilo"(LFM XVIII.58)

Como explicamos, no entanto, que uma contradicao nao funciona no caso de uma

proposicao logica?

o N NS
Sl B B RS
o T N>

F

Ao representar p A q por meio de suas permutacoes de seu valor de verdade, parece
ficar claro por que uma contradi¢do nao funciona, pois p A = p gera uma proposicao cujo

valor de verdade é sempre F":

p -p|pAp]
T F| F
F T| F

De um ponto de vista [dgico, no entanto, poderiamos montar um calculo cujo
objetivo fosse a busca por contradicoes, contrariamente & busca por tautologias®. Isto é,
poderiamos querer construir um mecanismo de 3 rodas que nao se move, ou fazer um jogo
de linguagem como a amarelinha, onde contradi¢oes fazem parte de alguns movimentos do

jogo.

Em légica, lida-se com tautologias - proposigdes como "—(p A —p)’. No
entanto, poder-se-ia igualmente lidar com contradigoes ao invés daquilo,
de tal modo que o Principia Mathematica fosse ndo uma colegao de
tautologias, mas uma cole¢do de contradigoes. (LFM XIX.40)

Turing, por outro lado, insiste que, da maneira como naturalmente utilizamos a
linguagem, contradi¢des nao funcionam, ou seja, seria natural querer que a roda se mova.
Nesse caso, o impedimento do movimento seria um fracasso de uma tentativa de acao.

Isto é, o problema da contradicao nao estd matematicamente determinado, mas sim na

5 No jogo de criancas amarelinha, poder-se-ia ordenar para o jogador ’ir para frente e ir para tras’, ou

seja, ordenar uma regra contraditoria. O jogador, sem saber o que fazer, ficaria parado no mesmo
lugar. Se esse era o objetivo do mandante com sua ordem, entdo a contradi¢do tem um uso nesse jogo
de linguagem.

De fato, este tema foi explorado posteriormente. Conferir, por exemplo, o trabalho de Carnielli sobre
légicas cléssicas complementares (Carnielli e Pulcini 2015).
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sua aplicacao: "O verdadeiro perigo [de uma contradigao] nao aparecera a nao ser que haja

uma aplicagao, caso no qual uma ponte pode cair ou algo do tipo."(LFM XXI.74).

O ponto de Turing pode ser resumido assim: suponhamos que haja uma contradigao
na linguagem. Nesse caso, pelo PEx, podemos afirmar que 8x4 = 789. Utilizando
essa multiplicacao para planejar a construcao de uma ponte, obtemos algum resultado
fisicamente inadequado que resulte na queda da ponte. Qual a causa da queda da ponte?

Evidentemente, alguma conta estava errada no dominio da fisica.

Suponhamos a seguinte situagao: desenvolvemos um novo método para gerar o
resultado de multiplicagoes a partir de um jogar de dados. Se o sistema fisico resultante
obter os mesmos valores que o sistema fisico de sucesso, entao ambos sao a maneira como
multiplicamos, pois o sentido da multiplicacao ¢ dado pelo uso. No caso de utilizarmos o
sistema de Russell para multiplicar e afirmarmos que 8x4 = 789, nao estariamos dispostos
a chamar isso de multiplicar, pois nao poderiamos usar essa multiplicagao da mesma
maneira que utilizamos uma multiplicagao usual.

Assim, no caso da queda da ponte, nao ha um erro ldgico proveniente da contradicao,
mas sim apenas erros no dominio da fisica:

A questio é: Por que as pessoas estdo com medo de contradi¢oes? E facil
entender porqué elas deveriam temer contradi¢bes em ordens, descrigoes,
etc., fora da matemética. A questdo é: Por que elas deveriam ter medo
de contradigoes dentro da matemaética? Turing diz, "Porque algo pode
dar errado com a aplicagdo." Mas nada precisa dar errado. E se algo de
fato dé errado - se a ponte cai - entdo seu erro foi do tipo de utilizar de
maneira errénea uma lei natural. (LFM XXII.38)

O outro aspecto importante a ser considerado desta discussao ¢ Wittgenstein
enfatiza que as contradi¢oes envolvidas sdo contradi¢oes ocultas, ou seja, o problema é
como ter garantia de que determinado calculo nao tenha contradi¢oes e que durante a

aplicagao eu descubra tal contradi¢ao?

Neste caso, Wittgenstein analisa a gramética de uma contradicao "escondida" para
mostrar que isso nao faz sentido. Isto é, nao faz sentido se estipular um calculo em que
contradigoes estejam ocultas sem que haja uma técnica para descobri-las; e se ha uma
técnica para descobri-las, significa que esse calculo nao nos é tutil (LFM XXI), ou seja,

também nao faz sentido temer contradigoes do ponto de vista logico.

3.3 Paradoxos Ldgicos

A desavenca popular em relagao ao aparecimento de contradigoes se manifesta
exemplarmente no caso de paradoxos, conforme Turing expressa: "O que ¢é intrigante é
que geralmente se usa uma contradicao como um critério para ter feito algo errado. Mas

nesse caso [i.e. paradoxos|, ndo se pode encontrar nada feito errado."(LFM XXI.46).
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Assim, o paradoxo do Mentiroso, por exemplo, gera sua perplexidade no fato de
raciocionarmos (supostamente) de maneira correta, mas ainda assim concluindo proposigoes
contraditérias. Dada uma frase autorreferencial que afirme sua propria falsidade, é possivel
gerar uma contradi¢do: seja (p) p é falsa. Suponhamos que p seja verdadeira. Nesse caso,
o que p afirma é verdadeiro, ou seja, p € falsa. Por outro lado, se p é falsa, entdao o que ela
afirma nao é o caso, ou seja, p nao é falsa. Em um cenario classico, isso implica que p é
verdadeira. Logo p é verdadeira se, e somente se, p é falsa. Portanto, pelo Principio de
Bivaléncia, p é verdadeira e falsa. De maneira esquematizada:

Dessa maneira, a derivagao do paradoxo na linguagem natural pode ser
montada da seguinte forma:

(1) ‘1’ é falsa [de (I)]

(2) ‘1’ é verdadeira sse 1 [esquema-T informall

(3) 1’ é verdadeira sse ‘1’ é falsa [1, 2, substitui¢do 1/°1” é falsa]

(4) ‘1’ é verdadeira ou ‘1’ é falsa [Principio do Terceiro Excluido]

(5) ‘1’ é verdadeira e ‘1’ é falsa [3, 4, 16gica proposicional]

(6) O papai noel existe [5, Principio de Explosao]. (Ongaratto 2021, p.
11)

Em sintese, a partir de principios validos conseguimos derivar uma contradicao.
Qual o problema disso? Um légico cldssico consideraria inaceitavel chegarmos em (5), e
ele buscaria maneiras de rejeitar alguma das premissas, seja rejeitando a possibilidade de
construcao de frases autorreferenciais, seja restringindo o uso do esquema-T. O problema,
no entanto, estd na passagem de (5) para (6), ou seja, na trivializa¢io do célculo. Pelo
PEx, podemos derivar qualquer outra proposi¢ao a partir de (5). O real perigo de uma
contradicao, assim, é tornar o calculo inutilizavel para nossos propésitos. No entanto, nada
nos impede de buscar contradicbes em um calculo; nesse caso, nao encontra-las é que
tornaria o calculo inutilizavel.

Noés podemos dizer: "A contradicdo é inofensiva se ela pode ser isolada'?
No entanto, o que nos impede de isola-la? O fato de ndo sabermos o que
fazer [don’t know our way about/wir uns im Kalkiil nicht auskennen]
no calculo. Isto, entdo, é o perigo. E € isso que se quer dizer quando se
diz: a contradicdo indica que hd algo de errado com nosso célculo. E
meramente um sintoma (local) de uma doenga do corpo todo. O corpo
s6 estd doente, no entanto, se ndo sabemos o que fazer [don’t know our
way about]. © (RFM I1.80)

Assim, ao considerar o raciocinio envolvido no paradoxo do mentiroso como fazendo
parte de um jogo de linguagem sobre a proposigao (1), ndo ha nada de errado em aceitar
que esse raciocinio envolva uma contradi¢ao. "O que estd errado? Nada. Exceto que ela
isso nao ¢ de utilidade nenhuma; é apenas um jogo de linguagem intutil, e por que qualquer
pessoa deveria estar empolgada?"'(LFM XXI.42).

7

Texto original: "Kann man sagen: "Der Widerspruch ist unschédlich, wenn er abgekapselt werden
kann"? Was aber hindert uns, ihn abzukapseln? Dafl wir uns im Kalkiil nicht auskennen. Das also ist
der Schaden. Und das ist es, was man meint, wenn mann sagt: der Widerspruch zeige an, daf} etwas in
unserem Kalkiil nicht in Ordnung sei. Er sei blof} das lokale Symptom einer Krankheit des ganzen
Korpers. Aber der Korper ist nur krank, wenn wir uns nicht auskennen.".
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H4 dois tépicos implicitos nessa resposta ao paradoxo do mentiroso: em primeiro
lugar, supoe-se que a nogao de jogos de linguagem ¢é aplicavel nesse contexto; em segundo
lugar, supoe-se que o uso dos termos em (1) é distinto, por exemplo, de um uso cotidiano

desses termos.

A nocao central que Wittgenstein utiliza para justificar sua tolerancia ao paradoxo
do mentiroso, assim como sistemas envolvendo contradigoes, ¢ a nocao de jogos de
linguagem.

Quantos tipos de frases sdo possiveis? Digamos, assercio, pergunta e
comando? H& incontéveis tipos; incontaveis tipos diferentes de usos
de todas as coisas que chamamos de "simbolos"', "palavras", "frases".
E esta diversidade nao é algo fixo, dado de uma vez por todas; ao
invés disso, novos tipos de linguagem, novos jogos de linguagem, como
poderiamos dizer, passam a existir, e outros se tornam obsoletos e sao
esquecidos. (Podemos ter uma imagem aproximada disso das mudancas
na matemaética.)

A palavra ”jogo de linguagem” é utilizada aqui para enfatizar o
fato de que o falar de uma linguagem é parte de uma atividade,
ou de uma forma de vida. (Wittgenstein 2010, p. 15, tradugdo nossa)

Como podemos observar, a existéncia de jogos de linguagem é dindmica e inde-
terminada, ou seja, ndo ha uma quantidade e qualidade limitada de jogos previamente
definida, e novos jogos podem ser criados e outros abandonados no decorrer do uso da
linguagem. A caracterizacao de um jogo de linguagem, por sua vez, depende da maneira
como utilizamos a linguagem, portanto, o uso de determinado termo ird determinar em que
jogo de linguagem ele encaixa. Assim, Wittgenstein, ao discutir o paradoxo do mentiroso
e descartd-lo como um jogo de linguagem inutil, sugere que o uso da proposicao (1) é
distinto do uso cotidiano, e isso nos deixa livres de preocupagao, pois ¢ apenas um jogo

isolado de nossas praticas.

De fato, tal linha de resposta ja foi previamente explorada por outros autores, por
exemplo, por uma abordagem deflacionista do predicado "ser verdadeiro" denominada
eliminativismo, defendida em (Ongaratto 2021). O 6nus do defensor, nesse caso, é
mostrar que ha uma diferenca entre o uso cotidiano e o uso especifico dos termos envolvidos
na construgao do paradoxo:

Dessa maneira, o problema da frase do mentiroso esté localizado no uso
substancial da nocao de verdade pressuposto na autorreferéncia. Ao se
entender isso, é possivel entender que as demais frases bloqueadas pelo
eliminativismo, ainda que nao derivem contradi¢oes, sofrem do mesmo
problema: elas estendem o uso do predicado ”é verdadeiro” para um uso
substancial. Pelo véu do cotidiano, esquecemos a diferenca fundamental
entre os predicados substanciais como ”é azul”, ”é pequeno”, e o predicado
”¢é verdadeiro”, e montamos pequenas ilhas isoladas na linguagem em que
se pode aplicar ”é verdadeiro” como se fosse um predicado substancial -
as vezes, isso ndo gera problemas, como no caso veraz. Outras vezes, no
entanto, nossa leviandade pode causar consequéncias catastréficas, como
no caso do paradoxo do mentiroso. (Ongaratto 2021, p. 45)
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Isto é, dado que o uso do predicado "ser verdadeiro" diferencia-se nos casos cotidianos
e nos casos de autorreferéncia, nao hé problema em sustentar que no tltimo caso haja
contradigao, pois esse uso esta descolado de nossas praticas, indicado pela caracterizacao
da verdade como sendo nao-substancial, ou seja, o predicado ”é verdadeiro” nao representa
uma propriedade do objeto que esta sendo predicado, pois, conforme explicita o autor,
a verdade foi deflacionada, isto é, deve ser possivel sempre reduzir frases contendo o

predicado "é verdadeiro" a frases que nao contenham esse predicado.

3.4 A Loégica e o Pensamento

Uma consequéncia interessante vem a tona ao considerar calculos légicos como
jogos de linguagem: de fato, utilizamos determinados sistemas que se encaixam aos
nossos propositos atuais. No entanto, o que dizer de outros propdsitos possiveis cujo uso
exigiria calculos distintos? Segundo a légica erigida por Frege e Russell, tais usos sao
ilegitimos do ponto de vista do pensamento puro, pois a logica classica cumpre um papel
universal: qualquer pensamento que se pretenda cientifico deve obedecer, por exemplo,
ao Principio de nao-Contradicao. Assim, segundo Frege, seu sistema nao era apenas
calculus ratiocionator como era a loégica proposicional algébrica de Boole: ao introduzir
quantificadores, sua linguagem era uma lingua characteristica (Heijenoort 1967, p. 440).
A oposicao entre essas duas concepgoes é paralela a diferenca entre a logica proposicional e
a logica quantificacional: a ultima possui uma universalidade que a primeira nao consegue

expressar®.

Wittgenstein, por outro lado, ao considerar sistemas 16gicos como jogos de lingua-
gem, enfatiza sua arbitrariedade e especificidade em relagao ao seu uso: caso fosse util
para nos, poderiamos, por exemplo, criar um calculo em que contradigoes nao levem a
trivializacao do calculo.

Em l6gica, lida-se com tautologias - proposi¢oes como '=(p A =p)’. No
entanto, poder-se-ia lidar igualmente bem, ao invés disso, com contradi-
¢oes, de tal modo que o Principia Mathematica fosse ndo uma colegao
de tautologias, mas uma cole¢do de contradigdes. Deveria se dizer, nesse
caso, que as contradigoes sdo verdadeiras? Ou se diria que "verdadeiro"
estd sendo usado em um sentido diferente? (LFM XIX.39)

Dessa maneira, a ideia de uma légica tnica é abandonada em favor de uma
concepc¢ao que permita a adogao de diferentes sistemas logicos para diferentes usos. Em
sintese, Wittgenstein, ao considerar os diferentes sistemas matematicos assim como a logica
matematica de Frege e Russel como jogos de linguagens, antropocentriza sua explicacao

sobre os fundamentos da matematica, pois o fato de utilizarmos determinado calculo

8 Subjacente a ideia de uma lingua characteristica, esté a ideia da légica como sendo a base de todas

as demais disciplinas cientificas: "Em que sentido a logica é sublime? Pois a légica parecia ter uma
profundidade peculiar, uma significatividade universal. A légica estava, parecia, nos fundamentos de
todas as ciéncias [...]” (Wittgenstein 2010, p. 46-7, tradugdo nossa).
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como utilizamos diz algo sobre a utilidade que extraimos desse calculo, e ndo sobre uma
realidade abstrata imutéavel (Arrington 1969, p. 38). Assim, em alguns jogos de linguagem,
contradi¢des podem servir a algum uso, tendo, assim, algum sentido determinado naquele
cdleulo. Em outro cdleulo, contradicoes podem néo ser toleradas. "E por motivos praticos,
e nao tedricos, que a desordem é evitada'(Wittgenstein et al. 1990, p. 107, traducdo
nossa,).

No entanto, conforme visto na secao 3.1, a posicao de Wittgenstein é mais complexa
do que aparenta em um primeiro momento. Durante toda a discussao sobre contradi¢oes

em LEFM, Wittgenstein nao teve por objetivo sustentar alguma tese, muito menos levantar
posigoes filosoficas em discordancia de seus interlocutores:

Ocasionalmente, produzirei novas interpretagoes, ndo para sugerir que
elas estejam corretas, mas para mostrar como a interpretacdo antiga e
a nova sao igualmente arbitrarias. Apenas inventarei uma nova inter-
pretacao para colocé-la lado a lado com a antiga e dizer, "Aqui, escolha,
selecione uma posigio". Apenas jogarei gds para expelir gds antigo. (LFM
1.6)

Assim, os diferentes sistemas légicos visados por Wittgenstein servem ao propdsito
de mostrar como, de um ponto de vista logico, contradicdoes nao sao necessariamente um
problema: por um lado, o significado de "=" varia de acordo com as regras utilizadas; por
outro lado, contradigoes ocultas sao uma quimera do ponto de vista logico, se com isto

pensamos uma contradicao que nao temos nenhuma técnica para acessa-la.
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4 WITTGENSTEIN SOBRE GODEL: UMA
ANALISE INICIAL

Tendo realizado uma exposicao breve sobre os resultados formais estabelecidos por
Godel, cujo contetdo ja faz parte do canone da légica-matematica, e uma breve introducao
a filosofia da matematica wittgensteiniana, iremos nos debrucar sobre os comentarios
bem menos consensuais de Wittgenstein sobre os resultados limitativos dos Teoremas de
Godel. E compreensivel que Wittgenstein, neste contexto, tenha sido rechacado e acusado
de "conte[r] erros determinados’ (Dummett 1978, p. 166, tradugdo nossa). Em primeiro
lugar, Wittgenstein se expressa de maneira informal, remetendo-se ao texto de Godel de
maneira pouco precisa. Em segundo lugar, o autor envolve sua discussao por afirmagoes e
questionamentos filosoficos, como fica claro no inicio do apéndice:

E fcil pensar em uma linguagem em que ndo hi uma forma para per-
guntas ou comandos, mas em que perguntas e comandos sejam expressos
na forma enunciativa, e.g. em formas correspondendo ao nosso: "Eu
gostaria de saber se...", "Meu desejo é que..."! (RFM I Ap. 1.1)

A primeira vista, a prova de Godel nao parece ter relacdo com questoes linguisticas,
no entanto, nés préximos dois capitulos iremos investigar como entender as afirmacoes

wittgensteinianas enigmaticas.

4.1 A reacao inicial e o espantalho de Wittgenstein

No Apéndice I de RFM, Wittgenstein se remete indiretamente ao resultado de
Godel apenas na 5% secao, em termos de verdade e demonstrabilidade:

H4 proposigoes verdadeiras no sistema de Russell, que ndo podem ser
demonstradas em seu sistema? - O que é chamado uma proposicao
verdadeira no sistema de Russell, entdo? 2 (Wittgenstein et al. 1990, p.
50, tradugdo nossa)

Wittgenstein se pergunta se é possivel haver um descolamento da nogao de verdade
e demonstrabilidade no sistema PM de Russell. Como visto no capitulo 2, a prova de
Godel opera apenas no dominio da demonstrabilidade, gerando uma proposi¢ao indecidivel.
Logo, esse questionamento inicial nao esta - necessariamente - recusando a validade da
prova da incompletude, mas apenas colocando em pauta o raciocinio de Gdodel utilizado

para mostrar que a proposigao indecidivel é verdadeira (Godel 1992, p. 41).

L Texto original: "Man kann sich leicht eine Sprache denken, in der es keine Frageund keine Befehlsform

gibt, sondern in der Frage und Befehl in der Form der Behauptung ausgedriickt wird, in Formen z.B.,
entsprechend unserem: "Ich mochte wissen, ob..."und "Ich winsche, da8..".".

Texto original: "Gibt es wahre Satze in Russell’s System, die nicht in seinem System zu beweisen sind?
- Was nennt man denn einen wharen Satz in Russell’s System?".
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Em seguida, Wittgenstein se pergunta o que significa dizer que uma proposicao
¢é verdadeira em PM. Sua resposta consiste em exaurir a no¢ao de verdade na nocgao de
assergdao: "'p’ é verdadeiro = p" (RFM I Ap. 1.6).

Nao obstante estas nuances no raciocinio de Wittgenstein, os contemporaneos

de Wittgenstein nao receberam seus comentarios de maneira favoravel, conforme atesta
Dawson Jr.:

Diversos comentadores discutiram as observacoes de Wittgenstein em
detalhe (ver, por exemplo, os artigos de A.R. Anderson, Michael Dum-
mett, e Paul Bernays, pp. 418-512 de Benacerraf e Putnam (1964)), e
quase todos eles consideraram os comentarios como vergonhosos para o
trabalho de um grande filésofo. (Dawson 1984, p. 88, tradugdo nossa).

Assim, o diagnostico inicial sobre os comentarios de Wittgenstein é que ele - de
maneira equivoca - rejeitou os resultados de Godel:

O que eu farei é discutir seu tratamento, relacionado intimamente
com sua rejeicao do "logicismo", do Teorema de Godel, como ilustra-
tiva de uma concepcao erronea dos programas logicistas e formalistas.
(Anderson 1958, p. 451, tradugdo nossa)

Alan Anderson nao comenta os trechos iniciais do Apéndice I de RFM; ao invés
disso, ele comeca discutindo a partir a se¢ao 8, em que Wittgenstein estd alegadamente
reconstruindo a prova de Godel. E na resposta a essa construcao, contudo, que as criticas
se focam:

Assim como perguntamos: "'demonstravel’ em que sistema?", também
devemos perguntar "'verdadeiro’ em que sistema?". ’Verdadeiro no sis-
tema de Russell’ significa, como foi dito: demonstrado no sistema de
Russell; e ’falso no sistema de Russell’ significa: o oposto foi demonstrado
no sistema de Russell.> (RFM I Ap. 1.8)

Wittgenstein é conciso em sua andlise: 'verdade’ é um conceito local, ou seja, um
conceito que requer a especificacdo de um determinado sistema - assim como a nog¢ao de
derivabilidade é local, ou seja, o que é demonstravel em S pode nao ser demonstravel em
PM ou ZM. No caso de PM, um sistema axiomatico-dedutivo, as proposicoes legitimamente
afirmadas sao aquelas que compoem a conclusdo de uma prova, ou seja, sao as formulas
derivadas como teoremas®. Por esse raciocinio, conclui-se que 'verdadeiro’ e '"demonstréavel’

nao sao separaveis em PM, justamente por sua natureza axiomatica-dedutiva.

Alan Anderson, no entanto, ao recolocar a questao em termos de sintaxe e semantica,
objeta ao argumento wittgensteiniano: no contexto légico-matematico, as proposigoes

sdo demonstraveis de acordo com a sintaxre. As proposicoes verdadeiras, por outro lado,

3 Texto original: "So wie wir fragen: "in welchem System ’beweisbar’?", so miissen wir auch fragen: "in

welchem System ’wahr’?". 'In Russell’s System wahr’ heifit, wie gesagt: in Russell’s System bewiesen;
und ’in Russell’s System falsch’ heifit: das Gegenteil sei in Russell’s System bewiesen.".

Mesmo os axiomas sao validados por este critério, haja vista que cada um possui uma prova - a saber,
uma unica linha contendo o axioma a ser demonstrado.
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sao verdadeiras sob uma interpretacao, ou seja, o sistema requer uma interpretacao para
atribuir valor de verdade as férmulas. Posteriormente a esses dois momentos - primeiro,
definir a sintaxe; segundo, construir a semantica -, existe uma questao que deve ser
respondida: a sintaxe corresponde a seméantica?’ Isto é, todas férmulas demonstraveis
sao verdadeiras, e todas as formulas verdadeiras sdo demonstraveis? Ao corresponder
trivialmente 'ser verdadeiro em PM’ a ’ser demonstravel em PM’, Wittgenstein parece
ignorar a complexidade por tras da formacao de um sistema légico-matematico, cuja uniao

da sintaxe e da seméntica é o passo final para um bom sistema (Anderson 1958, p. 452).

A conclusao de Alan Anderson é que Wittgenstein tenta participar de uma discussao
ultrapassada, em que ainda se buscava o equivalente de um sistema mecanico contido em
si proprio, ou seja, um sistema em que sua semantica fosse equivalente ao modo como se
opera sintaticamente com os simbolos. No entanto, "a linha ndo é mais limitada onde ela
uma vez fora" (Anderson 1958, p. 457, tradugdo nossa). Dessa maneira, o Teorema de
Godel, segundo a leitura de Alan Anderson, contribuiu para a superagao da 'tendéncia
axiomatica’ do final do século XIX, e a falta de compreensao de Wittgenstein sobre essa
transicao teria sido justamente aquilo que fez com que ele ndo pudesse avancar no debate,
continuando a defender o colapso entre verdade e demonstrabilidade.

Dawson, por outro lado, reconhece o carater criptico dos comentarios wittgenstei-
nianos, fator que contribuiu para uma forte oposicao inicial:

Certamente, é dificil levar a sério tais objegdes como "Por que as proposi-
¢oes... da fisica... ndo podem ser escritas no simbolismo de Russell?’; ou
"A contradicdo que surge quando alguém afirma "Estou mentindo'... é de
interesse apenas porque ela atormentou as pessoas; ou A proposicao "P
nao é demonstravel'tem um sentido diferente daquele que tinha antes
de ser demonstrada’ [...] Se hé algum insight filoséfico que subjaz esses
comentarios aparentemente debochados, isso deve ser deixado para os
estudiosos de Wittgenstein discutirem [...] (Dawson 1984, p. 89).

Em sintese, a situacao nao parece favoravel para Wittgenstein: se seus comentarios
sao interpretados como supondo nao haver uma separacao entre sintaxe e semantica sem
mais, a conclusao é que o autor tinha uma suposicao ilegitima. Assim, os intérpretes de
Wittgenstein devem encontrar uma explicacao razoavel para esta sua suposicao ou adotar

rotas interpretativas distintas.

4.2 Interpretacoes contemporaneas sobre o apéndice | de RFM

Conforme visto na se¢ao anterior, a reagao inicial aos comentarios wittgensteinianos

foi que o autor nao entendeu a prova ou que suas observagoes eram demasiado confusas

5 "Questdes sobre completude surgem naturalmente no curso de estudo de sistemas formais; tais

questoes estdo, de fato, no coragdo da légica-matemdtica. Wittgenstein, no entanto, parece
querer legislar essa classe de questoes fora de existéncia, e por métodos particularmente anti-
wittgensteinianos."(Anderson 1958, p. 453, tradugdo e énfase nossas).
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para contribuir ao debate sobre o Teorema da Incompletude. Intérpretes recentes, no
entanto, procuram integrar esses comentarios a outros escritos de Wittgenstein, realizando

uma leitura - alegadamente - mais sofisticada e informada ©.

421 Shanker

Shanker, assim como Dawson, reconhece que os comentarios de Wittgenstein, prima
facie, sao passiveis de confusao. No entanto, Shanker busca entendé-los a partir de uma
andlise de sua base filoséfica (Shanker 2012, p. 155). Assim, a discussao principal que
Shanker identifica nos comentarios de Wittgenstein é procurar entender se ha, e qual é, a
importancia filosdfica - extra-matematica - do Teorema da Incompletude: "Wittgenstein

confessou que seu objetivo "nao é falar (e.g.) sobre a prova de Godel, mas perpasséa-la’.
(Shanker 2012, p. 155, tradugao nossa).

Um aspecto importante da prova da Incompletude, ainda nao explorado em detalhe,
¢é que ela é uma prova de impossibilidade, ou seja, ¢ uma prova cuja conclusao é mostrar
que certa construgao nao é possivel - no caso, mostrar que nao € possivel derivar G nem
=G como consequéncias de S.

A perspectiva de Wittgenstein sobre provas de impossibilidade é que elas sao
como muros interpostos ao desenvolvimento de determinada subarea da matematica, que
funcionam como avisos de que nao é recomendado seguir por aquele caminho, cujo objetivo

é "fechar um capitulo na evolu¢do do pensamento matematico" (Shanker 2012, p. 162,
traducao nossa):

Tudo que uma prova matematica que um heptagono regular nao pode
ser construido com régua e compasso atinge é nos dar boas razoes para
excluir a expressao 'construcao do heptdgono’ de nossa notacao. (LFM
IV.60)

O exemplo paradigmatico desta ideia wittgensteiniana que iremos explorar com
detalhe é a prova da impossibilidade da trissec¢ao do angulo com régua e compasso, um
problema grego que permaneceu sem solucao por mais de 2000 anos. O mais surpreendente
de sua resposta, conforme o espirito wittgensteiniano, é que sua solugao, por Pierre Wantzel,
foi um "anti-climax, ao invés de um triunfo"(Shanker 2012, p. 163, tradugao nossa). Isto
é, Pierre Wantzel, com sua demonstracao de que nao é possivel trisseccionar o angulo com
régua e compasso, apenas serviu como um aviso aqueles que ainda buscavam fazé-lo: ’os

seus esforcos serao em vao’.

4.2.1.1 A trisseccao do angulo

O problema da trissec¢gao do angulo toma forma no contexto da geometria grega,
em que as construgoes geométricas de figuras planas se limitavam as construgoes possiveis

6 Conferir, por exemplo, (Floyd e Putnam 2001; Berto 2009; Lampert 2018; Shanker 2012; Rodych 2003;
Steiner 2001).
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por régua e compasso. No caso de bisseccionar o angulo, ou seja, dividir um angulo pela
metade, sempre é possivel fazé-lo com régua e compasso, conforme garante a proposicao 9
dos Elementos:

Seja o angulo retilineo dado o sob BAC; é preciso, entdo, corti-lo em
dois.

Fique tomado sobre a AB o ponto D, encontrado ao acaso. e fique
subtraida da AC a AE igual & AD, e fique ligada a DE, e fique construido
sobre a DE o triangulo equilatero DEF, e fique ligada a AF; digo que o
angulo sob BAC foi cortado em dois pela reta AF.

Pois, como a AD é igual & AE, e a AF é comum, entéo, as duas DA, AF
sdo iguais as duas EA, AF, cada uma a cada uma. Também a base DF é
igual & base EF; portanto, o &ngulo sob DAF é igual ao dngulo sob EAF.

Portanto, o dngulo retilineo dado, o sob BAC, foi cortado em dois pela
reta AF; o que era preciso fazer. (Bicudo 2009, p. 105)

Conforme a prova de Euclides mostra, a pergunta 'E possivel bisseccionar um
angulo qualquer?’ na geometria grega é respondida de uma maneira construtiva, ou seja,
exibimos como gerar, dado um angulo BAC qualquer, a bisseccao de BAC, ou seja, BAD
= DAC, e BAC = BAD + DAC. Dali surge a dificuldade de se responder a outra questao,
a saber, 'E possivel trisseccionar um angulo qualquer?’. Nesse caso, se tomamos como
paradigma a prova da bisseccao, teriamos que construir um método de trisseccao para um
angulo qualquer. Na geometria grega euclidiana, aquilo que se pode demonstrar é aquilo
que se pode construir com régua e compasso. Dessa maneira, provas de impossibilidade se
tornam complicadas de uma perspectiva interna ao sistema: como podemos mostrar que
algo nao pode ser construido se as Unicas ferramentas de prova que temos sao maneiras
de construir figuras? Da mesma maneira, podemos comecar a entender as perplexidades
de Wittgenstein em relacao a prova da incompletude: como ¢é possivel mostrar que algo
nao pode ser demonstrado em um sistema em que as tnicas ferramentas de prova sao
demonstragoes em teoremas?

"[...]"Sob que circunstancias uma frase é asserida no jogo de Russell?"a
resposta é: ao fim de uma de suas provas, ou como uma ’lei fundamen-
tal’(Pp.). Nao hd outro modo nesse sistema de empregar frases asseridas
no simbolismo de Russel.” (Wittgenstein et al. 1990, p. 50, tradugao
nossa).

E por essa razio que, quando Pierre Wantzel finalmente demonstrou a impossibili-
dade da trisseccao®, sua prova foi realizada em um contexto algébrico, e ndo geométrico:
"A prova de Wantzel se baseia em uma substituicdo do pano de fundo geométrico que foi
origem das frustagoes dos gregos com uma abordagem algébrica."(Shanker 2012, p. 164,

traducao nossa).

Shanker explora aqui um caminho que posteriormente sera desenvolvido por Floyd,

isto é, a comparacao do Teorema de Godel com outras provas de impossibilidade: "Os

7 Texto original: "Unter welchen Umsténden behauptet man in Russell’s Spiel einen Satz?", so ist die

Antwort: Am Ende eines seiner Beweise, oder als 'Grundgesetz’ (Pp.). Anders werden in diesem
System Behauptungsséatze in den Russellschen Symbolen nicht verwendet.".
Para conferir a prova em maior detalhe, (Cajori 1918).
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comentarios de Wittgenstein sobre o Teorema de Godel fazem um paralelo direto com
suas discussoes das provas de impossibilidade classicas do século XIX."(Floyd 1995, p. 386,

tradugao nossa)

Em sintese, Wittgenstein utiliza como paradigmas de provas de impossibilidade as
provas de 'fechamento’, ou seja, provas cujo resultado é a desisténcia da busca daquilo que
¢é provado nao ser possivel. Em alguns casos, essa busca resultara no completo abandono de
uma disciplina, no entanto, em outros casos, pode ser o catalisador para o desenvolvimento
de uma nova area.

No caso do Teorema da Incompletude, é surpreendente que essa prova nao se

limitou a uma prova de fechamento, mas também foi interpretada de modo a estimular o
desenvolvimento de novos paradigmas filoséficos.

... filésofos sao seres energéticos se nada mais, e das preocupagdes estreitas
de um exercicio altamente técnico e obscuro em logica mateméatica
surgiram prosperas construgoes nas filosofias da linguagem e da mente.
(Shanker 2012, p. 169, traducdo nossa)

Que construgoes na filosofia da linguagem e da mente Shanker tem em mente
ao se referir ao Teorema da Incompletude? Ele se refere ao platonismo matematico
resultante dessa exploracao filoséfica sobre a prova de Godel. Segundo Goédel, o que
restringiu seus contemporaneos de desenvolver a matematica como ele conseguira, isto
é, introduzindo métodos nao-finitarios de prova, foram suas atitudes epistemolégicas em
relacdo a matematica, conforme Hao Wang cita:

Esta cegueira (ou preconceito, ou o que quer que vocé chame isso) dos
légicos é, de fato, surpreendente. Contudo, penso que a explicagdo nao
é dificil de encontrar. Ela se baseia em uma falta disseminada, naquele
tempo, da atitude epistemoldgica requirida em relagdo a metamatematica
e raciocinios nao-finitarios.

Os raciocinios nao-finitarios na matematica foram amplamente consi-
derados significativos apenas na medida em que eles pudessem ser ’in-
terpretados’ ou ’justificados’ em termos de uma metaméatica finitaria.
(Wang 1990, p. 8, tradugao nossa)

Esquematicamente, a posi¢ao de Godel pode ser denominada "platonista’ por conta
de sua oposicao em relacao a posicao filosofica segundo a qual a matemética é uma
construcdo humana: se a matematica é uma invencio dos matematicos, entao faz sentido
adicionar elementos puramente nao-finitarios ao raciocinio? Que sentido possuiria uma
inven¢ao que nao compreendemos? Por outro lado, se a matematica é descoberta, entao é
possivel que haja elementos nao-finitarios, ainda que o ser humano, como um ser finito

limitado, nao seja capaz de compreendé-los inteiramente.

Por exemplo, imagine que existem duas imagens: a primeira ¢ a imagem de uma
sala vazia com uma porta a esquerda. A segunda imagem é um porao fechado por al¢apao.

Sobre a primeira imagem, eu pergunto: o que ha atras daquela porta?’. Sobre a segunda
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imagem, sendo curioso, eu ainda pergunto: ’o que hé atras daquele alcapao?’. Em seguida,
eu descubro que a primeira foto é uma imagem de uma casa em Porto Alegre; apds descobrir
seu endereco, eu consigo saber o que ha atras daquela porta. No entanto, descubro que a
segunda imagem é uma pintura ultrarrealista. Nesse caso, eu exclamo 'que bobo fui de
perguntar sobre o alcapao!’. Imediatamente, minha busca por algo que esteja atras do

alcapao é cessada.

Por que, no primeiro caso, fui levado a buscar o que estava atras da porta, mas,
no segundo caso, desisti imediatamente da busca? No caso de uma fotografia, a imagem
foi tirada por alguém em algum lugar do mundo, ou seja, supde-se que hé uma ordem
subjacente a estrutura da imagem: se ha uma porta, deve haver uma saida dali para outro
lugar?. Por outro lado, ndo hé uma ordem subjacente independente da invencao, no caso
de uma pintura. Isto é, nao faz sentido perguntar se ha algo atras da porta, pois isso seria

inteiramente arbitrario.

Assim como a estrutura da imagem, no caso da pintura, é dependente do modo
como o pintor cris-la'®, também a matemética, caso seja uma invencao, depende do modo
como os matematicos a criam. Como estamos supondo que a mateméatica faz sentido, nao
seria possivel basear a matematica enquanto invengao em métodos nao-finitarios. Por
outro lado, se a matematica tratasse de objetos independentes da criagdo humana, poderia
ser o caso que alguns métodos fossem opacos para nos. Para entendermos melhor a razao
de Godel destacar a importancia de métodos nao-finitarios, contudo, precisamos dar um

passo atras, de volta aos primérdios do século XX, e retomar o Programa de Hilbert.

4.2.1.2 O Programa de Hilbert

David Hilbert foi um matematico eminente do século XX, responsavel por ser o
motor de muitas novas descobertas - ou invenc¢oes? - na mateméatica. Grande parte disso
se deve ao fato de que ele iniciou o que ficou conhecido como o Programa de Hilbert: um
programa matematico que listava problemas até entao sem solugao na matematica que
seriam de interesse aos futuros matematicos.

A origem do programa, conforme visto no capitulo 2, se baseia em um projeto de
uma matematica finitdria, ou seja, uma matematica fundada sobre métodos finitarios de

prova. Segundo Hilbert, a nocao de infinito na matematica era a causadora dos problemas
e paradoxos que a matematica vinha enfrentando:

Assim como nos procedimentos de limite do calculo infinitesimal, o infinito
no sentido do infinitamente grande e o infinitamente pequeno mostraram-
se apenas figuras de linguagem, também devemos perceber que o infinito
no sentido de uma totalidade completa, onde ainda encontramos usada

9 Estamos ignorando os casos atipicos de portas que ndo cumprem a funcdo de uma porta: a saber,

portas que nao levam a lugar algum.
10 Nesse caso, estou falando apenas do ato de criacdo do pintor; a experiéncia estética de alguém que
observa uma pintura pode leva-la a ver a pintura de um modo distinto da intengdo de seu pintor
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nos métodos dedutivos, é uma ilusdo. (Benacerraf e Putnam 1964, p.
184, tradugdo nossa).

Dessa maneira, o projeto se baseia na substituicao de métodos que utilizem a
nocao de ’'infinito enquanto totalidade’ por métodos finitos. Se isso fosse possivel, entao
todo problema matematico genuino poderia ser respondido com uma prova finita; logo,
todo problema matematico seria, em principio, decidivel. "O objetivo de meu método é
estabelecer... a certeza dos métodos matematicos."(Benacerraf e Putnam 1964, p. 184,

traducao nossa).

Ao falar de uma infinitude por totalidade, Hilbert esta constrastando dois modos
de pensar o infinito: o infinito atual, que é esta infinitude "quando nés consideramos
os pontos de um intervalo como uma totalidade de coisas que existem todas de uma
vez"(Benacerraf e Putnam 1964, p. 188, tradugao nossa), e o infinito potencial, que é
quando lidamos com o infinito apenas "como conceito limitante, como algo tornando-se,
acontecendo..."(Benacerraf e Putnam 1964, p. 188, tradugdo nossa), ou seja, o infinito
potencial nao requer uma totalidade completa, mas sim uma totalidade que muda indeter-
minadamente. Conforme explica Wittgenstein sobre o conceito de aplicagoes sucessivas,
que é intimamente ligado ao conceito de infinitude potencial: "O conceito de aplicagoes su-
cessivas de uma operagao é equivalente ao conceito ’e assim por diante’."(Wittgenstein 2013,

p. 51)

Na matematica axiomatizada finitariamente de Hilbert, ele propoe que podemos
responder a questao "Todos os problemas matematicos sao solucionaveis?’, pois a teoria da
prova fornecida para a matematica se torna

.. nao apenas capaz de fornecer uma base solida para os fundamentos
da matematica, eu acredito, mas oferece um método geral para o tra-
tamento de questoes fundamentais da matemaéatica que os matematicos
até entao nao foram capazes de lidar ... a matemaética se tornou uma
corte de julgamento, um tribunal para decidir questoes fundamentais.
(Benacerraf e Putnam 1964, p. 200 tradugao nossa)

Por fim, no sistema de Hilbert, o infinito funciona apenas como uma ideia da razao
no sentido kantiano'!, ou seja, um conceito que serve apenas para dar inteligibilidade ao

pensamento da experiéncia (Benacerraf e Putnam 1964, p. 201).

Em sintese, Godel interpreta que seus resultados no campo da logica-matematica
nao foram antecipados por conta de uma atitude epistemoldgica erronea que levou Hilbert
e seus seguidores a adotarem uma perspectiva estritamente finitdria na matematica,

reduzindo o infinito atual a uma func¢ao ideal.

A atitude epistemoldgica de Hilbert de uma matematica infalivel e garantida, que

sirva como pardmetro ultimo do conhecimento humano, é uma resposta ao ceticismo

1 (Guyer e Wood 1998).
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provocado pelo surgimento de paradoxos no final do século XIX e inicio do século XX,
que abalou fortemente a discussao dos fundamentos da matematica. Frege, em uma carta

1'2, comenta: "A sua descoberta da

a Russell apds ser informado do paradoxo de Russel
contradicao me causou a maior surpresa e, eu quase diria, consternagao, ja que ela mexeu
com as bases sob as quais eu pretendia construir a aritmética."(Heijenoort 2002, p. 127,
tradugdo nossa)

Assim, como uma maneira de ’blindar’ a matematica de paradoxos, Hilbert buscou
refigio em uma matematica finitaria. Conforme expressa Shanker,

Para os matemaéticos do século XIX, a relevincia imediata de seu trabalho
para a filosofia - e vice-versa - era 6bvio: a matemaética era abrigada como
o paradigma de um conhecimento a priori. Era uma posi¢do que ninguém
estava preparado para abandonar sem esfor¢o. Portanto, quando o
primeiro golpe dessa estatura foi aplicado era natural para os mateméaticos
responderem dentro da estrutura desta concepcao. (Shanker 2012, p.
179, tradugdo nossa)

Assim, a matematica no século XIX era concebida como o conhecimento indepen-
dente da experiéncia, que podemos capturar de maneira garantida por mero pensamento.
Kant, em sua obra monumental do final do século XVIII, fundamentara a concepc¢ao de
uma matematica que viria a perdurar no século XIX, ou seja, uma matematica a priori:

O conhecimento filoséfico é o conhecimento racional por conceitos, e o
matematico aquele por construcdo de conceitos. Construir um conceito,
porém, significa expor a intuicdo a priori a ele correspondente... Desse
modo, eu construo um tridngulo ao exibir um objeto correspondente a
este objeto... completamente a priori... (Guyer e Wood 1998, p. 630,
traducao nossa)

Prima facie, o Teorema de Godel, conforme interpretado por Godel, seria a
derrocada final do Programa de Hilbert, pois o Segundo Teorema da Incompletude
mostrou que nenhum sistema aritmético consistente pode provar sua prépria consisténcia
utilizando métodos finitarios. Logo, os métodos finitarios nao sao suficientes responder a

todas as questoes matemaéticas.

Wittgenstein, por outro lado, com seu objetivo de dissolugdo do Programa de
Hilbert, seria apoiador dos resultados de Godel. No entanto, ha, segundo Shanker, uma
diferenca entre os modos de resposta de Wittgenstein e Goédel: enquanto o tltimo responde
dentro da estrutura epistemoldgica mantida por Hilbert, Wittgenstein pretende mostrar
como a pergunta é sem sentido, ou seja, que nao ha necessidade de buscar uma resposta
para ela. Portanto, enquanto Godel interpretera seus resultados como uma prova de
transicao, Wittgenstein insiste em interpreta-la como uma prova de fechamento, o fim de

uma busca por uma resposta para uma pergunta sem sentido (Shanker 2012, p. 178).

12 (Heijenoort 2002, p. 124-125).



Capitulo 4. WITTGENSTEIN SOBRE GODEL: UMA ANALISE INICIAL 53

Uma comparacao entre o ateu e o agnéstico pode ser elucidativa nesse caso. Frente
a questao 'Deus existe’, o ateu responde 'Nao’; o agndstico, por outro lado, responde 'Essa
questao nao pode ser respondida’'?, ou seja, o agnéstico tem razoes para acreditar que a
pergunta em si é mal formulada - por exemplo, ele poderia dizer que o conceito de Deus é
mal formado em principio, por conta de sua peculiar natureza. Suponhamos que o ateu,
contudo, seja muito esperto, e consiga vir a provar que Deus nao existe. Em um primeiro
momento, ele se junta ao agnéstico e comemora: ’finalmente mostramos que os teistas
estao errados!”. O agnéstico, no entanto, fica muito consternado: se o ateu realmente
provou que Deus nao existe, entao a questao faz sentido, mas possui uma resposta negativa.
No entanto, o agnéstico quer sustentar que nao é possivel oferecer resposta alguma. Do
mesmo modo, Wittgenstein quer mostrar que o Programa de Hilbert nao faz sentido em
principio, enquanto Godel oferece uma resposta negativa. Portanto, Wittgenstein tem

motivagoes para suspeitar da interpretacao de Godel sobre sua propria prova.

Segundo esta interpretagao de Shanker, portanto, Wittgenstein difere de Godel
em um ponto anterior a sua prova: ele considera o Programa de Hilbert um projeto de
matematica que nao faz sentido. Por conta disso, Wittgenstein afirma que seu objetivo
nao é "falar sobre a prova de Gédel, mas perpassa-la’, citado em (Shanker 2012, p. 155,
tradugao nossa). Isto é, Wittgenstein considera que sua disputa com a interpretacao de
Godel ocorre no dominio filosofico. Para Shanker, isso fica ainda mais claro em PR, ao
comparar outros textos de Wittgestein que ndo mencionam o Teorema de Godel, mas que
expressam as mesmas ideias por tras do Apéndice I de RFM:

O sistema de regras determinando um calculo determina o ’significado’
de seus simbolos também. Se eu mudar as regras, entdo eu mudo a forma,
o significado. - Em matemaética, ndo podemos falar de sistemas em geral,
mas apenas dentro de sistemas. (Wittgenstein 1980, p. 29, tradugao
nossa)

Comparando ao lado do §8 de RFM, Shanker vé semelhanca: "Assim como pergun-
tamos: ""demonstravel’ em que sistema?"’, também devemos perguntar: "'verdadeiro’ em
que sistema?". "Verdadeiro’ no sistema de Russell significa, como foi dito: demonstrado no
sistema de Russell." (RFM I Ap. 1.8)

Assim, Shanker localiza a divergéncia entre Wittgenstein e Godel em uma di-
vergéncia em relagao ao projeto de Hilbert. Mas o qué, exatamente, Wittgenstein vé
como inadequado nesse Programa? A precipitagao de Shanker, no entanto, mostra-se a
partir de suas comparagoes de RFM com obras wittgensteinianas do periodo intermediario.
Como podemos concluir da citacao acima de PR, o significado dos simbolos mateméticos
sao determinados por suas operacoes no sistema particular em que eles estao. Assim, a
tentativa de 'traduzir’ um simbolo em determinado sistema para outro ¢ ilegitima, pois seu
significado s6 pode ser capturado internamente. Estas teses, no entanto, fazem parte do
Wittgenstein do inicio dos anos 1930, conforme visto no capitulo 3. Conforme Wittgenstein
afirma, sendo citado por Shanker:

13 Existem muitas possibilidades de agnosticismo. Para o exemplo atual, trataremos daquele agnéstico
que vé a propria questao da existéncia de Deus como uma pergunta agramatical, ou seja, sem sentido



Capitulo 4. WITTGENSTEIN SOBRE GODEL: UMA ANALISE INICIAL o4

Vocé nao pode dizer que p pertence ao sistema S; vocé ndo pode perguntar
a qual sistema p pertence; vocé nao pode buscar pelo sistema de p.
Compreender p significa compreender seu sistema. Se p parece ir de
um sistema para outro, entdo p, na realidade, mudou seu significado.
(Shanker 2012, p. 193, tradugdo nossa)

Desse modo, o ponto em que Wittgenstein se separa do Programa de Hilbert é na
noc¢ao de metamatemdtica: a ideia de uma linguagem que possa falar sobre sistemas matema-
ticos, em que possam ser demonstrados fatos sobre os sistemas (Benacerraf e Putnam 1964,
p. 200). Ao passar de um sistema para outro, mudamos automaticamente o significado da
expressao sendo utilizada, de modo que a metamatematica, sendo um caso particular que
engloba todos os sistemas matematicos, falha em sua tentativa de falar ’sobre’ sistemas
matematicos. Logo, o Programa de Hilbert fracassa por razoes filosoficas, e nao, como

Godel pretende ter mostrado, pela existéncia de questoes indecidiveis.

42.1.3 O Teorema de Godel revisitado

Ainda que seja aceito o raciocinio que Wittgenstein realiza para desqualificar o
Programa de Hilbert, os comentérios sobre Godel ainda permanecem obscuros. Que outra
interpretacao Wittgenstein tem a oferecer para explicar o Teorema de Godel? Segundo
Shanker, o problema da interpretacao de Godel sobre seu proprio teorema se localiza no
uso que ele faz da enumeracao de Godel: conforme visto na se¢ao 2.2, a enumeracao de
Godel estabelece uma correspondéncia um-a-um entre férmulas e niimeros, relacionando,
dessa maneira, dois calculos. O que é inaceitavel da perspectiva de Wittgenstein é a
tentativa de englobar um célculo em outro, ou seja, ’aritmetizar a metamatematica’:

. é o proximo passo no argumento - a ’aritmetizagdo da metamatema-
tica’ - que traz a primeira das obje¢bes de Wittgenstein. A premissa
operando aqui é que, dada a aritmetizacdo de um calculo, um enunciado
metamatematico sobre as expressdes em um calculo objeto pode ser lido
ao mesmo tempo como um enunciado sobre as relagoes aritméticas que
ocorrem entre os correspondentes niimeros de Godel. (Shanker 2012, p.
216, tradugdo nossa)

Por que Wittgenstein pensaria que a aritmetiza¢do da metamatematica ndo ¢ uma
possibilidade? Se pudermos estabelecer uma enumeracao de Godel conforme os requisitos
de 2.2, teremos uma correspondéncia um-a-um entre férmulas e nimeros (assim como
sequéncias de formulas), logo, podemos relacionar as relagoes invariantes de determinados
numeros como correspondendo a relacoes entre formulas. Conforme fica claro em PR 327,
no entanto, isso nao seria mais do que reproduzir o préprio calculo com uma roupagem
diferente, conforme citado por Shanker:

O que é conhecido como a ’teoria do xadrez’ nao é uma teoria descrevendo
algo, mas é um tipo de geometria. E, claro, por sua vez, um célculo e nio
uma teoria... Quando eu faco os movimentos e provo sua possibilidade,
eu estou, novamente, movendo-me dentro do jogo, nao dentro de um
metajogo. Cada passo no cilculo corresponde a um movimento no jogo,
e toda a diferenga consiste apenas no movimento fisico de uma peca de
madeira. (Shanker 2012, p. 214, traducdo nossa)
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O que Wittgenstein esta propondo, em sua imagem do jogo de xadrez, ndo é uma
ideia trivial: se o que ele afirma ¢é verdadeiro, entao nao existe uma teoria do xadrez
propriamente dita, se se entende por 'teoria’ uma lista de proposi¢oes que fundamentam o
xadrez. Na verdade, a teoria do xadrez nao pode ser dita, mas ela se mostra no jogo pelo
modo como jogamos. Se alguém propor uma teoria do xadrez, uma de duas coisas esta
acontecendo: ele esta jogando o mesmo jogo, ou um jogo diferente. Jogadores avancados
de xadrez, por exemplo, conseguem jogar discursivamente, ou seja, falando a posicdo que
querem jogar a cada rodada. Isso nao significa que nao seja xadrez, pois o essencial nesse
caso ¢ a combinacao de jogadas possiveis - e nao a superficie material, ou o formato das
pecas utilizadas. Por outro lado, ao mudar o modo como jogamos, também podemos,
acidental ou propositalmente, mudar o jogo que estamos jogando. Suponha que alguns
garotos jogando futebol sintam calor em um campo de gramado e decidam comprar uma
bola mais leve e jogar na areia, perto do mar. Como eles ndo conseguem correr tanto, eles
decidem fazer dribles com a bola no ar. Um deles olha para a rede de voléi e pergunta "Por
que nao tentamos jogar por cima da rede?’. Quando menos esperam, eles estao jogando

fut-voléi.

Nesse sentido, a ideia de uma metamatematica nao ira funcionar na perspectiva
de Wittgenstein: ou a metamatematica ¢ apenas mais um calculo - nesse caso, ela nao é
sobre a matematica, mas sobre seus préprios objetos -, ou ela é uma reproducao do proprio
calculo que ela procura ’falar sobre’, ou a metamemaética nao é um calculo - nesse caso, nao

podemos provar nada sobre a matematica no sentido rigoroso requerido aos matemaéticos.

O problema com a interpretagao de Godel, no entanto, é que a existéncia da
metamatematica ¢ assumida pela prova, ou seja, ele supoe que seja possivel diferenciar
matematica e metamatematica. Essa suposi¢cdao, no entanto, nao é trivial? A afirmacao

)

=P é a negacao de P’, por exemplo, é uma formulacdo em prosa da regra para o operador

'=’. Poderiamos, alternativamente, mostrar a regra de maneira esquematizada:

_
T|F
F|T

O que a formulagao em prosa da negacao afirma é o mesmo que a regra do
operador de negacao mostra, ou seja, elas sao apenas formulagoes diferentes da mesma
regra (Shanker 2012, p. 220). Da mesma maneira que a teoria do xadrez, conforme
citado acima, nada mais é do que o proprio xadrez, a suposta afirmacao ’sobre’ o sistema
légico-matematico nada mais é do que uma reformulacao da regra inicial.

Godel, no entanto, pretende mostrar nao apenas que a matematica finitaria nao é

capaz de decidir todos os problemas matematicos, mas também estabelecer de uma vez
por todas a legimitidade da metamatematica:

Longe de legitimizar a concep¢do de Hilbert da distin¢do entre matema-
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tica e metamatematica, a interpretacao de Goédel se baseia na premissa
que a demarcacdo de Hilbert é autoevidente... Godel estava consciente
do impacto negativo de seu teorema no Programa de Hilbert, mas ainda
mais importante para ele era o papel positivo que ele esperava que sua
prova faria: se genuinamente bem sucedida, ele utilizaria ’a progenia me-
tamatemadtica de Hilbert’ para revitalizar o platonismo... (Shanker 2012,
p. 225, tradugdo nossa)

Em que ponto da prova de Godel, no entanto, as consideragoes filoséficas sobre
a existéncia da metamatematica influenciam na sua interpretagao? Segundo Shanker, a
ilegitimidade do raciocinio de Godel ocorre ao estabelecer a numeragao de Godel, em que
sao supostos diferentes niveis de linguagem; nao apenas isso, mas também que é possivel
‘espelhar’ um nivel da linguagem (a linguagem objeto, no caso, a aritmética) a outro nivel
(as afirmagoes sobre a aritmética) de modo que, ainda que os cdlculos nao sejam idénticos,
é possivel reproduzir um em outro (Shanker 2012, p. 221). Tendo essa suposi¢do em
vista, Godel interpreta sua prova como mostrando que existem proposi¢oes indecidiveis
no sistema aritmético que podem ser decididas metamatematicamente, ou seja, sua prova
assume a forma de uma prova de transicao, legitimizando o estudo de uma nova area da

matematica, a saber, a metamatematica.

Em sintese, Shanker localiza a divergéncia filoséfica de Wittgenstein e Godel na
interpretacao de sua numeracao de Godel: ao passo que Godel interpreta que a enumeracao
consegue espelhar uma férmula do sistema objeto com uma expressao metamatematica,
ja esta claro que Wittgenstein nao aceita essa passagem (Shanker 2012, p. 229), pois
assumir que é possivel preservar o sentido de proposigoes através de diferentes sistemas
matematicos significaria supor que nao ha uma relagdo intrinseca entre uma proposicao e
o sistema de regras no qual ela estd inserida.

O que estd em jogo na interpretacao godeliana é a identidade da proposicao
indecidivel G, pois é apenas se for possivel preservar a identidade de G ao longo dos
sistemas sera possivel dizer que G é verdadeira, mas nao demonstravel. Se nao houver
identidade entre G e G*, a formula correspondente de G na metalinguagem, entao nao sera

possivel atribuir a verdade de G com base na verdade de G* - nesse caso, nao hd problema
em dizer que G ¢ indemonstravel e G* é verdadeira, pois sao proposicoes distintas.

Godel, portanto, foi barrado em virtude da gramatica légica das proposi-
¢Oes matematicas de alegar que ele tinha construido versoes idénticas da
mesma proposi¢do matemdtica em dois sistemas diferentes. O méximo
que ele poderia ter concluido justificadamente é que ele tinha construido
proposi¢oes matematicas paralelas. Nesse caso, contudo, ndo hé nada
errado em descobrir que um membro do par ndo é demonstravel em seu
sistema enquanto o outro é verdadeiro. (Shanker 2012, p. 229, traducao
nossa)

No Apéndice I de RFM, Wittgenstein marcadamente se opoe a tentativa de Godel
de transitar por diferentes sistemas légicos com uma tnica proposicao ao discutir o que

significa para uma proposicao ser verdadeira. Nesse caso, ele afirma "p’ é verdadeiro =
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p"(RFM I Ap. 1.6), ou seja, as condigdes de verdade de p sdo equivalentes as condigdes
de assercao de p. As condic¢oes de assercao de p, por sua vez, variam de sistema para
sistema: existem proposi¢des que podemos afirmar na geometria euclidiana, por exemplo,
que sao falsas em outras geometrias (Wittgenstein et al. 1990, p. 49). Portanto, a verdade
matematica é um conceito local: s6 faz sentido perguntar se uma proposicao é verdadeira

em um sistema.

No entanto, Shanker ainda peca em comparar RFM com as obras de um periodo
anterior, pois a metodologia tardia de Wittgenstein presente em RFM, contrariamente as
obras anteriores, é a de nao sustentar teses filosoficas. Além disso, Shanker nao oferece
suporte textual suficiente para uma andlise mais detalhada do Ap. I de RFM, o que ainda

torna sua interpretacao desprovida de forca interpretativa.

4.2.2 Floyd

Floyd, seguindo na direcao interpretativa de Shanker, também busca integrar
diferentes textos de Wittgenstein para entender os comentarios sobre Gédel. Em Prose
versus proof: Wittgenstein on Gédel, Tarski and Truth(Floyd 2001), Floyd busca diferenciar
dois momentos no texto de Goédel: por um lado, héd a prosa filosoéfica envolvida nos
comentarios sobre a relacao entre demonstragao e verdade; por outro lado, ha a prova
matematica, puramente sobre a nocao de demonstrabilidade. Os criticos iniciais de
Wittgenstein teriam interpretado os comentarios de Wittgenstein como sendo sobre a
prova de Godel; nesse caso, sendo a prova correta, Wittgenstein teria se enganado ao
divergir de Godel. No entanto, conforme Floyd procura mostrar, Wittgenstein foca na prosa
filoséfica de Godel, com o objetivo de dissipar a especulagao metafisica e o renascimento
de um platonismo matemético em volta do Teorema da Incompletude:

Wittgenstein focou na questdo, O que faz a prova do Primeiro Teorema
da Incompletude de Gédel uma prova genuina?’ - ele perguntou essa
questao, contudo, por razdes filoséficas, e nao céticas. (Floyd 2001, p.
287, tradugdo nossa)

Isto ¢, Wittgenstein nao estava duvidando de que a prova de Godel era uma prova,
mas sim sobre de que modo devemos interpreta-la. Em On saying what you really want to
say: Wittgenstein, Gddel, e a triseccao do angulo, Floyd se aprofunda na questao de como
devemos interpretar a prova de Godel ao compara-la com outras provas de impossibilidade,
em particular a prova da impossibilidade da trisseccao do angulo por régua e compasso.

Os comentarios de Wittgenstein sobre o Teorema de Gédel tem paralelo
direto com suas discussoes de provas de impossibilidade classicas do século
XIX. Uma leitura atenta das tltimas é essencial para um entendimento
dos primeiros. (Floyd 1995, p. 386, tradugio nossa)

Tendo em vista que Floyd localiza a divergéncia entre os autores no dominio
filosofico, é mister se perguntar em que, exatamente, Wittgenstein divergia de Godel.
Conforme visto anteriormente, Wittgenstein ndo compactuava com o Programa de Hilbert.
No entanto, ha discordancias ainda mais abstratas e fundamentais entre esses autores:
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Godel estava convencido de que a filosofia deveria e precisa defender
teorias sobre a realidade dos objetos matematicos e conceitos matematicos,
enquanto Wittgenstein via essas conversas alegadamente metafisicas
como sem sentido. Godel defendia que a légica matemdtica, uma ciéncia
anterior a todas as outras’, revela muito da estrutura de conceitos e
objetos matematicos, enquanto Wittgenstein questionava o uso da logica
matemdatica como um organon para a filosofia. (Floyd 2001, p. 288,
traducao nossa)

Em sintese, Wittgenstein procura dissipar o tipo de realismo matematico insurgente
no século XX, ou seja, a tese segundo a qual os objetos mateméaticos sao entidades que
existem independentes em alguma medida da constru¢ao humana. Comecando com Russell
e sua visao de que os objetos matematicos e logicos tratam da mesma coisa, a saber,
objetos abstratos metafisicos, Godel considera que os resultados de incompletude e outros
resultados limitativos na matematica reforcam essa visao de que deve haver verdades
autoevidentes, ou algum tipo de percepc¢ao imediata dos objetos matematicos que nos
leve a ver sua verdade, cuja base é o realismo matematico (Benacerraf e Putnam 1964, p.
449).

De que modo, nao obstante, a prova da impossibilidade de trissec¢ao do angulo
pode ajudar Wittgenstein a dissipar o mal entendimento sobre a prova de Godel? Conforme
visto na secao 3.2.1, a prova da trisseccao do angulo é uma prova de impossibilidade de
fechamento, ou seja, uma prova que nos mostra que nao ¢é necessario perseguir o que foi
mostrado impossivel. Godel, no entanto, toma seu teorema como uma prova de transicao

para estimular uma nova area da matematica, a saber, a metamatematica.

Floyd, no entanto, vai mais longe: a prova da impossibilidade de trissec¢ao do angulo
mostra como as provas matematicas dependem de como configuramos o sistema no qual
estamos montando o problema, ou seja, a impossibilidade é sempre uma impossibilidade
dentro de certas condigbes. De fato, o problema da impossibilidade de trisseccao do angulo
apenas se torna um problema se nos restringirmos aos métodos de régua e compasso, pois
ja se conhecia, mesmo na geometria antiga, outros métodos de trissec¢ao (Floyd 1995, p.

389).

Ao restringir os modos de construcao da geometria euclidiana desse modo, no
entanto, o sistema de Euclides é feito de modo que aquilo que podemos demonstrar sao
as figuras que podemos construir com régua e compasso, ou seja, dentro do sistema de
Euclides a pergunta ’é possivel trisseccionar o angulo?’ pode ser respondida apenas com a
construgao da trissec¢ao de um angulo qualquer. Caso isso nao seja possivel, nao ha modo
de provar que o problema com a trisseccao é que ela é impossivel, e ndo que ainda nao
encontramos o método adequado. Por isso, a prova de impossibilidade de Pierre Wantzel,
conforme visto em 3.2.1.1, é formulada dentro do sistema de teoria das equagoes.

O problema [da trissec¢do] é reduzido para um problema na teoria das
equacgoes. Ele é resolvido pela caracterizacdo matematica das restrigoes
que nos colocamos para qualquer solugdo de um problema de construgao.
(Floyd 1995, p. 391, tradugdo nossa)
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Em outras palavras, o problema da triseccao é solucionado ao simular o sistema
de Euclides em um céalculo mais abstrato, onde existem outros movimentos além dos
movimentos por régua e compasso. A partir da determinacao dos movimentos possiveis da
geometria euclidiana, podemos localizar que a trisseccao nao se encontra nesse conjunto -
no caso da teoria das equacoes, nao ha raiz racional para as equacoes correspondentes. A
solucao algébrica, no entanto, constroi um sistema analogo ao de Euclides: nao é possivel
dizer que provamos, no sistema de Euclides, que nao ¢ possivel trisseccionar o angulo -

'nés nos colocamos outro problema’ (Floyd 1995, p. 392, tradugdo nossa).

Ao tratar dos comentéarios wittgensteinianos acerca de Godel, Floyd enfatiza a
centralidade da noc¢ao de proposicao. Segundo Floyd, a nocao de proposicao caracterizada
por Wittgenstein faz com que ele "nao pudesse ter interpretado Godel sendao do modo
como o interpretou’(Floyd 1995, p. 395, tradugdo nossa).

O ponto de partida de Wittgenstein no Apéndice I de RFM é observar que nem tudo
que afirmamos cai sob o conceito de um enunciado declarativo, ou seja, uma afirmagao que

é verdadeira ou falsa. Podemos transformar certas afirmagdes em proposi¢oes declarativas,
no entanto, elas proprias nao sao:

E fcil pensar numa linguagem em que ndo hd uma forma para perguntas
ou comandos, mas em que perguntas e comandos sdo expressos na forma
de enunciados, e.g. em formas correspondendo ao nosso: "Eu gostaria de
saber se..."e "Meu desejo é que...".

Ninguém diria de tal questdo (e.g. se estd chovendo na rua) que ela é
verdadeira ou falsa. Claro, faz parte do portugués [English] dizer tal
coisa sobre uma proposicao como "Eu quero saber se..."(RFM I Ap. 1.1)

Para Floyd, é importante Wittgenstein tocar neste ponto em sua analise do Teorema
de Godel, pois, assim como a prova da impossibilidade da trisseccao do angulo, o estatuto
linguistico da proposicao a ser provada estda em jogo. Isto é, ao realizarmos a tentativa de
trisseccionar o angulo, construimos uma frase que pretende ser verdadeira ou falsa. No
entanto, como ainda é apenas uma conjectura, ela nao possui o valor de uma proposicao.
Como afirma Floyd, a proposicao sobre a trissec¢ao do angulo "diz (como um comando),
'"V& e faga uma busca matemadtical(Floyd 1995, p. 396). Assim como os comandos ndo sao
essencialmente declarativos, as conjecturas matematicas também nao podem ser tratadas
como tal.

O segundo movimento de Wittgenstein é considerar os enunciados declarativos, ou
seja, as afirmagoes que sao verdadeiras ou falsas.

A grande maioria dos enunciados que nds afirmamos, escrevemos e lemos
sao enunciados declarativos.

E - vocé diz - esses enunciados sao verdadeiros ou falsos. Ou, como
eu também poderia dizer, o jogo de fungoes de verdade é jogado com
eles, pois a assercao nao é algo que é adicionado a proposicdo, mas uma
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caracterfstica essencial do jogo que nds jogamos com ela. * (RFM I Ap.
1.2)

O que Wittgenstein afirma neste trecho requer um pouco de contexto. Frege,
um dos mentores intelectuais de Wittgenstein, em sua obra Begriffsschrift, propos-se a
montar um sistema simbolico que fosse a expressao mais pura do pensamento cientifico
(Heijenoort 2002, p. 7). Em sua introdugdo, Frege distingue entre o julgar de uma
proposicao e seu contetdo, e as separa. Isto é, uma proposicao A pode ser considerada
somente como um contetdo "A", mas podemos tentar transforma-la em um juizo, cujo
simbolo para Frege é |—, resultando em |—A. De acordo com Frege, | — funciona como um
"predicado comum a todos os juizos'(Heijenoort 2002, p. 13), que afirma '"E o0 caso que
A'". Claramente, Wittgenstein é contrario a ideia fregeana da separagao entre o contetdo
do juizo e o julgar. E parte essencial do jogo com uma proposicao declarativa que o ser
verdadeiro ou falso esteja envolvido ao pensé-la, conforme Wittgenstein ja antecipa em
suas Investigacoes Filosoficas:

Claro, temos o direito de utilizar um simbolo de asser¢do em contraste
com uma interrogacdo, por exemplo, ou se queremos distinguir uma
asser¢do de uma ficgdo ou uma suposi¢do. Isso apenas é um erro se
se pensa que a assercao consiste de duas agdes, o pensar e o asserir
(atribuir um valor de verdade, ou algo do tipo). (Wittgenstein 2010, p.
11, tradugao nossa)

Assim, Wittgenstein discorda de Frege em um ponto pivotal de sua légica-matematica:
a definicdo dos conceitos de proposicao, verdade e prova. Apenas ja tendo aceito esses
conceitos basicos, a prova de Godel se torna filosoficamente interessante:

Para aqueles que tomam que a logica matematica representa claramente
nossos conceitos de "prova', "verdade", e "matematica", o resultado de
Godel é um grande passo a frente, mostrando definitivamente que nés
nao podemos simplesmente identificar "verdade matematica'e "prova
matemédtica". (Floyd 1995, p. 400, tradugdo nossa)

Em sintese, Wittgenstein estd utilizando os conceitos de verdade e prova ma-
tematica da maneira como sao utilizados na matematica. Em paralelo com o sis-
tema de Euclides, as questoes que podemos fazer no sistema de Russell é "mostrar a
demonstrabilidade"(Floyd 1995, p. 400, tradugdo nossa), assim como no sistema de Eucli-
des a pergunta sobre a possibilidade de trisseccao era uma pergunta sobre a possibilidade
efetiva de se trisseccionar um angulo qualquer, ou seja, se possuiamos a construgao de

uma trisseccao indeterminada.

A interpretacao de Floyd, no entanto, é mais especificada em A Note on Wittgens-

tein’s "Notorious Paragraph'about the Godel Theorem, em que Floyd comenta o §8 de

14 Texto original: "Die groBe Mehrzahl der Sétze, die wir aussprechen, schreiben und lesen, sind Behaup-
tungssatze.
Und - sagst du - diese Sétze sind wahr oder falsch. Oder, wie ich auch sagen kénnte, mit ihnen wird
das Spiel der Wahrheitsfunktionen gespielt. Denn die Behauptung ist nicht etwas, was zu dem Satz
hinzutritt, sondern ein wesentlicher Zug des Spiels, das wir mit ihm spielen.".
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RFM I Ap. I. Neste paragrafo, Wittgenstein faz uma de suas argumentagoes principais
em relacao ao Teorema de Godel. Seu ponto é o seguinte: "verdadeiro em PM'significa
"demonstravel em PM". Agora, pensemos o que significa para a proposi¢ao de Godel ser
verdadeira em PM. Como a proposicao G é traduzida metamatematicamente como "eu nao
sou demonstravel", entao a suposicao de que G é verdadeira, ou seja, demonstravel em PM
significa que temos que abandonar a traducao de G como "eu nao sou demonstravel'. Se a
negacao de G é verdadeira, entao significa que a negacao de G foi demonstrada, ou seja,
temos que abandonar novamente a tradugao de G como "eu nao sou demonstravel"(RFM
Ap. 1.8)

A interpretacao de Floyd, conjuntamente com Putnam, no entanto, é que Wittgens-
tein, ao considerar a possibilidade de G ser falsa em PM, esta considerando a possibilidade
do céalculo ser w-inconsistente, ou seja, ele esta considerando a possibilidade do sistema
aritmético ter uma interpretagao nao-standard. Neste caso, nao podemos interpretar as
proposicoes desse sistema da maneira usual.

Para ver que Wittgenstein estd em algo aqui, imaginemos que uma
prova de —P foi de fato descoberta. Suponha, por ora, que o sistema
de Russell (doravante PM) néo é inconsistente, entretanto. Entao, pelo
Primeiro Teorema da Incompletude, sabemos que PM é w-inconsistente.
No entanto, o que a w-inconsisténcia mostra? w-inconsisténcia mostra
que um sistema ndo tem modelo, em que o predicado que estivemos
interpretando como "x é um numero naturalpossui uma extensao que
é isomorfica aos nimeros naturais. (Floyd e Putnam 2000, p. 625,
tradugdo nossa).

Esta interpretacao de Floyd, no entanto, nao é decisiva: de fato, Wittgenstein
nao se pronuncia diretamente sobre a w-consisténcia neste paragrafo nem em seus co-
mentarios sobre o Teorema de Godel. Em segundo lugar, as evidéncias que temos do
conhecimento de Wittgenstein sobre interpretacoes nao-standard da aritmética sao, no
maximo, circunstanciais, provindas de rememoragoes e conversas entre seus alunos e colegas
(Floyd e Putnam 2000, p. 626). A parte a interpretacio de Floyd sobre w-consisténcia,
no entanto, sua distingdo entre prosa filoséfica e prova matematica ¢ central para
entendermos o papel de Wittgenstein como um filésofo frente a resultados matematicos
como o Teorema de Godel. Como visto no capitulo 3, a filosofia tardia de Wittgenstein
nao propunha teses filosoficas, mas sim um método capaz de dissipar confusdes oriundas
de concepcoes filosoéficas errdneas através da analise gramatical dos termos. Assim, no caso
do Teorema da Incompletude, Wittgenstein esta preocupado em dissipar a prosa filoséfica
em torno das nogoes de prova, verdade, entre outras nogoes gerais que sao matematizadas
a partir dos trabalhos de Frege e Russell.

Wittgenstein, desse modo, nao deve ser reconstruido afirmando que o
Teorema de Godel é meramente um paradoxo formal ou légico, como
Godel sugeriu que ele fez. Ao invés disso, ele esta investigando as provas
de Godel para enfatizar aspectos de nossa nogao de prova matematica que
ele vé que esta sendo interpretada incorretamente por tipos como Frege,
Russell, Hilbert ¢ Godel. E verdade que motivacdes metafisicas levaram
estes fildsofos a desenvolver seus trabalhos matematicos. [...] Wittgens-
tein pensa, no entanto, que suas questoes metafisicas ndo podem ser
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resolvidas satisfatoriamente apenas por meios matemdticos. (Floyd 2001,
p. 294, tradugdo nossa)

4.2.3 Mark Steiner e o nao-revisionismo de Wittgenstein

Y

Mark Steiner também comega sua investigacao pelo denominado 'paragrafo notoério
de Floyd e Putnam, o §8. Steiner, ao contrario de Floyd e Shanker, "'ndao pretend|e]
defender os comentarios de Wittgenstein'(Steiner 2001, p. 258, traducao nossa), mas sim
esclarecé-los, e mostrar como sua posicao sobre o Primeiro Teorema da Incompletude é
incompativel com o restante de sua filosofia da matematica (Steiner 2001, p. 258, tradugao
nossa,).

Um aspecto pouco explorado até o momento da filosofia de Wittgenstein, presente
a partir das Investigagoes Filosdficas, é seu forte anti-revisionismo na filosofia. Isto
é, a filosofia deve descrever os conceitos que utilizamos como utilizamos, explora-los e
destrincha-los, no entanto, nao é papel do filésofo propor novos conceitos e novos sistemas

filosoficos que procurem, dessa maneira, alterar a maneira como utilizamos os termos e
conceitos da linguagem:

A filosofia ndo deve interferir de maneira alguma com o uso de fato da
linguagem, entdo, no fim das contas, ela pode apenas descrevé-la. [...]
A filosofia apenas coloca tudo diante de nés, e nao explica nem deduz
nada. (Wittgenstein 2010, p. 55, traducao nossa).

Portanto, por conta da posi¢ao anti-revisionista de Wittgenstein na filosofia, nao
pode ser o caso que seus comentarios sobre o Teorema da Incompletude pretendam
prescrever qualquer aspecto da prova matematica de Godel, pois isso significaria que
Wittgenstein propoe mudancgas no modo como a matematica esta sendo, de fato, realizada.
Conforme a metodologia tardia wittgensteiniana com seu método genético, Wittgenstein
pretende apenas elucidar os conceitos matematicos utilizados a partir de uma analise do
uso desses termos.

Steiner, ao contrario de Floyd, interpreta que Wittgenstein tenha entendido o

Primeiro Teorema da Incompletude de maneira errdnea, e, por conseguinte, sua refutacao
é contra a prova de Godel, e nao sua interpretagao filoséfica:

Wittgenstein tenta refutar o teorema, naquilo que ele pensa ser a propria
prova de Godel! [...] A versdo do Teorema de Godel - e sua prova - que
Wittgenstein levanta é essa: temos uma proposi¢ao da matemaética, P,
que pode ser interpretada: P nao é demonstravel. Se P é falsa, entao
temos uma proposicao falsa, mas demonstravel, o que é impossivel; entao,
ela deve ser verdadeira, mas indemonstravel. (Steiner 2001, p. 261,
tradugdo nossa)

O erro de Godel, nesse caso, seria considerar uma proposicao falsa e demonstravel
como algo incompativel, pois, conforme afirma Wittgenstein, "O que conta como "perder"

no xadrez pode constituir a vitéria em outro jogo'(RFM I Ap. 1.2). Assim, a proposi¢ao P
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pode ser demonstravel em PM, logo, verdadeira em PM, mas falsa em outro sentido, isto
é, falsa em outro sistema. "Desse modo, a prova de Godel se baseia em um erro elementar"
(Steiner 2001, p. 261, tradugao nossa)

Steiner objeta ao raciocinio de Wittgenstein do seguinte modo: de fato, hd uma

1

maneira de definir ""verdadeiro’ em PM"de maneira matematica, a saber, a definicao de
verdade como "satisfatibilidade por todas sequéncias de niimeros naturais"(Steiner 2001,
p. 264, traducdo nossa). Nesse caso, "o teorema de Godel, entao, tem o corolario que héa
proposicoes verdadeiras de PA (ou ao menos Tarski-verdadeiras) que nao sdo demonstraveis
no sistema de Russell."(Steiner 2001, p. 267, traducao nossa). Pelo Teorema da Corregao,
por outro lado, nao é possivel que haja uma proposicao Tarski-falsa que seja demonstravel

em PM, ou seja, o raciocinio de Wittgenstein é desinformado.

Teorema da Correcao 1. Vo Fpa ¢ — ¢ € Tarski-verdadeiro

Segundo Steiner, em sintese, Wittgenstein poderia ter feito um uso bem mais pro-
veitoso dos resultados de Godel que corroborassem com suas observagoes sobre a natureza
dos conceitos de "nimero", "verdade matematica", entre outros conceitos matematicos

vagos que sao agrupados por semelhanca de familia.

4.2.3.1 Semelhanca de familia e os conceitos matematicos nas Investigacbes Filoséficas

De acordo com Wittgenstein, os conceitos matematicos mais gerais como "verdade
matematica', "prova', sdo conceitos agrupados por semelhanca de familia. Para explicar
o que significa uma semelhanca de familia, podemos comparar com um agrupamento
por meio de uma definicdo. Ao agruparmos elementos diferentes em um grupo I' por
meio de uma definicao K, o que fazemos é atribuir a cada elemento x que pertence a I
a propriedade K. Por exemplo, podemos estipular que "Estilosos de Barao":= Aqueles
que se vestem de vermelho e preto. Nesse caso, podemos delimitar exatamente quem
sao os Estilosos de Barao, pois é uma questao de verificar se a definicao se aplica ou nao
individualmente. No entanto, tal conceito é artificial, pois o grupo das pessoas estilosas de
Barao Geraldo nao contém somente os que se vestem de vermelho e preto (e nem todos
que se vestem de vermelho e preto sdo estilosos).

Uma estratégia de resolugao desse problema seria procurar uma definicao que
se adequasse melhor a utilizagao do termo. Nesse caso, ainda que nao tenhamos uma
definicao adequada, todos os estilosos de Barao Geraldo possuem uma propriedade em
comum que os unifica nesse grupo. A noc¢ao de semelhanca de familia, no entanto, rejeita
exatamente essa suposicao. Ela parte da ideia de que nao ha uma tnica propriedade que
agrupe todos os membros aos quais determinado termo se aplica, mas sim semelhancas
internas entre membros individuais que nao necessariamente é uma relacao satisfeita por

quaisquer membros entre si. Imaginemos que ha 3 bolas, cada uma pintada de duas cores.
A bola 1 esta pintada de azul e amarelo, a bola 2 de amarelo e vermelho, e a bola 3 de
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vermelho e azul. De fato, todas as bolas possuem semelhancas consideradas dois-a-dois.
No entanto, ndao ha uma tnica cor que seja comum a todas as bolas.

Considere, por exemplo, as atividades que chamamos de "jogos". Quero
dizer jogos de tabuleiro, jogos de cartas, jogos com bolas, atletismo, e
assim por diante. O que é comum a todos eles? Nao diga: "Eles devem ter
algo em comum, ou eles nao seriam chamados de ’jogos"’, mas olhe e veja
se todos eles tém algo em comum. Se vocé observa-los, ndo verd algo que
é comum a todos, mas similaridades, afinidades... (Wittgenstein 2010, p.
36, tradugdo nossa)

Assim, ao contrario da noc¢ao de agrupamento por defini¢do, o agrupamento por
semelhanca de familia ¢ muito mais flexivel, adaptando-se ao modo como usamos de fato
os termos em questao. Steiner oferece trés razoes pelas quais, tendo em vista a nogao de
semelhanca de familia, Wittgenstein deveria corroborar sem ressalvas os resultados do

Teorema de Godel.

o O Teorema de Godel mostra que "a nocao de verdade matemética admite flexibilidade"(Steiner 20
p. 261, tradugdo nossa), pois ele mostra que uma férmula que néo é 'verdadeira em

PM’ pode ser verdadeira em outro sentido (nesse caso, Tarski-verdadeira).

e O Teorema de Godel oferece razoes para que "o conceito de niimero, como aquele
de jogos, nao tenha uma ’esséncia’"(Steiner 2001, p. 261, tradugdo nossa), pois
um conjunto enumeravel recursivo de axiomas nao é capaz de capturar o sistema

aritmético completamente.

o O Teorema de Godel oferece suporte para a tese de que a matematica nao pode ser for-
malizada de uma tnica maneira (i.e., de maneira recursiva enumeravel) (Steiner 2001,

p. 261).

Em sintese, caso Wittgenstein aceitasse a prova de Godel sem ressalvas, além de
manter sua posi¢ao nao-revisionista da filosofia, também poderia manter suas teses em

relacdo aos termos matematicos 'verdade’, 'nimero’, e 'prova’

4.2.4 Rodych e Lampert

Anteriormente, vimos o caso da interpretacao de Shanker, um autor notadamente
favoravel ao diagnostico de Wittgenstein, no sentido de que seus comentarios nao foram
rechagados como fracassos de sua obra. Em seguida, analisamos os esforcos de Floyd
e Putnam em separar o discurso filoséfico de uma critica matematica dos comentarios
wittgensteinianos. Por fim, Steiner rejeita a diferenciacao feita por Floyd e Putnam,
mostrando como Wittgenstein ataca a prova de Godel e sua propria posicao filosédfica
com suas observacoes. Os dois préximos autores que veremos (Rodych 2003; Rodych 2002;

Lampert 2018) possuem mais ressalvas a fazer em rela¢ao aos comentarios wittgensteinianos.
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Rodych, que veremos a seguir, discute de maneira detalhada a posicao de Floyd, procurando
mostrar como seus esfor¢os em separar a discussao filoséfica da matematica falham em

obter suporte textual suficiente.

4.2.4.1 Rodych e a dupla questao

A posigao de Rodych comeca por criticar a maneira como Floyd, a autora que vimos
acima, retrata os comentarios de Wittgenstein. Conforme visto, Floyd procura mostrar
que o §8 do Apéndice I pode ser interpretado como uma antecipacao de Wittgenstein de
aritméticas w-inconsistentes, cuja consequéncia seria que a frase de Godel ndo poderia ser
‘traduzida’ para a linguagem natural como 'G nao é demonstravel’ (Floyd e Putnam 2001,
p. 257-258).

Rodych, no entanto, chama atencao para uma diferenciacao importante entre duas
questoes: (i) Wittgenstein tinha conhecimento das implicagdes que a w-inconsisténcia
causa na aritmética dos nimeros naturais, e (ii) no §8, é realmente a w-inconsisténcia que
ele tem em mente para justificar sua interpretagdo do Teorema de Godel (Rodych 2003, p.

283)?

Responder afirmativamente a (i) nao significa que (ii) também foi respondida
afirmativamente, pois é necessario determinar evidéncias razoaveis para que possamos
dizer que Wittgenstein tinha (i) em mente ao levantar duvidas sobre a tradugao da frase
de Godel para a linguagem natural. Conforme Rodych argumenta, Floyd comete o erro de
atribuir (ii) com base em (i):

E assim que a evidéncia é oferecida: é oferecida como evidéncia para uma
e Unica afirmacao (i.e. a Tese Floyd-Putnam), a saber, ’que Wittgens-
tein realmente entendeu - "com notavel insight', - que "varidveis devem
necessariamente tomar valores distintos dos nimeros naturais"’ Essa
afirmacdo, em si propria, apenas responde a Questao 1 - ela diz respeito
apenas sobre a questao de se Wittgenstein poderia ter o entendimento
contido "na afirmacao"... Contudo, se Wittgenstein tinha um enten-
dimento atribuido a ele por Goodstein é uma questdo completamente
diferente de se "a afirmagdo" estd contida em (§8) ou em qualquer outro
lugar de RFM. (Rodych 2003, p. 284, traducdo nossa)

4.2.4.2 A interpretacio de Rodych

Tendo criticado Floyd e Putnam pela interpretacao errénea de §8, é 6nus de Rodych
mostrar como ler §8 de maneira distinta e mais condizente com o texto. Enquanto Floyd e
Putnam procuram mostrar como Wittgenstein nao esta discordando da prova matematica
de Godel, mas sim de sua interpretacao filosofica, Rodych constréi Wittgenstein como
critico direto da prova de Godel:

"... o raciocinio Godeliano de Wittgenstein em (§§8, 10, 11, 17, 18)
"deriva’ erroneamente contradi¢oes ao ’interpretar’ "P’ como significando
"P nao é demonstravel no sistema de Russell"(§8); Wittgenstein pensa
erroneamente que tal interpretacao é essencial para a prova de Godel.
(Rodych 2003, p. 286, tradugdo nossa)
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Rodych constréi §8 da seguinte maneira: a frase de Godel nao pode ser interpretada
como ‘G nao é demonstravel’, pois ‘G’ ser demonstravel significa que ela é verdadeira, e se ela
é verdadeira entao ela é demonstravel, dada a conexao entre verdade e demonstrabilidade em
PM. Portanto, seria incompativel construir G’ como 'G nao é demonstravel’ (Rodych 2003,
p. 288). Assim, Wittgenstein estd, de fato, negando os resultados de Godel com base em

sua nocao de verdade matematica ja exposta nos paragrafos anteriores do Apéndice I.

4.2.4.3 O Construtivismo Formalista de Wittgenstein

Um aspecto importante da discussao acerca dos comentarios de Wittgenstein,
conforme visto no inicio do capitulo 3, é a caracterizacao da filosofia da mateméatica
wittgensteiniana durante o periodo de escrita de RFM. Para entender a posicao que
Rodych atribui a Wittgenstein, é interessante analisar um exemplo inicial. Ao estudarmos
logica de primeira ordem, deparamo-nos com os simbolos <—, —>, A, V, . Esses simbolos
sao operadores de proposicoes A, B, C, etc., no caso da logica proposicional, ou seja, eles

sao aplicados sobre proposigoes, gerando outras proposicoes.

Em uma aula de logica introdutéria, esses simbolos sao comparados a expressoes da
linguagem natural. Por exemplo, diz-se que ’A—B’ é equivalente a expressao ’se ...,entao
’. No entanto, ao estudar o sistema dedutivo associado aos operadores, dissipa-se a
ideia de uma familiaridade com o significado desses simbolos e é exigido que se atente
tao somente as regras de introducao e eliminacao de tais simbolos no calculo. Isto é, o
significado de tais termos depende tnica e exclusivamente das regras de aplicagdo no
calculo. Mudam-se as regras, muda-se o significado do termo. Vejamos o exemplo do

conectivo 'V’, um conectivo binario que normalmente é traduzido por 'ou’.

AV B

(iii)

O conectivo 'V’ possui duas regras de introdugao - (i) e (ii) - e uma regra de

introdugao (iii). Para realizar as dedugdes, tudo que devemos considerar sobre esse
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conectivo sao essas regras, ou seja, o comportamento do V é circunscrito pelas regras
(i)-(iii). Caso alteremos alguma regra, mesmo que de maneira sutil, o significado de "V’
pode ser comprometido. Por exemplo, caso adotemos a regra (iv) em troca da regra (ii),
nao seria possivel mostrar a comutividade de 'V, ou seja, ndo seria possivel mostrar que
(AV B) «— (BV A).

(iv)

B
BV A

Portanto, como o comportamento de V seria diferente nesse caso, estariamos lidando

com outro significado, pois ele deriva regras distintas do V inicial'®.

Generalizando essa ideia para a matematica como um todo, temos um tipo de for-
malismo: os termos mateméaticos obtém seu significado de maneira inteiramente sintdtica,
ou seja, para compreender o que determinado termo matematico significa, devemos olhar
apenas para suas operacoes e aplicacoes matematicas. Nao obstante, Wittgenstein também
sustenta que a matematica é criada, e nao descoberta, portanto, o significado dos termos
matematica dependem das regras que nds estipulamos para eles. "Fala-se de descobertas ma-
tematicas. Tentarei repetidamente mostrar que o que é chamado de descoberta matematica
seria muito melhor ser chamada de invenc¢ao matematica."(Wittgenstein e Bosanquet 1989,
p. 22, tradugao nossa). Em relagao ao formalismo de Wittgenstein, Rodych comenta:

Esse é o niucleo do formalismo duradouro de Wittgenstein. Quando
demonstramos um teorema ou decidimos acerca de uma proposi¢ao, ope-
ramos de maneira puramente formal, sintdtica. (Rodych 2018, traducao
nossa)

Assim, a imagem de Wittgenstein da matematica é altamente anti-Platonica: a ideia
de que os objetos matematicos existem de maneira independente em algum nivel abstrato
da realidade, e que devemos descobrir as propriedades de tais objetos é descartada, e a
imagem que surge é a da matematica como um jogo de linguagem: inventamos operacoes
com sinais, e a cada passo novo que é dado, extendamos mais um pouco o sistema. Se
modificarmos algumas regras, pode ser que o jogo seja modificado a ponto de se tornar
outro jogo, e certos jogos podem ser abandonados'®.

A ideia principal a ser absorvida, em sintese, é que a nocao de 'verdade matematica’
nao é uma nocao absoluta, ou seja, os matematicos nao descobrem coisas que sao verdadeiras
independentemente da construcao humana. Na realidade, as verdades matematicas sao

relativas aos sistemas matematicos construidos, ou seja, uma proposicao matematica nunca
¢ verdadeira simpliciter, mas sim verdadeira dado algum sistema:

15 Em matemdtica, tal diferenca de sentido entre termos aparentemente préximos é evidenciada por
anexagoes de simbolos ao simbolo principal. Por exemplo, ao tratar de diferentes usos da negagao,
recomenda-se utilizar -, para a negacao classica e —; para a negacdo intuicionista, evidenciando que,
apesar de semelhantes, tais termos sao distintos.

16 Esse trecho pode ser lido & luz do §23 das Investigacoes Filosdficas (Wittgenstein 2010, p. 15).
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Pode haver frases verdadeiras na linguagem de Euclides, que nao sao
demonstraveis seu sistema, mas sdo verdadeiras? - Ora, h4 até mesmo
frases que sdo demonstraveis em Euclides, mas que sao falsas em outro
sistema. 17 (RFM I Ap. 1.7)

4.2.4.4 Conclusao de Rodych

A conclusao de Rodych, dessa maneira, é que Floyd e Putnam atribuem de
maneira precipitada a tese de que Wittgenstein estaria, no §8, antecipando aritméticas
w-inconsistentes. A maneira como Rodych 1é os comentarios wittgensteinianos, por sua
vez, ¢ a luz dos §§5-7, onde Wittgenstein expoe sua tese sobre verdade na matematica
de maneira explicita. Isto é, a conclusao de Wittgenstein em §8 advém de considerar
"verdadeiro em PM'"como "demonstrado em PM", uma tese caracteristica de sua filosofia

da matematica.

Assim, Rodych procura mostrar como é falsa a distingao feita entre a prosa filosofica
e a prova matematica proposta por Floyd e Putnam, pois Wittgenstein, com base em
"motivos construtivistas/formalistas'(Rodych 2003, p. 312), mantém juntas a nogao de
verdade e demonstrabilidade matematica, de modo a tornar a construcao da frase de
Godel um mero jogo de palavras: "E como vocé poderia tornar a verdade da assercao
plausivel para mim, ja que vocé nao tem outro uso dela exceto por esses truques?'(RFM I
Ap. 1.19). Veremos, no entanto, que nao é por conta de teses filosoficas que Wittgenstein
cola a nocao de verdade e demonstrabilidade, mas sim por conta de uma analise neutra e

pré-filosofica do sistema de PM.

4245 Timm Lampert

Conforme visto anteriormente, de acordo com Rodych, Wittgenstein oferece um
contraponto a prova de Godel, e ndo aos seus comentérios filoséficos. Prima facie, isso
ja significaria a derrocada de Wittgenstein, pois (i) um filésofo questionando uma prova
matematica bem estabelecida com base em argumentos discursivos nao seria levado
seriamente no contexto matematico, e (ii) a atitude de Wittgenstein ndo é revisionista em
relacao a matematica: "De fato, de acordo com sua perspectiva 'nao-revisionista’ segundo
a qual a filosofia nao pode influenciar a matematica, Wittgenstein nao possui interesse em
refutar a prova de Godel."(Steiner 2001, p. 258, tradugao nossa). Lampert, no entanto,

procura mostrar como tal interpretagdo pode ser melhor explorada (Lampert 2018, p.

324).

O ponto de partida de Lampert é diferenciar-se de Steiner e Rodych: enquanto os

ultimos autores invalidam os comentarios de Wittgenstein por conta do desentendimento

1T Texto original: "Kann es wahre Sitze in Euklids Sprache geben, die in seinen System beweisbar, aber
wahr sind? - Aber es gibt ja sogar Sétze, die in Euklids System beweisbar, aber in einem andern
System falsch sind.".
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de Wittgenstein em acreditar que a prova de Godel depende, em tultima instancia, de
uma interpretacao autorreferencial de "P", cuja importancia é reduzida pela aritmetizacao
de godeliana (Lampert 2018, p. 326), Lampert explora os comentarios wittgensteinianos
por meio da interpretagdo metamatematica de "P", conforme afirma Lampert: "Contudo,
eu argumento que da perspectiva de Wittgenstein, a prova de Godel ndo é uma prova
matematica. Ao invés disso, ela é uma prova que se baseia na 'prosa’ no sentido de

interpretacoes metamatemaéticas."

42451 Provas Algoritmicas e Provas Metamatematicas

Para entendermos a posicao de Lampert, que pretende mostrar como a prova de
Godel pode ser entendida como uma prova metamatematica, temos que diferenciar entre
uma prova puramente algoritmica e uma prova metamatematica. Provas algoritmicas,
conforme caracterizado por Wittgenstein, sao aquelas provas que podem ser decidiveis
‘sintaticamente’; ou seja, questoes que podem ser resolvidas tao somente com a manipulacao
das regras do sistema formal em questao. Como um exemplo disso, podemos pensar na

prova de bisseccao de um angulo qualquer na geometria euclidiana.

Seja ab e bc linhas construidas tal que nao é o caso que ab//bc. Tome-se os

segmentos de reta be e bd, tais que be = bd.

b

Agora, facamos uma linha que una os pontos e e d, gerando a linha ed. A partir
dessa linha, seja f um ponto tal que ef = df, e tracemos uma linha de b a f. Nesse caso,
podemos verificar que o triangulo ebd é um tridngulo isosceles, ou seja, um tridngulo com

dois lados iguais.
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Nesse caso, os angulos opostos aos lados congruentes sao iguais, ou seja, BED =
BDE. Como o triangulo bef e o tridangulo bfd possuem trés lados iguais - be = bd, ef = fd
e bf = bf - e um angulo equivalente, entao bef e bdf sdo tridngulos congruentes, ou seja,
EBF = DBF. Logo, EBF = DBF = EBD =+ 2. Desse modo, conseguimos, a partir de
construgoes euclidianas, mostrar como bissecionar um angulo - ou seja, dividir em dois

angulos iguais - de maneira generalizada.

Por que a bisseccdo é um exemplo paradigmatico de uma prova matematica
algoritmica? Conforme pudemos observar, cada passo da prova geométrica requer que
atentemos as regras de construcao dispostas no sistema euclidiano e de teoremas obtidos
anteriormente da mesma maneira, e nao em consideracoes sobre a interpretagao das
proposicoes matematicas. No casos de provas de impossibilidade, temos uma situacao
que queremos mostrar que certa construgao nao é possivel em determinado sistema. "No
mundo d’Os Elementos de Euclides ndo posso perguntar pela triseccdo do angulo mais do
que posso procura-la. Ela ndo é mencionada'(Wittgenstein 2005, p. 387, tradugdo nossa)
Nesse caso, para essa ser uma prova algoritmica, ¢ necessario que encontremos um sistema
mais amplo que permita decidir essa questao de maneira algoritmica, como ¢é o caso do
problema da impossibilidade de trissec¢ao do angulo: sua solucao nao ¢ uma solugao no
sistema de Euclides, mas sim uma solugao na teoria de equagoes (Floyd 1995, p. 391).
Conforme expressa Lampert,

Provas de nado-demonstrabilidade, ou provas de impossibilidade em geral,
na forma de provas algoritmicas demonstram que alguns problemas nao
soluveis de acordo com dadas regras aplicadas a algumas formas de
expressao. No contexto de provas de ndo-demonstrabilidade algoritmicas,
os ’critérios de ndo-demonstrabilidade’ sdo critérios de decisdo puramente
sintaticos. (Lampert 2018, p. 329, tradugio nossa)

As provas de indecidibilidade, por sua vez, ‘limitam o alcance de provas algoritmicas,
desafiando a concepgao de prova algoritmica de Wittgenstein’ (Lampert 2018, p. 329,
traducao nossa). Wittgenstein, dada sua filosofia da matematica, entende que a matematica
genuina é feita através de provas algoritmicas, ou seja, os problemas matematicos genuinos
sao aqueles problemas matematicos decidiveis de maneira puramente sintatica:

Uma pergunta apenas faz sentido em um célculo que nos dé um método
para sua soluc¢ao; e um calculo pode muito bem nos dar a solugao para
responder uma pergunta sem nos dar um método para responder outra.
Por exemplo, Euclides ndo nos mostra como procurar pelas solugoes de
seus problemas; ele nos da as solugoes e, em seguida, demonstra que elas
sdo solugdes. (Wittgenstein 2005, p. 387, traducdo nossa)

Em sintese, o argumento de Lampert é que, tendo em vista que a prova de Godel
nao ¢ uma prova algoritmica, Wittgenstein possui base para rejeita-la sem alterar sua
atitude nao-revisionista em filosofia (Lampert 2018, p. 331). Provas metamateméticas,
dessa maneira, dependem de interpretacoes das formulas matematicas, ou seja, de uma
traducao das expressoes para a linguagem natural.

Como Wittgenstein considera as provas algoritmicas como as provas matematicas
genuinas, a demonstrabilidade de G definira as interpretacoes metamatematicas possiveis
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de G, e nao o contrario. Isto é, se é possivel demonstrar que G nao é demonstravel em
PM, entdao G nao pode ser parafraseada por 'G nao é demonstravel’.

De acordo com Wittgenstein, é 6bvio que a mera suposicdo da de-
monstrabilidade de G nao pode ser reduzida ao absurdo com base em
interpretacées metamatematicas. Ao invés disso, ele reverte a relago:
a demonstrabilidade de G restringe as interpretagoes metamatematicas
em questdo, como, por exemplo, a interpretagdo de G como enunciando
sua prépria indemonstrabilidade, ao absurdo. (Lampert 2018, p. 336,
tradugdo nossa)

Em seguida, Lampert mostra como a suposi¢cdo de uma prova metamatematica
ocorre na prova de Godel - tanto sua versao semantica quanto a prova sintatica propriamente
dita. Seja Tar(¢) a interpretagdo metamatematica de ¢, e 74(¢) a interpretagao aritmética
de ¢. Nesse caso, Wittgenstein nega que haja necessariamente uma equivaléncia entre
as interpretacoes, ao passo que Godel supoe tal equivaléncia em sua prova. Conforme

expressa Lampert, Wittgenstein rejeita a suposi¢ao seguinte (Lampert 2018, p. 337):
(i) 7m(G) = T'sse T4(G) =T

Isto é, rejeitando a suposicao acima, existe a possibilidade da interpretagao de G
ser verdadeira aritmeticamente, mas falsa metamatematicamente. A conclusao de Lampert
¢é que a prova de Godel, ao supor a defininibilidade da nocao de "provabilidade’ no sistema

PM, utiliza (i) para provar (ii), um resultado que diz respeito a PM:
(ii) 74(G) = T sse ¥ G

Assim, conforme afirma Lampert, a prova de Godel, envolvendo interpretacoes
metamatematicas sobre o sistema PM, é inadequada enquanto uma prova de impossibilidade
genuina, conforme a prova de impossibilidade da trissec¢do do angulo:

De acordo com Wittgenstein, no entanto, apenas provas algoritmicas sao
incontroversas. Consequentemente, ele é forgado a nao desistir da busca
por provas algoritmicas com base em uma prova que envolve suposicoes
relativas & interpretagdo de expressoes formais [...] (Lampert 2018, p.
342, traducdo nossa)

Assim como no caso de Rodych, o erro de Lampert é atribuir a Wittgenstein uma
tese filosofica: a natureza das provas matematicas. No entanto, o que Wittgenstein realiza
em RFM I Ap. I, como veremos no capitulo 5, é que ele estd apenas diagnosticando o
modo como o sistema de PM opera de fato, ou seja, ndao ha uma tese geral sobre provas

matematicas.
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4.2.5 Resumo dos comentadores

Kienzler, por fim, sumariza bem as posi¢des principais descritas anteriormente:

.. nés podemos distinguir trés tipos de abordagens principais: primeiro,
seguir Wittgenstein ao questionar a interpretacdo de Godel da frase
de Godel (como defendido, por exemplo, por Stuart Shanker (1988));
segundo, tentar compatibilizar, de alguma maneira, a interpretacao de
Wittgenstein com a de Godel (como defendido, por exemplo, por Juliet
Floyd (1995)); e, terceiro, a abordagem que faz Wittgenstein criticar e
atacar a prépria prova do Godel, ao invés de 'meramente’ o que esses
comentadores consideram ser sua interpretagdo (como defendido, por
exemplo, por Victor Rodych (1999)) ... (Kienzler e Gréve 2016, p. 76-77,
tradugdo nossa)

Dessa maneira, aproveitando para resumir as interpretacoes anteriores, Shanker
pretende mostrar como a interpretacao de Godel sobre sua frase de Godel leva a um
passo invalido em sua prova, da transicao da nocdo de mapeamento para a nocao de
espelhamento. Floyd, por outro lado, procura separar o resultado matematico da prosa
filosofica dos escritos de Godel, sendo a critica de Wittgenstein direcionada tao somente a
prosa, portanto, a prova nao perde sua legitimidade. Steiner, por outro lado, afirma que
Wittgenstein ataca diretamente a prova de Godel, culminando em uma incompatibilidade
com seu método nao-revisionista em filosofia. Rodych, nessa linha, nega a distingao
entre a prosa filésofica e a prova matematica do Teorema de Godel, e mostra como
Wittgenstein, a partir de sua nocao formalista construtivista de verdade matematica, esta
em desacordo direto com a prova de Godel. Lampert, por fim, mostra como Wittgenstein
estd confrontando diretamente a prova de Godel; no entanto, ele também procura mostrar
como essa posicao é defensavel. Abaixo, apresento uma tabela contendo informacoes

béasicas sobre a posi¢ao de cada comentador em relagdo aos comentarios de Wittgenstein:

Comentadores | W. atacou PTI? | W. entendeu PTI? | A posicao de W. é consistente?

Shanker Nao Sim Sim

Floyd Nao Sim Sim
Rodych Sim Nao Nao
Steiner Sim Nao Nao

Lampert Sim Sim Sim
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5 WITTGENSTEIN SOBRE GODEL: UMA
ANALISE INICIAL Il

Dentre tamanha variedade de interpretacoes sobre o Apéndice I ao RFM, conforme
visto no capitulo 3, é necessario dar um passo atras e analisar diretamente o texto de

Wittgenstein.

5.1 A enigmatica introducdo linguistica ao Apéndice |: §§ 1-4

Ao leitor desinformado de Wittgenstein, as consideracoes iniciais do Apéndice I
podem parecer deslocadas. Afinal, por que Wittgenstein comeca seus comentarios ao
Teorema da Incompletude com consideragoes linguisticas? No §1, Wittgenstein comega
imaginando diferentes tipos de linguagens, em que a forma das frases fosse sempre reduzida

a formas de frases enunciativas. Uma pergunta, desse modo, seria substituida pela forma

2

"Eu gostaria de saber se ...”. O ponto de Wittgenstein, nesse caso, ¢ que, mesmo que

fizessemos essa traducao de perguntas em frases enunciativas, nao faria sentido perguntar
se a frase é verdadeira ou falsa, pois utilizamos ela como uma pergunta, e ndo como
uma afirmagao: "Ninguém diria de tal pergunta (e.g., se estd chovendo na rua) que ela é
verdadeira ou falsa” (RFM I Ap. L.1).

Tais afirmagoes fazem mais sentido ao compara-las com o inicio das Investigagoes
Filosdficas, onde Wittgenstein faz suas consideracoes sobre as relagoes de uma linguagem
e seu uso:

Quantos tipos de frases existem? Digamos, assercao, perguntas, e co-

mandos? - Existem intimeros tipos: iniimeros tipos diferentes de usos do

que nés chamamos ”simbolos”, "palavras”, "proposicoes”. E essa multi-

plicidade nao é algo fixo, dado de uma vez por todas [...] Aqui o termo
”jogo de linguagem” busca evidenciar o fato que falar uma linguagem é
parte de uma atividade, ou de uma forma de vida. (Wittgenstein 2010,
p. 11, tradugdo nossa)

Desse modo, uma pergunta, mesmo que formulada com a forma de uma frase

assertiva, nao é utilizada como uma frase assertiva, mas sim como uma pergunta.

No §2-3, Wittgenstein trata propriamente das frases assertivas. O ponto do autor
¢é que, em uma frase assertiva, nao ha uma adicao do valor de verdade a frase, ou seja, o
julgar nao é separavel do contetido do juizo. ”A assercao nao é algo adicionado a proposicao,
mas uma caracteristica essencial do jogo que jogamos” (Wittgenstein et al. 1990, p. 49).
Novamente, tal afirmacao pode ser lida a luz das Investigacoes Filosoficas, em que o autor
rejeita a tese fregeana sobre a separacao entre o julgar e o contetido do juizo.
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A ideia de Frege que toda assercdo contém um suposi¢ao, que é a coisa
que ¢é asserida, baseia-se realmente na possibilidade encontrada em nossa
linguagem de escrever toda proposicao na forma: ”E asserido que tal e tal
é 0 caso.” - "que tal e tal é o caso” nao é uma frase na nossa linguagem
- na medida em que ela ndo é um movimento no jogo de linguagem. E
se eu escrever, ao invés de "E asserido que ..”, "E asserido: tal e tal
é 0 caso”, as palavras "E asserido” tornam-se simplesmente supérfluas.
(Wittgenstein 2010, p. 10, tradugdo nossa)

Assim, ao esclarecer os tipos possiveis de frases possiveis a partir de seus usos,
Wittgenstein separa as frases assertivas de tal modo que evidencid-las como uma frase
assertiva ou nio - "E asserido: tal e tal é o caso” - é supérfluo, pois, como visto, podemos
transformar perguntas e comandos em proposigoes dessa forma, mas isso nao as torna
assertivas. Concomitantemente, frases assertivas nao perdem seu carater assertivo ao serem
escritas como "Tal e tal é o caso”, ou seja, retirando o excerto ”E asserido”. A partir dessa
discussao, ele fornece um exemplo iluminador: no xadrez, ganhar nao é um movimento a
mais no jogo: o ganhar consiste em realizar em um cheque-mate (inversamente, perder
consiste em receber um cheque-mate). Da mesma maneira, no jogo das frases assertivas,
afirmar a proposicao ja envolve propo-la como verdadeira.

E no caso das frases aritméticas? No §4, Wittgenstein mostra como frases arit-
méticas, ainda que ndo parecam em um primeiro momento, sao semelhantes a frases

assertivas, pois consentimos ou dissentimos de equacoes. No entanto, essa familiaridade
logo ¢ dissipada, pois, por exemplo, em comandos também se pode consentir ou dissentir.

Talvez nao seria possivel de realizar aritmética sem ter a ideia de enunciar
frases aritméticas, e nunca ficando surpreso pela similaridade entre uma
multiplicacdo e uma proposicao? Nao deveriamos sacudir a cabega, no
entanto, como fazemos quando alguém nos diz que esté chovendo, quando
nao esté chovendo? - Sim; e aqui ocorre um ponto de conexao. No entanto,
também fazemos gestos para parar nosso cachorro, e.g., quando ele se
comporta da maneira que nao desejamos. (Wittgenstein et al. 1990, p.
49)

O ponto de Wittgenstein nesses paragrafos iniciais é o de levantar dividas acerca
do uso que fazemos de proposigoes aritméticas: hé diferentes tipos de proposigoes (§1), e
um deles sdo as frases assertivas (§§2-3). Apesar da semelhanca com as frases assertivas,
devemos ser cautelosos ao analisa-las e considerar como elas sao utilizadas para determinar

seu tipo de proposicao (§4).

5.2 A proposicao do problema: §§ 5-6

Na §5, Wittgenstein finalmente formula a questao respondida por Godel afirmativa-
mente: "Existem frases verdadeiras no sistema de Russell que nao podem ser demonstradas
em seu sistema?” (Wittgenstein et al. 1990, p. 50, traducdo nossa). Sua proposta é

analisar o conceito de verdade em vigor no sistema de Russell. Isto ¢, Wittgenstein
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pretende investigar o modo como esse conceito esta sendo utilizado. Conforme visto, é
possivel criar diferentes jogos de linguagem, mesmo a partir de conceitos semelhantes em

alguns aspectos.

Semelhantemente a linguagem natural, verdade e assercao estdo conectadas - 7 'p’

é verdadeiro = p” (Wittgenstein et al. 1990, p. 50, tradugao nossa). No entanto, no caso
do sistema de Russell, existe a nocao de assercao legitima, isto é, como o sistema de
Russell é um sistema cujo objetivo é obter teoremas, as assercoes legitimas sao assercoes
de teoremas. Teoremas, por sua vez, sempre estao ao fim de alguma cadeia de prova finita
cujos membros anteriores sao eles proprios teoremas ou derivados de teoremas.

Assim, ndés queremos perguntar algo como: sob que circunstancias asseri-
mos uma frase? Ou: como a assercdo é utilizada no jogo de linguagem?
... Se, entdo, nds perguntamos neste sentido: ”Sob que circunstancias
uma frase é asserida no jogo de Russell?” a resposta é: ao final de uma de
suas provas, ou como uma ’lei fundamental’. (Wittgenstein et al. 1990,
p. 50)

Isto é, em PM buscamos teoremas. Para introduzirmos novos teoremas em PM, no
entanto, devemos nos limitar a introduzir as ’leis fundamentais’ ou férmulas derivadas de
)
'leis fundamentais’ a partir de regras dedutivas. Portanto, a no¢do de asser¢ao em PM

estd intrinsecamente associada a nocao de ser dedutivel a partir de alguma prova.

5.3 O desenvolvimento do problema: §§ 7-9

O proximo passo de Wittgenstein é levantar a possibilidade do conjunto de verdades
do sistema aritmético de PM nao coincidir com o conjunto de formulas demonstraveis, ou
seja, 0 caso em que existam proposigoes verdadeiras indecidiveis. "Talvez nao poderia
haver proposicoes verdadeiras, que sao escritas neste simbolismo, mas que nao sao
demonstraveis no sistema de Russell?” (Wittgenstein et al. 1990, p. 50, tradugao e énfase
nossas). Conforme visto, as proposigoes verdadeiras em PM sdo as proposicoes asseriveis

legitimamente, ou seja, escritas em alguma de suas provas.

Jé fica claro, nesso ponto, a localidade do conceito de verdade: como as proposi¢oes
verdadeiras sao as que podem ser afirmadas em determinado jogo de linguagem, as frases
verdadeiras dependem do jogo de linguagem em questao. Assim, as frases verdadeiras em
PM séao as frases demonstraveis em PM. ” "Proposi¢oes verdadeiras’, portanto, proposigoes
que sao verdadeiras em outro sistema, i.e., podem ser asseridas corretamente em outro

jogo.” (Wittgenstein et al. 1990, p. 50, tradugao nossa).

Vejamos como esse conceito de verdade local se comporta no contexto do Teorema da
Incompletude, em que se busca uma proposicao verdadeira que nao pode ser demonstrada.
O raciocinio de Wittgenstein no §8 parte da frase de Godel, aqui denominada 'P’; ser
autorreferencial, pois ela afirma 'P nao é demonstravel. Pode P ser falsa? Ora, se P for

falsa, entdao = P é demonstravel. Se a traducao de P fosse 'P nao é demonstravel’, entao
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demonstrar = P implica que P é demonstravel, ou seja, 'vocé ird agora presumivelmente
desistir da interpretagao que ela ndo é demonstravel’ (Wittgenstein et al. 1990, p. 51,
traducao nossa). O que acontece, por outro lado, se P for demonstravel? Nesse caso, pela
localidade do conceito de verdade, P é verdadeira. Se P é verdadeira e demonstravel, entao

também temos que abandonar a traducao de P como 'P nao é demonstravel’ *.

5.4 Paradoxos e contradicoes: §§ 10-13

Depois de retomar o raciocinio do §9, no §11 Wittgenstein descreve o Primeiro
Teorema da Incompletude como um paradoxo:

Suponhamos que eu demonstrei a indemonstrabilidade (no sentido de
Russell) de P; dessa forma, por essa prova, demonstrei P. Agora, se essa
prova ocorresse no sistema de Russell - eu teria, nesse caso, demonstrado
de uma vez que ela pertencia e ndo pertencia ao sistema de Russell. -
E isso que temos ao construir essas proposicoes. - H4 uma contradicio
aqui! - Bem, entdo hd uma contradigdo aqui. Ela causa algum dano
aqui?? (Wittgenstein et al. 1990, p. 51, tradugdo nossa)

Vamos explorar de maneira detalhada esse paragrafo. Primeiramente, Wittgenstein
supoe a demonstracao da indemonstrabilidade de P, ou seja, no sistema de Russel, P nao
¢ demonstravel. Logo, a proposi¢ao 'P nao ¢ demonstravel’ é verdadeira no sistema de
Russel. Portanto, P, que é equivalente a 'P nao é demonstravel’, é demonstravel em PM.
Assim, temos uma contradicao: P é demonstravel em PM e P nao é demonstravel em PM.
Desse modo, Wittgenstein esta tratando o Teorema da Incompletude de maneira analoga
ao paradoxo do mentiroso, que é mencionado no pardgrafo imediatamente posterior, o §12:
"H4 algum perigo na contradi¢ao que surge quando alguém diz: "Estou mentindo. - Entao,
nio estou mentindo. - Entdo, estou mentindo. - etc.”? ... E um jogo de linguagem com
alguma similaridade ao jogo de luta de dedao.” (Wittgenstein et al. 1990, p. 51, tradugao

nossa).

Como Wittgenstein trata o paradoxo do mentiroso e, em geral, o surgimento de
contradi¢oes em geral na matematica? Conforme visto em 3.1, Wittgenstein nao da carater
absoluto as leis logicas, portanto, pode haver sistemas em que contradi¢oes sao permitidas.
Nao ha perigo em aceitar contradi¢oes e paradoxos em um sistema logico, a nao ser pelo fato
de nao sabermos o que fazer com esse sistema - ou seja, ele é inttil para nossos propositos.

Portanto, conforme Wittgenstein afirma imediatamente depois, no §13, "Tal contradi¢ao

1 Repare que a minha interpretacio do ’paragrafo notério’ de Wittgenstein - como denominado por Floyd

e Putnam - consegue dar sentido ao texto sem precisar de suposi¢des adicionais, como a atribuicao de
um diagndstico matematico sobre sistemas w-inconsistentes da parte de Wittgenstein.

Texto original: "Nehmen wir an, ich beweise die Unbeweisbarkeit (in Russell’s System) von P; so habe
ich mit diesem Beweis P bewiesen. Wenn nun dieser Beweis einer in Russell’s System wére, - dann
héitte ich also zu gleicher Zeit seine Zugehorigkeit und Unzugehorigkeit zum Russell’schen System
bewiesen. - Das kommt davon, wenn mann solche Sétze bildet. - Aber hier ist ja ein Widerspruch! -
Nun so ist hier ein Widerspruch. Schadet er hier etwas?".

2
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s6 é de interesse porque ela atormentou as pessoas...” (Wittgenstein et al. 1990, p. 52,
tradugdo nossa), isto é, a contradigdo em si ndo possui interesse, pois ela faz parte de um

jogo do qual nao sabemos o que fazer.

5.5 A geometria das provas: §§ 14-17

No §14, Wittgenstein caracteriza o que seria uma prova de impossibilidade. Nesse
caso, é enfatizado que provas de impossibilidade servem para nos fazer desistir da busca -
daquilo que é demonstrado ser impossivel obter. A comparacido com a impossibilidade
de triseccdo do angulo tem o objetivo de mostrar como uma prova de impossibilidade
deve se comportar, ou seja, ¢ necessario que haja uma prova que nos determine a parar
a busca. No caso do Teorema de Godel, no entanto, se ha uma contradicao, entao ela
nao se comporta como uma prova de impossibilidade genuina, pois ”[ujma contradigao é
inutilizavel como tal previsao” (Wittgenstein et al. 1990, p. 52).

No §15, Wittgenstein comenta sobre a no¢ao de 'demonstrabilidade’; e como ela
esta atrelada ao sistema matematico no qual ela é utilizada:

Se algo é chamado corretamente da proposi¢do "X é indemonstravel”
depende de como nés demonstramos essa proposicao. A prova ela prépria
mostra o que conta como o critério de indemonstrabilidade. A prova é
parte do sistema de operagoes, do jogo, no qual a proposigao é utilizada,
e nos mostra seu 'sentido’. 3 (Wittgenstein et al. 1990, p. 52, tradugio
nossa)

Essa secao, embora nao tao explorada, é tdo importante quanto as observagoes de
Wittgenstein sobre a localidade do conceito de verdade. Assim como no caso de 'verdadeiro’,
"demonstravel’ é uma nocao local, ou seja, faz sentido apenas definir ’demonstravel em PM’.
Além disso, o que ird mostrar o sentido de 'demonstravel em PM’ é puramente sintdtico,
ou seja, sao os passos possiveis em PM que mostram aquilo que nao é possivel obter em
PM.

Dessa maneira, fica claro o seguimento do raciocinio de Wittgenstein no §16:

A frase "P é indemonstravel” tem um sentido diferente depois - em
relagdo a antes de demonstrada.

Se ela foi demonstrada, entdo ela é o padrao terminal na prova de
indemonstrabilidade. - Se ela nao foi demonstrada, entao o qué conta
como critério de sua verdade ainda nao esta claro, e - podemos dizer - seu

3 Texto original: "Ob etwas mit Recht der Satz genannt wird "X ist unbeweisbar”, hiingt davon ab, wie

wir diesen Satz beweisen. Nur der Beweis zeigt, was als das Kriterium der Unbeweisbarkeit gilt. Der
Beweis ist ein Teil des Systems von Operationen, des Spiels, worin der Satz gebraucht wird, und zeigt

n

uns seinen ’Sinn’.".
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sentido ainda estd velado. * (Wittgenstein et al. 1990, p. 52, traducio
nossa)

Por que o sentido da proposicao muda depois de ser demonstrada? Ora, o sentido
da proposicao é dado sintaticamente, pelas regras de transformacao utilizadas para chegar
até ela; logo, seu sentido s6 sera esclarecido depois de, de fato, elaborar a prova que define
os termos com os quais a proposicao ira lidar. Por outro lado, se ela nao foi demonstrada,
isso significa que as regras a que essa proposicao - e, portanto, a prova dessa proposicao -
estd submetida ainda nao foram definidas, ou seja, nao ha um sistema que englobe essa
prova. Em sintese, Wittgenstein conclui:

Uma vez que a prova tenha sido construida, isso criou uma nova situagdo:
e agora temos que decidir se nés chamaremos isso de prova, (uma
prova adicional), ou se ainda chamaremos esse como o enunciado de
indemonstrabilidade. (Wittgenstein et al. 1990, p. 53, tradugio nossa)

Isto é, ao demonstrar que P nao é demonstravel, ha uma decisao que precisa
ser feita: ou chamamos a nova prova de uma prova em PM, e, nesse caso, alteramos
o significado de P em PM, ou mantemos o significado de P, e, nesse caso, a prova de
nao-demonstrabilidade nao ¢ uma "prova’ no sentido estabelecido por PM. Uma terceira
via, que seria manter o significado de P e integrar a prova de nao-demonstrabilidade a
PM culmina em uma contradi¢ao, caso no qual Wittgenstein também nao vé problemas
posteriores, apenas "o medo superticioso e o temor dos matemaéticos frente as contradigoes”

(Wittgenstein et al. 1990, p. 53, tradugao nossa).

Sendo assim, o problema da prova como exposta por Godel estd em ele nao
considerar as diferentes possibilidades de interpretacao de seu teorema: visto da maneira
como Wittgenstein elabora, ndao podemos fazer uso da proposicao G "a nao ser por esses

truques” (Wittgenstein et al. 1990, p. 53, traducao nossa).

5.6 Proposicao e uso: §§ 18-20

Nos §§18-20, Wittgenstein reforga seu ponto sobre a localidade da noc¢ao de prova
matematica, utilizando uma analogia iluminadora:

Vocé diz: ..., entdo, P é verdadeira e indemonstravel”. Isso, presumivel-
mente, significa: "Portanto, P.”. Isto ndo é problema para mim - contudo,
com que propdsito vocé escreve essa ’afirmacao’? (E como se alguém
extraisse a partir de certos principios sobre formas naturais e estilos
arquitetonicos a ideia que no Monte Everest, onde ninguém pode morar,
pertencia um chalé no estilo Barroco). ® (Wittgenstein et al. 1990, p.
53, tradugdo nossa)

4 Texto original: "Der Satz "P ist unbeweisbar” hat einen andern Sinn, nachdem - als ehe er bewiesen ist.

Ist er bewiesen, so ist er die Schluflfigur des Unbeweisbarkeitsbeweises.- Ist er unbewiesen, so ist ja
noch nicht klar, was als Kriterium seiner Wahrheit zu gelten hat, und sein Sinn ist - kann man sagen -
noch verschleiert.".

Texto original: "Du sagst: ..., also ist P wahr und unbeweisbar,” Das heifit wohl: ”Also P”. Von mir
aus - aber zu welchem Zweck schreibst du diese 'Behauptung’ hin? (Das ist, als hitte jemand aus

5
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Isto é, dado que ’'verdadeiro’ é um conceito local, ou seja, 'verdadeiro’ deve ser
indexado sempre por 'verdadeiro em ¢’, entdao o que significa dizer que 'P é verdadeiro’
simpliciter? Da mesma maneira que nao faz sentido desconsiderar o local de instalacao de
uma casa ao considerar seu estilo, nao faz sentido dizer que uma proposicao é verdadeira
sem localizé-la em um sistema matemadtico especifico. E importante enfatizar novamente,
nao estamos atribuindo a Wittgenstein uma tese filoséfica sobre a relatividade da verdade:
seu insight sobre a localidade da verdade é apenas baseado em uma analise de como "ser

verdadeiro'se comporta em PM, ou seja, ele estd se baseando na légica de Russell.

Em sintese, a leitura detalhada do Apéndice I ao RFM mostra que os comentarios
de Wittgenstein sao melhor apreciados ao compara-los com obras como Investigacoes
Filosdficas, e possuindo cautela ao atribuir teses filoséficas a Wittgenstein. Temos que
ter em mente que Wittgenstein procura realizar uma andlise pré-filoséfica e neutra do
Teorema da Incompletude, e para isso ele se baseia em uma analise do comportamento do
sistema logico PM. Por fim, a licdo de Wittgenstein é que Godel, utilizando a nogao de
"verdadeiro", incorreu em um erro ao utilizar este conceito de maneira diferente de como

ele é utilizado em PM, ou seja, ele utilizou "ser verdadeiro" de maneira ilegitima.

5.7 Wittgenstein: um semantico sem semantica

Para finalizar nossa leitura do Apéndice I de RFM, desenvolverei a interpretacao
de (Marcos 2010), uma solucao simples, mas que captura um aspecto pouco explorado
dentre os demais comentadores: o aspecto de que Wittgenstein nao pretende defender
teses filosoficas, mas sim analisar de maneira neutra o status quo da légica-matematica,
o Principia Mathematica. Conforme visto, Wittgenstein procura enfatizar os aspectos
locais dos termos "verdade", "demonstravel’, "nimero", entre outros conceitos matematicos
em PM. A explicagao para isso é que Wittgenstein, baseando-se na légica-matematica de
Russell e Frege, ainda nao possui uma distin¢ao formalizada entre sintatica e seméantica.
Isto é, a logica desenvolvida até entao era puramente uma sintatica, ao passo que a
dita "semantica'seria um passo além do sistema matematico, e envolveria nogoes que
nao estamos autorizados a utilizar, pois os termos matematicos sao definidos de maneira
puramente sintatica.

Assim, o que Wittgenstein esta fazendo é uma anélise gramatical e colocando os ter-
mos matematicos no seu devido lugar: a seméantica, neste contexto, é "inefavel"(Marcos 2010,
p. 26), ou seja, ndo ha maneira alguma de pensar "ser verdadeiro em PM", por exemplo, a
nao ser que tomemos verdadeiro = demonstravel. Nao estamos supondo uma equivaléncia
entre duas nogoes distintas (Marcos 2010, p. 26), pois isso seria uma petigao de principio

por parte de Wittgenstein; o que ele realiza, de fato, é analisar que tipo de proposi¢oes
matematica podemos afirmar legitimamente: neste caso, sobre PM s6 é legitimo afirmar o

gewissen Prinzipien iiber Naturformen und Baustil abgeleitet, auf den Mount Everest wo niemand
wohnen kann, gehore ein SchléBchen im Barockstile.)".
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que demonstramos em PM, ou seja, aquilo que adquire sentido através da sintaxe de PM,
e nao a partir de uma suposta andlise semantica, que iria além da sintaxe de PM.

Tudo que lhe resta afirmar entdo é que a interpretagdo de G, como a
de qualquer outra proposicdo matematica, extrai o seu significado de
sua prépria demonstragdo, pois, "em matematica, processo e resultado
sdo equivalentes.'(Foundations I-82; cf. também Tractatus, 6.1261).
Uma primeira recomendacao de Wittgenstein surge no sentido de que
nos esforcemos por tornar mais claro o que queremos dizer com "ser
demonstrivel". (Marcos 2010, p. 26)

Dessa maneira, podemos reunir as observagoes prima facie incongruentes sobre
a proposicao que afirma sua prépria indemonstrabilidade. Em um primeiro momento,
em RFM I Ap. 1.1-4, Wittgenstein levanta duvidas sobre o modo como devemos encarar
as proposi¢oes matematicas: podemos estar simplesmente enganados ao tentar traduzir
a proposicao matematica G como uma assercao que afirma "nao sou demonstravel', e
possa ser tomada como verdadeira ou falsa, afinal, a tinica relacdo permitida para G é "ser
demonstravel em PM". Por outro lado, em RFM I Ap. 1.7-9, Wittgenstein considera a
possibilidade de G nao ser demonstravel em PM, mas ser verdadeira em outro sistema.
Ora, dada a inefabilidade da seméantica, a inica maneira que podemos falar sobre G é
através da sintaxe de PM, ou seja, pela relagao de demonstrabilidade. Logo, ao afirmar
que G ¢ verdadeira em outro sistema, simplesmente estamos tratando de outro jogo, e a
identidade de G nao é garantida, pois as regras do jogo sao diferentes, logo, o sentido de
G é diferente.

Por fim, Wittgenstein considera a possibilidade de G ser demonstravel em PM
em RFM I Ap. 1.10-13. Neste caso, teriamos uma versao semelhante ao Paradoxo do
Mentiroso, pois, como visto, verdade e demonstrabilidade sao colapsados em PM. Assim,
PM seria um sistema contraditério. Sendo um sistema contraditorio, as regras de PM

seriam alteradas, logo, o sentido de G seria alterado também (Marcos 2010, p. 26).

Em sintese, Wittgenstein estd chamando a aten¢ao a um aspecto importante da
logica-matematica de Frege e Russell, em que a semantica nao possui um lugar matematico
desenvolvido. A matemética cabe apenas a andlise sintdtica dos sistemas 16gicos. Desse
modo, Godel, ainda que sua prova esteja correta, cometeu um deslize ao buscar nogoes
seméanticas inalcangaveis ao seu sistema e supor ter encontrado uma proposicao que fosse

verdadeira, mas nao demonstravel em PM.

Agora podemos entender porque Wittgenstein pensa que ha lugar para uma anélise
filoséfica para o Teorema da Incompletude. Ainda que a prova matemaéatica permaneca
como estava no inicio, a terapia filoséfica que Wittgenstein desenvolve permite dissolver
concepgoes erroneas sobre a prova. Também Rodych, Steiner e Lampert, ao interpretarem
Wittgenstein como sustentando teses filoséficas robustas, nao capturaram o fato de que

Wittgenstein realiza uma anéalise de PM, e nao de sua alegada filosofia da matematica,
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para afirmar a igualdade entre verdade e demonstrabilidade em PM.

O desenvolvimento da logica, no entanto, mostrou como podemos "domesticar" as
nocoes semanticas de maneira formalizada, e como o Teorema da Incompletude é instanci-
ado por proposicoes menos controversas que a proposicao G. O capitulo a seguir contara
a historia destes desenvolvimentos e veremos, a luz desses resultados, se Wittgenstein

realmente consegue permanecer matematicamente neutro.
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6 CRITICAS A WITTGENSTEIN

Podemos pensar em algumas objecoes que podem ser levantadas contra a perspectiva
de Wittgenstein. O que veremos ao analisar tais criticas é que muitas vezes nao é simples
separar a prosa filoséfica da prova matematica, e alguns resultados logico-matematicos

posteriores podem nos fazer reavaliar as conclusoes wittgensteinianas.

6.1 O Desenvolvimento da Semantica

A primeira obje¢ao que podemos formular & construgao wittgensteiniana da prova
da incompletude se baseia nos resultados posteriores do desenvolvimento da semantica
da logica de primeira ordem. Conforme visto anteriormente, Godel ainda trabalhava com
nocoes sintaticas de demonstrabilidade, consisténcia, etc. Por outro lado, verdade
nao é uma nocao formalizada por Godel, e sua conclusao é que a proposicao indecidivel
¢é verdade por consideracboes metamatematicas, ou seja, um conceito de verdade nao
formalizado. Tarski, algum tempo depois, iniciou o desenvolvimento da semantica: seu
objetivo era formalizar o conceito de verdade.

O presente artigo dedica-se quase inteiramente a um tunico problema:
a definicao de verdade. Sua tarefa é construir - com referéncia a uma
dada linguagem - uma definicio materialmente adequada e formalmente
correta da expressao "sentenca verdadeira’. (Tarski 2007, p. 19)

Assim, vale a pena fazer uma regressao ao contexto tarskiano e analisarmos o
caminho pelo qual ele fez essa formalizacao e chegou ao Teorema da Indefinibilidade da
Verdade, em que ele mostrou que nao ¢é possivel definir a nocao de verdade aritmética
nos sistemas formais indecidiveis, ou seja, é possivel formalizar a nog¢ao "verdadeiro em
PM", e esta nogdo nao é a mesma que "demonstravel em PM". Por conta disso, conforme a
objecao pode seguir, Wittgenstein falhou ao pensar que nao hé distin¢ao entre "verdadeiro
em PM'e "demonstravel em PM", pois foi demonstrado que essas duas no¢oes nao podem

coincidir.

A investigacao sobre as condigoes para uma proposicao ser verdadeira, e, de
maneira geral, o que é verdadeiro, é uma investigacao que remonta a filosofia grega e é
uma investigagao que envolve nao apenas légica, mas também ontologia. Nossa historia,
no entanto, comec¢a muito tempo depois: a proposta de formalizar esse conceito, e trata-lo
de maneira matematica surge com forca no século XX, iniciado pelos trabalhos de Alfred
Tarski.

A motivagao inicial disso esta relacionada com o Teorema da Incompletude: con-

forme visto, ha um paralelo entre o Paradoxo do Mentiroso e a proposicao indecidivel de
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Godel: por um lado, o Paradoxo do Mentiroso pode ser formulado como "Eu nao sou ver-
dadeira"; por outro lado, o Teorema da Incompletude, ao traduzi-lo para a metalinguagem,

seria uma afirmacao do tipo "Eu nao sou demonstravel".

No caso da frase "Eu nao sou verdadeira', no entanto, precisamos ter cautela:
facilmente, ao permitir que afirmemos a Frase do Mentiroso, geramos um paradoxo: a
frase é verdadeira, se, e somente, ela nao é verdadeira. Pelo principio da bipolaridade, uma
frase é ou verdadeira ou falsa. Logo, deduzimos uma contradicao: a frase é verdadeira e
falsa. Tarski se viu diante de tal antinomia ao tentar formular uma definicao de verdade
na linguagem natural, e buscou evité-la com os aparatos formais que a logica classica tem
a oferecer (Tarski 2007, p. 25).

Assim, ele deu o primeiro passo para uma matematizacao da nocao de verdade.
Com efeito, na linguagem natural afirmamos, por exemplo "O que Joao afirmou é verda-
deiro", e ndo qualificamos a expressao "ser verdadeiro". Esta universalidade provoca as
antinomias (Tarski 2007, p. 32), e Tarski busca resolvé-las ao tornar o conceito de "verda-
deiro"um conceito local, ou seja, o conceito matematico relevante de "ser verdadeiro"deve
ser tal que s se possa afirmar qualificadamente: "é verdadeiro em PM", assim como no caso
de "ser demonstravel", temos que especificar o sistema no qual a proposiciao é demonstravel.
Assim, apods considerar a linguagem coloquial e mostrar que ela é inconsistente, Tarski
afirma

Pelas razoes apresentadas na se¢do precedente, abandono agora a tenta-
tiva de resolver nosso problema para a linguagem cotidiana e restrinjo-me,
daqui em diante, inteiramente as linguagens formalizadas. (Tarski 2007,
p- 33)

Ao considerar a definicao formal de verdade, no entanto, Tarski se depara com a
mesma discussao em que Wittgenstein discordara de Godel: devemos definir "ser verdadeiro
em K'"como sendo igual a "ser demonstravel em K"? Tarski rejeita categoricamente tal
proposta:

A primeira vista, pode parecer que, no presente estdgio de nossa discussao,
o problema possa ser resolvido sem dificuldades adicionais, que "sentenga
verdadeira'com respeito a linguagem de uma ciéncia dedutiva formalizada
ndo signifique nada além de "teorema demonstrével'[...] Porém, uma
reflexdo mais atenta mostra que essa concepcao deve ser rejeitada pelas
seguintes razoes: nenhuma definicdo de sentenca verdadeira que esteja de
acordo com o uso ordinédrio da linguagem que esteja de acordo com o uso
ordinario da linguagem deve ter quaisquer consequéncias que contradigam
o Principio do Terceiro Excluido. Esse principio, contudo, nao é valido
no dominio das sentengas demonstraveis. (Tarski 2007, p. 54)

Assim, a resposta de Tarski pode ser resumida do seguinte modo: a nogao de verdade
obedece incodicionalmente ao Principio do Terceiro Excluido, ou seja, uma sentenca é
verdadeira ou sua negacao ¢ verdadeira - ndo pode ser o caso que uma sentenca e sua
negagao sejam ambas falsas (Tarski 2007, p.66). Por outro lado, o conjunto de sentengas

demonstraveis nao obedece ao Principio do Terceiro Excluido em virtude da existéncia
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de proposigoes indecidiveis (Tarski 2007, p. 67). Logo, estes conjuntos ndo podem ser o
mesmo, pois a classe de proposi¢oes verdadeiras é maior do que a classe de proposigoes
demonstraveis. Em outras palavras, o conjunto das férmulas aritméticas é consistente é

completo, ao passo que a classe de féormulas é consistente mas nao é completo.

Assim, Tarski consegue demonstrar a partir de uma andlise semantica formal que o
conjunto de formulas demonstraveis nao é o mesmo que o conjunto de férmulas verdadeiras.
O resultado semantico principal que Tarski introduz é o Teorema da Indefinibilidade da
Verdade, segundo o qual "Nenhuma extensao consistente de (Q contém seu préprio predicado
verdade'(Cardoso 2018, p. 196).

Em sintese, Tarski conseguiu formalizar o conceito de ser verdadeiro para sistemas
aritméticos finitos e infinitos, e obteve a partir disso a versao semantica do Teorema de
Godel, segundo a qual nao se pode definir o predicado verdade na prépria linguagem-
objeto sem que isso tenha como consequéncia um sistema inconsistente. Conforme afirma
Guilherme,

Assim, diferentemente dos resultados anteriores (indecidibilidade e in-
completude), o Teorema da Indefinibilidade impde um limite sobre uma
nocao semantica, a nogao de definibilidade.

Note que a indefinibilidade atinge as teorias aritméticas consistentes de
cima para baixo, da mais forte até a mais fraca [...] Por outro lado, o
teorema da indecidibilidade diz respeito a todas as teorias de primeira
ordem, portanto, atinge todas as extensoes consistentes de Q (de baixo
para cima). (Cardoso 2018, p. 196)

Dessa maneira, a objecdo que pode ser feita a Wittgenstein é que ao afirmar
que "verdadeiro = demonstravel', Wittgenstein comete um erro ao pensar que a nogao
de verdade nao poderia ser formalizada, e que, por isso, a Unica nocao matematica
legitima para ocupar a posi¢ao de formula verdadeira seria a de férmula demonstravel.
O desenvolvimento da semantica formal, portanto, mostrou que o argumento de Godel,
que em um primeiro momento utilizou uma noc¢ao informal de verdade, ndo era supérfluo
nem inutil, pois Tarski foi capaz de mostrar que a nocao de ser verdadeiro nao é, de fato,
definivel na linguagem aritmética, ao passo que ser demonstravel sim, de acordo com o
Teorema da Indefinibilidade da Verdade.

Wittgenstein, no entanto, consegue manter sua posicao firme frente a tal objecao:
conforme visto, ele equipara verdadeiro em PM = demonstravel em PM por conta da
localidade dos conceitos matematicos: o sentido das formulas dependera de suas regras
de construgao no sistema em questao (PM), ou seja, nao faz sentido afirmar que uma
férmula que nao é demonstravel em PM seja verdadeira (de acordo com quais critérios ela
serd verdadeira?). Assim, mesmo que Tarski tenha mostrado que é possivel definir "ser
verdadeiro em PM'", a nocao legimita de "ser verdadeiro em PM", segundo Wittgenstein, é
a no¢ao puramente sintatica de "ser demonstravel", pois o sentido em que a proposi¢ao
¢é verdadeira por critérios distintos dos métodos demonstrativos de PM é outro sentido
daquele sentido legitimo de verdade como assercao.



Capitulo 6. CRITICAS A WITTGENSTEIN 85

"Mas nao havera frases verdadeiras que sao escritas nesse simbolismo, mas
que nao sao demonstraveis no sistema de Russell?- "Frases verdadeiras",
portanto, frases que sdo verdadeiras em outro sistema, i.e. podem ser
corretamente afirmadas em outro jogo. [...] e uma frase que ndo pode
ser demonstrada no sistema de Russell é "verdadeira'ou "falsa"em um
sentido distinto de uma frase do Principia Mathematica. (RFM I Ap.
1.7)

O argumento de Tarski, no entanto, mostrou que o conjunto das sentencas verdadei-
ras é estritamente maior do que o conjunto das sentencas demonstraveis. Para Wittgenstein
rejeitar este resultado, ele teria que rejeitar a suposicao de que o conjunto das sentencas
verdadeiras é completo ou a prova da proposicao aritmética indecidivel, que sdo resultados
consolidados em logica-matematica. Na secao seguinte, veremos casos que nao envolvem
autorreferencialidade de proposicoes indecidiveis, e, em seguida, analisaremos com detalhe
o Lema Diagonal para verificar se é necessario supor algum tipo de autorreferencialidade

nesta prova.

6.2 Casos Concretos de Proposicoes Indecidiveis

A segunda objecao a Wittgenstein se baseia em casos concretos de proposigoes
indecidiveis nos sistemas aritméticos consistentes capazes de representar func¢oes recursivas.
Com efeito, Wittgenstein critica a interpretacao de G como "Eu nao sou demonstravel",
e isso é utilizado como argumento para mostrar que tal proposicao nao possui uso,
uma autorreferencialidade artificial. O que dizer, no entanto, de proposi¢oes que nao
sdo autorreferenciais, pelo contrario, sdo proposicoes que dizem respeito a propriedades
numéricas, mas sao indecidiveis?

Ja possuimos, de fato, exemplos de Teoremas indecidiveis na matematica que sao

enunciados usuais de propriedades matematicas: o Teorema de Paris-Harrington é um
exemplo consagrado.

O Teorema de Paris-Harrington é uma pequena variagdo do Teorema
de Ramsey. De acordo com o Teorema de Ramsey, se vocé tem um
conjunto infinito e vocé designar uma cor, digamos, azul ou vermelho,
arbitrariamente para cada um dos pares dos membros do conjunto, entao
vocé pode encontrar um subconjunto infinito, dos quais todos os pares
sdo azuis ou todos os pares sdo vermelhos. [...] Paris e Harrington
desenvolveram uma versao finita do Teorema de Ramsey. (Kolata 1982,
p. 779, tradugdo nossa)

Como podemos observar o Teorema de Paris-Harrington ¢é indecidivel nos sistemas
finitarios em que Godel demonstrou a Incompletude, no entanto, este Teorema nao
é nada como a proposicao indecidivel de Godel: seu contetdo diz respeito a anédlise
combinatéria, e nao possui carater paradoxal nenhum. A objecao que pode ser formulada,

nesta direcao, é que Wittgenstein, ao alegar que a proposicao G depende de sua construgao



Capitulo 6. CRITICAS A WITTGENSTEIN 86

autorreferencial artificial para demonstrar sua indecidibilidade, entao outros casos de
proposicoes indecidiveis mostra que isso nao é essencial para obtermos os resultados

limitativos.

A resposta a isso envolve retomarmos a argumentacao de Wittgenstein em RFM I
Ap. I: com efeito, Wittgenstein nao quer questionar a prova matematica de Godel, mas
sim sua prosa filosofica em torna da prova. A prosa filosofica gira em torno de tomarmos
a proposi¢cdo de Godel como verdadeira ou nao e decidirmos metamatematicamente por
sua corregao. E isto que Wittgenstein questiona. No entanto, ao analisar o Teorema de
Paris-Harrington, o que se faz é simplesmente demonstrar sua indecidibilidade; nao se
busca mostrar "por consideragoes metamatematicas"que o Teorema é verdadeiro. Casos
concretos de proposicoes indecidiveis, portanto, nao sao problemas para Wittgenstein,
mas sim fornecem mais evidéncia da anomalia da proposicao G: é apenas sobre ela que

podemos decidir metamatematicamente sua verdade?

6.3 Objecoes

6.3.1 A objecdo rosseriana: a prova nao requer suposicao de w-consisténcia

Conforme visto no capitulo 2, podemos descartar a nogao de w-consisténcia e supor
apenas a consisténcia do sistema. Uma das interpretagoes de REFM I Ap. I, no entanto, é
que Wittgenstein estd mostrando como a rejeicdo da suposi¢do de w-consisténcia nos leva
a um sistema aritmético nao standard, de modo que interpretar as proposi¢oes aritméticas

em seu sentido usual ja nao nos é mais autorizado.

Se podemos reconstruir o argumento de Godel sem a hipdtese de w-consisténcia,
no entanto, qual a forga dessa reconstrucdo de Wittgenstein? Em primeiro lugar, devemos
entender como tal reconstrucao ocorre. Conforme visto no capitulo 2, o Lema Diagonal gera
uma proposicao G tal que - G <»—3 Prf(x,[G]). Na aritmética standard, interpretamos
Prf(x,y) como "x é o cbédigo da prova da férmula de cédigo y", assim, a sentenca G
pode ser traduzida como "nao existe prova de G'; logo, ela afirma de si propria "eu
nao sou demonstravel'. Para gerar o Primeiro Teorema da Incompletude a partir dessa
diagonalizacao, no entanto, é preciso supor que a teoria é w-consistente para poder mostrar
que a sentenca G nao é refutdvel (7, p. 288). O ponto de Wittgenstein, no entanto,
parece ser que ao considerarmos a possibilidade de G ser refutéavel, estamos abandonando
a interpretacao de G como "G nao é demonstravel":

Agora o que o seu "suponha que é falso"significa? No sentido de Russell
significa "suponha que o oposto foi demonstrado no sistema de Russell"; se
esta € sua suposi¢do, vocé presumivelmente abandonard a interpretacao
que ela é indemonstréavel. (REM I Ap. 1.8)

Rosser, no entanto, apresenta uma outra proposicao R, que nao necessita da nocao

de w-consisténcia, que iremos reconstruir a partir da relagdo "Ref(x,y)", que pode ser
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traduzida como "x é o cddigo da prova da refutacao da formula de codigo y'(7, p. 286):

=R < Vy((Prf (y, [R]) = 3.<y Ref(z, [R]))

No caso da proposi¢ao de Rosser R, ela ja nao afirma o mesmo que G: de fato, ela
afirma que se ha prova de R, entdo hé prova da refutacao de R:

Assim, uma sentenga de Godel "diz de si mesma'que ela é indemonstra-
vel, e uma sentenga de Rosser "diz de si mesma que', se houver uma
testemunha de sua demonstrabilidade, entdo hd uma testemunha anterior
de sua refutabilidade. (7, p. 286)

Assim, a objecao que poderia ser feita a Wittgenstein é que sua andlise, ao considerar
uma situagao que nao é necessaria para gerar a indecidibilidade, precipitou-se em sua
conclusao de que o Teorema de Godel é semelhante ao Paradoxo do Mentiroso (RFM 1

Ap. 1.12)

No entanto, a argumentacao de Wittgenstein se volta para a relagao entre a
afirmagao de uma proposicao (em PM) e sua demonstrabilidade (em PM), de modo que
ainda seria possivel levantar o mesmo problema de G para R:

Suponhamos que eu tenha demonstrado a indemonstrabilidade (no sis-
tema de Russell) de P[G]; entédo, por esta prova, demonstrei P[G]. Agora,
se esta prova fosse uma no sistema de Russell - eu teria demonstrado
de uma s6 vez que ela pertence e nao pertence ao sistema de Russell. -
E isso que acontece ao criarmos tais frases. - Mas h4 uma contradicio
aqui! Bem, entdao ha uma contradicdo aqui. Ela causa algum dano aqui?
(RFM I Ap. 1.11)

Assim, no caso de G, denominado de P por Wittgenstein, que é traduzido por "eu
nao sou demonstravel", se for demonstrado que P nao é demonstravel, entao a proposicao
P pode ser asserida em PM, pois foi demonstrado que P. Logo, o que esta em jogo neste

momento posterior ¢ apenas a nocao de contradicao, e nao a no¢ao de w-inconsisténcia.

No caso de R, no entanto, que é traduzido como "se eu sou demonstravel, entao eu
sou refutavel', a suposicao da indemonstrabilidade de R em PM nao gera tal paradoxo

prima facie, pois a indemonstrabilidade seria apenas a negacao do antecedente.

Provas alternativas do Teorema da Incompletude complexificam a discussao sobre
os comentarios de Wittgenstein e nos incitam a estipular como Wittgenstein responderia a
tais objecoes. No entanto, os resultados de Rosser e Tarski ainda nao tinham sido apropri-
ados por Wittgenstein no periodo de escrita de RFM, portanto, uma construgao destes
argumentos ainda fica no plano especulativo. No entanto, uma nocao que Wittgenstein ja
trabalhava em relacao ao Teorema da Incompletude diz respeito a autorreferéncia, um
aspecto muito importante para o Paradoxo do Mentiroso, que investigaremos em seguida

se também possui um papel importante no caso do Teorema de Godel.
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6.3.2 A objecdo de Steiner-Rodych: a prova ndo é autorreferencial

Uma outra objecao recorrente nos comentadores de Wittgenstein sobre a Incomple-
tude diz respeito a autorreferencialidade da prova: conforme eles reconstroem Wittgenstein,
seu argumento contra o Teorema de Godel pressupoe que a prova se trate de uma proposi-
¢ao autorreferencial. Podemos mostrar, no entanto, como o Teorema da Incompletude nao
depende da autorreferencialidade e sim do Lema Diagonal. Neste caso, quao relevantes
sao os comentarios de Wittgenstein? O Lema Diagonal ainda pressupoe algum tipo de

autorreferencialidade?

Para responder a esta questao, temos que determinar se o Lema Diagonal é uma
prova puramente sintatica, ou se envolve nog¢oes semanticas: a autorreferencialidade, sendo
um caso particular de referéncia, ¢ uma nocao semantica. Sendo assim, se o Lema Diagonal

for uma prova puramente sintatica, a prova de Godel nao envolve autorreferencialidade.

Vejamos novamente o Lema Diagonal envolvido na prova de Godel:

Seja ¥ uma extensao qualquer de Q. Assim, para qualquer férmula B(y)
na linguagem de ¥ em que apenas a variavel y ocorre livre, existe uma
sentenga G, tal que, ¥ F G < B([G]).(Cardoso 2018, p.171)

A prova do Lema Diagonal, neste caso, nao pressupoe autorreferencialidade, pois ela faz,
antes, uma equivaléncia entre duas formulas da linguagem:

Uma primeira observacdo a respeito do Lema Diagonal Fraco é que
justamente aquela que justifica o termo "fraco"na sua denominagio. [...]
no caso Lema Fraco, temos uma equivaléncia material entre as sentencas
G e A([G]). No Lema Fraco nio temos, a rigor, autorreferéncia, pois néo
temos uma sentenga que diz algo de si mesmo, que refere-se a si mesma,
mas apenas uma sentenca que equivale a outra sentenga que se refere a
primeira. (Cardoso 2018, p. 173-4)

Portanto, como a prova nao pressupoe autorreferéncia, Wittgenstein estaria errado
ao compara-la ao Paradoxo do Mentiroso e pressupor que a prova depende da interpretagao

de G na metalinguagem como afirmando "eu nao sou demonstravel".

H& outras versoes do Teorema da Incompletude que também nao pressupoem
autorreferencialidade. O primeiro caso é a prova de Kleene. Stephen Cole Kleene propos
uma prova bastante elegante de uma versao do Primeiro Teorema de Gddel, apresentando-o
como um corolario de seu Teorema da Forma Normal (Epstein e Carnielli 2000, p.183-4).
A prova envolve diagonalizacdo, mas nao autorreferéncia. Peter Smith explica esta conexao
em duas paginas em (44). Segundo Peter Smith, é a diagonalizagdo, e ndo a autorreferéncia,
que pode ser considerada caracteristica de provas de incompletude tipicas (embora nao
todas).

H& uma derivagdo familiar do Teorema de Godel a partir da prova da
diagonalizacao da insolubilidade do Problema da Parada. Aquela prova,
no entanto, ainda envolve um tipo de truque autorreferencial, ja que,
com efeito, construimos uma sentenca que afirma ’o algoritmo que busca
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por uma prova de mim nao para’. E importante destacar, entao, que
alguns dos resultados principais na teoria das fungoes recursivas parciais
derivam diretamente o Teorema da Incompletude de Godel sem quaisquer
outros truques autorreferenciais. (44, p. 1, tradugdo nossa)

Saul Kripke deu uma prova alternativa do Primeiro Teorema de Godel em 1984.
Esta prova usa pouca teoria de recursao, em vez disso usa modelos nao-standard. Hilary
Putnam publicou esta prova em (Putnam 2000), e Kripke ndo gostou nada'. Kripke deu
uma outra versao dessa prova no CLE no Workshop "Semantics and Meaning"em 2005,
mas pediu a Carnielli que nao fosse publicada. Esta prova contém argumentos inéditos,

mas por ora permanece privada.

6.3.3 A prova de Godel x A Prova de Godel

Tais desenvolvimentos da logica parecem desafiadores a analise de Wittgenstein
sobre o Teorema da Incompletude. No entanto, uma das virtudes da minha interpretacao
¢é a de poder respondé-las - ainda que nao seja possivel resolvé-las imediatamente - a partir
de uma tnica consideracao: ora, o que Wittgenstein realiza é uma analise de como o
Teorema de Godel se comporta em PM de acordo com a prova de Godel publicada
em 1931. Isto é, sua analise pré-filoséfica se baseia nos pressupostos da prova original de
Godel. Resultados posteriores como o desenvolvimento da semantica nao estao no escopo
da analise de Wittgenstein, afinal, ele nao pretende legislar nada na matematica. Portanto,
a questao a ser respondida é: nos termos da prova original de Gddel, a diagonalizacao
pressupoe autorreferéncia? A proposicao G ¢é a unica indecidivel? A prova utiliza que

conceito de consisténcia?

Em sintese, a prova de Godel é rica em desenvolvimentos posteriores e a situacgao
se complexificou ainda mais com resultados adicionais. No entanto, a Prova de Godel de
1931 permanece como estava, e é uma questao adicional, que nao serd respondida aqui,
estabelecer quais aspectos que foram apontados posteriormente a publicacao de 1931 ja

estavam, ainda que nao explicitos, na Prova de 1931.

1 Comunicacio pessoal a Walter Carnielli.
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7 WITTGENSTEIN E A LOGICA PARACON-
SISTENTE

Wittgenstein foi um precursor da légica paraconsistente? KEsta pergunta deve
nortear o presente capitulo. Para responder a este questionamento, devemos esclarecer o que
queremos dizer com a expressao 'logica paraconsistente'. Conforme exposto por Carnielli
e Coniglio, "A paraconsisténcia é o estudo de sistemas 16gicos nos quais a presenca de uma
contradicao nao implica trivialidade, isto ¢, sistemas 16gicos com uma negacao nao-explosiva:
um par de proposigoes A e = A nao trivializa (sempre) o sistema."(Carnielli e Coniglio 2016,
p. viii).

Em sintese, l6gicas paraconsistentes evitam a validade universal do Principio de
Explosao (PEx). Assim, do ponto de vista légico hd um descolamento entre as nogoes
de contradicao e trivialidade. Na logica classica, podemos perceber que had uma
equivaléncia entre um determinado sistema T ser inconsistente e trivial: suponha que
T é trivial, ou seja, para toda férmula ¢, -7 ¢. Nesse caso, em particular, -7 A e Frp
—=A, ou seja, T é inconsistente. Por outro lado, se T é inconsistente, entao para algum A
vale que Fr A e Fr =A. Ora, na logica classica vale o PEx, segundo o qual A, =A + j,
para qualquer 3. Assim, supondo que T é inconsistente, poderiamos demonstrar qualquer

formula [, ou seja, T é trivial.

Nao é de menor importancia fazer o descolamento entre trivialidade e contradicao,
conforme mostra Curry. O paradoxo de Curry é uma via alternativa a trivializagdo: ainda

que nao haja uma contradigao, o sistema ¢ trivializado.

Assim, ao descolar a nocao de contradi¢ao de trivialidade, o que efetivamente
fazemos ¢ modificar que tipo de negacao estamos trabalhando, ou seja, ha uma diferenca
no modo de entender a negacao classica e a negagao paraconsistente. Conforme expressa
Joao Marcos,

Mas o que hé de especial em logicas paraconsistentes [...] No minimo,
o que entendemos pelo simbolo de negacdo aqui deve diferir do que
entendemos no caso classico. Um artificio comum a seméntica de diversas
légicas paraconsistentes é de tomar o operador de negacdo mais ou menos
como um operador modal: sua saida nao é funcao da entrada, de modo
tal que possamos interpretar como verdadeiras tanto uma férmula «
quanto sua negagao, —«. (Marcos 2010, p. 7)

Dessa maneira, para responder a questao da posicao de Wittgenstein em relacao a
légica paraconsistente, temos que investigar suas discussoes sobre contradigoes e verificar

se ha uma atitude adequada que justifique chaméa-lo de precursor da logica paraconsistente.
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7.1 Arvore Genealdgica da Paraconsisténcia

Uma dire¢do interessante de explorarmos antes de observar os comentarios de
Wittgenstein é analisar os precursores e predecessores consagrados da légica paraconsistente:
que contribuicoes eles trouxeram para o debate, e de que maneira sua contribuicao trouxe

algo de novo para o debate de sistemas 16gicos.

Tratando-se da tematica da logica paraconsistente, podemos destacar trés figuras:
em primeiro lugar, sendo uma logica nao-classica, Vasil’ev abriu caminho para a negacao
dos principios logicos classicos; em segundo lugar, Jaskowski e da Costa, de maneira
independente, desenvolveram sistemas logicos que podemos realmente dizer que sao

sistemas paraconsistentes (Marcos 2010, p. 16).

No caso da logica paraconsistente, devemos justificar e motivar o uso de logicas
nao-classicas, um exercicio dificultado pelos séculos de arraigamento na tradi¢ao logica

aristotélica.

Como exemplo ilustrativo, analisaremos brevemente Lukasiewicz, uma figura que
enfrenta diretamente a questao da hegemonia da logica classica aristotélica ao questionar a
alegada prova aristotélica do Principio de nao-Contradigao (PNC). Ainda que Lukasiewicz
nao possa ser chamada de precursor da logica paraconsistente, pois ele negava apenas o
PNC, e nao o PEx, ele contribuiu para o cenario intelectual da época. Seu proposito é
realizar com a logica o mesmo tipo de mudanca que a geometria sofreu no século XIX fica
claro desde o inicio do texto:

Assim como ao longo do século XIX um exame mais atento do postulado
das paralelas de Euclides levou a novos sistemas nao-euclidianos de
geometria, também a conjectura nao seria inteiramente descabivel de
que uma revisdo fundamental das leis bésicas (Grundgesetze) da 16gica
de Aristoteles possa levar a novos sistemas de légica nao-aristotélicos.
(Lukasiewicz e Wedin 1971, p. 486, traducao nossa)

De maneira resumida, Aristételes se propoe, em Metafisica I', a demonstrar a
necessidade do PNC. Para isso, no entanto, é preciso realizar uma prova distinta das
demonstracgoes usuais, pois, como estamos tratando de um principio tao geral, qualquer
demonstracao usual seria uma peticao de principio. Em outras palavras, nao podemos
utilizar as regras de derivagao e principios basicos que utilizamos para demonstrar outras
proposicoes, pois 0 PNC se pretende ser o principio mais geral do pensamento. Assim, o
unico método de demonstracao adequado para tal principio é a demonstracao refutativa,
ou elenctica:

Para que o argumento nao incorra em peticao de principio, ele deve
estabelecer o seu resultado se o adversario (quem quer que pretnda
nao aceitar que "nao é possivel dizer verdadeira e simultaneamente que
o mesmo é homem e ndo é homem- 1006b28-34) satisfizer uma tnica
condicdo, a saber, se ele "apenas falar algo"[...] (Zillig 2007, p. 107)

Assim, o argumento aristotélico pretende ter resolvido de uma vez por todas a

questao da validade do PNC: de fato, se alguém quiser falar alguma proposicao com
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sentido, esta pessoa deve assumir a validade do PNC; caso contrario, ela nao seria mais do
que uma planta (Met I' 1006all).

Lukasiewicz, no entanto, procura mostrar que o PNC nao é o principio légico mais
fundamental: na légica simbdlica, temos o Principio de Identidade (PI), um principio que

nao envolve "os conceitos de negagdo e multiplica¢io logica' (Lukasiewicz e Wedin 1971, p.

493, traducado nossa). De maneira geral, existem outros principios 16gicos independentes
do PNC:

Na minha perspectiva, devemos abandonar a perspectiva falsa, embora
amplamente disseminada, de que o principio de contradi¢do € o maior
principio de todas demonstracoes! Ele vale apenas para provas indiretas;
para as diretas, isto ndo é verdade. (Lukasiewicz e Wedin 1971, p. 504,
tradugdo nossa)

Em seguida, Lukasiewicz se volta para a refutacdo aristotélica, e conclui que
'Aristételes ndao demonstrou o principio de contradi¢ao'(Lukasiewicz e Wedin 1971, p.
499, tradugao nossa). Dessa maneira, Lukasiewicz é uma figura importante nesse contexto
da historia da logica, pois a partir dele se pode pensar as logicas nao-classicas de um ponto
de vista logico legitimo: o valor de supor a validade universal do PNC ou outros principios
l6gicos nao estd em seu carater logico incondicional - de fato, ndao ha tal incondicionalidade -,
mas sim em seu valor de um ponto de vista pratico (Lukasiewicz e Wedin 1971, p. 509). A
parte as consideragoes filosoficas do PNC, Lukasiewicz foi responsavel pelo desenvolvimento
de légicas polivalentes.

Vasiliev, por outro lado, foi um precursor da légica paraconsistente. Seus trabalhos

sao construgoes de logicas em que os principios classicos do Terceiro Excluido e da
Contradicao nao sao validos.

No periodo compreendido entre 1910 e 1913, Vasiliev publicou seus
trabalhos l6gicos mais importantes relacionados com a derrogacao da lei
do terceiro excluido e da contradigdo. [...] Para Vasiliev, todo sistema
légico é composto de duas partes: a Metaldgica - onde estariam as leis
relacionadas com o pensamento, leis que nao podem ser eliminadas de
um sistema sem que este deixe de ser logico; e a parte que chamaremos
de parte ontoldgica da légica - onde estariam as leis que dependem das
propriedades dos objetos. (Arruda 1990, p. 10)

Assim, Vasiliev, além de oferecer a possibilidade 16gica de multiplos sistemas 16gicos
nao-classicos, também oferece uma explicagao filoséfica dessa possibilidade: com efeito,
as logicas determinam ontologias que pode servir para modelar diferentes objetos - uma
proto-ideia de compromissos ontolégicos.

O papel de predecessor da paraconsisténcia, no entanto, ainda nao pode ser atribuido
a Vasiliev:

1 Uma andlise mais recente da contribuicio de Vasiliev para a légica paraconsistente encontra-se em

(D’Ottaviano e Gomes 2018).



Capitulo 7. WITTGENSTEIN E A LOGICA PARACONSISTENTE 93

Vasiliev nao esclareceu quais as leis de sua metaldgica nem, tdo pouco,
da logica que tenta construir, discutindo apenas a lei da contradigao e
da nao-autocontradi¢do. (Arruda 1990, p. 11)

7.1.1 Os Predecessores: Jaskowski e da Costa

Jagkowski e da Costa, por outro lado, podem legitimamente ser chamados de prede-
cessores da logica paraconsistente. Com efeito, eles apresentaram célculos paraconsistentes
e, até certa medida, uma seméantica para eles. Costuma-se dizer que Jaskowski apresentou
uma semantica paraconsistente adequada, e Newton da Costa apresentou uma sintatica

mais robusta e adequada da logica paraconsistente um calculo paraconsistente mais geral.

Jaskowski, em 1948, apresentou seu calculo para raciocinar com sistemas con-
traditorios. No caso deste autor, um discipulo de Lukasiewicz, a ideia de uma légica
paraconsistente parte da analise do Principio da Contradi¢ao e seu suposto carater de um
principio universal. Jaskowski, no entanto, alerta-nos com uma ressalva ao transpor este
principio da logica aristotélica para a logica contemporanea:

A transferéncia do principio da contradicao de Aristételes para a légica
contemporanea gera um possivel desentendimento. Como é sabido, em
l6gica matematica a referéncia é feita a proposigdes e termos, e nao
a juizos e conceitos, como era feito por Aristételes. [...] ndo seria
correto formular o principio da contradi¢ao de Aristételes como: "Duas
proposicoes contraditérias ndo podem ser ambas verdadeiras". Temos
que acrescentar: 'na mesma linguagem'|...] (Jaskowski 1969, p. 144,
traducao nossa)

Assim, a referéncia na légica contemporanea depende de especificarmos uma
determinada linguagem, ou seja, pode haver sistemas que nao sejam concordantes por
conta de os termos serem interpretados de maneiras distintas. Oferecendo exemplos das
ciéncias empiricas, no entanto, Jaskowski mostra como elas necessitam trabalhar com a
juncao de sistemas que nem sempre sao concordantes, seja como uma hipotese de trabalho
ou uma hipotese que sabemos ser falsa, mas que funcione para nossos devidos propdésitos.
Neste caso, estamos lidando com teorias inconsistentes mas nao triviais (Jaskowski 1969,
p. 144).

O ponto de Jaskowski é que queremos poder trabalhar com sistemas dedutivos

contraditérios, como é visto nas ciéncias empiricas, mas que esses sistemas nao podem ser
sobre-completos, que é sua denominacao para sistemas triviais:

Um sistema em que qualquer formula significativa é uma tese pode ser de-
nominado de sobre-completo. Isso desvia da terminologia aceita até agora:
na metodologia das ciéncias dedutivas tais sistemas foram chamados de
contraditorios, mas para o proposito da andlise apresentada neste artigo é
necessario fazer uma distingao entre dois diferentes significados do termo
"um sistema contraditério"[...] (Jaskowski 1969, p. 145, tradugdo nossa)

Jaskowski, desse modo, estava claramente no caminho da construcao de um sistema

paraconsistente. Apoés introduzir um sistema dedutivo baseado em légica modal, ele oferece
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uma interpretacao filosofica para esse sistema: o sistema discursivo, conforme ele cunha,
serve para formalizar um discurso entre duas ou mais pessoas, em que pode haver, por

exemplo, discordancia entre uma pessoa e outra.

A aplicagao da légica modal nesse caso fica mais explicita: o conjunto de crencas de
uma determinada pessoa ¢ um mundo possivel, e nesse mundo nao pode haver contradigao.
No entanto, ao considerar diferentes mundos possiveis, pode haver casos em que uma
proposicao é verdadeira em um mundo e a negacao desta proposicao é verdadeira em outro
mundo. Isto nao implica, no entanto, trivialidade, pois estamos tratando de possibilidade
(Jaskowski 1969, p. 149).

Jaskowski encontrou uma aplicacao interessante no caso da logica discursiva a
paraconsisténcia. Newton da Costa, por outro lado, apresentou de maneira mais robusta
uma familia de légicas paraconsistentes, os Sistemas de Inconsisténcia Formais, quen

nao servem apenas para formalizar a l6gica da dialética. Também em Newton da Costa,
conseguimos encontrar a diferenciagao entre inconsisténcia e trivialidade:

Um sistema formal S é dito inconsistente se hd uma férmula A de S tal
que A e sua negagdo, - A, sdo ambos teoremas deste sistema. [...] um
sistema dedutivo é dito ser trivial se todas suas férmulas sdo teoremas.
(Costa 1974, p. 497, traducao nossa)

Da Costa, no entanto, pretende construir uma familia de logicas paraconsistentes
Cn baseada em um sistema axiomatico, e para isso introduz A° := —~(AA—A). Nas logicas

Cn, também nao vale o PEx, nem as instancias de =(A A =A).

7.2 Consideracoes de Wittgenstein

Os dois textos de Wittgenstein para a andlise da questao principal deste capitulo
serao RFM (Wittgenstein et al. 1990) e LFM (Wittgenstein e Bosanquet 1989), que re-
presentam o periodo wittgensteiniano em que suas atitudes sobre contradi¢oes tomaram
um caminho diferente. O Wittgenstein do Tractatus, em comparacao, ainda defendia uma
perspectiva tradicional frente as contradi¢oes: "A verdade da tautologia é certa; a da

proposicao é possivel; a da contradicao, impossivel"(TLP 4.464).

RFM e LFM, por outro lado, sao fruto da segunda filosofia de Wittgenstein das
Investigagoes Filoséficas. Seu objetivo nessa segunda fase é investigar os fundamentos
da matematica; no entanto, nao podemos nos enganar com essa expressao e pensar que
Wittgenstein esta realizando um tipo de investigacao semelhante aos intuitos de Frege e
Russell ao estabelecer um programa logicista para a matematica. Frege e Russell, cada
qual a sua maneira, embarcaram no projeto de derivar a matematica a partir de principios
l6gicos, ou seja, eles buscaram fundamentar a matematica por meio de uma reducao logica,

ou seja, por meio de outro calculo.
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Wittgenstein nao se propoe a isso, mas a outro tipo de investigagao dos fundamentos
da matemadtica, a saber, de uma perspectiva externa, e nao interna, a matematica:

E possivel conduzir uma investigacao para a Matemética, completamente
analoga a nossa investigacao da Psicologia. Serd tdo pouco uma investi-
gacdo matemdtica como a outra foi uma investigacao psicoldgica. Nela
nao havera calculos, nao é por exemplo, Logistica. Podia merecer o nome
de uma investigagao dos "Fundamentos da Matematica". (IF II.xiv.2)

Assim, Wittgenstein pretende falar sobre a matematica de maneira nao matematica,
ou seja, ele pretende analisar o uso ordinario dos termos "prova', "fundamentos", e outros
termos matematicos. Na abertura de LFM, Wittgenstein afirma seu projeto de lidar com
os fundamentos da matematica:

Ocasionalmente, produzirei novas interpretagoes, nao para sugerir que
elas estao certas, mas para mostrar que a interpretagdo antiga e a nova
sdo igualmente arbitrarias. Inventarei uma nova interpretagao apenas
para colocé-la lado a lado com a antiga e dizer, "Aqui, escolha, faca sua
decisdo". Apenas produzirei gases para dispersar gases antigos. (LFM
1.6)

Assim, temos que ter em mente que Wittgenstein, ao explorar o tema da contradi-
¢ao, ira explora-lo de uma perspectiva matematica externa e nao comprometida com a
efetividade dessa ideia, pois, como visto na citagao anterior, os exemplos alternativos que
Wittgenstein fornece servem para Wittgenstein reforgar seu ponto da arbitrariedade da
matematica.

Podemos comparar este ponto de uma analise externa da matematica a argumen-
tagao que Wittgenstein inicia nas IF, em que seu ponto é mostrar que a concepcao da

linguagem agostiniana nao é a mais correta. Apos citar Santo Agostinho, Wittgenstein
afirma:

Com essas palavras, parece-me, obtemos uma determinada imagem da
esséncia da linguagem humana. A saber, esta: as palavras da linguagem
nomeiam objetos - as frases sdo conexoes de tais nomeagoes. - Nessa
imagem da linguagem, encontramos as raizes da ideia: cada palavra tem
um significado. Esse significado esta correlacionado a palavra. Ele é o
objeto no lugar do qual a palavra esta. (IF I1.1)

O objetivo inicial de Wittgenstein em IF, assim, é mostrar que a concepg¢ao de
linguagem agostiniana é limitada, baseada em um tipo de jogo possivel. O que ele fara
¢é apresentar diferentes modos de usar a linguagem que nao se limitam ao uso descrito
por Santo Agostinho, para mostrar a arbitrariedade desta concepgao. Desta maneira, o
tipo de andlise na matematica que Wittgenstein pretende na matematica ao considerar
sistemas formais alternativos deve ser tomada também deste ponto de vista.

Apesar das ressalvas de Wittgenstein, hd muitos momentos lticidos em que o autor

propoe ideias interessantes. Por exemplo, o insight inicial do programa paraconsistente, a
saber, a rejeicdo do PEx, ja é expressa por Wittgenstein:
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Alguém poderia dizer, "De uma contradi¢do tudo se segue". A resposta
a isso é: bem, entdo nao tire quaisquer conclusdes de uma contradicao;
faga disso uma regra. Vocé pode colocar dessa maneira: Sempre hi
tempo de lidar com uma contradicdo quando chegarmos a ela. Quando
chegarmos a ela, nés ndo deveriamos simplesmente dizer, "Isso nao tem
uso algum - e ndo vamos tirar quaisquer conclusdes disso”? (LFM XXI)

Nesta citacao, Wittgenstein formula em prosa a condigao inicial que gerara a familia
de logicas paraconsistentes, que é a rejeicio do PEx. Como vimos inicialmente e com os
pais da légica paraconsistente, isto nao é o suficiente para colocar Wittgenstein entre os
filésofos da paraconsisténcia. Com efeito, a licao inicial que permite elaborar sistemas
formais paraconsistentes é o descolamento entre a nocao de contradigao e trivialidade.
Nao fica claro se Wittgenstein estd pedindo que ignoremos as contradigdes (e com isso o
sistema trivializado em que ela estd) ou se Wittgenstein estd pedindo para fazermos uma
quarentena sobre a contradi¢ao em relagao ao resto do sistema, desse modo, evitando que da
contradicao o sistema seja trivializado. De qualquer modo, Wittgenstein elabora em linhas
gerais a primeira parte daquilo que serd formalizado posteriormente. Um dos exemplos
de sistemas l6gicos paraconsistentes sao as LFIs. Como podemos perceber, elas também
introduzem esse aspecto de rejeicdo do PEx no que ficou conhecido como o Principio de
Ezplosio Gentil: "o, —a ¥ gy 5, enquanto o, «, —a by gy 5"(Carnielli e Coniglio 2016,
p. 9, tradugdo nossa).

Além disso, Wittgenstein nao construiu de maneira propriamente dita um sistema
l6gico paraconsistente como Jaskowski ou da Costa. Segundo D’Ottaviano, a posicao de
Wittgenstein de desconfianga em relagao a légica-matematica o impediria de elaborar
tal l6gica, e, desse modo, sua posicao nao é a de um precursor, mas sim de uma figura

independente na histéria da logica (Gomes e D’Ottaviano 2017, p. 348), seguindo Priest
e Routley:

Wittgenstein é uma figura isolada no desenvolvimento do pensamento
paraconsistente. Embora seu trabalho tinha, inevitavelmente, um con-
texto histérico, [...] os desenvolvimentos contemporaneos do programa
paraconsistente, assim como movimentos anteriores (exceto pelo idea-
lismo alem&o), parecem ter tido pouco ou nenhuma influéncia em sua
obra. (Priest et al. 1989, p. 44)

Vejamos em que aspectos Wittgenstein se aproximou e se distanciou de uma possivel
paternidade da logica paraconsistente. Conforme visto no cap. 3, Wittgenstein discute
extensivamente o uso de contradi¢oes na mateméatica nas discussoes com Turing em LEFM.
No entanto, seu ponto principal é mostrar como nao faz sentido dizer que ha contradigoes
ocultas em determinado calculo, ou que a contradi¢ao faz parte de um jogo de linguagem
inttil como no caso do Paradoxo do Mentiroso. Apesar disso, sua li¢ao principal é que nao
podemos recusar de maneira a priori o uso de contradigoes, e podemos imaginar situagoes,

ainda que contraintuitivas, em que a contradi¢ao tivesse algum uso (Marcos 2010, p. 11).
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Ao analisar os precursores da légica paraconsistente, no entanto, o que pudemos
observar que ha de relevante em suas posicoes de modo a estarmos legitimados a classifica-

los como tal?

1. Lukasiewicz questionou a supremacia do PNC como o principio légico mais funda-
mental, e, de maneira geral, a supremacia de qualquer principio logico. Vasiliev, por
outro lado, imaginou como seriam sistemas logicos em que negassemos o PNC ou
o PTE. Assim, um requisito basico para ser um precursor da paraconsisténcia é a
rejeicao da autoevidéncia de principios logicos, e, nesse caso, Wittgenstein caminha

na mesma diregao.

2. O segundo ponto necessario para a paraconsisténcia, apos reconhecida a arbitrarie-
dade dos principios logicos, é pensar situagoes em que eles nao sao validos. Neste
caso, Wittgenstein também pede para considerarmos situacoes logicas nao-classicas.

A primeira importante licho que podemos depreender do trabalho
destes logicos é que principios sao tao evidentes quanto as leis da
geometria - isto é, eles ndo tem evidéncia algum. Wittgenstein
faria observagao semelhante, em suas palestras sobre a matematica,
e acrescentaria: "Afirmar que a légica é auto-evidente, quereno
dizer que ela produz uma impressao particular, ndo nos ajuda em
nada."(Lectures XVIII, p. 174). O filésofo assume que podemos
negar o principio da Nao-Contradi¢ao e o do Terceiro Excluido |...]
(Marcos 2010, p. 17)

3. Por fim, como visto, por exemplo, em relagao a Vasiliev e Newton da Costa, a
paraconsisténcia funciona ao adotarmos comprometimentos ontolégicos sobre de-
terminados tipos de objetos, ou seja, que o modelo paraconsistente representa a
ontologia dos tipos de objetos estudados. Wittgenstein, no entanto, imagina légicas
nao-classicas como parte de sua metolodogia para dissipar confusoes filoséficas, e
nao defender a viabilidade dessas teorias légicas em detrimento de outras.

Por outro lado, da Costa abre espaco para o aparecimento de
diferentes ontologias baseadas em diferentes tipos de légica, analo-
gamente ao que acontecera no século XIX com o aparecimento das
diferentes geometrias baseadas em diferentes conjuntos de axiomas.
Isto nos afasta radicalmente da visdo wittgensteiniana acerca da
matemadatica: ao que tudo indica, o filésofo dificilmente aceitaria
a ideia de que os jogos que definem a matematica, mesmo que
pudessem ser multiplos, requeressem qualquer espécie de “compro-
metimento ontoldgico”. (Marconi 1984, p. 19-20)

Wittgenstein, desse modo, chega o mais préoximo da paraconsisténcia que sua
filosofia permite. A nocao de jogos de linguagem e seus desdobramentos na filosofia da
matematica wittgensteiniana permite acomodar de maneira nao-prolematica a ideia do
desenvolvimento de légicas que abandonem certos principios considerados ’candnicos’ do
pensamento, ou seja, Wittgenstein estd de acordo com a primeira parte da proposta
paraconsistente - a rejeicdo de principios légicos como imutaveis, e a consideracao de

sistemas nao-classicos. Ele também sugere de maneira explicita como tais sistemas logicos
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poderiam se comportar, em especial aqueles em que contradi¢oes sao toleraveis. No
entanto, nao se pode atribuir a Wittgenstein o status de precursor da paraconsisténcia,
pois Wittgenstein ndo permitiria que a matematica fosse tomada por uma diversidade de

ontologias.

7.3 Logicas de Inconsisténcia Formal e os Teoremas de Godel

De maneira geral, como visto, légicas paraconsistentes sao aquelas que rejeitam a
validade irrestrita do PEx. Ha uma familia de légicas paraconsistentes, no entanto, que é
interessante circunscrever e analisar detalhadamente: as LFI’s, ou Logicas de Inconsisténcia
Formal, sao um desenvolvimento das légicas Cn de Newton da Costa (Costa 1974). As
LFT’s introduzem o operador o, que, ao operar sobre uma proposicao, em o A, afirma que
"A é consistente". A ideia intuitiva das LFI’s é que ha certos fatos que podem ser ditos
consistentes, ou seja, bem estabelecidos, ao passo que outras afirmacées podem envolver
contradi¢oes sem que haja necessidade de trivializar o sistema:

LFT’s sdao de tal modo construidas que algumas contradigbes causa-
rao explosao dedutiva: contradigoes consistentes levam a trivialidade -
intuitivamente, pode-se entender a nogao de de uma ’contradi¢do con-
sistente’ como uma contradigdo envolvendo fatos bem estabelecidos [...]
(Carnielli e Coniglio 2016, p. ix, tradugdo nossa)

A novidade introduzida pelas LFIs é que, ao introduzir o operador de consisténcia,

elas podem realizar uma distin¢ao entre contradigao e consisténcia na linguagem-objeto.

O que queremos investigar, por fim, é como o Teorema da Incompletude se comporta
no caso de légicas paraconsistentes, ou seja, légicas em que contradi¢oes sao toleraveis. No
caso de Wittgenstein, como ja visto, ao tratar a sentenca G como um paradoxo, teriamos
como resultado um sistema contraditério, e ele ndo vé problema nisso, a nao ser que

devemos abandonar a interpretagdo de G como "Eu nao sou demonstravel'(RFM I Ap.
1.11).

Vejamos, no entanto, como o Teorema da Incompletuda funciona de fato sistemas
dedutivos contraditérios. Ha maneira de reproduzir os resultados limitativos tomando
como exemplo as LFIs? O primeiro aspecto que temos que levar em conta das LFIs é que
elas sao uma familia de logicas construidas a partir da suposi¢ao inicial da rejeicao do PEx
e da introducao do operador o que é intolerante a contradicao - isto é, o sistema volta a
explodir na hipétese de o A, A e =A. Assim, podemos escolher a LFI mais bésica para
reproduzirmos os resultados do Teorema de Goédel: a mbC. Conforme visto anteriormente,
a logica paraconsistente pode ser entendida também como um estudo sobre um tipo de
negacao distinta da negacao classica, uma negacao mais fraca. Assim, o que diferencia a
logica paraconsistente da classica diz respeito as regras envolvendo a negacgao: de fato, as
regras da légica classica positiva (em que ndo hé introducao do operador —) ainda séo

validas (Carnielli e Fuenmayor 2020, p. 9). As duas regras adicionais de mbC sao
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(i) o Vo«

(ii) ca = (@ = (= a —=f))

Para reproduzirmos o Teorema de Godel, no entanto, ainda é necessario ex-
tender mbC para que se ela se torne uma légica com um operador de demonstrabili-
dade: tal logica é a RmbC®K, que contém mais duas regras de substituicao adicionais

(Carnielli e Fuenmayor 2020, p. 11) e um operador de demonstrabilidade [J:

a [
ale (—>—|6

a 0
oy Hoﬁ

Tendo fortalecido a légica o suficiente para podermos expressar demonstrabilidade
em nossa propria linguagem paraconsistente, podemos construir o Teorema de Gddel nesse
contexto. E interessante observar, antes de continuarmos construindo a légica RmbC, que
é possivel definir os operadores classicos, e, assim, expressar a negagao classica e o absurdo

classico nas LFIs:
Definicao 7. 1, := ca A a N ~«

Definicao 8. —,a :=a —1,

Podemos dizer que essas nocoes sao classicas, pois elas validam as leis de negacao e
absurdo cléssicos, ou seja, para todo 3, L, F..o.c 5, € a negacgdo respeita as leis da negacao

classicas: b a V —a e a,ma bype f (Carnielli e Fuenmayor 2020, p. 10).

Assim, tendo o operador o em nosso sistema, conseguimos recuperar a classicalidade
de nossas proposicoes, e é por esse caminho que reconstruiremos o Teorema de Godel.
Resta mais um ingrediente, no entanto: conforme visto no capitulo 2, o Teorema de Godel
pressupoe uma teoria consistente e w-consistente. Uma das ligdes do desenvolvimento
da logica-matematica, no entanto, foi que podemos reproduzir os resultados limitativos
utilizando outras nogoes de consisténcia:

Como sabemos, os resultados dos Teoremas da Incompletude de Go-
del dizem respeito a sistemas formais (expressivos o bastante) que sao
consistentes. No entanto, o que significa uma teoria ser consistente (i)
classicamente, e (ii) sob a perspectiva paraconsistente? Como veremos,
podemos identificar (pelos menos) cinco maneiras de responder (i) no
contexto das provas de Godel. Em relacdo a (ii), hd menos opgoes.
(Carnielli e Fuenmayor 2020, p. 16, tradugao nossa)
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Dessa maneira, (Carnielli e Fuenmayor 2020) apresenta cinco defini¢bes de consis-
téncia distintos que podem ser utilizados para a andlise dos Teoremas da Incompletude.
Nao cabe aqui reproduzir as defini¢oes, mas sim o fato de que hd diferentes maneiras de
definir consisténcia, e elas convergem para o resultado da Incompletude:

Teorema 6.1 (Primeiro Teorema da Incompletude de Gédel) Suponha
que F é um sistema formal consistente que contém a Aritmética de Peano.
Seja Gp uma férmula tal que Frp Gp <>~Prp ([Gp]), temos:

e ¥r G (ndo-demonstravel)

e sob uma premissa adicional, ¥r ~Gpg

[...] A premissa adicional no Teorema 6.1 acima corresponde a um tipo de
requerimento de consisténcia: para [EC08, Ch. 24], isto é w-consisténcia
(como na variag¢do original de Gédel), e para [Raal8], isto é a condigdo

mais fraca de 1-consisténcia.

Esse requerimento de consisténcia de RmbC@K é o requerimento que as proposi¢oes
Gr e OGF sejam consistentes, ou seja, Fpo © Gr e Fppe o G (Carnielli e Fuenmayor 2020,
p. 32).

Em resumo, dada a andlise de estudos inicais de como o Teorema de Godel se
comporta em logicas nao-classicas, podemos dizer que ele pode ser reproduzido em outros
contextos. Ao contrario da andalise wittgensteiniana segundo a qual a proposi¢ado G perderia
o sentido se fosse tratada em um contexto paraconsistente, o tratamento de G nas LFIs
mostra que o Teorema de Godel pode manter seu carater um resultado limitativo mesmo
em logicas paraconsistentes. O preco de fazer isso, no entanto, é que precisamos recuperar a

classicalidade dentro do sistema paraconsistente, ao supor que a proposi¢ao G é consistente.

Outro aspecto estranho a Wittgenstein nesta analise é em relagdo a recuperagao
do sistema classico em um sistema paraconsistente. Como visto, mbC é formado a partir
da légica classica positiva (CPL") e a adigdo do PTE e do PEx Gentil. Com o operador

o, no entanto, podemos recuperar o PEx classico para a negacao forte.

No caso de Wittgenstein, no entanto, o que é verdadeiro em um sistema ¢ aquilo
que podemos demonstrar neste sistema (RFM I Ap. 1.4). Como podemos, neste caso,
dizer que G,,,c € Ge, ou seja, a proposicao G na logica paraconsistente e na classica, sao
verdadeiras no mesmo sentido? Com efeito, como as regras de mbC e da logica classica
sao distintas, "ser verdadeiro em mbC'e "ser verdadeiro na légica classica'sao nogoes

completamente estranhas umas as outras (RFM I Ap. 1.2).

Em sintese, Wittgenstein contribuiu para os passos iniciais de se pensar logicas
nao-classicas. No entanto, a logica paraconsistente fez sua préopria trilha a partir disso:
os precursores da logica paraconsistente pensaram em um sistema que pudesse modelar
tipos de objetos em que a contradi¢ao seria permitida, e com isso introduziram a ideia de

compromissos ontologicos na logica.
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Por outro lado, as consideragoes paraconsistentes sao fortemente voltadas para
a comparacao entre uma negacao fraca paraconsistente e uma negagcao forte classica, e,
conforme visto pela andalise do Teorema de Godel, légicas como LFIs permitem reproduzir
a classicalidade dentro de sistemas paraconsistentes e até mesmo resultados limitativos
classicos. Diferentemente do diagnoéstico de Wittgenstein, no entanto, introduzir a propo-
sicao diagonalizada G em um sistema paraconsistente nao significa que esta proposicao

perderd seu sentido, como pensa Wittgenstein (RFM I Ap. 1.10).
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8 Consideracoes Finais

A narrativa que estivemos contando chega ao fim. O Programa de Hilbert, que
comegou como uma proposta de uma matematica finitaria axiomatizada, foi desenvolvida
por autores como Godel, Church e Turing, em suas investigacoes sobre a formalizagao
da nocgao de computabilidade. Church e Turing, de maneira independente, produziram
resultados limitativos sobre o calculo lambda e as MTs, que também dizem respeito as
fungoes recursivas parciais de Godel. Nao obstante, Godel também produziu resultados
limitativos significativos no Programa de Hilbert a partir de seus Teoremas da Incompletude:

o requisito de completude, consisténcia e decidibilidade nao puderam ser sustentados.

Assim, a partir de uma anélise da prova do Primeiro Teorema da Incompletude, no
capitulo 2, esclarecemos qual a sua formulacao adequada de um ponto de vista sintatico:
a proposicao G é indecidivel, ou seja, nem G nem sua negacao sao derivaveis em PM ou
extensoes aritméticas em que o teorema continua valido. A versao semantica da prova da
incompletude, por sua vez, pode ser caracterizada pela no¢ao de verdade formalizada de
Tarski.

No capitulo 3, apresentamos a perspectiva excéntrica de Wittgenstein ao compara-
lo com a posicao de Turing: ao leitor que nos acompanhou até aqui, a razao pela
qual este capitulo foi introduzido esta clara, pois os seguimentos posteriores mostram o
quao importante é se atentar a filosofia de matematica subjacente aos comentarios de

Wittgenstein.

No capitulo 4, que compoe grande parte do texto, expomos e discutimos as diferentes
interpretacgoes sobre o Apéndice I de RFM. Shanker, inaugurando o debate, procura
mostrar como Wittgenstein, ao rejeitar o Programa de Hilbert e a ideia da construcao
de uma metamatematica, estd em uma posicao privilegiada para objetar a possibilidade
de construcao do Teorema da Incompletude e para esclarecer os limites da enumeracao
de Godel. Floyd e Putnam, apesar de construirem uma discussao importante sobre o §8
e introduzirem comparacoes com outras provas de impossibilidade na matematica, nao
conseguem elaborar uma interpretacao satisfatéria sobre os comentarios de Wittgenstein,
colocando muito peso em observagoes transversais de Alister Watson e Goodstein em
relacdo a w-consisténcia que sao, no maximo, circunstanciais. Rodych e Steiner, por sua
vez, enfatizam o fato de Wittgenstein interpretar a proposicao P como autorreferencial, ou
seja, Wittgenstein teria ignorado a prova em si e focado na explicagdo metamatematica.
Contudo, segundo Rodych e Steiner, a prova de Godel é autossuficiente, ou seja, nao é
necessario supor uma interpretagdo de G metamatematica autorreferencial para ser capaz

de derivar a indecidibilidade. Por fim, Lampert, d la Shanker, mostra como hé suposi¢oes
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sobre a relacao entre a interpretacao aritmética das férmulas de PM e a interpretacao
metamatematica, e podemos construir os comentarios de Wittgenstein como chamando a
atencao para essa suposicao. Esses intérpretes, no entanto, caem sob o mesmo erro: atribuir
a Wittgenstein teses filosoficas que explicam a juncao entre verdade e demonstrabilidade
em PM.

Assim, no capitulo 5, analisamos de maneira alternativa os comentarios de Witt-
genstein. A licdo inicial extraida de tal leitura é que ele propde uma andlise dos conceitos
matematicos em PM. Ou seja, os comentéarios de Wittgenstein podem ser melhor enten-
didos ao levarmos a sério sua analise dos conceitos matematicos de 'prova’, 'nimero’, e
'verdade’: tais conceitos formam jogos de linguagem, e seu sentido é determinado pelo
uso em cada sistema matematico especifico. A partir de uma leitura de (Marcos 2010),
elaboramos a posicao que defendemos nesta monografia: Wittgenstein, sendo ensinado em
um contexto légico-matematico de Frege e Russell, analisa a logica de maneira puramente
sintatica, o que o obriga a caracterizar a semantica como inatingivel. Wittgenstein, assim,
possui um papel importante em relembrar a Godel o paradigma légico em que ambos

estavam inseridos: a légica-matematica nao tinha ainda formalizado nog¢des seménticas.

No capitulo 6, consideramos as objecoes principais que podem ser levantadas
contra Wittgenstein a luz de resultados posteriores em logica-matematica. Em especial,
o desenvolvimento da semantica formalizada fornece um questionamento para a nossa
interpretacao de Wittgenstein: qual a relevancia dos comentarios de Wittgenstein em uma
légica que nao é puramente sintatica? Assim, vimos que uma andlise completa do Teorema
da Incompletude mostra que as questoes apontadas por Wittgenstein sao mais complexas do
que seus comentarios mostram: com efeito, a questao nao é resolvida meramente por uma
andlise da proposicao G autorreferencial, pois o Lema Diagonal envolvido nao pressupoe
autorreferéncia; existem casos de proposi¢oes indecidiveis concretas como o Teorema de
Paris-Harrington, e ha maneiras diferentes de construir o Teorema da Incompletude que
nao utilizam a noc¢ao de w-consisténcia. A licdo que retiramos deste capitulo, a luz do
capitulo 5, é que Wittgenstein ndo estava sustentando teses sobre a prova de Godel, mas
sim analisando o contexto logico em que ambos estavam inseridos, logo, nao é correto

critica-lo com base em resultados posteriores.

No capitulo 7, retomamos a discussao de Wittgenstein sobre contradi¢oes e rela-
cionamos seus comentarios com o desenvolvimento da légica paraconsistente. Em um
primeiro momento, identificamos os precursores, Lukasiewicz e Vasiliev, da logica para-
consistente e seus fundadores, Jaskowski e Newton da Costa. Em seguida, comparamos
com os escritos de Wittgenstein, e destacamos pontos de confluéncia e divergéncia com a
tradicao paraconsistente: em conclusao, Wittgenstein, por um lado, utiliza os exemplos de
sistemas 16gicos nao-classicos como parte de sua metodologia filoséfica tardia, ao passo

que a tradicao paraconsistente afirma compromissos positivos ao se considerar sistemas



Capitulo 8. Consideragoes Finais 104

l6gicos nao-classicos. E o exemplo da logica discussiva de Jaskowski, que procura modelar
o contexto dialético de argumentacao, assim como as Ldgicas de Evidéncia e Verdade de

Carnielli, que procuram modelar a nocao de informacao.

Por fim, podemos concluir que os comentarios de Wittgenstein ao Teorema da In-
completude, longe de serem meros fragmentos de curiosidade aos aficcionados, oferecem um
vislumbre ao leitor contemporaneo de um periodo importantissimo para o desenvolvimento
da légica, que foi o periodo de pré-desenvolvimento da seméantica formal. O Programa
de Hilbert, ao buscar sistemas formalizados cada vez mais poderosos, levou ao limite o
que podemos fazer com vias puramente sintaticas, e Wittgenstein insurge para deter a
quimera ascendente de uma matematica com uma cauda filosofica. Seu temor que Godel
estivesse utilizando expressoes ilegitimas na matematica ao tratar de uma proposicao que
afirmasse "eu nao sou demonstravel', sendo verdadeira e nao demonstravel, foi confirmado
posteriormente pelo expurgo da nocao de verdade intuitiva por (Tarski 1983). Além disso,
Wittgenstein conseguiu separar aquilo que é matemdtico do que é filosofico no texto de
Godel: como visto, a prova de Goédel opera no dominio sintatico a partir da nocgao de
demonstrabilidade, e em momento algum a nocao de verdade é formalizada. Logo, nao
estamos legitimados - ao menos neste momento anterior a génese da semantica formal - a
tratar de uma proposicao matematica como verdadeira, a nao ser em termos do préprio
sistema matematico, e, neste caso, a Unica noc¢ao legitima que possuimos é a de ser

demonstravel.

Os nds que comecamos nos capitulos anteriores, desta maneira, podem ser fechados:
os comentarios de Wittgenstein sobre o Teorema da Incompletude se inserem no final
dos anos 1930, um periodo em que a metodologia wittgensteiniana é nao defender teses
filosoficas, mas apenas dissipar a confusao gerada pelo emprego errado dos termos, ou seja,
uma analise gramatical, neste caso dos termos matematicos. O que Wittgenstein se propoe
a realizar, portanto, em RFM I Ap. I, é distinguir a prosa filoséfica da prova matematica
da Incompletude, como aponta (Floyd 2001). No entanto, Wittgenstein realiza isso nao
apontando a interpretagoes nao-standard de aritmética, mas sim a partir de uma analise
da prova de Godel como sendo uma prova sintatica, em que nao é possivel rastrear uma
analise do predicado "ser verdadeiro'"de maneira formal, afinal, esta prova se baseou na
légica-matematica de Frege e Russell. Portanto, falar de verdades matematicas de fora do
sistema matematico faz parte da prosa filoséfica que Wittgenstein quer separar da prova

matematica.
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APENDICE A — Wittgenstein e a Inteligéncia
Artificial

Um tema concorrente aos comentarios de Wittgenstein sobre a matematica sao a
influéncia de seus comentérios sobre inteligéncia artificial. Vamos elucidar brevemente que
tipo de contribuicao a andlise wittgensteiniana da linguagem pode contribuir para o debate
em [As. O que estd em jogo ao discutirmos inteligéncia artificial atualmente, de maneira
resumida, ¢ mais do que apenas saber se uma maquina é capaz de performar alguma
atividade especifica de maneira excelente, como é o caso da Deep Blue, um programa
desenvolvido para o xadrez, que conseguiu, de fato, derrotar um campeao de xadrez,
Kasparov, em 1997 (Wang et al. 2016). As IAs atuais, como é o caso do GPT-4, Gemini,
Microsoft Co-pilot, entre outros, sao programas de processamento da linguagem
natural, ou seja, eles recebem como entrada determinada expressao linguistica e devem

retornar alguma expressao linguistica que também faga sentido.

Se a linguagem humana fosse simples como a linguagem atribuida a Santo Agostinho
por Wittgenstein no inicio das Investigagoes Filosdficas, ou seja, se cada simbolo da
linguagem fosse um nome e houvesse um objeto tnico correspondente a este nome,
invariante de contexto, entao a linguagem humana seria menos complexa de se modelar. A
dificuldade, neste caso, seria estabelecer o objeto que corresponde a cada nome, que pode
ser algo que demande bastante espaco informacional. No entanto, estabelecido isso, nao
haveria maneira de um programa se equivocar: se ele recebe como entrada uma expressao
¢, entao ele deve interpretar ¢ como significando v, o objeto que corresponde a ¢.

O problema das IAs pode ser comparado com o problema de se tentar definir a
linguagem humana no inicio das IF: ao tentar realizar uma defini¢do, como se propoe

Santo Agostinho, o que se realiza de fato é uma captura de parte da linguagem, ou seja,
aquela parte a que a defini¢ao se aplica:

E como se alguém explicasse: "Jogar consiste em empurrar coisas sobre
uma superficie de acordo com certas regras...- e nos lhe respondemos:
Parece que vocé estd pensando nos jogos de tabuleiro; mas esses nao sao
todos os jogos. Vocé pode corrigir sua explicacdo limitando-a expressa-
mente a esses jogos. (IF 1.3)

No caso de uma IA, queremos que ela saiba desempenhar a atividade para a qual
ela foi pensada. No entanto, como desenvolver um algoritmo que a ensine a jogar todos os
jogos de linguagem humanos a partir de uma regra geral? O caso atual é semelhante ao
exemplo de Wittgenstein ao considerar uma pessoa que comanda o funcionamento de um

trem: de fato, as manivelas que o fazem locomover sao homogéneas, pois elas devem ser
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manuseadas. No entanto, o funcionamento interno de cada uma é totalmente especifico
a sua funcdo (IF 1.12). Uma IA generalizada deve receber entradas homogéneas - uma

string linguistica - e compreender a funcao por tras dessa expressao.

Apbs discutir os exemplos de jogos de linguagem, Wittgenstein afirma, no famige-
rado §23 das Investigagoes Filoséficas, a sua imagem da linguagem humana: hé "incontéveis
tipos'de usos de linguagem associados a suas respectivas "forma[s| de vida'. Isto é, ndo é
possivel antecipar todos os usos - e, portanto, os tipos de frases - da linguagem, assim
como cada tipo linguistico é associado a uma comunidade extra-linguistica, que determina

seu significado pelo uso.

Desta maneira, as licoes que Wittgenstein extrai sobre a linguagem no contexto da
atividade humana também devem se aplicar no caso de IAs que se pretendem universais,
no sentido de imitar uma conversa humana. Piere Molino e Jacopo Tagliabue resumem
de maneira excelente o presente estado da discussao sobre IA, e a contribuicdo que
Wittgenstein pode trazer no debate!:

Enquanto a maior parte do sucesso pratico do NLP recente é devido a
modelos intra-linguisticos, a comunidade estd comegando a reconhecer
a importancia de fundamentar a linguagem em uma realidade extra-
linguistica [BHT+20, BGT21]. Aplicando a licdo das IF a esse campo
fundamental significa nao apenas reconhecer a importancia do mundo
exterior para o conceito de significado, mas também tentar entender
comunicacdo no contexto das atividades humanas: estudos formais ten-
dem a focar na linguagem descritiva (i.e. paginas de Wikipedia), mas
IF deixou claro que possivelmente a maioria da linguagem utilizada é
ndo-descritiva [...] (Molino e Tagliabue 2022, tradugdo nossa, p. 3)

LA sigla "NLP"quer dizer "Natural Language Processing", ou seja, "Processamento da Linguagem

Natural".
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APENDICE B - Jogos Légicos nio-classicos:

o paradoxo do mentiroso, a ilha das trés coroas

e o problema légico mais dificil de todos

Conforme exposto em 7.1 e 3.2, a posicao de Wittgenstein é bastante favoravel ao
desenvolvimento de cenarios légicos nao-classicos - por exemplo, em sua discussao sobre
légicas em que o Principio de Explosao nao é aceito. Tendo em vista essa perspectiva witt-
gensteiniana, pretendo desenvolver futuramente um projeto voltado para o desenvolvimento
de puzzles 16gicos nao-classicos. Por enquanto, oferecerei alguns exemplos ilustrativos de
puzzles nao-classicos, e discutirei o que estd em jogo ao utiliza-los da maneira como penso

que podem ser utilizados.

Primeiramente, o que sao enigmas l6gicos? Enigmas logicos sao problemas que nos
inclinam a raciocinar rigorosamente de maneira exemplar, sendo sua solu¢ao, muitas vezes,
fruto do esclarecimento do pensamento sobre suas inferéncias possiveis. Tradicionalmente,
os puzzles sao pensados tendo como base a logica classica, seguindo a trilha de nosso
raciocinio natural. No entanto, o desenvolvimento de logicas nao-classicas permitiu a

adaptacao do pensamento a diferentes sistemas de raciocinio, cobrindo diferentes situagoes.

Sendo assim, puzzles 16gicos sao enigmas que podem ser resolvidos com o uso de
principios logicos. Um tipo bastante recorrente se refere aos puzzles da Ilha dos Cavaleiros
e dos Bandidos: uma ilha em que ha apenas Cavaleiros, que falam somente a verdade, e
bandidos, que falam somente o falso: ”[...] Temos trés pessoas, A, B, C, cada uma das
quais é ou um cavaleiro ou um bandido. A e B afirmam o seguinte: A: Todos nds somos
bandidos. B: Apenas um de nds é um cavaleiro. O que sao A, B, C?” (Smullyan 1986).
O puzzle acima exemplifica o uso de um principio classico fundamental: o Principio
de Bivaléncia. Para resolvermos, consideramos cada uma das situagoes possiveis das

afirmagoes de A e B, ou seja, os seguintes casos:

A B
T |F
T |T
T
F\|F

O tnico caso possivel nessa situacdo é que aquilo que A afirma seja falso e aquilo

que B afirma seja verdadeiro, ou seja, A é bandido, B é cavaleiro e C é bandido. Assim,
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o enigma foi resolvido considerando as combinagoes possiveis do valor de verdade das

afirmacoes de A e B restringidas pelo Principio de Bivaléncia.

Puzzles também sdo 6timas maneiras de se ilustrar teoremas complicados da logica
como o Primeiro Teorema da Incompletude: Suponha que uma pessoa vai a ilha dos
Cavaleiros e Bandidos e concorda com as regras da ilha. Ele encontra um nativo que
afirma: "Vocé nunca ird acreditar que eu sou um cavaleiro.” (Smullyan 1986). O que a
pessoa que esta conhecendo a ilha pode afirmar? Por um lado, ela ndo pode acreditar
que o nativo é um cavaleiro, pois isso implica que o que ele afirma é verdadeiro, ou seja,
o visitante da ilha nunca ira acreditar que o nativo é um cavaleiro. Por outro lado, o
estrangeiro nao pode acreditar que o nativo é um bandido, pois isso implica que o que
ele afirma ¢ falso, ou seja, o visitante, de fato, ird acreditar que o nativo é um cavaleiro.
Portanto, o visitante nao pode nem acreditar que o nativo é um cavaleiro nem um bandido.

No entanto, a fortiori, o que o nativo afirma é verdadeiro.

Embora puzzles tenham sido bastante explorados no contexto classicos (Smullyan 1986;
Smullyan 1992; Smullyan 1992; Smullyan 2000; Smullyan 2012; Smullyan 2009), pouco foi
feito na direcao de utilizar puzzles légicos em contextos nao-classicos. Um exemplo pa-
radigmético de tal uso se encontra em (Carnielli 2017), em que o problema mais l6gico
dificil de todos recebe uma versao ainda mais dificil em logicas paraconsistentes, e Jason
Rosenhouse também ofereceu alguns exemplos (Rosenhouse 2014; Rosenhouse 2016). A

seguir, proponho um exemplo simplificado de um puzzle nao-classico.

o A Ilha das Trés Coroas: em uma ilha distante, além dos horizontes da ilha dos
Cavaleiros e Bandidos, ha trés coroas: a coroa real, pertencente ao rei, que forga
seu portador a falar somente a verdade; a coroa falsa, pertencente ao sudito, que
forga seu portador a falar somente o falso; por fim, a coroa imaginaria, que forga seu
portador a falar indeterminadamente. Um estrangeiro, embarcando em tal ilha, se
depara com 3 pessoas, cada um portando uma das coroas. Perguntando a eles sobre
suas identidades, eis o que eles afirmam:

A: B é o rei.
B: Eu nao sou o rei.

A partir dessas informacoes, quem é A, B e C?

Conforme enunciado, nao esta determinado completamente que logica utilizar.
Apenas se exige que haja um valor indeterminado. Jason Rosenhouse, por exemplo,
utiliza uma versao deste enigma em uma légica paracompleta (Rosenhouse 2014). Nao
obstante, iremos considerar, na resolucao do problema, a LFI1, uma légica paraconsistente
desenvolvida por Walter Carnielli e Joao Marcos (Carnielli 2017). Na Logic of Formal
Inconsistencies 1, ha um valor de verdade entre o verdadeiro (1) e o falso (0), o indetermi-

nado (1/2). Além disso, embora nao entre diretamente na resolugao do problema atual,
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um novo operador é adicionado: "o A’ indica que a proposicao A é consistente, ou seja, ela

respeita o Principio de Explosao:

(PEx Restrito) (VA,VB)A,—A, A+ B.

No entanto, na LFI1 nao vale o Principio de Exploséo cléssico (PEx), o que a torna
uma logica paraconsistente. Por sua vez, nao seria possivel solucionar o enigma das trés
coroas na logica classica. Veja como ¢é a solucao para o enigma: suponha que B ¢é o rei.
Nesse caso, aquilo que ele afirma é verdadeiro, ou seja, ele nao é o rei; logo, ele nao pode
ser o rei (o rei somente afirma o verdadeiro). Suponha que B é o sudito. Nesse caso, aquilo
que B afirma ¢ falso, ou seja, B é o rei. Logo, ele também nao pode ser o sudito. Portanto,
B é o bobo da corte. Assim, aquilo que A afirma é falso, logo, A é o sudito. Por exclusao,

C é o rei.

Na solucao do enigma paraconsistente, eliminaram-se as possibilidades de B falar
a verdade e a falsidade, pois sua afirmacgao era indeterminada. Em contraste, na logica

classica, nao seria possivel considerar essa terceira possibilidade e solucionar o enigma.
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