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Resumo

Neste trabalho, exploramos o lado divertido da matematica por meio de truques mate-
maticos ocultos na Sequéncia de Fibonacci, na propor¢ao aurea e nos sistemas numéricos

binarios e ternarios.

Com o objetivo de cativar o interesse dos alunos, apresentamos propostas pedagogicas
lidicas e envolventes que sao trabalhadas com os estudantes, desenvolvendo o raciocinio
matematico, a capacidade de resolucao de problemas e o enfrentamento de desafios. Além
disso, essas atividades estimulam a criatividade e a concentragao, contribuindo para a
melhoria do desempenho académico. As praticas propostas podem ser adaptadas tanto

para o ensino fundamental quanto para o ensino médio.

Palavras-chave: Fibonacci, nimero de ouro, sistemas de numeracao binario e ternario.



Abstract

In this work, we explore the playful side of mathematics through hidden mathematical
tricks within the Fibonacci Sequence, the golden ratio, and binary and ternary numeral

systems.

With the goal of captivating students’ interest, we present playful and engaging pedagogical
proposals that are worked on with the students, developing mathematical reasoning,
problem-solving skills, and the ability to face challenges. Additionally, these activities
stimulate creativity and concentration, contributing to the improvement of academic
performance. The proposed practices can be adapted for both elementary and high school

education.

Keywords: Fibonacci, golden number, binary and ternary number systems.



Lista de ilustracoes

Figura 1 — Matemartistas da Universidade de Aveiro . . . . . . . . . ... .. ... 17
Figura 2 — Técnica digital quindria (base 5) . . . . . . .. .. ... .. ... 21
Figura 3 — Sistema de contagem sexagesinal . . . . . . . . ... ... ... ..., 22

Figura 4 — Representacao simplificada de alguns multiplos de 36 000 no sistema de

numeragao dos Sumérios . . . . ... Lo oL 23
Figura 5 — Numeros no sistema de numeracao babilonico . . . . .. ... ... .. 24
Figura 6 — Simbolos do sistema de numeracao egipcio . . . . . . .. .. ... ... 25
Figura 7 — Sistema numérico chinés . . . . . . . .. .. ... 26
Figura 8 — O ntmero decimal 36 789 no sistema de numeragao chinés . . . . . . . 26
Figura 9 — Sistema numérico de varas . . . . . . . . . .. ... 26
Figura 10 — Ntmero no sistema numérico de varas . . . . . . . . .. .. ... ... 27
Figura 11 — Cartas escolhidas pelo voluntario . . . .. . ... ... ... ... ... 40
Figura 12 — Cartas organizadas pelo assistente para representar 8 de copas . . . . . 41
Figura 13 — Cartas organizadas pelo assistente para representar valete de paus . . . 41
Figura 14 — Cartas organizadas pelo assistente . . . . . . . . . .. .. .. ... ... 42
Figura 15 — Pecas de domind . . . . . . . . . .. .. L oo 50
Figura 16 — Peca de domin6 com valores maximos . . . . . . . . . .. .. ... ... 51
Figura 17 — Fibonacci . . . . . . . . . . . . 52
Figura 18 — Representagao geométrica da resolugao do problema dos coelhos . . . . 53

Figura 19 — Representacao geométrica da definicaio do Niimero de Ouro por Euclides 58

Figura 20 — Proposta para construcao do Retangulo de Ouro. . . . . . . . . . . .. 61
Figura 21 — Sequéncia de retangulos de Fibonacci . . . . . . . . . ... .. .. ... 63
Figura 22 — Sequéncia de retangulos de Fibonacci e a Espiral de Fibonacci . . . . . 63

Figura 23 — Areas dos quadrados que compdem a sequéncia de retangulos de Fibonacci 64

Figura 24 — Professoras Claudia e Leila e seus estudantes . . . . . . . ... .. ... 96



Lista de tabelas

Tabela 1 — Simbolos arcaicos: Sumérios . . . . . . . . . . . . ... ... .. .. .. 22
Tabela 2 — Simbolos cuneiformes: mesopotamicos . . . . . . .. .. .. ... ... 23
Tabela 3 — Escrita do niimero 800 utilizando algarismos cuneiformes . . . . . . . . 23
Tabela 4 — Exemplos de niimeros no sistema de numeracao egipcio . . . . . . . . . 25
Tabela 5 — Exemplos de niimeros do sistema de numera¢ao romano . . . . . . . . 28
Tabela 6 — Algarismos do sistema de numeracao Maia . . . . . . .. ... .. ... 29
Tabela 7 — Niveis e multiplos dos algarismos do sistema de numeracao Maia . . . . 29

Tabela 8 — Subdivisoes do nimero decimal 2 267 na escrita do sistema de numeracao

Maia . . . . . . . 29
Tabela 9 — Evolugao dos algarismos do sistema de numeracao decimal . . . . . . . 30
Tabela 10 — Classes, ordens numéricas e poténcias de base 10 . . . . . . . . . . .. 33
Tabela 11 — Classes e ordens do nimero 95 762 . . . . . . . . . ... .. ... ... 33
Tabela 12 — Numeros da base b e as poténcias em relagdo a sua posigao (Numero 19) 36
Tabela 13 — Comparacao dos niimeros na base decimal, octal e binario . . . . . . . 38
Tabela 14 — Tabela para conversao entre bases 8e 2 . . . . . . .. ... ... ... 38
Tabela 15 — Lista dos primeiros niimeros decimais nas bases 2e 16 . . . . . . . .. 39
Tabela 16 — Disposicao dos valores da carta 8 de copas escondida . . . . . . . . .. 41
Tabela 17 — Disposicao dos valores da carta valete de paus escondida . . . . . . .. 42
Tabela 18 — Disposicao dos valores da carta valete de paus escondida . . . . . . .. 42
Tabela 19 — Tabela de anotagoes do magico . . . . . . . . .. ... ... ... ... 43
Tabela 20 — Célculos do voluntario e anotagoes do magico . . . . . . .. .. . ... 44
Tabela 21 — Mesesdoano . . . . . . . . . . . .. 44
Tabela 22 — Célculo do magico . . . . . . . . . ... 45
Tabela 23 — Célculo do magico . . . . . . . . .. .. L 46
Tabela 24 — Calendérios . . . . . . . . . . . . . 46
Tabela 25 — Calculo do mégico . . . . . . . . . .. ... . 47
Tabela 26 — Célculo do magico . . . . . . . . .. .. L 48
Tabela 27 — Cartazes . . . . . . . . . . . . e 48
Tabela 28 — Calculo do mégico . . . . . . .. . .. ... . 49
Tabela 29 — Célculo do magico . . . . . . . . . ... 49
Tabela 30 — Razao entre um termo da sequéncia de Fibonacci e seu antecessor, com

aproximacao de até 4 casas decimais . . . . . ... ... 60
Tabela 31 — Sequéncias . . . . . . . . . . e 77
Tabela 32 — Nuimeros ternarios . . . . . . . . . . . . . 101

Tabela 33 — Calendario . . . . . . . . . . 108



Tabela 34 — Calendéario . . . . . . . . . . . . . . . 109
Tabela 35 — Calendéario . . . . . . . . . . . . .. . 110
Tabela 36 — Calendario . . . . . . . . . . ... ... 111
Tabela 37 — Simbolos . . . . . . . . .. 117



Sumario

Introducd@o . . . . . . . . L e e e e e e 16
1 Sistemasde Numeracao . . . . .. . . . . . . i i it i .. 20
1.1 Um pouco de histéria . . . . . . . . . ..o 20
1.1.1 Sistema de numeragdo Sumério . . . . . . .. ... 20

1.1.2  Sistema de numeracao Babilonico . . . . . .. ... ... 24

1.1.3 Sistema de numeracao Egipcio . . . . . .. ... 24

1.1.4 Sistema de numeracao Chinés . . . . . . . .. ... ... ... ... 25

1.1.5 Sistema de numeracdo Romano . . . . .. .. ... ... . ..... 27

1.1.6 Sistema de numeracao Maia . . . . . . .. ... ... ... ... 28

1.1.7 Sistema de numeracao Indo-ardbica . . . . . . . .. ... ... .. 30

1.2 Numeros Naturais . . . . . . . . . . . . . e 30
1.3 Bases numéricas . . . . . . ... Lo 32
1.3.1 Base 10 . . . . . . . .. 32
1.3.2 Bases posicionais . . . . . . ... L oo 33

1.3.3 Exemplos . . . . . .. . . 34
1.34 Bases2,8e 16 . . . . . . . ... 37
1.3.4.1 Conversao entre as bases 2e 8. . . . . . .. .. ... ... 37

1.3.4.2 Conversao entre as bases 2e 16 . . . . .. ... ... ... 39

1.4 Truques de matematica com o sistema de numeracao de base 2 . . . . . . . 40
1.4.1 Proposta l. . . . . . . . 40
1.4.2 Proposta 2. . . . . . . . 42

1.4.3 Propostad. . . . . . . . ... 43

1.4.4 Propostad . . . . . . 44

1.4.5 Propostad. . . . .. 46

1.5 Truque de matematica com o sistema de numeracao de base 3 . . . . . . . 48
1.6 Truque de matematica com o sistema de numeracao de base 7 . . . . . .. 49
2 Sequéncia de Fibonaccie o Nomerode Quro . . . . . . . . ... ... ... 52
2.1 Fibonacci . . . . . .. 52
2.2 Propriedades da Sequéncia de Fibonacci . . . . . . . ... ... L. 55
2.3 Onimerode ouro. . . . . . . . ... e 57
24 Retangulode Ouro . . . . . . . .. L 60
2.4.1 Construcao do Retdngulode Ouro . . . . . . . ... ... ... ... 61

2.5 Retangulo de Fibonacci. . . . . . . . . .. .. ... ... 62

2.6 Truques de matematica com as propriedades da Sequéncia de Fibonacci . . 64
2.6.1 Proposta 1. . .. . . . . . 65



2.6.2 Proposta 2. . . . . .. 65

2.6.3 Proposta 3. . . . . .. 65

2.6.4 Proposta 4. . . .. .. 66

2.6.5 Propostab. . . . . .. 66

3 Sequéncias Didaticas . . . . . . . . . . ... e e e e e e 67
3.1 Temas . . . . . L e 67
3.2 Publicoalvo . . . . . . . 67
3.3 Tempo deduracao . . . . . . . . ... 67
3.4 Materiais necessarios . . . . . . ... Lo 67
3.5 Objetivos Gerais . . . . . . . . .. 68
3.6 Pré-requisitos . . . . . . 68
3.7 Sequéncia Didatica 1 . . . . . . . . .. ... 69
3.7.1 Objetivos Especificos . . . . . . . . ... ... . 69

3.72 Tempodeduragao . . . . . . . . . .. o 69

3.7.3 Desenvolvimento . . . . ... . ... ... 69

3.7.4 O que sao bases numéricas? . . . . ... .. 69

3.7.5 Conversao de bases . . . . . . . . .. .. 71

3.7.6  Matemagicas . . . . .. .. 75

3.8 Sequéncia Didatica 2 . . . . . . . .. . L 76
3.8.1 Objetivos Especificos . . . . .. . . ... ... 0 . 76

3.8.2 Tempodeduracao . . . . . . . .. ... 76

3.8.3 Desenvolvimento . . . . . ... ... ... L 76

3.8.4 O que sdo sequéncias? . . . . ... 76

3.85 Atividades . . . . ... 7

3.8.6  Propriedades da Sequéncia de Fibonacci . . . . . . ... ... ... 85

3.8.7 Matemagicas . . . . . ... L 87

3.9 Preparacao para a culminancia . . . . . ... ... 89
3.9.1 Tempodeduracdo . . . . . .. . . . ... ... 89

3.9.2 Desenvolvimento . . . . .. .. ... o 89

3.10 Culminancia do trabalho . . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 89

4 Consideracdes Finais . . . . . . . . . . . . e 91
REFERENCIAS . . . . . . . e et e 93
APENDICE A Circo Matematico como eletiva . . . ... ........... 95
APENDICE B Principio da Casados Pombos . . . .. ............. 97

APENDICE C Tabela de niimeros do sistema decimal convertidos para ni-

meros binarios . . . . . . . . . .. . e e e e e e e e e e e 99



APENDICE D Tabela de niimeros do sistema decimal convertidos para ni-

MEeros ternarios . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e 101

APENDICE E Cronogramadeaulas . . ... ..........0uuu.u... 103
Anexos 106
ANEXO A Mais truques de matematica . . . . .. ... ... ... ...... 107
A.1 Quantas bolinhas escondidas nas maos? . . . . . . . .. ... ... ... .. 107
A.2 Adivinhando trés dias consecutivos de um calendario . . .. .. ... ... 108

A.3 Adivinhando trés datas consecutivas de um calendario, a partir de um dia

da semana favorito . . . . . ... L 108
A.4 Soma de 5 datas escolhidas . . . . . . .. ... ... oL 109
A.5 Descobrindo 4 datas em bloco 2x2 . . . . . . . . ... ... ... 110
A6 A previsaiodontmero 9 . . .. ... 111
A.7 A previsao da mensagem escondida num livro . . . .. ... ... ... .. 114
A.8 A previsao da figura misteriosa . . . . .. ... 117

A9 O algarismo escondido . . . . . . ... 117



16

Introducao

Nos dias de hoje, lecionar matematica muitas vezes nao é uma tarefa simples. Os
professores de matematica enfrentam grandes desafios no ensino, como a falta de interesse
dos estudantes, a defasagem dos conteiidos, a dificuldade em compreender e utilizar os
conceitos, e o medo em relacdo a disciplina. A defasagem pode levar os estudantes a
desenvolver uma grande desmotivagao, falta de interesse pela matematica, autoestima

prejudicada e também acarretar problemas comportamentais no ambiente escolar.

Os professores trabalham para tentar desconstruir esses problemas e ensinar
matematica. Além de buscar meios de reinventar estratégias para atingir e motivar os

estudantes, eles os convencem a buscar a matematica e torna-la agradavel de aprender.

Pensando nesses desafios surgiu a motivagao para a escolha do tema dessa
dissertacao que é trazer uma proposta lidica, envolvente e divertida, que estimule o

estudante a pensar e a raciocinar com nimeros a partir de matemdgicas e seus conteudos.

O presente trabalho foi desenvolvido a partir de uma experiéncia pessoal e
contato com o Circo Matemdtico ' da Universidade de Aveiro, em Portugal %, um lindo,
curioso e divertido trabalho dos docentes desta universidade. O espetaculo do circo
matematico foi detalhadamente pensado, com figurinos de assistentes, mégicos e palhagos,
além da trilha sonora e dos materiais utilizados como cartazes, cartoes, baralhos jumbo,
etc. O espetaculo é apresentado por um grande elenco formado por professores, que sao

chamados de matemartistas.

O projeto Circo Matemadtico une competéncias complementares para intervir
e promover a matematica em todos os niveis de ensino, despertando a curiosidade dos
estudantes e do publico em geral. O Clirco Matemdtico de Aveiro apresenta quatro tipos
de atividades ao publico: espetaculo no auditério da faculdade, o Circo Matemdtico nas
escolas, animacao de rua e de eventos de natureza variada. Além das atividades ao publico,

promove também a formacao de animadores e a escolha de matemartistas.

1 Mais informacoes do projeto e suas apresentacoes podem ser consultadas no endereco: https: //

circomatematico.pt/.

Em 2014, a autora desta dissertacdo, bolsista supervisora do Programa Institucional de
Bolsa de Iniciacdo a docéncia - PIBID pela PUC - Campinas, se candidatou e foi selecio-
nada para participar do Programa de Desenvolvimento Profissional para Professores - PDPP
PORTUGAL, com apoio financeiro da CAPES. Mais informagdes sobre o programa dispo-
niveis em https://www.gov.br/capes/pt-br/acesso-a-informacao/acoes-e-programas/bolsas/
bolsas-e-auxilios-internacionais/informacoes-internacionais/programas-encerrados-internacionais/

programa-de-desenvolvimento-profissional- para-professores-pdpp-desativado.


https://circomatematico.pt/
https://circomatematico.pt/
https://www.gov.br/capes/pt-br/acesso-a-informacao/acoes-e-programas/bolsas/bolsas-e-auxilios-internacionais/informacoes-internacionais/programas-encerrados-internacionais/programa-de-desenvolvimento-profissional-para-professores-pdpp-desativado
https://www.gov.br/capes/pt-br/acesso-a-informacao/acoes-e-programas/bolsas/bolsas-e-auxilios-internacionais/informacoes-internacionais/programas-encerrados-internacionais/programa-de-desenvolvimento-profissional-para-professores-pdpp-desativado
https://www.gov.br/capes/pt-br/acesso-a-informacao/acoes-e-programas/bolsas/bolsas-e-auxilios-internacionais/informacoes-internacionais/programas-encerrados-internacionais/programa-de-desenvolvimento-profissional-para-professores-pdpp-desativado
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Figura 1 — Matemartistas da Universidade de Aveiro

Imagem de :https://www.ua.pt/pt/noticias/0/34585, acessado em 05/03/2023

Segundo uma das matemartistas e professora associada da Universidade de
Aveiro Hall e Pais(1)®:

“Magia e matemética aparecem de maos dadas quando se trata de
promover o interesse e a motivagdo para aprender matemética. [...] Em
particular, a exploracgdo da relagdo entre magia e mateméatica tem enorme
potencial no desenvolvimento de atividades em escolas ou fora dela, para
promover efetivamente o interesse por matematica. Na sala de aula, a
exploragao e o estudo de um efeito magico podem se tornar um problema e
fornecer uma fonte de raciocinio e pesquisa. Fora da sala de aula, a magia
matematica e espetaculos podem promover uma relagdo positiva com a
matematica e estimular a curiosidade pela compreensao a explicacdo dos
truques e, por sua vez, para aprender matematica.”

Podemos relacionar a matematica com magia, e transformando essa jun¢do numa grande
ferramenta educacional, envolvente, desafiadora e pratica. Neste trabalho apresentaremos
truques de magica que envolvem principios matematicos fornecendo entretenimento inte-
lectual e desafiando a mente. Utilizaremos a mégica como uma ferramenta educacional
para ensinar e aprofundar temas matematicos de maneira atraente e compreensivel, e isso

se dara através de truques.

Segundo Melo(2):

“Na matematica, a magia pode ser muito mais do que simples brincadeira.
Pode levar a descobertas importantes. Um bom truque de magia é tao
surpreendente, que ndo resistimos a tentar descobrir os seus principios
de funcionamento. Ao contrario dos mégicos, que nunca revelam como
funcionam os seus truques, os matematicos ndo sentem essa necessidade
de secretismo.”

3 Mais informagdes sobre a professora Andreia de Oliveira Hall, acesse https://www.ua.pt/pt/p/10311111


https://www.ua.pt/pt/noticias/0/34585
https://www.ua.pt/pt/p/10311111
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A matematica e a magia dividem uma relacdo que envolve criatividade, légica,
ilusao e surpresa. Os mégicos muitas vezes incorporam principios matematicos em seus
truques para criar ilusoes impressionantes e deixar o publico maravilhado, um grande
exemplo é o matematico e magico Martin Gardner que contribuiu com o desenvolvimento
da matematica recreativa a partir de seus livros e artigos que inspira muitos professores

pelo mundo.

Depois de vivéncia e participacdo em um dos espetaculos promovidos pelo
Circo Matemdtico, surgiu a ideia e a concretizamos a partir da adaptacao da proposta
deste projeto, agora para formar o estudante matemartista. Propomos aulas projetadas
para o primeiro semestre na disciplina Eletiva do Programa de Ensino Integral na escola
estadual Djalma Octaviano, no ano de 2016, na cidade de Campinas. A proposta foi
muito bem recebida pelos estudantes e comunidade escolar que foi necessario que fosse
oferecida novamente no segundo semestre do ano de 2016. A proposta foi elaborada de

forma multidisciplinar, com apoio de uma professora de Lingua Portuguesa.

A professora de Matematica ficou responsavel de trabalhar a parte tedrica e o
desenvolvimento do contetido junto aos estudantes, além de associar estes contetidos com
as matemadgicas. A professora de Lingua Portuguesa foi responsavel em trabalhar escrita
de roteiros, criacao de personagens que utilizariam cada magia e incentivar a criacao de
contextos e historias para a preparacao das apresentacoes das matemdgicas a comunidade
escolar ao final do semestre. Durante as aulas do semestre, os alunos foram construindo,
a partir de cada conteido, as cenas que culminaram com um espetaculo circense com
diversas apresentacoes. Houve apoio mutuo entre as professoras, trocas de experiéncias e

aprendizados.

Uma das propostas do Programa de Ensino Integral é formar jovens protago-
nistas, no qual o jovem ¢é simultaneamente sujeito e objeto das agoes no desenvolvimento
de suas préprias potencialidades. Desta forma, é muito positivo promover dialogo com
estudantes e criar estratégias para que participem da construgao do produto final da Eletiva.
A proposta é feita pelos professores, mas o sucesso da Eletiva acontece quando todos se
envolvem e abragam o projeto. Nesta Eletiva proposta na Escola Djalma Octaviano, os
estudantes faziam parte das discussdes em tragar as caracteristicas do produto final, assim

os estudantes passam a se envolver como parte da solug¢ao dos desafios.

Nesta dissertacao é tratado os aspectos matematicos do projeto realizado na

disciplina Eletiva realizada na escola citada acima.

Os truques de matemdgica escritos nesta dissertacdo sao baseados nas dis-
sertagoes de mestrado do Departamento de Matematica da Universidade de Aveiro de
Marques(3), Rodrigues(4), Matos(5) e Bastos(6).

A adaptagao do projeto do Circo Matemadtico contida nesta dissertagdo pode ser
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ajustada para o ensino fundamental e pode ser aprofundada no ensino médio, cabendo ao

professor considerar a realidade de seus estudantes para o desenvolvimento das atividades.

Esperamos que o presente trabalho sirva de motivacao ao professor para in-
corporar novas propostas a esta e dinamizar o trabalho de acordo com a necessidade de
abordar novos conteudos, pois a eletiva pode ser implementada de forma que uma mesma
turma de estudantes possa realizar a eletiva por mais de um semestre. Esperamos que
ao final dessas atividades, os estudantes estejam mais motivados em aprender e buscar a

matematica de maneira positiva, além de valorizar a disciplina e respeita-la como deve ser.

Para isso tracamos os seguintes objetivos especificos:

o Apresentar os sistemas de numeracao nas bases 2 e 3, com um panorama histérico

dos sistemas numéricos desde a antiguidade até os dias atuais.

o Apresentar a Sequéncia de Fibonacci, suas propriedades e aplicagoes. Apresentar a
espiral de Fibonacci, a razao Aurea, o nimero de ouro e o retdngulo de ouro, bem

como desenvolver atividades e brincadeiras relacionadas a eles.

o Criar uma sequéncia didatica relacionada com os contetidos desenvolvidos nos itens

anteriores usando conceitos ludicos direcionada para os Ensinos Fundamental e

Médio.

e Colaborar com a melhora do aprendizado de Matematica através de atividades

cativantes aos estudantes, estimulando assim o estudo continuo da disciplina.

Assim, dividimos a dissertacdo em trés capitulos. No primeiro, tratamos dos
sistemas de numeracao, dos niimeros naturais e das bases numéricas. No segundo capitulo,
trabalhamos a sequéncia de Fibonacci, a relagdo Aurea, o nimero de ouro e o retangulo

de ouro. No tltimo capitulo, finalizamos com a sequéncia didatica sugerida.



20

1 Sistemas de Numeracao

Neste capitulo abordaremos os sistemas de numeracao e os nimeros naturais.
Iniciaremos com um pouco de histéria, em seguida a representacao decimal dos niimeros,

bases numéricas e os truques de matematica relacionada a estes contetidos.

1.1 Um pouco de histéria

Os sistemas de numeragao permitem a representacao dos niimeros, que é o
principal objeto de estudo da Matematica. Os nimeros sao importantes na compreensao e

constituicao da realidade do estudante em situagoes problemas.

E admiravel observar o desenvolvimento da humanidade em relacao ao avanco
dos varios sistemas de numeragao ao longo de milhares de anos. A capacidade do homem
em registrar as informagoes e contar foram essenciais para o desenvolvimento da civilizacao

e para a troca de conhecimentos, além do avanco do conhecimento humano e da tecnologia.

Ao longo do tempo, diferentes civilizagoes criaram seus proprios sistemas
de numeracao para contar, medir e realizar operacdoes matematicas, e os sistemas de
numeracao mais antigos foram baseados principalmente em contagem um a um, chamada
de correspondéncia unidade a unidade por Ifrah(7) possibilitando comparar e relacionar
dois conjuntos de naturezas diferentes, associando elementos entre dois conjuntos também

chamada de relagao biunivoca.

A medida que a matemética e o comércio evoluiram, houve a necessidade de
criar sistemas numéricos mais avancados e eficientes, e isso levou ao aprimoramento de
notagoes e simbolos numéricos que inclusive usamos nos dias de hoje. A compreensao e o
estudo desses sistemas numéricos ajudam a apreciar a rica historia da matematica e da

cultura humana.

A seguir alguns exemplos dos sistemas de numeracao que influenciaram o

desenvolvimento do sistema de numeracao que utilizamos hoje.

1.1.1 Sistema de numeracdo Sumério

A Suméria estava situada na parte sul da Mesopotamia, entre os rios Tigre e
Eufrates, atualmente localizada na regiao sul do atual Iraque. Acredita-se que a civilizacao
tenha surgido por volta de 4000 a.C. e prosperou até cerca de 2000 a.C.. A civilizagao

suméria foi uma das primeiras e mais influentes civilizacoes da antiga Mesopotamia. Os
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sumeérios sao creditados com intimeras realizac¢oes significativas, incluindo a invencao da

escrita, a roda e o uso de um avancgado sistema de matematica.

Os antigos sumérios desenvolveram dois sistemas de contagem diferentes, na
base 5 e na base 12, que eventualmente combinaram para criar a base 60, também conhecida
como sistema sexagesimal. O sistema de contagem na base 5 era baseado na contagem
dos dedos das maos. Uma mao era usada para contar os nimeros de 1 a 5, e a outra mao
era usada como auxilio para contar quantos grupos de 5 foram contados. Isso permitia

representar nimeros até 25 usando apenas as maos.

Figura 2 — Técnica digital quinéria (base 5)

MAO ESQUERDA

Fig. 2.11 - Técnica digital quingria (base 5).
Imagem de Ifrah(7)

O sistema de contagem na base 12 era baseado nas trés falanges de cada dedo,
com o auxilio do polegar (deslizando sobre as falanges) para contar até 12. O polegar era
usado como auxiliar de contagem para marcar as 12 unidades, permitindo representar
nimeros até 144 (12x12) usando os dedos das duas maos. Na méo direita, eram contadas
as falanges para representar nimeros até 12 (base 12), e o ntimero de grupos de 12 era
“guardado” na mao esquerda (base 5). Isso permitiu que os antigos sumérios representassem

numeros muito maiores do que os sistemas de contagem baseados apenas em base 5 ou
base 12.
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Figura 3 — Sistema de contagem sexagesinal

MAD ESQUERDA l MADO DIREITA
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Imagem de Ifrah(7)

O sistema sexagesimal foi um dos grandes méritos da cultura suméria e acabou
sendo amplamente utilizado na antiguidade por outras civilizagoes, como os babilonios e
os astronomos gregos. Até hoje, sua influéncia pode ser vista em algumas convencoes de

medidas de tempo, como a divisao da hora em 60 minutos e do minuto em 60 segundos.

Os Sumérios utilizavam algarismos arcaicos que possuiam valores diferentes, o
cone pequeno representava 1 unidade, a bolinha representava 10 unidades, o cone grande
representava 60 unidades, o cone grande perfurado representava 600 unidades, a esfera

representava 3600 unidades e a esfera perfurada representava 36 000 unidades.

Tabela 1 — Simbolos arcaicos: Sumérios

1 10 | 60 | 600 | 3 600 | 36 000

uoU@O@

A escrita cuneiforme ! foi um dos primeiros sistemas de escrita desenvolvidos

na antiga Mesopotamia, e passou por varias fases de desenvolvimento ao longo do tempo.

Inicialmente, a escrita cuneiforme consistia em simbolos em forma de cunha
gravados em placas de argila. Esses simbolos representavam palavras e conceitos inteiros, e
nao eram utilizados especificamente para representar nimeros. Com o tempo, os escribas?
mesopotamicos comecaram a utilizar um sistema de notacao posicional para representar
numeros usando os simbolos cuneiformes, que passaram por alteragoes e tiveram formas

diferentes.

1 Utilizavam cunha (que é uma ferramenta de ferro ou madeira cortada em angulo agudo e era usada

para rachar lenha, pedras, etc., hoje ainda vemos o uso de cunhas usadas por marceneiros para calgar
armdrios ou outros méveis que nio estejam nivelados com o cho) para marcar tdbuas de argila timida,
depois as secavam ao sol.

Escribas eram os individuos que registravam informagoes importantes, como leis, registros administra-
tivos, textos religiosos e literarios, etc. Também interpretavam e faziam cédlculos, Faziam parte de uma
elite intelectual.
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Tabela 2 — Simbolos cuneiformes: mesopotamicos

1 10 60 600 3 600 | 36 000 | 360 000
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E importante notar que a escrita cuneiforme era uma forma de escrita complexa
e havia muitos outros simbolos e convencoes usados pelos escribas para representar nimeros,

quantidades e conceitos matematicos. Um exemplo disso é a representacao do ntimero 800
a seguir:

Tabela 3 — Escrita do nimero 800 utilizando algarismos cuneiformes

.-

¥ |« | vsmim 1| wgrnemm

MR &0 50 T IBd aAD 0| 240 40 )| 12 W0 9
4 L 17 221 281 139

Disponivel em Ifrah(7)

A tabela acima, de acordo com Ifrah(7), foi um registro encontrado numa tabu-

leta datando aproximadamente 2000 a.C., para identificarmos o nimero 800, realizarmos a
soma: 4 + 38 + 117 + 221 + 281 + 139.

A seguir temos a representacao de alguns multiplos de 36 000, note que a cada
sfimbolo < acresce 36 000 unidades ao nimero 36 000.

Figura 4 — Representacao simplificada de alguns multiplos de 36 000 no sistema de nume-
racao dos Sumérios

9P

216000 ‘

. |

Imagem de Ifrah(7)

Hoje em dia, esses algarismos cuneiformes sao de interesse, principalmente,
para estudiosos da histéria da matematica e da escrita
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1.1.2 Sistema de numeracdo Babil6nico

Muitos registros da Mesopotamia sobreviveram ao longo dos séculos gracas
a pratica de marcar as placas de argila moles com cunha, o que contribuiu para o

desenvolvimento da comunicagao, do registro e da linguagem escrita.

Os numerais babilonicos eram representados usando a escrita cuneiforme. Esse
sistema foi desenvolvido e usado pelos antigos habitantes da Mesopotamia. Os numerais
babilénicos eram escritos como combinagdes de cunhas em diferentes posigoes e angulos.
Isso permitia representar niimeros de maneira eficaz e utilizava apenas dois simbolos: um
prego (representava a unidade) e uma viga (representava o nimero 10). No sistema de
numeragao babilonico, a base utilizada era a sexagesimal (base 60). Os ntimeros de 1 a 59

sao escritos na forma aditiva.

Figura 5 — Ntimeros no sistema de numeracao babilonico

1Y 1<y 21«7 3« @ZY s51&Y
2TV 12477 2« VW 2€<TW 2&W 24T
3TIT 13<TIT 28K TIW 3BT 43.ZNT 53L& VYT
4F (T uCF uKF uLF LT
5 15(FF 5«KW 35«HF s5EHHF s5&W
6Ty 16<TF 26« Ty 6<<T¥ «ENTF &Y
T I 7« 7« 0 &ZF 94F
s FF 0(F 8«F v «LF 24
oFF 10T 2«T n&«T; wITHF &

10 ¢ 20 €€ 30 € 40 FH 50 & 60 Y

Imagem de :https://pt.scribd.com/document /559532643 /Sistemas-de-Numeracion, aces-
sado em 03/08/2023

A base 60, também conhecida como sistema sexagesimal, tem suas raizes
historicas nos sistemas de numeragao dos sumérios e babilonios. Hoje em antigas civilizacoes,
especialmente na Mesopotamia. A base 60 é evidente na nossa forma de medir o tempo
(60 segundos equivale a um minuto, 60 minutos equivale uma hora) e na maneira como

dividimos circulos (360 graus, divididos em 60 minutos, cada um com 60 segundos).

1.1.3 Sistema de numeracdo Egipcio

O sistema de numeragao egipcio ¢ um antigo sistema de escrita numérica usado

pelos antigos egipcios. Ele tem origem a cerca de 3000 a.C. e foi amplamente utilizado


https://pt.scribd.com/document/559532643/Sistemas-de-Numeracion
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ao longo da histéria do Egito Antigo. Diferente dos sistemas numéricos modernos que
utilizam um conjunto de simbolos para representar diferentes valores (como o sistema

decimal com base 10), o sistema egipcio usava um sistema de numeragao aditiva.

No sistema de numeracao egipcio, os nimeros eram representados usando
simbolos que se assemelhavam a pequenas figuras. O bastao vertical para representar 1
unidade, o calcanhar para representar 10 unidades, a corda enrolada para representar
100 unidades, a flor de 16tus para representar 1000 unidades, o dedo apontando para
representar 10 000 unidades, o peixe ou girino para representar 100 000 unidades e o

homem ajoelhado levantando os bragos para representar 1 000 000 de unidades.

Figura 6 — Simbolos do sistema de numeragao egipcio

e T 0w ¥

1 10 100 1000 10000 100000 1000000
Imagem de :https://pt.scribd.com/document /559532643 /Sistemas-de-Numeracion, aces-
sado em 03/08/2023

A seguir alguns exemplos de escrita dos niimeros no sistema de numeragao

egipcio.

Tabela 4 — Exemplos de niimeros no sistema de numeracao egipcio

456 | QQECUUUUUILLTTT
o UL

1231 1 @@UUU |

Apesar de sua simplicidade, o sistema egipcio era eficiente para as tarefas
matematicas que os antigos egipcios realizavam no dia a dia, como o comércio e a construcgao.
No entanto, para lidar com grandes quantidades, esse sistema tornava-se trabalhoso e

exigia muitos simbolos.

1.1.4 Sistema de numeracdo Chinés

O sistema de numeragao chinés exemplifica como diferentes sociedades desen-
volvem abordagens tnicas para representar e manipular ntimeros, de acordo com suas
tradigoes e necessidades. E um sistema numérico que tem sido usado historicamente na

China e ainda é usado em varias partes do mundo onde a influéncia cultural chinesa é forte.


https://pt.scribd.com/document/559532643/Sistemas-de-Numeracion
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O sistema de numeracao chinés ¢é diferente do sistema decimal que usamos atualmente e é

baseado em caracteres especificos para representar os nimeros.

Figura 7 — Sistema numérico chinés
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Disponivel em https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/numeracao-chinesa.htm

No sistema de numeracgao chinés, apds o nimero dez, os caracteres para ni-
meros maiores sao formados através de combinagdes dos caracteres basicos. A seguir estd

representado o nimero 36 789.

Figura 8 — O ntimero decimal 36 789 no sistema de numeragao chinés

ZEx F++85 AT

O sistema de numeracao chinés segue uma configuracao similar da decomposicao
dos ntimeros no nosso sistema de numeragao atual. Por exemplo o niimero 36 789 = 3-10
000 +6- 1 000 +7-100 + 8-10+ 9.

Outro sistema numérico desenvolvido pelos chineses foi o de varas, que faz a
combinacao de varas horizontais e verticais. Ele ¢é utilizado para representar niimeros na
base 10 (decimal), onde o valor de cada digito depende da sua posi¢do em relagdo aos
outros digitos. E importante ressaltar que a auséncia de unidades de uma certa ordem é

simbolizada por O e este teve influéncia indiana para esta representacao.

Figura 9 — Sistema numérico de varas

|l L L

6 L 9

o —
o 1 2

Disponivel em: https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/

A seguir temos a representacao do niimero 9 234 no sistema numérico de varas.


https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/numeracao-chinesa.htm
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Figura 10 — Nimero no sistema numérico de varas
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Disponivel em: https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/

A contribuicao historica dos diferentes sistemas de numeracgao, incluindo o
sistema numérico de varas, é crucial para a compreensao do desenvolvimento da matematica
e da forma como a humanidade conseguiu representar, manipular e comunicar nimeros ao

longo dos séculos.

1.1.5 Sistema de numeracdo Romano

Os romanos tinham um sistema de numeragao aditivo e subtrativo, onde
combinavam diferentes simbolos para representar niimeros. Este sistema foi usado no
Império Romano e em civilizagoes que foram influenciadas por eles. Este sistema ¢é regido
por regras especificas que ditam a forma como os simbolos sao combinados para formar

numeros. As principais diretrizes incluem:

o Simbolos Bdsicos e Valores Associados: Os simbolos romanos fundamentais sao I, V,
X, L, C, D e M, representando os valores 1, 5, 10, 50, 100, 500 e 1 000, respectivamente.

Cada simbolo tem um valor numérico especifico atribuido a ele.

o Repeticoes Limitadas: Um simbolo pode ser repetido até trés vezes sucessivamente
para denotar sua adi¢ado ao valor total. Por exemplo, III representa 3 (1 + 1+ 1).

Esta diretriz é valida para os simbolos I, X, C e M.

e Principio de Subtraciao: Um simbolo menor colocado a esquerda de um simbolo maior
indica subtragao. Por exemplo, IV é 4, pois (5 — 1) e IX ¢ 9, pois (10 — 1). Esta

diretriz ¢ valida para os simbolos I, X e C.

o EBuitar Subtracio Multipla: Nao é permitido usar a mesma técnica de subtragdo mais
de uma vez no mesmo numero. Em vez de escrever IIX para representar 8, a forma
correta é VIII.

o Ordem Decrescente: Os simbolos sao organizados de maior para menor valor, seguindo
uma ordem decrescente. Isso garante que a leitura e compreensao dos niimeros sejam

feitas de maneira légica.


https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/
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o Composicao de Grandezas Maiores: A adicao de valores menores a direita de valores

maiores resulta em nimeros mais amplos. Por exemplo, VI é 6 (54 1) e LXX é 70

(50 + 10 + 10).

o Numeros superiores a 3 999: Para representar niimeros superiores a 3 999, colocamos

uma barra horizontal sobre a letra, e este serd multiplicado por mil (1 000). Exemplo:

M =1 000 000.

Apresentamos alguns exemplos de ntimeros no sistema de numeragdo romano:

Tabela 5 — Exemplos de nimeros do sistema de numeracao romano

I 5 V 9 IX |13 XIII 943  CMXLIII

IT |6 VI 10 XI |14 XIV 1901 MCMI

Imr |7 vir |11 X 15 XV 3999 MMMCMXCIX
IV |8 VIII |12 XII|79 LXXIX |4598 TVDXCVIII

=W N =

Gracas ao avanco da matemaéatica, o desuso deste sistema foi ocorrendo gradual-
mente, e substituido pelo sistema de numeragao decimal atual. E mesmo caindo em desuso
para calculos complexos, os niimeros romanos ainda aparecem em algumas situagoes, como
secoes e listas de leis, capitulos de livros, relégios, nomes de reis e papas, numeracao de

séculos, entre outros. Assim mantém seu lugar na cultura pelo seu valor histérico.

1.1.6 Sistema de numeracdo Maia

O sistema de numeragao Maia, foi criado entre os séculos IIT e IV, é um sistema
numeérico posicional. Foi o primeiro sistema de numeragao a adotar um simbolo para o

zero (auséncia de valor). Neste sistema eram utilizados:

o Concha que representava o 0.
e Ponto que representava 1

o Barra horizontal que representava 5

Na tabela a seguir estao representados os algarismos do sistema de numeracao

Maia.
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Tabela 6 — Algarismos do sistema de numeragao Maia
o [ 1
S| - | —

Disponivel  em: https://www.obm.org.br/content /uploads/2022/08/N1_ Bases__
Numericas Antonio Amaral S0O2022.pdf

Os niimeros eram escritos na vertical e sua leitura realizada de cima para baixo,
ou seja, possui niveis maiores em cima. A tabela a seguir mostra a representacao dos niveis

e os miultiplos dos niveis de 1 a 5:

Tabela 7 — Niveis e multiplos dos algarismos do sistema de numeracao Maia

Niveis | Multiplo
5 144 000
4 7 200
3 360
2 20
1 1

Note que no segundo nivel os algarismos sao multiplicados por 20, no terceiro
nivel os algarismos sao multiplicados por 360, no quarto nivel os algarismos sao multipli-
cados por 7200 = 360 - 20), no quinto nivel sdo multiplicados por 144 000 =7 200 -20),
e assim sucessivamente. Os Maias utilizaram o 360 em seu sistema de numeracao para

representar a contagem de dias no calendario utilizado por eles.

O sistema de numeragdo Maia seria um sistema vigesimal se os niveis fossem
miltiplos das poténcias de base 20, ou seja, multiplos de 20° = 1, 20" = 20, 20* = 400,

20% = 8 000, ... Desta forma é um sistema de numeracio com caracteristica tnica.

Veja a seguir o nimero decimal 2 267 no sistema de numeracao Maia.

Tabela 8 — Subdivisdes do niimero decimal 2 267 na escrita do sistema de numeracao Maia

- @

Terceiro nivel
- @
=== | Segundo nivel
- @

Primeiro nivel

Conforme o exemplo, temos 7-1 = 7 no nivel 1, 7-20 = 140 no nivel 2 e 7-360 =
2 520. Somando os resultados temos 7 + 14042 520 = 2 667 no sistema de numeracao

decimal.


https://www.obm.org.br/content/uploads/2022/08/N1_Bases_Numericas_Antonio_Amaral_SO2022.pdf
https://www.obm.org.br/content/uploads/2022/08/N1_Bases_Numericas_Antonio_Amaral_SO2022.pdf
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1.1.7 Sistema de numerac3do Indo-arabica

O sistema numérico amplamente utilizado no mundo atual é o sistema de
numeracao indo-arabico, também conhecido como sistema decimal posicional. Neste sistema,
representamos os nimeros usando dez simbolos (digitos): 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 e 9. Originado
na India, esse sistema é posicional, pois os nimeros sao representados de acordo com
a posicao de seus digitos, indicando diferentes quantidades. Cada posicao dos digitos
(algarismos) corresponde a uma poténcia de 10, permitindo realizar célculos matemaéticos

mais complexos.

A imagem a seguir mostra a evolugao dos algarismos de 300a.C. até os dias

atuais.

Tabela 9 — Evolugao dos algarismos do sistema de numeragao decimal
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Disponivel em: https://www.todamateria.com.br /sistema-de-numeracao-decimal/

Nos dias de hoje, o sistema de numeracao indo-arabico é essencial para repre-
sentacdo numeérica e calculos nas diversas areas, como economia, ciéncia, engenharia entre
outras. Foi aprimorado aos passar dos anos e hoje representa um papel muito importante

no mundo.

1.2 Nudmeros Naturais

Os ntimeros naturais sdo apresentados no ensino fundamental como um conjunto
numérico, muitas vezes sem uma definicao ou regras especificas, sendo apenas relacionados
com a contagem que os estudantes aprenderam nas séries iniciais. Isso é adequado para a
idade e a série em questao. No entanto, em algumas ocasides, esse tema nao é abordado
nas séries seguintes, o que faz com que o estudante chegue a vida académica deduzindo o
conjunto dos niimeros naturais simplesmente pelo conhecimento prévio de contar, sem ter

sido introduzido a regras e propriedades formais.
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Por Hefez(8) os ntimeros naturais formam um conjunto cujos elementos sao

descritos ordenadamente como a seguir:

1,2,3,4,5,6,7, ...
Sugestivamente:
l1—2—53—4—5— -

Essa representagao mostra de maneira explicita que a sequéncia comeca com

o numero 1 e que para cada natural temos um sucessor, e ainda que esta sequéncia ¢ infinita.

Axiomas de Peano

Os axiomas de Peano® descrevem os ntimeros naturais e suas propriedades, e

podem ser escritos como se segue:

e Todo ntmero natural n tem um sucessor, representado por n + 1.
e« Sem+1=mn+1, entdo m = n.

« Existe um tinico ntimero natural, designado por 1.%, tal que n + 1 # 1, para todo
n e N.

e Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto é, X < N). Se 1 € X e se, além disso,

n+ 1€ X, para cada n € X, entao X = N.

O homem, desde o surgimento na Terra, tem buscado a matematica para
comparar, medir e contar. O instrumento mais utilizado para essa contagem foi os dedos
das maos, no entanto, ha registros do uso de outros objetos, como pedras, cordas com nés,
varetas e pedacos de ossos. Acredita-se que a estrutura fisica do homem tenha influenciado
a criacdo do sistema de numeracao que utilizamos hoje, conforme Ifrah(7).

Se a natureza tivesse dado seis dedos a cada mao, a maioria das numera-
¢oes da histéria teriam sido fundadas na base doze. Se, em contrapartida,
a evolugao natural deste érgao tivesse desaguado, na linha humana, numa
redugéo de dedos de cada méo a quatro, por exemplo (como na ra), nos-
sas tradigoes de contagem e nossos sistemas de numeragao seriam hoje
fundados na base oito.

De acordo Morgado(10), o processo de contagem é composto por duas etapas

distintas e com grau de complexidades distintos, porém que sdo fundamentais. Inicialmente,

Por Hefez(9).

Este axioma estabelece 1 como primeiro elemento no conjunto N = {1,2,3,4,...}, pode também
estabelecer 0 como primeiro elemento, assim N = {0,1,2,3,4,...}, adotar uma das possibilidades é
apenas uma predilecao do leitor.
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a contagem se desdobra através da enunciacao da sequéncia numérica utilizando palavras,

" e assim

onde os nimeros sao verbalizados de forma sequencial, como "um, dois, trés...
por diante. Esse primeiro passo é crucial para a familiarizacdo com a ordem numérica e a

internalizacao dos niimeros como conceitos abstratos que representam quantidades.

Posteriormente, passamos para a segunda etapa do processo de contagem, que
é a associacao da sequéncia numérica a quantidades especificas dentro de um conjunto.
Nesse estagio, os nimeros se transformam em ferramentas que representam a quantidade
de elementos em um grupo. Essa transicao do simples enunciado da sequéncia para a
atribuicao de quantidades reais é um marco importante no desenvolvimento do pensamento

matematico.

Essas etapas destacam a relevancia de compreender nao apenas a sequéncia

numérica, mas também a sua relagdo com a quantificacao.

Portanto, o reconhecimento da importancia das etapas de contagem e da evolu-
¢ao dos sistemas de numeracao destaca o papel essencial que esses conceitos desempenham
no avanco do conhecimento humano. A capacidade de enunciar sequéncias numéricas e
relaciona-las a quantidades é uma habilidade fundamental que fundamenta muitos campos

académicos e aplicativos praticos em nossa sociedade.

1.3 Bases numéricas

As bases numéricas sdo sistemas usados para representar nimeros usando
simbolos (digitos). Os sistemas definem a escrita e a interpretagdo desses niimeros, o que
permite que humanos e computadores compreendam e realizem operagdes matematicas.
As bases numéricas mais comuns e utilizadas na atualidade incluem a base 10 (decimal),

base 2 (bindria), base 8 (octal) e base 16 (hexadecimal).

1.3.1 Base 10

A representacao decimal posicional de um nimero natural é conhecido em todo
mundo. Para escrever os niimeros no sistema decimal posicional utilizamos os algarismos
0,1,2,3,4,5,6,7,8 e 9, sistema conhecido como base 10 e tem 10 algarismos. Além disso,
¢ um sistema posicional, ou seja, para cada posicao que o algarismo ocupa temos uma
poténcia de 10. A cada posicao do algarismo que forma esse nimero denominamos de
ordem e a cada terna de ordens é denominada de classes. Veja a disposicao na tabela a

seguir.



Capitulo 1. Sistemas de Numeragdo 33
Tabela 10 — Classes, ordens numéricas e poténcias de base 10
Classe do milhao Classe do Milhar Classe das Unidades
92 ordem|8% ordem|7? ordem|6® ordem|5® ordem|4® ordem|3? ordem|2? ordem|1? ordem

108 107 10° 10° 10* 103 10? 10 10°
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Exemplo: Consideremos um niimero de 95 762 na base 10, cada algarismo é

multiplo de uma poténcia de base 10, e cada posi¢ao representa uma ordem.

Tabela 11 — Classes e ordens do namero 95 762

Classe do Milhar Classe das Unidades
62 ordem | 5% ordem | 4® ordem | 3% ordem | 2% ordem | 12 ordem
10* =10 000[10*> =1 000 | 10* = 100 | 10' =10 | 10° =1
9 5 7 6 2
90 000 5 000 700 60 2

O ntmero 95 762 = 9-10 000+5- 1 000+7-1004+6-10 + 2 - 1.

1.3.2 Bases posicionais

Depois do avanco e aprimoramento do sistema de numeracao decimal e também
o entendimento de bases posicionais, é possivel escrever qualquer nimero natural na base

b pretendida, e para isso decorremos da divisao euclidiana.

O Teorema a seguir, que é uma aplicacao da divisao euclidiana, fundamenta os

sistemas de numeracao posicionais em relagao a base b pretendida.

Teorema 1. Sejam dados os nimeros inteiros a e b, com a > 0 e b > 1. Fxistem numeros
inteirosn =0 e 0 < 1o, 7r1,...,7 < b, com 1, # 0, univocamente determinados, tais que
a=ro+r - btrg- b+ 1, b

Demonstracao. Vamos demonstrar o teorema utilizando indug¢ao matematica sobre a.
(i))Sel<a<b temosn=0ery=a=1.

(74) Suponhamos o resultado valido todo nimero natural menor do que a, e queremos
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provar verdadeira para a, com a = b.
Pela divisao euclidiana, existem ¢ e r, nicos, tais que: a =b-q+r, com 0 < r < b.
Como 0 < ¢ < a, pela hipétese de inducao, existem ntimeros naturais n’ > 0 e 0 <
. /

70,71 < b, com 'y # 0, tais que ¢ =)+ 7 b1y b A+ b

. . /
Substituindo g em a =b-q+ 7, temos a =b- (ry + 7 - b+71h-b* + ... 47 - O") + 1.

~ /
Entdo, a =71} -b+7, -0 +75- 6>+ ...+ 0" + 1 segue-se quen =n'+1er =r,
/ / /

TO=T1,T1 =T2 «ouoy Ty = Tpip1 = Ty
Assim, pelo principio da indugdo matematica, o teorema é demonstrado para todo a

natural. O

A partir do teorema acima, se b = 10, é chamada de expansao decimal, se b = 2,
é chamada de expansao binaria, e se b = 3, é chamada de expansao ternaria. Assim, b
é a base do sistema de numeracao posicional, e depende da forma de agrupamento dos
numeros, ou seja, na base 10 ja vimos que os niimeros sao agrupados de 10 em 10 e para
sua escrita sao utilizados 10 simbolos (digitos), na base 2 os nimeros sao agrupados de 2
em 2 e sao utilizados 2 simbolos (0 e 1), e na base 3, os niimeros sao agrupados de 3 em 3,
e sao utilizados 3 simbolos (0, 1 e 2) e assim por diante. Note que os digitos utilizados para,
escrever esses numeros na base b sao os possiveis restos na divisao euclidiana do ntimero

natural por b.

Podemos obter a expansao de um ndmero natural na base b, basta aplicar,

sucessivamente, a divisao euclidiana e obtemos:

a = bqy + 19, com rg < b
qo = bqy + 71, com ry <b

q1 = bgs + 79, com ry < b
Gn-1 = bg, + 1,, com 1, <b

Assim, podemos escrever o nimero a na base b desta forma: (¢,7r,7m—1...727170)5-

O conjunto S = {qu, ', "1, .-, 72,71, 7o} possui b simbolos, dos quais variam
deOab—1.

No sistema decimal, base b = 10, temos o conjunto S = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

e no sistema bindrio, na base b = 2, temos o conjunto S = {0, 1}.

1.3.3 Exemplos

A seguir apresentaremos exemplos de conversdes entre bases numéricas, da

base decimal para a base b pretendida, além disso a conversao de um nimero na base b
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para a base decimal.

Ezemplo 1: Vamos escrever o nimero 19 na base 2, para isso efetuamos a

divisao sucessiva do niimero 19 por 2:

Para escrevermos o ntimero 19 na base bindria utilizamos os nimeros do ultimo

quociente e os demais restos, na ordem da direita para a esquerda, assim 19 = (10011)s.

Para escrevermos um niimero da base binaria para a base decimal usamos a

expansao do teorema 1 com poténcias de base 2, como segue:

1:2440-2240-2241-2'+1-2°=1-16+0-840-4+1-2+1-1 = 16+2+1 = 19.

Ezemplo 2: Vamos escrever o nimero 19 na base 3, para isso efetuamos a

divisao sucessiva do nimero 19 por 3:

O ntimero 19 na base terndria fica representado por 19 = (201)s.
Para a conversao da base ternaria para a base decimal fazemos:

2.3240-3'4+1-3"=2.940-3+1-1=18+1=19.

Ezemplo 3: Vamos escrever o nimero 19 na base 8, para isso efetuamos a

divisdo sucessiva do niimero 19 por 8:
19 | 8
O ntimero 19 na base octal fica representado por 19 = (23)s.

Para a conversao da base octal para a base decimal fazemos:

2.8 +3.8°=16+3=109.

Ezxemplo 4: Vamos escrever o nimero 19 na base 16, para isso efetuamos a

divisao sucessiva do nimero 19 por 16:
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19 | 16
O ntmero 19 na base hexadecimal fica representado por 19 = (13)35.

Para a conversao da base hexadecimal para a base decimal fazemos:

1-16"4+3-16°=1-164+43-1=16+3 = 19.

Ezxemplo 5: Vamos escrever o nimero 19 na base 5, para isso efetuamos a
divisao sucessiva do nimero 19 por 5:

19 | 5

O ntimero 19 na base 5 fica representado por 19 = (34)s.

Para a conversao do nimero da base 5 para a base decimal fazemos:

3-5'4+4.5"=3.544-1=15+4=19.

Propositalmente, escolhemos o mesmo nimero (19) para converter para outras

bases numéricas para comparar os resultados, temos: 19 = (10011), = (201)3 = (23)s =

(13)16 = (34)5

Para compreender melhor a conversao de uma base b qualquer para a base

decimal, temos que entender que a posicao dos algarismos determina o expoente da base b,
observe a tabela a seguir:

Tabela 12 — Nimeros da base b e as poténcias em relagao a sua posigao (Nimero 19)

Bases Representacao do niimero
1 0 0 1 1
2t 28 22 ot 20
0 0 2 0 1
3* 3 32 3t 3
0 0 0 2 3

Octal gl g8 g2 gl g
0 0 0 1 3
16* 16° 16> 16" 16"

Binaria

Ternaria

Hexadecimal

Note, por exemplo, que o niimero 19 na base binaria é 10011, temos 5 algarismos,
logo 5 parcelas e cinco poténcias de base 2, com expoentes variando de 0 a 5 — 1 = 4. J&

na base ternaria, o nimero 19, é representado por 201, temos 3 algarismos, logo 3 parcelas

e 3 poténcias de base 3, com expoentes variando de 0 a 3 — 1 = 2.
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1.3.4 Bases 2, 8e 16

Ja vimos alguns exemplos de conversdes de nimeros decimais para a base 2
e base 8, e ja falamos sobre o desenvolvimento das bases numéricas pelo aspecto das
necessidades das civilizagoes. Este terno de bases, 2, 8 e 16 sao essenciais e amplamente
utilizados na informética, criptografia, computacao, eletronica, mecatrénica, automacao,

entre outras.

As bases octal e hexadecimal surgiram para compactar a representagdo binaria
(base 2), evitando a necessidade de utilizar longas sequéncias de digitos para representar

numeros pequenos em programacao de computadores.

Vamos agora dar um exemplo de conversao para a base hexadecimal (base 16),
a qual muitas pessoas acham estranha por utilizar letras juntamente com nimeros. A base
hexadecimal precisa de 16 simbolos diferentes, assim utilizaremos os 10 algarismos e mais
6 letras do alfabeto. Essa abordagem ¢ uma alternativa para evitar confusao na escrita de

numeros.

Vamos converter o nimero 3 289 para a base hexadecimal:

3 289

9]

Observe que a ocorréncia dos restos da divisao sucessiva do nimero 3 289 por
16 ultrapassam o numeral 9, assim é necessaria a traducao dos restos entre 10 e 15, e desta
forma na conversao de niimeros decimais para a base 16, usam-se os simbolos 0, 1, 2, 3, 4,
5,6, 7,8 e 9 do sistema decimal e também as letras A, B, C, D, E e F, com valores 10, 11,
12, 13, 14 e 15, respectivamente.

Assim escrevemos o nimero 3 289 = (C'D9)6, usamos C' = 12 e D = 13.

E para converter da base hexadecimal para a base decimal, escrevemos: C -
16>+ D 16" +9-16" =12-256 + 13- 16 + 9 - 1 =3 072+208 + 9 = 3 289.

1.3.4.1 Conversao entre as bases 2 e 8

No sistema de numeracao octal, sao utilizados 8 algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 e
7. Desta forma, sabemos que o nimero decimal 8 é representado por (10)g, sendo esse o
primeiro nimero com dois algarismos na base octal, ou seja, o nimero 7 = (7)g é o maior
nimero (limite maximo do agrupamento) representado na base 8, utilizando apenas um
algarismo. Ao compararmos os sistemas de numeracao decimal, octal e binario, observamos
que o numero 7 = (7)s = (111)2 é o maior nimero (limite maximo do agrupamento)
representado na base 2, utilizando no maximo 3 algarismos. A visualizacao é facilitada

pela tabela a seguir:
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Tabela 13 — Comparacao dos niimeros na base decimal, octal e bindrio

Base 10 | Base 8 | Base 2
1 1 1
10
11
100
101
110
111
1000

O 1 O U i W I
N O O = W o

—
o

Desta forma podemos utilizar a seguinte conversao entre a base binaria e a

base octal sem recorrer a base 10. Utilizaremos a seguinte tabela para a conversao:

Tabela 14 — Tabela para conversao entre bases 8 e 2

Base 10 | Base 8 | Base 2
1 1 001
2 2 010
3 3 011
4 4 100
5 5 101
6 6 110
7 7 111

A partir de um ntimero na base 2, conversao para a base 8, separamos os
algarismos da direita para esquerda de 3 em 3, e se for necessario adicionamos zeros a
esquerda para termos 3 algarismos em cada grupo. Identificamos na tabela 14 os valores

correspondentes e realizamos a substituigao.

Ezemplo: Vamos converter o nimero (11001101), para a base 8. Inicialmente
completamos com zero a esquerda para obtermos uma quantidade de digitos multiplos de

3, para separarmos grupos de 3 digitos, temos:

011 001 101
3 1 5

Buscando na tabela 14, comparando base 2 com base 8, temos que o primeiro
grupo de 3 digitos (da esquerda para a direita), temos 011 da base 2 corresponde a 3 na
base 8, 001 da base 2 corresponde a 1 na base 8 e 101 da base 2 corresponde a 5 na base 8,

fazemos a substitui¢do e obtemos o nimero (11001101), = (315)s.

Verificacao: Podemos verificar essa conversao direta convertendo esses nimeros

para o sistema de numeragao decimal, com o propésito de convencer o leitor. Veja:
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1-2741-240-2240-24 +1-241-2240-2' +1-2° = 128 +64+8+4+1 = 205.

3-82+1-8"+5-8=3-64+8+5-1=205.

Para converter um nimero da base 8 para a base 2, fazemos o mesmo processo
de comparagao e substituicdo. Por exemplo, vamos escrever o nimero (475)s na base
2. buscamos na tabela o digito (4)s e substituimos pelo seu correspondente da base 2,
que é (100)2, agora fazemos o mesmo com os demais digitos e obtemos (7)s = (111), e
(5)s = (101)2, concluindo, (475)s = (100111101)s.

1.3.4.2 Conversao entre as bases 2 e 16

A conversao entre a base 2 e a base 16 é andloga a conversao entre as bases 2 e
8. Neste caso, devemos fazer a comparacao entre os sistemas de numeracgao da base 2 e
o sistema de numeracao de base 16, temos 15 sendo o maior niimero (limite maximo do
agrupamento) na base 16 que se escreve com no maximo dois algarismos e na base 2 se

escreve com 4 algarismos.

Agora vamos converter (11001101), para a base 16. Inicialmente, agrupamos os
digitos de 4 em 4, da direita para a esquerda do nimero (11001101),, utilizamos a tabela

a seguir para comparagao € conversao:

Tabela 15 — Lista dos primeiros niimeros decimais nas bases 2 e 16

Base 10 | Base 2 | Base 16
Base 10 | Base 2 | Base 16

1 0001 1

9 1001 9
2 0010 2

10 1010 10
3 0011 3

11 1011 11
4 0100 4

12 1100 12
5 0101 5

13 1101 13
6 0110 6

14 1110 14
7 0111 7 15 1111 15
8 1000 8

Podemos escrever:

1100, 1101
—— =
12 13

Consultando a tabela 15, temos (1100); = (12)15 € (1101) = (13)46, efetuamos
a substituigdo e temos que 12 = C' e 13 = D no sistema hexadecimal, entao:(11001101), =
(CD)IG‘

Verificagio: Vamos conferir o valor de (C'D)4 na base decimal:
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1216 + 13- 16° = 192 + 13 = 205.

O mesmo pode-se fazer para converter diretamente da base 16 para a base 2,

apenas utilizando a tabela para comparacao.

1.4 Truques de matematica com o sistema de numeracao de base 2

1.4.1 Proposta 1

Para a realizacao deste truque é necessario que o magico tenha um assistente
que conheca todo o processo, e também precisara de um baralho completo de 52 duas
cartas. O magico se posiciona de costas, enquanto isso, o assistente entrega o baralho ao
voluntario e solicita que este escolha seis cartas do baralho e que as entregue ao assistente.
O assistente observa as seis cartas, e escolhe uma delas, dentre as que possuam mesmo
naipe’, para devolver ao voluntario e esconder, porém é necessario que o assistente a
memorize, pois sera a carta que o magico ird descobrir. O assistente coloca as cartas na
mesa, de modo a passar a informagao da carta escondida ao magico e este ao se virar e

observar a disposi¢ao das cartas revela a carta escondida.

Explicagao: Este truque esta associado com a forma da escrita dos niimeros

decimais na base 2.

Exemplo: Suponhamos que no baralho o voluntario tenha extraido as seguintes

cartas:

Figura 11 — Cartas escolhidas pelo voluntario

e e s 8 *.‘4‘4 e e J
vey . 2" s +te &
A A ™ L v ¥ + .+ s
'Y I 2K 1 AR IR R I

O assistente do magico tem quatro opgoes para a escolha de uma carta. Dentre
as escolhas poderd ser: oito (8) de copas, trés (3) de copas, nove (9) de paus ou valete (J)

de paus. O motivo destas cartas poderem ser escolhidas é pelo fato de possuirem naipes

®  Um baralho possui 4 naipes diferentes, ao escolher 6 cartas deste baralho, pelo Principio das Gavetas de

Dirichlet, é garantido que haja ao menos um naipe repetido, e esta situacao possibilita que o assistente
do mégico "conte", utilizando as cartas, o naipe da carta escondida. Consulte o apéndice B para mais
exemplos apresentados em forma de atividades.



Capitulo 1. Sistemas de Numeragdo 41

repetidos. Suponhamos que o assistente tenha escolhido o oito (8) de copas para devolver

ao voluntério e este manter a carta escondida.

Em seguida, o assistente organiza as cartas na mesa de maneira estratégica,

€COmo a seguir:

Figura 12 — Cartas organizadas pelo assistente para representar 8 de copas

> ¢ <«

Quando o magico se vira e olha a disposi¢ao das cartas, revela a carta escondida

a partir da disposicao das cartas que seguem a seguinte ordem:

Tabela 16 — Disposicao dos valores da carta 8 de copas escondida

20—=1[2"=21]2%=41]2% =8 naipe da carta escondida
0 0 0 1 copas

Note que as cartas colocadas viradas para baixo equivalem a zero e as cartas
viradas para cima equivalem a um, para descobrir a carta escondida basta somar as

poténcias que coincidem com as cartas viradas para cima.

Suponhamos que a carta escondida seja o valete de paus. A disposicao das

cartas pode ser dada a seguir:

Figura 13 — Cartas organizadas pelo assistente para representar valete de paus

*0

% 4 + >

> € <«
e
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> > ¢ ¢

> € ¢
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®
o

Observe o célculo do magico:
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Tabela 17 — Disposicao dos valores da carta valete de paus escondida

20—=1[2"=21]2%2=41]2% =28 naipe da carta escondida
1 1 0 1 paus

O maégico deve efetuar o calculo: 1+ 2 + 8 = 11, considerando os que o valete

(J) equivale a 11, a dama (Q) equivale a 12 e o rei (K) equivale a 13.

Como em quatro ordens no sistema de base 2 é possivel escrever até o nimero

15 do sistema decimal, é possivel que se descubra qualquer carta escondida do baralho.

Neste truque a disposicao das cartas nao foi fielmente escrita conforme a ordem

da representacao dos niimeros bindrios, propositalmente escritos ao contrario.

1.4.2 Proposta 2

Este truque é uma variacao da proposta apresentada na subsecao 1.4.1. Das
cartas escolhidas pelo voluntario, conforme a figura 11, o assistente deve escolher, duas
cartas que possuem naipes iguais, por exemplo, valete (J) e nove (9) de paus, e rapidamente
deve calcular a diferenca entre elas, 11 — 9 = 2. O assistente entrega ao voluntario a carta
com valor maior, valete (J) de paus para que seja escondida. Em seguida deve colocar as
cartas na disposigao estratégica, ou seja, organiza as cartas com a informacgao da diferenca
entre essas cartas, e expoe a carta que utilizou para calcular a diferenca, como o exemplo

a seguir:

Figura 14 — Cartas organizadas pelo assistente

> ¢ ¢

*c
& 4 » b
& 4 » b
T

=) 2

Observe o calculo do magico:

Tabela 18 — Disposicao dos valores da carta valete de paus escondida

20=1[2"=21]2%=412%= 8] naipe e valor a ser adicionado
0 1 0 0 paus, adicionar 9

Agora o magico observa que o assistente passou a diferenca 2 que deve ser

somada a carta 9 de paus, assim, tem-se que a carta escondida é 2+9 = 11, que corresponde
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ao valete (J) de paus.

1.4.3 Proposta 3

Para este truque, o magico deve utilizar a tabela a seguir:

Tabela 19 — Tabela de anotacoes do magico

Magico | Anotagao
1
2
4
8
16
32
64

Note que a tabela é composta pelas poténcias de base 2, organizadas em ordem
crescente.

Solicitar a um voluntario que pense em um ntmero com dois algarismos. O
magico deve perguntar ao voluntario se o nimero pensado ¢ par ou impar e orientar o

voluntério:

o Se for par: deve dividir o nimero pensado por dois;
« Se for impar, deve-se subtrair 1 (um) e em seguida dividir o resultado por 2 (dois);

o Em cada novo resultado, o magico deve perguntar ao voluntario se o niimero ¢ par

ou impar, e o voluntario deve repetir os passos dos itens anteriores.

 Os procedimentos devem ser seguidos até o voluntario obter resultado igual a 1 (um).

O maégico deve fazer anotagoes enquanto o voluntario vai fornecendo as infor-
magoes solicitadas. Ao obter o nimero 1 como resultado, o magico deve revelar o nimero

pensado pelo voluntario.

Explicacao: Este truque baseia-se nas divisdes sucessivas de um nimero na
base decimal para obtenc¢ao de um nimero na base binaria, ao anotar apenas os nimeros
e os resultados impares, em ordem, ¢ garantido que se obtenha as poténcias de 2 em que

sao multiplicadas por 1.

Exemplo: Suponhamos que o voluntario tenha escolhido o ntimero 63, as

anotagoes na tabela ficarao como o exemplo a seguir:
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Tabela 20 — Calculos do voluntario e anotacdes do magico

Célculos do voluntario | Méagico | Anotagao
63 1 X
31 2 X
15 4 X
7 8 X
3 16 X
1 32 X
64

O niimero 63 é impar, entao o voluntario avisa o méagico o nimero é impar, e

em seguida subtrai 1 e divide o resultado por 2, ou seja, 63 — 1 = 62 e 62 = 2 = 31.

O ntimero 31 ¢é impar, entdao o voluntario avisa o magico o niimero é impar, e

em seguida subtrai 1 e divide o resultado por 2, ou seja, 31 — 1 =30 e 30 = 2 = 15.

O ntimero 15 é impar, entdao o voluntario avisa o magico o niimero é impar, e

em seguida subtrai 1 e divide o resultado por 2, ou seja, 15 —1=14e 14 -2 =1T7.

O numero 7 é impar, entao o voluntario avisa o magico o niimero é impar, e

em seguida subtrai 1 e divide o resultado por 2, ou seja, 7—1=6¢ 6 + 2 = 3.

O ntimero 3 é impar, entdo o voluntario avisa o magico o nimero é impar, e em
seguida subtrai 1 e divide o resultado por 2, ou seja, 3 —1=2¢ 2+ 2 = 1, o voluntario

avisa que chegou ao final processo de calculos.

Basta que o magico faca a soma dos ntimeros assinalados na tabela, ou seja,
1+2+44+8+16+ 32 =63.

1.4.4 Proposta 4

Neste truque o magico adivinhara o més em que o voluntario nasceu e para

isso disponibiliza cartazes com os meses do ano, conforme a ordem e configuragao a seguir:

Tabela 21 — Meses do ano

CARTAZ 1
Janeiro Fevereiro Marco Abril
Maio Junho Julho Agosto
Setembro  Outubro Novembro Dezembro
CARTAZ 2
Janeiro Fevereiro Marco Abril
Maio Junho Julho Agosto
Setembro  Outubro Novembro Dezembro
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CARTAZ 3
Janeiro Fevereiro Marco Abril
Maio Junho Julho Agosto
Setembro  Outubro  Novembro Dezembro
CARTAZ 4
Janeiro Fevereiro Marco Abril
Maio Junho Julho Agosto
Setembro Outubro Novembro Dezembro

O mégico se posiciona de costas para os cartazes e solicita a um voluntario que
observe os cartazes e localize o més de seu nascimento. Em seguida que o voluntario diga

a cor em que parece no cartaz numero 1, depois no cartaz nimero 2, e assim por diante.

Explicacao: Os cartazes sao construidos de acordo com a expansao bindria dos
numeros decimais. Cada cartaz é associado com uma ordem no sistema de base 2, como
sao quatro cartazes é possivel representar até o niimero 15, este ¢ um dos motivos que

garante a funcionalidade do truque (que utiliza até o niimero 12 que é o més de dezembro).

Cada cartaz mostra se foi utilizado (1) ou nao (0) a poténcia de base 2, temos:

« CARTAZ 1: poténcia 2° = 1

« CARTAZ 2: poténcia 2! = 2

CARTAZ 3: poténcia 2% = 4
« CARTAZ 4: poténcia 2% = 8

Ao escrevermos a expansao binaria de um niimero decimal, temos os algarismos

0 e 1, associados as cores preta e vermelha, respectivamente.

O maégico sabendo que a cor preta tem valor zero e cor vermelha tem valor um,

levando em conta os cartazes na ordem apresentada, efetua o calculo da tabela:

Tabela 22 — Calculo do mégico

Cartaz | Poténcia Cor Célculo
B
) | [T
R R
B
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A partir dos calculos obtidos, basta somé-los e associar o resultado com o valor

numérico que representa cada més, Janeiro = 1, Fevereiro = 2, e assim por diante.

Exemplo: Suponhamos que o voluntario passou a seguinte informagao ao magico:

vermelho, vermelho, vermelho e preto. O magico mentalmente calcula:

Tabela 23 — Calculo do méagico

Cartaz | Poténcia Cor Calculo
1 2°=1 [wvermelho=1]1-1=1
2 21 =2 [wermelho=1[2-1=2
3 22 =4 |vermelho=1]4-1=14
4 25 =8 preto =0 8:-0=0

O mégico efetua a soma dos resultados: 1 +2 + 4 = 7 e revela que o més de

nascimento do voluntario é Julho.

No Apéndice C apresentamos os niimeros decimais convertidos em binarios e a

explicacao da montagem dos cartazes.

1.45 Proposta b

Neste truque o magico adivinhara o dia do més em que o voluntario nasceu, e

para isso disponibiliza cartazes com os calendarios na ordem e configuracao a seguir:

Tabela 24 — Calendarios

Calendario 1 Calendario 2

ID S T Q Q S S| ID S T Q Q S S
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
8 9 10 11 12 13 14 8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21 15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28 22 23 24 25 26 27 28
29 30 31 29 30 31
Calendario 3 Calendario 4

H D S T Q Q S S H H D S T Q Q S S H
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5! 6 7
8 9 10 11 12 13 14 8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21 15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28 22 23 24 25 26 27 28
29 30 31 29 30 31
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Calendério 5

ID S T Q Q S 5§

12 3 4 5 6 7
§ 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30 31

O magico se posiciona de costas para os cartazes e solicita a um voluntario
que localize nos cartazes, o dia do més em que nasceu. O magico solicita que o voluntario

revele as cores em que estd o dia do seu nascimento em cada calendario.

Explicacao: A construcao dos calendérios é analoga a construgao das tabelas
do truque da proposta 1.4.5. Neste truque temos cinco calendarios, que sao associados a
cinco ordens do sistema de base 2, podemos escrever até o nimero 31 do sistema decimal,

permitindo a funcionalidade do truque.

O magico sabendo que a cor vermelha tem valor 1 e a cor preta valor 0, levando

em conta os calendarios na ordem apresentada, efetua o calculo da tabela:

Tabela 25 — Calculo do mégico

Cartaz | Poténcia Cor Célculo
R
;| 2on | T[T
s MO Do
BRI
5 2 _ 16 ve;::;(l)higl 1166-.10::106

Basta efetuar a soma dos resultados obtidos na tabela que teremos o dia em

que o voluntario nasceu.

Exemplo: Suponhamos que o voluntario passou a seguinte informagao ao magico:

vermelho, vermelho, vermelho, preto e vermelho. O magico mentalmente calcula:
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Tabela 26 — Calculo do magico

Cartaz | Poténcia Cor Calculo
1 2°=1 [wermelho=1] 1-1=1
2 21 =2 |wermelho=1] 2-1=2
3 22 =4 |wvermelho=1]| 4-1=14
4 23 =8 preto = 0 8-0=0
5 2' =16 | vermelho=11]16-1=16

Agora o magico efetua a soma os resultados: 1 + 2 + 4 + 16 = 23 e revela que o

dia de nascimento do voluntario é 23.

1.5 Truque de matematica com o sistema de numeracao de base 3

Este truque exige do mégico uma habilidade maior em célculos mentais.

O maégico pede a um voluntario que pense em um nimero de 1 a 50. Em seguida
disponibiliza os cartazes a seguir e solicita ao voluntario que revele a cor dos nimero

pensado em cada um dos cartazes.

Tabela 27 — Cartazes

Cartaz 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Cartaz 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Cartaz 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Cartaz 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
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Explicacao: Os cartazes sao construidos de acordo com a expansao ternaria dos

numeros decimais.

O magico sabendo que a cor preta equivale a 0, a cor vermelha equivale a 1 e a

cor azul equivale a 2, levando em conta a ordem dos cartazes, efetua o calculo da tabela:

Tabela 28 — Calculo do méagico

Cartaz | Poténcia Cor Calculo
preto = 0 0-1=0
1 3=1 |vermelho=1| 1-1=1
azul = 2 2:1=2
preto = 0 0-3=0
2 3'=3 |vermelho=1| 1-3=3
azul = 2 2:3=6
preto =0 0-1=0
3 32=9 |vermelho=1| 1-9=9
azul = 2 2:-9=18
preto =0 0-27=0
4 3% =27 | vermelho=1|1-27 =27

Basta efetuar a soma dos resultados obtidos na tabela que teremos o dia em

que o voluntario nasceu.

Exemplo: Suponhamos que o voluntario passou a seguinte informagcao ao magico:

vermelho, vermelho, azul e vermelho. O mégico mentalmente calcula:

Tabela 29 — Calculo do mégico

Cartaz | Poténcia Cor Calculo
1 3°=1 [wvermelho=1]| 1-1=1
2 3'=3 |wvermelho=1] 1-3=3
3 3 =9 azul = 2 2.9=18
4 33 =27 | vermelho=11]1-27=27

Agora o magico efetua a soma os resultados: 1 + 3 + 18 + 27 = 49 e revela que

o nimero pensado pelo voluntario é 49.

No apéndice D apresentamos os nimeros decimais convertidos em ternérios e a

explicacao da montagem dos cartazes.

1.6 Truque de matematica com o sistema de numeracao de base 7

Para a realizacao deste truque sao necessarias pegas de um domino.
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Figura 15 — Pecas de dominé

L] L] L L L
L] L] L] L
L L & & L LI
L]
L] L] L] L] L] L]
L]
L] '] . @ a8 - L]
- - - - &
. L] L L] - L
- L] ] ] L] - [
[] ] L]
- - - - - - -
— —_— B —— D — —  — —_—
- L] L] - - L] L] - - - L] -
[] [] T - [
[] L " 8 Ly . LY . ®
L] L L L L L ] L
L L - L
L L " & L L L L
LI L ® & LI L L ] L
& & L] & @ L] L ] L
L L L L & & L L

Disponivel em: https://br.freepik.com/vetores-premium/pecas-de-domino-completas
5323104.htm

O maégico mostra as pegas do dominé ao voluntario e solicita que escolha uma
peca secretamente. Em seguida pede que escolha um dos lados da peca e que siga as

orientacoes:

1. Multiplicar a quantidade de pintas do lado escolhido do dominé por 6;

2. Somar ao resultado anterior a quantidade total de pintas da peca de dominé escolhida

pelo voluntario;

3. Revelar ao mégico o resultado obtido.

O maégico rapidamente revela a peca de dominé que o voluntario escolheu.

Explicacao: Denotemos por a e b as quantidades de pintas de uma peca de
dominé, suponhamos que o lado escolhido pelo voluntario possua a pintas, seguindo as

orientagoes de calculo, temos:

1. Multiplicar a quantidade de pintas do lado escolhido do dominé por 6: 6a

2. Somar ao resultado anterior a quantidade total de pintas da peca de dominé escolhida

pelo voluntério: 6a + (a + b)

3. Revelar ao mégico o resultado obtido: 7a + b


https://br.freepik.com/vetores-premium/pecas-de-domino-completas_5323104.htm
https://br.freepik.com/vetores-premium/pecas-de-domino-completas_5323104.htm
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Para escrevermos um ntumero da base decimal na base 7, realizamos a seguinte divisao

euclidiana:

Ta+b |7
b a

O magico divide o resultado obtido por 7, obtendo o quociente que é o lado
escolhido na peca de domind e o resto da divisao é o outro lado do domind, assim

determinando a peca de dominé que o voluntario escolheu secretamente.

Exemplo: Suponhamos que o voluntério escondeu a seguinte peca:

Figura 16 — Pega de dominé com valores maximos

O voluntério efetua o seguinte calculo: 6-6 + (6 +6) = 36 + 6 + 6 = 48, e revela

ao magico o resultado obtido, o nimero 48.
O magico efetua a divisao de 48 por 7:
48 | 7
—42 6
6

Obtendo quociente 6 e resto 6, e desta forma, revelando que a peca de dominé

escondida é a que possui 6 pintas de cada lado.

Uma maneira rapida para determinar os valores da peca de dominé é tendo em
mente os multiplos de 7 menores que 49, ou seja, 7-1=17,7-2=14,7-3 = 21, 74 = 28,
7-5=35e7-6=42.

Para agilizar o truque, podemos subtrair o maior miltiplo de 7 (da lista acima)
do ntimero 48, ou seja, 48 — 42 = 6. Desta forma, temos 6 como o lado "b", e ainda 6 como
o lado "a", pois 7- 6 = 42, 0 que nos mostra que a peca escolhida é a que possui 6 pintas

em cada lado.
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2 Sequéncia de Fibonacci e o Nimero de Ouro

Neste capitulo veremos um pouco da historia de Fibonacci e o nimero de ouro,
algumas propriedades da sequéncia de Fibonacci, suas demonstragoes e os truques de

matemaética relacionados a estes.

2.1 Fibonacci

Figura 17 — Fibonacci

Imagem de :https://pt.mathigon.org/course/sequences/fibonacci, acessado em 03,/04/2023

Leonardo de Pisa nasceu em meados de 1170 (morreu aproximadamente com
80 anos de idade) na cidade de Pisa, na Italia, era filho do mercador chamado Guglielmo
Bonacci. Fibonacci é o apelido dado a Leonardo, uma abreviagao de “Filho da familia
Bonacci”, também chamado de filho da boa natureza (No livro de Livio(11) contém um
capitulo dedicado & histéria de Leonardo de Pisa). Fibonacci viajou amplamente com seu
pai, e teve oportunidade de estudar e aprender sobre sistemas numéricos de varias culturas.
Foi responsavel em popularizar o sistema de numeracao indo-arabico na Europa a partir
de seu livro Liber abaci, publicado em 1202. No livro também continha a famosa Sequéncia
de Fibonacci, cujo padrao faz parte da solugdo do seguinte problema: “Um homem pos um
par de filhotes de coelhos num lugar cercado de muro de todos os lados. Quantos pares de
coelho podem ser gerados a partir desse par em 12 meses se, em todo més cada par gera

um novo par de filhotes que se tornam adultos e férteis a partir do segundo més de vida?”.


https://pt.mathigon.org/course/sequences/fibonacci
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A seguir daremos a solucao deste problema:

No 1° més: Primeiro casal de coelhos jovens. No 22 més: O primeiro casal de
coelhos que ficaram adultos e prontos para reproduzir. No 3° més: O primeiro casal de
coelhos adultos prontos para reproduzir, o segundo casal de coelhos jovens gerados pelo
primeiro casal de coelhos. No 4° més: O primeiro casal de coelhos adultos, o segundo casal
de coelhos adultos prontos para reproduzir e um terceiro casal de coelhos jovens gerados

pelo primeiro casal de coelhos.

E assim sucessivamente, e podemos observar essa sequéncia no diagrama a

seguir:

Figura 18 — Representacao geométrica da resolugao do problema dos coelhos
b § 4 n \s .4
@~ hdb L 5
& diba s

Imagem de :https://pt.mathigon.org/course/sequences/fibonacci, acessado em 03,/04/2023

L

A resolucao do problema apresenta a seguinte sequéncia: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,

34, 55, 89, 144.

Conclui-se que, em 12 meses, poderao ser gerados 144 pares de coelhos.

A definicdo a seguir permite obter um elemento qualquer da sequéncia de
Fibonacci, a partir do estabelecimento de dois elementos anteriores, assim utilizando
uma lei de recorréncia. Caso seja necessario calcular, por exemplo, o fo09, € necesséario

conhecermos o fios € 0 fig9, assim caracterizando a recursividade’.

Sequéncias recursivas sdo sequéncias definidas por recorréncias, ou seja, que pode-se determinar qualquer
termo da sequéncia em fungio de seu (s) antecessor(es) imediato(s).


https://pt.mathigon.org/course/sequences/fibonacci
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Definicao 1. Seja f,, o e-nésimo termo da Sequéncia de Fibonacci, com f; = fo = 1,

entao f, satisfaz a sequinte relagcio: f, = fn_o2 + fu_1, paran =3, n € N.

O teorema a seguir mostra a expressao geral que determina qualquer termo da

sequéncia de Fibonacci.

Teorema 2 (Teorema de Binet). O n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci, f, é dado

(52) ()

por: fn = ,paran =1, neN.

V5

Demonstragio. Vamos mostrar a validade do teorema utilizando inducdo matemética.”
(1) Para n = 1, temos:
1 1
L+vV5Y  (1-45 14+vV5—-14+5 245
2 2 9 9
fi = - -2 _
V5 V5

=1.

&

A igualdade ¢é verdadeira.

Para n = 2, temos:

<1+\/5>2_(1—\/5)2 1+2:v5+5 1-2-4/5+5
[

2 2 B 4 4
NG NG
142-4/545—-142-/5—-5 4=+/5
1 _ 4 V5

A igualdade é verdadeira.

(77) Por hipétese de indugdo, suponhamos que a proposicao é verdadeira para n = k e
n = k + 1, verifiquemos que a proposicao é verdadeira para n = k + 2, temos:
Jev2 = fa +kfk+1 = . . "
1++/5 1-+/5 1++5\"" 1—+/5\""
2 2 2 2 B

+

k\/g k k \/5 1 k 1
() -(57) (550 (57) (57) (59)
1+4/5 ¥ 1+45)  (1-v5\" 1-[!5
(50 (57) (57) (0557)

Para esta demonstracao foram utilizados os dados a seguir:

2

1+v5\" 142V5+5 6+2V5 345
(2 )_ 4 42
1-v5\" 1-2V5+5 6-2V5 3-5
(2 >_ 4 42
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(5 () (5 (25

V5

)
(59 (57) (57 0.
)

NG
1+v5\" [1++/5 15\ /1-+5\"
(57) (757) (%) (55)
V5
145 k+2 15 k+2
(=) (%)
V5
Portanto a proposicao ¢ verdadeira para todo n natural. O

2.2 Propriedades da Sequéncia de Fibonacci

Veremos as demonstragoes das propriedades da Sequéncia de Fibonacci, que
também sao validas para outras sequéncias construidas com o mesmo padrao da constru-
¢ao da Sequéncia Fibonacci. Note que em muitas demonstragoes os termos f; e fo sao
preservados para garantir a funcionalidade das propriedades em sequéncias cujos f e fo

diferem entre si.

Proposicao 1. A soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci € igual a

fnv2 — fa, ou seja, fr + fo+ ...+ fo = faoyo— fo., paran =1, neN.

Demonstra¢io. Vamos mostrar que f1 + fo + ... + f, = fni2 — fo usando o principio de
inducao finita.

(1) Para n = 1, temos: f1 = fiio — fo = fs— fo =2 —1= 1. A igualdade é verdadeira.
(77) Por hipétese de indugao, suponhamos que a proposigao é verdadeira para n = k,
verifiquemos a validade para n = k + 1:

fit fot oot S+ forr = (frrz — f2) + forr = (fraz + for1) — fa = fras - fo

Logo, ¢ verdadeira para todo n natural. O

Proposicao 2. A soma dos n primeiros termos de indice par da sequéncia de Fibonacci é

igual a foni1 — f1, ou seja, fo + fa+ ...+ fon = fony1 — f1, paran =1, neN.

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar que fo + f4 + ... + fon, = font1 — f1 usando o principio de
inducao finita.

(1) Para n = 1, temos: fo = for1 — f1 = fs — f1 =2 —1 = 1. A igualdade é verdadeira.
(77) Por hipétese de indugao, suponhamos que a proposigao é verdadeira para n = k,
verifiquemos a validade para n = k + 1:

fot fat+ ot for + fosry = (forrr — f1) + fogerr) = (farrz + farr1) — f1 = forys — f1 =
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f2(k+1)+1 - fl-
Logo, ¢ valida para todo n natural. O

Proposigao 3. A soma dos n primeiros termos de indice impar da sequéncia de Fibonacci

¢ igual a fo, + f1 — fo, ou seja, f1+ f3+ ... + fon—1 = fon + f1 — fo, paran =1, ne N.

Demonstragcao. Vamos mostrar que fi + f3 + ... + fon_1 = fon + f1 — fo usando o principio
de indugao finita.

(1) Paran =1, temos: fo + f1 — fo = f1 = 1. A igualdade é verdadeira.

(73) Por hipdtese de indugao, suponhamos que a proposigao é verdadeira para n = k,
verifiquemos a validade para n = k + 1:

Ji+ s+ o+ foror + fosr)-1 = S + f1 = ot fogry-1 = St 1= ot fagr =
Jokv2 + 1= fo = oy + 1 — [

Logo, ¢ valida para todo n natural. O

Proposicao 4. A soma dos quadrados dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci
.. . 2 2 2
¢ igual a f,.fai1, ou seja, f1°+ fo° + ...+ fn” = fn-fni1, paran =1, neN.

Demonstragio. Vamos mostrar que fi> + fo> + ... + fu> = fn.fas1 usando o principio de
indugao finita.

(1) Para n = 1, temos: fi> = fi.fis1 = fi.fo = 1.1 = 1. A igualdade é verdadeira.

(17) Por hipdtese de indugao, suponhamos que a proposicao é verdadeira para n = k,
verifiquemos a validade para n = k + 1:

fEH 2 H o [ foan)” = oo+ faa)” = forr (fe + frs1) = frvr-frro.
Logo, ¢ valida para todo n natural.
m

Proposicao 5. A soma de seis termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci é um
miltiplo de 4, ou seja, fn + fni1 + fovo + favs + fara + foos = 4 fova, paran =1, neN.

Demonstragcao. Vamos mostrar que f, + fni1 + for2 + foss + fora + foss = 4. fnia, , para

n = 1, n € N, e para isso, utilizaremos a relagao de recorréncia da sequéncia de Fibonacci
fn + fn+1 = fn+2~

Jo+ Josr + forz + foivs + fava £ fois =
(o + Frrr) + fosz + frrs + fora+ (fars) =
(for2) + fovz + frss & fova + (foss + fora) =
2fp+2 + 2fni3 + 2fn4a =
2(far2 + foss) + 2fp4a =
2fpra + 2fnia =
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4'.fn+4'
[

Proposicao 6. A soma de dez termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci é um
maltiplo de 11, ou seja, fn + foi1 + fav2 + oo + foio = 11.frye, paran =1, ne N.

Demonstrag¢io. Vamos mostrar que f, + foi1 + foie + oo + foio = 11.fry6, paran > 1,

neN.?

fot fast + favz + fors + fora + fors + fose + fovr + foas + oo =
(fo + fosr + farz + foas + fara + foas) + fove + (farr) + (fass) + (faro) =
Afnra + fore + (fars + fare) + (fave + fosr) + (fasr + fras) =
Afna + fovs + 3fnrs + 2fner + (fars) =
Afnea + fos + 3fnis + 2fner + (frrs + foir) =
Afpva+ fovs + 4fnse + 3 (fasr) =

Afnia+ fovs + 4fnve + 3 (fars + fare) =
Afpra + Afpas + Tfnse =
4 (frra + fors) + Tfore =

Afnve + Tfnre =

11fn+6'

2.3 O ndmero de ouro

O nimero de Ouro é um nimero irracional que ¢é representado pela letra ¢, em
homenagem ao matematico Phideas que usou a propor¢ao de Ouro em muitos de seus
trabalhos. Simbolo da proporcionalidade, ele aparece na natureza e é conhecido como
simbolo de perfeicao ou harmonia. Aparece em padroes de crescimento de plantas, no
formato de flores, em crescimento dos ossos do corpo humano, nas grandes construgoes

antigas realizadas pelos homens, na musica e na arte.

A divisao de um segmento feita segundo essa proporc¢ao denomina-se divisao

aurea, a que Euclides chamou de “divisao em média e extrema razao” em seu livro “Os

3 Dado para demonstracao:

fn + fn+1 + fn+2 + fn+3 + fn+4 + fn+5 = 4fn+4~
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elementos”, também conhecida por sec¢ao divina pelo matematico Luca Pacioli ou sec¢ao

aurea segundo Leonardo da Vinci.

A definigao a seguir consta no livro de Euclides(12), e apresentaremos uma

demonstracao para obtencao do niimero ¢.

Definicao 2. “Uma linha é cortada em extrema e média razao quando, assim como a

linha toda estd para o maior segmento, o maior segmento estd para o menor.”

Figura 19 — Representacao geométrica da definicdo do Niimero de Ouro por Euclides

Demonstra¢io. Tomemos AB =1 e AC = a, assim BC = 1 —a. Se C ¢ a divisdao durea

de AB, temos:

AB AC 1 a 9 9

- 2" 1-a a a=a" +a
Temos como solugoes desta equacao:

~1++5 ., —14+4+5 , —1—+/5
a=————,ouseja,a =——oua = ——.
2 2 2

Como trata-se da medida de um segmento de reta, descartamos a solucao

—14++5

negativa, entdao: ' = AC = 5
. < : : AC
E como ¢ ¢ a razao entre duas medidas obtidas no segmento, temos: ¢ = e Toll
a

l1—a

Assim,

_ —1++/5 —1++/5

AC . Ty Ty (L) - (34E)

BC | (Z1+5)  3-V6 (3-v5)-(3+5)

2 2
—3-Vb+3V5+5 24+2V5  1+4/5
9+3v5-3v5-5 4 2
1
Portanto, ¢ = +2\/5 0

Na sequéncia de Fibonacci, ao efetuarmos a razao entre um termo pelo seu
antecessor, obtemos um resultado que converge para o nimero dureo. Podemos escrever o

teorema a seguir:
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Teorema 3. A razdo entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci tende para
fn ¢

n—1

o numero de ouro quando n tende a infinito, isto €, lirrolO
n—

Demonstragdo. Pela formula de Binet, temos:

)

V5
o (1 +2¢5)“ - (1 _Qﬁ)“.
V5
Logo,
(27) (7). ey vy
fo 5 — ( 2 n)_l_< 2 )n_l_
fra <1+2¢5> _(1—2¢5) (1+2¢5) _(1—2\/5)
NG
(1 +2\/5>”_ _1_(1_2\/5): )
! (1+2\/5)n1 1446 1_(;?2_1
e G I =
2 1++/5\""
w10
~1 1;£<1,temosogn(tﬁ)n:n%(:ﬁ)n1—0
Assim,
i -0 (1)
Portanto,
Jii%off::1+2\/5:¢' -

Na tabela a seguir, apresentamos as dez primeiras razoes entre termos da
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sequéncia de Fibonacci e seus antecessores:

Tabela 30 — Razao entre um termo da sequéncia de Fibonacci e seu antecessor, com
aproximacao de até 4 casas decimais

fn
n n
f fn—l
1
) 1 - =1
1
3 2 2—2
==
3
4 3 =15
2 )
5 5 §»~],6667
377
8
6 8 Z =16
5 )
1
71 13 4§,§;1,625
8
8| 21 21 1.6154
13
9 | 34 34 1,6190
21
55
10| 55 2 A~ 1.6176
34 7
89
11| 89 27~ 11,6182
55

Note que quanto maior o valor de n,

Fibonacci pelo seu antecessor se aproxima de ¢ ~ 1,618.

2.4 Retangulo de Ouro

a razao entre um numero da sequéncia de

O retangulo de ouro, também conhecido como retangulo dureo ou retangulo

dourado, é um retangulo cujas proporc¢oes entre a largura e a altura seguem a proporc¢ao
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1++/5

aurea, que é ¢ = 5

2.4.1 Construcdo do Retangulo de Ouro

Aqui deixamos uma proposta de construgao do retangulo de Ouro, que pode ser

realizada com régua e compasso ou utilizando o Geogebra® a partir dos seguintes passos:
1) Construir um quadrado ABCD;
2) Obter o ponto M, ponto médio do lado AB;
3) Fazer um prolongamento do segmento AB;

4) Construir uma circunferéncia com centro em M e medida do raio igual ao

segmento M

5) Marcar a interseccao da circunferéncia com o prolongamento de AB, e

denotar este ponto por E;
6) Fazer um prolongamento so segmento DC;
7) Construir uma reta perpendicular ao segmento AB passando pelo ponto E;

8) Marcar a intersec¢ao da perpendicular com o prolongamento de DC', denotar

o ponto por F'.

Figura 20 — Proposta para construcao do Retangulo de Ouro

Obtemos o retangulo AEF D, um Retangulo de Ouro. O retangulo BCFE

também é um Retangulo de Ouro.

4 Geogebra é um software gratuito e de facil acesso, existem as opcdes on-line, utilizando diretamente
no navegador, como também off-line a partir do download do aplicativo em smartphones, tablets ou
computadores, disponivel em :https://www.geogebra.org/.


:
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Agora vejamos a verificacdo algébrica, na figura 20, que AE e AD estdo na

razdo aurea.

Consideremos o quadrado ABC'D com lados de medida unitaria, temos M B =
1 _
37 pois M ¢é ponto médio do lado AB. Usamos o Teorema de Pitagoras para calcular a

medida M C', no triangulo M BC', reto no vértice B, temos:

MO =MB*+BC =

2 1\?

o 1 4
MO ==+ =
C=3tiz
Mﬁ—i:
o= VO

2

Como MC = MFE, temos ME = \f

E a medida AE = AM + M E, temos:
1 /5 1445

AF — -+ 2 _ |
2 2 2
1445
AE 5 1++/5

Logo =— = = .
AD 1 2

AFE

Portanto, =— = ¢.

orano,AD 10}

2.5 Retangulo de Fibonacci

Ao associarmos cada numero da sequéncia de Fibonacci com a medida do lado
de um quadrado e os dispusermos lado a lado, em sentido horario (ou anti-horério), como
ilustra a figura 21 obtemos uma sequéncia de retangulos, que denominamos sequéncia de

Retangulos de Fibonacci.

Pelo Teorema 3, esta sequéncia de retangulos tende a um Retangulo de Ouro,
ou seja, para um elemento suficientemente grande nesta sequéncia, a forma geométrica do

retangulo se aproxima da forma de um Retangulo de Ouro.
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Figura 21 — Sequéncia de retangulos de Fibonacci

P—‘l»—-

13

No retangulo de Fibonacci, se tracarmos arcos de circunferéncia com centros
em um dos vértices de cada quadrado e medida do raio igual a medida de cada lado dos

quadrados, obtemos a Espiral de Fibonacci, como a seguir:

Figura 22 — Sequéncia de retangulos de Fibonacci e a Espiral de Fibonacci

13

No retangulo a seguir, temos os os valores das areas de cada um dos quadrados

que compdem a figura, note que podemos representar geometricamente a proposicao 4.
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Figura 23 — Areas dos quadrados que compdem a sequéncia de retdngulos de Fibonacci

64

169

25

2.6 Truques de matematica com as propriedades da Sequéncia de

Fibonacci

A seguir apresentamos truques que envolvem o niimero de ouro e a sequéncia
de Fibonacci. As propostas a seguir sao realizadas a partir das propriedades das somas de
termos da sequéncia de Fibonacci, assim ¢é possivel criar outras variacoes de somas a partir

da quantidade de termos a serem somados e também variar as sequéncias construidas.

Uma excelente oportunidade para desenvolver a criatividade dos estudantes,

disponibilizando tempo e agrupamentos para modificar as propostas aqui sugeridas.

Para realizacao destes truques, o magico devera ser muito agil em realizar
calculos mentais ou com uso de papel e caneta, é interessante que ofereca uma calculadora

ao voluntario.

Sugerimos ter um segundo magico que explique cada calculo ao voluntario,

enquanto o primeiro magico efetua os calculos, assim podera ganhar tempo.

A proposta é que o magico seja mais veloz que o voluntario com a calculadora.
Inicialmente o mégico deve propor a um voluntario que crie uma sequéncia com dez termos,
escolhendo-se dois nimeros naturais iniciais quaisquer, e em seguida para obter os proximos

termos deve-se somar os dois numeros imediatamente anteriores.

O voluntéario escolhe, por exemplo, os nimeros 3 e 4 como primeiro e segundo
termos. O terceiro termo deve ser obtido a partir da soma dos dois anteriores, ou seja, da
soma do primeiro com o segundo. O quarto termo deve ser obtido a partir da soma dos
dois anteriores, ou seja, da soma do segundo com o terceiro. E assim sucessivamente para

obter os demais termos da sequéncia.
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Denotamos por v,, a sequéncia criada, assim v; = 3 e v9 = 4, temos: v3 = v1 + Vo,

vy = Uy + U3, € assim sucessivamente.
A sequéncia construida devera ser:

U1, V2, V3, ..., V19 = 3,4,7,11,18,29,47,76,123, 199

2.6.1 Proposta 1

Para este truque, o magico pode estar vendado e nao conhecer a sequéncia

construida pelo voluntario. Solicitar ao voluntario que efetue a divisao do décimo termo
. Ui
pelo nono termo, ou seja, —.
Vg

Sequéncia: 3,4,7,11, 18,29, 47, 76,123, 199

199
O maégico podera dar a resposta antes do voluntario, que sera 123 ~ 1,6.

Explicagdo: A sequéncia foi construida com o mesmo processo usado para

Un

construir a sequéncia de Fibonacci, assim temos que ~ ¢, escolha um n > 5, pois

Un—1
a construcao da sequéncia segue o mesmo padrao da sequéncia de Fibonacci e possui as

mesmas propriedades, assim podemos comparar com a tabela 30, desta forma, o magico

podera solicitar a divisao entre dois termos subsequentes, com n > 5.

2.6.2 Proposta 2

Para este truque, o mégico devera observar a sequéncia construida pelo volun-
tario.
Sequéncia: 3,4,7,11,18,29,47,76,123,199

Solicitar ao voluntario que efetue a soma dos oito primeiros termos da sequéncia
construida, ou seja, v1 + vy + ... +vg =3 +4+ 7+ 11 + 18 + 29 + 47 + 76 = 195.

Explicacao: Este truque esta relacionado com a Proposicao 1, ou seja, vy + vg +
w. FUg = V19 — Vg =199 — 4 = 195.

2.6.3 Proposta 3

Para este truque, o mégico devera observar a sequéncia construida pelo volun-
tario.

Sequéncia: 3,4,7,11,18,29,47,76,123,199

Solicitar ao voluntario que efetue a soma dos quatro primeiros termos de indice

par da sequéncia construida, ou seja, vy + vq4 + vg +vg =4 + 11 + 29 4+ 76 = 120.

Explicacao: Este truque esta relacionado com a Proposicao 2, ou seja, vy + v4 +

U6+U8:U2.4+1—U1:Ug—U1:123—3=120.
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2.6.4 Proposta 4

Para este truque, o mégico devera observar a sequéncia construida pelo volun-
tario.
Sequéncia: 3,4,7,11,18,29,47,76,123,199

Solicitar ao voluntario que efetue a soma dos cinco primeiros termos de indice

impar da sequéncia construida, ou seja, v +v3+v5+v7 +vg = 3+ 7+ 18 +47 + 123 = 198.

Explicacao: Este truque esta relacionado com a Proposicao 3, ou seja, vy + vy4 +

U6+U8=’U2,4+1+U1—U2=U9—|—U1—U2=199+3—4=198.

2.6.5 Proposta 5

Para este truque, o mégico devera observar a sequéncia construida pelo volun-
tario.

Sequéncia: 3,4,7,11,18,29,47,76,123,199

Solicitar ao voluntario que efetue a soma dos dez primeiros termos da sequéncia

construida, ou seja, v1 + vy + ... +v10 =3+4+ T+ 11+ 18 +29+47+ 76 + 123 + 199 = 517.

Explicacao: Este truque esta relacionado com a Proposicao 6, ou seja, vy + vg +
o +v19 = 11vy = 11.47 = 517.
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3 Sequéncias Didaticas

Neste capitulo apresentaremos uma sequéncia didatica que abordara os temas
apresentados nos capitulos 1 e 2. A construcao desses conceitos proporcionara que o
estudante que tenha a base tedrica para aprofundar e saber aplicar os truques junto aos
seus familiares, amigos e apresentacoes a um determinado piblico, este ultimo é a proposta
final deste trabalho. A seguinte proposta pode ser modificada, aprofundada ou adaptada

para os estudantes, levando em consideragao a realidade em que este grupo se encontra.

3.1 Temas

Essa sequéncia didatica pretende introduzir os estudos sobre sistemas de nume-
ragoes decimal, binario e ternario, com possibilidade de ampliacdo para outras bases de

sistema de numeragao, sequéncia de Fibonacci e o Ntimero de Ouro.

3.2 Pdblico alvo

Essa proposta foi elaborada para estudantes do Ensino Médio, podendo ser

adaptada para o Ensino Fundamental, proposta para aulas Eletivas’.

3.3 Tempo de duracao

A proposta é para o periodo de um semestre®, aproximadamente, 19 semanas °,

ou seja, 38 aulas de 45 minutos.

3.4 Materiais necessarios

Lousa, caneta para quadro branco ou giz, régua, lapis, canetinhas, equipamentos
eletronicos (projetor, computador, celular, acesso a internet), papel sulfite, papel cartao,

cartolina, baralho (de preferéncia jumbo).

LA Eletiva é uma disciplina que faz parte do novo ensino médio, em que os estudantes escolhem de

acordo com suas necessidades, expectativas e desejos académicos e sociais. Desta forma, em uma tnica
turma de Eletiva, poderd ter estudantes das trés séries do Ensino Médio.

Nas escolas PEI (Programa de Ensino Integral) as aulas sdo duplas, ou seja, sempre ocorrerd 90 minutos
de aula.

No apéndice E, apresentamos uma sugestao das atividades desenvolvidas nas sequéncias das aulas
durante o semestre.
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3.5 Objetivos Gerais
e Despertar o interesse do estudante pela matematica, seus conceitos, padroes e
aplicacoes, minimizando e desconstruindo o sentimento negativo por esta disciplina.
e Desenvolver uma boa aprendizagem com a utilizacdo de aulas ludicas.

o Compreender a matematica como uma ciéncia presente na vida de todas as pessoas

e no mundo.

3.6 Pré-requisitos

Para o desenvolvimento desta sequéncia didatica, o estudante precisa saber as
quatro operagoes bésicas com niimeros inteiros (adi¢do, subtragao, multiplicagao e divisdo),

saber operar potenciacoes; saber resolver equagoes de primeiro grau.
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3.7 Sequéncia Didatica 1

3.7.1 Objetivos Especificos

o Compreender os principios da conversao entre bases numéricas.

Compreender a diferencga entre os sistemas de numeracao decimal e demais sistemas.
o Praticar a conversao de nimeros de diferentes bases.

o Utilizar as transformacoes de bases em truques matematicos.

3.7.2 Tempo de duracao

Dezesseis aulas de 45 minutos.

3.7.3 Desenvolvimento

A proposta desta sequéncia é de trabalhar sistemas de numeragao posicionais,

com foco nos sistemas bindrio, ternario e decimal.

Propomos inicialmente que o professor realize alguns truques de matematica

com os estudantes para despertar a curiosidade.

Esclarecer aos estudantes que sera trabalhado no decorrer do semestre contetidos

que dao base aos truques.

Apresentar a proposta da eletiva, estabelecer um dialogo sobre expectativas
tanto dos estudantes quanto do professor em relacao a proposta, esclarecer dividas, além

de levantamento de ideias que enrique¢am a realizagao do produto final (culminancia).

Organizar grupos e sugerir uma pesquisa sobre bases numéricas antigas, articular

um didlogo e estabelecer uma troca de experiéncia em relacao as pesquisas de cada grupo.

E importante estabelecer um didlogo com os estudantes em relacio aos con-
tetdos que serdao trabalhados, isso podera nortear o trabalho do professor em relagao

as necessidades de aprendizagem de seus estudantes, possibilitando retomadas de contetidos.

3.7.4 O que sdo bases numéricas?

As bases numéricas, também conhecidas como sistemas de numeracao, sao
conjuntos de simbolos utilizados para representar niimeros. Nos fornecem uma estrutura
para organizar e expressar quantidades. No dia a dia, a base numérica mais comum é o

sistema decimal, que utiliza os digitos 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 ¢ 9.



Capitulo 3. Sequéncias Diddticas 70

Porém, além dessa base numérica, existem outras bases numéricas, como a
base 2, chamada de base binaria, base 3, chamada de base ternaria, base 8, chamada de
base octal, base 16, chamada de base hexadecimal, entre outras. Cada base possui um
numero especifico de digitos validos e a posicao desses digitos também é importante, pois

os mesmos digitos em posic¢oes diferentes representam niimeros diferentes.

Cada base numérica define a quantidade de simbolos diferentes disponiveis
para representar um ntmero. A base decimal possui 10 simbolos, a base bindria possui 2

simbolos, a ternaria, 3 simbolos, e assim por diante.

Entender as bases numéricas ¢ fundamental para areas como programacao,
eletronica e matematica, pois esses sistemas formam a base para a representacao de

informagoes em computadores e outros dispositivos.

As principais bases numéricas e suas caracteristicas:

1. Base 10

e Dez simbolos: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8 e9.

« Poténcias de dez.

Cada posicdo em um nimero representa uma poténcia de 10.
2. Base 2

« Dois simbolos: 0 e 1.

« Poténcias de dois.

Cada posi¢do em um nimero representa uma poténcia de 2.
3. Base 3

e Trés simbolos: 0, 1 e 2.

« Poténcias de trés.

Cada posi¢do em um nimero representa uma poténcia de 3.

Agora que ja vimos as caracteristicas de algumas bases numéricas, responda as

questoes:

Atividade 1. Sabendo que as bases numéricas possuem o mesmo padrao de construcao,
quantos simbolos diferentes possui a base octal? Quais sao esses simbolos? E quais poténcias

ela utiliza?

Resposta esperada: A base octal possui 8 simbolos diferentes, sao eles: 0, 1, 2, 3, 4, 5,

6 e 7, e utiliza as poténcias de base 8.
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Atividade 2. Quantos simbolos diferentes possui a base hexadecimal? E quais poténcias

ela utiliza?

Resposta esperada: A base hexadecimal possui 16 simbolos diferentes e utiliza as

poténcias de base 16.

Observacgao: A base hexadecimal, além de utilizar os digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8 e 9,
utiliza as letras A (10), B (11), C (12), D (13), E (14) e F (15). Fica a critério do professor

passar estes dados aos estudantes, como também explorar pesquisas sobre o assunto.

3.7.5 Conversao de bases

Agora vamos aprender a converter um nimero da base decimal para uma base
qualquer, e para isso, vamos dividir sucessivamente o niimero escolhido pelo valor da base

pretendida.

Exemplo: Vamos converter o nimero 47 para a base 5, entao faremos a divisao

sucessiva do nimero 47 por 5:

47| 5
2] 915

Para escrever o niimero 47 na base 5, utilizaremos o tltimo quociente e depois
os restos da divisdo sempre na ordem da direita para a esquerda. Entao 47 = (142);. Note
que denotamos o niimero entre parénteses e a base pretendida subscrita ao lado de fora

desse parénteses.

Para convertermos o niimero que ¢ da base 5 para a base 10, observaremos
quantos digitos possui este nimero e tomaremos o seguinte cuidado com os expoentes das

poténcias que vao variar de 0 a n — 1, onde n é a quantidade de digitos desse ntiimero.

Como (142)5 possui 3 digitos, os expoentes variam de 0 a 3—1 = 2, e escrevemos
do maior expoente para o menor, veja:
(142)5 =1-52+4-5'+2.5°=1-25 +4-5+2-1=25420 + 2 = 47.

Genericamente, para escrever um nimero n numa base b > 1, usamos n =

ap -+ ap 1 D+t ag b4 ar b +ag - b0, coma;, e 0<i < k.
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Atividade 3. Agora é a sua vez! Converta o niimero 79 para a base 4.

Resposta esperada: Realiza-se a divisao sucessiva do ntimero 79 por 4, obtendo:

3] 19

4
4
0]

O ntimero 79 = (1033),.

Atividade 4. Converta o nimero (1030)4 para a base 10.

Resposta esperada: Temos 4 digitos neste niimero, entao os expoentes das poténcias de
base 4 variam de 0 a 4—1 = 3, logo podemos escrever (1030), = 1-4%+0-4*+3-4'+0-4° =
64 4+ 12 = 76.

Atividade 5. Converta o nimero (100112)3 para a base 10.

Resposta esperada: Temos 6 digitos neste niimero, entao os expoentes das poténcias
de base 3 variam de 0 a 6 — 1 = 5, logo podemos escrever (100112)3 = 1-3° +0-3* +
0-33+1-32+1-3"4+2-3=2434+0+0+9+3+2=25T.

Atividade 6. Converta o nimero 1147 para a base 13.

Resposta esperada:

1147 | 13

88 | 13

0] 6]

O nimero 1147 = (6A3);3.

Atividade 7. Os ntmeros (125), e (234), tém soma (362),. Determine a base x.

Resposta esperada: Temos que (125), + (234), = (362),, entdo podemos escrever:
12 +2- 045422 +3-0+4=3-2"+6-2+2

3.2 +5-2+9=3-2"+6-2+2

9-2=2

T=ux

A base x é 7.
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A atividade 7 foi extraida do livro Pinto(13).

Observagao: Para elaborar atividades semelhantes a esta, basta escolhermos dois niimeros
da base decimal, efetuarmos a soma destes, em seguida, convertemos todos os 3 (trés)
ntmeros para a base que desejar, denominemos a base por . Utilize os niimeros convertidos

para a base x para enunciar o problema.

Atividade 8. Agora, preencha a tabela com os niimeros bindrios de cada um dos niimeros
apresentados na base decimal. Se precisar pode fazer a divisao sucessiva para tirar suas

duvidas.

Base 10 Base 2

0 0 0 1
0 1
0 0 1 1

—_ = =
oo D © 00O U W
o

[ —
=~ W

15
Poténciag 22 =822 =421 =220 =1

Observagao: Nesta atividade ¢ importante o professor incentivar que o estudante identifi-
que os numeros na base 10 a partir da soma das poténcias de base 2, a tabela é bem ttil
para isso.

Note que 0 indica que a poténcia nao foi utilizada (desligada) e 1 indica que a poténcia foi

utilizada (ligada).
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Resposta esperada:
Base 10 Base 2 Base 10 Base 2

1 0 0 0 1 9 1 0 0 1
2 0 0 1 0 10 1 0 1 0
3 0 0 1 1 11 1 0 1 1
4 0 1 0 0 12 1 1 0 0
5 0 1 0 1 13 1 1 0 1
6 0 1 1 0 14 1 1 1 0
7 0 1 1 1 15 1 1 1 1
8 1 0 0 0 Poténcias| 2 =8 22 =4 2! =2 20 =1

Poténcias| 2> =8 22 =4 21 =2 20=1

Atividade 9. Agora que ja sabemos somar as poténcias, vamos criar 4 cartazes com todos
os numeros do sistema decimal listados na tabela, note que onde aparecer 0 representa
desligado e 1 representa ligado. Note também que o maior niimero na tabela é o 15 =
(1111)5, e na base bindria possui 4 algarismos, logo, precisaremos de quatro cartazes. Cada
cartaz esta associado com um algarismo que compoe a escrita do nimero na base bindria.
A primeira coluna gera o cartaz 1 (poténcia 2*), a segunda coluna gera o cartaz 2 (poténcia
22), a terceira coluna gera o cartaz 3 (poténcia 2') e a quarta coluna gera o cartaz 4
(poténcia 2°). Os niimeros que vdo compor os cartazes sio os niimeros na base decimal,
e se o algarismo do nimero binario for 0, pintar o niimero de preto, se for 1, pintar de

vermelho.

Resposta esperada:

Cartaz 1 Cartaz 2
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
6 7 8 9 10 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 11 12 13 14 15
Cartaz 3 Cartaz 4
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
6 7 8 9 10 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 11 12 13 14 15
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Observacao: Espera-se que o estudante compreenda a construcao dos cartazes para a
aplicagao dos truques de matematica das propostas das subsegoes 1.4.4 e 1.4.5. Neste caso

usamos a cor vermelha para ligado e a cor preta para desligado.

Proposta de aprofundamento
Conforme tempo e demanda da turma de estudantes, o professor podera propor outras

atividades:

1. Disponivel no site https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1019, trata-se da mate-

magica de descobrir nimeros pensados que utiliza a base binaria.

2. Disponivel no site https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1116, trata-se de um
video explica o sistema bindrio de numeracao e como os computadores atuais

trabalham com este sistema para processar e armazenar dados.

3.7.6 Matemdgicas

Chegou o momento mais esperado por todos, aprender cada truque que envolve
conversao de nimeros entre bases numéricas. Apos desenvolver a sequéncia de contetudos e
atividades propostas, apresentar as magicas, das secoes 1.4, 1.5 e 1.6 aos estudantes, criar
um ambiente desafiador e propor que eles descubram a matematica atras de cada truque.
O professor deve interceder e explicar os truques, caso haja a necessidade.
Propor que realizem os truques com os demais colegas, possibilitando a memorizacao de

conversoes de base decimal para binaria e vice-versa.


https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1019
https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1116
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3.8 Sequéncia Didatica 2

3.8.1 Objetivos Especificos

» Investigar as regularidades em sequéncias recursivas.
o Expressar termos quaisquer na continuidade de uma sequéncia.

o Aplicar regularidades da sequéncia de Fibonacci em truques matematicos.

3.8.2 Tempo de duracao

Quatorze aulas de 45 minutos.

3.8.3 Desenvolvimento

O professor tem a liberdade de escolher a melhor técnica para trabalhar o
conteudo com os estudantes a partir de sua experiéncia com a sala de aula, porém
recomendamos, para instigar a curiosidade dos estudantes, que aplique alguns truques em
suas turmas e propor que descubram qual o segredo por tras de cada truque. O professor

podera mediar e auxiliar nesse processo de descoberta.

O professor pode estabelecer um didlogo com os estudantes, levantando o que
os estudantes entendem ou sabem sobre sequéncias, construindo exemplos e conjecturando
expressoes a partir de padroes ou regularidades observadas em cada sequéncia Possivel-
mente, no didlogo, surjam varios tipos de sequéncias: figuradas, numéricas ou sequéncias
logicas, porém o professor deve direcionar ao estudo de sequéncias numéricas. Poderd
também propor uma pesquisa sobre o tema para enriquecer o didlogo. Em seguida podera
aplicar a sequéncia proposta para desenvolver e aprofundar conhecimentos em relacao a

Sequéncia de Fibonacci.

3.8.4 O que s3o sequéncias?

Sequéncias sao conjuntos de elementos numéricos ou nao que seguem determi-
nadas regras. A sequéncias numéricas podem ser finitas ou infinitas.
Uma sequéncia numérica é representada por (ay,as, as, ..., a,), com n € N.
a1 é o primeiro termo
as ¢ o segundo termo

as € o terceiro termo

a, ¢ o e-n-ésimo termo
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Exemplo

Observe a seguinte sequéncia: 2,4,6,8,.... Denotemos o primeiro termo da
sequéncia de aq, o segundo termo da sequéncia de as, e assim por diante. Temos: a; = 2,
a2=4,a3=6,a4=8.
Determine os termos as € ag.

Resposta: a5 = 10 e ag = 12.

Podemos escrever a expressao algébrica que representa a generalizacao desta
sequéncia, a,, = 2n, com n € N e também a expressao recursiva desta sequéncia, a, =
Gn_1+ 2, com a; = 2, n > 2 e n € N. Note que basta somarmos 2 unidades a um
determinado termo para obtermos o termo seguinte desta sequéncia, esta é a taxa de

aumento (variacao) desta sequéncia.

3.8.5 Atividades

Atividade 1. Observe a seguinte sequéncia: 0,3,6,9, ...

1.1 Determine os termos:
(a) as=
(b) as=

(c) ar=

Resposta esperada: a5 = 12, ag = 15 e a; = 18.

1.2 Determine a expressao genérica da sequéncia.

Resposta esperada: a,, = 3n — 3, n € N.

1.3 Determine a expressao recursiva da sequéncia.

Resposta esperada: a,, = a,-1 +3, a1 =0, n>2eneN.

Atividade 2. Observe a tabela a seguir com as sequéncias w,,, Tn, Yn € Zn:

Tabela 31 — Sequéncias

n | 12|34/ 5/|...|Expressao Genérica Expressao Recursiva

w, | 1213|415 ... n Wy, =Wp_1 +1,w=1,n=2
T, | 21416 8 |10 ... 2n Tp =Tp_1+2,x1=2,n2>=2
Yo | O | 7 [9] 11|13 ... 2n + 3 Yn =Yn_1+2,y1 =5, n=2
Zn | -3 1-1 11| 3|5 ]|... 2n —5 Zn =2pn1+2,21=—-3,n=>=2
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Com base nas informagoes da tabela, quais sdo as expressoes que generalizam as sequéncias
a seguir? E as expressoes recursivas? Observagao: utilize a,, para o item (a), b, para o

item (b) e ¢, para o item (c).
(a) 2,5,8,11,...

(b) 1,5,9,13, ...

(¢) 0,5,10,15,. ..

Resposta esperada: (a): a, =3n—1ea, =a,_1+3,a1 =2,a>2;(b):b,=4n—3 e

ap=0p1+4, a1 =1,n>2;(c):cp,=5n—-5ea,=a,1+5,a;=0,n=2.

Atividade 3. Em grupo, realize uma pesquisa sobre Fibonacci, a sequéncia que leva seu
nome e seu padrao de construgdo. Em seguida apresente o que aprendeu aos demais colegas

e professor.

Espera-se que os estudantes encontrem informacoes sobre Fibonacci, sua importancia

para a matematica, a sequéncia de Fibonacci e seu padrao de construcao.

Atividade 4. Observe o padrao na sequéncia a seguir:

(a) Escreva os proximos 6 termos.
(b) Escreva a expressiao para definir de maneira recursiva a sequéncia.

(¢) Faga a multiplicacao do sétimo termo pelo niimero 11.

Resposta esperada: (a): 13,21,34,55,89,144; (b): fi =1, fo=1¢e fo = fo1 + fu_o,
paran = 3, n € N; (¢): 143.

Atividade 5. Observe o padrao na sequéncia a seguir:
2,4,6,10,16,26, , ,
(a) Escreva os proximos 8 termos.

(b) Escreva a expressao para definir de maneira recursiva a sequéncia.

(¢) Faga a multiplica¢ao do sétimo termo pelo niimero 11.
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Resposta esperada: (a): 42,68, 110, 178,288,466; (b): f1 =2, fo =4 e f = fu_1+ fu_a,
paran = 3, n € N; (¢): 462.

Atividade 6. Com base no resultado obtido nas atividades 4 e 5, ambas item (c), é

possivel perceber alguma relagao entre os niimeros da sequéncia e o resultado obtido?

Resposta esperada: Espera-se que o estudante observe que a resposta obtida é um
nimero préximo ao décimo segundo (fi2) termo dessa sequéncia, além de observar
que ¢é possivel determinar o décimo segundo termo (fi2) da sequéncia multiplicando o

sétimo termo (f7) da sequéncia por 11 e somando o segundo termo (f5) da sequéncia.

Atividade 7. Agora é a sua vez, crie uma sequéncia com 12 termos, em ordem crescente,
com os dois primeiros niimeros inteiros quaisquer usando o mesmo padrao da construcao

da sequéncia de Fibonacci. Observe que fi5 = fo + 11 - f7.

Resposta esperada: Espera-se que o estudante observe que a mesma propriedade da

sequéncia de Fibonacci é valida para a sequéncia que criou.

Atividade 8. Em relagao as sequéncias das atividades 4 e 5, demonstre que fio = fo+11f7.

Resposta esperada:

Jiz = fio+ fu1 =

(fs + fo) + (fo + fr0) =

Js+ fo+ fo+ fio=

(fo+ fr)+ (fr+ fs) + (fr+ fs) + (fs + fo) =
Joet+tfrtfrtfst+frt+fs+ s+ fo=

(fa+tfo)+ o+ fot(fo+fo)+ fot(fot fo)+(fo+ fr)+(fr+ fs) =
fat s+t frtfetfitfitfot+frtfetfrt+frtfs=

(ot fa)+fs+fotfotfstfotfotfotfotfot+fotfot(fo+ fr)=
o+ fhtfst+tfitfitfetfitfitfotfitfetfitfrt+fotfr=
Lot fa+fs+8 fr+fo+ fot+ fo+ fo=
fotfs+fo+8 frt(fat fo)+ fo+ fo+ fo=

fot(fs+f)+fs+8 fr+fs+3 fo=
Lo+t fs+8 fitfs+3 fo=

Lot fs+fs+8 fr+[fs+3 fs=

Jot+3-f5+8 fr+3-fo=

fo+3-(fs+fs) +8 fr=
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Jot+3- fr+8 fr=
f2+11-f7.

Atividade 9. Os numeros 377 e 610 sao dois nimeros consecutivos na sequéncia de

Fibonacci. Responda:
(a) Qual nimero antecede o 3777

(b) Qual nimero sucede o 6107

Resposta esperada: (a) 610 — 377 = 233 e (b) 377 + 610 = 987.

Atividade 10. Considere a sequéncia de Fibonacci: 1,1, 2, 3,5, 8, 13,21, 34,55, 89, ... Res-
ponda:

(a) f1=

(b) fit f3=

() fitfs+fs=

(d) fit s+ s+ fr=

() fitfat fs+frtfo=

(f) O que se pode observar a partir dos resultados obtidos nos itens anteriores?
)

(g) fit+ fo+ fs+ ... 4 fior + figo =

Resposta esperada: (a) 1, (b) 3, (c) 8, (d) 21, (e) 55, (f) espera-se que o estudante
observe que a soma dos n primeiros ntmeros com indices impares, na sequéncia de

Fibonacci, é igual ao termo fo, € (g) f200-

Atividade 11. Considere a sequéncia formada com o mesmo padrao de construgao da
sequéncia de Fibonacci: 1,4,5,9, 14,23, 37,60,97, 157, ... Responda:

(a) f1 =

(b) fit fs=

(€ it fs+fs=

(d) it fs+fs+ fr=

() it fst+fo+ frtfo=

(f) O que se pode observar a partir dos resultados obtidos nos itens anteriores?
)

(g) fit+ fo+ fs+ ...+ fior + fige =
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Resposta esperada: (a) 1, (b) 6, (c) 20, (d) 57, (e) 154, (f) espera-se que o estudante
observe que a soma dos n primeiros niimeros com indices impares é igual ao termo

an +3e (g) fgoo + 3.
O resultado obtido no intem (f) desta questao pode ser generalizado da

seguinte forma: fo, + fo — fi.

Atividade 12. Considere a sequéncia de Fibonacci: 1,1, 2, 3,5, 8, 13,21, 34, 55,89, ... Res-
ponda:

(@) fit fo=

(b) fi+ fot fs=

€ fitfat fst fa=

(d) fitfotfotfotfs=

() it ot fo+fatfo+ fo=

(f) O que se pode observar a partir dos resultados obtidos nos itens anteriores?
)

(g) it fot fot+ ...+ froo+ fao =

Resposta esperada: (a) 2, (b) 4, (¢) 7, (d) 12, (e) 20, (f) espera-se que o estudante

observe que a soma dos n primeiros nimeros é igual ao termo f,, 2 — f2 € (g) fa02 — fo-

Atividade 13. Considere a sequéncia a seguir, formada com o mesmo padrao de constru-

¢ao da sequéncia de Fibonacci: 2,5,7,12,19, 31, 50,81, 131,212, ...

Responda:

(a) fit+ fo=

(b) fit fot fo=

() it fotfat fa=

(d) it fot fot faut fs=

() it fotfotfatfot fo=
)
)

f) O que se pode observar a partir dos resultados obtidos nos itens anteriores?

(g) fit+ fot+ fo+ ...+ fog + fioo =

Resposta esperada: (a) 7, (b) 14, (c) 26, (d) 45, (e) 76, (f) espera-se que o estudante

observe que a soma dos n primeiros nimeros € igual ao termo f,10 —5 = fo,i2 — fo €

(8) fioz — fo
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Atividade 14. Considere a sequéncia a seguir, formada com o mesmo padrao da sequéncia
de Fibonacci: 1,4,5,9,14,23,37,60,97,157, ...
Responda:

(&) fi+ fo=

(b) it Lot fs=

() it fot fs+ fa=

() fitfotfs+fat fs=

() it fatfstfatfs+fo=

f) O que se pode observar a partir dos resultados obtidos nos itens anteriores?
)

(g) fit+ fot+ fa+ ...+ figo + faoo =

Resposta esperada: (a) 5, (b) 10, (c¢) 19, (d) 33, (e) 56, (f) espera-se que o estudante

observe que a soma dos n primeiros numeros € igual ao termo f,10 —4 = fo,i20— fo €

(8) fao2 — fo

Atividade 15. Considere a sequéncia de Fibonacci: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, . ..
Responda:

(@) f2+ fa=

(b) fot+ fat fo =

(© fat fat fo+fs=

(d) fot+ fat fo+ fs + fro =

(e) O que se pode observar a partir dos resultados obtidos nos itens anteriores?
)

f) fo+ fa+ fo+ ...+ fios + faoo =

Resposta esperada: (a) 4, (b) 12, (c) 33, (d) 88, (e) espera-se que o estudante observe que

a soma dos n primeiros nimeros com indice par é igual ao termo fo, 1 —1 = for,11— f1

e (f) faor — fu-

Atividade 16. Considere a sequéncia a seguir, formada com o mesmo padrao de constru-

¢ao da sequéncia de Fibonacci: 2,5,7,12,19,31, 50,81, 131,212,343, ...
Responda:

(a) fo+ fa=
(b) fo+ fa+ fo =
() fot+ fatfo+ fa=



Capitulo 3. Sequéncias Diddticas 83

(d) fot fat fo+ fs + fio =
(e) O que se pode observar a partir dos resultados obtidos nos itens anteriores?

(£) fo+fatfo+ ..+ fos + fro =

Resposta esperada: (a) 17, (b) 48, (c) 129, (d) 341, (e) espera-se que o estudante observe

que a soma dos n primeiros nimeros com indice par é igual ao termo fo5,,1 — 2 =

Jons1— f1 e (g) fio1 — fi.

Atividade 17. Considere a sequéncia a seguir, formada com o mesmo padrao da sequéncia
de Fibonacci: 1,4,5,9,14,23,37,60,97, 157, ...
Responda:
(a) fot+ fa=
(b) fot fat fo=
(¢) fat+ fat+ fo+ fs=
(d) fot+ fat fo+ fs+ fio=
(e) O que se pode observar a partir dos resultados obtidos nos itens anteriores?
)

f) fo+ fa+ fo+ ...+ foos + fa00 =

Resposta esperada: (a) 13, (b) 36, (c) 96, (d) 253, (e) espera-se que o estudante observe

que a soma dos n primeiros niimeros com indice par ¢é igual ao termo fo,,1 — 1 =

Jong1— fr e (g) fso1 — fi.

Atividade 18. (FATEC 2018) O retangulo ABCD da figura foi decomposto em seis

quadrados. Sabendo que o quadrado EFGH tem &rea igual a 1 e¢m?, entdo a area do

A B
E F
]
G
D C

retangulo ABCD é, em centimetros quadrados,

(A) 64. (B) 89. (C) 104. (D) 111. (E) 205.
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Resposta esperada: Area =12 +12+22 4+ 32 +52 + 82 =14+ 14+4+9+25+64 = 104
ou Area = 8- 13 = 104 (Proposicio 4), alternativa (C).

A partir desta atividade, o professor pode explorar a construgao geométrica da sequéncia
de Fibonacci e também levar o estudante a compreender a diferenca entre o retangulo
de Fibonacci e o retangulo de Ouro, para isso poderd propor a construgao apresentada

na subsecao 2.4.1.

Atividade 19. (ENCEJA - 2020) Na sequéncia de Fibonacci (1,1,2,3,5,8,...), cada
um de seus termos, a partir do terceiro, ¢ igual a soma dos dois termos imediatamente
anteriores. Essa sequéncia pode ser utilizada como uma forma de aproximagao na conversao
de quilometro para milha (unidade de comprimento utilizada em alguns paises de lingua

inglesa). Veja a relagao:

8km < dbmi

13km < 8mz
21km < 13mi
34km < 21ma
5bkm < 34ma

Entéo, se o velocimetro de um carro importado estiver assinalando 55mi/h, essa velocidade,

em quilémetro por hora, serd mais proxima de:

(A) 34. (B) 55. (C) 89. (D) 144.

Resposta esperada: Basta continuar a sequéncia das unidades de comprimento ja

fornecidas, ou seja, 89km < 55mi. Logo 55mi/h < 89km/h, alternativa (C).

Proposta de aprofundamento

Conforme tempo e demanda da turma de estudantes, o professor podera propor as
atividades disponiveis no site https://pt.mathigon.org/course/sequences/fibonacci,
trata-se de uma plataforma gratuita que se chama Mathigon.Especificamente, nesta
atividade, o estudante é submetido a fazer a leitura da historia de Fibonacci, com
atividades interativas, trazendo curiosidades sobre a Sequéncia de Fibonacci.

Observacao: Este site é originalmente em inglés e nao ¢ totalmente traduzido.



https://pt.mathigon.org/course/sequences/fibonacci
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3.8.6 Propriedades da Sequéncia de Fibonacci

Segue uma proposta de apresentagao de Propriedades da Sequéncia de Fibonacci
com as demonstragoes para que sejam desenvolvidas com os estudantes, cabe ao professor
verificar e avaliar a maneira de introduzir este assunto levando em consideragao o nivel de

aprendizado de seus estudantes.

Ao final do estudo das demonstragdes propor ao grupo de estudantes que criem

exemplos para aplicar as propriedades.

Atividade 1. Mostre que a soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci é

igual a fhp0 — fo,ouseja, fi + fo+ ...+ fn= fuso— fo., paran =1, neN.

Temos:

fi+ fa=fs= Ji = [3— f2 (isolando o fi)
fot fa=fa= fo = f1— fs (isolando o f5)
fs+ fa=fs= fs =[5 — fi (isolando o f3)
ldots
foc1 + fo = far1 = fu1 = fus1 — [y (isolando o f,, 1)
fo+ for1 = fav2 = fu = fayre—fn (isolando o f,)

Somando-se ambos os lados das equagoes, temos:

fl + f2 +.t fn, = fS + f4 + f5 + ...+ fn+1 +fn+2 - f2*f3 *f4 e T fn - fn+1
fl + f2 +...+ .er = fn+2 - f2-

Atividade 2. Mostre que a soma dos n primeiros termos de indice par da sequéncia de

Fibonacci é igual a fo,+1 — f1, ouseja, fo+ fa+...+ fo, = fony1— f1, paran > 1, ne N.

Temos:

i+ fa=fs— fo = fs— fi (Isolando o f5)
fa+ fi=fs = fa= fs — f3 (Isolando o f4)

fon—s + fon—2 = fon-1 = fon—2 = fon—1 — fon—3 (isolando o fo,_2)
f?n—l + f2n = f2n+1 - f2n = f2n+l*f2n71 (iSOlandO O f2n)

Somando-se ambos os lados das equacoes, temos:

fot+tfat . ot fom=fat s+ 4+ fonmi+ fonrr = fiSs—fs— . = fon—z — fonmr
fot+ fo+ .o+ fon = fons1 — S1
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Atividade 3. Mostre que a soma dos n primeiros termos de indice impar da sequéncia
de Fibonacci é igual a fo, + f1 — fo, ou seja, fi + fs+ ...+ fono1 = fon + fi — f2, para
n>=1,neN.

Temos:

fi=h
fa+ fs = fa— f3 = fas— f2 (Isolando o f3)
fi+ fs = fo = f5 = fo — fa (Isolando o f5)

fon—a + fon—s = fon—2 = fon—3 = fon—2 — fon—sa (Isolando o fa,_3)
Jon—2 + fon—1 = fon = fon—1 = fan—Jfan—2 (Isolando o fo, 1)

Somando-se ambos os lados das equagoes, temos:

fitfat+. o+ fonr=fon+fi— fo

Atividade 4. Mostre que a soma dos quadrados dos n primeiros termos da sequéncia de
Fibonacci é igual a f,, - foi1, ouseja, fi2+ fo? + ...+ fo2 = fo- faz1, paran =1, neN.

Note que:
o fu1+ fu = fuy1. Isolando f,, temos que f, =
'anan' :fn( ):fn'fn+1_fn'fnfl

Entao:

P = fofs— fo-fa
f3° = fa.fa— fs-fo
[ = fafs = fofs
fst = fs-fo — f5-fa

fnflz = fn71~fn - fn71~fnf2
fn2 = fn-fn-i-l*fn-fn—l

Somando-se ambos os lados das equacoes, temos:

—fPH LB f = fafa — fooh
JEH L+ B2 e+ P4+ f = fafasr — fo i+ S

Como na sequéncia de Fibonacci f; = fo = 1, temos:

fl2 + f22 + f:s2 + f42 + f52 +.oo+ an = fo-foy1 — L1+ 1? = Jn-fns
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Atividade 5. Mostre que a soma de seis termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci
¢ um mﬁltlplo de 47 ou seja, fn + fn+1 + fn+2 + fn+3 + fn+4 + fn+5 =4- fn+4a para n = 17
n e N.

Temos:

Jot fov1 + fov2 + fois + fora + fors =
(fn + fas1) + foro + fors + frsa + (fugs) =
(for2) + fave + foys + fora + (fars + faya) =
2fnv2 + 2fnis + 2fn1a =
2(frr2 + foys) + 2fn4a =
2fn+4 + 2fn+4 =
4 frta-

Atividade 6. Mostre que a soma de dez termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci

¢ um multiplo de 11, ou seja, f,, + foi1 + fat2 + ...+ foio = 11f16, paran > 1, ne N.

Demonstracao:

fn + fn+1 + fn+2 + fn+3 + fn+4 + fn+5 + fn+6 + fn+7 + fn+8 + fn+9 =
(fo + fos1 + fasa + fors + fasa + fuss) + fave + (fas7) + (fazs) + (fago) =
Afpra + fare + (fars + fare) + (favs + forr) + (farr + frss) =
4fnva+ Jos + 3fure + 2 nir + (fn+8) =
Afnva+ fors + 3fnre + 2fnir + (favs + foir) =
Afnva + foas + 4fnre + 3 (fayr) =
Afnra+ fars + 4fnre + 3 (fass + fare) =
4fn+4 + 4fn+5 + 7fn+6 =
4 (frsa + foxs) + Tfnre =
4fnre + Tfnie =
11f, 6.

Dado para demonstracao:

fn + fn+1 + fn+2 + fn+3 + fn+4 + fn+5 = 4fn+4

3.8.7 Matemagicas

Apébs desenvolver a sequéncia de atividades e conteidos propostos, apresentar
as magicas aos estudantes e propor que realizem com os demais colegas, possibilitando a

memorizagao das propriedades que sao de fundamental importancia para as matemagicas.

Para a sequéncia de matemagicas a seguir, primeiramente o magico deve propor

a um voluntario de criar uma sequéncia de dez nimeros, escolhendo-se dois niimeros naturais
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quaisquer, e em seguida para obter os proximos termos deve-se somar os dois ntimeros
imediatamente anteriores. E interessante que haja um segundo magico para explicar e
auxiliar o voluntario nessa construcao. Também podera fornecer uma calculadora para o

voluntéario.

Seja V' a sequéncia de niimeros criados pelo voluntario: V' = vy, v9, vs, ..., V1.

Matemagica 1. Para este truque, o magico pode estar vendado e ndo conhecer a sequén-

cia construida pelo voluntario. Solicitar ao voluntario que efetue a divisao do décimo termo

. V1o
pelo nono termo, ou seja, —.

Vg

O mégico revela o resultado: 1, 6.

Matemagica 2. Para este truque, o magico devera observar a sequéncia construida pelo
voluntario. Solicitar ao voluntario que efetue a soma dos oito primeiros termos da sequéncia

construida, ou seja, vy + vy + ... + vs.

O maégico calcula: vig — vs.

Matemagica 3. Para este truque, o magico devera observar a sequéncia construida pelo
voluntario. Solicitar ao voluntario que efetue a soma dos quatro primeiros termos de indice

par da sequéncia construida, ou seja, vy + v4 + Vg + vs.

O magico calcula: vg — v;.

Matemagica 4. Para este truque, o magico devera observar a sequéncia construida pelo
voluntario. Solicitar ao voluntario que efetue a soma dos cinco primeiros termos de indice

impar da sequéncia construida, ou seja, vy + v3 + v5 + v7 + vg.

O maégico calcula: vg + v1 — vs.

Matemagica 5. Para este truque, o magico devera observar a sequéncia construida pelo
voluntario. Solicitar ao voluntario que efetue a soma dos dez primeiros termos da sequéncia

construida, ou seja, v; + vy + ... + v1p.

O magico calcula: 11.v7.
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3.9 Preparacao para a culminancia

3.9.1 Tempo de duracao

Oito aulas de 45 minutos

3.9.2 Desenvolvimento

O professor junto com seus estudantes poderao tragar estratégias e organizar a
apresentacao e materiais a utilizar, levando em consideragao a realidade de sua escola e de

seus estudantes.

Para um espetaculo de circo, listamos itens importantes para a organizacao,
para garantir que tudo ocorra sem problemas, tornando o dia do espetaculo uma data
inesquecivel e divertida.

o Montagem da estrutura da tenda de circo ou cenario.

o Instalacao de som.

e Preparacgao de areas para camarins e publico.

» Criagao, compra ou aluguel de figurinos para os artistas.

o Cronograma de ensaios para coordenar as performances.

o Treinamento e ensaios para garantir o sucesso do espetaculo.
o Planejamento das apresentacoes.

e Técnicos de som e escolha da trilha sonora.

o Anélise financeira para a realizacdo do evento.

A proposta é organizar grupos de estudantes que fiquem responsaveis por
um grupo de matemadgicas para a apresentacao a um determinado grupo de pessoas,

como a comunidade escolar, incluindo demais estudantes da escola, professores, gestores,

funcionarios, convidados e pais ou responsaveis.

3.10 Culminancia do trabalho

Chega o momento de compartilhar o aprendizado com o restante da comunidade
escolar, podendo assim ter varios formatos, como feira, mostra, espetaculo, roda de conversa,

producao digital, intervencao artistica, entre outras ideias que podem surgir.
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Apresentar um produto final, valorizando e avaliando o desenvolvimento dos

estudantes, e também aprimoramento de uma oferta futura de eletiva.
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4 Consideracoes Finais

A avaliacao de um trabalho desenvolvido tem como objetivo principal analisar a
qualidade, eficacia, relevancia e impacto em relacao aos objetivos estabelecidos. Buscamos
verificar se a proposta de ensinar por meio de atividades lidicas, sem deixar de aprofundar
o conteudo, trouxe novas perspectivas de aprendizagem ou contribui¢oes para a melhoria da
relacdo dos estudantes com a matematica, entre os proprios estudantes e com o professor.
Aplicamos este trabalho em uma escola estadual de Campinas e, como resultado do
desenvolvimento do projeto junto aos estudantes, observamos um aumento significativo
na colaboracao, trabalho em equipe e curiosidade em descobrir a matematica por tras
de cada truque. Os estudantes nao foram apenas ouvintes; desde o primeiro dia de aula,
propusemos & turma que participassem ativamente da construcao do projeto. A ideia
amadureceu, cresceu e enriqueceu ao longo das aulas, fazendo com que os estudantes se

sentissem parte integral do trabalho.

Os mais habilidosos em matematica auxiliavam aqueles com menos habilidade,
organizando-se de forma que todos contribuissem de alguma maneira, a partir da mate-
matica, e em grupos, precisavam criar cenas, personagens e situacoes de contexto para a
encenac¢ao do que chamavamos de “truques”, o que terminava sempre criando situagoes
muito lidicas que melhoravam a convivéncia entre os alunos, que se divertiam bastante
durante as aulas e nos ensaios de cada cena e, nelas, todos opinavam em pontos que

consideravam que poderiam ser alterados ou melhorados.

Todo esse contexto antecessor a apresentacdo, de ensaios e risos em que os
grupos iam assistindo as cenas dos demais grupos e até opinando e ajudando com sugestoes,
criou um ambiente de aprendizagem desafiador, ja que assistiam as cenas dos demais
grupos e procuravam melhorar a cena de seu grupo, e divertido, pois eram cenas circenses
que geravam gargalhadas e isso resultou em companheirismo e proximidade entre os
alunos, além de diminuir a timidez, tipica da adolescéncia, causada pela convivéncia de

um trabalho divertido, autoral e coletivo.

Durante a culminancia, os mais desenvoltos apresentaram, enquanto os mais
timidos organizaram os materiais e auxiliavam os bastidores. Todos conheciam as brin-
cadeiras e operagoes matematicas por tras delas. Embora tenham ocorrido alguns erros
durante as apresentagdes, como equivocos em somas, todos os participantes conheciam os

truques e ajudaram os colegas que nao perceberam os erros.

Consequentemente, houve um aumento no conhecimento matematico abordado
nas aulas, além da percepcao da necessidade de dominar conhecimentos basicos, como as

quatro operagoes e manipulagoes algébricas, que ainda sdo um desafio para os estudantes.
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O trabalho teve uma 6tima repercussao, mérito dos estudantes envolvidos no
projeto que se empenharam em apresentar o melhor espetaculo. Acreditamos que um dos
motivos do projeto ter se desenvolvido de forma tao positiva é o fato de os estudantes serem
responsabilizados pelo projeto, podendo colocar sua propria abordagem, criar histérias em
torno dos truques e apresentar suas criagcoes no momento da culminancia. O sentimento de
orgulho e alegria nao passou despercebido pelas professoras e pelo piblico que participou

do evento.

Nosso projeto foi tema da dissertacao de Mestrado Profmat de Almeida(14), que
trouxe a matemagica para auxiliar nos trabalhos em sala de aula. Foi também veiculado
em jornais e sites de noticias !, comparando os resultados da escola em avaliacoes estaduais

que medem a qualidade de ensino nas escolas do estado de Sao Paulo.

Concluimos assim que atingimos os objetivos propostos por essa dissertacao.

1 Links disponiveis no Apéndice A
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APENDICE A - Circo Matemético como

eletiva

Neste apéndice, disponibilizamos os links dos videos das duas culminancias do
Circo Matematico por responsabilidade das professoras Claudia Di Risio e Leila Graziela,

que foram realizadas em aulas eletivas na Escola Estadual Djalma Octaviano.

« https://www.facebook.com/claudiadirisio/videos/1163974043626316

o https://www.facebook.com /claudiadirisio /videos/1312832602073792

Disponibilizamos também os links das reportagens que abordaram o tema do

Circo Matematico realizado nas aulas eletivas.

o Reportagem da Agéncia Brasil

e Reportagem da Udemo

» Reportagem do Jornal Joca

» Reportagem da Folha Uol

o Imagens da Reportagem da Folha Uol
e Reportagem Leia Ja

e Reportagem Correio Popular

» Reportagem Portal da Magica

» Reportagem Portal 1G

Disponibilizamos algumas fotos registradas antes e depois do espetaculo junto

com os estudantes.


https://www.facebook.com/claudiadirisio/videos/1163974043626316
https://www.facebook.com/claudiadirisio/videos/1312832602073792
https://agenciabrasil.ebc.com.br/educacao/noticia/2017-04/alunos-de-escola-em-campinas-aprendem-matematica-com-truques-de-magica
http://www.udemo.org.br/2017/leituras/016_Professora-usa-magica-em-sala-de-aula-e-melhora-aprendizado-em-escola-publica.html
https://www.jornaljoca.com.br/alunos-de-escola-estadual-tem-aulas-de-matematica-com-truques-de-magica/
https://m.folha.uol.com.br/educacao/2017/04/1874090-alunos-aprendem-matematica-com-truques-de-magica-no-interior-de-sp.shtml
https://fotografia.folha.uol.com.br/galerias/50042-matematica-com-truques-de-magica
https://www.leiaja.com/carreiras/2017/04/17/alunos-aprendem-matematica-com-truques-de-magica/
https://correio.rac.com.br/aulas-de-matematica-e-portugues-se-transformam-em-circo-1.760756
https://portaldamagica.com.br/noticias/professora-ensina-matematica-com-magica/
https://ultimosegundo.ig.com.br/educacao/2017-04-04/matematica-magica.html
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APENDICE A. Circo Matemdtico como eletiva

Figura 24 — Professoras Claudia e Leila e seus estudantes
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APENDICE B - Principio da Casa dos

Pombos

Este topico aparece em livros de Teoria dos Nuimeros, Matematica Discreta
(PROFMAT) e em livros de Combinatdria.

O Principio da Casa dos Pombos, também conhecido como Principio das

Gavetas de Dirichlet, ¢ enunciado pelo seguinte teorema:

Teorema 4. “Se n + 1 ou mais objetos sao colocados em n ou menos gavetas, entdo pelo

menos uma gaveta recebe mais de um objeto”.

Demonstragao: O nimero médio de objetos por gaveta é maior do que ou
n+1 n 1 , . )
= — + — =1+ —, que é maior que 1. Logo, em alguma gaveta havera um
n o n n

numero de objetos maior que 1.

igual a

Apresentamos exemplos simples que podem ser abordados com estudantes em

sala de aula, introduzindo assim, o conceito do Principio da Casa dos Pombos.

Exemplo 1: Mostre que em um parque com mais de 12 criancas, existem pelo

menos duas delas que nasceram no mesmo mes.

Sao 12 meses diferentes em um ano e temos mais de 12 criangas. Suponhamos que
exista 13 criancas, ou seja, 12 + 1 criangas. Suponha, hipoteticamente, o caso em que
cada crianca nasceu em um meés diferente, 12 criancas para 12 meses, porém existe
mais uma crianca, e esta nasceu em um dos 12 meses, assim ha pelo menos duas

criangas Jue nascerain no mesmo meés.

Exemplo 2: Qual o nimero minimo de criancas para que necessariamente

haja 5 delas que fazem aniversario no mesmo més do ano?

Considerando a pior das hipdteses, em que as criancas fazem aniversario em meses
diferentes.

Pelo esquema a seguir, é facil de visualizar o que queremos determinar:
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Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov Dez
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

Precisamos de 4 - 12 + 1 = 48 + 1 = 49 criancas.

Exemplo 3: Em uma urna ha 8 bolas brancas, 10 bolas pretas e 13 bolas
vermelhas. Qual o niimero minimo de retiradas da urna, sem observar a cor, para que

tenha retirado no minimo trés bolas pretas?

Suponhamos a pior das hipdteses, em que bolas pretas ndo saiam nas primeiras
retiradas, ou seja, retirou todas as bolas brancas e depois todas as bolas vermelhas

para comegar a retirar as bolas pretas, temos: 8 + 13 + 3 = 24, portanto depois de 24

retiradas é garantido que tenha retirado 3 bolas pretas.

Exemplo 4: Um baralho de cartas possui 4 naipes distintos (copas, ouro, paus
e espada). Qual o niimero minimo de cartas que devem ser retiradas desse baralho para

que se tenha ao menos duas cartas com o mesmo naipe?

Suponhamos a pior das hipoteses, em quatro retiradas ter o seguinte resultado: 1 carta
de copas, 1 carta de ouro, 1 carta de paus e uma carta de espada. Para retirar qualquer

um dos naipes, basta mais uma retirada, ou seja, precird no minimo de 4 + 1 = 5.

Este problema é utilizado na matemagica da 1.4.1.

O principio da casa dos pombos pode ser, genericamente, enunciado:

Teorema 5. Se n gaiolas sao ocupadas por nk + 1 pombos, entao pelo menos uma gaiola

deverd conter pelo menos k + 1 pombos.
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APENDICE C - Tabela de niimeros do

sistema decimal convertidos para nimeros

binarios

Organizamos a seguinte tabela para auxiliar na construgao dos calendérios

utilizados no truque de matemégica na subsecao 1.4.5 que utiliza o sistema de numeragao

binario.
Numero no sistema | Nimero binario || Nimero no sistema | Ntimero binario
decimal decimal

1 00 0 0 1 17 1 00 0 1
2 00 0 1 0 18 10 01 0
3 0 0 0 1 1 19 10 0 1 1
4 0 01 0 0 20 1 01 0 O
5) 0 01 0 1 21 1 0 1 0 1
6 0O 01 1 0 22 1 01 1 O
7 0 0 1 1 1 23 1 01 1 1
8 01 0 0 O 24 1 1.0 0 O
9 01 0 0 1 25 11 0 0 1
10 0 1.0 1 0 26 110 1 0
11 01 0 1 1 27 1 1 0 1 1
12 0O 1 1 0 O 28 1 1.1 0 O
13 0O 1 1 0 1 29 1 1 1 0 1
14 01 1 1 0 30 1 1 1 1 0
15 0O 1 1 1 1 31 1 1 1 1 1
16 1 0 0 0 O

Para a construcao dos calendarios, devemos observar a quantidade de algarismos
que o 31 (este é o maior nimero de 1 a 31) possui na escrita binaria. Na tabela, temos
31 = (11111)s, com cinco algarismos, assim precisaremos de 5 calendérios. Cada calendério

corresponde a posi¢do de um algarismo na escrita binaria.

Em todos os calendarios devemos escrever os ntimeros de 1 a 31, observar a

escrita bindria e seguir as orientagoes:

o Algarismo 1, colorir de vermelho.
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o Algarismo 0, colorir de preto.

Tomemos como exemplo o niimero 25:

Numero no sistema decimal Numero binério
1 1 0 0 1
0O <t (ap) (@] —
L & &9 9 9
— — — — —
E @ | @ @
S <© © ° T
- = =
g g 3 T g
T & © ® <«
o O O O O
25
2t 23 92 ot 90

Vermelho
Vermelho
Vermelho

Preto
Preto

O numero 25 deve aparecer na cor vermelha nos calendérios 1, 4 e 5 e na cor

preta nos calendarios 2 e 3.
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APENDICE D - Tabela de niimeros do

sistema decimal convertidos para nimeros

ternarios

A tabela a seguir auxilia a compreensao da construcao dos calendérios da

truque de matemagica que consta na secao 1.5 que utiliza o sistema de numeracao ternario.

Tabela 32 — Nameros ternarios

Base 10 Base 3 Base 10 Base 3
1 0 0 0 1 26 0o 2 2 2
2 0O 0 0 2 27 1 0 0 O
3 0O 0 1 0 28 1 0 0 1
4 0 0 1 1 29 1 0 0 2
5 0O 0 1 2 30 1 0 1 0
6 0 0 2 0 31 1 0 1 1
7 0 0 2 1 32 1 0 1 2
8 0O 0 2 2 33 1 0 2 O
9 0 1 0 O 34 1 0 2 1
10 0 1 0 1 35 1 0 2 2
11 0 1 0 2 36 1 1 0 0
12 0 1 1 0 37 1 1 0 1
13 0 1 1 1 38 1 1 0 2
14 0 1 1 2 39 1 1 1 0
15 0O 1 2 0 40 1 1 1 1
16 0O 1 2 1 41 1 1 1 2
17 0o 1 2 2 42 1 1 2 0
18 0 2 0 0 43 1 1 2 1
19 0 2 0 1 44 1 2 0 1
20 0o 2 0 2 45 1 2 0 O
21 0 2 1 0 46 1 2 0 1
22 0 2 1 1 47 1 2 0 2
23 0 2 1 2 48 1 2 2 0
24 0 2 2 0 49 1 2 2 1
25 0o 2 2 1 50 1 2 1 2

Para a construcgao dos calendarios, devemos observar a quantidade de algarismos
que o 50 (este é o maior nimero de 1 a 50) possui na escrita ternaria. Na tabela, temos
50 = (1212)3, com quatro algarismos, assim precisaremos de 4 calendarios. Cada calendério

3 )

corresponde a posicao de um algarismo na escrita ternaria.
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Em todos os calendarios devemos escrever os ntimeros de 1 a 50, observar a

escrita terndria e seguir as orientagoes:

o Algarismo 0, colorir de preto.
e Algarismo 1, colorir de vermelho.

o Algarismo 2 colorir de azul.

Tomemos como exemplo o nimero 25:

Base 10 Base 3
o 2 2 1
<t o (@] —
N N N N
8 & ®© &
T BT T ¥
& &8 © @
o O O 0O

25 33 32 31 3
o
=
(D]

O — —
A, <€ < >

O ntamero 25 deve aparecer em cor vermelha no cartaz 1, em cores azuis nos

cartazes 2 e 3 e em cor preta no cartaz 4.
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APENDICE E - Cronograma de aulas

Aqui apresentamos um cronograma dos temas e atividades para a realizagao
durante o semestre.
As eletivas sdo organizadas em aulas duplas semanais, ou seja, 2 aulas de 45 minutos,

totalizando 90 minutos de aula.

Aulas 1 e 2
Aula de apresentagoes, tanto do professor, quanto dos estudantes (uma vez que possivel-
mente estarao misturados estudantes das trés séries do ensino médio e também estudantes
de salas regulares distintas), além de apresentar a proposta da aula Eletiva. Um didlogo
sobre as expectativas dos estudantes e também do professor é muito positivo, isso pode

estreitar lagos e facilitar o desenvolvimento do trabalho.

Possibilitar a participacao dos estudantes na realizagao do projeto, levantando
ideias de como trabalhar e desenvolver as atividades, além de participar das decisdes sobre
o produto final, pois serao os estudantes que farao as apresentacoes, para isso devem sentir

confianca e conforto.

Aulas 3 e 4
Dentre os truques de matematica do capitulo 1, o professor podera escolher alguns para
realizar com seus estudantes, a fim de despertar a curiosidade, escolha os que podem ser

realizados varias vezes com resultados diferentes, como os truques das propostas 1.4.3,
1.4.4e1.4.5.

Aulas 5 e 6
Iniciar a parte tedrica de bases numéricas da subsecao 3.7.4 e aplicar as atividades de 1 a
7. Recomendamos que faga a corregao e esclareca as duvidas dos estudantes. O professor
pode elaborar mais atividades semelhantes para que sejam realizadas em sala de aula ou

em casa, conforme a necessidade dos estudantes.

Aulas 7 e 8
Trabalhar as atividades 8 e 9 da subsecao 3.7.4. Estas atividades visam desenvolver a
percepcao de que qualquer nimero decimal possa ser escrito com a adicao de parcelas
(formadas apenas pelas poténcias de base 2), sem recorrer ao uso das divisdes sucessivas

de um ntmero decimal por 2 e também a construcao das tabelas dos truques.
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Aulas 9 e 10
Apresentacao das matemagicas propostas no capitulo 1, na se¢do 1.4, que sdo referentes ao
sistema binario. Propor aos estudantes que realizem as matemégicas entre si. Caso haja

necessidade, o professor podera interceder e esclarecer possiveis duvidas.

Aulas 11 e 12 Apresentacao das matemagicas propostas no capitulo 1, nas
secoes 1.5 e 1.6. Na matemagica da se¢ao 1.5, o professor podera explorar a construcao da

tabela utilizada que esta explicada no apéndice D.

Aulas 13, 14, 15 el6
Pode destinar estas aulas a organizacao e confeccao de materiais necessarios para o dia da
apresentacao, bem como organizagao da definicdo dos estudantes que contribuirao com as

apresentacoes.

Aulas 17 e 18
Neste momento inicia-se a segunda sequéncia didatica com o tema principal Sequéncia de
Fibonacci, que consta na secao 3.8. Para instigar a curiosidade dos estudantes o professor

pode realizar os truques da segao 2.6.

Aulas 19 e 20
Diédlogo em relacao ao conteudo que sera abordado, fazendo um levantamento dos saberes
dos estudantes. Proporcionar espaco para troca de conhecimento entre estudantes e tam-
bém interceder quando necessario, incentivando a participagao de todos. Iniciar a aplicagao

da sequéncia da subsec¢ao 3.8.4 e aplicar as atividades de 1 e 2.

Aulas 21 e 22
Trabalhar as atividades 3 a 8, intercedendo sempre que necessario com observagoes e

correcoes.

Aulas 23 e 24
Trabalhar as atividades 9 a 14, intercedendo sempre que necessario com corre¢oes e obser-

vacoes.

Aulas 25 e 26

Trabalhar as atividades 15 a 19, intercedendo sempre que necessario com corregoes e ob-
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servacoes. O professor podera explorar a construgao geométrica da sequéncia de Fibonacci

e também apresentar as semelhancgas com o retangulo de ouro.

Aulas 27 e 28
Trabalhar as propriedades da sequéncia de Fibonacci com os estudantes, que estao na
subsecao 3.8.6, mostrando padroes, cabe ao professor identificar se é possivel trabalhar

com as demonstracoes.

Aulas 29 e 30
Trabalhar os truques de matemagica da subsecao 3.8.7 e propor que os estudantes criem

outras matemagicas a partir das propriedades da sequéncia de Fibonacci.

Aulas 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35 e 36

Estas oito aulas sao destinadas a organizagao da apresentacdo, que consta na secao 3.9.

Observacao: Este é apenas um modelo de cronograma, o professor pode
adequa-lo de acordo com as necessidades de sua turma, podendo aprofundar os contetudos,

se for possivel.
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Anexos
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ANEXO A - Mais truques de matematica

Apresentaremos varios truques para complementar e motivar o trabalho do
professor para a busca de outros contetidos que podem ser abordados em aulas ou em
projetos, para que favoreca o aprendizado do estudante. Além de ser mais opgoes para
continuidade da disciplina eletiva em outros semestres, abordando contetudos distintos dos

que foram apresentados nesta dissertacao.

A.1 Quantas bolinhas escondidas nas maos?
Este truque esta descrito no artigo de Santos e Gontijo(15) e utiliza conceitos
de sistemas lineares.

Disponibilize 7 bolinhas (graos de feijao, moedas ou outros objetos que fiquem
escondidos nas maos) a um voluntério, em seguida oriente-o a dividir entre suas duas maos

da maneira que desejar. Pega ao voluntario que faca os seguintes calculos:

1. Multiplicar por 2 a quantidade de bolinhas da mao direita.
2. Multiplicar por 3 a quantidade de bolinhas da mao esquerda.

3. Somar os valores encontrados.

Apods os calculos, o voluntario deve revelar a soma obtida, e rapidamente é
possivel determinar exatamente quantas bolinhas (ou outros objetos) se tem na mao direita,

e na mao esquerda.

Explicagdo: Chamamos de z a quantidade de bolinhas (ou objetos) na mao

direita, e de y a quantidade de bolinhas (ou objetos) na mao esquerda, temos:

r+y=7
20+ 3y = =2
Da primeira equagao, temos que y = 7 — x. Substituindo y na segunda equacao,

obtemos:

20 +3(T—2)=2=2x+21-3x=z=0=21—2

Para descobrir a quantidade de bolinhas (ou objetos) da mao direita, basta

subtrair a soma revelada de 21.

Exemplo: Suponhamos que o voluntério escondeu 4 bolinhas (ou objetos) na

mao direita e 3 bolinhas (ou objetos) na méo esquerda, como o voluntario deve multiplicar
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por 2 a quantidade da mao direita, e por 3 a quantidade da mao esquerda, e em seguida
somar os resultados dessas multiplicagoes, obtera 2.4 + 3.3 = 8 + 9 = 17. O voluntario
revela o nimero 17 ao magico, e este efetua o seguinte cdlculo: 21 — 17 = 4, que corresponde
ao numero de bolinhas da mao direita, e ainda calcula 7 — 4 = 3 que é a quantidade de

bolinhas da mao esquerda.

A.2 Adivinhando trés dias consecutivos de um calendario

Este truque estd descrito no livro de Sampaio e Malaguti(16) e utiliza 3
numeros consecutivos de uma Progressao Aritmética de razao 1. O magico disponibiliza
uma pagina de calendario, em seguida pede ao voluntario que escolha secretamente trés
datas consecutivas e faca a soma destes nimeros, revelando este resultado ao magico. O

magico faz a revelacao das datas escolhidas.

Explicacao: Ao escolher trés niimeros consecutivos, temos a seguinte sequéncia:
d—1,d,d + 1 Fazendo a soma dos trés nimeros, temos: d —1+d+d+ 1 = 3d

Tabela 33 — Calendario

Domingo Segunda Terca Quarta Quinta Sexta Sabado
1 2 3 4 )
6 7 8 9 10 11 12
16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26
27 28 29 30 31

Exemplo: Suponhamos que o voluntéario tenha escolhido os dias 13, 14 e 15,
temos 13 + 14 + 15 = 42. Agora basta que o magico divida 42 por 3, o que se obtém 14,
que ¢é o termo central da sequéncia de trés termos, assim o magico revela as trés datas

consecutivas escolhidas pelo voluntario: 13 =14 —1, 14 e 15 = 14 + 1.

A.3 Adivinhando trés datas consecutivas de um calendario, a partir

de um dia da semana favorito

Este truque esté descrito no livro de Sampaio e Malaguti(16) e utiliza 3 niimeros
consecutivos de uma Progressao Aritmética de razao 7. O magico disponibiliza uma pagina
de calendario, em seguida pede ao voluntario que escolha secretamente um dia da semana,
de domingo a segunda-feira. Em seguida, pede para escolher trés datas desse dia da semana,
ou seja, trés dias consecutivos de uma mesma coluna. O magico solicita ao voluntario
que efetue a soma destes trés niimeros e revelar essa soma. O magico desvenda as datas

escolhidas.
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Explicacao: Ao escolher trés datas consecutivas de um mesmo dia de semana

no calendario, temos a seguinte sequéncia: d — 7,d,d + 7.

Fazendo a soma dos trés nimeros, temos: d — 7+ d +d + 7 = 3d.

Tabela 34 — Calendério

Domingo Segunda Terca Quarta Quinta Sexta Sabado
1 2 3 4 5
6 7 8 9 10 11 12
14 15 16 17 18 19
21 22 23 24 25 26
28 29 30 31

Exemplo: Suponhamos que o voluntario tenha escolhido a coluna do domingo,
e das datas 13, 20 e 27, temos 13 + 20 + 27 = 60. Agora basta que o magico divida 60 por
3, o que se obtém 20, que é o termo central da sequéncia de trés termos, como o 20 esta na
coluna do domingo, sabe-se que o voluntario escolheu domingo e que as datas escolhidas
sao: 20 —7=13,20e 20+ 7 = 27.

A.4 Soma de 5 datas escolhidas

H& outra versao deste truque no livro de Sampaio e Malaguti(16) que vale a

pena consultar.
Para este truque precisaremos de um calendéario.

O magico se posiciona de costas para o calendario e para o voluntario, e em
seguida solicita ao voluntario que escolha 5 datas, uma em cada semana do més, as
marcando no calendario ou anota-las em um papel. O méagico solicita ao voluntario que
revele apenas quantos domingos escolheu, quantas segundas, quantas tergas e assim por
diante. O magico solicita que o voluntario realize a soma das datas escolhidas, e em seguida

o magico rapidamente revela o valor dessa soma.

Explicacao: No calendario, podemos estabelecer como referéncia as colunas da
terca, quarta ou quinta, ou seja, colunas que possuem cinco datas. Vamos utilizar a coluna
da terca como referéncia, precisamos calcular a soma destas datas, 1 +8+15+22+29 = 75

I além de compreender os seguintes itens:

o Terga para domingo = —2 (duas casas & esquerda).

o Terca para segunda = —1 (uma casa a esquerda).

1 Note que esses niimeros representam uma PA de 5 termos, com a; = 1 e razdo r = 7 e que a soma dos

(1+29)-5

5 elementos pode ser calculado por S5 = 5



ANEXO A. Mais truques de matemdtica 110

o Terga para terga = 0 (ignorar).

o Terga para quarta = 1 (uma casa a direita).
o Terga para quinta = 2(duas casas a direita).
o Terga para sexta = 3 (trés casas a direita).

o Terga para sdbado = 4 (quatro casas a direita).

Da soma que o magico efetuou deve subtrair 2 unidades a cada domingo,
subtrair 1 unidade a cada segunda, somar 1 unidade a cada quarta, somar 2 unidades a
cada quinta, somar 3 unidades a cada sexta e somar 4 unidades a cada sdbado, obtendo a

soma das datas escolhidas pelo voluntario.

Note que as datas escolhidas "deslizam" pelos dias da semana a esquerda ou a

direita da coluna que foi estabelecida como referéncia.

Exemplo: Suponhamos que o voluntario escolheu as datas marcadas no calen-

dario a seguir:

Tabela 35 — Calendario

Domingo Segunda Ter¢a Quarta Quinta Sexta Sébado
1 2 4 5
6 7 8 9 10 11
13 15 16 17 18 19
21 22 23 24 25 26
27 28 29 30 [31]

Inicialmente, o voluntério revela que escolheu um domingo (—2), uma segunda
(—1), duas quintas (2-2 =4 ou 2+ 2 = 4) ¢ um sédbado (4), a soma da coluna de referéncia
é 75, entao o magico calcula 75 —2 — 14444 =75+ 5 = 80 e revela o resultado da soma

das datas escolhidas pelo voluntario.

A.5 Descobrindo 4 datas em bloco 2x2

Para este truque o magico disponibiliza um calendario e solicita ao voluntario
que escolha 4 datas de forma que se obtenha um bloco 2 x 2, ou seja, em forma de quadrado
e efetue a soma dos 4 ntimero e a revele ao magico. Rapidamente o mégico revela os 4

numeros escolhidos pelo voluntario.

Explicacao: Ao se escolher 4 datas no formato 2 x 2, temos a primeira data
que denotamos por z, a segunda data é x + 1, a terceira data é x + 7, pois estd no

mesmo dia da semana, ou seja, 7 dias depois, e a quarta data é z + 8, pois esta 7 dias
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depois de = + 1 ou 1 dia depois de x + 7, Ao realizar a soma das quatro datas obtemos:

rz+ (x+ 1)+ (x+7)+ (x+8) =4z + 16. Ao ser revelada a soma S das quatro datas pelo

S — 16
voluntario. temos: 4z + 16 =S =4 =85 - 16 =2 = 1

Exemplo: Suponhamos que o voluntario escolheu as datas marcadas no calen-

dario.

Tabela 36 — Calendario

Domingo Segunda Terca Quarta Quinta Sexta Sabado
1 2 3 4 5)
6 7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26
27 28 29 30 31

O voluntario faz a soma das quatro datas 10 + 11 + 17 + 18 = 56, e este revela
56— 16 40
= — =10,

ao magico apenas o resultado da soma. O méagico rapidamente calcula
logo o magico revela as quatro datas, 10, 10 +1 =11, 10+ 7=17e 10 + 8 = 18.

A.6 A previsao do nimero 9

Este é um truque de previsao. Previamente o magico escreve o nimero 9 em
um papel e coloca dentro de um envelope fechado. O mégico pede a um voluntario que
escreva sua data de nascimento no formato d;domimsaiasazas, em seguida pede para o

voluntario seguir os seguintes passos:

1. Inverter a ordem dos algarismos do nimero asazasaymomydsd;.

2. Se agazasaymomydsad; > didaymymeaiasasay, efetuar a diferenga:

a4a3a2a1m2m1d2d1 — d1d2m1m2a1a2a3a4.

Se agazasaimomydad; < didamimoaiasazay, efetuar a diferenca:

d1d2m1m2a1a2a3a4 — a4a3a2a1m2m1d2d1.
3. Somar os algarismos do resultado anterior.

4. Caso a soma anterior nao seja um nimero com unico algarismo, realizar a soma dos

algarismos do nimero resultante até obter um nimero com um tnico algarismo.

Ao término da soma efetuada pelo voluntério, o magico entrega o envelope com

a previsao, ou seja, o numero 9.

Explicagdo: Seja a data de nascimento do voluntario dada por:
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T = didamimaaiaaasay

Podemos escrever a decomposicao deste ntimero:

x =10 000 000 -d;+1 000 000 -do+100 000 -mq+10 000 -ms+ 1 000 -a; + 100 -
(12+10'CL3+CL4.

Invertendo-se os algarismos do niimero, temos y = agazasa;msemidad, € sua
decomposicao é:

y = 10 000 000 -as+ 1 000 000 -az+ 100 000 -as+ 10 000 -a;+ 1 000 -ms + 100 -
m1+10-d2+d1.

Suponhamos y = asazasaymomydsd; > x = dydomimsaiasagzay, entao efetuare-
mos a diferenca y — x e a denotamos por z, assim:

z =9y —x = 10 000 000 -a4+ 1 000 000 -as+ 100 000 -as+ 10 000 -a;+ 1 000
‘mg + 100 - my + 10 - dy + dy — (10 000 000 -d;+ 1 000 000 -dy+ 100 000 -m4+10 000 -mo+
1000 -a; + 100 - ag + 10 - az + a4) =

9999 999 -as+ 999 990 -az+ 99 900 -ax+ 9 000 -a;— 9 000 -mo— 99 900 -m;—
999 990 -dy— 9 999 999-d; =

9-(1 111 111 -aq4+ 111 110 -ag+ 11 100 -az+ 1 000 -a;— 1 000 -my— 11 100
my— 111 110 -dy— 1 111 111 -dy).

Note que obtemos um ntimero miltiplo de 9.

Congruéncia Modular

A congruéncia modular é um conceito importante na aritmética. Ela trata

da equivaléncia de niimeros em relacao a um maédulo especifico.

Definicao 3. Dado um numero inteiro m > 1. Dois numeros inteiros a e b sdo
congruentes modulo m, se a e b possuirem mesmo resto quando divididos por m,

simbolizamos: a = b (mod m).

Quando a e b ndo sao congruentes modulo m, simbolizamos: a # b (mod m).

Todo nimero inteiro a é congruente médulo m a seu resto pela divisao
euclidiana por m e, portanto, é congruente médulo m a um dos ntmeros 0, 1, ...,
m — 1. E o conjunto formado por estes nimeros é chamado de sistema completo de

restduos.

Proposicao 7. Sejam a, b, ¢, d, m € Z. Para todos a, b, c € N, tem-se:
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e Soma: Sea=b (mod m) e c=d (mod m), entao a+c=b+d (mod m).
e Subtragio: Se a =b (mod m) e ¢ =d (mod m), entdo a —c=b—d (mod m).
e Multiplicagio: Se a =1b (mod m) e c=d (mod m), entdo a-c=b-d (mod m).

Proposicao 8. Seja m € N. Para todos a, b, ¢ € Z, tem-se:

e Propriedade simétrica: a =b (mod m), entdo b= a (mod m)
e Propriedade reflexiva: a = a (mod m),

e Propriedade transitiva: a = b (mod m) e b= c (mod m), entio a = ¢ (mod m).

Utilizando congruéncia modular para explicar o truque, temos:

e x = 10 000 000 -d;+ 1 000 000 -ds+ 100 000 -mq+ 10 000 -mo+ 1 000 -a; + 100 -
as + 10 - a3 + a4.

Assim:

10 000 000 -d; = d; (mod 9),
1 000 000 -dy = dy (mod 9),
100 000 -my = m; (mod 9),
10 000 -mg = msy (mod 9),
1000 -a; = a; (mod 9),

100 - a3 = ay (mod 9),

10 - a3 = a3 (mod 9) e

ay = a4 (mod 9), entao,

10 000 000 -d;+ 1 000 000 -de+ 100 000 -mq+ 10 000 -me+ 1 000 -ay + 100 - as +
10-a3 +ay=dy +dy +my +ms + ay + as + az + a4 (mod 9),

ou seja, x = dy + dy + my +my + ay + as + ag + a4 (mod 9).
e« y = 10 000 000 -ay+ 1 000 000 -az+ 100 000 -ae+ 10 000 -a;+ 1 000 -mo + 100 -
mq + 10 - dy + dj.
Assim
10 000 000 -a4 = a4 (mod 9),
1 000 000 -az = a3z (mod 9),
100 000 -ay = as (mod 9),
10 000 -a; = a; (mod 9),
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1 000 -me = my (mod 9),
100 - my = my (mod 9),
10 -dy = dy (mod 9) e

dy = d; (mod 9), entao,

10 000 000 -a4+ 1 000 000 -as+ 100 000 -as+ 10 000 -a;+ 1 000 -my + 100 - mq +
10-do +diy=a4 + a3+ as +a; +mo +mq + dy + dy (mod 9),

ou seja, y = ay + az + as + ay + mg +my + dy +d; (mod 9).

e Temos: z=x—yz(d1+d2+m1+m2+a1+&2+a3+a4)—(a4—|—&3~|—a2+a1+
mo +my + dy + dy) (mod 9), logo, z = x —y =0 (mod 9), ou seja, ao dividirmos

z =x —y por 9, obtemos um resto igual a 0 (um muiltiplo de 9).

Ao somarmos sucessivamente os algarismos de um nimero obtido a partir da
diferenca de um nimero x qualquer pelo nimero formado com os algarismos invertidos de

x, temos ao final um nimero z =0 (mod 9), ou seja, z multiplo de 9.

Exemplo: Suponhamos que a data de nascimento do voluntario seja 09061979,
invertendo a ordem dos algarismos, temos 97916090, efetuamos a subtracao 97916090 —
09061979 = 88854111.

Somando os algarismos do nimero obtido, temos: 8+8+8+5+4+1+1+1 = 36.

Como nao é um nimero de um unico algarismo, efetuamos a soma novamente:

3+6=09.

Utilizando congruéncia modular, temos: 8 = —1 (mod 9), 5 = —4 (mod 9),
4=4 (mod 9)el =1 (mod9),logo8+8+8+5+4+1+1+1=—-1-1-1-4+4+1+1+1
(mod 9), entao, 88854111 = 0 (mod 9).

Observacgao: Este truque nao funciona para datas palindromas (capicuas).
Exemplo: 10022001.

A.7 A previsao da mensagem escondida num livro

Este ¢ um truque de previsao, conhecido como a entrega da mensagem secreta.
Para realizé-lo, antecipadamente, o mégico escolhe um livro qualquer que na décima pagina

tenha algum texto, e que tenha na oitava linha uma nona palavra que transmita algo
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positivo e motivador, em seguida escreve a palavra num papel e coloca dentro de um

envelope.

O magico solicita a um voluntario que escreva no quadro um nimero com trés
algarismos desde que o algarismo das unidades seja distinto do algarismo das centenas, em

seguida que realize os passos descritos:

1. Escreva o niimero ao contrario, ou seja, inverta o primeiro com o terceiro algarismo;
2. Subtraia o menor ntimero escrito do maior;

3. Escreva o resultado obtido ao contrério, ou seja, inverta o primeiro com o terceiro
algarismo (caso resulte um nimero com dois algarismos, considere o ntimero com

algarismo zero na casa das centenas);

4. BEfetue a soma destes dois tltimos nimeros.

Agora o magico entrega o livro ao voluntario e o orienta que os dois primeiros
digitos de seu resultado indicam a pagina do livro, o terceiro digito a linha, e o quarto
digito a palavra. O voluntario 1é a palavra em voz alta e o magico entrega o envelope para

que seja aberto.

Explicacao: Seja o nimero x = abe, temos a sua decomposicao abc = a - 100 +

b- 10 + ¢, seguindo os seguintes passos obteremos o nimero magico;

1. Invertemos a ordem dos algarismos e obtemos: y = cba e sua decomposi¢ao é

c¢-100+b-10 + a.

2. Suponhamos abc > cba, e subtraimos cba de abc, entdo: a - 100 + b - 10 4+ ¢ —
(¢-100 +b-10 + a) = 100a + 10b + ¢ — 100¢ — 10b — a = 99a — 99¢ = 99(a — ¢).

3. Como o resultado anterior ¢ um multiplo de 9, ao invertermos os algarismos deste
numero também teremos um multiplo de 9, assim a soma de seus digitos também é
um multiplo de 9. Temos ainda que a — ¢ varia de 1 a 9, vejamos todos os casos:

e a—c=1, temos 99 -1 = 99.

e a—c=2, temos 99 -2 = 198.
e a—c =3, temos 99 -3 = 297.
e a—c=4, temos 99 - 4 = 396.
e a—c=0, temos 99 -5 = 495.
e a—c="17,temos 99 -6 = 594.
e a—c =238, temos 99 -7 = 693.
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e a—c =38, temos 99 -8 = 792.
e a—c=9 temos 99 - 8 = §891.
4. Agora efetuamos a soma dos nimeros do item 3 com os nimeros encontrados pela
inversao dos algarismos de cada um deles:

e 99 + 990 = 1089.

e 198 + 891 = 1089.
e 297 4+ 792 = 1089.
e 396 + 693 = 1089.
e 495 + 594 = 1089.
e 495 + 594 = 1089.
e 693 + 396 = 1089.
e 792 4+ 297 = 1089.
e 891 + 198 = 1089.

5. Note que os ntmeros obtidos no item 3 possui o digito das dezenas iguais a 9, e
como o nimero obtido é multiplo de 9, temos que a soma dos algarismos do nimero
também ¢é multipla de 9, assim temos a decomposicao do niimero que pode ser
representada por: 100 (9 —z) +9-10 + 2 = 100 - (9 — x) + 90 + z, ao invertermos
os algarismos, temos: 100 - z + 90 + (9 — ), « sendo um dos algarismos do nimero,
e ainda que 0 < z < 9.

Somando-se ambos os resultados anteriores, temos: 100 - (9 — x) + 90 + x + 100 - = +
90 + (9 — x) = 900 — 100z + 90 + = + 100z + 90 + 9 — 2 = 900 + 180 + 9 = 1089.

Exemplo: Suponhamos que o voluntario escolheu o nimero 456, invertendo
os algarismos temos 654. Agora vamos subtrair o menor do maior, 654 — 456 = 198.
Invertemos os algarismos deste resultado, 891, e efetuamos a soma destes dois tltimos

resultados 891 + 198 = 1089.

O voluntario com o livro em maos deve procurar:

e a pagina 10;
o Identificar a oitava linha;

e procurar a nova palavra.
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Tabela 37 — Simbolos

1 | 2¢& | 3% | 44 | 50 | 6%k | 7% | 8@ | 9 | 104
11 | 124 |13 | 14O | 15% | 16@ | 17« | 188 | 198 | 20
212 | 228 | 23 | 24% | 256K | 26 | 27T | 28@ | 29 %k | 30 4+
314 | 329 | 33@ [ 34& | 35% | 368 | 378 | 388 | 39Q | 40 %
41 | 424 | 43% | 448 [ 458 | 46 % | AT & | 48 | 498 | 50 @
51@ [ 528 | 538 | 548 | 55& | 56 @ | 57 | 58 ¢ | 59 k | 60 &<
616< | 62% 639 | 640 |65@ | 66 % | 678 | 68% | 69 ¢ | 70 &
71k | 728 | 739 |74 | THE |76 | TTH | 78@ | 79% | 80 &
81 | 82@ | 83% |84 |8 4 |86« | 87% | 88¥ | 89 % | 90 &
918 | 924 | 936< | 944 | O5& | 96 | 97%k |98« | 99 & | 100 @

A.8 A previsao da figura misteriosa

Para a execucao deste truque é necessario ter uma tabela com um padrao de

construgao como esta a seguir:

Previamente o magico deixa um papel com o simbolo ® dentro de um envelope

fechado e o entrega ao voluntario que s6 pode abrir ao final do truque.

O maégico solicita a um voluntario que pense em um ntmero de dois algarismos
distintos e que inverta os algarismos e faca a subtracao entre estes dois ntimeros, em
seguida pede ao voluntario que faca a soma destes algarismos e que procure este resultado
na tabela (silenciosamente) e que abra o envelope, e para a surpresa do voluntério é o

simbolo encontrado na tabela.

Explicacao: Seja ab, com a # b, o nimero escolhido pelo voluntario, em seguida
deve inverter os algarismos, obtendo ba. Suponhamos ab > ba, e com a decomposicao destres
nimeros, efetuamos a diferenca entre eles, assim 10a + b — (10b +a) = 10a + b —10b —a =

9a — 9b = 9(a — b), note que o resultado é um miltiplo de nove.

Observando a tabela estrategicamente montada, temos o simbolo ® na posicao

dos ntimeros multiplos de 9.

Exemplo: Suponhamos que o voluntario pensou no nimero 89, agora deve
inverter os algarismos 98, e subtrair o menor nimero do maior, ou seja, 98 — 89 = 9, ao
procurar na tabela encontra o simbolo ®, 0 mesmo que esta dentro do envelope que o

magico fez a previsao.

A.9 O algarismo escondido

Para este truque, o magico disponibiliza uma calculadora ao voluntario e pede

para que digite um nimero com 3 algarismos e siga os proximos passos:
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1. Multiplicar o niimero digitado por um nimero compreendido de 1 a 9.
2. Multiplicar o resultado anterior por 3.

3. Multiplicar o resultado anterior por um nimero compreendido de 1 a 9.
4. Multiplicar o resultado anterior por 6.

5. Por fim multiplicar por um ntimero compreendido de 1 a 9.

O maéagico pede para inverter a ordem dos algarismos deste niimero e revelar os
algarismos ao magico, com excessao de um deles (desde que seja diferente de zero), pois o

magico ird descobrir o algarismo escondido.

Explicacao: O truque foi montado de forma a tornar o resultado um nimero
multiplo de 9, nos passos item 2 e item 4 é o mesmo que multiplicar por 18 = 9 - 2,
independente das escolhas do voluntario ao multiplicar o niimero inicial. Desta forma,
sabemos que a soma dos algarismos do resultado obtido é também multipla de 9. Ao
revelar os algarismos do niimero, para o magico descobrir o algarismo escondido, basta
descobrir a diferenca da soma destes algarismos para o primeiro multiplo de nove maior

que esta soma.

Exemplo: Suponhamos que o voluntario escolheu o ntimero 124. Seguindo os

passos, temos:

1. O voluntario escolhe 5, logo, 124 - 5 = 620.
2. 3-620 = 1860.

3. O voluntario escolhe 2, logo, 1860 - 2 = 3720.
4. 63720 = 22320

5. O voluntério escolhe 8, logo, 8 - 22320 = 178560

O voluntario revela os algarismos 0, 5, 7, 1 e 6.

O magico efetua a soma 0 +5+ 7+ 1+ 6 = 19, e observa que o primeiro

multiplo de 9 maior que 19 é o 27. Basta calcular 27 — 19 = 8.

O maégico revela que o algarismo escondido € o 8.
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