UNIVERSIDADE ESTADUAL DE
CAMPINAS

Instituto de Matematica, Estatistica e
Computacao Cientifica

PEDRO ALVARES MUINOS

Controlabilidade Exata a Trajetdrias e
Controlabilidade Aproximada para a Equacao do
Calor Semilinear

Campinas

2023



Pedro Alvares Muinos

Controlabilidade Exata a Trajetérias e Controlabilidade

Aproximada para a Equacao do Calor Semilinear

Dissertagao apresentada ao Instituto de Mate-
matica, Estatistica e Computacao Cientifica
da Universidade Estadual de Campinas como
parte dos requisitos exigidos para a obtencao
do titulo de Mestre em Matematica.

Orientadora: Bianca Morelli Rodolfo Calsavara

Este trabalho corresponde a versao
final da Dissertacao defendida pelo

aluno Pedro Alvares Muifios e orien-
tada pela Profa. Dra. Bianca Morelli
Rodolfo Calsavara.

Campinas

2023



Ficha catalogréfica
Universidade Estadual de Campinas

Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica

Ana Regina Machado - CRB 8/5467

M896¢c

Muifios, Pedro Alvares, 1999-

Controlabilidade exata a trajetérias e controlabilidade aproximada para a
equac&o do calor semilinear / Pedro Alvares Muifios. — Campinas, SP : [s.n.],
2023.

Orientador: Bianca Morelli Rodolfo Calsavara.
Dissertacdo (mestrado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.

1. Controlabilidade aproximada. 2. Controlabilidade exata. 3.
Desigualdades de Carleman. 4. Observadores (Teoria do controle). 5. Equacédo
do calor semilinear. 6. Equacdes diferenciais parciais. |. Calsavara, Bianca
Morelli Rodolfo, 1978-. Il. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de
Matemaética, Estatistica e Computacao Cientifica. IIl. Titulo.

Informacdes Complementares

Titulo em outro idioma: Exact controllability to trajectory and approximate controllability for

semilinear heat equation

Palavras-chave em inglés:

Approximate controllability

Exact controllability

Carleman inequalities

Observers (Control theory)

Semilinear heat equation

Partial differential equations

Area de concentracdo: Matematica
Titulacdo: Mestre em Matematica

Banca examinadora:

Bianca Morelli Rodolfo Calsavara [Orientador]
Jodo Vitor da Silva

Mauricio Cardoso Santos

Data de defesa: 22-09-2023

Programa de P6s-Graduacéo: Matematica

Identificag@o e informagdes académicas do(a) aluno(a)
- ORCID do autor: https://orcid.org/0000-0001-5393-4702
- Curriculo Lattes do autor: https://lattes.cnpq.br/3220830324142987



Dissertacdo de Mestrado defendida em 22 de setembro de 2023 e aprovada

pela banca examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof(a). Dr(a). BIANCA MORELLI RODOLFO CALSAVARA

Prof(a). Dr(a). JOAO VITOR DA SILVA

Prof(a). Dr(a). MAURICIO CARDOSO SANTOS

A Ata da Defesa, assinada pelos membros da Comissdo Examinadora, consta no
SIGA/Sistema de Fluxo de Dissertacdo/Tese e na Secretaria de P6s-Graduagédo do Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacdo Cientifica.



Agradecimentos

Agradeco a toda a minha familia. Em especial, & minha mae Marilia e meu pai
Manuel pelo amor, carinho e apoio que foram essenciais para que eu pudesse percorrer

minha trajetéria até aqui. Ao meu irmao Igor pelo companheirismo ao longo dos anos.

A minha companheira Mariana agradeco pelo seu amor, amizadade e cuidado.
Por ter partilhado comigo os bons e os maus momentos, sempre acreditando no meu

potencial e me motivando para melhorar a cada dia.

Agradeco a minha orientadora Bianca pelo suporte e paciéncia ao longo da
realizacao deste trabalho. Por ter me proporcionado tantas oportunidades desde a graduagao

até o presente momento.

Aos meus amigos Joao e Vinicius agradeco pelas 6timas lembrangas que fiz
durante o periodo que estive na UNICAMP. E aos amigos que fiz ao longo dos tltimos
anos, ja no mestrado, Ismael, Yuri, Mateus e Gabriel agradeco pelos momentos de alegria

e leveza.

Agradeco aos funcionarios do IMECC que com seus servigos proporcionam
um ambiente de qualidade para que os alunos possam desenvolver com tranquilidade
suas atividades. Particurlarmente, agradeco aos professores que contribuiram diretamente
na minha formagdo académica e com os quais pude interagir durante a graduacao e o

mestrado.

A Fundacio de Amparo a Pesquisa do Estado de Sdo Paulo (FAPESP) -

Processo n° 2021/00196-9 agradego pelo apoio financeiro para realizagdo deste trabalho.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagao de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001.



"Néao sou nada.
Nunca serei nada.

Nao posso querer ser nada.

A parte isso, tenho em mim todos os sonhos do mundo."
(Fernando Pessoa)



Resumo

Esta dissertacao tem como objetivo estudar a propriedade de controlabilidade para um
sistema envolvendo uma equagao diferencial parcial (EDP). De modo geral, um problema de
controlabilidade sobre uma EDP consiste em agir sobre as solugoes da equagdo (trajetorias)
através de um controle (que pode ser a condigao de fronteira ou a nao homogeneidade
da equacao). Mais especificamente, fixados o tempo final e um dado inicial, procura-se
um controle tal que a trajetéria do sistema associada ao dado inicial satisfaga alguma

condigao desejada no tempo final.

Ao longo deste trabalho foi estudado um sistema de condicao inicial e de fronteira envol-
vendo a equacao do calor semilinear em que o controle esta associado a nao homogeneidade
da equagao. Foram provados resultados referentes a controlabilidade exata a trajetorias
e aproximada para este sistema. As demonstragoes de tais resultados consistiram em
encontrar condi¢des suficientes com respeito ao sistema, particularmente com respeito
ao termo nao linear da equacao, para que o mesmo possua ou nao a propriedade de

controlabilidade exata a trajetérias ou aproximada.

Palavras-chave: Controlabilidade aproximada; Controlabilidade exata; Desigualdade de

Carleman; Observabilidade; Equacao do calor semilinear.



Abstract

This thesis aims to study a controllability property of a partial differential equation
(PDE). In general, a controllability problem for PDE consists in acting on the solutions of
the PDE (trajectories) through a control (that might be the boundary condition or the
nonhomogeneous term of the equation). More specifically, for some final time and some
initial value, a control is sought such that the trajectory of the initial value problem with

initial data satisfies some desired condition for the final time.

Throughout this work it was studied an initial and boundary value problem for the
semilinear heat equation where the control was applied on the the nonhomogeneous term
of the equation. Results regarding the exact and approximate controllability of this system
were obtained. Their proofs consisted in seeking enough conditions with respect to the
system, particularly to the nonlinear term of the equation, such that it satisfies or not the

property of exact/approximate controllability.

Keywords: Approximate controllability; Exact controllability; Carleman inequality; Ob-

servability; Semilinear heat equation.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de controle baseia-se em atingir ou aproximar um determinado estado
final de um sistema agindo sobre o mesmo através de um controle. Matematicamente
falando, em geral, considera-se um sistema modelado através de uma equacgao de estado

do tipo

em que y ¢ a variavel de estado que busca-se controlar através do controle u. O operador T'
representa uma equagao que modela o sistema analisado e o operador g define a maneira
como o controle u age sobre o sistema. Usualmente em um problema de controle sobre
tal sistema procura-se encontrar um controle u de maneira que a soluc¢ao da equacao se
aproxime de um estado final previamente estabelecido. Na industria, o controle de ph em
uma rea¢ao quimica com o controle associado a quantidade de reagente é um exemplo da

teoria de controle em um contexto pratico.

Determinar um periodo exato no qual a teoria de controle foi primeiramente
desenvolvida ¢ dificil. Isto se deve ao fato de que mesmo antes do desenvolvimento do
ferramental matematico, como o mencionado anteriormente, suas ideias ja se encontravam
presentes. De fato, os conceitos de controle e otimizacao, assunto este profundamente
conectado a teoria de controle, ja se faziam presentes em construcgoes e no transporte de

agua no Egito antigo e Império Romano (ver Ferndndez-Cara [13]).

No decorrer da histéria o campo de teoria de controle floresceu em especial
com o avanc¢o da engenharia, onde encontram-se suas maiores aplicagoes. Durante o século
XX com o avanco da tecnologia, ocasionando em sistemas cada vez mais complexos,
desenvolveu-se aquilo que pode ser chamada de teoria de controle moderna utilizando
técnicas matematicas. As aplicagoes da teoria de controle na engenharia encontram-se
nos mais diversos sistemas ligados a indutria como por exemplo aquecimento/refrigeracao
em construgoes, controle de diversos aspectos na industria quimica, entre outros. Tal
teoria também mostrou-se extremamente ttil na automacao de méaquinas, ajudando

na evolucao dos processos industriais. Ainda no século XX diferentes estratégias foram
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desenvolvidas no que diz respeito a controlabilidade de sistemas. Uma destas abordagens
foi o desenvolvimento da teoria de controle baseada em equacoes diferenciais, foco deste
trabalho. Para uma discussao mais aprofundada a respeito da histéria, aplicabilidade e
resultados importantes da teoria de controle, em especial associada a equagoes diferencias

ordinarias (ou parciais), ver [13, 22, 28|.

Um problema de controlabilidade associado a uma equacao diferencial parcial
pode ser elaborado, resumidamente, da seguinte maneira: considera-se um sistema envol-
vendo uma equagao diferencial parcial no qual é possivel agir sobre o mesmo por meio
de um controle (a condi¢ao de fronteira, a nao homogeneidade da equagdo, entre outros).
Dados um tempo 7" > 0, uma condigdo inicial e um estado final desejado u,; busca-se
encontrar um controle tal que a solucao do sistema satisfaca a condicao inicial em ¢ =0 e

iguale-se ao (ou "aproxime-se'do) estado final desejado ug no tempo ¢t = T.

O estudo da controlabilidade para problemas parabolicos lineares e nao lineares
vem se desenvolvendo desde a metade final do século passado. Resultados neste sentido
podem ser encontrados em [15, 20, 27] e nas referéncias dos mesmos. Nesta dissertagao
estuda-se do ponto de vista da teoria de controle o seguinte problema de condicao inicial e

fronteira envolvendo a equacao do calor semilinear.

Y — Ay + f(y) =vl, em Q,
y=20 sobre 3, (1.1)
y(iE,O) = y0($) €m Q?

em que  C R™ é um dominio aberto e limitado com fronteira €2 de classe C2, 0 < T < oo,
Q=0x(0,7),2=00x(0,T), w CC 2 éum aberto nao vazio, 1, é a fungdo caracteristica
sobre w, y = y(x,t) é a variavel de estado, v = v(z,t) € L=(w x (0,7")) é a funcao de
controle, 1o = yo(x) € L*(Q) é condicio inicial e f : R — R ¢ uma funcao localmente

Lipschitz satisfazendo

4
If'(s)] < C(1+]s|”) g.t.p., para algum p < 1+ e (1.2)

A condigao (1.2) garante que o sistema (1.1) possui uma tnica solucao local
(ver Fernandez-Cara [12]). Diversos sao os resultados envolvendo a teoria de controle e a
equacao do calor. Particularmente, sao muitos os resultados sobre a controlabilidade do
sistema (1.1) na literatura dependendo das hipdteses sobre a funcao f (ver [1, 10]). Esta

dissertagao baseia-se nos resultados obtidos no artigo de Ferndndez-Cara [12].

Sao quatro os principais resultados obtidos ao longo deste trabalho. Os dois
primeiros dizem respeito a propriedade de controlabilidade exata a trajetérias para o
problema (1.1). E os dois 1ltimos relacionam-se com a propriedade de controlabilidade

aproximada para o problema (1.1).
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Antes de enunciarmos os resultados principais, defininimos uma relacao de

equivaléncia entre fungoes reais.

Definicao 1.1. Sejam f,g: R — R. Dizemos que [ € equivalente a g quando x — 400
se, e somente se,

flx) _

|z|—+00 g()

A mesma defini¢io ainda € vdlida tomando outros limites.

Notagao 1.2. Sejam f,g: R — R. Se f ¢é equivalente a g escrevemos
f~g

A relagio ~ € de fato uma relacao de equivaléncia.

Na sequéncia, seguindo o artigo de Ferndndez-Cara [12], definir-se-ao as propri-
edades de controlabilidade relativas ao problema (1.1) e enunciar-se-ao os quatro principais

resultados anteriormente citados.

Definigao 1.3. Diz-se que o problema (1.1) possui a propriedade da controlabilidade exata
a trajetorias no tempo T > 0 se, dadas y* uma trajetoria limitada e definida globalmente em
[0, T] (solugio de (1.1) com respeito a uma condicio inicial i e controle v*) e yo € L*(Q)
uma condi¢do inicial, existe um controle v € L*(w x (0,T)) tal que a solugao y de (1.1)

com respeito a yo € v estd definida globalmente em [0,T] e
y(.T) =y* (-, T) em €.

Teorema 1.4 (Falta de controlabilidade exata a trajetérias). Eziste f : R — R
localmente Lipschitz tal que f(0) =0 e

[f(s)| ~ |s|n”(1 +[s]) quando [s| = oo,

com p > 2, de maneira que o sistema (1.1) ndo possui a propriedade da controlabilidade

exata a trajetorias para qualquer 0 < T < oo.

Teorema 1.5 (Controlabilidade exata a trajetdrias). Seja T > 0. Se existe y* uma
solugdo limitada e globalmente definida do problema (1.1) com respeito a um controle
v* € L®(w x (0,T)), condigio inicial yi € L*(Q) e uma fungdo f localmente Lipschitz que
satisfaz (1.2) e
f(s)

s/ In (1 + s])
entdo o sistema (1.1) possui a propriedade da controlabilidade exata a trajetdria no tempo
T.

— 0 quando |s| — oo,
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Defini¢do 1.6. Diz-se que o problema (1.1) possui a propriedade da controlabilidade
aprozimada no tempo T > 0 se, dadas condicio inicial yy € L*(Y), condigio finaly, € L*(Q)
ee >0, existe um controle v € L®(w x (0,T)) tal que a solugao y do problema (1.1) com

respeito a yo e v estd definida globalmente em [0,T] e

y(,T) = yil|20) < e.

Teorema 1.7 (Falta de controlabilidade aproximada). Eziste f : R — R localmente
Lipschitz tal que f(0) =0 e

|f(s)| ~ [s|InP(1 4 |s|) quando |s| — oo,

com p > 2, de maneira que o sistema (1.1) nao possui a propriedade da controlabilidade

aprozimada para qualquer 0 < T < oo.

Teorema 1.8 (Controlabilidade aproximada). Seja T > 0. Se existe y* uma solugao
limitada e globalmente definida do problema (1.1) com respeito a um controle v* € L*(w X

(0,T)), condigio inicial yi € L*() e uma fungio f localmente Lipschitz que satisfaz (1.2)

{(S)
|s[ T2 (1 +|s])

e

— 0 quando |s| — oo,

entao o sistema (1.1) possui a propriedade da controlabilidade aprozimada no tempo T .

Esta dissertagdo esta estruturada da seguinte forma: no Capitulo 2 introduz-se
defini¢Oes e enunciam-se resultados importantes utilizados no decorrer da dissertacao. Estas
defini¢oes e resultados encontram-se divididas em se¢oes nomeadas de analise funcional,
espacos de funcoes reais, espacos LP, espacos de Sobolev WP existéncia, unicidade e
regularidade de solucao para problemas envolvendo a equacao do calor, aspectos da teoria

de andlise convexa e outros resultados pertinentes.

No Capitulo 3 demonstram-se os dois principais resultados relativos a controla-
bilidade exata a trajetérias do sistema (1.1). O primeiro resultado (Teorema 1.4) garante a
existéncia de fungbes f para as quais (1.1) ndo é exatamente controldvel a trajetérias para
nenhum tempo 7" > 0. J& o segundo resultado (Teorema 1.5) afirma que o sistema (1.1)
¢é exatamente controlavel a trajetérias, para um tempo 7' > 0, caso f satisfaca certas
hipéteses e exista uma solugao limitada de (1.1). A demonstragao do primeiro resultado
segue um carater construtivo a partir da construgao de uma func¢ao f de maneira que (1.1)
nao é exatamente controlavel a trajetérias, para cada tempo T > 0. Para provar o segundo
resultado utiliza-se um resultado de controlabilidade envolvendo a equacao do calor linear

com potencial e um argumento de ponto fixo.

No Capitulo 4 provam-se os dois principais resultados relativos a controlabili-

dade aproximada do sistema (1.1). O primeiro resultado (Teorema 1.7) garante a existéncia
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de fungbes f para as quais (1.1) ndo é aproximadamente controldvel para nenhum tempo
T > 0. Sua demonstracao segue a linha do Teorema 1.4. J4 o segundo resultado (Teo-
rema 1.8) afirma que o sistema (1.1) é aproximadamente controlavel, para um tempo
T > 0, caso f satisfaca certas condigoes e exista uma solugao limitada de (1.1). A sua
prova segue por uma aplicacdo do Teorema 1.5 e argumentos envolvendo existéncia e

regularidade de solugoes para problemas de condigao inicial e fronteira.

Por fim, no Apéndice A encontra-se a demonstracao de uma desigualdade de

Carleman utilizada no Capitulo 3 (ver Proposicao 3.5).
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Capitulo 2

Resultados preliminares

Com a finalidade de facilitar a estruturacao do texto apresentamos neste

capitulo notacoes, defini¢coes e resultados utilizados ao longo da dissertacao.

2.1 Analise funcional

Ao longo desta secao sao utilizadas as defini¢oes usuais envolvendo aspectos
da teoria de andlise funcional (espago dual, topologia fraca, topologia fraca-*, funcional

linear, separabilidade, entre outros) do livro de Brezis [4].

Para isso, fixemos F um espago de Banach com respeito a norma || - ||z e E’

seu espago dual com respeito a norma || - ||z

Teorema 2.1 ([4, Proposition 3.13]). Sejam { f, }n>1 uma sequéncia em E' e f € E'. Se
{fn}ns1 converge para f com respeito a topologia fraca-« em E', entdo { fn}n>1 € limitada
em E' e

11l < limin ||l

Teorema 2.2 (Primeiro teorema de metrizabilidade, [4, Theorem 3.28]). Seja E
separdvel. Entdo, a bola unitdria em E' denotada por Bp é um espago metrizdvel com

respeito a topologia fraca-x.

Corolario 2.3 ([4, Corollary 3.30]). Sejam E separdvel e {f,}n>1 uma sequéncia
limitada em E'. Entdo, existe subsequéncia {f,, }x>1 convergente em E' com respeito a

topologia fraca-*.

Teorema 2.4 (Segundo teorema de metrizabilidade, [4, Theorem 3.29]). Seja E
espaco tal que E' é separdvel. Entdo, a bola By é um espaco metrizdvel com respeito d

topologia fraca.
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Corolario 2.5 (Reciproca do teorema de Eberlein-Smulian, [4, Theorem 3.18]).
Sejam E reflexivo e {x,},>1 uma sequéncia limitada em E. Entdo, existe subsequéncia

{zn, tr>1 convergente em E com respeito d topologia fraca.

Definicao 2.6 (Fungbes semicontinuas inferiormente, [4, Chapter 1, p. 10]).
Dizemos que f é semicontinua inferiormente se {x € E| f(x) <r} é fechado em E para
todo r € R.

Definigao 2.7 (Fungdes convexas, [2, Definition 2.1]). Dizemos que f : E —

[—00, 4+00] € conveza se
f(AQZ+—(1-— A)y)jg Af(x)_%(l _'A>f(y% Vﬁ,y €FE,0< A<1

quando o lado direito da desigualdade estd bem definido. Caso a igualdade acima seja
estrita para 0 < A < 1 ex #y € E tais que f(x), f(y) < +oo dizemos que f € estritamente

convexa.

Teorema 2.8 ([4, Corollary 3.23]). Sejam E reflexivo, S C E um subconjunto nao-vazio,
convezo, fechado e f: S — (—o0,+00] uma fungdo semicontinua inferiormente, convera

tal que f nao é identicamente igual a +o00 e

£1£ f(x) = +o0.
el g—-+o0

Entao, existe x,, € S tal que

f(am) = min .

Teorema 2.9 (Forma analitica de Hahn-Banach, [4, Theorem 1.1]). Sejap: F — R

uma fungdo satisfazendo

plaz) = ap(z), VieE e VYa>0,
p(x+vy) <plr)+ply), Ve,yekE.

Sejam V C E subespago vetorial e f:V — R funcional linear tais que
f(x) < p(a), Vo € V.

Entao, existe ' : E — R funcional linear tal que
F(z) <p(z),Vr € E,

e I estende f, ou seja, f(x) = F(z), Vz € V.

O teorema de ponto fixo enunciado abaixo é uma versao do Teorema do Ponto

Fixo de Kakutani que encontra-se no artigo de Glicksberg [16, p. 171].
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Teorema 2.10 (Ponto fixo de Kakutani). Sejam C C E um subespaco nao-vazio,

convezo e compacto e ¥ : C'— P(C) uma aplicagio satisfazendo as duas condi¢oes abairo:

(i) ¥(x) é nao-vazio, convexo e fechado, para todo x € C;

(it) se {xp}n>1 € uma sequéncia em C convergindo a um x € C e {yn}n>1 € uma
sequéncia convergindo a um y € C' de maneira que y, € ¥Y(x,), para todo n > 1,

entio y € V(x), ou seja, U possui grdfico fechado.
Entdo, existe x* € C tal que * € U(z"), ou seja, ¥ possui pelo menos um ponto fixo.

Para finalizar esta se¢ao definimos os conceitos de operador continuo e compacto
entre espacos de Banach, enunciamos algumas de suas propriedades e um resultado

envolvendo imersoes compactas.

Definicao 2.11 (Operadores continuos e imersdes continuas, [4, Chapter 2,
p. 43]). Sejam Ey, Ey espagos de Banach com respeito as normas || - ||g,, || - ||, € seja
T : E1 — Ey um operador linear. Dizemos que T é um operador continuo se existe
constante ¢ > 0 tal que

| Tz||g, < cl||z||g,, Vo € Ey.

No caso particular em que Ey C Es e o operador inclusdo entre FEy e FEy for continuo

dizemos que FEy estd continuamente imerso em FEs e escrevemos Ei — FEs.

Definicao 2.12 (Operadores compactos e imersdes compactas, [4, Chapter 6,
p. 157]). Sejam Ey, Ey espagos de Banach e T : Ey — FEy um operador linear. Dizemos
que T € um operador compacto se T € continuo e @ ¢ compacto em Fs.

No caso particular em que Ey C E5 e o operador inclusao entre Ey e Ey for compacto

dizemos que E; estd compactamente imerso em Ey e escrevemos By —— FEs.

Teorema 2.13. Sejam Ey, Fy espagos de Banach tais que E; —— FE5. Se uma sequéncia
{n}n>1 converge para x com respeito a topologia fraca em Ei, entdo {x,}n>1 converge

para x com respeito a topologia forte em Fs.

Demonstracao:

Seja {x,}n>1 sequéncia em E; convergindo fracamente para x em E;. Para
provar que {z, },>1 converge fortemente para x em E, basta mostrar que toda subsequéncia
de {x,, }n>1 admite uma subsequéncia que converge fortemente para x em Es. Consideramos
entdo {z,, }r>1 uma subsequéncia. Assim, {x,, }r>1 converge fracamente para x em Ej.
Como a inclusdo entre Ey e Ey é continua (pois é compacta) temos que {x,, }x>1 converge
fracamente para x em Fy. Por outro lado, pela convergéncia fraca {z,, }r>1 ¢ limitada em
E,. Como a imersao é compacta inferimos que {z,, }r>1 admite subsequéncia {xnkj Fis1

convergindo fortemente em E, para algum xy. De onde, segue que {z,, };>1 converge
1>
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fracamente para xg em Es. E pela unicidade do limite temos que o = x. Ou seja, {a:nkJ Fis1

converge fortemenete em E, para x e chegamos ao resultado. |

2.2 Espacos de funcoes reais

Fixemos n > 1 e 2 C R" um aberto. A seguir enunciaremos as defini¢oes de

alguns espagos de fungoes reais que serao uteis ao longo do texto.

Definigao 2.14 ([6, Definition 1.1, Definition 1.4]). Seja 0 < k < co. Definimos os

sequintes espagos de fungoes:

CHQ) = {f: Q= R|f é k-vezes continuamente diferenciavel em Q};

C*(Q) = {f € C*(Q) | D*f ¢ uniformemente continua em Q para todo |a| < k};

C*=(Q) = ) ¢7(9);

J=0

@) = ) ().

Jj=0
Defini¢ao 2.15 (Suporte de uma fungao, [6, Definition 1.1]). Definimos o suporte
de uma funcao real f : Q2 — R por:

supp(f) = {s € Q[ f(s) # 0}.

Definigdo 2.16 (Fungbes com suporte compacto, [6, Definition 1.1, Defini-
tion 1.4]). Seja 0 < k < oo. Definimos

CH(Q) = {f € C*(Q) |supp(f) € um subconjunto compacto de Q}.
Definigao 2.17 (Fungées Lipschitz, [6, Remark 1.8, Definition 1.4]). Dizemos que

f:Q =R éuma funcdo Lipschitz se

|f(x1) — f(z2)]

K = sup < 00
r1,2€5) |-T1 - x2’

A constante K > 0 € dita a constante de Lipschitz da funcao f. A fungio f: Q2 — R

é
dita localmente Lipschitz se a restricio de f para qualquer subconjunto compacto de §2 €

uma fungdo Lipschitz.

Teorema 2.18. Sejamr >0 e f: [—r,7] = R fun¢io Lipschitz com constante de Lipschitz
K > 0. Eziste uma familia { f-}.~0 C C([—r,7]) tal que f. — f em [—r,7] e K ¢ constante
de Lipschitz de f., para cada € > 0.
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Demonstracao:

Estendemos f da seguinte maneira.
f(@) = f(=r), Vo <-r
fl@)=f{r), Vz>r
Assim, f: R — R é funcao de Lipschtz com constante K.

Consideramos agora a familia regularizante o. como na Definicao 2.69. Definindo
f. = 0. f temos pelo Teorema 2.70 que, para todo € > 0, f. 6 C' e f. — f uniformemente

em [—r,7]. Além disso,

1.0) = £y)| = | [ o) @ = 5) = 0:(9)fly = 5)ds| < [ ons)lf(a =) = fly— )] ds

< K|x—y|/Ra€(s) ds = K|z —y|, Va,y € [—r,7].

Logo, K é constante de Lipschitz de f.. |

Definicao 2.19 (Fungdes Holder continuas, [6, Definition 1.7]). Dizemos que

f€C%Q) é uma fungio Hélder continua com expoente 0 < a < 1 se

|f(z1) — [(x2)]
gy — sup < o0
[f]CO (®) o1 20eE] |CE1 _ :L‘2|0‘

Denotamos por C**(Q) o conjunto das fungées Hélder continuas com expoente a.

Teorema 2.20 (Espagos de Hélder como espagos de Banach, [6, Remark 1.§],
[18, Section 8.5, p. 118]). Seja 0 < a < 1. Entio

1 lloa@ = sup [ ()] + [fleoa @)

z€Q

¢ uma norma em C%*(Q). Além disso, C**(Q) munido com a norma || - | co.a) € um

espaco de Banach.

Teorema 2.21 (Densidade dos espagos de Holder em C°(Q)). Seja 0 < a < 1. Se
f € C%Q), entdo eriste sequéncia {f,}n>1 C CV*(Q) que converge uniformemente para

f.

Demonstracao:
O resultado segue da aplicagao do Teorema de Stone-Weierstrass. (Ver enunciado

e demonstragao do Teorema de Stone-Weierstrass no livro de Rudin [25, Theorem 7.32]). W

Definicao 2.22 (Fungoes Holder continuas parabdlicas, [18, Section 8.5, p. 117]).
Dado T > 0 e fixrando a notagao Q = Q x (0,T) definimos o espaco das fung¢oes Holder

continuas parabolicas com expoente 0 < o < 1 por

o

C**3(Q) = {f € C°@Q)| [fla2g < o0}
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em que

t1) — t
[f]co,a,%@) _ sup |f(21,t1) — f(22, 21)’(1'
(21.01), (e t2)€Q (|21 — T2| + [t — £2]2)
Teorema 2.23 (Espagos de Holder parabédlicos como espagos de Banach, [18,
Section 8.5, p. 118]). Seja 0 < o < 1. Entao

||f||CO’O“%(@) = Supﬁ ’f(xa t)| + [f]co,a,%(@)
(z,t)€Q

s

¢ uma norma em CO*%(Q). Além disso, C**%(Q) munido com a norma || - é

oot @)
um espago de Banach.

Teorema 2.24 (Imersdo compacta de espagos de Holder parabélicos em C°(Q)).
Seja 0 < a < 1. Entdo, C%*2(Q) —— C°(Q).

Demonstracao:

O resultado segue da aplicacao do Teorema de Arzela-Ascoli. (Ver enunciado e
demonstragao do Teorema de Arzela-Ascoli no livro de Dunford [7, Chapter IV, Section 6,
Theorem 7]). [

2.3 Espacos L

Iniciaamos esta secao introduzindo os conceitos de igualdade em quase todo

ponto e classes de equivaléncias entre func¢oes reais em um espago de medida.

Definigcao 2.25 ([3, Chapter 3, p. 22]). Sejam (X, X, u) um espago de medida e
f,9: X — R. Dizemos que f,g sao iguais, exceto em um conjunto de medida nula (ou em
quase todo ponto), se existe N C X tal que f(N) =0 e f(z) = g(x) para todo x € X \ N.

Escrevemos entdo que f = g sdo iguais q.t.p. em X.

Definicdo 2.26 ([3, Definition 6.6]). Sejam (X, X, ) um espago de medida e f,qg :
X — R fungoes integraveis. Dizemos que f, g estao na mesma classe de equivaléncia se, e

somente se, elas sao iguais em quase todo ponto.

Para discussoes mais aprofundadas no contexto de teoria da medida e suas

defini¢bes ver nos livros de Bartle [3] e Folland [14].

Agora definimos os espagos L. Para isso fixemos (X, X, ) um espago de

medida.

Defini¢ao 2.27 (Espagos L?, [3, Definition 6.8, Definition 6.15]). Seja 1 < p < oc.

Denotamos por LP(X) o espago das (classes de) fungoes mensurdveis f: X — R tais que

oo = ([ 1P i) <+,
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Quando p = oo denotamos por L>(X) o espaco das (classes de) fungoes mensurdveis
f: X — R tais que

|1 f]|£oe(x) :sur))(ess|f| =inf{k e R||f] < kqtlp. em X} < +o0.

O resultado a seguir afirma que || - ||zr(x) 580 normas nos espagos L”(X) e que
com tais normas os espagos LP sao espacos de Banach. Para a demonstracao do mesmo
ver no livro de Folland [14, Theorem 6.6].

Teorema 2.28. Seja 1 < p < oo. As aplicagoes || - ||1r(x) dadas na Definigao 2.27 sao
normas em LP(X). Além disso, os espagos LF(X) munidos com tais normas sao espagos
de Banach.

Para o caso em que X = ) C R" é um aberto consideramos X munido com a

medida de Lebesgue. Neste caso especifico definimos ainda o seguinte conceito.

Definicao 2.29 ([4, Chapter 4, p. 106]). Sejam Q@ C R™ aberto, 1 <p<ooe f:Q — R.
Diz-se que f € L}, .(Q) se fli, € LP(Q2) para todo compacto K C €.

Os préximos dois teoremas constam no livro de Brezis [4, Corollary 4.24]
e [4, Theorem 4.11]. O primeiro apresenta uma condigao suficiente para que uma fungao
localmente integravel seja nula em quase todo ponto. J& o segundo caracteriza os espagos

duais de LP.

Teorema 2.30 (Du Bois-Raymond). Sejam Q CR" e f € L (). Entdo

| fadz =0, vg € C3=(@),
Q
se, e somente se, f =0 q.t.p. em ).

Teorema 2.31 (Teorema de representacao de Riesz). Sejam 1 < p < +o0, 1 < ¢ <
+o0, tais que 1—0— — =1, e sejad e (LP(Q)), com Q C R™ é aberto e limitado. Entao
existe unica u € LqE]Q) tal que

(6.f) = | uf da.
para toda f € LP(2). Além disso,

ul|za) = 1@l (zr @)y -

Observagao 2.32. Seque do Teorema 2.31 que (LP())) € isometricamente isomorfo d
LY(Q).

Para finalizar esta secdo enunciamos ainda quatro resultados da teoria dos
espagos LP que encontram-se no livro de Folland [14, Holder’s Inequality 6.2], [14, Pro-
position 6.12], [14, Minkowski’s Inequality for Integrals 6.19] e [14, Young’s Inequality
8.7].
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Teorema 2.33 (Desigualdade de Hdlder). Sejam (X, X, u) espago de medida, 1 <
1 1
p,q < +oo tais que — + - =1, f € LP(X) e g € LY X). Entdo fg e L'(X) e
p q
gl < | flleeellgllLacx)

Coroléario 2.34. Sejam (X, X, i) espago de medida tal que (X)) < oo el <p < q < +oo.
Entao LY(X) C LP(X) e

Q=

1 llzocey < (X)) 7] fl|ax

Teorema 2.35 (Desigualdade de Minkowski para integrais). Consideramos os
espagos de medida o-finita (X, Xy, 1), (Xa, X, o), F fungdo mensurdvel em X; X Xo
com respeito a medida produto py X pg e 1 < p < 4+00. Se F(-,x9) € LP(X1) para q.t.p. x2
e a fungio xo > ||F (-, 22)||10(x,) €std em L'(Xs), entdo F(x1,-) € L'(Xa) para q.t.p. 1,
a fungio x1 — /X F(x1,x9) dus(zo) estd em LP(X7) e

H/ E) dMQ 372)

< [ PGy diaa(az).

Lpr X1

Teorema 2.36 (Desigualdade de Young para a convolugao). Sejam 1 < p,q,r < 400
1 1 1

tais que —+ - =1+ —, f € L’(R") e g € LY(R"). Entdo fxge L"(R") e
p q r

Lf gl < 11 f1lpll9]lq-

2.4 Espacos de Sobolev TW*?

No decorrer desta secao €2 C R" é um aberto.

Defini¢do 2.37 (Derivadas fracas, [8, Chapter 5, p. 242]). Sejam f,g € L .(Q) ¢
a= (o, ,a,) um multi-indice. Dizemos que g é a a-ésima derivada parcial fraca de f

se
olal
/fax 0t = ‘al/gwx Vo € C(Q).

Neste caso, || = a1 + -+ a, € a ordem da derivada parcial fraca.

Notagdo 2.38. Sejam f € L. (Q) e a = (ay, -+, ay) um multi-indice. Denotamos por

D*f a a-ésima derivada fraca de f.

Definicao 2.39 (Espagos de Sobolev W"?, [8, Chapter 5, p. 244]). Sejam 1 < k <
+oo, 1 < p < 00. Dizemos que uma fungio f: Q — R em LP(Q) pertence ao espaco de
Sobolev W*P(Q) se todas suas derivadas fracas de ordem menor ou igual a k pertencem a
LP(2). Ou seja,

WHhP(Q) = {f € LP(Q) | D*f € LP(Q), V|a| < k}.
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O seguinte resultado consta no livro de Evans [8, Chapter 5, Section 5.2,

Theorem 2] e afirma que o espaco W"P(Q) é um espaco de Banach.

Teorema 2.40. Sejam 1 < k < oo, 1 <p < o0. A aplicagio

1
P
m ( Z ||D’Bf||1£p(ﬂ)) ., €aso p # 00,
Wk,p(Q) - 1BI<k
Z ||D'8f||Loo(Q), caso p = oo,
1BI<k

¢ uma norma no espago WHP(Q). Além disso, W"P(Q) munido desta norma é um espago
de Banach.

Notacgao 2.41. Sejam 1 <k <oo el <p < 0.

(i) Denotamos o fecho das fungoes suaves com suporte compacto CS°(Q) em WHP(Q)

por Wyt (9);
(ii) Para o caso em que p =2 escrevemos H*(Q) = WH(Q) e HE(Q) = W2 (Q);

(iii) Utilizamos a notagdo H *(Q) para o espaco dual de Hy(S2).

Os espagos de Sobolev sdo de extrema importancia para resolugdo de problemas
envolvendo equagoes diferenciais parciais. Para apresentagoes mais aprofundadas sobre o
tema e sua aplicagdo na teoria de equagoes diferenciais parciais ver [4, 8]. Os dois préximos
resultados encontram-se no livro de Brezis [4, Corollary 9.19] e [4, Theorem 9.16]. O
primeiro apresenta uma estimativa para fungoes nos espagos I/VO1 P e 0 segundo imersoes
compactas envolvendo espacos de Sobolev. Em ambos consideramos 2 C R um aberto

limitado.

Teorema 2.42 (Desigualdade de Poincaré). Dado 1 < p < oo, existe uma constante
A= Ap, Q) > 0 satisfazendo

A lze@) < MV e,
para toda f € W, P(Q).

Teorema 2.43 (Rellich-Kondrachov). Seja @ C R" aberto limitado e 02 de classe Cr.
Entao
Wl’p(Q) —— LYQ), Vg e [l,p*), sep<n,
WHP(Q) < LI(Q), Vg € [p,o0), sep=n,
WP(Q) —— C(Q), sep>n,
1 1 1
em que — = — — —.
p*

p n
Em, particular, W'P(Q) << LP(Q) e W, ?(Q) < LP(Q) para todo p > 1.
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Dedicamos a ultima parte desta secao ao conceito de espagos dependentes do

tempo. Para isso fixemos E um espac¢o de Banach real com norma || - ||g e um tempo
T>0.

Definigao 2.44 ([8, Chapter 5, p. 285]). Seja 1 < p < 0o. Denotamos por LP(0,T; E)
0 espago das fungoes mensurdveis f: [0,T] — E tais que

T p
HfHLP(O,T;E):</O Hf(ﬂH%) < 00, caso 1 < p < o0

[ f1|zee0,7;5) = supess|| f(¢)|[p < oo.
t€[0,T]

Definigao 2.45 ([8, Chapter 5, p. 285]). Denotamos por C([0,T], E) o espago das
fungoes continuas f : [0,T] — E tais que

1 llcqo) = gz (@) < oo.

Definicdo 2.46 ([8, Chapter 5, p. 285]). Seja f € L*(0,T;E). Dizemos que g €
LY0,T; E) ¢ a derivada fraca de f se

T T
| ows@d= [ o) at. vo e CF(0.7).
Denotamos a derivada fraca por g = f;.

Defini¢io 2.47 ([8, Chapter 5, p. 286]). Seja 1 < p < co. Denotamos por W*P(0,T; E)
0 espago das fungoes f € LP(0,T; E) tais que f; existe no sentido fraco da Defini¢ao 2.46
e fr € LP(0,T; E). Além disso, definimos as normas

1
p

[T+ o) sy <o

L llwe o) =
supess(||f(0)[|z + [lfi(D)l|e),  sep= oo
0<t<T

Denotamos ainda H'(0,T; E) = W'*(0,T; E).

Para um estudo mais detalhado sobre a defini¢do e propriedades dos espacos
envolvendo o tempo como no resultado acima ver o livro de Evans [8, Chapter 5, Section
5.9].

O teorema a seguir consta no livro de Zheng [30, Theorem 3.1.1] e é um

resultado importante na teoria de imersoes compactas em espagos de Sobolev.

Teorema 2.48 (Lema de Aubins-Lions). Sejam T' > 0 e Ey, Ey, Ey espagos de Banach
tais que FEy e Ey sao reflexivos. Suponha que Ey —— Ey; — FEs. Entdo, dados 1 < p,q <
+00, 0 espaco

E={u|ue LP(0,T; Ey), uy € L0, T; Ey)}
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munido da norma
[ulle = [|ullLeor:50) + el Lao7:E2)

¢ um espaco de Banach. Além disso, E é compactamente imerso em LP(0,T; Ey), ou seja,
E —— LP(0,T; Ey).

2.5 Existéncia, unicidade e regularidade de solucoes para problemas

envolvendo a equacao do calor

Nesta segao fixemos 2 C R" um dominio aberto e limitado com fronteira 0f2
de classe 2, 0 < T <00, Q=0 x (0,7), 2 =090 x (0,T) e w CC Q aberto ndo vazio. O
resultado abaixo segue do livro de Evans [8, Chapter 7, Section 7.1] e garante a existéncia e
unicidade de solugao para um problema de valor inicial e condi¢do de fronteira envolvendo

a equacao do calor linear com potencial.

Teorema 2.49. Sejam f € L*(Q), a = a(x,t) € L™(Q) e ug € L*(Q). Entdo existe uma

unica solucao fraca u do problema

u—Au+au=f em@Q,
u=20 sobre X2,

u(z,0) = up(x) em €,

ou seja, existe unica u € C([0,T], L*(Q)) N L*(0,T; Hy (), com u; € L*(0,T; H(Q)),

tal que

(ue, w) g1y + (Vu, V) 20y + (au, w) 29y = (f,w0)12(0) ¢-t-p. em 0,17,
u(0) = uyp,

para todo w € Hg(Q), em que (s )2 e (s ->H71><H5 denotam o produto interno em
L*(Q) e a dualidade entre os espagos H™*(Q) e H}(Q), respectivamente. Além disso, existe
constante C' = C(Q,T,a) > 0 tal que

[ulleqory.zo@) + ull c2rmyay + Nl 2oz < C (Il + 11fllz2@):

O préximo teorema é adaptado do artigo de Saut [29, Corollary 1.2] e garante
a unicidade de solucdo em L*(Q) para um problema com condicdo de fronteira tal que a

solucao é identicamente nula em um aberto de Q).
Teorema 2.50. Sejam a = a(z,t) € L*(Q) e u € L*(Q) satisfazendo
—uy — Au+au=0em Q.

Seu=0emwx (0,T), entio u=0 em Q.
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Agora, fazendo uso da teoria de semigrupos gerados por operadores lineares m-
dissipativos (ver [5]) seguem trés resultados. O primeiro encontra-se no livro de Cazenave [5,
Proposition 3.5.7] e contém uma estimativa envolvendo o semigrupo {S(t)}+>0 gerado pelo

operador Laplaciano com condicao de fronteira de Dirichlet.

Teorema 2.51. Sejam 1 <p < qg<oo euec LP(Q2) N LY Q). Entao

1_1

15 ()l ey < (4mt)™ 2G5 Jul oy, Wt > 0.

O segundo resultado garante a existéncia e unicidade de solucao local para
um problema de valor inicial para a equagao do calor semilinear e consta no livro de

Cazenave [5, Proposition 4.3.3].

Teorema 2.52. Sejam f : R — R localmente Lipschitz e ug € L*() . Entdo eriste
e > 0 dependendo de ||uo||r2) € da constante de Lipschitz associada d fungdo f tal que o

problema
u—Au+ f(u) =0 em Qx (0,¢),
u=20 sobre 92 x (0,¢),
u(z,0) = ug(x) em €,

admite 1inica solugdo essencialmente limitada v € C([0, €], L*(12)).

O terceiro resultado estabelesce uma estimativa em L*(Q) para a solugao de
um problema de valor inicial e condi¢ao de fronteira envolvendo a equacao do calor linear
com potencial. Tal resultado é uma generalizagao do artigo de Fernandez-Cara [10, Lemma
3.1].

Teorema 2.53. Sejam f € L™(Q), a = a(z,t) € L=(Q), up € L=(Q) e u solugao do
problema
u—Au+au=f emQ,

u=>0 sobre 33,
u(z,0) = ug(x) em €.

Entao u satisfaz
[[ul|Loe(q) < exp(T|al| L)) |[uol|L(0) + T exp(T||al| L= @)l fllz=(@)- (2.1)

Demonstracao:

Sejam u' e u? solucdes dos problemas abaixo

uf — Au' +au' =0 em Q,
u' =0 sobre X,

u'(z,0) = up(x) em €2,
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u? — Au? +au® = f em Q,
u? =0 sobre X,
u?(2,0) =0 em ),

respectivamente. Logo, u = u' + u®. A existéncia de tais solucdes é garantida pelo
Teorema 2.49.

Pelo artigo de Ferndndez-Cara [10, Lemma 3.1] temos que
e[z (@) < exp(T1lallL=(@))luollL=(@)-

Por outro lado, pela teoria de semigrupos segue que

(-, 1) = /OtS(t—s)(f—mf)(-,s) ds.

Portanto, pelos Teorema 2.35 e Teorema 2.51 obtemos que

102G D)l < 1S = 8)(f = aw’)(:, 5)l 1 (@) ds

E aplicando a desigualdade de Gronwall concluimos que

16 (-, )|z (@) < Texp(Tlal|z=(@))l|f]|z=(q)-
Portanto, pelas estimativas encontradas envolvendo u! e u? segue que

ul| Loy = [Ju' + ©?|| o) < [|ul]|Loo@) + [P0

< exp(T|af| (@)l |uol| L= () + T exp(T'|[al| Lo @) fl| (@)

O préximo resultado garante uma regularidade para a solugdo de um problema
de valor inicial e condi¢ao de fronteira envolvendo a equacao do calor linear com potencial
no qual a condicao inicial encontra-se em um espaco de Holder. Para a demonstracao ver
o livro de Ladyzhenskaja [19, Chapter 1], Theorem 7.1, Theorem 10.1] e o artigo de

Fernandez-Cara [10, Lemma 3.3].

Teorema 2.54. Sejam f € L=(Q), a = a(z,t) € L=(Q) e up € C*P(Q), com 0 < 5 < 1.
Entdo existe tinica solugdo u € L*(0,T; H'(2)) N L>®(Q) do problema

u—Aut+au=f emQ,

u=>0 sobre 33,

u(z,0) = ug(x) em €.
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Além disso, existe o € (0, 8) dependendo de Q, T e S tal que u € CO*3(Q) e existe fungio

F' crescente com respeito a ultima coordenada tal que

[U]C’U’a’%(é) S F(Q7T7 Ba «, ||u0||0075(§)7 ||U||L°°(Q))

2.6 Aspectos da teoria de analise convexa

Ao longo desta secao fixemos F um espaco de Banach real. Primeiramente

enunciamos um resultado classico da teoria de fungoes convexas que encontra-se no livro
de Rudin [26, Chapter 3, Theorem 3.3].

Teorema 2.55 (Desigualdade de Jensen). Seja u uma medida em uma o-dlgebra de
um conjunto Q tal que u(Q) = 1. Se f: Q — (a,b) é uma funcdo L' (2) com respeito d

medida e g uma fungdo convexa em (a,b), entdo

g(/ﬁf@) S/Q(gOf)dﬂ.

Em seguida apresentamos a definicao da conjugada convexa de uma funcao

convexa.

Definicao 2.56 (Conjugada convexa, [2, Chapter 2, p. 75]). Seja f : E — [—00, +0]
convexa. Chamamos de conjugada convexa de [ a fungio f*: E' — [—o00,+00| definida

abaizo:

f(¢) = sup{o(z) — f(x)}, Vo € E.

zelE

Dedicamos a segunda parte desta secao a defini¢ao e alguns resultados envol-

vendo conceitos de diferenciabilidade de fungoes em espacos de Banach reais.

Defini¢ao 2.57 (Subdiferencial, [24, Definition 1.9]). Seja [ : E — (—00,+o0]
fungao convexa tal que f # +o00. Definimos a subdiferencial da fun¢ao f no ponto x € E

como sendo o sequinte conjunto

Of (x) ={¢ € E'| f(x) — f(y) = d(x —y), ¥y € E}.

Dizemos que [ € subdiferencidvel em x quando Of(x) # 0.

O proximo resultado fornece uma caracterizacao alternativa para a subdiferen-

cial de uma func¢ao continua.

Teorema 2.58. Seja f: E — (—o0,+00] fungdo convexa tal que f # +o00. Sex € E é

tal que f(x) < +oo e f € continua em x, entdo f € subdiferencidvel em x e

so) < tim JEETD = IG)

r—0+ r

aﬂm={¢eﬂf

,VyEE}.
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Defineimos abaixo a diferenciabilidade no sentido de Gateaux.

Definigao 2.59 (Diferenciabilidade no sentido de Gateaux, [2, Chapter 2, p. 86]).
Sejam f : E — (—00,400| uma fungao convexa tal que f % 400 e x € E com f(x) < 400.
Dizemos que f é Gateauz diferencidvel em x se a aplicagdo

b JE ) = F @)

r—0+ r

¢ um funcional linear continuo em E. FEquivalentemente dizemos que f é Gateaux diferen-

ciavel em x se existe o limite abaixo para todo h € E.

iy £ &+ h) = flx)

r—0 r

Denotamos por df (x) a derivada de Gateaux de f no ponto x que é o elemento em E' tal

que

_ o fletrh) — fz)
4f () () = lim vl
Agora enunciamos um teorema que estabelece uma conexao entre a subdiferen-

cial e o diferencial de Gateaux.

Teorema 2.60. Seja f : E — (—00,4+00] uma fungio convexa tal que f é Gateaux

diferencidavel em x. Entdo

0f (x) = {df (x)}.

A demonstracao dos dois resultados anteriores encontram-se no livro de Barbu [2,
Proposition 2.39] e [2, Proposition 2.40]. Antes de finalizar a se¢do enunciando o tltimo

resultado definimos o seguinte conceito.

Definigao 2.61 (Dominio efetivo, [24, Definition 3.1]). Seja f : E — (—o0, +00].
Chamamos o conjunto dom(f) = {z € E| f(z) < +oo} de dominio efetivo de f.

O teorema abaixo fornece condigoes suficientes para expressar o subdiferencial
da soma de duas fungbes como soma dos subdiferenciais e consta no livro de Phelps [24,
Theorem 3.16].

Teorema 2.62. Sejam f,g : E — (—o00,+00| fungdes convezas, semicontinuas inferi-
ormente tais que f,g #Z +oo. Se existe ponto em dom(f) N dom(g) no qual f (ou g) é

continua, entdo

If +g)(x) =0f(x) 4+ dg(x), YV € dom(f + g).
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2.7 Qutros resultados pertinentes

Para os dois resultados a seguir ver o livro de Evans [8, Appendix B, Cau-
chy’s Inequality] e [8, Appendix C, Theorem 3]. O primeiro apresenta uma desigualdade
envolvendo o produto de dois nimeros nao negativos quaisquer. Tal desigualdade ¢é extre-
mamente 1til para estimar termos nao lineares em EDP’s. E o segundo é um resultado

classico em célculo vetorial.

Teorema 2.63 (Desigualdade de Young). Sejam x,y > 0 e 1 < p,q < oo tais que

1 1
—+ - =1. Entao
p q

Teorema 2.64 (Identidades de Green). Seja 2 C R" aberto, limitado com OS2 de
classe C'. Se f,g € C*(), entdo

(i) /Afd:c: 9 4s.
Q

o0 Ov
y _ 99 ¢
(i1) /Qngdx——/QVf-ngx+/mf$dS,

dg 0
(iii) /Qng—gAfdx:/BQ< ai‘%ﬁ) ds.

O teorema a seguir é uma consequéncia do Teorema do Divergente (ver o livro

de Munkres [23, Theorem 38.8]).

Teorema 2.65. Seja Q C R" aberto, limitado com 09 de classe C*. Se f € C'(Q) e F

um campo vetorial continuamente diferencidvel em €2, entao

/QfV-dez/mfF-de—/QVf-Fdx,

em que v € o vetor normal unitdrio exterior a OS).

Antes de enunciar o préximo resultado desta se¢ao fixemos a notagao D'(Q)
para o espago de distribuigoes sobre 2 C R™ aberto (ver o livro de Folland [14, Chapter 9]

para mais detalhes) e definimos o conceito de fungao sinal.

Definigao 2.66. Sejam Q2 C R" dominio e u :  — R. Denotamos por sgn(u) a fungdo

sinal de u definida por

ulz) seu
sgnu(zr) = u(z)|” 70

0, seu=0.

O resultado a seguir é conhecido como desigualdade de Kato e sua demonstracao

encontra-se no artigo de Horiuchi [17, Theorem 1.1].
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Teorema 2.67 (Desigualdade de Kato). Sejam Q2 C R™ um dominio e M um operador

da forma
n n

M = Z Z@(aij(x)aj)
i—1j—=1
tal que a;; € CI(Q) e existe C' > 0 tal que
aij(z)yiy; > Clyl?, Vy € R™\ {0}, = € Q.
=1 j=1

=17

Sewu € L}, () ¢ tal que Mu € L, ,(Q) entdo

Mu| > (Mu)sgnu em D'(Q).

O resultado a seguir diz respeito a existéncia de uma funcao no fecho de um
dominio limitado de R" satisfazendo determinadas condi¢oes. A existéncia desta funcao é

particularmente importante para demonstrar estimativas de Carleman.

Lema 2.68. Sejam 2 C R" dominio limitado e w CC 2 aberto nao vazio. Entdo existe
funcao n: Q@ — R tal que

n € C*(Q),

n >0 em €,

n =0 sobre 02,

V| #£0 em Q\ w.

No artigo de Fursikov [15, Chapter 1, Lemma 1.1] é provado a existéncia da

funcao acima.

Por fim, para finalizar esta se¢ao definimos o conceito de molificadores (ver
o livro de Evans [8, Appendix C, Definitions, p. 629]) e apresentamos suas principais

propriedades (ver o livro de Evans [8, Appendix C, Theorem 6)).

Definicao 2.69 (Molificadores). Sejam Q@ C R", ¢ > 0 e Q. := {zx € Q| dist(z,0) >
e}

(i) Definimos o € C*(R") por

C'exp(
o(z) = z[* =1
0 se |z| > 1,

) se x| <1,

em que C' > 0 é uma constante escolhida de maneira que / o(x)de =1;

n

(ii) Para cada € > 0, definimos
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Assim, o, € C™ e satisfaz
[ o-(@)de =1, supp(e) © B(0,2);
(7ii) Seja f : Q2 — R"™ localmente integravel. Definimos sua molificaciao por

ook ]
em €)..
Teorema 2.70 (Propriedades de molificadores). (i) f. € C*°(2.);
(ii) f- — f q.t.p. quando e — 0F;
(iii) Se f € C(Q), entdo f. — f uniformemente em compactos de Q;

(iv) Sel<p<ooefell (Q),entio f- — [ em L (Q).

loc loc
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Capitulo 3

Controlabilidade exata a trajetorias

Ao longo deste capitulo é estudado o problema (1.1) do ponto de vista da
controlabilidade exata a trajetoria e sao demonstrados dois resultados principais. O
primeiro garante a existéncia de uma funcao f de maneira que, para cada 0 < T < oo,
o problema (1.1) ndo possui a propriedade de controlabilidade exata a trajetorias. J& o
segundo estabelece condigoes sobre a funcao f e sobre a existéncia de uma solucao limitada
e globalmente definida de (1.1) de maneira que este problema possui a propriedade de

controlabilidade exata a trajetorias.

3.1 Um resultado sobre a falta de controlabilidade exata a trajetérias

Nesta secao demonstraremos o Teorema 1.4 que garante a nao controlabilidade
exata a trajetérias do problema (1.1) para uma familia de fungdes f. Dividimos esta
demonstracao em duas partes. Primeiramente serao provados trés resultados auxiliares e

posteriormente concluiremos, usando tais resultados, que o Teorema 1.4 de fato é valido.

Em seguida serao provados os trés resultados auxiliares. O primeiro define
uma familia de fungoes f satisfazendo certas condigoes e o terceiro garante a existéncia
de uma funcao suave p que é utilizada na demonstragao do Teorema 1.4. J& o segundo
afirma que as fungoes f definidas no primeiro resultado auxiliar satisfazem uma relagao de
equivaléncia no sentido da Defini¢ao 1.1. Tal relagdao é importante para a demonstracao do

terceiro resultado.
Proposigao 3.1. Seja f : R — R a fungao dada por

£ls) = /OS' P (1 + u) du, (3.1)
para cada p > 2. Entao f € localmente Lipschitz, f(0) =0 e

|f(s)| ~ |s|InP(1 + |s]) quando |s| — oc.
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Demonstracao:
Pela definigdo de f em (3.1) temos

£(0) = /00 In?(1 + u) du = 0.
Pelo Teorema Fundamental do Calculo ([21, Capitulo /X, Teorema 8])
f'(s) = In”(1 + s), quando s > 0.
E de maneira analoga,
f'(s) = =In”(1 — s), quando s < 0.
Notemos ainda que f'(0) = 0. De fato,

FR) = FO] o M IP(1 4 w) du
h‘:}ﬂ%o ] :

lim
h—0

Como In é fungao crescente deduzimos que, para cada u € [0, |||, In” (1 +u) < InP(1+ |h|).

Entao concluimos que

- » |
f(h)hf(()) < }llim n”(1+|h]) fy du _ ;llig(l)lnp(l +|h]) =0 <= f'(0) =0.

—0 |h|

0 < lim
h—0

Logo, f é funcao diferenciavel e

—InP(1—-3s) ses<0,
(=0T s

Inf(1+ s) se s > 0.

Portanto, f € C'(R).

Entdo [’ é localmente limitada e segue, pelo Teorema do Valor Médio ([21,

Capitulo VIII, Teorema 7]), que f é localmente Lipschitz.

Resta provar que f é equivalente a |s|In”(1+|s|) quando |s| — co. Inicialmente,

notamos que
f(s) (1 4+ w) du
im ———————— = lim . 3.2
slvoo [$|InP(1 + |s])  Isl=oo  |s|InP(1 + |s]) (3:2)

Como In é funcao crescente e nao negativa em [1, 00) obtemos que

s s |s

|
lim f(s)= lim In”(1 +u)du > lim In’(1+wu)du> lim InP2 du
|s| =400 |s| =400 JO |s| =400 J1 |s]—+o00 1
>1InP2 lim (|s|] —1) = +oo.
|s]—+o00

Por outro lado, | ‘lim |s| In”(1 + |s|) = +oo. Aplicando entao a regra de I’'Hopital no
S|——+00

ultimo limite da igualdade (3.2) segue que

Y S mP (1 + u) du _ In”(1 + |s|) ‘ 1
m p - ! s|InP~1(1+[s - El '
sivtoo [s|I?(1+[s)  sboboo InP(1 4 |sf) 4 HeOHD T poiroo 1 4 it
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Entao, como

lim Pl =p lim 5 - lim B =p,0=0
|s|=+o0 (1 + |s]) In(1 + |s]) |sls+o0 1+ [8|  Isl=+o0 InP(1 + |s])
concluimos que
folsl In”(1 4 u) du
im =
lsl>+o0  |s] In”(1 + |s])
Portanto,
: f(s) _
im —————— =1,
|sl—co || InP (1 + |s])
ou seja, |f(s)] ~ [s|In”(1 + |s|) quando |s| — oc. |

Lema 3.2. Sejam f: R — R dada por (3.1) e f*: R — RU{+to0} sua conjugada conveza.

Entao vale a sequinte equivaléncia
fr(s) ~ p]s\k% exp(|s]%) quando s — +00. (3.3)

Demonstracao:

Pela definigdo de conjugada convexa (ver Defini¢ao 2.56) temos

f*(s) = sup{as — f(a)}.

a€R

Inicialmente supomos que o supremo acima ¢ atingido para qualquer s € R.
Entao, para cada s € R, este supremo é atingido em um ponto critico da funcao a

as — f(a). Estes pontos criticos a € R sao tais que
Por outro lado, pela demonstragao da Proposicao 3.1

—InP(1—s) ses<0,
(=0T s

Inf(1+ s) se s > 0.

Logo, f' ¢ uma bije¢do e denotamos por (f)~" sua inversa. Como o supremo é atingido

em um ponto satisfazendo (3.4) e f" é bijegdo segue que o supremo é atingido em

a=(f)""(s).

Dessa maneira obtemos que

Fr(s)=(f)7"(s) s = F((f) 7' (5))- (3.5)

Pela expressao encontrada para f’ inferimos que a seguinte igualdade é valida para s > 0

(f)7'(s) = exp(s7) — 1.
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Substituindo a igualdade acima em (3.5) e usando a defini¢ao de f dada por (3.1) temos

que

se s > 0. Portanto,

fo e o)1)= e
= lim T T : (3.6)
ps » exp(sp)

s$—+400

pls|' > exp(|s|?)

Notamos que o numerador e o denominador do limite a direita tendem a +oco

1 1
quando s — +o00. De fato, como p > 1 entao 1 — — >0 e — > 0. Logo,
p p

lim sl_% ex (s%) — 400
SﬁJroop p )

Entao o denominador do limite a direita em (3.6) tende a +o0.

No caso do numerador deste limite, considerando a mudanca de variavel v =

In(1 4 u) chegamos em

exp(s%)—l s%
/ In(1 +u)du = / exp(v)v? dv.
0 0

Integrando por partes obtemos que

1

exp(sp)fl » _.p
In?(1 + u) du = v? exp(v)
0

0

%
= sexp(s%) —/ pexp(v)vP ! dv.
0

Assim,

lim s(exp<s%) - 1) - /Oexp(sp)1 In”(1 + u) du

s——+00
- 1 p=1 10
= sll)grnoo ; pexp(v)vP™ dv — s.
Usando o Teorema Fundamental do Célculo ([21, Capitulo /X, Teorema 8]) e o fato de

exp(v) > v, para todo v > 0, notamos ainda que

Sl
D=

S S

lim pexp(v)e” ' dv —s = lim (pexp(v)or™" — por!) do

s—>+00 J0 s—+o0 Jo

Q=

> lim | (pvp—pvp’l) dv

s—+00 Jo

Sl

S

= lim P Pl — P
s—+o00 p +1

L P 14l _

= llm ——s » —8§=+400,
s—+oo p 4 1

0
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Logo,

il

-1
) In”(1 + u) du = +o0.

) 1 exp(s
o)1) -
Assim, o numerador do limite a direita em (3.6) tende a +oo.

Podemos entao aplicar a regra de I’Hopital no limite em questao. Para isso

calculamos as derivadas do numerador e denominador do limite a direita em (3.6).
(i(pslé exp(s%)) = p(l — ;) 37% eXp(S%) + ;pslzlﬂszlﬂl exp(s%)
=(p— 1)57% exp(s%> + exp(s%>,
;i(s(exp(szlo> — 1)— /Oexp( >71 In?(1 4 u) du)
1 1 1

= exp(s%) + pszlﬂ exp(s%> o ;SP exp(sﬁ)

) -1

1
sp

3=

= exp(s
E pela regra de ’'Hospital temos que
-t
exp| sP
= lim ( ) =1

1
exp(sﬁ) -1
lim =
s (p — 1)3_% +1

s (p — 1)3_% exp(sa + exp(s%)

Substituindo a igualdade acima em (3.6) concluimos que

lim 1_{ (S> T =1,
= pls| ' exp (|s]7)

ou seja, (3.3) é valida.

Resta provar que o supremo

sup{as — f(a)}

a€R
é de fato atingido para todo s € R.

Para o caso em que s =0

supfas — f(a)} = sup{—f(a)} = 0= f(0)

a€R
pois f é ndo negativa e f(0) = 0.

Ja para o caso em que s > () notamos que

sup{as — f(a)} >0 (3.7)

a€R

uma vez que a — as — f(a) se anula em a = 0.
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+oo
Por outro lado, como / In”(1 + u) du = 400, entao
0

lim (as — f(a)) = lim <as — /la InP(1 4 u) du) = —00. (3.8)

a——00 a—r—00 0

Temos ainda que
lim (as — f(a)) = —oo. (3.9)

a——+00

De fato,

a

lim (as — f(a)) = lim (as — /Oa In?(1 4 u) du) = lim s —Inf (14 u)du. (3.10)

a—r+00 a—r+00 a—+o0 Jo

Notando que In”(1 4+ u) > 2s quando u > exp(Q%S%) — 1, segue que

a a
lim s—1In’(1+wu)du < lim —/ sdu
N
a
= lim —3/ du = —o0.
a—+00 exp<2%s%)fl
Como esta integral diverge temos que
a
lim s —1In”(1 + u) du = —o0.

a—+00 Jq

Conluimos entao por (3.10) que a igualdade (3.9) é verdadeira. Logo, por (3.8) e (3.9)
existe M > 0 tal que as — f(a) < —1se a ¢ [-M, M]. E por (3.7) deduzimos que
supfas — f(a)} = sup {as— f(a)}.
a€R a€[—M,M]

Como a +— as — f(a) é fun¢ao continua, ela atinge seu supremo no intervalo [—M, M].

Concluimos entao que o supremo ¢ atingido se s > 0.

De maneira analoga, segue que o supremo ¢ atingido no caso s < 0. |

Até o presente momento a hipdtese p > 2 ainda nao foi utilizada (apenas
utilizamos que p > 1). A necessidade de tal hipdtese serd esclarecida na demonstragao do

resultado a seguir.

Proposicao 3.3. Sejam 2 C R" um aberto limitado, w CC Q um aberto ndo vazio e
f R — R dada por (3.1), para algum p > 2. Entdo existe p € C5°(S2) ndo negativa

satisfazendo as condigcoes

p(z) dz
( Ap) c LY(B)

o

(3.11)

p
em que B = {x € Q| p(z) > 0}.
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Demonstracao:
Consideramos primeiramente que €2 C R.

2
Sejam B = (a,b) C Q \ @ um intervalo aberto limitado e m > " qualquer. Definimos
p —

p =0 fora de B, p = exp(—(x — a)™™) suficientemente préximo a direita de a (ou seja,
em um intervalo suficientemente pequeno (a,@)) e p = exp(—(b — x)~™) suficientemente
préximo a esquerda de b (ou seja, em um intervalo suficientemente pequeno (b,b)) de

maneira que / D) p < 1. Entao temos que p é fungdo suave com suporte compacto
(a,a Ul),b .
definida em 2\ [@, b], ndo negativa e p|, = 0. Completando entao sua defini¢ao em [a, b|
de maneira que p € C5°(2), nao negativa e / p = 1 segue que p satisfaz as duas primeiras
Q
condigoes de (3.11). Resta provar que

//|

pf* (2"’) e LY(B).
p
Notamos que préximo de a
pl(a) =m(z —a) " exp(—(z —a)™™),

p'(x) = (m*(z — a)” " —m(m + 1)(z — a)” ") exp(—(z — a) ™).

7
|,0 (LE)| _ \m2($ _ a)—(2m+2) _ m<m + 1)(1, _ a)—(m+2)’

2m+2)

~m*(z —a) quando z — a™.

Pela equivaléncia acima e pelo Lema 3.2 deduzimos que

//|

f <2|p
p

quando z — a™.

1-1 —(2m+2)
> N p(2m2(:€ _ a)*(2m+2)) P exp(mz?é(ﬂf —a) a > (3.12)

Analogamente, préximo de b temos que
P (@) = —=m(b— )" exp(—(b—x)™™),
p'(x) = (m®(b— )" —m(m + 1)(b — 2)" ") exp(—(b — 2)™™).

Logo,

Z
|10 ($)| _ |m2(b . I>_(2m+2) i m<m + 1)(1) _ x)—(m+2)|

~m?(b—z)" @2 quando z — b~

Pela equivaléncia acima e pelo Lema 3.2 deduzimos que

/! _1 —(2m+2
I <2|p|> ~ p(2m2(b — x)’@m“))l i exp(m12>211](b — ) = )> (3.13)
p
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quando x — b~

Por (3.12), (3.13) e pelo fato de p = exp(—(z — a)™™) préximo de a e p =
exp(—(b — x)™™) préximo de b concluimos que
H‘ —(2m+2)

of* (2’2) ~ p(2m2(x — a)_(zm“))l_% exp (mZQ;(x —a)” » —(z-— a)_m)

quando z — a™ e

—(2m+2)

of* <2|'0p//|> ~ p(2m2(b - x)’(zm”))li% exp(m?ﬂ;(b —z)” » —(b— a:)m>

quando x — b~

. 2m + 2 _ N
Por outro lado, como m > p—t entao m > . Inferimos entao que
p—= p
—(2m+2)
lim m%Q%(:U—a) r o —(z—a)™=—00.
z—a™t
Portanto,
1-1 —(2m+2)

lim+p(2m2(x — a)’(zm”)) " exp (m;Qzl)(x —a)” » —(x— a)m) = 0.
r—a

De maneira analoga, obtemos que

_1 2 1 —(2m
lim p(2m2(b — x)_(2m+2))1 ? exp(mp2p(b — ) e (b— x)_m) = 0.

r—b—

/l|

Entao pf* (2‘2) € L'(B).

Consideramos agora que {2 C R", para n > 2.

Sejam B = B(e,r) C 2\ w a bola aberta de raio r > 0 e centro ¢ € 2 e

m>_— fixado. Definimos p = 0 fora de B e p = exp(—(r — |x — ¢|)™™) suficientemente
p j—
préximo a fronteira da bola B (ou seja, em uma regiao A = {z € R" |F < |z — | < r} tal

que T é suficientemente proximo a r) de maneira que / p < 1. Entao temos que p é funcao
A

suave com suporte compacto definida em Q \ B(c, T), nao negativa e p|,, = 0. Completando

entdo sua definigdo em B(c,7) de maneira que p € C3°(§2), ndo negativa e / plx)de =1
0

segue que p satisfaz as duas primeiras condigoes de (3.11). Resta provar que
A
pf* (2"”) e L}(B).
P
Notamos que proximo a fronteira da bola B

—(m+1 —(m+1
Ap(x) =(m2<r o — o)ty . A o Z )T ke — fo — )

|z — | |z — |

—m(m+1)(r = | — c)) "z — ) exp(~(r — [z — ¢) ).



Capitulo 3. Controlabilidade exata a trajetdrias 43

Logo,

|Ap()]
p(z)

emrz) , m(r |z =)D mn(r — |z — c)7"D

=|m*r =l = -

|z — | |z — |

—m(m+1)(r — |z — )"z — ¢

‘)7(2m+2)

~m?(r—lr—c quando |x —¢| — 7.

Pela equivaléncia acima e pelo Lema 3.2 deduzimos que
A —(27n 2)
f* <2|P|> ~ p(2m2(r _ |I _ C’)*(2m+2)) exp <mp 2@(7‘ — |q; — c‘) . )
p

quando |x —¢| — 7.

E como p = exp(—(r — |z —¢|)™™) préximo a fronteira da bola B chegamos em

of* <2|Ap|> -~ p<2m2(r . |JZ _ C|)—(2m+2))1_5
p

(2m+2)
X exp(mer’(r— |z — ¢l) —(r— \:c—c])m>
quando |r — ¢| — r~. Agora, usando o fato que m > p— de maneira analoga a
demonstragao do caso €2 C R obtemos que
1— 1
lim p(?m (r — |z — )@y c|) ?
|z—c|—r—
—(2m+2)
X exp(mEZ;(r — |z —¢|) e |z — c\% —(r—|z— c])m> = 0.
= * | p| 1
Entao pf € L' (B). [
p

Na sequéncia demonstraremos o Teorema 1.4 usando Proposicao 3.1 e Propo-
sicao 3.3. Mais especificamente provaremos que o problema (1.1), associado as fungoes
f definidas na Proposi¢ao 3.1, ndo é exatamente controlavel a trajetorias para nenhum
0<T < oo0.

Demonstracao do Teorema 1.4:
Sejam f dada por (3.1), p € C5°(€2) nao negativa como na Proposigao 3.3
satisfazendo (3.11), com B = {x € Q|p(x) > 0}, yo € L*(Q), v € L=®(w x (0,T)) e y

solucao de (1.1) com respeito a yo e v.
Multiplicando a equagdo em (1.1) por p obtemos que
— pAy+ pf(y) = vpl, em Q.

Como p =0 em w, entao
pyr — pAy + pf(y) = 0 em Q.
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Integrando a igualdade acima em €2 chegamos em

/prtdw—/ﬂpﬁydxﬂL/pr(y)dx:

Isolando a primeira integral da igualdade anterior obtemos

jt/ﬂpydx—/QpAydx—/pr(y)dx. (3.14)

Agora, pelo Teorema 2.64 (Identidade de Green)

/pAyd:L'—/Apyd:B—l—/ pf— apdS

em que v ¢ o vetor normal unitério exterior a Q2. Mas como y = 0 em 9 x (0,7 por (1.1)

deduzimos que

ap
s = 0.
Yoy
E pelo fato de p ter suporte compacto em () inferimos que
33/
ds = 0.
Pa,

Logo,
/pAydx:/Apydx.
Q Q

Substituindo a igualdade acima em (3.14) e usando que f(s) = f(|s|) segue que

CZ(—/prdw> z/ﬂpf(ldew—/Q?JAPdﬂf- (3.15)

Por outro lado, pelas defini¢bes de supremo e de f*, para cada = € B,
|Ap(z)] ) { [Ap(z)] } [Ap(z)]
12 = supy 2a — fla)p > 2|y(x,t — x,t)]), vVt € (0,T).
7 (212EN) — supf 202D > oy, 2L~ e, v e 0.7)

Entao, para cada = € B,

!Ap(l’)l |Ap(z)|
el S < 31 (2585

) + ;f(ly(a:,t)D, vt e (0,7). (3.16)

Pela desigualdade (3.16) e pelo fato de p|o\p = 0 deduzimos que

A
< [ liseld = [ lliaslds = [ P00y 0

< [ of ('Ap|>d 5 [ oty ds

=kt [ of(hdr, (3.17)

1 |Ap]
— - “(2
k 2/3,0f< p)d:c

’/ yApdx
Q

em que
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é uma constante e pela Proposicao 3.3 k < 4o0.

Substituindo (3.17) em (3.15) obtemos a seguinte desigualdade

i(—/ﬁpydfv> :/pr(\yl)dx—/ﬂyApdrr
> [ oty do— | [ yapds

> [ orul)de =5 [ of(sl)do— &

> k45 [ pf(hdr. (3.18)

Como f é convexa e p é nao negativa tal que / p(x)dx = 1, pela Proposigao 3.3, podemos
Q

aplicar o Teorema 2.55. De fato, considerando a medida definida por u(F) = /E p(x) dx

£(f wwldn) < [ 7o) dn.

Logo, usando a derivada de Radon-Nikodyn du = p(z)dx (ver o livro de Bartle [3,

segue pelo Teorema 2.55 que

Proposition 3.9]) deduzimos que
£( [ olyldz) < [ of(lyl) do. (319)

Por outro lado, como f(s) = f(—s) = f(|s|) e f é crescente em [0, +00),

f(/ﬂp\yldx> Zf(‘/gpydx)
2f<—/9,0ydw>-

Substituindo a desigualdade anterior em (3.19) temos que

Lot do = f(= [ pydz).

E substituindo a dltima desigualdade obtida em (3.18), chegamos em

jt(—/ﬂpydx) > —k—i—;f(—/gpyﬁm)-

Denotando por

2(t) == [ pla)y(e,) d,
2= = [ pl@)yo(a) da,
concluimos que

/ 1
{z () > =k + S f(=(2), (3.20)

z(0) = 2.
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Consideramos entdao um g, € L?*(Q) satisfazendo as seguintes condigoes
:—/ x)dx >0, f(z0) > 2k.

Tal y, existe uma vez que f(s) — 400 quando s — +00. Seja z : [0,T) — R solugdo de
classe O de (3.20), com 0 < T < oo.

Notamos que z é crescente. De fato, pela desigualdade em (3.20)
, 1 1 1
z (0) > —k + §f(2(0)) =—k+ 5][(20) > —k + 52]{ =0.

Suponhamos por absurdo que z ndo é crescente. Entdo, como z é C* e 2/(0) > 0,

existe 0 < T* < T tal que

Assim, deduzimos que
0 < zo=2(0) < 2(T7).

Como f é crescente em [0, +00) chegamos em
f(z0) = f(2(0)) < f(=(T7)).
Dessa maneira conluimos que
1 1 1 % !/ *
0=—-k+ 52]{ < —k+ §f(20) < —k+ §f(Z(T )) <z (T )

Chegamos entdo em uma contradi¢iao com o fato que 2'(T*) = 0. Logo, z é crescente.

Definindo a fung¢ao

8 2
G(zo;8) = du, Ys > zp,
0= ) 2k :
temos por (3.20) que, para todo t € [0,T),
d d 22'(t
—G —G 2(t) =
G0 20) = 0o )0 = ey Ty
2 1
> —— | -k + = t > 1. 3.21
> sk ) 2 (3:21)
Notamos ainda que a integral
o0 2
du
w0 f(u) —2k
converge, ou seja,
oo 2
G(zp; 00) 1= du < 0. (3.22)

w0 f(u) —2k



Capitulo 3. Controlabilidade exata a trajetdrias 47

De fato, como uln”(1 + u) — +o0o quando u — oo, entdo existe r > zy tal que
uln?(1 + u) — 2k > 0, para todo u > r. Assim, pela Proposicao 3.1, f(s) ~ sIn”(1 + s)

quando s — oo. Portanto,

/T m du converge <= /r W (1+ u) — 2 du converge
o0 2
< /r m du converge. (323)
Por outro lado, como p > 1, entao
o0 2 s 1 1 1-p In? In?
/ 7du:2hm du:th n (S)_QH(T):_ n(r)‘
o uln®(u) oo Sr uln®(u) 5% 1—p 1—p 1—p

Logo, a integral

[ wra
roulnf(1 4 u) "

converge. Entao por (3.23) temos que

0 2
/r TOE

converge. Dessa maneira concluimos que (3.22) é vélida.

Em seguida, obtemos uma estimativa para o tempo 7T'. Pelo Teorema do Valor
Médio ([21, Capitulo VIII, Teorema 7]), para cada t € (0,T), existe § = 6(t) € (0,¢) tal

que

G(20;2(t)) — G(20; 2(0)) d

Mas pela defini¢ao de G(zo; )
2(0) 2 20 2
G(20; 2(0 :/ ————du = ———du = 0.
( 0 ( >> 20 f(u) — 2k 20 f(u) — 2k
Portanto,
G(z0;2(t) d '
T %G(Zov z(9))-
Assim, substituindo (3.21) na igualdade anterior chegamos em
Gla=(t) |
/ 2
ou seja,
G(z0;2(t)) > t, Vt €[0,T). (3.24)

Caso z nao seja limitada, entao

lim z(t) = oo, (3.25)

t—T
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pois z é crescente. Por (3.24) temos que
T = lim ¢t < lim G(z0;2(t)).
t—T t—T
Considerando a mudanca de varidveis h = z(t) segue por (3.25) que

< . . f— 1 N — ; ’
T < lim Gleoi2(t)) = Jim Glaih) = Glaoio0) = | Frs—5pdu

Por outro lado, caso z seja limitada, entao
lim z(t) existe e ¢ finito,
t—T
pois z é crescente. Logo, pela desigualdade (3.24) deduzimos que

_ oo 2
T = lim t < lim G(z0;2(t)) < G(z9;00 du.
(=T =T <0 ()) (0 ) 20 f()_2k
Para obter a segunda desigualdade acima foi usado que G(zo; 2(t)) ¢ crescente sobre [0,7T')
em vista de (3.21).

Concluimos que a seguinte estimativa para o tempo 1" é valida

_ 00 2
T< du < oo. 3.26
x f(u )—Qk: ( )

Entdao T — 0 quando zy — o0, ou seja, o tempo méximo de definicdo de z vai a zero

quando zy — o0.

Seja T > 0 dado. Pela definicdo de z existe yo € L*(Q2) de maneira que z, é

suficientemente grande e satisfaz

s 2
du <T.
20 f()—2k

Consideramos entao y solugao do problema (1.1) com respeito a um controle arbitrario
v € L®(w x (0,7)) e a condicao inicial yy. Pela estimativa (3.26) o tempo méaximo de
definicao T de

() = — [ p@)yle,t)do
satisfaz a seguinte desigualdade

— 2
T < du < T.
— Ju f()—2/<;

Logo, z nao pode ser definida no tempo 7. Concluimos entao que y nao pode ser de-
finida globalmente em [0,7]. Portanto, o problema (1.1) ndao possui a propriedade de

controlabilidade exata a trajetorias para nenhum tempo 7" > 0. [ |
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3.2 Um resultado afirmativo sobre controlabilidade exata a trajeté-
rias

Em contrapartida ao Teorema 1.4, nesta secao provaremos o Teorema 1.5, um

resultado afirmativo sobre a controlabilidade exata a trajetorias para o problema (1.1).

3.2.1 Desigualdade de Carleman e estimativas de observabilidade

De maneira geral, a controlabilidade exata a trajetérias de um problema linear
estd relacionada a uma desigualdade de observabilidade envolvendo o seu sitema adjunto.

Neste caso, consideramos o sistema adjunto para o problema (1.1) linearizado

—uy — Au+au=0 em Q,
u=>0 sobre ¥, (3.27)
u(z, T) = ur(x) em €,
em que a = a(z,t) € L(Q) e ur = up(x) € L*(Q). Dedicamos esta secido & demonstracio
de uma desigualdade de observabilidade apropriada para o sistema (3.27).

O primeiro resultado a ser apresentado relativo ao problema (3.27) é uma
desigualdade de Carleman. Contudo, antes de enuncid-lo, fixemos n = n(z) como no

Lema 2.68 e as seguintes definigoes.
Definicao 3.4. Denotamos por K uwma constante positiva tal que
K > 5maxn — 6minn.
Q Q

Definimos as sequintes fungoes auxiliares
T=n+K,
T = —1INaxr,

Q
p = exp(aT) — exp(aT),

P
¢_t(T—t)’

P = exp(¢),

em que o = a(Q,w) > 0 € constante a ser determinada posteriormente.

Enunciamos entao a seguinte desigualdade de Carleman, cuja demonstragao

encontra-se no Apéndice A.

Proposicao 3.5 (Desigualdade de Carleman global). Sejam Q2 C R™ um aberto e

limitado com fronteira 05 de classe C* e w CC Q um aberto ndo vazio. Existem constantes
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C >0 es; >0 tais que
//cp 24T — £)(| £, + |Af[?) da dt
+5 // OH(UT 1)V Pdwdi s [[ @ UT 1)V Pdrdt (3.5
<0 —2s 2 3 —2s I\ -3] )2
_c<//Q<1> f+ AFP dodt + s //WX(QT)@ (H(T — )| f] da:dt>,

para toda f € A= {f € C*(Q)| f =0 sobre $} e s > s;. Além disso,

em que k > 0.

Utilizando a Proposicdo 3.5 podemos estabelecer a primeira estimativa de

observabilidade para o problema (3.27).

Proposicao 3.6 (Estimativa de observabilidade). Eziste uma constante positiva
C = C(Q,w) satisfazendo

2
1 2
It Oy < exp(C(1+ 1+ Tllallim + ol ) ]l )

para todo up € L*(Q) e T > 0, em que u é a solugdo de (3.27) com respeito a condicio

final ur.

Demonstracao:
Dado ur € L*(2), seja u solucdo de (3.27) com respeito a condicdo final
ur. Como a solucdo u pode ser aproximada por elementos do espago A definido na

Proposigao 3.5 podemos aplicar a desigualdade (3.28) para u. Dessa maneira temos que
1
= // O2HT — 1) (Jug? + |Aul?) du dt
S

+s// P25 ( ) Vul? dr dt + s° // O (T — 1) *|ul* do dt

gC(// %y, + Aul? dz dt + 53 // <I>28(t(T—t))3|u]2dxdt>,
Q wx(0,T)

para s > sj.

Pela Defini¢ao 3.4 sabemos que ® > 0. Entao o primeiro termo da esquerda na
desigualdade acima é nao negativo. Percebemos ainda que u; + Au = au pois u é solugao
de (3.27). Logo,

//<I> 25( ) Vul? dr dt + s* // O (H(T — 1)) 3|ul* dr dt

< c(// &2 |quf? de di + 5° // ST — 1)) |uf? de dt),
Q wx(0,T)

(3.29)
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para s > si.

Agora, para todo t € (0,T), temos que 4t* — 4Tt +T* > 0. Entdo

TG T2 3
— == >(Tt-1*)? =T —1)°
) & 27|03 gl
—92g a L=(Q) u 9 iy )
26(3(T — ¢)3 = lal|Fegylul” = @7 |aul" q.t.p. em Q.
Integrando a desigualdade anterior obtemos
| o ¥ lau duat < Il ”L"" — // O (H(T — 1) *|uf* du dt.
Q

Se
17?2
5 > 89 := max 51,03§||a||200(@ :
entao segue que
/ O (H(T — 1))~ 3|u|2dxdt>c”a”“°@// OB (H(T — 1)) |ul? du dt

> C’// O |qu|* dx dt.
Q
Substituindo a desigualdade acima em (3.29) obtemos que

// OB (T — 1))V dedt < Ts? // O BT — 1) |ul?dedt,  (3.30)

wx(0,T)
para cada s > ss.

Na sequéncia estimamos os termos ® 2*(¢(T —t)) ' e & 2*(+(T —t)) . Com

esta finalidade definimos, para cada x € €2,

Folt) = £3(T — 1) exp(t?;p(_xz)> = 13(T — 1)30(x, )%, t € (0, 7).

De onde segue que
1

fa(t)

Considerando a mudanga de varidvel v(t) = (T —t), com t € (0,7, temos

= ®(z,t)" > (t(T —t)) > (3.31)

T2
que v € (0, 4]. De fato, notamos que o maximo de v(t) = t(T" —t) ocorre em t = T'/2,
2
ou seja, o maximo de v é —. Além disso, v(t) é estritamente maior que zero em (0,7") e

T2
v(t) — 0 quando t — 0+. Logo, v € <0, 4].

Definimos ainda, para cada = € €2,

4u(0) = 07 eXp<2s/;(x)>, . (O, 7:]
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Logo,
o) = 7 = s 720 ) = e 2] = .0
Portanto,
Jnf (R0 = it {o.(0)}.

Por outro lado, notamos que

d
%gx(v) = 3v?ex

2sp()

!

) — 2sp(x)v exp(

Ve (0,%2}

2sp()

)

S P

Assim, para v > 0, temos que

d
%gm(v> - O’
d
%gx(v) <0,
d
%gx(v) >0,

2

se v = gsp(x),
2

se v < gsp(x),

2
se v > gsp(x).

Analisando entao o sinal da derivada de g, deduzimos que gsp(a:) é um ponto

de minimo de g,. Assim,

it {£.(0)}

te(0,T ve(O,TTQ:|

inf {ga(v)}

(oot se > Zep
B 9a| 33p(2) |, se —= > 2sp(2),
N T? T? < 2 (z)
9:\ 1 | se - < gspla
2 3 T2
(F50(@)) exp(@). se - > Zspla).
3 173 (3.3
) 7° 8sp(z) T° 2 '
% exp| = |, se - < gS,O(SE).
Se »
s> 83:= maX{82,3T2 <8 minp(m)) },
0
como p > 0 em 2, segue que
2 2 2 -1 % p(x) T?
z > = >3T2<8 i > = — > —.
Q
Logo, temos por (3.32) que
8smin p(x)
T° 8sp(x) T° ghP
it (0 = oo P27 ) > Fre| T |,
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se s > S3.

Definindo a constante positiva
C1 = 8min p(z)
Q

concluimos que
T6 Cis
int {£(0)} > 55 exp( )

te(0,T)

se s > s3. A constante C; definida é positiva pois p > 0 em Q e  é compacto.

Pela desigualdade acima e por (3.31) obtemos que

26 018
< T6 exp< T2 ), (3.33)

1

||c1>—25(t(T - t))_3||L°°( Q) — ‘ ( )

se s > S3.
Por outro lado, notamos que
—1
S3 = max{827 3T*? <8 min p(x)) }
Q
_ 2 —1
= max{max{sl, CT?||al |E,OO(Q)}7 372 <8 min p(m)) }
Q
2 -1
_ max{sl,CTQHasz(Q), 377 (8minp(x)) }
Q
Definindo a constante positiva
o -1
Cy = max{ﬁ, C, 3(8 min p(:c)) }
Q
temos que

2
54 = C (T 4 (1 4 Hal\zw(@)TQ) > 5. (3.34)

Aplicando a desigualdade (3.33), para s = s, chegamos na seguinte estimativa
para o termo ® 2 (+(T —t)) .

o _ 26 1 2
167 (HT =) Nl < 75 exp( 0102<1+T+|ya||gm(@)>. (3.35)

Estimamos agora o termo ¢~ 2*(+(T —t))~!. Com esta finalidade definimos, para

cada x € Q,

ho(t) = (T — t) exp<t28,0($) ) — T — t)®(x, 1), t € ﬁ S;_F]

De onde, segue que
= ®(z,t) (T — 1)) . (3.36)
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T 3T
Considerando a mudanga de variavel v(t) = ¢t(T'—t) com t € {4, 4} temos
31?% T? T T
que v € TR 4]. De fato, notamos que v'(t) = T'— 2t. Logo, v'(t) > 0 em [4, 2), V' (t)
T 307 /T , , » T TN T
em (, } ev () = 0. Assim, v(t) atinge seu maximo em —, v ) = —. J4 seu
24 2 2 2
. L e . T 3772
minimo é atingido em um dos extremos do intervalo. Como v<4> = U<4> =15 segue
c 312 T2
ueve |—,—|.
E 16° 4
Definimos ainda, para cada x € €,
, B 2sp(x) 37? T?
Jz(v) —vexp< ” >, vE lm,4 .
Logo,
2sp(z) 2sp(x)\ _ .
ho(t) = t(T — t — — . (v).
0=t = oxp( ) = vexn (22} ()
Portanto,
sup {h,(t)} = sup  {jz(v)}.
te[T. 5] ve|ar2 12

Por outro lado, notamos que

d exp<2s,o<x>> _ 2sp(a) exp(zsp@c))

- 11}@@(28[;(3:)) (v —2sp(x)).

Assim, para v > 0, temos que

d
%]1‘(2}) = 07 Se v = 28p(1’),
d
d—jx(v) <0, sewv < 2sp(x),

—jz(v) >0, sewv > 2sp(x).

2 > — > —.
sp(x) 2 4 minp(z) — 4
Q
d 312 T? -1
Logo, —j,(v) <0em | ——,—| se s > T? (8 min p(x)) . De onde, segue que
dv 16 * 4 Q
. 372 372 32sp(x
wp (O} = swp {a)h = g 2 ) = 2 e 22020,
T 3T 2 72 16 16 3T
el 7] e[#. 2
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-1
se s > T? <8 min p(x)) .
Q
Pela igualdade acima e por (3.36) temos que

o _ 1 16 32sp(x T 3T
O Yk Wexp(— BTg )>emQ x {4,4],

1
se s > T? (8 min p(m)) .
Q

Definindo a constante positiva

obtemos que
O BT —1) > —— exp(—) em ) X

-1
se s > T? (8 min p(x)) . Notamos ainda que
Q

-1
S4 > 83> T2 <8 mﬁin p(x)) .

(3.37)

Aplicando a desigualdade (3.37), para s = s4, obtemos a seguinte estimativa para o termo

O (H(T — 1))

_o9s _ 16 1 2
O (UT ~ )7 > oo exp(~CoCo(1+ 7+ llalli ) )
em {2 X {T, 3T}
4" 4
Utilizando as estimativas (3.35) e (3.38) deduzimos que

// O 24 (H(T — t)) > |u|* do dt
wx(0,T)

(3.38)

26 1 2 )
e )

/ 24 (4T — 1)) 1|Vu|2d:1:dt>// b 24 (1(T — ) |Vu|? da dt

1
23T2exp( 036’2<1+ +]|0J||Loo )>

X // |Vul? dx dt.
Qx[% TT]

Substituindo as duas tltimas desigualdades em (3.30) temmos que
4

2
s exp< 0302<1+ +\|ay|Lm(Q)>>// |Vu\2da:dt
_// o254 (4(T —t))_1|Vu|2d:vdt

< Cs? //w o254 (¢ t))’3|u|2dxdt

<cs46exp( 0102( o +Ha|\Lm Q)>)// Juf? d .
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Assim, isolando a integral a esquerda obtemos que

2
2 54 1 2
//ﬂx[iﬁf] Vul* de dt < 120 exp(02(03 —Cy) (1 +ot IIaIILm(Q)»

X // |u|? dz dt.
wx (0,7

E utilizado que = < exp(x), para todo = € R,

2

2 Sy 1 2 _
/~/Q><[£,34T] |VU| dz dt S ﬁ exp<02(03 — Ol) (1 + T + ||aHL°°(Q)> + 120)

X // |u|? dx dt.
wx(0,T)

Definindo a constante positiva

Cy = (Cy — C1)Cy + 12C

concluimos que

52 1 2
//Qx[igﬂ Vul* dx dt < TieXp(Cz;(l +pt |ya\|zoo(@)> //wx(O,T) lul*dzdt.  (3.39)

Por outro lado, pela defini¢ao de s4 em (3.34) e pelo fato de < exp(z), para todo = € R,
percebemos que

2

$3 1 2 2
ri= (@t llelig))
. L el )Y
< (exp(@ (1 trt HaHLoo(Q)>)>
1 2
< exp<202<1 ro+ Haugm(@».
Substituindo a desigualdade acima em (3.39) chegamos em
1 2
Vul? dodt < exp((Co+263)(1+ 7 + llalligg)) ) ] 2y dt.
Sy IVl dodt < ep((Cat 20 (14 7+ llallimig) ) ) [ 1ol d

Definindo a constante positiva

Cs5 = Cy + 205

temos que

1 2
2 2
//Q%Sﬂ Vol dedt < exp(Co(1+ 7+ llallig) ) [ luldrdr (340

Por outro lado, multiplicando por u a equagao em (3.27) e integrando em (2,

—/uutd:c—/uAudx+/a|u]2da::O.
0 Q 0
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Notamos que

_ __1a 2
/Quutdx 2dt/ |u|® dz

e como u = 0 sobre ¥ por (3.27), entao

—/uAud:E:/ |Vu|? dz.
Q Q

Logo,
—5%/ u|? da +/ |Vu|? dv +/ alul? dz = 0.
Isolando a primeira integral a esquerda obtemos a seguinte desigualdade
—§£/ lu|® dx = / |Vul? do — / alul*dx dt < Ha|]Loo(Q)/Q]u\2dx.
Portanto,
5 dt/ lu|? d + ||a||Loo(Q)/ |u|? dz > 0.
E como

d
% (exp(@tllallz=q) [ luf* o)
2 1 d 2
= 2exp(2t||al|re@)) | el L= /|u| d:):+2dt |ul® dz |,

entao segue que
d
= (exp(?tHaHLoo(Q / |u|2d:1:> > 0. (3.41)

T 3T T
Seja t € [ } integrando a desigualdade acima em {4, t} obtemos

4’ 4

T T
exp(2Hllalli=@) [ o O do = exp( S lallz=a)) [ [u(e ;)

3T
Isolando a primeira integral a esquerda e usando que ¢t > T deduzimos que

[l )P > exp((z ~21) ol o) /Q’u(cc D

T 2
> exp(~Tlalli@) [ u(. )

2
dz > 0.

2

dx

da, (3.42)

T 3T]
4’ 4
Por outro lado, como u(-,t) € Hy(§2) para todo t € [0, 7], podemos aplicar a

para cada t € {

desigualdade de Poincaré (Teorema 2.42) para u(-,t). Entdo existe constante A = A(Q2) > 0

// Vul? de dt > )\// lul? d dt.
ax[ 7.5 ] [5-5F]

tal que
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Substituindo a desigualdade acima em (3.40) temos que

1 2
’ 2
A//QX[Z’SH \u|* dedt < exp<C’5(1 + T + HCLHzoo(Q))) //wx(O,T) |u|® dz dt. (3.43)

T 3T
Integrando (3.42) em [4, 4} e multiplicando ambos os lados por A obtemos

i gy 107 0 2 X0 (T 1) /‘ ( )
ox(5 31

T
=25 ep(=Tllalli=) [ [u(+.7)

Substituindo (3.43) na desigualdade anterior e usando que x < exp(z), para todo x € R,

2

dt%Tgﬂ(ﬁ

474
2

dz.

segue que

T T
A5 exp(-Tlalli=i@) [ [u(w. )

2

1 2
drx < exp<C5 (1 + T + ||a||zoo(Q)>>

X // |u|? dz dt.
wx(0,T)

Isolando a integral a esquerda concluimos que

f=3)

2

2 1
dx<)\TeXp(C5(1+ +||a||Loo >+T||a||Loo )

X // |u|? dz dt.
wx (0,7

T
Por outro lado, integrando a desigualdade (3.41) em [0, 4] obtemos que

T T\
2 _ 2
(0B oy = [ lula0)P e < exp(llallieca)) (o )

Substituindo (3.44) na desigualdade anterior e usando que x < exp(z), para todo x € R,

(3.44)

temos que
2 2 1 2
O ey < s exp(Ca(1+ 7 +llalleig)) + 5T lellem@r) [ puP o

1
<<eXp<C%<1—% T llalli )-+ °llallz=co) AXT>lﬁéxmﬂwh42dxdt

Definindo a constante positiva C' = C(€,w) por

3 2
C=Cs+5+7

temos que

1 2
a0y < exp(C 1+ 1+ Tlallimio) + lalli)) ], Tl de e
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Na sequéncia refinaremos a estimativa encontrada na Proposicao 3.6.

Proposicao 3.7 (Estimativa de observabilidade aprimorada). Eziste uma constante
C =C(Q,w) > 0 satisfazendo

1 1 3
lJu(-,0)][22q) < exp(C(l + 5+ T+ (T2 +Tllallr=@ + HWE&(Q)))

2
X (// ]u\dmdt) )
wx(0,7T)

para todo ur € L*(Q) e T > 0, em que u é solugio de (3.27).

Demonstracao:

Para w' CC w ndo vazio, podemos aplicar a desigualdade de observabili-

T 2T
dade (Proposigao 3.6) em w' x (3, —

(3

) obtendo assim

2 3 T 2
< exp(C(l + T + g”aHL“(Q) + ||a||z°°(Q)>>

Ly (3.45)

Por outro lado, pela desigualdade (3.41) obtida na demonstragao da Proposi¢ao 3.6 sabemos

que
d
& (exp@tllallz~ia) [ JuP do) = 0.

T
Integrando a desigualdade acima em [0, 3} obtemos que

2

2T T
(-, O)H%Q(Q) < eXp(H“HLoo(Q)) HU<, )
3 3 LQ(Q)

Substituindo (3.45) na desigualdade acima concluimos que

2T 3 T 2
e )y < (X llallimiar + C(1+ 2+ Tllallimi@ + llalifwe)))
X // |u|? dxdt.

Definindo a constante positiva
Cy = max{1,3C},

temos que

1 2
(-, 0)[22(0y < eXp<C1(1 + o+ Tllalli=@ + Ha!lioo@)))

X // |u|? dzdt.
w/X(Z E)

73

(3.46)

w
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Na segunda parte da demonstragao, fixemos wy, wy conjuntos abertos nao vazios,
Ao, A1 parametros e pg, p; expoentes tais que
w'CwO CCw Cuw,
T
0< <A< -,

2
1 <p1 <po < +o0,

(nH)(l 1><1
2 P1 Do 2

Agora, escolhemos 0 € C5°(wy x (A1, T—A1)) talque 0 < 0 <1ef=1emwyx (A, T —N).

(3.47)

Definindo ¢ = fu, usando que u é solugao de (3.27) e supp 8 C wy X (A1, T — ;)

temos que ¢ é solucao do seguinte problema

ot + Ap = abu + (0: + A)u+ 2V - Vu em Q,
p=0u=20 sobre X,
o(x,T) =0(z, T)u(x,T) = 0(x, T)ur(z) =0 em €.
Invertendo o sentido do tempo a partir da mudanca de variavel ¢ — T — t e definindo
?(x,t) = p(x, T —t),u(z,t) = ulz,T —t),0(x,t) = 0(x, T — t),a(z,t) = a(x, T —t),
obtemos que p é solucao do seguinte problema
B, — Ap = —abu + (0, — AG)u —2V0-Vu em Q,
sobre X,
?(z,0) = p(x,T) =0 em ).

Denotando por {S(t)}+>0 0 semigrupo gerado pelo operador Laplaciano com

condi¢do de fronteira de Dirichlet, temos que
B 1) = /Ot S(t — ) (—ap + (G, — AG)Yu — 2V8 - Va)(-, ) ds.
Aplicando o Teorema 2.35 na integral anterior deduzimos que
6Ol i < [ 118 = 8)(~ap+ (B — D) — 258 Va)(, )l ds,
para todo t € (A, T — A1). Pelo Teorema 2.51 segue que
[@(, )| zro ) < C(n, po, p1)
X /Ot(t - s)_i(a_%) |(—ap + (6, — AG)yu — 2V0 - V)(-, 5)||1r1 () ds.
Usando que supp C w; x (A1, T — ;) obtemos
[2(, )| 2r0(0) < C(nspo, p1)

t n(1 1 _ _ _ _
x/}\(t—s) (% ”0)||(—a9u—|—(Qt—Aﬁ)u—2V0-Vu)(-,s)||Lp1(wl)ds.

1
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Utilizando a desigualdade triangular para a norma || - |[11(,,) € absorvendo as normas

I+ [|Lo (@i x (0, 7—Ay)) dos termos 6, 8;, AB e VO pela constante C' chegamos em
[1P( Dl|zro @)

t _n( 1 _ 1
S C(nvp(bpl? )\07 )\17(*)07&)1) (HGHLOO(Q)/)\ (t - S) ’ (pl Po) HU(.78>HLP1(U~11) ds
1

T m g )
+ (t—s) p1 PO ||ﬂ(-78)||Lm(wl)d8+/)\(t—s) p1 PO ||Vﬂ(-,s)||Lp1(w1)d8 .

A1

E segue pelo artigo de Fernandez-Cara [12, p. 599, desigualdade (3.11)] que

[B(, )] zro (@)

t _n( 1 1
< C(”;pmpla)\Oa)‘laWOan)((1 + HOL||L°°(Q))/A (t—s) 2(p1 p°)||U('~9)||Lm(w1) ds
1

t n(l 1)7;
+ [ (t—s) 2\ w0 2y|1¢4(-,s)]|m(w1)ds)

A1

t _n( 1 1 _l+l
SC(n,po,ph)\o,>\1,wo,w1)((1+HGL||L0<>(Q))/A (t—ys) 2(p1 m) 2 2@, 8)|| e ) ds

1

t H(L,L),l
+ [ (t—s) 2\ 2Hu(-,s)HLm(wl)ds)

A1
1 oo i)
< c o) f (0= Tt i)

Notamos pela desigualdade acima que

1

T—X\1 B PO _ 1
120Dl P dt) < OT (1 +TH(1 + llal =)

1@l @x 2 r-x1)) = </
A1
T—XM
(L
A1

_n 1
Denotando por hi(s) =s * (“ ”0) e ho(s) = |[u(-, 8)||Lr1 () temos que

t _n(;_;)_; po ro
[ il 2||u<-,s>||m<m>d5> dt) |

1

1 T—X PO
Iellimiano -y < CT U+ THU+ allim@)) ([ ka0
1

= OT7 (1 + T2 (1 + [|al | zo@)) |1 * B2 |10 g - 20)

1
Aplicando o Teorema 2.36 para as fungoes hi, hy e expoentes pg, p1 e p tais que — =
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1 1 ,
— — — + 1 concluimos que
Po D1
_ 1
||90||LP0(QX(A17T7A1)) < C(l + 1 (1 + ||a||L°°(Q)))||hl||LP(>\1,Tf)\1)||h2||LP1(A1,Tf)\1)
1
: T () ) )
= COA T+ flallm@) | [ (¢
X Jul| s @ (n 7=a0))
_nf1_1)\_1 P
(T_)\l) ( 2(1)1 Po) 2)+1 1
=C W(1 1) 1) (L+T2(1+ |[allL=)))
(=30 —5)—3)+
X ]| o1 @y x (g, 7=A1) - (3.48)
1 1 1 o
Usando que 5 = p— — p— + 1 e as condigoes sobre pg e p; em (3.47) chegamos em
0 1
(n(l 1) 1>+1> <<1 1) 1 1> .
—_— S — _— — p S — _— — — —
P\ P1 Do 2 1 Do 2 2

Assim, a constante positiva C' pode absorver o denominador da desigualdade (3.48) obtendo
dessa maneira

1 1

_n ,l+l 1
|[@l] 7o @x (01, 7—A1)) < CT 2(“ ”0) P HTE(1 A |al| Lo @) Ul 2ot @ x (0, 7-20)

_n( 1 1) 1,1 1
— T 3 (5rs) b 1T+ al o))

X

||u| |Lp1 (w1x(A1,T=A1))

—(241) (L -1 )41 1
- CT (5 )(”1 PO) L+ T2+ [lal| oo @) |l o1 o x (g, 7-20))-

Por outro lado, como § =1 em wy X (Ag, T — \g), entao

]| 220 (wo x (o, T—=20)) = O] 70 (wox (ro,7-20)) < [0l 2r0 (@x (0, 7=21)) = |PI]Lro (@x (A, 7-20))-
Portanto,
1
[l 220 (wo x (o720 < CT? (1 + T2 (1 + ||af| Lo @) Ul 221 w1 x (0. 7-20)) (3.49)

1 1 1
com C' = O(Qaw07w17>\07>\17p07p17n> >0e d = (5(]90;]717”) - _<n + 1) ( — ) + —.
2 P11 Do 2

A constante 0 é positiva pela tltima condigao apresentada em (3.47).

Agora, definimos a familia descrescente de expoentes da seguinte maneira
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Notamos entao que

1 1
I
pge L L
n+2 &122)_'_% +% )

1
2
<n+1) L 1 <n+1) L ~ 0<i<n+l.
= ——)=(= A—— - < =, para i<n
2 Pi1 2 Gn+1)) 4°2 7P

T 2T
Considerando € > 0 tal que [3 — (n+2)e, 5 + (n+ 2)8} C [0, T] e uma familia crescente
de abertos
W =wy CCw; CC -+ CCwpi1 CC Wpio =w

podemos aplicar, para cada 0 < i < n + 1, a desigualdade (3.49) com respeito aos abertos
Wi, wit1, pardmetros A; = (i+1)e, A1 = i€ e expoentes p;, pj+1. Assim, para 0 <i < n+1,

obtemos
el s s (i) r— (it 1oy < CiT% (1 + T2 (L + [[all poo(@))|[tt]| 2741 (s x e i)

com C; = C;(, wi, wit1, Aiy Niv1, Diy Piv1,m) > 0 e

1 1 1
5:5(pi,pi+1,n):—(g+1)< —>+2>0.

Piv1  Di

Logo, aplicando consecutivamente a desigualdade obtida temos que

n+1
. 1 n
Nl Lro o (er—ey < [T CiT% (14 T2 (14 ||al|zoe(@))" 2wl | Lrn+2 (wnsa x (et 1)e,T— (et 1)e))-

i=0
Além disso, como py = 2, wy = W', ppio = 1 € wyio = w, entdo
n+1 5
2
ll (e (2,22y) < TT G (14 T2 (14 [lal |z=(@))"*Ilul 2t @xo.1)
1=0
Portanto,

/w’x

)

2
jul? dedt < CT(1+ TH(1 + HaHLw@)))B(/ com d"”’“) |

WH

.3
em que
n+1 2
C=C(Q,w,n) (HC) > 0,
n+1

5:2252>0,

i=0
f=2n+2)>0.
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Agora, substituindo a desigualdade acima em (3.46) concluimos que

u(-, 0)][72(0

1 1 ;
< CT(L+T2(1+ |lall =)’ eXp<Cl<1 + g+ Tllallie@ + ”“”zw(@))

T
2
X < / [l dxdt)
wx (0,7

2
1 1 2
< exp<C<1 + T + T+ (T2 + T)l|a|| = q) + ||a||zoo(Q))> <//w><(0,T) |ul d:pdt) :

em que C' = C(,w) > 0 é uma constante. |

3.2.2 Controlabilidade da equacdo do calor linear com potencial

Antes de proceder com a demonstragao do Teorema 1.5 é necessario um estudo
a respeito da controlabilidade exata a trajetérias da equacao do calor linear com potencial.

Para isso consideraremos o seguinte problema

Yy — Ay +ay =vl, emQ,
u=20 sobre ¥, (3.50)
y(z,0) = yo(x) em (2,

em que a € L(Q).

Dizemos que o sistema (3.50) é controldvel a zero no tempo 7' se, dada uma
condicdo inicial yo € L*(12), existe controle v € L™(w x (0, T)) tal que a solugao y de (3.50)
com respeito a yp e v satisfaz
y(-,T) =0em Q.

Pela Definigao 1.3 e pela linearidade do problema acima segue que (3.50) é exatamente
controlavel a trajetérias no tempo 7T > 0 se, e somente se, o sistema (3.50) é controlavel a
zero no tempo T'. O resultado a seguir afirma que de fato o problema (3.50) é controldvel

a zero para qualquer 7" > 0 e apresenta uma estimativa sobre o controle v.

Teorema 3.8. Sejam T > 0, a € L™(Q) e yo € L*(Q). Entdo o probelma (3.50) é
controldvel a zero no tempo T, isto €, existe controle v € L™ (w x (0,T)) tal que a solugio

y de (3.50) com respeito a yo e v satisfaz
y(-,T) =0em .
Além disso, podemos tomar v tal que

1 1 2
lollzeoxomy < exp(C(1+ 2+ T+ (% + Dllallz=@) + llall i) ) ) lllz,

em que C' = C(Q,w) > 0 é uma constante.
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Visando demonstrar o Teorema 3.8 fixemos T > 0, a € L™(Q) e yo € L*(9).
Para cada & > 0 definimos o funcional J. : L*(Q2) — R dado por

1 2
JT.(ur) = 2(//WX(O7T) \u!dxdt) +€HuTHLz(Q)+/Qu(3:,0)y0(x) dr,  (3.51)

em que ur € L*(Q) é dado e u é a solucdo do problema (3.27) com respeito a up. Em seguida
provaremos trés proposicoes utilizadas para a demonstracao de um teorema auxiliar. E a
partir deste teorema segue o Teorema 3.8. Nestas demonstragoes utilizaremos argumentos

similares aos empregados ao longo do artigo de Fabre [9].

Proposigao 3.9. O funcional J. definido em (3.51) é estritamente convezo, continuo e
satisfaz
J-(ur) = +00. (3.52)

llur|lp2g)—o0

Demonstracao:

(i) J. é estritamente convexo:

Seja 0 < A < 1. Sejam u, @ solucdes de (3.27) com dados finais uz, ur € L*(Q)
distintos, respectivamente. Pela linearidade do problema (3.27) segue que A\u + (1 — A\
é solugao do problema (3.27) com respeito ao dado final A\ur + (1 — A\)uz. Logo, pela

definicao do funcional J. temos que

J.Owr + (1 — Nar) = ;(//MO’T) i+ (1— Al da;dt) +elhur + (1= Nl
+ /Q (i, 0) + (1 — \a(z, 0))yo(z) da. (3.53)

Agora, estimaremos os dois primeiros termos a direita da igualdade acima.

L = // |u| dzdt,
wx (0,7

L= / / | dzdt.
wx(0,T)

ML =N (I, —1,)*>0

Inicialmente fixemos a notacgao

Entao notamos que

com a igualdade sendo valida se, e somente se, I} = I5.

Pela condigao acima percebemos ainda que

M1 = NI =201 = N LI, + M1 —NIE >0
= A=A =220 - NLL+ (1=XN) = (1 =X >0
= AT+ (1= N> N+ 201 = N L+ (1= N2
S A+ (1= NG > (M + (1= N D)?,
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ocorrendo a igualdade se, e somente se, [} = I.

Logo, aplicando a desigualdade triangular, usando a tultima equivaléncia obtida

anteriormente e a definicao de I; e I, concluimos que

2 2
(// D+ (1— )l dxdt) < ()\ // lu| dedt + (1 — \) // 1zl dmdt)
wx(0,T) wx(0,T) wx(0,T)
2
< A(// \u]dxdt)
wx(0,T)

(1 \) < / /w om dxdt>2 (3.54)

satisfazendo a igualdade na tultima desigualdade se, e somente se,

/ / lu| ddt = / / @] ddt. (3.55)
wx(0,T) wx(0,T)

Na sequéncia estimaremos o segundo termo a direita da igualdade (3.53).

Denotando por (-, -)z2(0) o produto interno em L*(£2) temos que
[N + (1= Nar|[f2) — Mlur]| 2@ + (1 = N[z 20)?
= 2M(1 = N)((ur, Tr)r2@) — [|urll2@l[ar|z2@)-

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz deduzimos que

(UT,ET)B(Q) - HUTHLQ(Q)HHTHLQ(Q) <0
. . _ Nzl 2 — .
com a igualdade sendo satisfeita se, e somente se, ur = 0 ou ur = ————ur. Entao
|[@r|z2(0)
concluimos que
[Aur + (1 = Nar||r2@) < Mlurllrz) + (1 = A)|[ar|[r2 e (3.56)
valendo a igualdade se, e somente se,
U
r = 0 ou up = Loll2@g (3.57)
|[@r||z2(0)

Substituindo as desigualdades (3.54) e (3.56) na igualdade (3.53) obtemos que
J.Owip + (1 = Nar) < Me(ur) + (1 — \)J. (@)

ocorrendo a igualdade se, e somente se, sao verdadeiras as condigoes (3.55) e (3.57).

Portanto, para concluir que J. é estritamente convexo basta mostrar que tais

condicOes sao equivalentes a up = Ur.

Se ur = Ur, entao claramente as condig¢oes sao validas.
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Por outro lado, consideremos que (3.55) e (3.57) sao satisfeitas. Caso ur = 0,

entao a solugao u é nula, ou seja, @ = 0. Assim,

// | ddt = // @] dzdt = 0.
wx(0,T) wx(0,T)

Pelo Teorema 2.50 temos que v = 0 em Q. Logo, ur = 0 = up. E caso ur # 0, segue

l[ur||r2 @) ur|z2 @)

pela condigao (3.57) que up = ur. De onde obtemos que u = u e pela

[z ]2 (@) [Tz |20
condigao (3.55) deduzimos que ||ur||z2) = ||Ur||r2(q). Portanto, ur =y e, de fato, as

condigoes (3.55) e (3.57) s@o equivalentes a up = Ur.

(ii) J: é continuo:
Seja up € L*(Q). Para provar que J. é continuo basta mostrar que

lim  |Je(ur +vr) — Je(ur)| = 0. (3.58)

||’UT||L2(Q)4)O

Denotemos por u, v as soluges de (3.27) com dados finais ur, vr, respectivamente. Entao
1 2 2

((// |u+v|dzxdt> - <// |u|d:)3dt> )

2 wx(0,T) wx(0,T)

te(lur + vrllz@ — lluzllz@) —i—/ﬂv(x,())yo(:c) da:’.

|J£(UT -+ UT) — JE(U'T)l =

De onde segue que

1
[ e(ur +vr) = Je(ur)| < gl ollgomy = el o]
+ 5’||UT +vrlleze) — ||UT||L2(Q)‘ + ‘(U('a())vyO)LQ(Q)“ (3.59)
Se cada termo a direita da desigualdade (3.59) tende a zero quando ||vr||2(q) —

0 concluimos que (3.58) é verdadeira. Entao resta mostrar que de fato tais termos tendem

a zero quando ||vp||z2@) — 0.

Aplicando a desigualdade triangular para o segundo termo a direita de (3.59)

obtemos que

lim e‘u—i-v 200y — ||u 2 ‘g lim gllv 20y = 0.
[P H T THL () H THL (®) o712 0 H THL Q)

J& para o primeiro termo a direita de (3.59) temos pelo Teorema 2.49 que existe
constante C' = C(Q,T,a) > 0 tal que

l|v|leqor,c2@) < Cllvr||ze)-
Assim,

T T 1 T
ol ixtorn = [ 0GBl dt < [ 1oC Dl dt <100 [ loC, o)l dt

1 1
< T1Q02 ||| eom,e2@)) < TIQ2C||vr| 2.
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Logo, ||v|[1(wx () — 0 quando ||vp||z2() — 0. Concluimos entao pela continuidade da

norma que
2
\IvT\Igﬁlﬁo 2‘“ U+ UHLl (wx(0,T)) ||U||L1(w><(0,T))’

Para o ultimo termo a direita de (3.59) aplicamos a desigualdade de Cauchy-

Schwarz

(0 0), 50) 20| < tim[o(, 0)][z2(@) |90l 2(0)-

1m
||/UT||L2(Q)4)O ||’UT||L2(Q)*>O

E temos novamente pelo Teorema 2.49 que

‘(v<'70)7y0)L2(Q)‘ =0.

1m
[lvrllp2q)—0

Concluimos entao que o limite (3.58) é de fato verdadeiro.

(iii) J. satisfaz (3.52):

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos
/Qu(:c,O)yo(x) dz = (u(-,0), y0) r2(2 —] ), Yo LQ(Q)‘ > —|[u(-, 0)[| 2@ llvol [ z2(0)

Por outro lado, pela Proposicao 3.7 temos que

(e, )|y < c( /] |u|dmdt>,
wx(0,T)

em que C'= C(,w,T,a) > 0 é uma constante. Deduzimos entao que

/Qu(:L',O)yO(:v) dx > _C<//¢,J><(O,T) |ul d:vdt) vollz2(e)-

Portanto, para todo ur € L*(Q)

ser) = (f s (] uldoat) = Cllilln ) + clurlli
wx(0,T) wx(0,T)

Concluimos entao que
Je(ur) = +o0.

[lur|lp2(q)—o0

Notagao 3.10. Pela Proposicao 3.9 e pelo Teorema 2.8 o funcional J. atinge seu minimo
em L*(Q) e este é tinico, pois J. € estritamente convexo. Denotemos por 45 € L*(S2) tal
minimo. A solugao do problema (3.27) com respeito a Uy é denotada por 4°. Por fim,

escrevemos § = y(-,T) € L*(Q), sendo y a solugio do problema (3.50) com v = 0.
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Dado ur € L*(€2) e u a solugdo do problema (3.27) com respeito a up temos
que

—uy — Au+ au = 0.

Multiplicando a igualdade acima por y e integrando sobre () segue que

—// yutdxdt—// yAudmdt+// ayu dxdt = 0.
Q Q Q

Integrando por partes na variavel temporal a primeira integral, aplicando o Teorema 2.64

na segunda integral e usando que u = 0 sobre > obtemos que
// u(y — Ay + ay) dodt + / yo(z)u(x,0)dx — / y(x, T)ur(x) de = 0.
Q Q Q
Como y é solugao do problema (3.50) com v =0 e § = y(-,T") concluimos que

/Qyo(x)u(x,o) Z/Qy(x)uT(x) dzx.
Logo,

2
1
T (ur) = 2( / /w o |u|da:dt> +ellurl|z2@) + /Q 7(@)ur(x) dz. (3.60)

Proposicao 3.11. Dado € > 0 seque que U7 = 0 se, e somente se, |[7|[r2@) < e.

Demonstracao:

(«<=) Suponha que [[7|[r2@) < e

Por (3.60) e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

Je(ur) > ellur||r2@) — (T, ur) L2 ()|
> ellurllr2@) = 1Ull2@llurllL2@
> |l llurll2@) — [Flle2@llurl 2@ = 0,
para todo ur € L*(€2). Como J(0) = 0 concluimos pela unicidade do minimo que @5 = 0.
(=) Suponha que 45 = 0.

Assim, lembrando que 45 é o minimo de J., pela Notacao 3.10 segue que

JE(UT> > JE(()) =0, Yur € Lz(Q)

Observamos entao que para r > (

J(—rur)

. >0, Yur € L*(9).

E usando (3.60) temos que para r > 0

2
Je(—
2 wx(0,T) Q r
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Tomando r — 0 obtemos que
€HUT||L2(Q) Z (?, UT>L2(9)7 \V/UT S LQ(Q)

Por fim, como 7 = y(-,T) € L*()) podemos substituir uy = 7 na igualdade anterior.
Concluimos entao que

ellgllz = @912 = ll72)-

Logo, |[7]]r2() < e [

Como o funcional J. é convexo, continuo e s6 assume valores reais segue que .J.
é subdiferenciavel em todo ponto. Em seguida encontramos a subdiferencial do funcional

J. para todo ur € L*(2) ndo nulo.

Definigao 3.12. Seja u: Q x (0,7) — R uwma fungdo qualquer. Denotamos por Norm(u)

o sequinte conjunto

Norm(u)

U(x’t;| seu(z,t) #0 e |v(z,t)] <1 seu(,t) = 0}'

_ {U;Q % (0,T) = R|v(a,t) =

lu(z,t
Por vezes denotaremos por sgn*(u) um elemento de Norm(u), ou seja, sgn*(u) € Norm(u).

Proposigdo 3.13. Sejam ur € L*(Q) ndo nulo e u solugio de (3.27) com respeito a ur.

Entao

x (0,

X (// vl d:z:dt) +€/ LHT dx —1—/ Yol (z,0) dx, Vor € L2(Q)},
wx(0,T) 2 |ur||r2 0 Q

em que 0 é solugao do problema (3.27) com dado final 0.

0J(ur) = {gb € L*(Q) ‘ Jv € Norm(u)1,, tal que /QQSHT dx = </w ) [ul da:dt)

Demonstracao:

Definindo os funcionais j; : L*(2) — R, i = 1,2, por

1 2
1 (ur) = 2(//M(O l dmdt) ,

dlur) = ellur| |2 + /Q youlz, 0) da,

temos que J, = j; + jo.

Pelo Teorema 2.62 segue que 0J.(ur) = 0ji(ur) + 0j2(ur), para todo ur €
L*(Q).
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Além disso, j, é Gateaux diferenciavel em todo ponto up € L*(€). De fato,

i J2(ur +707) = Go(ur) _ (. elllur + 10722 — [Jurllr@) + 1 Jo yob(z, 0) d
r—0 r r—0 r
e(|lur + 107172(q) — lurll72)

( )

0 r(|fur + 7“9THL2<9> + ||ur||r2(0)
( )

)

+/ Yol (z,0) dx

e(2r(ur, Or)r2() + /07| [72q

/ b, 0) d

= [11m
=0 7 ([[ur + 07| L20) + ||UT||L2(Q)

2e(ur, O7) 1200 +7’5||9T||L2(Q)

= lim /Qyoe(x,O) dx

=0 JJur + 107l 20y + ozl o)

- —g(uT’eT)LQ @) +/ Yol (z,0) dx

[zl

:5/ 7€de+/ yob(z,0) dx,
Q ||UT||L2(Q) Q

para todo Oy € L*(Q). Logo, j, é Gateaux diferencidvel e
dja(ur)(6r) = / WGT dr + / yob(,0) dz, Y0y € L2(S). (3.61)
url|r2
Concluimos entao pelo Teorema 2.60 que

s (ur) = {dja(ur)}. (3.62)

Agora, encontramos a subdiferencial 95 (ur) para todo ur € L*(2) nao nulo.
Inicialmente, como 7; é convexo e continuo segue pelo Teorema 2.58 que j; é subdiferenciavel
em todo ur € L*(2). Dado ¢ € 951 (ur) temos, ainda pelo Teorema 2.58, que

1 (up +7r0r) — 71 (u
é(07) < lim Ji(ur r) — ji(ur)

7"—>OJr r

, Vor € LQ(Q)

A partir do Teorema 2.31 concluimos que (L*(€2))’ é isometricamente isomorfo a L*(€2).

Identificando entdo ¢ com o seu representante em L*(2) obtemos que

jilur +10r) =51 (ur) oy o o (3.63)

<¢70T>L2 )< lim

r—0t r

Agora, notamos que

2 2
u+rd|dedt | — // u d:cdt)
Ji(ur +rlr) — j1(ur) 1 <//w><(0,T) | | ) ( wx(0,T) [
r

lim = — lim
r—0t r 2 r—0+

Por outro lado,

2 2
<// |u+r(9\dxdt> 2 (// |u]d:vdt)
wx (0,T) _ r(// o) dxdt) B (wx (0,T))N{u0}
(wx(0,T))N{u=0}

r T

+2<// |9|da:dt> (// |u—|—r9|da:dt>.
(wx(0,7))N{u=0} (wx(0,7))N{ut0}
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Deduzimos entao que

. 0 _ i
lim JI(UT +r T) ]l(UT) — (// ‘0‘ dl’dt) (// |u| d:(,‘dt)
r—0+ T (wx (0,T))N{u=0} (wx(0,T))N{uz0}
11 2
+ = lim - // |u+ 70| dedt
2 r=0t 71 (wx (0,T))N{uz0}
2
—(// u dxdt) :
(wx (0,T))N{u#0}

Denotando por L o limite a direita deduzimos que

1
L = lim (// ]u+r6’|—|u|dmdt> (// |u+r0|+|u|dxdt>
r=0F 7\ JJ (wx(0,T))N{uz0} (wx (0,1))N{u0}
1
:2(// |u|da:dt> lim (// lu+ro| — |u|dmdt>
(wx(0,T))N{u#0} r—0t 7 (wx(0,T))N{uz0}

= 2(// |ul da:dt) (// sgn™(u)0 dxdt).
(wx (0,T))N{uz0} (wx (0,T))N{uz0}

A 1ltima igualdade foi obtida usando que a funcao sinal é a derivada da funcao modulo,

para todo ponto nao nulo. Portanto,

. o) _
li 210+ 707) = nur) (// |u|da:dt> (// 10| dadt
r—0+ T wx(0,T) (wx(0,7))N{u=0}

+// sgn”™(u 6d:vdt>. 3.64
(wx (0,T))N{uz0} & ( ) ( )

E por (3.63) chegamos em

) ey < // udxdt)(// 0| dudt
_|_// sn*u@dmdt).
(wx (0,T))N{uz0} gu”(w)

Agora, definimos a aplicagao

(3.65)

g:L*(Q) — LY (w x (0,T))

Or — 01, (0,1)
em que 6 é solu¢ao do problema (3.27) com respeito a 7. E definimos o funcional linear

G:g(L*(Q)) =R
9(0r) — (¢, 07)2(0)

Verificaremos a seguir que G estd bem definido e é linear.
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G estd bem definido: Sejam 60}, 02 € L*(2) tais que g(6%) = g(62.). Pela definicdo de g
obtemos que Hllwx(oj) = 921wx(07T), sendo 6, 62 as solucoes de (3.27) com dados finais

07, 0%, respectivamente.
Logo, 6 = ' — #? é solucao do problema
—0; — A0 +af =0 em Q,
{9 =0 sobre 3,
satisfazendo # = 0 em w x (0,7).

Pelo Teorema 2.50 temos que 6 — % = § = 0. Portanto, 67 = 67.. Concluimos
entao que
G(g(07)) = (¢.07)122) = (,07) 122y = G (9(07))-
G & linear: Sejam \ € R e 07,07 € L*(2). Pela lineraridade do problema (3.27) temos
que g(07) + Ag(07) = g(0} + \0F). Entdo

G(g(07) + Ag(67)) = G(g(07 + M07)) = (9,07 + MN7) 120
= (¢,07)12(0) + A, 07) L2()
= G(g9(67)) + MG (9(67)).

Notamos ainda por (3.65) que

G(g(07)) < ||| L1 (@wx 01 (//(wx(o —— lg(07)| dzdt

+// sgn*(u)g(fr) dxdt),
(wx(0,7))N{uz0}
para todo f7 € L*(€).

Pelo Teorema 2.9 existe um funcional linear G : L'(w x (0,T)) — R tal que

GW) < Ilullox o1 (// wldedt + [[ sgn” (u)y d:cdt)
(wx (0,T))N{u=0} (wx (0,T))N{uz0}

e G estende G, ou seja,
G(0luxom) = Gg(0r)) = G(g(07)) = (8,07) 12(0), YOr € L*(Q).

Pela desigualdade acima segue que G é continuo. Logo, G € (L' (w x (0,T)))’.

Pelo Teorema 2.31 temos que (L'(w x (0,7)))" é isometricamente isomorfo a L>(w x (0, T)).

Identificando G com o seu representante em L>(w x (0,7T)) temos que, para
todo 1 € L'(w x (0,T)),

// G dudt < |[ul| 12 wx (0.1 (// | deedt
wx(0,T) (wx(0,7))N{u=0}

+ff sgn”(u dxdt) 3.66
(X OT)N{uso} () (3.66)
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// o, GOl = (0,07) 20 :/ngerm, Vor € L2(w). (3.67)
wx(0,T

Pela desigualdade (3.66) segue que, para todo ¢ € L'(w x (0,T)) com suporte
contido em (w x (0,7")) N {u # 0},

// G drdt < [|ul| L1 wx (0.1 // sgn*(u )y dxdt.
(wx(0,7))N{u#0} (0,7))N{u#0}

Por outro lado, ¢ possui suporte contido em (w x (0, 7))N{u # 0} se, e somente
se, —1) possui suporte contido em (w x (0,7")) N{u # 0}. Portanto, a desigualdade anterior

vale com —1 no lugar de v, ou seja, para todo ¢ € L'(w x (0,T)) com suporte contido

em (w x (0,7)) N{u # 0},

G ) drdt < L(w // * — ) dxdt
//(wX(O,T))ﬂ{ugé()} (—v)du [lull 2t @x .y 0.7) m{u#)}sgn (w)(—v) dzx

G dudt > y / / dxdt.
//(wx(O,T))ﬂ{u;éO} w v ||u||L1( x(01) x(OT))m{u;éo} (u)¢ v

Logo, para todo ¢ € L'(w x (0,T)) com suporte contido em (w x (0,7)) N {u # 0},

// G dadt = [[ul |+ 0.1 // sgn* (w)y dzdt.
(wx (0,T))N{uz0} (0,7))N{us0}

Concluimos entao pela igualdade anterior e pela Definicao 3.12 que

= [|ul[r1( wx(OT))’ i q.t.p. em (w x (0,7)) N{u # 0}.

Agora, observamos pela desigualdade (3.66) que, para todo ¢ € L'(w x (0,T))
com suporte contido em (w x (0,7)) N {u = 0},

// G ddt < |[ullp wx o) // | dacdl.
(wx(0,1))N{u=0} x(0,7))N{u=0}

Se 1) possui suporte contido em (w x (0,7)) N {u = 0}, entdo sgn*(G)y possui
suporte contido em (w x (0,7)) N {u = 0}. Logo, podemos substituir ¢ por sgn*(G)v
na desigualdade anterior. Entdo, para todo ¢ € L'(w x (0,T)) com suporte contido em

(w x (0,7)) N {u =0},

// G sgn*(G)y dzdt < ||u||L1(WX 0.1)) // | sgn*(G)v| dadt
(wx (0,T))N{u=0} < (0.T)) fu=0}

/| @ dadt < |lulloxiory U] dedt.
(wx(0,7))N{u=0} (0,7))N{u=0}

Para obter a segunda desigualdade acima foi usado que G sgn*(G) = |G| e | sgn*(G)| < 1.
Mas 1) possui suporte contido em (w x (0,7)) N {u = 0} se, e somente se, |¢| possui

suporte contido em (w x (0,7)) N {u = 0}. Entdo podemos substituir ¢ por [¢| na
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tiltima desigualdade obtida. Assim, para todo 1 € L'(w x (0,7T)) com suporte contido em
(w % (0,7)) N {u = 0},

/] Gl dedt < ooy ] 0] dodt
(wx(0,7))N{u=0} x(0,T))N{u=0}
Concluimos pela desigualdade anterior que

G| < ||U||L1(w><(0,T))7 q.t.p. em (w x (0,7)) N {u = 0}.
Portanto, G = ||u|| 11 wx(o,r)v para algum

v € Norm(u)1,.

Pela condigao (3.67) e por G = ||u||11(wx(0,r)v temos que
/ S0 dr = // GO drdt = |Jul| 11 wx 0.1 // V0 dadt, Yor € L2(Q).
Q wx(0,T) wx(0,T)
Portanto, temos que

071 (ur) C {gb € L*(Q) ’ Jv € Norm(u)1, tal que

/Q 07 dz = |||z w01 / / oy V0, oy € LQ(Q)}. (3.68)

Para obtermos a inclusdo contraria consideramos ¢ € L*(Q2) e v € Norm(u)1,,

tais que

/ 07 dz = ||| 11 w01 // oy PO, YOr € L7(92).

Assim, escrevendo v = sgn*(u)1, obtemos que

(6, 07) 20y = |11 oxor) (// v9d:zcdt+// v9dxdt>
(wx(0,7))N{uz0} (wx(0,7))N{u=0}
< [Jull 2t wx 0.1 (// v9dxdt+// |vH9|dxdt>
(0,7))n{u#0} (wx(0,7))N{u=0}
< lullpe . 9ddt+// 0| dwdt ).
- HUHL (@x(0.1) <//(w><(0,T))ﬁ{u7é0} Seht (u) o (wx(o,T))m{u:0}| | o )

Para obter a ultima desigualdade acima foi usado que |v| = |sgn*(u)l,| < 1. Mas,
substituindo (3.64) na desigualdade anterior, concluimos que

(6,67) 2 < lim Ji(ur + r0r) — i (u

r—0t r

T), VOr € L2 ().

Logo, ¢ € dj1(ur) e segue que
0j1(ur) 2 {gb € L*(Q) ’ Jv € Norm(u)1, tal que

[ é0rde = Nullpxory [[ b dedt, ¥or € L2(Q)}.
Q wx(0,T)
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Portanto, por esta tltima inclusdo e por (3.68), temos que

Oj1(ur) = {gzﬁ € L*(9) ’ Jv € Norm(u)1, tal que

[ éode = Ifullpxory [[ b dedt, ¥or € L2(Q)}.
Q wx(0,T)
Pela igualdade acima, (3.61) e (3.62) obtemos que

0J:(ur) = {(b € L*(Q) ‘ Jv € Norm(u)1,, tal que / GO dx = (// o) |ul d:vdt)
Q wx(0,T

x (// Uedxdt> +a/ e — dm+/ yol(z,0) dz, Vor € LQ(Q)},
wx(0,T) Q ||UT||L2(Q) Q

em que 6 é solu¢ao do problema (3.27) com respeito a Or. |

Ainda antes da demonstracao do Teorema 3.8, aplicando a Proposicao 3.11 e

a Proposicao 3.13, provaremos o seguinte resultado.

Teorema 3.14. Para cada € > 0, existe v° € ||G°|| 1 (wx (0,r)) Norm(a°)1,, de maneira que
a solugao y° do problema
Y — Ayf +ay® =L, em Q,
y° =0 sobre X3,
Y (x,0) = yo(x) em €,
satisfaz [y (-, T)|| L2 ) < €.
Demonstracao:
Seja y como na Notagdo 3.10. Suponhamos inicialmente que |[7||z2@) < €.

Assim, segue pela Proposigao 3.11 que 45 = 0. Neste caso a solugao de (3.27) com dado

final @5, = 0 ¢é tal que 4° = 0. Tomando
U€ =0€ Hl/\l,e| |L1(w><(0,T)) Norm(ﬂa)lw
temos que y° é solugao de

i — Ay +ay* =0 em Q,
y° =0 sobre X,
y°(z,0) = yo(x) em ).
Pela definigao de 3 (ver Notagao 3.10) obtemos que 3 = y*(-,T). Logo, ||y*(-, T)||12(0) < €.

Suponhamos agora que |[7||z2@) > €. Entao segue pela Proposicao 3.11 que

a5 # 0. Agora, como J. atinge seu minimo em 47 temos que 0 € 9.J.(45). De fato,

J(05) — J.(u) > 0, Vu € L*(Q).
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E pela Defini¢ao 2.57 segue que 0 € 9.J.(4%). Entao, pela Proposigao 3.13, existe v° €

|4 £t (wx (0,7)) Norm (@)1, tal que
0= // vsedxdt—i—a/ S — d:v+/ yof(x,0) dz, ¥or € L*(Q).  (3.69)
wx(0,T) Q ||| L2 (o) Q

Por outro lado, como € é solugao de (3.27) com respeito a O entdo

—6; — A0+ af = 0.

Logo, multiplicando ambos os lados da ultima equacao por y° e integrando em

) chegamos em
—/ O,y dxdt — / y* A dxdt + / aby® dxdt = 0.
Q Q Q

Para a primeira integral aplicamos integracao por partes na variavel temporal. E na

segunda utilizamos o Teorema 2.64 junto com o fato de y* = 6 = 0 sobre X.
— /Q(GTya(a:, T) —0(x,0)yo) dx + //Q 0(y; — Ay® + ay®) dedt = 0.
Portanto,

/ Ory°(x,T) — 0(x,0)yo dx = // Ov dzdt, Vo1 € L*(Q).
Q wx(0,T)
Agora, substituindo a igualdade acima em (3.69) temos que
0= / Ory°(x,T) — 0(x,0)yo dx + 5/ AsuiTGT dx +/ Yol(x,0) dx, Vo5 € L*(S).
Q Q ||| L2 Q

Simplificando e reorganizando os termos obtemos, para todo 67 € L*(€2), que

15 € R
T QT de‘ < 7|(U§~,0T)L2(Q)|

(1), )10y = | Ory (2, T) = —< [ <
@ Jo o 18520 185 220

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que
(v (-, 1), 6)T>L2(Q) < €||9T||L2(Q), Vor € LQ(Q),

Concluimos entao que [|y°(-,T)||r2) < €. |

A seguir demonstraremos o Teorema 3.8 por uma aplicagao do Teorema 3.14.
A ideia geral desta demonstragao reside em analisar a convergéncia das familias {v°}.~o e

{9 }c>0 obtidas a partir do Teorema 3.14 para encontrar v e y que satisfazem o Teorema 3.8.

Demonstracao do Teorema 3.8:

Seja € > 0 fixado. Pelo Teorema 3.14 existe

= HﬁEHLl(wX(O,T)) NOI’m(ﬁs)lw
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tal que a solugao y° do problema
— Ay* +ay* =01, em Q,
y° =0 sobre X, (3.70)
y*(x,0) = yo(x) em (2,
satisfaz ||y (-, T)||z2() < €.
Como J. atinge seu minimo em 47, entao
Je(47) < J.(0) = 0.

Logo, pela definicao do funcional J. temos que

<//w><OT’ ]dxdt) S—/Q “(2,0)yo da < |(4°(x,0), yo)12(0)|-

Além disso, segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que
2
1 . .
2<//w><(0,T) @ |dxdt> < |12z, )=y 1ol 20y (3.71)

Pela Proposicao 3.7 existe C' = C'(Q2,w) > 0 tal que

. 1 . 2
1672, 0| ey < exp(C(1+ 1+ T+ (T4 + D)llall i) + llall o)) )

2
X (// ]ﬁﬂdwdt) .
wx(0,T)

Agora, substituindo a ultima desigualdade em (3.71) obtemos que

e 1 1 2
//Mm 05| dwdt < exp<0<1 b+ T+ (TH 4 T)lfal () + |]a\|zoo(@)>) ol |22,

em que C' = C(Q,w) > 0 é uma constante.

Observamos ainda que

V| oo (w :// a°| dxdt,
|[v¥]| Lo (wx (0,1) WX(O,T)| |

pois v° € ||4°|| L1 (wx (0,7)) Norm(@°)1,,. Portanto,

1 1 2
¥ leeonomy < exp(C(1+ 1+ T+ (T + Dllallzia) +llalli~) ) ) ol 1200

Ou seja, {v°}eso é uma familia uniformemente limitada em L*(w x (0,7)).

Assim, pelo Corolario 2.3 existem uma subsequéncia, ainda denotada por
{v°}es0, € uma funcdo v € L*®(w x (0,7")) tais que v° — v fraco-* em L*®(w x (0,7"))

quando € — 0. Além disso, pelo Teorema 2.1 segue que

V]| Loe (wx (0,r)) < Hminf | [%]] Lo (wx (0,1))

1 1 2
< eXp<C<1 + o+ T+ (17 +T)llall=(g) + ||aHioo<Q)>) 1ol 20
(3.72)
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em que C'= C(Q,w) > 0 é uma constante.

Por outro lado, pelo Teorema 2.49 obtemos a seguinte estimativa.
Y lleworz@) + 19 L2, mm ) + 1| z20.mm-1(0)) < C(||Z/0HL2(Q) + HUEHLQ(wX(O,T)))-

Agora, usando a inclusdo L™®(w x (0,T)) — L*(w x (0,T)), junto com a

estimativa (3.72) para ||v°|| Lo (wx(0,r)) deduzimos que
Y leqom,z@) + 1V L2, mi ) + 1 z20.mm-10) < Cllyollr2@)-

Entao, pelas limitagoes acima descritas e pelo Corolario 2.5, existem uma
subsequéncia ainda denotada por {y°}.-o e uma funcdo y € L*(0,T, Hy(2)), com y; €
L*(0,T; H1()), tais que y* — y e y¢ — y; fraco em L*(0,T; Hy(Q)) e L*(0,T; H *(Q)),

respectivamente, quando £ — 0.
Resumindo temos que

£

v® 2v em L®(w x (0,T)),
yo =y em L*(0,T; Hy (Q)), (3.73)
vi =y em L0, T HH(Q)).

Como 3 é solugao fraca de (3.70), para cada € > 0, segue pela defini¢ao de

solucgao fraca que
T

T
/0 (W5 w) -1y + (VY7 Vo) 2y + (ay®, w) 12 dt:/O (01, w) 2oy dt,  (3.74)

para todo w € L*(0,T; Hy(€2)). Pelas convergéncias (3.73), passando ao limite ¢ — 0%
em (3.74) temos que

T T
/0 ((yt, w)H_leé + (Vy, Vw) 120y + (ay, w)LZ(Q)> dt = /0 (vl w) 20 dt, (3.75)
para todo w € L*(0,T; Hy(f2)). Logo,

(yt,w>Hfle3 + (Vy, Vw) r2(q) + (ay, w) r2(q) = (1, w)r20) q.t.p. em [0, 7],

para todo w € Hy(Q).

Portanto, para conluir que y é solugao fraca do problema (3.50) com condigao

inicial yo e controle v resta provar que y satisfaz a condigao inicial, ou seja, y(0) = yo.

Por (3.74),

T

T
/0 (—<wt, Y ) a-1xm + (VY , V)2 + (ay’, w)L2(Q)) dt = /0 (v 1y, w) L2(q) dt

+ (ya(-, 0), w(-, O))L2(Q)a
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para toda w € C*([0,T], Hy(2)) com w(-,T) = 0. Usando que y°(-,0) = yo e as convergén-

cias em (3.73) podemos passar ao limite ¢ — 07 na igualdade acima, obtendo

T T
/0 (—(wt, Yu-xm + (Vy, Vw) o) + (ay, w)L?(Q)) dt = /0 (V1 w)p2(q) dt
+ (5o, w(+,0)) r2(),

para toda w € C*([0, 7], Hy(Q2)) com w(-,T) = 0.

Observamos ainda por (3.75) que

T T
/0 (—<wt,y>H—1ng + (Vy, Vw) 2y + (ay, w)L?(Q)) dt = /0 (V1 w) 20y dt
+ (y<'> 0)7 w('> 0))L2(Q)a

para toda w € C*([0, 7], Hy(2)), com w(-,T) = 0.

Comparando as duas igualdades anteriores temos que

(y0> w('7 O))LQ(Q) = (y('v O)? w('a 0)>L2(Q)7

para toda w € C*([0,T], Hy(Q)) com w(-,T) = 0. Portanto, y(-,0) = yo pelo Teorema 2.30.

Logo, y é solugao fraca do problema (3.50) com respeito a yo e v tal que

1 1 2
ollioxtory < exp(C(14 3+ T+ (T + Dllallim(o) + llalf~ ) )l ollzc

Finalizamos a demonstragao provando que y(-,7") = 0 em ).

Segue por (3.74) que

T T
/0 (—(wt,y€>quH& + (Vy©, Vw) 2 + (ay’, w)Lz(Q)> dt = /0 (v 1y, w) 20 dt
- (ye('7T)7 w('7T))L2(Q)7
para toda w € C'([0,T], Hy(2)), com w(-,0) = 0. Como ||y°(-,T)||r2y < &, entdo

y*(-,T) — 0 em L*(£2). Usando este fato e as convergéncias (3.73) podemos fazer ¢ — 0"

na igualdade acima obtendo

T T
/0 (—(wt, y>H—1><H01 + (Vy, Vw)LZ(Q) + (ay, w)L2(Q)) dt = /0 (Ulw, w)L?(Q) dt,

para toda w € C*([0, 7], Hy()), com w(-,0) = 0.

Por outro lado, temos por (3.75) que

T T
/0 (_<wt7y>H*1><Hé + (Vy, Vw) 2y + (ay,w)y(g)) dt = /0 (1, w) 20y dt

- (y(a T)? w('a T))LQ(Q)a
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para toda w € C*([0, 7], Hy()), com w(-,0) = 0.
Comparando as duas igualdades anteriores obtemos que
(y(7 T)7 UJ(', T))LZ(Q) - 07
para toda w € C*([0,T], Hy(2)), com w(-,0) = 0.
Portanto, y(-,T") = 0 pelo Teorema 2.30. [ |

3.2.3 Método do ponto fixo para a controlabilidade exata

Uma vez finalizado o estudo sobre a controlabilidade da equacao do calor linear
com potencial poderemos provar o Teorema 1.5. Para isso inicialmente consideraremos o

seguinte resultado auxiliar do qual o Teorema 1.5 segue como consequéncia.

Lema 3.15. Seja T > 0 fizado. Se as hipéteses do Teorema 1.5 sdo satisfeitas e ug € L*(Q)

¢ dado, existe v € L*™(w x (0,T)) tal que a solugio u do problema

u—Au+ fly" +u) - fy) =0ls em @,
u=0 sobre X, (3.76)
u(z,0) = ug(x) em S,

estd definida globalmente e

u(-,T) =0 em .

Demonstraremos o Lema 3.15 a partir de uma aplicacao do Teorema do Ponto
Fixo de Kakutani (Teorema 2.10) e do Teorema 3.8.

Demonstracao da Lema 3.15:
Sejam T" > 0, y* e f satisfazendo as hipdteses do Teorema 1.5. Como y* é

limitada existe constante k* > 0 tal que
ly*| <K em Q.
Denotemos por M (k*) o méximo da fungao f no intervalo [—k*, k*], ou seja,

M (k) = max | £(s)]

|s|<k*

A seguir, dividimos a demonstracao em trés casos.
Primeiro caso: uy € C%?(Q) para algum § € (0,1) e f € CY([—k*, k*]).

Definindo ¢ : [—k™, k"] x R — R por

fs+h)—f(s)
g(s, h) = h eh 7o
1'(s) se h =0,
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segue que g é continua pois f € C([—k*, k*]).

Observamos que, para cada & > 0, existe uma constante C¢ = C¢(k™, f) > 0 tal
que
90y (1), WIS < Ce +EIn(L+ [h), ¥ (2,1) € Q, h € R. (3.77)

De fato, como por hipétese

. fth)y
[hl=o0 B In? (1 + |A))

existe h(¢) tal que h(§) > k*+1>0e

‘f(hh) < 25321113(1 +|]), V] > h(g). (3.78)

Seja L(k* + 2h(&)) constante de Lipschitz de f no intervalo [—k* — 2h(€), k" + 2h(£)].

Assim, pela definicao de g temos que

l9(y" (. 2), )| < L(E™ 4 2h(€)), V (x,t) € Q, || < 2h(E). (3.79)

Por outro lado, para cada |h| > 2h(§), utilizando que h(§) > k* 4+ 1 e que
M(k*) > |f(s)], para todo s € [—k™, k*], temos que

By = ‘f(y*(flat) +h) - f(y*(%t))‘

l9(y" (z,1), Y

) ‘f@*@,w +h>‘ 1
- h

+ a0 )

Utilizando que h(§) > k™ + 1 e que M(k*) > |f(s)|, para todo s € [—k™, k"], temos que

f(a)
|t

1

“(z,t),h)] <
9" (.0, )] < max e

3 <lal<|hl+k*

M),V (z,t) € Q, |h| > 2h(€).

Observamos ainda que

la| < |h| + K7, 1 3
— Jal < Jhl + h(©) < [b] + Ll = 2.
|h| > 2h(€).
Logo,
3 1
o @ <> max |14 L) v €0 hl > 20().
2 Bljaj<ipi+re| @ | 2K

Substituindo (3.78) na ultima desigualdade deduzimos que

3
2

1
max  |In?(1+ |a])| + =M (k")

(z,t),h)] <
l9(y*(z, 1), )| < € w X Ve
3

2

<& 21+ |+ k) + gz*MUf*), V(z,t) € Q, [h] > 2h(5).  (3.80)
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Definindo a constante

Ce = max{L(k* +2h(¢)), 2;z\ﬂk*)}

concluimos por (3.79) e (3.80) que
9(y* (,t),h)| < Ce + €2 n2(1 + |h] + k), ¥ (2,) € Q, h € R.
De onde segue que
9y (@, 8), ]F < (Ce+ €23 (L+ [B] + K7))’
+&In(1 + |h| + k7)

+ k" 4+ EIn(1 + |h)
e +&In(1+ |h]), V(z,t) € Q, h € R,

INIA
MCS\‘M MCE\‘I\)

IN
9

com Cg = 6? + ¢k dependendo somente de &, k™ e f. Portanto, (3.77) é valido.

Denotemos por R > 0 uma constante a ser fixada posteriormente e T : R — R
a fungdo truncamento
s se |s| < R,
Tr(s) =
Rsgn(s) se|s| > R.
Assim, para cada z € L*°(Q), consideramos o problema
Ut — Au + g(y*a TR(’Z>)u = ﬁlw €m Qa
u=0 sobre X2, (3.81)
u(z,0) = ug(x) em ().
Pela definigao da funcao truncamento, T, e por (3.77) segue que ¢g(y*, Tr(z)) € L=(Q).
Definindo
7 = win{ 7 lg(y", To2) 1 01 (v Trl=)l 1 ) (3.82)
e aplicando o Teorema 3.8 com T' =T, a = g(y*, Tr(2)) € yo = up obtemos um controle

v, € L®(w x (0,77)) tal que

1 * * l * *
lodlimteronsy < oxp(C (14 5+ T2+ (T + TNty TelDllimc@

2
g™ T~ ) ) oo (389
e a solucao u do problema
up — Au+ g(y*, Tr(2))u =v,1, em Q x (0,77),
u=0 sobre 992 x (0,T}), (3.84)

u(z,0) = ug(x) em 2,
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satisfaz u(-,7;) = 0 em €.
Para cada z € L*(Q), definimos A(z) C L*(w x (0,7)) o conjunto das

extensoes a zero dos controles v, no intervalo [0,7]. Assim, dado v, € A(z), temos
pela definicao de 77 em (3.82) e pela estimativa (3.83) que existe constante positiva

C*=C*"(Q,w,T) tal que

2
ol onomy < exp(C7 (14 9", Ta @) ) luollizer  (385)

Agora, definimos A(z) C Z o conjunto das solu¢oes do problema (3.81) associados aos

controles v, € A(z). Portanto, se u, € A(z), entdo u, = 0 em Q x (77, T). Particularmente,

u,(-,T) =0 em €. (3.86)

Visando aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Kakutani definimos a aplicagao

U L¥(Q) = P(L¥(Q))
z— A(2)

e provaremos os seguintes fatos:

(i) Para todo z € L>(Q), A(z) é ndo vazio, convexo e fechado.

(ii) Existe K C L*(Q) nao vazio, convexo e compacto tal que A(z) C K, para todo
z € K.

(iii) W possui grafico fechado.

Primeiramente, provaremos o item (i).
Dado z € L*™(Q) temos que A(z) é ndo vazio por defini¢ao.

Agora, sejam A € [0,1] e ul,u? € A(z) associados aos controles v}, v? € A(2),
respectivamente. Entdo, pela linearidade do problema (3.81), u, = (1 — Mul + \u? é
solucdo de (3.81) associado ao controle v, = (1 — vl + \v?. Caso v, € A(z) concluimos
que (1 — Nul + M2 = u, € A(z) e portanto A(z) é convexo.

2

Basta entdo provar que v, € A(z). Observamos que uma vez que ambos v! e v?

satisfazem a estimativa (3.83) segue pela desigualdade triangular que v, satisfaz (3.83).
Além disso, sejam u' e u® as solucdes do problema (3.84) associadas a vl e v?, respectiva-
mente. Entdo u' (-, TF) = v?(-, TF) = 0 em Q. Assim, u = (1—\)u'+ u? é a solucio de (3.84)
associada a (1 — A)vl + M? = v, e satisfaz u(-, T) = (1 — Nu' (-, TF) + \(-, TF) = 0 em
2. Logo, v, € A(z).

Por fim, demonstraremos que A(z) é fechado. Seja {ul},>1 C A(z) uma

sequéncia convergindo em L>(Q) para algum u. Se {v]'},>1 C A(z) é a sequéncia dos
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controles associados, deduzimos que tal sequéncia ¢é limitada pela desigualdade (3.85).
Entao pelo Corolario 2.3 existem uma subsequéncia ainda denotada por {v”},>; e uma

funcao v € L*(w x (0,7")) tais que v — v fraco-*x em L*(w x (0,7)).
Por outro lado, pelo Teorema 2.49 temos que
{ul}p>1 C {ulu € L*(0,T; Hy(Q)),u, € L*(0,T; H'(Q)} = F

e a sequéncia {u’ },>; é limitada em E. Entao pelo Corolario 2.5 existem uma subsequéncia
ainda denotada por {ul},>1 e w € E tais que u — w fraco em E. Como consequéncia
do Teorema 2.43, temos que H} () << L*(2). Logo, aplicando o Teorema 2.48 com
Ey = H)(Q), By = L*(Q) e By = H () obtemos que E < L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q).

Portanto, {u”},>; converge fortemente para w em L*(Q) pelo Teorema 2.13.

Resumindo
v Su em L®(w x (0,7)),

z

u’ = w em L*(Q).

Assim, procedendo de maneira andloga ao que foi feito na demonstracao do
Teorema 3.8 a partir de (3.73) deduzimos w é solucao de (3.81) associada ao controle v.

Pelas convergéncias da sequéncia {u },>1 temos que u = w q.t.p..

Logo, para concluir que A(z) é fechado basta provar que w € A(z). Mas como
w ¢é solu¢ao do problema (3.81) associado ao controle v resta mostrar que v € A(z). De

fato, v satisfaz a estimativa (3.83) pois pelo Teorema 2.1 segue que
[0l oo @ (0.7y) < Hminf [[07]] oo (e 0.17)

e cada v} satisfaz a estimativa (3.83) pois {v”},>1 € A(2). Denotando por @" a solugdo do
problema (3.84) associada ao controle v e procedendo novamente como na demonstragao

do Teorema 3.8 obtemos que

v Su em L®(w x (0,T7)),
" —7 em L*0,T7; Hy (%)),
uy = em L*(0,T5; H (),
em que ¥ é solugao de (3.84) associada ao controle v.
Pela definigao de solugao fraca para o problema (3.84) associado ao controle v7

temos que

Tz Tz
/0 (W 0) g1y + (AT, AW) 12(q) + (9(y", Tr(2))U", W) 12(0) :/0 (v 1w, W) 2(),
(3.87)
para toda w € L*(0,T7; Hy(9)). E pela defini¢io de solugio fraca para o problema (3.84)

associado ao controle v, deduzimos que

T £
/0 <ﬂt, w>H—1><Hé + (Aﬂ, A@)LQ(Q) + (g(y*, TR(Z))E, W)LQ(Q) = /0 (Ulw, W)Lz(g), (388)
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para toda w € L*(0,T7; Hy(Q2)).

Y z)

Agora, integrando por partes o primeiro termo da integral a esquerda nas
igualdades (3.87) e (3.88) segue que

T2
/0 —(Wy, 0" ) 1wy + (AT, AW) p20) + (9(y", Tr(2))0", W) 2(q)

Tz
= [T @@ — @ T T e,

(3.89)
T
/0 (W4, W) g1y + (AT, AW) 12() + (9", Tr(2))8, W) L2(0)
T
:/0 (v, @) 20y — (@(, 17), W(+, T7)) 2(0)
(3.90)

para toda w € L*(0,T; Hy(2)) com w(-,0) = 0.
Como v € A(z), entdao uw"(-,7;) = 0. Agora, substituindo @"(-,77) = 0

em (3.89) deduzimos que
T*

z

T
/0 _<wt7ﬂn>H—1><Hé + (Aﬂn, A@)Lz(ﬂ) + (g(y*,TR(z))ﬂ”,w)Lz(Q) = /0 (U:lw,w)L2(9)7

para toda w € L*(0,T7; H}(Q2)) com w(-,0) = 0. E passando o limite n — 0o na igualdade

acima concluimos que

T T
/0 —@tﬁ)H—leg + (A%, AW) 1210y + (9(y", Tr(2))0, W) 2() = /0 (v1y, W) 120,

para toda w € L*(0,T7; Hy(2)) com w(-,0) = 0.

) z)

Comparando a ultima igualdade com (3.90) obtemos que
(ﬂ('v T;),@(-, T;))LQ(Q) =0,

para toda w € L*(0,T; Hy(2)) com w(-,0) = 0. De onde segue que @(-, T,") = 0, ou seja,

Y z)

v € A(z) e finalizamos a demonstragao do item (i).
Na sequéncia provaremos o item (ii).

Seja z € L™(Q). Para todo u, € A(z), associado a um v, € A(z), podemos
substituir a desigualdade (3.85) na estimativa (2.1) do Teorema 2.53 obtendo

el (@ < exp(C (141196 Tz~ + 96" Ta() (o)) )

Por outro lado, temos por (3.77) e pela defini¢do da func¢ao truncamento Tx que

9(y", Tr(2))|5 < Ce + E(1+ R) em Q.
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Portanto, pelas duas tltimas desigualdades
[Jus]| (@) < exp(C(1+ (Ce +En(1+ R))? + Ce + EIn(1+ R))).
De onde, existe » > 0 que nao depende de z tal que

[z][2o@) <7

Logo, u, € B(0,r) para qualquer z € L>(Q). Concluimos entao que A(z) C
B(0,7), para todo z € L™(Q).

Por outro lado, pela regularidade parabdlica dada pelo Teorema 2.54 segue

que | J A(z) ¢ limitada em um espago C%*5(Q), para algum 0 < a < . E como
2€B(0,r) o
consequéncia do Teorema 2.24, C%*2(Q) << L™. Assim, deduzimos que existe um

compacto Ky C L>(Q) tal que

U A(z) C K.

z€B(0,r)

Definindo K = B(0,r)N Ky concluimos que K é nao vazio, convexo e compacto
tal que A(z) C K para todo z € K.

Por fim, demonstraremos o item (iii).

Seja {z, }n>1 uma sequéncia convergindo fortemente para um z em L*(Q) e
{u?},>1 uma sequéncia convergindo para um u em L*(Q) tal que ul € ¥(z,) = A(z,),

para todo n > 1. Consideramos v? € A(z,) os controles associados a u’.
Para concluir a demonstracao do item (iii) basta provar que u € ¥(z) = A(2).

Observamos que a sequéncia {g(y*, Tr(2,))}n>1 é limitada em L*(Q) pela
estimativa (3.77). Assim, segue pelo Coroldrio 2.3 que existe subsequéncia ainda denotada
por {g(v*, Tr(zn)) }n>1 € G € L*(Q) tal que g(y*, Tr(2,)) — G fraco-x em L*(Q). Entao,
pela continuidade de g e pelo fato de z, — z q.t.p., temos que G = g(y*, Tg(2)). Ou seja,
9y, Tr(2zn)) — g(y*, Tr(2)) fraco-x em L*°(Q). Agora, procedendo de maneira andloga

ao que foi feito no item (i) concluimos que u € A(z) = ¥(z).

Por (i), (ii) e (iii) a aplicagdo W restrita a K satisfaz todas as hipdteses do
Teorema do Ponto Fixo de Kakutani. Logo, existe um ponto fixo u € L*(Q), ou seja,
u € ¥(u) = A(u). A seguir demonstraremos que existe R > 0 tal que todo ponto fixo u de

U satisfaz a seguinte desigualdade

lullz@) < R. (3.91)

Seja u ponto fixo de ¥ associado a um controle v € A(u). Pelo Teorema 2.53,

[ul| (@) < exp(T5 g (", Ta(w))l|L=@) ) 1tol = (0)
+ T exp (T3 |9y, Ta(u)| @) ) 10]] 2 wx 0.1
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Utilizando (3.82) e a ultima desigualdade obtemos que

2
lullz~e) < exp(Tllg(y" Ta(w)llj=g ) (ol (@) + T1lol = axt0)
2
< exp (C(l +1l9(y", TR(U))|!Zoo(Q>>> (llol o) + o]l xcom) )

em que C'= C(Q,w,T) > 0 é uma constante.

Substituindo a estimativa (3.85) na desigualdade anterior temos que

2
lulliei@) < exp(C(1+ 119" Ta)ll i o)) Ylwollicor
em que C'= C(Q,w,T) > 0 é uma constante.

Usando a desigualdade (3.77) e o fato de |Tg| < R deduzimos que

[lulle @) < exp(C(1 + Ce + EIn(1 + Tr(u))))||uol L= (@)
< exp(C(1 4 C¢ + EIn(1 + R)))|Juol| =)
= exp(C(1 + Ce)) (1 + R)™|luol| =0,

em que C' = C(Q,w,T) > 0 é uma constante.

Tomando £ > 0 pequeno o suficiente tal que £C' < 1 podemos definir
o C(1+Cy) —ec
R:= max{l,QlEC exp (1—50 ||l |10y ¢-
Logo,

lullL=(@) < exp(C(1+ Ce)) (L + R)*|Juol| (o)
< exp(C(1 + Co))lluol| o (o) (2R)*

L e 13¢]
Portanto, existe u € L>(Q) tal que a estimativa (3.91) ¢ satisfeita. Ou seja,
existe 0 € A(u) C L™(w x (0,7T)) tal que u é solugdo do problema (3.81). Mas, pela
estimativa (3.91) e as defini¢oes de g e Tg, segue que u é solu¢ao do problema (3.76). E

pela condicao (3.86) concluimos que
u(-,T) =0 em .
Assim, o resultado segue neste primeiro caso.

Observacao 3.16. A constante R definida anteriormente depende somente de ), w,
||wol|Loo (), flry (= k), M(K*), L(E*+1) e T. Logo, as estimativas encontradas envolvendo

as normas ||ul|Le(q) € ||9||rwx(o,r) dependem somente destes termos.



Capitulo 3. Controlabilidade exata a trajetdrias 89

Segundo caso: uy € C°(Q) e f é localmente Lipschitz

Pelo Teorema 2.18 existe uma sequéncia { f,, },>1 de fungoes localmente Lipschitz
tais que f, € C*([=k*,k*]), f = foem R\ (=k* — 1,1+ k%), f e as f, possuem a mesma
constante de Lipschitz em [—k* — 1,1+ k*] e

f= lim f,

n—oo
sendo que o limite é uniforme em R.

Como uy € C°(Q) podemos aplicar o Teorema 2.21 para obter 3 € (0,1) e
fungoes uy € C*P(Q) tais que
to = A%, Yo,

sendo que o limite é uniforme em €.

Dessa maneira, cada par (f,,uq) satisfaz as condigoes do primeiro caso ja

demonstrado. Entao existem 0,, € L>(w x (0,7)) tais que as solugoes u,, dos problemas

(Un)e — Aup + fu(y" + un) — fuly") = 91, em @,
Uy =0 sobre 2,

un(x,0) = ugi () em €,

satisfazem

un(+,T) =0 em €.

Pelas estimativas (3.85) e (3.91), as defini¢oes das fungdes f,, uj e a Obser-
vagao 3.16 obtemos que ||0p ||z (wx(0,7)) € ||tnl||z(@) sa0 uniformemente limitadas. Mais
uma vez utilizando o mesmo procedimento usado na demonstragao do Teorema 3.8 e do
item (i) no primeiro caso encontramos v € L*(w x (0,7)) e u solugao do problema (3.76)

associado ao controle 9 satisfazendo
u(-,T) =0 em .

Portanto, o resultado é valido neste caso.

Terceiro caso: ug € L*(Q2) e f é localmente Lipschitz

Pelo Teorema 2.52 existe 0 < ¢ < T tal que o problema

wy —Aw+ f(y" +w)— fy*) =0 em Q x (0,¢),
w =0 sobre 99 x (0, ¢),

w(z,0) = up(zx) em €2,

admite tnica solugdo em C([0, ], L*()).
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Definindo 9, = 0 em w x (0,¢) temos que o problema

wy—Aw+ f(y' +w) — fy") =011, em Q x (0,¢),
w =0 sobre 992 x (0, ¢),

w(z,0) = up(x) em 2,

admite tnica solugdo w em C([0,¢], L*(Q)).
Por outro lado, w(-, <) € C°(Q) pela regularidade parabélica (Teorema 2.54).
Consideremos entao o problema
wy — Aw+ f(y*+w) — f(y*) =021, em Qx (g,7T),
w=0 sobre 0§ x (g,T),

w(x,e) = w(z,e) em ().

Como w(-, &) € C°(Q2), podemos aplicar o resultado obtido no segundo caso.

Entao existe controle 9, € L™ (w X (¢,T)) tal que a solugdo w do problema

acima satisfaz
w(-,T) =0 em €.

Assim, dado o controle 9 € L>(w x (0,7")) definido por

01, sete€(0,¢e),

>
I

U9, caso contrario,

temos que
w, sete(0,¢),
w, caso contrario,

é solucao do problema

w — Au+ fy*+u) — fy*) =01, em Q x (0,7),

u=0 sobre 99 x (0,7),
u(z,0) = ug(x) em €2,
e satisfaz
u(-,T) =w(-,T) =0 em Q.
Concluindo a demonstracao do terceiro caso e da Lema 3.15. |

E para finalizar o capitulo demonstraremos o Teorema 1.5. A ideia da demons-
tracao é a partir de uma mudanga de varidvel transformar o sistema (1.1) em um sistema

como o do Lema 3.15.
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Demonstracao do Teorema 1.5:

Pelas hipéteses do Teorema 1.5 existe y* uma solugao limitada e globalmente
definida do problema (1.1) com respeito a um controle v* € L*(w x (0,7)) e condi¢ao
inicial g5 € L*(Q2). Definindo a mudanca de varidvel u = y — y* temos que y é uma solugao
de (1.1) se, e somente se, u é solu¢ao do problema (3.76) em que o = v—v* € L= (wx (0,7T))
e ug =yo — v € L*(Q).

Assim, dado yo € L*(2), observamos que uy = yo — ¥4 € L*(2). Entao, pelo
Lema 3.15, existe 0 € L>(w x (0, 7)) tal que a solucdo u de (3.76) estd definida globalmente

e
u(+,7) =0 em Q.

Logo, y = u + y* é solugao do problema (1.1) definida globalmente com controle v =

b+ v* € L®(w x (0,7)) e condicdo inicial gy = ug + v € L*(Q). Notamos ainda que

Portanto, o sistema (1.1) possui a propriedade da controlabilidade exata a trajetérias no
tempo 7T |
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Capitulo 4

Controlabilidade aproximada

Ao longo deste capitulo estudaremos o problema (1.1) do ponto de vista da
controlabilidade aproximada e demonstraremos dois resultados principais. O primeiro
garante a existéncia de fungoes f de maneira que, para cada 0 < T' < 0o, o problema (1.1)
nao possui a propriedade de controlabilidade aproximada. J& o segundo estabelece condigoes
sobre a fungao f e sobre a existéncia de uma solugao limitada e globalmente definida de (1.1)

de maneira que o problema (1.1) possui a propriedade de controlabilidade aproximada.

4.1 Um resultado sobre a falta de controlabilidade aproximada

Esta secao é dedicada a demonstracao do Teorema 1.7 que garante a nao contro-
labilidade aproximada do problema (1.1) para uma classe de fungdes f. Sua demonstragao é
baseada nas contrugoes feitas ao longo da demonstracao do Teorema 1.4 e a principal ideia

da mesma ¢é encontrar uma limitagao uniforme para os estados finais do problema (1.1).

Demonstracao do Teorema 1.7:

Definemos a fun¢ao f : R — R por

fs) = /O (1 + |ul) du, (4.1)

com p > 2. Consideremos p € C;°(€2) uma fungao nao negativa satisfazendo as condigoes

em (3.11) dada pela Proposigao 3.3.

Procedendo de maneira analoga ao que foi realizado na primeira parte da
demonstracao da Proposi¢ao 3.1 observamos que f(0) = 0 e f é localmente Lipschitz.
Além disso, como a aplicagao s — f(|s|) coincide com a fungao definida em (3.1) temos
que

|f(s)] ~ |s| InP(1 + |s]) quando |s| — oo.

Portanto, f satisfaz as hipéteses do Teorema 1.7.
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Dados yo € L*(Q) e v € L®(w x (0,T)), denotemos por y a solucao do
problema (1.1) associada a fungao f, o controle v e a condigao inicial yo. Multiplicando a
equagao em (1.1) por psgn(y), integrando sobre 2, usando que p =0 em w por (3.11) e
que sgn(y) f(y) = f(ly|) pela definigdo da fungdo f em (4.1) obtemos

/stgn(y)ytda:—/stgn(y)Aydx+/stgn(y)f(y) dw:/gpsgn(y)vlw dx

c;it/gp‘y’dx:Apsgn(y)Aydx—[)pf(\y!)dx- (4.2)

Por outro lado, aplicando o Teorema 2.67 sobre o operador A(-) e y, obtemos

a seguinte desigualdade.

/stgn(y)Ayde /QPA(IyI)dw

Substituindo a desigualdade acima em (4.2) temos que

d
= plylde < [ pA(yl e~ [ () do

Aplicando a terceira identidade de Green (Teorema 2.64) na primeira integral
do lado direito, usando que y = 0 em X pois é solugao de (1.1) e que p = 0 em 0 pois
p € C5°(£2) chegamos em

d
5 Lolide < [ lwlapde = [ pf(ly]) de. (43)

A aplicagdo s — f(|s]) coincide com a funcao definida na Proposigao 3.1
por (3.1). Denotando por f a conjugada convexa da aplicacio s — f(|s|) segue pela

demonstra¢ao do Teorema 1.4, mais especificamente pela desigualdade (3.17), que

/|y|Af’d93< /pf lyl) d:v+2/ (2’AP’>

Entao, substituindo a ultima desigualdade em (4.3), obtemos

dt/p!y\dw_ 2/ <2|Ap|>d —*/pf [yl) d

Mas como p satisfaz as condigdes em (3.11) a primeira integral do lado direito

da desigualdade acima ¢ finita. Logo,

d 1

= - <

dt/ﬂp\yldaer 2/pr(lyl)dfv_ C,
com C' = C(Q,w,p) < oc.

Como s — f(|s]) é convexa e p é ndo negativa e tal que / p(x)dxr =1, pois
0

satisfaz (3.11), entdo podemos aplicar o Teorema 2.55, obtendo

£( [ olvldz) < [ pfilyl) do
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Portanto, pelas duas tltimas desigualdades temos que

d 1
dt/ﬂply\dw+2f</ﬂp|y\dx) <C

Definindo z(t) = /Qp(a:)\y@, t)| dx segue que
2(0) + 5 f(:(0) < C.

Por outro lado, pela definicao de z e pelo fato de p ser ndo negativa obtemos
que z(t) > 0, para todo t. Entao, pela definicao de f dada em (4.1), f(z(¢t)) > 0, para

todo t. Concluimos que

Z(t) < C.
Integrando em ambos os lados sobre (0,7") obtemos que
[ @yt Tl de = 2(T) < CT = 2(0) = CT = [ p(e)lw(w)de = ', (14)
com C'(Q,w,T) constante que nao depende do controle v.

Logo, fixando yy € L*(2) e y C 2\ @ compacto tal que p|o, ndo se anula
temos pela desigualdade (4.4) que

Iy (-, )| L1 00) < Co,

com Cy(Q,w, T, p) constante que nao depende do controle v. Ou seja, o conjunto dos

estados finais restritos ao compacto €y ¢ uniformemente limitado em L' ().

Consideramos entdo ¢ > 0 dado. Tomando y; € L*() tal que 1]l o) >
|QO|%€ + Cy deduzimos que, para qualquer y solugao de (1.1) associada a yo fixado e um
controle v € L™ (w x (0,7)),

y(T) = wnllez) = 1y T) = il 2200
_1
> Q]2 y(, T) — y1ll 21 (00)
_1
> Q0] 2([lyall 210y — 1Y T L))
> Q]2 (1] 2e + Co — C) =.
Para obter a segunda desigualdade acima foi usado o Corolério 2.34. Portanto, o pro-

blema (1.1) ndo possui a propriedade da controlabilidade aproximada para o tempo
T > 0. |

4.2 Um resultado afirmativo sobre controlabilidade aproximada

Em contrapartida ao Teorema 1.7, nesta se¢do provaremos o Teorema 1.8, que
é um resultado afirmativo sobre a controlabilidade aproximada para o problema (1.1). A

ideia da demonstragao é simples e segue a partir de aplicacoes do Teorema 1.5.



Capitulo 4. Controlabilidade aprorimada 95

Demonstracao do Teorema 1.8:
Por hipotese temos que

5(8)
|s[In2 (1 + [s])

— 0 quando |s| = oo.

Entao existe uma constante C' > 0 tal que
3
[f(s)] < C(1+[s[In2 (1 + [s]))), (4.5)

para todo s € R.
Caso 1: Consideremos neste caso que 3y € L*(Q), y1 € C*(Q) e ¢ > 0 sdo dados. Definimos

ainda o problema auxiliar
u—Au+ fu) =0 em Qx (T —46,T),
u=>0 sobre 09 x (T —9,T), (4.6)
w(z, T —9) =y (x) emQ,

para todo 0 > 0 suficientemente pequeno.

Segue do Teorema 2.52 que o problema (4.6) possui uma tnica solugao u €
C([T —4,T), L*()) essencialmente limitada para algum § > 0 que depende de ||y1||72(q)
e da constante C' em (4.5). Usando que u € C([T — §,T], L*(£2)) é essecialmente limitada

podemos escolher ¢ suficientemente pequeno de maneira que

[u(-,T) = willz2e) <, (4.7)
com 0 dependendo de €, ||y1]|r2(), C e e. Fixamos entao ¢ e v de maneira que u é solucao
de (4.6) satisfazendo (4.7).

Agora, pelo Teorema 1.5 existe controle v; € L*(w x (0,7 — 0)) tal que a
solucao do problema
yi — Ayt 4+ flyh) =vly, em Q x (0,7 —9),
y' =0 sobre 02 x (0,7 —9),
y'(z,0) = yo(z) em €,
satisfaz

yl('>T - 5) = y*(aT - 5) em (2.

Novamente pelo Teorema 1.5 existe controle v € L™ (w x (T'—6,T)) tal que a

solucao do problema
v =AY+ (YY) =wls em Qx (T—=4,T),
y> =0 sobre 09 x (T —4,T),
Y22, T—6) =y (@, T =) em Q,
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satisfaz
yQ('7T) = U(,T) em (1.

A aplicagao do Teorema 1.5 nestes dois casos é possivel pois ¥*[ax(,r-s) €
Y*|ax(r—s1) sdo solugdes limitadas dos problemas anteiores associadas as condigdes iniciais

Yo e y* (-, T — 0) e aos controles v*|,x(0,7—s) € V'|wx(r—s1), Tespectivamente.

Assim, definindo o controle v € L*(w x (0,7")) por

vy sete (0,7 —59),
vy sete (T —6,T),

v =

segue que
y' sete(0,T—9),
y? sete (T —6,T),

é solugdo do problema (1.1) associado & condigdo inicial yy e controle v. Além disso,
y(-T) = *(T) = u(-,T) em Q.
Concluimos por (4.7) e pela igualdade anterior que
y(-,T) = yil|r20) < e.

Portanto, o resultado de controlabilidade aproximada foi provado para o caso
em que y; € C'(Q).

Caso 2: Consideremos agora que yo € L*(Q), y1 € L*(Q) e ¢ > 0 sdo dados.
Usando que C'(2) é denso em L*(Q) existe 7, € C*(Q) tal que

B €
llyr = 1l 22 ) < 7

Mas pelo primeiro caso existe controle v € L*(wx (0, T)) tal que a solu¢ao do problema (1.1)

associada a condic¢ao inical yg e controle v satisfaz

y(-T) = Gllz2) <

DO | ™

Deduzimos entao pelas duas ultimas desigualdades que
Ny, T) = yillrz@) < v = Tillrze) + (5 T) = Gillr2@) < e

Logo, o problema (1.1) possui a propriedade da controlabilidade aproximada

no tempo 7T |
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Este trabalho teve como objetivo principal estudar as propriedades de controla-
bilidade exata a trajetérias e controlabilidade aproximada do problema (1.1). No decorrer
da dissertagao foram encontradas condic¢Oes suficientes, em especial sobre a fungao f, para
que o sistema (1.1) possua ou nao tais propriedades. A partir disto foram demonstrados
quatro principais resultados que dizem respeito as propriedades de controlabilidade do pro-
blema (1.1). Sendo dois destes resultados de controlabilidade (Teorema 1.4 e Teorema 1.7)

e dois de ndo controlabilidade (Teorema 1.5 ¢ Teorema 1.8).

Precisamente, segue do Teorema 1.4 e do Teorema 1.7 que existem fungoes f

satisfazendo a relagdo de equivaléncia
()] ~ |5 In?(1 + |s]) quando || — oo, (5.1)

com p > 2, tais que o sistema (1.1) ndo é exatamente controlavel a trajetérias e nao é
aproximadamente controlavel, para cada 0 < T < co. No artigo de Ferndndez-Cara [12,
Section 6.2] é discutida a questao da equvaléncia (5.1) nos casos p < 2 e 0 motivo pelo qual,

nestes casos, as demonstragoes do Teorema 1.4 e Teorema 1.7 nao podem ser estendidas.

Por outro lado, pelo Teorema 1.5 e pelo Teorema 1.8, dado 0 < T < oo e

y* uma trajetéria limitada e globalmete definida de (1.1), se f satisfaz a condi¢ao de

;f(S)
|s[In2 (1 + [s])

entdo o sistema (1.1) é exatamente controlavel a trajetorias e é aproximadamente controlavel.

crescimento
— Oquando |s| — oo, (5.2)

A hipoétese de existéncia de uma solugao limitada e globalmente definida é necessaria uma
vez que, caso contrario, sem uma solucao global a Definicao 1.3 e a Definicao 1.6 perdem o

sentido.

3
Considerando f satisfazendo a condi¢ao (5.1), com p < 5 f satisfaz tam-
bém (5.2). Portanto, para fungoes f respeitando a relagao de equivaléncia (5.1) e supondo

que o problema (1.1) possui uma trajetéria limitada pode-se concluir que (1.1) é exata-
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3
mente (e aproximadamente) controlavel se p < 5 nao é exatamente (e aproximadamente)
controlavel se p > 2. Neste caso nao é possivel afirmar algo em relacao a controlabilidade
do sistema (1.1) a partir dos resultados apresentados anteriormente se 3 < p < 2, sendo

este um problema em aberto no momento.

. 3 . o .
Além do caso em aberto para 5 < p < 2 ¢ interessante discutir extensoes destes
resultados de controlabilidade para modelos semi-lineares mais gerais. Ou seja, buscar

entender se os resultados aqui obtidos podem ser estendidos para problemas do tipo

yr — div(A(z, 1) Vy) + g(z,t,u) = f(z,t) em Q,
y=0 sobre X3,
y(x,0) = yo(x) em (),
com A uniformemente eliptico e g Lipschitz. Outras possiveis extensoes dizem respeito a

controlabilidade associada a condicao de fronteira, condi¢Oes iniciais em espagos L? para

q # 2, entre outras.
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APENDICE A

Desigualdade de Carleman global

Nesta secao demonstraremos a desigualdade de Carleman global (Proposi-
¢ao 3.5). Para isso, consideramos as notagoes da Definigao 3.4. Além disso, utilizaremos
a seguinte notagao de Einstein para as derivadas parciais com respeito as coordenadas

espaciais.

Notacao A.1 (Notagao de Einstein). Seja f : R" — R fungdo suave. Denotaremos

por O0;f a somatoria das derivadas parciais da funcdo f, ou seja,

_v9f

Demonstragao da Proposicao 3.5:
Ao longo desta demonstracao utilizaremos as defini¢oes de 7, 7, p, ¢ e & dadas

na Definigao 3.4.

Sejam f € A e s > 0. Definindo as seguintes fungoes auxiliares ¢ = & °f,
h=0,f+Af e g= ® °h obtemos a seguinte igualdade

O (D(P*) + A(®*Y)) = D(0,f + Af) = *h = g.

Pela igualdade acima podemos escrever
Ty + 1o = g — spAg, (A.1)

sendo os operadores T} e T definidos por

Tvip = Onp + 25V - Vi,

(A.2)
Ty = AY + s°|Vo| "y + s¢0;0.
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De fato, temos que

0,9° = 9,(exp(s¢)) = sexp(s¢)0ip = s®°0;¢,
0; % = 0;(exp(sp)) = sexp(sp)0;p = sP°0;0,
D20° = 0,(s0;09°) = s0°F2¢ + 52D°(0,0)?,
Vo* = s9°Vo,

AD® = sP°A¢p + s°D°| Vo>

Portanto,

g— sYAp =P °h — spAp = D0, f + Af) — stpAg
= 079, (vP°) + A(D%)) — s A
= O 5(D0) + s D0, + P AY + 25DV - Vb + Y ®° (sA¢ + 52|V o|*))
— sYAg
= 00 + sY01p + AY + 25V - Vb + s A + 5% Vo[> — svAg
= O + 590y + A + 25V ¢ - Vb + 2|V |?
= O0) + 25V ¢ - Vb + A + 5100, + 52|V b
=T + Tr.

Pela igualdade (A.1) segue que
g — 5¢A¢Hi2(cg) =Ty + TWH?L?(Q) = HTWH%z(Q) +2(Th, Toy) + HTQwH2L2(Q)> (A.3)
em que (-, -) denota o produto interno em L?*(Q).

Usando a definicio do produto interno em L*(Q) temos que
(T Tt = | Ty T
_ 2 2 .
= [ vow + [ @AVoPvon + [ oo+ [ 2s86(V6- Vo)
3 2 2
+ [ 281V0Pu(Vo- Vo) + [ 280010(Vo - Vi)
= 1) + 25y + s*I3 + 25° I, + sI5 + 251, (A.4)

com

L= | M),

L= | Mu(V6- Vi),
L= | Vo0,
li= [ [VoP6(V6- Vi)
Iy = | (0wi6).

ls= [ $(00)(Vo- V0).
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Aplicando a primeira identidade do Teorema 2.64 na integral I; e usando que
=07 f=0em X, pois f € A, deduzimos que

t=T

I = /Aw o) = /vw V(0) +/ @w :—f/ O Vyl? =

Por outro lado,
Vip = fV(Q7°) + 7V f = fV(exp(—5¢)) + exp(—s@)V f = exp(—s¢)(V[ — sfV¢).

Como ¢ = entdo |Vi)|?> = 0 quando t — 0 ou t — 7. Logo,

P
HT — 1)

Integrando por partes sobre a variavel temporal a integral I3 chegamos em

L= [ [VoPu(aw) = 5 [ awP)IVel == [ [wPavep) +

Por um argumento similar ao utilizado em I; obtemos que |¢|*|Vé|> — 0 quando t — 0

out — T. Portanto,

1 2 2
I = —5 [ WPa(VeP) (A6)

Novamente integrando por partes sobre a variavel temporal a integral I5 obtemos

I = [ w@wow) =5 [ avP)oe = [ [wFoto+ 3 [

E mais uma vez segue por um argumento analogo ao que foi aplicado em I que (8tgb) [Y|? —

0 quando t — 0 ou t — T'. Logo,
1 292
—= : A.
AL (A7)
Aplicando o Teorema 2.65 na integral I, deduzimos que
1
= [ IVo/u(vo- Vo) = | (|V¢|2w-w2)
=5 [ (VePVo- Vi) = = [ WV (Vo0) + [ Ve[V v
A 1ltima integral do lado direito se anula pois ¢ = 0 em X. Logo,
1
L= —— / 27 . (IV2V).
1= =5 | ¥V (IVePV)
Calculando o divergente acima usando a notacao de Einstein temos que

V- (IV9]>V) = 8;(Ve|*8;0)
= 0;((0,¢)%9;0)
= 20,0;60,60;6 + (0:0)°0%¢
= 20,0;00,00;6 + |V 6[*A¢.
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Portanto,
1= [ (0060006 + JV6PAG) ol = [ (~00,6 — 5058000061 (A8)
0 iUj 1PUj 9 0 1Uj 2 iJ 1PUj
Mais uma vez usando o Teorema 2.65, desta vez em I, segue que
Iy = [ 4(00)(V6- V)
_ | p—_
SO
1
=5 [ (@)V6-96) = =3 [ 2V (@0)90) + 5 [ w0070 v
A 1ltima integral do lado direito acima se anula, pois ¢» = 0 em . Logo,
1 2
= —5 [, ¥’V (09) V).
Calculando o divergente acima usando a nota¢ao de Einstein obtemos

V- ((8:9)Ve) = 0:((0:0)0:9)

= 0,(01¢) i + (8:9) D} b
= 0(0:9)9i9 + (0:9)Ag.
Concluimos entao que
o=~ [ (0:010)0:6 + 06)30) VP (A9)

Por fim, aplicando o Teorema 2.64 em I, temos que

b= [ A6V V4) = - [ V(Vo-v0)- o+ [(Vo- V).

0
Como ¥ = 0 sobre X, entao 0;9 = —1/)1/1- sobre Y, em que v; é a i-ésima coordenada de v.

ov
Portanto,
oy oY
L(vVo-veyg = [(Vo- @, )5
(w5 )
= [(v6-0| 92
b
_/wwz
s ov|ov|’
Logo, )
B 86| 9
IQ——/QV(V(b~Vw)~Vw+/anaV .
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Por outro lado,
V(6 90) Vi = [ 0,0 Vo,
- /Q 0;(0: )00
_ /Q (9;0:001) + 9:00;0) D5
_ /Q 0;0,00:00;% + 3;60;00;1).

De onde segue que

/ 00,0000, + 900,019 +/

(A.10)

Usando mais uma vez a primeira identidade do Teorema 2.64 na integral abaixo

segue que
| (@ovowow = [ As(vi- V)

:_/w V(Y - Vi) +/vw Vi) ¢-

0
Como 0 = —wyi sobre Y temos que

ov
¢ oY 9Y\do 1/1 99
/(V"gb V@b) / ((91/ (‘31/) ov  Islov| ov
Concluimos entao que
| (dob)aau = -
Notamos ainda que
[ Vo V(e u) = | 960,V V)
= [ 2wd@au)
Portanto,
| (@os)awde = —2 | a0,
Isolando o primeiro termo a direita obtemos que
1 ou 09
- [ owvdvan = 5 [ (oo - [|158 2
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Substituindo a igualdade anterior em (A.10) chegamos em

0¢ |0
= [ 00,0000, + 5(A0h,)000,1 + 5 af ouf
_ Dot Lo nawas 4 L [ 22|20
= [ (0056 + 5(doss 0wt + 5 [ 5 (A1)

E substituindo as igualdades (A.5), (A.6), (A.7), (A.8), (A.9) e (A.11) em (A.4)

temos que

(T, Torp) = I + 251y + s*I3 + 25° I, + sI5 + 25% I

90|y’

2
S| 5 [ WePaver)

:23/( 00,0 + ~ (Am)) 0ipOyb + s /

v 250 [ (00,0 = 55,80 ) 00,0/~ [ 0ot
=5 [ (@00)00 + (010D
Substituindo a igualdade acima em (A.3) deduzimos que
lo = sv20la(a) = Ty + Tt By + 45 [ (~0030 + 5(8683) ooy
1 [ (<0050~ 56,80 )owo,eluf — o | |w|26t Vo)

0
ﬂ _p /Q [ [20%¢

~2¢° [ (D(00)00 + (00) M)l +2s [

Simplificando e reorganizando os termos

Tl + 1Ty +4s° | ~00,0000,010F +2s | 7
= llo — 5020l () +25° | (9(0:0)0,0 + (9:6)A0) |¢|2+4s | ddss0cso,
s [ @o)P ~2 [ (V0P — Vo) A0, (A12)

Por outro lado,

_ V(exp(ar))  aexp(ar)Va  aexp(ar)
Ve=- (T —t) (T —t) T —t)

0
Notamos ainda que ai < 0 sobre 0f2 pois n > 0 em 2 e 7 = 0 sobre 0f). Assim,

ov
d9 _ aexp(ar) __aexp(ar)dn
VOV E Ty VYT T T =) o =
sobre Y. Portanto,
¢ 8¢
> Ov|O0v
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Entao segue pela desigualdade acima e por (A.12) que

IT0llEa0) + 1Tl ag) +45° | ~00500i00,61u
< lg - s¥AG| B — 2 /Q<s|vw|2 — S|Vl Ad (A.13)

+26 [ (0:06)00 + ) ADNUT + 45 [ 001000050 + s [ (GFO)IuP

Definindo a func¢ao auxiliar g = exp(ar) temos que
T —t)
V= Vo= aexp(om')v
- T -0 "

Agora as integrais em (A.13) serdo estimadas. Segue pelo artigo de Ferndndez-
Cara [11, p. 508] que existem ap(Q2,w) > 1 e C(2,w) > 0 tais que

—Gﬁjgb&qﬁa]gb Z C@lVﬁP enm (Q \ w) X (O,T), Yo Z Q. (A14)
Como
P — _Qf(exp(om')) B _ozexp(om')afT + a2 exp(aT)(0;T)?
T HT -t tH(T —t) ’
entao concluimos que
2a7) atexp(2a7)| 1 2
Adl? = exp( A 2 212 _ A 2
A0 = G + a2V = eI Ay £ (9
atexp(2aT) /1 5\ 2
< ————M—= — .
< g (o180l + ()

Tomando a > 1 temos que a desigualdade abaixo ¢ verdadeira

C(Q,w)at exp(2ar7)
t2(T — )2

ot exp(2a7)
t2(T — )2

2
Agl? < (1an] + [VnP?)” <

2

t(T —1)

Percebemos que exp(ar(x)) > 1 para todo x € Q) e que > 1 para todo

t € (0,7T). Assim,

C(Q,w)a*T? exp(3ar)
t3(T —t)3

|Ag|* < = OT?*a*B% em Q x (0,T), Ya > ay. (A.15)

Agora, notamos que

1 a(0;) exp(ar)(T — 2t)
0i(0p) = —0, (t(T—t)) di(exp(ar)) = 2(T — t)? )
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Portanto,
a?(0;m)? exp(2a7)|T —2t|  o*exp(2a7)|T — 2t| )
a? exp(3ar)|T — 2t| 9
< C(Q,w)a*B|T — 2t|.
< O IV < C(@w)at T — 2
De onde segue que
10:(0,0)0i0| < CTa*B* em Q x (0,T), Vo > ay. (A.16)

Calculando 0,¢ obtemos

(T — 2t)(exp(aT) — exp(om'))'

O =~ 2(T —t)?

Dessa maneira chegamos em

1(0,6)A¢| = T — 2t|(eXP((Z;'()T—_e?)[:>))(ocT)) exp(ar)
< Ta?(exp(a7) — exp(at)) exp(arT)
B t3(T —t)3
< Ta eﬁ)((;v? :;p(aT)(m?ﬂ +vP)
< C(Q,w)Ta? exp(aT) exp(aT)
- (T — 1)?

|aAT + |V T

1
(1Al + V)
(0%

Por outro lado,

D 1
2T =371 <27 —3min7T = —max7 — 3min7 = <5max7'—6min7>

Q 2 0 Q 2 Q Q
1 1
= <5maxn—6minn+5K—6K> < (K-K)=0.
2 Q Q 2

3
Portanto, exp(a7) < exp(2a7(x)), para todo x € 2. Logo,

CTo?exp(2at)exp(ar) CTa’exp(lar)
#3(T — £)3 T BT —1t)

CTa? exp(3ar)

A

[(0rp)Ap| <

= OTa?*p3? (A.17)

em 2 x (0,7), Voo > ap.
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Agora, calculando 9?¢ temos que
1
20 =\ _ 2
016 = (o) — explar))F (s )
—2%(T —t)? — (T — 2t)(2T%*t — 6Tt* + 4t3)
t4(T —t)*

B _ 20(T — t)* + (T — 2t)(2T* — 6Tt + 4¢t?)
= (exp(aT) — exp(ar)) (T — )

2(—3t3 + 62T — 4T?% + T3
= (exp(oﬁ) — eXp(OéT)) ( +t3 (T _ t)4 i )

= (exp(aT) — exp(aT)) 2T - t)t;ng : f;t *3)

_2(T* — 3Tt + 3t*)(exp(aT) — exp(ar))
t3(T —t)3 ’

—(exp(aT) — exp(ar))

ou seja,
2|72 — 3Tt + 3t2
07¢| = | |

#3(T — )3

_ 2|T? — 3Tt + 3t 3
(exp(aT) — exp(aT)) < | BT — 1) | exp(om’)

Mas, para t € (0,7, temos que |12 — 3Tt + 3t*| < T?. Entdo

2
07| < M exp(3a7) < CT?B* em Q x (0,T), Ya > ap. (A.18)

Pelas desigualdades (A.14)-(A.18) podemos estimar as integrais em (A.13),
obtendo

T 22 T 22 C 3 V 3 2
Ty + Tl e + O’ [ 195
< llo = 5020l )+ | 0F0llf +25° | (1900000 + (00) Al
—|—48 818 8, o0 — 2 s|V 2—33V 2 QA
| 00,0000 2 [ (sIV0P — Vol vl Ag
< llg — sAdlfiaig) + C*Ta? [ |5PIP +CsT* [ [Pl
- 2/Q(syv¢\2 - s3yv¢|2|¢12m¢+45/Q(aiaj¢)ai¢aj¢, Yo > ag.
Notamos que
g — $¢A¢||L2(Q) (H9||L2 + ’|S¢A¢||L2(Q))2 < 2||9||%2(Q) + 2||31/1A¢||%2(Q)
= 2loliaq) +25* | 180P 01 < 2lgllfaq) + CT*s%a [ 18wl
Logo,
Ty +ITo¥l e + O [ 98P
< 2lolf3aq) + CST* [ BP0 + O (P + Ta?) | 18P |

—2 /Q<s|vw|2 — S|V Ad + 4s /Q (0:0;0) 0000, (A.19)
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para todo a > ay.

Por outro lado,

VB > Capf em (2\w) x (0,T), Va > ap. (A.20)

De fato, como |Vn| > 0 em Q \ w segue que
VA = aplVr| = aB|Vn| > C(Q,w)ab.
Caso a > g e 5 > ko(Q,w)(T? 4+ T) pela desigualdade (A.20) deduzimos que
O(s3(T%* + Ta?) + sTQ)/ BRI < Cat((T? + T)s? + T2s)

(2\w)x
< [ Bl
(Q\w)x(0,T)
T
< C’a32<(T2 +7T)+ >
Ko

< [ o B
(\w)x(0,T)

1 (1 1 .
< —as +— / \Y%
—C? ( Ko H%) m\w)x(o,T)' A

C(s*(T?a* + Ta?) + sT?) /

wx (0,7

Bl < cats (e ) [P

1 1
<cat(Lad) |B|3I¢|2-
Ko K§ ) Jux()

Entao, substituindo as duas tltimas desigualdades em (A.19) e reorganizando

os termos, segue que

1 1 1
T 2 T: 2 O— R _ 3 / V 3 2
1191 720) + IT20]|72(q) + ( Cg< + 2))5 a (Q\w)x(O,T)| Bl

"‘?0 %)
<ol + (5 + 5z )a's [ 8PP
B L@ Ko /-@0 x(0,T)
2 [ (sIVI — IV6PIAG +ds [ (00,0000,
para o > ag e 5 > ko(Q,w)(T? +T).

Para k suficientemente grande existe constante C' = C'(£2,w) > 0 tal que

T30y + | To|[F +(J3/ VAP
| 1¢HL2(Q) | 2¢||L2(Q) s (Q\w)x(O,T)| B[

<9 2, 4.3 31412 — 2 2 .3 21512 A
< Agllfug +Ca's’ [ 8PP 2 [ IVl — Vol uP)
+s [ (200,0)000,0. (A.21)
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para o > ag e s > HO(Q,W)<T2 + 7).

Para estimar a segunda integral a direita definimos
1= [ Ve = Vol uP) As
Percebemos entao que
I=s [ AVOP ts [ ~|VoPvuds
=5 [ DGV +s [ (~Towr + A0+ 5(00)0)00
=5 [ A1V 45 [ (T -+ A+ 5(00)0 - g+ swA0)vAg
= [ VUl + (A0 A0 + 52 [ G0l0IPA6+ s [ (T — g+ sA)wdo.

Para obter a segunda e a terceira igualdade acima utilizamos (A.2) e (A.1), respectivamente.

Aplicando o Teorema 2.65 e a primeira identidade do Teorema 2.64 nas integrais

abaixo, obtemos que
(V0P +eaeas = [ (A0 - (@Ve)
=~ [ V(80 (690) + [ 626V
— -5 ] V(a6)- v
=3 [ avotur 5 [Lopdod
— 5 | A%p.

Portanto,
=5 | A%+ 5 [ 00wPAs+s [ (T — g+ suas)vae
=5 [ (@ = g)ino+ 5 [ (186 + @) Ao)luf + 5 [ Aol
Usando o Teorema 2.63 para estimar a integral I temos que
1)< s [ (7] + laDledol + 52 [ (A0 + @) AeDlil + 5 [ 1A%]0f
= [ V2 Tlvaseasl + [ 1(@2ll (VD suad
a2 [ (180 + @) 20wl + 3 [ A%
< Limer s [wask+ [ o+ [ lwad? + s [ (a0 + [@a)A0DlvP
+5 [ 18%lr
< JIT0la) + gl + 357 [ (186F +I@)AdDIw? + 5 [ [a%]lvP. (A.22)
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Por outro lado,

|A%p| < Ca*T*B% em Q. (A.23)

De fato,
18%] = o A¥exp(am))| = s |Alexplar) 0 +o? Ve[

_ t(Tl_ 7108 Exp(a7)A7) + o*Aexp(ar) V)

= t(Tl_t)]a(A(exp(ar))AT + 2V (exp(art)) - V(AT) + exp(at)A>T)

+ a?(A(exp(a1))|V7|* + 2V (exp(aTt)) - V(IVT|?) + exp(ar) A(|VT[*))]

= t(Tl— 0 |A(exp(ar))(@AT + o?|V7|?) 4+ 2V (exp(aT)) - (aV(AT) + *V(|V7[*))

+ exp(at)(aA’T + o?|VT]?)]

= t(Tl—t)’ exp(at)(aAT + a?|VT]*)? 4+ 2aexp(at)VT - (aV(AT) + o*V(|VT[*))

+ exp(at)(aA?T 4+ o?|VT]?)|

< jgj(fg |(aAT + ?|V7)*)? + 2aVT - (aV(AT) + *V(|VT]?)) + aA>T

+a?vrl

< 2RO (] 4 [V + 29 (9(80) + T (AT + 8%+ 97

< C(Q,w)a exp(3ar)

- tHT —1t) '

Como t*(T —t)? < T* para t € (0,T) segue que

Ca'T*exp(3ar)

2
A% s —mT )

CalT488,

Substituindo as desigualdades (A.15), (A.17) e (A.23) em (A.22) chegamos na

seguinte estimativa para a integral [
1)< s [ (10l +loDlvadl +5* [ (A0 + (@) Aol + 3 [ [A%]|uP

1
< Tl + o) +38°C(T%* + Ta?) | Bl + 50T | Bl

Pela estimativa acima e (A.21) concluimos que

Tvl|72g) + || T2v]]7 +C3/ VB3|
| 1¢||L2(Q) | QwHLQ(Q) s a (Q\W)X(O7T)| Bl

1 )
< QHQH%?(Q) + 2<4HT1¢H%2(Q) + HgH%Q(Q) +35°C(T%a" + Ta?) /Q 3]

S a4 30,12 4.3 302 A Db,
rp0mhal [ )+ Cats® [ 8P+ ds [ (00,0000,
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para o > ag e s > HO(Q,W)(T2 + 7).

Reorganizando os termos e usando que s > k(7 + T?) temos que

1
2T T C's? / I
STy + Tt + O [ 95

< 4|gll72(q +4s/ (0:0;0)0;90;¢ +C’a453/wX(O’T) 1B1*[]*

+652C(T%a + Ta?) /Q By + sCT*a? /Q B y?

< 4lglltaig) 45 [ (@Ds0)0wO +Ca's’ [Pl
# st [ PR+ 6 st [ Pl

E utilizando a desigualdade (A.20), como foi feito anteriormente para deduzir (A.21),

obtemos que, para kg suficientemente grande,

Ti||? + || Toe)||? +Cs3a/ A\ IR
Tl ) + 1T B o VB

< Ollolliag) + Ca's’ [ 18P +Cs [ (00,0000,
para a > ag e 5 > Ko(Q,w)(T? +T), com C = C(Q,w) > 0 constante.

Aplicando a desigualdade (A.20) novamente deduzimos que
|0 [f2q) + | T2 72q) + Cs’a’ /Q exp(3ar)t (T — )|y
< C|gl2q) + Ca's® /w oy ORI (T 1) PP
+Cs /Q (8:0,0)0:00;0, (A.24)

para a > ag e 5 > Ko(Q,w)(T? +T), com C = C(Q,w) > 0 constante.

Estimando o termo ||T2@/JH%2(Q) + C’S3a4/ exp(3ar)t (T —t)"*|4|* chegamos
Q

€1

1Tl + Ot | exp(Ean)t(T =) P = £ [ exp(-ar(T —OIAvP, (425)

para a > ag e 5 > ko(Q,w)(T? + 7).

De fato,

~ ,esp(canT =08 = [ exp(=ar)t(T = O[Tt = #1960 — s(00)u
< 1/Qexp(—ow)t(T — ) (|Ty| + s2|V ||| + s|di|[])?

S

: /Qexp(_m')t(T —)(| T + 51Vl [y

S

+ 520070 ?).

IN
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Por outro lado,

V61 = sy Vlesplar))] = SR vr < S2PED)
_ |exp(aT) — exp(aT)| CT exp(2ar)
00| = 2T —1)2 T —2t] < RT 1

Logo,

1/ exp(—ar)t(T — t)|Av|?

s Jq
C
< S/Qexp(—om')t(T — )| To|® + Ca433/62exp(3a7)t_3(T — 1) 3|y)?

+ CST2/ exp(3ar)t (T — t) 3|y
Q

CT? 2 4.3 -3 —3(./,12
: /Qexp(—om')|T22M + Cals /Qexp<3m)t (T — )3y

—|—CST2/QeXp(3aT)t T — )y

<

Como exp(—a7) < lem Q, a>1es > ko(T?+T), entdo

1
- /Q exp(—ar)t(T — )| A2 < O[Tyt 3z ) + Ca's® /Q exp(3an)t=3(T — £)*|y?

s
e (A.25) segue.

Agora, provamos que

i /Qexp(—ocT)t(T —t)|Ay]* + st /Q exp(3ar)t (T — t) 3 |y?

> C’saz/Qexp(aT)t_l(T—t)_1|V@/)|3, (A.26)

para a > ag e s > ko(Q,w)(T? +T).

De fato, segue por uma aplicacdo do Teorema 2.65 que
3 —1 —1 — o [ YT — D'V (ex 2
2sc /Qexp(om')t (T —t)" (V1 - V) = sa /Qt (T'—t)""V(exp(ar)) - V¢
= —sa2/ t 1T —t) exp(ar)V - (Vy?)
+ s / 1T —t) Lexp(ar)Vy? - v
Como ) =0em X e
V- (V) = 0,(20000) = 200)? + 2002 = 2|V + 20A¢,
entao
2sa° /Q exp(an)t™ YT —t) YV - V) = —2s0° /Q exp(arm)t™ YT — ) Vy|?

— 250 /Q exp(ar)t (T — t) Ay
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Isolando o primeiro termo a direita obtemos
250 /Q exp(ar)t (T — )| Vy|* = —2sa® /Q exp(ar)t (T — )" (V7 - V)
— 250 /Q exp(ar)t (T —t) ' Ad. (A.27)
Por outro lado, usando uma vez mais o Teorema 2.65 temos que
2sa® /Q exp(ar)t (T —t)"Y(V7 - V) = soz2/ t (T —t)"'V(exp(ar)) - Vi
~ —sa / (T~ 7Y - (V(exp(an)))
+ s / t1 “1?V (exp(ar)) - v.
Comoy =0em X e

V- (V(exp(ar))) = 0;(aexp(ar)o;T) = ozexp(ozT)a?T +a? exp(om')(@ﬂ')2
= aexp(at)AT + o exp(aT)| VT,

entao
250 /Q exp(ar)t N (T — )1 (V7 - V) = —sa? /Q exp(ar)t YT —t) ' Ar|y?
—3044/Qexp(047')t1(T—t)1|V7\2]w|2.
Substituindo a igualdade acima em (A.27) chegamos em
QSQQ/QGXp(aT)t_l(T — )" HVy|? = saS/Qexp(aT)t_l(T —t) AT
+ sa /Q exp(ar)t YT —t) V71 [*]?
950’ /Q explar)t N — ) WAy,  (A.28)
Agora, estimamos os termos a direita da igualdade (A.28). Como 7 € C*(Q),
2T —1e >1em (0,7) e s > ko(T + T?), segue que
8&4/Qexp(oz7)t_1(T — ) VTP < C’sT4a4/QeXp(3a7')t_3(T — )3y
< 033044/Qexp(3a7)t3(T —1)73?,  (A.29)
estimando assim o segundo termo a direita da igualdade (A.28).

De maneira similar obtemos que
sa3/ exp(ar)t N (T —t) ' AT|]* < C’ST4oz4/ exp(3ar)t (T —t)3|y|?
Q Q

< Oslat /Q exp(3an)t=3(T — )32, (A.30)
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estimando assim o primeiro termo a direita da igualdade (A.28).

Para o tltimo termo a direita da igualdade (A.28) reparamos que pelo Teo-

rema 2.63
—23@2/Qexp(oz7)t_1(T — )M AY
1 1 1 3 3 3 3
= /Q<\/§s_2 exp(—?)ﬁ(T — t)2(—A1/1)> (\/ﬁszoﬂ exp(?)t‘z(T — t)_21/1>
<5 /Q exp(an)t(T — t)| A2 + s /Q exp(3am)t3(T — £) 3|y 2. (A.31)

Substituindo (A.29), (A.30) e (A.31) em (A.28) obtemos (A.26).
Pelas desigualdades (A.25) e (A.26) concluimos que

1 To0 |2y + Cs*a /Q exp(3ar)t=3(T — £)3|y?

> S/Qexp(—cw)t(T —1)|AY|? + Csa? /Q exp(ar)t (T — )7 |Vy|?.

(A.32)
Por outro lado,
(0;0;0)0;0;0 = — exp(ar)t YT — t)’l(azc?ﬂ@ﬂ + 00;0;7)0i0;T
= —«a exp(ozT)t_l(T — t)_l(a(?ﬂaiw@ﬂaji/} + 0,0;,70;0;1)
= —« exp(ar)t_l(T — t)_l(a(VT . V¢)2 + 0,0;70;40;1)
< —« exp(aT)t_l(T —t _1((VT . V@b)g + 0,0;70;90;1)
< aexp(ar)t (T —t) VT |Vy]?
+ aexp(ar)t™ (T — )~ (10:0;71|0:)1|0;4])
< Ca exp(om-)t’l(T — t)’l\VwP.
De onde segue que
C 0,0;0)000:4) < C tHT — ) YVl A.33
s [ @2,0)000,0 < Csa || explar)i™ (T = 1)~V (A.33)

Portanto, substituindo (A.32) e (A.33) em (A.24) chegamos em
C _ -
||T1¢H%2(Q) + S/Qexp(—aT)t(T —t)|AY|? + CsaQ/Qexp(aT)t YT — )7 Vy)?
+ Cs*al / exp(3ar)t (T — ) |y?
Q
< C||g||%2(Q) + 083a4/ exp(3ar)t (T — t) 3|y
wx(0,T)

+ C’sa/QeXp(aT)t_l(T — )7 VY2,

para a > ag e s > k(Q,w)(T? +T), com C = C(Q,w) > 0 constante.
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Notamos ainda que existe a; (€2, w) tal que
Cson/ exp(ar)t (T — )7 |Vy|? > 20304/ exp(ar)t (T —t) | Vy|?,
Q Q

para a > oy > 1.

De fato, para que a desigualdade ocorra basta que a; > 2. Entao, fixando

a = a;(Q,w), temos que
1Tl + 5 [ 6 =018 +Cs [ 1T =0 VP + 05 [ 3T =)o
< O(ng%z(@ #3830

para todo s > ko(T? +T).

Por outro lado, segue pela definicao de T} que

1 1
: /Q HT — 0|0l = /Q T — 1) Typ — 25V - V|2

1
< S/Qt(T—t)]le/J\2+45/Qt(T—t)|ng§-V¢\2

T2
< 2 . 2 2
< [ TP s [ T —0)Vop vyl

T? _ _
= I [F2 + Os0® [ exp(20m)e™ (1 — 1) VeV

Usando que s > koT? deduzimos que
1 2 2 -1 —1 2
- — < ) — :
LT =010 < ClTillag + Os [ 7@ =07 VP, (A35)
com C' = C(Q,w). Entao segue por (A.34) e (A.35) que
1 _ 2 2 -1 1 2 2
L =000+ 18P s [ 7T =07V s [T =1l
<C’<HgHL2 + s / t3(T—t)3|1/1\2>. (A.36)
wx(0,T)

Notamos que ¢ = ®7°f = exp(—s¢o)f e

Op = exp(—s9) (0 f — s(0:9)f),
Vi = exp(—s¢)V f — s(Vo)f,
A = exp(—s¢)(Af — 25V - V[ + 5°|Vo|*f — s(Ag)f).
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Dessa maneira estimamos inferiormente os termos a esquerda da desigual-

dade (A.36).

i/@t(T )0 = i HT —1)] exp(—50)(Ouf — 5(010) )

> i 0 t(T —t) exp(—250) (|0, f| — s|0:0|| f])?

- i/@t(T — t) exp(—250) (|0, f|* — 25(0. f1|0s0|| f] + 5*01?| FI*)
_ i /Q HT — 1) exp(—256)|0,

—2 /Q t(T —t) exp(—250)|0: f|[0:9]| f]

+ s /Q t(T —t) exp(—250)|0:8|°| f]?

> o [ T =~ Oexp(-2s0)|auf? — 5 [ 6T~ t)exp(-250) 0uf

2 /Q HT — t) exp(—250)|06| |f|2

+ 3/ t(T — t) exp(—250)|0,0|°| fI?
—/ T —t) exp(—250)|0,f]? —S/Qt(T—t) exp(—25¢)|0:0|*| I
23/ t(T — t) exp(—2s0)|0; f|*

~s [ lexplam) — explar)Pf2t ~ TP 1) expl-250)] 17

> ;S/Qt(T—t) exp(—250) [0, f |

- sTQ/Q | exp(aT) — exp(ar)[*t (T — ) exp(—2s9)| f|*.

Para deduzir a segunda desigualdade acima usamos o Teorema 2.63.

Como s > koT, existe constante C7 = C1(92,w) tal que

1
LT = vlowl = o [ (T~ texp(-250)0T

(A.37)
o /Qt (T — 1)~ exp(—2s6)| f|2.

Procedendo de maneira andloga ao que foi feito para chegar na estimativa (A.37)

obtemos

s [T =0 VR =5 [ 17NT ) exp(=250)| VS — (Vo)1
Q Q
> [ N — 1) exp(~250) (V f] — 5[ V6|11
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/t‘l DV > s /t—l — 1) exp(—250) |V f |

_9g? / 4! Lexp(—2s0)|V [V || f]

p / - texp(—2s0)| f°| Vo

>s/t ~exp(—2s¢)|V fI?

2 /t ~exp(—250)|V f|?

953 / - Lexp(—2s0)| PV

+s / t texp(—250)| f|| Vo

-2 / (T — 1) exp(—2s50) |V f?

—s / - texp(—2s9)| fI*| Vo
2/15 "exp(—2s¢) |V f|?

/t * exp(—2s6) exp(2a7)|[ V7| f|?

/t "exp(—2s¢)|V f|?

— Cys? /Q exp(—2s9)t (T — )| {7, (A-38)

em que Cy = C5(f2,w) é uma constante. Para obter a segunda desigualdade acima usamos
o Teorema 2.63.

Novamente procedendo de maneira similar ao que foi feito para obter a desi-

gualdade (A.37) chegamos em

S GEIING
_ i/Qt(T—t)exp(—23¢)\Af—23V¢.Vf+82‘v¢|2f+S(A¢)ﬂ2
> L [T~ exp(-250)(1Af| ~ | = FIVOLS +25V6- T + s(A0) 1)
= [T D exp(-2s0) (A - 2l - IS + 26595 + (B0

1= SIVOPS + 25V V1 + 5(80) 1)
>~ /Qt<T — ) exp(-250) (1AM = | = #ITOLS + 2576 9f + 5(80) )

s
1

— t) exp(—25¢)|Af|?

- S/Qt(T —t) exp(—250)| — s|VO2f + 2V -V + FAG?
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1
S LT = nlawp

1

> oo | T — ) exp(-2s0)|AfP

—s [ 1T — 1) exp(~20)(296 - V| +1 /(5| V0P — o))

- [T = yexp(=250)Af — s [ HT ~ 0)exp(~256)(4|V6 - V1
+ 4|V - VFI|f]|s|Vol — Ad| + | f12]s| Vo[ — Ag[?)

> o [ T~ exp(-250) AP

_p /Qt<T — 1) exp(—256)(6]Ve - VFI2 + 3 f12]s| Vo[2 — AgP2)

> o [T = yexp(-250) AF ~ 65 [ T ) exp(~250) Vol |V T
~8s [ T~ 1) exp(~250) 5| VP — AoP

> 21/ HT — t) exp(—256)| Af |

— 6 s/t eXp —25¢) exp(2a7')|V7'|2|Vf|2

— 3S/Q (T —t) exp(—25¢)|f| |(t_2(T — t)_Q)(sa2 exp(20z7‘)|VT|2

— (T = 1)) (@®|V7[* exp(aT) + a(A7) exp(aT)))|?

> 21/ t(T —t) exp(—250)|Af]* — Cs/t — ) Lexp(—250)|V f|?
o /t 3 exp(—25¢)| f]2, (A.39)

em que C3 = C3(Q,w) e Cy = C4(2,w) sado constantes.

Definimos as constantes

1 1 b
indl, —— ind 1 .
0<b<m1n{ ,202},O<a<m1n{ ’2(01+C4)’203}

Segue pelas desigualdades (A.37) e (A.39) que

Z/Qt(T — ) (|00)* + |AY]?)
- 213 /Q exp(=259)UT = 1)|Ouf|* — aCys’ /Q exp(—2s¢)t (T — ) 7°| f|?
+ ﬂ/ exp(—2sQ)t(T — t)|Af|* — aC’3s/Qexp(_25¢)t—1(T — VAR
_(1048 / t eXp 25¢)|f‘2
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2L HT = 000 + 180P) 2 o [ exp(-2s6)T ~ )(|auf? + 1A
—a(Cy + Cy)s* /Q exp(—2s¢)t (T — )| f|?
— aCys /Q exp(—250)t YT — 1) |V f]2. (A.40)

Por outro lado, pela desigualdade (A.38) temos que

bs/ T — )7 VY)? > bs/ 1T — ) exp(—250)|V f|?
— by /Qt — 1) P exp(—25¢)| f]%. (A.41)

Notamos ainda pela defini¢ao » = ®7°f = exp(—s¢)f que
[T 0P =8 [~ ) exp(-2s0)| /P (A.42)

Combinando (A.40), (A.41) e (A.42) chegamos em
o [T = 0000 P+ 18uP) s [T =07 [VeP s [ T 1)
> oo || exp(-2s0)HT —1)(127P +]ASP)

T (;’ - c> [ exp(=2s0)t (T =)0

+ (1 —a(Cy + Cy) — bCy)s* /Q exp(—2s0)t (T —t) 73| f|>.

Logo, pela definigao de a e b, existe C5 = C5(2,w) > 0 constante tal que

. [ expl=2s0)(T ~ ((auf? + 157

S

+s /Q exp(—2s@)t (T — 1) |V f]? + 5° /Q exp(—2s0)t (T — )| |
1 _ _ _ _
< O[5 [ HT =000+ |AvP) 5 [ 71T =) T +° [ 17T - 1) o).

Substituindo a desigualdade acima em (A.36) deduzimos que

1/Qexp(—2sgz5)t(T —t)([0.f? + |ASP)

S
+5/Qexp(—23gb)t_1(T—t)_1|Vf]2+53/Qexp(—2s¢)t_3(T—t)_3]f|2
< (Il + 5 [, 0= 070,

em que C' = C(Q,w) > 0 é uma constante.

x(0,T)
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Lembrando que g = @ °h = &7°(0,f + Af) e & = exp(¢) concluimos que

L[ oo
8/@@ 24T — )(|0uf 12 + |Af])

_|_S/Q(I)—25t—1(T_t)—1|Vf|2+83/C?(I)—25t—3(T_t>—3|f|2

< c(/@ <I>ZSyatf+Af\2+s3/wx(0T) t3(T—t)3|¢|2>.
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