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Resumo
Resumo 1. Na primeira parte deste trabalho focaremos nosso interesse em encontrar uma família
de soluções puεqεą0 – no sentido da viscosidade – para o problema singularmente perturbado
governado pelo operador ppxq´Laplaciano normalizado

#

∆N
pεpxquεpxq “ ζε puεq ` fεpxq em Ω,

uεpxq “ gpxq sobre BΩ,

para dados pε, ζε e fε contínuos adequados. Neste contexto, mostraremos que tais soluções satisfa-
zem certas propriedades analíticas e geométricas, a saber, elas são uniformemente limitadas (via
estimativas A.B.P), gozam de regularidade Lipschitz e estimativas de não-degenerescência em
um domínio regular Ω Ă RN e um dado de bordo g suficientemente regular. Como consequência,
mostraremos que para uma subsequência lim

jÑ8
uεj “ u0, com u0 P C0,1

pΩ; r0, Lsq sendo solução
no sentido da viscosidade para um problema de fronteira livre do tipo Bernoulli de uma fase, a
saber,

$

’

&

’

%

∆N
p0pxqu0pxq “ f0pxq em tu0 ą 0u,

u0pxq “ gpxq sobre BΩ,
u0pxq ě 0,

onde p0pxq “ lim
εÑ0`

pε(x) e f0pxq “ lim
εÑ0`

fεpxq. Tais problemas de fronteira livre são a contraparte
não-variacional de certos problemas tratados em propagação de chamas na teoria de combustão.

Resumo 2. Na segunda parte do trabalho estudaremos questões sobre existência e multiplicidade
de soluções fracas do problema misto envolvendo os operadores p´Laplaciano clássico e o
p´Laplaciano fracionário

´∆pu ` p´∆q
s
pu “ λ |u|

r´2u ` |u|
p˚´2u em Ω, u “ 0 em RN

zΩ,

onde Ω Ă RN é um domínio aberto, limitado e suave, 2 ď N , 1 ă p ă N , 0 ă s ă 1 ă r ă p˚
“

Np

N ´ p
e λ um parâmetro positivo. O interessante de nosso problema é que estudaremos três

possíveis casos para o expoente r. Mais precisamente

1. p ě 2 e p ą r (caso sublinear);

2. r “ p ě 2 (caso linear);

3. r ą p ą 1 (caso superlinear).

Portanto, precisamos combinar diversos métodos variacionais junto com algumas ferramentas
topológicas. Em cada um dos casos, precisamos estabelecer uma condição de Palais-Smale



pPSq para o funcional relacionado ao nosso problema e transpor a falta de compacidade na
imersão de Sobolev produzida pela presença do termo crítico |u|

p˚´2u.

Palavras chaves: Equações diferenciais elípticas, Existência de solução, Equações diferenciais
parciais, Problemas de limites livres.



Abstract
Abstract 1. In the first part of our work we focus our attention in looking for a family of
solutions puεqεą0 – in the viscosity sense – for the singularly perturbed problem driven by the
normalized ppxq-Laplacian operator

#

∆N
pεpxquεpxq “ ζε puεq ` fεpxq in Ω,

uεpxq “ gpxq on BΩ,

where pε, ζε and fε are suitable continuous date. In this context, we show that such solutions
satisfy certain analytical and geometric properties, namely, they enjoy uniform boundedness
(vi A.B.P estimate), they are Lipschitz continuous and fulfill a non-degeneracy property, for a
smooth bounded domain Ω Ă RN and a regularly boundary datum g. As a result, we show that,
up to subsequence lim

jÑ8
uεjpxq “ u0pxq, with u0 P C0,1

pΩ; r0, Lsq satisfying, in the viscosity sense,
a one-phase free boundary problem of Bernoulli type as follows

$

’

&

’

%

∆N
p0pxqu0pxq “ f0pxq in tu0 ą 0u,

u0pxq “ gpxq on BΩ,
u0pxq ě 0,

where p0pxq “ lim
εÑ0`

pε(x) and f0pxq “ lim
εÑ0`

fεpxq. Such a class of free boundary problem must be
understand as the non-variational counterpart of certain problems in flame propagation coming
from combustion theory.

Abstract 2. In the second part of the work, we will study the existence and multiplicity of
weak solutions for the mixed problem involving the classic p´Laplacian and the fractional
p´Laplacian operators

´∆pu ` p´∆q
p
su “ λ |u|

r´2u ` |u|
p˚´2u em Ω, u “ 0 em RN

zΩ,

where Ω Ă RN is an open, bounded and smooth domain, 2 ď p ă N , 0 ă s ă 1 ă r ă p˚
“

Np

N ´ p
and λ is a positive parameter. The interesting thing about our problem is that we will

study three possible cases for the exponent r. More precisely:

1. r ă p ( sub-linear case);

2. r “ p (linear case);

3. r ą p ( super-linear case).

Therefore, we need to combine several variational methods together with some tools topological.
In each case, we need to establish a Palais-Smale(PS) condition for the functional associated



with our operator and surpass the lack of compactness in Sobolev immersion provoked by the
presence of the critical term |u|

p˚´2u.

Keywords: Elliptic differential equations, Existence of solution, Partial differential equations,
Free boundary problems.



Notações e símbolos

A seguir, escreveremos alguns símbolos e notações que usaremos ao longo do trabalho.

• RN denotará o espaço N´dimensional usual;

• Ω denotará um domínio contido em RN ;

• Ω1 denotará um subconjunto compactamente contido em um domínio Ω;

• Brpxq denotará a bola aberta com raio r ą 0 e centrada no ponto x;

• RN
zΩ denotará o complementar do Ω;

• C0
p¨q denotará o conjunto das funções continuas em seu respetivo domínio.

• Cm,α
p¨q denotará o conjunto das funções Hölder continuas m´vezes diferenciáveis no seu

respetivo domínio;

• Cα,m
0 p¨q denotará o conjunto das funções Hölder continuas m´vezes diferenciáveis e com

suporte compacto no seu respetivo domínio.

• ∆pp¨q denotará o operador laplaciano;

• p´∆q
s
pp¨q denotará o operador p´Laplaciano fraccionário;

• LmpΩq denotará o conjunto de todas as funções mensuráveis em Ω com
ż

Ω
|upxq|

m dx ă 8.

• X1,p
0 pΩq denotará o espaço fraccionário

X1,p
0 pΩq “ tu P W 1,p

pRN
q : u|Ω P W 1,p

0 pΩq, u “ 0 q.t.p em RN
zΩu;

• }u} denotará a norma para o espaço de Sobolev W 1,p
0 pΩq

}u} “

¨

˝

ż

Ω
|∇u|

p dx `

ĳ

R2N

|upxq ´ upyq|p

|x ´ y|N`sp
dx dy

˛

‚

1{p

;

• rusp,s denotará a seminorma de Gagliardo

rusp,s :“

¨

˝

ĳ

R2N

|upxq ´ upyq|p

|x ´ y|N`sp
dydx

˛

‚;

• LN
pEq denotará a medida de Lebesgue N´dimensional do conjunto E;



• Lp,spuq denotará o operador misto

Lp,s upxq “ ´∆pupxq ` p´∆q
s
pupxq;

• SimpNq denotará o conjunto das matrizes quadradas simétricas de tamanho N ˆ N ;

• λmaxpMq e λminpMq denotarão o máximo e o mínimo autovalor respetivamente de uma
matriz simétrica M ;

• Para matrizes simétricas X e Y a notação X ď Y terá o seguinte significado

xpX ´ Y q ¨ ξ, ξy ď 0 para todo ξ P RN ;

• distpx,Aq denotará a distância do ponto x ao conjunto A definida por

distpx,Aq “ inf
aPA

}x ´ a};

• Ht
pEq denotará a medida de Hausdorff t´dimensional do conjunto E;

• diampΩq denotará o diâmetro do conjunto N´dimensional Ω;

• p˚ denotará o expoente crítico de Sobolev

p˚
“

Np

N ´ p
;

• S denotará a melhor constante de Sobolev ou constante ótima de Sobolev

S “ inf
uPW 1,p

0 pΩqzt0u

}∇u}
p
LppΩq

}u}
p

Lp˚
pΩq

.
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Introdução

O objetivo desta tese de doutorado é estudar questões relacionadas á existência,
multiplicidade e regularidade de certas soluções para uma classe de problemas degenerados
elípticos, com estrutura não-variacional e variacional respetivamente. O desenvolvimento de
nosso trabalho será dividido em duas componentes: na primeira parte, analisaremos a existência
e estimativas de regularidade Lipschitz para soluções no sentido da viscosidade de um problema
singularmente perturbado, governado pelo ppxq´Laplaciano normalizado, bem como um pro-
blema de fronteira livre de uma fase do tipo Bernoulli associado. Na segunda parte da tese
buscaremos analisar 3 classes de problemas relacionados ao operador do tipo p´Laplaciano
misto (composto pelo p´Laplaciano e o p´Laplaciano fracionário ), a saber os problemas com
não-linearidades com crescimento sub-linear, linear e super-linear respectivamente.

A seguir detalharemos as problemáticas a serem estudadas em nosso trabalho, o
estado da arte de cada problema e a estratégia para abordá-los.

Problema 01: Problema singularmente perturbado governado pelo operador ppxq-
Laplaciano normalizado (veja [32])

Antes de ressaltarmos o caráter Lipschitz das estimativas obtidas para as soluções no
sentido da viscosidade para um problema governado pelo ppxq-Laplaciano normalizado, permita-
nos introdução um panorama histórico sobre a teoria por trás de tais operadores e sua relevância
nos contextos de Análise Matemática atuais: Nos últimos anos, pesquisas sobre o Tug-of-war
game (Jogos de cabo-de-guerra) com probabilidades variáveis têm surgido na interação moderna
da Teoria das Probabilidades e dos modelos de EDPs elípticos. Precisamente, em [5] os autores
estudaram um Tug-of-war game de soma-zero para dois jogadores com probabilidades variáveis
que dependem da localização do jogo x P Ω. Particularmente, eles mostram que o valor do jogo
(i.e., uma solução de um problema discretizado associado ao operador sob análise, veja e.g. [8])
é local e assintoticamente Hölder contínuo, assim como a existência e unicidade de valores do
jogo. Como consequência, eles provam que a função valor do jogo converge para uma solução do
ppxq´Laplaciano normalizado, o qual é definido da seguinte forma

∆N
ppxqupxq :“ 1

ppxq
∆upxq `

ppxq ´ 2
ppxq

B

D2upxq
Dupxq

|Dupxq|
,
Dupxq

|Dupxq|

F

,

onde p : Ω Ñ R é uma função não-negativa e Lipschitz contínua. Observe que o operador de
segunda ordem

B

D2upxq
Dupxq

|Dupxq|
,
Dupxq

|Dupxq|

F

:“ ∆N
8upxq
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é conhecido como o 8´Laplaciano normalizado e constitui um operador totalmente não-linear
com caráter degenerado elíptico.

Dando prosseguimento, recentemente, em [6], os autores provaram uma estimativa
de regularidade Lipschitz assintótica para as funções de valor dos jogos de cabo de guerra com
probabilidades variáveis (do tipo ppxq´Laplaciano normalizado). O método é baseado em uma
abordagem da teoria dos jogos para estimar o valor de um jogo relacionado definido em Ω ˆ Ω
por meio de acoplamentos.

Devemos destacar que modelos de EDPs elípticas governadas por operadores norma-
lizados com assinatura não-uniformemente elíptica têm recebido enorme atenção nos últimos
anos devido suas amplas conexões com alguns Processos Estocásticos (Random Walks), Teoria
das Probabilidades (Princípios de Programação Dinâmica), Teoria dos jogos (Tug-of-War games
com ruido) para mais detalhes veja (cf. [7], [8], [20], [56], [68], [70] e [21] para tais temas de
pesquisa relacionados).

Por tal razão, motivados por questões modernas de EDPs singulares em modelos não-
variacionais (cf. [4], [81] e [82]), gostaríamos de estudar propriedades quantitativas e qualitativas
de soluções no sentido da viscosidade para:

#

∆N
pεpxquεpxq “ ζε puεq ` fεpxq em Ω,

uεpxq “ gpxq sobre BΩ,
(1)

onde assumiremos que pε P C0,1
pΩq, fε P C1,α0pΩq (para algum α0 P p0, 1s) e existem constantes

A,B, p`, p´, pl ą 0 tais que

1 ă p´
ď pεpxq ď p`

ă 8, |Dpεpxq| ď pl (2)

e
A ď fεpxq ď B para cada x P Ω e todo ε ą 0. (3)

Além disso, 0 ď g P W 2,8
pΩq e ζεptq “

1
ε
ζ

ˆ

t

ε

˙

, com 0 ď ζ P C8
0 pr0, 1sq.

Vale ressaltar que nossos resultados são extensões de certos modelos não-variacionais, citamos
por exemplo [4], [72], [82] e [89], e, até certo ponto, os de [33], [39], [65], [71], [73] e [90], sobre
modelos degenerados e variacionais, onde utilizamos um conjunto de abordagens e técnicas
alternativas ajustadas ao contexto de modelos totalmente não-lineares e normalizados.

Motivação e Estado-da-arte A teoria matemática de perturbação singular diz respeito a
uma ampla classe de métodos empregados em diversos campos da Matemática, da Física e suas
áreas afins (veja e.g., [58] para um ensaio introdutório sobre tal temática). De fato, tais métodos
de penalização foram fundamentais no estudo de problemas de minimização descontínuos no
contexto da teoria de pontos críticos de funcionais não-diferenciáveis, onde o trabalho seminal
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de Alt e Caffarelli em [2] marca o ponto de partida de tal teoria realizando o estudo do seguinte
problema de minimização

min
H1pΩq,v|BΩ“g

ż

Ω

ˆ

1
2 |∇v|

2
` Qpxqχtvą0u

˙

dx para um dado apropriado g ě 0 e Q ą 0 (4)

Devemos destacar que historicamente tal problema variacional (4) surgiu na formulação mate-
mática de uma variedade de modelos relevantes de uma-fase, e.g. problemas do tipo cavidade
(cf. [39]), problema de jatos (cf. [29, Ch. 1] e suas referências) apenas para mencionar alguns
deles. Observe que a equação de Euler-Lagrange para (4) é dada por

∆u0pxq “ Qpxqδ0pu0q em Ω

em um sentido distribucional apropriado, abordado em [2]. Assim, podemos ressaltar que
minimizantes de (4) podem ser caraterizados como limite uniforme quando ε Ñ 0` no seguinte
problema

∆uεpxq “ Q2
pxqζεpu

ε
q em Ω ppara ζε „ ε´1χp0,εqq.

Portanto, a ideia central de estudar soluções via aproximação é que “pequenas perturbações”
para certos problemas elípticos se propagam de forma quantificável para seu perfil limite (quando
este existe). Assim, a análise de soluções penalizadas pode ser útil para estabelecer estimativas
de regularidade para a solução minimal desejada de (4) e sua fronteira livre.

Observamos que tal ideia também pode ser aplicada ao estudo de problemas super-
determinados na interface de EDPs e Geometria como segue: fixados Ω Ă RN um domínio
suave e limitado e funções 0 ď f, g P C0

pΩq e 0 ă Q P C0
pΩq, gostaríamos de encontrar uma

“hiper-superfície compacta” Γ0 :“ BΩ1
Ă Ω tal que o problema não-homogêneo do tipo Bernoulli

de uma-fase
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

Lupxq “ fpxq in ΩzΩ1

upxq “ gpxq on BΩ
upxq “ 0 on Ω1

Bu

Bν
pxq “ Qpxq on Γ0 pem um sentido adequadoq

(5)

possua uma solução (em um sentido apropriado) não-negativa para um operador elíptico de
segunda ordem L com estrutura adequada. Como descrito acima, soluções via processo de limite
provenientes de certos problemas regularizados aproximados são perfis naturais para resolver (5)
(em um sentido apropriado com Γ0 :“ Btu ą 0u). Isso motivará o próximo parágrafo.

Um breve passeio pela teoria de perturbação singular

Devemos ressaltar que nosso ímpeto para os estudos atuais neste trabalho também
provém de suas conexões intrínsecas com problemas não-lineares monofásicos, que emergem
na teoria matemática de combustão, como também na análise de fenômenos de propagação de
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chama (configuração estacionária). Mais precisamente, eles emergem no configuração de chamas
laminares descritas como um limite assintótico para a formulação não-linear de certos modelos
de ativação de alta energia com termos de fonte não-homogêneos (veja [28], [33], [62] e [91] para
trabalhos relacionados a esta temática). Em uma concepção geral, tais modelos são obtidos
como o limite quando ε Ñ 0 em (1), ou seja, um típico problema de fronteira livre (de uma-fase)
não-homogêneo, onde a parte da reação-difusão é regida por um operador elíptico degenerado
(cf. [4], [72] e [82] para resultados similares):

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

∆N
ppxq upxq “ fpxq em tu ą 0u, ppara f P C0pΩq X L8pΩqq

upxq ě 0 em Ω
upxq “ gpxq sobre BΩ

Gp|∇upxq|q ď Qpxq sobre Btu ą 0u, ppara 0 ă Q P C0pΩqq

(PFL-NH)

Devemos destacar que a condição que G cumpre é referida como condição de fronteira livre.

Observamos que o desenvolvimento matemático de tais problemas regularizados
(via métodos de penalização) produziu importantes avanços científicos na teoria da fronteiras
livres. Historicamente, seus estudos remontam ao trabalho pioneiro [11] realizado por Berestycki-
Caffarelli-Nirenberg, onde o cenário linear elíptico foi abordado (cf. [90] para a análise de EDPs
elípticas via um tratamento variacional)

L0rus :“
N
ÿ

i,j“1
aijpxqDijupxq `

N
ÿ

i“1
bipxqDiupxq ` cpxqupxq “ ζεpuq, ppara coeficientes C1

q.

A seguir apresentaremos os desenvolvimentos recentes no cenário de EDPs totalmente
não-linear. Antes de tal apresentação, permita-nos referir algumas contribuições pivotais de
vários autores sobre problemas singularmente perturbados homogêneos/não-homogêneos de uma-
fases, bem como problemas variacionais (de fronteiras livres e sobredeterminados) envolvendo
operadores uniformemente elíptico e/ou com estrutura degenerada:

EDP modelo Assinatura do operador Referências
divpApxq∇uεq “ Γpxqζεpu

ε
q Operador uniformemente elíptico [2], [39] e [73]

∆pu
ε

“ ζεpu
ε
q ` fεpxq p-Laplaciano [33] e [72]

divp|∇uε|pεpxq´2∇uεq “ ζεpu
ε
q ` fεpxq ppxq-Laplaciano [47], [65], [66] e [67]

∆N
p u

ε
pxq “ ζε puεq p-Laplaciano normalizado (p ą 2) [9] e [79]

Salientamos que nas últimas duas décadas ou mais, problemas de fronteiras livres
não-lineares como (PFL-NH) foram amplamente estudados na literatura através de métodos de
perturbação singular. Em contraste com sua contraparte variacional (veja [2], [33], [65], [71],
[73] e [90]), a análise de EDPs singularmente perturbadas não-variacionais impõem desafios
significativos, principalmente devido à falta de fórmulas de monotonicidade (cf. [63] e [64]),
estimativas de energia (cf. [33]) e uma noção estável de formulação fraca para soluções (veja,
[90]), somente para citar algumas dificuldades inerentes.
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Neste novo cenário desafiador, Teixeira em [89] iniciou a estratégia de estudar EDPs
singularmente perturbadas totalmente não-lineares da seguinte forma

F px,D2uεq “ ζεpu
ε
q in Ω com uε ě 0, (6)

onde ζεpuεq Ñ δ0 (a medida delta zero de Dirac) em um sentido adequado. Mais precisamente,
Teixeira prova que soluções da equação (6) gozam de regularidade Lipschitz e tal regularidade é
ótima, bem como a compacidade em H1 para as EDPs singulares do tipo Bellman. Em seguida,
Ricarte-Teixeira em [82] finalizam a análise iniciada por Teixeira em [89]. De fato, eles provam
algumas propriedades analíticas e geométricas para soluções e suas fronteiras livres. Destas,
devemos destacar que a condição de fronteira livre em (6) é governada por um novo operador,
ou seja,

F ˚
pXq :“ lim

εÑ0`
εF

ˆ

1
ε

X
˙

,

o perfil de recessão, que surge por meio de um argumento do tipo blow-up sobre a família de
EDPs elípticas governadas pelo operador original:

F ˚
pz,Du0pzq b Du0pzqq “ 2

ż 1

0
ζptqdt, para z P Btu0 ą 0u e u0 “ lim

εÑ0
uε.

Na sequência das contribuições relativas a este tema, Da Silva-Ricarte em [80,
Theorem 1.3] obtêm estimativas globais para a regularidade Lipschitz de soluções de problemas
da forma

$

’

&

’

%

F px,Duε, D2uεq “ ζεpu
ε
q em Ω

uεpxq ě 0 em Ω
uεpxq “ gpxq sobre BΩ.

(7)

Recentemente, [23] estabeleceram estimativas Lipschitz uniformes até o bordo para um pro-
blema singularmente perturbado para modelos elípticos totalmente não-lineares como (7) com
ingredientes ilimitados. Além disso, [72] estudam um problema de fronteira livre como (7) (com
estrutura uniformemente elíptica) com um termo força não-homogêneo. Também devemos citar
[24], onde os autores provaram estimativas do gradiente até o bordo para problemas de fronteira
livre não-lineares e não-homogêneos como (5) governados por equações elípticas totalmente
não-lineares e com ingredientes ilimitados.

Em [4], Araújo et al estabelecem resultados de existência, regularidade Lipschitz
ótima e propriedades geométricos para a classe de PFLs elípticos degenerados anisotrópicos
totalmente não-lineares da seguinte forma:

|Duε|pF pD2uεq » ζεpu
ε
q ` fεpxq em Ω com p ą 0 e uε ě 0.

Depois disso, em [14], Bezerra Júnior et al estudaram modelos elípticos não-variacionais,
não-lineares e singularmente perturbados gozando de uma dupla assinatura de degenerescência
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como segue
#

r|Duεpxq|
p

` apxq|Duεpxq|
q
sF pD2uεpxqq “ ζε puεq ` fεpxq em Ω,

uεpxq “ gpxq sobre BΩ,

para dados adequados 0 ă p ď q ă 8, a e g, onde ζε « Opε´1
q perto de superfícies ε´nível. Em

tal contexto, eles estabeleceram a existência de soluções no sentido da viscosidade e provaram
que as soluções são localmente-Lipschitz contínuas e crescem de forma linear.

Finalmente, em [79] os autores obtêm estimativas Lipschitz interiores para soluções
no sentido da viscosidade para um problema singularmente perturbado do tipo p-Laplaciano na
forma não-divergente. Tais resultados dependem de problemas de Dirichlet de aproximação e
passagem ao limite, obtendo assim um problema de fronteira livre no limite.

Neste ponto, surge uma pergunta natural:quais devem ser a regularidade ótima e
caracterısticas geométricas das soluções e das superfıcies de níveis para problemas do tipo
(1)? Em particular, procuramos provar neste trabalho propriedades geométricas que sejam
independentes do parâmetro de regularização e que, portanto, possam ser transportadas (de
forma uniforme) no processo de limite ao perfil limítrofe.

Portanto, segundo nosso conhecimento, poucos avanços são conhecidos em relação à
teoria da regularidade para problemas de fronteiras livre não-homogêneos como (PFL-NH). De
fato, como descrito acima, muitos destes estão somente disponíveis no contexto de operadores
lineares (cf. [2], [63] e [64]) e/ou no cenário uniformemente/degenerado elíptico (cf. [4] e [82]), os
quais não condizem com o modelo que queremos analisar. Além disso, devemos destacar que em
nossa análise consideramos o problema (PFL-NH) com caráter não-homogêneo, bem como nossos
estudos contemplam não somente o cenário degenerado, i.e, ppxq ą 2, pois podemos incluir
também o caso singular, i.e, 1 ă ppxq ă 2. Por fim, nossos resultados estendem as estimativas
para o caso de expoente constante e com caráter homogêneo estabelecidas por Araújo-Ricarte
em [79].

Método de Bernstain: A prova de nossa estimativa de regularidade Lipschitz local de-
pende de uma adaptação do bem conhecido Método de Bernstein para soluções de problemas
(regularizados) da forma

Tr
´

a
ppxq,δ
ij pDuqD2u

¯

“

N
ÿ

i,j“1
a
ppxq,δ
ij pDuquij “ hpxq.

O método ou técnica de Bernstein foi primeiramente apresentado em [12] e [13].

Resumidamente, o Método de Bernstein para a equação de Laplace consiste em

• Introduzir uma nova função auxiliar;
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• Verificar que tal função auxiliar satisfaz uma “desigualdade ou EDP chave” (relacionada
ao problema original) e usar o Principio do Máximo ou a estrutura do operador, e.g.
(elipticidade uniforme);

• Deduzir das estimativas do passo anterior alguma estimativa adequada para a solução
original.

A título de motivação consideremos o exemplo simples: seja η P C8
0 pB1q uma função de corte

com η “ 1 em B1{2, ν P RN um vetor unitário e σ ą 0 uma constante. Considere a função
auxiliar

ϕ :“ η2
pBνuq

2
` σu2.

Então, estimando para o operador ∆p¨q “ TrpIdND2
p¨qq :

´∆φ “ ´ 2|∇η|
2

pBeuq
2

´ 2η∆η pBeuq
2

´ 8η∇η ¨ ∇ pBeuq Beu

´ 2η2
|∇Beu|

2
´ 2η2

BeuBe∆u ´ 2σ|∇u|
2

´ 2σu∆u.
Agora, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

|8η∇η ¨ ∇ pBeuq Beu| ď 2η2
|∇Beu|

2
` 8|∇η|

2
pBeuq

2

e obtemos que
´∆φ ď 6|∇η|

2
pBeuq

2
´ 2η∆η pBeuq

2
´ 2σ|∇u|

2

` 2η2
Beup´∆qBeu ` 2σup´∆uq.

Em particular, escolhendo σ suficientemente grande, temos a desigualdade chave

´∆φ ď 2η2
Beup´∆qBeu ` 2σup´∆uq.

Além disso, se u é harmônica em B1 Ă RN , então

´∆φ ď 0 in B1.

Agora, pelo princípio do máximo
max
B1

φ “ max
BB1

φ.

Portanto, em B1{2,
pBeuq

2
“ η2

pBeuq
2

ď η2
pBeuq

2
` σu2

“ φ

ď max
BB1

φ

“ max
BB1

η2
pBeuq

2
` σu2

“ max
BB1

σu2

ď σ}u}
2
L8pB1q,

a qual é uma estimativa interior para o gradiente da solução original.



Introdução 21

Problema 02: Um problema misto local/não-local quase-linear com termo crítico do
tipo Sobolev

O propósito da segunda parte do trabalho é estudar a existência e/ou multiplicidade
para soluções fracas em W 1,p

0 pΩq para o problema misto
#

´∆pupxq ` p´∆q
s
pupxq “ λ |upxq|

r´2upxq ` |upxq|
p˚´2upxq em Ω,

upxq “ 0 em RN
zΩ,

(8)

onde Ω Ă RN é um domínio aberto e limitado, com dimensão N ě 2, 1 ă p ă N , λ ą 0,
p˚

“
Np

N ´ p
é o expoente crítico de Sobolev e 0 ă s ă 1 ă r ă p˚. Como é usual

∆pupxq :“ divp|∇upxq|
p´2∇upxqq

denota o operador p-Laplaciano clássico. Enquanto o p´Laplaciano fracionário é definido por (a
menos de constante de normalização)

p´∆q
s
pupxq :“ P.V.

ż

RN

|upxq ´ upyq|p´2pupxq ´ upyqq

|x ´ y|N`sp
dy,

onde P.V. é a abreviatura para o sentido de "valor principal".

O estudo dos operadores mistos locais/não-locais recebeu recentemente um nível
crescente de atenção, especialmente pela estrutura matemática que combina o esquema clássico
do p´Laplaciano e as características não-locais do operador p´Laplaciano fracionário , veja
[1, 16, 19, 35, 50] e algumas importantes aplicações como a hipótese de forrageamento animal
[36, 75]. Também devemos destacar as importantes contribuições nos temas:

1. Desigualdade de Hong-Krahn-Szegö (veja [18]);

2. Desigualdade de Faber-Krahn e aplicações (veja [17]);

3. Sistema de auto-valores e seus limites assintóticos quando p Ñ 8 (veja [27]);

4. Modelos mistos com não-linearidades côncavas-convexas e seus limites assintóticos quando
p Ñ 8 (veja [31]);

5. Equações do tipo Henon local/não-local (veja [83]);

6. Teoria de regularidade para modelos mistos (veja [34], [51] e [88]).

7. Estimativas de regularidade Hölder mais elevadas (veja [52]).

Observe que o problema (8) pode ser pensado como um problema de tipo “Brezis-
Nirenberg”, sendo a versão mista local/não-local do famoso trabalho [26] devido a Brezis e
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Nirenberg. Recorde que o problema em [26] foi estendido no caso quase-linear em [53] e no
caso fracionário em [84]. Mencionamos também o artigo [15], onde os autores estudaram (8)
quando p “ 2, provando a existência de uma solução para r P p1, p˚

q. Portanto, nosso objetivo é
estender o resultado de [15] no caso p ‰ 2, provando assim a multiplicidade de soluções de (8),
dependendo do valor de r.

No que diz respeito a esta parte da tese, a mesma está dividida na seguinte forma: no
Capítulo 1 apresentaremos os conceitos necessários para abordar o problema (8). Em particular
forneceremos uma introdução aos métodos topológicos e variacionais necessários para mostrar
a existência e/ou multiplicidade de soluções fracas de (8). Além disso, vamos introduzir as
propriedades do espaço homogêneo de Sobolev W 1,p

0 pΩq dotado da norma

}u} “

¨

˝

ż

Ω
|∇u|

p dx `

ĳ

R2N

|upxq ´ upyq|p

|x ´ y|N`sp
dx dy

˛

‚

1{p

para funções definidas em todo RN , considerando a natureza não-local do problema (8).

Na primeira parte do Capítulo 3 estudaremos o caso sublinear 1 ă r ă p. De
fato, estabeleceremos um resultado de multiplicidade no Teorema 3.1.1, baseado no esquema
variacional visto em [45], que usa fortemente a teoria do genus de Krasnoselskii. Ao acharmos
um intervalo ótimo para o parâmetro λ ą 0, produziremos uma sequência de pontos críticos para
o operador de Euler-Lagrange vinculado ao nosso problema (8), mostrando assim a existência
de infinitas soluções fracas. Destacamos que o resultado do Teorema 3.1.1 estende o mesmo
resultado do caso clássico devido a Garcia Azorero-Peral em [53].

Na segunda parte do capítulo 3 abordaremos o caso linear r “ p. Enunciaremos
um resultado de existência e multiplicidade no Teorema 3.2.2. Porém, precisaremos de um
resultado abstrato obtido na teoria de índice cohomológico de Fadell e Rabinowitz [76, 77], onde
precisaremos que o parâmetro λ ą 0 esteja em uma vizinhança apropriada de algum autovalor
do operador

Lp,su :“ ´∆pu ` p´∆q
s
pu.

Por tal razão, precisaremos construir uma sequência de autovalores variacionais pλkqkě1, através
da teoria de índice cohomológico de Fadell e Rabinowitz, veja [76, 77].

Por fim, na última parte do capítulo 3 estudaremos o problema (8) no caso superlinear,
ou seja, quando r ą p ě 2. Nós estabeleceremos um resultado de existência no Teorema 3.3.1
através do clássico Teorema do Passo de Montanha, em duas situações apropriadas dependendo
dos valores

mN,p,s “ min
"

N ´ p

p ´ 1 , pp1 ´ sq

*

, βN,r,p “ N ´
rpN ´ pq

p
.
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Mais precisamente, o problema (8) admite pelo menos uma solução quando uma das seguintes
situações ocorre:

piq mN,p,s ą βN,r,p e λ ą 0 é genérico (i.e., não há restrições quanto a sua limitação);

piiq mN,p,s ď βN,r,p e λ ě λ˚, com λ˚
ą 0 suficientemente grande.

Finalmente, devemos observar que tal dicotomia não é verificada no caso clássico
quando s “ 1, pois temos sempre mN,p,1 ď βN,r,p. Por tal razão, nosso resultado no Teorema
3.3.1 complementa o mesmo resultado do caso clássico em [53, Theorem 3.3].



24

1 Preliminares

Nesta seção destacaremos alguns ferramentas fundamentais que serão utilizadas nos
capítulos subsequentes desta tese. Trataremos de fornecer as referências adequadas para que o
leitor possa averiguar a validade dos resultados e temas que introduziremos a seguir.

1.1 Soluções no sentido da viscosidade e soluções do tipo Perron
Iniciaremos com as definições dos tipos de soluções que são foco de interesse em

nosso trabalho relativo ao problema não-variacional (1).

Definição 1.1.1 (Solução no sentido da viscosidade). Uma função u P C0
pΩq é chamada

de sub-solução no sentido da viscosidade (resp. super-solução) de

∆N
ppxqu “ hpx, upxqq em Ω, com h P C0

pΩ ˆ R`q (1.1)

se sempre que ϕ P C2
pΩq e u ´ ϕ tem um máximo local (resp. mínimo) para x0 P Ω, então

• Se Dϕ px0q ‰ 0, então

∆N
ppx0qϕ px0q ď h px0, ϕpx0qq presp. ě h px0, ϕpx0qqq.

• Se Dϕ px0q “ 0, então

p1q Para ppx0q ě 2:

1
ppx0q

∆ϕ px0q `
ppx0q ´ 2
ppx0q

λmax
`

D2ϕ px0q
˘

ď h px0, ϕpx0qq p resp. ě h px0, ϕpx0qqq,

onde λmax
`

D2ϕ px0q
˘

é o maior autovalor da matriz D2ϕ px0q;

p2q Para ppx0q P p1, 2q:

1
ppx0q

∆ϕ px0q `
ppx0q ´ 2
ppx0q

λmin
`

D2ϕ px0q
˘

ď h px0, ϕpx0qq presp. ě h px0, ϕpx0qqq,

onde λmin
`

D2ϕ px0q
˘

é o menor autovalor da matriz D2ϕ px0q.

Finalmente, u é solução no sentido da viscosidade para (1.1) quando é simultanea-
mente uma sub-solução e super-solução de viscosidade.
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A seguir, enunciaremos um resultado que mostrar a existência de soluções do tipo
Perron para (1).

Proposição 1.1.2 (Existência de soluções do tipo Perron). Seja g0 : r0,8q ÝÑ R
uma função limitada e Lipschitz contínua. Consideremos um operador elíptico degenerado
L : Ω ˆ RN

ˆ SimpNq ÝÑ R, onde SimpNq é o conjunto das matrizes quadradas simétricas
N ˆ N , satisfazendo a seguinte condição de monotonicidade

Lpx, p⃗,Yq ď Lpx, p⃗,Xq sempre que Y ď X,

para quaisquer p⃗ P RN e X,Y P SimpNq. Se a equação

Lpx,Du,D2uq “ g0puq ` fpxq (1.2)

com f P CpΩq, admite uma sub-solução e uma super-solução de viscosidade u, ū P C0
pΩ̄q

respectivamente, e u|BΩ “ ū|BΩ “ ψ P W 2,8
pΩq, então dado o conjunto de funções

Sψ “
␣

w P C0
pΩ̄q | w é super-solução para (1.2), e u ď w ď ū

(

,

então a função
upxq “ inf

wPSψ
wpxq (Sol. Perron)

é uma solução contínua no sentido da viscosidade para (1.2) que satisfaz u “ ψ sobre BΩ.

Demonstração. Para uma demonstração, recomendamos por exemplo a leitura de [79, Proposition
2.5].

Remark 1.1.3. Devemos destacar que as soluções de viscosidade obtidas através do processo
descrito em (Sol. Perron) serão denotadas ao longo deste trabalho como soluções do tipo Perron.

Com o propósito de mostrar a existência de soluções no sentido da viscosidade para
(1), escolhemos um esquema aproximado apropriado de (1) dado por um problema regularizado.
De fato, fixados δ, ε ą 0, seja uε,δ uma solução suficientemente regular (veja e.g. o livro da
Ladyženskaja et al [61] para tal tema) para

$
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’
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N
ÿ

i,j“1
a
pεpxq,δ
ij pDuquij “ ζε puq ` fεpxq em Ω

upxq “ gpxq sobre BΩ,
(1.3)

onde o operador ν ÞÑ a
pεpxq,δ
ij pνq é definido por:

a
pεpxq,δ
ij pνq “

1
pεpxq

δij `
pεpxq ´ 2
pεpxq

νiνj
|ν|2 ` δ2 , @ ν P Rn.
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Além disso, observe que pa
pεpxq,δ
ij qi,j é uma matriz uniformemente elíptica, i.e.,

λ}ξ}
2

ď a
pεpxq,δ
ij pηqξiξj ď Λ}ξ}

2,

onde
Λ “ max

"

pεpx0q ´ 1
pεpxq

,
1

pεpxq

*

e λ “ min
"

pεpxq ´ 1
pεpxq

,
1

pεpxq

*

.

No resultado a seguir garantimos a existência de soluções no sentido da viscosidade para (1).

Proposição 1.1.4. Seja ue,δ : Ω̄ Ñ R uma solução clássica para (1.3). Suponha além disso
que as hipóteses (2) e (3) são satisfeitas. Então existe uma sub-solução uε : Ω̄ Ñ R e uma
super-solução no sentido da viscosidade uε : Ω̄ Ñ R para o problema original (1), com

$

&

%

uεpxq :“ lim
δÑ0

inf tuε,µpξq | ξ P Bδpxq, 0 ă µ ă δu

ūεpxq :“ lim
δÑ0

sup tuε,µpξq | ξ P Bδpxq, 0 ă µ ă δu .
(1.4)

Em particular, o problema (1) tem soluções no sentido da viscosidade puεqεą0. Além disso, existe
uma constante Ξ “ ΞpN, }g}L8pBΩq, p

`, p´,B,Ωq, tal que

0 ď uε ď Ξ.

Demonstração. Seja puεqεą0 as soluções do tipo Perron para (1). Lembrando a estimativa de
Alexandroff-Bakelman-Pucci (A.B.P. veja [30, Theorem 4]) permite-nos concluir que

sup
Ω

|uε| ď sup
BΩ

g `
diampΩqp`

N N
a

|B1p0q|pp´ ´ 1q
}fε}LN pC`puεqq :“ Ξ,

onde
C`

puεq “ tx P Ω : upxq “ Fpuqpxqu

e Fpuqpxq “ twpxq : w ě u em Ω e w é côncavau.

Dando prosseguimento a prova, vamos mostrar que uε é não-negativa. Para isso,
analisaremos os perfis regularizados, i.e., uε,δ. Por contradição, vamos assumir que Aε “ tx P

Ω | uε,δ ă 0u ‰ H. Então, sem perda de generalidade uε é solução para
$

’

&

’

%

N
ÿ

i,j“1
a
pεpxq,δ
ij pDuε,δqpuε,δqij “ fεpxq em Aε

uε,δpxq “ 0 sobre BAε,

Agora, dado que fεpxq ą 0 e uε,δ “ 0 sobre BAε, usando o Princípio do Máximo (veja e.g. livro
do Evans [42]) uε,δ ě 0 em Aε, mas isto gera uma contradição. Portanto, 0 ď uε,δ, e como
consequência 0 ď uε ď Ξ depois de passar o limite quando δ Ñ 0` em (1.4).
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Enunciaremos e demonstraremos um lema que garante o princípio de estabilidade
para nosso problema singularmente perturbado. Destacamos que o resultado está inspirado em
[44, Lemma 4.1] e [85, Lemma B1].

Lema 1.1.5. (Estabilidade) Suponha que p0 P C0
pB1q , pmin ą 1 e que f0 : B1 Ñ R é contínua.

Sejam uε as soluções do tipo Perron para (1) e assumamos que a menos de subsequência
uεk Ñ u P C0

pB1q, fεk Ñ f0 e pεk Ñ p0 local e uniformemente quando εk Ñ 0. Então, u é uma
solução no sentido da viscosidade para

´∆u ´ pp0pxq ´ 2q
xD2uDu,Duy

|Du|2
“ f0pxq em B1 X tu ą 0u.

Demonstração. É suficiente fazer para o caso de sub-solução . Assumamos que φ P C2 toca u
em um ponto x0. Dado que uεk Ñ u local e uniformemente, em particular, existe uma sequência
xεk Ñ x0 tal que uεk ´ φ tem um mínimo local para xεk .

Se Dφ px0, t0q ‰ 0, então, dado que uεk é sub-solução viscosa, obtemos que

ζεk pφpxεkqq ` fεkpxεkq ě trD2φ pxεkq ` ppεk pxεkq ´ 2q

¨

C

D2φ pxεkq
Dφ pxεkq

`

|Dφ pxεkq|
2

` ε2
εk

˘

1
2
,

Dφ pxεkq
`

|Dφ pxεkq|
2

` ε2
εk

˘

1
2

G

fazendo k Ñ 8, concluímos que

fpx0q ě F
`

x0, Dφ px0q , D2φ px0q
˘

,

onde Fpx, η,Xq :“ trX ` pp0pxq ´ 2q

B

X
η

|η|
,
η

|η|

F

.

Se Dφ px0q “ 0, dividimos a prova em dois casos. Quando Dφ pxεkq ‰ 0 for k suficientemente
grande, de isto segue que

ζεk pφpxεkqq ` fεkpxεkq ě trD2φ pxεkq ` ppεk pxεkq ´ 2q

¨

C

D2φ pxεkq
Dφ pxεkq

`

|Dφ pxεkq|
2

` ε2
εk

˘

1
2
,

Dφ pxεkq
`

|Dφ pxεkq|
2

` ε2
εk

˘

1
2

G

Para algum vetor ξ P RN com |ξ| ď 1, deduzimos ao fazer k Ñ 8

f px0q ě trD2φ px0q ` pp0 px0q ´ 2q
@

D2φ px0q ξ, ξ
D

.

Quando Dφ pxεkq ” 0 para k suficientemente grande, pela definição de sub-solução
obtemos que

ζεk pφpxεkqq ` fεkpxεkq ě trD2φ pxεkq ` ppεk pxεkq ´ 2q
@

D2φ pxεkq ξεk , ξεk
D
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onde ξεk P RN satisfaz |ξεk | ď 1. Portanto, segue que para algum vetor |ξ| ď 1

f px0q ě trD2φ px0q ` pp0 px0q ´ 2q
@

D2φ px0q ξ, ξ
D

quando k Ñ 8.

1.2 Tópicos de Teoria da Medida
Nesta seção vamos apresentar resumidamente a medida de Hausdorff e daremos

algumas notações que serão importantes ao longo dos próximos capítuos desta tese.

Definição 1.2.1 (δ0-densidade). Dado O Ă RN um subconjunto aberto, diremos que O satisfaz
a propriedade de δ0-densidade em Ω para 0 ă δ0 ă 1, se existir τ ą 0 tal que

LN
pBδ0pxq X Oq ě τ ¨ LN

pBδ0pxqq,

onde LN denota a medida de Lebesgue N´dimensional.

Definição 1.2.2 (δ0-vizinhança de um conjunto). Dados A Ă RN um conjunto mensurável
e uma constante δ0 ą 0, definimos:

Nδ0pAq :“ tx P RN : distpx,Aq ă δ0u

a δ0-vizinhança de A em RN .

A seguir, introduziremos a noção de medida de Hausdorff.

Definição 1.2.3 (Medida de Hausdorff H t). Seja r0 ą 0 dado, 0 ă δ1
ă r0 fixo, e seja

A Ă RN um conjunto Boreliano. Para t ą 0 arbitrário, definimos o conteúdo pδ1, tq-Hausdorff
de A na seguinte forma:

H t
δ pAq :“ inf

#

ÿ

i

rti : A Ă
ď

iě1
Bripxiq tal que 2ri ă δ1

+

,

onde o ínfimo é tomado sobre todas as coberturas tBripxiqui de A, i.e., A Ă
ď

iě1
Bripxiq com

xi P A e diâmetro sob controle (i.e., 2ri ă δ1). Então, a medida de Hausdorff H t de A é definida
como:

H t
pAq :“ lim

δ1Ñ0`
H t

δ1pAq.

Agora, enunciamos um Lema que será fundamental na parte das estimativas da
medida de Hausdorff que serão trabalhadas no Capítulo 2.
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Lema 1.2.4 (Propriedade de densidade). Dado O Ť Ω um conjunto aberto, temos as
seguintes conclusões:

p1q Se existe 0 ă δ1
ă 1 tal que O satisfaz a propriedade de δ1

´densidade, então existe
C “ Cpτ,Nq ą 0, para a qual:

|Nδ1pBOq X Bρpxq| ď
1

2Nτ |NδpBOq X Bρpxq X O| ` Cδ1ρN´1

com x P BO X Ω e δ ! ρ.

p2q Se A possui densidade uniforme em Ω (ao longo de O), então |BA X Ω| “ 0.

Demonstração. A prova da propriedade (1) segue via um argumento de recobrimento. A prorie-
dade (2) é consequência do Teorema da Diferenciação de Lebesgue (veja por exemplo o Livro do
Evans-Gariepy [43]).

1.3 Princípio de comparação para equações quase-lineares
Nesta parte preliminar inspirada fortemente em [57, Chapter 2] apresentamos algumas

noções sobre o princípio de comparação e estimativas interiores para equações elípticas quase
lineares.

Ao longo desta preliminar consideraremos uma equação da forma
N
ÿ

i,j“1
aijpx,∇uquij “ fpxq in Ω. (1.5)

Além disso, assumiremos a condição de elipticidade uniforme no seguinte sentido: para todo
x P Ω e todo ρ, ξ P RN ;

λ|ξ|
2

ď

N
ÿ

i,j“1
aijpx, ρqξiξj ď Λ|ξ|

2,

para algumas constantes positivas 0 ă λ ď Λ. Por simplicidade vamos escrever

Qpuq “

N
ÿ

i,j“1
aijpx,∇uquij.

A seguir, procederemos em enunciar e demonstrar o princípio de comparação para este tipo de
equações.

Teorema 1.3.1. Seja aij P C1 `Ω ˆ RN
˘

satisfazendo a condição de elipticidade uniforme.
Sejam u, v P C0

pΩ̄q X C2
pΩq tais que Qpuq ě Qpvq em Ω e u ď v sobre BΩ. Então, u ď v em Ω.
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Demonstração. Primeiramente escrevemos

Qpuq “ Qpvq “

N
ÿ

i,j“1
paijpx,∇uquij ´ aijpx,∇vqvijq

“

N
ÿ

i,j“1
aijpx,∇uqpu ´ vqij `

N
ÿ

i,j“1
paijpx,∇uq ´ aijpx,∇uqqvij.

Consequentemente

aijpx,∇uq ´ aijpx,∇uq “

ż 1

0

d

dt
aijpx, t∇u ` p1 ´ tq∇vqdt

“

ż 1

0
aij,pkpx, t∇u ` p1 ´ tq∇vqdt ¨ pu ´ vqk.

Assim,

Qpuq ´ Qpvq “

N
ÿ

i,j“1
raijpu ´ vqij `

N
ÿ

k“1

rbkpu ´ vqk,

onde

ãij “

N
ÿ

i,j“1
aijpx,∇uq,

rbk “ vij

ż 1

0
aij,pkpx, t∇u ` p1 ´ tq∇vqdt

Então, obtemos que

N
ÿ

i,j“1
raijpu ´ vqij `

N
ÿ

k“1

rbkpu ´ vqk ě 0 em Ω,

u ´ v ď 0 sobre BΩ,

onde raij satisfaz, para todo x P Ω e todo ξ P RN ,

λ|ξ|
2

ď raijpxqξiξj ď Λ|ξ|
2.

Então, pelo princípio do máximo para equações lineares elípticas, concluímos que u ď v in
Ω.

Como uma consequência do resultado anterior temos o seguinte corolário.

Corolário 1.3.2. Seja aij P C1 `Ω ˆ RN
˘

satisfazendo a uniformidade elíptica. Suponhamos
que u, v P C0

pΩ̄q X C2
pΩq satisfazem Qpuq “ Qpvq em Ω e u “ v sobre BΩ. Então, u “ v em Ω.
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1.3.1 Desigualdade de Harnack para EDPs uniformemente elípticas

Como um complemento, enunciaremos os seguinte resultado relativo a desigualdade
de Harnack. Enunciamos o primeiro resultado, o qual pode ser achado na seguinte referência
(veja [57, Theorem 1.2.12]).

Teorema 1.3.3. Seja BR uma bola em RN e Lpuq “

N
ÿ

i,j“1
aijBiju em BR, para aij P C0

pBRq

satisfazendo a condição de elipticidade uniforme. Além disso, assumamos que u P L8
pBRq X

C2
pBRq é uma solução não negativa (no sentido da viscosidade) para

Lupxq “ fpxq in BR,

para alguma f P Ln pBRq X C0
pBRq. Então,

sup
BR{2

upxq ď C

"

inf
BR{2

upxq ` R}f}LnpBRq

*

,

onde C é uma constante positiva dependendo somente em N, λ e Λ.

O último resultado é uma versão mais geral do resultado anterior.

Teorema 1.3.4. (veja [41, Lemma 1]) Sejam BR uma bola em RN e Lpuq “

N
ÿ

i,j“1
aijBiju em BR,

para aij P C0
pBRq satisfazendo a condição de elipticidade uniforme e u não negativa (no sentido

da viscosidade). Então, existem constantes C ą 0 e ε0 ě N{2 dependendo em Λ{λ tais que

sup
BR{2

u ď C

„

inf
BR{2

u ` R2´N{q0}f}Lq0 pBRq

ȷ

,

onde q0 ě N ´ ε0.

1.3.2 Estimativas de Schauder para equações quase lineares

Agora, continuamos enunciando resultados referentes ás estimativas de Schauder.
Para a demonstração deste resultado veja [57, Proposition 2.1.4].

Proposição 1.3.5. Sejam α P p0, 1q uma constante e aij P C0 `Ω ˆ RN
˘

satisfazendo a condição
de elipticidade uniforme. Assumamos que u é uma solução C2

pΩq para.
N
ÿ

i,j“1
aijpx,∇uquijpxq “ fpxq em Ω

para f P C0
pΩq. Para todo inteiro m ě 0, se aij p¨, v1, . . . , vNq P Cm,α

pΩq para qualquer
v1, . . . , vN P Cm,α

pΩq e se f P Cm,α
pΩq, então u P Cm`2,α

pΩq. Em particular, se aij P

C8
`

Ω ˆ RN
˘

e f P C8
pΩq, então u P C8

pΩq.
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Uma versão global da regularidade mais alta também é válida se aplicamos a
regularidade global de Schauder. Para mais detalhes, veja [57, Proposition 2.1.5]

Proposição 1.3.6. Sejam α P p0, 1q uma constante e aij P C0 `Ω̄ ˆ RN
˘

satisfazendo a condição
de elipticidade uniforme. Assumamos que u é uma solução C2

pΩ̄q para
$

’

&

’

%

N
ÿ

i,j“1
aijpx,∇upxqquijpxq “ fpxq em Ω,

upxq “ φpxq sobre BΩ,
(1.6)

para f P C0
pΩ̄q e φ P C0

pΩ̄q. Para qualquer inteiro m ě 0, se BΩ P Cm`2,α, aij p¨, v1, . . . , vNq P

Cm,α
pΩ̄q para todo v1, . . . , vN P Cm,α

pΩ̄q, f P Cm,α
pΩ̄q, e φ P Cm`2,α

pΩ̄q, então u P Cm`2,α
pΩ̄q.

Em particular, se BΩ P C8, aij P C8
`

Ω̄ ˆ RN
˘

, f P C8
pΩ̄q, e φ P C8

pΩ̄q, então u P C8
pΩ̄q.

1.4 Métodos variacionais e algumas notações
Nesta parte apresentaremos algumas definições e notações que serão utilizadas ao

longo deste trabalho.

Definição 1.4.1. Sejam X um espaço vetorial de Banach sobre R e J : X ÝÑ R um funcional.

Fixadas as constantes α, β P R, (com α ă β), definimos os conjuntos

$

’

&

’

%

Jβ :“ tu P X : Jpuq ď βu

Jα :“ tu P X : Jpuq ě αu

Jβα :“ Jα X Jβ.

Além disso, no caso que o operador J seja diferenciável (no sentido de Fréchet), escrevemos

Kα “ tu P X : Jpuq “ α e J 1
puq “ 0u.

A seguinte definição é importante no desenvolvimento do trabalho.

Definição 1.4.2. Sejam V um espaço vetorial de Banach real, J P C1
pV,Rq e c P R. Diremos

que uma sequência punqně1 Ă V satisfaz a condição de Palais–Smale ao nível c, (ou por
simplicidade é uma sequência pPSqc), se verifica que

lim
nÑ8

Jpunq “ c e lim
nÑ8

J 1
punq “ 0. (1.7)

Então, diremos que J satisfaz a condição de Palais–Smale a nível c, ou pPSqc, se toda
sequência pPSqc possui uma subsequência convergente (na norma de V ). Se J satisfaz pPSqc

para qualquer c P R, simplesmente diremos que J satisfaz pPSq.
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Enunciamos a seguir um resultado abstrato fundamental para a demonstração do
Teorema 3.1.1. De fato, tal resultado consiste em uma proposição clássica que nos permitirá
encontrar pontos críticos de funcionais que verificam a geometria chamada de passo de montanha.
Para uma demonstração ao leitor interessado, recomendamos ver as referências [3] e [78].

Proposição 1.4.3 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam V um espaço vetorial de
Banach sobre os reais e J P C1

pV,Rq um funcional tal que

(i) Jp0q “ 0;

(ii) Existem ρ, α P p0,8q tais que inf
}u}“ρ

Jpuq ě α;

(iii) Existe um v P V com }v} ą ρ tal que Jpvq ď 0;

(iv) J verifica pPSqβ, com β “ inf
γPΓ

sup
tPr0,1s

Jpγptqq , onde

Γ “ tγ P Cpr0, 1s, Xq : γp0q “ 0 e γp1q “ vu.

Então β é um valor crítico de J .

1.5 Espaços funcionais e imersões de Sobolev
Nossos estudos sobre questões relacionadas à existência e multiplicidade de soluções

de (8) será feito sobre o bem conhecido espaço W 1,p
0 pΩq, onde Ω Ă RN é um subconjunto aberto,

limitado e com fronteira regular, p ą 1, 0 ă s ă 1 e trabalharemos com a seguinte norma para o
espaço W 1,p

0 pΩq:

}u} “

ˆ
ż

Ω
|∇u|

p dx `

ż ż

R2N

|upxq ´ upyq|p

|x ´ y|N`sp
dydx

˙1{p

, (1.8)

onde denotaremos por rus
p
s, a semi-norma de Gagliardi dada por

rus
p
p,s :“

ż ż

R2N

|upxq ´ upyq|p

|x ´ y|N`sp
dydx. (1.9)

Devemos destacar que a escolha da norma anterior é devido a relação direta entre W 1,p
0 pΩq e o

espaço fracionário X1,p
0 pΩq, definido comumente na literatura como sendo

X1,p
0 pΩq “ tu P W 1,p

pRN
q : u|Ω P W 1,p

0 pΩq, u “ 0 q.t.p em RN
zΩu.

Focados ao nosso estudo definiremos o que é uma solução no sentido fraco para (8). O funcional
de Euler-Lagrange associado ao problema (8) está dado por

Jλpuq “
1
p

}u}
p

´
λ

r

ż

Ω
|u|

r dx ´
1
p˚

ż

Ω
|u|

p˚

dx.

Por conseguinte podemos dar a seguinte definição
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Definição 1.5.1 (Solução no sentido fraco). Diremos que u P W 1,p
0 pΩq é uma solução no sentido

fraco para (8) se para todo v P W 1,p
0 pΩq

xJ 1
puq, vy “

ż

Ω
|∇u|

p´2∇u ¨ ∇v dx `

ż ż

R2N

|upxq ´ upyq|p´2ppupxq ´ upyqqpvpxq ´ vpyqqq

|x ´ y|N`sp
dydx

´

ż

Ω
|u|

r´2uvdx ´

ż

Ω
|u|

P˚´2uvdx “ 0. (1.10)

Permita-nos relembrar alguns resultados sobre imersões contínuas e compactas de Sobolev
necessários para nossos propósitos no Capítulo 3 deste trabalho.

Proposição 1.5.2. Seja Ω Ă RN um domínio aberto, limitado e suave. Então são válidas as
seguintes imersões contínuas:

W 1,p
0 pΩq Ă Lp

˚

pΩq, se p ă N,

W 1,p
0 pΩq Ă LmpΩq @ m P rp,8q, se p “ N,

W 1,p
0 pΩq Ă L8

pΩq, se p ą N.

(1.11)

Além disso, temos as seguintes imersões compactas:

W 1,p
0 pΩq Ă LmpΩq @ m P r1, p˚

q, se p ă N,

W 1,p
0 pΩq Ă LmpΩq @ m P rp,8q, se p “ N,

W 1,p
0 pΩq Ă C0

pΩq, se p ą N.

(1.12)

Para uma prova, veja Corollary 9.14 e o Theorem 9.16 em [25].

Como consequências de (1.11) e (1.12), temos que, para p ă N a imersão W 1,p
0 pΩq Ă

LmpΩq para algum m P r1, p˚
s, garante a existência de uma constante Cm ą 0 tal que

}u}m “ }u}LmpΩq “

ˆ
ż

Ω
|u|

mdx

˙1{m

ď Cm}u}, para todo u P W 1,p
0 pΩq.

Neste ponto, surge naturalmente a questão de averiguar qual seria a melhor constante (ou
constante ótima) para a qual a desigualdade acima é verificada.

No caso m “ p˚ definimos

S “ inf
uPW 1,p

0 pΩqzt0u

}∇u}
p
LppΩq

}u}
p

Lp˚
pΩq

, (1.13)

a qual é conhecida como a melhor constante para a imersão de Sobolev.

É um fato bem conhecido que S é um número positivo. Tal constante será fundamental
nos resultados do nosso trabalho no Capítulo 3. Além disso, considerando uma equivalência
topológica entre a norma }∇u}p e a norma }u} dada em (1.8), de fato S coincide com a melhor
constante na desigualdade mista do tipo Sobolev (veja [59, Lemma 2.1]).
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A seguir enunciamos um resultado para os espaços LmpΩq, com m P r1,8s, o qual
nos permitirá controlar sequências convergentes de LmpΩq em termos de uma função deste
mesmo espaço.

Proposição 1.5.3. Sejam m P r1,8s, pfnqn e f0 em LmpΩq tais que fn Ñ f0 em LmpΩq. Então
existem uma subsequência pfnkqk e uma função Lebesgue mensurável h P LmpΩq tais que:

(i) fnkpxq Ñ f0pxq q.t.p. x P Ω;

(ii) |fnkpxq| ď hpxq, para todo k P N e q.t.p. x P Ω.

Como referencia para a prova, veja o Livro do Brézis [25, Theorem 4.9].

Concluímos esta parte das preliminares enunciando uma desigualdade clássica que
será fundamental no Capítulo 3.

Proposição 1.5.4 ( [86, Formula 2.2]). Sejam ξ, η P RN e p ą 1, então existem constantes
positivas Cp e ĂCp tais que

|ξ ´ η|
p

ď

#

Cpp|ξ|
p´2ξ ´ |η|

p´2ηq ¨ pξ ´ ηq, se p ě 2,
ĂCp

“

p|ξ|
p´2ξ ´ |η|

p´2ηq ¨ pξ ´ ηq
‰

p
2 p|ξ|

p
` |η|

p
q

2´p
2 , se 1 ă p ă 2.

(1.14)

1.6 Índice Cohomológico
Nesta parte, daremos uma breve ideia do índice de cohomología de Fadell e Rabinowitz,

o qual será fundamental na prova do Teorema 3.2.2. Devemos ressaltar que a maioria das
definições e resultados que daremos a seguir podem ser encontrados em [76, Chapter 2].

Definição 1.6.1 ([76, Section 2.5]). Seja V um espaço de Banach e denotemos por F a classe
dos subconjuntos de V zt0u que são simétricos. Para cada F P F , seja F̄ “ F {Z2 o espaço
quociente de F identificando pontos antípodais, e considere

g˚ : H˚
pRP8

q ÝÑ H˚
pF̄ q

o homomorfismo induzido de Alexander–Spanier entre anéis de cohomologias, onde RP8 é o
plano projetivo infinito sobre os reais.

Definimos o Z2-índice de cohomologia (denotado por ind ) para F como sendo

ind pF q :“ suptk P N : g˚
pωk´1

q ‰ 0u se F ‰ H, e ind pHq “ 0,

onde ω P H1
pRP8

q é o gerador do anel de polinômios H˚
pRP8

q “ Z2rωs.

Agora, enunciaremos algumas propriedades para o índice cohomológico, as quais
serão essenciais na demonstração do Teorema 3.2.2.



Capítulo 1. Preliminares 36

Proposição 1.6.2. O índice ind : F ÝÑ N Y t0,8u satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ind pXq “ 0 se e só se X “ H;

(ii) Se h : X Ñ Y é uma aplicação equivariante (em particular se X Ď Y ), então

ind pXq ď ind pY q

e a igualdade é valida se X 9»Y (Homotópicamente equivalentes);

(iii) Dados um espaço vetorial normado V e um subconjunto X Ă V , simétrico não contendo o
zero, então

ind pXq ď dimpV q;

(iv) Se U é uma vizinhança aberta, limitada e simétrica de zero em um espaço vetorial normado
V , então

ind pBUq “ dimpV q.

Particularmente, ind pSrq “ dimpV q, onde Sr é a esfera de raio r;

(v) Se X é a união disjunta de subconjuntos U,´U , então ind pXq “ 1. Particularmente, se
X for finito seu índice é 1;

(vi) Se X é compacto, então ind pXq ă 8.

Demonstração. Como uma referência para as provas das propriedades acima, veja [76, Proposi-
tions 2.12 and 2.14].

Considere J : V ÝÑ R um funcional. Enunciaremos a seguir um resultado que nos
permitirá aplicar a teoria do índice de cohomología no estudo da existência de soluções para
problemas variacionais elípticos do tipo (8). Antes disso, precisamos da seguinte definição que
será necessária para enunciar a Proposição 1.6.4.

Denotemos por A a classe dos subconjuntos de V que não contém o zero e são
simétricos com respeito à origem, identificados por homeomorfismos ímpares.

Definição 1.6.3. Sejam 0 ă r, d ď 8 e denote por Γ˚ o grupo formado por todos os home-
omorfismos ímpares em V que são a identidade fora de J´1

p0, dq. Definimos o pseudo-índice
(denotado por ind˚

r ) de N P A relativo a Sr, ind e Γ˚ como sendo

ind˚
r pNq :“ min

θPΓ˚
pind pθpNq X Srqq.
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Proposição 1.6.4 ( [77, Theorem 2.2]). Sejam A0, B0 subconjuntos simétricos de S1 “ S1pV q

(esfera unitária no espaço V ) tal que A0 é compacto em V e B0 é fechado em V , e

ind pA0q ě k ` m, ind pS1zB0q ď k

para inteiros k ě 0 e m ě 1. Suponhamos que existem b P R e R ą r ą 0 tais que

sup
uPA

Jpuq ď 0 ă inf
uPB

Jpuq, sup
uPX

Jpuq ă b,

onde A “: tRu : u P A0u, B :“ tru : u P B0u e X :“ ttu : u P A, t P r0, 1su. Para
j “ k ` 1, . . . , k ` m seja

A˚
“ tN P A : N é compacto e ind˚

r pNq ě ju

e seja
c˚
j :“ inf

NPA˚
sup
uPN

Jpuq.

Então,
inf
uPB

Jpuq ď c˚
k`1 ď . . . ď c˚

k`m ď sup
uPX

Jpuq.

Particularmente, 0 ă c˚
j ă b. Além disso, se J satisfaz pPSqc para cada c P p0, bq, então cada c˚

j

é um ponto crítico para J , e portanto J tem distintos pares de pontos críticos associados.

Definição 1.6.5. Sejam V e W espaços vetoriais de Banach sobre R. Um operador l : V ÝÑ W

é dito α–homogêneo, onde α ą 0, se

lptuq “ tαlpuq @u P V.

Fazendo t “ 0, temos que lp0q “ 0.

Um operador contínuo e m–homogêneo l é limitado no seguinte sentido:

Proposição 1.6.6 ([76, Proposition 1.1]). Se l P CpV,W q é m–homogêneo, então existe uma
constante Cm ą 0 para a qual

}lpuq}W ď Cm}u}
m
V @u P V. (1.15)

Particularmente, l é limitado restrito a conjuntos limitados.

Definição 1.6.7. Denotemos por V ˚ o espaço dual de V . Então um operador l P CpV, V ˚
q é

denotado operador potencial se existir um funcional L P C1
pV,Rq, denominado de potencial

de l, tal que
L1

puq “ lpuq @u P V.

Observe que, ao trocarmos L por L ´ Lp0q, podemos assumir, se é necessário, que Lp0q “ 0.
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Proposição 1.6.8 ([76, Proposition 1.2]). Se l é um operador potencial e L é seu potencial,
então

Lpuq “

ż 1

0
xlptuq, uy dt u P V.

Particularmente, L é par, se e somente, se l é ímpar. Além disso, se l é m–homogêneo, então

Lpuq “
1

m ` 1xlpuq, uy u P V.

Consideramos uma vez mais J P C1
pV,Rq um funcional par. Assumamos que c P R é

um valor regular para J e Jp0q “ 0. Logo

N “ tu P V : Jpuq “ cu

é uma variedade completa de classe C1. Além disso, o plano tangente para u P N é dado por

TuN “ Ker pJ 1
puqq.

Agora, designamos por F a classe dos subconjuntos simétricos de N . Seja Φ P

C1
pV,Rq um funcional par e Φ̃ sua restrição a N . Definamos para b P R de acordo a Definição

1.4.1

Φ̃b “ Φb X N ,

Φ̃b
“ Φb

X N ,

K̃b “ Kb X N ,

e para cada inteiro 1 ď k ď dimpV q “ d defina

Fk :“ tN P F : indpNq ě ku e ck “ inf
NPFk

sup
uPN

Φ̃puq.

Observe que a sequência pckqkďd é crescente e será utilizada para encontrar pontos críticos de
funcionais pares restritos a N . Além disso, se d ă 8 definimos ck “ 8 @k ą d.

A Proposição seguinte estabelece uma forma de aplicarmos a dita sequência.

Proposição 1.6.9 ([76, Propositions 3.52 and 3.53 ]). Suponhamos que Φ seja par.

(i) Se ´8 ă ck “ . . . “ ck`m´1 “ c ă 8 para algum m ě 1 e Φ̃ satisfaz pPSqc, então
indpK̃cq ě m. Particularmente, se ´8 ă ck ă . . . ă ck`m´1 ă 8 e Φ̃ satisfaz pPSqc para
c “ ck, . . . , ck`m´1, então cada c P R é um valor crítico e Φ̃ tem m pares distintos de
pontos críticos.

(ii) Se dimpV q “ 8 e Φ̃ satisfaz pPSq e ´8 ă ck ă 8 para todo k suficientemente grande,
então ck Ñ 8.



Capítulo 1. Preliminares 39

(iii) Se ck é finito e Φ̃ satisfaz pPSqck , então

ind pN zΦ̃ckq ă k ď ind pΦ̃ckq. (1.16)

(iv) Se ck ă ck`1 são finitos e Φ satisfaz pPSqc para c “ ck, ck`1, então

ind pΦ̃ckq “ ind pN zΦ̃a
q “ ind pN zΦ̃ck`1q “ k @a P pck, ck`1q.

1.7 Genus de Krasnoselskii
Nesta subseção daremos uma breve introdução à teoria de genus de Krasnoselskii

e resultados necessários para a prova do Teorema 3.1.1.

Definição 1.7.1 (Genus de Krasnoselskii). Seja V um espaço vetorial de Banach sobre
R e denote por Γ a classe de todos os subconjuntos fechados (em V ) que não contém o zero e
são simétricos com respeito à origem, identificados por homeomorfismos ímpares. Para A P Γ
definimos o genus de A (denotado por γpAq “ n) como o menor inteiro não negativo n tal que
existe ψ P C0

pA,Rn
zt0uq. Se não existir tal inteiro, definimos γpAq “ 8 para A não-vazio e

γpHq “ 0.

Enunciamos algumas propriedades do genus de Krasnoselskii.

Proposição 1.7.2 ([3, Lemma 1.2 and Proposition 7.5] e [78, Example 7.2]). Sejam A, B P Γ.
Então:

(i) Se existe ϕ P C0
pA,Bq com ϕ ímpar, então γpAq ď γpBq. Em particular, se A Ď B, então

γpAq ď γpBq;

(ii) Se γpBq ă 8, então γpB zAq ě γpBq ´ γpAq;

(iii) Se A é compacto, então γpAq ă 8 e existe um δ ą 0 tal que, o conjunto

NδpAq “ tw P W : }w ´ A} ď δu

está em A e γpAq “ γpNδpAqq;

(iv) Se A é homeomorfo por aplicação ímpar ao bordo de uma vizinhança simétrica e aberta do
zero em Rn, então γpAq “ n. Particularmente, γpSn´1

q “ n, onde Sn´1 é a esfera unitária
em Rn;

(v) Se B X p´Bq “ H, então B Y p´Bq P A e γpB Y p´Bqq “ 1. Particularmente, se A for
finito γpAq “ 1;
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(vi) Se γpAq ą 1, então A tem infinitos pontos.

Utilizando a notação dada na Sub-seção 1.4, enunciaremos agora um resultado geral
na teoria variacional, o qual é fundamental para a prova do Teorema 3.1.1 a posteriori.

Proposição 1.7.3 (Lema de deformação – [76, Lemma 3.46] e [3, Lemma 1.3]). Suponha
que J P C1

pV,Rq satisfaz pPSq, sejam c P Rzt0u e N qualquer vizinhança de Kc. Então, existem
η P C0

pr0, 1s ˆ V, V q, com ηtpxq “ ηpt, xq, e constantes ε ą 0, |c| ą d1 ą 0 tais que:

(i) η0 “ IdV ;

(ii) ηtpuq “ u para todo u R J´1
prc ´ ε, c ` εsq e t P r0, 1s;

(iii) ηt é um homeomorfismo para cada t P r0, 1s;

(iv) Jpηtpuqq ď Jpuq para todo u P V e t P r0, 1s;

(v) η1pJ c`d1zNq Ď J c´d1;

(vi) Se Kc “ H, então η1pJ c`d1q Ď J c´d1;

(vii) Se J é par, então ηt é ímpar para todo t P r0, 1s.

Concluímos este capítulo fornecendo uma versão simétrica da Proposição 1.4.3, i.e.,
a versão simétrica do Teorema do Passo de Montanha.

Proposição 1.7.4 (Teorema do Passo de Montanha simétrico – [60]). Sejam E um espaço
de dimensão infinita e J P C1

pE,Rq. Denotemos por Γn a família dos subconjuntos simétricos e
fechados A de E,com γpAq ě n e suponha que as seguintes condições sejam satisfeitas:

pJ1q J é par, limitado por baixo, Jp0q “ 0 e J verifica pPSqc, para cada c ă c̄, com c̄ ą 0
apropriado;

pJ2q Para cada n P N, existe um An P Γn tal que sup
uPAn

Jpuq ă 0.

Então valem ou (i) ou (ii) abaixo:

(i) Existe uma sequência punqn tal que

J 1
punq “ 0, Jpunq ă 0 e lim

nÑ8
un “ 0.
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(ii) Existem duas sequências punqn e pvnqn tais que

J 1
punq “ 0, Jpunq “ 0, un ‰ 0, e lim

nÑ8
un “ 0,

J 1
pvnq “ 0, Jpvnq ă 0, lim

nÑ8
Jpvnq “ 0,

e pvnqn converge a um limite não-nulo.
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2 Problema singularmente perturbado

Nesta seção estudaremos o problema singularmente perturbado descrito em (1).
Nosso principal objetivo será estabelecer estimativas de regularidade Lipschitz (uniforme com
relação ao parâmetro ε (resp. δ ą 0)), bem como provar algumas propriedades geométricas
das soluções e de suas fronteiras livres. No final deste capítulo, obteremos, após passagem
ao limite no problema (1), um problema de fronteira livre de uma-fase do tipo Bernoulli (cf.
[29]). Destacamos que as estimativas obtidas na primeira parte desta capítulo, são estáveis por
passagem ao limite.

2.1 Estimativas de regularidade Lipschitz
Iniciaremos esta seção estudando estimativas uniformes para o gradiente das soluções

de (1), as quais particularmente fornecerão compacidade na topologia da convergência local-
uniforme.

Teorema 2.1.1 (Regularidade Lipschitz local). Seja puεqεą0 uma família de soluções para
(1). Dado Ω1

Ť Ω (subconjunto compactamente contido), existe uma constante C ą 0 que depende
somente de parâmetros universais e de Ω1, mas independente de ε ą 0, tal que

}Duε}L8pΩ1q ď C.

Além disso, se puεqεą0 é uniformemente limitada, então esta família é pre-compacta na topologia
Lipschitz.

Portanto, para demonstrarmos o Teorema 2.1.1, precisamos do seguinte Lema técnico
inspirado no método de Bernstein descrito na introdução.

Lema 2.1.2. Seja uε,δ uma solução de viscosidade para (1.3). Então, existe uma constante
Lpuniversalq ą 0 tal que, para todo δ ą 0 e 0 ă ε ă 1

|Duε,δpxq| ď L
ˆ

1 `
1

distpx, BΩq

˙

@x P Ω. (2.1)

Demonstração. Fixado 0 ă ε ă 1, para todo δ, considere uε,δ “ uδ (para simplificar a notação)
a solução suave para (1.3) (a existência de tal solução é assegurada por [61]). Dividiremos a
demostração do resultado em duas partes:
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(1) Se x P tuδ ě εu X Ω.

Neste caso,

ζεpu
δ
q “ 0 e

N
ÿ

i,j“1
a
pεpxq,δ
ij pDuδquδij “ fεpxq,

então pela teoria da regularidade até o bordo para EDPs uniformemente elípticas (veja
[46, Section 2.6] e [61]) concluímos que

|Duδpxq| ď Cpuniversalq ď C
ˆ

1 `
1

distpx, BΩq

˙

,

onde C ą 0 é independente de ε e δ.

(2) Se x P tuδ ď εu X Ω.

Seja vpxq “ p}Duδpxq}
2

` δ2
q

1{2 e considere a função auxiliar

wpxq “ ξpxqvpxq ` µpuδpxqq
2,

onde µ ą 0 é uma constante que determinaremos a posteriori, ξ P C0
pΩ, r0, 1sq e ξ “ 0

sobre BΩ.

Seja x0 P Ω tal que w atinge seu máximo neste ponto. Podemos assumir sem perda de
generalidade que

}Duδpx0q} ě 1,

pois, se }Duδpx0q} ă 1, então para 1 ă δ ď 1{2

}Duδpxq} ď vpxq ď wpxq ď wpx0q

“ ξpx0qvpx0q ` µpuδpx0qq
2

ď
?

1 ` δ2 ` ε2µ

ă 2 ` µ.

Primeiramente, suporemos que x0 R BΩ, então D2
puδqpx0q é uma matriz não-positiva

definida e portanto obtemos que

N
ÿ

i,j“1
a
pεpx0q,δ
ij pDuδpx0qqwijpx0q ď 0.
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Então, para tal x0 temos que

0 ď ´

N
ÿ

i,j“1
a
pεpx0q,δ
ij pDuδpx0qqwijpx0q

“ ´ξpx0q

N
ÿ

i,j“1
a
pεpx0q,δ
ij pDuδpx0qqvijpx0q ´ vpx0q

N
ÿ

i,j“1
a
pεpx0q,δ
ij pDuδpx0qqξijpx0q

´ 2µuδpx0q

N
ÿ

i,j“1
a
pεpx0q,δ
ij pDuδpx0qquδijpx0q ´ 2

N
ÿ

i,j“1
a
pεpx0q,δ
ij pDuδpx0qqξjpx0qvipx0q

´ 2µ
N
ÿ

i,j“1
a
pεpx0q,δ
ij pDuδpx0qquδi px0quδjpx0q. (2.2)

A seguir estimamos cada termo separadamente para obter a desigualdade apropriada. Para
o terceiro termo obtemos que

´2µuδpx0q

˜

N
ÿ

i,j“1
a
pεpx0q,δ
ij pDuδpx0qquδijpx0q

¸

“ ´2µuδpx0qζεpu
δ
px0qq ´ 2µfεpx0q ď 0 (2.3)

pois uδ é uma solução clássica para (1.3).
Sigamos estimando o primeiro termo notando que

vijpx0q “
1

vpx0q

N
ÿ

k“1

uδikpx0quδjkpx0q `
1

vpx0q

N
ÿ

k“1

uδkpx0quδijkpx0q ´
1

v2px0q

N
ÿ

k“1

´

uδkpx0quδikpx0q

¯

N
ÿ

l“1

´

uδl px0quδjlpx0q

¯

,

e por um cálculo direto

´

N
ÿ

i,j“1

a
pεpx0q,δ
ij pDuδpx0qqvijpx0q “ ´

1
vpx0q

1
pεpx0q

N
ÿ

i,k“1

puδikpx0qq
2

´
1

v2px0q

pεpx0q ´ 2
pεpx0q

˜

N
ÿ

i,j“1

uδjpx0quδi px0quδijpx0q

¸2

`
pεpx0q ´ 1

pεpx0q

1
v3px0q

}Dvpx0q}
2v2

px0q.

Agora, notemos que

1
pεpx0q

N
ÿ

i,k“1
puδikpx0qq

2
`
pεpx0q ´ 2
pεpx0q

˜

N
ÿ

i,j“1
uδjpx0quδi px0quδijpx0q

¸2

ě λ
N
ÿ

i,k“1
puδikpx0qq

2
ě 0,

e assim temos a seguinte estimativa

´ξpx0q

N
ÿ

i,j“1
a
pεpx0q,δ
ij pDuδpx0qqvijpx0q ď ξpx0q

pεpx0q ´ 1
pεpx0q

}Dvpx0q}2

vpx0q
. (2.4)

Agora, forneceremos uma estimativa para o quarto termo observando que em x0

wipx0q “ ξipx0qvpx0q ` ξpx0qvipx0q ` 2µuδpx0quδi px0q “ 0,
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e isto implica que

ξpx0q
}Dvpx0q}2

vpx0q
ď
vpx0q

ξpx0q

`

}Dξpx0q}
2

` 4µ|uδpx0q|}Dξpx0q} ` 4pµuδpx0qq
2
q
˘

ď 6vpx0q

ξpx0q

`

}Dξpx0q}
2

` pµuδpx0qq
2˘ . (2.5)

Logo, segue que

´2
N
ÿ

i,j“1

a
pεpx0q,δ
ij pDuδpx0qqξjpx0qvipx0q “ ´

2
pεpx0q

1
ξpx0q

N
ÿ

i“1

ξipx0qpvipx0qξpx0qq

´ 2pεpx0q ´ 2
pεpx0q

1
ξpx0q

N
ÿ

i,j“1

uδi px0quδjpx0q

v2px0q
ξjpx0qpξpx0qvipx0qq (2.6)

ď 41 ` |pεpx0q ´ 2|

pεpx0q

vpx0q

ξpx0q

´

}Dξpx0q}
2

` pµuδpx0qq
2
¯

.

Para o segundo termo em (2.2) temos que

´vpx0q

N
ÿ

i,j“1

a
pεpx0q,δ
ij pDuδpx0qqξijpx0q ď

N

pεpx0q
vpx0q}D2ξpx0q} ` vpx0q

pεpx0q ´ 2
pεpx0q

ď ηµv2
px0q `

1
4ηµ

ˆ

N ` |pεpx0q ` 2|

pεpx0q
}D2ξpx0q}

˙2

, (2.7)

onde utilizamos na última linha a desigualdade de Young com η ą 0.
Usando as desigualdades (2.3)-(2.7) e (2.2) obtemos para o quinto termo a seguinte
expressão

2µ
N
ÿ

i,j“1

a
pεpx0q,δ
ij pDuδpx0qquδi px0quδjpx0q “ 2µ

ˆ

1
pεpx0q

`
pεpx0q ´ 2

pεpx0q

}Duδpx0q}
2

v2px0q

˙

ď
6vpx0q

ξpx0q

pεpx0q ´ 1
pεpx0q

´

}Dξpx0q}
2

` pµuδpx0qq
2
¯

` µηv2
px0q

`
1

4ηµ

ˆ

N ` |pεpx0q ´ 2|

pεpx0q
}D2ξpx0q}

˙2

` 41 ` |pεpx0q ´ 2|

pεpx0q

v

ξ
px0q

´

}Dξpx0q}
2

` pµuδpx0qq
2
¯

ď 12v

ξ
px0q

´

}Dξpx0q}
2

` pµuδpx0qq
2
¯

` µηv2
px0q `

ˆ

N ` |pεpx0q ´ 2|

pεpx0q
}D2ξpx0q}

˙2

.

Agora, dado que }Duδpx0q} ě 1, podemos mostrar que

2µ}Duδpx0q}
2
ˆ

1
pεpx0q

`
pεpx0q ´ 2
pεpx0q

}Duδpx0q}2

v2px0q

˙

ě
8
9
pεpx0q ´ 1
pεpx0q

µv2
px0q,

e portanto temos

8
9

pεpx0q ´ 1
pεpx0q

µv2
px0q ď 12v

ξ
px0q

´

}Dξpx0q}
2

` pµuδq
2
px0q

¯

`

´

N`|pεpx0q´2|

pεpx0q
}D2ξpx0q}

¯2

4ηµ

ď
36
ηµ

`

}Dξpx0q}
2

` pµuδpx0qq
2˘2

ξ2px0q
` 2ηµv2

px0q `
1

4ηµ

ˆ

N ` |pεpx0q ´ 2|

pεpx0q
}D2ξpx0q}

2
˙2

,
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e isso implica que
ˆ

8
9

pεpx0q ´ 1
pεpx0q

´ 2η

˙

µv2
px0qξ2

px0q ď
36
ηµ

´

}Dξpx0q}
2

` pµuδpx0qq
2
¯2

`
1

4ηµ

ˆ

N ` |pεpx0q ´ 2|

pεpx0q
}D2ξpx0q}

2
˙2

.

Agora, dado que 1 ă p´
ď pεpxq ď p`

ă 8 podemos fixar η ą 0 suficientemente pequeno
e encontrar uma constante C1pp´, p`, ηq ą 0 tal que

C1 ď

ˆ

8
9
pεpx0q ´ 1
pεpx0q

´ 2η
˙

.

Além disso, para algum C2pC1q ą 0 concluímos que

pv2ξ2
qpx0q ď

C2

µ2

˜

´

}Dξpx0q}
2

` pµuδpx0qq
2
¯2

` ξ2
px0q

ˆ

N ` |pεpx0q ´ 2|

pεpx0q
}D2ξpx0q}

2
˙2

¸

ď

ˆ

´

}Dξpx0q}
2

` pµuδpx0qq

¯2
` ξpx0q

ˆ

N ` |pεpx0q ´ 2|

pεpx0q
}D2ξpx0q}

2
˙˙2

. (2.8)

Considere agora x P Ω. Escolhamos ξ de forma que ξpx0q “ 1 e

maxt}D2ξ}, }Dξ}8u ď
1

distpx, BΩq
.

Então, pela desigualdade (2.8) temos que

}Duδpxq} ď wpxq ď wpx0q “ vpx0q ` µpuδpx0qq
2

ď
C
µ

p}Dξpx0q}
2

` µ2
}uδpx0q}8 ` }D2ξpx0q}8q ` µpuδpx0qq

2

ď
C
µ

ˆ

1
pdistpx, BΩqq2 `

1
distpx, BΩq

˙

` pC ` 1qµ}uδ}2
8

para alguma constante C ą 0. Então, existe L ą 0 tal que

}Duδpxq} ď L
ˆ

1
pdistpx, BΩqq2 `

1
distpx, BΩq

` 1
˙

ď 2L
ˆ

1 `
1

pdistpx, BΩqq2

˙

. (2.9)

Finalmente, quando o ponto máximo x0 P BΩ, então

}Duδpx0q} ď wpx0q “ µpuδpx0qq
2

ď µ}g}
2
8 ď L1

ˆ

1 `
1

pdistpx, BΩqq2

˙

,

para algum L1
ą 0.

Agora estamos em uma posição em demonstrar o Teorema 2.1.1.
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Prova do Teorema 2.1.1. Seja Ω1
Ť Ω. Note que as funções aproximadas uε,δ convergem

local e uniformemente para a solução viscosa uε de (1) (veja [37]), então pelo Lema 2.1.2 existe
C1

ą 0 tal que para qualquer x P Ω1 obtemos que

}Duεpxq} ď C1

ˆ

1 `
1

pdistpx, BΩqq2

˙

,

e isto implica a desigualdade desejada:

}Duεpxq} ď C1

ˆ

1 `
1

pdistpx, BΩqq2

˙

ď C1

ˆ

1 `
1

pdistpΩ1, BΩqq2

˙

“: C.

2.2 Propriedade geométrica de não-degenerescência
Conforme explicado anteriormente na introdução, uma das principais dificuldades

em trabalhar com modelos singularmente perturbados degenerados é evitar que as soluções
degenerem ao longo de suas superfícies de transição. Por esta razão, uma forma para superar tal
obstáculo será a implementação de uma estimativa de não degenerescência geométrica.

Nesta segunda parte do capítulo, mostramos que as soluções crescem linearmente através das
superfícies ao nível ε, dentro de tuε ą εu. A prova será baseada na construção de uma função
barreira apropriada. Para esse fim, estudaremos modelos elípticos degenerados e não-omogêneos,
mais precisamente, modelos do tipo:

∆N
ppxq wpxq “ ζpx,wq in RN , (2.10)

onde o termo de reação satisfaz a hipótese de não-degenerescência :

I ˚ :“ inf
RNˆrt0,T0s

ζpx, tq ą 0, (2.11)

Proposição 2.2.1 (Função Barreira). Sejam 0 ă t0 ă T0 ă 1 fixos. Assuma que 0 P Ω.
Dado 0 ă η ă distp0, BΩq, existe uma função Θε (radialmente simétrica) e constantes universais
ϵ0, κ0 ą 0 tal que, se ε ă ϵ0, então temos que

p1q Θε P C1,1
loc pRN

q;

p2q Θε “ t0ε in Bη{4;

p3q Θε ě κ0η em RN
zBη;

p4q Θε satisfaz ∆N
pεpxq

Θε ď ζεpΘεq ` fε em RN no sentido da viscosidade.
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Demonstração. Vamos estudar o caso ε “ 1, porque a função radialmente simétrica Θε pode ser
construída a partir de Θ1 (via escalonamento).

Sejam α,A0 ą 0 a serem escolhidos (a posteriori) e L ě L0 “

c

T0 ´ t0
A0

. Considere-
mos então

ΘLpxq :“

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

t0 for 0 ď }x} ă L;

A0 p}x} ´ Lq
2

` t0 for L ď }x} ă L `

c

T0 ´ t0
A0

;

ψpLq ´
ϕpLq

}x}α
for }x} ě L `

c

T0 ´ t0
A0

(2.12)

onde estamos considerando
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

ϕpLq :“ 2
α

a

pT0 ´ t0qA0

˜

L `

c

T0 ´ t0
A0

¸1`α

ψpLq :“ T0 ` ϕpLq

˜

L `

c

T0 ´ t0
A0

¸´α

,

(2.13)

Observe que temos pela definição que ΘL P C1,1
loc pRN

q. Por esta razão, vamos calcular as segundas
derivadas de ΘL q.t.p.. Portanto,

1. Para 0 ď }x} ă L

1
pεpxq

∆ ΘLpxq `
pεpxq ´ 2
pεpxq

λmax,minpD2ΘLqpxq “ 0 ď ζpΘLq ` f1pxq.

2. Para L ď }x} ă L ` L0. Neste caso

DiΘLpxq “ 2A0
p}x} ´ Lq

}x}
xi

DijΘLpxq “ 2A0

„ˆ

1
}x}2 ´

}x} ´ L
}x}3

˙

xixj `
}x} ´ L

}x}
δij

ȷ

e D2ΘLpxq ď 4A0IdN .

Além disso, note que se }x} “ L, então DΘLpxq “ 0 e para A0 suficientemente pequeno

1
pεpxq

∆ΘLpxq `
pεpxq ´ 2
pεpxq

λmax,minpD2ΘLqpxq ď 2A0 ă inf
rt0,T0s

ζ ď ζpΘLpxqq.

Quando L ă }x} ă L ` L0 obtemos ∆N
8ΘLpxq “ 2A0 e para A0 suficientemente pequeno

∆N
pεpxqΘLpxq ď

4A0N

pεpxq
`

2ppεpxq ´ 2q

pεpxq
A0 ď A0

ˆ

4N
p´

` 2
˙

ď inf
rt0,T0s

ζ

ď ζpΘLpxqq.



Capítulo 2. PROBLEMA SINGULARMENTE PERTURBADO 49

3. Por fim, para }x} ě L ` L0. Calculando diretamente temos que

DiΘLpxq “ αϕpLqxi}x}
´pα`2q

DijΘLpxq “ αϕpLq}x}
´pα`2q

`

´pα ` 2q}x}
´2xixj ` δij

˘

.

Então,

∆N
8ΘLpxq “ ´αpα ` 1q}x}

´pα`2q e

∆N
pεpxqΘLpxq “ αϕpLq|x|

´pα`2q

ˆ

N ´ α ´ 2
pεpxq

`
pεpxq ´ 2
pεpxq

p´α ´ 1q

˙

. (2.14)

Logo, escolhemos α ą max
"

sup
Ω

"

N ´ pεpxq

pεpxq ´ 1

*

, 0
*

para obter de (2.14) que

∆N
pεpxqΘLpxq “ αϕpLq}x}

´pα`2q

ˆ

N ´ α ´ 2
pεpxq

`
pεpxq ´ 2
pεpxq

p´α ´ 1q

˙

ď 0 ď ζpΘLpxqq.

Para finalizarmos a prova, mostraremos que existe uma constante universal κ0 ą 0
tal que

ΘLpxq ě 4κ0L para }x} ě 4L. (2.15)

De fato, utilizando (2.13) temos que

}x} ě 4L ě 2pL ` L0q “

ˆ

ϕpLq

ψpLq ´ T0

˙1{α

e assim

ΘLpxq ě ψpLq ´ ψpLq}x}
´α

ě ψpLq ´ 2´α
pψpLq ´ T0q ą

1
2α pψpLq ´ T0q,

para α ą 0 apropriado. Portanto, utilizando (2.13) temos a conclusão desejada para κ0 depen-
dendo de N , α e T0 ´ t0 dado por

κ0 :“ 1
α21`α

a

A0pT0 ´ t0q.

Para o caso geral, tomemos

η “
1
3dε e ϵ0 “

η

4L0
,

e defina
Θεpxq “ ε ¨ Θ η

4ε

´x

ε

¯

,

onde dε :“ distp0, Btuε ą εuq.

A fim de estabelecermos cotas inferiores no crescimento das soluções para (1) dentro
do conjunto tuε ą εu, adotaremos a estratégia de considerar versões apropriadas da barreira ΘL.
Portanto, enunciamos e demostramos o principal resultado desta subseção:
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Teorema 2.2.2 (Crescimento linear). Sejam puεqεą0 as soluções do tipo Perron para (1).
Existe c “ cpparâmetros universaisq ą 0 tal que, para x0 P tuε ą εu e 0 ă ε ! dεpx0q ! 1,
temos a seguinte estimativa:

uεpx0q ě c ¨ dεpx0q.

Demonstração. Assumiremos, sem perda de geralidade, que 0 P tuε ą εu. Agora, considere

η :“ dεp0q

3 . Seja Θεpxq a função radialmente simétrica dada na Proposição 2.2.1. Mostraremos
que existe um z0 P BBη tal que

Θεpz0q ď uεpz0q (2.16)

De fato, se assumimos por contradição que Θε ą uε sobre BBη, então

vεpxq :“ mintΘεpxq, uεpxqu

seria uma super-solução para (1). Note que, vε está estritamente abaixo de uε, pois Θεp0q “

t0ε ă uεp0q, o que contradiz a minimalidade de uε.

Por outro lado, graças a Proposição 2.2.1 (Item p3q), obtemos que

κ0η ď Θεpz0q ď uεpz0q ď sup
Bη

uε. (2.17)

Notemos agora que, B2η é um subconjunto compacto tuε ą εu X Ω e para qualquer x P B2η

existe

nx P N tal que uεpxq ą ε ` n´1
x . Pela convergência local-uniforme, existe um rx ą 0 e Brxpxq Ă

tuεpxq ą ε ` n´1
x u, tal que

uε,δ Ñ uε uniformemente em Brxpxq.

Então, obtemos a existência de algum δx ą 0 para os quais

uε,δ ą ε em Brxpxq @δ ď δx.

Usando que B2η é compacta, podemos encontrar sequências finitas x1, ¨ ¨ ¨ , xm P B2η,

rx1 , ¨ ¨ ¨ , rxm ą 0 e δx1 , ¨ ¨ ¨ , δxm ą 0 tais que

B2η Ă

m
ď

i“1
Brxi

pxiq e

uε,δ ą ε in Brxi
pxiq @δ ď δxi .

Escolhendo δ0 “ mintδxi |1 ď i ď mu, para qualquer δ ď δ0, temos que uε,δ ą ε em B2η e assim
n
ÿ

i,j“1
a
pεpxq,δ
ij pDuε,δqpuε,δqij “ fεpxq in B2η @δ ď δ0.
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Portanto, pela desigualdade de Harnack (veja [46]), obtemos que

sup
Bη

uε,δ ď CpN, λ,Λq

ˆ

inf
Bη
uε,δ ` η2

}fε}8

˙

@δ ď δ0. (2.18)

Agora, a convergência uniforme uε,δ Ñ uε em Bη e (2.18) implicam que

sup
Bη

uε ď CpN, λ,Λq

ˆ

inf
Bη
uε ` η2

}fε}8

˙

. (2.19)

Logo, pelas sentenças (2.17) e (2.19) temos que

Cuεp0q ě κ0η ´ Cη2
“ Cηpκ0 ´ ηq.

Finalmente, escolhendo η ą 0 suficiente pequeno concluímos que

uεp0q ě Cη “ cdεp0q,

para c ą 0 (independente de ε).

2.3 Algumas implicações dos Teoremas 2.1.1 e 2.2.2
Nesta parte do capítulo, discutimos algumas implicações do controle preciso para

as soluções de (1), que seguiraõ do estabelecido nas seções anteriores. Primeiro obtemos um
controle total de uε em termos de dε.

Corolário 2.3.1. Dado Ω1
Ť Ω, existe uma constante CpΩ1, parâmetros universaisq ą 0 tal

que, para todo x0 P tuε ą εu X Ω1 e 0 ă ε ď
1
2dεpx0q, é válido que

C´1dεpx0q ď uεpx0q ď C dεpx0q. (2.20)

Demonstração. Tomemos z0 P Btuε ą εu, tal que }z0 ´x0} “ dεpx0q. Portanto, segue do Teorema
2.1.1,

uεpx0q ď C0 dεpx0q ` uεpz0q ď pC0 ` 1q dεpx0q.

Além disso, a primeira desigualdade em (2.20) é consequência do Teorema 2.2.2.

A seguir provaremos que as soluções do tipo Perron para (1) são fortemente não-
degeneradas próximas aos ε´níveis. Isso significa que o sup

Bρpx0q

uε (para x0 P tuε ą εu X Ω1) é

comparável a ρ. Esta é uma informação importante sobre a taxa do crescimento de uε longe das
ε-superfícies. A prova é, até certo ponto, um escólio da prova do Teorema (2.2.2).
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Teorema 2.3.2 (Não-degenerescência forte). Dado Ω1
Ť Ω, existe uma constante positiva

cpuniversalq tal que, para x0 P tuε ą εu e ε ! ρ ! 1, é válido que

c ¨ ρ ď sup
Bρpx0q

uεpxq ď c´1
¨ pρ ` uεpx0qq.

Demonstração. Em primeiro lugar, a estimativa por cima segue diretamente da regularidade
Lipschitz (Teorema 2.1.1). Agora, como no Teorema 2.2.2, tomamos Θεpxq “ εΘ ρ

4ε
pxq. Portanto,

uεpz0q ą Θεpz0q,

para algum ponto z0 P BBρpx0q. Por fim, notemos que

sup
Bρpx0q

uεpxq ě uεpzq ą Θεpz0q ě κ0 ¨ ρ.

Corolário 2.3.3. Dado x0 P tuε ą εu X Ω1, ε ! ρ e ρ ! 1 suficientemente pequeno (de uma
forma universal), existe uma constante 0 ă c0puniversalq ă 1 tal que

LN
pBρpx0q X tuε ą εuq ě c0 ¨ LN

pBρpx0qq

onde LN
pSq denota a medida de Lebesgue do conjunto S Ă RN .

Demonstração. Segue da não-degenerescência forte (Teorema 2.3.2) que existe um y0 P Bρpx0q

tal que
uεpy0q ě c0ρ.

Da regularidade Lipschitz (Teorema 2.1.1), para z0 P Bκρpy0q, obtemos

uεpz0q ` Cκρ ě uεpy0q.

Assim, pelas estimativas prévias, é possível escolher 0 ă κ ! 1 pequeno (de forma universal) tal
que

z P Bκρpy0q X Bρpx0q e uεpzq ą ε.

Finalmente, existe uma porção de Bρpx0q com volume da ordem „ ρN dentro de tuε ą εu. Assim,
nós verificamos que

LN
pBρpx0q X tuε ą εuq ě LN

pBρpx0q X Bκρpy0qq “ c0 LN
pBρpx0qq,

para certa constante 0 ă c0puniversalq ! 1.
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Corolário 2.3.4. Dado x0 P tuε ą εu X Ω1, ε ! ρ e ρ ! 1 suficientemente pequeno (em um
sentido universal ), então

ż

Bρpx0q

uεpxqdx ě cρ,

para uma constante cpuniversalq ą 0 independendo de ε.

Demonstração. Como no Corolário 2.3.3, existe uma constante 0 ă κpuniversalq ! 1, tal que
ż

Bρpx0q

uεpxqdx ě CN

ż

Bρpx0qXBκρpy0q

uεpxqdx ě c ρ

para alguma constante 0 ă cpuniversalq ! 1 e algum y0 P tuε ą εu X Ω1.

Porosidade das superfícies de nível. Como consequência da taxa de crescimento e da
não-degenerescência (Teoremas 2.1.1 e 2.2.2), obtemos a porosidade dos conjuntos de níveis.

Definição 2.3.5 (Conjunto poroso). Um conjunto S Ă RN é denominado poroso com
porosidade σ ą 0, se D R ą 0 tal que

@x P S, @r P p0,Rq, Dy P RN tal que Bσrpyq Ă BrpxqzS.

Recordamos que um conjunto σ-poroso tem dimensão de Hausdorff não excedendo N ´ cσN ,
onde c “ cpNq ą 0 é uma constante dependendo apenas da dimensão. Em particular, um
conjunto σ-poroso tem medida de Lebesgue zero (veja [92] para mais detalhes).

Teorema 2.3.6 (Porosidade). Seja uε uma solução do tipo Perron para (1). Então, os
conjuntos de nível Btuε ą εu X Ω1 são porosos com constante de porosidade independente de ε.

Demonstração. Sejam R ą 0 e x0 P Ω1
Ť Ω tais que B4Rpx0q Ă Ω.

Afirmação: O conjunto Btuε ą εu X BRpx0q é poroso.

Seja x P Btuε ą εu XBRpx0q fixo. Para cada r P p0,Rq temos que Brpxq Ă B2Rpx0q Ă

Ω. Agora, seja y P BBrpxq tal que uεpyq “ sup
BBrpxq

uεpxq. Da não-degenerescência forte (Teorema

2.3.2) vale que
uεpyq ě c ¨ r. (2.21)

Por outro lado, sabemos do Teorema 2.1.1 que perto da fronteira livre

uεpyq ď C ¨ dεpyq, (2.22)

onde dεpyq é a distância de y ao conjunto B2Rpx0q X Γε e Γε :“ Btuε ą εu. Então, utilizando
(2.21) e (2.22) obtemos que

dεpyq ě σr (2.23)
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para uma constante σ P p0, 1q.

Considere agora y˚
P rx, ys ( segmento de reta que une os pontos x e y) tal que

}y ´ y˚
} “

σr

2 .

Assim, vemos que
Bσ

2 r
py˚

q Ă Bσrpyq X Brpxq. (2.24)

De fato, para cada z P Bσ
2 r

py˚
q

}z ´ y} ď }z ´ y˚
} ` }y ´ y˚

} ă
σr

2 `
σr

2 “ σr,

e
}z ´ x} ď }z ´ y˚

} `
`

}x ´ y} ´ }y˚
´ y}

˘

ă
σr

2 `

´

r ´
σr

2

¯

“ r,

então a sentença (2.24) se verifica.

Agora, de (2.23) temos que Bσrpyq Ă Bdεpyqpyq Ă tuε ą εu, então

Bσrpyq X Brpxq Ă tuε ą εu,

o qual fornece junto com (2.24) a seguinte conclusão

Bσ
2 r

py˚
q Ă Bσrpyq X Brpxq Ă BrpxqzBtuε ą εu Ă BrpxqzpBtuε ą εu X BRpx0qq,

concluindo assim a prova da σ

2 -porosidade.

2.4 Estimativas da medida de Hausdorff para a fronteira livre
Nesta parte do capítulo, estabelecemos estimativas na medida de Hausdorff para

as superfícies de nível aproximadas. Uma condição necessária para o estudo de tais estimativa
é impor a não-degenerescência do termo de reação quando este propaga-se até a região de
transição. A seguir, vamos supor em (2.11) que t0 “ 0, i.e,

I :“ inf
Ωˆr0,T0s

εζεpx, εtq ą 0,

para algum T0 ą 0 que determinaremos depois.

O próximo resultado afirma que, em medida, a Hessiana de uma solução aproximada explode
perto da região de transição quando ε Ñ 0`. A prova segue as mesmas ideias empregadas em [4,
Proposition 6.1] e [81, Proposition 5.1]. Por esse motivo, vamos omiti-la.
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Proposição 2.4.1. Fixado Ω1
Ť Ω, C " 1 e ρ ă distpΩ1, BΩq. Existe um ε0 ą 0 tal que, para

cada ε ď ε0 vale que
ż

Bρpxεq

pζεpx, uεq ´ Cq dx ě 0 para todo xε P Btuε ą εu X Ω1. (2.25)

Matematicamente, a Proposição 2.4.1 implica que, perto da região de transição, o
operador governante F é avaliado em matrizes muito grandes.

Remark 2.4.2. Seguindo o mesmo esquema que [4], notemos que

∆N
ppxqu “ Tr

ˆˆ

δij `
Du b Du

|Du|2

˙

D2u

˙

, (2.26)

é um operador “uniformemente elíptico” com “constantes de elipticidade” dadas por λ e Λ (veja
(1.3) para detalhes). Além disso, se

Aijpx,Duq “ δij `
Du b Du

|Du|2
,

então é claro que, para Ω1
Ť Ω, ρ ă distpΩ1, BΩq e x0 P tuε ą εu X Ω temos que

ż

Bρpxεq

Aijpx,DuqDijuεpxq dx ě 0.

O próximo resultado, nós permitirá adaptar alguns argumentos disponíveis para
problemas lineares elípticos (cf. [2]). Neste ponto, a prova pode ser obtida com as mesmas ideias
vistas em [4, Lemma 6.3] e [82, Lemma 4.1].

Lema 2.4.3. Existe uma constante CpΩ1, parâmetros, universaisq ą 0 tal que, para cada
xε P Btuε ą εu X Ω1 e ρ ! 1, vale a desigualdade

ż

BρpxεqXtεďuεăµu

|Duε|
2 dx ď CµρN´1.

Demonstração. Definimos a seguinte função cut-off apropriada

Ψε
“

$

’

&

’

%

Cε em tuε ď Cεu;
uε em tCε ă uε ď µu;
µ em tuε ą µu.

(2.27)

Note que

0 ď

ż

Bρpxεq

ΨεAij Dijuε dx “
1
ρ

ż

BBρpxεq

Aij DiuεΨεpx
i

´ xiεq dHN´1
´

ż

Bρpxεq

Aij DjuεDiΨε dx
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e portanto,
ż

BρpxεqXtεďuεăµu

Aij DjuεDiuε dx ď
1
ρ

ż

BBρpxεq

Aij DiuεΨεpx
i

´ xiεq dHN´1.

Finalmente, usando a regularidade Lipschitz de uε (Teorema 2.1.1) e elipticidade da
matriz Aij, obtemos que

ż

BρpxεqXtεďuăµu

|Duε|
2 dx ď CµρN´1.

Agora, obteremos uma estimativa da medida N´dimensional nas regiões de nível
ε, que são uniformes em relação ao parâmetro ε. A prova segue as mesmas ideias como em [4,
Lemma 6.5].

Lema 2.4.4. Fixado Ω1
Ť Ω, existe C˚

pΩ1, parâmetros universaisq ą 0, tal que, se C˚µ ď

2ρ ! distpΩ1, BΩq então, para µ, ε ą 0 suficientemente pequenos, com 3C1ε ă µ ! ρ, obtemos
que

LN
ptC1ε ă uε ă µu X Bρpxεqq ď C˚µρN´1,

onde xε P Btuε ą εu X Ω1, com dεpxεq ! distpΩ1, BΩq e C1 ą 1.

Finalmente, estamos encaminhados para estabelecer a estimativa da medida pN ´ 1q-
Hausdorff dos conjuntos de níveis aproximados (uniforme em relação ao parâmetro ε). A prova
deste resultado é análoga à prova [14, Theorem 6.11].

Teorema 2.4.5. Fixado Ω1
Ť Ω, existe C˚

pΩ1, universalq ą 0, tal que

LN
pNµptC1ε ă uεuq X Bρpxεqq ď Cµρn´1,

para C1 ą 1, xε P BtC1ε ă uεu X Ω1, dεpxεq ! distpΩ1, BΩq e C1ε ! ρ. Em particular,

H N´1
ptuε “ C1εu X Bρpx0qq ď C ¨ ρN´1, (2.28)

para certas constantes C,C1 ą 0 que independem de ε.

2.5 Configuração limítrofe quando ε Ñ 0`

Nesta parte final, analisaremos o cenário quando ε Ñ 0` para soluções de (1). Como
consequência do Teorema 2.1.1, da Proposição 1.1.4 e do Lema 1.1.5 dado nas preliminares,
obtemos a configuração para o perfil limite:
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Teorema 2.5.1 (Perfil e EDP limite). Seja uε a solução do tipo Perron para (1), então para
qualquer sequência εk Ñ 0` existe uma subsequência εkj Ñ 0` e u0 P C0,1

loc pΩq tal que, pε Ñ p0 e
fε Ñ f0 local e uniformemente em Ω. Além disso

p1q uεkj Ñ u0 local e uniformemente em Ω;

p2q u0 P r0,Ξs in Ω para uma constante Ξpuniversalq ą 0 (independente de ε);

p3q ∆N
p0pxqu0 “ f0pxq in tu0 ą 0u no sentido da viscosidade.

Demonstração. A regularidade Lipschitz (Teorema 2.1.1) implica que a família tuεku é pre-
compacta na topologia C0,1

loc pΩq. Portanto, a menos de sub-sequência, existe u0, obtida como
o limite uniforme das uεkj , quando εkj Ñ 0. Agora, usaremos a seguinte definição quando nos
referirmos a u0:

u0pxq :“ lim
jÑ8

uεkj pxq.

Além disso, vemos pelo estabilidade de soluções de viscosidade que tal perfil limite verifica

(1) uεkj Ñ u0 local e uniformemente em Ω;

(2) u0 P r0,Ξs em Ω para una constante Ξpuniversalq ą 0 (independente em ε);

(3) ∆N
p0pxqu0 “ f0pxq em tu0 ą 0u no sentido da viscosidade.

Permita-nos introduzir a seguinte notação, que usaremos em nosso próximo resultado:

Fpu0,Oq :“ Btu0 ą 0u X O,

onde O Ă Ω.

Teorema 2.5.2 (Comportamento assintótico perto da fronteira livre). Seja Ω1
Ť Ω.

Fixado x0 P tu0 ą 0u X Ω1tal que distpx0,Fpu0,Ω1
qq ď

1
2distpΩ1, BΩq. Então existe uma constante

C ą 0 que independente de ε tal que

C´1
¨ distpx0,Fpu0,Ω1

qq ď u0px0q ď C ¨ distpx0,Fpu0,Ω1
qq. (2.29)

Demonstração. Primeiramente, a estimativa por cima segue pela continuidade Lipschitz local
de u0 (Teorema 2.5.1). Agora, do Corolário 2.3.1, existe um yε P t0 ď uε ď εu X Ω1 com
dεpx0q “ |x0 ´ yε| tal que

uεpx0q ě c ¨ dεpxq “ c |x0 ´ yε|,
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para uma constante cpuniversalq ą 0.

Portanto, módulo subsequência, yε Ñ y0 P tu0 “ 0u e assim

u0px0q ě c |x0 ´ y0| ě c distpx0,Fpu0,Ω1
qq.

Teorema 2.5.3. Dado Ω1
Ť Ω, existem C0puniversalq ą 0 e r0puniversalq ą 0, tais que

C´1
0 r ď sup

Brpx0q

u0pxq ď C0pr ` u0px0qq

para todo x0 P tu0 ą 0u X Ω1 com distpx0, Btu0 ą 0uq ď
1
2distpx0, BΩ1

q e r P p0, r0s.

Demonstração. Note que tais estimativas são consequências de passar o limite quando ε Ñ 0`

no Teorema 2.3.2 dado que as constantes são independentes de ε.

O próximo resultado afirma que o conjunto tu0 ą 0u é o limite, na distância de
Hausdorff de tuε ą εu quando ε Ñ 0`.

Teorema 2.5.4. Dado C1 ą 1, as seguintes inclusões são válidas

tu0 ą 0u X Ω1
Ă Nδptuεk ą C1εkuq X Ω1 e tuεk ą C1εku X Ω1

Ă Nδptu0 ą 0uq X Ω1,

para δ ! 1 e εk ! δ.

Demonstração. Provaremos apenas a primeira inclusão, dado que a segunda é obtida de forma
similar. Suponhamos, por contradição, que exista uma subsequência εk Ñ 0 e pontos xk P tu0 ą

0u X Ω1 tais que
distpxk, tuεk ą C1εkuq ą δ0. (2.30)

Do Teorema 2.5.3, e tomando k " 1, obtemos

uεkpykq “ sup
B δ0

2
pxkq

uεkpxq ě
1
2 ¨ sup

B δ0
2

pxkq

u0pxkq ě cδ0

2 ě C1εk

para algum yk P B δ0
2

pxkq X tuεk ą C1εku, a qual contradiz (2.30). Isto finaliza a prova do
resultado.

Teorema 2.5.5. Dado um sub-domínio Ω1
Ť Ω, existem constantes Cpuniversalq ą 0 e

ρ0pΩ1, parâmetros universaisq ą 0 tal que, para qualquer x0 P Fpu0,Ω1
q e ρ P p0, ρ0s, temos a

desigualdade
C´1

ď

ż

BBρpx0q

u0pxq dH N´1
ď ρC. (2.31)
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Demonstração. Pela regularidade Lipschitz, a estimativa por cima é facilmente obtida. Agora,
para provar a outra desigualdade, consideremos zε P Btuε ą 0u X Ω1, satisfazendo

}zε ´ x0} “ distpx0, Btuε ą 0uq.

Então, do Teorema 2.5.4, zε Ñ x0. Assim, podemos passar o limite quando εk Ñ 0 na tese do
Corolário 2.3.4, concluindo assim o Teorema.

Remark 2.5.6. Levando em conta a condição (2.31), diremos que u0 é localmente uniformemente
e não-degenerada em Fpu0,Ω1

q. Finalmente, em certa medida, tal propriedade é outra forma de
dizer que u0 possui regularidade Lipschitz e propriedade de não-degeneração.

A seguir, vemos que o conjunto tu0 ą 0u tem densidade uniforme ao longo de
Fpu0,Ω1

q.

Teorema 2.5.7. Dado Ω1
Ť Ω, existe uma constante c0puniversalq ą 0, tal que para x0 P

Fpu0,Ω1
q temos que

LN
pBρpx0q X tu0 ą 0uq ě c0LN

pBρpx0qq, (2.32)

para ρ ! 1. Em particular, LN
pFpu0,Ω1

qq “ 0.

Demonstração. A estimativa (2.32) segue como na prova do Corolário 2.3.3. Concluímos o
resultado fazendo uso do teorema de diferenciação de Lebesgue e um argumento de cobertura
(um resultado do tipo Besicovitch–Vitali, veja [43] para detalhes).

Finalmente, estabeleceremos que a fronteira livre limite Fpu0,Ω1
q tem local medida

de Hausdorff HN´1 localmente finita.

Teorema 2.5.8 (Estimativas de Hausdorff para Btu0 ą 0u). Dado Ω1
Ť Ω, existe u

Cpuniversalq ą 0 tal que para x0 P Fpu0,Ω1
q tem-se

HN´1
pFpu0,Ω1

q X Brpx0qq ď CrN´1.

Além disso, existe uma constante C0puniversalq ą 0 tal que para 0 ă r ! 1 e x0 P Fpu0,Ω1
q

segue que
C´1

0 rN´1
ď HN´1

pFredpu0,Ω1
q X Brpx0qq ď C0r

N´1,

onde Fredpu0,Ω1
q :“ Bredtu0 ą 0u X Ω1 denota a fronteira livre reduzida. Particularmente,

HN´1
pFredpu0,Ω1

qzFpu0,Ω1
qq “ 0.
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Demonstração. A prova segue como aquela estabelecida em [14, Theorem 1.9], por tal razão a
motiremos aqui.

Comentários finais: Condição de fronteira livre – caso 1-dimensional

Estimaremos as derivadas quando N “ 1. Neste caso, temos a seguinte equação
diferencial ordinária

1
pεpxq

u2
ε `

ppεpxq ´ 2q

pεpxq

u2
εpu

1
εq

2

|u1
ε|

2 “ ζεpuεq ` fεpxq em p´a, aq,

ou equivalentemente
pεpxq ´ 1
pεpxq

u2
ε “ ζεpuεq ` fεpxq em p´a, aq. (2.33)

Note que (2.33) implica a desigualdade

u2
ε ě

pεpxq

pεpxq ´ 1ζεpuεq ě
p´

p` ´ 1ζεpuεq.

Agora, se assumirmos que u1
ε ą 0, então isto implica que

u1
εu

2
ε ě

p´

p` ´ 1ζεpuεqu
1
ε,

logo temos
1
2
d

dx
pu1

εq
2

ě
p´

p` ´ 1
d

dx
Zεpuεq,

onde
Zεpxq :“

ż x{ε

0
ζpsq ds Ñ

ż 1

0
ζpsq ds :“ M0 quando ε Ñ 0`.

Por uma mudança de variáveis

vpxq “ u1
εpxq ùñ dv “ u2

εdx,

e fazendo ε Ñ 0`, podemos obter que

|u1
0|

2
ě 2 p´

p` ´ 1M0 ùñ |u1
0pz0q| ě

d

2 p´

p` ´ 1M0.

Por outro lado, multiplicando (2.33) pelo fator u1
ε e assumindo que u1

ε ą 0, temos que

u1
εu

2
ε “

pεpxq

pεpxq ´ 1 pu1
εζεpuεq ` u1

εfεpxqq

ď
p`

p´ ´ 1 pu1
εζεpuεq ` Bu1

εq ,
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então, por um raciocínio semelhante ao empregado acima, temos (utilizando (3) e Proposição
1.1.4) que

|u1
0pz0q| ď

d

2 p`

p´ ´ 1 pM0 ` ΞBq.

Finalmente, se assumimos que u1
ε ă 0, então podemos provar estimativas análogas

multiplicando (2.33) pelo fator u1
ε e partindo dos seguintes fatos

u2
εu

1
ε ě

p`

p´ ´ 1

ˆ

d

dx
Zεpuεq ` fεu

1
ε

˙

ùñ |u1
0pz0q| ě

d

2 p`

p´ ´ 1M0.

e

u2
εu

1
ε ď

p´

p` ´ 1

ˆ

d

dx
Zεpuεq ` fεu

1
ε

˙

ùñ |u1
0pz0q| ď

d

2 p´

p` ´ 1 pM0 ` ΞBq,

onde z0 P Btu0 ą 0u, estabelecendo assim a condição de fronteira livre em 1 ´ D.
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3 Modelos mistos locais/não-locais degenerados

Neste capítulo estudaremos o problema introduzido em (8). Nosso principal propósito
será estabelecer existência e/ou multiplicidade de soluções em três diferentes cenários para a
não-linearidade

fpx, uq “ λ |upxq|
r´2upxq ` |upxq|

p˚´2upxq.

Precisamente, analisaremos os seguintes casos:

✓ Caso sublinear: r ă p (veja Subseção 3.1);

✓ Caso linear: r “ p (veja Subseção 3.2);

✓ Caso superlinear: r ą p (veja Subseção 3.3).

Gostaríamos de ressaltar que os resultados referentes a este capítulo podem ser
encontrados no artigo [59].

3.1 Caso sublinear
Neste primeira parte do capítulo vamos estudar o problema misto no caso sublinear,

ou seja, consideraremos o problema
#

´∆pu ` p´∆q
s
pu “ λ |u|

r´2u ` |u|
p˚´2u em Ω,

u “ 0 em RN
zΩ.

(3.1)

com 1 ă r ă p ă p˚, p ě 2 e p˚
“

Np

N ´ p
, o qual será assumido no capítulo inteiro sem repetí–lo.

Neste caso o funcional associado (ou funcional de energia) ao nosso problema (3.1) é dado por

Jλpuq “
1
p

}u}
p

´
λ

r

ż

Ω
|u|

r dx ´
1
p˚

ż

Ω
|u|

p˚

dx, u P W 1,p
0 pΩq, (3.2)

onde ressaltamos que, trabalhamos com a norma

}u} “

¨

˝

ż

Ω
|∇u|

p dx `

ĳ

R2N

|upxq ´ upyq|p

|x ´ y|N`sp
dx dy

˛

‚

1{p

.

Assim, poderemos estabelecer o primeiro resultado principal deste capítulo.

Teorema 3.1.1. Existe um λ˚
“ λ˚

pN, p, r,S,Ωq ą 0, onde S é dada em (1.13), tal que, para
todo λ P p0, λ˚

q o problema (3.1) tem infinitas soluções fracas não-triviais com energia negativa.
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Enunciaremos o seguinte Lema o qual é fundamental na prova da condição pPSq para Jλ.

Lema 3.1.2. Seja punqn Ă W 1,p
0 pΩq uma sequência limitada de pPSqc para Jλ. Então, a menos

de subsequência, ∇un Ñ ∇u q.t.p em Ω quando n Ñ 8.

Demonstração. Dado que punqn é limitada em W 1,p
0 pΩq, existem uma subsequência (que denota-

remos por punqn ) e funções h e u P W 1,p
0 pΩq tais que

un á u em W 1,p
0 pΩq, ∇un á ∇u em pLppΩqq

N ,

|unpxq| ď hpxq q.t.p em Ω,
un Ñ u em LmpΩq, un Ñ u q.t.p. em Ω,

(3.3)

quando n Ñ 8, onde m P r1, p˚
q e h P LppΩq.

Para cada κ ą 0, definamos os truncamentos Tκ : R Ñ R como sendo

Tκptq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

t se |t| ď κ,

κ
t

|t|
se |t| ą κ.

Dado que punqn é uma sequência de pPSqc para Jλ, temos a seguente estimativa

onp1q “
@

J 1
λ punq , Tκ pun ´ uq

D

“

ż

Ω

`

|∇un|
p´2 ∇un

˘

¨ ∇Tκ pun ´ uq dx `

ż

RN

ż

RN

Aunpx, yqpTκpun ´ uqpxq ´ Tκpun ´ uqpyqqdµ

´ λ

ż

Ω
|un|

r´2 unTκ pun ´ uq dx ´

ż

Ω
|un|

p˚´2 unTκ pun ´ uq dx, (3.4)

quando n Ñ 8, pois pTκpun ´ uqqn é limitada em W 1,p
0 pΩq. Além disso,

Aupx, yq :“ |upxq ´ upyq|
p´2

pupxq ´ upyqq e dµ :“ |x ´ y|
´N´spdxdy. (3.5)

Assim, utilizando (3.3) podemos mostrar pela desigualdade de Hölder que

lim
nÑ8

ż

Ω
|∇u|

p´2∇u ¨ ∇Tκ pun ´ uq dx “ 0 e (3.6)

lim
nÑ8

ż

RN

ż

RN
Aupx, yqpTκpun ´ uqpxq ´ Tκpun ´ uqpyqqdµ “ 0. (3.7)

Agora, usando o fato que punqn é limitada em W 1,p
0 pΩq e a Proposição 1.5.2, concluímos que

existe C0 ą 0 (independente de κ e n ) tal que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
up

˚´2
n unTk pun ´ uq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď k

ż

Ω
|un|

p˚´1 dx ď C0k. (3.8)
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Então, usando (3.4)-(3.8) obtemos que:

lim sup
nÑ8

„
ż

Ω

“

|∇un|
p´2 ∇un ´ |∇u|

p´2∇u
‰

¨ ∇Tk pun ´ uq dx

`

ż

RN

ż

RN
pAunpx, yq ´ Aupx, yqqpTκpun ´ uqpxq ´ Tκpun ´ uqpyqqdµ

ȷ

(3.9)

“ lim sup
nÑ8

ż

Ω
|un|

p˚´2 unTκ pun ´ uq dx.

Afirmamos que
ż

RN

ż

RN
pAunpx, yq ´ Aupx, yqqpTκpun ´ uqpxq ´ Tκpun ´ uqpyqqdµ ě 0. (3.10)

Para demostrar isto, particionamos R2N em 4 subconjuntos apropriados

S1 “
␣

px, yq P R2N : |pun ´ uqpxq| ď κ, |pun ´ uqpyq| ď κ
(

S2 “
␣

px, yq P R2N : |pun ´ uqpxq| ď κ ă |pun ´ uqpyq|
(

S3 “
␣

px, yq P R2N : |pun ´ uqpyq| ď κ ă |pun ´ uqpxq|
(

S1 “
␣

px, yq P R2N : |pun ´ uqpxq| ą κ, |pun ´ uqpyq| ą κ
(

e estudaremos caso por caso.

‚ Caso 1. Seja px, yq P S1. Então, obtemos que

pAunpx, yq ´ Aupx, yqqpTκpun ´ uqpxq ´ Tκpun ´ uqpyqq

“ pAunpx, yq ´ Aupx, yqqppun ´ uqpxq ´ pun ´ uqpyqq ě 0

onde a última desigualdade é consequência da desigualdade de Simon (1.5.4).

‚ Caso 2. Seja px, yq P S2. da desigualdade |pun ´ uqpxq| ď κ ă |pun ´ uqpyq|, temos
que

Tκpun ´ uqpxq ´ Tκpun ´ uqpyq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

pun ´ uqpxq ´ k ď 0, se unpxq ě upxq e unpyq ě upyq

pun ´ uqpxq ` k ě 0, se unpxq ě upxq e unpyq ă upyq

pun ´ uqpxq ´ k ď 0, se unpxq ă upxq e unpyq ě upyq

pun ´ uqpxq ` k ě 0, se unpxq ă upxq e unpyq ă upyq.

Enquanto ´|pun ´ uqpxq| ď |pun ´ uqpxq| ă |pun ´ uqpyq| e considerando a monoticidade da
função hptq “ |t|p´2t, concluimos que

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Aunpx, yq ´ Aupx, yq ď 0, se unpxq ě upxq e unpyq ě upyq

Aunpx, yq ´ Aupx, yq ě 0, se unpxq ě upxq e unpyq ă upyq

Aunpx, yq ´ Aupx, yq ď 0, se unpxq ă upxq e unpyq ě upyq

Aunpx, yq ´ Aupx, yq ě 0, se unpxq ă upxq e unpyq ă upyq.
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Assím, em resumo obtemos (3.10), pois

‚ Caso 3. Seja px, yq P S3. Este caso segue similar ao Caso 2 e

‚ Caso 4. Seja px, yq P S4. Este caso é trivial, pois

Tκpun ´ uqpxq ´ Tκpun ´ uqpyq “ κ ´ κ “ 0.

Portanto concluímos a prova de nossa afirmação.
Pela desigualdade de Simon para vetores (1.5.4) obtemos que

lim sup
nÑ8

ż

Ω

`

|∇un|
p´2 ∇un ´ |∇u|

p´2∇u
˘

¨ ∇Tκ pun ´ uq dx ď lim sup
nÑ8

ż

Ω
|un|

p˚´2 unTκ pun ´ uq dx

ď C0κ.

Agora, por simplicidade, consideremos

cnpxq “ p|∇un|
p´2 ∇un ´ |∇u|

p´2∇uq ¨ ∇ pun ´ uq .

Assim, pela desigualdade de Simon, obtemos que cnpxq ě 0 q.t.p em Ω.

A seguir, para cada n P N e κ ą 0 particionaremos Ω em dois conjuntos disjuntos.
Precisamente:

Sκ
n “ tx P Ω : |unpxq ´ unpxq| ď κu e Gκ

n “ tx P Ω : |unpxq ´ unpxq| ą κu.

Agora, fixado θ P p0, 1q, usando a desigualdade de Hölder, deduzimos de 1.5.4 que
ż

Ω
cθnpxq dx ď

ˆ
ż

Sκn
cnpxq dx

˙θ

|Sκ
n |

1´θ
`

ˆ
ż

Gκn
cnpxq dx

˙θ

|Gκ
n|

1´θ

ď pκC0q
θ
|Sκ
n |

1´θ
` Cθ

0|Gκ
n|

1´θ.

Então, ao observarmos que |Gκ
n| Ñ 0 quando n Ñ 8, obtemos que

0 ď lim sup
nÑ8

ż

Ω
cθnpxq dx ď pκC0q|Ω|

1´θ.

Finalmente, ao fazermos κ Ñ 0`, concluímos que cnpxq Ñ 0 q.t.p em Ω, e assim por (1.5.4)
obtemos a conclusão.

Como discutido acima, agora utilizaremos o Lema 3.1.2 para assegurar a validade da
condição pPSqc (Palais-Smale ao nível c) para Jλ.

Lema 3.1.3. Seja c ă 0. Então, existe um λ0 “ λ0pN, p, r,S,Ωq ą 0, tal que para cada
λ P p0, λ0q, Jλ satisfaz a condição pPSqc.
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Demonstração. Escolha λ0 suficientemente pequeno (tal escolha é possível devido a relação entre
os expoentes r e p), de forma que

1
N

S
N
p ´ |Ω|

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙´ r
p˚´r

„

λ0

ˆ

1
r

´
1
p

˙ȷ

p˚

p˚´r

ą 0 (3.11)

Seja punqn Ă W 1,p
0 pΩq uma sequência de pPSqc para Jλ. Primeiramente mostraremos que punqn

é uniformemente limitada em W 1,p
0 pΩq.

Suponha por propósito de contradição que tal afrimação acima não se verifique, logo,
a menos de subsequência }un} Ñ 8 quando n Ñ 8 e }un} ě 1. Assim, pela Proposição 1.5.2,
obtemos que

Jλ punq ´
1
p˚

xJ 1
λ punq , uny

“

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙

´

}∇un}
p
p ` runs

p
s,p

¯

´ λ

ˆ

1
r

´
1
p˚

˙

}un}
r
r (3.12)

ě

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙

}∇un}
p
p ´ λCr}∇un}

r
p,

onde
rus

p
s,p “

ż ż

R2N

|upxq ´ upyq|p

|x ´ y|N`sp
dxdy.

Então, pela Definição 1.4.2, existem constantes c1, c2 ą 0 e Cr “ Cprq ą 0 tais que

c1`c2}∇un}p`onp1q ě

ˆ

1
p

´
1

p˚

˙

}∇un}
p
p´λCr}∇un}

r
p ô 8 ą c1`onp1q ě

ˆ

1
p

´
1

p˚

˙

}∇un}
p
p´λCr}∇un}

r
p´c2}∇un}p.

Não obstante isto produz uma contradição, pois p˚
ą p ą r ą 1 e }∇un}p » }un} Õ 8.

Logo, como punqn é limitada em W 1,p
0 pΩq, a menos de subsequência são satisfeitas as seguintes

condições:
un á u em W 1,p

0 pΩq, ∇un á ∇u em pLppΩqq
N ,

∇unpxq Ñ ∇upxq, un Ñ u q.t.p. em Ω,
un Ñ u em LmpΩq, }un ´ u}p˚ Ñ α para algum α ě 0,

(3.13)

quando n Ñ 8 e m P r1, p˚
q. Logo, por (3.13) e o Lema de Brézis-Lieb (veja [25]) obtemos que

}∇un}
p
p ´ }∇un ´ ∇u}

p
p “ }∇u}

p
p ` onp1q quando n Ñ 8.

}un}
p˚

p˚ ´ }un ´ u}
p˚

p˚ “ }u}
p˚

p˚ ` onp1q quando n Ñ 8,
(3.14)

Assim, por (3.13) e (1.4.2) podemos obter a estimativa

onp1q “ xJ 1
λ punq , pun ´ uqy

“

ż

Ω

`

|∇un|
p´2 ∇un

˘

¨ ∇ pun ´ uq dx `

ż

RN

ż

RN
Aunpx, yqppun ´ uqpxq ´ pun ´ uqpyqqdµ

´ λ

ż

Ω
|un|

r´2 un pun ´ uq dx ´

ż

Ω
|un|

p˚´2 un pun ´ uq dx

ě }∇un}
p
p ´ }∇u}

p
p ´ }un}

p˚

p˚ ` onp1q
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quando n Ñ 8. Então, usando (3.13) e (3.14) segue que

αp
˚

` onp1q ě }∇un ´ ∇u}
p
p ě S}un ´ u}

p
p˚ (3.15)

quando n Ñ 8. Se assumimos por contradição que α ą 0, então por (3.15) vemos que

αp
˚

ě Sαp ùñ α ě S
1

p˚´p . (3.16)

Agora, fazendo a estimativa

Jλpunq ´
1
p

xJ 1
punq, uny “ ´λ

ˆ

1
r

´
1
p

˙

}un}
r
r `

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙

}un}
p˚

p˚

temos que, por (1.4.2), (3.13), (3.14), desigualdades de Hölder e Young, quando n Ñ 8

c ě

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙

´

αp
˚

` }u}
p˚

p˚

¯

´ λ

ˆ

1
r

´
1
p

˙

}u}
r
r

ě

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙

´

αp
˚

` }u}
p˚

p˚

¯

´ λ

ˆ

1
r

´
1
q

˙

|Ω|
p˚´r
p˚ }u}

r
p˚

ě

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙

´

αp
˚

` }u}
p˚

p˚

¯

´

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙

}u}
p˚

p˚

´|Ω|

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙´ r
p˚´r

„

λ

ˆ

1
r

´
1
p

˙ȷ

p˚

p˚´r

.

Finalmente, pela escolha de λ0 e (3.16) obtemos a seguinte contradição

0 ą c ě

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙

S
p˚

p˚´p ´ |Ω|

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙´ r
p˚´ϑ

„

λ

ˆ

1
r

´
1
p

˙ȷ

p˚

p˚´r

“
1
N

S
N
p ´ |Ω|

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙´ r
p˚´ϑ

„

λ

ˆ

1
r

´
1
p

˙ȷ

p˚

p˚´r

ą 0.

Logo α “ 0 e por (3.14) un Ñ u em W 1,p
0 pΩq.

Para podermos utilizar a Proposição 1.7.4, precisamos que o funcional associado ao
problema seja limitado inferiormente. De fato, tomando u P W 1,p

0 pΩqzt0u temos que

Jλptuq “
tp

p
}u}

p
´ λ

tr

r

ż

Ω
|u|

r dx ´
tp

˚

p˚

ż

Ω
|u|

p˚

dx Ñ ´8 quando t Ñ 8,

pois r ă p ă p˚.

Devido ao fato acima descrito, utilizaremos um argumento de truncamento inspirado no artigo
[45]. Pela Proposição 1.5.2 existem constantes positivas Cr e Cp˚ tais que

Jλpuq ě
1
p

}u}
p

´ λ
Cr
r

}u}
r

´
Cp˚

p˚
}u}

p˚ para todo u P W 1,p
0 pΩq.
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Segue então que Jλpuq ě gλp}u}q, onde

gλptq “
1
p
tp ´

λCr
r
tr ´

Cp˚

p˚
tp

˚

, t P r0,8q.

Agora, fixamos R1 ą 0 suficientemente pequeno de forma que

1
p

Rp
1 ´

Cp˚

p˚
Rp˚

1 ą 0,

e considere
λ˚

1 “
r

2CrRr
1

ˆ

1
p

Rp
1 ´

Cp˚

p˚
Rp˚

1

˙

ą 0, (3.17)

tal que gλ˚
1
pR1q ą 0. Definimos então

R0 “ max
!

t P p0,R1q : gλ˚
1
ptq ď 0

)

.

Dado que r ă p, observamos que gλ˚
1
ptq ă 0 quando t Ñ 0`, e como gλ˚

1
pR1q ą 0 então,

gλ˚
1
pR0q “ 0.

Agora, consideremos ψ : r0,8q ÝÑ r0, 1s uma função infinitamente diferenciável tal
que ψptq “ 1 se t P r0, R0s e ψptq “ 0 se t P rR1,8q. Definimos o truncamento para Jλ pelo
funcional

J̃λpuq “
1
p

}u}
p

´
λ

r

ż

Ω
|u|

r dx ´
ψp}u}pq

p˚

ż

Ω
|u|

p˚

dx, u P W 1,p
0 pΩq.

Então, por construção, J̃λ P C1
pW 1,p

0 pΩq,Rq e J̃λpuq Ñ 8 quando }u} Ñ 8. Portanto, J̃λ é
coercivo e limitado inferiormente.

Lema 3.1.4. Existe um λ˚
2 “ λ˚

2pN, p, r,S,Ωq ą 0, tal que para qualquer λ P p0, λ˚
2q valem as

seguinte sentenças:

(i) J̃λpuq ă 0 implica }u} ă R0 e J̃λpvq “ Jλpvq para todo v em uma vizinhança aberta
apropriada de u;

(ii) J̃λ satisfaz pPSqc para todo c ă 0 .

Demonstração. piq Seja 0 ă λ˚
2 ă mintλ˚

1 , λ0u, onde λ0 é dado no Lema 3.1.3 e fixemos λ P p0, λ˚
2q.

Assumamos que Jλpuq ă 0. Como λ ă λ˚
1 , temos que, se }u} ě R1, então a Proposição 1.5.2

implica que
J̃λpuq ě

1
p

}u}
p

´
λ˚

1 Cr

r
}u}

r
ą 0.

Agora, uma vez que gλ˚
1
pR1q ą 0 , concluímos que

1
p

Rp
1 ´

λ˚
1 Cr

r
Rr

1 ą 0,
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porém isto produz a seguinte contradição 0 ě J̃λpuq ą 0.

Agora, quando }u} ă R1, como ψptq ď 1 para todo t P r0,8q e λ ă λ˚
1 , segue que

0 ą Jλpuq ě gλp}u}q ě gλ˚
1
p}u}q

e isso implica que }u} ă R0, pela definição do R0. Além disso, pela continuidade do funcional
J̃λ, existe uma vizinhança aberta O de u tal que J̃λpvq ă 0 para todov P O, porém }v} ă

R0 para qualquerv P O, portanto Jλpvq “ J̃λpvq, além disso J̃ 1
λpvq “ J 1

λpvq para todo v P O.

(ii )Assuma que c ă 0 e seja punqn uma sequência pPSqc para J̃λ. Como

Jλpunq “ J̃λpunq Ñ c ă 0 e J 1
λpunq “ J̃ 1

λpunq Ñ 0,

quando n Ñ 8 e J̃λ é limitado inferiormente, necessariamente a sequência punqn tem deve ser
limitada em W 1,p

0 pΩq, e assim pelo Lema 3.1.3 obtemos que, a menos de subsequência, punqn é
fortemente convergente em W 1,p

0 pΩq, ou seja, a condição pPSqc é satisfeita para J̃λ.

A seguir mostraremos alguns resultados técnicos, onde precisaremos do Genus de
Krasnoselskii γ apresentado na Definição 1.7.1.

Lema 3.1.5. Para todo 0 ă λ ă λ˚
2 e k P N, existe ε0 “ ε0pλ, kq ą 0 para o qual γpJ̃´ε0

λ q ě k,
onde J´ε0

λ é construído de acordo com a Definição 1.4.1.

Demonstração. Fixemos λ P p0, λ˚
2q e k P N. Consideremos Vk um subespaço vetorial de W 1,p

0 pΩq

k-dimensional. Logo, em particular as normas } ¨ } e } ¨ }r são equivalentes em Vk, pelo qual
existe uma constante Cpkq ą 0 tal que

´Cpkq}u}
r

ě ´}u}
r
r para todo u P Vk. (3.18)

Para qualquer u P Vk com }u} ď R0, segue de (3.18) que

J̃λpuq “ Jλpuq ď
1
p

}u}
p

´
λCpkq

r
}u}

r. (3.19)

Agora, escolhamos ϑ ą 0 tal que

ϑ ă min
#

R0,

„

λCpkq p

r

ȷ
1
p´r

+

(3.20)

e seja Sϑ “ tu P Vk : }u} “ ϑu. Claramente Sϑ é homeomorfa à esfera pk ´ 1q–dimensional Sk´1.

Além disso, para u P Sϑ, obtemos de (3.19) a desigualdade

J̃λpuq ď ϑr
ˆ

1
p
ϑp´r

´
λCpkq

r

˙

ă 0
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onde utilizamos na última desigualdade a condição (3.20). Assim, existe uma constante positiva
ε0 (dependo somente em λ e k) tal que J̃λpuq ă ´ε0 para cada u P Sϑ. Pela Definição 1.7.1,
segue que Sϑ Ă J̃´ε0

λ . Além disso, note que J̃´ε0
λ P Γ, pois J̃λ é contínuo, par e J̃λp0q “ 0. Logo,

segue da Proposição 1.7.2 que γpJ̃´ε0
λ q ě γpSϑq “ k.

No que se segue, para cada k P N consideremos

Γk :“ tA Ď W 1,p
0 pΩq : A é fechado, 0 R A, A é simétrico e γpAq ě ku,

e sejam ck os níveis críticos dados por

ck “ inf
APΓk

sup
uPA

J̃λpuq.

Claramente ck ď ck`1 para todo k P N.

Lema 3.1.6. Para cada λ P p0, λ˚
2q, onde λ˚

2 é dado pelo Lema 3.1.4 e cada k P N, os números
ck são negativos.

Demonstração. Sejam 0 ă λ ă λ˚
2 e k P N. Pelo Lema 3.1.5, existe um ε0 ą 0 tal que

γpJ̃´ε0
λ q ě k, pois J̃´ε0

λ P Γk. Além disso, sup
uPJ̃

´ε0
λ

J̃λpuq ď ´ε0. Então, pelo raciocínio anterior e o

fato de J̃ ser limitado inferiormente, obtemos que

´8 ă ck “ inf
APΓk

sup
uPA

J̃λpuq ď sup
uPJ̃

´ε0
λ

J̃λpuq ď ´ε0 ă 0,

o que mostra o resultado.

A seguir, mostraremos o seguinte Lema, o qual é um argumento padrão como consta em [53].

Lema 3.1.7. Sejam λ P p0, λ˚
2q, onde λ˚

2 é dado pelo Lema 3.1.4, e k P N. Se c “ ck “ ck`1 “

¨ ¨ ¨ “ ck`m, para algum m P N, então

γpKcq ě m ` 1,

onde Kc é dado pela Definição 1.4.1.

Demonstração. Seja λ P p0, λ˚
1q. Pelo Lema 3.1.6 obtemos c “ ck “ ¨ ¨ ¨ “ ck`m ă 0. Segue então

pelo Lema 3.1.4 que Kc é compacto e assim, pela Proposição 1.7.2 temos que γpKcq ă 8 e
existe um δ ą 0 tal que γpKcq “ γpNδpKcqq, onde NδpKcq é dado por

NδpKcq “ tw P W 1.p
0 pΩq : distpw,Kcq ď δu
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Assumamos por contradição que γpKcq ď m. Então, pela Proposição 1.7.3 existe um ε P p0,´cq
e um homeomorfismo ímpar η : W 1,p

0 pΩq ÝÑ W 1,p
0 pΩq tal que

ηpJ̃ c`ελ zNδpKcqq Ă J̃ c´ϵλ . (3.21)

Pela definição de c “ ck`1, existe um A P Γk`m tal que sup
uPA

J̃λpuq ă c ` ε. Então, devido a
Proposição 1.7.2, temos que

γpAzNδpKcqq ě γpAq ´ γpNδpKcqq, γpηpAzNδpKcqqq ě k. (3.22)

Portanto,

ηpAzNδpKcqq P Γk.

Logo, vale a desigualdade

sup
uPηpAzNδpKcqq

J̃λpuq ě ck ą c ´ ϵ. (3.23)

Por outro lado, (3.21) e (3.22) implicam que

ηpAzNδpKcqq Ă ηpAzNδpKcqq Ă ηpJ̃ c`ϵλ zNδpKcqq Ă J̃ c´ϵλ , (3.24)

o qual contradiz (3.23). Portanto, γpKcq ě m ` 1.

Finalmente daremos uma prova para nosso resultado enunciado no Teorema 3.1.1.

Demonstração do Teorema 3.1.1. Seja 0 ă λ˚
ă mintλ0, λ

˚
1 , λ

˚
2u, onde tais constantes são dadas

em (3.1.3), (3.1.4) e (3.17) respectivamente. Seja λ P p0, λ˚
q, então para cada ck ă 0 e pelo

Lema 3.1.4 sabemos que J̃λ satisfaz pPSqck . De fato, ck é um valor crítico para J̃ (veja por
exemplo [78]). Vamos considerar dois casos.

1. Se ´8 ă c1 ă c2 ă ¨ ¨ ¨ ă ck ă ¨ ¨ ¨ , então J̃λ tem infinitos pontos críticos e conse-
quentemente Jλ teria infinitos pontos críticos, logo o problema (3.1) admite infinitas
soluções.

2. Se existem k0,m0 P N tais que ck0 “ ck0`1 “ ¨ ¨ ¨ “ ck0`m0 , então pelo Lema 3.1.7,
γpKck0

q ě m0 ` 1 ě 2, assim pela Proposição 1.7.2 necessariamente Kck0
é infinito.

Portanto, J̃λ tem infinitos pontos críticos.

Então pelo feito nos dois casos anteriores concluímos a prova de nosso resultado.
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3.2 Caso linear
Nesta parte do capítulo, analisaremos o problema misto no caso linear, ou seja,

quando r “ p, portanto estudaremos a existência e multiplicidade de soluções para o problema
#

´∆pu ` p´∆q
s
pu “ λ |u|

p´2u ` |u|
p˚´2u em Ω,

u “ 0 em RN
zΩ.

(3.25)

Para analisar (3.25), aplicaremos a teoria do índice de cohomologia dada nas preliminares (veja
Subseção 1.6). Com esta teoria construiremos uma sequência apropriada de autovalores para o
operador não-linear

Lp,s upxq “ ´∆pupxq ` p´∆q
s
pupxq, (3.26)

como veremos no Lema 3.2.8. Por isto, definamos o que é um autovalor para (3.26).

Definição 3.2.1. Diremos que um número real λ é um autovalor para Lp,s se existe v P W 1,p
0 pΩq,

com v ‰ 0, solução do problema
#

Lp,s u “ λ|u|
p´2u em Ω,

u “ 0 em RN
zΩ.

(3.27)

A função v P W 1,p
0 pΩq é denotada de autovetor relativo a λ.

A seguir enunciamos nosso resultado principal desta subseção.

Teorema 3.2.2. Seja λ˚˚
“

S
|Ω|p{N

, onde S é definida em (1.13). Então, se

λk ď λ ă λk`1 “ . . . “ λk`m ă λk`m`1

para alguns k,m P N e λ ą λk`1 ´ λ˚˚, o problema (3.25) tem m pares distintos de soluções não
triviais ˘uj pj=1,. . . ,mq tais que uj Ñ 0 quando λ Ñ λk`1.

Para provarmos o Teorema 3.2.2, vamos argumentar como [76, Chapter 4]. Definamos
os operadores Ap ,Bp P CpW 1,p

0 pΩq, pW 1,p
0 pΩqq

˚
q da seguinte forma:

xAppuq, vy “ p

ˆ
ż

Ω
|∇u|

p´2∇u ¨ ∇v dx `

ż ż

R2N
Aupx, yqpvpxq ´ vpyqqdµ

˙

(3.28)

e
xBppuq, vy “ p

ż

Ω
|u|

p´2uv dx; @u, v P W 1,p
0 pΩq, (3.29)

onde A e dµ foram definidos em (3.5).

Temos as seguintes propriedades fundamentais na estratégia que usaremos inspirada
em [76].
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Lema 3.2.3. As seguintes propriedades são satisfeitas:

pA1q Ap é pp ´ 1q–homogêneo e ímpar;

pA2q Ap é uniformemente positivo (i.e.), existe um c0 ą 0 tal que

xAppuq, uy ě c0}u}
p

@u P W 1,p
0 pΩq;

pA3q Ap é um operador potencial;

pA4q Ap é do tipo pSq: verifica que, para toda sequência punqn Ă W 1,p
0 pΩq com as propriedades

un á u, e xAppunq, un ´ uy Ñ 0, quando n Ñ 8

a menos de subsequência punqn é fortemente convergente para u.

Demonstração. As propriedades pA1q–pA3q seguem facilmente pela definição (3.28). Para provar
que Ap satisfaz pA4q, note que, se punqn Ă W 1,p

0 pΩq é uma sequência tal que, para algum
u P W 1,p

0 pΩq

un á u em W 1,p
0 pΩq e xAppunq, un ´ uy Ñ 0, quando n Ñ 8 (3.30)

então punqn é limitada em W 1,p
0 pΩq, e portanto, a menos de subsequência

un Ñ u em LmpΩq, m P r1, p˚
q,

un Ñ u q.t.p. em Ω.
(3.31)

Agora, note que vale a seguinte estimativa

onp1q “ xAp punq , pun ´ uqy

“

ż

Ω

`

|∇un|
p´2 ∇un

˘

¨ ∇ pun ´ uq dx `

ż ż

R2N
Aunpx, yqppun ´ uqpxq ´ pun ´ uqpyqqdµ.

(3.32)

Por um lado,
ż

Ω
|∇un|

p´2∇un ¨ ∇pun ´uqdx “

ż

Ω

`

|∇un|
p´2∇un ´ |∇u|

p´2∇u
˘

¨ ∇pun ´uqdx` onp1q, (3.33)

e por outro lado, se vn “ un ´ u, então
ż ż

R2N
Aunpx, yqpvnpxq ´ vnpyqqdµ “

ż ż

R2N
pAunpx, yq ´ Aupx, yqq pvnpxq ´ vnpyqqdµ

`

ż ż

R2N
Aupx, yqpvnpxq ´ vnpyqqdµ (3.34)

“

ż ż

R2N
pAunpx, yq ´ Aupx, yqq pvnpxq ´ vnpyqqdµ ` onp1q.
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Observe que, as últimas expressões no lado direito em (3.33) e em (3.34) são não-negativas (veja
desigualdade de Simon), então segue de (3.32) que, em particular,

lim
nÑ8

ż

Ω

`

|∇un|
p´2∇un ´ |∇u|

p´2∇u
˘

¨ ∇pun ´ uqdx “ 0.

Logo, pela desigualdade de Simon (1.5.4) e a equivalência entre as normas } ¨ } dada em (1.8) e
}∇p¨q}p, obtemos a existência de uma C “ Cppq ą 0 tal que

}un ´ u} ď Cp

ż

Ω
|∇un ´ ∇u|

pdx

ď Cp

ż

Ω

`

|∇un|
p´2∇un ´ |∇u|

p´2∇u
˘

¨ ∇pun ´ uqdx

ÝÑ 0 quando n Ñ 8.

Portanto, un Ñ u em W 1,p
0 pΩq como queríamos demonstrar.

Lema 3.2.4. As seguintes propriedades são satisfeitas:

pB1q Bp é pp ´ 1q–homogêneo e ímpar;

pB2q Bp é estritamente positivo (i.e.),

xBppuq, uy ą 0 @u ‰ 0;

pB3q Bp é um operador potencial e compacto.

Demonstração. Pela definição (3.29) é claro que Bp satisfaz pB1q–pB2q. Para mostrarmos que
Bp é um operador compacto, basta considerar punqn Ă W 1,p

0 pΩq e u P W 1,p
0 pΩq tais que

un á u em W 1,p
0 pΩq.

Provaremos que

Bppunq Ñ Bppuq em pW 1,p
0 pΩqq

˚, quando n Ñ 8.

Se denotamos por } ¨ }˚ a norma no espaço dual pW 1,p
0 pΩqq

˚, então

}Bppunq ´ Bppuq}˚ “ sup
vPW 1,p

0 pΩq,}v}ď1
|pBppunqpvq ´ Bppuqpvq|

“ sup
vPW 1,p

0 pΩq,}v}ď1
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
p|un|

p´2un ´ |u|
p´2uqv dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. (3.35)
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Pela desigualdade de Hölder e pela Proposição 1.5.2 existe uma constante positiva kp tal que

}Bppunq ´ Bppuq}˚ ď sup
vPW 1,p

0 pΩq,}v}ď1
p

ˆ
ż

Ω
||un|

p´2un ´ |u|
p´2u|

p
p´1 dx

˙

p´1
p
ˆ
ż

Ω
|v|

p dx

˙1{p

ď kp

ˆ
ż

Ω
||un|

p´2un ´ |u|
p´2u|

p
p´1 dx

˙

p´1
p

. (3.36)

Sabemos pela Proposição 1.5.2 que un Ñ u em LppΩq. Além disso, a Proposição 1.5.3 garante a
existência de uma função h P LppΩq tal que, a menos de subsequência,

|unpxq| ď hpxq q.t.p. x P Ω, @n P N,

pelo qual temos que

||un|
p´2un| ď phpxqq

p´1
P L

p
p´1 pΩq q.t.p. x P Ω, @n P N.

Assim, usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue vemos que (3.36) converge a
zero, quando n Ñ 8, concluindo assim que a menos de subsequência

Bppunq Ñ Bppuq em pW 1,p
0 pΩqq

˚, quando n Ñ 8.

Neste ponto, devido as propriedades pA1q–pA4q e pB1q–pB3q, estamos autorizados a
aplicar a Proposição 1.6.8. Neste caso, os potenciais de Ap e Bp são dados respetivamente, por:

Ippuq “ }u}
p e Jppuq “ }u}

p
p.

Definimos o funcional Ψpuq “
1

Jppuq
para u P W 1,p

0 pΩqzt0u, e considere Ψ̃ a restrição de Ψ dada
por

Ψ̃ “ Ψ|N , com N “ tu P W 1,p
0 pΩq : Ippuq “ 1u. (3.37)

É um fato bem conhecido que N é uma variedade (Nehari) completa de classe C1

para p ě 2 (veja [76]). Provaremos que os valores e pontos críticos de Ψ̃ na verdade coincidem
com os autovalores e autovetores de (3.27). Para tal propósito, precisaremos dos três seguintes
Lemas para encontrarmos uma sequência apropriada pλkqk de autovalores para (3.27) usando a
Proposição 1.6.9.

Lema 3.2.5. Se W é um espaço vetorial de Banach sobre R e L,L0 P W ˚, então

}L|KerpL0q}˚ “ min
µPR

}L ´ µL0}˚,

onde } ¨ }˚ denota a norma de W ˚.
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Demonstração. Pela definição de norma do operador, para todo µ P R

}L|KerpL0q}˚ “ sup
vPKerpL0q

}v}“1

xL, vy ď sup
}v}“1

xL ´ µL0, vy “ }L ´ µL0}˚.

Reciprocamente, pelo teorema de extensão de Hahn–Banach (preservando a norma), existe um
L̂ P W ˚ tal que

L̂|KerpL0q “ L e }L̂} “ }L|KerpL0q}˚.

Como KerpL0q Ď KerpL ´ L̂q, existe µ0 P R tal que L ´ L̂ “ µL0. Então, segue que

}L ´ µ0L0}˚ “ }L̂}˚,

mostrando a igualdade desejada.

Lema 3.2.6. u P N é um ponto crítico de Ψ̃ se, e somente se, λ “ Ψ̃puq é um autovetor para
(3.26).

Demonstração. Notemos que, para cada u P N

Ψ̃1
puq “ ´

J 1
ppuq

Jppuq
“ ´Ψ̃puq

2Bppuq e I 1
ppuq “ Appuq.

Então pelo Lema 3.2.5, Ψ̃1
puq “ 0, se e somente se,

µAppuq ` Ψ̃puq
2Bppuq “ 0 para algum µ P R. (3.38)

Suponhamos que u P N é ponto crítico para Ψ̃, então usando (3.38)

µ “ ´Ψ̃puq
2 xBppuq, uy

xAppuq, uy
“ ´Ψ̃puq

2 Jθ,ppuq

Jθ,ppuq
“ ´Ψ̃puq ă 0.

substituindo tal informação na equação (3.38) obtemos que

Appuq “ Ψ̃puqBppuq,

isto é, λ “ Ψ̃puq é um autovalor para (3.26).

Reciprocamente, se λ “ Ψ̃puq é um autovalor para (3.26), então

λ “
Ippuq

Jppuq
e Appuq “ λBppuq.

Logo, para µ “ ´Ψ̃puq a identidade (3.38) é satisfeita, e portanto Ψ̃1
puq “ 0.
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Lema 3.2.7. O funcional Ψ̃ dado em (3.37) satisfaz a condição pPSq restrita à N .

Demonstração. Sejam c P R e punqn Ă N tais que

Ψ̃punq Ñ c e Ψ̃1
punq Ñ 0, quando n Ñ 8.

Claramente punqn é limitada em W 1,p
0 pΩq, portanto existe um u P W 1,p

0 pΩq tal que, a menos de
subsequência, un á u em W 1,p

0 pΩq. Por pB3q, temos Bppunq Ñ Bppuq em pW 1,p
0 pΩqq

˚, então

Ψ̃punq “
p

xBppunq, uny
ÝÑ

p

xBppuq, uy
‰ 0,

a qual implica que c ‰ 0.
Pelo Lema 3.2.5, existe uma sequência pµnqn Ă R tal que

µnAppunq ` Ψ̃punq
2Bppunq Ñ 0, quando n Ñ 8. (3.39)

Aplicando (3.39) a un, obtemos que µn ` Ψ̃punq Ñ 0 implica que µn Ñ ´c ‰ 0. Aplicando
(3.39) a un ´ u, obtemos xAppunq, un ´ uy Ñ 0 dado que xBppunq, un ´ uy Ñ 0, logo por pA4q,
a menos de subsequência, temos que un Ñ u em W 1,p

0 pΩq, e como N é fechado concluímos
un Ñ u P N .

Pela análise que acabamos de realizada, podemos construir uma sequência pλkqk

de autovalores para (3.27), aplicando assim a Proposição 1.6.9. A ideia é seguir a estratégia
empregada em [76, Theorem 4.6].

Lema 3.2.8. Seja F a classe dos subconjuntos simétricos de N em W 1,p
0 pΩq. Para todo k P N

definamos
Fk “ tN P F : ind pNq ě ku e λk “ inf

NPFk
sup
uPN

Ψ̃puq. (3.40)

Então, pλkqk é uma sequência não-decrescente de autovalores para (3.27), que satisfaz as seguintes
propriedades:

piq Se λk “ . . . “ λk`m´1 “ λ, então ind pK̃λq ě m; onde Kλ é definido em (1.4.1);

piiq O menor autovalor, chamado primeiro autovalor, é dado por

λ1 “ min
uPN

Ψ̃puq “ min
u‰0

Ippuq

Jppuq
;

piiiq Temos que ind pN zΨ̃λkq ă k ď ind pΨ̃λkq. Se λk ă λ ă λk`1, então

ind pΨ̃λkq “ ind pN zΨ̃λkq “ ind pΨ̃λ
q “ ind pN zΨ̃λk`1q “ k;

pivq λk Ñ 8 quando k Ñ 8.
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Observamos que λ1 ą λ˚˚, com λ˚˚ dado no enunciado do Teorema 3.2.2. Se u1 P N denota o
autovetor associado a λ1, então note que pela desigualdade de Hölder temos que

λ1 “
}∇u1}pp ` ru1sps,p

}u1}
p
p

ě
S}∇u1}

p{p˚

p˚

}u1}
p
p

ą
S

|Ω|1´p{p˚ “ λ˚˚, (3.41)

com desigualdade estrita, pois S não é atingido em u1. Portanto, graças a (3.41) o Teorema
3.2.2 é verificável para os índices k “ 1 e m “ 0. O funcional associado ao problema (3.25) e
sua respetiva derivada de Fréchet são

Jλpuq “
1
p

}u}
p

´
λ

p

ż

Ω
|u|

p dx ´
1
p˚

ż

Ω
|u|

p˚

dx, e para toda v P W 1,p
0 pΩq

xJ 1
λpuq, vy “

ż

Ω
|∇u|

p´2∇u ¨ ∇v dx `

ż ż

R2N
Aupx, yqpvpxq ´ vpyqqdµ

´λ

ż

Ω
|u|

p´2uv dx ´

ż

Ω
|u|

p˚´2uv dx.

No Lema 3.2.10 a seguir, estabeleceremos um resultado que garante os valores para os quais Jλ
satisfaz a condição pPSqc, ou seja, um resultado semelhante ao Lema 3.1.2. De fato, omitiremos
a prova deste Lema, pois a mesma é totalmente análoga a prova do Lema 3.1.2.

Lema 3.2.9. Seja punqn Ă W 1,p
0 pΩq uma sequência limitada de pPSq à nível c para Jλ. Então,

a menos de subsequência, ∇un Ñ ∇u q.t.p em Ω quando n Ñ 8.

Lema 3.2.10. Jλ satisfaz pPSqc para todo c ă
1
N

SN{p.

Demonstração. Sejam c ă
1
N

SN{p e punqn Ă W 1,p
0 pΩq tais que

Jλpunq Ñ c e J 1
λpunq Ñ 0. (3.42)

Mostraremos somente que punqn é uniformemente limitada em W 1,p
0 pΩq, pois graças ao Lema

3.2.9 o resto da prova é similar ao demonstrado no Lema 3.2.10.

Assumamos por contradição que punqn não é limitada, então a menos de subsequência, }un} Ñ 8

quando n Ñ 8, e un ‰ 0. Notemos que pun}un}
´1

qn é limitada em W 1,p
0 pΩq, então por (3.42)

onp1q “ xJ 1
λpunq, un}un}

´1
y “

}un}p ´ λ}un}pp ´ }un}
p˚

p˚

}un}

“

pJλpunq `

ˆ

p

p˚
´ 1

˙

}un}
p˚

p˚

}un}
, quando n Ñ 8.

Então, da estimativa acima combinada com (3.42) obtemos que

}un}
p˚

p˚

}un}
Ñ 0, quando n Ñ 8, (3.43)
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e como }un} Ñ 8 se n Ñ 8, também obtemos que

}un}
p˚

p˚

}un}p
Ñ 0, quando n Ñ 8. (3.44)

Analogamente,
}un}

p
p˚

}un}p
“

}un}
p
p˚

}un}p{p˚

1
}un}ppp˚´1q{p˚ Ñ 0, quando n Ñ 8. (3.45)

Por último, mostraremos a seguinte convergência
}un}pp

}un}p
Ñ 0, quando n Ñ 8. (3.46)

Pela desigualdade de Hölder é válida a seguinte estimativa

}un}
p
p “

ż

Ω
|un|

p dx ď

ˆ
ż

Ω
|un|

p˚

dx

˙p{p˚

|Ω|
1´p{p˚

“ }un}
p
p˚ |Ω|

1´p{p˚

.

Portanto,
}un}pp

}un}p
ď

}un}
p
p˚

}un}p
|Ω|

1´p{p˚

Ñ 0 quando n Ñ 8. (3.47)

Por (3.42) e do fato que }un} Ñ 8, temos que

xJ 1
λpunq, un}un}

´p
y Ñ 0 quando n Ñ 8.

Assim, usando (3.44) e (3.46) concluimos que

0 “ lim
nÑ8

xJ 1
λpunq, un}un}

´p
y “ lim

nÑ8

}un}p ´ λ}un}pp ´ }un}
p˚

p˚

}un}p

“ lim
nÑ8

˜

1 ´ λ
}un}pp

}un}p
´

}un}
p˚

p˚

}un}p

¸

“ 1,

a qual gera uma contradição. Portanto, punqn é limitada e podemos proceder como no Lema
3.2.10.

Pelo Lema 3.2.8, se λk`m ă λk`m`1, então ind pΨ̃k`m
q “ k ` m. Com o objetivo de

aplicar a Proposição 1.6.4, construiremos um subconjunto simétrico e compacto A0 de Ψ̃k`m

com índice idêntico a k ` m.
Para isto, definamos o seguinte operador L1. Para cada u, v P W 1,p

0 pΩq

xL1puq, vy :“
ż

Ω
|∇u|

p´2∇u ¨ ∇v dx `

ż ż

R2N
Aupx, yqpvpxq ´ vpyqqdµ. (3.48)

Mostraremos que de fato L1puq verifica a seguinte propriedade.
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Definição 3.2.11. Dado um espaço vetorial de Banach W , diremos que um operador

T : W ÝÑ W ˚ é estritamente monótono se

xT puq ´ T pvq, u ´ vy ą 0 @u, v P W, com u ‰ v,

e com igualdade se, e somente se, u “ v.

Lema 3.2.12. O operador L1 em (3.48) é estritamente monótono.

Demonstração. Usando a desigualdade de Hölder, não é difícil provar que para cada u, v P

W 1,p
0 pΩq tem-se

xL1puq, vy “

ż

Ω
|∇u|

p´2∇u ¨ ∇v dx `

ż ż

R2N
Aupx, yqpvpxq ´ vpyqqdµ ď }u}

p´1
}v}. (3.49)

Logo, segue que

xL1puq ´ L1pvq, u ´ vy “ }u}
p

´ xLpuq, vy ´ xLpvq, uy ` }v}
p

ě }u}
p

´ }u}
p´1

}v} ´ }v}
p´1

}v} ` |u}
p

“ p}u}
p´1

´ }v}
p´1

qp}u} ´ }v}q

ě 0. (3.50)

Portanto, se xL1puq ´ L1pvq, u ´ vy “ 0, necessariamente }u} “ }v}.

Pela desigualdade em (3.49) temos que

xL1puq, uy “ }u}
p

“ }u}
p´1

}v} ě xLpuq, vy ùñ xLpuq, u ´ vy ě 0, (3.51)

xL1pvq, vy “ }v}
p

“ }v}
p´1

}u} ě xLpvq, uy ùñ xLpvq, v ´ uy ě 0. (3.52)

Se xL1puq ´ L1pvq, u ´ vy “ 0, então

xL1puq ´ L1pvq, u ´ vy “ xL1puq, u ´ vy ` xL1pvq, v ´ uy “ 0,

e assim graças a (3.51) e (3.52)

xL1puq, u ´ vy “ 0 e xL1pvq, v ´ uy “ 0.
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Em particular valem as identidades

xL1puq, vy “

ż

Ω
|∇u|

p´2∇u ¨ ∇v dx `

ż ż

R2N
Aupx, yqpvpxq ´ vpyqqdµ “

ż

Ω
|∇u|

p´1
|∇v| dx `

ż ż

R2N
|Aupx, yq||vpxq ´ vpyq|dµ “ }u}

p´1
}v}, (3.53)

xL1pvq, uy “

ż

Ω
|∇v|

p´2∇v ¨ ∇u dx `

ż ż

R2N
Avpx, yqpupxq ´ upyqqdµ “

ż

Ω
|∇v|

p´1
|∇u| dx `

ż ż

R2N
|Avpx, yq||upxq ´ upyq|dµ “ }v}

p´1
}u}. (3.54)

Portanto,

0 ě

ż

Ω

`

|∇u|
p´2∇u ¨ ∇v ´ |∇u|

p´1
|∇v|

˘

dx “

ż ż

R2N
p|Aupx, yq||vpxq ´ vpyq| ´ Aupx, yqpvpxq ´ vpyqqq dµ ě 0. (3.55)

Assim, deduzimos que
ż

Ω

`

|∇u|
p´2∇u ¨ ∇v ´ |∇u|

p´1
|∇v|

˘

dx “ 0,

e desta forma, existe uma função escalar γpxq ě 0 tal que

∇upxq “ γpxq∇vpxq q.t.p. x P Ω.

Então, como a igualdade em (3.53) é satisfeita (veja [49, Lemma 3.2] ), obtemos que a1 ´ a2 “

b2 ´ b1, onde

a1 “

ż

Ω
|∇u|

p´1
|∇v|dx, a2 “

ˆ
ż

Ω
|∇u|

pdx

˙

p´1
p
ˆ
ż

Ω
|∇v|

pdx

˙
1
p

,

b1 “

ż

RN

ż

RN

|upxq ´ upyq|p´2pupxq ´ upyqqpvpxq ´ vpyqq

|x ´ y|N`ps
dxdy,

b2 “

ˆ
ż

RN

ż

RN

|upxq ´ upyq|p

|x ´ y|N`ps
dxdy

˙

p´1
p
ˆ
ż

RN

ż

RN

|vpxq ´ vpyq|p

|x ´ y|N`ps
dxdy

˙
1
p

.

Assim, pela desigualdade de Holder a1 ´ a2 ď 0 e b2 ´ b1 ě 0, logo obtemos que
a1 “ a2. Logo, pelo caso da igualdade na desigualdade de Holder, temos na verdade que
existe uma constante α ě 0 tal que |∇upxq| “ α|∇vpxq| q.t.p x P Ω. Assim, concluímos que
upxq “ αvpxq q.t.p x P Ω, mas, lembremos que }u} “ }v}, pelo qual, se }v} ‰ 0, então α “ 1 e
desta forma u “ v. No caso em que }v} “ 0, automaticamente }u} “ 0 e isto implica u “ v “ 0.
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Lema 3.2.13. Para cada w P LppΩq, o problema

#

p´∆qpu ` p´∆q
s
pu “ |w|

p´2w em Ω,
u “ 0 em RN

zΩ,
(3.56)

tem uma única solução fraca u P W 1,p
0 pΩq. Além disso, o operador H : LppΩq ÝÑ W 1,p

0 pΩq,
definido pela relação w ÞÑ Hpwq “ u, com u a solução de (3.56), é contínuo.

Demonstração. A existência de soluções para (3.56) segue de um argumento de minimização
clássico. A unicidade das soluções segue do Lema 3.2.12. Portanto o operador H está bem
definido. Além disso, a continuidade do operador segue facilmente por um argumento padrão.

Lema 3.2.14. Se λk ă λk`1, então Ψ̃λk tem um subconjunto A0 simétrico e compacto com
ind pA0q “ k.

Demonstração. Consideremos a aplicação

πppuq “
u

}u}p
, u P W 1,p

0 pΩqzt0u

chamada de projeção radial sobre Np “ tu P W 1,p
0 pΩq : }u}p “ 1u, e definamos o conjunto

A “ πppΨ̃λkq “ tw P Np : }w}
p

ď λku.

Então, invocando a Proposição 1.6.2 e o Lema 3.2.8, obtemos que ind pAq “ ind pΨ̃λkq “ k.
Seja u “ Hpvq para v P A, com H o operador definido no Lema 3.2.13. Então, se L1 é o operador
definido em (3.48), temos as seguintes estimativas:

xLpuq, uy “ }u}
p

“

ż

Ω
|v|

p´2uv dx ď }v}
p´1
p }u}p,

1 “ xLpuq, vy ď }u}
p´1

}v}.

Portanto, obtemos que
}u}p

}u}p
ď 1 ď }u}

p´1
}v} ùñ }πppuq} “

}u}

}u}p
ď }v},

e como consequence πppHpAqq Ď A. Definamos H̄ “ πp ˝ H, e seja Ā “ H̄pAq e consideremos
uma sequência pφnqn Ă Ā. Logo, para todo n P N existe um vn P A tal que H̄pvnq “ φn. Como
pvnqn Ă A, obtemos que }vn}

p
ď λk, e portanto, a menos de subsequência, existe um v P W 1,p

0 pΩq

para o qual vn á v em W 1,p
0 pΩq. Então, a Proposição 1.5.2 e a semi-continuidade inferior da

norma implicam que

vn Ñ v, em LppΩq, e }v}
p

ď lim inf
nÑ8

}vn}
p

ď λk.
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Em particular v P A. Pela continuidade do operador H ( Lema 3.2.13, ) temos que Hpvnq Ñ Hpvq,
e assim φn “ H̄pvnq Ñ H̄pvq P Ā, quando n Ñ 8, pelo qual Ā é compacto em W 1,p

0 pΩq. Por
outro lado, dado que Ā Ă A e H̄ é uma aplicação contínua e ímpar de A para Ā, obtemos pela
Proposição 1.6.2 a identidade ind pAq “ ind pĀq “ k. Finalmente, seja

πpuq “
u

}u}
, u P W 1,p

0 pΩqzt0u,

chamada de projeção radial sobre N .

Definamos A0 “ πpĀq, então A0 Ď Ψ̃λk é compacto em W 1,p
0 pΩq e satisfaz ind pĀq “

ind pA0q “ k como almejávamos.

Por fim, concluiremos esta subseção dando a prova do Teorema 3.2.2, a qual será
baseada principalmente na Proposição 1.6.4.

Demonstração do Teorema 3.2.2. Pelo Lema 3.2.10, Jλ satisfaz pPSqc para todo

c ă
1
N

SN{p.

A ideia será aplicar a Proposição 1.6.4 com b “
1
N

SN{p.

Pelo Lema 3.2.14, Ψ̃λk`m possui um subconjunto compacto e simétrico A0 com
ind pA0q “ k ` m. Seguindo a Proposição 1.6.4, escrevamos B0 “ Ψ̃λk`m

. Então, pelo Lema
3.2.8, temos que ind pN zB0q “ k ` m.

Sejam 0 ă r ă R, A, B e X como na Proposição 1.6.4. Para cada u P B0, usando
(1.13) obtemos a seguinte estimativa

Jλpruq “
rp

p
}u}

p
´
λrp

p

ż

Ω
|u|

p dx ´
rp

˚

p˚

ż

Ω
|u|

p˚

dx

ě
rp

p
}u}

p
´
λrp

p

}u}p

λk`m

´
rp

˚

p˚

ż

Ω
|u|

p˚

dx

ě
rp

p
}u}

p

ˆ

1 ´
λ

λk`1

˙

´
rp

˚

p˚
}u}

p˚

S´p˚{p
“
rp

p

ˆ

1 ´
λ

λk`1

˙

´
rp

˚

p˚
S´p˚{p. (3.57)

Agora, dado que λ ă λk`m e p ă p˚, segue da estimativa (3.57) que inf
uPB

Jλpuq ą 0
para r suficientemente pequeno. Por outro lado, para u P A0 Ă Ψ̃λk`m temos pela desigualdade
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de Hölder que

JλpRuq “
Rp

p
}u}

p
´
λRp

p

ż

Ω
|u|

p dx ´
Rp˚

p˚

ż

Ω
|u|

p˚

dx

ď
Rp

p
}u}

p
´
λRp

p

}u}p

λk`m

´
Rp˚

p˚

¨

˚

˚

˝

ż

Ω
|u|

θp dx

λk`m |Ω|
1´

p
p˚

˛

‹

‹

‚

p˚{p

ď
Rp

p
}u}

p
´
λRp

p

}u}p

λk`m

´
Rp˚

p˚

˜

}u}p

λk`m |Ω|
1´

p
p˚

¸p˚{p

“
Rp

p
}u}

p

ˆ

1 ´
λ

λk`m

˙

´
Rp˚

p˚

1
´

λk`m |Ω|
1´

p
p˚

¯p˚{p
. (3.58)

Agora, uma vez que λ ă λk`m e p ă p˚, pela estimativa (3.58) podemos tomar R ą r

suficientemente grande tal que Jλpuq ď 0, para cada u P A. Para cada u P X, pela desigualdade
de Hölder segue que

Jλpuq “
1
p

}u}
p

´
λ

p

ż

Ω
|u|

p dx ´
1
p˚

ż

Ω
|u|

p˚

dx

ď
λk`m ´ λ

p

ż

Ω
|u|

p dx ´
1
p˚

¨

˚

˚

˝

ż

Ω
|u|

p dx

|Ω|
1´

p
p˚

˛

‹

‹

‚

p˚{p

“
λk`m ´ λ

p

ż

Ω
|u|

p dx ´
1
p˚

˜

}u}pp

|Ω|
1´

p
p˚

¸p˚{p

. (3.59)

Definamos gλ : R`
0 ÝÑ R como sendo

gpτq “

ˆ

λk`m´λ

p

˙

τ ´
1
p˚

˜

τ

|Ω|
1´

p
p˚

¸p˚{p

.

Dado que p ă p˚ e λk`m ą λ, a função gλ atinge seu máximo no ponto crítico
τ0 “ pλk`m ´ λq

p{pp˚´pq
|Ω|, com valor

max gλpτ0q “

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙

pλk`m ´ λq
p˚

p˚´p |Ω|.

Portanto,

sup
uPX

Jλpuq ď

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙

pλk`m ´ λq
p˚

p˚´p |Ω| ď

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙

S
p˚

P˚´p “
1
N

SN{p
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pois λk`m ´ λ˚˚
ă λ. Usando a Proposição 1.6.4, obtemos a existência de m pares distintos de

pontos críticos ˘uj para Jλ, com j “ 1, . . . ,m, tais que

0 ă Jλpujq ď

ˆ

1
p

´
1
p˚

˙

pλk`m ´ λq
p˚

p˚´p |Ω| ÝÑ 0, quando λ Ñ λk`m,

e isto implica que
ˆ

1
p

´
1
p˚

˙

}u}
p˚

p˚ “ Jλpujq ´
1
p

xJ 1
λpujq, ujy “ Jλpujq Ñ 0,

quando λ Ñ λk`m. Além disso, a desigualdade de Hölder implica que uj Ñ 0 em LppΩq, quando
λ Ñ λk`m, e portanto temos que

}uj}
p

“

ˆ

pIλpujq ` λ}uj}
p
p `

p

p˚
}uj}

p˚

p˚

˙

Ñ 0,

quando λ Ñ λk`m.

3.3 Caso superlinear
Neste último caso estudaremos o problema super-linear, mais precisamente, analisa-

remos a existência de soluções não-triviais para o problema misto
#

´∆pu ` p´∆q
s
pu “ λ |u|

r´2u ` |u|
p˚´2u em Ω,

u “ 0 em RN
zΩ,

(3.60)

com 0 ă s ă 1 ă p ă r ă p˚. A ideia é aplicar a Proposição 1.4.3. Não obstante, precisamos
construir a estrutura apropriada em base a lemas e resultados que daremos nesta seção. O
resultado principal para esta parte do trabalho é

Teorema 3.3.1. O problema (3.60) tem pelo menos uma solução não trivial nos seguintes casos
:

piq Se min
"

N ´ p

p ´ 1 , pp1 ´ sq

*

ą N ´ r
N ´ p

p
, para qualquer λ ą 0;

piiq Se min
"

N ´ p

p ´ 1 , pp1 ´ sq

*

ď N´r
N ´ p

p
, para todo λ ě λ˚, com λ˚

ą 0 a ser determinado
posteriori.

Por simplicidade, escreveremos

mN,p,s :“ min
"

N ´ p

p ´ 1 , pp1 ´ sq

*

e βN,p,s :“ N ´ r
N ´ p

p
. (3.61)
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Além disso, nosso funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (3.60) é dado por

Jλpuq “
1
p

}u}
p

´
λ

r

ż

Ω
|u|

r dx ´
1
p˚

ż

Ω
|u|

p˚

dx. (3.62)

Com o objetivo de provar o Teorema 3.3.1, enunciaremos os seguintes Lemas, que
na verdade são padrões em cada um dos casos. A prova deste primeiro resultado é totalmente
análoga ao que fizemos no Lema 3.1.2. Logo, vamos omití-la.

Lema 3.3.2. Seja punqn Ă W 1,p
0 pΩq uma sequência limitada de pPSqc para Jλ. Então, a menos

de subsequência, ∇un Ñ ∇u q.t.p. em Ω quando n Ñ 8.

O próxima Lema garante a condição pPSq para nosso operador Jλ. A prova deste
resultado é totalmente semelhante a prova realizada no Lema 3.1.3, portanto somente vamos
enunciá-lo.

Lema 3.3.3. Seja λ ą 0. Então, Jλ satisfaz pPSqc para todo 0 ă c ă
1
N

SN{p; onde S é dado
por (1.13).

Agora, a ideia é dar um truncamento apropriado da função

Uεpxq “
KN,p ε

pN´pq{ppp´1q

pεp{pp´1q ` |x|p{pp´1qqpN´pq{p
, com ε ą 0, (3.63)

a qual está em W 1,p
0 pRN

q e na qual, como mostrado em [69] se atinge a melhor constante da
imersão dada em (1.13), com constante de normalização KN,p ą 0 dada por

KN,p “

«

N

ˆ

N ´ p

p ´ 1

˙p´1
ffpN´pq{p2

.

Fixemos h ą 0 tal que B4hp0q Ă Ω e definamos a função cut-off ϕh P C8
pRN , r0, 1sq tal que

ϕhpxq “

$

&

%

1 se x P Bhp0q,

0 se x P Bc
2hp0q.

(3.64)

Para todo ε ą 0, escrevamos

uε “ ϕh Uε P W 1,p
0 pΩq e vε “

uε
}uε}p˚

P W 1,p
0 pΩq. (3.65)

Segundo [54, Lemma 7.1] (veja também [53, 40, 55]), temos as seguintes estimativas.

Lema 3.3.4. Seja vε como em (3.65). Então,

}∇vε}pp “ S ` OpεpN´pq{pp´1q
q (3.66)

quando ε Ñ 0`.
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Lema 3.3.5. Seja vε como em (3.65). Então, existe C ą 0 tal que

}vε}
r
r ě CεN´rpN´pq{p (3.67)

para qualquer r ą p˚
p1 ´ 1{pq.

Inspirados em [84, Proposition 21] podemos mostrar a seguinte estimativa.

Lema 3.3.6. Seja uε dada em (3.65). Então,
ż ż

R2N

|uεpxq ´ uεpyq|p

|x ´ y|N`ps
dx dy “ OpεmN,p,sq

com mN,p,s “ min
"

N ´ p

p ´ 1 , pp1 ´ sq

*

, quando ε Ñ 0`.

Demonstração. Seja ϱ ą 0, por (3.63) e (3.65), para x P Bc
ϱp0q obtemos que

|uεpxq| ď
KN,p ε

pN´pq{ppp´1q

pεp{pp´1q ` ϱp{pp´1qqpN´pq{p
ď C εpN´pq{ppp´1q. (3.68)

Por outro lado, sempre que }x} ě ϱ temos

|∇uεpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∇ϕhpxq
KN,p ε

pN´pq{ppp´1q

pεp{pp´1q ` |x|p{pp´1qqpN´pq{p

`ϕhpxq
N ´ p

p ´ 1 |x|
p2´pq{pp´1qx

KN,p ε
pN´pq{ppp´1q

pεp{pp´1q ` |x|p{pp´1qqN{p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďCεpN´pq{ppp´1q

„

1
pεp{pp´1q ` |x|p{pp´1qqpN´pq{p

`
|x|p{pp´1q

ϱ

1
pεp{pp´1q ` |x|p{pp´1qqN{p

ȷ

ďCεpN´pq{ppp´1q.

(3.69)

Se x P RN e y P Bc
hp0q com }x ´ y} ď h{2, então pela expansão de Taylor de ordem

um segue que
|uεpxq ´ uεpyq| ď |∇upξq|}x ´ y}

com ξ no segmento rx, ys (unindo x a y), então ξ tem a forma ξ “ tx ` p1 ´ tqy para algum
t P r0, 1s. Logo,

}ξ} “ }y ` tpx ´ yq} ě }y} ´ t}x ´ y} ě h ´ th{2 ě h{2,

assim, da desigualdade (3.69) com ϱ “ h{2, obtemos que

|uεpxq ´ uεpyq| ď CεpN´pq{ppp´1q
}x ´ y} se x P RN , y P Bc

hp0q com }x ´ y} ď h{2. (3.70)

Agora, combinando (3.70) e (3.68) com ϱ “ h, temos a estimativa

|uεpxq ´ uεpyq| ď CεpN´pq{ppp´1q min t1, }x ´ y}u se x, y P Bc
rp0q. (3.71)
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Consideremos agora os conjuntos:

D :“
␣

px, yq P R2N : x P Bhp0q, y P Bc
hp0q e |x ´ y| ą h{2

(

,

E :“
␣

px, yq P R2N : x P Bhp0q, y P Bc
hp0q e |x ´ y| ď h{2

(

.

Logo, podemos descompor ruεs
p
p,s da seguinte forma

ż ż

R2N

|uεpxq ´ uεpyq|p

|x ´ y|N`ps
dx dy “

ĳ

Brp0qˆBrp0q

|Uεpxq ´ Uεpyq|p

|x ´ y|N`ps
dx dy

` 2
ĳ

D

|uεpxq ´ uεpyq|p

|x ´ y|N`ps
dx dy

` 2
ĳ

E

|uεpxq ´ uεpyq|p

|x ´ y|N`ps
dx dy

`

ĳ

Bc
h

p0qˆBc
h

p0q

|uεpxq ´ uεpyq|p

|x ´ y|N`ps
dx dy.

(3.72)

Por (3.71) temos que
ĳ

Bc
h

p0qˆBc
h

p0q

|uεpxq ´ uεpyq|p

|x ´ y|N`ps
dx dy ď CεpN´pq{pp´1q

ĳ

B2hp0qˆRN

min t1, |x ´ y|pu

|x ´ y|N`ps
dx dy

“ OpεpN´pq{pp´1q
q,

(3.73)

enquanto que (3.70) garante que
ĳ

E

|uεpxq ´ uεpyq|p

|x ´ y|N`ps
dx dy ď CεpN´pq{pp´1q

ĳ

xPBhp0q, yPBchp0q

|x´y|ďh{2

|x ´ y|p

|x ´ y|N`ps
dx dy

ď CεpN´pq{pp´1q

ż

Bhp0q

dx

ż

Bh{2p0q

1
|ξ|N`ps´`

dξ “ OpεpN´pq{pp´1q
q.

(3.74)
Pela definição de ϕh em (3.64) obtemos que uεpxq “ Uεpxq para todo x P Bhp0q, então para
qualquer par px, yq P D pela convexidade (de t ÞÑ tp) temos

|uεpxq ´ uεpyq|
p

“ |Uεpxq ´ uεpyq|
p

ď 2p´1
r|Uεpxq ´ Uεpyq|

p
` |Uεpyq ´ uεpyq|

p
s ,

para o qual obtemos

ĳ

D

|uεpxq ´ uεpyq|
p

|x ´ y|N`ps
dx dy ď 2p´1

¨

˝

ĳ

D

|Uεpxq ´ Uεpyq|
p

|x ´ y|N`ps
dx dy `

ĳ

D

|Uεpyq ´ uεpyq|
p

|x ´ y|N`ps
dx dy

˛

‚. (3.75)
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Por (3.68) com ϑ “ h

ĳ

D

|Uεpyq ´ uεpyq|p

|x ´ y|N`ps
dx dy ď 2p´1

ĳ

D

|Uεpyq|p ` |uεpyq|p

|x ´ y|N`ps
dx dy

ď 2p
ĳ

D

|Uεpyq|p

|x ´ y|N`ps
dx dy

ď CεpN´pq{pp´1q

ĳ

xPBhp0q, yPBchp0q

|x´y|ąh{2

1
|x ´ y|N`ps

dx dy

ď CεpN´pq{pp´1q

ż

xPBhp0q

dx

ż

Bc
h{2p0q

1
|ξ|N`ps

dξ “ OpεpN´pq{pp´1q
q.

(3.76)
Por fim, por uma mudança dupla de variáveis x “ εξ e y “ εζ, obtemos

ĳ

R2N

|Uεpxq ´ Uεpyq|p

|x ´ y|N`ps
dx dy “ εp´ps

ĳ

R2N

|U1pξq ´ U1pζq|p

|ξ ´ ζ|N`ps
dξ dζ “ Opεp´ps

q. (3.77)

É claro que a desigualdade
ĳ

V

|Uεpxq ´ Uεpyq|p

|x ´ y|N`ps
dx dy ď

ĳ

R2N

|Uεpxq ´ Uεpyq|p

|x ´ y|N`ps
dx dy

é satisfeita com V “ Brp0q ˆBrp0q e V “ D , então combinando (3.72)–(3.77) temos a conclusão
da prova.

Lema 3.3.7. Sejam vε dada em (3.65) e mN,p,s, βN,p,r ą 0 como em (3.61). Então, temos os
seguintes dois casos:

piq Se mN,p,s ą βN,p,r, então existe ε ą 0 suficientemente pequeno tal que

sup
tě0

Jλptvεq ă
1
N

SN{p para todo λ ą 0;

piiq Se mN,p,s ď βN,p,r, então para todo ε ą 0 existe λ˚
“ λ˚

pεq ą 0 tal que

sup
tě0

Jλptvεq ă
1
N

SN{p para todo λ ě λ˚.

Demonstração. Seja ε ą 0, então

Jλptvεq “
tp

p

`

}∇vε}pp ` rvεs
p
p,s

˘

´ λ
tr

r
}vε}

r
r ´

tp
˚

p˚
. (3.78)
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Como provado em [54, Lemma 7.1] é válida a igualdade

}uε}
p˚

p˚ “ SN{p
` OpεN{pp´1q

q.

Assim, pelos Lemas 3.3.4–3.3.6 segue que

Jλptvεq ď
tp

p
pS ` OpεmN,p,sqq ´ Cλt

r

r
εN´rpN´pq{p

´
tp

˚

p˚
. (3.79)

Permita-nos agora definir

gptq :“ tp

p
pS ` CεmN,p,sq ´ Cλt

r

r
εN´rpN´pq{p

´
tp

˚

p˚
.

Note que gp0q “ 0 e gptq Ñ ´8 quando t Ñ 8. Assim, existe tε,λ ě 0 tal que

sup
tě0

gptq “ gptε,λq.

Se tε,λ “ 0, então a prova do lema segue facilmente. Por outro lado, se tε,λ ą 0, então
obtemos

0 “ g1
ptε,λq “ tp´1

ε,λ pS ` CεmN,p,sq ´ Cλtr´1
ε,λ ε

N´rpN´pq{p
´ tp

˚´1
ε,λ , (3.80)

para o qual obtemos
tε,λ ă pS ` CεmN,p,sq1{pp˚´pq .

Então, distinguimos dois casos:

Case (i): mN,p,s ą βN,p,s.

Para ε ą 0 suficientemente pequeno, por (3.80) obtemos tε,λ ě µλ ą 0, e além disso usando que
a função

t ÞÝÑ
tp

p
pS ` CεmN,p,sq ´

tp
˚

p˚

é não-decrescente no intervalo fechado
”

0, pS ` CεmN,p,sq1{pp˚´pq
ı

, o qual contém tε,λ. Concluimos
portanto que

sup
tě0

gptq “ gptε,λq

ă
pS ` CεmN,p,sq1`p{pp˚´pq

p
´ CεN´rpN´pq{p

´
pS ` CεmN,p,sqp

˚{pp˚´pq

p˚

“
1
N

pS ` CεmN,p,sqN{p
´ CεN´rpN´pq{p

ď
1
N

SN{p
` CεmN,p,s ´ CεN´rpN´pq{p

ă
1
N

SN{p

para o parâmetro ε ą 0 suficientemente pequeno, poia mN,p,s ą N ´ qpN ´ pq{p. Isto conclui a
prova no primeiro caso.
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Case (ii): mN,p,r ď βN,p,r.

Dado que p ă r ă p˚, por (3.78) obtemos que Jλ ptvεq Ñ ´8 quando t Ñ 8. Além disso,
considerando os fatos Jλp0q “ 0 e que Jλ é continua, existe t̄λ,ε ą 0 tal que Jλ

`

t̄λ,εvε
˘

“

sup
tě0

Jλ ptvεq. Assim, obtemos a igualdade

@

J 1
λ

`

t̄λ,εvε
˘

, vε
D

“ 0,

portanto
t̄p´1
λ,ε }vε}

p
X0

´ λt̄r´1
λ,ε }vε}

r
r ´ t̄p

˚´1
λ,ε “ 0. (3.81)

Em particular, concluímos que
␣

t̄λ,ε
(

λ
Ă R` é limitada, pois p ă q ă p˚. Então,

combinando (3.81) com
λt̄r´1
λ,ε }vε}

r
r Ñ 8, as λ Ñ 8,

deduzimos que t̄λ,ε Ñ 0 as λ Ñ 8. De isto, dado que Jλ é contínuo, concluímos que

sup
tě0

Jλ ptvεq “ Jλ
`

t̄λ,εvε
˘

Ñ 0, quando λ Ñ 8

No seguinte Lema verificamos a geometria de passo de montanha para nosso funcional Jλ.

Lema 3.3.8. Sejam ε e λ como no Lema 3.3.7. Então, existem α, ρ ą 0 tais que :

piq para todo u P W 1,p
0 pΩq com }u} “ ρ temos que Jλpuq ě α;

piiq existe um tε ą 0 suficientemente grande, tal que }tεvε} ą ρ e Jλptεvεq ă α, onde vε é dado
no Lema 3.3.7.

Demonstração. Usando as imersões de Sobolev (1.5.2) e (1.13), existe uma constante positiva
Cr tal que

Jλpuq ě
1
p

}u}
p

´ λCr}u}
r

´ Sp˚{p
}u}

p˚

,

para qualquer u P W 1,p
0 pΩq. Dado que p ă r ă p˚, podemos concluir facilmente a afirmação piq

assumindo que }u} seja suficientemente pequeno. Por outro lado, nós temos que

lim
tÑ8

Jλptvεq “ ´8,

de onde podemos concluir a prova.

Finalmente apresentaremos a prova do resultado principal desta seção usando o
argumento do passo de montanha.
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Demonstração do Teorema 3.3.1. Sejam λ e ε como no Lema 3.3.7. Graças ao Lema 3.3.8,
podemos definir o nível crítico do passo da montanha

mλ :“ inf
ξPΓ

max
tPr0,1s

Jλpξptqq,

onde
Γ “ tξ P Cpr0, 1s,W 1,p

0 pΩqq : ξp0q “ 0, ξp1q “ tεvεu.

Pelo Lema 3.3.7 temos que
mλ ď sup

tě0
Jλptvεq ă

1
N

SN{p,

e assim, da Proposição 1.4.3 obtemos que :

piq Se mN,p,s ą βN,p,r, obtemos a existência de uma solução não-trivial u0 para (3.60).

piiq Se mN,p,s ě βN,p,r, então pelo Lema 3.3.7 para λ ě λ˚ e as Proposições anteriormente
mencionadas, obtemos a existência de uma solução não-trivial para (3.60).
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