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“God created the integers; all the rest is the work of Man”
(Leopold Kronecker)



Resumo

Formas modulares sdo fung¢oes no semiplano superior complexo que se transformam de
uma forma especial sob a agdo de um subgrupo discreto de SL(2,R). O objetivo desta
dissertacao ¢ estudar a teoria de formas modulares e suas interagoes com a teoria dos
numeros através das propriedades aritméticas de valores especiais da funcao j-invariante. O
principal resultado deste trabalho nos diz que estes valores especiais sao inteiros algébricos.
Estes ntimeros possuem propriedades extraordinarias. Por exemplo, como aplicagao a
teoria algébrica dos nimeros, podemos obter uma teoria de corpos de classe explicita para
corpos quadraticos imaginarios, isto é, os valores especiais de j descrevem as extensoes
abelianas finitas dos corpos quadrédticos imaginérios. Por fim, estudaremos o artigo [1]
de Gross e Zagier, dedicado ao estudo da fatoragdo em primos da diferenca entre dois
valores especiais de j, que continua servindo de base para uma série de avancos a teoria de

numeros e a geometria aritmética até os dias de hoje.

Palavras-chave: Formas Modulares; Singular Moduli; Teoria dos Niimeros; Invariante

Modular; j-invariante.



Abstract

Modular forms are functions in the complex upper half-plane which transform in a special
way under the action of a discrete subgroup of SL(2, R). The aim of this work is to study the
theory of modular forms and its interactions with number theory through the arithmetic
properties of some special values of the j-invariant function. The main result of this work
tells us that the singular moduli are algebraic integers. These numbers have extraordinary
properties, that gives meaning to many concepts in different areas of mathematics. For
example, as an application to the algebraic number theory, we can obtain a explicit class
field theory for imaginary quadratic fields. At last, we will study the paper [1] of Gross
and Zagier, dedicated to the study of the prime factorization of the difference between
two singular moduli, that keep serving as a base to a series of advances to number theory

and to arithmetic geometry up to the present day.

Keywords: Modular Forms; Singular Moduli; Number Theory; Modular Invariant; j-

invariant;
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Introducao

As formas modulares sao fungoes definidas no semiplano superior complexo
que satisfazem alguma condi¢cdo de modularidade com respeito a a¢do de um subgrupo
discreto de SL(2,R), juntamente com uma condi¢ao de crescimento no infinito. A principio,
estes sao objetos da Analise Complexa e, embora tenham significado e aplicagdes em
diversas areas da matematica, geralmente sao mais estudados por sua conexao com a
Teoria dos Nuimeros. Neste trabalho, vamos estudar a interacao entre estas areas através

das propriedades aritméticas dos valores especiais da fun¢ao invariante modular j.

Este trabalho esté estruturado em duas partes, sendo a primeira sobre a Teoria
Basica de Formas Modulares, que compreende os capitulos 1 a 3, e a segunda sobre o
Invariante Modular j, que abrange os capitulos 4 a 6. As principais referéncias utilizadas
para a elaboragao da primeira parte do trabalho foram [2], [3], [4], [5] e [6]. Para a segunda

parte do trabalho, as principais referéncias utilizadas foram [2], [4], [5], [1], [7] e [8].

Essencialmente, no capitulo 1 introduziremos os objetos basicos do ambiente em
que serao definidas as formas modulares. Consideraremos a agao de SL(2, R) no semiplano
superior complexo §) via transformacgoes de Mébius, com principal interesse no subgrupo
Iy := SL(2,Z), chamado de grupo modular completo, com respeito ao qual definiremos as
formas modulares, e caracterizaremos um dominio fundamental para o grupo modular

completo.

Iniciaremos o capitulo 2 estudando nocoes gerais de fungoes modulares com
respeito a I'y como um objeto com varias nocoes equivalentes. Entre elas, estamos particu-

larmente interessados em duas:

e Uma fungdo f : H — C que é I';-invariante, ou seja, uma funcao satisfazendo
f(yz) = f(z), para todo z € § e todo v € I'y;

o Uma fungao de reticulados em C, satisfazendo f(AA) = f(A), para todo reticulado

A e )\ € C nao nulo.

Veremos também uma forma explicita de relacionar essas duas nogoes. No entanto, para
obter propriedades aritméticas interessantes, as fungdes modulares como definidas nao
sao suficientes e precisaremos considerar uma classe mais geral de fungoes: as formas
modulares, que sao fungoes f: $ — C holomorfas em $), inclusive no infinito, satisfazendo
a condicao:

fyz) = (e + d)* f(2),
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para algum k € N e para toda matriz v = (24) € I'y, z € $. Neste caso, diremos que

f é uma forma modular de peso k. Além disso, temos as formas cuspidais, que sao
formas modulares cujo valor no infinito é zero. Ao decorrer do capitulo 2, descreveremos
o primeiro exemplo nao-trivial de formas modulares, as chamadas séries de Fisenstein
de peso k, que sao formas modulares de peso k, para todo k > 2, e estudaremos suas
principais propriedades. Ao final do capitulo, mencionaremos brevemente o caso das séries

de Eisenstein de peso 2.

Para encerrar a primeira parte, veremos no capitulo 3 que o conjunto das
formas modulares de peso k£ é um C-espago vetorial de dimensao finita, denotado por M.
O primeiro resultado fundamental que veremos afirma que M, = CG @ Sk, isto é, toda
forma modular pode ser escrita unicamente como combinagoes de séries de Eisenstein
e formas cuspidais. Além disso, obteremos propriedades fundamentais no que concerne
a estrutura e dimensao dos espacos My, tais como: uma férmula explicita para calcular
zeros e polos de fungdoes modulares — chamada formula de valéncia —, uma férmula
explicita para calcular a dimensao dos espagos M) e uma base para M em funcao das
séries de Eisenstein (normalizadas) de pesos 4 e 6. Em particular, veremos que o espago
das formas modulares M} é unidimensional para k = 0,4,6,8 e 10, cujas bases sao as
respectivas séries de Eisenstein (normalizadas) de peso k. Tendo em vista a caracterizacao
M, = CGy @ Sk, ndo podem existir formas cuspidais em M), para estes valores de k. Neste
contexto, finalizamos apresentando o primeiro exemplo de forma cuspidal, que se da em
Mjis, com a forma cuspidal discriminante A, que sera amplamente estudada neste capitulo

— principalmente por ser um ingrediente fundamental na definicdo do invariante modular j.

A segunda parte deste trabalho se inicia no capitulo 4, com a definicao e
principais propriedades do invariante modular j como a funcao em ) que é o quociente de
duas formas modulares de peso 12: ,

j=
A
Essa terminologia é devida ao fato de que j é uma fun¢do modular de peso 0, por construcao,
e portanto ¢, simplesmente, I'i-invariante. No decorrer deste capitulo, estudaremos a nocao
de multiplicagio compleza no Ambito geral, para curvas elipticas. E neste ambiente que
iremos deduzir pontos com propriedades especiais, chamados de pontos C'M, que sao
pontos quadraticos imaginarios no semiplano superior ). A propriedade fundamental
destes pontos é que os valores de j nestes pontos — chamados de valores especiais de
J — sao inteiros algébricos, que é o principal resultado deste trabalho. O restante deste

capitulo trabalhara ferramentas para demonstrar este resultado.

Em seguida, no capitulo 5, seguiremos naturalmente para o estudo do grau
destes valores especiais, que esta intrinsicamente relacionado com o discriminante dos
pontos CM correspondentes. Mais especificamente, veremos que para todo ponto CM

de discriminante D, o valor especial de j associado é um inteiro algébrico de grau h(D),
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em que h(D) é o o numero de classes de D no contexto de discriminantes de formas
quadréticas binérias. O caso h(D) = 1 recebe um tratamento especial, j4 que neste caso os
valores especiais serao niimeros inteiros, além de se tratar de um caso especial do problema

do niumero de classes de Gauss, um problema classico na matematica.

Finalmente, o capitulo 6 é dedicado ao aspecto da fatoracao prima dos valores
especiais de j, baseado no artigo [1] de Gross e Zagier. No trabalho em questao, veremos
que é possivel obter a fatoracdo prima de valores especiais de j realizando operagoes
aritméticas que podem ser feitas algoritmicamente, o que é um resultado interessantissimo,
principalmente por se tratar de uma das raras ocasioes na matematica em que é possivel

obter a fatoracao prima de um ntmero inteiro de forma fechada.

Os apéndices discorrem brevemente sobre alguns aspectos basicos de Teoria
Algébrica dos Numeros e conceitos a respeito de curvas elipticas complexas, assuntos que

aparecem naturalmente no escopo deste trabalho.



Parte |

Teoria Basica de Formas Modulares
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1 Acdo do Grupo SL(2,R) no Semiplano Su-

perior Complexo

Neste capitulo, introduziremos os objetos basicos do ambiente em que estudare-
mos as formas modulares: o grupo SL(2,R), sua a¢do no semiplano superior complexo via

transformagoes de Mdabius, o grupo modular completo SL(2,7Z) e seu dominio fundamental.

O subconjunto de C dos nimeros complexos cuja parte imaginaria é estritamente
positiva, denotado por $) = {z € C : Im(z) > 0}, é chamado de semiplano superior complezxo.
O grupo linear especial SL(2,R) é o grupo das matrizes 2 x 2 com entradas reais e

determinante igual a 1, que age naturalmente em $) via transformacoes de Mobius:

7=<Z b>:fo—>ﬁ, sevne = EED (1.1)

d cz+d

Verifiquemos que essa aplicagdo de fato induz uma acao de grupo SL(2,R) x $ — §). Para

isso, sera util a seguinte propriedade:
Lema 1. Sejam v = (2%) € SL(2,R) e z € §. Entao,

Im(2)

Demonstracao. Por definicao,

az+bcz+d (az+b)(cz+d) (aRe(z) +b+ialm(z))(cRe(z) +d - icIm(z)).

T e vdeard lcz + d|? B lcz + dJ?

Desenvolvendo apenas os termos que acompanham a unidade imaginaria ¢ na expressao

acima, obtemos

Im(z)(acRe(z) + ad — acRe(z) —bc)  Im(z)(ad —bc)  Im(z)
lcz + d|? ez +d]?2 ez +d)?

Im(yz) =
[l

Proposicao 1. As transformagoes de Mébius induzem uma agio do grupo SL(2,R) em ).

Demonstragio. A aplicagao estd bem definida, visto que dado z € $) temos Im(z) > 0 e,

portanto, para qualquer v = (2%) € SL(2,R), segue do Lema 1 que

Im(z)

- TE o,
lcz + d|?

m(y2)
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ou seja, vz € $. Trivialmente, 1545 - 2 = 2, para todo z € $. Resta verificarmos a
transitividade da agdo. Para todo v,d € SL(2,R) e z € $, temos v(0z) = (70)z. Sejam
y=(2%)ed=(9"%). Entdo,

a'z + b’) _a (Z/iigi) +b  (ad +bc)z + ab + bd'

5 = - ’ / -
0e) =7 <C/Z +d (%) +d  (cd +dd)z + b +dd

ad + b ab + bd a b a v ( 5)
= z = z = z.
ca +dd v +dd c d d d 7

Observagao 1. Dado v € SL(2,R), as matrizes =7 agem de mesma forma em §), no sentido

]

de que o valor de vz e (—v)z coincidem, para todo z € §). Por tal motivo, eventualmente

SL(2,R
serd conveninente trabalhar com o grupo quociente PSL(2,R) = H(l’}) Além disso,
L 122

vamos utilizar o mesmo simbolo para denotar a imagem de um elemento de SL(2,R) em
PSL(2,R).

O estudo das formas modulares envolve a acao de um subgrupo discreto de
SL(2,R). A principio, estamos interessados no subgrupo discreto I'y = SL(2,Z) de SL(2, R),
chamado de grupo modular completo, e no respectivo grupo quociente PSL(2, Z), chamado
de grupo modular. No entanto, mais posteriormente trabalharemos com outros subgrupos

discretos de SL(2,R), como os subgrupos de congruéncia.

1.1 Dominio Fundamental do Grupo Modular Completo

Nesta secao, caracterizaremos um Dominio Fundamental para a acao do grupo
modular completo I'; em $), isto ¢, um subconjunto aberto F < § com as propriedades
de que nao existem dois pontos distintos em F que sao equivalentes sob a acao de I'y e

todo ponto de §) ¢ I'1-equivalente a algum ponto do fecho F de F. Para isso, considere os

5:(0 —1) . T:<1 1)7
1 0 0 1

que satisfazem, para todo z € $:

elementos de I'y

o S.z=—-1/z
e T z=2z+1
Teorema 1. O conjunto
Fi={zeHn:|z] >1e|Re(z)| <1/2}

¢ um dominio fundamental para a agcio de I'y em $.
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Figura 1 — O dominio fundamental para a acdo de I'y em $)

112 0 12 1
Fonte: 3, p. 6]

Demonstragio. Seja z € $). O subconjunto {mz +n : m,n € Z} < C é discreto, e portanto
admite um ponto cz+d diferente da origem com médulo minimo. Observe que mdc(c, d) = 1,
pois caso contrario seria possivel dividir o ponto cz + d e obter um outro ponto de médulo
ainda menor. Pela Identidade de Bézout, existem a, b € Z tais que ad + bc = 1. Podemos

assumir que y; = (2¢5) € I';. Pelo Lema 1, segue que

Im(2)

Im(")/l/Z) = m

Como ¢z + d tem médulo minimo, a expressao acima garante que Im(v;2) é um maximo
de {Im(vyz) : vy e I'1} ¢ R. Tome z* = T"v,2 = 112 + n, onde n é escolhido de forma que
| Re(2*)] < 1/2. Observe Im(z*) = Im(z), e portanto |2*| ndo pode ser estritamente menor
do que 1, pois caso contrario seguiria novamente do Lema 1 que

Im(z*)

|22

Im(—1/2%) = > Im(z"),
contradizendo a maximalidade de Tm(2*) em {Im(~z) : v € I'1}. Portanto, 2* € F; e z é

I'1-equivalente ao ponto z*.

Agora, seja z; € F; e considere zo = yz; € Fi, com v # +15,5 € I'y, pontos
I'1-equivalentes. Note que « nao pode ser escrito na forma 7", ja que isso seria uma
contradigdo com a condi¢do |Re(z1)|,| Re(z2)| < 1/2. Logo, v = (2%) € I’y com ¢ # 0.

Note que (por exemplo, pela figuras 6 e 2) temos Im(z) > +/3/2, para todo z € F;. Portanto,
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pelo Lema 1 temos que a desigualdade

V3 ~ Im(z) _ Im(2;) 2

V2o q — <
2 = m(z2) lczy +d|> 2 Im(z) = 23

é apenas satisfeita se ¢ = £1. Sem perda de generalidade, podemos supor que Im(z;) <

Im(z2). No entanto, | + z; + d| > |z;| > 1 fornece uma contradi¢ao com o Lema 1. O

Observagao 2. Os pontos no bordo de F; sao [';-equivalentes. De fato, os pontos nas linhas
Re(z) = +1/2 sdo I'j-equivalentes pela agdo T : z — z + 1, enquanto que os pontos nas
metades laterais do arco |z| = 1 s@o I';-equivalentes pela agao S : z — —1/z. Na realidade,
essas sao as Unicas equivaléncias possiveis para pontos no bordo de F;. Por essa razao,
definimos .f7-y1 como o conjunto dos pontos de F; adicionado aos pontos do bordo com parte
real nao positiva, chamado de semifecho de F;. Entao, todo ponto de $ é I'j-equivalente a
um tnico ponto de .%1 Frequentemente, fl é referido como Dominio Fundamental Estrito

para acao de I'y em $).

Figura 2 — Dominio fundamental estrito e alguns transladados de F;

1TF.

Fonte: 3, p. 6]

Corolario 1. I'y é gerado por S e T.

Demonstragio. Segue do Teorema 1 que F; e seus transladados v, cobrem $j de forma dis-
junta, com possivel sobreposicao no bordo. Os transladados vizinhos de F; sao T~ ' Fy, SF;
e TF, (Figura 2). Logo, qualquer transladado vJF; pode ser levado em algum desses

You yT* 4! Em

conjuntos vizinhos via uma aplicagdo por elementos da forma S+~
particular, se v € I'1 que descreve a passagem do dominio fundamental F; para algum
transladado v pode ser escrito como um produto de matrizes envolvendo S e T', entao
todos os elementos de I'; que descrevem a passagem de JF; para qualquer um dos vizinhos
de v/F; também podem ser escritos em fungao de S e T'. Indutivamente, podemos ver que

isto é valido para todo v € I'y. O]
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2 Formas Modulares

O nome grupo modular tem relacdo com o fato de que os pontos do espaco
quociente I'1\$) sdo moduli — pardmetros — para as classes de isomorfismo de curvas
elipticas sobre C'. Como veremos mais adiante, para cada ponto z € § podemos associar
ao reticulado A, = Z.z + Z.1  C o espago quociente E, = C/A,, que é uma curva eliptica,
ou seja: é uma superficie de Riemann compacta. Reciprocamente, toda curva eliptica sobre
C pode ser obtida dessa forma, embora nao unicamente. Mais especificamente, se E é
uma curva eliptica sobre C, entdo podemos escrevé-la como o quociente C/A, para algum
reticulado A < C que ¢é inico a menos de homotetias A — AA, com A € C*. Escolhendo
uma base (wy,ws) de A com Im(w;/ws) > 0 e tomando A = wy, !, temos que £ = E, para

algum z € §.

Uma fungao complexa em I';\$) é chamada de uma fung¢io modular. Uma fungao

modular pode ser entao compreendida como um dos seguintes objetos equivalentes:

o Uma fungao f:T'1\$H — C;
e Uma fungao f: $ — C, satisfazendo f(vz) = f(z), para todo z € § e todo v € I'y;

« Uma funcao que associa a cada curva eliptica E sobre C um nimero complexo

dependendo do tipo de isomorfismo de E;

e Uma fungao de reticulados em C, satisfazendo f(AA) = f(A), para todo reticulado

A e )\ € C nao nulo.

Veremos posteriormente uma forma explicita de relacionar fun¢des modulares do tipo

f 9 — C a fungoes modulares de reticulados.

Geralmente, se tratando de fungdes modulares com respeito a I'y ou algum
outro subgrupo discreto I de SL(2,R), trabalhamos com fungoes modulares meromorfas,
isto é, fun¢des meromorfas I'-invariantes em $) com crescimento exponencial no infinito.
Para desenvolver resultados e propriedades interessantes, as fun¢des modulares nao sao
suficientes e precisamos de uma classe mais geral de fungoes: as formas modulares. Nosso

objetivo nessa secao ¢é definir e abordar as principais propriedades das formas modulares.

Definicao 1. Seja k£ um numero inteiro. Uma funcao meromorfa f: $ — C ¢é dita

fracamente modular de peso k se

fyz) = (ez + d)* f(2), (2.1)

O Apéndice B discute brevemente a teoria béasica de curvas elipticas complexas.

1
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para toda matriz v = (2%) € I’y e z € $. A condi¢do 2.1 é chamada de condi¢io de

automorfia.

Observagao 3. (1) Se f: $ — C é uma funcao fracamente modular de peso 0, entao f é
simplesmente I'j-invariante, visto que a defini¢do 1 implica que f(yz) = f(z) para

todoyel';ezef.

(2) Seja f: $ — C uma fungao fracamente modular de peso k e considere v = —1549 € I'y.
Se k é um niimero impar, a definicdo 1 nos diz que f(z) = (—1)*f(2) = —f(z) para
todo z € 9, isto é, que f é identicamente nula. Por essa razao, trabalharemos com

valores pares de k.

Seja f: $H — C uma fungao meromorfa. Sabemos pelo Corolario 1 que I'y é
gerado pelos elementos S e T'. Dessa forma, para que f seja fracamente modular de peso
k basta verificarmos sua invariancia de pelos elementos geradores de I'y, ou seja, verificar

que f satisfaga as equacgoes

f(=1/z) = 2" f(2), (2.3)
para todo z € §).

O fato de uma fungdo f :  — C meromorfa satisfazer a equagao (2.2) nos
diz que fungoes fracamente modulares sdo Z-periddicas. Seja D = {z € C: |z| < 1} o
disco aberto unitario e seja D* = D\{0} o disco unitario furado. A aplica¢do holomorfa e

Z-peribédica z — €™ leva o semiplano superior §) em D>, e portanto fica bem definida a

funcao
f:D*>cC
~ lo
qu<q>=f(2§f),

de modo que f(z) = f (62”“’), para todo z € ), como no seguinte diagrama:

9

| x

D* --—-—- C

Se f for holomorfa em §, entdo f serd holomorfa em D* e admitird expansdo de Fourier

f(q) = Z anq", com ¢ € D*. Tomando ¢ = €™, para z € §), a expressao |q| = e~ 27 m()

nez
garante que ¢ — 0 se, e somente se, Im(z) — o0. Nesse sentido, dizemos que f é homolorfa

(resp. meromorfa) no infinito se f se estende a uma funcio holomorfa (resp. meromorfa)

na origem. Isso significa que f admite uma expansao de Fourier

0

f(z) = Z anq",

n=0
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se for holomorfa no infinito, e admite expansao de Laurent

f(Z) = Z anqna

n=ng

2miz

se for meromorfa no infinito, onde ¢ = ¢*™*, com z € §) e ng € Z.

Observagao 4. Para fins praticos, mostrar que uma funcao f: $§ — C fracamente modular
de peso k é holomorfa (meromorfa) no infinito ndo exige que calculemos a sua g-expansao.
De fato, vimos que f é holomorfa (resp. meromorfa) no infinito se a correspondente fungao
f no disco furado D* se estende holomorficamente (resp. meromorficamente) em 0. No
entanto, o Teorema de Riemann nos garante que f se extende holomorficamente em 0 se, e
somente se, f é limitada numa vizinhanca U\ {0}. Equivalentemente, para mostrar que f/(z)
é holomorfa no infinito é suficiente verificar que f(g) = O(1) %, quando ¢ — 0 , ou seja,
f(2) = flq) = O(1), quandoIm(z) — 4co. Similarmente, f(z) é meromorfa no infinito se,
e somente se, existe n € Z tal que ¢" f(q) = O(1), quando ¢ — 0, ou que 2™ f(z) = O(1),
quando Im(z) — oo. Nesse sentido, para mostrar que f é meromorfa no infinito basta

exibir C' > 0 tal que |€>™"* f(2)| = e~ 2™ < O para Im(2) suficientemente grande.

Definicao 2. Uma funcao fracamente modular de peso k é chamada de modular de peso

k se é meromorfa no infinito.

Definicao 3. Seja k£ um inteiro. Uma funcao f: $§ — C é chamada de forma modular de

peso k se

(1) f é holomorfa em $),
(2) f é fracamente modular de peso k,

(3) f é holomorfa no infinito.
Se f vale zero no infinito dizemos que f é uma forma cuspidal.

Conforme vimos, se uma func¢ao é holomorfa no infinito, os coeficientes a,, da
sua expansao de Laurent numa vizinhanca da origem sao nulos para n < 0. Entao, uma

forma modular f pode entao ser escrita como a série

Q0 ee} )
f(Z) _ Z anqn _ Z an€27r'mz’
n=0 n=0

que converge para |q| < 1, isto é, para Im(z) > 0. Equivalentemente, converge para todo

z € $. Além disso, f é uma forma cuspidal se, e somente se, ag = 0.

2 A notacgdo f(z) = O(g), quando z — a, indica que existe C' > 0 tal que f(z) < Cg(z), quando z — a.
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2.1 Reticulados e Funcoes Modulares

Definicao 4. Dado V um R-espaco vetorial de dimensao finita, dizemos que um subgrupo

' € V é um reticulado se satisfaz alguma das seguintes condigoes equivalentes:

(i) T é discreto e V/T" é compacto;
(ii) " é discreto e gera o R-espaco vetorial V;
(iii) Existe uma R-base {e1, - ,e,} de V que é uma Z-base de I, isto é&: I' = Ze; ®- - - @
Ze,,.

Denote por R o conjunto de todos os reticulados em C como R-espaco vetorial

e considere
M = {(wi,ws) € C*\{(0,0)} : Im (wy/wy) > 0} .
Para cada par (wy,ws) € M, associamos o reticulado
[(wy, we) = Zwy @ Zw,, (2.4)
com base {wy,ws}. Note que essa associagdo caracteriza um mapa sobrejetivo
H-M—->TR
(wy,ws) — T(wy,ws) 1= Zwy @ Zws.
Considere a aplicagao:
i xM-—->M
(7, (w1, wq)) = v - (wy,wy) = (awy + bwsy, cwy + dw,), (2.5)

onde vy = (2%) eI e (wy,wz) € M. Essa aplicagao estd bem definida, j& que, para todo

veT e (wy,wy) €M,

awi + bwy (l% +0 w1 Im(ﬂ)
Y QUL B e I S T D =t 2
m <cw1 + dw2> o <clu”); + d) o (7 (wg)) lez + d|? >0, (2:6)

pois, como (wy,ws) € M, temos Im(w;/ws) > 0. Mostrando que v - (wy,wy) € M, como

queriamos. Mais ainda, a proposi¢ao a seguir nos mostra que essa aplicagdo é na verdade

uma ac¢ao de I'y em M.

Proposicao 2. A aplicagao (2.5) é uma ag¢do do grupo T'y em M.

Demonstracio. A parte nao trivial da demonstracao é associatividade da acao. Sejam
(wi,wa) e M ey =(2Y),7 = (%Y%) eI quaisquer. Entao,
v (Y (wr,we)) =y - (a'wy + Vwe, dwy + d'wy)
= (a(a'wy + b'wy) + b(c'wy + d'wy), c(a'wy + V'ws) + d(dwy + d'w,))
= ((ad’ + b )wy + (ab’ + bd")ws, (ca’ + dc")wy + (b’ + dd)wy
= () - (w1, w2). O
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Proposicao 3. Dois elementos em M definem o mesmo reticulado se, e somente se, sao

congruentes modulo T'y.

Demonstragio. Suponha que (wq, ws), (w},wy) € M definam o mesmo reticulado, digamos
I' = Zw ® Zwy = Zwy @ Zuwh,

isto é, B = {wy,ws} e B’ = {w],wy} sao duas bases para o reticulado I'. Assim, existe
matriz mudanga de base v = (¢b) € M(2,Z) que leva § em 3’ com det(y) = £1, mais

especificamente:

a b w1 w) awi + bwy w)
= < =
c d wa wh cwi + dwy wh
——

o

= w) = aw; +bwy e wh = cwy + bws.

Assim, temos:

wi  aw; + bwy _a%+b_ w,
wy cwy+dwy et +d ’

Wa

(ad — bc) Im(z)
lcz + d|?

Como, para todo z € C, vale Im(~z) = (expressao vista na demonstragao

do Lema 1), segue que

. wy _ (ad — be) Im(wy /wy)  det(y) Im(w; /wo)
(i)

wy

lc(wy /ws) + dJ? le(wy /we) +d|?

Tendo em vista a expressdao acima, se det(y) = —1, o sinal de Im(w]/wy) seria o oposto
do sinal de Im(w;/ws), 0 que ndo pode ocorrer, visto que (wy,ws), (W}, wh) € M implica
Im(wy /wy), Im(w] /wh) > 0. Logo, det(y) = 1 e portanto v € I';. Sendo assim, existe v € 'y

tal que v - (w1, ws) = (w, wh), ou seja: (wy,ws) e (w,wh) sdo congruentes mddulo T';.

Reciprocamente, su onha ue os elementos w1, W2 w’ ’LU/ € M sejam con-
s ) 3 1> 2

gruentes médulo Iy, isto é, que exista v = (25%) e Ty tal que
v (wy,we) = (W), wh) = w) = aw; +bwy e wh = cw; + dws.

A expressao acima nos mostra que wj e wy sdo combinagoes lineares dos elementos w; e ws.

Logo, I'(w}, wh) = T'(wy, ws). Utilizando a mesma argumentagio para v ', concluimos. [

Na introducao deste capitulo, mencionamos que ¢ possivel relacionar explicita-
mente func¢oes modulares do tipo $ — C a fungdes modulares de reticulados. Essa relagao
¢é de extrema importancia para comecarmos a estudar os primeiros exemplos nao-triviais
de formas modulares. Neste momento, temos as ferramentas necessarias para descrever

€5SSe processo.
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Definicao 5. Dada uma funcao F: R — C e k € Z, dizemos que F é de peso k se para
todo reticulado I' € R e todo A € C* vale

F(AT) = X *F(T).

Seja F' uma fungao de peso k. Dado (wy,ws) € M, denotamos por ﬁ(wl, wy) 0

valor de F' no reticulado I'(wy, wy), isto é:
F(wy,ws) = F(T(wy, ws)).

Note que temos a seguinte relacao:

M5 R
N
F
C
Sendo F' de peso k, escrevemos:
Fwy, Aws) = A" F(wy, ws), para todo A € C*. (2.7)

Além disso, da Proposicao 3 temos que dois elementos de M definem o mesmo reticulado
se, e somente se, sao congruentes modulo I';. Dessa forma, segue que F' é invariante pela
acao de I'y em M.

Tendo a expressao (2.7) em vista, e dado (wy,ws) € M, temos wy # 0 e

portanto, para A = wg_l,

~

Flwwy ™, wowy ') = whF(wy, we) = F(wy/wa, 1) = whF(wy, w,),

~

mostrando que wlgﬁ (w1, ws) depende apenas de z = w; /wsy. Logo, existe fungao f: H — C

tal que
F(D(wi,ws)) = Fwy,ws) = wy* f (Z;) . (2.8)

Uma vez que F é I'j-invariante, temos que f satisfaz, para todo 7 = (¢%) € I', a
identidade:

cz+d

1) = vt (S0, (29)

isto é, f é uma funcgao fracamente modular de peso k. De fato, basta observar que, para

~

todo z = wy/ws, obtivemos f(z) = F(z,1) := F(['1(z,1)) = F(Zz + Z). Entao, para todo

v =(2%) eIy, concluimos que

Fly2) = f (Zifl) _F (Z (Ziz) + Z) _F (Czid (Z(az + b) + Z(cz + d)))
= (cz+ d)F(z,1) = (cz + d)* f(2).
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O caminho reverso também é possivel: se f é uma fun¢ao fracamente modular
de peso k, a expressao (2.8) associa f a uma fungao de reticulado F' em R de peso k. De
fato, note primeiramente que para cada par (wi,ws) € M, podemos associar um ponto

z € §) e vice-versa, via as aplicacoes:

M — 5 H—->M

(w1, we) — z = Zz 2 (z,1)

Evidentemente, elas estdao bem definidas: se (wy,ws) é um ponto de M, entao Im(w;/
wsy) > 0. Isso mostra que z := w;/wy é um ponto de $. Da mesma forma, se z € £, temos

Im(z) > 0, e portanto (z,1) € M.

Agora, seja f : $ — C uma fun¢do modular de peso k. Entdo, para cada z €
existe ponto correspondente (wq,wy) € M. Assim, a expressao 2.8 nos fornece fungao
F: R — C dada por

_ w
F(D(wi, wy)) = wy* f (1> .
W2
Da modularidade de f, segue que, para todo A\ € C*:

)\wl

FOT(wi,wy)) = F(T(Awr, Aws)) = (Aws) " f (> ok <w2_kf ()\wl>)

)\UJQ
= \*F(D (wy, ws)),

mostrando que F' é uma funcao modular de peso k. Dessa forma, existe uma identificacao:

{funcoes modulares de peso k} «— {fun¢oes modulares de reticulados de peso k} .
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2.2 Séries de Eisenstein

A funcao nula em $ é uma forma modular de peso k, para todo k inteiro, e
fungoes constantes em $) sao formas modulares de peso 0. Um primeiro exemplo nao-trivial

de formas modulares sao as chamadas séries de Fisenstein, que discutiremos a seguir.

Lema 2. Seja I' um reticulado em C. A série
1

Sl

(2.10)

!/

¢ convergente para todo o > 2. (O simbolo Z representa a soma sobre todos os elementos

nao nulos de T').

Uma prova para este resultado pode ser encontrado em [2], pg. 82-83.

Definicao 6. Sejam k > 2 um inteiro e I' um reticulado em C. A série

Go(T) — Z’i (2.11)

k
vyel v

é chamada série de Fisenstein de peso k.

O Lema 2 garante que a série de Eisenstein converge absolutamente. Além

disso, a fun¢do G é uma funcao de reticulado de peso k, pois satisfaz a identidade

r 1 11 §
G,ﬁ(Ar):ZW:V — = \*G(T) , para todo A e C*.

k
~yel ~yel v
Conforme visto na segao anterior, dado (wq,ws) € M, podemos considerar o reticulado

[(wy, wy) = Zwy @ Zwsy e ver Gy, como fungao de M:

Gl(wn, ws) = G(T(wy, wy)) = Z | :

m,nez

. 2.12
(mwy + nws)* (212)
Mais ainda, vimos que existe uma identificacdo entre fungoes de reticulados e fungoes
modulares de mesmo peso. Dessa forma, a funcao fracamente modular de peso k em $ que
corresponde a fungao de reticulados (2.12) é obtida aplicando a equagao (2.8). Portanto, a

série de Eisenstein de peso k como funcao de $ é dada por:

Gi(2) = ). W (2.13)

m,nez

Proposicao 4. Seja k > 2 inteiro. A série de Eisenstein Gi(z) € uma forma modular de

peso k. Além disso, Gi(0) = 2((k), onde ( denota a fungio zeta de Riemann.
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Demonstragio. Ja vimos que Gi(z) é uma fungao fracamente modular de peso k. Resta
verificar que G(z) é holomorfa (inclusive no infinito). Como F; é um dominio fundamental

para acio de I'; em ), podemos supor z € Fy, isto é, |z| = 1 e |Re(z)| < 1/2. Logo,

Imz+n[? = m?|z>+2mn Re(2)+n? = m*~mnRe(z)+n? = |mw—n|? | onde w — e2m/3

! 1
Pelo Lema 2, a série Z m é convergente, pois k > 2. A desigualdade acima nos
mw +n

mostra que G (z) converge normalmente® em F;. Como F; é um dominio fundamental
para a agao de ['y em ), temos G (z) convergente em cada um dos transladados vF7, com

v=(2b)eTly, pois
Gi(2) = Gy ™2) = (e + d) " Galy2),

e Gr(y'2) converge normalmente em F;. Uma vez que essas regioes cobrem $), segue
que Gg(z) é holomorfa em $). Por fim, falta ver que G (z) é holomorfa no infinito; para
tal, vamos usar a convergéncia uniforme de Gi(z) em F; para calcular o limite de Gy(2)

quando Im(z) — oo termo a termo. De fato, os limites se anulam para os pares

(mz + n)k

1
(m,n) comm # 0 e Valem —- para os pares (m,n) com m = 0. Logo,

1] Sl
Gy(oe) = |l Gi(z) = ) o5 =2 ) — = 2(k). 0
n=1

Observacao 5. Na Observacao 3, item (2), vimos que funcoes fracamente modulares de
Y )

peso impar sao identicamente nulas. Logo, as séries de Eisenstein de peso impar sao

identicamente nulas. Nesse sentido, estamos interessados em trabalhar com as séries de

Eisenstein Gy para k > 2 par.

2.2.1 Os Nimeros de Bernoulli e as Séries de Eisenstein Normalizadas

As séries de Eisenstein sao formas modulares de peso k, e portanto admitem
g-expansao de Fourier. Introduzimos os nimeros de Bernoulli com o propdsito de encontrar

essa expansao.

Definicao 7. Seja k£ = 0 um ntmero inteiro. O k-ésimo nimero de Bernoulli, By, é dado

pela expressao:

0
By x
Z gk — . (2.14)
— k! e —1
(e @]
3 Dizemos que a convergéncia de uma série Z fn de fungdes f, : S — C é normal se a série de normas
n=0

uniformes Z sup | frn(x)| converge. Além disso, séries normalmente convergentes de funcées holomorfas

n—0 TES
sao holomorfas.
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FExemplo 1. Os primeiros niimeros de Bernoulli sdo dados por:
1 1 1

By=1Bi=—,By,=-,B3=0,By=——,B;=0, ...
0 s D1 272 673 y 4 3075 )

O resultado a seguir nos mostra que se k # 1 ¢ um nimero impar, entao os

numeros de Bernoulli Bj, sao nulos.

Lema 3. Se k = 3 é um inteiro impar, entdo By = 0.

Demonstracao. Extraindo o termo correspondente a k£ = 1 da soma que define o niimero

de Bernoulli By, obtemos

-1 2 A k!
Note que
B 20 +a(e®—1) x e +1 a:'ez/2—|—e_z/2
er—1 2 2(e* — 1) 2 et —1 22— w2
e, portanto,

S B o, ox e e?
Z klx 2 690/2 e—z/2°

k=0,k+#1
Se trocarmos x por —z na identidade acima, ela se mantém inalterada. Isso implica que

By, = (—=1)*By, para k # 1. Logo, se k > 3 é fmpar, concluimos que By = 0. H

Teorema 2 (Teorema de Euler). Os niumeros de Bernoulli determinam os valores da

fungdo zeta de Riemann para entradas pares, isto é: se k = 1 é um inteiro, entdo

C(2k) = ~—— Boym?". (2.15)

Demonstrag¢io. Por um lado, tomando x = 2iz na equagao (2.14) obtemos a identidade

92k 2k
zeotg(z) =1 — kzl Bop—— oh (2.16)
Por outro lado, tomando a derivada logaritmica da expressao
. = 22
sin(z) = zﬂ (1 - n27r2) )
obtemos 2 o
zcotg(z) = 1+2Zm = 1—21121;1”%% (2.17)
Igualando as equagoes (2.16) e (2.17) obtemos (2.15). O

Proposicao 5. Para k = 2, vale
2im)k &
Gar(2) = 2¢(2k) + 2<), > oni(n)g",

onde or(n) denota a soma Z d*.
dn



Capitulo 2. Formas Modulares 31

Demonstracao. De fato, por um lado temos a férmula

IR 1 1
WCOtg(’/TZ):;-FZ T )

Por outro, sabemos que

cos(mz) . q+1
weotg(mz) = m =T L — 20
9(m=2) sen(mz) g—1 Z a.

[gualando as duas equagoes acima e derivando-a sucessivas vezes, segue que, para k > 2

2. ; 9F : i (72im)" 2t (2.18)

meZ

Da defini¢ao, expandimos

1 & 1
= = 2C(2k) + 2 S —
G% (n m%:(o 0) (nz + m)% C( k) " Z=: Z (nz + m)%

Substituindo a equagao (2.18) para n = nz na expressao acima obtemos

2k 0 © (27”)% 0

Gy = 20(28) + 20 2T ,ZZd?’“ad—%(%) BT

02k71(n)qn O

Tendo em vista a proposi¢ao acima e o fato de que o coeficiente inicial da série
de Eisenstein 2((2k) é sempre nao nulo para todo k > 1, podemos normalizar a série de

Eisenstein de modo que seu coeficiente inicial seja 1. Mais especificamente, denotamos por

Go

Ba = 5com)

a série de Fisenstein normalizada, onde

4k

o0
Bo(2) = 1+ yar Y, o1 (n)g" e Yo = (—1)’“37-
2k

n=1

Observagao 6. O coeficiente 755, pode ser calculado utilizando a Proposi¢ao 2 da seguinte

forma:

B (2mi )%k @) (=D)R2R) 1)k 4k
T T 0k —1IC(2k) | (2k — 11221 Byt V) By

Essencialmente, as proposic¢oes apresentadas podem ser também utilizadas
como ferramentas de calculo. Para ilustrar, considere a seguinte tabela, que relaciona um
numero inteiro par 2k aos seus respectivos valores do nimero de Bernoulli By, da funcao

zeta de Riemann ((2k) e da série de Eisenstein normalizada Eo.
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Tabela 1 — Ntumeros de Bernoulli e valores das séries de Eisenstein normalizadas.

2k | By C(2k) Ear,
1 i X
6 | B = - C(6)—7T76 By =1-504 Y 05(n)q"
LT T P57 o £ 7
$ | B : ¢(8) 78 Ey=1+480 ) or(n)q"
- — - - = o
5T 730 2 3 5.7 ; =il I
5 10
10| By = 2 0)= — Eip—1— 264
0 10 66 C( 0) 35 5.7.11 10 6 ZO’Q
691 691712 65520 &
12| Biy = ——— | ¢(12 By =
2= 50y [P =mm g | P Z"“
7 27T14
14| By =+ 14 Fu—1-24
14 6 C( ) 36 52 . 7 . 11 . 13 14 nz_]lo-lg

Observe que, a principio, as séries de Eisenstein sdo objetos puramente analiticos,

Fonte: [2, p. 91, p.93]

mas os coeficientes de suas séries de Fourier possuem natureza aritmética, visto que

dependem da funcgao aritmética o, multiplicados por coeficientes racionais. Este é um

primeiro indicativo de que existe uma relacao direta do estudo dessas fun¢des com a Teoria

dos Numeros. Em certo sentido, as séries de Eisenstein sao séries geradoras de fungoes

aritméticas.

2.2.2 Séries de Eisenstein de Peso 2

As séries de Eisenstein sdo formas modulares de peso k, para todo k& > 2. Este

fato se deve essencialmente ao Lema 2, que garante a convergéncia das séries

para ¢ > 2, em que I' é um reticulado em C. No entanto, para k = 2 podemos definir

ZZ (m + nz)?

m

como a série de Fisenstein de peso 2. Observe que nao ter a garantia da convergéncia

absoluta da série implica que a ordem em que a soma é feita é relevante e, neste caso,

convencionamos que a soma seja feita primeiramente em n € Z, e depois em m € Z. Uma

consequéncia imediata disto é que nao podemos obter a equacao de modularidade para o

elemento S € I'y, ou seja:

No entanto, podemos obter uma equacao similar, adicionando um termo de correcao.

Go(—1/2) = 22Gy(2).
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Lema 4. Seja Gy a série de Fisenstein de peso 2. Entdo, para todo z € ),

Gy(—1/2) = 2°Gy(z) — 2miz.

Demonstragao. Considere as séries duplas

/ 1
22 (m + nz)? ; G(Z):Z;m—kw;

ZZ —1+nz(m—|—nz ’ ZZ —1+nz(m+nz)'

Utilizando a férmula

1 1 1
- + ; 2.19
(m—1+nz)(m+nz) m—-—1+nz m+nz (2.19)

¢é possivel calcular explicitamente as séries Hy e H, e ver que elas convergem para Hy = 2

2
e H=2-"" Note que:
z

1
Gz = Hz = ZZ (m+nz)?  (m—1+nz)(m+nz)

- 1
G_H:;;(m—i-nz)Q_ (m — 1+ nz)(m +nz)’

isto é, o termo geral das duas séries duplas Go — Hy e G — H coincidem, apenas trocam a

ordem da soma. Entéo, pela equacao (2.19), a série de termo geral

1 1 1

(m+nz)2  (m—1+n2)(m+nz) (m+nz)2(m—1+nz)

¢é absolutamente somavel, e , portanto, as séries Gy — Hy ¢ G — H coincidem, e as séries GG

e Gy convergem. Logo,

Ga(2) — G(2) = Hal2) — H(2) 227”
Como Go(—1/2) = 2°G(z), segue que
Gy (—1/2) = 2°Gy(2) — 2miz. (2.20)

]

A g-expansao de G pode ser obtida com célculos analogos aos feitos na

Proposicao 5, e obtemos a seguinte expressao:

Gl(Z = % Z_:

Dividindo pelo termo 2((2) = 7*/6, obtemos a série de Eisenstein normalizada de peso 2

Ey(z)=1-—24 i o1(n)q
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3 Estrutura e Dimensao do Espaco das For-

mas Modulares

Seja k um numero inteiro. Denotamos por My o conjunto das formas modulares
de peso k. Neste capitulo, vamos descrever resultados e propriedades que concernem a
estrutura de M), - mais especificamente, vamos ver que M, é, antes de tudo, um C-espaco

vetorial, e que <—D M, é um anel graduado.
keZ

Além disso, vamos provar que M} é um espago de dimensao finita e obter uma
férmula para calcula-la, bem como apresentar uma caracterizagao explicita deste espaco:
se Sy denota o conjunto das formas cuspidais de peso k (Spitzenform), entdo toda forma
modular f € My pode ser escrita unicamente como uma combinagao linear de séries de

Eisenstein Gy e formas cuspidais g € S.

Lema 5. Sejam f,ge My, ce C e k€ Z. Entao, f + cg € M.

Demonstragio. A soma e multiplicagao por escalar de fungdes holomorfas em ) (inclusive
no infinito) continuam sendo fungées holomorfas em ) (inclusive no infinito). Se v =

(2%) e Ty, temos, para todo z € $:

(f +cg)(v2) = f(r2) + cg(yz) = (cz + ) (f(2) + cg(2)) = (cz + d)*(f + cg)(2).
Portanto, f + cg € M. m
O Lema 5 nos mostra que combinagoes lineares sobre C de formas modulares

de peso k sao formas modulares de peso k, e portanto nos mostra que My possui estrutura

de C-espaco vetorial.

Lema 6. Sejam k,l € Z e considere f € My e g€ M,. Entdo, fg € M.

Demonstragao. O produto de fungdes holomorfas em § (inclusive no infinito) é uma funcao

holomorfa em $ (inclusive no infinito). Além disso, para todo v = (2%) € I'y, temos:

(f9)(v2) = f(v2)g(vz) = (cz + d)F f(2)(cz + d)'g(z) = (cz + d)* ' (fg)(2),

visto que f € My e g € M, sao de pesos k e [, respectivamente. Portanto, fg é uma forma

modular de peso k + [, isto é, fg € My,. O

O Lema 6 nos mostra que, para quaisquer k,l € Z, temos MM; < M.
Juntando isto ao fato de que cada M; é um C-espago vetorial - em particular, um grupo

abeliano aditivo - segue que (—B M, é um anel graduado.
keZ
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Vimos, nas se¢oes anteriores, primeiros exemplos nao triviais de formas mo-
dulares, tais como as séries de Eisenstein GG;. Nosso objetivo agora é provar um teorema
que nos mostra que qualquer forma modular de peso k é, na realidade, escrita unicamente

como uma combinacao linear de séries de Eisenstein Gy e formas cuspidais S.

Proposicao 6. Seja k > 2 um inteiro. Entao, My = C.G) @ Sk.

Demonstracao. Primeiramente, vejamos que My = C.Gy + Si. A inclusdo 2 é imediata,
visto que soma de formas modulares de peso k£ é uma forma modular de peso k, pelo
Lema 5. Para a outra inclusdo, seja f(z) = Z a,(f)q" a g-expansao de f. Em particular,

ag: My — C éum funcional linear ndo-nulo tal que ker(ag) = Sk. Se ap(f) = 0, entao f € Sk

ao(f)
20(Gr)’ onde ag(Gy) = 2¢(k) # 0,

visto que k > 2, e g = f — AGy. Note que g é uma forma modular de peso k& como soma

e nao ha o que provar. Suponha ag(f) # 0 e tome \ =

de formas modulares de peso k. Mais ainda, como

ao(f)
ao(Gk)

segue que g ¢ forma cuspidal. Portanto, f = A\Gy + g € C.G\ + Sk, como queriamos.

ao(g) = ao(f) — Aao(Gr) = ao(f) —

=0,

Resta mostrar que a soma ¢ direta, isto é, que C.Gy n Sy = {0}. Com efeito,
suponha f(z) = Z a,(f)q" € C.Gy " Sy; entdo, como f € Sy, segue que f é forma cuspidal,
ou seja, ag(f) = 0. Por outro lado, como f € C.Gg, temos f = AG}, para algum \ € C,
de onde temos ag(f) = Aao(Gr) = A2 (k). A condigao ao(f) = 0 forga A = 0, e portanto
f=0. O]

Uma vez vistos os principais aspectos estruturais do espaco My, podemos
estudar sua dimensionalidade. Para isso, comecemos com a seguinte definicao e o seguinte

teorema associado.

Definicao 8. Dada uma funcao f nao-nula e meromorfa em $ e dado ponto p € $,
dizemos que n € Z é a ordem de f em p se f/(z — p)" é holomorfa e ndo nula em p. Neste

caso, denotamos
ord,(f) := n.

Além disso, definimos ordy(f) como a ordem da g—expansao de f em 0.
Seja f uma funcao modular de peso k. Em geral, f nao é bem definida no

quociente I'1\$, pois, se

I'
. — —C
/ 9

[2] = f([2]) == f(2),
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pode ocorrer que, para pontos distintos z, 2’ € £ em uma mesma classe [z], tenhamos
f(z) # f(') := f([z]). No entanto, a condi¢ao de automorfia de f, isto é, o fato de que,
para todo v = (2 %) e Ty e todo z € §, temos f(yz) = (cz + d)* f(2), nos permite concluir
que, em um ponto p € §), a ordem ord,(f) depende apenas da 6rbita I'p. De fato, se
n = ord,(f), entdo a fungdo f(z)/(# —p)" é nao-nula em p e holomorfa em §. A condigao

de automorfia de f implica que

f(yz) _ [
(cz+d)f(z—p)  (z—p)"

¢ nao-nula em p e holomorfa em $), ou seja, ord,(f(vz)) = n = ord,(f). Em outros termos,

isto mostra que ord,(f) depende apenas da imagem de p no quociente I'1\$). Faz sentido
entdo considerar ordp( f), para cada P = [p] € I'1\$. O principal resultado que veremos nos
diz que a soma de todas essas ordens, isto é, a soma total dos zeros de f, depende apenas
de k. Para tal, precisamos entender melhor a geometria do espago quociente I'1\$), pois
existem pontos singulares, isto é, pontos em £ que ndo possuem estabilizador trivial em T'.
O Lema a seguir caracteriza os pontos singulares de I'1/$) e os respectivos estabilizadores

no dominio fundamental F;.
Lema 7. Seja z € F| e considere I[(z) = {y € 'y : vz = 2} o estabilizador de z em T';.
Entio, I(z) = {lax2} para todo z € Fy, exceto nos sequintes casos:
e z =1, e neste caso I(z) é o grupo de ordem 2 gerado por S,
, e neste caso I(z) é o grupo de ordem 3 gerado por ST,

, e neste caso I(z) € o grupo de ordem 2 gerado por T'S.

Uma demonstragao para este resultado pode ser encontrada em [2], nas paginas
78 e T9.

Observagdo 7. Seja f uma fun¢ao modular de peso k e P € I'1\$). Vamos denotar por ep
a ordem do estabilizador de P. Por exemplo, ep = 2, se P = [i] mdédulo I'y, ep = 3, se

P = [w] médulo I'y e ep = 1 para todos os outros casos, conforme vimos no Lema 7.

Teorema 3 (Férmula de Valéncia). Seja f fung¢ao modular de peso k ndo-nula. Entao,

1 k

ordy (f) + Z —ordp(f) = —. (3.1)
Pem\9 ep 12
Mais ainda, pelo Lema 7, a expressao acima pode ser escrita na forma:
1 1 * k
ordy (f) + iordi(f) + gordw(f) - Z ordp(f) = L (3.2)

Pel'1\9

onde o simbolo Z* indica a soma dos pontos P € T'1\$) que sao distintos das classes de i

e w modulo T'y.
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Demonstracao. Vejamos primeiramente que a equagao 3.2 estd bem definida, isto é, que f
possui um numero finito de zero e polos médulo I'y. De fato, como f: $§ — C é meromorfa

em $), vimos que a aplicagao
g:D* - C

1 .
QHQ(Q)=f<Og.q>, onde ¢ = €™ e z € §,
211

¢ uma funcdo meromorfa em D* tal que f(z) = g(q). Isso significa que existe r > 0 para
o qual g nao possui polos e zeros em 0 < |¢| < r. Logo, f nao possui polos e zeros no

conjunto {z : Im(z) > (1/27)log(1/r)}. Como o subconjunto de F; dado por
Fi(r) ={ze F :Im(z) < (1/27)log(1/r)}

é compacto, a meromorficidade de f em $) garante que f possui apenas um ntmero finito

de polos e zeros em F(r).

Em linhas gerais, a demonstragao do Teorema consiste em integrar 1/2mif no

bordo dF;. Para tanto, considere a curva C ilustrado na figura abaixo:

Figura 3 — A curva C

A E

B D"
|
! 1
| |
= —% 0 Pz 1
Fonte: [2, p. 86]

A curva C é um contorno que contém em seu interior um representante de cada
zero e polo de f que ndo estd nas classes de equivaléncia [i] e [w] médulo I'1, e ndo passa
por nenhum dos pontos singulares 7,w e —w, que sdo os Unicos no dominio fundamental
F, com estabilizador nao-trivial. O Teorema dos Residuos nos da:

1 df *

o ) f _P;F;\ﬁ ordp(f). (3.3)

Por outro lado, podemos calcular separadamente a integral de 1/27if nos segmentos e

arcos que formam a curva C.
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()

(iii)

Para o segmento FA, a mudanca de variaveis ¢ = e*™ transforma a integral sobre
E A na integral sobre um circulo centrado em ¢ = 0 (com orientacdo negativa) que
nao passa nem contém no seu interior zeros e polos de g, exceto possivelmente por 0.

Pelo Teorema de Cauchy,

1 (Adf
9 ; 7 = —ordy(f).

O elemento T € I'y leva o segmento AB no segmento ED’. Como f é uma funcao

modular, temos f invariante por T, isto é, f(Tz) = f(z), para todo z € . Logo,

1 (Bdf 1 (Faf 1 (P [/df(z) df(T2)
T i)y T T om (f(Z)_f(TZ)>:O'

21 J 4 2mi Jpr f 0 2mi )y
O elemento S € I'; transforma o arco B'C' no arco DC". Novamente, como f é uma

funcao modular de peso k, f satisfaz a identidade f(Sz) = 2" f(2), para todo z € §.

Temos,
df (5z) _ R df (=)
f(52) = fz)
Logo,
1 (“df 1 (Pdf 1 (9 [df(z) df(S2)
omi Jp f  2mi 0'7_% B (f(z) - f(SZ)>
1 (¢  dz 1 k
“omi ), R Tk (—12) ~ 1

quando o comprimento dos arcos BB', CC’, DD’ tende a 0.

Integrando 1/27if no circulo que contém o arco BB’', orientado negativamente,
obtemos —ord,(f). Quando o raio deste circulo tende a zero, o Angulo entre B, B’

tende a 27/6. Portanto,
1 (Pdf 1
— | = — ——ord,(f).
271 B’ 6or (f)
De modo anilogo, quando tendemos o comprimento dos arcos CC’ e DD’ a zero,
obtemos
1 (¢ df 1 1 (Par 1

9 i — —iordi(f) e il T — —éordw(f).

Assim, basta igualar a expressao 3.3 com a integral separada em todos os segmentos que

formam o contorno C, e tomar o limite para obter a expressao 3.2.

No entanto, observamos que f pode possuir outros zeros e polos no bordo de F;.

Para estes casos, basta repetir a demonstracao considerando um contorno muito similar a

C, mas realizando pequenos desvios nas vizinhangas dos zeros e polos de f. Por exemplo,

suponha que f possua um zero ou polo A na semi-reta {2 : Re(z) = —1/2,Im(z) > +/3/2}.

Entao, podemos considerar o contorno similar a C, mas com um arco contornando A e com

o respectivo arco contornando T\, que é a transformacao do arco em A\ por T
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Figura 4 — Uma variacao da curva C

A

A

Y

GG

{o3]
O

|
—
|
[
o
NP-'————“-‘ -

Fonte: [2, p. 87]

]

Em geral, a principal aplicacdo da férmula de valéncia é permitir o estudo
dos zeros e polos de fungoes modulares aritmeticamente, conforme faremos no exemplo a
seguir. Além disso, vamos utilizar a formula de valéncia para caracterizar explicitamente a

dimensao dos espagos de formas modulares M.

Ezemplo 2 (A Forma Cuspidal Discriminante). As séries de Eisenstein, conforme vimos,
sao exemplos de formas modulares de peso k. Uma particularidade dessas séries é a de que
seu valor no infinito é dado por 2((k), e portanto, para k > 1, nunca se anula. Isso implica
que nenhuma série de Eisenstein pode ser uma forma cuspidal, que sao formas modulares
cujo valor no infinito é zero. No entanto, vimos que o conjunto das formas modulares de

peso k formam um C-espago vetorial e o que @ Mj, é¢ um anel graduado, de forma que
keZ
soma, produto e combinagoes de formas modulares sdo, ainda, formas modulares. Sabendo

disso, podemos construir um primeiro exemplo de forma cuspidal.

Considere as séries de Eisenstein normalizadas nao-triviais de menores pesos,
isto é, Fy e Fg, de pesos 4 e 6, respectivamente. Em particular, Ef;’ e Eg sao formas
modulares de peso 12 e ambas possuem coeficiente constante iguais a 1, pois os coeficientes
contantes de 4 e Eg sdo 1. Considere:

1

1728
Naturalmente, A é uma forma modular de peso 12, que possui coeficiente constante

(B} - E2). (3.4)

1
_ 3 _ 2 - 1 _-1=
= 1728(E4(oo) E§(0)) 17281 1=0,

ou seja, é uma forma cuspidal de peso 12, denominada de discriminante. Note que A nao

A(0)

possui polos, pois Ej e Fg sao formas modulares, e portanto holomorfas em §. Vejamos
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agora que A também nao possui zeros em $). De fato, aplicando a féormula de valéncia

para Ey, vemos que a expressao

1 1 * 4
ordy, (Ey) + sord;(Ey) + ordy(Ey) + > ordp(Ey) = — =
2 3 PTG 12

é apenas satisfeita se ord, (Fy) = 1, e os restantes ord,(F4) = 0, para todo z € ) que nao
¢é congruente a w modulo I'y, ou z = co. Isto mostra que, em §, F, se anula apenas em w.

Similarmente, aplicando a férmula de valéncia para Fg, segue que a expressao

1 1 # 6 1
orde (Fg) + iordi(EG) + gordi(Eﬁ) + Z ordp(Fg) = — = =

Pel'\$ 12 2

¢ satisfeita apenas se ord;(Eg) = 1, e os restantes ord,(FEs) = 0, para todo z € § que nao

¢é congruente a ¢ médulo I'y, ou z = o0, isto é, Eg se anula apenas em ¢, em §). Portanto,

1
A = @(Eff — EZ) ndo se anula em nenhum ponto de $. Além disso, se aplicarmos a

férmula de valéncia para A, obtemos

1 1 *
orde (A) + §0rdi(A) + —ord;(A) + Z ordp(A) = 1.
3 PEFl\YJ
No entanto, sabemos que A nao se anula em §), e portanto temos ord,(A) = 0, para todo

z # 0, e ordy(A) = 1, mostrando que A tem um zero simples no infinito.
e}
Além disso, se considerarmos a g-expansao de A, dada por 2 7(n)q", temos

n=1
que os coeficientes 7(n) sdo inteiros, para todo n € N. Para mostrar isto, como E, e Eg

possuem coeficientes inteiros, é suficiente verificarmos que E; — E; =0 mod 1728, pela

equagao (3.4). De fato, como

2

[ 0 3 a0 0
B} = 1728 | 8000 (Z 03(n)q”) +100 (Z Ug(n)q"> +720 ) o3(n)g" + 1,
n=1 n=1

n=1

o0 2 o0
Eg =1728 >’ 05(n)q”) — 1008 > o5(n)g" + 1,
n=1 n=1

0
e 1008 = 720 mod 1728, segue que £ — E3 = 720 Z (o3(n)—0os5(n))¢" mod 1728. Usando
n=1

o fato de que d*(d* —1) =0 mod 12, para todo d € Z, e 12 - 720 = 8640 = 0 mod 1728,
concluimos que
E} —E:=0 mod 1728.

Teorema 4. (a) My, =0 para k <0 ek =2.

(b) My é espago vetorial de dimensao 1 para k = 0,4,6,8,10, com base 1, Ey, Eg, Es ¢

Ehg, respectivamente. Além disso, S, = 0 para tais valores de k.
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(c) A multiplicagio por A induz isomorfismo My_15 — Sk.

Demonstragio. Seja f € My, nao-nulo. Pela formula de valéncia (equacao (3.2)), temos

k

orde (f) + 1ordi(f) + 1ordw(f) + Z* ordp(f) = L

(3.5)
2 3 PEFl\fj

Como f ¢é uma forma modular, temos f holomorfa em $) e, portanto, nao possui polos
de nenhuma ordem. Logo, ord,(f) = 0, para todo z € $), e ord,(f) = 0. Dessa forma, se
k < 0, temos no lado esquerdo da igualdade (3.5) uma soma de nimeros nao-negativos,
e do lado direito um ntmero estritamente negativo, gerando uma contradi¢ao. Portanto,
para k < 0, existe unica forma modular de peso k e é a forma modular identicamente
nula, de onde segue que My = 0, para todo £ < 0. Similarmente, para o caso k = 2,
basta analisar a formula de valéncia (3.5) para ver que nao existem inteiros nao-negativos
n,n’,n” satisfazendo ' '

1
_’_7/_’_7//:7
TRt Tt =g

para o caso em que f € M, seja ndao-nula. Portanto, temos outra contradi¢ao. De onde

segue que M, = 0, finalizando a prova do item (a).

Conforme vimos no exemplo 2, A é sempre nao-nula em ) e possui um zero
simples no infinito. Se f € Sk e tomarmos g = f/A, temos g de peso k — 12. Dai, a
expressao

ord,(g) = ord.(f) —ord.(A) = ord,(f), se z # ®

ord,(f) —1, se z =
mostra que ord,(g) = 0 para todo z € §), ou seja, g nao possui polos em §). Portanto, g é

uma forma modular de peso k — 12, isto é, g € My_12, 0 que prova (c).

Por fim, se k = 0,4, 6,8, 10, temos k—12 < 0 e Sy, = 0, por (a) e (c), mostrando
que dim(My) < 1. Como 1, Ey, FEg, Es e Ejg sao elementos nao-nulos de My, My, Mg, Mg e
My, segue que dim(My) = 1, para k = 0,4, 6,8, 10, provando (b). O

Corolario 2. Seja k € Z. Entao dim M, = 0 para k < 0 ou k impar, e para todo k = 0
par, temos

' [k/12], se k=2 mod 12,k = 0
dim M}, = (3.6)
[k/12] + 1, se k # 2 mod 12,k = 0

onde [k/12] denota a parte inteira de k/12.

Demonstragio. Pelos itens (a) e (b) do Teorema 4, o resultado é imediato para 0 < k < 12.
Usando o isomorfismo entre My_15 e Sy discutido no item (c) do mesmo teorema, podemos
notar que a dimensao de M} aumenta uma unidade quando trocamos k por k + 12, de

onde segue a validade da férmula para todo k = 0. m
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Corolario 3. A familia {Eng ca, B € Lo, da+ 60 = k} é uma base de M.

Demonstracio. Vejamos primeiramente que essa familia gera Mj. Pelo Teorema 4, é
imediato que os monomios Ej‘E’g geram M, para k < 6. Para k > 8, prosseguimos por
indugdo. Escolha (v, d) par de inteiros positivos satisfazendo 4y + 65 = k — essa escolha
sempre pode ser feita para todo k > 2. Observe agora que a forma modular g = EZEg é
nao-nula no infinito. Se f € My, existe A € C tal que f — Ag é uma forma cuspidal (este
fato segue da Proposicao 6). Entao, podemos considerar o isomorfismo entre My_15 € Sk

discutido no item (c) do Teorema 4 para ver que existe h € My_15 tal que
f=Xg=A"h.
Assim, o resultado segue ao aplicar a hipétese indutiva em h.

Para ver que a familia {EZ‘E('? s, € Zso,4a + 65 = k} é linearmente
independente, basta observar que, caso nao fosse, teriamos em particular que a funcao
E}/E? satisfaria alguma equacdo algébrica ndo trivial com coeficientes em C, e portanto
seria constante. Mas isso nao pode ocorrer, visto que Ey(w) = 0 (pois ja vimos que

ord,(Gg) = 1), e Eg nao zera em w. O

Observacao 8. O Corolario 3 nos fornece a seguinte interpretacao para o anel graduado
M = @Mk A aplicacao
keZ
¢: C[X,) Y] > M
X — By
Y — Eg

¢ um homomorfismo de C-algebras. O Corolédrio 3 nos garante que ¢ é na realidade um
isomorfismo, mostrando que é possivel identificar o espago M = @ M, com a algebra de
keZ
polinémios C|Ey, Es].
Os principais resultados desta secao também possuem versoes racionais, que

serao uteis mais adiante. Defina os seguintes conjuntos:

My o := {formas modulares de peso k com coeficientes de Fourier racionais},

Sk, := {formas cuspidais de peso k com coeficientes de Fourier racionais}.

De forma analoga ao que foi feito no Lema 5, podemos ver que os conjuntos My g € Sko
possuem estrutura de Q-espago vetorial. Estamos particularmente interessados na versao
racional do Corolério 3, que afirma que a familia {EX‘EGB s, B € Lso,da + 65 = k} é
uma base para o Q-espaco vetorial My, g, pois isto significa que, se f € My g é uma forma
modular de peso k com coeficientes de Fourier racionais, podemos representar f por um
polindmio em F, e Fg com coeficientes racionais. Enunciamos a seguir mais precisamente

as versoes racionais dos resultados dessa secao.
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Proposicao 7 (Versao racional da Proposicao 6). Seja k > 2 um inteiro. Entao,
Mro = Q.G @ Sko-
Teorema 5 (Versao racional do Teorema 4). (a) Myo =0 para k <0 e k = 2.

(b) My € um Q-espago vetorial de dimensio 1 para k = 0,4,6,8,10, com base
1,Ey, Es, Es e Es, respectivamente. Além disso, Syo = 0 para tais valores de

k.

(¢) A multiplicagio por A induz isomorfismo My_129 — Sko-

As demonstracoes destes resultados sao essencialmente analogas as demonstra-
¢oes dos resultados originais, com as devidas observagoes de que as séries de Eisenstein

G}, possuem coeficientes racionais, e de que My, g, Sk,g sao Q-espacos vetoriais.

Corolario 4 (Versao racional do Corolario 3). A familia {ESE) : o, f € Zso, 4o+ 65 = k}
¢ uma Q-base de My .

Demonstracao. Pelo Teorema 5, os mondémios Ej‘Eg geram M}, o para valors de k& < 6.
Analogamente a demonstracao do resultado original, prosseguimos por inducao para os
valores de k > 8. Escolhendo (y,d) um par de inteiros positivos satisfazendo 4y + 60 = k,
temos que a forma modular g = EZEg possui coeficientes racionais e é nao-nula no infinito.
Tomando f € My g, segue pela Proposicao 7 que existe A € Q tal que f — Ag € Sy . Entao,
podemos considerar o isomorfismo entre Mjy_12¢ € Sk garantido pelo Teorema 5 para
obter h € Mj_120 tal que f = A\g = A-h, e o resultado segue ao aplicar a hipdtese indutiva
em h. Para ver que a familia {EZ“Eg ca, B € Zso, 4a+ 65 = k} é linearmente independente
sobre Q, basta observar que, caso nio fosse, terfamos em particular que a funcio E/Ej3
satisfaria alguma equacao algébrica nao trivial com coeficientes em Q, e portanto seria

constante. Mas isso ndo pode ocorrer, visto que F4(w) = 0 e Fg ndo zera em w. O

3.1 Aplicacao: Expansdo da Forma Cuspidal Discriminante A e

Funcdo 7 de Ramanujan

Os resultados desenvolvidos neste capitulo nos permitem trabalhar de forma
mais concreta com as formas modulares, visto que ja obtivemos uma caracterizacao explicita
para uma forma modular como combinagao de séries de Eisenstein e formas cuspidais,
bem como compreendemos mais profundamente a aritmética da dimensionalidade dos

espacos envolvidos.

Uma aplicacao destes resultados é obter a g-expansao da forma cuspidal discrimi-

nante A — o chamado Teorema de Jacobi. Nesse contexto, nos depararemos naturalmente
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com uma funcao que descreve certas propriedades dos coeficientes da expansao de A: a
funcdo T de Ramanujan. Nesta secdo, vamos entao provar o Teorema de Jacobi e estudar

propriedades da funcao 7.

Recordemos do Exemplo 2 que a forma cuspidal A é dada por:

1
A= E} — EY).
1728 B ~ B
Utilizando as ¢— expansoes das séries de Eisenstein normalizadas dadas na Tabela 1, a
saber,
ee} o0
Ey(z) =1+ 240 Y o3(n)g" e  Eg(z) = 1—-504 > a5(n)q",
n=1

podemos desenvolver os primeiros termos destas séries, obtendo
A(z) = q — 24¢° + 252¢° — 1472¢* + . ..

O Teorema de Jacobi fornece uma expressao para a g-expansao de A como um produto

infinito.

2miz

Teorema 6 (Jacobi). Se ¢ = e“™*, com z € §), entdo

ﬁ 1-4¢") (3.7)

Demonstragio. Defina F(z) = ¢ 1_[ 4. Queremos mostrar que F e A sdo proporci-

onais. Para isto, é suficiente mostrar que F' é uma forma cuspidal de peso 12, pois, por
um lado, temos do Corolario 2 que dim Si5 = 1, e por outro lado, sabemos que A é uma

forma cuspidal de peso 12. Com efeito, mostemos que, para todo z € §, valem as relagoes:
(i) F(z+1) = F(2),

(i) F(—1/2) = 22 F(2).

2Tz & invariante por z — z + 1. Para

A relagao (i) segue imediatamente do fato que ¢ = e
verificar a relacdo (ii), vamos provar que as funcoes F'(—1/2) e z'?F(z) possuem a mesma
diferencial logaritmica. Assim, existird constante k tal que F(—1/2) = kz'?F(z), para todo
z€$. Para z = i, temos 22 = 1, —1/2z = z e F(z) # 0, mostrando que k = 1. Portanto, a

relacio F'(—1/z) = 2'2F(2) segue. Tomando a derivada logaritmica de F, segue que

dF d a d = d
i _dg <1_24 3 nqnm> _ <1_24201<n>qn) ).

q nm=1 n=1

2

Como Ga(z) = 2C(2)Ea(2) = %Eg(z), obtemos

dF 61
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Agora, pelo Lema 4, sabemos que
Gy (—1/2) = 22Gy(2) — 2miz.

Entéo, aplicando as duas tltimas expressoes em —1/z,

dF(z) dz
ot

dF(=1/2) _ 60, 42 _6idz o 0 oy
F(-1/z2) 7TG2( 1/)22 7T22( Ga(z) — 2miz)

Portanto, as funcées F'(—1/2) e 2'2F(z) possuem a mesma diferencial logaritmica, como

queriamos. O

Denote por 7(n) o n-ésimo coeficiente da forma cuspidal A. A fungao n — 7(n)
¢ chamada de funcdo 7 de Ramanujan. Ramanujan calculou os primeiros 30 coeficientes
7(n) e observou que eles satisfaziam certas propriedades multiplicativas, por exemplo:

T(2)7(3) = —24 - 252 = —6048 = 7(6) = 7(2 - 3),
7(2)7(5) = —24 - 4830 = —115920 = 7(10) = 7(2 - 5).

Mais ainda, em 1916 conjecturou as seguintes propriedades da funcao 7:

1. 7(n) - 7(m) = 7(mn), sempre que m e n SA0 coprimos.

2. 7(p"Y) = 7(p)T(p") — p"7(p""), para todo p primo e r > 0.

3. |7(p)| < 2p'/2 para todo p primo.

As propriedades 1. e 2. foram provadas por Louis Mordell em 1917 e a proprie-

dade 3. foi provada por Pierre Deligne em 1974.

Essas propriedades sao tteis para calcular alguns valores 7(n), especialmente
se n é primo. Mais especificamente, podemos calcular valores de 7(n) congruentes médulo
m, para alguns valores de m inteiro. Sabemos que existem congruéncias para 7(n) médulo
211 37 537,23 e 691 - mais informacoes sobre essas congruéncias e propriedades gerais da
funcao 7 podem ser encontradas em [9]. Faremos neste trabalho o caso da congruéncia

moédulo 691 no seguinte teorema.

Teorema 7. Para todo primo p, 7(p) =1+ p'* mod 691.

Demonstragio. Considere as séries de Eisenstein normalizadas de pesos 6 e 12 (Tabela 1):
0
E¢(q) = 1—605 Z os(n)q",

65520
Eis(q) = 691 Z o (n)q",
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onde o,.(n) = Z d". Segue do Teorema 4 que My = CEj, ® CA. Entdo E? é combinacao
din
linear de Ej5 e A, digamos

EZ = \Eyy + u, para A\, € C.

Considere os funcionais lineares a,, : M5 — C que associam uma forma modular em M,

ao n-ésimo coeficiente de sua g-expansao. Entao, aplicando o funcional linear ag, obtemos
CLQ(E§> = )\GO(E12) + MCL()(A).

Como Eg e E1s sao séries de Eisenstein normalizadas, temos ag(Eg) = ag(E12) = 1. Além
disso, ag(A) = 0, pois A é uma forma cuspidal. Logo, A = 1. Similarmente, aplicando o

funcional linear a;, obtemos:
aq (E62) = a1 (Elg) + paq (A)

Como sabemos, a;(A) = 1. Resta entdo calcularmos os primeiros coeficientes de E62 e Fia.

Utilizando as g-expansoes dadas no inicio da resolucao, temos:

0
EG(Q):1_605205(n)qn=1-504(]—!—... — FEi(q)=1-2-504+ ...
n=1

65520 & 65520
E =1+ — (L e
(@) = 1+ g 2, oulnd” = 1 S+

n=1
Logo, a;(Ez) = —2-504 = —1008 e a,(Ey2) = 65520/691. Portanto,

65520 65520 762048
008 = 2222 L~ 1008 — _ .
gor M H 601 691

Dessa forma, obtemos a combinagao linear desejada:

762048
Eg - E12 - 6971A,

onde 762048 = 65520 mod 691. Multiplicando a expressao acima por 691, segue que

0= (65520 Z on(n)q" — Z T(n)q") mod 691.
n=1

n=1

Mas isso implica que 7(n) = o31(n) mod 691. Como n = p é primo, entdo o11(p) =

Zdll = 1"+ p' =1+ p''. Portanto, 7(n) =1 + p'* mod 691. [
dlp
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4 O Invariante Modular 7

No Capitulo 3, estudamos as principais propriedades do espaco M das formas
modulares de peso k no que concerne a sua estrutura e dimensao. Em particular, o Teorema
4 nos mostra que o espago das formas modulares de peso 0 é unidimensional. Juntando
isto ao fato de que toda funcédo constante é uma forma modular de peso 0, temos que
My = C, ou seja: nao podemos encontrar exemplos interessantes (nao-constantes) de
formas modulares de peso 0. No entanto, podemos encontrar funcoes modulares de peso 0,
isto é, fungoes fracamente modulares de peso 0 que sao meromorfas no infinito. Encontrar

um tal exemplo é relevante, pois fungoes modulares de peso 0 sao I'j-invariantes.

Uma maneira natural de obter uma funcao modular de peso 0 seria conside-
rar o quociente de duas fungoes modulares de mesmo peso. No entanto, ndo podemos
considerar quaisquer duas func¢ées modulares de peso k em M;. Por exemplo, caso M
seja unidimensional, o quociente de quaisquer f, g € M, nao-nulas seria constante, o que
nao fornece um exemplo nao-trivial. Para contornar esse problema, basta considerarmos o
primeiro espago M com dimensao maior do que 1, ja que o Teorema 4 garante que existe
pelo menos uma série de Eisenstein e uma forma cuspidal neste espaco, de modo que o
quociente de tais fungoes seria um exemplo de funcao modular ndo constante de peso 0. O
primeiro espaco M; de dimensao maior que 1 é o espago M;s, € 0 invariante modular j

aparece neste contexto.

4.1 Definicoes Basicas

Definicao 9. O Invariante Modular j é a funcao em $ definida por:

ES
j = K‘* = 1728 ——2 (4.1)

Conforme ja comentado, a propriedade fundamental da funcao j é ser I';-
invariante, haja vista que é uma funcao modular de peso 0 como quociente de duas formas
modulares de peso 12. Utilizando propriedades j4 discutidas das formas modulares E; e A

podemos provar as seguintes propriedades da funcao j.
Proposicao 8. (a) A fungdo j é holomorfa em $) e possui um polo simples no infinito.

(b) A fungdao j induz uma bijegio I'1\$ — C.

Demonstragdo. (a) Como Ej é uma forma modular (portanto holomorfa em §), e vimos

no Exemplo 2 que A é uma forma cuspidal que nao se anula em nenhum ponto de £,
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segue que j é holomorfa em . Uma vez que A possui um zero simples no infinito

(Exemplo 2) e E4(0) # 0, concluimos que j possui polo simples no infinito.

(b) E suficiente mostrar que, no dominio fundamental, j alcanca todo valor em C
uma Unica vez, ou, equivalentemente, mostrar que, dado A € C, a forma modular
fr = E? — AA possui um tnico zero médulo I';. Analisando a férmula de valéncia

para fy em k = 12, vemos que

orde (fr) + ;ordi(f,\) —ord,(f)) + 2* ordp(fy) = 1.

Pel'1\9

Como FEy(o0) # 0 e A possui zero simples no infinito, segue que o ord,(fy) = 0. Logo,
basta analisarmos para quais triplas (n,n’,n") de ntimeros inteiros nao-negativos

temos a equacao

1 1 * 1 1
iordi(f,\) ord (fr) + Z ordp(fy) = St gn’ +n" =1
PEFl\f)

satisfeita. Podemos concluir que essas triplas sao (0,0,1),(2,0,0) ou (0,3,0). Em

todo caso, fy possui zero em apenas um ponto de I'1\$.

]

Proposigao 9. Seja f meromorfa em $. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) f € uma fungao modular de peso 0.
(ii) f € quociente de duas formas modulares de mesmo peso.

(iii) f € uma fungdo racional de j.

Demonstragio. A implicagao (ii) = (i) é imediata. Para a implicagao (iii) = (i1),

suponha
P
PER©)
QW)
onde P, sao polindmios complexos. Entao, P(j) e Q(j) sdo ambas fungdes modulares de

peso 0 e holomorfas em $). Note que P(j) e Q(j) podem possuir, no maximo, um polo no
infinito, que podem ser controlados multiplicando por alguma poténcia de A, isto é, existe
k tal que A*P(5) e AFQ(j) sdo holomorfas no infinito. Logo,

é quociente de formas modulares de mesmo peso. Para provar (i) = (ii7), suponha f

fungdo modular de peso 0 e considere

9(z) = [(2) [T G —ipy o, (4.2)

PEFl\.V),Ordp (f) <0
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que cancela todos os polos de f em $. Evidentemente, g é uma funcao modular de peso 0
e meromorfa no infinito, e portanto existe um inteiro k& > 0 para o qual gA* é uma forma

modular de peso 12k. O Corolério 3 garante que podemos escrever

9()AM=) = Y capBR(2)Eg(2),

da+65=12k

onde os coeficientes c,3 sao complexos. Como estamos percorrendo as combinacoes lineares
sobre os indices « e ( satisfazendo 4o + 65 = 12k, segue que 12 | 4o + 63 e, em particular,

3| e 2| p. Portanto, a expressao

EEIDY cag(iifjf)g(ig((j)g: S cws G () - 1729

vl

4a+68=12k 4a+68=12k
. a . NN
= D can(i(2)7 () — ()
4a+68=12k
mostra que g é um polinémio em j. Logo, f é uma funcao racional em j. O

Observacao 9. A demonstragao da Proposi¢ao 9 mostra que se f é uma fungao modular
de peso 0 holomorfa em $), entdo f é na verdade um polinémio em j. De fato, neste
caso, temos que f nao possui polos em §), ou seja, nao existem pontos P € ['1\$) com
ordp(f) < 0, e portanto a equagao (4.2) garante que f = g. Além disso, se f possui
coeficientes de Fourier racionais, entao f é um polindmio em j com coeficientes racionais.

De fato, pelo item anterior, f = g e a expressao

FRIAMNR) = ), casEL(2)E(2),
da+68=12k
garante que fAF é uma forma modular com coeficientes de Fourier em Q, pois A possui
coeficientes em Z. Logo, fAF € Mg o e, pelo Corolario 4, temos que fA* € Q[E,, Eg],
mostrando que os coeficientes c,g sao racionais, para todo «, 3 satisfazendo 4o + 638 = 12k.

Logo, segue que da expressao

N

)= D) capli(2)? (j(2) — (i)

da+68=12k
que os coeficientes de f como um polindmio em j sdo racionais.

Observagdao 10. No espirito da observagao anterior, temos um resultado ainda mais preciso,
que sera util mais adiante: Se f é uma funcao holomorfa em $ e modular de peso 0 com
coeficientes de Fourier inteiros, entdo os coeficientes de f como um polinémio em j sao
inteiros. De fato, seja Q(Y) € C[Y] e f(2) = Q(j(2)). Sendo f uma fun¢ao modular de

peso 0, f admite expansao de Fourier

f(z) =) a.q" € Cllal][g ).
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Escrevendo Q(Y Z Q;Y'", com Q; € C, Qg # 0, temos:
=0
d d 1 7440
f(2) = Q) = Y. QY = Z Q; ( + 744 + 196844q + - > =Y (qi =
i=0 1=0
Qq | Qa1+ 744de
- qTf 74! - Z ang"

Logo, a, =0sen < —de a_q = QQq. Agora, basta considerar

QY) — QaY* = Z Q.Y
e aplicar indugao no grau, pois

Qi(2)) = Qui(2)" = f(2) — Qaj(2)" € Zl[allla™"]-

3

E

Observacdo 11. Na expressao j = 1728 - E374E2 temos o coeficiente 1728 = 2°33. Ele
14— Lg

foi introduzido de modo a garantir que j possua residuo igual a 1 no infinito. Mais

precisamente, utilizando a g-expansao dada na se¢ao 2.2.1 podemos obter
1 o0
Jj(z) = -+ 744 + Z c(n)q”, zeHeq=e"?,
q n=1

onde os coeficientes ¢(n) sdo inteiros, por exemplo:
c(1) = 2%-3%.1823 = 196884 e ¢(2) = 2" - 5 - 2099 = 21493760.

De fato, vimos no Exemplo 2 que os coeficientes 7(n) da g-expansao de A sao inteiros e
7(1) = 1. Isso significa que os coeficientes da g-expansao de 1/A sao inteiros, e, portanto,
a g-expansio de j = E2/A terd coeficientes inteiros, tendo em vista que os coeficientes de

E3 também sdo inteiros.

4.2 Multiplicacao Complexa

Uma curva eliptica é representada pelo quociente E = C/A, onde A é um
reticulado em C. Se E' = C/A’" é outra curva eliptica com AA < A’ para algum \ € C, fica

bem definido um endomorfismo

E - FE
[z] — [Az]. (4.3)
Uma vez que um reticulado é um Z-mdédulo, se temos A = A, entdo sempre podemos

obter este mapa para \ € Z (este é o unico caso para A real). No entanto, é possivel que A

seja um numero complexo.
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Defini¢ao 10. Dizemos que uma curva eliptica £ = C/A admite multiplicagao complexa
se existe A € C\R tal que AA < A.

Cada z € $ pode ser associado a uma curva eliptica da forma:

E = f, onde A, :=Zz + Z. (4.4)

Os pontos z € § tais que a curva eliptica E = C/A, admite multiplicagdo complexa

sdo chamados de pontos CM(Complex Multiplication, em inglés). A Proposigdo a seguir

apresenta suas principais propriedades e equivaléncias.

Proposicao 10. Seja z € . As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) z € um ponto CM.

(ii) Ezistem inteiros a,b,c, com a # 0, tais que az® + bz +c = 0, ou, equivalentemente,
z = (=b++/D)/2a, com D = b* — 4ac.

(iii) Existe um inteiro positivo n e uma matriz M € M (2,7) nao proporcional d identidade

e com determinante n que fixa z.

Demonstragio. Vejamos que (i) <= (ii). Supondo z € $) um ponto CM, existe A € C\R
tal que A(Zz+7Z) < Zz+7Z. Em particular, existem inteiros A, B, C, D tais que A = Az+ B
e Az = Cz + D. Evidentemente, A # 0, pois A € C\R. Como \ # 0,

Cz+ D
= —
Az + B’

de onde segue que Az*> + (B — )z — D =0. Tomando A=a#0,b=B—~Ced=—D,
concluimos. Reciprocamente, se z satisfaz az? + bz + ¢ = 0, para inteiros a, b, ¢ com a # 0,

tomando \ = az, segue que
MNZz+7Z)="7Z(a—bz+Zc< Zz+ Z.

Logo, z é ponto CM.

Para (ii) <= (iii), suponha az® + bz + ¢ = 0, para inteiros a,b,c com

a # 0. Entao, tomando n = ac — o qual é positivo pois sabemos que z € $ implica

b
Z_Z+c_<b c)Z_MZ_
—az +0 —a 0

Evidentemente, M € M (2,Z) nao é proporcional & identidade, pois a # 0 e fixa z, pela

D = b* — 4ac < 0, temos:

expressao acima. Além disso, det M = ac = n, concluindo a implicacao. Reciprocamente,



Capitulo 4. O Invariante Modular j 53

suponha que exista um inteiro positivo n e uma matriz M = (45) € M(2,Z) nao

proporcional a identidade e com determinante n que fixa z. Entao,

Az + B

Mz = i
TS C:tD

=2 = A2+ B=C2*+Dz = Cz*+(D—-A)z—-B=0.

Tomando a = C' # 0 (pois M nao é proporcional a identidade), b = D — A e ¢ = —B,

segue o resultado. O

A teoria de multiplicacdo complexa é muito vasta e entrelaca conceitos de teoria
algébrica dos nimeros, curvas elipticas e formas modulares. Nesta se¢ao, mencionamos
brevemente apenas os seus principais aspectos basicos. Essencialmente, vimos a defini¢ao
de multiplicagao complexa no contexto de curvas elipticas e deduzimos pontos com um
comportamento especial: os pontos quadratico imaginarios no semiplano superior, chamados
de pontos CM. Esses pontos sao de especial interesse, pois provaremos neste capitulo que
j(3) é um ntimero algébrico — na realidade, é um inteiro algébrico — sempre que 3 é um
ponto CM. No entanto, para que possamos abordar esse resultado, serdo necessarios alguns
conceitos e resultados envolvolvendo matrizes de um dado determinante e subgrupos de

congruéncia de I'y, temas das proximas duas segoes.

4.3 Matrizes Inteiras de um Dado Determinante

Considere m um inteiro positivo nao nulo e denote por M,, o subconjunto de
M (2,7Z) de matrizes 2 x 2 com entradas inteiras e determinante m. Note que o grupo I'y

age em M,, via multiplicacdo de matrizes a direita e a esquerda.

Proposicao 11. O conjunto finito
a b
M;={<O d):a,b,deZ,ad=meO<b<d}§Mm

¢ um sistema completo de representantes para o quociente a esquerda I'1\M,, = {[M] :

M e M,,}.

Demonstragio. Seja [M] € I''\M,, e mostremos que existe unico M’ € M} e v e I'y
tais que M = yM'. Digamos que M = (4 B), com det M = AD — BC' = m, e considere
g = mdc(A, C). A Identidade de Bézout nos garante a existéncia de ug, vy € Z satisfazendo

upA + v9C = g. Denotando by = ugB + voD, vamos provar primeiramente a seguinte

det M
g

afirmacao: existem u, v € Z, com uA+vC = g, tais que b = uB+vD satisfaz 0 < b <

De fato, verificamos imediatamente que

(U,v)z(uo,vo)Jrk(_C,A), keZ

9 9
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sao solugoes de xA + yC' = ¢:

C A k
uA+vC = | ug — k:; A+ Vo + k:g C = ugA+v9C + E(AC_AC) = ugA+vC = g.
Além disso,

(AD — BC)

A
b—uB+vD—(uo—kj>B+<Vo+kg)D—uoB+v0D—l-k P

det M
=%+k(e )
g

pode sempre ser escolhido de forma a satisfazer 0 < b < det M /g, e cada escolha é tnica

modulo det M /g, provando a afirmacao.
Escolhendo u,v € Z tais que uA + vC' = g e b = uB + vD satisfazendo 0 < b < det M /g,
defina:

A

— - g b
vy=1¢& e M' = det M

¢ 0

g g

Note primeiramente que 7 € I'1: de fato, como g = mdc(A4,C) | A, C, temos que A/g e
C'/g sao nimeros inteiros, de modo que v € M(2,7Z). Uma vez que dety = (uA + vC)/
g = g/g = 1, segue que v € I';. Além disso, M’ € M : similarmente, como g =
mdc(A4,C) | A, C, temos que g divide qualquer combinagao inteira de A e C. Em particular,
g| AD — BC = det M, de onde obtemos que det M /g € Z e portanto que M' € M(2,7).
Como det M’ = det M = m, e a escolha de b (inica médulo det M /g) foi foita de modo
a satisfazer 0 < b < det M /g, segue que M’ é um elemento de M?¥ . Por fim, basta

mostrarmos a relagio M = yM":

A A(uB +vD) —v(AD — BC)
— = g b A 7
!
M = é . o det M C(uB +vD) + u(AD — BO)
9 g g
By
A 29
A B
— Igg = = M. [
o =2 C D
g
Lema 8. Seja M = (&%) e M. A g-expansdo de j(Mz) é dada por
0
J(Mz) = ) el (4.5)
n=—1

27i

em que (g = e d e 0s coeficientes ¢, sao o0s coeficientes da q-expansao de j(z). Além disso,

J(Mz) € uma fungio holomorfa em $ e meromorfa no infinito.

Demonstragio. Para obter a g-expansao de j(Mz), basta substituir z por Mz na g-

expansao de j:

i i CLZ"‘b 1 1 omil @ z bn _an
J(Mz) = j p =€2mgq—%+00+cle dgd + ... = Z cnCltqgd . (4.6)

n=-—1
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Além disso, j(M=z) é holomorfa em §) como a composigao das aplicagdes z — Mz e j(z),
que sao holomorfas em $) — pois det M = m > 0. Por fim, escolha n; € Z tal que n;—a > 0

e considere
o0

ng o, n n;+an
qrj(Mz) = ) g T
n=—1

n; —a n; +an
> 0e

Como > 0, para todo n > 1 inteiro, segue da expressao acima

que q% j(Mz) — 0, quando z —> +i00, mostrando que j(M z) é meromorfa no infinito.
(menos formalmente, poderiamos ter observado simplesmente que a parte negativa da

expansao de j(Mz) é finita). O

4.4 Subgrupos de Congruéncia de I';

Dado N € N, o subgrupo I'y :={y€ 'y : v =1 mod N} de I'; é chamado de

subgrupo de congruéncia principal de nivel N.

Defini¢ao 11. Um subgrupo IV de 'y é dito subgrupo de congruéncia de I'y se I contém

algum subgrupo de congruéncia principal de nivel N, para algum N € N.

Lema 9. Todo subgrupo de congruéncia de I'y possui indice finito.

Demonstracio. Seja I subgrupo de congruéncia de I';. Entao, existe N € Z para o qual
I'y € I". Considerando o homomorfismo de grupos ¢y : I'y — SL(2,Z/NZ), dado por
on(v) =~ mod N, temos que I'y = {ye 1 : y=1 mod N} = ker py. Pelo Primeiro

Teorema do Isomorfismo,

Fl Fl
~ ] — ~ ] L(2,Z/NZ).
ker o myy = Ty men < S (7 / )

Como SL(2,Z/NZ) é um conjunto finito, segue que I'mey é um conjunto finito. Logo,
[Ty :Tn] = #01/Tn = #Impn < 0. Como I'y = TV = T'y, segue que [Ty : T'] < 0. [

Lema 10. Seja M € M(2,7) com determinante nio-nulo. Entio, Ty n M™'T'\M ¢é um

subgrupo de congruéncia de I'y.

Demonstragao. Seja M = (2Y) e M(2,Z). Como, por hipdtese, temos det M # 0, tome
N = det M. Por definicdo, I'y < T'y. Resta ver que I'y € M Ty M, ou, equivalentemente,
que dado v € 'y temos M~yM ! e T}.



Capitulo 4. O Invariante Modular j 56

(i) MyM ~! possui coeficientes inteiros: de fato, note que v € I'y implica que v =
laxo + N6, onde 0 = (¢ g) € M(2,7). Logo,

MyM™ = M(lgug + NO)M ™' = (M + MNS)M ™" = MM~ + MNM ™

b a b 1 d —b
— lyug + MNSM™ = 1, “ -det M - ag
2x2 ¥ 22+(C d> ¢ (5 d) detM(—c a)
b\ [a b d —b
c d d —c a

(i) det MyM~' = 1: De fato, como 7 € Ty, temos dety = 1. Logo,

™

det(MyM™") = det M det ydet M~ = det M det M~ = det(MM ') = det(1) = 1.

Dos itens (i) e (ii) segue o resultado. O

Corolario 5. Seja M € M(2,Z) com determinante nao-nulo. O subgrupo I'y n M~'T; M

possui indice finito em T'y.

Demonstracio. A demonstracao segue imediatamente dos dois tltimos lemas. O

4.5 Algebricidade dos Valores Especiais de j

Definigao 12. Seja 3 € $ um ponto CM. O niimero complexo j(3) é chamado de valor

especial’ de 7.

O principal teorema deste trabalho afirma que valores especiais de j sdo niimeros
algébricos. Sabemos que, se 3 € $ é um ponto CM, a Proposicao 10 garante a existéncia
de uma matriz M € M(2,Z) nao proporcional a identidade fixando 3. O ponto chave da
demonstracao deste teorema é a dependéncia algébrica das fungoes j(z) e j(Mz) sobre Q,
que fornecerd um polindémio R(X,Y) € Q[ X, Y]\{0} satisfazendo

R(j(Mz),j(z)) =0. (4.7)

Ao considerar a restrigdo deste polindmio & diagonal X = Y, obtemos polinémio R(X, X) €
Q[X] nao identicamente nulo satisfazendo a relagao (4.7). A conclusdo segue utilizando o

fato de que a matriz M fixa o ponto CM 3.

Proposigao 12. Para toda matriz M € M(2,7) com determinante nao nulo, existe um
polinomio R € Q[X,Y]\{0}, tal que R(j(M=z),j(z)) = 0.

1

Em inglés, estes valores sao conhecidos como singular moduli. A terminologia valor especial vem do
fato de que os pontos CM sdo pontos especiais do semiplano superior no contexto de variedades de
Shimura.
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Demonstracio. Seja M € M (2,7Z) uma matriz com determinante positivo. As fungoes j(z)
e j(Mz) sdo ambas funcdes modulares com respeito ao subgrupo I' := Ty n M ~'T\ M e,
pelo Corolario 5, sabemos que I” possui indice finito em I'y, digamos (I'; : I) = m. Entéo,
'y ="y, u...uTI"y,, para representantes v;, ...,V € I'1. A fim de facilitar a notacao,

considere:
FE) =i e (2) =) = (M),

para vy € ['1 e z € §, e defina o polinémio

P(X) = ﬁ (X - j"%(z)> - (X - j‘iﬂ(z)) . (X . j"%(z)> (4.8)

=1
=P+ P X+ ... +P, X" 4 X™

cujos coeficientes sao os polinomios simétricos elementares:

P(z)=(1" > ().

. . Yi Vi
1<ii<...<ig<m "1 fm

(2), parai=1,...,m.

Note que P é um polinémio monico, e portanto nao identicamente nulo, que anula j(Mz),
pois podemos supor 7y, = laoyxy € I'y, para algum k € I = {1,...,m}. Vamos provar que
P, € Q[y], para cada i € J = {0,...,m — 1}, ou seja, que cada coeficiente de P é um
polindémio em j com coeficientes racionais. Primeiramente, vejamos que P; € C[j] e, para
isto, é suficiente provar que cada coeficiente de P é uma funcao holomorfa em $ e modular
de peso 0, pois seguird da Proposi¢ao 9 (Observacao 9) que cada coeficiente de P é um

polindbmio em j. Mais precisamente, vamos provar os seguintes itens: para cada ¢ € J,

(i) P; é I'y - invariante,

(ii) P; é uma fungao meromorfa em $), inclusive no infinito.

Para o item (i), note que a agao de I'y em I'"\I'; pela direita via um elemento v € T’y
apenas permuta os representantes 7;, e portanto existe uma permutacao ¢ nos indices
I=A{1,---,m} tal que I,y = I",(;), para cada i € I. Assim, para cada ¢ € I, existe ;

dependendo de y para o qual 7,y = 7,7,(;). Sendo j' uma fun¢ao I'-invariante, temos

0 =000%) =Gl = (), pucadaielezes,

Agindo com v € I'y em P, segue que

R = (=g ) (Y =a ) = (X - fw) = (X - j'w) = PO,

uma vez que a permutacao nos indices apenas altera a ordem dos fatores (X — j" ), para
Vi

cada i € I. Logo, P% = P, , para todo i € J, o que prova a afirmagcao (i).
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Para o item (ii), como os coeficientes P; sdo somas de produtos das fungoes

j" , com 1 < k < i, basta provarmos, para um 4 € I fixo, que j| & holomorfa em $ e

Tk Vi

' (2) = j'(7i2) = j(M~;z), podemos ver j/ como a
] i

composicao de 7 com as aplicagoes z — Mz e z — 7,2, que sao holomorfas em §), visto que

meromorfa no infinito. De fato, como j

det M, det~; > 0. Logo j" é holomorfa em $). Também, considere M’ = M~;, que possui
i

determinante positivo, pois dety; = 1 e det M > 0. Pela Proposicao 11, existem matrizes

6; €Ty e N; € My com det M’ = det M, digamos N; = (§ Zz’,), tais que M’ = §;N;.

Como j é I'y - invariante, obtemos que

J;(Z) = j'(1iz) = j(M~iz) = j(M'2) = j(6;Niz) = j(Niz).

Pelo Lema 8, j(V;z) é meromorfa no infinito e, portanto, concluimos o item (ii).

Por fim, vejamos que os coeficientes de P sao racionais. De fato, pelo Lema &,

!/

podemos substituir a g-expansao de j| (z) = j(/N;z) na expressao de P:

Yi

m m ® a;n
P = [T (x-4,0) = [T (- 3 ).

! L ]
e notar que o termo geral no produto é um elemento do anel Z[(y, ][ X][¢~ Y%, ¢*/%] das
séries de Laurent em ¢"/% com coeficientes em Z[C4,]- Aplicar uma conjugacao galoisiana
Ca; = G4, em que r € (Z/d;ZL)* — o conjunto dos elementos inversiveis em Z/d;Z — apenas
altera a poténcia b; de (4, por b;r, a qual acaba percorrendo novamente o mesmo conjunto
de possiveis poténcias (Z/d;Z)*, que é um grupo finito. Isto significa que aplicar qualquer
Q-automorfismo em P vai apenas permutar a ordem dos produtos (X — 9/ >, de modo

Yi
que os valores dos coeficientes de P permanecem inalterados. Portanto, os coeficientes da

expansao de Laurent de P sao racionais. A conclusao segue da Observacao 9, pois, como
cada coeficiente de P é uma funcao modular de peso 0 e holomorfa em H com coeficientes
da série de Laurent racionais, temos que cada coeficiente de P é um polindomio em j com

coeficientes racionais, ou seja, P; € Q[j], para todo i € J.

Em suma, encontramos polindmio P em uma varidvel X que anula j(Mz) e
cujos coeficientes P; € Q[7] sdo polindmios em j com coeficientes racionais. Digamos que
P, = Q;i(j), em que Q;(Y) € Q[Y] é um polinémio em uma varidvel Y com coeficientes

racionais, e defina
R(X,)Y)=Qo(Y)+Q:(Y)X + ...+ X™ e Q[X,Y]\{0}.
Como P(j(Mz)) =0 e cada coeficiente de P é um polinémio em j, segue que
R(j(Mz),j(z)) =0,
concluindo a demonstracao. O]

Teorema 8. Seja 3 € $ um ponto CM. Entao, j(3) é um nimero algébrico.
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Demonstracio. Seja 3 € $ um ponto CM. Pela Proposigao 10, existe matriz M € M (2,7Z)
nao proporcional a identidade que fixa 3. O Lema 12 garante a existéncia de um polinomio
R e Q[X,Y]\{0} satisfazendo R(j(Mz),j(z)) = 0. Podemos considerar a restricio de R a
diagonal X =Y, visto que possiveis poténcias de X —Y dividindo R podem ser removidas
sem afetar a validade da relagao R(j(Mz),7(2)) =0, ja que j(Mz) nao é identicamente
igual a j(z), e isto garante que R(X, X) nao é identicamente nulo. Desta forma, obtemos
polindémio R[X, X] e Q[X]\{0} satisfazendo

R(j(M3),5(3)) = R(5(3),3(3)) =0,

pois M fixa o ponto CM 3. Portanto, o valor especial j(3) é um ntmero algébrico. O]

Observagao 12. Dado 3 € $ um ponto CM e dada uma correspondente matriz M € M(2,Z)
que fixa este ponto, provamos que o valor especial j(3) é um ntimero algébrico utilizando
a dependéncia algébrica das fungoes j(Mz) e j(z) para obter um polinémio moénico com
coeficientes racionais que admita o valor especial j(3) como raiz. No entanto, é possivel
escolher este polindmio de forma que ele possua coeficientes inteiros. Na realidade, a
proposicao a seguir nos fornece um resultado ainda mais preciso: este polindmio pode ser
escolhido de forma a possuir coeficientes inteiros e dependendo apenas do determinante da

matriz M.

Proposigao 13. Para cada m € N, existe um polinomio V,,,(X,Y) € Z| X, Y], simétrico a
menos de sinal e de grau o1(m) em ambas as entradas tal que V,,(j(Mz),j(z)) =0, para
toda matriz M € M(2,7) de determinante m.

Demonstragio. Seja M, o conjunto das matrizes em M (2,Z) de determinante m. Pela
Proposicao 11, o conjunto M}, é um sistema completo de representantes para o quociente
'\ M., e, portanto, podemos nos restringir a trabalhar com matrizes de M, ja que j é

I';-invariante. Considere o polinémio

P(X):= ] (X —j(Mz) =) P(2)X",
MeME, i
que é I'y-invariante, pois M,, é invariante sob a multiplicacao a esquerda e a direita por

matrizes de I'y, e é de grau o1(m) = Z d, pois
dlm

IDO\Mp| = M| = D d=oi(m).
ad=m
Pelo Lema 8, temos que j(Mz) é uma fungdo holomorfa em ) e meromorfa no infinito,
para toda matriz M € M . Logo, os coeficientes P; deste polindmio sao fungoes holomorfas

em $) e meromorfas no infinito, de onde segue que sao fun¢des modular de peso 0. Pela
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Observacao 9, cada coeficiente P; é um polindmio em j, digamos P, = Q;(j). Para
Y) = ZQi(Y)Xi, temos que

U (X,5(2) = D Qi) X = [ (X —j(Mz)).
i MeME,
Queremos mostrar que V,,(X,Y) € Z[X,Y]. Como V¥, (X,Y) = ZQi(Y)Xi, basta

mostrarmos que cada @); € Z[Y']. Agora, sabemos que cada Q;(j(z)) = P;(z) é uma fungao
modular de peso 0, e portanto admite expansao de Fourier. Como o Lema 8 nos fornece

e podemos expandir o polinémio

(%))

a g-expansao de j(Mz), para toda matriz M € M}
U,.(X,j(z)) na forma

(X ) = [ (X (M=) ﬁ(

m?

MeME, ad=m b=0
d—1
_ 1_[ 1_[ (X Cncbn an/d) onde gd _ 627rz/d
ad=m b=0 n=-—1

segue que os coeficiente de Fourier de P; sdo racionais (pela mesma argumentagao apresen-
tada na demonstragao da Proposi¢ao 12). Mais ainda, eles sdo inteiros, pois os coeficientes
de U,,(X,j(z)) sdo inteiros algébricos, j& que sdo combinagoes dos coeficientes ¢, de
J (que sdo inteiros) e das raizes da unidade (; (que sdo inteiros algébricos), e Z é um
subanel de C (pelo Lema 12). O Lema 14 nos diz que inteiros algébricos racionais sao
simplesmente nimeros inteiros, e concluimos. Em suma, temos que cada Q;(j(2)) = Pi(z)
possui coeficientes da expansao de Fourier inteiros. Pela Observagao 10, segue entao que
os coeficientes de ; como um polindémio em j sdo inteiros, isto é Q;(Y') € Z[Y']. Portanto,

U,.(X,Y) e Z[X,Y]. Para finalizar a demonstragao, basta notar que

U (i(Mz),j(2)) = H (j(Mz)—j(M=z)) =0, para toda matriz M € M} |

MeME,
e que a simetria de ¥,,(X,Y) a menos de sinal segue do fato de que 2’ = Mz para
M = (2%) é equivalente a z = M'2’, para M’ = ( 4 ). O

Observagao 13. V,,,(X,Y) é chamado de polinomio modular.

Ezemplo 3 (Polindmio Modular para o caso m = 2). Observe que o sistema completo de

representantes para o quociente '\ M5y é o conjunto

b 1 1 1 2
M;:{(“ );a,b,dez,ad=2,0<b<d}={( 0)( )( 0)}
0 d 0 2 0 2 01

e, portanto, o polinébmio modular é dado por

wniE) = T oo - (x-i(3)) (x -0 (557) ) e s,

MeM¥
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Desenvolvendo o produto, escrevemos o polindmio na forma X® — A(2) X2+ B(2)X — C(2),

onde

J( >+ '(ZH)H(?Z)
G (55) +s (s (557 00
() <z+1> 22)

NN N W

Vamos escrever os termos j(Mz), com M € My, em fungao de j(z), j4 que a Proposicao

13 nos garante que os coeficientes do polinémio modular sao polinémios em j. Lembrando

que a g-expansao de j(Mz) é dada por

x a b
Mz cnClqT | em que M
(Mz) nzZ_l d 0 d
temos, para 0 nosso caso,
> e}
. . on ™
i(5) = B adre

= ¢77 + T44 + 196884¢% + 21493760g + 864299970g>
+ 20245856256¢% + O(q?),

[ z4+1 = n
J( : )= PR

n=—1

— g%+ 744 — 19688447 + 21493760¢ — 8642999704
+ 2024585625642 + O(q?),

}: chOn 2n

n=—1

= ¢ 2 + 744 + 1968844 + O(q").
Além disso, serao uteis as seguintes identidades:

z) —co+O(q) = j(2) — 744 + O(q),

)
)

2)3 3coq 2 (303 + 3c1)q -1 (cg + 6cgcr + 3c2) + O(q)
(2)

—2c0q " — (2¢1 + ) + O(q) = j(2)* — 1488¢™" — 947304 + O(q),

(4.9)

(4.14)

Nas equagoes acima, utilizamos a notagdo O(q") para ocultar os termos com as poténcias



Capitulo 4. O Invariante Modular j 62

maiores ou iguais a n. Substituindo-as na expressao de A(z), obtemos:

A =i (5)+i (2‘2”) +(22)

— (7 +co+0(q?) + (—¢ 7 + o+ O(g2)) + (¢ 2 + co + O(q"))
=q 2+ 3co+0(q) = j(2)* — 2¢0(j(2) — co) — & — 2¢1 + 3¢y + o(1)

— j(2)? — 1488;(z) + 162000 + O(q?). (4.15)

Para o célculo de B(z), calculemos os produtos envolvidos separadamente:

i) ()

(¢72 + 744 + 196884q2 + O())(—q™* + T44 — 196884¢2 + O(q))

= —¢ ' + 159768 + O(q2),

7 (5)3(22) = (a7} + 744 + 196844¢? + 21493760q
+ 8642999970¢2 + 202458562564> + O(q?))
(% + 744 + O(q"h))
— ¢ + T44q72 + 196844q2 + 21493760¢ " + 8624999702 +
20245856256 + T44q™2 + T44.744 + O(q?)

1

— % + T44g7% + 196844¢ 2 + 21493760¢ " + 864300714q 2
+ 20246409792 + O(q?),

1 s ]
; <Z JQF > J(22) = (—qF + 744 — 196844¢% + 21493760 — 86420999704

+ 2024585625692 + O(q2))(q~2 + 744 + O(g"))
1

— —q 3+ T4dq 2 — 196844q 7 + 21493760¢ ! — 864300714¢ 2
+ 20246409792 + O(q2).

1
Somando j (g) j(22) e j (z - >j(2,z), obtemos

|
j (g) j(22) + j <Z ;r ) j(22) = 2(744¢2 + 21493760¢ " + 20246409792 + O(q))

= 1488¢ 2 + 42987520¢ " + 40492819584 + O(q).
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Portanto,

56 =i (3) (5) +i(3)iea i (F5) ies
= (—¢ " + 159768 + O(q2)) + (1488¢2 + 429875204 " + 40492819584 + O(q))
— 1488¢ 2 + 42987519¢ " + 40492979352 + O(q2)
= 1488(jj(z)? — 1488¢~" — 947304 + O(q)) + 42987519¢ " + 40492979352 + O(q?)
— 1488 (2)? + 40773375¢* + 39083391000 + O(q?)
— 1488 (2)2 + 40773375(j(2) — 744 + O(q)) + 39083391000 + O(¢?)
— 1488 (2)? + 407733755 (2) + 8748000000 + O(q2). (4.16)

z

1 1
Por fim, para o calculo de C(z) = j (§>] (Z;L )j(2z), calculemos <§>] (z; )

até a segunda poténcia:

2N\ L (z+1 _1 1 3 5
]<2>J< 5 )=(q 2+ o+ g% + caq + c3q® + caq® + 52 + O(¢P))

(—q*% + Co — Clq% + C2q — C3q% + g’ — qu% + O(q3))
= g+ (G 21) + (2002 — 2¢3 — A
+ (20004 — 2105 — 2¢5 + ¢3)¢* + O(q°)

= —q ' + 159768 — 8509194516¢ + 151107477178368¢> + O(°).

Multiplicando por j(2z), obtemos

c-i(3)i ()i
= (—q7' + 159768 — 8509194516¢ + 151107477178368¢> + O(q?))

~2 4 744 + 19688442 + O(¢"))

= —q % +159768¢% — 8509195260¢ " + 151107596045760 + O(q)

= —(j(2)* — 2232¢% — 2251260q * — 1355202240 + O(q)) + 159768¢ >

— 8509195260¢ ! 4 151107596045760 + O(q)

= —j(2)® + 162000¢ 2 — 85069440004 " + 151108951248000 + O(q)

= —j(2)% + 162000(5(2)? — 1488¢~" — 947304 + O(q)) — 8506944000 * +
151108951248000 + O(q)

= —j(2)® + 1620007 (2)* — 8748000000 * + 150955488000000 + O(q)

= —j(2)® + 1620005 (2)* — 8748000000(j(z) — 744 + O(q))

+ 150955488000000 + O(q)

= —j(2)® + 1620005 (2)? — 87480000005 (2) + 157464000000000 + O(q).  (4.17)

(

L
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Escrevendo

A(2) — (j(2)? — 1488j(2) + 162000) = O(q?),
B(z) — (1488;(2)? + 40773375 (z) + 8748000000) = O(q?),
C(z) — (—j(2)® + 1620005 (z)* — 87480000007 (2) + 157464000000000) = O(q),

notamos que o lado esquerdo das igualdades acima sao fungoes modulares, visto que a
Proposicao 13 nos garante que os coeficientes de polinomio modular sao fun¢ées modulares,
e j(z) é uma fungdo modular. Mas o fato de que O(¢") — 0 quando z — +io0 para
valores positivos de n nos diz que as expressoes do lado esquerdo das igualdades sao
formas cuspidais de peso 0. Como dim Sy = 0, a tnica forma cuspidal de peso 0 é a func¢ao

constante igual a zero, e portanto

A(z) = j(2)* — 14885(2) + 162000,
B(z) = 1488;(2)* + 407733755 (2) + 8748000000,
C(z) = —j(2)* + 1620005 (2)* — 87480000004 (z) + 157464000000000.

Considerando Y = j(z), temos que o polinémio modular é dado por:

Uy(X,Y) = —X?Y? + X? 4+ 1488 X2Y + Y — 162000X > + 40773375 — 162000
+ 8748000000 + 8748000000Y — 157464000000000.

No Teorema 8 obtemos a algebricidade do valor especial j(3) encontrando o
polinémio P(X, X) € Q[X] satisfeito por j(3). Revisitando este resultado, agora sob a
perspectiva da Proposi¢do 13, poderiamos restringir o polinémio W,,(X,Y’) a diagonal
X =Y e obter dessa vez um polindbmio com coeficientes inteiros satisfeito por j(3). No
entanto, para concluirmos que os valores especiais da funcao j sdo inteiros algébricos,
precisamos da garantia de que a restricao desse polindomio a diagonal X = Y continua

sendo um polindémio moénico. A proposi¢ao a seguir nos assegura deste fato.

Proposicao 14. Se m ndo é um quadrado perfeito, o polinomio V,,(X, X) é, a menos de

sinal, um polinémio ménico de grau o (m) := 2 max(d, m/d).
dlm

Demonstracao. Primeiramente, observe que a condicao de m nao ser um quadrado perfeito
nos garante que ¥,, nao é identicamente nulo, pois, caso contrario, ¥,,(X,Y’) conteria

algum fator (X —Y’), de modo que a restrigao do polinomio ¥,,(X,Y’) a diagonal X =Y

seria identicamente nula. Agora, restingindo

v, x50 - TT 11 <X‘j (QZ;Z)))

ad=m b=0
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b
a diagonal X = j(z) e ja considerando as g-expansoes de j(z) e j (az;— ), obtemos:
» . d—1 - az + b d—1 0 0 , ’
walite i) = TTTT (i3 (7)) = TTIT( X e 3 ot
ad=m b=0 ad=m b=0 \n=-1 n=—1
d—1
= [T ]! +co+01) = (Gla "+ co+ O(1))
ad=m b=0
d—1
= [T ]]" = e +0o).
ad=m b=0
d—1
Utilizando a identidade 1_[ (x — CSy) = 2 — %, segue que
b=0
d—1
(@' +00) =Gl ) =g =g+ O(1).
b=0

Logo,

Un(i(2),0(2) = || (¢ —q*+0(1)).

ad=m

A expressao nos parénteses é uma série de Laurent de ordem negativa, dependendo dos
valores de a e d. Mais especificamente, a ordem dessa série é max{d,a} = max{d, m/d}.
Dessa forma, o coeficiente lider dessa série sera +1, a depender dos valores de a e d.
Por outro lado, sabemos que o polinémio ¥,,(X,Y) é mdnico, e assim sua restrigao a
diagonal X = j(z) vai possuir coeficiente lider 1, ou seja, é monico a menos de sinal. Por

fim, a ordem de V,,(j(2),j(z)) é 2 max{d, m/d} = o (m). Tomando z — +i00, temos
dlm
O(1) — 0 e, portanto,

Un((2),3(2) = [] (@ =q*+0(1) ~ £q7 ™.

ad=m

Corolario 6. Os wvalores especiais da func¢ao j sdo inteiros algébricos.

Demonstracio. Seja 3 € $ um ponto CM. Entao, existe alguma matriz em M,, que

fixa j. Seja M* a matriz em M correspondente. A proposigdo 13 nos fornece o po-

linomio V¥,,(X,j(z)) € Z[X,Y], e a proposi¢io 14 garante que sua restricio a diago-

nal X = j(z) é ainda um polindmio ménico com coeficientes inteiros W,,(j(2),j(z)) =
1_[ (7(2) — j(Mz)). Avaliando em j(3),

MeMF,

Vn(i(),5(6) = (GG6) —i(M*3) [ (i(z) —i(M2))

M#M*eMPE,
= () ;j(a)) M#];[em (4(2) = j(Mz)) = 0.

Portanto, o valor especial j(3) é um inteiro algébrico. O]
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Revisitando o exemplo 3 sob a perspectiva da Proposicao 14, restringimos o
polindémio Wy (X,Y') a diagonal X =Y e obtemos

Ty (X, X) = —X* + 2978 X3 + 40449375X % + 17496000000X — 157464000000000
—(X —8000)(X + 3375)*(X — 1728). (4.18)

Logo,
U2(j(2),(2)) = =(j(2) — 8000)(j(2) + 3375)*(j(2) — 1728).

Naturalmente, os zeros do polinémio modular Wy(j(z),j(2)) sdo valores especiais de j.
[sso significa que cada nimero complexo 3 € $) que é fixo por uma matriz de My tem j5(3)
como raiz de Wy. Por exemplo, os niimeros complexos 7, (1 + V7 )/2e iv/2 sdo pontos CM

fixos, respectivamente, pelas seguintes matrizes:

)06

Logo, j(i), 7((1 + 1v/7)/2) e j(iv/2) sdo raizes de Wy(j(2),7(2)), e portanto o valor de j
nestes pontos CM pertence ao conjunto {8000, —3375,1728}. Para distinguir as raizes,
podemos calcular numéricamente alguns termos das g-expansoes de j (i), j((1 + 1/7)/2) e

§(in/2) para concluir que

(i) = 1728 ,

j(1+iﬁ

5 > =-3375 e j(iv/2) = 8000.

Em resumo, obter polinémios modulares ¥,, nos fornece os valores especiais de j. Para

ilustrar, se 3p ¢ o ponto CM da forma

1
—/'D ,se D é par
3D = )
5(1 + VD), se D é impar
em que D é um discriminante negativo, isto ¢, um numero inteiro negativo congruente a 0

ou 1 médulo 4, temos a seguinte Tabela para os valores especiais j(3p):

Observagao 14. Se 3p € $H é um ponto CM, dizemos que D ¢ o discriminante de 3p se é o
discriminante do polindmio minimal satisfeito por 3. Neste caso, D é um inteiro negativo

congruente a 0 ou 1 modulo 4, ja que 3p é um ponto quadratico imaginario em ).
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Tabela 2 — Valores especiais de j em func¢ao do discriminante D.

j(3p)

0

1728

—3375

8000

—32768

54000

- 191025 + 85995+/5
2

287496

—884736

Fonte: [3, p. 71]
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5 Valores Especiais de 7 e Discriminantes de

Formas Quadraticas Binarias

O resultado fundamental do Capitulo 4 afirma que valores especiais de j sao
inteiros algébricos. Naturalmente, o préoximo passo ¢ estudar o grau destes valores, e,
para isto, veremos que este grau esta intrinsicamente relacionado com o discriminante dos
valores especiais. Provaremos que, se 3,3’ € $) sdo pontos CM com mesmo discriminante,
entdo os conjuntos de determinantes de matrizes em M (2,7Z) que fixam os valores especiais
j(3) e 7(3") coincidem. Entao, veremos que se 3p € $ é um ponto C'M de discriminante D,
o valor especial j(3p) é um inteiro algébrico de grau h(D), ou seja, o nimero de classes
de D, que definiremos neste capitulo no contexto de discriminantes de formas quadraticas
bindrias. O caso h(D) = 1 serd tratado mais especificamente na Secao 5.1.1, j& que neste
caso os valores especiais serdo inteiros (inteiros algébricos de grau 1), e também por se
tratar de um caso especial de um problema classico na matemaética, o problema do nimero
de classes de Gauss. De modo geral, este capitulo é dedicado a classificacao dos valores
especiais de acordo com seu grau e o discriminante do ponto CM associado, bem como
descrever mais precisamente o processo de calcular os valores especiais de j discutido na
Secao 4.5.

5.1 Discriminantes e a Finitude do Nimero de Classes
Considere as formas quadraticas binarias da forma:
Q(z,y) = Az® + By + Cy* := [A, B, (], (5.1)
onde A,B,CeZe D = B?—-4AC < 0.

Lema 11. A forma quadrdtica Q(x,y) € definida, isto €, Q(x,y) # 0 para todo (z,y) #
(0,0) € R? .

Demonstragio. Suponha que exista (z,y) # (0,0) tal que Q(z,y) = 0. Sem perda de

generalidade, assuma y # 0 (o caso z # 0 se trata analogamente). Dividindo por y a

2
A(x) +B<x>+0:0,
y y

mostrando que z/y é raiz real de um polinémio quadratico cujo discriminante D é negativo,

equagao (5.1), obtemos

gerando uma contradicao. O]
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Pelo lema provado acima, como as formas quadraticas Q(x,y) sdo definidas,
segue que elas possuem sinal fixo, isto é: o sinal de Q(z,y) é sempre positivo, ou sempre
negativo, para todo (z,y) € R?. Convencionamos que seja positivo, ou, equivalentemente,
basta supor A > 0. Além disso, vamos assumir que a forma quadratica Q(z,y) = Ax® +
By + Cy? seja primitiva, isto é, que mdc(A, B, C) = 1. Fica entdo definido o conjunto

das formas quadraticas que trabalharemos:
Qp = {Q(z,y) = Az® + Bay + Cy? : A> 0,mdc(A,B,C) =1 e D = B> — 4AC < 0}.
(5.2)
Proposigao 15. Sey = (2Y%) el e Q € Qp, a aplicagio:
Qp xI'1 = Qp

(@) = Qon,

definida por (Q o v)(x,y) = Qax + by, cx + dy) configura uma agdo de grupo d direta de
'y em Qp.

Demonstragdo. Sejam v = (25),7 = (9%) € 'l e Q € Qp quaisquer. Veja que a
aplicacao estd bem definida, pois

(Qov)(z,y) = Qax + by, cx + dy) = Aax + by)? + B(ax + by)(cx + dy) + Clex + dy)*
= (Aad® + Bac + Cc*) 2* + (24ab + B(ad + bc) + 2Ccd) 2y

i B
+ (Ab® + Bbd + Cd*) y*
c

= A2® + Bxy + Cy? € Qp.

Além disso, como (Qolaxe)(x,y) = Q(lz+0y,0x+1y) = Q(z,y) e (Qoy)oy = Qo(yoy'),
segue o resultado. O

Observagio 15. Podemos enxergar uma forma quadratica Q(z,y) = Ax®* + Bry + Cy® na

forma matricial:
A BJ2 x
,y) = Az® + Bay + Cy? = - X'MX. 5.3
Q(r,y) = Ax ry + Cy (sc y) (B/2 C) (y) (5.3)
M X

Neste caso, se v = (2¢8) e I', a acdo de v em @ pode ser entendida matricialmente:

@2l =@ o = s ) 1, ) (477

() (o ()6 ()

= X' MyX = (vX)'M(vX). (5.4)
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Nesse sentido, para entender a acao de I'y em Qp em determinados casos é conveniente

utilizar a notacao matricial descrita acima, como veremos mais adiante.

Definicao 13. O nimero de classes de equivaléncia da acdo de I'; em Qp, para um

determinante fixo D, é chamado de nidmero de classes de D, e denotado por h(D).

Agora, a ideia é mostrar que, fixado um discriminante D, h(D) é finito. Para

isso, considere a aplicacdo Qp — $ que associa a cada forma quadratica ) € Qp a tnica

_ -B++D
Qo = 24

de Q(3,1) = 0 no semi-plano superior § (pois A >0 e v/D = +i4/|D]|). O Lema a seguir

mostra a relacao da aplicacao definida acima com a acao de I'y em Qp.

ralz

Lema 12. Para toda forma quadrdtica QQ € Qp e v € 'y vale:
3Qoy = ’)/_13Q. (55)

Demonstragio. Por defini¢do, 3go., € o unico zero de (Q o v)(z,1) em §. Portanto, é

suficiente mostrar que temos (Q o 7)(y 30, 1) = 0. Observe que, se " = (% %), entdo
a'so + 0
1 (30 . a v 3Q . ale + b _ 1 76';’@—1— T
7 1 d d 1 C/3Q +d 30 + d’ Ql
—_—
s(v1iQ)

B 1 v 50
_5(71’3@( 1 ) (5.6)

Entao, pelas equagoes (5.4) e (5.6), segue que

(QoN(r 30,1) = (” ”) V' My (’“5@)

~.30) <3>7 Y My <Z’f>
3Q
() ()

75Q2Q3Q7 - []

73@

Sabemos que fl ¢ dominio fundamental estrito para a agdo de I'; no semiplano
superior $). O Lema anterior mostra que cada classe de equivaléncia de T'1\Qp possui

unico representante () no conjunto

Qred {[ABC]EQD —A<B§A<COUO<B<A:C} (57)
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para o qual 3¢ € fl Um elemento deste conjunto é chamado de forma quadrdtica reduzida

de discriminante D.

Proposicao 16. Q7 ¢ um conjunto finito.
Demonstragio. Note que dado Q = [A, B,C] € Q%¢, temos que C > A > |B|. Uma vez
que D < 0, segue que

D]

|D| = |B* —4AC| = —(B? —4AC) = 4AC — B* > 4AA - A> =3A*> = A< =

D|

Agora, uma vez que A > |B|, o nimero «/’3 é uma cota superior para ambos A e B.
B*—-D

Sendo C' = EYVER vemos que C' é limitado também. Como A, B, C' sao inteiros limitados
red

superiormente, segue que Q5 é um conjunto finito. ]

Observamos que a cota superior 4/|D|/3 dada na demonstragao da proposigao
anterior é extremamente util para calcular (D), como faremos no exemplo numérico a

seguir:

FExemplo 4. Para ilustrar a construcao feita na demonstracao da Proposicao 16 considere

D = —47 e seja [A, B, C] € Q¢ qualquer. Conforme observado anteriormente,

D 4
|B|<A<\/u=«/—7<4.
3 3

Em resumo, A, B, C sao inteiros tais que

B% + 47

Bl <A<4 =
| B| <4eC I

Com a restri¢ao feita, basta analisarmos os possiveis seguintes casos:

1. Se A = 3, entdo |B| < 3. Se B = +1, entao

B2 447 1447 48
44 12 12
e, neste caso, [A, B,C] = [3,£1,4]. Por outro lado, se B =0, B = +2 ou B = £3,
temos respectivamente C' = 47/12, C' = 51/12 ou C' = 56/12, 0s quais nao sao inteiros.

C 4e?

Portanto, as unicas possibilidades para o caso A = 3 sao [A4, B,C| = [3, +1,4].

2. Se A =2, entdo |B| < 2. Se B = +1, entao

B +47 1447 48
44 8 8
e, neste caso, [A, B,C] = [2,£1,6]. Por outro lado, se B = 0 ou B = +2, temos

respectivamente C' = 47/8 e C' = 51/8 que nao sdo inteiros. Portanto, as tnicas
possibilidades para o caso A = 2 sao [A, B,C| = [2, +1,6].

C

6ecZ
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3.Se A=1,entao B=1ou B =0.8e B=1,

B2+47 1447 48
— - -2 _12¢7Z
== 4 1 ©

Neste caso [A, B,C| = [1,1,12]. Agora se B = 0, entao C' = 47/4 ¢ 7Z, e este caso

nao ocorre.

Portanto, Q"¢ = {[1,1,12],[2, £1,6],[3, £1,4]} e consequentemente h(—47) = 5.

5.1.1 O Problema do Nimero de Classe de Gauss

O Problema do Numero de Classe de Gauss se trata de exibir para cada inteiro
n = 1 uma lista completa de corpos quadraticos imaginarios Q(\/ﬁ), onde D é um nimero
inteiro negativo que possui ntimero de classe h(D) = n. Originalmente, Carl Friedrich
Gauss conjecturou em 1801 que h(D) — oo conforme D — —oo. Essa conjectura foi
provada por Heilbronn(1934) e Siegel(1936).

Para o caso do niimero de classe 1, temos o Teorema de Baker-Heegner-Stark,
que estabelece uma lista completa de corpos quadraticos imaginarios @(\/5) para os quais
h(D) = 1, ou seja, todos os corpos quadraticos imaginarios para os quais o correspondente
anel dos inteiros é um dominio de fatoracao tnica. Os nimeros desta lista sdo chamados
de numeros de Heegner e, neste sentido, determina-los é um caso particular do problema
do niimero de classe de Gauss. Esta terminologia é devida a Heegner, que essencialmente
provou o resultado em 1952, apesar de sua demonstragao nao ter sido aceita devido a
algumas falhas. Em 1971, Baker e Stark fornerceram uma demontracao apresentando
a lista completa de discriminantes D tais que h(D) = 1. Os ntimeros de Heegner séo,
precisamente:

—3,—4,-7,-8,—11,—-19,—-43, —67 ¢ — 163.

Embora a demonstracao deste resultado envolva muitos conceitos da teoria de formas
modulares, ela foge do escopo deste trabalho e, por isto, nao sera feita. Nesta secao, vamos
verificar que esses niimeros possuem nimero de classe igual a 1 utilizando a construcao

dada na demonstracao da proposi¢ao 16.

No contexto dos valores especiais de j, veremos que se 3 € ¢ um ponto CM
de discriminante D, entdo o valor especial j(3) é um inteiro algébrico de grau h(D). O
Teorema de Baker-Heegner-Stark nos garante que j(3) é um niimero inteiro, para todo
ponto CM 3 € $ de discriminante igual a algum dos ntiimeros de Heegner, pois serda um

inteiro algébrico de grau 1.

e D=-3
Sabemos que se [A, B,C] € Q", entdo |B| < A < 4/|D|/3 = 1. Uma vez que A > 0,
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a unica possibilidade seria A = 1. Agora, B = 0 ou B = 1. O primeiro caso nao
ocorre, pois terfamos C' = —D/4A = 3/4 ¢ 7. Para o segundo caso,
_ B*—-D 4

C— 4A :Z:]_EZ,

e temos Q" = {[1,1,1]}. Portanto, h(—3) = 1.

e« D=-4
Se [A, B,C] € 2, segue que |B| < A < 4/| —4|/3 < 2. Como 0 < A < 2, devemos
ter necessariamente A = 1. Uma vez que |B| < A =1, temos que B =1 ou B = 0.

Veja que este primeiro caso nao ocorre, pois teriamos

B2-D 1+4

C=—m A

)

— ¢ 7.

1 ¢
Portanto, B = 0 e C = —D/4A = 1. Dessa forma, Q" = {[1,0,1]} e h(—4) = 1.

o« D=-7
Tomando [A, B,C] € Q%, temos |B| < A < +/|D|/3 = 4/7/3 < 2. Sendo A > 0,
temos A = 1. Agora, se B =0, entdao C' = —D/4A = 7/4 ¢ Z, e portanto este caso

nio ocorre. Se B = 1, entdo C = (B> — D)/4A = (1 + 7)/4 = 2 € Z. Portanto,
Qd — ([1,1,2]} e h(—7) = 1.

« D=-8
Se [A, B,C] € Q™¢, temos |B| < A < +/| — 8|/3 < 3. Temos dois casos a considerar:

— Se A =1, entdo |B| < A implica B=1ou B =0. Dai, se B=1

B2-D
¢= 4A

9
—¢7
1#Z,

e, portanto, este caso nao ocorre. Se B = 0, entao

B>-D 8
VR ik

C

e temos [1,0,2] € Q™.

— Se A =2, entdo |B| < A implica B =1, B =2 ou B = 0. Similarmente, vemos
que o primeiro caso nao ocorre, pois terfamos C' = 9/8 ¢ Z. Para o segundo
caso, terfamos C' = 12/8 ¢ Z. Por fim, para o terceiro caso, terfamos

B B*-D 8

_ _°_1ez
C=—a ~3~l¢%

e logo [2,0,1] € Qr_eg. No entanto, as formas quadraticas reduzidas devem

respeitar C' > A, e consequentemente este caso nao ocorre.

Portanto, Q"¢ = {[1,0,2]} e h(—8) = 1.
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e D=-11
Tomando [A, B,C] € Q™Y,, temos |B| < A < +/|D|/3 = 4/11/3 < 2. Sendo A > 0,
temos A = 1. Agora, se B =0 entdo C' = —D/4A = 11/4 ¢ Z, e portanto este caso
nio ocorre. Se B = 1, entdo C' = (B? — D)/4A = (1 + 11)/4 = 3 € Z. Portanto,
Q< = {[1,1,3]} e h(—11) = 1.

« D=-19
Tomando [A, B, C] € Q"% temos |B| < A < +/|D|/3 = 4/19/3 < 3. Sendo A > 0,
temos A =1ou A =2.

— Se A =1, entao |B| < A implica B=0ou B = 1. Dai, se B =0

B2-D 19
4A 7¢Z

e, portanto, este caso nao ocorre. Se B = 1, entao

B2—-D 1+19
C = A -1 =5He,

C =

e temos [1,1,5] € Q™%.
— Se A =2, entao |B| < A implica B =0, B =1 ou B = 2. Similarmente, vemos

que o primeiro caso nao ocorre, pois terfamos C' = 19/8 ¢ Z. Para o segundo

caso, terfamos C' = 20/8 ¢ Z. Por fim, o terceiro caso também nao ocorre, pois

B?-D 4419 23
— = —_= —-— Z.
¢ 4A 8 8 #

Portanto, Q"% = {[1,1,5]} e h(—19) = 1

« D=—43
Tomando [A, B, C] € Q™% temos |B| < A < A/|D|/3 = 1/43/3 < 4. Sendo A > 0,
temos A=1, A=2o0u A =3.

— Se A =1, entdo |B| < A implica B =0 ou B = 1. Dai, se B =0,

B2 - D 43
4A 7¢Z

e, portanto, este caso ndo ocorre. Se B = 1, entao

B>—-D 1+43
C = A - 1 =11¢€ Z,

C =

e temos [1,1,11] € Q™
— Se A =2, entdo |B| < A implica B =0, B =1 ou B = 2. Similarmente, vemos
que o primeiro caso nao ocorre pois teriamos C' = 43/8 ¢ Z. Para o segundo

caso, terfamos C' = 44/8 ¢ 7Z. Por fim, o terceiro caso também nao ocorre, pois

B*-D 4+43
- ¢z
“="1a 8 ¢
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— Se A = 3, entao |B| < A implica B =0, B =1, B=2ou B = 3. Nenhum
destes casos ocorrem, pois terfamos, respectivamente, C' = 43/12 ¢ Z, C' = 44/
12, C' =47/12 ¢ C' = 52/12, e nenhum destes nimeros ¢ inteiro.

Portanto, Q"% = {[1,1,11]} e h(—19) = 1.

« D=—67
Tomando [A, B,C] € 9%, temos |B| < A < +/|D|/3 = 1/67/3 < 5. Sendo A > 0,
temos A=1, A=2 A=30uAd =4

— Se A = 1, entdo |B| < A implica B = 0 ou B = 1. Dai, se B = 0, temos
C' = 67/4 ¢ Z e, portanto, este caso nao ocorre. Se B = 1, entao

B2—D  1+67

C=— 1

=17€ Z,

e temos [1,1,17] € Q..

— Se A =2, entdo |B| < A implica B =0, B =1 ou B = 2. Similarmente, vemos
que o primeiro caso nao ocorre, pois terfamos C' = 67/8 ¢ Z. Para o segundo
caso, teriamos C' = 68/8 ¢ Z. Por fim, o terceiro caso também nao ocorre, pois
C = T71/8 ¢ Z. Logo, A ndo pode ser 2.

— Se A = 3, entdo |B| < A implica B =0, B=1, B=2ou B = 3. Nenhum
destes casos ocorrem, pois terfamos, respectivamente, C' = 67/12 ¢ Z, C' = 68/
12, C =71/12 e C = 76/12, e nenhum destes nimeros ¢ inteiro.

— Se A = 4, entdo |B| < Aimplica B=0,B=1,B=2 B=30uB =4.
Nenhum destes casos ocorrem, pois teriamos, respectivamente, C' = 67/16 ¢ Z,
C =68/16, C =T71/16, C = 76/16 e C' = 83/16, mas nenhum destes nimeros é

inteiro.
Portanto, Q"% = {[1,1,17]} e h(—67) = 1.

« D=-163
Tomando [A, B, C] € Q%%,, temos |B| < A < +/|D|/3 = \/163/3 < 8. Sendo A > 0,
temos A =1,2,3,4,5,6 ou 7.

— Se A = 1, entao |B| < A implica B = 0 ou B = 1. Dai, se B = 0, temos
C' = 163/4 ¢ Z e, portanto, este caso nao ocorre. Se B = 1, entao

B2-D 1+ 163

C=— 4

=41 € Z,

e temos [1,1,41] € Q™.
— Se A =2, entao |B| < A implica B =0, B =1 ou B = 2. Similarmente, vemos
que o primeiro caso nao ocorre, pois teriamos C' = 163/8 ¢ Z. Para o segundo

caso, terfamos C' = 164/8 ¢ Z. Por fim, o terceiro caso também nao ocorre, pois
C' = 167/8 ¢ Z. Logo, A nao pode ser 2.
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— Se A = 3, entao |B| < A implica B =0, B =1, B=2ou B = 3. Nenhum
destes casos ocorrem, pois teriamos, respectivamente, C' = 163/12, C' = 164/12,
C =167/12 e C' = 172/12, e nenhum destes nimeros ¢ inteiro.

— Se A =4, entdo |B| < Aimplica B=0,B =1, B=2 B=30uB =4.
Nenhum destes casos ocorrem, pois teriamos, respectivamente, C' = 163/16,
C = 164/16, C = 167/16, C = 172/16 ¢ C = 179/16, mas nenhum destes

numeros é inteiro.

— Se A =5,entdo |B| < Aimplica B=0,B=1,B=2 B=3 B=40ouB=5.
Nenhum destes casos ocorrem, pois teriamos, respectivamente, C' = 163/20,
C' = 164/20, C = 167/20, C = 172/20, C' = 179/20 e C' = 188/20, mas nenhum

destes numeros é inteiro.

— Se A = 6, entdo |B| < A implica B =0,B =1, B =2, B =3, B = 4,
B =5 ou B = 6. Nenhum destes casos ocorrem, pois teriamos, respectivamente,
C =163/24, C = 164/24, C = 167/24, C = 172/24, C = 179/24, C = 188/24 ¢

C' = 199/24, mas nenhum destes ntimeros ¢ inteiro.

— Se A=7 entdao |B| < Aimplica B=0,B=1,B=2 B=3 B=4, B=25,
B =6 ou B = 7. Nenhum destes casos ocorrem, pois teriamos, respectivamente,
C =163/28, C' = 164/28, C' = 167/28, C' = 172/28, C' = 179/28, C' = 188/28,
C' =199/28 e C' = 212/28, mas nenhum destes niimeros ¢ inteiro.

Portanto, Q"% = {[1,1,41]} e h(—163) = 1.

5.2 O Polinémio de Classes Hp

Na Secao 5.1, associamos a cada discriminante D < 0 o conjunto £ p das formas
quadraticas binarias positivas definidas de discriminante D, e a cada forma quadratica
() € Qp associamos o Gnico zero 3¢ de Q(z,1) = 0 no semiplano superior $). Denotando
por 3p < $ o subconjunto de ) dos pontos CM com discriminante D, fica bem definido o

mapa:

¢p:Qp —3p < H
Q — 3q

Este mapa é uma bijecao: de fato, a injetividade segue por definicao, ja que para toda forma
quadratica ) € Qp associamos um unico ponto 3¢ em 3p < §. Para a sobrejetividade,
basta observar que um ponto CM 3 € 3p de discriminante D satisfaz uma equacao
quadrética A3° + B3 + C = 0 de discriminante D, em que A > 0 e D < 0, pois 3 é um
ponto quadratico no semiplano superior. Considerando a forma quadratica Q(z,y) =

Az? + Bzy + Cy?, que podemos assumir ser primitiva (caso ndo for, basta dividi-la por
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mdc(A, B, C)), segue que 3 é o tnico zero de Q(z,1) = 0, e, portanto, ¢p(Q) = 3, como
queriamos. Mais ainda, ¢p é I'j-equivariante. De fato, recorde que I'; age em Qp via a

aplicagao

Qp xI't = Qp
(Q,7) = Qoxy

Entao, dados v € I'; e Q € Qp, temos, pelo Lema 12:

¢p(Q o) =300y =7 30 =7 ¥n(Q),
mostrando a I'1-equivaridncia da aplicacao ¢p.

O fato de que a aplicacdo ¢p: Qp — 3p < H é uma bijecao ['1-equivariante
nos permite dizer qual é a cardinalidade do quociente I'1\3p. Vimos na Segéo 5.1 que Qﬁd

é um sistema de representantes para I'1\Qp e possui cardinalidade h(D). Logo,
T\3p| = 1\Qn| = |95 = (D).

Em particular, podemos escolher um conjunto de representantes {3p}, <i<h(p) Para o
quociente I'1\3p, onde 3p;1 = 3p. Na realidade, estes pontos pertecem ao subconjunto
3p N .%1 do dominio fundamental estrito 3_\_1 para a acao de I'y em $), e as respectivas
formas quadraticas associadas aos zeros 3p; sao elementos de Qrgd. Neste contexo, dado

um discriminante D < 0, definimos o Polinémio de Classe Hp:

Hp(X) = H (X —40G) = H (X —37Gpa)) - (5.8)

3€'1\3p 1<i<h(D)

Vamos provar que o polinéomio de classes Hp possui coeficientes inteiros e
é irredutivel. Isto mostra que o ntimero j(3p) é algébrico de grau h(D) sobre Q, com
conjugados j(3p.), para 1 < i < h(D). Para tanto, vamos provar alguns resultados

auxiliares.

Sabemos que, se 3p € $H é um ponto CM de discriminante D, existe m € N e
uma matriz M € M(2,7Z) de determinante m tal que M3p = 3p. A Proposicao 13 garante
j(3p) é raiz do polindémio ¥,,(X, X) € Z[X]. Associamos a cada ponto CM 3p € § o

conjunto dos determinantes m = det M das matrizes M € M (2,7Z) que fixam 3p:
m(3p) = {meZ:m = det M, onde M € M(2,7) satisfaz M3p = 3p}.

Por exemplo, vamos calcular m(i). Seja M = (¢ %) e M(2,Z) fixando i. Entao,

ai +b
ci+d

<=>M=(a b).
-b a

Mi=1 < =] << al+b=di—c <= a=deb=—c
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Logo, det M = a® + b e, portanto, m(i) = {m € Z : m = a* + b*}.

O fato é que, se 3p é um ponto CM, o conjunto m(3p) depende apenas do

discriminante D, e nao do ponto 3p. Provaremos isto no seguinte lema.

Lema 13. Seja 3p um ponto CM de discriminante D. Entdo, o conjunto m(3p) depende

apenas de D. Mais precisamente,

1
~(t* —Du?):t,ueZ et= Du m0d2}.

mlon) = {5
Demonstragio. Seja m € m(3p) e M € M(2,7) a respectiva matriz de determinante m
que fixa 3p. Isso implica que podemos obter uma equagao quadratica satisfeita por 3p, a

saber:
a3p +0

63D+d

Por outro lado, 3p satisfaz seu polindmio minimal Az + Bz + C de discriminante D. Logo,

=3p = ch+(d—a)zp—b=0.

M -3p =3p =

o polinémio minimal de 3p divide o polindmio cz® + (d — a)z — b, isto é, existe u € Z tal
que (¢,d — a,—b) = u(A, B, C). Dessa forma, podemos reescrever a matriz M em funcao
dos coeficientes A, B e C"

1

—(t — Bu) —Cu

M=|2 ,onde t = trM = a+d. (5.9)

Au %(t + Bu)

De fato, veja que vale a igualdade dos coeficientes:

. ;(t—Bu)=;(a+d—(d;a>u) =a.

e —Cu=—(=b/u)u =bh.

o Au= (c/u)u=c

. ;(t+Bu)=;<a+d+(d;a>u) —

E, além disso, como D = B? — 4AC, temos

Py (ardp—((52) -4t
det M = 1 = 1

A reciproca deste fato também é verdadeira, isto é, se temos t, u € Z satisfazendo t* — Du? =

) = ad — bc.

4m, a expressao 5.9 nos fornece uma matriz M € M(2,7Z) de determinante m fixando 3p.
De fato, vejamos primeiramente que as entradas da matriz sdo inteiras. Imediatamente,
temos Au, —C'u € Z. Para as outras duas entradas, considere x =t — Bu e y =t + Bu.

Por um lado, a expressao

xy = (t — Bu)(t + Bu) = t* — B*u® = t* — (D + 4AC)u* = (t* — Du?) — 4ACu?
= 4m — 4ACU* = 4(m — ACu?)



Capitulo 5. Valores Especiais de j e Discriminantes de Formas Quadrdticas Bindrias 79

nos mostra que x é par ou y é par. Por outro lado, a expressao x — y = —2Bwu nos mostra
que = e y possuem a mesma paridade. Logo, = e y sdo pares, e portanto os coeficientes

—(t— Bu) e i(t + Bu) sao inteiros. Além disso, ja sabemos que M fixa 3p e, por fim,

2
t2 — Du?  4m
e . LY
det 1 1 m
Portanto,
1
m(3p) = {4(752 —Du?) :t,ueZet= Dumod 2} :

A igualdade entre esses conjuntos garante que o conjunto m(3p) depende apenas do

discriminante D. O

Observagao 16. Na realidade, o conjunto m(3p) é igual ao conjunto das normas de elementos

da ordem quadratica

t D
ODz{—F;\/»:t,ueZetEDumon}.

t+ux/5 3
2

De fato, se é um elemento qualquer de Op, entao

‘HZVE‘ _ (HZ@) (t_g*/b) = i(tQ_qu) e m(3p).

Corolario 7. Sejam 3,3 € $ pontos CM de um mesmo discriminante D. Entdao, m(3) =

m(3').

O Corolério acima nos mostra que pontos CM de mesmo discriminante D
possuem o mesmo conjunto de possiveis determinantes de matrizes que os fixam. Neste
sentido, podemos denotar m(D) para nos referir ao conjunto m(3p), em que 3p é qualquer

ponto CM de discriminante D.

Proposicao 17. O polinomio de classes Hp possui coeficientes inteiros e € irredutivel.
Em particular, o nimero j(3p) € algébrico de grau h(D) sobre Q, com conjugados j(3p.),
para 1 <i < h(D).

Demonstracio. A versdo da demonstracdo que apresentaremos aqui apenas indica os
principais passos da construgao deste resultado, conforme apresentado em [3], na pagina
72. A razdo para isto é que uma prova completa — como em [7], na pagina 286 — envolve
conceitos que fogem ao escopo deste trabalho, como, por exemplo, uma quantidade relevante
de pré-requisitos a respeito da aritmética de curvas elipticas com multiplicagdo complexa
e teoria de corpos de classes de aneis de inteiros quadraticos. Desta forma, omitiremos

detalhes mais especificos da demonstracao desta proposicao.
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A Proposigao 13 nos diz que j(3) é raiz da equagao modular ¥, (X, X) = 0,
para todo m que é o determinante de uma matriz M € M(2,7Z) fixando o ponto CM 3, ou
seja, a principio, j(3) é raiz de uma infinidade de polinémios V¥, (X, X). No entanto, note
que se a é uma raiz de W,,, entdo a é necessariamente igual a algum j(3), em que 3 é fixo
por uma matrix M € M(2,7Z) de determinante m. De fato, se a é uma raiz de W (X, X),

entdo o = j(3), para um tnico 3 no dominio fundamental F,. Dai,

U(i(3),56) = [[ 76)—i(Ms) =0 — IM e M, : j(3) = j(M3).
MeME,
Como j: I'1\$) — C é uma bijecdo, segue que existe v € I'; para o qual 3 = yM3. De toda

forma, yM ainda é uma matrix de determinante m fixando o ponto 3.

O ponto principal dessa demonstracao é que m depende apenas do discriminante
de 3, e ndo do ponto 3 em si, fato que provamos no Lema 13. Desta forma, como os pontos
{3p.}, para 1 < i < h(D), sdo todos pontos CM de discriminante D, sabemos que o0s
conjuntos m(3p,;) s@o iguais e, portanto, os valores especiais j(3p,;) sdo raizes comuns
de todos os polindmios ¥,,(X, X), em que m € m(D), isto é, o conjunto de normas de
elementos da ordem quadratica Op. Desta forma, a ideia para obter o polinémio Hp(X) é

considerar o mdc de finitos polinémios ¥, (X, X), para m € m(D).

Observamos que este argumento apenas mostra que Hp(X) tem coeficientes
racionais. A irredutibilidade deste polindémio é provada usualmente utilizando a aritmética
das correspondentes curvas elipticas com multiplicagdo complexa, no sentido de que a
condi¢ao de uma curva eliptica admitir multiplicacao complexa é puramente algébrica e é,
portanto, preservada por conjugacoes de Galois. Mas, conforme mencionamos inicialmente,
nossa énfase estd nos métodos aritméticos do polinémio Hp(X), e portanto omitiremos
estes detalhes. O]

A intuicao da demonstracgao da proposicao anterior nos mostra que os polindémios
Hp(X) sao fatores dos polindmios ¥, (X, X), para m € m(D). A férmula explicita que

descreve essa relacao é devida a Kronecker, e é dada por:

U, (X, X) =+ n Hp(X) /D) meNem #a? | para todo a € Z, (5.10)
D<0
onde rp(m) = |{(t,u) € Z* : t* — Du* = 4m}| = {A € Op : N(\) = m}|, e w(D) ¢ o nt-

mero de unidades na ordem quadratica Op.

Veja que o produto em 5.10 estd bem definido (¢ finito), pois se rp(m) for nao
nulo, como m nao é um quadrado, temos 4m = t* —u?D > | D|, ou seja, |D| < 4m implica
que rp(m) = 0, para todo |D| > 4m e, portanto, teremos um nimero finito de parcelas no
produto em 5.10. Observamos que a cota superior |D| < 4m é extremamente util para o

calculo dos polinémios modulares. Além disso, com respeito ao nimero de unidades na
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ordem quadratica Op, temos a seguinte caracterizacao:
6,se D=-3
w(D)=14,se D=—4 (5.11)
2 , caso contrario

Observagao 17. O caso mais simples para determinar os polindmios de classes Hp(X) é
quando o discriminante D < 0 possui nimero de classe h(D) = 1, ja que nestes casos

existe apenas um ponto 3p em 3p N j7-\"1 Nestes casos, Hp(X) é o monémio
Hp(X) =X —j(p)-

Na sec¢ao 5.1.1 vimos todos os valores de D < 0 com h(D) = 1, como, por exemplo:
—3,—4,—7,—8,—11 e —12. Podemos entao considerar a Tabela 2 e ja obter alguns polin6-
mios Hp(X):

H 3(X) =X —35=2X,

H 4 (X)=X —3.4=X—1728,
H +(X)=X—j3_7 =X + 3375,

H g(X) =X —3_5=X —8000,
H_1(X) =X —3_11 = X + 32768,

X) = X —3_12 = X — 54000.

FExemplo 5. Vamos obter os polindmios modulares Wy e W3 através da formula de Kronecker
dada em 5.10. Para Wy, temos |D| < 4m = 8. Entao, o conjunto de possiveis valores
para o discriminante D é {—3, —4, —7, —8}, j4 que estamos considerando os discriminantes
fundamentais negativos, isto €, inteiros negativos congruentes a 0 e 1 modulo 4. Calculemos
primeiramente os valores rp(m):

tiu) € Z°: t* + 3u® = 8| = 0,

e 7% t* + 4u? = 8}| = [{(£2, +1)
€ Z?: ¢ + Tu® = 8}| = [{(+1,+1)
tiu) e Z°: t* + 8u® = 8| = [{(0, £1)}| = 2.

Além disso, como w(—3) = 6,w(—4) =4 e w(—7) = w(—8) = 2, segue que
r_4(2) r_7(2) r_g(2)
B X) = 4 (a0 ) (#0077 ) (100075
= +H 4(X)H 7(X)’H s(X).
Note que, substituindo os valores de Hp(X) obtidos na Observagao 17, vemos que

U,(X, X) = —(X — 8000)(X + 3375)%(X — 1728),
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confirmando o valor obtido na equagao (4.18).

Agora, para U3, temos |D| < 4m = 12 e, portanto, o conjunto dos discriminantes

fundamentais possiveis é {—3, —4, —7, -8, —11, —12}. Logo,

r_3(3) = |{(t,u) € Z* : t* + 3u® = 12}| = |{(£3, +1), (0, £2)}| = 6,
r_a(3) = [{(t,u) € Z* : £ + 4’ = 12}| = 0,

r_z(3) = [{(t,u) € Z* : £ + Tu® = 12}| = 0,

r_s(3) = |{(t,u) € Z* : £* + 8u® = 12}| = |{(£2, +1)}| = 4,

ron(3) = [{(tu) € 22+ 7 + 110 = 12}| = |{(£1, £1)}| = 4,
ro12(3) = |[{(t,u) € 27 : £ + 12u* = 12}| = [{(0, +1)}| = 2.

Sabendo que w(—11) = w(—12) = 2, segue que

r—3(3) r_g(3) r_11(3) r_12(3)
U3(X, X) =+ | Hos(X) =D ) | Hog(X) =09 ) ( Hop(X) <0 ) ( Hopp(X) ©C1

= £H 3(X)H (X)*H_11(X)*H_12(X).

Substituindo os valores de Hp(X) vistos na Observacao 17, vemos que
Us(X, X) = —X (X —8000)*(X + 32768)*(X — 54000).

Este valor confirma o valor obtido em [7], na pagina 291.

5.3 Aplicacao: Teoria de Corpos de Classe Explicita para Corpos

Quadraticos Imaginarios

A Teoria de Corpos de Classe é um dos temas mais relevantes da Teoria
Algébrica dos Numeros. Essencialmente, ela se concentra em fornecer uma classificagao
completa de todas as extensdes abelianas de um dado corpo de niimeros K. Em particular,
ela mostra que as extensoes abelianas nao-ramificadas de K serao subcorpos de uma
extensao finita H/K, chamada de Corpo de Classe de Hilbert, em que o grau da extensao
do corpo de classe de Hilbert é o niimero de classe de K. Mais ainda, o Teorema da
Reciprocidade de Artin nos garante que o grupo de Galois Gal(H/K) é isomorfo ao grupo
de classes de ideais de O — estes resultados sdo tratados em maiores detalhes no Apéndice
Al

Em geral, a Teoria de Corpos de Classe nao fornece um metodo explicito para
construir as extensoes abelianas de um dado corpo de niimeros K. Na realidade, até o
momento sabemos que existem apenas dois casos em que é possivel fazer esta descri¢cao. O
primeiro caso ¢ para K = Q, em que temos o Teorema de Kronecker-Weber, que garante

que todas as extensoes abelianas de Q sao os corpos ciclotémicos Q((,), gerados por
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uma rafz da unidade ¢, = e*™/"

, n € N. O segundo caso é para os corpos quadraticos
imaginarios, isto é, para corpos da forma K = Q(\/ﬁ), em que D é um discriminante
negativo. Neste caso, os valores especiais de j desempenham um papel analogo as raizes
da unidade para o caso K = Q, no sentido de que as extensoes abelianas de Q(\/ﬁ) sa0
da forma K(j(3p)), em que 3p é um ponto CM de discriminante D. Mais precisamente,

temos o seguinte teorema:

Teorema 9. Seja K um corpo quadrdtico imagindrio com discriminante D e seja H
o correspondente corpo de classe de Hilbert. Entdo, os valores especiais j(3p.i), com

1 <i < h(D), sio conjugados sobre K e qualquer um destes valores gera a extensio H/K.

Este teorema é um resultado de muita relevancia para a Teoria Algébrica dos
Numeros, e para a matematica em geral. Deixamos indicado a referéncia [7], na qual a

Secao 11 do Capitulo 3 é inteiramente dedicada a provar este resultado.
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6 Fatoracao Prima de Valores Especiais de j

Uma propriedade excepcional dos valores especiais de j é a de que eles sao
numeros com muitos divisores — ou muitas poténcias de divisores. Pela Tabela 2 temos,

por exemplo:

§(-11) = —32768 = —2'°,
—884736 = —2"° - 3%

7(3-19)

Na realidade, estamos interessados em estudar a fatoracao prima da diferenca
entre dois valores especiais de j. Isto se deve ao fato de que a fung¢ao modular j possui as
mesmas propriedades, sejam elas analiticas ou aritméticas, da funcao j + C', para qualquer
constante C' € C, e fazer esta alteracao nao modifica o resultado da diferenca entre dois
valores especiais. Além disso, trabalhar com essa diferenca nao nos impede, por exemplo,
de obter a fatoragdo prima de um tnico valor especial, e isto porque dado qualquer ponto
CM 3, o fato de que j(3_3) = 0 garante que a diferenca j(3) — j(3_3) nos forneca a fatoragao
prima de j(3). No entanto, como em geral os valores especiais de j sdo inteiros algébricos
— e nao necessariamente inteiros — vamos estudar a norma da diferenca entre dois valores
especiais. Mais especificamente, dados discriminantes fundamentais, coprimos e negativos
Dy e Dy, anorma de j(3p,) —j(3p,) depende apenas do valor dos discriminantes associados

e é dada, por definicao’, pelo produto de todos os conjugados nos dominios fundamentais
['\3p, e ['1\3p,:
J(Dy, D)= ] [T GG —iG2)

31€T'1\3p; 32€'1\3D,

Este capitulo é focado em descrever a construgao e propriedades de J(Dy, Ds),
bem como apresentar um teorema que caracteriza completamente sua fatoracao prima,
proposto no artigo [1] de Gross e Zagier. Mais precisamente, este resultado permite calcular
J(D1, D9) utilizando uma fungao aritmética, ou seja, podemos obter a fatoracao prima
de valores especiais de j realizando operac¢des com ntmeros inteiros que podem ser feitas
algoritmicamente. Este ¢ um resultado interessantissimo, ja que, dentre varias razoes, se
trata de uma das raras ocasioes na matematica em que é possivel obter a fatoracao prima

de um numero inteiro de forma fechada.

Considere D; e D, dois discriminantes fundamentais, coprimos e negativos e
sejam j(31), j(32) valores especiais associados a D; e Ds, respectivamente. Conforme vimos
na demonstracao da Proposicao 17, o conjunto dos nimeros m € N que sao determinante

de matrizes em M (2,7Z) fixando um dado ponto CM depende apenas do discriminante

L Apéndice A.1, Definicao 17.
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associado a este ponto. Isto significa que a norma de j(31) — j(32) depende apenas dos
discriminantes D; e Ds. Por defini¢ao, a norma deste niimero algébrico é o produto de todos
os seus conjugados nos subconjuntos 3p, N 331 e 3p, N J?I, que sdo dominios fundamentais
para I'1\3p, e I'1\3p,, respectivamente. Desta forma, a norma da diferenca entre os valores
especiais 7(31) € j(32) é dada por:

JDuDo) = [ [ GG-iG)= 1] [T GGou)=iGo.))- (6.1)

51€'1\3p, 32€F1\3D2 1<i<h(D1) 1<j<h(D2)
Observagao 18. Sejam 3p,,3p, € $ pontos CM com discriminantes D; e Dy e suponha
que h(D;) = 1. Entao, [I'1\3p,| = h(D;) = 1 implica que 3; é o tinico representante no
dominio fundamental 3p, N Fi de I'1\3p,. Portanto, a norma de j(3p,) — j(3p,) fica dada

por

JDLDy) = | [l GG)—iG))= ] GGn)—iG2) = Hp,(n,).

51€'1\3p; 32€l'1\3p, 52€l'1\3p,

Note também que, se h(Ds) = 1, entdo

J(Dy, D2) = j(30,) = 7(30.)
é simplesmente a diferenga entre os valores especiais j(3p,) € j(3p,)-

Em [1], Gross e Zagier apresentaram o resultado seguinte, que caracteriza os

fatores primos de J(Dy, Dy) para o caso em que os discriminantes sdo coprimos.

Teorema 10. Sejam D, e Dy discriminantes fundamentais, negativos e coprimos e seja
D = Dy D,. Entdo, todos os fatores primos de J(Dy, Dy) sao limitados superiormente por
D/4. Mais precisamente, todo fator primo de J(Dy, Dy) divide (D — z*)/4, para algum
€ Z satisfazendo |z| < VD e 2 =D mod 4.

O Teorema 10 é uma versao qualitativa de um resultado ainda mais preciso,
que fornece uma férmula completa para a fatoragdo prima de J(D;, D). Para enunciar
este resultado, precisaremos definir duas fungoes, e(m) e F(m), que serdo construidas a

seguir.

Para cada n € Z positivo denote por div(n) o conjunto dos divisores de n.

Vamos definir a fungdo ¢ : div(n) — {—1, 1} pelas seguintes propriedades:

(i) e é completamente multiplicativa, isto é, para quaisquer divisores pi',. .., pt € div(n),
e(pit...pl)=¢e(p1)™...e(ps)™
(ii) Para todo primo p € div(n),

XDl(p> , S€ pJ[Dl
e(p) =
XD, (P) ,se pf Dy
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onde xp é a fungdao caracteristica médulo D de Dirichlet, dada por xp(p) = <),

D
em que (> denota o simbolo de Legendre, definido por:
p

0,sep|D
D
— ) =<1,se D éum residuo quadratico modulo p

—1, se D é um residuo nao-quadratico médulo p

Vejamos que € estd bem definida. De fato, como mdc(D;y, Ds) = 1 e p é primo, entao
pelo menos uma das condic¢oes p 1 Dy ou p Dy vale, e se ambas valem ao mesmo tempo,
entdo os valores xp, (p) € xXp,(p) coincidem, ji que neste caso Dy Dy seria congruente a um
quadrado nao-nulo médulo p, se p é impar, e congruente a um quadrado impar médulo 8 se
p = 2. Em todo caso, xp,(p)xp,(p) = 1. Isto mostra que, necessariamente, xp, = xp, = 1
ou Xp, = Xp, = —1. No entanto, para fins praticos, podemos reformular a defini¢ao de ¢

da seguinte forma:

Definicao 14. Sejam D,, D, discriminantes fundamentais, negativos e coprimos e seja

D
D = Dy D,. Para primos p com simbolo de Legendre () # —1, definimos:
p

D
) se mdc(p, Dp) =1

e(p) = 52 : (6.2)
— ] , se mdc(p, D) =1

. D
Para um nimero inteiro m = | | pit, com p; primos, a; inteiros positivos e ( # —1,
; Di
(2

para todo i, definimos € como a fun¢do completamente multiplicativa satisfazendo (6.2):
e(m) = [ [e(pi)™. (6.3)

Definicdo 15. Defnimos, para m € Z na forma (D — x%)/4, para algum € Z, a funcio:

F(m) = Hna(m/n) — H ns™)

nlm nn'=m
n,n' >0

Observagao 19. A principio, a fun¢ao F assume valores racionais, ja que e(n’) € {—1,1},
mas, na realidade, F' sempre assume valores inteiros. No artigo [1], consta a caracterizagao
explicita da fungao I’ dependendo do valor de m, onde, de forma geral, temos que F/(m) = 1
ou F(m) é sempre uma poténcia de um tinico nimero primo. Mais precisamente, se m é
um inteiro positivo na forma (D — 2?)/4, temos F(m) = 1, exceto no caso em que m pode

ser escrito na forma:

2a+1, 2a; 20,

m = p**ipih . p? b

qlljl...qs’
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emque g(p) =e(p1) =...=¢(p,) = —1lee(qs) = ... =¢(gs) = 1. Neste caso,

F(m) _ p(a+1)(b1+l)---(bs+l).
Em particular, se p é um divisor primo de F'(m), entdao p é o tnico primo dividindo m
com um expoente negativo e £(p) = —1.

Esta caracterizacao, apesar de ser um fato curioso sobre a funcao F', nao é
necessaria para a demonstracio, nem para efetuar calculos com a férmula completa para
J(Dy, Dy) e, por esta razao, omitiremos sua prova — que pode ser encontrada em [7], na

pagina 301.

Agora, podemos enunciar o resultado que fornece a férmula completa para
J(D1, Ds).

Teorema 11. Sejam Dy e Dy discriminantes fundamentais, negativos e coprimos e seja

D= D1D2. E’I’LtdO,

D — 22 ,
J(Dl,DQ)S/w(DI)w(DQ) = H F< 1 v ) = H ns™), (6.4)

22<D z,n,n'€Z
z2=D mod 4 n,n’>0
x2+4nn'=D

em que w(Dy) e w(Ds) denotam o nimero de unidades nas ordens quadrdticas Op, e Op,,

respectivamente.

O artigo [1] de Gross e Zagier fornece duas demonstragoes para este teorema:
uma algébrica e outra analitica. A demonstracao algébrica usa a teoria de reducao de
curvas elipticas, e é dada apenas para o caso em que os discriminantes sao primos. Ja
na demonstragao analitica, os autores se baseiam no calculo dos coeficientes de Fourier
das séries de Eisenstein no grupo modular de Hilbert Q(\/E) na restricao a diagonal
HTHXN.

Observacao 20. Faremos uma série de observagoes a respeito do Teorema 11.

1. A férmula dada pelo Teorema 11 estd bem definida: de fato, o produto em (6.4) é
finito, visto que D = D;D, é dado e temos finitos ntimeros inteiros x,n,n’, com

n,n’ > 0, capazes de satisfazer x> 4+ 4nn’ = D. Além disso, a funcdo e(n’) esté

bem definida, ja que para todo primo p; dividindo

()

temos por definicao que

2. Podemos trocar e(n’) por —e(n). A expressio x> + 4nn’ = D nos mostra que

D —a? . e
€ 1 = —1, e como ¢ ¢é completamente multiplicativa, obtemos

D — a2 D — 22
22 4+4nn’ = D = nn = 4$ :g(n)g(n/):g( m):—l’
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mostrando que e(n’) = —e(n).

3. Para os casos em que Di, Dy # —3,—4, a férmula para J(D;, Ds) nao depende
do nimero de unidades nas respectivas formas quadraticas Op, e Op,, ja que a
poténcia 8/w(D;)w(Dy) em J(Dy, Do) serd igual a 2, uma vez que nestes casos temos

w(D1) = w(Dq) = 2. Desta forma, obtemos a seguinte expressao para J(Dy, Ds):

JDy D)= [] F <D;x2> - I »™. (6.5)

x2<D xz,n,n'eZ
22=D mod 4 n,n’'>0
x2+dnn'=D

A seguir, daremos dois exemplos aplicando o Teorema 11 para obter a fatoracao

prima de valores especiais de j.

Ezemplo 6. Considere Dy = —7 e Dy = —43. Estes discriminantes possuem ntmeros de
classe h(D;) = h(D3) = 1, conforme calculamos na Secao 5.1.1. Na Observacao 18, vimos
que no caso em que os discriminantes Dy e Dy possuem nimeros de classe igual a um,
J(D1, Ds) é simplesmente a diferenga entre os valores especiais j(3p,) € j(3p,). Entao,

pela férmula (6.5), obtemos
J(=7,-43)* = (j(5-7) — j(5-43))".
Agora, tendo em mente o Teorema 11, basta calcularmos o produto

I1 F(D;xQ).

x2<D
z?=D mod 4

Com efeito, vamos encontrar primeiramente os possiveis valores de z € Z. Como z? <
DDy = D = 301, temos |z| < 17. Além disso, apenas os valores impares de z satisfazem

a condicdo z° = D mod 4. Portanto,

GG =G = ] F<301—x) I F<301—x)

|z‘<17 1<z<17
x impar z impar

Logo,

G(3_7) — j(3-43) = £F(T5)F(73)F(69)F(63)F(55)F(45)F(33)F(19)F(3)
=+3-73-3%2.7-52.5-32.19-3
= +35.5%.7.19-73

Neste exemplo, omitimos o calculo explicito dos valores F'(m), pela quantidade
de valores a calcular ser extensa. A fim de ilustrar como é feita a aritmética desta funcao,
calculemos F'(33).

Hde 33/d) __ 16(33 38(11) . 11&‘(3) . 336(1) _ 38(11) . 116(3) . 33.
d|33
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e(11) = (If) ~1,

pois —7 é um residuo quadratico médulo 11. Similarmente,

Como 111 Dy = —7, temos

pois —7 é um residuo ndo-quadratico médulo 3. Portanto, F(33) = 3- 117" .33 = 32

Ezemplo 7. Mencionamos na introducao deste capitulo que o fato curioso de que j(3-3) = 0
nos permite calcular a fatoracdo prima de um unico valor especial de j(3). Utilizando a
formula fechada para a diferenca de dois valores especiais de j fornecida pelo Teorema 11,

isto se torna possivel. Para ilustrar, vamos obter a fatoracao prima de 3_-.

Considere D; = —7 e Dy = —3. Conforme calculamos na Secao 5.1.1, estamos
tratando de dois discriminantes de nimero de classe um. Logo, J(Dy, Ds) é simplesmente
a diferenca j(3_7) — j(3-3), ou seja, na realidade, J(D1, D3) = j(3-7). Por (5.11), sabemos
que w(Dy) = 2 e w(Dq) = 6. Logo, o Teorema 11 nos da:

N I E

x2<21
22=21 mod 4

Por um lado, a condicdo #* < 21 implica que |z| < 4. Por outro, a condicdo z* = 21

mod 4 s6 é satisfeita para os valores impares de z. Portanto,

I F<21;x2>: b F(214x2): I F(21;x2>2:(F<5)F(3))2'

r2<21 |w|<4 1<z<4
22=21 mod 4 r impar T Impar

Nosso problema se resume a calcular os valores F'(m). Obtemos:

F(5) _ nde(5/d) — 16(5) . 55(1) _ 57
d|5

F(3) = [d®D = 1. 350 = 3,
d|3

Portanto,
J3-1)"° = (FG)F(3))? = (3-5)* = j(3-1) = £3°-5°,

e de fato este valor se confirma: pela tabela 2, j(3_7) = —3 - 5° = —3375.

Conforme mencionamos, a principal contribuicdo do Teorema 11 é fornecer
uma forma algoritmica de calcular e obter a fatoracao prima de valores especiais de

Jj. A imagem a seguir apresenta uma tabela com o propdsito de auxiliar em céalculos
D — 2?

utilizando este teorema: para cada |x|, com = impar, estao representados os valores

2
eF(D x)
4
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Figura 5 — Relacoes para o Teorema 11
D-x? D—x? D—x? D—x? D-x? D-x?
&l a F(4 Il 4 F(4 Il 2 F(4)
1 2-3-5-7-13 1 35 2%.3.101 1 69 22.5.7.11 1
3 2%.11.31 1 37 2%.3.199 3 2357 1
5 23.3.227 3= 39 2.52.47 2 73 2.3.233 1
T 2350151 22 4 2-3.5-7-11 1 75 2%.331 N
9 2.5-27 1 43 23.3+.7 7 77 25.3.13 1
11 22.33.52 3? 45 24.139 139 79 2.3%.5.13 1
13 27.3.7 1 47 2.3*.11 2 81 2.5-109 1
15 2-7-191 1 49 2.3.5.-71 1 83 2¢.32.7 7
17 2-3-443 1 51 2%2.5.13 1 85 22.3.7.11 1
19 2*.3.5-11 1 53 2%.3.13% 3 87 2-419 Y
21 22.5.131 52 55 2-3-329 1 89 2.3.5° 1
23 2.3.433 1 57 2.7137 1 91 22.3.5.11 1
25 2.32.11-13 1 59 22.3.5.3 1 93 2.7 2
21 22.7%.13 13 61 23.3%2.5% 2 95 2-3.79 1
29 20.32.5.7 1 63 2.11-79 1 97 2.3.7 1
1 2.3.5.83 1 65 2.3*.31 1 99 2%.5.7 1
3 2.129 22 67 2°.3.67 1 101 22.32.5 5
103 2-3-13 1

Fonte: [1, p. 193]
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APENDICE A - Pré-requisitos de Teoria

Algébrica dos Nimeros

A.1 Inteiros Algébricos

Inteiros algébricos sdo solugoes de polindmios monicos com coeficientes em Z.
Nosso objetivo é estudar a fatoragao destes nimeros, que a principio é muito semelhante a
fatoragdo de ntimeros inteiros, mas que difere em um ponto fundamental: a unicidade da
fatoragao. Em geral, a fatoracao de um nimero depende do anel considerado. Estamos
particularmente interessados no anel dos inteiros Og de um corpo de niimeros K, na
possibilidade de obter a fatoracao de um elemento em produto de elementos irredutiveis
e na sua unicidade. Os resultados apresentados nesta secao do apéndice sao resultados

classicos da Teoria dos Nimeros e foram baseados na referéncia [10].

Definicao 16. Dizemos que um ntimero « € C é algébrico se é a raiz de um polindémio
-1
"+ a1 2" 4 -+ ax + ag

com coeficientes a; € Q, parai = 1,...,n—1. Denotamos o conjunto dos nimeros algébricos
por Q. Se os coeficientes a; forem inteiros, dizemos que « é um inteiro algébrico. Neste

caso, denotamos o conjunto dos inteiros algébricos por Z.

2mi/n

Exemplo 8. As raizes da unidade (, = e sao inteiros algébricos, para todo n € N, ja

que por defini¢ao satisfazem o polindémio 2" — 1 em Z[X].

Definicdo 17. Seja o € Q um ntmero algébrico. Definimos a norma de o como o produto

de todos os seus conjugados galoisianos:

Ne)= [] ola).

0€Gal(C/Q)

Definicao 18. Um corpo de nimeros K é um subcorpo de C de grau finito sobre Q.
Denotamos o grau de K sobre Q por [K : Q].

Teorema 12 (Estrutura e Propriedades dos Ntimeros Algébricos).

(i) Q é um subcorpo de C e Z é um subanel de Q.

(ii) Se a € C € raiz de um polindmio monico cujos coeficientes sao nimeros algébricos

(resp. inteiros algébricos), entdo a € um nimero algébrico (resp. inteiro algébrico).
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O Teorema anterior nos permite construir uma infinidade de ntimeros algébricos.
Por exemplo, sabemos que v2 e v/5 sdo inteiros algébricos. Entdo, qualquer combinacio
inteira destes dois nimeros serd um inteiro algébrico, como v/2 + 3v/5. Da mesma forma,
qualquer raiz de um poliné6mio moénico com coeficientes em Z[\/ﬁ, \/5] serd um inteiro
algébrico, como as rafzes do polinémio z° + (v/2)3z — 17V/5.

Lema 14. Se o € Q é um inteiro algébrico, entio o € Z. Equivalentemente, Z. N Q = Z.

Demonstracdo. A inclusao Z < 7Z n Q é imediata. Para a inclusdo contraria, suponha que

a=2"" mde(p,q) =1,
q
¢ um inteiro algébrico, raiz de
"+ ap 2" 4+ a1 + ag, a; € Zy,i=1,...,n—1.

Entao, )
(p)" + ap_1 (p)”— + (p) +ag = 0.

q q q
Multiplicando a equacao acima por ¢", obtemos

Pl a1 g+ apg™ Tt + agg” = 0.
Logo, ¢ | p". Como mdc(p, q) = 1, isso ocorre somente se ¢ = t1, ou seja, « € Z. ]
Definicao 19. Seja K um corpo de nimeros. O anel dos inteiros de K é definido por

Ok = {a € K : a é um inteiro algébrico} = K n Z.

Ezemplo 9. O Lema 14 nos diz que Og = Z.

A estrutura béasica do anel dos inteiros de um corpo de nimeros K é descrita

no teorema abaixo.

Teorema 13. Seja K um corpo de nimeros.

(i) Ok € um subanel de C, cujo corpo de fragoes é K.

(i) Ok € um Z-mddulo livre de posto [K : Q.

Historicamente, o fato de a fatoragao de polinémios e ntimeros inteiros em
fatores irredutiveis (primos) ser unica levou a intui¢do de que o mesmo deveria o ocorrer
com numeros no conjunto dos inteiros algébricos. No entanto, isto nao é verdade. Por

exemplo, o niimero 6 no anel Z[v/—6] nao possui fatoragao tnica, pois
6=2-3=(—v—-6) V6.

A razao disto tem origem na definicdo do que vem a ser um elemento ser primo ou

irredutivel.
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Definicao 20. Seja R um anel. Sejam a,b € R satisfazendo as condigoes:

(i) p=ab = a ou b é uma unidade,

(ii) plab = p|a ou pl|b.

Um elemento p € R ¢é dito irredutivel se satisfaz a condicao (i), e é dito primo se satisfaz a

condigao (ii).

Observacao 21. Todo elemento primo é irredutivel, mas a reciproca nao é, em geral,
verdadeira. Por exemplo, o elemento v/—6 ¢ irredutivel em Z[+/—6], mas ndo é primo, pois
4/ —6 divide 6 = 2 - 3, mas nao divide nem 2 e nem 3.

Em geral, estamos interessados em saber sob quais condigoes é possivel fatorar
um elemento do anel de inteiros Og de um corpo K em produto de irredutiveis — e

produto de primos — e quando essa maneira é tnica.

A principio, estudaremos o caso da fatoracao em irredutiveis. Para isso, vamos
trabalhar a nogao de anel noetheriano e veremos que a decomposi¢ao em fatores primos
é sempre possivel em um dominio noetheriano. O resultado segue concluindo que Ok é

noetheriano.

No entanto, essa decomposi¢ao nao é tnica em geral. A fim de descobrir em
quais casos a unicidade ocorre, veremos que toda decomposi¢ao em fatores primos é tnica.
Sendo assim, o problema se resume a entender em quais aneis de inteiros um elemento

irredutivel é primo.

Definicao 21. Seja D um dominio. Se, para todo x € D nao nulo que nao é uma unidade,
podemos escrever & = pips - - - Py, para p;, i € {1,---  n} irredutiveis em D, dizemos que a

fatoragao em irredutiveis é possivel em D.

Em geral, a fatoracao em irredutiveis nem sempre é possivel em um dominio
D. Por exemplo, Z nao admite: se o # 0 ndo é uma unidade, entdo 1/a também néo é.
Como a = y/ay/a e y/a é um inteiro algébrico, pois a 0 é, a nao é irredutivel. No entanto,
a fatoracao em irredutiveis é sempre possivel num dominio D noetheriano, embora nao

necessariamente tnica.

Definicao 22. Seja D um dominio. Dizemos que D é noetheriano se todo ideal em D é

finitamente gerado.

A proposicao a seguir descreve duas propriedades equivalentes a condigao

noetheriana.

Proposicao 18. Seja D um dominio. Sao equivalentes:
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(i) D é noetheriano.

(ii) D satisfaz a condi¢ao da cadeia ascendente: Toda cadeia ascendente de ideais de D
Ipclic---cl,c---
se estabiliza, isto €, existe N para o qual I, = Iy, para todon > N.
(iii) Todo conjunto ndo vazio de ideais em D tem um elemento maximal.

Teorema 14. Se D é um dominio noetheriano, entao a fatoragdo em irredutiveis é possivel
em D.

Teorema 15. Seja K um corpo de nimeros. O anel dos inteiros Ok € noetheriano.

Corolario 8. Se K ¢ um corpo de nimeros, a fatoracdo em irredutiveis é possivel no anel

dos inteiros O .

Embora a fatoracao em irredutiveis seja sempre possivel no anel dos inteiros de
um corpo de niimeros, ela ndo é, em geral, tnica. Por exemplo, se K = Q(+/—6), temos
Ok = Z[v/—6]. Mas 6 = 2.3 = (—/—6)+/—6 possui duas decomposicdes distintas em
fatores irredutiveis. Neste caso, vimos na Observacio 21, por exemplo, que v/—6 é um
irredutivel que nao é primo. A falha na unicidade estd relacionada com a existéncia de
elementos em irredutiveis em Ok que nao sao primos. Mais ainda, satisfazer essa condicao

é suficiente para garantir a unicidade da fatoracgao, como afirma o teorema seguinte.

Teorema 16. Seja D um dominio em que a fatoracao em irredutiveis seja possivel. A

fatoragao € unica se, e somente se, todo elemento irredutivel é primo.

Dizemos que um dominio D é um Dominio de Fatora¢io Unica (DFU) se a
fatoracao em irredutiveis é possivel e tnica. Evidentemente, isso ocorre se, e somente se,

todo elemento irredutivel em D é primo.

Corolario 9. Seja K um corpo de nimeros. O anel dos inteiros Ok é um DFU se, e

somente se, todo elemento irredutivel em Ok € primo.

A.2 Ideais de Ok e Ramificacao

Nesta segao caracterizaremos os ideais de Ok e introduziremos a ideia de
ramificagdo de um ideal, conceito fundamental para o estudo da teoria de corpos de classe.

Os resultados desta segdo e da se¢ao seguinte foram baseados na referéncia [7].

Teorema 17. Seja K um corpo de nimeros, e a um ideal nao-nulo de Og. Entao, o anel

quociente Ok /a € finito.
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Tendo em mente o teorema acima, podemos definir a norma de um ideal a de

Ok como a cardinalidade

N(a) = |Ok/al. (A1)

Em geral, vimos que os aneis O, onde K é um corpo de niimeros, nao sao
dominios de fatoragdo tnica. No entanto, estes aneis sdo dominios de Dedekind, isto é, sdo

aneis noetherianos satisfazendo as propriedades:

(i) Ok é integralmente fechado: se a € K ¢ raiz de um polinémio moénico definido em

Ok, entao a € Ok,

(ii) Todo ideal primo nao-nulo de Ok ¢ maximal.

Esta caracterizacao é extremamente relevante, pois todo dominio de Dedekind
admite fatoracao tnica em ideais primos. Em particular, para O, embora nao possamos
— em geral — obter fatoracdo tnica para seus elementos, sempre podemos decompor Ok
unicamente como produto de ideais primos. Ademais, sendo Ok dominios de Dedekind,
todo ideal primo p nao-nulo de Ok é maximal, e portanto o Teorema 17 nos garante que

Ok/p é um corpo finito, denominado corpo residual de p.

Dentre os ideais de Ok, estamos particularmente interessados nos ideais fracio-
ndrios, ou seja, ideais que podem ser escritos na forma aa, para algum a € K e algum

ideal a de Ok. Vale o seguinte resultado para ideais fracionéarios de Ok:
Proposigao 19. Seja K um corpo de nimeros e a um ideal fraciondrio de Ok. Entao,

(i) Existe ideal fraciondrio b de Ok tal que ab = K. Neste caso, denotamos b = a™"'.

(ii) a € escrito unicamente como o produto

T

e

a= Hpil7
i=1

em que r; € Z e p; sao ideais primos distintos de Ok, para todo v =1,--- 7.

Seja K corpo de ntimeros e [x o conjunto de todos os ideais fracionarios de
Ok. A proposicao acima garante que [x é fechado com respeito a multiplicagao e é um
grupo. Para o nosso caso, o subgrupo de maior relevancia de Ix é o subgrupo Pk dos
ideais fraciondrios principais, ou seja, o subgrupo dos ideais da forma aOg, para a € K

nao-nulo.

Definicao 23. Seja K um corpo de nimeros. O quociente

1
Cl(Ox) = P—f{

¢é chamado de Grupo de Classes de Ideais de Q.
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Um fato fundamental da Teoria Algébrica dos Numeros é que Cl(Ok) é um

grupo finito. A ordem desse grupo é chamada de numero de classes de Ok, e é denotada

por h(Ok).

Observagao 22. Seja K um corpo de nimeros. Entao, h(Of) = 1 se, e somente se, Ok
¢ um dominio de fatoragao unica. De fato, basta relembrar que dominios de Dedekind
admitem fatoragao unica em ideais primos, isto é, em dominios de Dedekind, dominios
de ideais principais (DIP) e dominios de fatoragao tnica (DFU) sdao equivalentes. O anel
Ok é um dominio de Dedekind, conforme mencionado anteriormente. Entao, o fato de
h(Ok) =1 <= Ok é um DIP garante que Ok é um DFU. Em certo sentido, o grupo de

classes é uma medida de quao longe o anel Ok esta de ser um DFU.

A seguir, estudaremos a ideia de Ramificacao. Considere K um corpo de ntimeros
e L uma extensao finita de K. Seja p um ideal primo de Ok e pOy, o correspondente ideal

em Op, com fatoracao prima dada por

pOL: ‘il...m;g’

onde ‘B; sao os ideais primos de O, contendo p, para ¢ = 1,--- , g. Os nimeros inteiros e;
sao chamados de indices de ramificacio de p em B;, com i = 1,..., g. Nesse contexto, cada
ideal primo B; contendo p fornece uma extensao de corpos residuais Ok /p < Or/PB;, cujo
grau f; é chamado de grau de inércia de p em P;. A relagdo entre os indices de ramificagao

e os graus inerciais é dada pelo seguinte resultado:

Proposicao 20. Sejam K < L corpos de nimeros e p ideal primo de Ok. Se e; e f; sao
0s indices de ramificacao e os graus inerciais, respectivamente, para i = 1,...,g entdo:
g

i=1
Definigao 24. Sejam K < L corpos de niimeros e p ideal primo de Of. Dizemos que p se

ramifica em L se qualquer um dos indices de ramificacao ¢ maior do que 1.

Pode ser provado que apenas um ntumero finito de ideais primos de O se
ramifica em L. Uma outra observacao a ser feita é a de que a definicdo dada acima pode

ser mais explicita quando a extensao K < L é galoisiana, devido ao seguinte resultado:

Proposicao 21. Sejam K < L extensdo galoisiana e p ideal primo de Ok . Entao,

(i) Se B, P’ sao ideais primos de Oy, contendo p, entdio existe o € Gal(L/K) tal que
a(P) =P

(1t) Os ideais primos By, --- , B, de O, contendo p possuem o mesmo indice de ramifi-

cagdo e mesmo grau inercial. Além disso,

g

Zeifi =efg=|[L: K]

i=1
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A defini¢do de ramificacdo para uma extensao K < L Galoisiana de corpos de
ntmeros pode ser reformulada da seguinte forma: se p é um ideal primo de Oy, dizemos
que p é ramificado em L se e > 1, e ndo ramificado em L se e = 1. Além disso, se p satisfaz

e = f =1, dizemos que p se decompoe completamente em L.

A.3 O Corpo de Classe de Hilbert

O Corpo de Classe de Hilbert de um corpo de nimeros K é definido em funcao
das extensoes abelianas nao ramificadas de K. Uma extensdao K < L é Abeliana quando é
uma extensao de Galois e o grupo de Galois Gal(L/K) é Abeliano. No entanto, precisamos
entender o que é uma extensao nao ramificada, e para isso devemos estudar a ramificacao

de ideais primos infinitos.

Os ideais primos de Ok sao chamados de primos finitos, e os o primos infinitos
sao determinados por mergulhos de um corpo de niimeros K em C. Um primo infinito
real ¢ um mergulho o : K — R, e um primo infinito complexo é um par de mergulhos
conjugados distintos 0,7 : K — C. Dada uma extensao K < L, dizemos que um primo
infinito o de K ramifica em L se o é real mas existe uma extensao de o em L que é

complexa.

Definigao 25. Seja K < L uma extensao de corpos. Dizemos que ela é uma extensao nao

ramificada se todos os primos, finitos ou infinitos, sdo nao ramificados.

Teorema 18. Seja K um corpo de numeros. Entdao, existe uma extensao de Galois K < L
tal que L € uma extensdo abeliana ndo ramificada de K e qualquer extensdo abeliana ndo

ramificada de K estd em L. Dizemos que L é o Corpo de Classe de Hilbert de K.

O principal resultado que veremos nessa se¢do ¢ o Teorema da Reciprocidade
de Artin, que relaciona o corpo de classe de Hilbert com o Grupo de Classes de Ideais de
Cl(Ok). Para chegar neste ponto, veremos algumas propriedades que ligam o corpo de
classe de Hilbert L de K a estrutura de ideal do anel dos inteiros Of. Mais especificamente,

comecamos definindo o simbolo de Artin.

Lema 15. Seja K < L uma extensao de Galois, e seja p um ideal primo de Ok nao
ramificado em L. Se P € um ideal primo de Or contendo p, entdo existe unico o € Gal(L/
K) tal que

N(

a(a) = a®) mod P, para todo a € O,

em que N(p) = |Ok/p| € a norma do ideal p.
O tnico K-automorfismo o garantido pelo Lema acima é chamado de simbolo

de Artin e denotado por ((L/K)/%). O simbolo de Artin satisfaz as seguintes proriedades

uteis:
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Corolario 10. Seja K < L uma extensao de Galois, e seja p um ideal primo de Ok nao

ramificado. Dado um ideal primo B de O contendo p, valem as sequintes afirmagoes:

()= (5

(ii) A ordem de ((L/K)/B) € o grau inercial f = fyp.

(i) Se o € Gal(L/K), entao

(7ii) p se decompoe em L se, e somente se, ((L/K)/B) = 1.

Um caso especial a ser considerado é quando K < L é uma extensao Abeliana.
Nesta situagdo, o simbolo de Artin ((L/K)/9) depende apenas do ideal primo p = P Ok.
De fato, seja P’ outro ideal primo contendo p. Entao, existe o € Gal(L/K) para o qual
B’ = o(*P). Do Coroldrio 10, item (i), segue que

() = (o) = (%)= (50) - (%)

haja vista que Gal(L/K) é Abeliano. Nesse sentido, sempre que a extensao K < L for

Abeliana, escreveremos o simbolo de Artin como ((L/K)/p). Indo além, um caso ainda
mais especial é quando a extensdao K < L Abeliana é nao ramificada, pois o simbolo de
Artin estard definido para todo ideal primo p de Og. De fato, considere Ix o conjunto

de todos ideais fracionarios de Og. Pela Proposicao 19, todo ideal fracionario a admite

T
T
a=][n
i=1

Entéao, podemos definir o simbolo de Artin ((L/K)/a) como o produto

() -1

que fornece um homomorfismo de grupos, chamado de mapa de Artin:
L/K
</> : Ik — Gal(L/K).

Este mapa é sobrejetor e seu niicleo é exatamente o subgrupo Py dos ideais fracionarios

fatoracao prima na forma

principais. Logo, o Teorema do Isomorfismo nos garante que

Cl(Ox) = JIDK ~ Gal(L/K).

Este é exatamente o enunciado do Teorema da Reciprocidade de Artin:
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Teorema 19 (Teorema da Reciprocidade de Artin). Seja L o corpo de classe de Hilbert

de um corpo de nimeros K. O mapa de Artin
L/K
(/) : Ik — Gal(L/K)

induz isomorfismo
ClOR) = 1 < Gai(L)K).
Pk
O Teorema da Reciprocidade de Artin fornece uma Teoria de Corpos de Classe
para extensoes Abelianas nao ramificadas, isto é, classifica extensdes Abelianas nao
ramificadas de K em termos de subgrupos do grupo de classes de ideais de Og. Mais

explicitamente, temos o seguinte corolario:

Corolario 11. Seja K um corpo de niumeros. FExiste uma correspondéncia biunivoca entre
as extensoes Abelianas nao ramificadas M de K e os subgrupos H do grupo de classes de
ideais Cl(Ok). Além disso, se uma extensio Abeliana nao ramificada K < M corresponde

ao subgrupo H de Cl(Ok), o mapa de Artin induz isomorfismo

Cl(Ok)

C ~ Gal(M/K).
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APENDICE B - Curvas Elipticas Complexas

B.1 Toro Complexo

Na Secao 2.1, vimos que um reticulado é um subconjunto discreto de C dado
por A = Zw; + Zws,, em que {wy,wy} é uma base de C como R-espago vetorial. Um toro
complexo é o quociente de C por um reticulado A:

i:z {z4+ A:z2€eC}.
Algebricamente, um toro complexo possui a estrutura de um grupo abeliano sob a soma,
herdada das propriedades de C como espaco vetorial. Topologicamente, um toro complexo é
paralelogramo gerado pelos elementos {wy,ws} em que seus lados opostos sdo identificados.
Mais especificamente, um toro complexo é uma superficie de Riemann, isto é, uma variedade
complexa conexa. A figura abaixo ilustra um toro complexo C/A gerado por {wy,ws} e

algumas vizinhancas:

Figura 6 — O Toro Complexo

Fonte: [5, p. 25]

A nocao de fungoes holomorfas faz sentido quando definidas para toros comple-

xo0s. De fato, mais geralmente temos o seguinte resultado para superficies de Riemann:
Proposicao 22. Sejam X e Y superficies de Riemann compactas. Se f : X — Y €

holomorfa, entio f(X) =Y ou f(X) é um conjunto unitdrio.

Demonstragio. Sendo f continua e X compacto e conexo, temos f(X) compacto e conexo.

Isto mostra que f(X) é fechado. O Teorema da Aplicagdo Aberta nos diz que f é constante
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ou é aberta. Se f for constante, entdo f(X) é unitdrio. Se f é aberta, entdo f(X) <Y é

aberto, fechado e conexo, ou seja, f(X) =Y.

Como caso particular da proposicao acima, segue que aplicagoes holomorfas

nao-constantes entre toros complexos sao sobrejetoras.

Proposigao 23. Seja p: C/A — C/A uma fung¢io holomorfa entre toros complezos.
Entao, existem m,be C, com mA < N, tais que (2 + A) = mz+ b+ N'. Além disso, ¢ é

invertivel se, e somente se, mA = \'.

Uma demonstracao para esta proposigao pode ser encontrada em [5], na pagina
26.

Corolario 12. Seja p: C/A — C/A' uma fungio holomorfa entre toros complezos, e sejam

m,be C com mA < A'. Sdo equivalentes:

(i) ¢ € um homomorfismo de grupos abelianos,
(i) be A" e, portanto, p(z + A) = mz + A,
(iii) (0) = 0.

Demonstra¢io. Vamos provar que (i) == (ii). Suponha ¢ homomorfismo de grupos.
Entao, para todo z + A € C/A, temos:

mz+b+ AN =pz+A)=p(z+A)+0+A)=p(z+A)+p0+A)
=(mz+b+A)+(m0O+b+A)=mz+2b+ A

A expressao acima implica que b+ A" = 0+A’, ou seja, b € A’. Portanto, (2 +A) = mz+A'.

A implicagao (i4) == (iii) é imediata. De fato, se b e A’, entdo
eO0+A)=m0+b+AN=0+b+A=0+A".
Por fim, vamos mostrar a implicagdo (i) = (7). Sejam z + A, w + A € C/A. Entéo,

o((z+AN)+(w+A)=p((z+w)+A)=m(z+w)+b+ AN =mz+b+mw+0+A
=mz+b+mw+p0)+AN =mz+b+mw+ (m0+b+A)+ A
=(mz+b+A)+ (mw+b+A)=9(z+A)+eow+A). O

Observagio 23. Sejam C/A e C/A’ toros complexos. O Coroldrio 12 nos mostra que existe
um homomorfismo de grupos holomorfo C/A — C/A’ se, e somente se, existe m € C
nao-nulo satisfazendo mA < A’. Além disso, para garantir que este homomorfismo seja um

isomorfismo, é necessario e suficiente impor que mA = A’
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Ezemplo 10. Vamos discutir um isomorfismo de particular interesse para este trabalho.
Na Secao 2.1, consideramos reticulados da forma Zw, @ Zw,, em que o par (wy,ws) é um
elemento de M = {(w,ws) € C*\{(0,0)} : Im (w1 /wy) > 0}. Observe que se (w,w,) € M,
entdo 7 = w /wy é naturalmente um elemento do semiplano superior ). Dessa forma, faz
sentido trabalharmos equivalentemente com reticulados da forma Zt @ Z — conforme
fizemos na Secao 4.2. Agora, sob a perspectiva do Corolario 12, se tomarmos A = Zw,®Zws,
em que (wy,wp) € M, e considerarmos A, = Z7 @ Z, vemos que o fato de a condigao

(1/we)A = A, ser satisfeita nos garante que o mapa

o C/A — C/A;
z

2+ A—p(z4+A)=—+A;

W2

¢ um isomorfismo. Isto mostra que todo toro complexo é isomorfo a um toro complexo cujo
reticulado é gerado por {7,1}, em que 7 € §). Evidentemente, este 7 ndo é inico. Embora
possa existir 7’ gerando o mesmo reticulado, sabemos pela Proposicao 3 que 7’ deve ser
um elemento congruente médulo I'; de 7, isto é, 7/ = y7, para algum v € I';. A moral é

que cada toro complexo determina um ponto no semiplano superior médulo I'y.

Definicao 26. Um homomorfismo holomorfo ndo-nulo entre toros complexos é chamado

de isogenia.

B.2 Curvas Elipticas

Nesta secao vamos descrever uma forma de enxergar toros complexos como
curvas ctibicas, chamadas de curvas elipticas '. Esta relacio é feita através de funcoes
meromorfas num toro complexo C/A, que sao naturalmente identificadas com fungoes

meromorfas A-peridédicas no plano complexo.

O exemplo fundamental de fungdo meromorfa em um toro complexo C/A é a

chamada func¢do @ de Weierstrass, definida por
1 ! 1 1
@(2’)2224—1;\((2_“})2—“}2), ZEC,Z¢A.

Esta soma converge uniformemente em compactos de C fora do reticulado A. No entanto,

nao é imediato ver que p é A-periddica. Mas sua derivada
gy =23
— )3
weA (Z ’lU)

é claramente A-periddica. Juntanto isto ao fato de que p é uma funcao par, pode-se

concluir enfim que p é A-periddica. Curiosamente, estes sao os tinicos exemplos de fungoes

1O nome curvas elipticas provém de uma relacio entre as curvas cibicas e o comprimento de arco de

uma elipse.
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meromorfas no toro complexo C/A essenciais, devido ao fato de que o corpo das fungoes
meromorfas em C/A é C(p, ¢'), ou seja, isto significa toda fun¢ao meromorfa em C/A
pode ser escrita como uma funcao racional em p e ¢'. A Proposicao a seguir descreve a,

expansao de Laurent da funcao p de Weierstrass em termos das séries de Eisenstein Gy.

Proposicao 24. Seja ¢ a funcdo de Weierstrass com respeito ao reticulado A. Entdo,

(i) A expansdio de Laurent de o é dada por

olz) = 5 + > 1+ DGoeal8)2"

n par

para todo z satisfazendo 0 < |z| < inf{|w| : w e A\{0}}.

(ii) p e ¢ satisfazem a relagio

(¢/(2))" = 4(p(2))” — g2(M)p(2) — gs(A),
onde go(A) = 60G4(A) e g3(A) = 140Gg(A).

(iii) Seja A = Zwy ® Zws e considere ws = wy + wy. Entao, a equagao cibica satisfeita

por o e g, y* =4’ — ga(A)x — g3(A), € dada por
y? = 4(x —e)(z — e2)(x — e3), e; = p(w;/2) para i =1,2,3.

Além disso, essa equacao € nao-singular, ou seja, todas suas raizes sao distintas.

Uma ideia para a demonstracao desta Proposi¢dao pode ser encontrada em [5],

na pagina 33.

Seja C/A um toro complexo. A Proposicao 24 nos mostra que a aplica¢ao
z— (p(2), ¢'(2)) leva pontos de C fora do reticulado A em pontos (z,y) de C* satisfazendo
a relacao y? = 42 — go(A)z — g3(A). Esta aplicacdo é uma bijecdo, ji que um valor z € C
fora do reticulado A é mapeado duas vezes em C/A via g, isto é, x = p(£z + A), e
os correspondentes valores y satisfazendo a equacao ciibica sao mapeados por ¢, y =
¢ (£z+A). Definindo o valor de pontos do reticulado A em um ponto no infinito conveniente,
garantimos que a aplica¢ao z — (p(z), '(z)) é uma bijecio. Em suma, para cada reticulado

em C, as fungoes de Weirstrass associadas, g e ', fornecem uma bijecao
{toros complexos} — {curvas elipticas}.

FExemplo 11. No Exemplo 2 do Capitulo 3 utilizamos a formula de valéncia para calcular
ord, F, e ord; Eg. Mais especificamente, vimos que, em §), E; — e portanto go = 60G4
— se anula apenas em w e Fg — e portanto g3 = 140G — se anula apenas em ¢. Em
particular, o toro complexo C/A; esta associado bijetivamente com a curva eliptica de
equacdo y° = 42° — g2(i)z, e o toro complexo C/A,, com a curva eliptica de equacio

y2 = 43 — g3(w).
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Conforme vimos, a cada toro complexo C/A podemos associar uma curva
eliptica via aplicagoes (g, ). A reciproca deste resultado também é verdadeira. Mais

precisamente, temos a seguinte proposicao:
Proposicao 25. Seja
y? = 42° — ayr — as, as — 27a; # 0
uma curva eliptica. Entdo, existe um reticulado A para o qual ay = g2(A) € az = g3(A).

Demonstragao. Daremos uma ideia geral da demonstracao. Primeiramente, vamos olhar
para os casos as = 0 e ag = 0. Nestes casos, as curvas elipticas em questao sao y* = 42> —ag
e y* = 42® — ayx, respectivamente. No Exemplo 11, vimos que os toros complexos C/
A, e C/A; estdo associados bijetivamente com as curvas elipticas y* = 42° — g3(w) e
y* = 4a® — go(i)x, respectivamente. Dessa forma, podemos provar que os reticulados A, e
A; cumprem as condigoes desejadas para os casos a; = 0 e az = 0, respectivamente. Agora,
para o caso ay # 0 e az # 0, como j: § — C é sobrejetora, podemos encontrar z € §) para

o qual

3
__ %
a3 — 27a3

Isso implica que devemos encontrar reticulado A satisfazendo

j(z) = 1728

95(2) @

93(z) — 27g3(z) a3 — 27a3

ou, equivalentemente,

g3(2)  g3(2)
Para qualquer wy € C nao-nulo, tome w; = zws e considere o reticulado A = Zw, @ Zws,.
Entdo, go(A) = wy*g2(2) e g3(A) = w; °g3(2). Escolha wy de modo a satisfazer a primeira
condicdo, isto é, w, '? = a3/gs(2). Entdo, a igualdade acima nos da w,® = +as/g3(2). Caso

necessario, podemos trocar wy por iwsy, e isto completa a prova. O]

As Proposigoes 24 e 25 nos mostram um fato extraordinario: os toros complexos,
que sao objetos analiticos (superficies de Riemann), estao intrinsecamente relacionados
com curvas elipticas, que sdo objetos algébricos (conjuntos solugoes de equagoes ciibicas).
Estes resultados justificam as situa¢des em que os termos curvas elipticas complexas e

toros complezos sao tratados como sinénimos.
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