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“God created the integers; all the rest is the work of Man”.
(Leopold Kronecker)



Resumo
Formas modulares são funções no semiplano superior complexo que se transformam de
uma forma especial sob a ação de um subgrupo discreto de SLp2,Rq. O objetivo desta
dissertação é estudar a teoria de formas modulares e suas interações com a teoria dos
números através das propriedades aritméticas de valores especiais da função j-invariante. O
principal resultado deste trabalho nos diz que estes valores especiais são inteiros algébricos.
Estes números possuem propriedades extraordinárias. Por exemplo, como aplicação à
teoria algébrica dos números, podemos obter uma teoria de corpos de classe explícita para
corpos quadráticos imaginários, isto é, os valores especiais de j descrevem as extensões
abelianas finitas dos corpos quadráticos imaginários. Por fim, estudaremos o artigo [1]
de Gross e Zagier, dedicado ao estudo da fatoração em primos da diferença entre dois
valores especiais de j, que continua servindo de base para uma série de avanços à teoria de
números e à geometria aritmética até os dias de hoje.

Palavras-chave: Formas Modulares; Singular Moduli; Teoria dos Números; Invariante
Modular; j-invariante.



Abstract
Modular forms are functions in the complex upper half-plane which transform in a special
way under the action of a discrete subgroup of SLp2,Rq. The aim of this work is to study the
theory of modular forms and its interactions with number theory through the arithmetic
properties of some special values of the j-invariant function. The main result of this work
tells us that the singular moduli are algebraic integers. These numbers have extraordinary
properties, that gives meaning to many concepts in different areas of mathematics. For
example, as an application to the algebraic number theory, we can obtain a explicit class
field theory for imaginary quadratic fields. At last, we will study the paper [1] of Gross
and Zagier, dedicated to the study of the prime factorization of the difference between
two singular moduli, that keep serving as a base to a series of advances to number theory
and to arithmetic geometry up to the present day.

Keywords: Modular Forms; Singular Moduli; Number Theory; Modular Invariant; j-
invariant;
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Introdução

As formas modulares são funções definidas no semiplano superior complexo
que satisfazem alguma condição de modularidade com respeito à ação de um subgrupo
discreto de SLp2,Rq, juntamente com uma condição de crescimento no infinito. A princípio,
estes são objetos da Análise Complexa e, embora tenham significado e aplicações em
diversas áreas da matemática, geralmente são mais estudados por sua conexão com a
Teoria dos Números. Neste trabalho, vamos estudar a interação entre estas áreas através
das propriedades aritméticas dos valores especiais da função invariante modular j.

Este trabalho está estruturado em duas partes, sendo a primeira sobre a Teoria
Básica de Formas Modulares, que compreende os capítulos 1 a 3, e a segunda sobre o
Invariante Modular j, que abrange os capítulos 4 a 6. As principais referências utilizadas
para a elaboração da primeira parte do trabalho foram [2], [3], [4], [5] e [6]. Para a segunda
parte do trabalho, as principais referências utilizadas foram [2], [4], [5], [1], [7] e [8].

Essencialmente, no capítulo 1 introduziremos os objetos básicos do ambiente em
que serão definidas as formas modulares. Consideraremos a ação de SLp2,Rq no semiplano
superior complexo H via transformações de Möbius, com principal interesse no subgrupo
Γ1 :“ SLp2,Zq, chamado de grupo modular completo, com respeito ao qual definiremos as
formas modulares, e caracterizaremos um domínio fundamental para o grupo modular
completo.

Iniciaremos o capítulo 2 estudando noções gerais de funções modulares com
respeito à Γ1 como um objeto com várias noções equivalentes. Entre elas, estamos particu-
larmente interessados em duas:

• Uma função f : H Ñ C que é Γ1-invariante, ou seja, uma função satisfazendo
fpγzq “ fpzq, para todo z P H e todo γ P Γ1;

• Uma função de reticulados em C, satisfazendo fpλΛq “ fpΛq, para todo reticulado
Λ e λ P C não nulo.

Veremos também uma forma explícita de relacionar essas duas noções. No entanto, para
obter propriedades aritméticas interessantes, as funções modulares como definidas não
são suficientes e precisaremos considerar uma classe mais geral de funções: as formas
modulares, que são funções f : H Ñ C holomorfas em H, inclusive no infinito, satisfazendo
a condição:

fpγzq “ pcz ` dq
kfpzq,
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para algum k P N e para toda matriz γ “ p a b
c d q P Γ1, z P H. Neste caso, diremos que

f é uma forma modular de peso k. Além disso, temos as formas cuspidais, que são
formas modulares cujo valor no infinito é zero. Ao decorrer do capítulo 2, descreveremos
o primeiro exemplo não-trivial de formas modulares, as chamadas séries de Eisenstein
de peso k, que são formas modulares de peso k, para todo k ą 2, e estudaremos suas
principais propriedades. Ao final do capítulo, mencionaremos brevemente o caso das séries
de Eisenstein de peso 2.

Para encerrar a primeira parte, veremos no capítulo 3 que o conjunto das
formas modulares de peso k é um C-espaço vetorial de dimensão finita, denotado por Mk.
O primeiro resultado fundamental que veremos afirma que Mk “ CGk ‘ Sk, isto é, toda
forma modular pode ser escrita unicamente como combinações de séries de Eisenstein
e formas cuspidais. Além disso, obteremos propriedades fundamentais no que concerne
à estrutura e dimensão dos espaços Mk, tais como: uma fórmula explícita para calcular
zeros e polos de funções modulares — chamada fórmula de valência —, uma fórmula
explícita para calcular a dimensão dos espaços Mk e uma base para Mk em função das
séries de Eisenstein (normalizadas) de pesos 4 e 6. Em particular, veremos que o espaço
das formas modulares Mk é unidimensional para k “ 0, 4, 6, 8 e 10, cujas bases são as
respectivas séries de Eisenstein (normalizadas) de peso k. Tendo em vista a caracterização
Mk “ CGk ‘ Sk, não podem existir formas cuspidais em Mk para estes valores de k. Neste
contexto, finalizamos apresentando o primeiro exemplo de forma cuspidal, que se dá em
M12, com a forma cuspidal discriminante ∆, que será amplamente estudada neste capítulo

— principalmente por ser um ingrediente fundamental na definição do invariante modular j.

A segunda parte deste trabalho se inicia no capítulo 4, com a definição e
principais propriedades do invariante modular j como a função em H que é o quociente de
duas formas modulares de peso 12:

j “
E3

4
∆ .

Essa terminologia é devida ao fato de que j é uma função modular de peso 0, por construção,
e portanto é, simplesmente, Γ1-invariante. No decorrer deste capítulo, estudaremos a noção
de multiplicação complexa no âmbito geral, para curvas elípticas. É neste ambiente que
iremos deduzir pontos com propriedades especiais, chamados de pontos CM , que são
pontos quadráticos imaginários no semiplano superior H. A propriedade fundamental
destes pontos é que os valores de j nestes pontos — chamados de valores especiais de
j — são inteiros algébricos, que é o principal resultado deste trabalho. O restante deste
capítulo trabalhará ferramentas para demonstrar este resultado.

Em seguida, no capítulo 5, seguiremos naturalmente para o estudo do grau
destes valores especiais, que está intrinsicamente relacionado com o discriminante dos
pontos CM correspondentes. Mais especificamente, veremos que para todo ponto CM
de discriminante D, o valor especial de j associado é um inteiro algébrico de grau hpDq,
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em que hpDq é o o número de classes de D no contexto de discriminantes de formas
quadráticas binárias. O caso hpDq “ 1 recebe um tratamento especial, já que neste caso os
valores especiais serão números inteiros, além de se tratar de um caso especial do problema
do número de classes de Gauss, um problema clássico na matemática.

Finalmente, o capítulo 6 é dedicado ao aspecto da fatoração prima dos valores
especiais de j, baseado no artigo [1] de Gross e Zagier. No trabalho em questão, veremos
que é possível obter a fatoração prima de valores especiais de j realizando operações
aritméticas que podem ser feitas algoritmicamente, o que é um resultado interessantíssimo,
principalmente por se tratar de uma das raras ocasiões na matemática em que é possível
obter a fatoração prima de um número inteiro de forma fechada.

Os apêndices discorrem brevemente sobre alguns aspectos básicos de Teoria
Algébrica dos Números e conceitos a respeito de curvas elípticas complexas, assuntos que
aparecem naturalmente no escopo deste trabalho.
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Parte I

Teoria Básica de Formas Modulares
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1 Ação do Grupo SLp2,Rq no Semiplano Su-
perior Complexo

Neste capítulo, introduziremos os objetos básicos do ambiente em que estudare-
mos as formas modulares: o grupo SLp2,Rq, sua ação no semiplano superior complexo via
transformações de Möbius, o grupo modular completo SLp2,Zq e seu domínio fundamental.

O subconjunto de C dos números complexos cuja parte imaginária é estritamente
positiva, denotado por H “ tz P C : Impzq ą 0u, é chamado de semiplano superior complexo.
O grupo linear especial SLp2,Rq é o grupo das matrizes 2 ˆ 2 com entradas reais e
determinante igual a 1, que age naturalmente em H via transformações de Möbius:

γ “

˜

a b

c d

¸

: H Ñ H, z ÞÑ γz “
az ` b

cz ` d
. (1.1)

Verifiquemos que essa aplicação de fato induz uma ação de grupo SLp2,Rq ˆ H Ñ H. Para
isso, será útil a seguinte propriedade:

Lema 1. Sejam γ “ p a b
c d q P SLp2,Rq e z P H. Então,

Impγzq “
Impzq

|cz ` d|2
.

Demonstração. Por definição,

γz “
az ` b

cz ` d
¨
cz ` d

cz ` d
“

paz ` bqpcz ` dq

|cz ` d|2
“

pa Repzq ` b ` ia Impzqqpc Repzq ` d ´ ic Impzqq

|cz ` d|2
.

Desenvolvendo apenas os termos que acompanham a unidade imaginária i na expressão
acima, obtemos

Impγzq “
Impzqpac Repzq ` ad ´ ac Repzq ´ bcq

|cz ` d|2
“

Impzqpad ´ bcq

|cz ` d|2
“

Impzq

|cz ` d|2
.

Proposição 1. As transformações de Möbius induzem uma ação do grupo SLp2,Rq em H.

Demonstração. A aplicação está bem definida, visto que dado z P H temos Impzq ą 0 e,
portanto, para qualquer γ “ p a b

c d q P SLp2,Rq, segue do Lema 1 que

Impγzq “
Impzq

|cz ` d|2
ą 0,
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ou seja, γz P H. Trivialmente, 12ˆ2 ¨ z “ z, para todo z P H. Resta verificarmos a
transitividade da ação. Para todo γ, δ P SLp2,Rq e z P H, temos γpδzq “ pγδqz. Sejam
γ “ p a b

c d q e δ “
`

a1 b1

c1 d1

˘

. Então,

γpδzq “ γ

ˆ

a1z ` b1

c1z ` d1

˙

“
a
`

a1z`b1

c1z`d1

˘

` b

c
`

a1z`b1

c1z`d1

˘

` d
“

paa1 ` bc1qz ` ab1 ` bd1

pca1 ` dc1qz ` cb1 ` dd1

“

˜

aa1 ` bc1 ab1 ` bd1

ca1 ` dc1 cv1 ` dd1

¸

z “

«˜

a b

c d

¸˜

a1 b1

c1 d1

¸ff

z “ pγδqz.

Observação 1. Dado γ P SLp2,Rq, as matrizes ˘γ agem de mesma forma em H, no sentido
de que o valor de γz e p´γqz coincidem, para todo z P H. Por tal motivo, eventualmente

será conveninente trabalhar com o grupo quociente PSLp2,Rq “
SLp2,Rq

t˘12ˆ2u
. Além disso,

vamos utilizar o mesmo símbolo para denotar a imagem de um elemento de SLp2,Rq em
PSLp2,Rq.

O estudo das formas modulares envolve a ação de um subgrupo discreto de
SLp2,Rq. A princípio, estamos interessados no subgrupo discreto Γ1 “ SLp2,Zq de SLp2,Rq,
chamado de grupo modular completo, e no respectivo grupo quociente PSLp2,Zq, chamado
de grupo modular. No entanto, mais posteriormente trabalharemos com outros subgrupos
discretos de SLp2,Rq, como os subgrupos de congruência.

1.1 Domínio Fundamental do Grupo Modular Completo
Nesta seção, caracterizaremos um Domínio Fundamental para a ação do grupo

modular completo Γ1 em H, isto é, um subconjunto aberto F Ă H com as propriedades
de que não existem dois pontos distintos em F que são equivalentes sob a ação de Γ1 e
todo ponto de H é Γ1-equivalente a algum ponto do fecho F de F . Para isso, considere os
elementos de Γ1

S “

˜

0 ´1
1 0

¸

e T “

˜

1 1
0 1

¸

,

que satisfazem, para todo z P H:

• S ¨ z “ ´1{z;

• T ¨ z “ z ` 1.

Teorema 1. O conjunto

F1 “ tz P H : |z| ą 1 e | Repzq| ă 1{2u

é um domínio fundamental para a ação de Γ1 em H.
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Figura 1 – O domínio fundamental para a ação de Γ1 em H

Fonte: [3, p. 6]

Demonstração. Seja z P H. O subconjunto tmz ` n : m, n P Zu Ă C é discreto, e portanto
admite um ponto cz`d diferente da origem com módulo mínimo. Observe que mdcpc, dq “ 1,
pois caso contrário seria possível dividir o ponto cz ` d e obter um outro ponto de módulo
ainda menor. Pela Identidade de Bézout, existem a, b P Z tais que ad ` bc “ 1. Podemos
assumir que γ1 “ p a b

c d q P Γ1. Pelo Lema 1, segue que

Impγ1zq “
Impzq

|cz ` d|2
.

Como cz ` d tem módulo mínimo, a expressão acima garante que Impγ1zq é um máximo
de tImpγzq : γ P Γ1u Ă R. Tome z˚

“ T nγ1z “ γ1z ` n, onde n é escolhido de forma que
| Repz˚

q| ď 1{2. Observe Impz˚
q “ Impzq, e portanto |z˚

| não pode ser estritamente menor
do que 1, pois caso contrário seguiria novamente do Lema 1 que

Imp´1{z˚
q “

Impz˚q

|z˚|2
ą Impz˚

q,

contradizendo a maximalidade de Impz˚
q em tImpγzq : γ P Γ1u. Portanto, z˚

P F1 e z é
Γ1-equivalente ao ponto z˚.

Agora, seja z1 P F1 e considere z2 “ γz1 P F1, com γ ‰ ˘12ˆ2 P Γ1, pontos
Γ1-equivalentes. Note que γ não pode ser escrito na forma T n, já que isso seria uma
contradição com a condição | Repz1q|, | Repz2q| ă 1{2. Logo, γ “ p a b

c d q P Γ1 com c ‰ 0.
Note que (por exemplo, pela figuras 6 e 2) temos Impzq ą

?
3{2, para todo z P F1. Portanto,
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pelo Lema 1 temos que a desigualdade
?

3
2 ă Impz2q “

Impz1q

|cz1 ` d|2
ď

Impz1q

c2 Impz1q
ă

2
c2

?
3

é apenas satisfeita se c “ ˘1. Sem perda de generalidade, podemos supor que Impz1q ď

Impz2q. No entanto, | ˘ z1 ` d| ą |z1| ą 1 fornece uma contradição com o Lema 1.

Observação 2. Os pontos no bordo de F1 são Γ1-equivalentes. De fato, os pontos nas linhas
Repzq “ ˘1{2 são Γ1-equivalentes pela ação T : z ÞÑ z ` 1, enquanto que os pontos nas
metades laterais do arco |z| “ 1 são Γ1-equivalentes pela ação S : z ÞÑ ´1{z. Na realidade,
essas são as únicas equivalências possíveis para pontos no bordo de F1. Por essa razão,
definimos ĂF1 como o conjunto dos pontos de F1 adicionado aos pontos do bordo com parte
real não positiva, chamado de semifecho de F1. Então, todo ponto de H é Γ1-equivalente a
um único ponto de ĂF1. Frequentemente, ĂF1 é referido como Domínio Fundamental Estrito
para ação de Γ1 em H.

Figura 2 – Domínio fundamental estrito e alguns transladados de F1

Fonte: [3, p. 6]

Corolário 1. Γ1 é gerado por S e T .

Demonstração. Segue do Teorema 1 que F1 e seus transladados γF1 cobrem H de forma dis-
junta, com possível sobreposição no bordo. Os transladados vizinhos de F1 são T ´1F1, SF1

e TF1 (Figura 2). Logo, qualquer transladado γF1 pode ser levado em algum desses
conjuntos vizinhos via uma aplicação por elementos da forma γSγ´1 ou γT ˘1γ´1. Em
particular, se γ P Γ1 que descreve a passagem do domínio fundamental F1 para algum
transladado γF1 pode ser escrito como um produto de matrizes envolvendo S e T , então
todos os elementos de Γ1 que descrevem a passagem de F1 para qualquer um dos vizinhos
de γF1 também podem ser escritos em função de S e T . Indutivamente, podemos ver que
isto é válido para todo γ P Γ1.



21

2 Formas Modulares

O nome grupo modular tem relação com o fato de que os pontos do espaço
quociente Γ1zH são moduli — parâmetros — para as classes de isomorfismo de curvas
elípticas sobre C1. Como veremos mais adiante, para cada ponto z P H podemos associar
ao reticulado Λz “ Z.z `Z.1 Ă C o espaço quociente Ez “ C{Λz, que é uma curva elíptica,
ou seja: é uma superfície de Riemann compacta. Reciprocamente, toda curva elíptica sobre
C pode ser obtida dessa forma, embora não unicamente. Mais especificamente, se E é
uma curva elíptica sobre C, então podemos escrevê-la como o quociente C{Λ, para algum
reticulado Λ Ă C que é único a menos de homotetias Λ ÞÑ λΛ, com λ P C˚. Escolhendo
uma base pω1, ω2q de Λ com Impω1{ω2q ą 0 e tomando λ “ ω´1

2 , temos que E – Ez para
algum z P H.

Uma função complexa em Γ1zH é chamada de uma função modular. Uma função
modular pode ser então compreendida como um dos seguintes objetos equivalentes:

• Uma função f : Γ1zH Ñ C;

• Uma função f : H Ñ C, satisfazendo fpγzq “ fpzq, para todo z P H e todo γ P Γ1;

• Uma função que associa a cada curva elíptica E sobre C um número complexo
dependendo do tipo de isomorfismo de E;

• Uma função de reticulados em C, satisfazendo fpλΛq “ fpΛq, para todo reticulado
Λ e λ P C não nulo.

Veremos posteriormente uma forma explícita de relacionar funções modulares do tipo
f : H Ñ C a funções modulares de reticulados.

Geralmente, se tratando de funções modulares com respeito à Γ1 ou algum
outro subgrupo discreto Γ de SLp2,Rq, trabalhamos com funções modulares meromorfas,
isto é, funções meromorfas Γ-invariantes em H com crescimento exponencial no infinito.
Para desenvolver resultados e propriedades interessantes, as funções modulares não são
suficientes e precisamos de uma classe mais geral de funções: as formas modulares. Nosso
objetivo nessa seção é definir e abordar as principais propriedades das formas modulares.

Definição 1. Seja k um número inteiro. Uma função meromorfa f : H Ñ C é dita
fracamente modular de peso k se

fpγzq “ pcz ` dq
kfpzq, (2.1)

1 O Apêndice B discute brevemente a teoria básica de curvas elípticas complexas.
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para toda matriz γ “ p a b
c d q P Γ1 e z P H. A condição 2.1 é chamada de condição de

automorfia.

Observação 3. (1) Se f : H Ñ C é uma função fracamente modular de peso 0, então f é
simplesmente Γ1-invariante, visto que a definição 1 implica que fpγzq “ fpzq para
todo γ P Γ1 e z P H.

(2) Seja f : H Ñ C uma função fracamente modular de peso k e considere γ “ ´12ˆ2 P Γ1.
Se k é um número ímpar, a definição 1 nos diz que fpzq “ p´1q

kfpzq “ ´fpzq para
todo z P H, isto é, que f é identicamente nula. Por essa razão, trabalharemos com
valores pares de k.

Seja f : H Ñ C uma função meromorfa. Sabemos pelo Corolário 1 que Γ1 é
gerado pelos elementos S e T . Dessa forma, para que f seja fracamente modular de peso
k basta verificarmos sua invariância de pelos elementos geradores de Γ1, ou seja, verificar
que f satisfaça as equações

fpz ` 1q “ fpzq, (2.2)
fp´1{zq “ zkfpzq, (2.3)

para todo z P H.

O fato de uma função f : H Ñ C meromorfa satisfazer a equação (2.2) nos
diz que funções fracamente modulares são Z-periódicas. Seja D “ tz P C : |z| ă 1u o
disco aberto unitário e seja Dˆ

“ Dzt0u o disco unitário furado. A aplicação holomorfa e
Z-periódica z ÞÑ e2πiz leva o semiplano superior H em Dˆ, e portanto fica bem definida a
função

f̃ : Dˆ
Ñ C

q ÞÑ f̃pqq “ f

ˆ

log q

2πi

˙

,

de modo que fpzq “ f̃
`

e2πiz
˘

, para todo z P H, como no seguinte diagrama:

H

Dˆ C

fq

f̃

Se f for holomorfa em H, então f̃ será holomorfa em Dˆ e admitirá expansão de Fourier
f̃pqq “

ÿ

nPZ
anqn, com q P Dˆ. Tomando q “ e2πiz, para z P H, a expressão |q| “ e´2π Impzq

garante que q Ñ 0 se, e somente se, Impzq Ñ 8. Nesse sentido, dizemos que f é homolorfa
(resp. meromorfa) no infinito se f̃ se estende a uma função holomorfa (resp. meromorfa)
na origem. Isso significa que f admite uma expansão de Fourier

fpzq “

8
ÿ

n“0
anqn,
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se for holomorfa no infinito, e admite expansão de Laurent

fpzq “

8
ÿ

n“n0

anqn,

se for meromorfa no infinito, onde q “ e2πiz, com z P H e n0 P Z.

Observação 4. Para fins práticos, mostrar que uma função f : H Ñ C fracamente modular
de peso k é holomorfa (meromorfa) no infinito não exige que calculemos a sua q-expansão.
De fato, vimos que f é holomorfa (resp. meromorfa) no infinito se a correspondente função
f̃ no disco furado Dˆ se estende holomorficamente (resp. meromorficamente) em 0. No
entanto, o Teorema de Riemann nos garante que f̃ se extende holomorficamente em 0 se, e
somente se, f̃ é limitada numa vizinhança Uzt0u. Equivalentemente, para mostrar que fpzq

é holomorfa no infinito é suficiente verificar que f̃pqq “ Op1q
2, quando q Ñ 0 , ou seja,

fpzq “ f̃pqq “ Op1q, quando Impzq Ñ `8. Similarmente, fpzq é meromorfa no infinito se,
e somente se, existe n P Z tal que qnf̃pqq “ Op1q, quando q Ñ 0, ou que e2πinzfpzq “ Op1q,
quando Impzq Ñ 8. Nesse sentido, para mostrar que f é meromorfa no infinito basta
exibir C ą 0 tal que |e2πinzfpzq| “ e´2πn Impzq

ă C, para Impzq suficientemente grande.

Definição 2. Uma função fracamente modular de peso k é chamada de modular de peso
k se é meromorfa no infinito.

Definição 3. Seja k um inteiro. Uma função f : H Ñ C é chamada de forma modular de
peso k se

(1) f é holomorfa em H,

(2) f é fracamente modular de peso k,

(3) f é holomorfa no infinito.

Se f vale zero no infinito dizemos que f é uma forma cuspidal.

Conforme vimos, se uma função é holomorfa no infinito, os coeficientes an da
sua expansão de Laurent numa vizinhança da origem são nulos para n ă 0. Então, uma
forma modular f pode então ser escrita como a série

fpzq “

8
ÿ

n“0
anqn

“

8
ÿ

n“0
ane2πinz,

que converge para |q| ă 1, isto é, para Impzq ą 0. Equivalentemente, converge para todo
z P H. Além disso, f é uma forma cuspidal se, e somente se, a0 “ 0.
2 A notação fpzq “ Opgq, quando z Ñ a, indica que existe C ą 0 tal que fpzq ď Cgpzq, quando z Ñ a.
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2.1 Reticulados e Funções Modulares
Definição 4. Dado V um R-espaço vetorial de dimensão finita, dizemos que um subgrupo
Γ Ď V é um reticulado se satisfaz alguma das seguintes condições equivalentes:

(i) Γ é discreto e V {Γ é compacto;

(ii) Γ é discreto e gera o R-espaço vetorial V ;

(iii) Existe uma R-base te1, ¨ ¨ ¨ , enu de V que é uma Z-base de Γ, isto é: Γ “ Ze1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘

Zen.

Denote por R o conjunto de todos os reticulados em C como R-espaço vetorial
e considere

M “
␣

pw1, w2q P C2
ztp0, 0qu : Im pw1{w2q ą 0

(

.

Para cada par pw1, w2q P M , associamos o reticulado

Γpw1, w2q “ Zw1 ‘ Zw2, (2.4)

com base tw1, w2u. Note que essa associação caracteriza um mapa sobrejetivo

H : M Ñ R

pw1, w2q ÞÑ Γpw1, w2q :“ Zw1 ‘ Zw2.

Considere a aplicação:

Γ1 ˆ M Ñ M

pγ, pw1, w2qq ÞÑ γ ¨ pw1, w2q “ paw1 ` bw2, cw1 ` dw2q, (2.5)

onde γ “ p a b
c d q P Γ1 e pw1, w2q P M . Essa aplicação está bem definida, já que, para todo

γ P Γ1 e pw1, w2q P M ,

Im
ˆ

aw1 ` bw2

cw1 ` dw2

˙

“ Im
˜

aw1
w2

` b

cw1
w2

` d

¸

“ Im
ˆ

γ

ˆ

w1

w2

˙˙

“
Impw1

w2
q

|cz ` d|2
ą 0, (2.6)

pois, como pw1, w2q P M , temos Impw1{w2q ą 0. Mostrando que γ ¨ pw1, w2q P M , como
queríamos. Mais ainda, a proposição a seguir nos mostra que essa aplicação é na verdade
uma ação de Γ1 em M .

Proposição 2. A aplicação (2.5) é uma ação do grupo Γ1 em M .

Demonstração. A parte não trivial da demonstração é associatividade da ação. Sejam
pw1, w2q P M e γ “ p a b

c d q, γ1
“ p a1 b1

c1 d1 q P Γ1 quaisquer. Então,

γ ¨ pγ1
¨ pw1, w2qq “ γ ¨ pa1w1 ` b1w2, c1w1 ` d1w2q

“ papa1w1 ` b1w2q ` bpc1w1 ` d1w2q, cpa1w1 ` b1w2q ` dpc1w1 ` d1w2qq

“ ppaa1
` bc1

qw1 ` pab1
` bd1

qw2, pca1
` dc1

qw1 ` pcb1
` dd1

qw2

“ pγγ1
q ¨ pw1, w2q.
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Proposição 3. Dois elementos em M definem o mesmo reticulado se, e somente se, são
congruentes módulo Γ1.

Demonstração. Suponha que pw1, w2q, pw1
1, w1

2q P M definam o mesmo reticulado, digamos

Γ “ Zw1 ‘ Zw2 “ Zw1
1 ‘ Zw1

2,

isto é, β “ tw1, w2u e β1
“ tw1

1, w1
2u são duas bases para o reticulado Γ. Assim, existe

matriz mudança de base γ “ p a b
c d q P Mp2,Zq que leva β em β1 com detpγq “ ˘1, mais

especificamente:
˜

a b

c d

¸

looomooon

γ

˜

w1

w2

¸

“

˜

w1
1

w1
2

¸

ðñ

˜

aw1 ` bw2

cw1 ` dw2

¸

“

˜

w1
1

w1
2

¸

ðñ w1
1 “ aw1 ` bw2 e w1

2 “ cw1 ` bw2.

Assim, temos:
w1

1
w1

2
“

aw1 ` bw2

cw1 ` dw2
“

aw1
w2

` b

cw1
w2

` d
“ γ

ˆ

w1

w2

˙

.

Como, para todo z P C, vale Impγzq “
pad ´ bcq Impzq

|cz ` d|2
(expressão vista na demonstração

do Lema 1), segue que

Im
ˆ

w1
1

w1
2

˙

“
pad ´ bcq Impw1{w2q

|cpw1{w2q ` d|2
“

detpγq Impw1{w2q

|cpw1{w2q ` d|2
.

Tendo em vista a expressão acima, se detpγq “ ´1, o sinal de Impw1
1{w1

2q seria o oposto
do sinal de Impw1{w2q, o que não pode ocorrer, visto que pw1, w2q, pw1

1, w1
2q P M implica

Impw1{w2q, Impw1
1{w1

2q ą 0. Logo, detpγq “ 1 e portanto γ P Γ1. Sendo assim, existe γ P Γ1

tal que γ ¨ pw1, w2q “ pw1
1, w1

2q, ou seja: pw1, w2q e pw1
1, w1

2q são congruentes módulo Γ1.

Reciprocamente, suponha que os elementos pw1, w2q, pw1
1, w1

2q P M sejam con-
gruentes módulo Γ1, isto é, que exista γ “ p a b

c d q P Γ1 tal que

γ ¨ pw1, w2q “ pw1
1, w1

2q ðñ w1
1 “ aw1 ` bw2 e w1

2 “ cw1 ` dw2.

A expressão acima nos mostra que w1
1 e w1

2 são combinações lineares dos elementos w1 e w2.
Logo, Γpw1

1, w1
2q Ă Γpw1, w2q. Utilizando a mesma argumentação para γ´1, concluímos.

Na introdução deste capítulo, mencionamos que é possível relacionar explicita-
mente funções modulares do tipo H Ñ C à funções modulares de reticulados. Essa relação
é de extrema importância para começarmos a estudar os primeiros exemplos não-triviais
de formas modulares. Neste momento, temos as ferramentas necessárias para descrever
esse processo.
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Definição 5. Dada uma função F : R Ñ C e k P Z, dizemos que F é de peso k se para
todo reticulado Γ P R e todo λ P Cˆ vale

F pλΓq “ λ´kF pΓq.

Seja F uma função de peso k. Dado pw1, w2q P M , denotamos por rF pw1, w2q o
valor de F no reticulado Γpw1, w2q, isto é:

rF pw1, w2q :“ F pΓpw1, w2qq.

Note que temos a seguinte relação:

M R

C

H

rF
F

Sendo F de peso k, escrevemos:

rF pλw1, λw2q “ λ´k
rF pw1, w2q, para todo λ P Cˆ. (2.7)

Além disso, da Proposição 3 temos que dois elementos de M definem o mesmo reticulado
se, e somente se, são congruentes módulo Γ1. Dessa forma, segue que F é invariante pela
ação de Γ1 em M .

Tendo a expressão (2.7) em vista, e dado pw1, w2q P M , temos w2 ‰ 0 e
portanto, para λ “ w´1

2 ,

rF pw1w
´1
2 , w2w

´1
2 q “ wk

2
rF pw1, w2q ùñ rF pw1{w2, 1q “ wk

2
rF pw1, w2q,

mostrando que wk
2
rF pw1, w2q depende apenas de z “ w1{w2. Logo, existe função f : H Ñ C

tal que
F pΓpw1, w2qq “ rF pw1, w2q “ w´k

2 f

ˆ

w1

w2

˙

. (2.8)

Uma vez que F é Γ1-invariante, temos que f satisfaz, para todo γ “ p a b
c d q P Γ1, a

identidade:
fpzq “ pcz ` dq

´kf

ˆ

az ` b

cz ` d

˙

, (2.9)

isto é, f é uma função fracamente modular de peso k. De fato, basta observar que, para
todo z “ w1{w2, obtivemos fpzq “ rF pz, 1q :“ F pΓ1pz, 1qq “ F pZz ` Zq. Então, para todo
γ “ p a b

c d q P Γ1, concluímos que

fpγzq “ f

ˆ

az ` b

cz ` d

˙

“ F

ˆ

Z
ˆ

az ` b

cz ` d

˙

` Z
˙

“ F

ˆ

1
cz ` d

pZpaz ` bq ` Zpcz ` dqq

˙

“ pcz ` dq
k
rF pz, 1q “ pcz ` dq

kfpzq.
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O caminho reverso também é possível: se f é uma função fracamente modular
de peso k, a expressão (2.8) associa f a uma função de reticulado F em R de peso k. De
fato, note primeiramente que para cada par pw1, w2q P M , podemos associar um ponto
z P H e vice-versa, via as aplicações:

M Ñ H H Ñ M

pw1, w2q ÞÑ z :“ w1

w2
z ÞÑ pz, 1q

Evidentemente, elas estão bem definidas: se pw1, w2q é um ponto de M , então Impw1{

w2q ą 0. Isso mostra que z :“ w1{w2 é um ponto de H. Da mesma forma, se z P H, temos
Impzq ą 0, e portanto pz, 1q P M .

Agora, seja f : H Ñ C uma função modular de peso k. Então, para cada z P H

existe ponto correspondente pw1, w2q P M . Assim, a expressão 2.8 nos fornece função
F : R Ñ C dada por

F pΓpw1, w2qq “ w´k
2 f

ˆ

w1

w2

˙

.

Da modularidade de f , segue que, para todo λ P Cˆ:

F pλΓpw1, w2qq “ F pΓpλw1, λw2qq “ pλw2q
´kf

ˆ

λw1

λw2

˙

“ λ´k

ˆ

w´k
2 f

ˆ

λw1

λw2

˙˙

“ λ´kF pΓpw1, w2qq,

mostrando que F é uma função modular de peso k. Dessa forma, existe uma identificação:

tfunções modulares de peso ku ÐÑ tfunções modulares de reticulados de peso ku .
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2.2 Séries de Eisenstein
A função nula em H é uma forma modular de peso k, para todo k inteiro, e

funções constantes em H são formas modulares de peso 0. Um primeiro exemplo não-trivial
de formas modulares são as chamadas séries de Eisenstein, que discutiremos a seguir.

Lema 2. Seja Γ um reticulado em C. A série
ÿ

γPΓ

1 1
|γ|σ

(2.10)

é convergente para todo σ ą 2. (O símbolo
ÿ1

representa a soma sobre todos os elementos
não nulos de Γ).

Uma prova para este resultado pode ser encontrado em [2], pg. 82-83.

Definição 6. Sejam k ą 2 um inteiro e Γ um reticulado em C. A série

GkpΓq “
ÿ

γPΓ

1 1
γk

(2.11)

é chamada série de Eisenstein de peso k.

O Lema 2 garante que a série de Eisenstein converge absolutamente. Além
disso, a função Gk é uma função de reticulado de peso k, pois satisfaz a identidade

GkpλΓq “
ÿ

γPΓ

1 1
pλγqk

“
1
λk

ÿ

γPΓ

1 1
γk

“ λ´kGkpΓq , para todo λ P Cˆ.

Conforme visto na seção anterior, dado pw1, w2q P M , podemos considerar o reticulado
Γpw1, w2q “ Zw1 ‘ Zw2 e ver Gk como função de M :

rGkpw1, w2q :“ GkpΓpw1, w2qq “
ÿ

m,nPZ

1 1
pmw1 ` nw2qk

. (2.12)

Mais ainda, vimos que existe uma identificação entre funções de reticulados e funções
modulares de mesmo peso. Dessa forma, a função fracamente modular de peso k em H que
corresponde a função de reticulados (2.12) é obtida aplicando a equação (2.8). Portanto, a
série de Eisenstein de peso k como função de H é dada por:

Gkpzq “
ÿ

m,nPZ

1 1
pmz ` nqk

. (2.13)

Proposição 4. Seja k ą 2 inteiro. A série de Eisenstein Gkpzq é uma forma modular de
peso k. Além disso, Gkp8q “ 2ζpkq, onde ζ denota a função zeta de Riemann.
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Demonstração. Já vimos que Gkpzq é uma função fracamente modular de peso k. Resta
verificar que Gkpzq é holomorfa (inclusive no infinito). Como F1 é um domínio fundamental
para ação de Γ1 em H, podemos supor z P F1, isto é, |z| ě 1 e | Repzq| ď 1{2. Logo,

|mz`n|
2

“ m2
|z|

2
`2mn Repzq`n2

ě m2
´mn Repzq`n2

“ |mω´n|
2 , onde ω “ e2πi{3.

Pelo Lema 2, a série
ÿ1 1

|mω ` n|k
é convergente, pois k ą 2. A desigualdade acima nos

mostra que Gkpzq converge normalmente3 em F1. Como F1 é um domínio fundamental
para a ação de Γ1 em H, temos Gkpzq convergente em cada um dos transladados γF1, com
γ “ p a b

c d q P Γ1, pois

Gkpzq “ Gkpγγ´1zq “ pcz ` dq
´kGkpγ´1zq,

e Gkpγ´1zq converge normalmente em F1. Uma vez que essas regiões cobrem H, segue
que Gkpzq é holomorfa em H. Por fim, falta ver que Gkpzq é holomorfa no infinito; para
tal, vamos usar a convergência uniforme de Gkpzq em F1 para calcular o limite de Gkpzq

quando Impzq Ñ 8 termo a termo. De fato, os limites 1
pmz ` nqk

se anulam para os pares

pm, nq com m ‰ 0 e valem 1
nk

para os pares pm, nq com m “ 0. Logo,

Gkp8q “ lim
ImpzqÑ8

Gkpzq “
ÿ1 1

nk
“ 2

8
ÿ

n“1

1
nk

“ 2ζpkq.

Observação 5. Na Observação 3, item (2), vimos que funções fracamente modulares de
peso ímpar são identicamente nulas. Logo, as séries de Eisenstein de peso ímpar são
identicamente nulas. Nesse sentido, estamos interessados em trabalhar com as séries de
Eisenstein Gk para k ą 2 par.

2.2.1 Os Números de Bernoulli e as Séries de Eisenstein Normalizadas

As séries de Eisenstein são formas modulares de peso k, e portanto admitem
q-expansão de Fourier. Introduzimos os números de Bernoulli com o propósito de encontrar
essa expansão.

Definição 7. Seja k ě 0 um número inteiro. O k-ésimo número de Bernoulli, Bk, é dado
pela expressão:

8
ÿ

k“0

Bk

k! xk
“

x

ex ´ 1 . (2.14)

3 Dizemos que a convergência de uma série
8
ÿ

n“0
fn de funções fn : S Ñ C é normal se a série de normas

uniformes
8
ÿ

n“0
sup
xPS

|fnpxq| converge. Além disso, séries normalmente convergentes de funções holomorfas

são holomorfas.
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Exemplo 1. Os primeiros números de Bernoulli são dados por:

B0 “ 1, B1 “ ´
1
2 , B2 “

1
6 , B3 “ 0, B4 “ ´

1
30 , B5 “ 0, . . .

O resultado a seguir nos mostra que se k ‰ 1 é um número ímpar, então os
números de Bernoulli Bk são nulos.

Lema 3. Se k ě 3 é um inteiro ímpar, então Bk “ 0.

Demonstração. Extraindo o termo correspondente a k “ 1 da soma que define o número
de Bernoulli Bk, obtemos

x

ex ´ 1 `
x

2 “

8
ÿ

k“0,k‰1

Bk

k! xk.

Note que
x

ex ´ 1 `
x

2 “
2x ` xpex ´ 1q

2pex ´ 1q
“

x

2 ¨
ex ` 1
ex ´ 1 “

x

2 ¨
ex{2 ` e´x{2

ex{2 ´ e´x{2 ,

e, portanto,
8
ÿ

k“0,k‰1

Bk

k! xk
“

x

2 ¨
ex{2 ` e´x{2

ex{2 ´ e´x{2 .

Se trocarmos x por ´x na identidade acima, ela se mantém inalterada. Isso implica que
Bk “ p´1q

kBk, para k ‰ 1. Logo, se k ě 3 é ímpar, concluímos que Bk “ 0.

Teorema 2 (Teorema de Euler). Os números de Bernoulli determinam os valores da
função zeta de Riemann para entradas pares, isto é: se k ě 1 é um inteiro, então

ζp2kq “
22k´1

p2kq! B2kπ2k. (2.15)

Demonstração. Por um lado, tomando x “ 2iz na equação (2.14) obtemos a identidade

zcotgpzq “ 1 ´

8
ÿ

k“1
B2k

22kz2k

p2kq! . (2.16)

Por outro lado, tomando a derivada logarítmica da expressão

sinpzq “ z
8
ź

n“1

ˆ

1 ´
z2

n2π2

˙

,

obtemos
zcotgpzq “ 1 ` 2

8
ÿ

n“1

z2

z2 ´ n2π2 “ 1 ´ 2
8
ÿ

n“1

8
ÿ

k“1

z2k

n2kπ2k
. (2.17)

Igualando as equações (2.16) e (2.17) obtemos (2.15).

Proposição 5. Para k ě 2, vale

G2kpzq “ 2ζp2kq ` 2 p2iπq2k

p2k ´ 1q!

8
ÿ

n“1
σ2k´1pnqqn,

onde σkpnq denota a soma
ÿ

d|n

dk.
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Demonstração. De fato, por um lado temos a fórmula

πcotgpπzq “
1
z

`

8
ÿ

m“1

ˆ

1
z ` m

´
1

z ´ m

˙

.

Por outro, sabemos que

πcotgpπzq “ π
cospπzq

senpπzq
“ iπ

q ` 1
q ´ 1 “ iπ ´ 2iπ

8
ÿ

n“0
qn.

Igualando as duas equações acima e derivando-a sucessivas vezes, segue que, para k ě 2,

ÿ

mPZ

1
pm ` zqk

“
1

pk ` 1q!p´2iπq
k

8
ÿ

n“1
nk´1qn. (2.18)

Da definição, expandimos

G2k “
ÿ

pn,mq‰p0,0q

1
pnz ` mq2k

“ 2ζp2kq ` 2
8
ÿ

n“1

ÿ

mPZ

1
pnz ` mq2k

.

Substituindo a equação (2.18) para n “ nz na expressão acima obtemos

G2k “ 2ζp2kq `
2p´2πiq2k

p2k ´ 1q!

8
ÿ

d“1

8
ÿ

a“1
d2k´1qad

“ 2ζp2kq `
2p2πiq2k

p2k ´ 1q!

8
ÿ

n“1
σ2k´1pnqqn

Tendo em vista a proposição acima e o fato de que o coeficiente inicial da série
de Eisenstein 2ζp2kq é sempre não nulo para todo k ą 1, podemos normalizar a série de
Eisenstein de modo que seu coeficiente inicial seja 1. Mais especificamente, denotamos por

E2k “
G2k

2ζp2kq

a série de Eisenstein normalizada, onde

E2kpzq “ 1 ` γ2k

8
ÿ

n“1
σ2k´1pnqqn e γ2k “ p´1q

k 4k

B2k

.

Observação 6. O coeficiente γ2k pode ser calculado utilizando a Proposição 2 da seguinte
forma:

γ2k “
p2πiq2k

p2k ´ 1q!ζp2kq
“

p2πq2kp´1qkp2kq!
p2k ´ 1q!22k´1B2kπ2k

“ p´1q
k 4k

B2k

.

Essencialmente, as proposições apresentadas podem ser também utilizadas
como ferramentas de cálculo. Para ilustrar, considere a seguinte tabela, que relaciona um
número inteiro par 2k aos seus respectivos valores do número de Bernoulli B2k, da função
zeta de Riemann ζp2kq e da série de Eisenstein normalizada E2k.
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Tabela 1 – Números de Bernoulli e valores das séries de Eisenstein normalizadas.
2k B2k ζp2kq E2k

4 B4 “ ´
1
30 ζp4q “

π4

2 ¨ 32 ¨ 5 E4 “ 1 ` 240
8
ÿ

n“1
σ3pnqqn

6 B6 “
1
42 ζp6q “

π6

33 ¨ 5 ¨ 7 E6 “ 1 ´ 504
8
ÿ

n“1
σ5pnqqn

8 B8 “ ´
1
30 ζp8q “

π8

2 ¨ 32 ¨ 52 ¨ 7 E8 “ 1 ` 480
8
ÿ

n“1
σ7pnqqn

10 B10 “
5
66 ζp10q “

π10

35 ¨ 5 ¨ 7 ¨ 11 E10 “ 1 ´ 264
8
ÿ

n“1
σ9pnqqn

12 B12 “ ´
691
2730 ζp12q “

691π12

36 ¨ 53 ¨ 72 ¨ 11 ¨ 13 E12 “ 1`
65520
691

8
ÿ

n“1
σ11pnqqn

14 B14 “
7
6 ζp14q “

2π14

36 ¨ 52 ¨ 7 ¨ 11 ¨ 13 E14 “ 1 ´ 24
8
ÿ

n“1
σ13pnqqn

Fonte: [2, p. 91, p.93]

Observe que, a princípio, as séries de Eisenstein são objetos puramente analíticos,
mas os coeficientes de suas séries de Fourier possuem natureza aritmética, visto que
dependem da função aritmética σk multiplicados por coeficientes racionais. Este é um
primeiro indicativo de que existe uma relação direta do estudo dessas funções com a Teoria
dos Números. Em certo sentido, as séries de Eisenstein são séries geradoras de funções
aritméticas.

2.2.2 Séries de Eisenstein de Peso 2

As séries de Eisenstein são formas modulares de peso k, para todo k ą 2. Este
fato se deve essencialmente ao Lema 2, que garante a convergência das séries

ÿ

γPΓ

1 1
|γ|σ

,

para σ ą 2, em que Γ é um reticulado em C. No entanto, para k “ 2 podemos definir

G2pzq “
ÿ

n

ÿ

m

1 1
pm ` nzq2

como a série de Eisenstein de peso 2. Observe que não ter a garantia da convergência
absoluta da série implica que a ordem em que a soma é feita é relevante e, neste caso,
convencionamos que a soma seja feita primeiramente em n P Z, e depois em m P Z. Uma
consequência imediata disto é que não podemos obter a equação de modularidade para o
elemento S P Γ1, ou seja:

G2p´1{zq “ z2G2pzq.

No entanto, podemos obter uma equação similar, adicionando um termo de correção.
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Lema 4. Seja G2 a série de Eisenstein de peso 2. Então, para todo z P H,

G2p´1{zq “ z2G2pzq ´ 2πiz.

Demonstração. Considere as séries duplas

G2pzq “
ÿ

n

ÿ

m

1 1
pm ` nzq2 ; Gpzq “

ÿ

m

ÿ

n

1 1
pm ` nzq2 ;

H2pzq “
ÿ

n

ÿ

m

1 1
pm ´ 1 ` nzqpm ` nzq

; Hpzq “
ÿ

m

ÿ

n

1 1
pm ´ 1 ` nzqpm ` nzq

.

Utilizando a fórmula
1

pm ´ 1 ` nzqpm ` nzq
“

1
m ´ 1 ` nz

`
1

m ` nz
, (2.19)

é possível calcular explicitamente as séries H2 e H, e ver que elas convergem para H2 “ 2
e H “ 2 ´

2πi

z
. Note que:

G2 ´ H2 “
ÿ

n

ÿ

m

1 1
pm ` nzq2 ´

1
pm ´ 1 ` nzqpm ` nzq

,

G ´ H “
ÿ

m

ÿ

n

1 1
pm ` nzq2 ´

1
pm ´ 1 ` nzqpm ` nzq

,

isto é, o termo geral das duas séries duplas G2 ´ H2 e G ´ H coincidem, apenas trocam a
ordem da soma. Então, pela equação (2.19), a série de termo geral

1
pm ` nzq2 ´

1
pm ´ 1 ` nzqpm ` nzq

“
1

pm ` nzq2pm ´ 1 ` nzq

é absolutamente somável, e , portanto, as séries G2 ´ H2 e G ´ H coincidem, e as séries G

e G2 convergem. Logo,

G2pzq ´ Gpzq “ H2pzq ´ Hpzq “
2πi

z
.

Como G2p´1{zq “ z2Gpzq, segue que

G2 p´1{zq “ z2G2pzq ´ 2πiz. (2.20)

A q-expansão de G2 pode ser obtida com cálculos análogos aos feitos na
Proposição 5, e obtemos a seguinte expressão:

G1pzq “
π2

3 ´ 8π2
8
ÿ

n“1
σ1pnqqn.

Dividindo pelo termo 2ζp2q “ π2
{6, obtemos a série de Eisenstein normalizada de peso 2

E2pzq “ 1 ´ 24
8
ÿ

n“1
σ1pnqqn.
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3 Estrutura e Dimensão do Espaço das For-
mas Modulares

Seja k um número inteiro. Denotamos por Mk o conjunto das formas modulares
de peso k. Neste capítulo, vamos descrever resultados e propriedades que concernem à
estrutura de Mk - mais especificamente, vamos ver que Mk é, antes de tudo, um C-espaço
vetorial, e que

à

kPZ
Mk é um anel graduado.

Além disso, vamos provar que Mk é um espaço de dimensão finita e obter uma
fórmula para calculá-la, bem como apresentar uma caracterização explícita deste espaço:
se Sk denota o conjunto das formas cuspidais de peso k (Spitzenform), então toda forma
modular f P Mk pode ser escrita unicamente como uma combinação linear de séries de
Eisenstein Gk e formas cuspidais g P Sk.

Lema 5. Sejam f, g P Mk, c P C e k P Z. Então, f ` cg P Mk.

Demonstração. A soma e multiplicação por escalar de funções holomorfas em H (inclusive
no infinito) continuam sendo funções holomorfas em H (inclusive no infinito). Se γ “

p a b
c d q P Γ1, temos, para todo z P H:

pf ` cgqpγzq “ fpγzq ` cgpγzq “ pcz ` dq
k
pfpzq ` cgpzqq “ pcz ` dq

k
pf ` cgqpzq.

Portanto, f ` cg P Mk.

O Lema 5 nos mostra que combinações lineares sobre C de formas modulares
de peso k são formas modulares de peso k, e portanto nos mostra que Mk possui estrutura
de C-espaço vetorial.

Lema 6. Sejam k, l P Z e considere f P Mk e g P Ml. Então, fg P Mk`l.

Demonstração. O produto de funções holomorfas em H (inclusive no infinito) é uma função
holomorfa em H (inclusive no infinito). Além disso, para todo γ “ p a b

c d q P Γ1, temos:

pfgqpγzq “ fpγzqgpγzq “ pcz ` dq
kfpzqpcz ` dq

lgpzq “ pcz ` dq
k`l

pfgqpzq,

visto que f P Mk e g P Ml são de pesos k e l, respectivamente. Portanto, fg é uma forma
modular de peso k ` l, isto é, fg P Mk`l.

O Lema 6 nos mostra que, para quaisquer k, l P Z, temos MkMl Ď Mk`l.
Juntando isto ao fato de que cada Mk é um C-espaço vetorial - em particular, um grupo
abeliano aditivo - segue que

à

kPZ
Mk é um anel graduado.
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Vimos, nas seções anteriores, primeiros exemplos não triviais de formas mo-
dulares, tais como as séries de Eisenstein Gk. Nosso objetivo agora é provar um teorema
que nos mostra que qualquer forma modular de peso k é, na realidade, escrita unicamente
como uma combinação linear de séries de Eisenstein Gk e formas cuspidais Sk.

Proposição 6. Seja k ą 2 um inteiro. Então, Mk “ C.Gk ‘ Sk.

Demonstração. Primeiramente, vejamos que Mk “ C.Gk ` Sk. A inclusão Ě é imediata,
visto que soma de formas modulares de peso k é uma forma modular de peso k, pelo
Lema 5. Para a outra inclusão, seja fpzq “

ÿ

anpfqqn a q-expansão de f . Em particular,
a0 : Mk Ñ C é um funcional linear não-nulo tal que kerpa0q “ Sk. Se a0pfq “ 0, então f P Sk

e não há o que provar. Suponha a0pfq ‰ 0 e tome λ “
a0pfq

a0pGkq
, onde a0pGkq “ 2ζpkq ‰ 0,

visto que k ą 2, e g “ f ´ λGk. Note que g é uma forma modular de peso k como soma
de formas modulares de peso k. Mais ainda, como

a0pgq “ a0pfq ´ λa0pGkq “ a0pfq ´
a0pfq

a0pGkq
“ 0,

segue que g é forma cuspidal. Portanto, f “ λGk ` g P C.Gk ` Sk, como queríamos.

Resta mostrar que a soma é direta, isto é, que C.Gk X Sk “ t0u. Com efeito,
suponha fpzq “

ÿ

anpfqqn
P C.Gk XSk; então, como f P Sk, segue que f é forma cuspidal,

ou seja, a0pfq “ 0. Por outro lado, como f P C.Gk, temos f “ λGk, para algum λ P C,
de onde temos a0pfq “ λa0pGkq “ λ2ζpkq. A condição a0pfq “ 0 força λ “ 0, e portanto
f ” 0.

Uma vez vistos os principais aspectos estruturais do espaço Mk, podemos
estudar sua dimensionalidade. Para isso, comecemos com a seguinte definição e o seguinte
teorema associado.

Definição 8. Dada uma função f não-nula e meromorfa em H e dado ponto p P H,
dizemos que n P Z é a ordem de f em p se f{pz ´ pq

n é holomorfa e não nula em p. Neste
caso, denotamos

ordppfq :“ n.

Além disso, definimos ord8pfq como a ordem da q´expansão de f em 0.

Seja f uma função modular de peso k. Em geral, f não é bem definida no
quociente Γ1zH, pois, se

f : Γ1

H
Ñ C

rzs ÞÑ fprzsq :“ fpzq,
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pode ocorrer que, para pontos distintos z, z1
P H em uma mesma classe rzs, tenhamos

fpzq ‰ fpz1
q :“ fprzsq. No entanto, a condição de automorfia de f , isto é, o fato de que,

para todo γ “ p a b
c d q P Γ1 e todo z P H, temos fpγzq “ pcz ` dq

kfpzq, nos permite concluir
que, em um ponto p P H, a ordem ordppfq depende apenas da órbita Γp. De fato, se
n “ ordppfq, então a função fpzq{pz ´ pq

n é não-nula em p e holomorfa em H. A condição
de automorfia de f implica que

fpγzq

pcz ` dqkpz ´ pqn
“

fpzq

pz ´ pqn

é não-nula em p e holomorfa em H, ou seja, ordppfpγzqq “ n “ ordppfq. Em outros termos,
isto mostra que ordppfq depende apenas da imagem de p no quociente Γ1zH. Faz sentido
então considerar ordP pfq, para cada P “ rps P Γ1zH. O principal resultado que veremos nos
diz que a soma de todas essas ordens, isto é, a soma total dos zeros de f , depende apenas
de k. Para tal, precisamos entender melhor a geometria do espaço quociente Γ1zH, pois
existem pontos singulares, isto é, pontos em H que não possuem estabilizador trivial em Γ1.
O Lema a seguir caracteriza os pontos singulares de Γ1{H e os respectivos estabilizadores
no domínio fundamental F1.

Lema 7. Seja z P F1 e considere Ipzq “ tγ P Γ1 : γz “ zu o estabilizador de z em Γ1.
Então, Ipzq “ t12ˆ2u para todo z P F1, exceto nos seguintes casos:

• z “ i, e neste caso Ipzq é o grupo de ordem 2 gerado por S,

• z “ ω “ e2πi{3, e neste caso Ipzq é o grupo de ordem 3 gerado por ST ,

• z “ ´ω “ eπi{3, e neste caso Ipzq é o grupo de ordem 2 gerado por TS.

Uma demonstração para este resultado pode ser encontrada em [2], nas páginas
78 e 79.

Observação 7. Seja f uma função modular de peso k e P P Γ1zH. Vamos denotar por eP

a ordem do estabilizador de P . Por exemplo, eP “ 2, se P “ ris módulo Γ1, eP “ 3, se
P “ rωs módulo Γ1 e eP “ 1 para todos os outros casos, conforme vimos no Lema 7.

Teorema 3 (Fórmula de Valência). Seja f função modular de peso k não-nula. Então,

ord8pfq `
ÿ

P PΓ1zH

1
eP

ordP pfq “
k

12 . (3.1)

Mais ainda, pelo Lema 7, a expressão acima pode ser escrita na forma:

ord8pfq `
1
2ordipfq `

1
3ordωpfq `

ÿ˚

P PΓ1zH

ordP pfq “
k

12 , (3.2)

onde o símbolo
ÿ˚

indica a soma dos pontos P P Γ1zH que são distintos das classes de i

e ω módulo Γ1.
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Demonstração. Vejamos primeiramente que a equação 3.2 está bem definida, isto é, que f

possui um número finito de zero e polos módulo Γ1. De fato, como f : H Ñ C é meromorfa
em H, vimos que a aplicação

g : Dˆ
Ñ C

q ÞÑ gpqq “ f

ˆ

log q

2πi

˙

, onde q “ e2πiz , e z P H,

é uma função meromorfa em Dˆ tal que fpzq “ gpqq. Isso significa que existe r ą 0 para
o qual g não possui polos e zeros em 0 ă |q| ă r. Logo, f não possui polos e zeros no
conjunto tz : Impzq ą p1{2πq logp1{rqu. Como o subconjunto de F1 dado por

F1prq “ tz P F1 : Impzq ď p1{2πq logp1{rqu

é compacto, a meromorficidade de f em H garante que f possui apenas um número finito
de polos e zeros em F1prq.

Em linhas gerais, a demonstração do Teorema consiste em integrar 1{2πif no
bordo BF1. Para tanto, considere a curva C ilustrado na figura abaixo:

Figura 3 – A curva C

Fonte: [2, p. 86]

A curva C é um contorno que contém em seu interior um representante de cada
zero e polo de f que não está nas classes de equivalência ris e rωs módulo Γ1, e não passa
por nenhum dos pontos singulares i, ω e ´ω, que são os únicos no domínio fundamental
F1 com estabilizador não-trivial. O Teorema dos Resíduos nos dá:

1
2πi

ż

C

df

f
“

ÿ˚

P PΓ1zH

ordP pfq. (3.3)

Por outro lado, podemos calcular separadamente a integral de 1{2πif nos segmentos e
arcos que formam a curva C.
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(i) Para o segmento EA, a mudança de variáveis q “ e2πiz transforma a integral sobre
EA na integral sobre um círculo centrado em q “ 0 (com orientação negativa) que
não passa nem contém no seu interior zeros e polos de g, exceto possivelmente por 0.
Pelo Teorema de Cauchy,

1
2πi

ż A

E

df

f
“ ´ord8pfq.

(ii) O elemento T P Γ1 leva o segmento AB no segmento ED1. Como f é uma função
modular, temos f invariante por T , isto é, fpTzq “ fpzq, para todo z P H. Logo,

1
2πi

ż B

A

df

f
`

1
2πi

ż E

D1

df

f
“

1
2πi

ż B

A

ˆ

dfpzq

fpzq
´

dfpTzq

fpTzq

˙

“ 0.

(iii) O elemento S P Γ1 transforma o arco B1C no arco DC 1. Novamente, como f é uma
função modular de peso k, f satisfaz a identidade fpSzq “ zkfpzq, para todo z P H.
Temos,

dfpSzq

fpSzq
“ k

dz

z
`

dfpzq

fpzq
.

Logo,
1

2πi

ż C

B1

df

f
`

1
2πi

ż D

C1

df

f
“

1
2πi

ż C

B1

ˆ

dfpzq

fpzq
´

dfpSzq

fpSzq

˙

“
1

2πi

ż C

B1

´k
dz

z
ÝÑ ´k

ˆ

´
1
12

˙

“
k

12 ,

quando o comprimento dos arcos BB1, CC 1, DD1 tende a 0.

(iv) Integrando 1{2πif no círculo que contém o arco BB1, orientado negativamente,
obtemos ´ordωpfq. Quando o raio deste círculo tende a zero, o ângulo entre B, B1

tende a 2π{6. Portanto,

1
2πi

ż B

B1

df

f
ÝÑ ´

1
6ordωpfq.

De modo análogo, quando tendemos o comprimento dos arcos CC 1 e DD1 a zero,
obtemos

1
2πi

ż C1

C

df

f
ÝÑ ´

1
2ordipfq e 1

2πi

ż D

D1

df

f
ÝÑ ´

1
6ordωpfq.

Assim, basta igualar a expressão 3.3 com a integral separada em todos os segmentos que
formam o contorno C, e tomar o limite para obter a expressão 3.2.

No entanto, observamos que f pode possuir outros zeros e polos no bordo de F1.
Para estes casos, basta repetir a demonstração considerando um contorno muito similar à
C, mas realizando pequenos desvios nas vizinhanças dos zeros e polos de f . Por exemplo,
suponha que f possua um zero ou polo λ na semi-reta tz : Repzq “ ´1{2, Impzq ą

?
3{2u.

Então, podemos considerar o contorno similar a C, mas com um arco contornando λ e com
o respectivo arco contornando Tλ, que é a transformação do arco em λ por T :
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Figura 4 – Uma variação da curva C

Fonte: [2, p. 87]

Em geral, a principal aplicação da fórmula de valência é permitir o estudo
dos zeros e polos de funções modulares aritmeticamente, conforme faremos no exemplo a
seguir. Além disso, vamos utilizar a fórmula de valência para caracterizar explicitamente a
dimensão dos espaços de formas modulares Mk.

Exemplo 2 (A Forma Cuspidal Discriminante). As séries de Eisenstein, conforme vimos,
são exemplos de formas modulares de peso k. Uma particularidade dessas séries é a de que
seu valor no infinito é dado por 2ζpkq, e portanto, para k ą 1, nunca se anula. Isso implica
que nenhuma série de Eisenstein pode ser uma forma cuspidal, que são formas modulares
cujo valor no infinito é zero. No entanto, vimos que o conjunto das formas modulares de
peso k formam um C-espaço vetorial e o que

à

kPZ
Mk é um anel graduado, de forma que

soma, produto e combinações de formas modulares são, ainda, formas modulares. Sabendo
disso, podemos construir um primeiro exemplo de forma cuspidal.

Considere as séries de Eisenstein normalizadas não-triviais de menores pesos,
isto é, E4 e E6, de pesos 4 e 6, respectivamente. Em particular, E3

4 e E2
6 são formas

modulares de peso 12 e ambas possuem coeficiente constante iguais a 1, pois os coeficientes
contantes de E4 e E6 são 1. Considere:

∆ “
1

1728pE3
4 ´ E2

6q. (3.4)

Naturalmente, ∆ é uma forma modular de peso 12, que possui coeficiente constante

∆p8q “
1

1728pE3
4p8q ´ E2

6p8qq “
1

17281 ´ 1 “ 0,

ou seja, é uma forma cuspidal de peso 12, denominada de discriminante. Note que ∆ não
possui polos, pois E4 e E6 são formas modulares, e portanto holomorfas em H. Vejamos
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agora que ∆ também não possui zeros em H. De fato, aplicando a fórmula de valência
para E4, vemos que a expressão

ord8pE4q `
1
2ordipE4q `

1
3ordωpE4q `

ÿ˚

P PΓ1zH

ordP pE4q “
4
12 “

1
3

é apenas satisfeita se ordωpE4q “ 1, e os restantes ordzpE4q “ 0, para todo z P H que não
é congruente a ω módulo Γ1, ou z “ 8. Isto mostra que, em H, E4 se anula apenas em ω.
Similarmente, aplicando a fórmula de valência para E6, segue que a expressão

ord8pE6q `
1
2ordipE6q `

1
3ordipE6q `

ÿ˚

P PΓ1zH

ordP pE6q “
6
12 “

1
2

é satisfeita apenas se ordipE6q “ 1, e os restantes ordzpE6q “ 0, para todo z P H que não
é congruente a i módulo Γ1, ou z “ 8, isto é, E6 se anula apenas em i, em H. Portanto,
∆ “

1
1728pE3

4 ´ E2
6q não se anula em nenhum ponto de H. Além disso, se aplicarmos a

fórmula de valência para ∆, obtemos

ord8p∆q `
1
2ordip∆q `

1
3ordip∆q `

ÿ˚

P PΓ1zH

ordP p∆q “ 1.

No entanto, sabemos que ∆ não se anula em H, e portanto temos ordzp∆q “ 0, para todo
z ‰ 8, e ord8p∆q “ 1, mostrando que ∆ tem um zero simples no infinito.

Além disso, se considerarmos a q-expansão de ∆, dada por
8
ÿ

n“1
τpnqqn, temos

que os coeficientes τpnq são inteiros, para todo n P N. Para mostrar isto, como E4 e E6

possuem coeficientes inteiros, é suficiente verificarmos que E3
4 ´ E2

6 ” 0 mod 1728, pela
equação (3.4). De fato, como

E3
4 “ 1728

»

–8000
˜

8
ÿ

n“1
σ3pnqqn

¸3

` 100
˜

8
ÿ

n“1
σ3pnqqn

¸2
fi

fl ` 720
8
ÿ

n“1
σ3pnqqn

` 1,

E2
6 “ 1728

˜

8
ÿ

n“1
σ5pnqqn

¸2

´ 1008
8
ÿ

n“1
σ5pnqqn

` 1,

e 1008 ” 720 mod 1728, segue que E3
4 ´E2

6 ” 720
8
ÿ

n“1
pσ3pnq´σ5pnqqqn mod 1728. Usando

o fato de que d3
pd2

´ 1q ” 0 mod 12, para todo d P Z, e 12 ¨ 720 “ 8640 ” 0 mod 1728,
concluímos que

E3
4 ´ E2

6 ” 0 mod 1728.

Teorema 4. (a) Mk “ 0 para k ă 0 e k “ 2.

(b) Mk é espaço vetorial de dimensão 1 para k “ 0, 4, 6, 8, 10, com base 1, E4, E6, E8 e
E10, respectivamente. Além disso, Sk “ 0 para tais valores de k.
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(c) A multiplicação por ∆ induz isomorfismo Mk´12 Ñ Sk.

Demonstração. Seja f P Mk não-nulo. Pela fórmula de valência (equação (3.2)), temos

ord8pfq `
1
2ordipfq `

1
3ordωpfq `

ÿ˚

P PΓ1zH

ordP pfq “
k

12 . (3.5)

Como f é uma forma modular, temos f holomorfa em H e, portanto, não possui polos
de nenhuma ordem. Logo, ordzpfq ě 0, para todo z P H, e ord8pfq ě 0. Dessa forma, se
k ă 0, temos no lado esquerdo da igualdade (3.5) uma soma de números não-negativos,
e do lado direito um número estritamente negativo, gerando uma contradição. Portanto,
para k ă 0, existe única forma modular de peso k e é a forma modular identicamente
nula, de onde segue que Mk “ 0, para todo k ă 0. Similarmente, para o caso k “ 2,
basta analisar a fórmula de valência (3.5) para ver que não existem inteiros não-negativos
n, n1, n2 satisfazendo

n `
1
2n1

`
1
3n2

“
1
6

para o caso em que f P M2 seja não-nula. Portanto, temos outra contradição. De onde
segue que M2 “ 0, finalizando a prova do item (a).

Conforme vimos no exemplo 2, ∆ é sempre não-nula em H e possui um zero
simples no infinito. Se f P Sk e tomarmos g “ f{∆, temos g de peso k ´ 12. Daí, a
expressão

ordzpgq “ ordzpfq ´ ordzp∆q “

$

&

%

ordzpfq, se z ‰ 8

ordzpfq ´ 1, se z “ 8

mostra que ordzpgq ě 0 para todo z P H, ou seja, g não possui polos em H. Portanto, g é
uma forma modular de peso k ´ 12, isto é, g P Mk´12, o que prova (c).

Por fim, se k “ 0, 4, 6, 8, 10, temos k ´12 ă 0 e Sk “ 0, por (a) e (c), mostrando
que dimpMkq ď 1. Como 1, E4, E6, E8 e E10 são elementos não-nulos de M0, M4, M6, M8 e
M10, segue que dimpMkq “ 1, para k “ 0, 4, 6, 8, 10, provando (b).

Corolário 2. Seja k P Z. Então dim Mk “ 0 para k ă 0 ou k ímpar, e para todo k ě 0
par, temos

dim Mk “

$

&

%

rk{12s, se k ” 2 mod 12, k ě 0

rk{12s ` 1, se k ı 2 mod 12, k ě 0
(3.6)

onde rk{12s denota a parte inteira de k{12.

Demonstração. Pelos itens (a) e (b) do Teorema 4, o resultado é imediato para 0 ď k ă 12.
Usando o isomorfismo entre Mk´12 e Sk discutido no item (c) do mesmo teorema, podemos
notar que a dimensão de Mk aumenta uma unidade quando trocamos k por k ` 12, de
onde segue a validade da fórmula para todo k ě 0.
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Corolário 3. A família tEα
4 Eβ

6 : α, β P Zě0, 4α ` 6β “ ku é uma base de Mk.

Demonstração. Vejamos primeiramente que essa família gera Mk. Pelo Teorema 4, é
imediato que os monômios Eα

4 Eβ
6 geram Mk, para k ď 6. Para k ě 8, prosseguimos por

indução. Escolha pγ, δq par de inteiros positivos satisfazendo 4γ ` 6δ “ k — essa escolha
sempre pode ser feita para todo k ě 2. Observe agora que a forma modular g “ Eγ

4 Eδ
6 é

não-nula no infinito. Se f P Mk, existe λ P C tal que f ´ λg é uma forma cuspidal (este
fato segue da Proposição 6). Então, podemos considerar o isomorfismo entre Mk´12 e Sk

discutido no item (c) do Teorema 4 para ver que existe h P Mk´12 tal que

f “ λg “ ∆ ¨ h.

Assim, o resultado segue ao aplicar a hipótese indutiva em h.

Para ver que a família tEα
4 Eβ

6 : α, β P Zě0, 4α ` 6β “ ku é linearmente
independente, basta observar que, caso não fosse, teríamos em particular que a função
E3

4{E2
6 satisfaria alguma equação algébrica não trivial com coeficientes em C, e portanto

seria constante. Mas isso não pode ocorrer, visto que E4pωq “ 0 (pois já vimos que
ordωpG6q “ 1), e E6 não zera em ω.

Observação 8. O Corolário 3 nos fornece a seguinte interpretação para o anel graduado
M “

à

kPZ
Mk. A aplicação

φ : CrX, Y s Ñ M

X ÞÑ E4

Y ÞÑ E6

é um homomorfismo de C-álgebras. O Corolário 3 nos garante que φ é na realidade um
isomorfismo, mostrando que é possível identificar o espaço M “

à

kPZ
Mk com a álgebra de

polinômios CrE4, E6s.

Os principais resultados desta seção também possuem versões racionais, que
serão úteis mais adiante. Defina os seguintes conjuntos:

Mk,Q :“ tformas modulares de peso k com coeficientes de Fourier racionaisu,

Sk,Q :“ tformas cuspidais de peso k com coeficientes de Fourier racionaisu.

De forma análoga ao que foi feito no Lema 5, podemos ver que os conjuntos Mk,Q e Sk,Q

possuem estrutura de Q-espaço vetorial. Estamos particularmente interessados na versão
racional do Corolário 3, que afirma que a família tEα

4 Eβ
6 : α, β P Zě0, 4α ` 6β “ ku é

uma base para o Q-espaço vetorial Mk,Q, pois isto significa que, se f P Mk,Q é uma forma
modular de peso k com coeficientes de Fourier racionais, podemos representar f por um
polinômio em E4 e E6 com coeficientes racionais. Enunciamos a seguir mais precisamente
as versões racionais dos resultados dessa seção.
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Proposição 7 (Versão racional da Proposição 6). Seja k ą 2 um inteiro. Então,

Mk,Q “ Q.Gk ‘ Sk,Q.

Teorema 5 (Versão racional do Teorema 4). (a) Mk,Q “ 0 para k ă 0 e k “ 2.

(b) Mk,Q é um Q-espaço vetorial de dimensão 1 para k “ 0, 4, 6, 8, 10, com base
1, E4, E6, E8 e E10, respectivamente. Além disso, Sk,Q “ 0 para tais valores de
k.

(c) A multiplicação por ∆ induz isomorfismo Mk´12,Q Ñ Sk,Q.

As demonstrações destes resultados são essencialmente análogas às demonstra-
ções dos resultados originais, com as devidas observações de que as séries de Eisenstein
Gk possuem coeficientes racionais, e de que Mk,Q, Sk,Q são Q-espaços vetoriais.

Corolário 4 (Versão racional do Corolário 3). A família tEα
4 Eβ

6 : α, β P Zě0, 4α`6β “ ku

é uma Q-base de Mk,Q.

Demonstração. Pelo Teorema 5, os monômios Eα
4 Eβ

6 geram Mk,Q para valors de k ď 6.
Analogamente à demonstração do resultado original, prosseguimos por indução para os
valores de k ě 8. Escolhendo pγ, δq um par de inteiros positivos satisfazendo 4γ ` 6δ “ k,
temos que a forma modular g “ Eγ

4 Eδ
6 possui coeficientes racionais e é não-nula no infinito.

Tomando f P Mk,Q, segue pela Proposição 7 que existe λ P Q tal que f ´ λg P Sk,Q. Então,
podemos considerar o isomorfismo entre Mk´12,Q e Sk,Q garantido pelo Teorema 5 para
obter h P Mk´12,Q tal que f “ λg “ ∆ ¨h, e o resultado segue ao aplicar a hipótese indutiva
em h. Para ver que a família tEα

4 Eβ
6 : α, β P Zě0, 4α ` 6β “ ku é linearmente independente

sobre Q, basta observar que, caso não fosse, teríamos em particular que a função E3
4{E2

6

satisfaria alguma equação algébrica não trivial com coeficientes em Q, e portanto seria
constante. Mas isso não pode ocorrer, visto que E4pωq “ 0 e E6 não zera em ω.

3.1 Aplicação: Expansão da Forma Cuspidal Discriminante ∆ e
Função τ de Ramanujan

Os resultados desenvolvidos neste capítulo nos permitem trabalhar de forma
mais concreta com as formas modulares, visto que já obtivemos uma caracterização explícita
para uma forma modular como combinação de séries de Eisenstein e formas cuspidais,
bem como compreendemos mais profundamente a aritmética da dimensionalidade dos
espaços envolvidos.

Uma aplicação destes resultados é obter a q-expansão da forma cuspidal discrimi-
nante ∆ — o chamado Teorema de Jacobi. Nesse contexto, nos depararemos naturalmente
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com uma função que descreve certas propriedades dos coeficientes da expansão de ∆: a
função τ de Ramanujan. Nesta seção, vamos então provar o Teorema de Jacobi e estudar
propriedades da função τ .

Recordemos do Exemplo 2 que a forma cuspidal ∆ é dada por:

∆ “
1

1728pE3
4 ´ E3

6q.

Utilizando as q´ expansões das séries de Eisenstein normalizadas dadas na Tabela 1, a
saber,

E4pzq “ 1 ` 240
8
ÿ

n“1
σ3pnqqn e E6pzq “ 1 ´ 504

8
ÿ

n“1
σ5pnqqn,

podemos desenvolver os primeiros termos destas séries, obtendo

∆pzq “ q ´ 24q2
` 252q3

´ 1472q4
` . . .

O Teorema de Jacobi fornece uma expressão para a q-expansão de ∆ como um produto
infinito.

Teorema 6 (Jacobi). Se q “ e2πiz, com z P H, então

∆pqq “ q
8
ź

n“1
p1 ´ qn

q
24 (3.7)

Demonstração. Defina F pzq “ q
8
ź

n“1
p1 ´ qn

q
24. Queremos mostrar que F e ∆ são proporci-

onais. Para isto, é suficiente mostrar que F é uma forma cuspidal de peso 12, pois, por
um lado, temos do Corolário 2 que dim S12 “ 1, e por outro lado, sabemos que ∆ é uma
forma cuspidal de peso 12. Com efeito, mostemos que, para todo z P H, valem as relações:

(i) F pz ` 1q “ F pzq,

(ii) F p´1{zq “ z12F pzq.

A relação (i) segue imediatamente do fato que q “ e2πiz é invariante por z ÞÑ z ` 1. Para
verificar a relação (ii), vamos provar que as funções F p´1{zq e z12F pzq possuem a mesma
diferencial logarítmica. Assim, existirá constante k tal que F p´1{zq “ kz12F pzq, para todo
z P H. Para z “ i, temos z12

“ 1, ´1{z “ z e F pzq ‰ 0, mostrando que k “ 1. Portanto, a
relação F p´1{zq “ z12F pzq segue. Tomando a derivada logarítmica de F , segue que

dF

F
“

dq

q

˜

1 ´ 24
8
ÿ

n,m“1
nqnm

¸

“
dq

q

˜

1 ´ 24
8
ÿ

n“1
σ1pnqqn

¸

“
dq

q
E2pzq.

Como G2pzq “ 2ζp2qE2pzq “
π2

6 E2pzq, obtemos

dF

F
“

6i

π
G2pzqdz.
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Agora, pelo Lema 4, sabemos que

G2 p´1{zq “ z2G2pzq ´ 2πiz.

Então, aplicando as duas últimas expressões em ´1{z,

dF p´1{zq

F p´1{zq
“

6i

π
G2p´1{zq

dz

z2 “
6i

π

dz

z2 pz2G2pzq ´ 2πizq “
dF pzq

F pzq
` 12dz

z
.

Portanto, as funções F p´1{zq e z12F pzq possuem a mesma diferencial logarítmica, como
queríamos.

Denote por τpnq o n-ésimo coeficiente da forma cuspidal ∆. A função n ÞÑ τpnq

é chamada de função τ de Ramanujan. Ramanujan calculou os primeiros 30 coeficientes
τpnq e observou que eles satisfaziam certas propriedades multiplicativas, por exemplo:

τp2qτp3q “ ´24 ¨ 252 “ ´6048 “ τp6q “ τp2 ¨ 3q,

τp2qτp5q “ ´24 ¨ 4830 “ ´115920 “ τp10q “ τp2 ¨ 5q.

Mais ainda, em 1916 conjecturou as seguintes propriedades da função τ :

1. τpnq ¨ τpmq “ τpmnq, sempre que m e n são coprimos.

2. τppr`1
q “ τppqτppr

q ´ p11τppr´1
q, para todo p primo e r ą 0.

3. |τppq| ď 2p11{2, para todo p primo.

As propriedades 1. e 2. foram provadas por Louis Mordell em 1917 e a proprie-
dade 3. foi provada por Pierre Deligne em 1974.

Essas propriedades são úteis para calcular alguns valores τpnq, especialmente
se n é primo. Mais especificamente, podemos calcular valores de τpnq congruentes módulo
m, para alguns valores de m inteiro. Sabemos que existem congruências para τpnq módulo
211, 37, 53, 7, 23 e 691 - mais informações sobre essas congruências e propriedades gerais da
função τ podem ser encontradas em [9]. Faremos neste trabalho o caso da congruência
módulo 691 no seguinte teorema.

Teorema 7. Para todo primo p, τppq ” 1 ` p11 mod 691.

Demonstração. Considere as séries de Eisenstein normalizadas de pesos 6 e 12 (Tabela 1):

E6pqq “ 1 ´ 605
8
ÿ

n“1
σ5pnqqn,

E12pqq “ 1 `
65520
691

8
ÿ

n“1
σ11pnqqn,
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onde σrpnq “
ÿ

d|n

dr. Segue do Teorema 4 que M12 “ CE12 ‘ C∆. Então E2
6 é combinação

linear de E12 e ∆, digamos

E2
6 “ λE12 ` µ∆, para λ, µ P C.

Considere os funcionais lineares an : M12 Ñ C que associam uma forma modular em M12

ao n-ésimo coeficiente de sua q-expansão. Então, aplicando o funcional linear a0, obtemos

a0pE2
6q “ λa0pE12q ` µa0p∆q.

Como E6 e E12 são séries de Eisenstein normalizadas, temos a0pE6q “ a0pE12q “ 1. Além
disso, a0p∆q “ 0, pois ∆ é uma forma cuspidal. Logo, λ “ 1. Similarmente, aplicando o
funcional linear a1, obtemos:

a1pE2
6q “ a1pE12q ` µa1p∆q.

Como sabemos, a1p∆q “ 1. Resta então calcularmos os primeiros coeficientes de E2
6 e E12.

Utilizando as q-expansões dadas no início da resolução, temos:

E6pqq “ 1 ´ 605
8
ÿ

n“1
σ5pnqqn

“ 1 ´ 504q ` . . . ùñ E2
6pqq “ 1 ´ 2 ¨ 504 ` . . .

E12pqq “ 1 `
65520
691

8
ÿ

n“1
σ11pnqqn

“ 1 `
65520
691 ` . . .

Logo, a1pE2
6q “ ´2 ¨ 504 “ ´1008 e a1pE12q “ 65520{691. Portanto,

´1008 “
65520
691 ` µ ùñ µ “ ´1008 ´

65520
691 “ ´

762048
691 .

Dessa forma, obtemos a combinação linear desejada:

E2
6 “ E12 ´

762048
691 ∆,

onde 762048 ” 65520 mod 691. Multiplicando a expressão acima por 691, segue que

0 ”

˜

65520
8
ÿ

n“1
σ11pnqqn

´

8
ÿ

n“1
τpnqqn

¸

mod 691.

Mas isso implica que τpnq ” σ11pnq mod 691. Como n “ p é primo, então σ11ppq “
ÿ

d|p

d11
“ 111

` p11
“ 1 ` p11. Portanto, τpnq ” 1 ` p11 mod 691.
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Parte II

O Invariante Modular j
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4 O Invariante Modular j

No Capítulo 3, estudamos as principais propriedades do espaço Mk das formas
modulares de peso k no que concerne à sua estrutura e dimensão. Em particular, o Teorema
4 nos mostra que o espaço das formas modulares de peso 0 é unidimensional. Juntando
isto ao fato de que toda função constante é uma forma modular de peso 0, temos que
M0 “ C, ou seja: não podemos encontrar exemplos interessantes (não-constantes) de
formas modulares de peso 0. No entanto, podemos encontrar funções modulares de peso 0,
isto é, funções fracamente modulares de peso 0 que são meromorfas no infinito. Encontrar
um tal exemplo é relevante, pois funções modulares de peso 0 são Γ1-invariantes.

Uma maneira natural de obter uma função modular de peso 0 seria conside-
rar o quociente de duas funções modulares de mesmo peso. No entanto, não podemos
considerar quaisquer duas funções modulares de peso k em Mk. Por exemplo, caso Mk

seja unidimensional, o quociente de quaisquer f, g P Mk não-nulas seria constante, o que
não fornece um exemplo não-trivial. Para contornar esse problema, basta considerarmos o
primeiro espaço Mk com dimensão maior do que 1, já que o Teorema 4 garante que existe
pelo menos uma série de Eisenstein e uma forma cuspidal neste espaço, de modo que o
quociente de tais funções seria um exemplo de função modular não constante de peso 0. O
primeiro espaço Mk de dimensão maior que 1 é o espaço M12, e o invariante modular j

aparece neste contexto.

4.1 Definições Básicas

Definição 9. O Invariante Modular j é a função em H definida por:

j “
E3

4
∆ “ 1728 ¨

E3
4

E3
4 ´ E2

6
(4.1)

Conforme já comentado, a propriedade fundamental da função j é ser Γ1-
invariante, haja vista que é uma função modular de peso 0 como quociente de duas formas
modulares de peso 12. Utilizando propriedades já discutidas das formas modulares E3

4 e ∆
podemos provar as seguintes propriedades da função j.

Proposição 8. (a) A função j é holomorfa em H e possui um polo simples no infinito.

(b) A função j induz uma bijeção Γ1zH Ñ C.

Demonstração. (a) Como E3
4 é uma forma modular (portanto holomorfa em H), e vimos

no Exemplo 2 que ∆ é uma forma cuspidal que não se anula em nenhum ponto de H,
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segue que j é holomorfa em H. Uma vez que ∆ possui um zero simples no infinito
(Exemplo 2) e E4p8q ‰ 0, concluímos que j possui polo simples no infinito.

(b) É suficiente mostrar que, no domínio fundamental, j alcança todo valor em C
uma única vez, ou, equivalentemente, mostrar que, dado λ P C, a forma modular
fλ “ E3

4 ´ λ∆ possui um único zero módulo Γ1. Analisando a fórmula de valência
para fλ em k “ 12, vemos que

ord8pfλq `
1
2ordipfλq `

1
3ordωpfλq `

ÿ˚

P PΓ1zH

ordP pfλq “ 1.

Como E4p8q ‰ 0 e ∆ possui zero simples no infinito, segue que o ord8pfλq “ 0. Logo,
basta analisarmos para quais triplas pn, n1, n2

q de números inteiros não-negativos
temos a equação

1
2ordipfλq `

1
3ordωpfλq `

ÿ˚

P PΓ1zH

ordP pfλq “
1
2n `

1
3n1

` n2
“ 1

satisfeita. Podemos concluir que essas triplas são p0, 0, 1q, p2, 0, 0q ou p0, 3, 0q. Em
todo caso, fλ possui zero em apenas um ponto de Γ1zH.

Proposição 9. Seja f meromorfa em H. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) f é uma função modular de peso 0.

(ii) f é quociente de duas formas modulares de mesmo peso.

(iii) f é uma função racional de j.

Demonstração. A implicação piiq ùñ piq é imediata. Para a implicação piiiq ùñ piiq,
suponha

f “
P pjq

Qpjq
,

onde P, Q são polinômios complexos. Então, P pjq e Qpjq são ambas funções modulares de
peso 0 e holomorfas em H. Note que P pjq e Qpjq podem possuir, no máximo, um polo no
infinito, que podem ser controlados multiplicando por alguma potência de ∆, isto é, existe
k tal que ∆kP pjq e ∆kQpjq são holomorfas no infinito. Logo,

f “
P pjq∆k

Qpjq∆k

é quociente de formas modulares de mesmo peso. Para provar piq ùñ piiiq, suponha f

função modular de peso 0 e considere

gpzq “ fpzq
ź

P PΓ1zH,ordP pfqă0
pjpzq ´ jpP qq

´ordP pfq, (4.2)



Capítulo 4. O Invariante Modular j 50

que cancela todos os polos de f em H. Evidentemente, g é uma função modular de peso 0
e meromorfa no infinito, e portanto existe um inteiro k ą 0 para o qual g∆k é uma forma
modular de peso 12k. O Corolário 3 garante que podemos escrever

gpzq∆k
pzq “

ÿ

4α`6β“12k

cαβEα
4 pzqEβ

6 pzq,

onde os coeficientes cαβ são complexos. Como estamos percorrendo as combinações lineares
sobre os índices α e β satisfazendo 4α ` 6β “ 12k, segue que 12 | 4α ` 6β e, em particular,
3 | α e 2 | β. Portanto, a expressão

gpzq “
ÿ

4α`6β“12k

cαβ

ˆ

E3
4pzq

∆pzq

˙
α
3
ˆ

E2
6pzq

∆pzq

˙

β
2

“
ÿ

4α`6β“12k

cαβ pjpzqq
α
3 pjpzq ´ 1728q

β
2

“
ÿ

4α`6β“12k

cαβ pjpzqq
α
3 pjpzq ´ jpiqq

β
2

mostra que g é um polinômio em j. Logo, f é uma função racional em j.

Observação 9. A demonstração da Proposição 9 mostra que se f é uma função modular
de peso 0 holomorfa em H, então f é na verdade um polinômio em j. De fato, neste
caso, temos que f não possui polos em H, ou seja, não existem pontos P P Γ1zH com
ordP pfq ă 0, e portanto a equação (4.2) garante que f “ g. Além disso, se f possui
coeficientes de Fourier racionais, então f é um polinômio em j com coeficientes racionais.
De fato, pelo item anterior, f “ g e a expressão

fpzq∆k
pzq “

ÿ

4α`6β“12k

cαβEα
4 pzqEβ

6 pzq,

garante que f∆k é uma forma modular com coeficientes de Fourier em Q, pois ∆ possui
coeficientes em Z. Logo, f∆k

P M12k,Q e, pelo Corolário 4, temos que f∆k
P QrE4, E6s,

mostrando que os coeficientes cαβ são racionais, para todo α, β satisfazendo 4α ` 6β “ 12k.
Logo, segue que da expressão

fpzq “
ÿ

4α`6β“12k

cαβ pjpzqq
α
3 pjpzq ´ jpiqq

β
2

que os coeficientes de f como um polinômio em j são racionais.

Observação 10. No espírito da observação anterior, temos um resultado ainda mais preciso,
que será útil mais adiante: Se f é uma função holomorfa em H e modular de peso 0 com
coeficientes de Fourier inteiros, então os coeficientes de f como um polinômio em j são
inteiros. De fato, seja QpY q P CrY s e fpzq “ Qpjpzqq. Sendo f uma função modular de
peso 0, f admite expansão de Fourier

fpzq “
ÿ

anqn
P Crrqssrq´1

s.
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Escrevendo QpY q “

d
ÿ

i“0
QiY

i, com Qi P C, Qd ‰ 0, temos:

fpzq “ Qpjpzqq “

d
ÿ

i“0
QiY

i
“

d
ÿ

i“0
Qi

ˆ

1
q

` 744 ` 196844q ` ¨ ¨ ¨

˙

“

d
ÿ

i“0
Qi

ˆ

1
qi

`
744i

qi´1 ` ¨ ¨ ¨

˙

“
Qq

qd
`

Qd´1 ` 744dQd

qd´1 ` ¨ ¨ ¨ “
ÿ

anqn

Logo, an “ 0 se n ă ´d e a´d “ Qd. Agora, basta considerar

QpY q ´ QdY d
“

d´1
ÿ

i“0
QiY

i

e aplicar indução no grau, pois

Qpjpzqq ´ Qdjpzq
d

“ fpzq ´ Qdjpzq
d

P Zrrqssrq´1
s.

Observação 11. Na expressão j “ 1728 ¨
E3

4
E3

4 ´ E2
6

temos o coeficiente 1728 “ 2633. Ele
foi introduzido de modo a garantir que j possua resíduo igual a 1 no infinito. Mais
precisamente, utilizando a q-expansão dada na seção 2.2.1 podemos obter

jpzq “
1
q

` 744 `

8
ÿ

n“1
cpnqqn, z P H e q “ e2πiz,

onde os coeficientes cpnq são inteiros, por exemplo:

cp1q “ 22
¨ 33

¨ 1823 “ 196884 e cp2q “ 211
¨ 5 ¨ 2099 “ 21493760.

De fato, vimos no Exemplo 2 que os coeficientes τpnq da q-expansão de ∆ são inteiros e
τp1q “ 1. Isso significa que os coeficientes da q-expansão de 1{∆ são inteiros, e, portanto,
a q-expansão de j “ E3

4{∆ terá coeficientes inteiros, tendo em vista que os coeficientes de
E3

4 também são inteiros.

4.2 Multiplicação Complexa
Uma curva elíptica é representada pelo quociente E “ C{Λ, onde Λ é um

reticulado em C. Se E 1
“ C{Λ1 é outra curva elíptica com λΛ Ď Λ1 para algum λ P C, fica

bem definido um endomorfismo

E Ñ E 1

rzs ÞÑ rλzs. (4.3)

Uma vez que um reticulado é um Z-módulo, se temos Λ “ Λ1, então sempre podemos
obter este mapa para λ P Z (este é o único caso para λ real). No entanto, é possível que λ

seja um número complexo.
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Definição 10. Dizemos que uma curva elíptica E “ C{Λ admite multiplicação complexa
se existe λ P CzR tal que λΛ Ď Λ.

Cada z P H pode ser associado à uma curva elíptica da forma:

E “
C
Λz

, onde Λz :“ Zz ` Z. (4.4)

Os pontos z P H tais que a curva elíptica E “ C{Λz admite multiplicação complexa
são chamados de pontos CM (Complex Multiplication, em inglês). A Proposição a seguir
apresenta suas principais propriedades e equivalências.

Proposição 10. Seja z P H. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) z é um ponto CM.

(ii) Existem inteiros a, b, c, com a ‰ 0, tais que az2
` bz ` c “ 0, ou, equivalentemente,

z “ p´b `
?

Dq{2a, com D “ b2
´ 4ac.

(iii) Existe um inteiro positivo n e uma matriz M P Mp2,Zq não proporcional à identidade
e com determinante n que fixa z.

Demonstração. Vejamos que (i) ðñ (ii). Supondo z P H um ponto CM, existe λ P CzR
tal que λpZz`Zq Ď Zz`Z. Em particular, existem inteiros A, B, C, D tais que λ “ Az`B

e λz “ Cz ` D. Evidentemente, A ‰ 0, pois λ P CzR. Como λ ‰ 0,

z “
Cz ` D

Az ` B
,

de onde segue que Az2
` pB ´ Cqz ´ D “ 0. Tomando A “ a ‰ 0, b “ B ´ C e d “ ´D,

concluímos. Reciprocamente, se z satisfaz az2
` bz ` c “ 0, para inteiros a, b, c com a ‰ 0,

tomando λ “ az, segue que

λpZz ` Zq “ Zpa ´ bqz ` Zc Ď Zz ` Z.

Logo, z é ponto CM.

Para (ii) ðñ (iii), suponha az2
` bz ` c “ 0, para inteiros a, b, c com

a ‰ 0. Então, tomando n “ ac — o qual é positivo pois sabemos que z P H implica
D “ b2

´ 4ac ă 0, temos:

z “
bz ` c

´az ` 0 “

˜

b c

´a 0

¸

z “ Mz.

Evidentemente, M P Mp2,Zq não é proporcional à identidade, pois a ‰ 0 e fixa z, pela
expressão acima. Além disso, det M “ ac “ n, concluíndo a implicação. Reciprocamente,
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suponha que exista um inteiro positivo n e uma matriz M “ p A B
C D q P Mp2,Zq não

proporcional à identidade e com determinante n que fixa z. Então,

Mz “ z ùñ
Az ` B

Cz ` D
“ z ùñ Az ` B “ Cz2

` Dz ùñ Cz2
` pD ´ Aqz ´ B “ 0.

Tomando a “ C ‰ 0 (pois M não é proporcional à identidade), b “ D ´ A e c “ ´B,
segue o resultado.

A teoria de multiplicação complexa é muito vasta e entrelaça conceitos de teoria
algébrica dos números, curvas elípticas e formas modulares. Nesta seção, mencionamos
brevemente apenas os seus principais aspectos básicos. Essencialmente, vimos a definição
de multiplicação complexa no contexto de curvas elípticas e deduzimos pontos com um
comportamento especial: os pontos quadrático imaginários no semiplano superior, chamados
de pontos CM. Esses pontos são de especial interesse, pois provaremos neste capítulo que
jpzq é um número algébrico — na realidade, é um inteiro algébrico — sempre que z é um
ponto CM. No entanto, para que possamos abordar esse resultado, serão necessários alguns
conceitos e resultados envolvolvendo matrizes de um dado determinante e subgrupos de
congruência de Γ1, temas das próximas duas seções.

4.3 Matrizes Inteiras de um Dado Determinante
Considere m um inteiro positivo não nulo e denote por Mm o subconjunto de

Mp2,Zq de matrizes 2 ˆ 2 com entradas inteiras e determinante m. Note que o grupo Γ1

age em Mm via multiplicação de matrizes à direita e à esquerda.

Proposição 11. O conjunto finito

M˚
m “

#˜

a b

0 d

¸

: a, b, d P Z, ad “ m e 0 ď b ă d

+

Ď Mm

é um sistema completo de representantes para o quociente à esquerda Γ1zMm “ trM s :
M P Mmu.

Demonstração. Seja rM s P Γ1zMm e mostremos que existe único M 1
P M˚

m e γ P Γ1

tais que M “ γM 1. Digamos que M “ p A B
C D q, com det M “ AD ´ BC “ m, e considere

g “ mdcpA, Cq. A Identidade de Bézout nos garante a existência de u0, v0 P Z satisfazendo
u0A ` v0C “ g. Denotando b0 “ u0B ` v0D, vamos provar primeiramente a seguinte
afirmação: existem u, v P Z, com uA`vC “ g, tais que b “ uB`vD satisfaz 0 ď b ă

det M

g
.

De fato, verificamos imediatamente que

pu, vq “ pu0, v0q ` k

ˆ

´C

g
,
A

g

˙

, k P Z
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são soluções de xA ` yC “ g:

uA`vC “

ˆ

u0 ´ k
C

g

˙

A`

ˆ

V0 ` k
A

g

˙

C “ u0A`v0C `
k

g
pAC ´ACq “ u0A`v0C “ g.

Além disso,

b “ uB ` vD “

ˆ

u0 ´ k
C

g

˙

B `

ˆ

V0 ` k
A

g

˙

D “ u0B ` v0D ` k
pAD ´ BCq

g

“ b0 ` k

ˆ

det M

g

˙

pode sempre ser escolhido de forma a satisfazer 0 ď b ă det M{g, e cada escolha é única
módulo det M{g, provando a afirmação.
Escolhendo u, v P Z tais que uA ` vC “ g e b “ uB ` vD satisfazendo 0 ď b ă det M{g,
defina:

γ “

¨

˚

˝

A

g
´v

C

g
u

˛

‹

‚

e M 1
“

¨

˝

g b

0 det M

g

˛

‚.

Note primeiramente que γ P Γ1: de fato, como g “ mdcpA, Cq | A, C, temos que A{g e
C{g são números inteiros, de modo que γ P Mp2,Zq. Uma vez que det γ “ puA ` vCq{

g “ g{g “ 1, segue que γ P Γ1. Além disso, M 1
P M˚

m: similarmente, como g “

mdcpA, Cq | A, C, temos que g divide qualquer combinação inteira de A e C. Em particular,
g | AD ´ BC “ det M , de onde obtemos que det M{g P Z e portanto que M 1

P Mp2,Zq.
Como det M 1

“ det M “ m, e a escolha de b (única módulo det M{g) foi foita de modo
a satisfazer 0 ď b ă det M{g, segue que M 1 é um elemento de M˚

m. Por fim, basta
mostrarmos a relação M “ γM 1:

γM 1
“

¨

˚

˝

A

g
´v

C

g
u

˛

‹

‚

¨

˝

g b

0 det M

g

˛

‚“

¨

˚

˝

A
ApuB ` vDq ´ vpAD ´ BCq

g

C
CpuB ` vDq ` upAD ´ BCq

g

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

A
Bg

g

C
Dg

g

˛

‹

‚

“

˜

A B

C D

¸

“ M.

Lema 8. Seja M “ p a b
0 d q P M˚

m. A q-expansão de jpMzq é dada por

jpMzq “

8
ÿ

n“´1
cnζbn

d q
an
d , (4.5)

em que ζd “ e
2πi

d e os coeficientes cn são os coeficientes da q-expansão de jpzq. Além disso,
jpMzq é uma função holomorfa em H e meromorfa no infinito.

Demonstração. Para obter a q-expansão de jpMzq, basta substituir z por Mz na q-
expansão de j:

jpMzq “ j

ˆ

az ` b

d

˙

“
1

e2πi b
d

1
q

a
d

` c0 ` c1e
2πi b

d q
a
d ` . . . “

8
ÿ

n“´1
cnζbn

d q
an
d . (4.6)
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Além disso, jpMzq é holomorfa em H como a composição das aplicações z ÞÑ Mz e jpzq,
que são holomorfas em H — pois det M “ m ą 0. Por fim, escolha ni P Z tal que ni ´a ą 0
e considere

q
ni
d jpMzq “

8
ÿ

n“´1
cnζbn

d q
ni`an

d .

Como ni ´ a

d
ą 0 e ni ` an

d
ą 0, para todo n ě 1 inteiro, segue da expressão acima

que q
ni
d jpMzq ÝÑ 0 , quando z ÝÑ `i8, mostrando que jpMzq é meromorfa no infinito.

(menos formalmente, poderíamos ter observado simplesmente que a parte negativa da
expansão de jpMzq é finita).

4.4 Subgrupos de Congruência de Γ1

Dado N P N, o subgrupo ΓN :“ tγ P Γ1 : γ ” 1 mod Nu de Γ1 é chamado de
subgrupo de congruência principal de nível N .

Definição 11. Um subgrupo Γ1 de Γ1 é dito subgrupo de congruência de Γ1 se Γ1 contém
algum subgrupo de congruência principal de nível N , para algum N P N.

Lema 9. Todo subgrupo de congruência de Γ1 possui índice finito.

Demonstração. Seja Γ1 subgrupo de congruência de Γ1. Então, existe N P Z para o qual
ΓN Ď Γ1. Considerando o homomorfismo de grupos φN : Γ1 Ñ SLp2,Z{NZq, dado por
φN pγq “ γ mod N , temos que ΓN “ tγ P Γ1 : γ ” 1 mod Nu “ ker φN . Pelo Primeiro
Teorema do Isomorfismo,

Γ1

ker φN

» ImφN ùñ
Γ1

ΓN

» ImφN Ă SLp2,Z{NZq.

Como SLp2,Z{NZq é um conjunto finito, segue que ImφN é um conjunto finito. Logo,
rΓ1 : ΓN s “ #Γ1{ΓN “ #ImφN ă 8. Como ΓN Ď Γ1

Ď Γ1, segue que rΓ1 : Γ1
s ă 8.

Lema 10. Seja M P Mp2,Zq com determinante não-nulo. Então, Γ1 X M´1Γ1M é um
subgrupo de congruência de Γ1.

Demonstração. Seja M “ p a b
c d q P Mp2,Zq. Como, por hipótese, temos det M ‰ 0, tome

N “ det M . Por definição, ΓN Ď Γ1. Resta ver que ΓN Ď M´1Γ1M , ou, equivalentemente,
que dado γ P ΓN temos MγM´1

P Γ1.
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(i) MγM´1 possui coeficientes inteiros: de fato, note que γ P ΓN implica que γ “

12ˆ2 ` Nδ, onde δ “ p ã b̃
c̃ d̃

q P Mp2,Zq. Logo,

MγM´1
“ Mp12ˆ2 ` NδqM´1

“ pM ` MNδqM´1
“ MM´1

` MNδM´1

“ 12ˆ2 ` MNδM´1
“ 12ˆ2 `

˜

a b

c d

¸

¨ det M ¨

˜

ã b̃

c̃ d̃

¸

¨
1

det M

˜

d ´b

´c a

¸

“ 12ˆ2 `

˜

a b

c d

¸˜

ã b̃

c̃ d̃

¸˜

d ´b

´c a

¸

P Mp2,Zq.

(ii) det MγM´1
“ 1: De fato, como γ P Γ1, temos det γ “ 1. Logo,

detpMγM´1
q “ det M det γ det M´1

“ det M det M´1
“ detpMM´1

q “ detp1q “ 1.

Dos itens (i) e (ii) segue o resultado.

Corolário 5. Seja M P Mp2,Zq com determinante não-nulo. O subgrupo Γ1 X M´1Γ1M

possui índice finito em Γ1.

Demonstração. A demonstração segue imediatamente dos dois últimos lemas.

4.5 Algebricidade dos Valores Especiais de j

Definição 12. Seja z P H um ponto CM. O número complexo jpzq é chamado de valor
especial1 de j.

O principal teorema deste trabalho afirma que valores especiais de j são números
algébricos. Sabemos que, se z P H é um ponto CM, a Proposição 10 garante a existência
de uma matriz M P Mp2,Zq não proporcional à identidade fixando z. O ponto chave da
demonstração deste teorema é a dependência algébrica das funções jpzq e jpMzq sobre Q,
que fornecerá um polinômio RpX, Y q P QrX, Y szt0u satisfazendo

R pjpMzq, jpzqq ” 0. (4.7)

Ao considerar a restrição deste polinômio à diagonal X “ Y , obtemos polinômio RpX, Xq P

QrXs não identicamente nulo satisfazendo a relação (4.7). A conclusão segue utilizando o
fato de que a matriz M fixa o ponto CM z.

Proposição 12. Para toda matriz M P Mp2,Zq com determinante não nulo, existe um
polinômio R P QrX, Y szt0u, tal que RpjpMzq, jpzqq ” 0.
1 Em inglês, estes valores são conhecidos como singular moduli. A terminologia valor especial vem do

fato de que os pontos CM são pontos especiais do semiplano superior no contexto de variedades de
Shimura.
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Demonstração. Seja M P Mp2,Zq uma matriz com determinante positivo. As funções jpzq

e jpMzq são ambas funções modulares com respeito ao subgrupo Γ1 :“ Γ1 X M´1Γ1M e,
pelo Corolário 5, sabemos que Γ1 possui índice finito em Γ1, digamos pΓ1 : Γ1

q “ m. Então,
Γ1 “ Γ1γ1 Y . . . Y Γ1γm, para representantes γ1, . . . , γm P Γ1. A fim de facilitar a notação,
considere:

j1
pzq “ jpMzq e j1

γ
pzq “ j1

pγzq “ jpMγzq,

para γ P Γ1 e z P H, e defina o polinômio

P pXq :“
m
ź

i“1

´

X ´ j1

γi

pzq

¯

“

´

X ´ j1

γ1
pzq

¯

. . .
´

X ´ j1

γm

pzq

¯

(4.8)

“ P0 ` P1X ` . . . ` Pm´1X
m´1

` Xm,

cujos coeficientes são os polinômios simétricos elementares:

Pipzq “ p´1q
m

ÿ

1ďi1ă...ăikďm

j1

γi1
pzq . . . j1

γim

pzq, para i “ 1, . . . , m.

Note que P é um polinômio mônico, e portanto não identicamente nulo, que anula jpMzq,
pois podemos supor γk “ 12ˆ2 P Γ1, para algum k P I “ t1, . . . , mu. Vamos provar que
Pi P Qrjs, para cada i P J “ t0, . . . , m ´ 1u, ou seja, que cada coeficiente de P é um
polinômio em j com coeficientes racionais. Primeiramente, vejamos que Pi P Crjs e, para
isto, é suficiente provar que cada coeficiente de P é uma função holomorfa em H e modular
de peso 0, pois seguirá da Proposição 9 (Observação 9) que cada coeficiente de P é um
polinômio em j. Mais precisamente, vamos provar os seguintes itens: para cada i P J ,

(i) Pi é Γ1 - invariante,

(ii) Pi é uma função meromorfa em H, inclusive no infinito.

Para o item (i), note que a ação de Γ1 em Γ1
zΓ1 pela direita via um elemento γ P Γ1

apenas permuta os representantes γi, e portanto existe uma permutação σ nos índices
I “ t1, ¨ ¨ ¨ , mu tal que Γ1γiγ “ Γ1γσpiq, para cada i P I. Assim, para cada i P I, existe γ1

i

dependendo de γ para o qual γiγ “ γ1
iγσpiq. Sendo j1 uma função Γ1-invariante, temos

j1

γiγ
pzq “ j1

pγiγzq “ j1
pγ1

iγσpiqzq “ j1

γσpiq

pzq, para cada i P I e z P H.

Agindo com γ P Γ1 em P , segue que

P
γ
pXq “

´

X ´ j1

γ1γ

¯

. . .
´

X ´ j1

γmγ

¯

“

ˆ

X ´ j1

γσp1q

˙

. . .

ˆ

X ´ j1

γσpmq

˙

“ P pXq,

uma vez que a permutação nos índices apenas altera a ordem dos fatores
´

X ´ j1

γi

¯

, para
cada i P I. Logo, Pi

γ
“ Pi , para todo i P J , o que prova a afirmação (i).
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Para o item (ii), como os coeficientes Pi são somas de produtos das funções
j1

γk

, com 1 ď k ď i, basta provarmos, para um i P I fixo, que j1

γi

é holomorfa em H e
meromorfa no infinito. De fato, como j1

γi

pzq “ j1
pγizq “ jpMγizq, podemos ver j1

γi

como a
composição de j com as aplicações z ÞÑ Mz e z ÞÑ γiz, que são holomorfas em H, visto que
det M, det γi ą 0. Logo j1

γi

é holomorfa em H. Também, considere M 1
“ Mγi, que possui

determinante positivo, pois det γi “ 1 e det M ą 0. Pela Proposição 11, existem matrizes
δi P Γ1 e Ni P M˚

det M com det M 1
“ det M , digamos Ni “ p

ai bi
0 di

q, tais que M 1
“ δiNi.

Como j é Γ1 - invariante, obtemos que

j1

γi

pzq “ j1
pγizq “ jpMγizq “ jpM 1zq “ jpδiNizq “ jpNizq.

Pelo Lema 8, jpNizq é meromorfa no infinito e, portanto, concluímos o item (ii).

Por fim, vejamos que os coeficientes de P são racionais. De fato, pelo Lema 8,
podemos substituir a q-expansão de j1

γi

pzq “ jpNizq na expressão de P :

P pXq “

m
ź

i“1

´

X ´ j1

γi

pzq

¯

“

m
ź

i“1

˜

X ´

8
ÿ

n“´1
cnζbin

di
q

ain

di

¸

,

e notar que o termo geral no produto é um elemento do anel Zrζdi
srXsrq´1{di , q1{dis das

séries de Laurent em q1{di com coeficientes em Zrζdi
s. Aplicar uma conjugação galoisiana

ζdi
ÞÑ ζr

di
, em que r P pZ{diZq

˚ — o conjunto dos elementos inversíveis em Z{diZ — apenas
altera a potência bi de ζdi

por bir, a qual acaba percorrendo novamente o mesmo conjunto
de possíveis potências pZ{diZq

˚, que é um grupo finito. Isto significa que aplicar qualquer
Q-automorfismo em P vai apenas permutar a ordem dos produtos

´

X ´ j1

γi

¯

, de modo
que os valores dos coeficientes de P permanecem inalterados. Portanto, os coeficientes da
expansão de Laurent de P são racionais. A conclusão segue da Observação 9, pois, como
cada coeficiente de P é uma função modular de peso 0 e holomorfa em H com coeficientes
da série de Laurent racionais, temos que cada coeficiente de P é um polinômio em j com
coeficientes racionais, ou seja, Pi P Qrjs, para todo i P J .

Em suma, encontramos polinômio P em uma variável X que anula jpMzq e
cujos coeficientes Pi P Qrjs são polinômios em j com coeficientes racionais. Digamos que
Pi “ Qipjq, em que QipY q P QrY s é um polinômio em uma variável Y com coeficientes
racionais, e defina

RpX, Y q “ Q0pY q ` Q1pY qX ` . . . ` Xm
P QrX, Y szt0u.

Como P pjpMzqq ” 0 e cada coeficiente de P é um polinômio em j, segue que

RpjpMzq, jpzqq ” 0,

concluindo a demonstração.

Teorema 8. Seja z P H um ponto CM. Então, jpzq é um número algébrico.
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Demonstração. Seja z P H um ponto CM. Pela Proposição 10, existe matriz M P Mp2,Zq

não proporcional à identidade que fixa z. O Lema 12 garante a existência de um polinômio
R P QrX, Y szt0u satisfazendo RpjpMzq, jpzqq ” 0. Podemos considerar a restrição de R à
diagonal X “ Y , visto que possíveis potências de X ´ Y dividindo R podem ser removidas
sem afetar a validade da relação RpjpMzq, jpzqq ” 0, já que jpMzq não é identicamente
igual a jpzq, e isto garante que RpX, Xq não é identicamente nulo. Desta forma, obtemos
polinômio RrX, Xs P QrXszt0u satisfazendo

RpjpMzq, jpzqq “ Rpjpzq, jpzqq “ 0,

pois M fixa o ponto CM z. Portanto, o valor especial jpzq é um número algébrico.

Observação 12. Dado z P H um ponto CM e dada uma correspondente matriz M P Mp2,Zq

que fixa este ponto, provamos que o valor especial jpzq é um número algébrico utilizando
a dependência algébrica das funções jpMzq e jpzq para obter um polinômio mônico com
coeficientes racionais que admita o valor especial jpzq como raíz. No entanto, é possível
escolher este polinômio de forma que ele possua coeficientes inteiros. Na realidade, a
proposição a seguir nos fornece um resultado ainda mais preciso: este polinômio pode ser
escolhido de forma a possuir coeficientes inteiros e dependendo apenas do determinante da
matriz M .

Proposição 13. Para cada m P N, existe um polinômio ΨmpX, Y q P ZrX, Y s, simétrico a
menos de sinal e de grau σ1pmq em ambas as entradas tal que ΨmpjpMzq, jpzqq ” 0, para
toda matriz M P Mp2,Zq de determinante m.

Demonstração. Seja Mm o conjunto das matrizes em Mp2,Zq de determinante m. Pela
Proposição 11, o conjunto M˚

m é um sistema completo de representantes para o quociente
Γ1zMm e, portanto, podemos nos restringir a trabalhar com matrizes de M˚

m, já que j é
Γ1-invariante. Considere o polinômio

P pXq :“
ź

MPM˚
m

pX ´ jpMzqq “
ÿ

i

PipzqX i,

que é Γ1-invariante, pois Mm é invariante sob a multiplicação à esquerda e à direita por
matrizes de Γ1, e é de grau σ1pmq “

ÿ

d|m

d, pois

|Γ1zMm| “ |M˚
m| “

ÿ

ad“m

d “ σ1pmq.

Pelo Lema 8, temos que jpMzq é uma função holomorfa em H e meromorfa no infinito,
para toda matriz M P M˚

m. Logo, os coeficientes Pi deste polinômio são funções holomorfas
em H e meromorfas no infinito, de onde segue que são funções modular de peso 0. Pela
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Observação 9, cada coeficiente Pi é um polinômio em j, digamos Pi “ Qipjq. Para
ΨmpX, Y q “

ÿ

i

QipY qX i, temos que

ΨmpX, jpzqq “
ÿ

i

QipjpzqqX i
“

ź

MPM˚
m

pX ´ jpMzqq .

Queremos mostrar que ΨmpX, Y q P ZrX, Y s. Como ΨmpX, Y q “
ÿ

i

QipY qX i, basta

mostrarmos que cada Qi P ZrY s. Agora, sabemos que cada Qipjpzqq “ Pipzq é uma função
modular de peso 0, e portanto admite expansão de Fourier. Como o Lema 8 nos fornece
a q-expansão de jpMzq, para toda matriz M P M˚

m, e podemos expandir o polinômio
ΨmpX, jpzqq na forma

ΨmpX, jpzqq “
ź

MPM˚
m

pX ´ jpMzqq “
ź

ad“m

d´1
ź

b“0

ˆ

X ´ j

ˆ

az ` b

d

˙˙

“
ź

ad“m

d´1
ź

b“0

˜

X ´

8
ÿ

n“´1
cnζbn

d qan{d

¸

, onde ζd “ e2πi{d,

segue que os coeficiente de Fourier de Pi são racionais (pela mesma argumentação apresen-
tada na demonstração da Proposição 12). Mais ainda, eles são inteiros, pois os coeficientes
de ΨmpX, jpzqq são inteiros algébricos, já que são combinações dos coeficientes cn de
j (que são inteiros) e das raízes da unidade ζd (que são inteiros algébricos), e Z é um
subanel de C (pelo Lema 12). O Lema 14 nos diz que inteiros algébricos racionais são
simplesmente números inteiros, e concluímos. Em suma, temos que cada Qipjpzqq “ Pipzq

possui coeficientes da expansão de Fourier inteiros. Pela Observação 10, segue então que
os coeficientes de Qi como um polinômio em j são inteiros, isto é QipY q P ZrY s. Portanto,
ΨmpX, Y q P ZrX, Y s. Para finalizar a demonstração, basta notar que

ΨmpjpMzq, jpzqq “
ź

MPM˚
m

pjpMzq ´ jpMzqq ” 0, para toda matriz M P M˚
m,

e que a simetria de ΨmpX, Y q a menos de sinal segue do fato de que z1
“ Mz para

M “ p a b
c d q é equivalente a z “ M 1z1, para M 1

“ p d ´b
´a c q.

Observação 13. ΨmpX, Y q é chamado de polinômio modular.

Exemplo 3 (Polinômio Modular para o caso m “ 2). Observe que o sistema completo de
representantes para o quociente Γ1zM2 é o conjunto

M˚
2 “

#˜

a b

0 d

¸

; a, b, d P Z, ad “ 2, 0 ď b ă d

+

“

#˜

1 0
0 2

¸

,

˜

1 1
0 2

¸

,

˜

2 0
0 1

¸+

,

e, portanto, o polinômio modular é dado por

Ψ2pX, jpzqq :“
ź

MPM˚
2

pX ´ jpMzqq “

´

X ´ j
´z

2

¯¯

ˆ

X ´ j

ˆ

z ` 1
2

˙˙

pX ´ j p2zqq .
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Desenvolvendo o produto, escrevemos o polinômio na forma X3
´ ApzqX2

` BpzqX ´ Cpzq,
onde

Apzq “ j
´z

2

¯

` j

ˆ

z ` 1
2

˙

` jp2zq,

Bpzq “ j
´z

2

¯

j

ˆ

z ` 1
2

˙

` j
´z

2

¯

jp2zq ` j

ˆ

z ` 1
2

˙

jp2zq,

Cpzq “ j
´z

2

¯

j

ˆ

z ` 1
2

˙

jp2zq.

Vamos escrever os termos jpMzq, com M P M˚
2 , em função de jpzq, já que a Proposição

13 nos garante que os coeficientes do polinômio modular são polinômios em j. Lembrando
que a q-expansão de jpMzq é dada por

jpMzq “

8
ÿ

n“´1
cnζbn

d q
an
d , em que M “

˜

a b

0 d

¸

,

temos, para o nosso caso,

j
´z

2

¯

“

8
ÿ

n“´1
cnζ0.n

2 q
n
2

“ q´ 1
2 ` 744 ` 196884q

1
2 ` 21493760q ` 864299970q

3
2

` 20245856256q2
` Opq

5
2 q, (4.9)

j

ˆ

z ` 1
2

˙

“

8
ÿ

n“´1
cnζn

2 q
n
2

“ ´q´ 1
2 ` 744 ´ 196884q

1
2 ` 21493760q ´ 864299970q

3
2

` 20245856256q2
` Opq

5
2 q, (4.10)

jp2zq “

8
ÿ

n“´1
cnζ0.n

2 q2n

“ q´2
` 744 ` 196884q2

` Opq4
q. (4.11)

Além disso, serão úteis as seguintes identidades:

q´1
“ jpzq ´ c0 ` Opqq “ jpzq ´ 744 ` Opqq, (4.12)

q´2
“ jpzq

2
´ 2c0q

´1
´ p2c1 ` c2

0q ` Opqq “ jpzq
2

´ 1488q´1
´ 947304 ` Opqq, (4.13)

q´3
“ jpzq

3
´ 3c0q

´2
´ p3c2

0 ` 3c1qq´1
´ pc3

0 ` 6c0c1 ` 3c2q ` Opqq

“ jpzq
3

´ 2232q´2
´ 2251260q´1

´ 1355202240 ` Opqq. (4.14)

Nas equações acima, utilizamos a notação Opqn
q para ocultar os termos com as potências
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maiores ou iguais a n. Substituindo-as na expressão de Apzq, obtemos:

Apzq “ j
´z

2

¯

` j

ˆ

z ` 1
2

˙

` jp2zq

“ pq´ 1
2 ` c0 ` Opq

1
2 qq ` p´q´ 1

2 ` c0 ` Opq
1
2 qq ` pq´2

` c0 ` Opq4
qq

“ q´2
` 3c0 ` Opqq “ jpzq

2
´ 2c0pjpzq ´ c0q ´ c2

0 ´ 2c1 ` 3c0 ` op1q

“ jpzq
2

´ 1488jpzq ` 162000 ` Opq
1
2 q. (4.15)

Para o cálculo de Bpzq, calculemos os produtos envolvidos separadamente:

j
´z

2

¯

j

ˆ

z ` 1
2

˙

“ pq´ 1
2 ` 744 ` 196884q

1
2 ` Opqqqp´q´ 1

2 ` 744 ´ 196884q
1
2 ` Opqqq

“ ´q´1
` 159768 ` Opq

1
2 q,

j
´z

2

¯

jp2zq “ pq´ 1
2 ` 744 ` 196844q

1
2 ` 21493760q

` 8642999970q
3
2 ` 20245856256q2

` Opq
5
2 qq

pq´2
` 744 ` Opq4

qq

“ q´ 5
2 ` 744q´2

` 196844q´ 3
2 ` 21493760q´1

` 862499970q´ 1
2 `

20245856256 ` 744q´ 1
2 ` 744.744 ` Opq

1
2 q

“ q´ 5
2 ` 744q´2

` 196844q´ 3
2 ` 21493760q´1

` 864300714q´ 1
2

` 20246409792 ` Opq
1
2 q,

j

ˆ

z ` 1
2

˙

jp2zq “ p´q´ 1
2 ` 744 ´ 196844q

1
2 ` 21493760q ´ 8642999970q

3
2

` 20245856256q2
` Opq

5
2 qqpq´2

` 744 ` Opq4
qq

“ ´q´ 5
2 ` 744q´2

´ 196844q´ 3
2 ` 21493760q´1

´ 864300714q´ 1
2

` 20246409792 ` Opq
1
2 q.

Somando j
´z

2

¯

jp2zq e j

ˆ

z ` 1
2

˙

jp2zq, obtemos

j
´z

2

¯

jp2zq ` j

ˆ

z ` 1
2

˙

jp2zq “ 2p744q´2
` 21493760q´1

` 20246409792 ` Opqqq

“ 1488q´2
` 42987520q´1

` 40492819584 ` Opqq.
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Portanto,

Bpzq “ j
´z

2

¯

j

ˆ

z ` 1
2

˙

` j
´z

2

¯

jp2zq ` j

ˆ

z ` 1
2

˙

jp2zq

“ p´q´1
` 159768 ` Opq

1
2 qq ` p1488q´2

` 42987520q´1
` 40492819584 ` Opqqq

“ 1488q´2
` 42987519q´1

` 40492979352 ` Opq
1
2 q

“ 1488pjpzq
2

´ 1488q´1
´ 947304 ` Opqqq ` 42987519q´1

` 40492979352 ` Opq
1
2 q

“ 1488jpzq
2

` 40773375q´1
` 39083391000 ` Opq

1
2 q

“ 1488jpzq
2

` 40773375pjpzq ´ 744 ` Opqqq ` 39083391000 ` Opq
1
2 q

“ 1488jpzq
2

` 40773375jpzq ` 8748000000 ` Opq
1
2 q. (4.16)

Por fim, para o cálculo de Cpzq “ j
´z

2

¯

j

ˆ

z ` 1
2

˙

jp2zq, calculemos j
´z

2

¯

j

ˆ

z ` 1
2

˙

até a segunda potência:

j
´z

2

¯

j

ˆ

z ` 1
2

˙

“ pq´ 1
2 ` c0 ` c1q

1
2 ` c2q ` c3q

3
2 ` c4q

2
` c5q

5
2 ` Opq3

qq

p´q´ 1
2 ` c0 ´ c1q

1
2 ` c2q ´ c3q

3
2 ` c4q

2
´ c5q

5
2 ` Opq3

qq

“ ´q´1
` pc2

0 ´ 2c1q ` p2c0c2 ´ 2c3 ´ c2
1qq

` p2c0c4 ´ 2c1c3 ´ 2c5 ` c2
2qq2

` Opq3
q

“ ´q´1
` 159768 ´ 8509194516q ` 151107477178368q2

` Opq3
q.

Multiplicando por jp2zq, obtemos

Cpzq “ j
´z

2

¯

j

ˆ

z ` 1
2

˙

jp2zq

“ p´q´1
` 159768 ´ 8509194516q ` 151107477178368q2

` Opq3
qq

pq´2
` 744 ` 196884q2 ` Opq4

qq

“ ´q´3
` 159768q´2

´ 8509195260q´1
` 151107596045760 ` Opqq

“ ´pjpzq
3

´ 2232q´2
´ 2251260q´1

´ 1355202240 ` Opqqq ` 159768q´2

´ 8509195260q´1
` 151107596045760 ` Opqq

“ ´jpzq
3

` 162000q´2
´ 8506944000q´1

` 151108951248000 ` Opqq

“ ´jpzq
3

` 162000pjpzq
2

´ 1488q´1
´ 947304 ` Opqqq ´ 8506944000q´1

`

151108951248000 ` Opqq

“ ´jpzq
3

` 162000jpzq
2

´ 8748000000q´1
` 150955488000000 ` Opqq

“ ´jpzq
3

` 162000jpzq
2

´ 8748000000pjpzq ´ 744 ` Opqqq

` 150955488000000 ` Opqq

“ ´jpzq
3

` 162000jpzq
2

´ 8748000000jpzq ` 157464000000000 ` Opqq. (4.17)
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Escrevendo

Apzq ´ pjpzq
2

´ 1488jpzq ` 162000q “ Opq
1
2 q,

Bpzq ´ p1488jpzq
2

` 40773375jpzq ` 8748000000q “ Opq
1
2 q,

Cpzq ´ p´jpzq
3

` 162000jpzq
2

´ 8748000000jpzq ` 157464000000000q “ Opqq,

notamos que o lado esquerdo das igualdades acima são funções modulares, visto que a
Proposição 13 nos garante que os coeficientes de polinômio modular são funções modulares,
e jpzq é uma função modular. Mas o fato de que Opqn

q Ñ 0 quando z Ñ `i8 para
valores positivos de n nos diz que as expressões do lado esquerdo das igualdades são
formas cuspidais de peso 0. Como dim S0 “ 0, a única forma cuspidal de peso 0 é a função
constante igual a zero, e portanto

Apzq “ jpzq
2

´ 1488jpzq ` 162000,

Bpzq “ 1488jpzq
2

` 40773375jpzq ` 8748000000,

Cpzq “ ´jpzq
3

` 162000jpzq
2

´ 8748000000jpzq ` 157464000000000.

Considerando Y “ jpzq, temos que o polinômio modular é dado por:

Ψ2pX, Y q “ ´X2Y 2
` X3

` 1488X2Y ` Y 3
´ 162000X2

` 40773375 ´ 162000Y 2

` 8748000000X ` 8748000000Y ´ 157464000000000.

No Teorema 8 obtemos a algebricidade do valor especial jpzq encontrando o
polinômio P pX, Xq P QrXs satisfeito por jpzq. Revisitando este resultado, agora sob a
perspectiva da Proposição 13, poderíamos restringir o polinômio ΨmpX, Y q à diagonal
X “ Y e obter dessa vez um polinômio com coeficientes inteiros satisfeito por jpzq. No
entanto, para concluirmos que os valores especiais da função j são inteiros algébricos,
precisamos da garantia de que a restrição desse polinômio à diagonal X “ Y continua
sendo um polinômio mônico. A proposição a seguir nos assegura deste fato.

Proposição 14. Se m não é um quadrado perfeito, o polinômio ΨmpX, Xq é, a menos de
sinal, um polinômio mônico de grau σ`

1 pmq :“
ÿ

d|m

maxpd, m{dq.

Demonstração. Primeiramente, observe que a condição de m não ser um quadrado perfeito
nos garante que Ψm não é identicamente nulo, pois, caso contrário, ΨmpX, Y q conteria
algum fator pX ´ Y q, de modo que a restrição do polinômio ΨmpX, Y q a diagonal X “ Y

seria identicamente nula. Agora, restingindo

ΨmpX, jpzqq “
ź

ad“m

d´1
ź

b“0

ˆ

X ´ j

ˆ

az ` b

d

˙˙
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à diagonal X “ jpzq e já considerando as q-expansões de jpzq e j

ˆ

az ` b

d

˙

, obtemos:

Ψmpjpzq, jpzqq “
ź

ad“m

d´1
ź

b“0

ˆ

jpzq ´ j

ˆ

az ` b

d

˙˙

“
ź

ad“m

d´1
ź

b“0

˜

8
ÿ

n“´1
cnqn

´

8
ÿ

n“´1
cnζbn

d qan{d

¸

“
ź

ad“m

d´1
ź

b“0
pq´1

` c0 ` Op1qq ´
`

ζ´b
d q´a{d

` c0 ` Op1q
˘

“
ź

ad“m

d´1
ź

b“0

`

q´1
´ ζ´b

d q´a{d
` Op1q

˘

.

Utilizando a identidade
d´1
ź

b“0

`

x ´ ζb
dy
˘

“ xd
´ yd, segue que

d´1
ź

b“0

`

q´1
` Op1q ´ ζ´b

d q´1{d
˘

“ q´d
´ q´a

` Op1q.

Logo,
Ψmpjpzq, jpzqq “

ź

ad“m

`

q´d
´ q´a

` Op1q
˘

.

A expressão nos parênteses é uma série de Laurent de ordem negativa, dependendo dos
valores de a e d. Mais especificamente, a ordem dessa série é maxtd, au “ maxtd, m{du.
Dessa forma, o coeficiente líder dessa série será ˘1, a depender dos valores de a e d.
Por outro lado, sabemos que o polinômio ΨmpX, Y q é mônico, e assim sua restrição à
diagonal X “ jpzq vai possuir coeficiente líder ˘1, ou seja, é mônico a menos de sinal. Por
fim, a ordem de Ψmpjpzq, jpzqq é

ÿ

d|m

maxtd, m{du “ σ`
1 pmq. Tomando z Ñ `i8, temos

Op1q Ñ 0 e, portanto,

Ψmpjpzq, jpzqq “
ź

ad“m

`

q´d
´ q´a

` Op1q
˘

„ ˘q´σ`
1 pmq.

Corolário 6. Os valores especiais da função j são inteiros algébricos.

Demonstração. Seja z P H um ponto CM. Então, existe alguma matriz em Mm que
fixa j. Seja M˚ a matriz em M˚

m correspondente. A proposição 13 nos fornece o po-
linômio ΨmpX, jpzqq P ZrX, Y s, e a proposição 14 garante que sua restrição à diago-
nal X “ jpzq é ainda um polinômio mônico com coeficientes inteiros Ψmpjpzq, jpzqq “
ź

MPM˚
m

pjpzq ´ jpMzqq. Avaliando em jpzq,

Ψmpjpzq, jpzqq “ pjpzq ´ jpM˚zqq
ź

M‰M˚PM˚
m

pjpzq ´ jpMzqq

“ pjpzq ´ jpzq
loooomoooon

0

q
ź

M‰M˚PM˚
m

pjpzq ´ jpMzqq “ 0.

Portanto, o valor especial jpzq é um inteiro algébrico.
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Revisitando o exemplo 3 sob a perspectiva da Proposição 14, restringimos o
polinômio Ψ2pX, Y q à diagonal X “ Y e obtemos

Ψ2pX, Xq “ ´X4
` 2978X3

` 40449375X2
` 17496000000X ´ 157464000000000

“ ´pX ´ 8000qpX ` 3375q
2
pX ´ 1728q. (4.18)

Logo,
Ψ2pjpzq, jpzqq “ ´pjpzq ´ 8000qpjpzq ` 3375q

2
pjpzq ´ 1728q.

Naturalmente, os zeros do polinômio modular Ψ2pjpzq, jpzqq são valores especiais de j.
Isso significa que cada número complexo z P H que é fixo por uma matriz de M2 tem jpzq

como raíz de Ψ2. Por exemplo, os números complexos i, p1 ` 1
?

7q{2 e i
?

2 são pontos CM
fixos, respectivamente, pelas seguintes matrizes:

˜

1 1
´1 1

¸

,
˜

1 ´2
1 0

¸

e
˜

0 ´1
2 0

¸

.

Logo, jpiq, jpp1 ` 1
?

7q{2q e jpi
?

2q são raízes de Ψ2pjpzq, jpzqq, e portanto o valor de j

nestes pontos CM pertence ao conjunto t8000, ´3375, 1728u. Para distinguir as raízes,
podemos calcular numéricamente alguns termos das q-expansões de jpiq, jpp1 ` 1

?
7q{2q e

jpi
?

2q para concluir que

jpiq “ 1728 , j

ˆ

1 ` i
?

7
2

˙

“ ´3375 e jpi
?

2q “ 8000.

Em resumo, obter polinômios modulares Ψm nos fornece os valores especiais de j. Para
ilustrar, se zD é o ponto CM da forma

zD “

$

&

%

1
2

?
D , se D é par

1
2p1 `

?
Dq , se D é ímpar

,

em que D é um discriminante negativo, isto é, um número inteiro negativo congruente a 0
ou 1 módulo 4, temos a seguinte Tabela para os valores especiais jpzDq:

Observação 14. Se zD P H é um ponto CM, dizemos que D é o discriminante de zD se é o
discriminante do polinômio minimal satisfeito por zD. Neste caso, D é um inteiro negativo
congruente a 0 ou 1 módulo 4, já que zD é um ponto quadrático imaginário em H.
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Tabela 2 – Valores especiais de j em função do discriminante D.
D jpzDq

´3 0
´4 1728
´7 ´3375
´8 8000
´11 ´32768
´12 54000

´15 ´
191025 ` 85995

?
5

2
´16 287496
´19 ´884736

Fonte: [3, p. 71]
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5 Valores Especiais de j e Discriminantes de
Formas Quadráticas Binárias

O resultado fundamental do Capítulo 4 afirma que valores especiais de j são
inteiros algébricos. Naturalmente, o próximo passo é estudar o grau destes valores, e,
para isto, veremos que este grau está intrinsicamente relacionado com o discriminante dos
valores especiais. Provaremos que, se z, z1

P H são pontos CM com mesmo discriminante,
então os conjuntos de determinantes de matrizes em Mp2,Zq que fixam os valores especiais
jpzq e jpz1

q coincidem. Então, veremos que se zD P H é um ponto CM de discriminante D,
o valor especial jpzDq é um inteiro algébrico de grau hpDq, ou seja, o número de classes
de D, que definiremos neste capítulo no contexto de discriminantes de formas quadráticas
binárias. O caso hpDq “ 1 será tratado mais especificamente na Seção 5.1.1, já que neste
caso os valores especiais serão inteiros (inteiros algébricos de grau 1), e também por se
tratar de um caso especial de um problema clássico na matemática, o problema do número
de classes de Gauss. De modo geral, este capítulo é dedicado à classificação dos valores
especiais de acordo com seu grau e o discriminante do ponto CM associado, bem como
descrever mais precisamente o processo de calcular os valores especiais de j discutido na
Seção 4.5.

5.1 Discriminantes e a Finitude do Número de Classes
Considere as formas quadráticas binárias da forma:

Qpx, yq “ Ax2
` Bxy ` Cy2 :“ rA, B, Cs, (5.1)

onde A, B, C P Z e D “ B2
´ 4AC ă 0.

Lema 11. A forma quadrática Qpx, yq é definida, isto é, Qpx, yq ‰ 0 para todo px, yq ‰

p0, 0q P R2 .

Demonstração. Suponha que exista px, yq ‰ p0, 0q tal que Qpx, yq “ 0. Sem perda de
generalidade, assuma y ‰ 0 (o caso x ‰ 0 se trata analogamente). Dividindo por y a
equação (5.1), obtemos

A

ˆ

x

y

˙2

` B

ˆ

x

y

˙

` C “ 0,

mostrando que x{y é raíz real de um polinômio quadrático cujo discriminante D é negativo,
gerando uma contradição.
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Pelo lema provado acima, como as formas quadráticas Qpx, yq são definidas,
segue que elas possuem sinal fixo, isto é: o sinal de Qpx, yq é sempre positivo, ou sempre
negativo, para todo px, yq P R2. Convencionamos que seja positivo, ou, equivalentemente,
basta supor A ą 0. Além disso, vamos assumir que a forma quadrática Qpx, yq “ Ax2

`

Bxy ` Cy2 seja primitiva, isto é, que mdcpA, B, Cq “ 1. Fica então definido o conjunto
das formas quadráticas que trabalharemos:

QD “ tQpx, yq “ Ax2
` Bxy ` Cy2 : A ą 0, mdcpA, B, Cq “ 1 e D “ B2

´ 4AC ă 0u.

(5.2)

Proposição 15. Se γ “ p a b
c d q P Γ1 e Q P QD, a aplicação:

QD ˆ Γ1 Ñ QD

pQ, γq ÞÑ Q ˝ γ,

definida por pQ ˝ γqpx, yq “ Qpax ` by, cx ` dyq configura uma ação de grupo à direta de
Γ1 em QD.

Demonstração. Sejam γ “ p a b
c d q, γ1

“ p a1 b1

c1 d1 q P Γ1 e Q P QD quaisquer. Veja que a
aplicação está bem definida, pois

pQ ˝ γqpx, yq “ Qpax ` by, cx ` dyq “ Apax ` byq
2

` Bpax ` byqpcx ` dyq ` Cpcx ` dyq
2

“ pAa2
` Bac ` Cc2

q
looooooooooomooooooooooon

Ã

x2
` p2Aab ` Bpad ` bcq ` 2Ccdq
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

B̃

xy

` pAb2
` Bbd ` Cd2

q
looooooooooomooooooooooon

C̃

y2

“ Ãx2
` B̃xy ` C̃y2

P QD.

Além disso, como pQ˝12ˆ2qpx, yq “ Qp1x`0y, 0x`1yq “ Qpx, yq e pQ˝γq˝γ1
“ Q˝pγ˝γ1

q,
segue o resultado.

Observação 15. Podemos enxergar uma forma quadrática Qpx, yq “ Ax2
` Bxy ` Cy2 na

forma matricial:

Qpx, yq “ Ax2
` Bxy ` Cy2

“

´

x y
¯

˜

A B{2
B{2 C

¸

looooooomooooooon

M

˜

x

y

¸

loomoon

X

“ X tMX. (5.3)

Neste caso, se γ “ p a b
c d q P Γ1, a ação de γ em Q pode ser entendida matricialmente:

pQ ˝ γqpx, yq “ Qpax ` by, cx ` dyq “

´

ax ` by cx ` dy

¯

˜

A B{2
B{2 C

¸˜

ax ` by

cx ` dy

¸

“

´

x y

¯

˜

a c

b d

¸˜

A B{2
B{2 C

¸˜

a b

c d

¸˜

x

y

¸

“

´

x y

¯

γtMγ

˜

x

y

¸

“ X tγtMγX “ pγXq
tMpγXq. (5.4)
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Nesse sentido, para entender a ação de Γ1 em QD em determinados casos é conveniente
utilizar a notação matricial descrita acima, como veremos mais adiante.

Definição 13. O número de classes de equivalência da ação de Γ1 em QD, para um
determinante fixo D, é chamado de número de classes de D, e denotado por hpDq.

Agora, a ideia é mostrar que, fixado um discriminante D, hpDq é finito. Para
isso, considere a aplicação QD Ñ H que associa a cada forma quadrática Q P QD a única
raíz

zQ “
´B `

?
D

2A

de Qpz, 1q “ 0 no semi-plano superior H (pois A ą 0 e
?

D “ `i
a

|D|). O Lema a seguir
mostra a relação da aplicação definida acima com a ação de Γ1 em QD.

Lema 12. Para toda forma quadrática Q P QD e γ P Γ1 vale:

zQ˝γ “ γ´1zQ. (5.5)

Demonstração. Por definição, zQ˝γ é o único zero de pQ ˝ γqpz, 1q em H. Portanto, é
suficiente mostrar que temos pQ ˝ γqpγ´1zQ, 1q “ 0. Observe que, se γ´1

“ p a1 b1

c1 d1 q, então

γ´1

˜

zQ

1

¸

“

˜

a1 b1

c1 d1

¸˜

zQ

1

¸

“

˜

a1zQ ` b1

c1zQ ` d1

¸

“
1

c1zQ ` d1
looomooon

δpγ´1,zQq

¨

˝

a1zQ ` b1

c1zQ ` d1

1

˛

‚

“
1

δpγ´1, zQq

˜

γ´1zQ

1

¸

. (5.6)

Então, pelas equações (5.4) e (5.6), segue que

pQ ˝ γqpγ´1zQ, 1q “

˜

γ´1zQ

1

¸t

γtMγ

˜

γ´1zQ

1

¸

“ δpγ´1, zQq
2

˜

zQ

1

¸t

γ´1t
γtMγγ´1

˜

zQ

1

¸

“ δpγ´1, zQq
2

˜

zQ

1

¸t

M

˜

zQ

1

¸

“ δpγ´1, zQq
2 QpzQ, 1q
looomooon

0

“ 0.

Sabemos que ĂF1 é domínio fundamental estrito para a ação de Γ1 no semiplano
superior H. O Lema anterior mostra que cada classe de equivalência de Γ1zQD possui
único representante Q no conjunto

Qred
D “ trA, B, Cs P QD : ´A ă B ď A ă C ou 0 ď B ď A “ Cu (5.7)
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para o qual zQ P ĂF1. Um elemento deste conjunto é chamado de forma quadrática reduzida
de discriminante D.

Proposição 16. Qred
D é um conjunto finito.

Demonstração. Note que dado Q “ rA, B, Cs P Qred
D , temos que C ě A ě |B|. Uma vez

que D ă 0, segue que

|D| “ |B2
´ 4AC| “ ´pB2

´ 4ACq “ 4AC ´ B2
ě 4AA ´ A2

“ 3A2
ùñ A ď

c

|D|

3 .

Agora, uma vez que A ě |B|, o número
c

|D|

3 é uma cota superior para ambos A e B.

Sendo C “
B2 ´ D

4A
, vemos que C é limitado também. Como A, B, C são inteiros limitados

superiormente, segue que Qred
D é um conjunto finito.

Observamos que a cota superior
a

|D|{3 dada na demonstração da proposição
anterior é extremamente útil para calcular hpDq, como faremos no exemplo numérico a
seguir:

Exemplo 4. Para ilustrar a construção feita na demonstração da Proposição 16 considere
D “ ´47 e seja rA, B, Cs P Qred

´47 qualquer. Conforme observado anteriormente,

|B| ď A ď

c

|D|

3 “

c

47
3 ă 4.

Em resumo, A, B, C são inteiros tais que

|B| ď A ă 4 e C “
B2 ` 47

4A
.

Com a restrição feita, basta analisarmos os possíveis seguintes casos:

1. Se A “ 3, então |B| ď 3. Se B “ ˘1, então

C “
B2 ` 47

4A
“

1 ` 47
12 “

48
12 “ 4 P Z

e, neste caso, rA, B, Cs “ r3, ˘1, 4s. Por outro lado, se B “ 0, B “ ˘2 ou B “ ˘3,
temos respectivamente C “ 47{12, C “ 51{12 ou C “ 56{12, os quais não são inteiros.
Portanto, as únicas possibilidades para o caso A “ 3 são rA, B, Cs “ r3, ˘1, 4s.

2. Se A “ 2, então |B| ď 2. Se B “ ˘1, então

C “
B2 ` 47

4A
“

1 ` 47
8 “

48
8 “ 6 P Z

e, neste caso, rA, B, Cs “ r2, ˘1, 6s. Por outro lado, se B “ 0 ou B “ ˘2, temos
respectivamente C “ 47{8 e C “ 51{8 que não são inteiros. Portanto, as únicas
possibilidades para o caso A “ 2 são rA, B, Cs “ r2, ˘1, 6s.
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3. Se A “ 1, então B “ 1 ou B “ 0. Se B “ 1,

C “
B2 ` 47

4A
“

1 ` 47
4 “

48
4 “ 12 P Z.

Neste caso rA, B, Cs “ r1, 1, 12s. Agora se B “ 0, então C “ 47{4 R Z, e este caso
não ocorre.

Portanto, Qred
´47 “ tr1, 1, 12s, r2, ˘1, 6s, r3, ˘1, 4su e consequentemente hp´47q “ 5.

5.1.1 O Problema do Número de Classe de Gauss

O Problema do Número de Classe de Gauss se trata de exibir para cada inteiro
n ě 1 uma lista completa de corpos quadráticos imaginários Qp

?
Dq, onde D é um número

inteiro negativo que possui número de classe hpDq “ n. Originalmente, Carl Friedrich
Gauss conjecturou em 1801 que hpDq Ñ 8 conforme D Ñ ´8. Essa conjectura foi
provada por Heilbronn(1934) e Siegel(1936).

Para o caso do número de classe 1, temos o Teorema de Baker-Heegner-Stark,
que estabelece uma lista completa de corpos quadráticos imaginários Qp

?
Dq para os quais

hpDq “ 1, ou seja, todos os corpos quadráticos imaginários para os quais o correspondente
anel dos inteiros é um domínio de fatoração única. Os números desta lista são chamados
de números de Heegner e, neste sentido, determiná-los é um caso particular do problema
do número de classe de Gauss. Esta terminologia é devida a Heegner, que essencialmente
provou o resultado em 1952, apesar de sua demonstração não ter sido aceita devido à
algumas falhas. Em 1971, Baker e Stark fornerceram uma demontração apresentando
a lista completa de discriminantes D tais que hpDq “ 1. Os números de Heegner são,
precisamente:

´3, ´4, ´7, ´8, ´11, ´19, ´43, ´67 e ´ 163.

Embora a demonstração deste resultado envolva muitos conceitos da teoria de formas
modulares, ela foge do escopo deste trabalho e, por isto, não será feita. Nesta seção, vamos
verificar que esses números possuem número de classe igual a 1 utilizando a construção
dada na demonstração da proposição 16.

No contexto dos valores especiais de j, veremos que se z P H é um ponto CM
de discriminante D, então o valor especial jpzq é um inteiro algébrico de grau hpDq. O
Teorema de Baker-Heegner-Stark nos garante que jpzq é um número inteiro, para todo
ponto CM z P H de discriminante igual a algum dos números de Heegner, pois será um
inteiro algébrico de grau 1.

• D “ ´3
Sabemos que se rA, B, Cs P Qred

´3 , então |B| ď A ď
a

|D|{3 “ 1. Uma vez que A ą 0,
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a única possibilidade seria A “ 1. Agora, B “ 0 ou B “ 1. O primeiro caso não
ocorre, pois teríamos C “ ´D{4A “ 3{4 R Z. Para o segundo caso,

C “
B2 ´ D

4A
“

4
4 “ 1 P Z,

e temos Qred
´3 “ tr1, 1, 1su. Portanto, hp´3q “ 1.

• D “ ´4
Se rA, B, Cs P Qred

´4 , segue que |B| ď A ď
a

| ´ 4|{3 ă 2. Como 0 ă A ă 2, devemos
ter necessariamente A “ 1. Uma vez que |B| ď A “ 1, temos que B “ 1 ou B “ 0.
Veja que este primeiro caso não ocorre, pois teríamos

C “
B2 ´ D

4A
“

1 ` 4
4 “

5
4 R Z.

Portanto, B “ 0 e C “ ´D{4A “ 1. Dessa forma, Qred
´4 “ tr1, 0, 1su e hp´4q “ 1.

• D “ ´7
Tomando rA, B, Cs P Qred

´7 , temos |B| ď A ď
a

|D|{3 “
a

7{3 ă 2. Sendo A ą 0,
temos A “ 1. Agora, se B “ 0, então C “ ´D{4A “ 7{4 R Z, e portanto este caso
não ocorre. Se B “ 1, então C “ pB2

´ Dq{4A “ p1 ` 7q{4 “ 2 P Z. Portanto,
Qred

´7 “ tr1, 1, 2su e hp´7q “ 1.

• D “ ´8
Se rA, B, Cs P Qred

´8 , temos |B| ď A ă
a

| ´ 8|{3 ă 3. Temos dois casos a considerar:

– Se A “ 1, então |B| ď A implica B “ 1 ou B “ 0. Daí, se B “ 1

C “
B2 ´ D

4A
“

9
4 R Z,

e, portanto, este caso não ocorre. Se B “ 0, então

C “
B2 ´ D

4A
“

8
4 “ 2 P Z,

e temos r1, 0, 2s P Qred
´8 .

– Se A “ 2, então |B| ď A implica B “ 1, B “ 2 ou B “ 0. Similarmente, vemos
que o primeiro caso não ocorre, pois teríamos C “ 9{8 R Z. Para o segundo
caso, teríamos C “ 12{8 R Z. Por fim, para o terceiro caso, teríamos

C “
B2 ´ D

4A
“

8
8 “ 1 P Z,

e logo r2, 0, 1s P Qred
´8 . No entanto, as formas quadráticas reduzidas devem

respeitar C ě A, e consequentemente este caso não ocorre.

Portanto, Qred
´8 “ tr1, 0, 2su e hp´8q “ 1.
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• D “ ´11
Tomando rA, B, Cs P Qred

´11, temos |B| ď A ď
a

|D|{3 “
a

11{3 ă 2. Sendo A ą 0,
temos A “ 1. Agora, se B “ 0 então C “ ´D{4A “ 11{4 R Z, e portanto este caso
não ocorre. Se B “ 1, então C “ pB2

´ Dq{4A “ p1 ` 11q{4 “ 3 P Z. Portanto,
Qred

´11 “ tr1, 1, 3su e hp´11q “ 1.

• D “ ´19
Tomando rA, B, Cs P Qred

´19, temos |B| ď A ď
a

|D|{3 “
a

19{3 ă 3. Sendo A ą 0,
temos A “ 1 ou A “ 2.

– Se A “ 1, então |B| ď A implica B “ 0 ou B “ 1. Daí, se B “ 0

C “
B2 ´ D

4A
“

19
4 R Z,

e, portanto, este caso não ocorre. Se B “ 1, então

C “
B2 ´ D

4A
“

1 ` 19
4 “ 5 P Z,

e temos r1, 1, 5s P Qred
´19.

– Se A “ 2, então |B| ď A implica B “ 0, B “ 1 ou B “ 2. Similarmente, vemos
que o primeiro caso não ocorre, pois teríamos C “ 19{8 R Z. Para o segundo
caso, teríamos C “ 20{8 R Z. Por fim, o terceiro caso também não ocorre, pois

C “
B2 ´ D

4A
“

4 ` 19
8 “

23
8 R Z.

Portanto, Qred
´19 “ tr1, 1, 5su e hp´19q “ 1.

• D “ ´43
Tomando rA, B, Cs P Qred

´43, temos |B| ď A ď
a

|D|{3 “
a

43{3 ă 4. Sendo A ą 0,
temos A “ 1, A “ 2 ou A “ 3.

– Se A “ 1, então |B| ď A implica B “ 0 ou B “ 1. Daí, se B “ 0,

C “
B2 ´ D

4A
“

43
4 R Z,

e, portanto, este caso não ocorre. Se B “ 1, então

C “
B2 ´ D

4A
“

1 ` 43
4 “ 11 P Z,

e temos r1, 1, 11s P Qred
´43.

– Se A “ 2, então |B| ď A implica B “ 0, B “ 1 ou B “ 2. Similarmente, vemos
que o primeiro caso não ocorre pois teríamos C “ 43{8 R Z. Para o segundo
caso, teríamos C “ 44{8 R Z. Por fim, o terceiro caso também não ocorre, pois

C “
B2 ´ D

4A
“

4 ` 43
8 “

47
8 R Z.
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– Se A “ 3, então |B| ď A implica B “ 0, B “ 1, B “ 2 ou B “ 3. Nenhum
destes casos ocorrem, pois teríamos, respectivamente, C “ 43{12 R Z, C “ 44{

12, C “ 47{12 e C “ 52{12, e nenhum destes números é inteiro.

Portanto, Qred
´43 “ tr1, 1, 11su e hp´19q “ 1.

• D “ ´67
Tomando rA, B, Cs P Qred

´67, temos |B| ď A ď
a

|D|{3 “
a

67{3 ă 5. Sendo A ą 0,
temos A “ 1, A “ 2, A “ 3 ou A “ 4.

– Se A “ 1, então |B| ď A implica B “ 0 ou B “ 1. Daí, se B “ 0, temos
C “ 67{4 R Z e, portanto, este caso não ocorre. Se B “ 1, então

C “
B2 ´ D

4A
“

1 ` 67
4 “ 17 P Z,

e temos r1, 1, 17s P Qred
´67.

– Se A “ 2, então |B| ď A implica B “ 0, B “ 1 ou B “ 2. Similarmente, vemos
que o primeiro caso não ocorre, pois teríamos C “ 67{8 R Z. Para o segundo
caso, teríamos C “ 68{8 R Z. Por fim, o terceiro caso também não ocorre, pois
C “ 71{8 R Z. Logo, A não pode ser 2.

– Se A “ 3, então |B| ď A implica B “ 0, B “ 1, B “ 2 ou B “ 3. Nenhum
destes casos ocorrem, pois teríamos, respectivamente, C “ 67{12 R Z, C “ 68{

12, C “ 71{12 e C “ 76{12, e nenhum destes números é inteiro.

– Se A “ 4, então |B| ď A implica B “ 0, B “ 1, B “ 2, B “ 3 ou B “ 4.
Nenhum destes casos ocorrem, pois teríamos, respectivamente, C “ 67{16 R Z,
C “ 68{16, C “ 71{16, C “ 76{16 e C “ 83{16, mas nenhum destes números é
inteiro.

Portanto, Qred
´67 “ tr1, 1, 17su e hp´67q “ 1.

• D “ ´163
Tomando rA, B, Cs P Qred

´163, temos |B| ď A ď
a

|D|{3 “
a

163{3 ă 8. Sendo A ą 0,
temos A “ 1, 2, 3, 4, 5, 6 ou 7.

– Se A “ 1, então |B| ď A implica B “ 0 ou B “ 1. Daí, se B “ 0, temos
C “ 163{4 R Z e, portanto, este caso não ocorre. Se B “ 1, então

C “
B2 ´ D

4A
“

1 ` 163
4 “ 41 P Z,

e temos r1, 1, 41s P Qred
´163.

– Se A “ 2, então |B| ď A implica B “ 0, B “ 1 ou B “ 2. Similarmente, vemos
que o primeiro caso não ocorre, pois teríamos C “ 163{8 R Z. Para o segundo
caso, teríamos C “ 164{8 R Z. Por fim, o terceiro caso também não ocorre, pois
C “ 167{8 R Z. Logo, A não pode ser 2.
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– Se A “ 3, então |B| ď A implica B “ 0, B “ 1, B “ 2 ou B “ 3. Nenhum
destes casos ocorrem, pois teríamos, respectivamente, C “ 163{12, C “ 164{12,
C “ 167{12 e C “ 172{12, e nenhum destes números é inteiro.

– Se A “ 4, então |B| ď A implica B “ 0, B “ 1, B “ 2, B “ 3 ou B “ 4.
Nenhum destes casos ocorrem, pois teríamos, respectivamente, C “ 163{16,
C “ 164{16, C “ 167{16, C “ 172{16 e C “ 179{16, mas nenhum destes
números é inteiro.

– Se A “ 5, então |B| ď A implica B “ 0, B “ 1, B “ 2, B “ 3, B “ 4 ou B “ 5.
Nenhum destes casos ocorrem, pois teríamos, respectivamente, C “ 163{20,
C “ 164{20, C “ 167{20, C “ 172{20, C “ 179{20 e C “ 188{20, mas nenhum
destes números é inteiro.

– Se A “ 6, então |B| ď A implica B “ 0, B “ 1, B “ 2, B “ 3, B “ 4,
B “ 5 ou B “ 6. Nenhum destes casos ocorrem, pois teríamos, respectivamente,
C “ 163{24, C “ 164{24, C “ 167{24, C “ 172{24, C “ 179{24, C “ 188{24 e
C “ 199{24, mas nenhum destes números é inteiro.

– Se A “ 7, então |B| ď A implica B “ 0, B “ 1, B “ 2, B “ 3, B “ 4, B “ 5,
B “ 6 ou B “ 7. Nenhum destes casos ocorrem, pois teríamos, respectivamente,
C “ 163{28, C “ 164{28, C “ 167{28, C “ 172{28, C “ 179{28, C “ 188{28,
C “ 199{28 e C “ 212{28, mas nenhum destes números é inteiro.

Portanto, Qred
´163 “ tr1, 1, 41su e hp´163q “ 1.

5.2 O Polinômio de Classes HD

Na Seção 5.1, associamos a cada discriminante D ă 0 o conjunto QD das formas
quadráticas binárias positivas definidas de discriminante D, e a cada forma quadrática
Q P QD associamos o único zero zQ de Qpz, 1q “ 0 no semiplano superior H. Denotando
por ZD Ă H o subconjunto de H dos pontos CM com discriminante D, fica bem definido o
mapa:

φD : QD Ñ ZD Ă H

Q ÞÑ zQ

Este mapa é uma bijeção: de fato, a injetividade segue por definição, já que para toda forma
quadrática Q P QD associamos um único ponto zQ em ZD Ă H. Para a sobrejetividade,
basta observar que um ponto CM z P ZD de discriminante D satisfaz uma equação
quadrática Az2

` Bz ` C “ 0 de discriminante D, em que A ą 0 e D ă 0, pois z é um
ponto quadrático no semiplano superior. Considerando a forma quadrática Qpx, yq “

Ax2
` Bxy ` Cy2, que podemos assumir ser primitiva (caso não for, basta dividi-la por
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mdcpA, B, Cq), segue que z é o único zero de Qpz, 1q “ 0, e, portanto, φDpQq “ z, como
queríamos. Mais ainda, φD é Γ1-equivariante. De fato, recorde que Γ1 age em QD via a
aplicação

QD ˆ Γ1 Ñ QD

pQ, γq ÞÑ Q ˝ γ

Então, dados γ P Γ1 e Q P QD, temos, pelo Lema 12:

φDpQ ˝ γq “ zQ˝γ “ γ´1zQ “ γ´1φDpQq,

mostrando a Γ1-equivariância da aplicação φD.

O fato de que a aplicação φD : QD Ñ ZD Ă H é uma bijeção Γ1-equivariante
nos permite dizer qual é a cardinalidade do quociente Γ1zZD. Vimos na Seção 5.1 que Qred

D

é um sistema de representantes para Γ1zQD e possui cardinalidade hpDq. Logo,

|Γ1zZD| “ |Γ1zQD| “ |Qred
D | “ hpDq.

Em particular, podemos escolher um conjunto de representantes tzD,iu1ďiďhpDq
para o

quociente Γ1zZD, onde zD,1 “ zD. Na realidade, estes pontos pertecem ao subconjunto
ZD X ĂF1 do domínio fundamental estrito ĂF1 para a ação de Γ1 em H, e as respectivas
formas quadráticas associadas aos zeros zD,i são elementos de Qred

D . Neste contexo, dado
um discriminante D ă 0, definimos o Polinômio de Classe HD:

HDpXq “
ź

zPΓ1zZD

pX ´ jpzqq “
ź

1ďiďhpDq

pX ´ jpzD,iqq . (5.8)

Vamos provar que o polinômio de classes HD possui coeficientes inteiros e
é irredutível. Isto mostra que o número jpzDq é algébrico de grau hpDq sobre Q, com
conjugados jpzD,iq, para 1 ă i ď hpDq. Para tanto, vamos provar alguns resultados
auxiliares.

Sabemos que, se zD P H é um ponto CM de discriminante D, existe m P N e
uma matriz M P Mp2,Zq de determinante m tal que MzD “ zD. A Proposição 13 garante
jpzDq é raíz do polinômio ΨmpX, Xq P ZrXs. Associamos a cada ponto CM zD P H o
conjunto dos determinantes m “ det M das matrizes M P Mp2,Zq que fixam zD:

mpzDq “ tm P Z : m “ det M, onde M P Mp2,Zq satisfaz MzD “ zDu.

Por exemplo, vamos calcular mpiq. Seja M “ p a b
c d q P Mp2,Zq fixando i. Então,

Mi “ i ðñ
ai ` b

ci ` d
“ i ðñ ai ` b “ di ´ c ðñ a “ d e b “ ´c

ðñ M “

˜

a b

´b a

¸

.
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Logo, det M “ a2
` b2 e, portanto, mpiq “ tm P Z : m “ a2

` b2
u.

O fato é que, se zD é um ponto CM, o conjunto mpzDq depende apenas do
discriminante D, e não do ponto zD. Provaremos isto no seguinte lema.

Lema 13. Seja zD um ponto CM de discriminante D. Então, o conjunto mpzDq depende
apenas de D. Mais precisamente,

mpzDq “

"

1
4pt2

´ Du2
q : t, u P Z e t ” Du mod 2

*

.

Demonstração. Seja m P mpzDq e M P Mp2,Zq a respectiva matriz de determinante m

que fixa zD. Isso implica que podemos obter uma equação quadrática satisfeita por zD, a
saber:

M ¨ zD “ zD ùñ
azD ` b

czD ` d
“ zD ùñ cz2

D ` pd ´ aqzD ´ b “ 0.

Por outro lado, zD satisfaz seu polinômio minimal Az2
` Bz ` C de discriminante D. Logo,

o polinômio minimal de zD divide o polinômio cz2
` pd ´ aqz ´ b, isto é, existe u P Z tal

que pc, d ´ a, ´bq “ upA, B, Cq. Dessa forma, podemos reescrever a matriz M em função
dos coeficientes A, B e C:

M “

¨

˝

1
2pt ´ Buq ´Cu

Au
1
2pt ` Buq

˛

‚ , onde t “ trM “ a ` d. (5.9)

De fato, veja que vale a igualdade dos coeficientes:

• 1
2pt ´ Buq “

1
2

ˆ

a ` d ´

ˆ

d ´ a

u

˙

u

˙

“ a.

• ´Cu “ ´p´b{uqu “ b.

• Au “ pc{uqu “ c

• 1
2pt ` Buq “

1
2

ˆ

a ` d `

ˆ

d ´ a

u

˙

u

˙

“ d.

E, além disso, como D “ B2
´ 4AC, temos

det M “
t2 ´ Du

4 “
pa ` dq2 ´

´

`

d´a
u

˘2
´ 4 cp´bq

u2 u2
¯

4 “ ad ´ bc.

A recíproca deste fato também é verdadeira, isto é, se temos t, u P Z satisfazendo t2
´Du2

“

4m, a expressão 5.9 nos fornece uma matriz M P Mp2,Zq de determinante m fixando zD.
De fato, vejamos primeiramente que as entradas da matriz são inteiras. Imediatamente,
temos Au, ´Cu P Z. Para as outras duas entradas, considere x “ t ´ Bu e y “ t ` Bu.
Por um lado, a expressão

xy “ pt ´ Buqpt ` Buq “ t2
´ B2u2

“ t2
´ pD ` 4ACqu2

“ pt2
´ Du2

q ´ 4ACu2

“ 4m ´ 4ACu2
“ 4pm ´ ACu2

q
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nos mostra que x é par ou y é par. Por outro lado, a expressão x ´ y “ ´2Bu nos mostra
que x e y possuem a mesma paridade. Logo, x e y são pares, e portanto os coeficientes
1
2pt ´ Buq e 1

2pt ` Buq são inteiros. Além disso, já sabemos que M fixa zD e, por fim,

det M “
t2 ´ Du2

4 “
4m

4 “ m.

Portanto,
mpzDq “

"

1
4pt2

´ Du2
q : t, u P Z e t ” Du mod 2

*

.

A igualdade entre esses conjuntos garante que o conjunto mpzDq depende apenas do
discriminante D.

Observação 16. Na realidade, o conjunto mpzDq é igual ao conjunto das normas de elementos
da ordem quadrática

OD “

"

t ` u
?

D

2 : t, u P Z e t ” Du mod 2
*

.

De fato, se t ` u
?

D

2 é um elemento qualquer de OD, então

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t ` u
?

D

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˆ

t ` u
?

D

2

˙ˆ

t ´ u
?

D

2

˙

“
1
4pt2

´ Du2
q P mpzDq.

Corolário 7. Sejam z, z1
P H pontos CM de um mesmo discriminante D. Então, mpzq “

mpz1
q.

O Corolário acima nos mostra que pontos CM de mesmo discriminante D

possuem o mesmo conjunto de possíveis determinantes de matrizes que os fixam. Neste
sentido, podemos denotar mpDq para nos referir ao conjunto mpzDq, em que zD é qualquer
ponto CM de discriminante D.

Proposição 17. O polinômio de classes HD possui coeficientes inteiros e é irredutível.
Em particular, o número jpzDq é algébrico de grau hpDq sobre Q, com conjugados jpzD,iq,
para 1 ď i ď hpDq.

Demonstração. A versão da demonstração que apresentaremos aqui apenas indica os
principais passos da construção deste resultado, conforme apresentado em [3], na página
72. A razão para isto é que uma prova completa — como em [7], na página 286 — envolve
conceitos que fogem ao escopo deste trabalho, como, por exemplo, uma quantidade relevante
de pré-requisitos a respeito da aritmética de curvas elípticas com multiplicação complexa
e teoria de corpos de classes de aneis de inteiros quadráticos. Desta forma, omitiremos
detalhes mais específicos da demonstração desta proposição.
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A Proposição 13 nos diz que jpzq é raíz da equação modular ΨmpX, Xq “ 0,
para todo m que é o determinante de uma matriz M P Mp2,Zq fixando o ponto CM z, ou
seja, a princípio, jpzq é raíz de uma infinidade de polinômios ΨmpX, Xq. No entanto, note
que se α é uma raíz de Ψm, então α é necessariamente igual a algum jpzq, em que z é fixo
por uma matrix M P Mp2,Zq de determinante m. De fato, se α é uma raíz de ΨpX, Xq,
então α “ jpzq, para um único z no domínio fundamental ĂF1. Daí,

Ψpjpzq, jpzqq “
ź

MPM˚
m

jpzq ´ jpMzq “ 0 ðñ DM P M˚
m : jpzq “ jpMzq.

Como j : Γ1zH Ñ C é uma bijeção, segue que existe γ P Γ1 para o qual z “ γMz. De toda
forma, γM ainda é uma matrix de determinante m fixando o ponto z.

O ponto principal dessa demonstração é que m depende apenas do discriminante
de z, e não do ponto z em si, fato que provamos no Lema 13. Desta forma, como os pontos
tzD,iu, para 1 ď i ď hpDq, são todos pontos CM de discriminante D, sabemos que os
conjuntos mpzD,iq são iguais e, portanto, os valores especiais jpzD,iq são raízes comuns
de todos os polinômios ΨmpX, Xq, em que m P mpDq, isto é, o conjunto de normas de
elementos da ordem quadrática OD. Desta forma, a ideia para obter o polinômio HDpXq é
considerar o mdc de finitos polinômios ΨmpX, Xq, para m P mpDq.

Observamos que este argumento apenas mostra que HDpXq tem coeficientes
racionais. A irredutibilidade deste polinômio é provada usualmente utilizando a aritmética
das correspondentes curvas elípticas com multiplicação complexa, no sentido de que a
condição de uma curva elíptica admitir multiplicação complexa é puramente algébrica e é,
portanto, preservada por conjugações de Galois. Mas, conforme mencionamos inicialmente,
nossa ênfase está nos métodos aritméticos do polinômio HDpXq, e portanto omitiremos
estes detalhes.

A intuição da demonstração da proposição anterior nos mostra que os polinômios
HDpXq são fatores dos polinômios ΨmpX, Xq, para m P mpDq. A fórmula explícita que
descreve essa relação é devida a Kronecker, e é dada por:

ΨmpX, Xq “ ˘
ź

Dă0
HDpXq

rDpmq{ωpDq , m P N e m ‰ a2 , para todo a P Z, (5.10)

onde rDpmq “
ˇ

ˇtpt, uq P Z2 : t2
´ Du2

“ 4mu
ˇ

ˇ “ |tλ P OD : Npλq “ mu|, e ωpDq é o nú-
mero de unidades na ordem quadrática OD.

Veja que o produto em 5.10 está bem definido (é finito), pois se rDpmq for não
nulo, como m não é um quadrado, temos 4m “ t2

´ u2D ě |D|, ou seja, |D| ď 4m implica
que rDpmq “ 0, para todo |D| ą 4m e, portanto, teremos um número finito de parcelas no
produto em 5.10. Observamos que a cota superior |D| ď 4m é extremamente útil para o
cálculo dos polinômios modulares. Além disso, com respeito ao número de unidades na
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ordem quadrática OD, temos a seguinte caracterização:

ωpDq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

6 , se D “ ´3

4 , se D “ ´4

2 , caso contrário

(5.11)

Observação 17. O caso mais simples para determinar os polinômios de classes HDpXq é
quando o discriminante D ă 0 possui número de classe hpDq “ 1, já que nestes casos
existe apenas um ponto zD em ZD X ĂF1. Nestes casos, HDpXq é o monômio

HDpXq “ X ´ jpzDq.

Na seção 5.1.1 vimos todos os valores de D ă 0 com hpDq “ 1, como, por exemplo:
´3, ´4, ´7, ´8, ´11 e ´12. Podemos então considerar a Tabela 2 e já obter alguns polinô-
mios HDpXq:

H´3pXq “ X ´ z´3 “ X,

H´4pXq “ X ´ z´4 “ X ´ 1728,

H´7pXq “ X ´ z´7 “ X ` 3375,

H´8pXq “ X ´ z´8 “ X ´ 8000,

H´11pXq “ X ´ z´11 “ X ` 32768,

H´12pXq “ X ´ z´12 “ X ´ 54000.

Exemplo 5. Vamos obter os polinômios modulares Ψ2 e Ψ3 através da fórmula de Kronecker
dada em 5.10. Para Ψ2, temos |D| ď 4m “ 8. Então, o conjunto de possíveis valores
para o discriminante D é t´3, ´4, ´7, ´8u, já que estamos considerando os discriminantes
fundamentais negativos, isto é, inteiros negativos congruentes a 0 e 1 módulo 4. Calculemos
primeiramente os valores rDpmq:

r´3p2q “
ˇ

ˇtpt, uq P Z2 : t2
` 3u2

“ 8u
ˇ

ˇ “ 0,

r´4p2q “
ˇ

ˇtpt, uq P Z2 : t2
` 4u2

“ 8u
ˇ

ˇ “ |tp˘2, ˘1qu| “ 4,

r´7p2q “
ˇ

ˇtpt, uq P Z2 : t2
` 7u2

“ 8u
ˇ

ˇ “ |tp˘1, ˘1qu| “ 4,

r´8p2q “
ˇ

ˇtpt, uq P Z2 : t2
` 8u2

“ 8u
ˇ

ˇ “ |tp0, ˘1qu| “ 2.

Além disso, como ωp´3q “ 6, ωp´4q “ 4 e ωp´7q “ ωp´8q “ 2, segue que

Ψ2pX, Xq “ ˘

ˆ

H´4pXq
r´4p2q

ωp´4q

˙ˆ

H´7pXq
r´7p2q

ωp´7q

˙ˆ

H´8pXq
r´8p2q

ωp´8q

˙

“ ˘H´4pXqH´7pXq
2H´8pXq.

Note que, substituindo os valores de HDpXq obtidos na Observação 17, vemos que

Ψ2pX, Xq “ ´pX ´ 8000qpX ` 3375q
2
pX ´ 1728q,
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confirmando o valor obtido na equação (4.18).

Agora, para Ψ3, temos |D| ď 4m “ 12 e, portanto, o conjunto dos discriminantes
fundamentais possíveis é t´3, ´4, ´7, ´8, ´11, ´12u. Logo,

r´3p3q “
ˇ

ˇtpt, uq P Z2 : t2
` 3u2

“ 12u
ˇ

ˇ “ |tp˘3, ˘1q, p0, ˘2qu| “ 6,

r´4p3q “
ˇ

ˇtpt, uq P Z2 : t2
` 4u2

“ 12u
ˇ

ˇ “ 0,

r´7p3q “
ˇ

ˇtpt, uq P Z2 : t2
` 7u2

“ 12u
ˇ

ˇ “ 0,

r´8p3q “
ˇ

ˇtpt, uq P Z2 : t2
` 8u2

“ 12u
ˇ

ˇ “ |tp˘2, ˘1qu| “ 4,

r´11p3q “
ˇ

ˇtpt, uq P Z2 : t2
` 11u2

“ 12u
ˇ

ˇ “ |tp˘1, ˘1qu| “ 4,

r´12p3q “
ˇ

ˇtpt, uq P Z2 : t2
` 12u2

“ 12u
ˇ

ˇ “ |tp0, ˘1qu| “ 2.

Sabendo que ωp´11q “ ωp´12q “ 2, segue que

Ψ3pX, Xq “ ˘

ˆ

H´3pXq
r´3p3q

ωp´3q

˙ˆ

H´8pXq
r´8p3q

ωp´8q

˙ˆ

H´11pXq
r´11p3q

ωp´11q

˙ˆ

H´12pXq
r´12p3q

ωp´12q

˙

“ ˘H´3pXqH´8pXq
2H´11pXq

2H´12pXq.

Substituindo os valores de HDpXq vistos na Observação 17, vemos que

Ψ3pX, Xq “ ´XpX ´ 8000q
2
pX ` 32768q

2
pX ´ 54000q.

Este valor confirma o valor obtido em [7], na página 291.

5.3 Aplicação: Teoria de Corpos de Classe Explícita para Corpos
Quadráticos Imaginários

A Teoria de Corpos de Classe é um dos temas mais relevantes da Teoria
Algébrica dos Números. Essencialmente, ela se concentra em fornecer uma classificação
completa de todas as extensões abelianas de um dado corpo de números K. Em particular,
ela mostra que as extensões abelianas não-ramificadas de K serão subcorpos de uma
extensão finita H{K, chamada de Corpo de Classe de Hilbert, em que o grau da extensão
do corpo de classe de Hilbert é o número de classe de K. Mais ainda, o Teorema da
Reciprocidade de Artin nos garante que o grupo de Galois GalpH{Kq é isomorfo ao grupo
de classes de ideais de OK — estes resultados são tratados em maiores detalhes no Apêndice
A.1.

Em geral, a Teoria de Corpos de Classe não fornece um metodo explícito para
construir as extensões abelianas de um dado corpo de números K. Na realidade, até o
momento sabemos que existem apenas dois casos em que é possível fazer esta descrição. O
primeiro caso é para K “ Q, em que temos o Teorema de Kronecker-Weber, que garante
que todas as extensões abelianas de Q são os corpos ciclotômicos Qpζnq, gerados por
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uma raíz da unidade ζn “ e2πi{n, n P N. O segundo caso é para os corpos quadráticos
imaginários, isto é, para corpos da forma K “ Qp

?
Dq, em que D é um discriminante

negativo. Neste caso, os valores especiais de j desempenham um papel análogo às raízes
da unidade para o caso K “ Q, no sentido de que as extensões abelianas de Qp

?
Dq são

da forma KpjpzDqq, em que zD é um ponto CM de discriminante D. Mais precisamente,
temos o seguinte teorema:

Teorema 9. Seja K um corpo quadrático imaginário com discriminante D e seja H

o correspondente corpo de classe de Hilbert. Então, os valores especiais jpzD,iq, com
1 ď i ď hpDq, são conjugados sobre K e qualquer um destes valores gera a extensão H{K.

Este teorema é um resultado de muita relevância para a Teoria Algébrica dos
Números, e para a matemática em geral. Deixamos indicado a referência [7], na qual a
Seção 11 do Capítulo 3 é inteiramente dedicada a provar este resultado.
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6 Fatoração Prima de Valores Especiais de j

Uma propriedade excepcional dos valores especiais de j é a de que eles são
números com muitos divisores — ou muitas potências de divisores. Pela Tabela 2 temos,
por exemplo:

jpz´11q “ ´32768 “ ´215,

jpz´19q “ ´884736 “ ´215
¨ 33.

Na realidade, estamos interessados em estudar a fatoração prima da diferença
entre dois valores especiais de j. Isto se deve ao fato de que a função modular j possui as
mesmas propriedades, sejam elas analíticas ou aritméticas, da função j ` C, para qualquer
constante C P C, e fazer esta alteração não modifica o resultado da diferença entre dois
valores especiais. Além disso, trabalhar com essa diferença não nos impede, por exemplo,
de obter a fatoração prima de um único valor especial, e isto porque dado qualquer ponto
CM z, o fato de que jpz´3q “ 0 garante que a diferença jpzq´jpz´3q nos forneça a fatoração
prima de jpzq. No entanto, como em geral os valores especiais de j são inteiros algébricos

— e não necessariamente inteiros — vamos estudar a norma da diferença entre dois valores
especiais. Mais especificamente, dados discriminantes fundamentais, coprimos e negativos
D1 e D2, a norma de jpzD1q´jpzD2q depende apenas do valor dos discriminantes associados
e é dada, por definição1, pelo produto de todos os conjugados nos domínios fundamentais
Γ1zZD1 e Γ1zZD2 :

JpD1, D2q :“
ź

z1PΓ1zZD1

ź

z2PΓ1zZD2

pjpz1q ´ jpz2qq.

Este capítulo é focado em descrever a construção e propriedades de JpD1, D2q,
bem como apresentar um teorema que caracteriza completamente sua fatoração prima,
proposto no artigo [1] de Gross e Zagier. Mais precisamente, este resultado permite calcular
JpD1, D2q utilizando uma função aritmética, ou seja, podemos obter a fatoração prima
de valores especiais de j realizando operações com números inteiros que podem ser feitas
algoritmicamente. Este é um resultado interessantíssimo, já que, dentre várias razões, se
trata de uma das raras ocasiões na matemática em que é possível obter a fatoração prima
de um número inteiro de forma fechada.

Considere D1 e D2 dois discriminantes fundamentais, coprimos e negativos e
sejam jpz1q, jpz2q valores especiais associados a D1 e D2, respectivamente. Conforme vimos
na demonstração da Proposição 17, o conjunto dos números m P N que são determinante
de matrizes em Mp2,Zq fixando um dado ponto CM depende apenas do discriminante
1 Apêndice A.1, Definição 17.
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associado a este ponto. Isto significa que a norma de jpz1q ´ jpz2q depende apenas dos
discriminantes D1 e D2. Por definição, a norma deste número algébrico é o produto de todos
os seus conjugados nos subconjuntos ZD1 X ĂF1 e ZD2 X ĂF1, que são domínios fundamentais
para Γ1zZD1 e Γ1zZD2 , respectivamente. Desta forma, a norma da diferença entre os valores
especiais jpz1q e jpz2q é dada por:

JpD1, D2q :“
ź

z1PΓ1zZD1

ź

z2PΓ1zZD2

pjpz1q´jpz2qq “
ź

1ďiďhpD1q

ź

1ďjďhpD2q

pjpzD1,iq´jpzD2,jqq. (6.1)

Observação 18. Sejam zD1 , zD2 P H pontos CM com discriminantes D1 e D2 e suponha
que hpD1q “ 1. Então, |Γ1zZD1 | “ hpD1q “ 1 implica que z1 é o único representante no
domínio fundamental ZD1 X ĂF1 de Γ1zZD1 . Portanto, a norma de jpzD1q ´ jpzD2q fica dada
por

JpD1, D2q “
ź

z1PΓ1zZD1

ź

z2PΓ1zZD2

pjpz1q ´ jpz2qq “
ź

z2PΓ1zZD2

pjpzD1q ´ jpz2qq “ HD2pzD1q.

Note também que, se hpD2q “ 1, então

JpD1, D2q “ jpzD1q ´ jpzD2q

é simplesmente a diferença entre os valores especiais jpzD1q e jpzD2q.

Em [1], Gross e Zagier apresentaram o resultado seguinte, que caracteriza os
fatores primos de JpD1, D2q para o caso em que os discriminantes são coprimos.

Teorema 10. Sejam D1 e D2 discriminantes fundamentais, negativos e coprimos e seja
D “ D1D2. Então, todos os fatores primos de JpD1, D2q são limitados superiormente por
D{4. Mais precisamente, todo fator primo de JpD1, D2q divide pD ´ x2

q{4, para algum
x P Z satisfazendo |x| ă

?
D e x2

” D mod 4.

O Teorema 10 é uma versão qualitativa de um resultado ainda mais preciso,
que fornece uma fórmula completa para a fatoração prima de JpD1, D2q. Para enunciar
este resultado, precisaremos definir duas funções, εpmq e F pmq, que serão construídas a
seguir.

Para cada n P Z positivo denote por divpnq o conjunto dos divisores de n.
Vamos definir a função ε : divpnq Ñ t´1, 1u pelas seguintes propriedades:

(i) ε é completamente multiplicativa, isto é, para quaisquer divisores pr1
1 , . . . , prs

s P divpnq,

εppr1
1 . . . prs

s q “ εpp1q
r1 . . . εppsq

rs .

(ii) Para todo primo p P divpnq,

εppq “

$

&

%

χD1ppq , se p ∤ D1

χD2ppq , se p ∤ D2

.
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onde χD é a função característica módulo D de Dirichlet, dada por χDppq “

ˆ

D

p

˙

,

em que
ˆ

D

p

˙

denota o símbolo de Legendre, definido por:

ˆ

D

p

˙

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0 , se p | D

1 , se D é um resíduo quadrático módulo p

´1 , se D é um resíduo não-quadrático módulo p

.

Vejamos que ε está bem definida. De fato, como mdcpD1, D2q “ 1 e p é primo, então
pelo menos uma das condições p ∤ D1 ou p ∤ D2 vale, e se ambas valem ao mesmo tempo,
então os valores χD1ppq e χD2ppq coincidem, já que neste caso D1D2 seria congruente a um
quadrado não-nulo módulo p, se p é ímpar, e congruente a um quadrado ímpar módulo 8 se
p “ 2. Em todo caso, χD1ppqχD2ppq “ 1. Isto mostra que, necessariamente, χD1 “ χD2 “ 1
ou χD1 “ χD2 “ ´1. No entanto, para fins práticos, podemos reformular a definição de ε

da seguinte forma:

Definição 14. Sejam D1, D2 discriminantes fundamentais, negativos e coprimos e seja
D “ D1D2. Para primos p com símbolo de Legendre

ˆ

D

p

˙

‰ ´1, definimos:

εppq “

$

’

’

&

’

’

%

ˆ

D1

p

˙

, se mdcpp, D1q “ 1
ˆ

D2

p

˙

, se mdcpp, D2q “ 1
. (6.2)

Para um número inteiro m “
ź

i

pai
i , com pi primos, ai inteiros positivos e

ˆ

D

pi

˙

‰ ´1,

para todo i, definimos ε como a função completamente multiplicativa satisfazendo (6.2):

εpmq “
ź

i

εppiq
ai . (6.3)

Definição 15. Defnimos, para m P Z na forma pD ´ x2
q{4, para algum x P Z, a função:

F pmq “
ź

n|m

nεpm{nq
“

ź

nn1“m
n,n1ą0

nεpn1q.

Observação 19. A princípio, a função F assume valores racionais, já que εpn1
q P t´1, 1u,

mas, na realidade, F sempre assume valores inteiros. No artigo [1], consta a caracterização
explícita da função F dependendo do valor de m, onde, de forma geral, temos que F pmq “ 1
ou F pmq é sempre uma potência de um único número primo. Mais precisamente, se m é
um inteiro positivo na forma pD ´ x2

q{4, temos F pmq “ 1, exceto no caso em que m pode
ser escrito na forma:

m “ p2a`1p2a1
1 ¨ ¨ ¨ p2ar

r qb1
1 ¨ ¨ ¨ qbs

s ,
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em que εppq “ εpp1q “ . . . “ εpprq “ ´1 e εpq1q “ . . . “ εpqsq “ 1. Neste caso,

F pmq “ ppa`1qpb1`1q¨¨¨pbs`1q.

Em particular, se p é um divisor primo de F pmq, então p é o único primo dividindo m

com um expoente negativo e εppq “ ´1.

Esta caracterização, apesar de ser um fato curioso sobre a função F , não é
necessária para a demonstração, nem para efetuar cálculos com a fórmula completa para
JpD1, D2q e, por esta razão, omitiremos sua prova — que pode ser encontrada em [7], na
página 301.

Agora, podemos enunciar o resultado que fornece a fórmula completa para
JpD1, D2q.

Teorema 11. Sejam D1 e D2 discriminantes fundamentais, negativos e coprimos e seja
D “ D1D2. Então,

JpD1, D2q
8{ωpD1qωpD2q

“
ź

x2ăD
x2”D mod 4

F

ˆ

D ´ x2

4

˙

“
ź

x,n,n1PZ
n,n1ą0

x2`4nn1“D

nεpn1q, (6.4)

em que ωpD1q e ωpD2q denotam o número de unidades nas ordens quadráticas OD1 e OD2,
respectivamente.

O artigo [1] de Gross e Zagier fornece duas demonstrações para este teorema:
uma algébrica e outra analítica. A demonstração algébrica usa a teoria de redução de
curvas elípticas, e é dada apenas para o caso em que os discriminantes são primos. Já
na demonstração analítica, os autores se baseiam no cálculo dos coeficientes de Fourier
das séries de Eisenstein no grupo modular de Hilbert Qp

?
Dq na restrição à diagonal

H Ă H ˆ H.

Observação 20. Faremos uma série de observações à respeito do Teorema 11.

1. A fórmula dada pelo Teorema 11 está bem definida: de fato, o produto em (6.4) é
finito, visto que D “ D1D2 é dado e temos finitos números inteiros x, n, n1, com
n, n1

ą 0, capazes de satisfazer x2
` 4nn1

“ D. Além disso, a função εpn1
q está

bem definida, já que para todo primo pi dividindo D ´ x2

4 temos por definição que
ˆ

D

pi

˙

‰ ´1.

2. Podemos trocar εpn1
q por ´εpnq. A expressão x2

` 4nn1
“ D nos mostra que

ε

ˆ

D ´ x2

4

˙

“ ´1, e como ε é completamente multiplicativa, obtemos

x2
` 4nn1

“ D ùñ nn1
“

D ´ x2

4 ùñ εpnqεpn1
q “ ε

ˆ

D ´ x2

4

˙

“ ´1,
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mostrando que εpn1
q “ ´εpnq.

3. Para os casos em que D1, D2 ‰ ´3, ´4, a fórmula para JpD1, D2q não depende
do número de unidades nas respectivas formas quadráticas OD1 e OD2 , já que a
potência 8{ωpD1qωpD2q em JpD1, D2q será igual a 2, uma vez que nestes casos temos
ωpD1q “ ωpD2q “ 2. Desta forma, obtemos a seguinte expressão para JpD1, D2q:

JpD1, D2q
2

“
ź

x2ăD
x2”D mod 4

F

ˆ

D ´ x2

4

˙

“
ź

x,n,n1PZ
n,n1ą0

x2`4nn1“D

nεpn1q. (6.5)

A seguir, daremos dois exemplos aplicando o Teorema 11 para obter a fatoração
prima de valores especiais de j.

Exemplo 6. Considere D1 “ ´7 e D2 “ ´43. Estes discriminantes possuem números de
classe hpD1q “ hpD2q “ 1, conforme calculamos na Seção 5.1.1. Na Observação 18, vimos
que no caso em que os discriminantes D1 e D2 possuem números de classe igual a um,
JpD1, D2q é simplesmente a diferença entre os valores especiais jpzD1q e jpzD2q. Então,
pela fórmula (6.5), obtemos

Jp´7, ´43q
2

“ pjpz´7q ´ jpz´43qq
2.

Agora, tendo em mente o Teorema 11, basta calcularmos o produto
ź

x2ăD
x2”D mod 4

F

ˆ

D ´ x2

4

˙

.

Com efeito, vamos encontrar primeiramente os possíveis valores de x P Z. Como x2
ă

D1D2 “ D “ 301, temos |x| ď 17. Além disso, apenas os valores ímpares de x satisfazem
a condição x2

” D mod 4. Portanto,

pjpz´7q ´ jpz´43qq
2

“
ź

|x|ď17
x ímpar

F

ˆ

301 ´ x2

4

˙

“
ź

1ďxď17
x ímpar

F

ˆ

301 ´ x2

4

˙2

Logo,

jpz´7q ´ jpz´43q “ ˘F p75qF p73qF p69qF p63qF p55qF p45qF p33qF p19qF p3q

“ ˘3 ¨ 73 ¨ 32
¨ 7 ¨ 52

¨ 5 ¨ 32
¨ 19 ¨ 3

“ ˘36
¨ 53

¨ 7 ¨ 19 ¨ 73

Neste exemplo, omitimos o cálculo explícito dos valores F pmq, pela quantidade
de valores a calcular ser extensa. A fim de ilustrar como é feita a aritmética desta função,
calculemos F p33q.

F p33q “
ź

d|33
dεp33{dq

“ 1εp33q
¨ 3εp11q

¨ 11εp3q
¨ 33εp1q

“ 3εp11q
¨ 11εp3q

¨ 33.
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Como 11 ∤ D1 “ ´7, temos

εp11q “

ˆ

´7
11

˙

“ 1,

pois ´7 é um resíduo quadrático módulo 11. Similarmente,

εp3q “

ˆ

´7
3

˙

“ ´1,

pois ´7 é um resíduo não-quadrático módulo 3. Portanto, F p33q “ 3 ¨ 11´1
¨ 33 “ 32.

Exemplo 7. Mencionamos na introdução deste capítulo que o fato curioso de que jpz´3q “ 0
nos permite calcular a fatoração prima de um único valor especial de jpzq. Utilizando a
fórmula fechada para a diferença de dois valores especiais de j fornecida pelo Teorema 11,
isto se torna possível. Para ilustrar, vamos obter a fatoração prima de z´7.

Considere D1 “ ´7 e D2 “ ´3. Conforme calculamos na Seção 5.1.1, estamos
tratando de dois discriminantes de número de classe um. Logo, JpD1, D2q é simplesmente
a diferença jpz´7q ´ jpz´3q, ou seja, na realidade, JpD1, D2q “ jpz´7q. Por (5.11), sabemos
que ωpD1q “ 2 e ωpD2q “ 6. Logo, o Teorema 11 nos dá:

jpz´7q
2{3

“
ź

x2ă21
x2”21 mod 4

F

ˆ

21 ´ x2

4

˙

.

Por um lado, a condição x2
ă 21 implica que |x| ď 4. Por outro, a condição x2

” 21
mod 4 só é satisfeita para os valores ímpares de x. Portanto,

ź

x2ă21
x2”21 mod 4

F

ˆ

21 ´ x2

4

˙

“
ź

|x|ď4
x ímpar

F

ˆ

21 ´ x2

4

˙

“
ź

1ďxď4
x ímpar

F

ˆ

21 ´ x2

4

˙2

“ pF p5qF p3qq
2.

Nosso problema se resume a calcular os valores F pmq. Obtemos:

F p5q “
ź

d|5
dεp5{dq

“ 1εp5q
¨ 5εp1q

“ 5,

F p3q “
ź

d|3
dεp3{dq

“ 1εp3q
¨ 3εp1q

“ 3.

Portanto,
jpz´7q

2{3
“ pF p5qF p3qq

2
“ p3 ¨ 5q

2
ùñ jpz´7q “ ˘33

¨ 53,

e de fato este valor se confirma: pela tabela 2, jpz´7q “ ´33
¨ 53

“ ´3375.

Conforme mencionamos, a principal contribuição do Teorema 11 é fornecer
uma forma algorítmica de calcular e obter a fatoração prima de valores especiais de
j. A imagem a seguir apresenta uma tabela com o propósito de auxiliar em cálculos
utilizando este teorema: para cada |x|, com x ímpar, estão representados os valores D ´ x2

4
e F

ˆ

D ´ x2

4

˙

.
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Figura 5 – Relações para o Teorema 11

Fonte: [1, p. 193]
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APÊNDICE A – Pré-requisitos de Teoria
Algébrica dos Números

A.1 Inteiros Algébricos
Inteiros algébricos são soluções de polinômios mônicos com coeficientes em Z.

Nosso objetivo é estudar a fatoração destes números, que a princípio é muito semelhante à
fatoração de números inteiros, mas que difere em um ponto fundamental: a unicidade da
fatoração. Em geral, a fatoração de um número depende do anel considerado. Estamos
particularmente interessados no anel dos inteiros OK de um corpo de números K, na
possibilidade de obter a fatoração de um elemento em produto de elementos irredutíveis
e na sua unicidade. Os resultados apresentados nesta seção do apêndice são resultados
clássicos da Teoria dos Números e foram baseados na referência [10].

Definição 16. Dizemos que um número α P C é algébrico se é a raiz de um polinômio

xn
` an´1x

n´1
` ¨ ¨ ¨ ` a1x ` a0

com coeficientes ai P Q, para i “ 1, . . . , n´1. Denotamos o conjunto dos números algébricos
por Q. Se os coeficientes ai forem inteiros, dizemos que α é um inteiro algébrico. Neste
caso, denotamos o conjunto dos inteiros algébricos por Z.

Exemplo 8. As raízes da unidade ζn “ e2πi{n são inteiros algébricos, para todo n P N, já
que por definição satisfazem o polinômio xn

´ 1 em ZrXs.

Definição 17. Seja α P Q um número algébrico. Definimos a norma de α como o produto
de todos os seus conjugados galoisianos:

Npαq “
ź

σPGalpC{Qq

σpαq.

Definição 18. Um corpo de números K é um subcorpo de C de grau finito sobre Q.
Denotamos o grau de K sobre Q por rK : Qs.

Teorema 12 (Estrutura e Propriedades dos Números Algébricos).

(i) Q é um subcorpo de C e Z é um subanel de Q.

(ii) Se α P C é raíz de um polinômio mônico cujos coeficientes são números algébricos
(resp. inteiros algébricos), então α é um número algébrico (resp. inteiro algébrico).
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O Teorema anterior nos permite construir uma infinidade de números algébricos.
Por exemplo, sabemos que

?
2 e

?
5 são inteiros algébricos. Então, qualquer combinação

inteira destes dois números será um inteiro algébrico, como
?

2 ` 3
?

5. Da mesma forma,
qualquer raíz de um polinômio mônico com coeficientes em Zr

?
2,

?
5s será um inteiro

algébrico, como as raízes do polinômio x5
` p

?
2q

3x ´ 17
?

5.

Lema 14. Se α P Q é um inteiro algébrico, então α P Z. Equivalentemente, Z X Q “ Z.

Demonstração. A inclusão Z Ă Z X Q é imediata. Para a inclusão contrária, suponha que

α “
p

q
, mdcpp, qq “ 1,

é um inteiro algébrico, raíz de

xn
` an´1x

n´1
` ¨ ¨ ¨ ` a1x ` a0, ai P Z, i “ 1, . . . , n ´ 1.

Então,
ˆ

p

q

˙n

` an´1

ˆ

p

q

˙n´1

` ¨ ¨ ¨ ` a1

ˆ

p

q

˙

` a0 “ 0.

Multiplicando a equação acima por qn, obtemos

pn
` an´1p

n´1q ` ¨ ¨ ¨ ` a1pqn´1
` a0q

n
“ 0.

Logo, q | pn. Como mdcpp, qq “ 1, isso ocorre somente se q “ ˘1, ou seja, α P Z.

Definição 19. Seja K um corpo de números. O anel dos inteiros de K é definido por

OK “ tα P K : α é um inteiro algébricou “ K X Z.

Exemplo 9. O Lema 14 nos diz que OQ “ Z.

A estrutura básica do anel dos inteiros de um corpo de números K é descrita
no teorema abaixo.

Teorema 13. Seja K um corpo de números.

(i) OK é um subanel de C, cujo corpo de frações é K.

(ii) OK é um Z-módulo livre de posto rK : Qs.

Historicamente, o fato de a fatoração de polinômios e números inteiros em
fatores irredutíveis (primos) ser única levou à intuição de que o mesmo deveria o ocorrer
com números no conjunto dos inteiros algébricos. No entanto, isto não é verdade. Por
exemplo, o número 6 no anel Zr

?
´6s não possui fatoração única, pois

6 “ 2 ¨ 3 “
`

´
?

´6
˘

¨
?

´6.

A razão disto tem origem na definição do que vem a ser um elemento ser primo ou
irredutível.
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Definição 20. Seja R um anel. Sejam a, b P R satisfazendo as condições:

(i) p “ ab ùñ a ou b é uma unidade,

(ii) p|ab ùñ p|a ou p|b.

Um elemento p P R é dito irredutível se satisfaz a condição (i), e é dito primo se satisfaz a
condição (ii).

Observação 21. Todo elemento primo é irredutível, mas a recíproca não é, em geral,
verdadeira. Por exemplo, o elemento

?
´6 é irredutível em Zr

?
´6s, mas não é primo, pois

?
´6 divide 6 “ 2 ¨ 3, mas não divide nem 2 e nem 3.

Em geral, estamos interessados em saber sob quais condições é possível fatorar
um elemento do anel de inteiros OK de um corpo K em produto de irredutíveis — e
produto de primos — e quando essa maneira é única.

A princípio, estudaremos o caso da fatoração em irredutíveis. Para isso, vamos
trabalhar a noção de anel noetheriano e veremos que a decomposição em fatores primos
é sempre possível em um domínio noetheriano. O resultado segue concluíndo que OK é
noetheriano.

No entanto, essa decomposição não é única em geral. A fim de descobrir em
quais casos a unicidade ocorre, veremos que toda decomposição em fatores primos é única.
Sendo assim, o problema se resume a entender em quais aneis de inteiros um elemento
irredutível é primo.

Definição 21. Seja D um domínio. Se, para todo x P D não nulo que não é uma unidade,
podemos escrever x “ p1p2 ¨ ¨ ¨ pn, para pi, i P t1, ¨ ¨ ¨ , nu irredutíveis em D, dizemos que a
fatoração em irredutíveis é possível em D.

Em geral, a fatoração em irredutíveis nem sempre é possível em um domínio
D. Por exemplo, Z não admite: se α ‰ 0 não é uma unidade, então

?
α também não é.

Como α “
?

α
?

α e
?

α é um inteiro algébrico, pois α o é, α não é irredutível. No entanto,
a fatoração em irredutíveis é sempre possível num domínio D noetheriano, embora não
necessariamente única.

Definição 22. Seja D um domínio. Dizemos que D é noetheriano se todo ideal em D é
finitamente gerado.

A proposição a seguir descreve duas propriedades equivalentes à condição
noetheriana.

Proposição 18. Seja D um domínio. São equivalentes:
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(i) D é noetheriano.

(ii) D satisfaz a condição da cadeia ascendente: Toda cadeia ascendente de ideais de D

I0 Ď I1 Ď ¨ ¨ ¨ Ď In Ď ¨ ¨ ¨

se estabiliza, isto é, existe N para o qual In “ IN , para todo n ě N .

(iii) Todo conjunto não vazio de ideais em D tem um elemento maximal.

Teorema 14. Se D é um domínio noetheriano, então a fatoração em irredutíveis é possível
em D.

Teorema 15. Seja K um corpo de números. O anel dos inteiros OK é noetheriano.

Corolário 8. Se K é um corpo de números, a fatoração em irredutíveis é possivel no anel
dos inteiros OK.

Embora a fatoração em irredutíveis seja sempre possível no anel dos inteiros de
um corpo de números, ela não é, em geral, única. Por exemplo, se K “ Qp

?
´6q, temos

OK “ Zr
?

´6s. Mas 6 “ 2.3 “ p´
?

´6q
?

´6 possui duas decomposições distintas em
fatores irredutíveis. Neste caso, vimos na Observação 21, por exemplo, que

?
´6 é um

irredutível que não é primo. A falha na unicidade está relacionada com a existência de
elementos em irredutíveis em OK que não são primos. Mais ainda, satisfazer essa condição
é suficiente para garantir a unicidade da fatoração, como afirma o teorema seguinte.

Teorema 16. Seja D um domínio em que a fatoração em irredutíveis seja possível. A
fatoração é única se, e somente se, todo elemento irredutível é primo.

Dizemos que um domínio D é um Domínio de Fatoração Única (DFU) se a
fatoração em irredutíveis é possível e única. Evidentemente, isso ocorre se, e somente se,
todo elemento irredutível em D é primo.

Corolário 9. Seja K um corpo de números. O anel dos inteiros OK é um DFU se, e
somente se, todo elemento irredutível em OK é primo.

A.2 Ideais de OK e Ramificação
Nesta seção caracterizaremos os ideais de OK e introduziremos a ideia de

ramificação de um ideal, conceito fundamental para o estudo da teoria de corpos de classe.
Os resultados desta seção e da seção seguinte foram baseados na referência [7].

Teorema 17. Seja K um corpo de números, e a um ideal não-nulo de OK . Então, o anel
quociente OK{a é finito.
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Tendo em mente o teorema acima, podemos definir a norma de um ideal a de
OK como a cardinalidade

Npaq “ |OK{a|. (A.1)

Em geral, vimos que os aneis OK , onde K é um corpo de números, não são
domínios de fatoração única. No entanto, estes aneis são domínios de Dedekind, isto é, são
aneis noetherianos satisfazendo as propriedades:

(i) OK é integralmente fechado: se α P K é raíz de um polinômio mônico definido em
OK , então α P OK ,

(ii) Todo ideal primo não-nulo de OK é maximal.

Esta caracterização é extremamente relevante, pois todo domínio de Dedekind
admite fatoração única em ideais primos. Em particular, para OK , embora não possamos

— em geral — obter fatoração única para seus elementos, sempre podemos decompor OK

unicamente como produto de ideais primos. Ademais, sendo OK domínios de Dedekind,
todo ideal primo p não-nulo de OK é maximal, e portanto o Teorema 17 nos garante que
OK{p é um corpo finito, denominado corpo residual de p.

Dentre os ideais de OK , estamos particularmente interessados nos ideais fracio-
nários, ou seja, ideais que podem ser escritos na forma αa, para algum α P K e algum
ideal a de OK . Vale o seguinte resultado para ideais fracionários de OK :

Proposição 19. Seja K um corpo de números e a um ideal fracionário de OK. Então,

(i) Existe ideal fracionário b de OK tal que ab “ K. Neste caso, denotamos b “ a´1.

(ii) a é escrito unicamente como o produto

a “

r
ź

i“1
pri

i ,

em que ri P Z e pi são ideais primos distintos de OK, para todo i “ 1, ¨ ¨ ¨ , r.

Seja K corpo de números e IK o conjunto de todos os ideais fracionários de
OK . A proposição acima garante que IK é fechado com respeito à multiplicação e é um
grupo. Para o nosso caso, o subgrupo de maior relevância de IK é o subgrupo PK dos
ideais fracionários principais, ou seja, o subgrupo dos ideais da forma αOK , para α P K

não-nulo.

Definição 23. Seja K um corpo de números. O quociente

ClpOKq “
IK

PK

é chamado de Grupo de Classes de Ideais de OK .
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Um fato fundamental da Teoria Algébrica dos Números é que ClpOKq é um
grupo finito. A ordem desse grupo é chamada de número de classes de OK , e é denotada
por hpOKq.

Observação 22. Seja K um corpo de números. Então, hpOKq “ 1 se, e somente se, OK

é um domínio de fatoração única. De fato, basta relembrar que domínios de Dedekind
admitem fatoração única em ideais primos, isto é, em domínios de Dedekind, domínios
de ideais principais (DIP) e domínios de fatoração única (DFU) são equivalentes. O anel
OK é um domínio de Dedekind, conforme mencionado anteriormente. Então, o fato de
hpOKq “ 1 ðñ OK é um DIP garante que OK é um DFU. Em certo sentido, o grupo de
classes é uma medida de quão longe o anel OK está de ser um DFU.

A seguir, estudaremos a ideia de Ramificação. Considere K um corpo de números
e L uma extensão finita de K. Seja p um ideal primo de OK e pOL o correspondente ideal
em OL com fatoração prima dada por

pOL “ Pe1
1 ¨ ¨ ¨Peg

g ,

onde Pi são os ideais primos de OL contendo p, para i “ 1, ¨ ¨ ¨ , g. Os números inteiros ei

são chamados de índices de ramificação de p em Pi, com i “ 1, . . . , g. Nesse contexto, cada
ideal primo Pi contendo p fornece uma extensão de corpos residuais OK{p Ă OL{Pi, cujo
grau fi é chamado de grau de inércia de p em Pi. A relação entre os índices de ramificação
e os graus inerciais é dada pelo seguinte resultado:

Proposição 20. Sejam K Ă L corpos de números e p ideal primo de OK. Se ei e fi são
os índices de ramificação e os graus inerciais, respectivamente, para i “ 1, . . . , g então:

g
ÿ

i“1
eifi “ rL : Ks.

Definição 24. Sejam K Ă L corpos de números e p ideal primo de OK . Dizemos que p se
ramifica em L se qualquer um dos índices de ramificação é maior do que 1.

Pode ser provado que apenas um número finito de ideais primos de OK se
ramifica em L. Uma outra observação a ser feita é a de que a definição dada acima pode
ser mais explícita quando a extensão K Ă L é galoisiana, devido ao seguinte resultado:

Proposição 21. Sejam K Ă L extensão galoisiana e p ideal primo de OK. Então,

(i) Se P,P1 são ideais primos de OL contendo p, então existe σ P GalpL{Kq tal que
σpPq “ P1.

(ii) Os ideais primos P1, ¨ ¨ ¨ ,Pg de OL contendo p possuem o mesmo índice de ramifi-
cação e mesmo grau inercial. Além disso,

g
ÿ

i“1
eifi “ efg “ rL : Ks.
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A definição de ramificação para uma extensão K Ă L Galoisiana de corpos de
números pode ser reformulada da seguinte forma: se p é um ideal primo de OK , dizemos
que p é ramificado em L se e ą 1, e não ramificado em L se e “ 1. Além disso, se p satisfaz
e “ f “ 1, dizemos que p se decompõe completamente em L.

A.3 O Corpo de Classe de Hilbert
O Corpo de Classe de Hilbert de um corpo de números K é definido em função

das extensões abelianas não ramificadas de K. Uma extensão K Ă L é Abeliana quando é
uma extensão de Galois e o grupo de Galois GalpL{Kq é Abeliano. No entanto, precisamos
entender o que é uma extensão não ramificada, e para isso devemos estudar a ramificação
de ideais primos infinitos.

Os ideais primos de OK são chamados de primos finitos, e os o primos infinitos
são determinados por mergulhos de um corpo de números K em C. Um primo infinito
real é um mergulho σ : K Ñ R, e um primo infinito complexo é um par de mergulhos
conjugados distintos σ, σ : K Ñ C. Dada uma extensão K Ă L, dizemos que um primo
infinito σ de K ramifica em L se σ é real mas existe uma extensão de σ em L que é
complexa.

Definição 25. Seja K Ă L uma extensão de corpos. Dizemos que ela é uma extensão não
ramificada se todos os primos, finitos ou infinitos, são não ramificados.

Teorema 18. Seja K um corpo de números. Então, existe uma extensão de Galois K Ă L

tal que L é uma extensão abeliana não ramificada de K e qualquer extensão abeliana não
ramificada de K está em L. Dizemos que L é o Corpo de Classe de Hilbert de K.

O principal resultado que veremos nessa seção é o Teorema da Reciprocidade
de Artin, que relaciona o corpo de classe de Hilbert com o Grupo de Classes de Ideais de
ClpOKq. Para chegar neste ponto, veremos algumas propriedades que ligam o corpo de
classe de Hilbert L de K à estrutura de ideal do anel dos inteiros OK . Mais especificamente,
começamos definindo o símbolo de Artin.

Lema 15. Seja K Ă L uma extensão de Galois, e seja p um ideal primo de OK não
ramificado em L. Se P é um ideal primo de OL contendo p, então existe único σ P GalpL{

Kq tal que
σpαq ” αNppq mod P , para todo α P OL,

em que Nppq “ |OK{p| é a norma do ideal p.

O único K-automorfismo σ garantido pelo Lema acima é chamado de símbolo
de Artin e denotado por ppL{Kq{Pq. O símbolo de Artin satisfaz as seguintes proriedades
úteis:
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Corolário 10. Seja K Ă L uma extensão de Galois, e seja p um ideal primo de OK não
ramificado. Dado um ideal primo P de OL contendo p, valem as seguintes afirmações:

(i) Se σ P GalpL{Kq, então
ˆ

L{K

σpPq

˙

“ σ

ˆ

L{K

P

˙

σ´1.

(ii) A ordem de ppL{Kq{Pq é o grau inercial f “ fP|p.

(iii) p se decompõe em L se, e somente se, ppL{Kq{Pq “ 1.

Um caso especial a ser considerado é quando K Ă L é uma extensão Abeliana.
Nesta situação, o símbolo de Artin ppL{Kq{Pq depende apenas do ideal primo p “ PXOK .
De fato, seja P1 outro ideal primo contendo p. Então, existe σ P GalpL{Kq para o qual
P1

“ σpPq. Do Corolário 10, item (i), segue que
ˆ

L{K

P1

˙

“

ˆ

L{K

σpPq

˙

“ σ

ˆ

L{K

P

˙

σ´1
“ σσ´1

ˆ

L{K

P

˙

“

ˆ

L{K

P

˙

,

haja vista que GalpL{Kq é Abeliano. Nesse sentido, sempre que a extensão K Ă L for
Abeliana, escreveremos o símbolo de Artin como ppL{Kq{pq. Indo além, um caso ainda
mais especial é quando a extensão K Ă L Abeliana é não ramificada, pois o símbolo de
Artin estará definido para todo ideal primo p de OK . De fato, considere IK o conjunto
de todos ideais fracionários de OK . Pela Proposição 19, todo ideal fracionário a admite
fatoração prima na forma

a “

r
ź

i“1
pri

i .

Então, podemos definir o símbolo de Artin ppL{Kq{aq como o produto
ˆ

L{K

a

˙

“

r
ź

i“1

ˆ

L{K

pi

˙ri

,

que fornece um homomorfismo de grupos, chamado de mapa de Artin:
ˆ

L{K

¨

˙

: IK Ñ GalpL{Kq.

Este mapa é sobrejetor e seu núcleo é exatamente o subgrupo PK dos ideais fracionários
principais. Logo, o Teorema do Isomorfismo nos garante que

ClpOKq “
IK

PK

» GalpL{Kq.

Este é exatamente o enunciado do Teorema da Reciprocidade de Artin:



APÊNDICE A. Pré-requisitos de Teoria Algébrica dos Números 101

Teorema 19 (Teorema da Reciprocidade de Artin). Seja L o corpo de classe de Hilbert
de um corpo de números K. O mapa de Artin

ˆ

L{K

¨

˙

: IK Ñ GalpL{Kq

induz isomorfismo
ClpOKq “

IK

PK

» GalpL{Kq.

O Teorema da Reciprocidade de Artin fornece uma Teoria de Corpos de Classe
para extensões Abelianas não ramificadas, isto é, classifica extensões Abelianas não
ramificadas de K em termos de subgrupos do grupo de classes de ideais de OK . Mais
explicitamente, temos o seguinte corolário:

Corolário 11. Seja K um corpo de números. Existe uma correspondência biunívoca entre
as extensões Abelianas não ramificadas M de K e os subgrupos H do grupo de classes de
ideais ClpOKq. Além disso, se uma extensão Abeliana não ramificada K Ă M corresponde
ao subgrupo H de ClpOKq, o mapa de Artin induz isomorfismo

ClpOKq

H
» GalpM{Kq.
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APÊNDICE B – Curvas Elípticas Complexas

B.1 Toro Complexo
Na Seção 2.1, vimos que um reticulado é um subconjunto discreto de C dado

por Λ “ Zw1 ` Zw2, em que tw1, w2u é uma base de C como R-espaço vetorial. Um toro
complexo é o quociente de C por um reticulado Λ:

C

Λ :“ tz ` Λ : z P Cu.

Algebricamente, um toro complexo possui a estrutura de um grupo abeliano sob a soma,
herdada das propriedades de C como espaço vetorial. Topologicamente, um toro complexo é
paralelogramo gerado pelos elementos tw1, w2u em que seus lados opostos são identificados.
Mais especificamente, um toro complexo é uma superfície de Riemann, isto é, uma variedade
complexa conexa. A figura abaixo ilustra um toro complexo C{Λ gerado por tw1, w2u e
algumas vizinhanças:

Figura 6 – O Toro Complexo

Fonte: [5, p. 25]

A noção de funções holomorfas faz sentido quando definidas para toros comple-
xos. De fato, mais geralmente temos o seguinte resultado para superfícies de Riemann:

Proposição 22. Sejam X e Y superfícies de Riemann compactas. Se f : X Ñ Y é
holomorfa, então fpXq “ Y ou fpXq é um conjunto unitário.

Demonstração. Sendo f contínua e X compacto e conexo, temos fpXq compacto e conexo.
Isto mostra que fpXq é fechado. O Teorema da Aplicação Aberta nos diz que f é constante
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ou é aberta. Se f for constante, então fpXq é unitário. Se f é aberta, então fpXq Ă Y é
aberto, fechado e conexo, ou seja, fpXq “ Y .

Como caso particular da proposição acima, segue que aplicações holomorfas
não-constantes entre toros complexos são sobrejetoras.

Proposição 23. Seja φ : C{Λ Ñ C{Λ1 uma função holomorfa entre toros complexos.
Então, existem m, b P C, com mΛ Ă Λ1, tais que φpz ` Λq “ mz ` b ` Λ1. Além disso, φ é
invertível se, e somente se, mΛ “ Λ1.

Uma demonstração para esta proposição pode ser encontrada em [5], na página
26.

Corolário 12. Seja φ : C{Λ Ñ C{Λ1 uma função holomorfa entre toros complexos, e sejam
m, b P C com mΛ Ă Λ1. São equivalentes:

(i) φ é um homomorfismo de grupos abelianos,

(ii) b P Λ1 e, portanto, φpz ` Λq “ mz ` Λ1,

(iii) φp0q “ 0.

Demonstração. Vamos provar que piq ùñ piiq. Suponha φ homomorfismo de grupos.
Então, para todo z ` Λ P C{Λ, temos:

mz ` b ` Λ1
“ φpz ` Λq “ φppz ` Λq ` p0 ` Λqq “ φpz ` Λq ` φp0 ` Λq

“ pmz ` b ` Λ1
q ` pm0 ` b ` Λ1

q “ mz ` 2b ` Λ1.

A expressão acima implica que b`Λ1
“ 0`Λ1, ou seja, b P Λ1. Portanto, φpz`Λq “ mz`Λ1.

A implicação piiq ùñ piiiq é imediata. De fato, se b P Λ1, então

φp0 ` Λq “ m0 ` b ` Λ1
“ 0 ` b ` Λ1

“ 0 ` Λ1.

Por fim, vamos mostrar a implicação piiiq ùñ piq. Sejam z ` Λ, w ` Λ P C{Λ. Então,

φppz ` Λq ` pw ` Λqq “ φppz ` wq ` Λq “ mpz ` wq ` b ` Λ1
“ mz ` b ` mw ` 0 ` Λ1

“ mz ` b ` mw ` φp0q ` Λ1
“ mz ` b ` mw ` pm0 ` b ` Λ1

q ` Λ1

“ pmz ` b ` Λ1
q ` pmw ` b ` Λ1

q “ φpz ` Λq ` φpw ` Λq.

Observação 23. Sejam C{Λ e C{Λ1 toros complexos. O Corolário 12 nos mostra que existe
um homomorfismo de grupos holomorfo C{Λ Ñ C{Λ1 se, e somente se, existe m P C
não-nulo satisfazendo mΛ Ă Λ1. Além disso, para garantir que este homomorfismo seja um
isomorfismo, é necessário e suficiente impor que mΛ “ Λ1.
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Exemplo 10. Vamos discutir um isomorfismo de particular interesse para este trabalho.
Na Seção 2.1, consideramos reticulados da forma Zw1 ‘ Zw2, em que o par pw1, w2q é um
elemento de M “ tpw1, w2q P C2

ztp0, 0qu : Impw1{w2q ą 0u. Observe que se pw1, w2q P M ,
então τ “ w1{w2 é naturalmente um elemento do semiplano superior H. Dessa forma, faz
sentido trabalharmos equivalentemente com reticulados da forma Zτ ‘ Z — conforme
fizemos na Seção 4.2. Agora, sob a perspectiva do Corolário 12, se tomarmos Λ “ Zw1‘Zw2,
em que pw1, w2q P M , e considerarmos Λτ “ Zτ ‘ Z, vemos que o fato de a condição
p1{w2qΛ “ Λτ ser satisfeita nos garante que o mapa

φτ : C{Λ Ñ C{Λτ

z ` Λ ÞÑ φτ pz ` Λq “
z

w2
` Λτ

é um isomorfismo. Isto mostra que todo toro complexo é isomorfo a um toro complexo cujo
reticulado é gerado por tτ, 1u, em que τ P H. Evidentemente, este τ não é único. Embora
possa existir τ 1 gerando o mesmo reticulado, sabemos pela Proposição 3 que τ 1 deve ser
um elemento congruente módulo Γ1 de τ , isto é, τ 1

“ γτ , para algum γ P Γ1. A moral é
que cada toro complexo determina um ponto no semiplano superior módulo Γ1.

Definição 26. Um homomorfismo holomorfo não-nulo entre toros complexos é chamado
de isogenia.

B.2 Curvas Elípticas
Nesta seção vamos descrever uma forma de enxergar toros complexos como

curvas cúbicas, chamadas de curvas elípticas 1. Esta relação é feita através de funções
meromorfas num toro complexo C{Λ, que são naturalmente identificadas com funções
meromorfas Λ-periódicas no plano complexo.

O exemplo fundamental de função meromorfa em um toro complexo C{Λ é a
chamada função ℘ de Weierstrass, definida por

℘pzq “
1
z2 `

ÿ

wPΛ

1
ˆ

1
pz ´ wq2 ´

1
w2

˙

, z P C, z R Λ.

Esta soma converge uniformemente em compactos de C fora do reticulado Λ. No entanto,
não é imediato ver que ℘ é Λ-periódica. Mas sua derivada

℘1
pzq “ ´2

ÿ

wPΛ

1
pz ´ wq3

é claramente Λ-periódica. Juntanto isto ao fato de que ℘ é uma função par, pode-se
concluir enfim que ℘ é Λ-periódica. Curiosamente, estes são os únicos exemplos de funções
1 O nome curvas elípticas provém de uma relação entre as curvas cúbicas e o comprimento de arco de

uma elipse.
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meromorfas no toro complexo C{Λ essenciais, devido ao fato de que o corpo das funções
meromorfas em C{Λ é Cp℘, ℘1

q, ou seja, isto significa toda função meromorfa em C{Λ
pode ser escrita como uma função racional em ℘ e ℘1. A Proposição a seguir descreve a
expansão de Laurent da função ℘ de Weierstrass em termos das séries de Eisenstein Gk.

Proposição 24. Seja ℘ a função de Weierstrass com respeito ao reticulado Λ. Então,

(i) A expansão de Laurent de ℘ é dada por

℘pzq “
1
z2 `

8
ÿ

n“2
n par

pn ` 1qGn`2pΛqzn,

para todo z satisfazendo 0 ă |z| ă inft|w| : w P Λzt0uu.

(ii) ℘ e ℘1 satisfazem a relação

p℘1
pzqq

2
“ 4p℘pzqq

3
´ g2pΛq℘pzq ´ g3pΛq,

onde g2pΛq “ 60G4pΛq e g3pΛq “ 140G6pΛq.

(iii) Seja Λ “ Zw1 ‘ Zw2 e considere w3 “ w1 ` w2. Então, a equação cúbica satisfeita
por ℘ e ℘1, y2

“ 4x3
´ g2pΛqx ´ g3pΛq, é dada por

y2
“ 4px ´ e1qpx ´ e2qpx ´ e3q, ei “ ℘pwi{2q para i “ 1, 2, 3.

Além disso, essa equação é não-singular, ou seja, todas suas raízes são distintas.

Uma ideia para a demonstração desta Proposição pode ser encontrada em [5],
na página 33.

Seja C{Λ um toro complexo. A Proposição 24 nos mostra que a aplicação
z ÞÑ p℘pzq, ℘1

pzqq leva pontos de C fora do reticulado Λ em pontos px, yq de C2 satisfazendo
a relação y2

“ 4x3
´ g2pΛqx ´ g3pΛq. Esta aplicação é uma bijeção, já que um valor x P C

fora do reticulado Λ é mapeado duas vezes em C{Λ via ℘, isto é, x “ ℘p˘z ` Λq, e
os correspondentes valores y satisfazendo a equação cúbica são mapeados por ℘1, y “

℘1
p˘z`Λq. Definindo o valor de pontos do reticulado Λ em um ponto no infinito conveniente,

garantimos que a aplicação z ÞÑ p℘pzq, ℘1
pzqq é uma bijeção. Em suma, para cada reticulado

em C, as funções de Weirstrass associadas, ℘ e ℘1, fornecem uma bijeção

ttoros complexosu ÝÑ tcurvas elípticasu.

Exemplo 11. No Exemplo 2 do Capítulo 3 utilizamos a fórmula de valência para calcular
ordωE4 e ordiE6. Mais especificamente, vimos que, em H, E4 — e portanto g2 “ 60G4

— se anula apenas em ω e E6 — e portanto g3 “ 140G6 — se anula apenas em i. Em
particular, o toro complexo C{Λi está associado bijetivamente com a curva elíptica de
equação y2

“ 4x3
´ g2piqx, e o toro complexo C{Λω com a curva elíptica de equação

y2
“ 4x3

´ g3pωq.
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Conforme vimos, a cada toro complexo C{Λ podemos associar uma curva
elíptica via aplicações p℘, ℘1

q. A recíproca deste resultado também é verdadeira. Mais
precisamente, temos a seguinte proposição:

Proposição 25. Seja

y2
“ 4x3

´ a2x ´ a3, a3
2 ´ 27a2

3 ‰ 0

uma curva elíptica. Então, existe um reticulado Λ para o qual a2 “ g2pΛq e a3 “ g3pΛq.

Demonstração. Daremos uma ideia geral da demonstração. Primeiramente, vamos olhar
para os casos a2 “ 0 e a3 “ 0. Nestes casos, as curvas elípticas em questão são y2

“ 4x3
´a3

e y2
“ 4x3

´ a2x, respectivamente. No Exemplo 11, vimos que os toros complexos C{

Λω e C{Λi estão associados bijetivamente com as curvas elípticas y2
“ 4x3

´ g3pωq e
y2

“ 4x3
´ g2piqx, respectivamente. Dessa forma, podemos provar que os reticulados Λω e

Λi cumprem as condições desejadas para os casos a2 “ 0 e a3 “ 0, respectivamente. Agora,
para o caso a2 ‰ 0 e a3 ‰ 0, como j : H Ñ C é sobrejetora, podemos encontrar z P H para
o qual

jpzq “ 1728 a3
2

a3
2 ´ 27a2

3
.

Isso implica que devemos encontrar reticulado Λ satisfazendo

g3
2pzq

g3
2pzq ´ 27g2

3pzq
“

a3
2

a3
2 ´ 27a2

3

ou, equivalentemente,
a3

2
g3

2pzq
“

a2
3

g2
3pzq

Para qualquer w2 P C não-nulo, tome w1 “ zw2 e considere o reticulado Λ “ Zw1 ‘ Zw2.
Então, g2pΛq “ w´4

2 g2pzq e g3pΛq “ w´6
2 g3pzq. Escolha w2 de modo a satisfazer a primeira

condição, isto é, w´12
2 “ a3

2{g3
2pzq. Então, a igualdade acima nos dá w´6

2 “ ˘a3{g3pzq. Caso
necessário, podemos trocar w2 por iw2, e isto completa a prova.

As Proposições 24 e 25 nos mostram um fato extraordinário: os toros complexos,
que são objetos analíticos (superfícies de Riemann), estão intrínsecamente relacionados
com curvas elípticas, que são objetos algébricos (conjuntos soluções de equações cúbicas).
Estes resultados justificam as situações em que os termos curvas elípticas complexas e
toros complexos são tratados como sinônimos.
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