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Resumo

Neste trabalho obtemos uma base de identidades com ac¢ao de um grupo finito de auto-
morfismos para o par (My(C), sly(C)). Estes grupos sao os subgrupos finitos do grupo de
automorfismos de M,(C), tais grupos sao conhecidos ha muito tempo (formalmente desde
aproximadamente 1870, embora ainda na Grécia antiga fosse conhecida a descrigao dos
poliedros regulares). Eles consistem dos subgrupos finitos de PG Ly(C), os quais sao Z,,
D,,, A4, As e S;. De modo semelhante ao que foi feito para My(C) por A. Berele [6] e
slo(C) por P. Koshlukov e A. D. M. Mortari [32], precisivamos de base de identidades
fracas Zs-graduadas para o par (Ms(C), slo(C)), mas esta base ainda nao era conhecida,
entao primeiramente exibimos uma tal base. Mostramos também, considerando apenas
anéis (unitarios) associativos, comutativos e Noetherianos, que o ideal de identidades
Zy-graduadas do par (Ms(A), sla(A)) satisfaz a Propriedade de Specht, a qual afirma
(neste caso) que todo ideal de identidades fracas Z,-graduadas que contém todas as iden-
tidades fracas graduadas do par (My(A), sla(A)) possui base finita. No tltimo capitulo,
mostramos que as identidades de Laurent do grupo de unidades da algebra relativamente
livte F = {y1,92 | ¥ = y5 = 0) sdo as mesmas que as do grupo linear geral G Ly(F) se
F' é qualquer corpo infinito quadraticamente fechado. Estas identidades sao importantes,
pois mostram sob quais condi¢oes a chamada Conjectura de Hartley para identidades de

Laurent continua valida.

Palavras-chave: Identidades polinomiais. Identidades graduadas. Identidades de Laurent.

Acado de grupo. Propriedade de Specht.



Abstract

In this work, we obtain a basis of the identities for the pair (M;(C), sly(C)) acted on by a
finite group of automorphisms. These groups are the finite subgroups of the automorphism
group of M(C). They have been known for a long time (formally since around 1870,
although in ancient Greece they knew a description of the regular polyhedra). These consist
of the finite subgroups of PG Ly(C), which are Z,,, D,,, A4, A5 and Sy. Similarly to what
was done for My(C) by A. Berele [6] and for sl3(C) by P. Koshlukov and A. D. M. Mortari
[32], we needed a basis of Zy-graded weak identities for the pair (My( C), sl2(C)), but this
base was not yet known. Thus, we had describe such a basis. We also show, considering
only associative, commutative, and Noetherian (unitary) rings, that the ideal of Z,-graded
identities of the pair (My(A), slz(A)) satisfies the Specht property, which states (in this
case) that every ideal of Zy-graded weak identities that contains all graded identities of
the pair (My(A), sla(A)), has a finite basis. In the last chapter, we show that the Laurent
identities of the group of units of the relatively free algebra F = (y1, 5 | 47 = v3 = 0)
are the same as those of the general linear group GLy(F) if F' is any quadratically closed
infinite field. These identities are important because they show under which conditions

the Hartley Conjecture for Laurent identities remains valid.

Keywords: Polynomial identities. Graded identities. Laurent’s identities. Group action.

Specht property.
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Introducao

Seja F' um corpo, X = {1, xs,...} um conjunto enumeravel de varidveis (nao
comutativas) e F'(X) a dlgebra associativa livre e livremente gerada por X sobre o corpo F.
Seus elementos sao chamados de polindmios nao comutativos. Dizemos que uma F-algebra
associativa A satisfaz uma identidade polinomial f € F(X), ou f =0, se f(a,...,ax) =0
para cada aq,..., ax € A. Se uma algebra satisfaz uma identidade polinomial nao nula,
dizemos que esta algebra ¢ uma Pl-algebra. Os primeiros trabalhos envolvendo o estudo
de algebras satisfazendo identidades polinomiais comegaram por volta de 1922, de maneira
bem implicita, com o artigo de M. Dehn [9], em uma tentativa de generalizar o Teorema
de Pappus da geometria projetiva. Em 1937, W. Wagner [54], também trabalhando com
geometria projetiva, obteve uma identidade polinomial satisfeita pela algebra das matrizes
2 x 2. Algebras satisfazendo identidades polinomiais, néo triviais, sio chamadas de PI-
algebras e o estudo de tais algebras pertence ao campo da Matematica chamado de
Pl-teoria. Embora nos dias atuais esta seja uma area de pesquisa muito ativa, ela passou
a ser objeto de maior atencao somente a partir de 1948 com o trabalho de I. Kaplansky
[23]. Foi neste trabalho que surgiu pela primeira vez o termo “Polynomial Identity”. Em
1950, A. S. Amitsur e J. Levitzki [3] provaram que a algebra de matrizes M, (A), onde A
¢é qualquer F-algebra comutativa, satisfaz o polinémio standard Sts,. Este resultado foi

muito celebrado e varias demonstragoes foram dadas a este.

Se A é uma Pl-algebra, entao o conjunto Id(A) de todas as identidades sa-
tisfeitas por A é um ideal chamado de T-ideal, aqui a letra T" vem de Trans formation,
uma referéncia aos elementos do anel de endomorfismos lineares da élgebra livre F'(X). O
motivo para isto é que todo T-ideal é invariante pela acao dos endomorfismos da algebra
F{(X) e esta propriedade caracteriza os ideais de identidades, ou seja, todo ideal I que é

invariante por endomorfismos é um T-ideal, pois I = Id(F{(X)/I).

Héa uma extensa lista de algebras que satisfazem identidades polinomiais. Fazem
parte desta lista as algebras comutativas, as anticomutativas, as adlgebras algébricas de
grau limitado, as dlgebras de dimensao finita, as algebras nilpotentes e muitas outras.
Varios problemas podem ser abordados quando se estudam &lgebras com identidades
polinomiais. Dentre estes estao aqueles que propdem a obtencao de informagoes a respeito

da estrutura das algebras que satisfazem algum tipo de identidade polinomial, por exemplo,
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I. Kaplansky [23] provou o seguinte:

Teorema 0.1. Seja A uma F-dlgebra primitiva e suponha que A satisfaz uma identidade

polinomial de grau n. Entao:

1. A= My(D), para alguma dlgebra de divisao D sobre F et > 0;
2. Se K € o centro de D, entdo dimxgA =m?, com 1 <m <n/2;

3. AC EQkg A= M,,(E), sendo E um subcorpo mazimal de D.

Uma outra classe de problemas, a qual é o objeto principal deste trabalho,
consiste em determinar uma base de identidades polinomiais para o ideal formado por
todas as identidades satisfeitas por uma dada algebra. Em outras palavras, queremos obter
um conjunto de identidades a partir do qual podemos gerar (de um certo modo) todas as

demais.

Em geral é muito dificil encontrar base de identidades para uma dada algebra,
mas existem alguns bons casos de sucesso. Seja V' um espaco vetorial com base eq,eo, ...,
e F = E(V) a algebra de Grassmann de V, ou seja, E é a dlgebra com base formada
por 1 e os mondmios e;, - --¢€;,, i1 < ig < --- < iy, satisfazendo e;e; = —eje;, e? = 0. Se

charF # 2, as duas ultimas relagoes equivalem. (Se charF = 2 E é comutativa.)

No ano de 1973, Krakowski e Regev [34] obtiveram uma base de identidades
para a algebra de Grassmann F de um espaco vetorial de dimensao infinita, formada
pela identidade [z1, 2, 23] = 0. Ressaltamos que este mesmo resultado foi obtido antes
de Krakowski e Regev por Latyshev; vale destacar que em [34] foi obtida informagcao
muito detalhada sobre a estrutura do T-ideal de E. Em 2001, a mesma base foi obtida
por Giambruno e Koshlukov [18], desta vez considerando corpos infinitos de caracteristica
diferente de 2. Também é conhecida base de identidades se considerarmos a algebra de
Grassmann de um espaco vetorial de dimensao finita, mas nesse caso precisamos acrescentar
a base anterior o polindmio standard [13]. Para encerrar a lista de exemplos, devemos
observar que sdo conhecidas bases para a algebra UT,(F) das matrizes triangulares

superiores e também para a dlgebra £ ® E, ver [13].

Ainda hoje nao conhecemos base de identidades para a algebra de matrizes
nxn,sen > 2 Nocason = 2 e F é um corpo infinito de caracteristica diferente de
2, sao conhecidas bases. Em 1973, considerando corpo de caracteristica zero, Razmyslov
[45] determinou uma base finita de identidades para o T-ideal de My(F') formada por 9
identidades de grau no maximo 6. Alguns anos mais tarde, V. S. Drensky [12] determinou
uma base minimal para M (F') em caracteristica zero. Para corpos infinitos de caracteristica
p > 2, o problema foi resolvido por Koshlukov [29] e uma base minimal foi obtida para a

maioria dos casos. Em caracteristica 2, o problema continua em aberto e acredita-se que
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neste caso nao ha base finita. Agora, sobre corpos finitos, Yu. N. Malt’sev e E. N. Kuzmin

[41] descreveram uma base finita para My(F). Eles provaram o seguinte:

Teorema 0.2. O ideal de identidades de My(GF(q)), ¢ = p", € gerado pelos polindmios

L filw,y) = (@ — 29 (y —y*) (1 — [2,y]");

2. falz,y) = (@ —a%) o (y—y’) — [(x —2%) o (y — y"))",
sendo |x,y] = xy —yr ex oy = xy + yx.

Também sdo conhecidas bases de identidades para M3(F') e My(F) se F' é um
corpo finito, ver [15] e [16]. E natural, portanto, perguntar quando o T-ideal de uma
algebra com identidades possui uma base finita. Em 1950, W. Specht [50] fez exatamente

esta pergunta, a qual ficou conhecida como Problema de Specht.

Toda dlgebra associativa sobre corpo de caracteristica zero possui base finita de

suas identidades polinomiais?

Em 1987, A. R. Kemer [26] deu uma resposta positiva para o Problema de
Specht e para isso precisou fazer uso das chamadas identidades polinomiais graduadas, as
quais definiremos em breve. O Problema de Specht nao possui resposta positiva, em geral,
se a caracteristica do corpo é diferente de zero. Em 1999, A.Ya. Belov [4] obteve, para
cada corpo de caracteristica positiva, um T-ideal que nao possui base finita. Ainda em

1999, Shchigolev [49] e A. V Grishin [21] obtiveram outros contraexemplos.

Dizemos que uma algebra A, ou o seu T-ideal Id(A), possui a propriedade de
Specht se cada T-ideal contendo Id(A) (inclusive o préprio Id(A)) possui base finita. Como
consequéncia imediata do resultado de Kemer, toda algebra associativa sobre corpo de

caracteristica zero possui a propriedade de Specht. Em 1973, Kruse [35] provou o seguinte.

Teorema 0.3. As identidades satisfeitas por qualquer anel finito sao finitamente baseadas.

Como consequéncia do teorema anterior, obtem-se que M, (F') satisfaz a propri-
edade de Specht se F' é um corpo finito. A mesma conclusao pode ser obtida do trabalho
de L’vov [40]. Como dito anteriormente, temos base finita para My(F') se charF # 2 e F

é infinito, mas nao sabemos se My (F') satisfaz a propriedade de Specht se charF # 0.

Definicao 0.4. Dizemos que uma dlgebra A é graduada por um grupo G, ou G-graduada,
se pode ser escrita como wma soma direta de subespacos A9, g € G, de modo que
AW AN = AWM para cada g, h € G. Dizemos que os elementos de A9 sido homogéneos
e possuem grau de homogeneidade (ou grau homogéneo) g e que AY) ¢ um subespaco

homogéneo para cada g € G.



Introducao 13

Como no caso de identidades polinomiais, podemos construir uma algebra as-
sociativa livre G-graduada e, neste caso, faz sentido entao falar de identidades polinomiais
G-graduadas. Seja G um grupo e X = UgeaX @) uma unido disjunta de conjuntos enume-
raveis X9 = {xgg) | i = 1}. Agora podemos munir a algebra associativa livre, livremente

gerada por X, de uma G-graduacio F{(X) = ®yeq F{(X)9, onde para cada g € G, F(X )9

”gih) . xgik)

denota o subespago gerado pelos monémios x tais que g = g1 - - - gr. Esta algebra

é livre na classe das algebras G-graduadas. Uma identidade polinomial graduada para A é
apenas um elemento f(xggl), o ,x,(gg’c)) € F(X) para o qual f(ay,...,a;) = 0, sejam quais

forem os elementos a; € A9,

Como ja comentamos, as identidades graduadas foram usadas por Kemer como
uma ferramenta essencial para obter uma resposta ao Problema de Specht. Isso foi um
incentivo adicional para que tais algebras tenham se tornado um objeto atrativo na

Pl-teoria e muita pesquisa tem sido realizada neste campo.

Seja F' um corpo infinito. Podemos tornar a algebra de matrizes 2 x 2, uma
algebra Zs-graduada fazendo My (F) = MQ(O) ) ]\/[2(1), com MQ(O) = {aey; +degy | a,d e F'}
e MY = {be1a + ceg | b,c € F}. Em 1992, Di Vincenzo [10] considerando charF = 0,
obteve uma base finita de identidades Zy-graduadas para Ms(F). Esta é formada pelos
polindmios [y1, ya| € 212023 — 232221, onde y; tem grau de homogeneidade 0 e z; tem grau
de homogeneidade 1. A mesma base foi obtida por P. Koshlukov e S. Azevedo [30], mas
desta vez para corpo infinito de caracteristica diferente de 2. Na verdade a demonstracao
que obtiveram continua vélida se considerarmos dominio de integridade infinito no lugar
de corpo. No mesmo artigo, Koshlukov e Azevedo descreveram uma base de identidades

Zo-graduadas para
EQE=(EQE®EIQFE)® (Ey®EI®E®E)),

sendo Fj o centro de E, ou seja, Ey é o espago vetorial gerado por 1 e por todos os
monomios e;, - - - ¢;, € I de grau par, enquanto que E; ¢ o espago gerado pelos mondmios
de grau impar. Ainda no mesmo trabalho, os autores obtiveram base de identidades

Zo-graduadas para a importante algebra de matrizes 2 x 2 sobre a algebra de Grassmann

b
Ml’l(E> = {(Z d) | a,de E(),b,CE El},

sendo a graduagao dada por M ,(E) = By @ By, com

BO:aO,l%:Ob7
0 d c 0

para a, d € Ey e b, c e Ey. A base obtida para M; ;(F) e E® E coincidem se charF =0 e

consiste de duas identidades [y1, ya| € 212223 + 232221, a mesma base obtida por Di Vincenzo
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[10]. Por outro lado, se charF = p > 2, entdo adiciona-se a identidade y{z; — 213} (a qual
nao ¢ identidade para M, ;(FE)), para obter-se base das identidades graduadas de £ ® E.

Di Vincenzo [10] também mostrou que M ;(E) e E® E sao Pl-equivalentes,
ou seja, possuem as mesmas identidades ordinarias se charF' = 0. Este resultado ja era
conhecido hé algum tempo, pois segue da teoria de estrutura de Kemer [25] para variedades
de algebras. No entanto Di Vincenzo demonstrou este resultado sem usar teoria estrutural.
Em 1999, Vasilovsky forneceu uma base de identidades Z,-graduadas para a algebra das

matrizes n x n, ver [53].

Agora, em um cendrio mais geral, resultados recentes [1, 51] garantem que para
qualquer grupo finito G e corpo F' de caracteristica zero, o ideal de identidades G-graduadas
de qualquer Pl-algebra G-graduada é finitamente baseado. Isso mostra, por exemplo, que
a algebra Zs-graduada Ms(F') ou, mais geralmente, M, (F) com Z,-graduagao, satisfaz a

propriedade de Specht, e o mesmo para E® E e M 1(F).

Definigao 0.5. Seja A uma F-dlgebra associativa. Dizemos que um polinomio f € F(X)

¢ um polinomio central para A se

1. f nao € uma identidade polinomial para A;
2. O termo constante de f € nulo;

3. flay,...,a,) € Z(A), para cada aq, ..., a, € A, onde Z(A) denota o centro de A.

O primeiro exemplo de polindémio central conhecido para My (F'), foi fornecido
por Wagner e Hall e este é dado por [z1,22]>. Um outro exemplo de polinémio central,

para a algebra de Grassmann E, é o polindémio [z, x2].

Considere V € A um subespaco de A e suponha que este gera A como alge-
bra. Entdo um polinémio f € F(X) é dito uma identidade fraca para o par (A,V) se
f(v1,...,v,) = 0 para cada vy, ..., v, € V. Identidades polinomiais fracas apareceram
em Pl-teoria pela primeira vez no ano de 1973 por meio dos trabalhos de Razmyslov
[45, 44]. O objetivo de Razmyslov era resolver os dois seguintes, desafiadores, problemas

em Pl-teoria:

1. Determinar base de identidades para matrizes de ordem n > 2;

2. Mostrar a existéncia de polindémios centrais para a algebra de matrizes de ordem

arbitraria.

O segundo item foi conjecturado por Kaplansky [24] em 1970, até entdo o tinico polind-
mio central conhecido era o polinémio de Wagner—Hall para M,(F'). Razmyslov [44] e

Formanek [14] resolveram o segundo problema independentemente. Considerando corpo
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de caracteristica zero e o par (My(F), slo(F')), Razmyslov [45] pdde resolver o primeiro
problema para matrizes 2 x 2. No mesmo trabalho ele também determinou as identidades

da élgebra de Lie slo(F') em caracteristica 0.

Como no caso de identidades ordinérias, ou identidades graduadas, o problema
de determinar base de identidades fracas é, em geral, bem dificil. Razmyslov [45] obteve
uma base de identidades fracas para o par (Msy(F),slo(F)) em caracteristica zero. O
mesmo resultado foi obtido por Koshlukov [28], desta vez considerando corpo infinito de
caracteristica diferente de 2. Em 2012, Koshlukov e Krasilnikov [31] encontraram uma
base de identidades fracas Zs-graduadas para o par (My(F), gla(F')) considerando dominio

de integridade infinito:

Teorema 0.6. Sejam F' um dominio de integridade infinito e (Ma(F'), glo(F')) com a Zs-
graduagdo natural. As sequintes identidades Zo-graduadas formam uma base de identidades

graduadas para o par (My(F), gla(F)).
(Y1, 9], 212223 — 232021, [2122, 9]

No Capitulo 2 demonstraremos os seguintes novos resultados. Aqui estamos

considerando a Zy-graduagao natural de My(F).

Teorema 0.7. Seja F' um dominio de integridade infinito. As identidades

(Y1, 92], 212023 — 232021, Yz + 29,
formam uma base de identidades fracas Zo-graduadas para o par (Ms(F), sla(F)).

Teorema 0.8. Seja F' um anel (com unidade) associativo, comutativo e Noetheriano.
Entao o ideal de identidades do par Zs-graduado (My(F), slo(F)) satisfaz a Propriedade
de Specht.

Um outro tipo de identidades que abordaremos aqui sdo as chamadas identidades
polinomiais com ac¢do de grupo. No caso de grupos abelianos finitos, estas podem ser
estudadas via identidades graduadas e vice-versa. Identidades com acao de grupo sao
definidas de modo andlogo as identidades polinomiais ordinarias e faremos isso com mais
detalhes no Capitulo 1; a diferenca principal é que as variaveis desta vez estao sob agao de
elementos do grupo. Uma classe importante de dlgebras com acao de grupo sao as algebras
com involuc¢ao. Neste caso, o grupo agindo na algebra é formado por automorfismos e
antiautomorfismos. Em 1969, S. A. Amitsur [3] mostrou que um anel com involugao é PI
se, e somente se, é *-PI. Aqui estamos interessados nos subgrupos finitos G < Aut(A)

agindo numa &lgebra A.

Os subgrupos finitos G < Aut(M,(C)) sao conhecidos hd muito tempo e sdo:

L, D,, Ay, As e S;. Considerando cada um desses grupos, com excecao apenas de
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Dy = 7y x Zs, A. Berele [6], exibiu uma base de identidades com ac¢ao de G para My (C).
Os subgrupos finitos de automorfismos da algebra de Lie sl3(C) sdo os mesmos que os de
M,(C). Em posse disso, Koshlukov e Mortari [32] obtiveram base de identidades com agao
para a algebra de Lie sl3(C). No Capitulo 3, obteremos base de identidades fracas com
acao para o par (My(C), sla(C)). Neste caso, como Aut(My(C), sla(C)) = Aut(My(C)), os

grupos agindo serao os mesmos.

Seja G um grupo e w(xy,...,x,) uma palavra (ndo trivial) no grupo livre
gerado livremente por X = {xq,xs,...}. Dizemos que w (ou w = 1) é uma identidade
de grupo, ou GI, para G se w(g1,...,9,) = 1 para cada g, ..., g, € G. Uma pergunta

natural a se fazer é:

Quando podemos obter informagoes (e quais) de uma dlgebra A a partir de propriedades

do seu grupo de unidades U(A) e vice-versa?

Se A tem “muitas” unidades, é razoavel tentar responder a questdo acima. Por
volta de 1980, B. Hartley conjecturou que se G é um grupo de torgao e U(F'G), o grupo
de unidades da algebra de grupo F'G, satisfaz uma identidade de grupo, entdo F'G satisfaz
uma identidade polinomial. Este problema foi resolvido completamente apenas em 1999

por Liu [39]. Um apanhado histérico mais completo pode ser encontrado no Capitulo 4.

Sejam F' um corpo, X = {X;, X5,...} um conjunto de simbolos, e denote
por (X1, Xs,...> o grupo livre e livremente gerado por X. Seja F = F(X; X571, ..
a algebra do grupo livre gerado por X. Seus elementos sdo chamados de polinémios de
Laurent (em varidveis ndo comutativas). Os elementos de F, sdo chamados de polindémios
de Laurent e uma identidade polinomial de Laurent (ou LPI) para U(A) é um polindmio
de Laurent f que satisfaz f(aq,...,a,) = 0, para cada ay, ..., a, € U(A). Assim, uma
identidade de grupo nada mais é do que um caso particular de uma identidade de Laurent

da forma w — 1 € F. Surge entao, de modo natural, a seguinte pergunta:

Se G € um grupo de tor¢ao e U(FG) satisfaz uma identidade de Laurent, entao FG

satisfaz alguma identidade polinomial?

O. Broche, J. Gongalves e A. Del Rio [8] deram uma resposta a esta questdo, considerando
“boas” identidades de Laurent. Eles provaram que se o grupo de unidades de F'G satisfaz
uma identidade de Laurent que nao ¢é satisfeita pelo grupo de unidades da algebra

relativamente livre
F =y ye |y = 5 = 0),

entao F'G satisfaz alguma identidade polinomial. No Capitulo 4, mostramos que as

identidades de U(F) sao matriciais se o corpo € infinito e quadraticamente fechado, ou

2

seja, se além de infinito, as equagoes z“ — a = 0 tem solugdo em F', para cada a € F'.
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Os resultados dos capitulos 2, 3 e 4 sao novos. Os do capitulo 4 foram submetidos

para publicagdo e os dos capitulo 2 e 3 estdo em fase final de redacao.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Identidades Polinomiais

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados importantes
que serao utilizados nos capitulos seguintes, particularmente a chamada dualidade entre
graduacao e agdo por grupo abeliano finito. A principal referéncia para este capitulo é o
livro “Polynomial Identities and Asymptotic Methods” dos autores A. Giambruno e M.
Zaicev [20]. Todas as &lgebras consideradas aqui, a menos que seja dito o contrario, serdo

associativas com unidade.

Seja X = {x1,2,...} um conjunto enumeravel de varidveis e F' um corpo.
Denote por F{X) o espago vetorial com base formada por todas as palavras z; z;, - - - x;, ,
n = 0. Agora defina (z;,z, - - - @3, ) (Tj,%4, - - X)) = TiyTiy + - - T4 Tj, T4y - - - T4, . Estendendo
por linearidade, esta operagao torna F'{X) uma &lgebra associativa unitéria. Esta algebra
satisfaz a seguinte propriedade universal: dada qualquer F-algebra A associativa e qualquer
fungdo av: X — A, existe um tinico homomorfismo de dlgebras &: F(X) — A que estende
«. Dizemos que F(X) é a dlgebra associativa (unitaria) livre e livremente gerada por X.
Se I(X) é a subalgebra de Lie de F(X)™) gerada por X, entdo L(X) é a algebra de
Lie livre livremente gerada por X e também satisfaz a propriedade universal acima se
trocarmos dlgebras associativas por algebras de Lie. Os elementos de F{X) sdo chamados
de polindémios (ndo comutativos) e os elementos de L{X) sdo chamados de polinémios de
Lie. A cardinalidade do conjunto X é o posto de F(X) (e de L(X)).

Definig¢ao 1.1. Seja f € F(X). Dizemos que f(x1,...,x,) (ou f =0) € uma identidade
polinomial para uma dlgebra A, se f(aq,...,a,) = 0 para quaisquer elementos aq, ...,
a, € A. Uma dlgebra satisfazendo uma identidade polinomial, ndo nula, é dita uma
Pl-dlgebra.

Embora a definicao acima refira-se a algebras sobre corpos, podemos definir de

modo analogo identidades polinomiais para algebras sobre anéis comutativos arbitrarios.
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Note que um polinémio f é uma identidade polinomial para uma algebra A se f € Ker ¢
para cada homomorfismo ¢: F(X) — A. Analogamente definimos identidades polinomiais
para algebras de Lie, trocando F(X) por L{(X).

Exemplo 1.2. Toda dlgebra comutativa satisfaz a identidade [z, z5] = 0.

O polindémio dado por St,(z1,...,z,) = Z(sgn O)Te(1)To(2) *** To(n), COM O
percorrendo todas as permutagoes no grupo simétrico S,,, € chamado de polinémio standard

de grau n e surge com frequéncia em Pl-teoria.

Teorema 1.3 (Amitsur-Levitzki, [2]). A dlgebra das matrizes M, (F') satisfaz o polindmio
standard Stsy, = 0.

No mesmo artigo Amitsur e Levitzki mostram que 2n é o grau minimo de uma
identidade polinomial satisfeita por M, (F') e que uma identidade polinomial multilinear de
grau 2n (charF # 2 oun > 2), ou seja, uma identidade cujo grau em cada varidvel é igual a
1 em todos os seus monomios, ¢ um multiplo do polinomio standard. Varias demonstracgoes
para esse teorema foram obtidas e, talvez, a mais simples seja a de Rosset [20, p.18].
Curiosamente, Swan [52] forneceu uma prova usando teoria de grafos. A demonstragao

dada por Amitsur e Levitzki faz uso de métodos combinatoérios.

Exemplo 1.4. Toda dlgebra A de dimensdo finita n satisfaz alguma identidade polinomial.

Basta notar que St,y1(x1, ..., Tiy. oo, Tiy oo, Tur1) = 0 e que quaisquer n + 1 elementos
de A sao linearmente dependentes. Logo, St,.1(ai, ... ,a,41) = 0 para quaisquer ay, ...,
an+1 € A

Exemplo 1.5. Seja A = M(F) e a € slo(F). Entao, pelo Teorema de Cayley-Hamilton,
temos a* + det(a)l = 0, pois tr(a) = 0. Logo, a* = —det(a)l é uma matriz escalar. Por
outro lado, sabemos que [My(F), My(F)] € slo(F), logo [[x1, 72]%, 23] = 0 é uma identidade
polinomial para Ms(F) (identidade de Hall).

Defini¢ao 1.6. Dizemos que um ideal I < F{(X) é um T-ideal se este é invariante por
todo endomorfismo ¢ de F(X), ou seja, se ¢(I) < I.

Note que o conjunto formado por todas as identidades polinomiais de A é um
T-ideal. Denotaremos este ideal por Id(A).

Definigao 1.7. Sejam f, g € F{(X). Dizemos que [ é uma consequéncia de g se [ pode
ser escrito na forma f = Zuig(wﬂ, e Win) Vi, cOM Uy, v, wii € F(X). Dizemos que f e

g sao equivalentes se sao consequéncia um do outro.

Definigao 1.8. Seja S < F{(X) e I a interse¢io de todos os T-ideais que contém S.

Dizemos que I € o T-ideal gerado por S e que S € uma base para I.
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Observe que S é uma base para I se, e somente se, cada elemento f € [
pode ser escrito como uma soma de consequéncias de elementos de S, ou seja, se f =
Zuisi(wﬂ, e Wi U; COM Uy, Uy, Wiy, € F(X ) e s; € S. Analogamente, define-se T-ideal,

base de T-ideal, etc. para algebras de Lie.

Neste trabalho faremos uso de varios tipos de identidades polinomiais, dentre
estas estdo as chamadas identidades polinomiais graduadas. Algebras satisfazendo esse tipo
de identidades tém sido cada vez mais estudadas e a principal motivagao para seu estudo
veio com os trabalhos de A. R. Kemer. No artigo [26] intitulado “Finite basis property
of identities of associative algebras”, Kemer mostra que o T-ideal de toda Pl-algebra
associativa sobre corpo de caracteristica zero possui base finita. Algebras graduadas
desempenharam um papel crucial na demonstracao desse resultado. Em 1999, A. Y.
Belov [4, 5] deu os primeiros contraexemplos em caracteristica positiva. A identidade de
Hall e o polinémio standard de grau 4 geram uma base (minimal) [12] para My(F) se
char F = 0. Também sao conhecidas bases (finitas) de identidades sobre corpos infinitos

de caracteristica diferente de 2, ver [29].

Definigao 1.9. Seja G um grupo. Uma dlgebra A (ndo necessariamente associativa) é
G-graduada se pode ser escrita como soma direta de subespacos A = @_qegA(g) tais que
AW AN = A9 para cada g, h € G. Os subespacos A9 sido chamados de componentes
homogéneas de A e cada elemento a € AY ¢é chamado de elemento homogéneo de grau g.

Um subespago B < A € graduado (ou homogéneo) se B = @geG(A(g) N B).

Exemplo 1.10. Qualquer dlgebra A possui uma G-graduacao, seja qual for o grupo G.
Basta por A = A ¢ A9 = (0) se g # e, esta é a chamada graduagao trivial.

Exemplo 1.11. Seja G =7 e F(X) a dlgebra associativa unitdria livremente gerada por
X e, para cada g € G, F<X>(g) o subespaco gerado por todos os monomios de grau g se
g=0eF(X)9 =0 seg<0. Entio F(X) possui G-graduacio F(X) = Qe F{(X)\.

Exemplo 1.12. Seja A = My(F) a dlgebra de matrizes de ordem 2. Sejam Mz(o) e M2(1),
respectivamente, o subespaco das matrizes diagonais e o subespaco das matrizes com

diagonal principal nula. Entao Ms(F') possui a sequinte Zo-graduag¢do chamada natural:
My(F) = M @ MY,

Exemplo 1.13. Toda dlgebra de grupo A = FG € naturalmente graduada por G. Basta
definir AW = span{g}. Uma outra graduagio natural € a sequinte: considere um subgrupo
normal H<<G e B® = @QH:tA(g), para cada t € G/H. Entao A = @teG/HB(t) é uma
G/H -graduagio.

Seja G um grupo e X = | J .o X, uma unido disjunta, com X, = {xgg), xgg), b

Se m = xﬁfl)xz(f?) - -ng”) ¢ um mondmio na 4lgebra associativa livre F{X), entdao dizemos
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que m tem grau de homogeneidade g = ¢; - - - g,. Agora, escreva F(X) = @yeaF(X N9,
sendo F(X >(g) o subespaco gerado por todos os mondmios de grau de homogeneidade ¢. E
claro que F(XHYWF(XHYM < F(X)Y9M | ou seja, F(X) é uma élgebra G-graduada. Esta
algebra é livre na classe de todas as algebras associativas G-graduadas, ou seja, satisfaz
a seguinte propriedade universal: dada qualquer algebra A = Ei—)ge(;A(g) G-graduada e
dada qualquer funcao a: X — A tal que o(X (g)) < AY | existe um tnico homomorfismo
de algebras a: F(X) — A que estende . Observe que o homomorfismo & satisfaz
F(F(X)H9) < A9 Qualquer homomorfismo f: B — A entre &lgebras G-graduadas (nio
necessariamente associativas) tal que f(B¥) < A é chamado de homomorfismo de
4lgebras G-graduadas. E comum também dizermos que a é uma funcéo graduada ou
mapa graduado. Como no caso ordinario, podemos definir monomorfismo, epimorfismo
e isomorfismo de algebras graduadas. Quando estivermos falando da &algebra livre G-
graduada usaremos a notacao F(X )" para evitarmos confusao. Os elementos de F'(X )"

sao chamados de polinémios G-graduados.

Definicao 1.14. Seja G um grupo e A uma dlgebra G-graduada. Dizemos que A satisfaz
uma tdentidade polinomial G-graduada se existe um polinomio graduado nao nulo f =
f(xggl), o am)y e BT tal que flay, ... an) = 0 para quaisquer a; € A9,

Podemos definir de modo analogo ao caso ordinario, T-ideais de identidades
graduadas, base de T-ideal, etc. O T-ideal de identidades graduadas de A sera denotado
por Id'"(A).

Exemplo 1.15. Considere Ms(F) com a Zs-graduagdo natural. Nestas codigoes, My(F')
satisfaz as identidades Zo-graduadas [y1,ya] = 0 € 212023 — 232021 = 0, com y; € F<X>(0) e
zi e F(XOW,

Di Vincenzo [10] mostrou que sobre corpos de caracteristica zero estas identida-
des formam uma base de identidades Zj-graduadas para M(F'). O mesmo resultado vale
para corpos infinitos em caracteristica diferente de 2 (ver [30]). Em 2002, S. K. Sehgal e M.
V. Zaicev [47] provaram o seguinte resultado o qual fornece uma relacio entre identidades

polinomiais e identidades polinomiais graduadas no caso de algebras de grupo.

Teorema 1.16. Seja H um subgrupo normal de G de indice finito. Considere a G/H -
graduacdo natural FG = (—Dteg/HB(t). Se F'G satisfaz uma identidade graduada, entio FG

satisfaz uma identidade polinomial.

Definicao 1.17. Seja A uma dlgebra, ¢: G — Aut(A) um homomorfismo de grupos, sendo
Aut(A) o grupo formado pelos automorfismos de A. Considere a agio g(a) = ¢(g)(a), para
cada a € A e g € G. Dizemos entdo que A € uma dlgebra com acao do grupo G ou que A €

uma G-dlgebra. Se a ag¢do ¢ € injetiva, dizemos que a acao € fiel.
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Exemplo 1.18. Seja o € S,, uma permuta¢io e o: X — F(X) a func¢ao dada por
0(x;) = 2o se 1 <i<neo(xy) =x, k>n. Como F(X) ¢ a dlgebra livre, livremente
gerada por X, podemos estender o a um homomorfismo o,: F(X) — F(X). Assim, S,
age em um polinomio f permutando as n primeiras varidveis e fivando as demais, ou
seja, 0 - [ 1= ao(f) = f(To()s - Tom)s Tnt1,-- -, Tk). Estendendo por linearidade esta
acdo a dalgebra de grupo F'S,, tornamos o espaco vetorial P,, formado pelos polinomios
multilineares de grau n em xq,...,%T,, em um FS,-moddulo. Além disso, para cada o,
v €S, tem-se apy = gy € . = id. Este médulo desempenha um papel muito importante
no estudo de identidades polinomiais. Note que a fungio ¢: S, — Aut(F{(X)) dada por

¢(0) = oy € um homomorfismo de grupos e, portanto, F{X) é uma S,-dlgebra.

As vezes usamos a notagao g(a) ou, preferencialmente, a notagao exponencial

a? para denotar a acdo de g € G em a € A.

Definicao 1.19. Sejam A e B duas G-dlgebras. Dizemos que um homomorfismo de
dalgebras h: A — B é um homomorfismo de G-dlgebras se este comuta com a ag¢do de G,

ou seja, h(a’) = h(a)?, para cada a € A.

Sejam G um grupo, X um conjunto de varidveis (ndo comutativas) e F{(X;G)
a F-algebra associativa livre, livremente gerada por X x G = {27 = (z,9) | v € X, g € G}.
O grupo G age naturalmente no conjunto X x G. Para cada g, h € G, defina (29)" = 2"
e ' = x. Agora se M e N sio mondmios em X x G, defina (MN)? = MYNY. Por
fim, estendendo esta acdo por linearidade, tornamos F(X; G) uma G-algebra. Note que
se a: X — A é qualquer funcao de X em uma G-dlgebra A, entdo existe um unico

homomorfismo de G-dlgebras associativas a : F{(X;G) — A que estende a.

Defini¢ao 1.20. F{(X;G) é chamada de G-dlgebra livre livremente gerada por X e seus

elementos sao chamados de G-polinomios.

E comum escrevermos os G-polindémios f(x{',...,z"). Porém, devemos notar

que podem ocorrer variaveis repetidas.

Definicao 1.21. Seja A uma G-dlgebra. Dizemos que A satisfaz uma G-identidade
polinomial se existe um G-polinomio nao nulo f = f(xf',...,29") € F(X;G) tal que
f(a", ... ;a9") =0, para quaisquer ai, . ..,a, € A. Neste caso dizemos que [ (ou f=0) é

uma G-identidade para A e que A € uma G-PI-dlgebra.

Como no caso de algebras associativas, podemos definir o ideal de G-identidades,
base de G-identidades etc. O ideal de G-identidades de A é chamado de G-ideal (ou G-T-
ideal) e serd denotado por Id“(A). Observe que se ¢ é uma acio de G em A e H = Kerg,
entdo G = G/H age em A com a?? = a“, a funcio v: F(X;G) — F(X;G) dada por
v(z9) = 2% é um bem definido epimorfismo de G-algebras e Id°(A) = v~ (I1d%(A)).
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Desta forma podemos sempre considerar, sem perda de generalidade, que a agao é fiel.

E claro que se A satisfaz identidade polinomial, entdo satisfaz G-identidade polinomial,

1
n

pois f(z1,...,2,) é uma identidade polinomial se, e somente se, f(x1,...,7.) é uma
G-identidade. Por outro lado, nao é verdade que G-PI implica em PI. Para ver isto,
considere N uma algebra tal que N* = (0) e A = N @ F(X) a soma direta de N com
a algebra livre (ndo comutativa) livremente gerada por X = {z1,29,...}. Considere a
seguinte fun¢do ¢: A — A dada por ¢(a +b) = a —b, com a € N e b € F(X). Entao
¢ é um automorfismo de ordem 2, logo Zy = {I,¢} < Aut(A) age em A. Note que A
satisfaz a Zy-identidade f(z) = (z + 2%)?, mas ndo é PI, pois possui uma subélgebra livre.
Agora observe que, embora nao tenhamos identidade polinomial, temos ainda identidade
Zsy-graduada. De fato, A = Ag @ Ay, com Ay = F(X) e A} = N, é uma Zy-graduagao
e fly) = yMy™M 6 uma identidade graduada para A. Isto ndo é uma coincidéncia, na
verdade veremos em breve que no caso de grupos abelianos finitos uma algebra possui
identidade graduada se, e somente se, possui identidade com agao. Acontece que estudar as
identidades de algebras com acao de grupo equivale a estudar as identidades polinomiais
de algebras graduadas e vice-versa. Isso sera formalizado na chamada dualidade entre
G-agao e G-graduacgao, a qual veremos na secao seguinte. Recorde que uma F-algebra A é

dita semissimples (a esquerda) se A visto como A-mddulo a esquerda é semissimples.

Teorema 1.22 (Wedderburn-Artin). Seja A um anel semissimples da esquerda. Entdo
A = M, (Dy) x -+ x My, (Dg) para adequados anéis de divisao Dy,..., Dy e inteiros
positivos ny, . .., ng. Essa decomposicao € unica (a menos de uma reordenagao) e existem

exatamente k A-mddulos a esquerda simples mutuamente nao isomorfos.

Teorema 1.23. Seja A um anel semissimples e I um ideal a esquerda de A. Entao, existe
um idempotente e € A tal que I = Re. Além disso, se I € um ideal bilateral podemos tomar
ee Z(A).

Recordemos que um idempotente é dito minimal (resp. central) se gera um
ideal minimal unilateral (resp. bilateral). Seja A uma F-dlgebra e M um A-moddulo.
Dada qualquer extensdao K de F', podemos estender os escalares de A e M de modo a
obtermos uma K-algebra AX = A®p K e um A¥-médulo M* = M ®p K com acio
(a® f1)(m® f2) = am ® fi fo. O préximo resultado pode ser encontrado em [36].

Teorema 1.24. Seja A uma F-dlgebra (de qualquer dimensao) e sejam M um A-mddulo

irredutivel com dimp M < 0. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:

a) End(4M) = F;
b) A representacio p: A — End(MFp) expressando a ag¢io de A sobre M € sobrejetiva;

s

¢) Para qualquer extensio K 2 F, M*™ é um A™-médulo simples;
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d) Existe um corpo algebricamente fechado K 2 F tal que M ¢é um AX-mddulo

irredutivel.

Definigao 1.25. Se algum item (e portanto todos) do teorema anterior vale, entio dizemos

que M € absolutamente simples (ou absolutamente irredutivel).

Definicao 1.26. Seja A uma F-dlgebra de dimensao finita. Dizemos que um corpo K 2 F
¢ um corpo de decomposicio para A se qualquer AX-méddulo d esquerda irredutivel é

absolutamente irredutivel.

O proximo resultado fornece um outro modo de sabermos se um corpo é um
corpo de decomposicio de uma algebra. No que segue J(A®) denota o radical de Jacobson
de AK.

Teorema 1.27. Um corpo K 2 F ¢ um corpo de decomposicao para A se, e somente se,

AKX J(AR) € um produto direto finito de dlgebras matriciais sobre K.

Definigao 1.28. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo F e GL(V') o conjunto formado
por todos os automorfismos de V. Uma representacdo de um grupo G € um homomorfismo
de grupos p: G — GL(V'). Neste caso dizemos também que V' é uma representagao de G e

que dim'V' € o grau ou a dimensao da representagdo.

Aqui todas as representagoes serdo de dimensao finita. Lembramos que se
p: G — GL(V) é uma representagao, entao V' tem estrutura de FG-modulo se definirmos
gv = p(g)(v), para cada g € G e v € V e estendermos a agdo por linearidade a FG.
Reciprocamente, se V' é um FG-mdbdulo, obtemos uma representagdo p: G — GL(V) se

definirmos p(g)(v) = gv, para cada ge Geve V.

Definigao 1.29. Duas representacoes py: G — GL(Vy) e pa: G — GL(Vs), do mesmo

grupo G, sao ditas equivalentes se Vi e Vo sao FG-maodulos isomorfos.

Observe que p; e ps sdo equivalentes se, e somente se, existe um isomorfismo

de espacos vetoriais f: V) — V5 tal que fop; =pso f.

Defini¢ao 1.30. Uma representacio p: G — GL(V') é irredutivel se V' é um FG-mdédulo
irredutivel. Dizemos que p (ou V') é completamente redutivel se V é uma soma direta de

seus submaddulos irredutiveis.

Teorema 1.31 (Maschke). Seja G um grupo finito e charF = p > 0. Entao FG é

semissimples se, e somente se, p=0 oup >0 ept|G|.

Como consequéncia do Teorema de Wedderburn-Artin, obtém-se o seguinte

corolario.
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Corolario 1.32. Seja G um grupo finito e charF =p>=0. Sep=0oup>0ept|G|,
entao

FG = M, (D)@ ®M,, (Dy),

sendo D1, ..., Dy F-dlgebras de divisdo de dimensdo finita.

Definicao 1.33. Seja p: G — GL(V) uma representacio de G. Entao a funcdao x,: G — F
dada por x,(g) = tr(p(g)) é chamada de cardter da representagio e a dimensio de V é

chamada de grau do cardter x,,.

Embora neste trabalho estejamos interessados no corpo dos niimeros complexos,
poderiamos considerar corpos mais gerais. A parte importante aqui é que a algebra de

grupo F'G decomponha-se em soma direta finita de algebras matriciais sobre F'.

Exemplo 1.34. Seja G = {g) um grupo ciclico finito e F' um corpo com charF = p > 0.
Se pt|G| e existe raiz |G|-primitiva da unidade em F, entdo F' é um corpo de decomposi¢io

para G e
|G| parcelas

f-—_/\—\
FG=F® --OF.

Para ver isso, considere o epimorfismo ¢: F|z] — FG dado por x — g. Entio FG =

Flz]/(z'“l = 1) e como o polinémio x'“! — 1 possui |G|-raizes distintas seque que

|G| parcelas

FG=Flz]/(@“-1)=F® - - ®F.

Recordemos que se GGy e G5 sdo grupos, entao a algebra do grupo G; x Gg
¢é isomorfa a algebra F'G; ® FG,. Agora, se G é um grupo abeliano finito e F' é como
anteriormente, entao pelo Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos finitos, podemos
escrever G = (] x -+ - x (g, sendo cada C; um subgrupo ciclico finito de ordem ¢;. Assim,
|G| = €1 - - € e, pelo que vimos no exemplo anterior, F'C; é uma soma direita de ¢; copias
de F'. Logo,

€ e |G| parcelas
A A

——N— [ N I N
FG;(F@...@F)@...@(F@...@F);F@...@F7

ou seja, F' é um corpo de decomposicao para F'G. Os seguintes resultados podem ser

encontrados em [36].

Teorema 1.35. Seja G um grupo finito e F' um corpo. Se Vi, ..., Vi € uma lista completa
de representagoes irredutiveis nao equivalentes e D; = Endpg(V;) com n; = dimp,V;.

Entao:

a) FG/J(FG) =~ M,, (D) ®---® M,, (Dy);
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b) Como FG-mddulo a esquerda FG/J(FG) ~nVi @ - ®nyVi;

k
d) |G| = dimp J(FG) + ) n} dimp D;.
i=1

No caso particular em que F' é um corpo algebricamente fechado e charF 1 |G|,
temos F' =~ D, e, portanto, FG = M, (F)®---® M,, (F), com n; = dimgV; tal que
|G| = Z '~ n?. Esta é a decomposigao da &lgebra de grupo F'G prevista pelo Teorema de
Wedderburn-Artin. Na verdade, podemos até refinar um pouco mais essa decomposicao
se observarmos que o elemento e = |G|™! Y] gec 9 ¢ um idempotente central e que eF'G =
FGe ~ F é um ideal bilateral minimal (por dimensao). Logo, F' aparece na decomposi¢ao
de F'G, ou seja, G possui representagao de grau 1. Sejam ey, ..., e; os idempotentes
centrais dados pela decomposicao de Wedderburn de F'G, G finito e F um corpo de
decomposicao tal que charF' { |G|. Para cada g € G, denote por C, a soma de todos os

elementos da classe de conjugacao de g e x; o carater irredutivel correspondente a V;.

Teorema 1.36.

(I) € = |G|ZXZ g,

geG
b) C, = ngxi(g)ei/ni, sendo my, a cardinalidade da classe de conjugagio de g.

Teorema 1.37 (Primeira e Segunda Relacao de Ortogonalidade).

a) ZX’ Yx;(g) = 6:;|G|, sendo §;; o delta de Kronecker;

b) sz 9)xi(h™) = 0|Ca(g)], com 6 = 1 se g e h sdo conjugados e 6 = 0 caso

contmmo sendo Cg(g) o centralizador de g em G.

De agora em diante, G serd sempre um grupo finito e F' = C. Seja C(G) o
espaco vetorial formado por todas as fungoes classe f: G — C, ou seja, fungoes constantes
em cada classe de conjugagao, e considere o produto interno (,) em C(G) dado por
(x:¥) = V|G| Yo x(9)0(g7). E claro que cada cardter de G' é uma funcdo classe.
Observe que o Teorema 1.37 nos diz que os caracteres irredutiveis sdo ortonormais com
respeito a (, ). Na verdade é possivel mostrar que os caracteres irredutiveis formam uma
base ortonormal para o espago das fungoes classe. Para mais detalhes ver [48] ou [36].
Estendendo cada carater x por linearidade podemos supor que y é uma transformacao
linear xy: CG — C. O seguinte resultado [20] é bem conhecido e serd importante mais

tarde na demonstracao da dualidade entre acao e graduacao.
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Observacao 1.38. Suponha que G seja um grupo abeliano finito. Entdo:

o Xilej) = 0ij;
e ge; = Xi(g)ei

Demonstracao. Como G é abeliano as representagoes irredutiveis sao todas de grau 1.

Logo, para cada cardter x e g, h € G temos X(gh) = x(g9)x(h). Assim

xi(e;) ZX; ZXJ (97 )xilg) = diy

geG geG

ge; = ’G’Z sz 9)s = sz “xily

heG seG seG

= Xz Z Xz S = Xz(g) €;-

SEG

1.2 Dualidade entre acao por grupo finito abeliano e graduacao

Como dito na se¢ao anterior, GG sera um grupo abeliano finito de ordem n e
F' = C. Mas, nesta secao poderiamos considerar qualquer corpo de decomposicao para
G, por exemplo, poderiamos considerar qualquer corpo de caracteristica zero contendo
raiz n-ésima primitiva da unidade. Seja G o conjunto formado por todos os caracteres
irredutiveis de GG. Como G ¢ abeliano finito, G coincide com o conjunto de todos os
homomorfismos y: G — C*. Dados Y1, x2 € G, defina (x1x2)(9) = x1(9)x2(g9). Entao
X1X2 € G e, com essa operacgao, G tem estrutura de grupo. Este é o grupo dual de G. O

seguinte resultado pode ser visto em [33], pag. 439.

Teorema 1.39. Seja G um grupo abeliano finito e G o seu grupo dual. Entao G=G.

Seja A uma G-algebra, G = {X1, -, Xn} €e€1, ..., e, os idempotentes centrais
de CG. Considere agora os subespacos AX) = {a € A | a? = xs(g)a, g € G}. Como
1 =e; 4+ -+ e,, podemos escrever, para cada a € A, a = a®* + -+ + a°" e, portanto,
ad = a% + - 4 a%" = x1(g)a® + - - - + xn(g)a®. Agora, se a € AN entdo a? = y;(g)a,
para cada g € G, e a% = y;(g)a”. Por outro lado, como os idempotentes ¢;’s sao dois
a dois ortogonais temos a?% = y;(g)a® e assim (xi(g) — x;j(g9))a” = 0, para cada g € G.
Com isso obtemos a“ = a e a“ = 0, se j # i. Reciprocamente, se a“ = a, entao

€i

para cada g € G, tem-se (a%)? = a? = y;(g)a®, ou seja, a® € AN Isso mostra que

AXD = fae A|a = a}. Como a? = x1(g)a® + --- + xn(g)a®", temos também que

A= EI_)A(X)

xeG
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A decomposicao acima fornece para A uma estrutura de algebra é—graduada. Para ver
isso, considere dois elementos a € AX) e b e AX). Entao, para cada g € G, (ab)? =
a®b? = xi(9)x;(9)(ab) = (xix;)(g)(ab), isso mostra que AX)AN) < AXXD) Mais tarde
precisaremos lidar com subdlgebras de Lie L = A7) invariantes pela acdo de G. Neste
caso ¢ importante notar que a demonstracao acima continua valida se considerarmos L no

lugar de A, ou seja, L herda a @—graduagéo de A.

Exemplo 1.40. Seja G = {1,g} = Zs. Entdo existem dois caracteres x1 € X2 que 4o
dados por x1(1) = x1(9) = x2(1) = 1 e xa(g9) = —1. Assim, AX) = {a e A|a? = a},
AN —fge Ala? = —a} e A= AX) @ AN ¢ yma G-graduagio.

Como G = CA;, 0 que vimos acima ¢é que para cada (G-acao obtém-se uma
G-graduagao. Agora, suponha que A = @QGGA(g) seja uma G-graduagao. Dado um carater

X € @, defina y: A — A € Aut(A) da seguinte forma:

x(a) = > x(g)ay,

com a, € AY para cada ¢g € G. A linearidade ¢ imediata. Dados a = Zag eb= Zbg,

com ag, by € Ay, temos
ab = Zagbh = ZZ(agbgflh»
g,h h g

Logo, x(ab) = ZZ x(h)(agby-14). Por outro lado,
hog

x(@)x(d) = O x(9)ag) O x()bn) = > x(gh)aghy = > > x(h)aghg-1, = x(ab).

! e G, entdo para cada a = Y|

Por fim, se ¢ = x gec Ogy Qg € A9 temos (Yy)(a) =
Z(wx) (9)ay = a. Com isso, mostramos que uma G-graduacao fornece uma G-agao. Note
que, se L = A7) é uma subdlgebra de Lie que herda a G-graduacio de A, entdo L é

invariante pela acao de G.

Exemplo 1.41. Seja G = Z, = {g) ¢ A = ®AY wma dlgebra G-graduada. Entdo
G = (X0, Xn-1}, com xi(¢’) = w” e w uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Com

isso, cada cardter y; determina um automorfismo de A dado por x;(a) = Zw”agj, com
a = Z agj.

Teorema 1.42. Seja A uma C-dlgebra e G um grupo abeliano finito. Qualquer G-graduagdo
em A define uma @-agdo e vice-versa. Nesta ac¢ao, um subespagco V < A € G-graduado
se, e somente se, este € invariante pela @—agdo. Um elemento a € A é homogéneo na

G-graduagdio se, e somente se, € um autovetor para cada x € G.

Demonstra¢do. A dualidade j4 foi provada acima. Suponha que V = @V é um subespaco

G-graduado de A. Com a agao anterior de @, temos X(V(g)) = V9 para cada y € G e
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g € G, logo x(V) = V. Agora suponha que x(V) € V. Se V nao é um espago G-graduado,
entao existem ¢y, ..., g: € G distintos e v = vy, + --- + vy, € V tal que vy, ¢ V, para cada
i€{l,...,t}. Escolha v de modo que ¢ seja o menor possivel. Escolha y € G de modo que
X(g1) = Ae x(g2) = i, com A # 1 (tal elemento existe devido as relagoes de ortogonalidade).
Agora basta observar que o elemento u = Av — x(v) = (A — p)vg, + -+ + (A — x(91)) vy,
pertence a V', mas isto contraria a minimalidade de t. Por fim, um elemento a € A é
homogéneo se, e somente se, o subespago V' gerado por a é graduado, mas isto por sua vez
equivale a dizer que V é invariante por é-agéo e isto ocorre exatamente quando a é um

autovetor para cada y € G. O]

Exemplo 1.43. Seja g o automorfismo de My(C) dado por g(x) = BxB™', com B =
e —ea. Entao G = {1, g} = Zy age em My(C) e esta agio induz a Zo-graduagio My(C) =
MY @ MP? | com MY = {a e My(C) | gla) = a} e MY = {ae My(C) | g(a) = —a}.
Note que, se a = peyy + qeqs + regy + Sean, entao g(a) = a ocorre apenas quando ¢ = r = 0.
Por outro lado, g(a) = —a equivale a p = s = 0, ou seja, a @-gmduag&o obtida ¢ a

Zo-graduacao natural.

Consideremos novamente um subgrupo abeliano finito G < Aut(A). Por defini-
¢ao, sabemos que G age como grupo de automorfismos para a G-algebra livre C{X; G)
e, portanto, C(X;G) = @XG@KXX :GHW ¢ uma @—graduagéo. Com esta graduacio, a

G-algebra livre tem a seguinte importante propriedade.

Lema 1.44. Sejam A uma dlgebra, G < Aut(A) um grupo abeliano finito e ¢: C(X;G) —

A um homomorfismo. Sao equivalentes:

a) ¢ € um homomorfismo de G-dlgebras;

b) ¢ é um homomorfismo de dlgebras GA—’-gmduadas.

Demonstragio. Sejam A = @7 AN f = f e C(X;GYX) e ¢(f) = a. Suponha que ¢
comuta com agao de G. Entdo, para cada g € G, tem-se ¢(f9) = ¢(f)? = a? e como e; é
uma combinacdo linear dos elementos de G, segue que a = ¢(f) = ¢(f¢) = a € AX),
ou seja, ¢(C(X; GHYX)) = AN Tsso mostra que ¢ é um homomorfismo de 4lgebras G-
graduadas. Agora suponha que ¢ preserva @—graduagéo. Sejam x € X e ¢(x) = b, com
b=0bi+-+b, eb; € AX) E suficiente provar que ¢(z9) = b9 para cada g € G. Recordemos
que se a € AX) | entdo a® = a e a¥ = 0 se i # j. Logo, b = b + -+ + byt = b;. Além
disso, ¢(z) = Pp(z2TFem) = G(z°) + --- + ¢(x°) e, por hipbtese, ¢p(z°) € AX). Logo
¢(x%) = b, i > 1. Para cada g € G, podemos escrever z9 = gd©++en) — in(g)xei.
Assim ¢(27) = Y xi(9)d(x) = Y xa(g)b” = b9 ) =19 ou seja, p(af) = b0, O

Neste momento, estamos em condigoes de provar o principal resultado deste

capitulo.
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Proposicao 1.45. Seja G < Aut(A) um grupo abeliano finito e considere a gradua-
¢io C(X;G) = @, 5C(X; HN . Entio C(X;G) ¢ a dlgebra livre G-graduada de posto

enumerdvel e id®(A) = ido" (A).

Demonstragdo. Observe que X = {z¢ | x € X,i = 1,...,n} gera a &lgebra C(X;G).
Mostraremos que X é um conjunto de geradores graduados da @—élgebra graduada
C(X;G). Seja B = ®BY) uma 4lgebra @—graduada e Q: X - B qualquer funcao com
(x5') = by € BY) para cada ;€ X eie {1,...,n}. Pelo Teorema 1.42, sabemos que G
(canonicamente isomorfo ao bidual) age em B. Como C(X; G) é a édlgebra livre com agao de
G, existe um homomorfismo de G-algebras (Z: C(X;G) — B tal que 5(91;3) =byj+ -+ by,
Como qwﬁ(xj) = g(xj)e" e (b + -+ by;)¥ = by, temos 5(%6) = by = ¢(z§'), ou seja, b é
um homomorfismo de G-algebras estendendo ¢ e este é um homomorfismo @—graduado
segundo o Lema 1.44, ou seja, C(X; G) é uma algebra livre @—graduada. Agora, considere

um G-polinémio f = f(x{*,..., x*) € Id°(A) e escreva 2 = Z Xs(g;)xss. Assim, f pode

. c A . . . €j
ser reescrito como um polindmio nas indeterminadas graduadas z,’

g1 9k\ _ el e el e
flef, . .o xlf) = h(af, .o xf o gt a).
Sejam ¢!, ..., %, ..., ¢k, ..., ¢ elementos arbitrarios em A, ¢ € AKX e

ai = (X, xs(97)6)%

Entdo, a’ = Z xs(gj)c; e, portanto, ai* = ¢; para cada i, s = 1. Como f ¢ uma identidade
S

para A,
0= f(al',...,af*") = h(a$",...,a5",...,a5",...,a0") = h(cl,...,c% ... ch,...,C).
Assim, f(xf', ..., 20) = h(xP, ...,z 2, ., xg) € Id9(A). Suponha que

flasy, oo, at, L ar) € [d9(A).

. €j N ~
Escreva e; = Zasj gs. Assim, z;) = Zaij?b e entao podemos reescrever f como um

G-polinémio nas indeterminadas 7’

el e el e _ g1 g g1 g
flast, oo, at, o aer) = h(ay el 2.
€5 .
Como para cada aq, ..., ay € A, tem-se a;,” = Zasjafs e AX) ¢ f e Id"(A), segue que
_ el e el e _ g1 g g1 g
0= f(alt,...;af", ... ag",...,a5") = h(af",...;a]",...;a}", ..., al").

e

Logo, f(aS, ..., a% ... o, ... «f) = h(xf, ... 2", ... 2l ... x") e [dC(A). ]
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Antes de encerrarmos este capitulo, note que um subconjunto S € C{(X; G)
gera 1d“(A) como um G-ideal se, e somente se, gera Id°(A) como um ideal G-graduado.
Por exemplo, digamos que Id“(A) é gerado por S como um G-ideal. Seja J o ideal de
identidades @—graduadas gerado por S. Como J ¢é invariante por endomorfismos da algebra
@—graduada livre e estes sao, pelo Lema 1.44, endomorfismos da G-algebra livre, entao
J é um G-ideal contendo S. Mas [ dG(A) ¢ o menor G-ideal que contém S, portanto,
1d%(A) € J < I1d9"(A) = Id°(A). A reciproca é provada de modo anélogo.

Considere My(C) com a agao de Zs = {1, g} dada no exemplo 1.43 e também
com a Zs-graduagao natural. Em 1992, Di Vincenzo [10] provou que M,(C) possui uma
base Zs-graduada formada por duas identidades: [y1,y2] = 0 € 212023 — 232021 = 0, com y;
correspondendo as variaveis pares e z; as variaveis impares. Em posse deste resultado, A.
Berele [6] obteve a seguinte base para Ms(C) com Zs-agdo. Sejamg=1+gem =1—g,
entao os Zg-polindmios [mo(x1), mo(x2)] = 0 e w1 (z1)m1 (22)m (23) — 71 (23) M1 (22) 71 (21) = 0
formam uma base para Id*?(M(C)). Resultado semelhante foi obtido por P. Koshlukov
e A. Mortari [32] para a algebra de Lie sly(C) considerando a Zs-graduagao natural. No
capitulo 3, faremos um estudo sobre as chamadas identidades fracas com ac¢ao de grupo
finito, mas antes disso precisaremos provar um analogo do resultado de Di Vincenzo para

o caso das identidades fracas Z,-graduadas. E o que faremos no capitulo a seguir.
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Capitulo 2

Identidades Fracas Graduadas e a

Propriedade de Specht

2.1 ldentidades fracas Zs-graduadas

Ao longo do texto A serda uma algebra associativa unitaria sobre o dominio
de integridade D e G um grupo abeliano. Nesta sec¢ao estamos interessados em estudar
as identidades fracas Zs-graduadas do par (Ms(D), sla(D)) considerando a Zs-graduagao
natural. Analogamente ao que ocorre com as classes de algebras, precisaremos definir antes
de tudo um objeto livre na classe dos pares graduados. O principal resultado desta secao é

a Proposicao 2.19.

Definigao 2.1. Seja (A, L) um par onde A é uma dlgebra associativa unitiria e L é uma
subdalgebra de Lie de AS). Quando L gera A, dizemos que o par é do tipo associativo-Lie

eseY < L gera L dizemos que Y gera o par.

Exemplo 2.2. Se L é uma dlgebra de Lie e U = U(L) € sua dlgebra universal envolvente,

entdo (U, L) é um par do tipo associativo-Lie.

Exemplo 2.3. Se A ¢ uma dlgebra associativa unitdria, entdo (A,A(’)) € um par

associativo-Lie.

Exemplo 2.4. Um par associativo-Lie muito importante e que serd estudado nesse capitulo

é o par (My(C), sly(C)).

Definicao 2.5. Sejam A = @gecAy uma dlgebra associativa G-graduada e L < A wma
dlgebra de Lie tal que L = @y Ly, com Ly, = A, 0 L. Entdo dizemos que o par (A, L) é

G-graduado, ou apenas graduado quando estiver claro a qual grupo nos referimos.

Defini¢ao 2.6. Um homomorfismo de pares f: (A, L) — (A’, L") é um homomorfismo de

dlgebras associativas f: A — A’ tal que f(L) < L'. O homomorfismo f de pares é sobrejetor
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se f(A) = A" e f(L) = L'. Dizemos também que [ € injetor se for um monomorfismo de

algebras associativas. Por fim, f € um isomorfismo de pares se for injetor e sobrejetor.

Definicao 2.7. Sejam (A,L) e (A", L") pares G-graduados. Um homomorfismo de pares
graduados é um homomorfismo de pares f: (A, L) — (A', L) tal que f(Ay) < A}, Vg e G.

De modo analogo ao que foi feito anteriormente, podemos definir isomorfismo

de pares graduados.

Definicao 2.8. Seja C uma classe de pares G-graduados. Dizemos que um par (A, L) € C
gerado por um conjunto Y < UAg ¢ relativamente livre em Y, com respeito a classe
C, se dado qualquer par (A", L") € C e qualquer fungio a:'Y — L' tal que a(Y n A,) <
L, (Vg € G), existe um tinico homomorfismo de pares G-graduados &: (A, L) — (A', L)
que estende a. A cardinalidade de Y € o posto de (A, L). Caso C seja classe de todos os
pares graduados por G, diremos que (A, L) é um par livre, livremente gerado porY, na

classe dos pares G-graduados.

Sejam X um conjunto infinito enumerdvel e G um grupo tais que X = (J sec Xg
(unido disjunta), com X, = (2929 Ye D(X) = Dyec D{(X ), a D-dlgebra G-graduada
livre e livremente gerada por X. Entao a algebra de Lie IL{(X) € D{(X) gerada por X
possui graduacdo I(X) = @L(X),, com L{(X), = D(X), n L{(X). Como no caso de
algebras associativas, prova-se que o par (D{(X), L{X)) G-graduado ¢é livre, livremente

gerado por X, na classe dos pares G-graduados.

Defini¢ao 2.9. Um ideal I < D{X) é dito um T-ideal fraco G-graduado se é invariante
por todo endomorfismo do par G-graduado livre (D{X ), L{X)).

Definigao 2.10. Sejam f = f(xggl),...,x;g”)) € D(X) e (A, L) um par G-graduado.

Dizemos que f é uma identidade fraca graduada do par (A, L) se f(by,...,b,) =0,Vb; €

Definicao 2.11. Seja S € D{(X) e I a intersecio de todos os T-ideais fracos G-graduados
que contém S. Dizemos que o ideal I é o T-ideal fraco graduado gerado por S e que S é

uma base para I.

Note que I coincide com o ideal
T = uif (wir, . win)v; | iy vi € DX, fai®, . xl0V) € Swy e LX), }.

Se (A, L) é um par G-graduado, entao o conjunto Id(A, L) de todas as identi-
dades fracas graduadas do par é um 7T-ideal fraco graduado e homogéneo. Na verdade todo
ideal homogéneo I que é invariante por endomorfismos do par G-graduado (D{(X ), L{X))
¢ obtido dessa forma:

[ = Id(D(XY/I, (I(X) + T)/1).
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Para ver isso note que se [ = f(:zcggl), ..,xzm)) e D(X), entdo dados eggi) e I{(X),,
tem-se f(el, ... ey + 1 = f(el™ +1,...,e9) + 1), vel¥) e L(X),,, portanto f é uma
identidade do par (D{X)/I,(L{(X) + I)/I) se, e somente se, Flelm W)y e I para
todas as avaliagoes (graduadas) nos elementos de L{X ). Mas, todos os endomorfismos do

par livre (D{(X), L{X)) sao dados dessa forma e isto prova a afirmagao.

Defini¢ao 2.12. Seja S < D(X). A classe de todos os pares G-graduados (A, L) tais
que S < Id(A, L), denotada por V(S), é chamada de variedade de pares G-graduados

determinada por S.

Podemos provar de modo andlogo ao Teorema 1.2.4 de [20] que

Teorema 2.13. Sejam (A, L) um par G-graduado e I = Id(A,L). O par
(DCXO/TL (LX) + 1)/T)

é um par associativo-Lie G-graduado relativamente livre gerado pelo conjunto X, onde

X ={x+1|zeX,x¢I} navariedade determinada por I.

Demonstragio. Seja (ALY eV = V() ea: X — L tal que a(z'9 + 1) € L,c L.

Precisamos encontrar um homomorfismo de algebras associativas estendendo « da forma
a: DX/ — A,

com a((D{X), + I)/I) < A}, Vg € G e a((L{X) + I)/I) < L' Defina 8 : X — L'
por f(x) = a(x + I) para x ¢ [ e S(z) = 0 caso contrario. Dessa forma existe um
homomorfismo E : D{X) — A’ de algebras associativas que estende 8 (homomorfismo
de pares G-graduados). Agora se f € I, entao f € Id(A’, L") de onde conclui-se que
feKerBelc Ker. Defina & : D(X)/I — A’ por &(a + I) = B(a). Como I < Kerf3
segue que & é um bem definido homomorfismo de &lgebras associativas e &(z@ + I) =
B(x9) = a2 + I). Portanto & estende o e, além disso, satisfaz &((D(X ), + 1)/I) < A
ed((X)+1)/I)c L. O

Seja A = D[a;, b;, ¢; | i = 1] a D-algebra associativa comutativa livre livremente
gerada por {a;,b;,¢; | i = 1}. Considere a D-algebra associativa (unitaria) R < My(A) e a
D-algebra de Lie S < MQ(A)(_) ambas geradas por

Observe que os monomios nas variaveis Y; e Z; sdo sempre matrizes diagonais ou matrizes
com diagonal principal nula e, por definicao, tais mondmios sao elementos de R, entao

podemos escrever R = Ry @ Ry, sendo Ry o D-submédulo de R gerado por matrizes
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diagonais de R e R; o D-submoddulo de R gerado por matrizes com diagonal principal nula.
Observe também que R;R; S R;j,1,J € Zs e, portanto, R ¢ uma algebra Z,-graduada.
Por fim, note que S = Sy @ S;, com S; = (R; N S) e, assim, (R, S) é um par associativo-Lie
Zo-graduado.

Quando um par (A, L) for Zy-graduado escreveremos Id(A, L) = To(A, L) e
diremos que este é um Ty-ideal fraco. Além disso, se S gerar T5(A, L), diremos que S gera
T5(A, L) como um T5-ideal fraco.

Considere as édlgebras Zs-graduadas My(D) = M @ MP, sendo M o
submédulo das matrizes diagonais e M) o submédulo das matrizes com diagonal principal

nula. A dlgebra de Lie sly(D) herda essa graduagio, ou seja:
sly(D) = sIY @ sisY,

onde sléi) = Mz(i) N sly(D) e [slgi), sléj)] = sl§i+j) com i, j € Zs.

Os dois resultados a seguir sao demonstrados de modo analogo ao Teorema 1.4.4 de [20].

Lema 2.14. Suponha que D seja um dominio de integridade infinito. Entao o par (R,S),

definido anteriormente, satisfaz as sequintes propriedades:

a) To(My(D), sla(D)) < To(R, S);

b) Seja Y = {Y;, Z;|i = 1}. Entao dada uma fungio o:Y — sla(D) tal que Yi >
1, a(Y;) e sl e a(Z;) e s, existe um tinico homomorfismo de pares Zo-graduados

a: (R,S) — (My(D),sly(D)) que estende a.
Demonstragio. a) Seja A = Dla;, b;, ¢;|i = 1]. Considere o isomorfismo natural
[0 Mg(D) ®D A— MQ(A)

dado por a((aij) ® f) = (aijf). Observe que a(sla(D) ®p A) = sly(A). Considerando a
Zo- graduacao trivial A = Ay @D A; com A; = 0, vé-se que a é um isomorfismo entre os

pares Zo-graduados
(My(D)®p A, sla(D)®p A) e (My(A), sla(A)).

Além disso, To(Ms(A), sla(A)) € Ta(R,S), pois R < My(A) e S < sly(A). Entao s6
precisamos provar que To(Ms(D), slo(D)) € To(Ma(A), sla(A)). Mas, de modo andlogo ao
caso de algebras associativas de [20, Lema 1.4.2] podemos provar que as identidades fracas
Zo-graduadas sao “estaveis”; ou seja, invariantes por extensao de escalares. Isso conclui a

demonstragao.

b) Sejam Y; = a;e11 — ajean, Z; = bieja+ ciear, i =1 e a: Y — sly(D). Digamos

que a(Y;) = pierr — pieas € a(Z;) = qe1a + riear, para todo i = 1. Seja f: A — D o
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homomorfismo dado por B(a;) = p;, B(b;) = ¢ e f(¢;) = r;. Estenda a um homomorfismo
3: My(A) — My(D) fazendo 5((6%)) = (S(aij)). Por fim, seja v: R — Ms(D) a restrigao
de § a R. Note que v(S) < sly(D) e y(R;) < Mi(D) e, portanto, v é6 um homomorfismo de
pares Zo-graduados que estende a. A unicidade decorre do fato de dois tais homomorfismos

coincidirem no conjunto gerador Y. O

Teorema 2.15. Seja D um dominio de integridade infinito. Entio o par (R,S) é o
par associativo-Lie Zo-graduado relativamente livre de posto enumerdvel na variedade
determinada por To(Ms(D), sla(D)).

Demonstragio. Queremos provar que se I = Ty(My(D), sly(D)), entao
(R, S) = (D{X)/I, (L(X) + I)/T).

Seja a: (D(X),[{X)) — (R,S) o homomorfismo de pares Zs-graduados dado por
a(a:go)) =Y, a(xl(l)) = Z;, Vi > 1. Para cada f € I, temos (pelo item (a) do Lema
2.14) que

a(f(@i”, 2, a2 = flal@)”) a(al)),. . a(@l?), a(@l))
= f(i/lazla"'7YnaZn)
= 0
portanto f € Kera. Suponha que f = f(xgo),azgl),...,xno),xnl)) € Kera. Escolha

agj),...,aff) € slgj), 7 =0, 1. Defina

v:{Yi Zili = 1} — sla(D)

(1)

por Y; — ago), Z;— a; . Pelo item b) do Lema 2.14 podemos estender v a um homomor-

fismo de pares Zs-graduados v: (R, S) — (M2(D), sla(D)), consequentemente

0 = WfW, Zh,...,Y0 7))
= f(yM),v(Z1), v (Ya), v(Z0))
= f@”al", ... al®, ad)

» ' 0

€ COomo 08 agj ) foram escolhidos arbitrariamente segue que f € [ eisso mostra que I = Kera.

Note que a imagem de o contém um gerador de (R, S) e, portanto, existe um isomorfismo
a: D(X)/I - Rtal que a((I(X)+ I)/I)=Sea((D{X);+1)/I) < R;,i=0, 1. O

Lema 2.16. Os sequintes polinomios sao identidades fracas Zo-graduadas para o par
(MQ(D), SZQ(D))

1. [y17y2]:

2. 212923 — 232921,
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3. g1z + 214,
com y; € D(X )y e zj € D{X)y.
Demonstracao. De verificagdo imediata. O

Seja I o Thr-ideal fraco gerado pelas identidades do lema anterior e B o conjunto

dos monomios:

a) YarYas * - yak>

b) YarYaz " " YapRirZj1 * * RinRjns

N
VAN
.
3
@

para quaisquer £ >0, n >0, a; < as < --- < ag, 1] <l < - < iy, J1 < Jo

Zj: significa que a parcela z;, pode nao aparecer.

Lema 2.17. Seja I como anteriormente, entdo:
D(X)/T ={{m+ I|me B}).

Demonstragio. Seja m = y;, 2, Vi, - - - Yin %5, 7 = 0 (alguns fatores podem ser expressoes
vazias). Pela identidade 3 do Lema 2.16, podemos colocar os y;, a esquerda dos z;,, ou seja,
m = *Yi, Vi, - - - Yi, %j, - - - %5, modulo I. Por outro lado a identidade 1 do mesmo lema nos
permite colocar os y;, em ordem crescente e por fim a identidade 2 nos permite reordenar
os zj, das posigoes “pares” e o mesmo para aqueles das posi¢oes impares. Isso prova o

lema. O

A demonstracao do lema a seguir faz uso de matrizes genéricas e é semelhante

a demonstragao da Proposicao 5 de [30] (ver também [31]).

Lema 2.18. Seja D um dominio de integridade infinito. Nenhuma combinagdo linear nao

trivial dos elementos de B € uma identidade fraca Zo-graduada para o par (My(D), sla(D)).

Demonstragao. Considere os geradores do par (R, .S),

Y;: a; O 7 ZZ': O bl .
0 —a; C; 0

Se my é um mondmio do tipo a), entao

i @iy 0
ml(Y;n}/iz""’}/ik):(a e o . a)
i
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Como a variavel Y; de maior indice corresponde a variavel a; de maior indice, podemos

recuperar os mondmios do tipo a) a partir da matriz resultante, ou seja,

ml(}/;ja)/;z?"'a}/;k) = m/1<}/i17}/;27"'7§/;k) <> my = mll

Agora note que os monémios do tipo a) geram apenas matrizes com entradas nos a;’s e 0s
a;, b; e ¢; sao algebricamente independentes, portanto apenas precisamos verificar se os

mondmios do tipo b) sao linearmente independentes. Considere um monomio
mg(Zil, Zjl? . ,ZZZ) = Zi12j1 e Z/];
do tipo b) com k = 0. Entao
ma(Ziy, Zj,, - -, Zj,) = (biycjy < bi ¢, )en + (ci by, -+ ¢, by, )eas,

se a varidvel z;, ocorre. Caso contrério, teremos

ma(Ziy, Zjys -5 Zj,) = (biycjy -+ by, Jerz + (ci by, -+ ¢, )ear.
Suponha que may = z;, 2j, <+ Zi, 25, € My = Ze, 2dy ** * Zep Zdys COM N = M, Tesultam em uma

mesma matriz M quando avaliados nas matrizes

Ziijlv"'JZirmzj

n*

Como o grau dos mondomios nas entradas de M ¢é o mesmo de my (e de m5) temos
m = n. Agora, note que b.,,b.,,...,b., aparecem na escrita de M e o mesmo para
b

nas posicoes fmpares nos monémios msy e my, respectivamente. Consequentemente, obtemos

ivs bigs - -, b;, (na entrada ejp ou eq; , por exemplo), pois as varidveis z., e z;, aparecem
que {2, -, 2} ={2¢,- -, 2, }, mas como os indices nas posi¢oes impares (na escrita de
mgy e my) estdo em ordem crescente, a tnica possibilidade é que tenhamos z., = z;,, Yk > 1,
ou seja, my = z; za, * - %, 24, - Analogamente, podemos mostrar que z4, = z;,,Vk > 1
e isso mostra que my = ms. Com isso, podemos recuperar estes monomios a partir da
avaliagdo nas matrizes genéricas e de modo andlogo verifica-se para mondémios do tipo b)
com k > 0. Desta forma, uma combinacao linear dos elementos de B avaliados em (R, .S)
resultara em uma matriz cujas entradas sao polinémios com os mesmos coeficientes que a
combinagao linear inicial, mas os a;, by e ¢s sao algebricamente independentes e, entao,

uma tal combinacgao linear resultard em 0 apenas se todos os coeficientes forem nulos. [

Proposicao 2.19. Seja D um dominio de integridade infinito. As identidades do Lema

2.16 formam uma base de identidades fracas Zy-graduadas para o par (Ms(D), sla(D)).

Demonstracao. Consequéncia imediata dos Lemas 2.17 e 2.18. O
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2.2 A Propriedade de Specht

Ao longo desta secao D serd um anel comutativo, unitario e Noetheriano.
Continuaremos denotando por I o Ty-ideal fraco gerado por: (1) [y1,y2], (2) 212223 — 232021
e (3) y121 + z1y1, com y; € D{X ) e z; € D{X ). Recordemos que uma algebra A (ou o seu
T-ideal Id(A)) satisfaz a propriedade de Specht se todo T-ideal contendo Id(A) possui
base finita. De modo analogo, podemos definir a propriedade de Specht para algebras
graduadas, pares de algebras etc. Nesta secao mostraremos que, munido da Zs-graduacao
natural, o par (My(D), slo(D)) satisfaz a propriedade de Specht. Aqui empregamos os

mesmos métodos utilizados por E. P. Rezende e A. Krasilnikov em [46].

Convém observar que o Lema 2.17 continua valido para anéis comutativos
com unidade. Além disso, a demonstracao do lema a seguir repete palavra por palavra a

demonstracao do Lema 2.18.

Lema 2.20. Seja B o conjunto formado por todos os mondomios do tipo:

a) Yar1Yas = Yay, s

b) Ya1Yas " " Yap,Re1Rdy *° ° Rem Rdm

coma; <A < <, (1 << <Cp, d1 <dy<---<dp, k=0em>0. Entdo
{m+ 1| me B} é uma base para o D-médulo livre D{X)/I.

Sejam M; e M, o conjunto formado, respectivamente, pelos mondémios dos
tipos a) e b), M = M; u M; e M = M U ]‘2{2, sendo ]\Z a imagem de M; em D(X)/I.

Definicao 2.21. Sejam (A, <) um conjunto parcialmente ordenado e B < A. O fecho de
B € o conjunto cl(B) ={a€ A|3be B, b< a}. Dizemos que B € fechado se cl(B) = B.

Lema 2.22 (G. Higman [22]). Seja A um conjunto parcialmente ordenado. Sio equivalen-

tes:
a) Toda sequéncia infinita ay,as, . .. de elementos de A possui uma subsequéncia infinita
nao-decrescente a;, < @, < -+ (ip <ig <---);
b) Se ay,as,... € um sequéncia infinita de elementos de A, entao existem inteiros i e j

tais que 1 < J e a; < aj;
c) Toda cadeia ascendente de subconjuntos fechados de A estabiliza,
d) Todo subconjunto ndao vazio fechado de A é o fecho de um conjunto finito;

e) Nao eziste sequéncia infinita estritamente decrescente, nem um nimero infinito de

elementos mutuamente incompardveis.
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Definicao 2.23. Seja < uma relagio de ordem A. Se < é uma ordem linear (uma ordem
total) e todo subconjunto ndao-vazio de A possui um unico elemento minimal, dizemos
que A é bem ordenado e que < é uma boa ordem. Se A € parcialmente ordenado e todo
subconjunto nao-vazio B < A possui um numero finito nao-nulo de elementos minimais,

dizemos que A € um conjunto parcialmente bem ordenado e que < é uma boa ordem parcial.

Note que um conjunto é parcialmente bem ordenado se, e somente se, satisfaz
algum dos itens do Lema 2.22. De fato, suponha que A é parcialmente bem ordenado.
Sejam a; = ag > --- uma sequéncia nao-crescente em A e B = {a; | i = 1}. Como B é
nao vazio, existe uma quantidade finita de elementos minimais, na verdade apenas um,
pois B é totalmente ordenado. Digamos que a, € B seja esse elemento minimal. Assim,
as = as41 = -+, OU seja, a sequéncia é finita. Seja B < A um conjunto formado por
elementos mutuamente incomparaveis. Cada elemento incomparavel é um minimal, mas
estes existem em quantidade finita. Isso mostra que vale (e). Vejamos a reciproca. Seja
B # & e By o conjunto formado pelos elementos minimais de B. Os elementos de By
sdo incomparaveis entre si, mas estes existem em ntimero finito por (e), ou seja, By é
finito. Suponha que B é finito. Dado b € B, se b é minimal temos By # ¢J. Caso contrario,
existe by € B tal que b; < b. Repetimos o argumento com b; no lugar de b, obtendo
by € B tal que by < by < b. Como B ¢ finito, esse processo deve terminar e quando isso
acontecer teremos encontrado um elemento minimal by € B, ou seja, By # (J. Agora, se
B é infinito e By = J, entao tome a; € B. Como a; ndao é minimal (pois By = ¢J) existe
as € B tal que a; > as. Da mesma forma a, ndo é minimal, e, portanto, existe as € B tal
que a; > as > az. Continuando com esse procedimento, obtemos uma sequéncia infinita

estritamente decrescente em B, mas isso nao é possivel. Isso mostra que By # &F.

Lema 2.24 (G. Higman [22]). Seja ® o conjunto de todas as fungoes ¢p: N — N estrita-
mente crescentes e (A, <) um conjunto parcialmente ordenado, com elemento distinguido
0e A. Considere V(A) = V(A,0) o conjunto de todas as sequéncias quase nulas de ele-
mentos de A. Defina a relagio <¢ em V(A) por {u;} <o {v;} se, e somente se, existe p €

tal que u; < vy, Vi € N. Nestas condigoes (V(A),<e) € parcialmente bem ordenado.

Lema 2.25 (G. Higman [22]). Sejam (A1, <1) e (Ag, <o) conjuntos parcialmente ordenados.
Considere a relagio < em Ay x Ay dada por (aq,as) < (by,by) se, e somente se, a; <1 by e
as <o by, Se Ay e Ay sdo parcialmente bem ordenados, entao (Ay x Ay, <) € parcialmente

bem ordenado.

Sejam Ny = N U {0} e @, = N{. Considere em Ny a ordem natural < . Pelo
Lema 2.25 o conjunto (Q,,<) é um conjunto parcialmente bem ordenado, onde < é a
ordem termo a termo. Considere o conjunto V(Q,,) formado por todas as sequéncias quase

nulas. Defina a relagao de ordem <g em V(@Q,,) pela regra {u;} <¢ {v;} se, e somente se,
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existe ¢ € ® tal que u; < vy, Vi = 1. As demonstragoes dos lemas a seguir podem ser

vistas em [46].
Lema 2.26. (V(Q,),<e¢) € um conjunto parcialmente bem ordenado.

Definigao 2.27. Defina em V(Q1) a relagio < por {u;} < {v;} se, e somente se, {u;} = {v;}

ou existe k > 0 tal que u, < vy e u; =vj se j > k.

Observe que V(@) estd em bijegdo com o conjunto Y = {yj*-- -y | n > 1}

e que a relagdo em V(@) acima é a ordem lexicografica induzida de Y. Assim,

Lema 2.28. A relagio < é uma boa ordem linear em V(Q1).

Observe que existe uma bijecao natural entre V(Q,,) e V(Q1)" dada por

() ul® ™)) (Y ).

Em V(Q,) defina a seguinte funcao ¢: V(Q,) — N por

o) = o{u"}, (), Au™)) = Yu?,

Sejam u = ({u!"}, {u!?}) e v = (LM}, {(vP}) € V(Q,). Defina a relacio < em V(Q,)
por: u < v se, e somente se, 0(u) < d(v) ou d(u) = d(v) e {uz@} < {UZ-(Q)} ou d(u) = d(v),
(7} = {07} e {uiV} < {0} (ordem de V(Q1)).

Lema 2.29. A relagio < é uma boa ordem linear em V(Qs).

Definamos agora uma boa ordem linear < em V/(Q,,) para n > 3. Sejam

w = () ) ) e o = (@) 0 )

elementos de V(Q,). Defina u < v se, e somente se, ({u!" "}, {u! ”)}) < (", ™)

em V((Q)2) ou existe ty > 0 tal que {u } < {v(to }em V(@) e {u } = {UZ@},W > 1.

Lema 2.30. A relagio acima é uma boa ordem linear em V(Q,,).

Sejam
Vi = V(Qy)
— {ueV(Qs) | ou?) >0, ou) — ouf®) = 0 ou 1}
V=Viuls

Cada conjunto V; herda a boa ordem de V(@,,). Defina em V' a seguinte relagao:

i) Para cada i, se u, ve Ve u <vem V;, entdo u < vem V.
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ii) SeueVyevel, entdo u <vem V.

Como (V(Q,), <) é totalmente ordenado, segue que < é uma ordem linear em V.

Lema 2.31. A relagio < é uma boa ordem linear em V.

Demonstragio. Seja W # & um subconjunto de V. Entao W = (W n V) u (W n V4). Se
Wi =W n Vi é nao vazio, entao W tem um tnico elemento minimal e este pertence a W7y,
pois V; é bem ordenado e por ii). Por outro lado, se W; é vazio, temos W =W n V5 € V4
nao vazio, e como V5 é bem ordenado, existe (inico) elemento minimal em W. Portanto,
(V, <) é bem ordenado. O

Defina em V a relacio <’ da seguinte forma: dados v, v € V, u <’ v se, e

somente se, existe i € {1,2} tal que u, veV; e u <g v.

Lema 2.32. (V,<') é um conjunto parcialmente bem ordenado.

Demonstragdo. Seja u = {u;} uma sequéncia infinita de elementos de V. Entdo existe uma
subsequéncia contida em V; ou em V5. Como Vi € V(Q1) e Vo € V(Q3) sao parcialmente
bem ordenados existe uma subsequéncia infinita nao-decrescente de u contida em V; (ou
V3). O resultado segue do Lema 2.22. ]

Seja ¢ uma funcao de N em N estritamente crescente. Defina ¢: V(Q,) —

V(@) por ¢({u;}) = {v;}, com

U':{Uz‘, j = o¢(i)
Tl o ¢e)

Denote por ®; a familia de fungoes ¢1: V(Q,) — V(Q,) dadas por ¢; = ¢ se n = 1, 2
e ¢1(u,v) = (¢p(u),v) com u € V(Q,_2) e veV(Qs) se n > 2. Analogamente denote por
®y a familia de fungoes ¢o: V(Q,) — V(Q,) tais que ¢o é a identidade se n = 1, 2 e
¢2(U,’U) = (U, ¢(U))7 com u € V(Qn—Z) eve V(Qn—?) para n > 2.

Considere a familia ® de todos os endomorfismos de D(X)/I dados por

5(1‘, + ]) = L’L‘(ﬁ(i)7 +1
com ¢: N — N é estritamente crescente e x; € {y;,z; | ¢ = 1}. Sejam ainda &>1 o conjunto
formado por todos os endomorfismos de D{X)/I dados por 51 (i + 1) = Yoy + 1 €
d(zi+1)=z+1e ®, o conjunto dos endomorfismos de D(X)/I dados por ¢s(z; + 1) =
Zpa) + 1 € 52(3/7; + I) = y; + I. Considere a fungao ¢: M — V dada por

o« (YarYar - Yoy + 1) = {u}
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2 3
° g(yalytm “YaRey fdy Zcmzdm + ]) = {( Uy v E )7u§ )>}7

(1) (2)
com u; =3, . Liu =2 le uf? = Dldjid—i L
A funcao ¢ é uma bijecao e portanto podemos induzir em M as relacoes de ordem < e <’

de V. De agora em diante, omitiremos o ideal I na escrita dos elementos de M.

Lema 2.33. Suponha que x € M, g € ®, ¢; € ;, i = 1, 2. Entdo E(B(x)) = p(E(x)) e
£(6i(x)) = ilé(@))-

Demonstracao. Observe que 5 (Zl o ng <;52 o (bl e, portanto, s6 prec1sam(o)s verificar que
~ e
E(pi(z)) = ¢i(&(x)). Suponha que x € M, e, portanto, = = v, 0 Yap = Y1t eyl 3 , com

uz(»l) = Zaj_aj:i 1. Temos

(1) (1)

SEWT -y ) = ai({ud}) = o({ul”}) = (v},

com v; = ugl) se j = ¢(i) e v; = 0 se j ¢ ¢(N). Por outro lado,

e

i) = By )
:f(yZE 3/¢E:)>

= {vi}

com v; = ugl) se j = ¢(i) e v; = 0se j ¢ ¢(N). Suponha agora que = € M,. Entéo podemos

(1) (1)
—_— U —_—
€SCrever T = Vg, Yao * * " Yap Ze1 Zdy ** Zem Zdm = yl Y™ Zey Bdy t Zey Zdyy - 1€INOS

$1(6(2)) = o1 ({ul”,u® uPy)
= (o({ui" ), {(u2, ui)})
= {(vi,u!” ,u®)}

com v; = uV se j = o) e v; = 0se j ¢ o(N) u? = Dejie—i L € WP = Dy =i L
Calculando &(¢y () obtém-se:

(@) = €™y zerzay 2o 7aD))

= {(v;, ul?, uV)}

com v; = u(l) sej=¢(i)ev;, =0sej¢d(N), u @ Dicjie;—i L€ u® = Dd;d,—i 1 Vejamos
0 que ocorre com ¢2 Para x € M1

(1)

(@) = EGaly™ 52

(1)

= g(y;*gl) : n )
= {u{V}.
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Além disso,

(1) (1) o~ .~
Considere novamente x = ;" - y"" 2. 24, - - %e, Zq.. € My. Nestas condicoes

(1) (1)

€($2<x)) = 5(52(y¥1 e y};n ZepRdy Zcmz/d:»

e (1) I

=& Yn" Zp(en)Zo(d) T Fblem) Zb(dm))
_ {um OO

(2 P 2 Y 1

com u\” = 2 0(c;)i(ey) =i = 20(d;)i(dy) i ugk)zosei¢¢(N).Porﬁm,
$2(E(x)) = da({ul”, f”, o)
= {u”, <{v )
= {u”, w® )

2
com Ui( ) = ZCT,CT—Z ) ) - Zdr,d =1

o _f u sei=00)
0, sej¢o(N)

J

Suponha que j = ¢(i). Vendo ¢ como uma bijegao sobre sua imagem podemos escrever
@ _ @ _ _ _ _ .2 @ _ 2 _

Wi = V) = Derier=613) L = Deyiglen=i L = qu(ck) olen)=y 1 =" ew;” = u;” =0se

j ¢ ¢(N) e, de modo anélogo, para w](-?’), ou seja, w](- ) = u( Logo ¢1(&(x)) = &(o1(x)) e

P2(§()) = 5@2(95)) .

Observe que em geral nao podemos multiplicar duas desigualdades membro a
membro. Por exemplo, se 2z = 2324, 2’ = 2125, ¥ = zp e 2’ = x, entdo z < 2/, contudo, 2’2’ <
xrz. De qualquer forma, ainda existem algumas boas operacoes que preservam a relagao
de ordem conforme veremos a seguir. Antes de continuarmos note que, na demonstracao
do Lema 2.20 (ou Lema 2.17), mostramos que, para cada monoémio m € D{X)/I, existe
um tUnico monémio 6(m) € M satisfazendo 6(m) = d,,m (médulo I), com §,, = £1. Em

particular, se y € M,eme ]\Z, vale a igualdade d(ym) = ym € ]\Z, 1=1, 2.

Lema 2.34. Sejamy =yi'---y" ex, T € M tais que x < I. Entdo, yr < yx.

Demonstragio. Se x € M, ede M, (ou x = ¥) nada precisa ser feito, pois yz € M, e
YT € M. Sejam x =yt -y F e T =yt -y com v # 0. Entdo, existe to € N tal que

Uy, < Uy, € up = vy para cada t > ty. Seja m = max{k,n}, entdo

E(yx) = &y -yt = {us + i}
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E(yT) = -yt = {ui + 1,

com Uy, + Ty < Uy + Ty € U + Ty = v + 1y, para t > to. Logo, £(yx) < £(yT) se z,

T € M,. Resta provar o caso x, T € M. Suponha que T = Y4, = Yo, Ze, Zdy ** * Zep 2dy €

T = Yo Yar, 2 2a, 2oy Zay- Observe que se ze 2, - 2,2, < 2 24 Ze,Zay, entao
ara quaisquer e My, tem-se yzo, 2g. -+ 2o, 20 < Y 20 2 - 2o 2. Assim, podemos

p q q Y,y 1, YZei Zdy cpdy XY ¢y ~d] ch~dl, - y P

supor que

RepRdy © " RepRdy = R R, Rl R

Yar " Yay <yct’l"'ya;n-

Pela primeira parte da demonstracéo, temos yya, - Ya, < YYo/ *** Yas, €, portanto, yr <

YT, ]
Lema 2.35. Sexz =yt -y ey =yt - yk, entdo v < xy.

Demonstracao. Basta notar que 1, y e x € ]\71 e aplicar o Lema 2.34 para obter z -1 <

xy. O

Lema 2.36. Sejam x = 24,24, -~ Za, € 2 = 24, -+ - 2, Entdo v < 2.

k

Demonstragio. Devido a identidade (2) valem as igualdades 6, = 6., = 1, ou seja,
x=0(x)€ Meazz= d(zz) € M. Agora podemos computar a imagem destes elementos
por &:

0(§(xz)) = 0(§(x)) + A(z) = d(&(x))

e a igualdade ocorre apenas se z é igual a 1, portanto, z < zz. O

T1

Lema 2.37. Sejamy =yi*---y", 2 =2, -2, €T, TE M. Sex < T, entdo:

k

a) §(zy) < 0(Ty),

b) xz < Zz.

Demonstragio. (a) Se x, T € ]\71, entdo ry = yr e Ty = yI. Assim, pelo Lema 2.34,
obtém-se d(zy) < §(Ty). Suponha que & = y'2e, 2d, -+ Zep 2d,n € T = Y20 Zay - 2 Zq Sejam
elementos de My, com y' = Y, -+ Ya,,, €Y’ = Yar -~ Yy, - Caso tenhamos z., zg, - - - Ze,, 2a;. <
Ze Zd) 2 24y, entdo 6(zy) < 6(Fy). Assim, podemos supor que z = ze, 24, - Ze, Zdy =
Ze 2q, 2o Zqr; desta forma y' < ¢, pois # < T. Temos também 0(zy) = y'y2e, 2a, -+ Zeyn 2,
e 0(Ty) = y"Yze,Zay - - 2¢,2q, (identidade (3)). Segue do Lema 2.34 que y'y < 4"y, logo
§(zy) < 6(Ty). Se z € M e ¥ € M, entdo segue direto da definicio de < que §(zy) < §(Fy).

Isso prova o item (a).
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(b) Observe que d(zz) é obtido de xz apds uma reordenagao das variaveis
2, € apenas estas. Isto nado produz mudancas no sinal, logo 6(xz) = zz e o mesmo
para iz. Se z, ¥ € M, entdo é imediato que vz < ¥z. Sejam x = yz' e ¥ = ¢z, com
2= 2o 2ay 2o Ry, 2= 2o Zar 2o Za € y ey’ s@0 mondmios nos y;'s. Assim, xz = y2'z
e Tz = 12"z Caso 2/ = 2", teremos y < 1/ e, portanto, zz < Tz. Se a igualdade nao
ocorrer, teremos 2’ < z” e neste caso a Unica coisa que precisaremos provar é que 2’z < 2"z,
pois teremos zz = yz'z < y'2"z = Tz. Com isso, podemos supor que & = 2., 24, * * * Ze, 2d,
el = 2y 2l zd/ Por hipétese © < T, ou equivalentemente, &(x) < £(7). Logo,
{(Tiﬁsi)} < {<Tz7sz)} com 7; = Zc]-;(:j=i ]" Si = Zd]-;dj=i ]‘7 T; = Zc],c]—z Le ; = Zd;;d}=i L.

Precisamos considerar os seguintes casos:

(a) o({(ri;s:)}) < o({(ri, i)'}
(b) a({(ri, si)}) = A({(ri, s:)'}) e {si} < {si} ou {si} = {si} e {ri} < {ri}.

Se vale (a), ¢ imediato que rz < Tz, entdo podemos supor a igualdade k = k’. Para
(b), apenas precisamos considerar os casos em que ambos T = Ze, 24, -+ Ze,Zdy, € T =
2o 2d, Rl Z,ZC possuem grau par ou ambos possuem grau impar. Considere que x e ¥
tém grau par. Basta que provemos o resultado para z = z;, o caso geral segue por
indugao. Por hipétese temos {s;} < {si} ou {s;} = {si} e {ri} < {ri}, ondery =3, 1,
8; = Zdj,d L= ZCJ C],Zl e s Zd, = .1, entdo £(xz) = {(u;,v;)} com u; = r; se
P# b, Uy =1y +lev,=s8;,1> 1 Analogamente para T temos £(72) = {(u},v})} com
w, =71y +1,u; =r;sei#t;ev, =s;, i>1 Seocorrer {s;} < {s;}, entdo {v;} < {v;}; se
por outro lado ocorrer {s;} = {s;} e {m} < {r}}, entao teremos {v;} = {v}} e {u;} < {u}},
logo {(u;,v;)} < {(u},v;)}, ou seja, £(rz) < {(Tz). Logo xz < Tz. O caso em que z e T

possuem grau impar é analogo. O]

O proximo lema, mostra que ¢1, ¢o € ¢ preservam a relacao <

Lema 2.38. Sejam (ZE &D, ggz € &%, 1=1, 2. Sex <Z, entdo:

a) 51(95) < 51(%):
b) b(z) < 6(3).

Demonstracao. Como 5 = 51 ong, s6 precisamos provar o item (a). Suponha que z, T € Ml.
Se x = 1 ou = 1, entdo o resultado é imediato. Entdao podemos supor que = = yi* - - -y,
e ¥ =ty com s, # 0 our, # 0. Temos £(dy(z)) = E(Witn) Yalmy) = {ri}, onde
r=r;sci=¢(j) erl = 0sei¢p(N). Analogamente, &(dy(F)) = EWity - Yalny) = {8}
onde s} = s;se i = ¢(j) e s; =0sei¢p(N). Como z < 7T, existe ty € N tal que ryy < sy,
e s, =1 set >ty B suficiente mostrar que Tihtte) < Si(to) © St = 71 se t > @(ty). Como

d(to) € A(N) segue que 1y = Ty, < Sty = Sy)- Seja t > @(to) e suponha que ¢ € ¢(N).
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Como ¢ é crescente, existe p > t, tal que t = ¢(p). Logo 1, = r, = s, = s;. Por outro
lado, se t ¢ ¢(N), entao r; = s; = 0. Isso mostra que qgl( ) < qbl( ). Agora, sejam = = yz
e¥ =y eM, comy,y €M eze 2 sio mondmios nas varidveis z,. Como ¢, fixa as
varidveis z, segue que d; (x) = b1 (y)z e b1 (7) = d1(y)7. Se z < 2’ o resultado ¢é imediato.
Suponha que z = z’. Como x < T, temos y < ¥ e assim gz;l (y) < qb~1 (y') pela primeira parte
da demonstracio. Logo, ¢1(z) = d1(y)z < d1(y')2 = é1(F).

Vejamos como comporta-se a fungao ggg. Suponha inicialmente que

T = Zc1Rdy """ Rep Rdm s xr = chlzdzl : ”ZC;Zd;.

Por deﬁnigéo, temos &(z) = {(0,74,5:)} e £&(T) = {(0,7},5))}, com r; = ch;cj:i 1, s; =
Diyidymi 1 Ti = D1 1 €87 = Dy 1. Além diisso, E(a()) = {(0,us,v5)} € E(a(7)) =
{(O,UZ,UZ)} com (UZ,U,) - (rj>sfj\)/ (UZ,UZ) (7“], S]) se 1 = ¢(]) € (uivvi) - (UZ,UZ) (07())
se i ¢ ¢(N). Note que x, T € M e, por hipétese, x < Z. Por isso, temos apenas duas

possibilidades:

(a) o({(rs;s;)}) < o{(rj, s5)});
(b) ({(rj,s;)}) = 0({(r, s7)}) e {si} < {si} ou {si} = {si} e {ri} < {ri}.

Como A({(0,u;,v;)}) = ({(0,7;,5;)}) e A({(0,u;,v;)}) = A({(0,77,55)}), se ocorre (a),

5795
entao 0({(0,u;,v;)}) < ({(0,u},v})}). Se ocorre (b), entao {v;} < {v;} ou {v;} = {vi} e
{u;} < {u}}. Isso mostra que &(da(z)) < &(d2(%)). Finalmente, suponha que = = yz e
F=y2 €M comy,y €M eze 2 sio mondmios nas varidveis z. Se z < 2/, entdo,
pelo que acabamos de ver, ggg(z) < gg(z’). Além disso, (;2 fixa as variaveis y’s. Logo,
Da(x) = yda(2) < Y ha(2') = da(y'2') = $a(F). Agora, se z = 2/, entdo y < ¢/ e novamente
obtémese ¢ (x) = ya(2) < Y d2() = ha(y'?) = da(®). 0
Lema 2.39. Sejam x, T € ]\Z, i =1,2. Sex < T, entao existem 5 € &), Yy € ]\71 e

T.

z =z, -z, k=0, tais que ygg(x)z

Demonstragdo. Suponha inicialmente que x, ¥ € ]\71, r=y'-ymeT =yt -yn, com
r, # 0 ou s, # 0. Como z <' 7, existe ¢ € ® tal que r; < s4(;), para cada j = 1. Além
disso, £(6(x)) = {r}}, com 7} = r; se i = ¢(j) e 1] = 0se i ¢ $(N), logo dx) = yi* -y “f,‘;;’
(lembre que ¢ é crescente). Seja, para cada i > 1, [; = s; —r;. Note que [; = s; se i ¢ (b( )e

que l; = s4(;) — 1 > 0 se i = ¢(j). Assim, podemos considerar o elemento y = yll1 yjf((”))

Calculando &(y¢(z)), obtemos
E(yd(x))

5( ’ y¢¢(<r?)) ( )

(- ¢<n)>y?1“1. y¢?n3))

o(n)

Li+rih = {si} = €(2).

§
6( ll+7'1 . yl¢(n)+r¢(n))
{
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Logo, y%(x)z =2, com z = 1. Agora, sejam © = 3§z, T = 2 € Mz, com Y = Ya, * ** Yay »

U="Ya Ya ) T = Zey zdl 2,24, € 2 = Zd 2 2 zd/ . Provaremos a existéncia de

Como consequéncia teremos yo(z)z = yo(y)d(z)z = §Z = ¥. Lembre que
§@) = () w? )} comu) =5, L =%, teu? =3, 1 Ana
logamente, temos £(T) = {(vfl),vi@),vgg))}, onde Ui(l) = > il vl@) = 267 cle e
B = Zd;_;d;:i 1. (a) Como z <' 7, existe ¢ € ® tal que u§) <o i=1eie{l1,23).
Seja l,(f) = U;:) se k¢ ¢(N) e l,g = Ug()) - u( se k = ¢(j), para cada j, k > 1eie {1,2,3}.
Note que l,(j) > 0 e, portanto, podemos considerar um mondmio y tal que &(y) = {l](-l)}.
Temos também que 7 <’ 7/, pois, ugl) < v((;&), j = 1. Entao pela primeira parte da demons-
tragdo obtemos y¢(y) = y. Para provar (b), considere o elemento z = 2., zq, - * * Ze,, Zd,, €

defina z = z., 25, -+ 2,25 ,, cOM l§2) = 26] emile l ij;fj:i 1. Assim,

§(D(2)2) = E(zp(e1) 26(dr) * ** Zo(em)Zo(dm) Zer Zh1 "~ * Zenun Zfp)
= (0,0, i)}

K3 K3

onde u/@) = D(e)idley)—i L T Dieje,i L€ U u” qud yotd=i L T 2pp=i - Se i = 9(s),
entao u = Do) (e3)ibles)=a(s) L T Zej,e] o) L = u® + l¢()s) = Z(). Por outro lado, se
i ¢ ¢(N), entdo u() =0 + Zej,ej_z = 11(2) = ’Ui(Q). De modo analogo prova-se que
uf = oY i > 1. Por fim, £(2) = {(0,0”,0()} = {(0,u/”, )} = £(6(2)z), ou scja,

$(Z)z = Z. Para o caso Z = 2,24, - - 2, basta definir z = zp 2, --- 2 , e repetir os

argumentos anteriores. ]

Definicao 2.40. Seja f = Z?:l a;m;, m; € M e a; € D. Sea; # 0 emqy > m;, para
cada i = 1, diremos que Im(f) = my, lc(f) = a1 e lt(f) = aymy sdo, respectivamente, o

monomio, o coeficiente e o termo lider de f.

Lema 2.41. Sejam f e f combinacdes lineares de elementos de M com Im(f) =z e

lm(f) =7. Sex <' 7, entdo existem 56 CT), Y€ M, e ze M tais que lm(yqz(f)z) =17.

Demonstracao. Como x < I, entao pelo Lema 2.39, existem 5 € &), Y E ]\71 €Z =2y Ry,
k = 0, tais que y%(:v)z = 2. Por outro lado, a relacao de ordem < é preservada por (Z
e o mesmo por multiplicacoes & esquerda por y e a direita por z. Logo, lm(yg(f)z) =

yo(z)z = 7. O
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Teorema 2.42. Seja D um anel associativo, comutativo, unitario e Noetheriano. Seja
I o Ty-ideal fraco gerado pelas identidades [y1,ya]|, 212223 — 232021 € Y121 + 21y1, com
y; € D{X)o e z; € D{X)1. Entao, todo Ty-ideal fraco contendo I possui base finita. Em
particular, munido da Zs-graduagdo natural, o par (My(D), sla(D)) satisfaz a propriedade
de Specht.

Demonstracao. Suponha que exista um Ts-ideal fraco J contendo I que nao é finitamente
gerado. Entdo podemos escolher um elemento g; € J\I e gerar um outro Tr-ideal fraco I
gerado por g; e I de modo que I < I; < J. Como J nao é finitamente gerado, podemos
escolher gy € J\I; e gerar outro Ty-ideal fraco, digamos I, gerado por gs e I; de modo
que I < I} < I, < J. Repetindo esse argumento, obtém-se uma cadeia estritamente
ascendente de Ts-ideais fracos finitamente gerados I < I & I, < ---. Esta cadeia por
sua vez, induz uma cadeia estritamente ascendente de ideais J; & Jo & -+ de D{X)/I
com J = I/I. Mostraremos que uma tal cadeia em D{X)/I nao pode existir. Uma
vez que M é uma base para D(X)/I, podemos escrever cada elemento de R; = J\Ji_1
como combinacao linear de elementos de M. Seja L; o conjunto dos monomios lideres
dos elementos de R;. Note que L; # J, pois R; # . Além disso, como < é uma boa
ordem linear em M , cada conjunto L; possui um tnico elemento minimal z;. A relagao
<’ é uma boa ordem parcial para M , logo a sequéncia {r;} possui uma subsequéncia
infinita {x;, } ndo-decrescente com respeito a <’ (Lema 2.22). Para cada z;, € L;,, seja
h; € R;, um elemento nao-nulo cujo termo lider é lt(h;) = oyx;,, oy € D. Seja Iy o ideal
gerado por aq, as, .... Como D é Noetheriano, existe k tal que Iy é gerado por ay, ..., ag.
Assim, a1 = Zf By, com 5 € D. Como z;, <" x;,,,, para cada [ =1, ..., k, existem y,
zeMe¢ed tais que Im(yd(hy)z) = z;, ., (Lema 2.41). Logo, t(yd(h)z) = T -
Considere agora h = Zle ﬁlylg(hl)zl. Observe que h = Zle By, + (fatores menores).
Logo, lt(h) = Zleﬁlala:ikﬂ = (ZL Biou)xi,,, = g1, ,,. Note que para cada [ = 1,
Ji

o(hy) € Jigesry—1, POIS Iy € um Th-ideal fraco (na verdade porque cada ideal J;, é invariante

oo, k, tem-se hy e Ry, & J;, < (han)— 1 pois 1 < iy < -+ < ip < ipy1) — 1. Além disso,

~

por endomorfismos de &)) Assim, ylgg(hl)zl € Jiy,1y—1 € portanto, h € J;, . 1. Considere

k+1

agora o elemento f = hyy1 —h € D{X)/I e recorde que hyq possui termo lider a1,

No entanto, como mostramos anteriormente, este é o mesmo termo lider de h. Logo, f
. A . ’ )

possui mondmio lider menor que x;, . Pela escolha dos /s, temos hyy1 € Ji(k+1)\<]i(k+1)—1-

Ji(ku)*l =R

por defini¢ao) e este é menor

Além disso, h € Jigeiy—1 & Jig,y, € portanto, fe Jl-(kﬂ)\ insr- Ora, isso nao é

possivel uma vez que o monoémio lider de f estd em L;,,, (

que ;. ,, o elemento minimal de L Isto prova o resultado. O

Tht1*
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Capitulo 3

Identidades Fracas com Acao de

Grupo

Seja G < Aut(A, L) um subgrupo, ndo necessariamente abeliano, do grupo de
automorfismos do par (A, L). Dizemos neste caso que (A, L) é um G-par ou que é um par
com agao de G. Considere a G-dlgebra associativa F'(X;G) sobre F livremente gerada
por X = {2¥|ge G,i > 1} e I{(X:G) < F(X; G a G-subdlgebra de Lie gerada por
X. Entao o par (F(X;G), L{X;G)) ¢é livre na classe dos pares (A, L) com acao de G.
Em geral vale a inclusao Aut(A, L) € Aut(A). Em particular, como os automorfismos de
M, (C) sao dados por conjugagao (pelo teorema de Skolem e Noether) e a conjugacao
preserva o trago das matrizes, tem-se Aut(M,(C),sl,(C)) = Aut(M,(C)). Segue disso
que todo automorfismo de M, (C) preserva sl,(C). Observamos aqui que, se n > 2, 0s
automorfismos da algebra de Lie sl,(C) nao se resumem apenas as conjugacoes. Mas
como j& vimos, considerando o par (Mz(C), slo(C)), é suficiente considerar o grupo dos

automorfismos da algebra matricial.

Definicao 3.1. Dizemos que um G-polinomio f(xf',...,29") € C(X;G) é uma G-

identidade fraca para o par (A, L) se f(ai',...,a?") =0, para cada a; € L.

Defini¢ao 3.2. Sejam (Ay, Ly) e (As, Lo) dois G-pares. Um homomorfismo de pares
f:(Aq, L) — (Ag, Ls) € dito um homomorfismo de G-pares se para cada g€ G e a € Ay

tem-se f(a?) = f(a)?.

Como no caso de identidades polinomiais, o conjunto [ dG(A, L) de todas as
G-identidades fracas do par (A, L) forma um G-ideal fraco, ou seja, um ideal invariante por
endomorfismos do G-par (F(X;G), L{X;G)). Seja agora A = Cla;, b;, ¢;| i = 1] a dlgebra
associativa e comutativa livremente gerada por X = {a;,b;,¢;|1 = 1} e G < Aut(My(C))
um grupo finito de automorfismos agindo fielmente em M;(C). Entdo G < PGLy(C)

age em My(A) por meio de conjugacoes. Considere as G-dlgebras associativa e de Lie,
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respectivamente, RY, S¢ < M,(A) geradas sobre C por

De modo analogo ao que foi feito para o caso graduado podemos verificar que o par
(RY,S%) é o G-par associativo-Lie relativamente livre na variedade V(I) determinada pelo
G-ideal de identidades fracas I = Id“(M;(C), sly(C)). De agora em diante admitiremos
sempre que G < Aut(My(C), sly(C)) = Aut(M;(C)) é um grupo finito agindo fielmente
no par

Aut(Ms(C), sl5(CT)),

ou seja, G é um dos grupos Z,, D, Sy, Ay ou As. Estes sdo os subgrupos finitos PG Ly (C)
e sua descricao remonta ao Teorema de Platao sobre os poliedros regulares. A demonstracao
formal foi dada por F. Klein em [27], em 1884. O lema seguinte ¢ demonstrado do mesmo

modo que o Lema 2 de [6].

Lema 3.3. Sejam ¢: G — PGLy(C) e ¢: G — PGLy(C) duas agoes de um grupo G no
G-par (My(C), sly(C)) tais que ¢(g) = Bip(g)B~". Entio (My(C), sly(C)) tem as mesmas

G-identidades nas duas acoes.

3.1 Identidades fracas com acao de Z,

Como Aut(A,L) < Aut(A) e L{(X;G) herda a G-graduacdo da algebra li-
vre C(X;G) = Ei—)xe@((XX :GHY | a dualidade entre G-acdo de grupo abeliano finito e
G-graduagao continua vélida se considerarmos pares (A, L) no lugar de algebras e a
demonstracao da proposicao a seguir repete palavra por palavra a demonstragao da

Proposicao 1.45.

Proposicao 3.4. Seja G < Aut(A,L) um grupo abeliano finito e considere o G-par
livre (C(X; G, L(X;G)). Entio (C(X;G), L{(X;G)) é o par livre G-graduado de posto
enumerdvel e id®(A, L) = id’" (A, L).

Suponha que G = Z, é gerado por g. Como g tem ordem n, segue que g
age por meio de conjugagao por uma matriz diagonalizével ¢(g). Assim, pelo Lema 3.3,
podemos supor que ¢(g) = aeqg + fegs, com «, § # 0. Porém multiplicar ¢(g) por escalares
nao-nulos nao altera a acgao e, entdo, multiplicando esta matriz por 1/a, podemos supor
que g age por conjugacao através de uma matriz da forma ¢(g) = ej; + wegs, sendo w é

uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Dito isso, g age assim em sly(C):

<a b ) ( a w_lb>
g f—
c —a we —a
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No caso particular em que n = 2, a agao ocorre da seguinte forma:

(R VA ] VN Y G

Sejam my(z) = e(x) + g(z) e m(z) = e(x) — g(z). Entao, pela Proposicao 2.19, e, pela

Proposicao 3.4, obtemos:

Proposicao 3.5. Os Zs-polinomios a sequir formam uma base de Zs-identidades fracas
para o par (My(C), sly(C)):

1. [mo(21), mo(2)],
2. mi(x1)m1 (o)1 (23) — M1 (23) 71 (22) 71 (21),

3. mo(x1)m(x2) + m1(x2)m0(21).

Suponha que G = Z,, n = 3. Como G ¢ abeliano a algebra de grupo CG tem

decomposicao em soma direta de ideais minimais CG = (—B Ce;, com ¢; = 1/|G]| Zw"j q.
a b a 0 a b 00
€o = y €l = )
c —a 0 —a c —a c 0

a b 0 b
€n—1 = .
c —a 0 0
Em geral temos o seguinte:

Gt 0} (e e
c —a Zw_(z_l)]c —Zw‘”a

(i+1)

Note que

Mas, w™" = 1 se, e somente se, i = 0. Por outro lado, w™ = 1 apenas quando ¢ = n — 1.
Por fim, w™ ™Y = 1 equivale a termos i = 1. Portanto, como cada poténcia w’ é igual a
1 ou é uma rafz do polinémio f(z) =1+ 2+ ---+ 2" !, pois w é uma raiz primitiva da
unidade, isso mostra que e; aniquila sl3(C) se i # 0, 1, n — 1. Escreveremos e_; no lugar

de e,_;.

Lema 3.6. Sejam G = 7Z,, n >3 e a = +1. As sequintes relacoes sio G-identidades para
o par (My(C), sly(C)):

1. eo(z) + e1(z) + ey (z) = z,
2. eq(x1)eq(z2) =0,

3. [Go(l‘l),eo(l‘g)] = O,
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4 ealT1)e—a(T2)ea(rs) = €a(r3)e_al(r2)ea(r1),

5. eo(x1)eq(2) + eq(z2)eo(zy) = 0.
Demonstracao. De verificagdo imediata. O

Seja B o conjunto de todos os monoémios da forma

L —

60(1‘)ﬂ€a(1‘i1)6_a($j1) ©Ca (xik)e_a(xjk)7

com a = *1, eg(x)® = eg(ax)™ - -eg(a,)", 4 < ig < -+ < g, J1 < Jo < -+ < Jg e
e_q(zj,) significa que a parcela e_,(z;,) pode nao ocorrer. Denote por I o G-ideal de

identidades fracas gerado pelas identidades do Lema 3.6.

Lema 3.7. Seja B como acima. Entdo
C(X;GY/T ={{m+ I|m e B}).

Demonstragio. Primeiramente observe que a identidade x = eg(z) 4+ e1(z) + e_1(x) ou, de
modo mais geral, ¢’z = eo(x) + w/ei(x) + we_1(z) (ver Observagdo 1.38), nos mostra
que um mondomio

m =m(z{", ..., zI")

pode ser escrito como uma combinagdo linear de monémios em eg(x;), e1(x;) e e_1(x;)
modulo 1. Sem perda de generalidade, podemos supor que m é apenas um mondémio em
eo(x;), e1(x;) e e_1(x;). Pela identidade 5 do Lema 3.6, podemos reescrever cada um desses
monomios deixando todos os eg(x;) & esquerda dos demais elementos. Além disso, usando
a identidade 3 do mesmo lema podemos escrever m = ey(x)%eq, (Tr,) -+ * €q.(2,,) mddulo
I, com «; = +1. Observe que devido a identidade 2 do Lema 3.6 podemos supor que os
elementos da forma e, (7;) e eq,(7;) ndo sdo adjacentes. Por fim, a identidade 4 permite

reescrevermos

m = 60(1’)26(1(371'1)67&(333'1) T (mik>e*a(zjk)

modulo [ com i1 <ipg < - - <ipej; < Jo < - - < Jp. O

Lema 3.8. Nenhuma combinacdo linear ndo trivial dos elementos de B ¢ uma G-identidade

para o par (My(C), sly(C)).
Demonstracao. Observe que se avaliarmos um elemento de B nas matrizes genéricas

i 0 i bi
Xi_<a >_€0<a )ESG
0 —a; ¢ —a;

e este mondomio apresentar algum fator da forma e;(z;) ou e_i(x;), entdo este mond-

mio sera aniquilado. Consequentemente, em uma combinacao linear de tais mondmios,
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os unicos fatores que sobram apds estes serem avaliados nas matrizes X; sdo aqueles
da forma eg(x)® = eo(x1)™ - eo(zx)™ e estas avaliagdes resultam em af*---ap*eq; +
(=1)mT -+ kgt alfegy. Observando que os a;s sdo algebricamente independentes, po-
demos recuperar cada eg(z)™ de sua avaliagdo. Entdo uma combinagao linear nula de
mondmios de B s6 ocorre se todos os coeficientes dos fatores eg(x)™ forem iguais a zero
e, assim, podemos supor que em uma tal combinacao linear nao aparecem elementos da

forma eg(z). Considere os monoémios dos tipos my, mg, m3 € my a seguir:
1. m; = €1<$i1)6—1(xj1) T el(xik)e_l(xjk)7
2. may = ex(zy)er(zy,) - exlzy),
3. mg = e_1(zy)er(xy,) - e—r(zy)er(wy,),
4. my = e_y(zy,)er(xy,) - e—q(wy,).

Seja, para cada 1 > 1,

a; bz
X; =
G, —ay
Avaliando cada um dos monoénios acima em X;,, X; ,..., X, , obteremos como resultado,

respectivamente, as matrizes

1. My =ci, - ci,bj, - by eaa,

2. M2 =Cj * Cikbﬁ s bjkilegl,

3. M3 = bi1 L biijl © G,

4. M4 = bi1 s biijl ©Cj_,€12.
Logo, basta considerarmos combinagoes lineares onde os monémios sao do mesmo tipo
my, 1 € {1,2,3,4}. Agora é s6 proceder como na demonstracao do Lema 2.18 para ver
que m, (X, Xjp, .., Xj,) = ml (X4, X5y, ..., X, ) se e somente se m, = m,.. Desta forma
se f = Z%mg (a;; € Cem] € B é do tipo m;) aniquila o par (M;(C), slo(C)), entdo
Zaﬂ]\/[f = 20@]\/[5 = ZaigMg = 2ai4Mi = 0, com M/ é a avaliacao de m! nas
matrizes X;. Como as varidveis sao algebricamente independentes, segue que a;; = 0 para

quaisquer i, j. O

Teorema 3.9. Seja G = Z,, n > 3. As identidades do Lema 3.6 formam uma base de
G-identidades para o par (Mx(C), sly(C)).

Demonstracao. Consequéncia imediata dos Lemas 3.7 e 3.8. O
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3.2 Identidades fracas com acao de D,,

Suponha agora que G = D,, = (g, h|g" = h* = 1,hgh = g~'), n > 3. Analoga-
mente ao que foi feito para o grupo ciclico, recorrendo ao Lema 3.3 (ou Lema 9 de [6]),

podemos supor que g e h agem assim:

o0 0)- () () )

E bem conhecido, ver [48], que neste caso o grupo possui apenas representagoes irredutiveis
de grau 1 e 2, mais precisamente se n = 2m e e; ¢ como antes, entao a algebra de grupo

C|G] decompoe-se em uma soma direta de cépias de C e My(C) da seguinte maneira:

o 4 cépias de C, cada uma gerada por:

(a) (1/2)(1 + h)eo,
(b) (1/2)(1 = h)eo,
(¢) (1/2)(1 = h)(1 + €),
(d) (1/2)(1 + h)(1 = eo),

o m — 1 copias de My(C) geradas por: ey;, hey;, i = 1.
Por outro lado se n = 2m + 1, entao C[G] possui:

o 2 copias de C geradas por:

(a) (1/2)(1 + h)eo,
(b) (1/2)(1 = h)e,

« m cépias de My(C) geradas por: e4;, hey,, i = 1.

Um célculo direto mostra que e; (e portanto he;) aniquilam siy(C) se ¢ # 0, 1, n— 1. Como

no caso do grupo ciclico, escreveremos e_; no lugar de e,,_;.

Lema 3.10. Seja G = D,,, n >3 e a = +1. As sequintes relagoes sao G-identidades para
o par (My(C), slo(C)):

1. (14 h)eg(x) = 0,
2. eo(x1)f(x2) + f(z2)eo(z1) = 0, com f € {eq, hen},
3. eo(z) + er1(x) + ey () =z,

4. [eo(x1), eo(z2)] = 0,
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5. f(@1)f(z2) = 0, onde f € {eq, hea},
0. f(z1)g(z2) =0, onde o par (f,g) € {(ea, he—a), (hea, e-0)},
7. f(z1)zag(zs) = f(x3)z29(21), onde f,g € {ea, hea},

8. ea(w1)ahe_a(xs) = he_o(3)Tsea(z1),

9. ea(t1)e—als) = he_a(w2)hea(z1),

10. eq(x1)heq(2) = eq(2)heq ().
Demonstracio. A demonstracao é imediata e consiste de avaliacao direta. O]

Veremos que estas identidades formam uma base de G-identidades para o par
(M5(C), slo(C)) no caso em que G = D,,. Observe que esta nao é uma base minimal, por
exemplo, as identidades (9) e (10) sao equivalentes; (7) e (8) o sdo, bem como (5) e (6).
Resolvemos manter as identidades 6, 8 e 10 apenas para que os argumentos do Lema 3.11

fiquem mais transparentes.

Sejam I o G-ideal de identidades fracas gerado pelas identidades do Lema 3.10
e B o conjunto formado por todos os mondémios do tipo eo(z)™u, onde u = 1 ou é um

mondmio em {eiq, heyq} tal que:

(B1) hej e he_; ndo ocorrem simultaneamente,
(B2) Cada he, aparece apenas apds 0s €_,,

(B3) Cada e, (respectivamente he,) pode ser seguido imediatamente apenas por e_,, e

he, (respectivamente por e,),
(By) Sei<je fe{ea, he,}, entdo f(x;) vem antes de f(x;),

(Bs) Se i < j, entdo u nao contém fatores do tipo f(z;)g(z;) com f, g € {eq, hea}.

Dadas as condigoes (B1)—(Bs), as tnicas possibilidades para os mondmios u (além de

u = 1) 20 u = uyug, com (u; e/ou us podem ser iguais a 1):

¢ U = €a($i1)€,a<le) o .ea(‘rik)e*C‘f(I‘jk)?

o« ug = heg(ay, )es(wy,) - - - heg(a,_, )es(a,).

Aqui f = o e [y = igis se up termina em e, (x;, ), por outro lado = —a e Iy = jiis caso

u; termine em e_,(z;, ). Em qualquer caso tem-se também 4; < iy < -+, j1 < jo < - --.
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Lema 3.11. Seja B como acima. Entdo
CX;GY/T ={{m+ I|me B})

Demonstracao. Por analogia com o que foi feito no caso do grupo ciclico, temos 29 =
eo(®) + wiey(z) + w e (z). Além disso eg(z) = —heg(r) médulo I o que nos di a
identidade

a" = heg(z) + hey(z) + he_i(x) = —eo(x) + hei(x) + he_1(z).

Desta forma cada G-mondmio pode ser escrito como uma combinagao linear de monoémios
em eg(xz;), eq(z;) e heq(x;), médulo I. Agora, seja m = m'heq(x1)Y he_q(z2)m” ¢ I
de modo que na escrita de Y nao ocorrem he; e nem he_;. Se Y é uma expressao
vazia, usando a identidade (9) do Lema 3.10, podemos escrever m na forma m =
m'e_q(22)eq(x1)m”. Caso contrario, pelas identidades (5) e (6), Y deve ter a forma
Y = ea(y1)e—a(y2) - - ea(yr-1)e—a(yxr). Usando as identidades (8) e (9) sucessivamente

obtemos

"

m = m'heq(x1)(€a(yr)e—alyz) - €a(Yr-1)e—a(yr))he_o(r2)m

® m'heq(z1)he_o(x2)Y'm”

© m'e_o(x2)eq ()Y 'm”,

moédulo 7, sendo Y/ um monomio em e ;. Continuando com esse procedimento obteremos

(B1). Suponha que m tenha a forma
m = mihes(x1)Ye_q(z2)ms

com he, 0 mais préximo possivel de e_,(z2) (e que satisfaga Bi), ou seja, que tenhamos
na escrita de m algum elemento e_, a direita de algum he,. Das identidades (6) e (8) e

do fato que m ¢ I, obtemos que Ye_o(22) = €a(y1)e-a(y2) - - e—alyr-1)ea(yr)e-a(z2), €

/ / "
m = miY'e_,(x2)eq(yr)heq(r1)msy
moédulo 7. Aqui Y’ é um mondmio nos e4;. Isso nos permite supor, sem interferirmos em
By, que na escrita de m cada he, ocorre apenas apés todos os e_,. Com isso, btemos

(B1)—(Bz). Pelas identidades (5) e (6) ja temos:
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e, pela primeira parte da demonstracao, eliminamos ocorréncias da forma he,(z1)he_q(x2).
Logo, cada monoémio m ¢ [ pode ser escrito médulo I como um produto de eq(x;),
ea(z;) e heq(x;) onde cada e, é seguido imediatamente apenas por e_, ou he,, enquanto
que he, é seguido imediatamente apenas por e,. Além disso, he; e he_; nao ocorrem
simultaneamente. Com isso, as condigoes (B;)—(Bs) estdo mantidas. Sejam f, g € {eq, he,}
e suponha que em m aparecem elementos do mesmo tipo (e, ou he,). Assim, m tem a
forma m = mi, f(x;)ms f(x;)ms. Escolha f(x;) e f(z;) de modo que em mj ndo ocorra
elemento do tipo f. Se f = e,, entao das propriedades (B;)—(Bs) e da identidade (6) segue
que mg € {€_q(y1), hea(y1)}. Por outro lado se f = he,, novamente de (B;)—(Bs) e (6)
obteremos mj = e,(y1). Em qualquer caso m = mj f(z;)ms f(z;)ms médulo I (identidade
(7)), e isso nos da (By)-(By). Se m = mjf(x;)g(x;)ms, a identidade (10) nos permite
escrever m = my f (z;)g(x;)ms médulo I, portanto as condigoes (By)—(B5) sdo satisfeitas.
Por fim, todos os eg podem ser colocados a esquerda de cada mondnio devido a identidade
(2) e as variaves z; dos elementos da forma ey(z;) podem ser colocadas em ordem crescente

(identidade (4)). Isso conclui a prova. O
Lema 3.12. Nenhuma combinagao linear nao trivial dos elementos de B é uma G-

identidade para o par (Ms(C), slo(C)).

Demonstragio. Considere matrizes genéricas X; = a;(e11 — €2) + bie1a + ;91 € uma
combinagao linear f de elementos de B, digamos f = | eo(x)"u,, sendo ey(z)™ dois a

dois distintos. Entao, cada u, tem a forma

Z ZO‘%J w?

,j=1 k
com u(n)l; € B, a(n)i; € C, u(n)i(X1,...,Xm) = g(n)fe; com g(n)f; € Clb;,cli >
1]. A avaliacao de eg(x)™ nas matrizes X, ..., X,, resulta em uma matriz da forma

m(n)(e1 + ex), com m(n) = af'---ay*. Assim,

f(Xl,...,Xm) = Zm(@ 611 + 622 2 ZOQ] Xl»--';Xm»

i,j=1 k

Z oy (n)g(n)} Z afy(n)g(n)f,
_Zm 2%1 g+ aky(n)g(n)s,
k

Devido a ordem imposta aos a;’s podemos recuperar cada eg(x)™ a partir de sua avaliagao

nas matrizes genéricas, ou seja,

eofa) = eola)™ < m(n) = m(w).

Como os a;, b; e ¢; sao algebricamente independentes, teremos

> aki(n)g(n)f; =0,
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se f(X1,...,X,,) = 0. Assim tudo que precisamos fazer é verificar se sdo linearmente
independentes os elementos u € B que avaliados nas matrizes genéricas resultam em
multiplos da mesma matriz elementar e;;. Escreva v = ujus e denote a avaliagao de u nas
matrizes X; por w. Note que as tinicas maneiras de se obter um multiplo de uma matriz

elementar e;; sao as seguintes:
(611)2

a) Uy = 1,
uy = hey(xy,)er(ws,) -+ - hey (i, )er(w,),

U = Cjy Ciy "+ * G, G, €11,

b) ur = e_1(w,)er(zy,) ez, )e1(ws,),
U = hefl(xikﬂ)e*l(xikw) T hefl(ximrq)a

U= biybi, - biy i Cly oo Gy €11,

) ur = e_1(xy)er(xy,) - e—r(xi)er(wy,)
Uy = 1

u = bhbiz cee biijle2 © Gy,

d) ui = e_1(wy,)er(wy,) -+ e—i (@i )er (),
U = h/el(xjk+l)€1 (xjk+2> T hel (xjk+r—1)61(xjk+'r)7

u=byb, - bikcjlcjz © " Chpgr1 Gy €115

up = hey(@i, )er(xs,) - - hei(zi,),

b) ur = e_y(zy,)er(wy,) - er(wy,_, Je1(xi,),
Ug = 1,

U = biybi, - - iy ¢, Gy - Gy €12,

) up = e_1(xq)er(xy,) - - - e—x(z, )er (s, ),
us = hey (xjk+1)61 (:Uijrz) T h€1<xjk+7-)7

u = bi1bi2 T bikcjl Cja * * " Gy €12,

d) ur = e_1(zy,)er(w,) - ex(wy,_, Je—1(xi,),
up = he 1 (v, )e1(xi,,) - he (i, e (T, ),

= biy iy, Cjy o Gl €2,

(€91):
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a) up = 61(3?i1)6—1(37j1) s '6—1(%;671)61(93%),
Ug = 1,

U= CiyCiy + -~ Cipbjy bjy -+ by €1,

b) up = ei (@i, )e1(x),) ez, )er(ziy),

uy = hey(wy,,,)e1(Ti,,,) - hei(wi,, . )ei(wi,, ),

U= CiyCiy *** Cig ., Ciy,, Dy bjy -+ - bjy €1,
¢) wp = ey (wy)e1(xy) - er(wi )e1(xj,),

Uy = hefl(mij) (xjk+2) 'hefl(lewrr)?

u = Ci;1 Cig * Czkb b s bjk+r€217

d) uy = 1,
uy = he_1(ws)e_1(x5,) - he_1(zy,),

U= by by, -+ by, €1,

a) Uy = el(xh)e—l(xh) o '6—1($jk—1)61(xik)’
Uz = h’el(xik+1)el ('rik+2) T hel(xilvkrfl)’

U= CiyCiy *~ Ci 0y bjy -+ bjy_ €29,

b) ur = ei (@i, )e-1(zj,) - er(ws)e-1(xy,),

U= Ci\ Cig ~+ - Ciy by bj, -+ by, €22,

¢) ur = ey (i Je1(xj,) - ealwi)e1(zj,),
U = h€—1($jk+1) (xjk+2) e he—l(xjk+r—1>e—1($jk+r)7
u = Ci1Ciy " Czkb b e bjk+T€227

d) Uy = 1,

up = he_y(wy)e_1(w,) - hey(zi,_, )e1(xi,),

U = by, by, - - - by, €92,

Em cada caso e;;, observe que nenhuma relacdo entre G-mondmios em (a), (b), (c) e (d) é
possivel. Para exemplificar, consideremos o caso (e11). Temos 4 possibilidades: na primeira
o grau total das varidveis b's é zero, ja na segunda o grau total das varidveis do tipo b é
maior que o grau das variaveis do tipo ¢, na terceira os graus coincidem entre as variaveis
dos tipo b e ¢, por fim, no quarto caso o grau total das variaveis do tipo ¢ é maior que o
grau total das variaveis b. Comportamento semelhante ocorre para cada matriz elementar
eij, assim apenas precisamos verificar se sao linearmente independentes os G-monomios

dos tipos (a), (b), (¢) e (d) separadamente. Como as varidveis b;, ¢;, para i = 1, estdo em
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ordem crescente, os monomios podem ser recuperados unicamente a partir de sua avaliagao
nas matrizes genéricas. Além disso as varidveis b; e ¢; sao algebricamente independentes,

assim nehuma relacao entre eles é possivel. O]

Os Lemas 3.11 e 3.12 fornecem o préximo resultado.

Teorema 3.13. Seja G = D,,. As identidades do Lema 5.10 formam uma base de G-
identidades para o par (Ms(C), sly(C)).

3.3 lIdentidades fracas com acao de Ay, As e S,

Suponha que G = Ay, A5 ou Sy é um grupo agindo em (My(C), sly(C)). O

seguinte resultado pode ser visto em [32, Lema 14] ou [6, Lema 12].

Lema 3.14. Suponha que G age fielmente em sly(C). Entdo, slo(C) é um CG-mddulo

irredutivel.

Os trés casos sao semelhantes e sao tratados simultaneamente. Este mesmo
comportamento ocorre no calculo de identidades com agao para My(C) e slp(C). Como
observado em [32], podemos entdo decompor CG em uma soma direta de um ideal Jy que
aniquila sl3(C) e uma copia de M3(C). Sejam vy = €17 — €99, U3 = €19 € U3 = e31. Como
algebra de transfomagoes lineares sobre o espago sly(C) de dimensao trés, M3(C) tem base
{e;; | 1 <,7 <3} (a base candnica) a qual satisfaz €;;(v;) = d;5v;. Explicitamente, esta

base age em = = a(ej; — e€9g) + bejs + cegy € slo(C) assim:

a O b 0 c¢c 0
611(33) = <O —a) ) 612(95) = (O —b> ) 613(56) = (0 —c) )
0 a 0 b 0 ¢
621($) = <O 0) ) 622(I) = (0 0) , 623(1‘) = <O O) )
00 0 0 00
631((13) = (a O) s 632(1}) = (b 0) s 633(55) = (C O> .

Lema 3.15. Seja G = Ay, As ou Sy. As sequintes relagoes sao G-identidades para o par

(M5(C), sl2(C)):

1. 611(.1') + 622(55) + 633(1’) =,

2. [ela($1)>€1ﬂ($2)] = 0} «, 5 € {17273};

3. €10(71) anticomuta com €;;(x3), i =2, 3 e j, a € {1,2,3},
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4‘ Eia(xl)ejﬂ<$2)€i7(x3) = €1a(l’1)€15<$2)6i7($3), onde i; .7 = 27 3 (7’ #* j) € qQ, 5; Y= 1;
2,3,

5. €ia(T1)€i8(x2) =0, para i =2, 3 e, e {l,2,3},
6. €3Q(I1)€2@($2) + 625(.172)63Q(I1) = €1a<371)615<$2), onde a;, ﬁ = 1, 2, 3,
7. €1a(71)€j8(72) = €15(22)€ja (1), com j e {2,3} ea, fe{l,2,3},

8. €aq(r1)€e35(22) = €25(22)€30 (1), com a, € {1,2,3}.
Demonstracao. A demonstracao é imediata e consiste de avaliacao direta em cada caso. [

Seja B o conjunto formado por todos os mondémios da forma u = wjus tais que:

(Bl) Uy = 611(1171)l1 T 611(55k)l’“€12($1)m1 T 612($k)mk€13($1)n1 T 613(%)”’“,
(Ba) us € {1, €25(2a), 63j(xa)752i(xa)63j(xﬂ)}a

Bs) Em wus se ocorre €;;(x,,), 1 € {2, 3}, entdo para cada €;4(x,) na escrita de u; tem-se
( i(Ta), 3}, p D

s<jous=jep<aq,
(Bs) Em uy = €9;(z4)€35(xp), tem-se i < joui=jea<}f.
Lema 3.16. Se I ¢ o G-ideal fraco gerado pelas identidades do Lema 3.15, entao

CX;G)/I = {u+ I|lue B}).

Demonstra¢io. Como = = Zeu(x) e {e; | 1 <i,j < 3} gera um ideal bilateral de CG,
entdo cada G-mondmio pode ser escrito (médulo ) como uma combinagao linear de
monomios em €;;(z,). Dado um tal monémio podemos colocar todos os termos €;;(z) a
esquerda (identidade (3)), entdo o que restara a direita serd um produto de fatores dos
tipos €2;(x4) € €3;(x ). Por outro lado, a identidade (5) elimina as ocorréncias de fatores da
forma €;;(xq)ein (), i € {2, 3}, assim os termos €y; e €3, aparecem alternadamente. Agora
recorrendo as identidades (2), (3) e (4) sucessivamente poderemos escrever médulo I cada

mondmio m € C(X; G)\I na forma m = ujug, onde

e U = 611(1171)11 s 611(513%)['“612(371)ml s 612($k)mk€13(5€1)n1 T 613(%)”'“7

o ug € {1,€2(%a), €3;(Ta), €2i(Ta)esi (1), €35(25)€2:(a)}-

Usando a identidade (6) podemos enviar os elementos €3;(z,) para a direita dos eg;(z3).
Agora se uy = €3;(4) OU €3;(x4) € €15(x,) ocorre em wu; colocamos (caso necessario) estes
dois fatores lado a lado (identidade (2)), depois permutamos o segundo indice por meio da

identidade (7) e novamente usamos (2) para reordenar os fatores em u;. Por outro lado,
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Se U = Ul COM Uy = €2;(T4)€3(x3), realizamos o procedimento anterior para arrumar a
primeira parcela de uy. Escolha €1,(z,) em u; com p o maior possivel tal que j < p; agora
escolha dentre estes fatores €,(x,) aquele com maior valor de ¢. Se nao existe um tal p,

entao acabamos. Caso contrario, teremos trés situacoes a considerar:

a) Se j = p e g = [ nada precisa ser feito.

b) Se j = pe f < g, troque x5 por z, (identidades (2), (3) e (7)), obtendo: u =
Uy€9;(q)€sp(y) 1850 conclui o argumento, pois p <ioui=pe f < ¢ < a uma vez

que €9;(x,) satisfaz (Bs).

c¢) Suponha j < p. Como em (b), troque j por p e xz por z, obtendo:

U = Ur€g;(Tq)esp(y), assim j < p < i e €(z,) continua satisfazendo (Bs).
Por fim, use a identidade (8) para obter (By). O

Antes de continuarmos fixemos algumas notagoes:

e n::= (lla"‘vlkamla"'7mk7n1a"'7nk>7 liamiani = 07
k k k
n l; m n
o up(x)t = H€11($i) ‘ H€12(9€z) ‘ H€13($z) 4
i=1 i=1 i=1
_ Ik pma mE n1 N
° Ul' al...akl bk Cl ...Ck,
o Uy :=1uy(Xy,..., X)) aavaliagdo de uy nas matrizes genéricas X; = a;(e1; — ea2) +

bielg + Ci€a1.

Lema 3.17. Nenhuma combinacgdo linear nao trivial dos elementos de B ¢ uma G-
identidade para o par (My(C), slo(C)).

Demonstracao. Se E]1 = aj, EJ2 =bje E]?’ = ¢j, entao U serd I, Eciyeu, Egezl ou EéEéen
caso us seja, respectivamente, 1, €;(z,), €3;(24) ou €2;(z4)€sj(x ). Defina a seguinte relacao
de ordem: E; < Elses<jous=jep<a. Estaé a relacdo de ordem induzida pela
ordem lexicogréfica no conjunto dos pares (j,«) e apenas estabelece a seguinte ordem

linear no conjunto {a;, b;,¢; | 1 = 1}:
a; < Qi1 < bj < bj+1 < Ck < Ck+1, VZ,],II{Z = 1.

Suponha que exista uma identidade da forma

f= Zaul Z Biug (x fuj (T ),

7p q,n
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onde u;q denota os elementos uy € B tais que Uy é um multiplo da matriz elementar e,,.
Como as variaveis em u; = uj(x)™ estdo ordenadas, u; fica inteiramente determinado por

sua avaliacdo nas matrizes genéricas. Além disso, quando avaliamos 2 a;up(x)® obtemos

0 =Y

A entrada esy nao ocorre de outra maneira na avaliacao de f, logo a; = 0, para todo ¢ >

1
e tudo que precisamos fazer ¢ mostrar que nao existem identidades f = Z ity () g, (7)
i1

com (p,q) € {(1,2),(2,1),(1,1)}. Os trés casos sio semelhantes. Seja u = uyuy € B. Se
€15(z,) ocorre em uy e €;(x,) ocorre em uy, entao por (Bz) temos s < jous=jep<a,
ou seja, B < Eé Escreva u(Xi,..., X)) = £mimamze,,, onde my e ms sdo as duas
maiores variaveis ocorrendo em u. Agora note que pelo argumento anterior as variaveis que
ocorrem em U, serdo maiores que aquelas que ocorrem em U7, logo mayins corresponde a
us e my corresponde a uj. Analogamente, desta vez por (B,), se ma < mg, entdo my € mg
correspondem, respectivamente, a primeira e a segunda variavel de us. Isso mostra que
podemos recuperar os elementos u € B a partir de sua avaliagdo. Como os a;, b; e ¢; sdo
algebricamente independentes, nenhuma combinacao linear nao trivial entre estes pode

resultar em O. O

Para ilustrar o que ocorre na demonstragao acima, considere os seguintes

exemplos.
Exemplo 3.18. Suponha que apds avalia¢io de u em matrizes genéricas tenhamos obtido
0 a%b106207

0 0

Temos uy = €3;(4), pois obtivemos um maltiplo de e12 (veja o inicio da demonstragao).

U(Xla"'an’) =

Além disso, a1 < a1 < by < ¢o < ¢7. Como aq, big e co sGo menores que c7, estas nao
podem ocorrer na avaliagio de us, por (Bs). Logo us = €as(x7) e as demais varidveis surgem
da avaliacao de uy, mas jd vimos que uy € determinado unicamente por sua avaliacao e,

pOTtCL’I’LtO, Uy = 611(.1'1)2612<33'10)613<.Z'2).

Exemplo 3.19. Agora suponha que apds avaliagio de u em matrizes genéricas tenhamos
obtido

2p 0
WXt X = (@ 186207 NE

entdo uy = €;(Tq)es;(2), pois obtivemos um maltiplo de ey;. Ordenando as varidveis,

obtemos a1 < a1 < byg < ¢o < ¢7. Como a; e byg sGo menores que co estas nao podem



Capitulo 3. Identidades Fracas com Ag¢ao de Grupo 65

ocorrer na avaliagio de uy. Além disso, uma vez que us possui dois fatores, as unicas
possibilidades sio uy = eg3(w2)€e33(x7) € uy = eaz(w7)ess(ws). A sequnda ndao ocorre, por

(Bs). Logo ug = €93(w2)€s3(27) € uy = 611(I1)2€12($10)-

Os Lemas 3.16 e 3.17 fornecem o préximo resultado.

Teorema 3.20. Seja G = Ay, As ou Sy. As identidades do Lema 3.15 formam uma base
de G-identidades para o par (M(C), sla(C)).
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Capitulo 4

Identidades de Laurent

4.1 Um breve histérico

Seja F' um corpo, X = {x1,2s,...} um conjunto de simbolos, e denote por
{1, T3, ...y 0 grupo livre e livremente gerado por X. Seja Fj, = F{zi', z5',...) a dlgebra
do grupo livre gerado por X, seus elementos sao chamados de polinémios de Laurent (em
variaveis nao comutativas). Se A é uma F-dlgebra associativa unitaria, denotamos por
U(A) seu grupo de unidades (os elementos invertiveis). A dlgebra F, satisfaz a seguinte
propriedade universal: dada qualquer algebra associativa unitaria A e qualquer fun¢ao
a: X — U(A), existe um tnico homomorfismo de algebras a: F; — A que estende a.

Dizemos que f(zi',..., 2 ') € Fy, é uma identidade polinomial de Laurent (LPI) para

A (ou para U(A)), se f(ai,...,a,) = 0 para quaisquer ay, ..., a, € U(A). Claramente
as identidades polinomiais de Laurent de A formam um ideal de F; e uma identidade
de grupo w = 1 é equivalente a uma LPI da forma w — 1 = 0. A algebra F, gerada por
Y1 e ¥ sujeita as relacoes y7 = y3 = 0 desempenha um importante papel na teoria de
LPI’s. Mais geralmente, aparece no estudo das relacoes entre as identidades de grupo de
um dado grupo G e as identidades polinomiais satisfeitas por sua algebra de grupo FG.
Neste capitulo, relacionamos as LPI's de F e as LPI’s da algebra das matrizes de ordem 2,
M, (F). Segue dos nossos resultados que, se o corpo base F' é infinito e quadraticamente

fechado, entdo os ideais de LPI’s dessas duas élgebras coincidem.

O estudo das relagoes entre identidades polinomiais satisfeitas por algebras e
identidades de grupo satisfeitas por seu grupo de unidades é bastante antigo e muitos
autores tém dado atencao a este objeto. Varios resultados importantes foram obtidos. Por
exemplo, em [7] Y. Billig, D. Riley e V. Tasi¢ provaram que, se A é uma algebra unitaria
nil-gerada sobre corpo infinito, entao seu grupo de unidades U(A) satisfaz uma identidade
de grupo se, e somente se, A satisfaz uma identidade polinomial ndo matricial, ou seja,

uma identidade polinomial nao satisfeita pela dlgebra das matrizes de ordem 2.

B. Hartley conjecturou por volta de 1980 que se G é um grupo de torcao e o
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grupo de unidades U(FG) de FG satisfaz uma identidade de grupo, entdao F'G satisfaz
uma identidade polinomial. Este fato foi provado em 1997 por A. Giambruno, S. Sehgal e
A. Valenti [19] assumindo que o corpo F' ¢ infinito. Em 1999, Chia-Hsin Liu [38] provou
a conjectura sem restrigdes sobre F' e no ano seguinte [39], provou a conjectura para
algebras algébricas sobre corpos infinitos. Dois anos mais tarde, J. Z. Gongalves e M. A.
Dokuchaev [11] obtiveram uma versao da conjectura de Hartley para dlgebras algébricas

com identidades polinomiais de Laurent.

O lema seguinte, uma adaptagao da Proposicao 1 de [17], foi usada por Liu [3§]
e desempenha um papel importante no estudo de LPI’s. Seja Fy o subanel de I’ gerado

por 1.

Lema 4.1. Seja A uma dlgebra sobre o corpo F' e suponha que U(A) satisfaz uma identidade
de grupo w = 1. Entao, existe um polindmio nao nulo f € Fy[t], o anel de polindmios em

wma varidvel, tal que f(ab) = 0 para quaisquer a, b € A satisfazendo a®> = b* = 0.

Em 2017 O. Broche, J. Goncalves e A. Del Rio [8] estenderam a conjectura
de Hartley (para élgebras de grupo), desta vez considerando identidades polinomiais de
Laurent no lugar de identidades de grupo. Devemos notar que a demonstragao do lema
anterior ndo funciona bem para a maioria dos polindémios de Laurent. Os autores de [§]
encontraram um interessante critério que permite escolher as “boas” identidades e, para
estas identidades, conseguiram provar a conjectura. Seja g um polindémio nao nulo em F[t],
a algebra de polindmios em uma variavel. Dizemos que a F-algebra A tem a propriedade
Py com respeito a g se g(ab) = 0 para qualquer par de elementos a, b € A satisfazendo
a® = b* = 0. Dizemos que um polindmio de Laurent f tem a propriedade P se qualquer
algebra A, para a qual f é uma identidade para U(A), tem a propriedade P; com respeito

a algum polinémio g € F[t]. O lema seguinte foi provado em [§]:

Lema 4.2. Sejam F = Flyi,ys | ¥ = v = 0) e f um polinémio de Laurent. Sdo

equivalentes:

1) f nao € uma LPI para U(F);

2) Existe um polindmio nao nulo g € Ft] tal que qualquer F-dlgebra A, para a qual f

¢ uma LPI de U(A), satisfaz a propriedadade Py com respeito a g.

Como observado por O. Broche, J. Goncalves e A. Del Rio em [8], o grupo
U(F) nao satisfaz identidade de grupo (este possui subgrupo livre ndo abeliano). Logo, o

seguinte resultado obtido por eles generaliza a conjectura.

Teorema 4.3. Seja F um corpo e G um grupo de torcao. Se U(FQG) satisfaz uma LPI
que nao é LPI de U(F), entao FG satisfaz uma identidade polinomial.
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Apos a confirmacao da validade da conjectura por A. Giambruno, S. Sehgal e A.
Valenti [19] em 1997, a péxima etapa seria descrever os grupos de tor¢do G para os quais
U(F @) satisfaz identidade de grupo. No mesmo ano, D. S. Passman [42] obteve condigdes
necessarias e suficientes para U(F'G) satisfazer identidade de grupo. Mais recentemente M.
Ramezan-Nassab, M. H. Bien e M. Akbari-Sehat [43], considerando grupos sem tor¢ao
G, forneceram algumas condigoes necessarias para U(FG) satisfazer uma identidade
polinomial de Laurent. Estas condi¢oes geralmente sao dadas em termos de propriedades
satisfeitas pelo grupo G. Mais uma vez, as identidades polinomiais de Laurent de U(F)

desempenharam um papel crucial.

4.2 |dentidades de Laurent para U(F)

Se A é uma dlgebra sobre F', denotamos por Idy(A) < Fp o ideal de identidades
de Laurent de U(A). Nesta segdo provamos que as identidades de U(F) sdo identidades
matriciais desde que o corpo seja infinito e quadraticamente fechado, ou seja, a equacao
2? —a = 0 possui solucdo em F para cada a € F. Recordemos que um corpo algebricamente
fechado é obviamente quadraticamente fechado, enquanto a reciproca falha. O subcorpo dos
numeros complexos consistindo de todos os niimeros construtiveis com régua e compasso
sobre os racionais é quadraticamente fechado, mas nao é algebricamente fechado (ver
Teorema 1.7, pagina 223, de [37]).

Precisaremos dos seguintes subgrupos de G Ly(F):

G, = Z(GLy(F)),
Gy = {)‘]+6612 | )‘766F7>‘7é0}7
Gy = {ge€ GLy(F) | det(g) = k*, ke F*}.

Se A é uma algebra gerada por a, b € A tais que a* = b* = 0, entdo existe
um dnico homomorfismo de algebras C;: F — A tal que Ci(y;1) = a e Ci(y2) = b. Seja
A = Flxea,yes ) S My(F[z,y]), defina o homomorfismo C;: F — A por Ci(y;) = zes €
Ci1(y2) = yean, e seja Co: F{xeis, yesr) — My(F') o homomorfismo definido por Co(zers) =

€12 € 02(9621) = €21.

Se

f=a+ Zai(ylyQ)iyl + Zﬂj(ylyg)j + Z%(yzyl)k + Eél(ywl)lyz €,

k l

entao

Ci(f) = (MZWW 2oy )

Z syt a Z,ykmkyk
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Claramente C; é um isomorfismo e C; é um epimorfismo. Assim Ci(f) €
U(My(F[z,y])) se, e somente se, det(Cy(f)) € U(F[xz,y]). Mas det(C,(f)) = o® + g(z,y),
com g nao possuindo termo constante. Portanto, det(C;(f)) é uma unidade se, e somente
se, g(z,y) = 0 e a # 0. Deste modo, se B € Ci(F) é um elemento invertivel, entao

B~ € Cy(F). Por outro lado, expandindo o determinante de B obtemos o polinomio:
Wz, y) = (a+ > By ) (a + Y way®) — O™ y) (O da'y™).

Além disso,

det(Cz 0 Co(f)) = (a + ) B)a+ D ) — (D a) (D 6) = AL, 1).

Entao, Cy o C1(f) possui determinante quadréatico para cada f € U(F), ou seja, Cy 0
Ci(U(F)) < Gs.

Sejam A;, Ay € My(F) matrizes nao nulas tais que A2 = A5 =0e f: F —
M,(F) definido por f(y;) = A;. Como A; e Ay € My(F') possuem quadrado nulo, existem
matrizes invertiveis P, e P tais que A; = Pie;a P Le Ay = Pyeo Py ! Considere agora
o automorfismo \: My(F) — My(F) definido por A(m) = P 'mP,. Entao, A o f satisfaz
Ao f(U(F)) = PLUF(U(F)P = f(U(F)). Além disso, Ao f(y1) = e e Ao fya) =
N~'ey1N com N = P 'P,. Portanto, para classificarmos as imagens homomorfas de U (F),

a menos de conjugacao, precisamos considerar apenas os seguintes casos:

* f(yl) = f(y2) = 0;

o fly1) = e, f(y2) = aera, a # 0;

o fly) =enze f(y2) = 0;

. f(yl) = e € f(yg) = P€21P_1, com P = aeqy + fen + Yeéa1 + feqy € invertivel.
Seja Vi = span{l, f(y1), f(y2)}. Verificaremos que f(U(F)) = G, onde i = dim V. Se

dimVy = 1, entdo I é uma base para V; e, assim, f(y1) = f(y2) = 0 e obtemos que
fU(F)) = G

Temos dim V; = 2 se, e somente se, Vy = span{l, e;2}. Entao, f(U(F)) = G2
neste caso. Se substituirmos y; por ys ou ejs por ey; obteremos grupos conjugados. Resta
verificar o que acontece quando dim Vy = 3. De agora em diante denotaremos por fi e fo

os homomorfismos dados por:

f1(y1) = €12, fl(y2> = €21,

fo(r) = era, fo(yz) = Pesy P71
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Lema 4.4. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) dim Vy, = 3;

b) 6 +#0;

c) fa € sobrejetor;
d) P, P~' e Imy,;

e) Existem u, v e F tal que fi(9(y1,42)) = fa(9(y1, uyav)), para qualquer g € F.

Demonstra¢io. Provemos que (a) e (b) sao equivalentes. Se 6 # 0, temos as relagoes

€11 = 972(det(P)€12P€21P71 + 96612) € [mf2,
€99 = I — €11 € Imf2,

€o1 = 8_2(det(P)P€21P_1611 — 58611> € ]me.

Por outro lado,

Pey P~ = det(P) ! (O‘ B) <O O) ( 0 _5) = det(P)! <5f _52).
v o6 10 -y« 0- —p0

Entao se 0 = 0, teremos fo(F) € span{l,eis} e entdo f, nao é sobrejetor. Note que
dim V}, = 3 garante ey P~' ¢ span{l, e;a} e este por sua vez fornece que 6 # 0. As demais

equivaléncias sao demonstradas de modo similar. O

Lema 4.5. Se dim Vy, = 3, entao fo(U(F)) = f1(U(F)).
Demonstracao. Suponha que existam elementos nao nulos w; e wy em F tais que:

w% = wg =0, filwi) = fa(y2) e f2(w2) = fi(y2).
Assim, dado ¢(y1,y2) € F temos para quaisquer j, k € {1,2}:

felg(y1,92)) = 9(fu(n), fr(y2))
= 9(fi(y), fi(w;))
= fi(g(y1, wy)).
Como w]2- = 0, existe um homomorfismo A, : F — F dado por Ay, (y1) = ¥1 € Aw, (y2) = wj.
As igualdades acima nos dizem que fi = fj o A,,. Entao fi(U(F)) < f;(U(F)), para cada
j e k. Agora precisamos obter os elementos w; e wy acima. Seja A = det(P) e considere os

seguintes elementos

U = a1Y1 + ay2 + asyay1 + asy1y9,
V= —a1Y1 — GY2 + asYoy1 + azl1y2,

W = UYav.
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Entdo, w? = 0. Como dim V}, = 3 temos 6 # 0 e, entdo, para cada d}, ), aj, aj € F a

equacao fa(u) = ajers + aseq; + asesn + ajer; tem uma solugao dada por:

al aly + ag\~' 30 aly — as\"1 30 ayB?  ayB  ayp
@SS BT g 0 MT T o oMt T Ty Ty T

Mais ainda, esta solucao satisfaz
fa(v) = —ajers — aneqr + aless + azeqs.
Escolhendo os a}s de modo que fy(u) = P~' temos
fo(Auyav) = P 'PeyP7IP = ¢y = fi(y2).
Entao tomamos wy = Auyqv. Seja
w, = det(P) ™ (—B*y1yay + 0%y2 + BOY1y2 — BOYaun ).

Note que w? =0 e

_ n2
f1<w1) = det(P)_l <§f _ge) = P621P_1 = f2<y2)

Isso mostra que fo(U(F)) = fi(U(F)). O

Lema 4.6. f(U(F)) = Gs.
Demonstracdo. Seja

h=1+anuy + ays + Qptptiys + Q1ay1y2 + Q21Yay,

0 1
comap=a—1, a1 =0 an=0—-1,05 +ay="7 e

()

¢ uma matriz com determinante 1 com § # 0. Agora, observemos que

det(Cl(h)) =1+ (0621 + oo — 04110632)33@ + (06210612 — 05110652)1’23/2

0 -9 -1 —-1)—
to __(a—1)( ) =H se, e somente se, det(A) = 1.

B B
Seja a9, = 8710 + a — 2). Entao

0 1
Qg1 + Qg — 10y = (20l — 10y = 0,
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ou seja, h € U(F). Além disso, f1(h) = A. Suponha que = 0 e note que, pelo que
0 —1 v o0
, e fi(U(F)),
£ ) (2 esurm

Deste modo, obtemos novamente que A € f1(U(F)). Seja A uma matriz invertivel com
determinante det(A) = d*. Entdo, det(d'A) = 1 e entdo existe h € U(F) tal que
fi(dh) = A. Isso mostra que G3 < f1(U(F)). Como f; = Cy 0 Cy, obtemos f1(U(F)) =
Cy0C1(U(F)) € Gs. Isso completa a prova. O

acabamos de ver, temos

—_

entao

Segue diretamente dos lemas anteriores:

Lema 4.7. Sejam Ay, Ay € My(F) matrizes de quadrado zero e f: F — My(F) o
homomorfismo dado por f(y;) = A, i =1, 2. Se Vy = span{l, Ay, As}. Entao:

(a) Existe P; € GLy(F) (dependendo de f) tal que f(U(F)) = PGsP™*, com § = dim V};
(b) f é um epimorfismo se, e somente se, f(U(F)) = Gs.
Teorema 4.8. Seja F' um corpo. Entdo F € quadraticamente fechado se, e somente

se, existe um homomorfismo f: F — My(F) tal que f(U(F)) = GLo(F). Neste caso
Idp(F) € Id(My(F)). Se um tal homomorfismo existe e além disso F' € infinito, entdo

Idy(F) = Idp(My(F)).

Demonstragio. A equivaléncia é imediata. Sejam By, ..., B, € GLy(F) e uy, ..., u, €

U(F) tais que f(u;) = B;, para cada i > 1. Dado qualquer g € Id.(F) temos

g(Bla"'vBN> = g(f(ul)vaf(un» = f(g(ula"'vun» = 07

assim Idp,(F) € Idp(My(F)). Por outro lado, se existe uma identidade de Laurent g para
GLs(F) que nao é uma identidade para U(F), entdo existem uq, ..., u, € U(F) tais que
g(u, ..., u,) # 0 em F. Multiplicando g(uy, ..., u,) no lado esquerdo (ou direito) por y;

(e/ou por ys), obteremos um polindémio nao nulo ~ em uma variavel de modo que

Mas aplicando o homomorfismo f; dado por fo(y;) = Aeia e fa(y;) = ea, com A € F, a
ultima expressdo, obtém-se h(Aej;) = h(Aejzea;) = 0 e, como o corpo € infinito, por um

famoso argumento do determinante de Vandermonde e;; deveria ser nilpotente, o que é
impossivel. Entao Idp(F) = Id(My(F)). O

O contetdo deste capitulo foi enviado para publicacdo em Archiv der Mathe-

matik, o qual encontra-se em analise no momento.
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