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Resumo
Neste trabalho obtemos uma base de identidades com ação de um grupo finito de auto-
morfismos para o par pM2pCq, sl2pCqq. Estes grupos são os subgrupos finitos do grupo de
automorfismos de M2pCq, tais grupos são conhecidos há muito tempo (formalmente desde
aproximadamente 1870, embora ainda na Grécia antiga fosse conhecida a descrição dos
poliedros regulares). Eles consistem dos subgrupos finitos de PGL2pCq, os quais são Zn,
Dn, A4, A5 e S4. De modo semelhante ao que foi feito para M2pCq por A. Berele [6] e
sl2pCq por P. Koshlukov e A. D. M. Mortari [32], precisávamos de base de identidades
fracas Z2-graduadas para o par pM2pCq, sl2pCqq, mas esta base ainda não era conhecida,
então primeiramente exibimos uma tal base. Mostramos também, considerando apenas
anéis (unitários) associativos, comutativos e Noetherianos, que o ideal de identidades
Z2-graduadas do par pM2pAq, sl2pAqq satisfaz a Propriedade de Specht, a qual afirma
(neste caso) que todo ideal de identidades fracas Z2-graduadas que contém todas as iden-
tidades fracas graduadas do par pM2pAq, sl2pAqq possui base finita. No último capítulo,
mostramos que as identidades de Laurent do grupo de unidades da álgebra relativamente
livre F “ xy1, y2 | y2

1 “ y2
2 “ 0y são as mesmas que as do grupo linear geral GL2pF q se

F é qualquer corpo infinito quadraticamente fechado. Estas identidades são importantes,
pois mostram sob quais condições a chamada Conjectura de Hartley para identidades de
Laurent continua válida.

Palavras-chave: Identidades polinomiais. Identidades graduadas. Identidades de Laurent.
Ação de grupo. Propriedade de Specht.



Abstract
In this work, we obtain a basis of the identities for the pair pM2pCq, sl2pCqq acted on by a
finite group of automorphisms. These groups are the finite subgroups of the automorphism
group of M2pCq. They have been known for a long time (formally since around 1870,
although in ancient Greece they knew a description of the regular polyhedra). These consist
of the finite subgroups of PGL2pCq, which are Zn, Dn, A4, A5 and S4. Similarly to what
was done for M2pCq by A. Berele [6] and for sl2pCq by P. Koshlukov and A. D. M. Mortari
[32], we needed a basis of Z2-graded weak identities for the pair pM2p Cq, sl2pCqq, but this
base was not yet known. Thus, we had describe such a basis. We also show, considering
only associative, commutative, and Noetherian (unitary) rings, that the ideal of Z2-graded
identities of the pair pM2pAq, sl2pAqq satisfies the Specht property, which states (in this
case) that every ideal of Z2-graded weak identities that contains all graded identities of
the pair pM2pAq, sl2pAqq, has a finite basis. In the last chapter, we show that the Laurent
identities of the group of units of the relatively free algebra F “ xy1, y2 | y2

1 “ y2
2 “ 0y

are the same as those of the general linear group GL2pF q if F is any quadratically closed
infinite field. These identities are important because they show under which conditions
the Hartley Conjecture for Laurent identities remains valid.

Keywords: Polynomial identities. Graded identities. Laurent’s identities. Group action.
Specht property.
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Introdução

Seja F um corpo, X “ tx1, x2, . . .u um conjunto enumerável de variáveis (não
comutativas) e F xXy a álgebra associativa livre e livremente gerada por X sobre o corpo F .
Seus elementos são chamados de polinômios não comutativos. Dizemos que uma F -álgebra
associativa A satisfaz uma identidade polinomial f P F xXy, ou f “ 0, se fpa1, . . . , akq “ 0
para cada a1,. . . , ak P A. Se uma álgebra satisfaz uma identidade polinomial não nula,
dizemos que esta álgebra é uma PI-álgebra. Os primeiros trabalhos envolvendo o estudo
de álgebras satisfazendo identidades polinomiais começaram por volta de 1922, de maneira
bem implícita, com o artigo de M. Dehn [9], em uma tentativa de generalizar o Teorema
de Pappus da geometria projetiva. Em 1937, W. Wagner [54], também trabalhando com
geometria projetiva, obteve uma identidade polinomial satisfeita pela álgebra das matrizes
2 ˆ 2. Álgebras satisfazendo identidades polinomiais, não triviais, são chamadas de PI-
álgebras e o estudo de tais álgebras pertence ao campo da Matemática chamado de
PI-teoria. Embora nos dias atuais esta seja uma área de pesquisa muito ativa, ela passou
a ser objeto de maior atenção somente a partir de 1948 com o trabalho de I. Kaplansky
[23]. Foi neste trabalho que surgiu pela primeira vez o termo “Polynomial Identity”. Em
1950, A. S. Amitsur e J. Levitzki [3] provaram que a álgebra de matrizes MnpAq, onde A
é qualquer F -álgebra comutativa, satisfaz o polinômio standard St2n. Este resultado foi
muito celebrado e várias demonstrações foram dadas a este.

Se A é uma PI-álgebra, então o conjunto IdpAq de todas as identidades sa-
tisfeitas por A é um ideal chamado de T -ideal, aqui a letra T vem de Transformation,
uma referência aos elementos do anel de endomorfismos lineares da álgebra livre F xXy. O
motivo para isto é que todo T -ideal é invariante pela ação dos endomorfismos da álgebra
F xXy e esta propriedade caracteriza os ideais de identidades, ou seja, todo ideal I que é
invariante por endomorfismos é um T -ideal, pois I “ IdpF xXy{Iq.

Há uma extensa lista de álgebras que satisfazem identidades polinomiais. Fazem
parte desta lista as álgebras comutativas, as anticomutativas, as álgebras algébricas de
grau limitado, as álgebras de dimensão finita, as álgebras nilpotentes e muitas outras.
Vários problemas podem ser abordados quando se estudam álgebras com identidades
polinomiais. Dentre estes estão aqueles que propõem a obtenção de informações a respeito
da estrutura das álgebras que satisfazem algum tipo de identidade polinomial, por exemplo,
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I. Kaplansky [23] provou o seguinte:

Teorema 0.1. Seja A uma F -álgebra primitiva e suponha que A satisfaz uma identidade
polinomial de grau n. Então:

1. A – MtpDq, para alguma álgebra de divisão D sobre F e t ą 0;

2. Se K é o centro de D, então dimKA “ m2, com 1 ď m ď n{2;

3. A Ď E bK A – MmpEq, sendo E um subcorpo maximal de D.

Uma outra classe de problemas, a qual é o objeto principal deste trabalho,
consiste em determinar uma base de identidades polinomiais para o ideal formado por
todas as identidades satisfeitas por uma dada álgebra. Em outras palavras, queremos obter
um conjunto de identidades a partir do qual podemos gerar (de um certo modo) todas as
demais.

Em geral é muito difícil encontrar base de identidades para uma dada álgebra,
mas existem alguns bons casos de sucesso. Seja V um espaço vetorial com base e1,e2, . . . ,
e E “ EpV q a álgebra de Grassmann de V , ou seja, E é a álgebra com base formada
por 1 e os monômios ei1 ¨ ¨ ¨ eik

, i1 ă i2 ă ¨ ¨ ¨ ă ik, satisfazendo eiej “ ´ejei, e2
i “ 0. Se

charF ‰ 2, as duas últimas relações equivalem. (Se charF “ 2 E é comutativa.)

No ano de 1973, Krakowski e Regev [34] obtiveram uma base de identidades
para a álgebra de Grassmann E de um espaço vetorial de dimensão infinita, formada
pela identidade rx1, x2, x3s “ 0. Ressaltamos que este mesmo resultado foi obtido antes
de Krakowski e Regev por Latyshev; vale destacar que em [34] foi obtida informação
muito detalhada sobre a estrutura do T-ideal de E. Em 2001, a mesma base foi obtida
por Giambruno e Koshlukov [18], desta vez considerando corpos infinitos de característica
diferente de 2. Também é conhecida base de identidades se considerarmos a álgebra de
Grassmann de um espaço vetorial de dimensão finita, mas nesse caso precisamos acrescentar
à base anterior o polinômio standard [13]. Para encerrar a lista de exemplos, devemos
observar que são conhecidas bases para a álgebra UTnpF q das matrizes triangulares
superiores e também para a álgebra E b E, ver [13].

Ainda hoje não conhecemos base de identidades para a álgebra de matrizes
n ˆ n, se n ą 2. No caso n “ 2 e F é um corpo infinito de característica diferente de
2, são conhecidas bases. Em 1973, considerando corpo de característica zero, Razmyslov
[45] determinou uma base finita de identidades para o T -ideal de M2pF q formada por 9
identidades de grau no máximo 6. Alguns anos mais tarde, V. S. Drensky [12] determinou
uma base minimal para M2pF q em característica zero. Para corpos infinitos de característica
p ą 2, o problema foi resolvido por Koshlukov [29] e uma base minimal foi obtida para a
maioria dos casos. Em característica 2, o problema continua em aberto e acredita-se que
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neste caso não há base finita. Agora, sobre corpos finitos, Yu. N. Malt’sev e E. N. Kuzmin
[41] descreveram uma base finita para M2pF q. Eles provaram o seguinte:

Teorema 0.2. O ideal de identidades de M2pGF pqqq, q “ pn, é gerado pelos polinômios

1. f1px, yq “ px ´ xq
qpy ´ yq2

qp1 ´ rx, ys
q´1

q;

2. f2px, yq “ px ´ xq
q ˝ py ´ yq

q ´ rpx ´ xq
q ˝ py ´ yq

qs
q,

sendo rx, ys “ xy ´ yx e x ˝ y “ xy ` yx.

Também são conhecidas bases de identidades para M3pF q e M4pF q se F é um
corpo finito, ver [15] e [16]. É natural, portanto, perguntar quando o T -ideal de uma
álgebra com identidades possui uma base finita. Em 1950, W. Specht [50] fez exatamente
esta pergunta, a qual ficou conhecida como Problema de Specht.

Toda álgebra associativa sobre corpo de característica zero possui base finita de
suas identidades polinomiais?

Em 1987, A. R. Kemer [26] deu uma resposta positiva para o Problema de
Specht e para isso precisou fazer uso das chamadas identidades polinomiais graduadas, as
quais definiremos em breve. O Problema de Specht não possui resposta positiva, em geral,
se a característica do corpo é diferente de zero. Em 1999, A.Ya. Belov [4] obteve, para
cada corpo de característica positiva, um T -ideal que não possui base finita. Ainda em
1999, Shchigolev [49] e A. V Grishin [21] obtiveram outros contraexemplos.

Dizemos que uma álgebra A, ou o seu T -ideal IdpAq, possui a propriedade de
Specht se cada T -ideal contendo IdpAq (inclusive o próprio IdpAq) possui base finita. Como
consequência imediata do resultado de Kemer, toda álgebra associativa sobre corpo de
característica zero possui a propriedade de Specht. Em 1973, Kruse [35] provou o seguinte.

Teorema 0.3. As identidades satisfeitas por qualquer anel finito são finitamente baseadas.

Como consequência do teorema anterior, obtem-se que MnpF q satisfaz a propri-
edade de Specht se F é um corpo finito. A mesma conclusão pode ser obtida do trabalho
de L’vov [40]. Como dito anteriormente, temos base finita para M2pF q se charF ‰ 2 e F
é infinito, mas não sabemos se M2pF q satisfaz a propriedade de Specht se charF ‰ 0.

Definição 0.4. Dizemos que uma álgebra A é graduada por um grupo G, ou G-graduada,
se pode ser escrita como uma soma direta de subespaços Apgq, g P G, de modo que
ApgqAphq

Ď Apghq, para cada g, h P G. Dizemos que os elementos de Apgq são homogêneos
e possuem grau de homogeneidade (ou grau homogêneo) g e que Apgq é um subespaço
homogêneo para cada g P G.
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Como no caso de identidades polinomiais, podemos construir uma álgebra as-
sociativa livre G-graduada e, neste caso, faz sentido então falar de identidades polinomiais
G-graduadas. Seja G um grupo e X “ YgPGX

pgq uma união disjunta de conjuntos enume-
ráveis Xpgq

“ tx
pgq

i | i ě 1u. Agora podemos munir a álgebra associativa livre, livremente
gerada por X, de uma G-graduação F xXy “ ‘gPGF xXy

pgq, onde para cada g P G, F xXy
pgq

denota o subespaço gerado pelos monômios xpg1q

i1 ¨ ¨ ¨ x
pgkq

ik
tais que g “ g1 ¨ ¨ ¨ gk. Esta álgebra

é livre na classe das álgebras G-graduadas. Uma identidade polinomial graduada para A é
apenas um elemento fpx

pg1q

1 , . . . , x
pgkq

k q P F xXy para o qual fpa1, . . . , akq “ 0, sejam quais
forem os elementos ai P Apgiq.

Como já comentamos, as identidades graduadas foram usadas por Kemer como
uma ferramenta essencial para obter uma resposta ao Problema de Specht. Isso foi um
incentivo adicional para que tais álgebras tenham se tornado um objeto atrativo na
PI-teoria e muita pesquisa tem sido realizada neste campo.

Seja F um corpo infinito. Podemos tornar a álgebra de matrizes 2 ˆ 2, uma
álgebra Z2-graduada fazendo M2pF q “ M

p0q

2 ‘ M
p1q

2 , com M
p0q

2 “ tae11 ` de22 | a, d P F u

e M p1q

2 “ tbe12 ` ce21 | b, c P F u. Em 1992, Di Vincenzo [10] considerando charF “ 0,
obteve uma base finita de identidades Z2-graduadas para M2pF q. Esta é formada pelos
polinômios ry1, y2s e z1z2z3 ´ z3z2z1, onde yi tem grau de homogeneidade 0 e zi tem grau
de homogeneidade 1. A mesma base foi obtida por P. Koshlukov e S. Azevedo [30], mas
desta vez para corpo infinito de característica diferente de 2. Na verdade a demonstração
que obtiveram continua válida se considerarmos domínio de integridade infinito no lugar
de corpo. No mesmo artigo, Koshlukov e Azevedo descreveram uma base de identidades
Z2-graduadas para

E b E “ pE0 b E0 ‘ E1 b E1q ‘ pE0 b E1 ‘ E1 b E0q,

sendo E0 o centro de E, ou seja, E0 é o espaço vetorial gerado por 1 e por todos os
monômios ei1 ¨ ¨ ¨ eik

P E de grau par, enquanto que E1 é o espaço gerado pelos monômios
de grau ímpar. Ainda no mesmo trabalho, os autores obtiveram base de identidades
Z2-graduadas para a importante álgebra de matrizes 2 ˆ 2 sobre a álgebra de Grassmann

M1,1pEq “

#˜

a b

c d

¸

| a, d P E0, b, c P E1

+

,

sendo a graduação dada por M1,1pEq “ B0 ‘ B1, com

B0 “

˜

a 0
0 d

¸

, B1 “

˜

0 b

c 0

¸

,

para a, d P E0 e b, c P E1. A base obtida para M1,1pEq e E bE coincidem se charF “ 0 e
consiste de duas identidades ry1, y2s e z1z2z3 `z3z2z1, a mesma base obtida por Di Vincenzo
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[10]. Por outro lado, se charF “ p ą 2, então adiciona-se a identidade yp
1z1 ´ z1y

p
1 (a qual

não é identidade para M1,1pEq), para obter-se base das identidades graduadas de E b E.

Di Vincenzo [10] também mostrou que M1,1pEq e E b E são PI-equivalentes,
ou seja, possuem as mesmas identidades ordinárias se charF “ 0. Este resultado já era
conhecido há algum tempo, pois segue da teoria de estrutura de Kemer [25] para variedades
de álgebras. No entanto Di Vincenzo demonstrou este resultado sem usar teoria estrutural.
Em 1999, Vasilovsky forneceu uma base de identidades Zn-graduadas para a álgebra das
matrizes n ˆ n, ver [53].

Agora, em um cenário mais geral, resultados recentes [1, 51] garantem que para
qualquer grupo finito G e corpo F de característica zero, o ideal de identidades G-graduadas
de qualquer PI-álgebra G-graduada é finitamente baseado. Isso mostra, por exemplo, que
a álgebra Z2-graduada M2pF q ou, mais geralmente, MnpF q com Zn-graduação, satisfaz a
propriedade de Specht, e o mesmo para E b E e M1,1pEq.

Definição 0.5. Seja A uma F -álgebra associativa. Dizemos que um polinômio f P F xXy

é um polinômio central para A se

1. f não é uma identidade polinomial para A;

2. O termo constante de f é nulo;

3. fpa1, . . . , anq P ZpAq, para cada a1, . . . , an P A, onde ZpAq denota o centro de A.

O primeiro exemplo de polinômio central conhecido para M2pF q, foi fornecido
por Wagner e Hall e este é dado por rx1, x2s

2. Um outro exemplo de polinômio central,
para a álgebra de Grassmann E, é o polinômio rx1, x2s.

Considere V Ď A um subespaço de A e suponha que este gera A como álge-
bra. Então um polinômio f P F xXy é dito uma identidade fraca para o par pA, V q se
fpv1, . . . , vnq “ 0 para cada v1, . . . , vn P V . Identidades polinomiais fracas apareceram
em PI-teoria pela primeira vez no ano de 1973 por meio dos trabalhos de Razmyslov
[45, 44]. O objetivo de Razmyslov era resolver os dois seguintes, desafiadores, problemas
em PI-teoria:

1. Determinar base de identidades para matrizes de ordem n ě 2;

2. Mostrar a existência de polinômios centrais para a álgebra de matrizes de ordem
arbitrária.

O segundo item foi conjecturado por Kaplansky [24] em 1970, até então o único polinô-
mio central conhecido era o polinômio de Wagner–Hall para M2pF q. Razmyslov [44] e
Formanek [14] resolveram o segundo problema independentemente. Considerando corpo
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de característica zero e o par pM2pF q, sl2pF qq, Razmyslov [45] pôde resolver o primeiro
problema para matrizes 2 ˆ 2. No mesmo trabalho ele também determinou as identidades
da álgebra de Lie sl2pF q em característica 0.

Como no caso de identidades ordinárias, ou identidades graduadas, o problema
de determinar base de identidades fracas é, em geral, bem difícil. Razmyslov [45] obteve
uma base de identidades fracas para o par pM2pF q, sl2pF qq em característica zero. O
mesmo resultado foi obtido por Koshlukov [28], desta vez considerando corpo infinito de
característica diferente de 2. Em 2012, Koshlukov e Krasilnikov [31] encontraram uma
base de identidades fracas Z2-graduadas para o par pM2pF q, gl2pF qq considerando domínio
de integridade infinito:

Teorema 0.6. Sejam F um domínio de integridade infinito e pM2pF q, gl2pF qq com a Z2-
graduação natural. As seguintes identidades Z2-graduadas formam uma base de identidades
graduadas para o par pM2pF q, gl2pF qq.

ry1, y2s, z1z2z3 ´ z3z2z1, rz1z2, ys.

No Capítulo 2 demonstraremos os seguintes novos resultados. Aqui estamos
considerando a Z2-graduação natural de M2pF q.

Teorema 0.7. Seja F um domínio de integridade infinito. As identidades

ry1, y2s, z1z2z3 ´ z3z2z1, yz ` zy,

formam uma base de identidades fracas Z2-graduadas para o par pM2pF q, sl2pF qq.

Teorema 0.8. Seja F um anel (com unidade) associativo, comutativo e Noetheriano.
Então o ideal de identidades do par Z2-graduado pM2pF q, sl2pF qq satisfaz a Propriedade
de Specht.

Um outro tipo de identidades que abordaremos aqui são as chamadas identidades
polinomiais com ação de grupo. No caso de grupos abelianos finitos, estas podem ser
estudadas via identidades graduadas e vice-versa. Identidades com ação de grupo são
definidas de modo análogo às identidades polinomiais ordinárias e faremos isso com mais
detalhes no Capítulo 1; a diferença principal é que as variáveis desta vez estão sob ação de
elementos do grupo. Uma classe importante de álgebras com ação de grupo são as álgebras
com involução. Neste caso, o grupo agindo na álgebra é formado por automorfismos e
antiautomorfismos. Em 1969, S. A. Amitsur [3] mostrou que um anel com involução é PI
se, e somente se, é *-PI. Aqui estamos interessados nos subgrupos finitos G Ď AutpAq

agindo numa álgebra A.

Os subgrupos finitos G Ď AutpM2pCqq são conhecidos há muito tempo e são:
Zn, Dn, A4, A5 e S4. Considerando cada um desses grupos, com exceção apenas de
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D2 – Z2 ˆ Z2, A. Berele [6], exibiu uma base de identidades com ação de G para M2pCq.
Os subgrupos finitos de automorfismos da álgebra de Lie sl2pCq são os mesmos que os de
M2pCq. Em posse disso, Koshlukov e Mortari [32] obtiveram base de identidades com ação
para a álgebra de Lie sl2pCq. No Capítulo 3, obteremos base de identidades fracas com
ação para o par pM2pCq, sl2pCqq. Neste caso, como AutpM2pCq, sl2pCqq “ AutpM2pCqq, os
grupos agindo serão os mesmos.

Seja G um grupo e wpx1, . . . , xnq uma palavra (não trivial) no grupo livre
gerado livremente por X “ tx1, x2, . . .u. Dizemos que w (ou w “ 1) é uma identidade
de grupo, ou GI, para G se wpg1, . . . , gnq “ 1 para cada g1, . . . , gn P G. Uma pergunta
natural a se fazer é:

Quando podemos obter informações (e quais) de uma álgebra A a partir de propriedades
do seu grupo de unidades UpAq e vice-versa?

Se A tem “muitas” unidades, é razoável tentar responder a questão acima. Por
volta de 1980, B. Hartley conjecturou que se G é um grupo de torção e UpFGq, o grupo
de unidades da álgebra de grupo FG, satisfaz uma identidade de grupo, então FG satisfaz
uma identidade polinomial. Este problema foi resolvido completamente apenas em 1999
por Liu [39]. Um apanhado histórico mais completo pode ser encontrado no Capítulo 4.

Sejam F um corpo, X “ tX1, X2, . . .u um conjunto de símbolos, e denote
por xX1, X2, . . .y o grupo livre e livremente gerado por X. Seja FL “ F xX˘1

1 , X˘1
2 , . . .y

a álgebra do grupo livre gerado por X. Seus elementos são chamados de polinômios de
Laurent (em variáveis não comutativas). Os elementos de FL são chamados de polinômios
de Laurent e uma identidade polinomial de Laurent (ou LPI) para UpAq é um polinômio
de Laurent f que satisfaz fpa1, . . . , anq “ 0, para cada a1, . . . , an P UpAq. Assim, uma
identidade de grupo nada mais é do que um caso particular de uma identidade de Laurent
da forma w ´ 1 P FL. Surge então, de modo natural, a seguinte pergunta:

Se G é um grupo de torção e UpFGq satisfaz uma identidade de Laurent, então FG
satisfaz alguma identidade polinomial?

O. Broche, J. Gonçalves e Á. Del Río [8] deram uma resposta a esta questão, considerando
“boas” identidades de Laurent. Eles provaram que se o grupo de unidades de FG satisfaz
uma identidade de Laurent que não é satisfeita pelo grupo de unidades da álgebra
relativamente livre

F “ xy1, y2 | y2
1 “ y2

2 “ 0y,

então FG satisfaz alguma identidade polinomial. No Capítulo 4, mostramos que as
identidades de UpFq são matriciais se o corpo é infinito e quadraticamente fechado, ou
seja, se além de infinito, as equações x2

´ a “ 0 tem solução em F , para cada a P F .
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Os resultados dos capítulos 2, 3 e 4 são novos. Os do capítulo 4 foram submetidos
para publicação e os dos capítulo 2 e 3 estão em fase final de redação.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1 Identidades Polinomiais
Neste capítulo apresentaremos algumas definições e resultados importantes

que serão utilizados nos capítulos seguintes, particularmente a chamada dualidade entre
graduação e ação por grupo abeliano finito. A principal referência para este capítulo é o
livro “Polynomial Identities and Asymptotic Methods” dos autores A. Giambruno e M.
Zaicev [20]. Todas as álgebras consideradas aqui, a menos que seja dito o contrário, serão
associativas com unidade.

Seja X “ tx1, x2, . . .u um conjunto enumerável de variáveis e F um corpo.
Denote por F xXy o espaço vetorial com base formada por todas as palavras xi1xi2 ¨ ¨ ¨ xin ,
n ě 0. Agora defina pxi1xi2 ¨ ¨ ¨ xinqpxj1xj2 ¨ ¨ ¨ xjmq “ xi1xi2 ¨ ¨ ¨ xinxj1xj2 ¨ ¨ ¨ xjm . Estendendo
por linearidade, esta operação torna F xXy uma álgebra associativa unitária. Esta álgebra
satisfaz a seguinte propriedade universal: dada qualquer F -álgebra A associativa e qualquer
função α : X Ñ A, existe um único homomorfismo de álgebras rα : F xXy Ñ A que estende
α. Dizemos que F xXy é a álgebra associativa (unitária) livre e livremente gerada por X.
Se LxXy é a subálgebra de Lie de F xXy

p´q gerada por X, então LxXy é a álgebra de
Lie livre livremente gerada por X e também satisfaz a propriedade universal acima se
trocarmos álgebras associativas por álgebras de Lie. Os elementos de F xXy são chamados
de polinômios (não comutativos) e os elementos de LxXy são chamados de polinômios de
Lie. A cardinalidade do conjunto X é o posto de F xXy (e de LxXy).

Definição 1.1. Seja f P F xXy. Dizemos que fpx1, . . . , xnq (ou f “ 0) é uma identidade
polinomial para uma álgebra A, se fpa1, . . . , anq “ 0 para quaisquer elementos a1, . . . ,
an P A. Uma álgebra satisfazendo uma identidade polinomial, não nula, é dita uma
PI-álgebra.

Embora a definição acima refira-se a álgebras sobre corpos, podemos definir de
modo análogo identidades polinomiais para álgebras sobre anéis comutativos arbitrários.
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Note que um polinômio f é uma identidade polinomial para uma álgebra A se f P Ker ϕ

para cada homomorfismo ϕ : F xXy Ñ A. Analogamente definimos identidades polinomiais
para álgebras de Lie, trocando F xXy por LxXy.

Exemplo 1.2. Toda álgebra comutativa satisfaz a identidade rx1, x2s “ 0.

O polinômio dado por Stnpx1, . . . , xnq “
ÿ

psgn σqxσp1qxσp2q ¨ ¨ ¨ xσpnq, com σ

percorrendo todas as permutações no grupo simétrico Sn, é chamado de polinômio standard
de grau n e surge com frequência em PI-teoria.

Teorema 1.3 (Amitsur-Levitzki, [2]). A álgebra das matrizes MnpF q satisfaz o polinômio
standard St2n “ 0.

No mesmo artigo Amitsur e Levitzki mostram que 2n é o grau mínimo de uma
identidade polinomial satisfeita por MnpF q e que uma identidade polinomial multilinear de
grau 2n (charF ‰ 2 ou n ą 2), ou seja, uma identidade cujo grau em cada variável é igual a
1 em todos os seus monômios, é um múltiplo do polinômio standard. Várias demonstrações
para esse teorema foram obtidas e, talvez, a mais simples seja a de Rosset [20, p.18].
Curiosamente, Swan [52] forneceu uma prova usando teoria de grafos. A demonstração
dada por Amitsur e Levitzki faz uso de métodos combinatórios.

Exemplo 1.4. Toda álgebra A de dimensão finita n satisfaz alguma identidade polinomial.
Basta notar que Stn`1px1, . . . , xi, . . . , xi, . . . , xn`1q “ 0 e que quaisquer n ` 1 elementos
de A são linearmente dependentes. Logo, Stn`1pa1, . . . , an`1q “ 0 para quaisquer a1, . . . ,
an`1 P A.

Exemplo 1.5. Seja A “ M2pF q e a P sl2pF q. Então, pelo Teorema de Cayley-Hamilton,
temos a2

` detpaqI “ 0, pois trpaq “ 0. Logo, a2
“ ´detpaqI é uma matriz escalar. Por

outro lado, sabemos que rM2pF q,M2pF qs Ď sl2pF q, logo rrx1, x2s
2, x3s “ 0 é uma identidade

polinomial para M2pF q (identidade de Hall).

Definição 1.6. Dizemos que um ideal I Ď F xXy é um T -ideal se este é invariante por
todo endomorfismo ϕ de F xXy, ou seja, se ϕpIq Ď I.

Note que o conjunto formado por todas as identidades polinomiais de A é um
T -ideal. Denotaremos este ideal por IdpAq.

Definição 1.7. Sejam f , g P F xXy. Dizemos que f é uma consequência de g se f pode
ser escrito na forma f “

ÿ

uigpwi1, . . . , winqvi, com ui, vi, wij P F xXy. Dizemos que f e
g são equivalentes se são consequência um do outro.

Definição 1.8. Seja S Ď F xXy e I a interseção de todos os T -ideais que contêm S.
Dizemos que I é o T -ideal gerado por S e que S é uma base para I.
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Observe que S é uma base para I se, e somente se, cada elemento f P I

pode ser escrito como uma soma de consequências de elementos de S, ou seja, se f “
ÿ

uisipwi1, . . . , winqvi com ui, vi, win P F xXy e si P S. Analogamente, define-se T -ideal,
base de T -ideal, etc. para álgebras de Lie.

Neste trabalho faremos uso de vários tipos de identidades polinomiais, dentre
estas estão as chamadas identidades polinomiais graduadas. Álgebras satisfazendo esse tipo
de identidades têm sido cada vez mais estudadas e a principal motivação para seu estudo
veio com os trabalhos de A. R. Kemer. No artigo [26] intitulado “Finite basis property
of identities of associative algebras”, Kemer mostra que o T -ideal de toda PI-álgebra
associativa sobre corpo de característica zero possui base finita. Álgebras graduadas
desempenharam um papel crucial na demonstração desse resultado. Em 1999, A. Y.
Belov [4, 5] deu os primeiros contraexemplos em característica positiva. A identidade de
Hall e o polinômio standard de grau 4 geram uma base (minimal) [12] para M2pF q se
char F “ 0. Também são conhecidas bases (finitas) de identidades sobre corpos infinitos
de característica diferente de 2, ver [29].

Definição 1.9. Seja G um grupo. Uma álgebra A (não necessariamente associativa) é
G-graduada se pode ser escrita como soma direta de subespaços A “ ‘gPGA

pgq tais que
ApgqAphq

Ď Apghq para cada g, h P G. Os subespaços Apgq são chamados de componentes
homogêneas de A e cada elemento a P Apgq é chamado de elemento homogêneo de grau g.
Um subespaço B Ď A é graduado (ou homogêneo) se B “ ‘gPGpApgq

X Bq.

Exemplo 1.10. Qualquer álgebra A possui uma G-graduação, seja qual for o grupo G.
Basta pôr Apeq

“ A e Apgq
“ p0q se g ‰ e, esta é a chamada graduação trivial.

Exemplo 1.11. Seja G “ Z e F xXy a álgebra associativa unitária livremente gerada por
X e, para cada g P G, F xXy

pgq o subespaço gerado por todos os monômios de grau g se
g ě 0 e F xXy

pgq
“ 0 se g ă 0. Então F xXy possui G-graduação F xXy “ ‘gPGF xXy

pgq.

Exemplo 1.12. Seja A “ M2pF q a álgebra de matrizes de ordem 2. Sejam M
p0q

2 e M p1q

2 ,
respectivamente, o subespaço das matrizes diagonais e o subespaço das matrizes com
diagonal principal nula. Então M2pF q possui a seguinte Z2-graduação chamada natural:

M2pF q “ M
p0q

2 ‘ M
p1q

2 .

Exemplo 1.13. Toda álgebra de grupo A “ FG é naturalmente graduada por G. Basta
definir Apgq

“ spantgu. Uma outra graduação natural é a seguinte: considere um subgrupo
normal H ⊴ G e Bptq

“ ‘gH“tA
pgq, para cada t P G{H. Então A “ ‘tPG{HB

ptq é uma
G{H-graduação.

Seja G um grupo e X “
Ť

gPG Xg uma união disjunta, com Xg “ tx
pgq

1 , x
pgq

2 , . . .u.
Se m “ x

pg1q

i1 x
pg2q

i2 ¨ ¨ ¨ x
pgnq

in
é um monômio na álgebra associativa livre F xXy, então dizemos
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que m tem grau de homogeneidade g “ g1 ¨ ¨ ¨ gn. Agora, escreva F xXy “ ‘gPGF xXy
pgq,

sendo F xXy
pgq o subespaço gerado por todos os monômios de grau de homogeneidade g. É

claro que F xXy
pgqF xXy

phq
Ď F xXy

pghq, ou seja, F xXy é uma álgebra G-graduada. Esta
álgebra é livre na classe de todas as álgebras associativas G-graduadas, ou seja, satisfaz
a seguinte propriedade universal: dada qualquer álgebra A “ ‘gPGA

pgq G-graduada e
dada qualquer função α : X Ñ A tal que αpXpgq

q Ď Apgq, existe um único homomorfismo
de álgebras rα : F xXy Ñ A que estende α. Observe que o homomorfismo rα satisfaz
rαpF xXy

pgq
q Ď Apgq. Qualquer homomorfismo f : B Ñ A entre álgebras G-graduadas (não

necessariamente associativas) tal que fpBpgq
q Ď Apgq é chamado de homomorfismo de

álgebras G-graduadas. É comum também dizermos que α é uma função graduada ou
mapa graduado. Como no caso ordinário, podemos definir monomorfismo, epimorfismo
e isomorfismo de álgebras graduadas. Quando estivermos falando da álgebra livre G-
graduada usaremos a notação F xXy

gr para evitarmos confusão. Os elementos de F xXy
gr

são chamados de polinômios G-graduados.

Definição 1.14. Seja G um grupo e A uma álgebra G-graduada. Dizemos que A satisfaz
uma identidade polinomial G-graduada se existe um polinômio graduado não nulo f “

fpx
pg1q

1 , . . . , xpgnq
n q P F xXy

gr tal que fpa1, . . . , anq “ 0 para quaisquer ai P Apgiq.

Podemos definir de modo análogo ao caso ordinário, T -ideais de identidades
graduadas, base de T -ideal, etc. O T -ideal de identidades graduadas de A será denotado
por Idgr

pAq.

Exemplo 1.15. Considere M2pF q com a Z2-graduação natural. Nestas codições, M2pF q

satisfaz as identidades Z2-graduadas ry1, y2s “ 0 e z1z2z3 ´ z3z2z1 “ 0, com yi P F xXy
p0q e

zi P F xXy
p1q.

Di Vincenzo [10] mostrou que sobre corpos de característica zero estas identida-
des formam uma base de identidades Z2-graduadas para M2pF q. O mesmo resultado vale
para corpos infinitos em característica diferente de 2 (ver [30]). Em 2002, S. K. Sehgal e M.
V. Zaicev [47] provaram o seguinte resultado o qual fornece uma relação entre identidades
polinomiais e identidades polinomiais graduadas no caso de álgebras de grupo.

Teorema 1.16. Seja H um subgrupo normal de G de índice finito. Considere a G{H-
graduação natural FG “ ‘tPG{HB

ptq. Se FG satisfaz uma identidade graduada, então FG
satisfaz uma identidade polinomial.

Definição 1.17. Seja A uma álgebra, ϕ : G Ñ AutpAq um homomorfismo de grupos, sendo
AutpAq o grupo formado pelos automorfismos de A. Considere a ação gpaq “ ϕpgqpaq, para
cada a P A e g P G. Dizemos então que A é uma álgebra com ação do grupo G ou que A é
uma G-álgebra. Se a ação ϕ é injetiva, dizemos que a ação é fiel.
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Exemplo 1.18. Seja σ P Sn uma permutação e σ : X Ñ F xXy a função dada por
σpxiq “ xσpiq se 1 ď i ď n e σpxkq “ xk, k ą n. Como F xXy é a álgebra livre, livremente
gerada por X, podemos estender σ a um homomorfismo ασ : F xXy Ñ F xXy. Assim, Sn

age em um polinômio f permutando as n primeiras variáveis e fixando as demais, ou
seja, σ ¨ f :“ ασpfq “ fpxσp1q, . . . , xσpnq, xn`1, . . . , xkq. Estendendo por linearidade esta
ação à álgebra de grupo FSn, tornamos o espaço vetorial Pn, formado pelos polinômios
multilineares de grau n em x1, . . . , xn, em um FSn-módulo. Além disso, para cada σ,
γ P Sn tem-se ασγ “ ασαγ e αe “ id. Este módulo desempenha um papel muito importante
no estudo de identidades polinomiais. Note que a função ϕ : Sn Ñ AutpF xXyq dada por
ϕpσq “ ασ é um homomorfismo de grupos e, portanto, F xXy é uma Sn-álgebra.

Às vezes usamos a notação gpaq ou, preferencialmente, a notação exponencial
ag para denotar a ação de g P G em a P A.

Definição 1.19. Sejam A e B duas G-álgebras. Dizemos que um homomorfismo de
álgebras h : A Ñ B é um homomorfismo de G-álgebras se este comuta com a ação de G,
ou seja, hpag

q “ hpaq
g, para cada a P A.

Sejam G um grupo, X um conjunto de variáveis (não comutativas) e F xX;Gy

a F -álgebra associativa livre, livremente gerada por X ˆG “ txg
“ px, gq | x P X, g P Gu.

O grupo G age naturalmente no conjunto X ˆ G. Para cada g, h P G, defina pxg
q

h
“ xhg

e x1
“ x. Agora se M e N são monômios em X ˆ G, defina pMNq

g
“ M gN g. Por

fim, estendendo esta ação por linearidade, tornamos F xX;Gy uma G-álgebra. Note que
se α : X Ñ A é qualquer função de X em uma G-álgebra A, então existe um único
homomorfismo de G-álgebras associativas rα : F xX;Gy Ñ A que estende α.

Definição 1.20. F xX;Gy é chamada de G-álgebra livre livremente gerada por X e seus
elementos são chamados de G-polinômios.

É comum escrevermos os G-polinômios fpxg1
1 , . . . , x

gn
n q. Porém, devemos notar

que podem ocorrer variáveis repetidas.

Definição 1.21. Seja A uma G-álgebra. Dizemos que A satisfaz uma G-identidade
polinomial se existe um G-polinômio não nulo f “ fpxg1

1 , . . . , x
gn
n q P F xX;Gy tal que

fpag1
1 , . . . , a

gn
n q “ 0, para quaisquer a1, . . . , an P A. Neste caso dizemos que f (ou f “ 0) é

uma G-identidade para A e que A é uma G-PI-álgebra.

Como no caso de álgebras associativas, podemos definir o ideal de G-identidades,
base de G-identidades etc. O ideal de G-identidades de A é chamado de G-ideal (ou G-T -
ideal) e será denotado por IdG

pAq. Observe que se ϕ é uma ação de G em A e H “ Kerϕ,
então G “ G{H age em A com agH

“ ag, a função γ : F xX;Gy Ñ F xX;Gy dada por
γpxg

q “ xgH é um bem definido epimorfismo de G-álgebras e IdG
pAq “ γ´1

pIdG
pAqq.
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Desta forma podemos sempre considerar, sem perda de generalidade, que a ação é fiel.
É claro que se A satisfaz identidade polinomial, então satisfaz G-identidade polinomial,
pois fpx1, . . . , xnq é uma identidade polinomial se, e somente se, fpx1

1, . . . , x
1
nq é uma

G-identidade. Por outro lado, não é verdade que G-PI implica em PI. Para ver isto,
considere N uma álgebra tal que N2

“ p0q e A “ N ‘ F xXy a soma direta de N com
a álgebra livre (não comutativa) livremente gerada por X “ tx1, x2, . . .u. Considere a
seguinte função ϕ : A Ñ A dada por ϕpa ` bq “ a ´ b, com a P N e b P F xXy. Então
ϕ é um automorfismo de ordem 2, logo Z2 “ tI, ϕu Ď AutpAq age em A. Note que A
satisfaz a Z2-identidade fpxq “ px` xϕ

q
2, mas não é PI, pois possui uma subálgebra livre.

Agora observe que, embora não tenhamos identidade polinomial, temos ainda identidade
Z2-graduada. De fato, A “ A0 ‘ A1, com A0 “ F xXy e A1 “ N , é uma Z2-graduação
e fpyq “ yp1qyp1q é uma identidade graduada para A. Isto não é uma coincidência, na
verdade veremos em breve que no caso de grupos abelianos finitos uma álgebra possui
identidade graduada se, e somente se, possui identidade com ação. Acontece que estudar as
identidades de álgebras com ação de grupo equivale a estudar as identidades polinomiais
de álgebras graduadas e vice-versa. Isso será formalizado na chamada dualidade entre
G-ação e G-graduação, a qual veremos na seção seguinte. Recorde que uma F -álgebra A é
dita semissimples (à esquerda) se A visto como A-módulo à esquerda é semissimples.

Teorema 1.22 (Wedderburn-Artin). Seja A um anel semissimples à esquerda. Então
A “ Mn1pD1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Mnk

pDkq para adequados anéis de divisão D1, . . . , Dk e inteiros
positivos n1, . . . , nk. Essa decomposição é única (a menos de uma reordenação) e existem
exatamente k A-módulos à esquerda simples mutuamente não isomorfos.

Teorema 1.23. Seja A um anel semissimples e I um ideal à esquerda de A. Então, existe
um idempotente e P A tal que I “ Re. Além disso, se I é um ideal bilateral podemos tomar
e P ZpAq.

Recordemos que um idempotente é dito minimal (resp. central) se gera um
ideal minimal unilateral (resp. bilateral). Seja A uma F -álgebra e M um A-módulo.
Dada qualquer extensão K de F , podemos estender os escalares de A e M de modo a
obtermos uma K-álgebra AK

“ A bF K e um AK-módulo MK
“ M bF K com ação

pa b f1qpm b f2q “ am b f1f2. O próximo resultado pode ser encontrado em [36].

Teorema 1.24. Seja A uma F -álgebra (de qualquer dimensão) e sejam M um A-módulo
irredutível com dimF M ă 8. As seguintes afirmações são equivalentes:

a) EndpAMq “ F ;

b) A representação ρ : A Ñ EndpMF q expressando a ação de A sobre M é sobrejetiva;

c) Para qualquer extensão K Ě F , MK é um AK-módulo simples;
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d) Existe um corpo algebricamente fechado K Ě F tal que MK é um AK-módulo
irredutível.

Definição 1.25. Se algum item (e portanto todos) do teorema anterior vale, então dizemos
que M é absolutamente simples (ou absolutamente irredutível).

Definição 1.26. Seja A uma F -álgebra de dimensão finita. Dizemos que um corpo K Ě F

é um corpo de decomposição para A se qualquer AK-módulo à esquerda irredutível é
absolutamente irredutível.

O próximo resultado fornece um outro modo de sabermos se um corpo é um
corpo de decomposição de uma álgebra. No que segue JpAK

q denota o radical de Jacobson
de AK .

Teorema 1.27. Um corpo K Ě F é um corpo de decomposição para A se, e somente se,
AK

{JpAK
q é um produto direto finito de álgebras matriciais sobre K.

Definição 1.28. Seja V um espaço vetorial sobre um corpo F e GLpV q o conjunto formado
por todos os automorfismos de V . Uma representação de um grupo G é um homomorfismo
de grupos ρ : G Ñ GLpV q. Neste caso dizemos também que V é uma representação de G e
que dim V é o grau ou a dimensão da representação.

Aqui todas as representações serão de dimensão finita. Lembramos que se
ρ : G Ñ GLpV q é uma representação, então V tem estrutura de FG-módulo se definirmos
gv “ ρpgqpvq, para cada g P G e v P V e estendermos a ação por linearidade a FG.
Reciprocamente, se V é um FG-módulo, obtemos uma representação ρ : G Ñ GLpV q se
definirmos ρpgqpvq “ gv, para cada g P G e v P V .

Definição 1.29. Duas representações ρ1 : G Ñ GLpV1q e ρ2 : G Ñ GLpV2q, do mesmo
grupo G, são ditas equivalentes se V1 e V2 são FG-módulos isomorfos.

Observe que ρ1 e ρ2 são equivalentes se, e somente se, existe um isomorfismo
de espaços vetoriais f : V1 Ñ V2 tal que f ˝ ρ1 “ ρ2 ˝ f .

Definição 1.30. Uma representação ρ : G Ñ GLpV q é irredutível se V é um FG-módulo
irredutível. Dizemos que ρ (ou V ) é completamente redutível se V é uma soma direta de
seus submódulos irredutíveis.

Teorema 1.31 (Maschke). Seja G um grupo finito e charF “ p ě 0. Então FG é
semissimples se, e somente se, p “ 0 ou p ą 0 e p ∤ |G|.

Como consequência do Teorema de Wedderburn-Artin, obtém-se o seguinte
corolário.
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Corolário 1.32. Seja G um grupo finito e charF “ p ě 0. Se p “ 0 ou p ą 0 e p ∤ |G|,
então

FG – Mn1pD1q ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Mnk
pDkq,

sendo D1, . . . , Dk F -álgebras de divisão de dimensão finita.

Definição 1.33. Seja ρ : G Ñ GLpV q uma representação de G. Então a função χρ : G Ñ F

dada por χρpgq “ trpρpgqq é chamada de caráter da representação e a dimensão de V é
chamada de grau do caráter χρ.

Embora neste trabalho estejamos interessados no corpo dos números complexos,
poderíamos considerar corpos mais gerais. A parte importante aqui é que a álgebra de
grupo FG decomponha-se em soma direta finita de álgebras matriciais sobre F .

Exemplo 1.34. Seja G “ xgy um grupo cíclico finito e F um corpo com charF “ p ě 0.
Se p ∤ |G| e existe raíz |G|-primitiva da unidade em F , então F é um corpo de decomposição
para G e

FG –

|G| parcelas
hkkkkkkikkkkkkj

F ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ F .

Para ver isso, considere o epimorfismo ϕ : F rxs Ñ FG dado por x ÞÑ g. Então FG –

F rxs{px|G|
´ 1q e como o polinômio x|G|

´ 1 possui |G|-raízes distintas segue que

FG – F rxs{px|G|
´ 1q –

|G| parcelas
hkkkkkkikkkkkkj

F ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ F .

Recordemos que se G1 e G2 são grupos, então a álgebra do grupo G1 ˆ G2

é isomorfa à álgebra FG1 b FG2. Agora, se G é um grupo abeliano finito e F é como
anteriormente, então pelo Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos finitos, podemos
escrever G “ C1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ck, sendo cada Ci um subgrupo cíclico finito de ordem ϵi. Assim,
|G| “ ϵ1 ¨ ¨ ¨ ϵk e, pelo que vimos no exemplo anterior, FCi é uma soma direita de ϵi cópias
de F . Logo,

FG – p

ϵ1
hkkkkkkikkkkkkj

F ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ F q b ¨ ¨ ¨ b p

ϵk
hkkkkkkikkkkkkj

F ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ F q –

|G| parcelas
hkkkkkkikkkkkkj

F ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ F ,

ou seja, F é um corpo de decomposição para FG. Os seguintes resultados podem ser
encontrados em [36].

Teorema 1.35. Seja G um grupo finito e F um corpo. Se V1, . . . , Vk é uma lista completa
de representações irredutíveis não equivalentes e Di “ EndF GpViq com ni “ dimDi

Vi.
Então:

a) FG{JpFGq – Mn1pD1q ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Mnk
pDkq;
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b) Como FG-módulo à esquerda FG{JpFGq – n1V1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ nkVk;

c) dimFVi “ ni dimF Di;

d) |G| “ dimF JpFGq `

k
ÿ

i“1
n2

i dimF Di.

No caso particular em que F é um corpo algebricamente fechado e charF ∤ |G|,
temos F – Di e, portanto, FG – Mn1pF q ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Mnk

pF q, com ni “ dimF Vi tal que
|G| “

řk
i“1 n

2
i . Esta é a decomposição da álgebra de grupo FG prevista pelo Teorema de

Wedderburn-Artin. Na verdade, podemos até refinar um pouco mais essa decomposição
se observarmos que o elemento e “ |G|

´1 ř

gPG g é um idempotente central e que eFG “

FGe – F é um ideal bilateral minimal (por dimensão). Logo, F aparece na decomposição
de FG, ou seja, G possui representação de grau 1. Sejam e1, . . . , ek os idempotentes
centrais dados pela decomposição de Wedderburn de FG, G finito e F um corpo de
decomposição tal que charF ∤ |G|. Para cada g P G, denote por Cg a soma de todos os
elementos da classe de conjugação de g e χi o caráter irredutível correspondente a Vi.

Teorema 1.36.

a) ei “
ni

|G|

ÿ

gPG

χipg
´1

qg;

b) Cg “ mg

ÿ

i

χipgqei{ni, sendo mg a cardinalidade da classe de conjugação de g.

Teorema 1.37 (Primeira e Segunda Relação de Ortogonalidade).

a)
ÿ

g

χipg
´1

qχjpgq “ δi,j|G|, sendo δi,j o delta de Kronecker;

b)
ÿ

i

χipgqχiph
´1

q “ δ|CGpgq|, com δ “ 1 se g e h são conjugados e δ “ 0 caso

contrário, sendo CGpgq o centralizador de g em G.

De agora em diante, G será sempre um grupo finito e F “ C. Seja CpGq o
espaço vetorial formado por todas as funções classe f : G ÞÑ C, ou seja, funções constantes
em cada classe de conjugação, e considere o produto interno p, q em CpGq dado por
pχ, ψq “ 1{|G|

ř

gPG χpgqψpg´1q. É claro que cada caráter de G é uma função classe.
Observe que o Teorema 1.37 nos diz que os caracteres irredutíveis são ortonormais com
respeito a p, q. Na verdade é possível mostrar que os caracteres irredutíveis formam uma
base ortonormal para o espaço das funções classe. Para mais detalhes ver [48] ou [36].
Estendendo cada caráter χ por linearidade podemos supor que χ é uma transformação
linear χ : CG Ñ C. O seguinte resultado [20] é bem conhecido e será importante mais
tarde na demonstração da dualidade entre ação e graduação.
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Observação 1.38. Suponha que G seja um grupo abeliano finito. Então:

• χipejq “ δi,j;

• gei “ χipgqei.

Demonstração. Como G é abeliano as representações irredutíveis são todas de grau 1.
Logo, para cada caráter χ e g, h P G temos χpghq “ χpgqχphq. Assim

χipejq “ χip
1

|G|

ÿ

gPG

χjpg´1gqq “
1

|G|

ÿ

gPG

χjpg´1
qχipgq “ δi,j

e

gei “
1

|G|

ÿ

hPG

χph´1
qhg “

1
|G|

ÿ

sPG

χips
´1gqs “

1
|G|

ÿ

sPG

χips
´1

qχipgqs

“ χipgq
1

|G|

ÿ

sPG

χips
´1

qs “ χipgqei.

1.2 Dualidade entre ação por grupo finito abeliano e graduação
Como dito na seção anterior, G será um grupo abeliano finito de ordem n e

F “ C. Mas, nesta seção poderíamos considerar qualquer corpo de decomposição para
G, por exemplo, poderíamos considerar qualquer corpo de característica zero contendo
raíz n-ésima primitiva da unidade. Seja pG o conjunto formado por todos os caracteres
irredutíveis de G. Como G é abeliano finito, pG coincide com o conjunto de todos os
homomorfismos χ : G Ñ C˚. Dados χ1, χ2 P pG, defina pχ1χ2qpgq “ χ1pgqχ2pgq. Então
χ1χ2 P pG e, com essa operação, pG tem estrutura de grupo. Este é o grupo dual de G. O
seguinte resultado pode ser visto em [33], pag. 439.

Teorema 1.39. Seja G um grupo abeliano finito e pG o seu grupo dual. Então pG – G.

Seja A uma G-álgebra, pG “ tχ1, . . . , χnu e e1, . . . , en os idempotentes centrais
de CG. Considere agora os subespaços Apχiq

“ ta P A | ag
“ χipgqa, g P Gu. Como

1 “ e1 ` ¨ ¨ ¨ ` en, podemos escrever, para cada a P A, a “ ae1 ` ¨ ¨ ¨ ` aen e, portanto,
ag

“ age1 ` ¨ ¨ ¨ ` agen “ χ1pgqae1 ` ¨ ¨ ¨ ` χnpgqaen . Agora, se a P Apχiq, então ag
“ χipgqa,

para cada g P G, e agej “ χipgqaej . Por outro lado, como os idempotentes ei’s são dois
a dois ortogonais temos agej “ χjpgqaej e assim pχipgq ´ χjpgqqaej “ 0, para cada g P G.
Com isso obtemos aei “ a e aej “ 0, se j ‰ i. Reciprocamente, se aei “ a, então
para cada g P G, tem-se paeiq

g
“ agei “ χipgqaei , ou seja, aei P Apχiq. Isso mostra que

Apχiq
“ ta P A | aei “ au. Como ag

“ χ1pgqae1 ` ¨ ¨ ¨ ` χnpgqaen , temos também que

A “
à

χP pG

Apχq.
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A decomposição acima fornece para A uma estrutura de álgebra pG-graduada. Para ver
isso, considere dois elementos a P Apχiq e b P Apχjq. Então, para cada g P G, pabqg

“

agbg
“ χipgqχjpgqpabq “ pχiχjqpgqpabq, isso mostra que ApχiqApχjq

Ď Apχiχjq. Mais tarde
precisaremos lidar com subálgebras de Lie L Ď Ap´q invariantes pela ação de G. Neste
caso é importante notar que a demonstração acima continua válida se considerarmos L no
lugar de A, ou seja, L herda a pG-graduação de A.

Exemplo 1.40. Seja G “ t1, gu – Z2. Então existem dois caracteres χ1 e χ2 que são
dados por χ1p1q “ χ1pgq “ χ2p1q “ 1 e χ2pgq “ ´1. Assim, Apχ1q

“ ta P A | ag
“ au,

Apχ2q
“ ta P A | ag

“ ´au e A “ Apχ1q
‘ Apχ2q é uma pG-graduação.

Como G – pG, o que vimos acima é que para cada G-ação obtém-se uma
G-graduação. Agora, suponha que A “ ‘gPGA

pgq seja uma G-graduação. Dado um caráter
χ P pG, defina χ : A Ñ A P AutpAq da seguinte forma:

χpaq “
ÿ

χpgqag,

com ag P Apgq para cada g P G. A linearidade é imediata. Dados a “
ÿ

ag e b “
ÿ

bg,
com ag, bg P Ag, temos

ab “
ÿ

g,h

agbh “
ÿ

h

ÿ

g

pagbg´1hq.

Logo, χpabq “
ÿ

h

ÿ

g

χphqpagbg´1hq. Por outro lado,

χpaqχpbq “ p
ÿ

g

χpgqagqp
ÿ

h

χphqbhq “
ÿ

g,h

χpghqagbh “
ÿ

h

ÿ

g

χphqagbg´1h “ χpabq.

Por fim, se ψ “ χ´1
P pG, então para cada a “

ř

gPG ag, ag P Apgq, temos pψχqpaq “
ÿ

pψχqpgqag “ a. Com isso, mostramos que uma G-graduação fornece uma pG-ação. Note
que, se L Ď Ap´q é uma subálgebra de Lie que herda a G-graduação de A, então L é
invariante pela ação de pG.

Exemplo 1.41. Seja G “ Zn “ xgy e A “ ‘Apgq uma álgebra G-graduada. Então
pG “ tχ0, . . . , χn´1u, com χipg

j
q “ ωij e ω uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Com

isso, cada caráter χi determina um automorfismo de A dado por χipaq “
ÿ

ωijagj , com
a “

ÿ

agj .

Teorema 1.42. Seja A uma C-álgebra e G um grupo abeliano finito. Qualquer G-graduação
em A define uma pG-ação e vice-versa. Nesta ação, um subespaço V Ď A é G-graduado
se, e somente se, este é invariante pela pG-ação. Um elemento a P A é homogêneo na
G-graduação se, e somente se, é um autovetor para cada χ P pG.

Demonstração. A dualidade já foi provada acima. Suponha que V “ ‘V pgq é um subespaço
G-graduado de A. Com a ação anterior de pG, temos χpV pgq

q “ V pgq, para cada χ P pG e
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g P G, logo χpV q “ V . Agora suponha que χpV q Ď V . Se V não é um espaço G-graduado,
então existem g1, . . . , gt P G distintos e v “ vg1 ` ¨ ¨ ¨ ` vgt P V tal que vgi

R V , para cada
i P t1, . . . , tu. Escolha v de modo que t seja o menor possível. Escolha χ P pG de modo que
χpg1q “ λ e χpg2q “ µ, com λ ‰ µ (tal elemento existe devido às relações de ortogonalidade).
Agora basta observar que o elemento u “ λv ´ χpvq “ pλ ´ µqvg2 ` ¨ ¨ ¨ ` pλ ´ χpgtqqvgt

pertence a V , mas isto contraria a minimalidade de t. Por fim, um elemento a P A é
homogêneo se, e somente se, o subespaço V gerado por a é graduado, mas isto por sua vez
equivale a dizer que V é invariante por pG-ação e isto ocorre exatamente quando a é um
autovetor para cada χ P pG.

Exemplo 1.43. Seja g o automorfismo de M2pCq dado por gpxq “ BxB´1, com B “

e11 ´e22. Então G “ t1, gu – Z2 age em M2pCq e esta ação induz a Z2-graduação M2pCq “

M
pχ1q

2 ‘ M
pχ2q

2 , com M
pχ1q

2 “ ta P M2pCq | gpaq “ au e M pχ2q

2 “ ta P M2pCq | gpaq “ ´au.
Note que, se a “ pe11 ` qe12 ` re21 ` se22, então gpaq “ a ocorre apenas quando q “ r “ 0.
Por outro lado, gpaq “ ´a equivale a p “ s “ 0, ou seja, a pG-graduação obtida é a
Z2-graduação natural.

Consideremos novamente um subgrupo abeliano finito G Ď AutpAq. Por defini-
ção, sabemos que G age como grupo de automorfismos para a G-álgebra livre CxX;Gy

e, portanto, CxX;Gy “ ‘χP pGCxX;Gy
pχq é uma pG-graduação. Com esta graduação, a

G-álgebra livre tem a seguinte importante propriedade.

Lema 1.44. Sejam A uma álgebra, G Ď AutpAq um grupo abeliano finito e ϕ : CxX;Gy Ñ

A um homomorfismo. São equivalentes:

a) ϕ é um homomorfismo de G-álgebras;

b) ϕ é um homomorfismo de álgebras pG-graduadas.

Demonstração. Sejam A “ ‘
n
i“1A

pχiq, f “ f ei P CxX;Gy
pχiq e ϕpfq “ a. Suponha que ϕ

comuta com ação de G. Então, para cada g P G, tem-se ϕpf g
q “ ϕpfq

g
“ ag e como ei é

uma combinação linear dos elementos de G, segue que a “ ϕpfq “ ϕpf eiq “ aei P Apχiq,
ou seja, ϕpCxX;Gy

pχiq
q Ď Apχiq. Isso mostra que ϕ é um homomorfismo de álgebras pG-

graduadas. Agora suponha que ϕ preserva pG-graduação. Sejam x P X e ϕpxq “ b, com
b “ b1`¨ ¨ ¨`bn e bi P Apχiq. É suficiente provar que ϕpxg

q “ bg para cada g P G. Recordemos
que se a P Apχiq, então aei “ a e aej “ 0 se i ‰ j. Logo, bei “ bei

1 ` ¨ ¨ ¨ ` bei
n “ bi. Além

disso, ϕpxq “ ϕpxe1`¨¨¨`enq “ ϕpxe1q ` ¨ ¨ ¨ ` ϕpxenq e, por hipótese, ϕpxeiq P Apχiq. Logo
ϕpxeiq “ bei , i ě 1. Para cada g P G, podemos escrever xg

“ xgpe1`¨¨¨`enq
“

ÿ

χipgqxei .
Assim ϕpxg

q “
ÿ

χipgqϕpxeiq “
ÿ

χipgqbei “ bgpe1`¨¨¨`bnq
“ bg, ou seja, ϕpxg

q “ bg.

Neste momento, estamos em condições de provar o principal resultado deste
capítulo.
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Proposição 1.45. Seja G Ď AutpAq um grupo abeliano finito e considere a gradua-
ção CxX;Gy “ ‘χP pGCxX;Gy

pχq. Então CxX;Gy é a álgebra livre pG-graduada de posto
enumerável e idG

pAq “ idgr
pAq.

Demonstração. Observe que rX “ txei | x P X, i “ 1, . . . , nu gera a álgebra CxX;Gy.
Mostraremos que rX é um conjunto de geradores graduados da pG-álgebra graduada
CxX;Gy. Seja B “ ‘Bpχiq uma álgebra pG-graduada e ϕ : rX Ñ B qualquer função com
ϕpxei

j q “ bij P Bpχiq, para cada xj P X e i P t1, . . . , nu. Pelo Teorema 1.42, sabemos que G
(canonicamente isomorfo ao bidual) age em B. Como CxX;Gy é a álgebra livre com ação de
G, existe um homomorfismo de G-álgebras rϕ : CxX;Gy Ñ B tal que rϕpxjq “ b1j ` ¨ ¨ ¨ ` bnj .
Como rϕpxei

j q “ rϕpxjq
ei e pb1j ` ¨ ¨ ¨ ` bnjq

ei “ bij, temos rϕpxei
j q “ bij “ ϕpxei

j q, ou seja, rϕ é
um homomorfismo de G-álgebras estendendo ϕ e este é um homomorfismo pG-graduado
segundo o Lema 1.44, ou seja, CxX;Gy é uma álgebra livre pG-graduada. Agora, considere
um G-polinômio f “ fpxg1

1 , . . . , x
gk
k q P IdG

pAq e escreva xgj

i “
ÿ

s

χspgjqxes
i . Assim, f pode

ser reescrito como um polinômio nas indeterminadas graduadas xej

i

fpxg1
1 , . . . , x

gk
k q “ hpxe1

1 , . . . , x
en
1 , . . . , x

e1
k , . . . , x

en
k q.

Sejam c1
1, . . . , cn

1 , . . . , c1
k, . . . , cn

k elementos arbitrários em A, cj
i P Apχjq e

ai “ p
ÿ

s

χspgjqcs
i q

g´1
j .

Então, agj

i “
ÿ

s

χspgjqcs
i e, portanto, aes

i “ cs
i para cada i, s ě 1. Como f é uma identidade

para A,

0 “ fpag1
1 , . . . , a

gk
k q “ hpae1

1 , . . . , a
en
1 , . . . , a

e1
k , . . . , a

en
k q “ hpc1

1, . . . , c
n
1 , . . . , c

1
k, . . . , c

n
kq.

Assim, fpxg1
1 , . . . , x

gk
k q “ hpxe1

1 , . . . , x
en
1 , . . . , x

e1
k , . . . , x

en
k q P Idgr

pAq. Suponha que

fpxe1
1 , . . . , x

en
1 , . . . , x

e1
k , . . . , x

en
k q P Idgr

pAq.

Escreva ej “
ÿ

αsjgs. Assim, xej

i “
ÿ

αsjx
gs
i e então podemos reescrever f como um

G-polinômio nas indeterminadas xgj

i

fpxe1
1 , . . . , x

en
1 , . . . , x

e1
k , . . . , x

en
k q “ hpxg1

1 , . . . , x
gn
1 , . . . , x

g1
k , . . . , x

gn

k q.

Como para cada a1, . . . , ak P A, tem-se aej

i “
ÿ

αsja
gs
i P Apχiq e f P Idgr

pAq, segue que

0 “ fpae1
1 , . . . , a

en
1 , . . . , a

e1
k , . . . , a

en
k q “ hpag1

1 , . . . , a
gn
1 , . . . , a

g1
k , . . . , a

gn

k q.

Logo, fpxe1
1 , . . . , x

en
1 , . . . , x

e1
k , . . . , x

en
k q “ hpxg1

1 , . . . , x
gn
1 , . . . , x

g1
k , . . . , x

gn

k q P IdG
pAq.
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Antes de encerrarmos este capítulo, note que um subconjunto S Ď CxX;Gy

gera IdG
pAq como um G-ideal se, e somente se, gera IdG

pAq como um ideal pG-graduado.
Por exemplo, digamos que IdG

pAq é gerado por S como um G-ideal. Seja J o ideal de
identidades pG-graduadas gerado por S. Como J é invariante por endomorfismos da álgebra
pG-graduada livre e estes são, pelo Lema 1.44, endomorfismos da G-álgebra livre, então
J é um G-ideal contendo S. Mas IdG

pAq é o menor G-ideal que contém S, portanto,
IdG

pAq Ď J Ď Idgr
pAq “ IdG

pAq. A recíproca é provada de modo análogo.

Considere M2pCq com a ação de Z2 “ t1, gu dada no exemplo 1.43 e também
com a Z2-graduação natural. Em 1992, Di Vincenzo [10] provou que M2pCq possui uma
base Z2-graduada formada por duas identidades: ry1, y2s “ 0 e z1z2z3 ´ z3z2z1 “ 0, com yi

correspondendo às variáveis pares e zi às variáveis ímpares. Em posse deste resultado, A.
Berele [6] obteve a seguinte base para M2pCq com Z2-ação. Seja π0 “ 1 ` g e π1 “ 1 ´ g,
então os Z2-polinômios rπ0px1q, π0px2qs “ 0 e π1px1qπ1px2qπ1px3q ´π1px3qπ1px2qπ1px1q “ 0
formam uma base para IdZ2pM2pCqq. Resultado semelhante foi obtido por P. Koshlukov
e A. Mortari [32] para a álgebra de Lie sl2pCq considerando a Z2-graduação natural. No
capítulo 3, faremos um estudo sobre as chamadas identidades fracas com ação de grupo
finito, mas antes disso precisaremos provar um análogo do resultado de Di Vincenzo para
o caso das identidades fracas Z2-graduadas. É o que faremos no capítulo a seguir.
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Capítulo 2

Identidades Fracas Graduadas e a
Propriedade de Specht

2.1 Identidades fracas Z2-graduadas
Ao longo do texto A será uma álgebra associativa unitária sobre o domínio

de integridade D e G um grupo abeliano. Nesta seção estamos interessados em estudar
as identidades fracas Z2-graduadas do par pM2pDq, sl2pDqq considerando a Z2-graduação
natural. Analogamente ao que ocorre com as classes de álgebras, precisaremos definir antes
de tudo um objeto livre na classe dos pares graduados. O principal resultado desta seção é
a Proposição 2.19.

Definição 2.1. Seja pA,Lq um par onde A é uma álgebra associativa unitária e L é uma
subálgebra de Lie de Ap´q. Quando L gera A, dizemos que o par é do tipo associativo-Lie
e se Y Ď L gera L dizemos que Y gera o par.

Exemplo 2.2. Se L é uma álgebra de Lie e U “ UpLq é sua álgebra universal envolvente,
então pU,Lq é um par do tipo associativo-Lie.

Exemplo 2.3. Se A é uma álgebra associativa unitária, então pA,Ap´q
q é um par

associativo-Lie.

Exemplo 2.4. Um par associativo-Lie muito importante e que será estudado nesse capítulo
é o par pM2pCq, sl2pCqq.

Definição 2.5. Sejam A “ ‘gPGAg uma álgebra associativa G-graduada e L Ď Ap´q uma
álgebra de Lie tal que L “ ‘gPGLg, com Lg “ Ag X L. Então dizemos que o par pA,Lq é
G-graduado, ou apenas graduado quando estiver claro a qual grupo nos referimos.

Definição 2.6. Um homomorfismo de pares f : pA,Lq Ñ pA1, L1
q é um homomorfismo de

álgebras associativas f : A Ñ A1 tal que fpLq Ď L1. O homomorfismo f de pares é sobrejetor
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se fpAq “ A1 e fpLq “ L1. Dizemos também que f é injetor se for um monomorfismo de
álgebras associativas. Por fim, f é um isomorfismo de pares se for injetor e sobrejetor.

Definição 2.7. Sejam pA,Lq e pA1, L1
q pares G-graduados. Um homomorfismo de pares

graduados é um homomorfismo de pares f : pA,Lq Ñ pA1, L1
q tal que fpAgq Ď A1

g, @g P G.

De modo análogo ao que foi feito anteriormente, podemos definir isomorfismo
de pares graduados.

Definição 2.8. Seja C uma classe de pares G-graduados. Dizemos que um par pA,Lq P C
gerado por um conjunto Y Ď

ď

Ag é relativamente livre em Y , com respeito à classe
C, se dado qualquer par pA1, L1

q P C e qualquer função α : Y Ñ L1 tal que αpY X Agq Ď

L1
g p@g P Gq, existe um único homomorfismo de pares G-graduados rα : pA,Lq Ñ pA1, L1

q

que estende α. A cardinalidade de Y é o posto de pA,Lq. Caso C seja classe de todos os
pares graduados por G, diremos que pA,Lq é um par livre, livremente gerado por Y , na
classe dos pares G-graduados.

Sejam X um conjunto infinito enumerável e G um grupo tais que X “
Ť

gPG Xg

(união disjunta), com Xg “ tx
pgq

1 , x
pgq

2 , . . .u e DxXy “ ‘gPGDxXyg a D-álgebra G-graduada
livre e livremente gerada por X. Então a álgebra de Lie LxXy Ď DxXy gerada por X
possui graduação LxXy “ ‘LxXyg, com LxXyg “ DxXyg X LxXy. Como no caso de
álgebras associativas, prova-se que o par pDxXy, LxXyq G-graduado é livre, livremente
gerado por X, na classe dos pares G-graduados.

Definição 2.9. Um ideal I Ď DxXy é dito um T -ideal fraco G-graduado se é invariante
por todo endomorfismo do par G-graduado livre pDxXy, LxXyq.

Definição 2.10. Sejam f “ fpx
pg1q

1 , . . . , xpgnq
n q P DxXy e pA,Lq um par G-graduado.

Dizemos que f é uma identidade fraca graduada do par pA,Lq se fpb1, . . . , bnq “ 0, @bi P

LxXygi
.

Definição 2.11. Seja S Ď DxXy e I a interseção de todos os T -ideais fracos G-graduados
que contêm S. Dizemos que o ideal I é o T -ideal fraco graduado gerado por S e que S é
uma base para I.

Note que I coincide com o ideal

J “ t
ÿ

uifpwi1, . . . , winqvi | ui, vi P DxXy, fpx
pg1q

1 , . . . , xpgnq
n q P S,wij P LxXygj

u.

Se pA,Lq é um par G-graduado, então o conjunto IdpA,Lq de todas as identi-
dades fracas graduadas do par é um T -ideal fraco graduado e homogêneo. Na verdade todo
ideal homogêneo I que é invariante por endomorfismos do par G-graduado pDxXy, LxXyq

é obtido dessa forma:
I “ IdpDxXy{I, pLxXy ` Iq{Iq.
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Para ver isso note que se f “ fpx
pg1q

1 , . . . , xpgnq
n q P DxXy, então dados epgiq

i P LxXygi

tem-se fpe
pg1q

1 , . . . , epgnq
n q ` I “ fpe

pg1q

1 ` I, . . . , epgnq
n ` Iq, @e

pgiq

i P LxXygi
, portanto f é uma

identidade do par pDxXy{I, pLxXy ` Iq{Iq se, e somente se, fpe
pg1q

1 , . . . , epgnq
n q P I para

todas as avaliações (graduadas) nos elementos de LxXy. Mas, todos os endomorfismos do
par livre pDxXy, LxXyq são dados dessa forma e isto prova a afirmação.

Definição 2.12. Seja S Ď DxXy. A classe de todos os pares G-graduados pA,Lq tais
que S Ď IdpA,Lq, denotada por VpSq, é chamada de variedade de pares G-graduados
determinada por S.

Podemos provar de modo análogo ao Teorema 1.2.4 de [20] que

Teorema 2.13. Sejam pA,Lq um par G-graduado e I “ IdpA,Lq. O par

pDxXy{I, pLxXy ` Iq{Iq

é um par associativo-Lie G-graduado relativamente livre gerado pelo conjunto X, onde
X “ tx ` I | x P X, x R Iu na variedade determinada por I.

Demonstração. Seja pA1, L1
q P V “ VpIq e α : X Ñ L1 tal que αpxpgq

` Iq P L1
g Ď L1.

Precisamos encontrar um homomorfismo de álgebras associativas estendendo α da forma

rα : DxXy{I Ñ A1,

com rαppDxXyg ` Iq{Iq Ď A1
g, @g P G e rαppLxXy ` Iq{Iq Ď L1. Defina β : X Ñ L1

por βpxq “ αpx ` Iq para x R I e βpxq “ 0 caso contrário. Dessa forma existe um
homomorfismo rβ : DxXy Ñ A1 de álgebras associativas que estende β (homomorfismo
de pares G-graduados). Agora se f P I, então f P IdpA1, L1

q de onde conclui-se que
f P Kerrβ e I Ď Kerrβ. Defina rα : DxXy{I Ñ A1 por rαpa ` Iq “ rβpaq. Como I Ď Kerrβ

segue que rα é um bem definido homomorfismo de álgebras associativas e rαpxpgq
` Iq “

rβpxpgq
q “ αpxpgq

` Iq. Portanto rα estende α e, além disso, satisfaz rαppDxXyg ` Iq{Iq Ď A1
g

e rαppLxXy ` Iq{Iq Ď L1.

Seja A “ Drai, bi, ci | i ě 1s a D-álgebra associativa comutativa livre livremente
gerada por tai, bi, ci | i ě 1u. Considere a D-álgebra associativa (unitária) R Ď M2pAq e a
D-álgebra de Lie S Ď M2pAq

p´q ambas geradas por

Yi “

˜

ai 0
0 ´ai

¸

e Zi “

˜

0 bi

ci 0

¸

, i ě 1.

Observe que os monômios nas variáveis Yi e Zi são sempre matrizes diagonais ou matrizes
com diagonal principal nula e, por definição, tais monômios são elementos de R, então
podemos escrever R “ R0 ‘ R1, sendo R0 o D-submódulo de R gerado por matrizes
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diagonais de R e R1 o D-submódulo de R gerado por matrizes com diagonal principal nula.
Observe também que RiRj Ď Ri`j, i, j P Z2 e, portanto, R é uma álgebra Z2-graduada.
Por fim, note que S “ S0 ‘S1, com Si “ pRi XSq e, assim, pR, Sq é um par associativo-Lie
Z2-graduado.

Quando um par pA,Lq for Z2-graduado escreveremos IdpA,Lq “ T2pA,Lq e
diremos que este é um T2-ideal fraco. Além disso, se S gerar T2pA,Lq, diremos que S gera
T2pA,Lq como um T2-ideal fraco.

Considere as álgebras Z2-graduadas M2pDq “ M
p0q

2 ‘ M
p1q

2 , sendo M
p0q

2 o
submódulo das matrizes diagonais e M p1q o submódulo das matrizes com diagonal principal
nula. A álgebra de Lie sl2pDq herda essa graduação, ou seja:

sl2pDq “ sl
p0q

2 ‘ sl
p1q

2 ,

onde slpiq
2 “ M

piq
2 X sl2pDq e rsl

piq
2 , sl

pjq

2 s Ď sl
pi`jq

2 com i, j P Z2.

Os dois resultados a seguir são demonstrados de modo análogo ao Teorema 1.4.4 de [20].

Lema 2.14. Suponha que D seja um domínio de integridade infinito. Então o par pR, Sq,
definido anteriormente, satisfaz as seguintes propriedades:

a) T2pM2pDq, sl2pDqq Ď T2pR, Sq;

b) Seja Y “ tYi, Zi| i ě 1u. Então dada uma função α : Y Ñ sl2pDq tal que @i ě

1, αpYiq P sl
p0q

2 e αpZiq P sl
p1q

2 , existe um único homomorfismo de pares Z2-graduados
rα : pR, Sq Ñ pM2pDq, sl2pDqq que estende α.

Demonstração. a) Seja A “ Drai, bi, ci| i ě 1s. Considere o isomorfismo natural

α : M2pDq bD A Ñ M2pAq

dado por αppaijq b fq “ paijfq. Observe que αpsl2pDq bD Aq “ sl2pAq. Considerando a
Z2- graduação trivial A “ A0 ‘ A1 com A1 “ 0, vê-se que α é um isomorfismo entre os
pares Z2-graduados

pM2pDq bD A, sl2pDq bD Aq e pM2pAq, sl2pAqq.

Além disso, T2pM2pAq, sl2pAqq Ď T2pR, Sq, pois R Ď M2pAq e S Ď sl2pAq. Então só
precisamos provar que T2pM2pDq, sl2pDqq Ď T2pM2pAq, sl2pAqq. Mas, de modo análogo ao
caso de álgebras associativas de [20, Lema 1.4.2] podemos provar que as identidades fracas
Z2-graduadas são “estáveis”, ou seja, invariantes por extensão de escalares. Isso conclui a
demonstração.

b) Sejam Yi “ aie11 ´ aie22, Zi “ bie12 ` cie21, i ě 1 e α : Y Ñ sl2pDq. Digamos
que αpYiq “ pie11 ´ pie22 e αpZiq “ qie12 ` rie21, para todo i ě 1. Seja β : A Ñ D o
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homomorfismo dado por βpaiq “ pi, βpbiq “ qi e βpciq “ ri. Estenda a um homomorfismo
rβ : M2pAq Ñ M2pDq fazendo rβppaijqq “ pβpaijqq. Por fim, seja γ : R Ñ M2pDq a restrição
de rβ a R. Note que γpSq Ď sl2pDq e γpRiq Ď M i

2pDq e, portanto, γ é um homomorfismo de
pares Z2-graduados que estende α. A unicidade decorre do fato de dois tais homomorfismos
coincidirem no conjunto gerador Y .

Teorema 2.15. Seja D um domínio de integridade infinito. Então o par pR, Sq é o
par associativo-Lie Z2-graduado relativamente livre de posto enumerável na variedade
determinada por T2pM2pDq, sl2pDqq.

Demonstração. Queremos provar que se I “ T2pM2pDq, sl2pDqq, então

pR, Sq – pDxXy{I, pLxXy ` Iq{Iq.

Seja α : pDxXy, LxXyq Ñ pR, Sq o homomorfismo de pares Z2-graduados dado por
αpx

p0q

i q “ Yi, αpx
p1q

i q “ Zi, @i ě 1. Para cada f P I, temos (pelo item (a) do Lema
2.14) que

αpfpx
p0q

1 , x
p1q

1 , . . . , xp0q
n , xp1q

n qq “ fpαpx
p0q

1 q, αpx
p1q

1 q, . . . , αpxp0q
n q, αpxp1q

n qq

“ fpY1, Z1, . . . , Yn, Znq

“ 0

portanto f P Kerα. Suponha que f “ fpx
p0q

1 , x
p1q

1 , . . . , xp0q
n , xp1q

n q P Ker α. Escolha
a

pjq

1 , . . . , apjq
n P sl

pjq

2 , j “ 0, 1. Defina

γ : tYi, Zi| i ě 1u Ñ sl2pDq

por Yi ÞÑ a
p0q

i , Zi ÞÑ a
p1q

i . Pelo item b) do Lema 2.14 podemos estender γ a um homomor-
fismo de pares Z2-graduados γ : pR, Sq Ñ pM2pDq, sl2pDqq, consequentemente

0 “ γpfpY1, Z1, . . . , Yn, Znqq

“ fpγpY1q, γpZ1q, . . . , γpYnq, γpZnqq

“ fpa
p0q

1 , a
p1q

1 , . . . , ap0q
n , ap1q

n q

e como os apjq

i foram escolhidos arbitrariamente segue que f P I e isso mostra que I “ Kerα.
Note que a imagem de α contém um gerador de pR, Sq e, portanto, existe um isomorfismo
α : DxXy{I Ñ R tal que αppLxXy ` Iq{Iq “ S e αppDxXyi ` Iq{Iq Ď Ri, i “ 0, 1.

Lema 2.16. Os seguintes polinômios são identidades fracas Z2-graduadas para o par
pM2pDq, sl2pDqq:

1. ry1, y2s,

2. z1z2z3 ´ z3z2z1,
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3. y1z1 ` z1y1,

com yi P DxXy0 e zj P DxXy1.

Demonstração. De verificação imediata.

Seja I o T2-ideal fraco gerado pelas identidades do lema anterior e B o conjunto
dos monômios:

a) ya1ya2 ¨ ¨ ¨ yak
,

b) ya1ya2 ¨ ¨ ¨ yak
zi1zj1 ¨ ¨ ¨ zin xzjn ,

para quaisquer k ě 0, n ą 0, a1 ď a2 ď ¨ ¨ ¨ ď ak, i1 ď i2 ď ¨ ¨ ¨ ď in, j1 ď j2 ď ¨ ¨ ¨ ď jn e
xzjn significa que a parcela zjn pode não aparecer.

Lema 2.17. Seja I como anteriormente, então:

DxXy{I “ xtm ` I|m P Buy.

Demonstração. Seja m “ yi1zj1yi2 . . . yirzjr , r ě 0 (alguns fatores podem ser expressões
vazias). Pela identidade 3 do Lema 2.16, podemos colocar os yis à esquerda dos zjk

, ou seja,
m “ ˘yi1yi2 . . . yirzj1 . . . zjr módulo I. Por outro lado a identidade 1 do mesmo lema nos
permite colocar os yis em ordem crescente e por fim a identidade 2 nos permite reordenar
os zjs das posições “pares” e o mesmo para aqueles das posições ímpares. Isso prova o
lema.

A demonstração do lema a seguir faz uso de matrizes genéricas e é semelhante
à demonstração da Proposição 5 de [30] (ver também [31]).

Lema 2.18. Seja D um domínio de integridade infinito. Nenhuma combinação linear não
trivial dos elementos de B é uma identidade fraca Z2-graduada para o par pM2pDq, sl2pDqq.

Demonstração. Considere os geradores do par pR, Sq,

Yi “

˜

ai 0
0 ´ai

¸

, Zi “

˜

0 bi

ci 0

¸

.

Se m1 é um monômio do tipo a), então

m1pYi1 , Yi2 , . . . , Yik
q “

˜

ai1ai2 ¨ ¨ ¨ aik
0

0 p´1q
kai1ai2 ¨ ¨ ¨ aik

¸

.
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Como a variável Yi de maior índice corresponde à variável ai de maior índice, podemos
recuperar os monômios do tipo a) a partir da matriz resultante, ou seja,

m1pYi1 , Yi2 , . . . , Yik
q “ m1

1pYi1 , Yi2 , . . . , Yik
q ô m1 “ m1

1.

Agora note que os monômios do tipo a) geram apenas matrizes com entradas nos ai’s e os
ai, bi e ci são algebricamente independentes, portanto apenas precisamos verificar se os
monômios do tipo b) são linearmente independentes. Considere um monômio

m2pzi1 , zj1 , . . . , xzjnq “ zi1zj1 ¨ ¨ ¨ xzjn

do tipo b) com k “ 0. Então

m2pZi1 , Zj1 , . . . , xZjnq “ pbi1cj1 ¨ ¨ ¨ bincjnqe11 ` pci1bj1 ¨ ¨ ¨ cinbjnqe22,

se a variável zjn ocorre. Caso contrário, teremos

m2pZi1 , Zj1 , . . . , xZjnq “ pbi1cj1 ¨ ¨ ¨ binqe12 ` pci1bj1 ¨ ¨ ¨ cinqe21.

Suponha que m2 “ zi1zj1 ¨ ¨ ¨ zin xzjn e m1
2 “ zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcmyzdm , com n ě m, resultam em uma

mesma matriz M quando avaliados nas matrizes

Zi1 , Zj1 , . . . , Zin , Zjn .

Como o grau dos monômios nas entradas de M é o mesmo de m2 (e de m1
2) temos

m “ n. Agora, note que bc1 , bc2 , . . . , bcn aparecem na escrita de M e o mesmo para
bi1 , bi2 , . . . , bin (na entrada e12 ou e11 , por exemplo), pois as variáveis zck

e zik
aparecem

nas posições ímpares nos monômios m1
2 e m2, respectivamente. Consequentemente, obtemos

que tzi1 , . . . , zinu “ tzc1 , . . . , zcnu, mas como os índices nas posições ímpares (na escrita de
m2 e m1

2) estão em ordem crescente, a única possibilidade é que tenhamos zck
“ zik

, @k ě 1,
ou seja, m1

2 “ zi1zd1 ¨ ¨ ¨ zinzdn . Analogamente, podemos mostrar que zdk
“ zjk

, @k ě 1
e isso mostra que m2 “ m1

2. Com isso, podemos recuperar estes monômios à partir da
avaliação nas matrizes genéricas e de modo análogo verifica-se para monômios do tipo b)
com k ą 0. Desta forma, uma combinação linear dos elementos de B avaliados em pR, Sq

resultará em uma matriz cujas entradas são polinômios com os mesmos coeficientes que a
combinação linear inicial, mas os ai, bk e cs são algebricamente independentes e, então,
uma tal combinação linear resultará em 0 apenas se todos os coeficientes forem nulos.

Proposição 2.19. Seja D um domínio de integridade infinito. As identidades do Lema
2.16 formam uma base de identidades fracas Z2-graduadas para o par pM2pDq, sl2pDqq.

Demonstração. Consequência imediata dos Lemas 2.17 e 2.18.
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2.2 A Propriedade de Specht
Ao longo desta seção D será um anel comutativo, unitário e Noetheriano.

Continuaremos denotando por I o T2-ideal fraco gerado por: (1) ry1, y2s, (2) z1z2z3 ´ z3z2z1

e (3) y1z1 ` z1y1, com yi P DxXy0 e zi P DxXy1. Recordemos que uma álgebra A (ou o seu
T -ideal IdpAq) satisfaz a propriedade de Specht se todo T -ideal contendo IdpAq possui
base finita. De modo análogo, podemos definir a propriedade de Specht para álgebras
graduadas, pares de álgebras etc. Nesta seção mostraremos que, munido da Z2-graduação
natural, o par pM2pDq, sl2pDqq satisfaz a propriedade de Specht. Aqui empregamos os
mesmos métodos utilizados por E. P. Rezende e A. Krasilnikov em [46].

Convém observar que o Lema 2.17 continua válido para anéis comutativos
com unidade. Além disso, a demonstração do lema a seguir repete palavra por palavra a
demonstração do Lema 2.18.

Lema 2.20. Seja B o conjunto formado por todos os monômios do tipo:

a) ya1ya2 ¨ ¨ ¨ yak
,

b) ya1ya2 ¨ ¨ ¨ yak
zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcmyzdm ,

com a1 ď a2 ď ¨ ¨ ¨ ď ak, c1 ď c2 ď ¨ ¨ ¨ ď cm, d1 ď d2 ď ¨ ¨ ¨ ď dm, k ě 0 e m ą 0. Então
tm ` I | m P Bu é uma base para o D-módulo livre DxXy{I.

Sejam M1 e M2 o conjunto formado, respectivamente, pelos monômios dos
tipos a) e b), M “ M1 Y M2 e ĂM “ ĂM1 Y ĂM2, sendo ĂMi a imagem de Mi em DxXy{I.

Definição 2.21. Sejam pA,ďq um conjunto parcialmente ordenado e B Ď A. O fecho de
B é o conjunto clpBq “ ta P A | Db P B, b ď au. Dizemos que B é fechado se clpBq “ B.

Lema 2.22 (G. Higman [22]). Seja A um conjunto parcialmente ordenado. São equivalen-
tes:

a) Toda sequência infinita a1, a2, . . . de elementos de A possui uma subsequência infinita
não-decrescente ai1 ď ai2 ď ¨ ¨ ¨ (i1 ă i2 ă ¨ ¨ ¨ );

b) Se a1, a2, . . . é um sequência infinita de elementos de A, então existem inteiros i e j
tais que i ă j e ai ď aj;

c) Toda cadeia ascendente de subconjuntos fechados de A estabiliza;

d) Todo subconjunto não vazio fechado de A é o fecho de um conjunto finito;

e) Não existe sequência infinita estritamente decrescente, nem um número infinito de
elementos mutuamente incomparáveis.
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Definição 2.23. Seja ď uma relação de ordem A. Se ď é uma ordem linear (uma ordem
total) e todo subconjunto não-vazio de A possui um único elemento minimal, dizemos
que A é bem ordenado e que ď é uma boa ordem. Se A é parcialmente ordenado e todo
subconjunto não-vazio B Ď A possui um número finito não-nulo de elementos minimais,
dizemos que A é um conjunto parcialmente bem ordenado e que ď é uma boa ordem parcial.

Note que um conjunto é parcialmente bem ordenado se, e somente se, satisfaz
algum dos ítens do Lema 2.22. De fato, suponha que A é parcialmente bem ordenado.
Sejam a1 ě a2 ě ¨ ¨ ¨ uma sequência não-crescente em A e B “ tai | i ě 1u. Como B é
não vazio, existe uma quantidade finita de elementos minimais, na verdade apenas um,
pois B é totalmente ordenado. Digamos que as P B seja esse elemento minimal. Assim,
as “ as`1 “ ¨ ¨ ¨ , ou seja, a sequência é finita. Seja B Ď A um conjunto formado por
elementos mutuamente incomparáveis. Cada elemento incomparável é um minimal, mas
estes existem em quantidade finita. Isso mostra que vale peq. Vejamos a recíproca. Seja
B ‰ H e B0 o conjunto formado pelos elementos minimais de B. Os elementos de B0

são incomparáveis entre si, mas estes existem em número finito por peq, ou seja, B0 é
finito. Suponha que B é finito. Dado b P B, se b é minimal temos B0 ‰ H. Caso contrário,
existe b1 P B tal que b1 ă b. Repetimos o argumento com b1 no lugar de b, obtendo
b2 P B tal que b2 ă b1 ă b. Como B é finito, esse processo deve terminar e quando isso
acontecer teremos encontrado um elemento minimal bs P B, ou seja, B0 ‰ H. Agora, se
B é infinito e B0 “ H, então tome a1 P B. Como a1 não é minimal (pois B0 “ H) existe
a2 P B tal que a1 ą a2. Da mesma forma a2 não é minimal, e, portanto, existe a3 P B tal
que a1 ą a2 ą a3. Continuando com esse procedimento, obtemos uma sequência infinita
estritamente decrescente em B, mas isso não é possível. Isso mostra que B0 ‰ H.

Lema 2.24 (G. Higman [22]). Seja Φ o conjunto de todas as funções ϕ : N Ñ N estrita-
mente crescentes e pA,ďq um conjunto parcialmente ordenado, com elemento distinguido
0 P A. Considere V pAq “ V pA, 0q o conjunto de todas as sequências quase nulas de ele-
mentos de A. Defina a relação ďΦ em V pAq por tuiu ďΦ tviu se, e somente se, existe ϕ P Φ
tal que ui ď vϕpiq, @i P N. Nestas condições pV pAq,ďΦq é parcialmente bem ordenado.

Lema 2.25 (G. Higman [22]). Sejam pA1,ď1q e pA2,ď2q conjuntos parcialmente ordenados.
Considere a relação ď em A1 ˆA2 dada por pa1, a2q ď pb1, b2q se, e somente se, a1 ď1 b1 e
a2 ď2 b2. Se A1 e A2 são parcialmente bem ordenados, então pA1 ˆ A2,ďq é parcialmente
bem ordenado.

Sejam N0 “ N Y t0u e Qn “ Nn
0 . Considere em N0 a ordem natural ď . Pelo

Lema 2.25 o conjunto pQn,ďq é um conjunto parcialmente bem ordenado, onde ď é a
ordem termo a termo. Considere o conjunto V pQnq formado por todas as sequências quase
nulas. Defina a relação de ordem ďΦ em V pQnq pela regra tuiu ďΦ tviu se, e somente se,
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existe ϕ P Φ tal que ui ď vϕpiq, @i ě 1. As demonstrações dos lemas a seguir podem ser
vistas em [46].

Lema 2.26. pV pQnq,ďΦq é um conjunto parcialmente bem ordenado.

Definição 2.27. Defina em V pQ1q a relação ď por tuiu ď tviu se, e somente se, tuiu “ tviu

ou existe k ą 0 tal que uk ă vk e uj “ vj se j ą k.

Observe que V pQ1q está em bijeção com o conjunto Y “ tyu1
1 ¨ ¨ ¨ yun

n | n ě 1u

e que a relação em V pQ1q acima é a ordem lexicográfica induzida de Y . Assim,

Lema 2.28. A relação ď é uma boa ordem linear em V pQ1q.

Observe que existe uma bijeção natural entre V pQnq e V pQ1q
n dada por

tpu
p1q

i , u
p2q

i , . . . , u
pnq

i qu ÞÑ ptu
p1q

i u, tu
p2q

i u, . . . , tu
pnq

i uq.

Em V pQnq defina a seguinte função B : V pQnq Ñ N por

Bpuq “ Bptu
p1q

i u, tu
p2q

i u, . . . , tu
pnq

i uq “
ÿ

i,j

u
pjq

i .

Sejam u “ ptu
p1q

i u, tu
p2q

i uq e v “ ptv
p1q

i u, tv
p2q

i uq P V pQ2q. Defina a relação ď em V pQ2q

por: u ď v se, e somente se, Bpuq ă Bpvq ou Bpuq “ Bpvq e tu
p2q

i u ă tv
p2q

i u ou Bpuq “ Bpvq,
tu

p2q

i u “ tv
p2q

i u e tu
p1q

i u ă tv
p1q

i u (ordem de V pQ1q).

Lema 2.29. A relação ď é uma boa ordem linear em V pQ2q.

Definamos agora uma boa ordem linear ď em V pQnq para n ě 3. Sejam

u “ ptu
p1q

i u, tu
p2q

i u, . . . , tu
pnq

i uq e v “ ptv
p1q

i u, tv
p2q

i u, . . . , tv
pnq

i uq

elementos de V pQnq. Defina u ă v se, e somente se, ptu
pn´1q

i u, tu
pnq

i uq ă ptv
pn´1q

i u, tv
pnq

i uq

em V pQ2q ou existe t0 ą 0 tal que tu
pt0q

i u ă tv
pt0q

i u em V pQ1q e tu
ptq

i u “ tv
ptq

i u, @t ą t0.

Lema 2.30. A relação acima é uma boa ordem linear em V pQnq.

Sejam

V1 “ V pQ1q

V2 “ tu P V pQ3q | Bpu
p2q

i q ą 0, Bpu
p2q

i q ´ Bpu
p3q

i q “ 0 ou 1u

V “ V1 Y V2

Cada conjunto Vi herda a boa ordem de V pQnq. Defina em V a seguinte relação:

i) Para cada i, se u, v P Vi e u ă v em Vi, então u ă v em V .
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ii) Se u P V1 e v P V2, então u ă v em V .

Como pV pQnq,ďq é totalmente ordenado, segue que ď é uma ordem linear em V .

Lema 2.31. A relação ď é uma boa ordem linear em V .

Demonstração. Seja W ‰ H um subconjunto de V . Então W “ pW X V1q Y pW X V2q. Se
W1 “ W X V1 é não vazio, então W tem um único elemento minimal e este pertence a W1,
pois V1 é bem ordenado e por ii). Por outro lado, se W1 é vazio, temos W “ W X V2 Ď V2

não vazio, e como V2 é bem ordenado, existe (único) elemento minimal em W . Portanto,
pV,ďq é bem ordenado.

Defina em V a relação ď
1 da seguinte forma: dados u, v P V , u ď

1 v se, e
somente se, existe i P t1, 2u tal que u, v P Vi e u ďΦ v.

Lema 2.32. pV,ď1
q é um conjunto parcialmente bem ordenado.

Demonstração. Seja u “ tuiu uma sequência infinita de elementos de V . Então existe uma
subsequência contida em V1 ou em V2. Como V1 Ď V pQ1q e V2 Ď V pQ3q são parcialmente
bem ordenados existe uma subsequência infinita não-decrescente de u contida em V1 (ou
V2). O resultado segue do Lema 2.22.

Seja ϕ uma função de N em N estritamente crescente. Defina ϕ : V pQnq Ñ

V pQnq por ϕptuiuq “ tviu, com

vj “

#

ui, j “ ϕpiq

0, j R ϕpNq

Denote por Φ1 a família de funções ϕ1 : V pQnq Ñ V pQnq dadas por ϕ1 “ ϕ se n “ 1, 2
e ϕ1pu, vq “ pϕpuq, vq com u P V pQn´2q e v P V pQ2q se n ą 2. Analogamente denote por
Φ2 a família de funções ϕ2 : V pQnq Ñ V pQnq tais que ϕ2 é a identidade se n “ 1, 2 e
ϕ2pu, vq “ pu, ϕpvqq, com u P V pQn´2q e v P V pQn´2q para n ą 2.

Considere a família rΦ de todos os endomorfismos de DxXy{I dados por

rϕpxi ` Iq “ xϕpiq, ` I

com ϕ : N Ñ N é estritamente crescente e xi P tyi, zi | i ě 1u. Sejam ainda rΦ1 o conjunto
formado por todos os endomorfismos de DxXy{I dados por rϕ1pyi ` Iq “ yϕpiq ` I e
rϕ1pzi ` Iq “ zi ` I e rΦ2 o conjunto dos endomorfismos de DxXy{I dados por rϕ2pzi ` Iq “

zϕpiq ` I e rϕ2pyi ` Iq “ yi ` I. Considere a função ξ : ĂM Ñ V dada por

• ξpya1ya2 ¨ ¨ ¨ yak
` Iq “ tu

p1q

i u
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• ξpya1ya2 ¨ ¨ ¨ yak
zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcmyzdm ` Iq “ tpu

p1q

i , u
p2q

i , u
p3q

i qu,

com u
p1q

i “
ř

aj ;aj“i 1, up2q

i “
ř

cj ;cj“i 1 e up3q

i “
ř

dj ;dj“i 1.
A função ξ é uma bijeção e portanto podemos induzir em ĂM as relações de ordem ď e ď

1

de V . De agora em diante, omitiremos o ideal I na escrita dos elementos de ĂM .

Lema 2.33. Suponha que x P ĂM, rϕ P rΦ, rϕi P rΦi, i “ 1, 2. Então ξprϕpxqq “ ϕpξpxqq e
ξp rϕipxqq “ ϕipξpxqq.

Demonstração. Observe que rϕ “ rϕ1 ˝ rϕ2 “ rϕ2 ˝ rϕ1 e, portanto, só precisamos verificar que
ξp rϕipxqq “ ϕipξpxqq. Suponha que x P ĂM1 e, portanto, x “ ya1 ¨ ¨ ¨ yak

“ y
u

p1q

1
1 ¨ ¨ ¨ yu

p1q
n

n , com
u

p1q

i “
ř

aj ;aj“i 1. Temos

ϕ1pξpy
u

p1q

1
1 ¨ ¨ ¨ yu

p1q
n

n qq “ ϕ1ptu
p1q

i uq “ ϕptu
p1q

i uq “ tviu,

com vj “ u
p1q

i se j “ ϕpiq e vj “ 0 se j R ϕpNq. Por outro lado,

ξprϕ1pxqq “ ξprϕ1py
u

p1q

1
1 ¨ ¨ ¨ yu

p1q
n

n qq

“ ξpy
u

p1q

1
ϕp1q

¨ ¨ ¨ yu
p1q
n

ϕpnq
q

“ tviu

com vj “ u
p1q

i se j “ ϕpiq e vj “ 0 se j R ϕpNq. Suponha agora que x P ĂM2. Então podemos
escrever x “ ya1ya2 ¨ ¨ ¨ yak

zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcmyzdm “ y
u

p1q

1
1 ¨ ¨ ¨ yu

p1q
n

n zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcmyzdm . Temos

ϕ1pξpxqq “ ϕ1ptu
p1q

i , u
p2q

i , u
p3q

i uq

“ pϕptu
p1q

i uq, tpu2
i , u

p3q

i quq

“ tpvi, u
p2q

i , u
p3q

i qu

com vj “ u
p1q

i se j “ ϕpiq e vj “ 0 se j R ϕpNq u
p2q

i “
ř

cj ;cj“i 1 e u
p3q

i “
ř

dj ;dj“i 1.
Calculando ξprϕ1pxqq obtém-se:

ξprϕ1pxqq “ ξprϕ1py
u

p1q

1
1 ¨ ¨ ¨ yu

p1q
n

n zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcmyzdmqq

“ tpvi, u
p2q

i , u
p3q

i qu

com vi “ u
p1q

j se j “ ϕpiq e vj “ 0 se j R ϕpNq, up2q

i “
ř

cj ;cj“i 1 e up3q

i “
ř

dj ;dj“i 1. Vejamos
o que ocorre com rϕ2. Para x P ĂM1

ξprϕ2pxqq “ ξprϕ2py
u

p1q

1
1 ¨ ¨ ¨ yu

p1q
n

n qq

“ ξpy
u

p1q

1
1 ¨ ¨ ¨ yu

p1q
n

n q

“ tu
p1q

i u.
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Além disso,

ϕ2pξpxqq “ ϕ2pξpy
u

p1q

1
1 ¨ ¨ ¨ yu

p1q
n

n qq

“ ϕ2ptu
p1q

i uq

“ tu
p1q

i u.

Considere novamente x “ y
u

p1q

1
1 ¨ ¨ ¨ yu

p1q
n

n zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcmyzdm P ĂM2. Nestas condições

ξp rϕ2pxqq “ ξp rϕ2py
u

p1q

1
1 ¨ ¨ ¨ yu

p1q
n

n zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcmyzdmqq

“ ξpy
u

p1q

1
1 ¨ ¨ ¨ yu

p1q
n

n zϕpc1qzϕpd1q ¨ ¨ ¨ zϕpcmq{zϕpdmqqq

“ tu
p1q

i , u
p2q

i , u
p3q

i u

com u
p2q

i “
ř

ϕpcjq;ϕpcjq“i 1 e up3q

i “
ř

ϕpdjq;ϕpdjq“i 1 e upkq

i “ 0 se i R ϕpNq. Por fim,

ϕ2pξpxqq “ ϕ2ptu
p1q

i , v
p2q

i , v
p3q

i uq

“ tu
p1q

i , ϕptv
p2q

i , v
p3q

i uqu

“ tu
p1q

i , w
p2q

i , w
p3q

i u

com v
p2q

i “
ř

cr;cr“i 1, vp3q

i “
ř

dr;dr“i 1 e

w
pkq

j “

#

v
pkq

i , se j “ ϕpiq

0, se j R ϕpNq
.

Suponha que j “ ϕpiq. Vendo ϕ como uma bijeção sobre sua imagem podemos escrever
w

p2q

j “ v
p2q

ϕ´1pjq
“

ř

cr;cr“ϕ´1pjq
1 “

ř

cr;ϕpcrq“j 1 “
ř

ϕpcrq;ϕpcrq“j 1 “ u
p2q

j e wp2q

j “ u
p2q

j “ 0 se
j R ϕpNq e, de modo análogo, para wp3q

j , ou seja, wpkq

j “ u
pkq

j . Logo ϕ1pξpxqq “ ξprϕ1pxqq e
ϕ2pξpxqq “ ξprϕ2pxqq.

Observe que em geral não podemos multiplicar duas desigualdades membro a
membro. Por exemplo, se z “ z3z4, z1

“ z1z5, x “ z2 e x1
“ x, então z ď z1, contudo, x1z1

ă

xz. De qualquer forma, ainda existem algumas boas operações que preservam a relação
de ordem conforme veremos a seguir. Antes de continuarmos note que, na demonstração
do Lema 2.20 (ou Lema 2.17), mostramos que, para cada monômio m P DxXy{I, existe
um único monômio δpmq P M satisfazendo δpmq “ δmm (módulo I), com δm “ ˘1. Em
particular, se y P ĂM1 e m P ĂMi, vale a igualdade δpymq “ ym P ĂMi, i “ 1, 2.

Lema 2.34. Sejam y “ yr1
1 ¨ ¨ ¨ yrn

n e x, rx P ĂM tais que x ď rx. Então, yx ď yrx.

Demonstração. Se x P ĂM1 e rx P ĂM2 (ou x “ rx) nada precisa ser feito, pois yx P ĂM1 e
yrx P ĂM2. Sejam x “ yu1

1 ¨ ¨ ¨ yuk
k e rx “ yv1

1 ¨ ¨ ¨ yvk
k com ukvk ‰ 0. Então, existe t0 P N tal que

ut0 ă vt0 e ut “ vt para cada t ą t0. Seja m “ maxtk, nu, então

ξpyxq “ ξpyu1`r1
1 ¨ ¨ ¨ yum`rm

m q “ tui ` riu
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e

ξpyrxq “ ξpyv1`r1
1 ¨ ¨ ¨ yvm`rm

m q “ tvi ` riu,

com ut0 ` rt0 ă vt0 ` rt0 e ut ` rt “ vt ` rt, para t ą t0. Logo, ξpyxq ă ξpyrxq se x,
rx P ĂM1. Resta provar o caso x, rx P ĂM2. Suponha que x “ ya1 ¨ ¨ ¨ yanzc1zd1 ¨ ¨ ¨ zck

xzdk
e

rx “ ya1
1

¨ ¨ ¨ ya1
m
zc1

1
zd1

1
¨ ¨ ¨ zc1

s
xzd1

s
. Observe que se zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zck

xzdk
ď zc1

1
zd1

1
¨ ¨ ¨ zc1

s
xzd1

s
, então

para quaisquer y, y1
P ĂM1, tem-se yzc1zd1 ¨ ¨ ¨ zck

xzdk
ď y1zc1

1
zd1

1
¨ ¨ ¨ zc1

s
xzd1

s
. Assim, podemos

supor que
zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zck

xzdk
“ zc1

1
zd1

1
¨ ¨ ¨ zc1

s
xzd1

s

e
ya1 ¨ ¨ ¨ yan ď ya1

1
¨ ¨ ¨ ya1

m
.

Pela primeira parte da demonstração, temos yya1 ¨ ¨ ¨ yan ď yya1
1

¨ ¨ ¨ ya1
m

e, portanto, yx ď

yrx.

Lema 2.35. Se x “ yu1
1 ¨ ¨ ¨ yun

n e y “ yr1
1 ¨ ¨ ¨ yrk

k , então x ď xy.

Demonstração. Basta notar que 1, y e x P ĂM1 e aplicar o Lema 2.34 para obter x ¨ 1 ď

xy.

Lema 2.36. Sejam x “ za1za2 ¨ ¨ ¨ zak
e z “ zt1 ¨ ¨ ¨ ztk

. Então x ď xz.

Demonstração. Devido à identidade (2) valem as igualdades δx “ δxz “ 1, ou seja,
x “ δpxq P ĂM e xz “ δpxzq P ĂM . Agora podemos computar a imagem destes elementos
por ξ:

Bpξpxzqq “ Bpξpxqq ` Bpzq ě Bpξpxqq

e a igualdade ocorre apenas se z é igual a 1, portanto, x ď xz.

Lema 2.37. Sejam y “ yr1
1 ¨ ¨ ¨ yrn

n , z “ zt1 ¨ ¨ ¨ ztk
e x, rx P ĂM . Se x ď rx, então:

a) δpxyq ď δprxyq;

b) xz ď rxz.

Demonstração. (a) Se x, rx P ĂM1, então xy “ yx e rxy “ yrx. Assim, pelo Lema 2.34,
obtém-se δpxyq ď δprxyq. Suponha que x “ y1zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcmyzdm e rx “ y2zc1

1
zd1

1
¨ ¨ ¨ zc1

l
xzd1

l
sejam

elementos de ĂM2, com y1
“ ya1 ¨ ¨ ¨ yam1

e y2
“ ya1

1
¨ ¨ ¨ ya1

l1
. Caso tenhamos zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcmyzd1

m
ă

zc1
1
zd1

1
¨ ¨ ¨ zc1

l
xzd1

l
, então δpxyq ď δprxyq. Assim, podemos supor que z “ zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcmyzdm “

zc1
1
zd1

1
¨ ¨ ¨ zc1

l
xzd1

l
; desta forma y1

ď y2, pois x ď rx. Temos também δpxyq “ y1yzc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcmyzdm

e δprxyq “ y2yzc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcl
xzdl

(identidade (3)). Segue do Lema 2.34 que y1y ă y2y, logo
δpxyq ď δprxyq. Se x P ĂM1 e rx P ĂM2, então segue direto da definição de ď que δpxyq ď δprxyq.
Isso prova o ítem (a).
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(b) Observe que δpxzq é obtido de xz após uma reordenação das variáveis
zti

, e apenas estas. Isto não produz mudanças no sinal, logo δpxzq “ xz e o mesmo
para rxz. Se x, rx P ĂM1, então é imediato que xz ď rxz. Sejam x “ yz1 e rx “ y1z2, com
z1

“ zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zck
xzdk

, z2
“ zc1

1
zd1

1
¨ ¨ ¨ zc1

k
xzd1

k
e y e y1 são monômios nos yi’s. Assim, xz “ yz1z

e rxz “ y1z2z. Caso z1
“ z2, teremos y ď y1 e, portanto, xz ď rxz. Se a igualdade não

ocorrer, teremos z1
ď z2 e neste caso a única coisa que precisaremos provar é que z1z ď z2z,

pois teremos xz “ yz1z ď y1z2z “ rxz. Com isso, podemos supor que x “ zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zck
xzdk

e rx “ zc1
1
zd1

1
¨ ¨ ¨ zc1

k1
yzd1

k1
. Por hipótese x ď rx, ou equivalentemente, ξpxq ď ξprxq. Logo,

tpri, siqu ď tpr1
i, s

1
iqu, com ri “

ř

cj ;cj“i 1, si “
ř

dj ;dj“i 1, r1
i “

ř

c1
j ;c1

j“i 1 e s1
i “

ř

d1
j ;d1

j“i 1.
Precisamos considerar os seguintes casos:

(a) Bptpri, siquq ă Bptpr1
i, siq

1
uq;

(b) Bptpri, siquq “ Bptpr1
i, siq

1
uq e tsiu ă ts1

iu ou tsiu “ ts1
iu e triu ă tr1

iu.

Se vale (a), é imediato que xz ď rxz, então podemos supor a igualdade k “ k1. Para
(b), apenas precisamos considerar os casos em que ambos x “ zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zck

xzdk
e rx “

zc1
1
zd1

1
¨ ¨ ¨ zc1

k
xzd1

k
possuem grau par ou ambos possuem grau ímpar. Considere que x e rx

têm grau par. Basta que provemos o resultado para z “ zt1 , o caso geral segue por
indução. Por hipótese temos tsiu ă ts1

iu ou tsiu “ ts1
iu e triu ă tr1

iu, onde ri “
ř

cj ;cj“i 1,
si “

ř

dj ;dj“i 1, r1
i “

ř

c1
j ;c1

j“i 1 e s1
i “

ř

d1
j ;d1

j“i 1, então ξpxzq “ tpui, viqu com ui “ ri se
i ‰ t1, ut1 “ rt1 ` 1 e vi “ si, i ě 1. Analogamente para rx temos ξprxzq “ tpu1

i, v
1
iqu com

u1
t1 “ r1

t1 ` 1, u1
i “ r1

i se i ‰ t1 e v1
i “ s1

i, i ě 1. Se ocorrer tsiu ă ts1
iu, então tviu ă tv1

iu; se
por outro lado ocorrer tsiu “ ts1

iu e triu ă tr1
iu, então teremos tviu “ tv1

iu e tuiu ă tu1
iu,

logo tpui, viqu ď tpu1
i, v

1
iqu, ou seja, ξpxzq ď ξprxzq. Logo xz ď rxz. O caso em que x e rx

possuem grau ímpar é análogo.

O próximo lema, mostra que rϕ1, rϕ2 e rϕ preservam a relação ď.

Lema 2.38. Sejam rϕ P rΦ, rϕi P rΦi, i “ 1, 2. Se x ă rx, então:

a) rϕipxq ă rϕiprxq;

b) rϕpxq ă rϕprxq.

Demonstração. Como rϕ “ rϕ1 ˝ rϕ2, só precisamos provar o ítem (a). Suponha que x, rx P ĂM1.
Se x “ 1 ou rx “ 1, então o resultado é imediato. Então podemos supor que x “ yr1

1 ¨ ¨ ¨ yrn
n

e rx “ ys1
1 ¨ ¨ ¨ ysn

n com sn ‰ 0 ou rn ‰ 0. Temos ξprϕ1pxqq “ ξpyr1
ϕp1q

¨ ¨ ¨ yrn

ϕpnq
q “ tr1

iu, onde
r1

i “ rj se i “ ϕpjq e r1
i “ 0 se i R ϕpNq. Analogamente, ξprϕ1prxqq “ ξpys1

ϕp1q
¨ ¨ ¨ ysn

ϕpnq
q “ ts1

iu,
onde s1

i “ sj se i “ ϕpjq e s1
i “ 0 se i R ϕpNq. Como x ă rx, existe t0 P N tal que rt0 ă st0

e st “ rt se t ą t0. É suficiente mostrar que r1
ϕpt0q ă s1

ϕpt0q e s1
t “ r1

t se t ą ϕpt0q. Como
ϕpt0q P ϕpNq segue que r1

ϕpt0q “ rt0 ă st0 “ s1
ϕpt0q. Seja t ą ϕpt0q e suponha que t P ϕpNq.
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Como ϕ é crescente, existe p ą t0 tal que t “ ϕppq. Logo r1
t “ rp “ sp “ s1

t. Por outro
lado, se t R ϕpNq, então r1

t “ s1
t “ 0. Isso mostra que rϕ1pxq ă rϕ1prxq. Agora, sejam x “ yz

e rx “ y1z1
P ĂM , com y, y1

P ĂM1 e z e z1 são monômios nas variáveis zt. Como rϕ1 fixa as
variáveis zt, segue que rϕ1pxq “ rϕ1pyqz e rϕ1prxq “ rϕ1py1

qz1. Se z ă z1 o resultado é imediato.
Suponha que z “ z1. Como x ă rx, temos y ă y1 e assim rϕ1pyq ă rϕ1py1

q pela primeira parte
da demonstração. Logo, rϕ1pxq “ rϕ1pyqz ă rϕ1py1

qz1
“ rϕ1prxq.

Vejamos como comporta-se a função rϕ2. Suponha inicialmente que

x “ zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcmyzdm , rx “ zc1
1
zd1

1
¨ ¨ ¨ zc1

l
xzd1

l
.

Por definição, temos ξpxq “ tp0, ri, siqu e ξprxq “ tp0, r1
i, s

1
iqu, com ri “

ř

cj ;cj“i 1, si “
ř

dj ;dj“i 1, r1
i “

ř

c1
j ;c1

j“1 1 e s1
i “

ř

d1
j ;d1

j“1 1. Além disso, ξp rϕ2pxqq “ tp0, ui, viqu e ξp rϕ2prxqq “

tp0, u1
i, v

1
iqu, com pui, viq “ prj, sjq, pu1

i, v
1
iq “ pr1

j, s
1
jq se i “ ϕpjq e pui, viq “ pu1

i, v
1
iq “ p0, 0q

se i R ϕpNq. Note que x, rx P ĂM2 e, por hipótese, x ă rx. Por isso, temos apenas duas
possibilidades:

(a) Bptprj, sjquq ă Bptpr1
j, s

1
jquq;

(b) Bptprj, sjquq “ Bptpr1
j, s

1
jquq e tsiu ă ts1

iu ou tsiu “ ts1
iu e triu ă tr1

iu.

Como Bptp0, ui, viquq “ Bptp0, rj, sjquq e Bptp0, u1
i, v

1
iquq “ Bptp0, r1

j, s
1
jquq, se ocorre (a),

então Bptp0, ui, viquq ă Bptp0, u1
i, v

1
iquq. Se ocorre (b), então tviu ă tv1

iu ou tviu “ tv1
iu e

tuiu ă tu1
iu. Isso mostra que ξprϕ2pxqq ă ξprϕ2prxqq. Finalmente, suponha que x “ yz e

rx “ y1z1
P ĂM , com y, y1

P ĂM1 e z e z1 são monômios nas variáveis zt. Se z ă z1, então,
pelo que acabamos de ver, rϕ2pzq ă rϕ2pz1

q. Além disso, rϕ2 fixa as variáveis y’s. Logo,
rϕ2pxq “ y rϕ2pzq ă y1

rϕ2pz1
q “ rϕ2py1z1

q “ rϕ2prxq. Agora, se z “ z1, então y ă y1 e novamente
obtém-se rϕ2pxq “ y rϕ2pzq ă y1

rϕ2pz1
q “ rϕ2py1z1

q “ rϕ2prxq.

Lema 2.39. Sejam x, rx P ĂMi, i “ 1, 2. Se x ď
1

rx, então existem rϕ P rΦ, y P ĂM1 e
z “ zt1 ¨ ¨ ¨ ztk

, k ě 0, tais que yrϕpxqz “ rx.

Demonstração. Suponha inicialmente que x, rx P ĂM1, x “ yr1
1 ¨ ¨ ¨ yrn

n e rx “ ys1
1 ¨ ¨ ¨ ysn

n , com
rn ‰ 0 ou sn ‰ 0. Como x ď

1
rx, existe ϕ P Φ tal que rj ď sϕpjq, para cada j ě 1. Além

disso, ξprϕpxqq “ tr1
iu, com r1

i “ rj se i “ ϕpjq e r1
i “ 0 se i R ϕpNq, logo rϕpxq “ y

r1
1

1 ¨ ¨ ¨ y
r1

ϕpnq

ϕpnq

(lembre que ϕ é crescente). Seja, para cada i ě 1, li “ si ´ r1
i. Note que li “ si se i R ϕpNq e

que li “ sϕpjq ´ rj ą 0 se i “ ϕpjq. Assim, podemos considerar o elemento y “ yl1
1 ¨ ¨ ¨ y

lϕpnq

ϕpnq
.

Calculando ξpyrϕpxqq, obtemos

ξpyrϕpxqq “ ξpyl1
1 ¨ ¨ ¨ y

lϕpnq

ϕpnq
rϕpxqq

“ ξpyl1
1 ¨ ¨ ¨ y

lϕpnq

ϕpnq
y

r1
1

1 ¨ ¨ ¨ y
r1

ϕpnq

ϕpnq
q

“ ξpy
l1`r1

1
1 ¨ ¨ ¨ y

lϕpnq`r1
ϕpnq

ϕpnq
q

“ tli ` r1
iu “ tsiu “ ξprxq.
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Logo, yrϕpxqz “ rx, com z “ 1. Agora, sejam x “ y z, rx “ ry rz P ĂM2, com y “ ya1 ¨ ¨ ¨ yak
,

ry “ ya1
1

¨ ¨ ¨ ya1

k1
, z “ zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcmyzdm e rz “ zc1

1
zd1

1
¨ ¨ ¨ zc1

m1
yzd1

m1
. Provaremos a existência de

rϕ P rΦ e z “ zt1 ¨ ¨ ¨ zti
tais que:

(a) yrϕpyq “ ry;

(b) rϕpzqz “ rz.

Como consequência teremos yrϕpxqz “ yrϕpyqrϕpzqz “ ry rz “ rx. Lembre que
ξpxq “ tpu

p1q

i , u
p2q

i , u
p3q

i qu, com u
p1q

i “
ř

aj ;aj“i 1, up2q

i “
ř

cj ;cj“i 1 e up3q

i “
ř

dj ;dj“i 1. Ana-
logamente, temos ξprxq “ tpv

p1q

i , v
p2q

i , v
p3q

i qu, onde v
p1q

i “
ř

a1
j ;a1

j“i 1, vp2q

i “
ř

c1
j ;c1

j“i 1 e
v

p3q

i “
ř

d1
j ;d1

j“i 1. (a) Como x ď
1

rx, existe ϕ P Φ tal que upiq
j ă v

piq
ϕpjq

, j ě 1 e i P t1, 2, 3u.
Seja lpiq

k “ v
piq
k se k R ϕpNq e lpiq

k “ v
piq
ϕpjq

´ u
piq
j se k “ ϕpjq, para cada j, k ě 1 e i P t1, 2, 3u.

Note que lpiq
k ě 0 e, portanto, podemos considerar um monômio y tal que ξpyq “ tl

p1q

j u.
Temos também que y ď

1
ry, pois, up1q

j ă v
p1q

ϕpjq
, j ě 1. Então pela primeira parte da demons-

tração obtemos yrϕpyq “ ry. Para provar (b), considere o elemento z “ zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcmzdm e
defina z “ ze1zf1 ¨ ¨ ¨ zem2zfm2 , com l

p2q

i “
ř

ej ;ej“i 1 e lp3q

i “
ř

fj ;fj“i 1. Assim,

ξprϕpzqzq “ ξpzϕpc1qzϕpd1q ¨ ¨ ¨ zϕpcmqzϕpdmqze1zf1 ¨ ¨ ¨ zem2zfm2 q

“ tp0, u1p2q

i , u
1p3q

i qu

onde u1p2q

i “
ř

ϕpcjq;ϕpcjq“i 1 `
ř

ej ;ej“i 1 e u1p3q

i “
ř

ϕpdjq;ϕpdjq“i 1 `
ř

fj ;fj“i 1. Se i “ ϕpsq,
então u

1p2q

i “
ř

ϕpcjq;ϕpcjq“ϕpsq
1 `

ř

ej ;ej“ϕpsq
1 “ up2q

s ` l
p2q

ϕpsq
“ v

p2q

i . Por outro lado, se
i R ϕpNq, então u

1p2q

i “ 0 `
ř

ej ;ej“i 1 “ l
p2q

i “ v
p2q

i . De modo análogo prova-se que
u

1p3q

i “ v
p3q

i , i ě 1. Por fim, ξprzq “ tp0, vp2q

i , v
p3q

i qu “ tp0, u1p2q

i , u
1p3q

i qu “ ξprϕpzqzq, ou seja,
rϕpzqz “ rz. Para o caso z “ zc1zd1 ¨ ¨ ¨ zcm basta definir z “ zf1ze1 ¨ ¨ ¨ zfm2 e repetir os
argumentos anteriores.

Definição 2.40. Seja f “
řn

i“1 αimi, mi P ĂM e αi P D. Se α1 ‰ 0 e m1 ą mi, para
cada i ě 1, diremos que lmpfq “ m1, lcpfq “ α1 e ltpfq “ α1m1 são, respectivamente, o
monômio, o coeficiente e o termo líder de f .

Lema 2.41. Sejam f e rf combinações lineares de elementos de ĂM com lmpfq “ x e
lmp rfq “ rx. Se x ď

1
rx, então existem rϕ P rΦ, y P ĂM1 e z P ĂM tais que lmpyrϕpfqzq “ rx.

Demonstração. Como x ď rx, então pelo Lema 2.39, existem rϕ P rΦ, y P ĂM1 e z “ zt1 ¨ ¨ ¨ ztk
,

k ě 0, tais que yrϕpxqz “ rx. Por outro lado, a relação de ordem ď é preservada por rϕ

e o mesmo por multiplicações à esquerda por y e à direita por z. Logo, lmpyrϕpfqzq “

yrϕpxqz “ rx.
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Teorema 2.42. Seja D um anel associativo, comutativo, unitário e Noetheriano. Seja
I o T2-ideal fraco gerado pelas identidades ry1, y2s, z1z2z3 ´ z3z2z1 e y1z1 ` z1y1, com
yi P DxXy0 e zi P DxXy1. Então, todo T2-ideal fraco contendo I possui base finita. Em
particular, munido da Z2-graduação natural, o par pM2pDq, sl2pDqq satisfaz a propriedade
de Specht.

Demonstração. Suponha que exista um T2-ideal fraco J contendo I que não é finitamente
gerado. Então podemos escolher um elemento g1 P JzI e gerar um outro T2-ideal fraco I1

gerado por g1 e I de modo que I Ĺ I1 Ĺ J . Como J não é finitamente gerado, podemos
escolher g2 P JzI1 e gerar outro T2-ideal fraco, digamos I2, gerado por g2 e I1 de modo
que I Ĺ I1 Ĺ I2 Ĺ J . Repetindo esse argumento, obtém-se uma cadeia estritamente
ascendente de T2-ideais fracos finitamente gerados I Ĺ I1 Ĺ I2 Ĺ ¨ ¨ ¨ . Esta cadeia por
sua vez, induz uma cadeia estritamente ascendente de ideais J1 Ĺ J2 Ĺ ¨ ¨ ¨ de DxXy{I

com Jk “ Ik{I. Mostraremos que uma tal cadeia em DxXy{I não pode existir. Uma
vez que ĂM é uma base para DxXy{I, podemos escrever cada elemento de Ri “ JizJi´1

como combinação linear de elementos de ĂM . Seja Li o conjunto dos monômios líderes
dos elementos de Ri. Note que Li ‰ H, pois Ri ‰ H. Além disso, como ď é uma boa
ordem linear em ĂM , cada conjunto Li possui um único elemento minimal xi. A relação
ď

1 é uma boa ordem parcial para ĂM , logo a sequência txiu possui uma subsequência
infinita txik

u não-decrescente com respeito a ď
1 (Lema 2.22). Para cada xil

P Lil
, seja

hl P Ril
um elemento não-nulo cujo termo líder é ltphlq “ αlxil

, αl P D. Seja I0 o ideal
gerado por α1, α2, . . . . Como D é Noetheriano, existe k tal que I0 é gerado por α1, . . . , αk.
Assim, αk`1 “

řk
l βlαl, com βl P D. Como xil

ď
1 xik`1 , para cada l “ 1, . . . , k, existem yl,

zl P ĂM e rϕ P rΦ tais que lmpyl
rϕphlqzlq “ xik`1 (Lema 2.41). Logo, ltpyl

rϕphlqzlq “ αlxik`1 .
Considere agora h “

řk
l“1 βlyl

rϕphlqzl. Observe que h “
řk

l“1 βlαlxik`1` (fatores menores).
Logo, ltphq “

řk
l“1 βlαlxik`1 “ p

řk
l“1 βlαlqxik`1 “ αk`1xik`1 . Note que para cada l “ 1,

. . . , k, tem-se hl P Ril
Ĺ Jil

Ď Jipk`1q´1, pois i1 ă i2 ă ¨ ¨ ¨ ă ik ď ipk`1q ´ 1. Além disso,
rϕphlq P Jipk`1q´1, pois Ik é um T2-ideal fraco (na verdade porque cada ideal Jk é invariante
por endomorfismos de rΦ). Assim, yl

rϕphlqzl P Jipk`1q´1 e, portanto, h P Jipk`1q´1. Considere
agora o elemento f “ hk`1 ´ h P DxXy{I e recorde que hk`1 possui termo líder αk`1xik`1 .
No entanto, como mostramos anteriormente, este é o mesmo termo líder de h. Logo, f
possui monômio líder menor que xik`1 . Pela escolha dos hl’s, temos hk`1 P Jipk`1q

zJipk`1q´1.
Além disso, h P Jipk`1q´1 Ĺ Jipk`1q

e, portanto, f P Jipk`1q
zJipk`1q´1 “ Rik`1 . Ora, isso não é

possível uma vez que o monômio líder de f está em Lik`1 (por definição) e este é menor
que xik`1 , o elemento minimal de Lik`1 . Isto prova o resultado.
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Capítulo 3

Identidades Fracas com Ação de
Grupo

Seja G ď AutpA,Lq um subgrupo, não necessariamente abeliano, do grupo de
automorfismos do par pA,Lq. Dizemos neste caso que pA,Lq é um G-par ou que é um par
com ação de G. Considere a G-álgebra associativa F xX;Gy sobre F livremente gerada
por X “ txg

i | g P G, i ě 1u e LxX;Gy Ď F xX;Gy
p´q a G-subálgebra de Lie gerada por

X. Então o par pF xX;Gy, LxX;Gyq é livre na classe dos pares pA,Lq com ação de G.
Em geral vale a inclusão AutpA,Lq Ď AutpAq. Em particular, como os automorfismos de
MnpCq são dados por conjugação (pelo teorema de Skolem e Noether) e a conjugação
preserva o traço das matrizes, tem-se AutpMnpCq, slnpCqq “ AutpMnpCqq. Segue disso
que todo automorfismo de MnpCq preserva slnpCq. Observamos aqui que, se n ą 2, os
automorfismos da álgebra de Lie slnpCq não se resumem apenas às conjugações. Mas
como já vimos, considerando o par pM2pCq, sl2pCqq, é suficiente considerar o grupo dos
automorfismos da álgebra matricial.

Definição 3.1. Dizemos que um G-polinômio fpxg1
1 , . . . , x

gn
n q P CxX;Gy é uma G-

identidade fraca para o par pA,Lq se fpag1
1 , . . . , a

gn
n q “ 0, para cada ai P L.

Definição 3.2. Sejam pA1, L1q e pA2, L2q dois G-pares. Um homomorfismo de pares
f : pA1, L1q Ñ pA2, L2q é dito um homomorfismo de G-pares se para cada g P G e a P A1

tem-se fpag
q “ fpaq

g.

Como no caso de identidades polinomiais, o conjunto IdG
pA,Lq de todas as

G-identidades fracas do par pA,Lq forma um G-ideal fraco, ou seja, um ideal invariante por
endomorfismos do G-par pF xX;Gy, LxX;Gyq. Seja agora A “ Crai, bi, ci| i ě 1s a álgebra
associativa e comutativa livremente gerada por X “ tai, bi, ci| i ě 1u e G Ď AutpM2pCqq

um grupo finito de automorfismos agindo fielmente em M2pCq. Então G Ď PGL2pCq

age em M2pAq por meio de conjugações. Considere as G-álgebras associativa e de Lie,
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respectivamente, RG, SG
Ď M2pAq geradas sobre C por

si “

˜

ai bi

ci ´ai

¸

, i ě 1.

De modo análogo ao que foi feito para o caso graduado podemos verificar que o par
pRG, SG

q é o G-par associativo-Lie relativamente livre na variedade VpIq determinada pelo
G-ideal de identidades fracas I “ IdG

pM2pCq, sl2pCqq. De agora em diante admitiremos
sempre que G Ď AutpM2pCq, sl2pCqq “ AutpM2pCqq é um grupo finito agindo fielmente
no par

AutpM2pCq, sl2pCqq,

ou seja, G é um dos grupos Zn, Dn, S4, A4 ou A5. Estes são os subgrupos finitos PGL2pCq

e sua descrição remonta ao Teorema de Platão sobre os poliedros regulares. A demonstração
formal foi dada por F. Klein em [27], em 1884. O lema seguinte é demonstrado do mesmo
modo que o Lema 2 de [6].

Lema 3.3. Sejam ϕ : G Ñ PGL2pCq e ψ : G Ñ PGL2pCq duas ações de um grupo G no
G-par pM2pCq, sl2pCqq tais que ϕpgq “ BψpgqB´1. Então pM2pCq, sl2pCqq tem as mesmas
G-identidades nas duas ações.

3.1 Identidades fracas com ação de Zn
Como AutpA,Lq Ď AutpAq e LxX;Gy herda a pG-graduação da álgebra li-

vre CxX;Gy “ ‘χP pGCxX;Gy
pχq, a dualidade entre G-ação de grupo abeliano finito e

G-graduação continua válida se considerarmos pares pA,Lq no lugar de álgebras e a
demonstração da proposição a seguir repete palavra por palavra a demonstração da
Proposição 1.45.

Proposição 3.4. Seja G Ď AutpA,Lq um grupo abeliano finito e considere o G-par
livre pCxX;Gy, LxX;Gyq. Então pCxX;Gy, LxX;Gyq é o par livre pG-graduado de posto
enumerável e idG

pA,Lq “ idgr
pA,Lq.

Suponha que G “ Zn é gerado por g. Como g tem ordem n, segue que g

age por meio de conjugação por uma matriz diagonalizável ϕpgq. Assim, pelo Lema 3.3,
podemos supor que ϕpgq “ αe11 `βe22, com α, β ‰ 0. Porém multiplicar ϕpgq por escalares
não-nulos não altera a ação e, então, multiplicando esta matriz por 1{α, podemos supor
que g age por conjugação através de uma matriz da forma ϕpgq “ e11 ` ωe22, sendo ω é
uma raíz n-ésima primitiva da unidade. Dito isso, g age assim em sl2pCq:

g

˜

a b

c ´a

¸

“

˜

a ω´1b

ωc ´a

¸
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No caso particular em que n “ 2, a ação ocorre da seguinte forma:

e

˜

a b

c ´a

¸

“

˜

a b

c ´a

¸

, g

˜

a b

c ´a

¸

“

˜

a ´b

´c ´a

¸

.

Sejam π0pxq “ epxq ` gpxq e π1pxq “ epxq ´ gpxq. Então, pela Proposição 2.19, e, pela
Proposição 3.4, obtemos:

Proposição 3.5. Os Z2-polinômios a seguir formam uma base de Z2-identidades fracas
para o par pM2pCq, sl2pCqq:

1. rπ0px1q, π0px2qs,

2. π1px1qπ1px2qπ1px3q ´ π1px3qπ1px2qπ1px1q,

3. π0px1qπ1px2q ` π1px2qπ0px1q.

Suponha que G “ Zn, n ě 3. Como G é abeliano a álgebra de grupo CG tem
decomposição em soma direta de ideais minimais CG “

à

Cei, com ei “ 1{|G|
ÿ

ω´ijgj.
Note que

e0

˜

a b

c ´a

¸

“

˜

a 0
0 ´a

¸

, e1

˜

a b

c ´a

¸

“

˜

0 0
c 0

¸

,

en´1

˜

a b

c ´a

¸

“

˜

0 b

0 0

¸

.

Em geral temos o seguinte:

ei

˜

a b

c ´a

¸

“

˜ ÿ

ω´ija
ÿ

ω´pi`1qjb
ÿ

ω´pi´1qjc ´
ÿ

ω´ija

¸

.

Mas, ω´i
“ 1 se, e somente se, i “ 0. Por outro lado, w´pi`1q

“ 1 apenas quando i “ n´ 1.
Por fim, ω´pi´1q

“ 1 equivale a termos i “ 1. Portanto, como cada potência ωj é igual a
1 ou é uma raíz do polinômio fpxq “ 1 ` x ` ¨ ¨ ¨ ` xn´1, pois ω é uma raíz primitiva da
unidade, isso mostra que ei aniquila sl2pCq se i ‰ 0, 1, n ´ 1. Escreveremos e´1 no lugar
de en´1.

Lema 3.6. Sejam G “ Zn, n ě 3 e α “ ˘1. As seguintes relações são G-identidades para
o par pM2pCq, sl2pCqq:

1. e0pxq ` e1pxq ` e´1pxq “ x,

2. eαpx1qeαpx2q “ 0,

3. re0px1q, e0px2qs “ 0,
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4. eαpx1qe´αpx2qeαpx3q “ eαpx3qe´αpx2qeαpx1q,

5. e0px1qeαpx2q ` eαpx2qe0px1q “ 0.

Demonstração. De verificação imediata.

Seja B o conjunto de todos os monômios da forma

e0pxq
neαpxi1qe´αpxj1q ¨ ¨ ¨ eαpxik

q {e´αpxjk
q,

com α “ ˘1, e0pxq
n

“ e0px1q
n1 ¨ ¨ ¨ e0pxrq

nr , i1 ď i2 ď ¨ ¨ ¨ ď ik, j1 ď j2 ď ¨ ¨ ¨ ď jk e
{e´αpxjk

q significa que a parcela e´αpxjk
q pode não ocorrer. Denote por I o G-ideal de

identidades fracas gerado pelas identidades do Lema 3.6.

Lema 3.7. Seja B como acima. Então

CxX;Gy{I “ xtm ` I|m P Buy.

Demonstração. Primeiramente observe que a identidade x “ e0pxq ` e1pxq ` e´1pxq ou, de
modo mais geral, gjx “ e0pxq ` ωje1pxq ` ω´je´1pxq (ver Observação 1.38), nos mostra
que um monômio

m “ mpxg1
1 , . . . , x

gn
n q

pode ser escrito como uma combinação linear de monômios em e0pxiq, e1pxiq e e´1pxiq

módulo I. Sem perda de generalidade, podemos supor que m é apenas um monômio em
e0pxiq, e1pxiq e e´1pxiq. Pela identidade 5 do Lema 3.6, podemos reescrever cada um desses
monômios deixando todos os e0pxiq à esquerda dos demais elementos. Além disso, usando
a identidade 3 do mesmo lema podemos escrever m “ e0pxq

neα1pxr1q ¨ ¨ ¨ eαspxrsq módulo
I, com αi “ ˘1. Observe que devido à identidade 2 do Lema 3.6 podemos supor que os
elementos da forma eαppxiq e eαppxjq não são adjacentes. Por fim, a identidade 4 permite
reescrevermos

m “ e0pxq
neαpxi1qe´αpxj1q ¨ ¨ ¨ pxik

q {e´αpxjk
q

módulo I com i1 ď i2 ď ¨ ¨ ¨ ď ik e j1 ď j2 ď ¨ ¨ ¨ ď jk.

Lema 3.8. Nenhuma combinação linear não trivial dos elementos de B é uma G-identidade
para o par pM2pCq, sl2pCqq.

Demonstração. Observe que se avaliarmos um elemento de B nas matrizes genéricas

Xi “

˜

ai 0
0 ´ai

¸

“ e0

˜

ai bi

ci ´ai

¸

P SG

e este monômio apresentar algum fator da forma e1pxiq ou e´1pxiq, então este monô-
mio será aniquilado. Consequentemente, em uma combinação linear de tais monômios,
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os únicos fatores que sobram após estes serem avaliados nas matrizes Xi são aqueles
da forma e0pxq

n
“ e0px1q

n1 ¨ ¨ ¨ e0pxkq
nk e estas avaliações resultam em an1

1 ¨ ¨ ¨ ank
k e11 `

p´1q
n1`¨¨¨`nkan1

1 ¨ ¨ ¨ ank
k e22. Observando que os a1

is são algebricamente independentes, po-
demos recuperar cada e0pxq

n de sua avaliação. Então uma combinação linear nula de
monômios de B só ocorre se todos os coeficientes dos fatores e0pxq

n forem iguais a zero
e, assim, podemos supor que em uma tal combinação linear não aparecem elementos da
forma e0pxq. Considere os monômios dos tipos m1,m2,m3 e m4 a seguir:

1. m1 “ e1pxi1qe´1pxj1q ¨ ¨ ¨ e1pxik
qe´1pxjk

q,

2. m2 “ e1pxi1qe´1pxj1q ¨ ¨ ¨ e1pxik
q,

3. m3 “ e´1pxi1qe1pxj1q ¨ ¨ ¨ e´1pxik
qe1pxjk

q,

4. m4 “ e´1pxi1qe1pxj1q ¨ ¨ ¨ e´1pxik
q.

Seja, para cada i ě 1,

Xi “

˜

ai bi

ci ´ai

¸

.

Avaliando cada um dos monônios acima em Xi1 , Xj1 , . . . , Xjk
, obteremos como resultado,

respectivamente, as matrizes

1. M1 “ ci1 ¨ ¨ ¨ cik
bj1 ¨ ¨ ¨ bjk

e22,

2. M2 “ ci1 ¨ ¨ ¨ cik
bj1 ¨ ¨ ¨ bjk´1e21,

3. M3 “ bi1 ¨ ¨ ¨ bik
cj1 ¨ ¨ ¨ cjk

e11,

4. M4 “ bi1 ¨ ¨ ¨ bik
cj1 ¨ ¨ ¨ cjk´1e12.

Logo, basta considerarmos combinações lineares onde os monômios são do mesmo tipo
mi, i P t1, 2, 3, 4u. Agora é só proceder como na demonstração do Lema 2.18 para ver
que mrpXi1 , Xj1 , . . . ,yXjk

q “ m1
rpXi1 , Xj1 , . . . ,yXjk

q se e somente se mr “ m1
r. Desta forma

se f “
ÿ

αijm
j
i (αij P C e mj

i P B é do tipo mi) aniquila o par pM2pCq, sl2pCqq, então
ÿ

αi1M
j
1 “

ÿ

αi2M
j
2 “

ÿ

αi3M
j
3 “

ÿ

αi4M
j
4 “ 0, com M j

i é a avaliação de mj
i nas

matrizes Xi. Como as variáveis são algebricamente independentes, segue que αij “ 0 para
quaisquer i, j.

Teorema 3.9. Seja G “ Zn, n ě 3. As identidades do Lema 3.6 formam uma base de
G-identidades para o par pM2pCq, sl2pCqq.

Demonstração. Consequência imediata dos Lemas 3.7 e 3.8.
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3.2 Identidades fracas com ação de Dn

Suponha agora que G “ Dn “ xg, h| gn
“ h2

“ 1, hgh “ g´1
y, n ě 3. Analoga-

mente ao que foi feito para o grupo cíclico, recorrendo ao Lema 3.3 (ou Lema 9 de [6]),
podemos supor que g e h agem assim:

g

˜

a b

c ´a

¸

“

˜

a ω´1b

ωc ´a

¸

, h

˜

a b

c ´a

¸

“

˜

´a c

b a

¸

.

É bem conhecido, ver [48], que neste caso o grupo possui apenas representações irredutíveis
de grau 1 e 2, mais precisamente se n “ 2m e ei é como antes, então a álgebra de grupo
CrGs decompõe-se em uma soma direta de cópias de C e M2pCq da seguinte maneira:

• 4 cópias de C, cada uma gerada por:

(a) p1{2qp1 ` hqe0,

(b) p1{2qp1 ´ hqe0,

(c) p1{2qp1 ´ hqp1 ` e0q,

(d) p1{2qp1 ` hqp1 ´ e0q,

• m ´ 1 cópias de M2pCq geradas por: e˘i, he˘i, i ě 1.

Por outro lado se n “ 2m ` 1, então CrGs possui:

• 2 cópias de C geradas por:

(a) p1{2qp1 ` hqe0,

(b) p1{2qp1 ´ hqe0,

• m cópias de M2pCq geradas por: e˘i, he˘i, i ě 1.

Um cálculo direto mostra que ei (e portanto hei) aniquilam sl2pCq se i ‰ 0, 1, n´ 1. Como
no caso do grupo cíclico, escreveremos e´1 no lugar de en´1.

Lema 3.10. Seja G “ Dn, n ě 3 e α “ ˘1. As seguintes relações são G-identidades para
o par pM2pCq, sl2pCqq:

1. p1 ` hqe0pxq “ 0,

2. e0px1qfpx2q ` fpx2qe0px1q “ 0, com f P teα, heαu,

3. e0pxq ` e1pxq ` e´1pxq “ x,

4. re0px1q, e0px2qs “ 0,
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5. fpx1qfpx2q “ 0, onde f P teα, heαu,

6. fpx1qgpx2q “ 0, onde o par pf, gq P tpeα, he´αq, pheα, e´αqu,

7. fpx1qx2gpx3q “ fpx3qx2gpx1q, onde f, g P teα, heαu,

8. eαpx1qx2he´αpx3q “ he´αpx3qx2eαpx1q,

9. eαpx1qe´αpx2q “ he´αpx2qheαpx1q,

10. eαpx1qheαpx2q “ eαpx2qheαpx1q.

Demonstração. A demonstração é imediata e consiste de avaliação direta.

Veremos que estas identidades formam uma base de G-identidades para o par
pM2pCq, sl2pCqq no caso em que G “ Dn. Observe que esta não é uma base minimal, por
exemplo, as identidades (9) e (10) são equivalentes; (7) e (8) o são, bem como (5) e (6).
Resolvemos manter as identidades 6, 8 e 10 apenas para que os argumentos do Lema 3.11
fiquem mais transparentes.

Sejam I o G-ideal de identidades fracas gerado pelas identidades do Lema 3.10
e B o conjunto formado por todos os monômios do tipo e0pxq

n
pu, onde u “ 1 ou é um

monômio em te˘1, he˘1u tal que:

(B1) he1 e he´1 não ocorrem simultaneamente,

(B2) Cada heα aparece apenas após os e´α,

(B3) Cada eα (respectivamente heα) pode ser seguido imediatamente apenas por e´α e
heα (respectivamente por eα),

(B4) Se i ď j e f P teα, heαu, então fpxiq vem antes de fpxjq,

(B5) Se i ă j, então u não contém fatores do tipo fpxjqgpxiq com f, g P teα, heαu.

Dadas as condições pB1q–pB5q, as únicas possibilidades para os monômios u (além de
u “ 1) são u “ u1u2, com (u1 e/ou u2 podem ser iguais a 1):

• u1 “ eαpxi1qe´αpxj1q ¨ ¨ ¨ eαpxik
q {e´αpxjk

q,

• u2 “ heβpxl1qeβpxl2q ¨ ¨ ¨heβpxlr´1q {eβpxlr q.

Aqui β “ α e ls “ ik`s se u1 termina em eαpxik
q, por outro lado β “ ´α e ls “ jk`s caso

u1 termine em e´αpxjk
q. Em qualquer caso tem-se também i1 ď i2 ď ¨ ¨ ¨ , j1 ď j2 ď ¨ ¨ ¨ .



Capítulo 3. Identidades Fracas com Ação de Grupo 57

Lema 3.11. Seja B como acima. Então

CxX;Gy{I “ xtm ` I|m P Buy

Demonstração. Por analogia com o que foi feito no caso do grupo cíclico, temos xgj

“

e0pxq ` ωje1pxq ` ω´je´1pxq. Além disso e0pxq “ ´he0pxq módulo I o que nos dá a
identidade

xh
“ he0pxq ` he1pxq ` he´1pxq “ ´e0pxq ` he1pxq ` he´1pxq.

Desta forma cada G-monômio pode ser escrito como uma combinação linear de monômios
em e0pxjq, eαpxjq e heαpxjq, módulo I. Agora, seja m “ m1heαpx1qY he´αpx2qm2

R I

de modo que na escrita de Y não ocorrem he1 e nem he´1. Se Y é uma expressão
vazia, usando a identidade (9) do Lema 3.10, podemos escrever m na forma m “

m1e´αpx2qeαpx1qm2. Caso contrário, pelas identidades (5) e (6), Y deve ter a forma
Y “ eαpy1qe´αpy2q ¨ ¨ ¨ eαpyk´1qe´αpykq. Usando as identidades (8) e (9) sucessivamente
obtemos

m “ m1heαpx1qpeαpy1qe´αpy2q ¨ ¨ ¨ eαpyk´1qe´αpykqqhe´αpx2qm2

p8q
“ m1heαpx1qhe´αpx2qY 1m2

p9q
“ m1e´αpx2qeαpx1qY 1m2,

módulo I, sendo Y 1 um monômio em e˘1. Continuando com esse procedimento obteremos
pB1q. Suponha que m tenha a forma

m “ m1
1heαpx1qY e´αpx2qm2

2

com heα o mais próximo possível de e´αpx2q (e que satisfaça B1), ou seja, que tenhamos
na escrita de m algum elemento e´α à direita de algum heα. Das identidades (6) e (8) e
do fato que m R I, obtemos que Y e´αpx2q “ eαpy1qe´αpy2q ¨ ¨ ¨ e´αpyk´1qeαpykqe´αpx2q, e

m “ m1
1Y

1e´αpx2qeαpykqheαpx1qm2
2

módulo I. Aqui Y 1 é um monômio nos e˘1. Isso nos permite supor, sem interferirmos em
B1, que na escrita de m cada heα ocorre apenas após todos os e´α. Com isso, btemos
pB1q–pB2q. Pelas identidades (5) e (6) já temos:

eαpx1qeαpx2q “ 0,
eαpx1qhe´αpx2q “ 0,
heαpx1qheαpx2q “ 0,
heαpx1qe´αpx2q “ 0,
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e, pela primeira parte da demonstração, eliminamos ocorrências da forma heαpx1qhe´αpx2q.
Logo, cada monômio m R I pode ser escrito módulo I como um produto de e0pxiq,
eαpxiq e heαpxiq onde cada eα é seguido imediatamente apenas por e´α ou heα, enquanto
que heα é seguido imediatamente apenas por eα. Além disso, he1 e he´1 não ocorrem
simultaneamente. Com isso, as condições pB1q–pB3q estão mantidas. Sejam f , g P teα, heαu

e suponha que em m aparecem elementos do mesmo tipo (eα ou heα). Assim, m tem a
forma m “ m1

2fpxiqm
2
2fpxjqm3. Escolha fpxiq e fpxjq de modo que em m2

2 não ocorra
elemento do tipo f . Se f “ eα, então das propriedades (B1)–(B3) e da identidade (6) segue
que m2

2 P te´αpy1q, heαpy1qu. Por outro lado se f “ heα, novamente de (B1)–(B3) e (6)
obteremos m2

2 “ eαpy1q. Em qualquer caso m “ m1
2fpxjqm2

2fpxiqm3 módulo I (identidade
(7)), e isso nos dá pB1q-pB4q. Se m “ m1

3fpxjqgpxiqm
2
3, a identidade (10) nos permite

escrever m “ m1
3fpxiqgpxjqm2

3 módulo I, portanto as condições pB1q–pB5q são satisfeitas.
Por fim, todos os e0 podem ser colocados à esquerda de cada monônio devido à identidade
(2) e as variáves xi dos elementos da forma e0pxiq podem ser colocadas em ordem crescente
(identidade (4)). Isso conclui a prova.

Lema 3.12. Nenhuma combinação linear não trivial dos elementos de B é uma G-
identidade para o par pM2pCq, sl2pCqq.

Demonstração. Considere matrizes genéricas Xi “ aipe11 ´ e22q ` bie12 ` cie21 e uma
combinação linear f de elementos de B, digamos f “

ř

ne0pxq
nun, sendo e0pxq

n dois a
dois distintos. Então, cada un tem a forma

un “

2
ÿ

i,j“1

ÿ

k

αk
ijpnqupnq

k
ij,

com upnq
k
ij P B, αpnq

k
ij P C, upnq

k
ijpX1, . . . , Xmq “ gpnq

k
ijeij com gpnq

k
ij P Crbi, ci|i ě

1s. A avaliação de e0pxq
n nas matrizes X1, . . . , Xm resulta em uma matriz da forma

mpnqpe11 ˘ e22q, com mpnq “ an1
1 ¨ ¨ ¨ ank

k . Assim,

fpX1, . . . , Xmq “
ÿ

n

mpnqpe11 ˘ e22qp

2
ÿ

i,j“1

ÿ

k

αk
ijpnqupnq

k
ijpX1, . . . , Xmqq

“
ÿ

n

mpnq

¨

˚

˝

ÿ

k

αk
11pnqgpnq

k
11

ÿ

k

αk
12pnqgpnq

k
12

˘
ÿ

k

αk
21pnqgpnq

k
21 ˘

ÿ

k

αk
22pnqgpnq

k
22

˛

‹

‚

.

Devido à ordem imposta aos ai’s podemos recuperar cada e0pxq
n a partir de sua avaliação

nas matrizes genéricas, ou seja,

e0pxq
n

“ e0pxq
n1

ô mpnq “ mpn1
q.

Como os ai, bi e ci são algebricamente independentes, teremos
ÿ

k

αk
ijpnqgpnq

k
ij “ 0,
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se fpX1, . . . , Xmq “ 0. Assim tudo que precisamos fazer é verificar se são linearmente
independentes os elementos u P B que avaliados nas matrizes genéricas resultam em
múltiplos da mesma matriz elementar eij. Escreva u “ u1u2 e denote a avaliação de u nas
matrizes Xi por u. Note que as únicas maneiras de se obter um múltiplo de uma matriz
elementar eij são as seguintes:

pe11q:

a) u1 “ 1,
u2 “ he1pxi1qe1pxi2q ¨ ¨ ¨he1pxir´1qe1pxir q,
u “ ci1ci2 ¨ ¨ ¨ cir´1cire11,

b) u1 “ e´1pxi1qe1pxj1q ¨ ¨ ¨ e1pxjk´1qe´1pxik
q,

u2 “ he´1pxik`1qe´1pxik`2q ¨ ¨ ¨he´1pxik`r´1q,
u “ bi1bi2 ¨ ¨ ¨ bik`r´1cj1cj2 ¨ ¨ ¨ cjk´1e11,

c) u1 “ e´1pxi1qe1pxj1q ¨ ¨ ¨ e´1pxik
qe1pxjk

q

u2 “ 1
u “ bi1bi2 ¨ ¨ ¨ bik

cj1cj2 ¨ ¨ ¨ cjk
e11,

d) u1 “ e´1pxi1qe1pxj1q ¨ ¨ ¨ e´1pxik
qe1pxjk

q,
u2 “ he1pxjk`1qe1pxjk`2q ¨ ¨ ¨he1pxjk`r´1qe1pxjk`r

q,
u “ bi1bi2 ¨ ¨ ¨ bik

cj1cj2 ¨ ¨ ¨ cjk`r´1cjk`r
e11,

pe12q:

a) u1 “ 1,
u2 “ he1pxi1qe1pxi2q ¨ ¨ ¨he1pxir q,
u “ ci1ci2 ¨ ¨ ¨ cire12,

b) u1 “ e´1pxi1qe1pxj1q ¨ ¨ ¨ e1pxjk´1qe´1pxik
q,

u2 “ 1,
u “ bi1bi2 ¨ ¨ ¨ bik

cj1cj2 ¨ ¨ ¨ cjk´1e12,

c) u1 “ e´1pxi1qe1pxj1q ¨ ¨ ¨ e´1pxik
qe1pxjk

q,
u2 “ he1pxjk`1qe1pxjk`2q ¨ ¨ ¨he1pxjk`r

q,
u “ bi1bi2 ¨ ¨ ¨ bik

cj1cj2 ¨ ¨ ¨ cjk`r
e12,

d) u1 “ e´1pxi1qe1pxj1q ¨ ¨ ¨ e1pxjk´1qe´1pxik
q,

u2 “ he´1pxik`1qe´1pxik`2q ¨ ¨ ¨he´1pxik`r´1qe´1pxik`r
q,

u “ bi1 ¨ ¨ ¨ bik`r
cj1 ¨ ¨ ¨ cjk´1e12,

pe21q:
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a) u1 “ e1pxi1qe´1pxj1q ¨ ¨ ¨ e´1pxjk´1qe1pxik
q,

u2 “ 1,
u “ ci1ci2 ¨ ¨ ¨ cik

bj1bj2 ¨ ¨ ¨ bjk´1e21,

b) u1 “ e1pxi1qe´1pxj1q ¨ ¨ ¨ e´1pxjk´1qe1pxik
q,

u2 “ he1pxik`1qe1pxik`2q ¨ ¨ ¨he1pxik`r´1qe1pxik`r
q,

u “ ci1ci2 ¨ ¨ ¨ cik`r´1cik`r
bj1bj2 ¨ ¨ ¨ bjk´1e21,

c) u1 “ e1pxi1qe´1pxj1q ¨ ¨ ¨ e1pxik
qe´1pxjk

q,
u2 “ he´1pxjk`1qe´1pxjk`2q ¨ ¨ ¨he´1pxjk`r

q,
u “ ci1ci2 ¨ ¨ ¨ cik

bj1bj2 ¨ ¨ ¨ bjk`r
e21,

d) u1 “ 1,
u2 “ he´1pxi1qe´1pxi2q ¨ ¨ ¨he´1pxir q,
u “ bi1bi2 ¨ ¨ ¨ bire21,

pe22q:

a) u1 “ e1pxi1qe´1pxj1q ¨ ¨ ¨ e´1pxjk´1qe1pxik
q,

u2 “ he1pxik`1qe1pxik`2q ¨ ¨ ¨he1pxik`r´1q,
u “ ci1ci2 ¨ ¨ ¨ cik`r´1bj1bj2 ¨ ¨ ¨ bjk´1e22,

b) u1 “ e1pxi1qe´1pxj1q ¨ ¨ ¨ e1pxik
qe´1pxjk

q,
u2 “ 1,
u “ ci1ci2 ¨ ¨ ¨ cik

bj1bj2 ¨ ¨ ¨ bjk
e22,

c) u1 “ e1pxi1qe´1pxj1q ¨ ¨ ¨ e1pxik
qe´1pxjk

q,
u2 “ he´1pxjk`1qe´1pxjk`2q ¨ ¨ ¨he´1pxjk`r´1qe´1pxjk`r

q,
u “ ci1ci2 ¨ ¨ ¨ cik

bj1bj2 ¨ ¨ ¨ bjk`r
e22,

d) u1 “ 1,
u2 “ he´1pxi1qe´1pxi2q ¨ ¨ ¨he´1pxir´1qe´1pxir q,
u “ bi1bi2 ¨ ¨ ¨ bire22,

Em cada caso eij , observe que nenhuma relação entre G-monômios em paq, pbq, pcq e pdq é
possível. Para exemplificar, consideremos o caso pe11q. Temos 4 possibilidades: na primeira
o grau total das variáveis b1s é zero, já na segunda o grau total das variáveis do tipo b é
maior que o grau das variáveis do tipo c, na terceira os graus coincidem entre as variáveis
dos tipo b e c, por fim, no quarto caso o grau total das variáveis do tipo c é maior que o
grau total das variáveis b. Comportamento semelhante ocorre para cada matriz elementar
eij, assim apenas precisamos verificar se são linearmente independentes os G-monômios
dos tipos paq, pbq, pcq e pdq separadamente. Como as variáveis bi, ci, para i ě 1, estão em
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ordem crescente, os monômios podem ser recuperados unicamente a partir de sua avaliação
nas matrizes genéricas. Além disso as variáveis bj e ck são algebricamente independentes,
assim nehuma relação entre eles é possível.

Os Lemas 3.11 e 3.12 fornecem o próximo resultado.

Teorema 3.13. Seja G “ Dn. As identidades do Lema 3.10 formam uma base de G-
identidades para o par pM2pCq, sl2pCqq.

3.3 Identidades fracas com ação de A4, A5 e S4

Suponha que G “ A4, A5 ou S4 é um grupo agindo em pM2pCq, sl2pCqq. O
seguinte resultado pode ser visto em [32, Lema 14] ou [6, Lema 12].

Lema 3.14. Suponha que G age fielmente em sl2pCq. Então, sl2pCq é um CG-módulo
irredutível.

Os três casos são semelhantes e são tratados simultaneamente. Este mesmo
comportamento ocorre no cálculo de identidades com ação para M2pCq e sl2pCq. Como
observado em [32], podemos então decompor CG em uma soma direta de um ideal J0 que
aniquila sl2pCq e uma cópia de M3pCq. Sejam v1 “ e11 ´ e22, v2 “ e12 e v3 “ e21. Como
álgebra de transfomações lineares sobre o espaço sl2pCq de dimensão três, M3pCq tem base
tϵij | 1 ď i, j ď 3u (a base canônica) a qual satisfaz ϵijpvkq “ δjkvi. Explicitamente, esta
base age em x “ ape11 ´ e22q ` be12 ` ce21 P sl2pCq assim:

ϵ11pxq “

˜

a 0
0 ´a

¸

, ϵ12pxq “

˜

b 0
0 ´b

¸

, ϵ13pxq “

˜

c 0
0 ´c

¸

,

ϵ21pxq “

˜

0 a

0 0

¸

, ϵ22pxq “

˜

0 b

0 0

¸

, ϵ23pxq “

˜

0 c

0 0

¸

,

ϵ31pxq “

˜

0 0
a 0

¸

, ϵ32pxq “

˜

0 0
b 0

¸

, ϵ33pxq “

˜

0 0
c 0

¸

.

Lema 3.15. Seja G “ A4, A5 ou S4. As seguintes relações são G-identidades para o par
pM2pCq, sl2pCqq:

1. ϵ11pxq ` ϵ22pxq ` ϵ33pxq “ x,

2. rϵ1αpx1q, ϵ1βpx2qs “ 0, α, β P t1, 2, 3u,

3. ϵ1αpx1q anticomuta com ϵijpx2q, i “ 2, 3 e j, α P t1, 2, 3u,
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4. ϵiαpx1qϵjβpx2qϵiγpx3q “ ϵ1αpx1qϵ1βpx2qϵiγpx3q, onde i, j “ 2, 3 pi ‰ jq e α, β, γ “ 1,
2, 3,

5. ϵiαpx1qϵiβpx2q “ 0, para i “ 2, 3 e α, β P t1, 2, 3u,

6. ϵ3αpx1qϵ2βpx2q ` ϵ2βpx2qϵ3αpx1q “ ϵ1αpx1qϵ1βpx2q, onde α, β “ 1, 2, 3,

7. ϵ1αpx1qϵjβpx2q “ ϵ1βpx2qϵjαpx1q, com j P t2, 3u e α, β P t1, 2, 3u,

8. ϵ2αpx1qϵ3βpx2q “ ϵ2βpx2qϵ3αpx1q, com α, β P t1, 2, 3u.

Demonstração. A demonstração é imediata e consiste de avaliação direta em cada caso.

Seja B o conjunto formado por todos os monômios da forma u “ u1u2 tais que:

(B1) u1 “ ϵ11px1q
l1 ¨ ¨ ¨ ϵ11pxkq

lkϵ12px1q
m1 ¨ ¨ ¨ ϵ12pxkq

mkϵ13px1q
n1 ¨ ¨ ¨ ϵ13pxkq

nk ,

(B2) u2 P t1, ϵ2ipxαq, ϵ3jpxαq, ϵ2ipxαqϵ3jpxβqu,

(B3) Em u2 se ocorre ϵijpxαq, i P t2, 3u, então para cada ϵ1spxpq na escrita de u1 tem-se
s ă j ou s “ j e p ď α,

(B4) Em u2 “ ϵ2ipxαqϵ3jpxβq, tem-se i ă j ou i “ j e α ď β.

Lema 3.16. Se I é o G-ideal fraco gerado pelas identidades do Lema 3.15, então

CxX;Gy{I “ xtu ` I|u P Buy.

Demonstração. Como x “
ÿ

ϵiipxq e tϵij | 1 ď i, j ď 3u gera um ideal bilateral de CG,
então cada G-monômio pode ser escrito (módulo I) como uma combinação linear de
monômios em ϵijpxαq. Dado um tal monômio podemos colocar todos os termos ϵ1jpxkq à
esquerda (identidade (3)), então o que restará à direita será um produto de fatores dos
tipos ϵ2ipxαq e ϵ3jpxβq. Por outro lado, a identidade (5) elimina as ocorrências de fatores da
forma ϵijpxαqϵikpxβq, i P t2, 3u, assim os termos ϵ2j e ϵ3k aparecem alternadamente. Agora
recorrendo às identidades (2), (3) e (4) sucessivamente poderemos escrever módulo I cada
monômio m P CxX;GyzI na forma m “ u1u2, onde

• u1 “ ϵ11px1q
l1 ¨ ¨ ¨ ϵ11pxkq

lkϵ12px1q
m1 ¨ ¨ ¨ ϵ12pxkq

mkϵ13px1q
n1 ¨ ¨ ¨ ϵ13pxkq

nk ,

• u2 P t1, ϵ2ipxαq, ϵ3jpxαq, ϵ2ipxαqϵ3jpxβq, ϵ3jpxβqϵ2ipxαqu.

Usando a identidade (6) podemos enviar os elementos ϵ3ipxαq para a direita dos ϵ2jpxβq.
Agora se u2 “ ϵ2jpxαq ou ϵ3jpxαq e ϵ1spxpq ocorre em u1 colocamos (caso necessário) estes
dois fatores lado a lado (identidade (2)), depois permutamos o segundo índice por meio da
identidade (7) e novamente usamos (2) para reordenar os fatores em u1. Por outro lado,
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se u “ u1u2 com u2 “ ϵ2ipxαqϵ3jpxβq, realizamos o procedimento anterior para arrumar a
primeira parcela de u2. Escolha ϵ1ppxqq em u1 com p o maior possível tal que j ď p; agora
escolha dentre estes fatores ϵ1ppxqq aquele com maior valor de q. Se não existe um tal p,
então acabamos. Caso contrário, teremos três situações a considerar:

a) Se j “ p e q “ β nada precisa ser feito.

b) Se j “ p e β ă q, troque xβ por xq (identidades (2), (3) e (7)), obtendo: u “

ru1ϵ2ipxαqϵ3ppxqq isso conclui o argumento, pois p ă i ou i “ p e β ă q ď α uma vez
que ϵ2ipxαq satisfaz (B3).

c) Suponha j ă p. Como em (b), troque j por p e xβ por xq obtendo:
u “ ru1ϵ2ipxαqϵ3ppxqq, assim j ă p ď i e ϵ2ipxαq continua satisfazendo (B3).

Por fim, use a identidade (8) para obter (B4).

Antes de continuarmos fixemos algumas notações:

• n :“ pl1, . . . , lk,m1, . . . ,mk, n1, . . . , nkq, li,mi, ni ě 0,

• u1pxq
n :“

k
ź

i“1
ϵ11pxiq

li

k
ź

i“1
ϵ12pxiq

mi

k
ź

i“1
ϵ13pxiq

ni ,

• U
n
1 :“ al1

1 ¨ ¨ ¨ alk
k b

m1
1 ¨ ¨ ¨ bmk

k cn1
1 ¨ ¨ ¨ cnk

k ,

• U2 :“ u2pX1, . . . , Xkq a avaliação de u2 nas matrizes genéricas Xi “ aipe11 ´ e22q `

bie12 ` cie21.

Lema 3.17. Nenhuma combinação linear não trivial dos elementos de B é uma G-
identidade para o par pM2pCq, sl2pCqq.

Demonstração. Se E1
j “ aj, E

2
j “ bj e E3

j “ cj , então U2 será I, Ei
αe12, Ei

αe21 ou Ei
αE

j
βe11

caso u2 seja, respectivamente, 1, ϵ2ipxαq, ϵ3ipxαq ou ϵ2ipxαqϵ3jpxβq. Defina a seguinte relação
de ordem: Es

p ă Ej
α se s ă j ou s “ j e p ď α. Esta é a relação de ordem induzida pela

ordem lexicográfica no conjunto dos pares pj, αq e apenas estabelece a seguinte ordem
linear no conjunto tai, bi, ci | i ě 1u:

ai ă ai`1 ă bj ă bj`1 ă ck ă ck`1, @i, j, k ě 1.

Suponha que exista uma identidade da forma

f “
ÿ

n

αiu1pxq
n

`
ÿ

j,p,q,n

βiu1pxq
nuj

pqpxq,
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onde uj
pq denota os elementos u2 P B tais que U2 é um múltiplo da matriz elementar epq.

Como as variáveis em u1 “ u1pxq
n estão ordenadas, u1 fica inteiramente determinado por

sua avaliação nas matrizes genéricas. Além disso, quando avaliamos
ÿ

n

αiu1pxq
n obtemos

¨

˚

˝

ÿ

n

αiU
n
1 0

0 ˘
ÿ

n

αiU
n
1

˛

‹

‚

.

A entrada e22 não ocorre de outra maneira na avaliação de f , logo αi “ 0, para todo i ě 1
e tudo que precisamos fazer é mostrar que não existem identidades f “

ÿ

i,n

αiu1pxq
nui

pqpxq

com pp, qq P tp1, 2q, p2, 1q, p1, 1qu. Os três casos são semelhantes. Seja u “ u1u2 P B. Se
ϵ1spxpq ocorre em u1 e ϵijpxαq ocorre em u2, então por (B3) temos s ă j ou s “ j e p ď α,
ou seja, Es

p ă Ej
α. Escreva upX1, . . . , Xkq “ ˘m1m2 xm3epq, onde m2 e m3 são as duas

maiores variáveis ocorrendo em u. Agora note que pelo argumento anterior as váriáveis que
ocorrem em U2 serão maiores que aquelas que ocorrem em U

n
1 , logo m2 xm3 corresponde a

u2 e m1 corresponde a u1. Analogamente, desta vez por (B4), se m2 ă m3, então m2 e m3

correspondem, respectivamente, à primeira e à segunda variável de u2. Isso mostra que
podemos recuperar os elementos u P B a partir de sua avaliação. Como os ai, bi e ci são
algebricamente independentes, nenhuma combinação linear não trivial entre estes pode
resultar em 0.

Para ilustrar o que ocorre na demonstração acima, considere os seguintes
exemplos.

Exemplo 3.18. Suponha que após avaliação de u em matrizes genéricas tenhamos obtido

upX1, . . . , Xkq “

˜

0 a2
1b10c2c7

0 0

¸

.

Temos u2 “ ϵ2jpxαq, pois obtivemos um múltiplo de e12 (veja o início da demonstração).
Além disso, a1 ď a1 ď b10 ď c2 ď c7. Como a1, b10 e c2 são menores que c7, estas não
podem ocorrer na avaliação de u2, por pB3q. Logo u2 “ ϵ23px7q e as demais variáveis surgem
da avaliação de u1, mas já vimos que u1 é determinado unicamente por sua avaliação e,
portanto, u1 “ ϵ11px1q

2ϵ12px10qϵ13px2q.

Exemplo 3.19. Agora suponha que após avaliação de u em matrizes genéricas tenhamos
obtido

upX1, . . . , Xkq “

˜

a2
1b10c2c7 0

0 0

¸

,

então u2 “ ϵ2ipxαqϵ3jpxβq, pois obtivemos um múltiplo de e11. Ordenando as variáveis,
obtemos a1 ď a1 ď b10 ď c2 ď c7. Como a1 e b10 são menores que c2 estas não podem
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ocorrer na avaliação de u2. Além disso, uma vez que u2 possui dois fatores, as únicas
possibilidades são u2 “ ϵ23px2qϵ33px7q e u2 “ ϵ23px7qϵ33px2q. A segunda não ocorre, por
pB4q. Logo u2 “ ϵ23px2qϵ33px7q e u1 “ ϵ11px1q

2ϵ12px10q.

Os Lemas 3.16 e 3.17 fornecem o próximo resultado.

Teorema 3.20. Seja G “ A4, A5 ou S4. As identidades do Lema 3.15 formam uma base
de G-identidades para o par pM2pCq, sl2pCqq.
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Capítulo 4

Identidades de Laurent

4.1 Um breve histórico
Seja F um corpo, X “ tx1, x2, . . .u um conjunto de símbolos, e denote por

xx1, x2, . . .y o grupo livre e livremente gerado por X. Seja FL “ F xx˘1
1 , x˘1

2 , . . .y a álgebra
do grupo livre gerado por X, seus elementos são chamados de polinômios de Laurent (em
variáveis não comutativas). Se A é uma F -álgebra associativa unitária, denotamos por
UpAq seu grupo de unidades (os elementos invertíveis). A álgebra FL satisfaz a seguinte
propriedade universal: dada qualquer álgebra associativa unitária A e qualquer função
α : X Ñ UpAq, existe um único homomorfismo de álgebras pα : FL Ñ A que estende α.
Dizemos que fpx˘1

1 , . . . , x˘1
n q P FL é uma identidade polinomial de Laurent (LPI) para

A (ou para UpAq), se fpa1, . . . , anq “ 0 para quaisquer a1, . . . , an P UpAq. Claramente
as identidades polinomiais de Laurent de A formam um ideal de FL e uma identidade
de grupo w “ 1 é equivalente a uma LPI da forma w ´ 1 “ 0. A álgebra F , gerada por
y1 e y2 sujeita às relações y2

1 “ y2
2 “ 0 desempenha um importante papel na teoria de

LPI’s. Mais geralmente, aparece no estudo das relações entre as identidades de grupo de
um dado grupo G e as identidades polinomiais satisfeitas por sua álgebra de grupo FG.
Neste capítulo, relacionamos as LPI’s de F e as LPI’s da álgebra das matrizes de ordem 2,
M2pF q. Segue dos nossos resultados que, se o corpo base F é infinito e quadraticamente
fechado, então os ideais de LPI’s dessas duas álgebras coincidem.

O estudo das relações entre identidades polinomiais satisfeitas por álgebras e
identidades de grupo satisfeitas por seu grupo de unidades é bastante antigo e muitos
autores têm dado atenção a este objeto. Vários resultados importantes foram obtidos. Por
exemplo, em [7] Y. Billig, D. Riley e V. Tasić provaram que, se A é uma álgebra unitária
nil-gerada sobre corpo infinito, então seu grupo de unidades UpAq satisfaz uma identidade
de grupo se, e somente se, A satisfaz uma identidade polinomial não matricial, ou seja,
uma identidade polinomial não satisfeita pela álgebra das matrizes de ordem 2.

B. Hartley conjecturou por volta de 1980 que se G é um grupo de torção e o
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grupo de unidades UpFGq de FG satisfaz uma identidade de grupo, então FG satisfaz
uma identidade polinomial. Este fato foi provado em 1997 por A. Giambruno, S. Sehgal e
A. Valenti [19] assumindo que o corpo F é infinito. Em 1999, Chia-Hsin Liu [38] provou
a conjectura sem restrições sobre F e no ano seguinte [39], provou a conjectura para
álgebras algébricas sobre corpos infinitos. Dois anos mais tarde, J. Z. Gonçalves e M. A.
Dokuchaev [11] obtiveram uma versão da conjectura de Hartley para álgebras algébricas
com identidades polinomiais de Laurent.

O lema seguinte, uma adaptação da Proposição 1 de [17], foi usada por Liu [38]
e desempenha um papel importante no estudo de LPI’s. Seja F0 o subanel de F gerado
por 1.

Lema 4.1. Seja A uma álgebra sobre o corpo F e suponha que UpAq satisfaz uma identidade
de grupo w “ 1. Então, existe um polinômio não nulo f P F0rts, o anel de polinômios em
uma variável, tal que fpabq “ 0 para quaisquer a, b P A satisfazendo a2

“ b2
“ 0.

Em 2017 O. Broche, J. Gonçalves e Á. Del Río [8] estenderam a conjectura
de Hartley (para álgebras de grupo), desta vez considerando identidades polinomiais de
Laurent no lugar de identidades de grupo. Devemos notar que a demonstração do lema
anterior não funciona bem para a maioria dos polinômios de Laurent. Os autores de [8]
encontraram um interessante critério que permite escolher as “boas” identidades e, para
estas identidades, conseguiram provar a conjectura. Seja g um polinômio não nulo em F rts,
a álgebra de polinômios em uma variável. Dizemos que a F -álgebra A tem a propriedade
P1 com respeito a g se gpabq “ 0 para qualquer par de elementos a, b P A satisfazendo
a2

“ b2
“ 0. Dizemos que um polinômio de Laurent f tem a propriedade P se qualquer

álgebra A, para a qual f é uma identidade para UpAq, tem a propriedade P1 com respeito
a algum polinômio g P F rts. O lema seguinte foi provado em [8]:

Lema 4.2. Sejam F “ F xy1, y2 | y2
1 “ y2

2 “ 0y e f um polinômio de Laurent. São
equivalentes:

1q f não é uma LPI para UpFq;

2q Existe um polinômio não nulo g P F rts tal que qualquer F -álgebra A, para a qual f
é uma LPI de UpAq, satisfaz a propriedadade P1 com respeito a g.

Como observado por O. Broche, J. Gonçalves e Á. Del Río em [8], o grupo
UpFq não satisfaz identidade de grupo (este possui subgrupo livre não abeliano). Logo, o
seguinte resultado obtido por eles generaliza a conjectura.

Teorema 4.3. Seja F um corpo e G um grupo de torção. Se UpFGq satisfaz uma LPI
que não é LPI de UpFq, então FG satisfaz uma identidade polinomial.
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Após a confirmação da validade da conjectura por A. Giambruno, S. Sehgal e A.
Valenti [19] em 1997, a póxima etapa seria descrever os grupos de torção G para os quais
UpFGq satisfaz identidade de grupo. No mesmo ano, D. S. Passman [42] obteve condições
necessárias e suficientes para UpFGq satisfazer identidade de grupo. Mais recentemente M.
Ramezan-Nassab, M. H. Bien e M. Akbari-Sehat [43], considerando grupos sem torção
G, forneceram algumas condições necessárias para UpFGq satisfazer uma identidade
polinomial de Laurent. Estas condições geralmente são dadas em termos de propriedades
satisfeitas pelo grupo G. Mais uma vez, as identidades polinomiais de Laurent de UpFq

desempenharam um papel crucial.

4.2 Identidades de Laurent para UpFq

Se A é uma álgebra sobre F , denotamos por IdLpAq Ď FL o ideal de identidades
de Laurent de UpAq. Nesta seção provamos que as identidades de UpFq são identidades
matriciais desde que o corpo seja infinito e quadraticamente fechado, ou seja, a equação
x2

´a “ 0 possui solução em F para cada a P F . Recordemos que um corpo algebricamente
fechado é obviamente quadraticamente fechado, enquanto a recíproca falha. O subcorpo dos
números complexos consistindo de todos os números construtíveis com régua e compasso
sobre os racionais é quadraticamente fechado, mas não é algebricamente fechado (ver
Teorema 1.7, página 223, de [37]).

Precisaremos dos seguintes subgrupos de GL2pF q:

G1 “ ZpGL2pF qq,

G2 “ tλI ` βe12 | λ, β P F, λ ‰ 0u,

G3 “ tg P GL2pF q | detpgq “ k2, k P Fˆ
u.

Se A é uma álgebra gerada por a, b P A tais que a2
“ b2

“ 0, então existe
um único homomorfismo de álgebras C1 : F Ñ A tal que C1py1q “ a e C1py2q “ b. Seja
A “ F xxe12, ye21y Ď M2pF rx, ysq, defina o homomorfismo C1 : F Ñ A por C1py1q “ xe12 e
C1py2q “ ye21, e seja C2 : F xxe12, ye21y Ñ M2pF q o homomorfismo definido por C2pxe12q “

e12 e C2pye21q “ e21.

Se

f “ α `
ÿ

i

αipy1y2q
iy1 `

ÿ

j

βjpy1y2q
j

`
ÿ

k

γkpy2y1q
k

`
ÿ

l

δlpy2y1q
ly2 P F ,

então

C1pfq “

˜

α `
ÿ

βjx
jyj

ÿ

αix
i`1yi

ÿ

δlx
lyl`1 α `

ÿ

γkx
kyk

¸

.
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Claramente C1 é um isomorfismo e C2 é um epimorfismo. Assim C1pfq P

UpM2pF rx, ysqq se, e somente se, detpC1pfqq P UpF rx, ysq. Mas detpC1pfqq “ α2
` gpx, yq,

com g não possuindo termo constante. Portanto, detpC1pfqq é uma unidade se, e somente
se, gpx, yq “ 0 e α ‰ 0. Deste modo, se B P C1pFq é um elemento invertível, então
B´1

P C1pFq. Por outro lado, expandindo o determinante de B obtemos o polinômio:

hpx, yq “ pα `
ÿ

βjx
jyj

qpα `
ÿ

γkx
kyk

q ´ p
ÿ

αix
i`1yi

qp
ÿ

δlx
lyl`1

q.

Além disso,

detpC2 ˝ C1pfqq “ pα `
ÿ

βjqpα `
ÿ

γkq ´ p
ÿ

αiqp
ÿ

δlq “ hp1, 1q.

Então, C2 ˝ C1pfq possui determinante quadrático para cada f P UpFq, ou seja, C2 ˝

C1pUpFqq Ď G3.

Sejam A1, A2 P M2pF q matrizes não nulas tais que A2
1 “ A2

2 “ 0 e f : F Ñ

M2pF q definido por fpyiq “ Ai. Como A1 e A2 P M2pF q possuem quadrado nulo, existem
matrizes invertíveis P1 e P2 tais que A1 “ P1e12P

´1
1 e A2 “ P2e21P

´1
2 . Considere agora

o automorfismo λ : M2pF q Ñ M2pF q definido por λpmq “ P´1
1 mP1. Então, λ ˝ f satisfaz

λ ˝ fpUpFqq “ P´1
1 fpUpFqqP1 – fpUpFqq. Além disso, λ ˝ fpy1q “ e12 e λ ˝ fpy2q “

N´1e21N com N “ P´1
1 P2. Portanto, para classificarmos as imagens homomorfas de UpFq,

a menos de conjugação, precisamos considerar apenas os seguintes casos:

• fpy1q “ fpy2q “ 0;

• fpy1q “ e12, fpy2q “ αe12, α ‰ 0;

• fpy1q “ e12 e fpy2q “ 0;

• fpy1q “ e12 e fpy2q “ Pe21P
´1, com P “ αe11 ` βe12 ` γe21 ` θe22 é invertível.

Seja Vf “ spantI, fpy1q, fpy2qu. Verificaremos que fpUpFqq – Gi onde i “ dim Vf . Se
dim Vf “ 1, então I é uma base para Vf e, assim, fpy1q “ fpy2q “ 0 e obtemos que
fpUpFqq “ G1.

Temos dim Vf “ 2 se, e somente se, Vf “ spantI, e12u. Então, fpUpFqq “ G2

neste caso. Se substituirmos y1 por y2 ou e12 por e21 obteremos grupos conjugados. Resta
verificar o que acontece quando dim Vf “ 3. De agora em diante denotaremos por f1 e f2

os homomorfismos dados por:

f1py1q “ e12, f1py2q “ e21,

e
f2py1q “ e12, f2py2q “ Pe21P

´1.
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Lema 4.4. As seguintes afirmações são equivalentes:

a) dim Vf2 “ 3;

b) θ ‰ 0;

c) f2 é sobrejetor;

d) P , P´1
P Imf2;

e) Existem u, v P F tal que f1pgpy1, y2qq “ f2pgpy1, uy2vqq, para qualquer g P F .

Demonstração. Provemos que (a) e (b) são equivalentes. Se θ ‰ 0, temos as relações

e11 “ θ´2
pdetpP qe12Pe21P

´1
` θβe12q P Imf2 ,

e22 “ I ´ e11 P Imf2 ,

e21 “ θ´2
pdetpP qPe21P

´1e11 ´ βθe11q P Imf2 .

Por outro lado,

Pe21P
´1

“ detpP q
´1

˜

α β

γ θ

¸ ˜

0 0
1 0

¸ ˜

θ ´β

´γ α

¸

“ detpP q
´1

˜

βθ ´β2

θ2
´βθ

¸

.

Então se θ “ 0, teremos f2pFq Ď spantI, e12u e então f2 não é sobrejetor. Note que
dim Vf2 “ 3 garante e21P

´1
R spantI, e12u e este por sua vez fornece que θ ‰ 0. As demais

equivalências são demonstradas de modo similar.

Lema 4.5. Se dim Vf2 “ 3, então f2pUpFqq “ f1pUpFqq.

Demonstração. Suponha que existam elementos não nulos w1 e w2 em F tais que:

w2
1 “ w2

2 “ 0, f1pw1q “ f2py2q e f2pw2q “ f1py2q.

Assim, dado gpy1, y2q P F temos para quaisquer j, k P t1, 2u:

fkpgpy1, y2qq “ gpfkpy1q, fkpy2qq

“ gpfjpy1q, fjpwjqq

“ fjpgpy1, wjqq.

Como w2
j “ 0, existe um homomorfismo λwj

: F Ñ F dado por λwj
py1q “ y1 e λwj

py2q “ wj .
As igualdades acima nos dizem que fk “ fj ˝ λwj

. Então fkpUpFqq Ď fjpUpFqq, para cada
j e k. Agora precisamos obter os elementos w1 e w2 acima. Seja λ “ detpP q e considere os
seguintes elementos

u “ a1y1 ` a2y2 ` a3y2y1 ` a4y1y2,

v “ ´a1y1 ´ a2y2 ` a4y2y1 ` a3y1y2,

w “ uy2v.
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Então, w2
“ 0. Como dim Vf2 “ 3 temos θ ‰ 0 e, então, para cada a1

1, a1
2, a1

3, a1
4 P F a

equação f2puq “ a1
1e12 ` a1

2e21 ` a1
3e22 ` a1

4e11 tem uma solução dada por:

a2 “
a1

2
λ´1θ2 , a3 “

a1
3 ` a2λ

´1βθ

λ´1θ2 , a4 “
a1

4 ´ a2λ
´1βθ

λ´1θ2 , a1 “ ´
a1

2β
2

θ2 ´
a1

3β

θ
`
a1

4β

θ
` a1

1.

Mais ainda, esta solução satisfaz

f2pvq “ ´a1
1e12 ´ a1

2e21 ` a1
4e22 ` a1

3e11.

Escolhendo os a1
is de modo que f2puq “ P´1 temos

f2pλuy2vq “ P´1Pe21P
´1P “ e21 “ f1py2q.

Então tomamos w2 “ λuy2v. Seja

w1 “ detpP q
´1

p´β2y1y2y1 ` θ2y2 ` βθy1y2 ´ βθy2y1q.

Note que w2
1 “ 0 e

f1pw1q “ detpP q
´1

˜

βθ ´β2

θ2
´βθ

¸

“ Pe21P
´1

“ f2py2q.

Isso mostra que f2pUpFqq “ f1pUpFqq.

Lema 4.6. f1pUpFqq “ G3.

Demonstração. Seja

h “ 1 ` α11y1 ` α0
22y2 ` α1

22y2y1y2 ` α12y1y2 ` α21y2y1,

com α12 “ α ´ 1, α11 “ β, α21 “ θ ´ 1, α0
22 ` α1

22 “ γ e

A “

˜

α β

γ θ

¸

é uma matriz com determinante 1 com β ‰ 0. Agora, observemos que

detpC1phqq “ 1 ` pα21 ` α12 ´ α11α
0
22qxy ` pα21α12 ´ α11α

1
22qx2y2

e
θ ` α ´ 2

β
“ ´

pα ´ 1qpθ ´ 1q ´ βγ

β
se, e somente se, detpAq “ 1.

Seja α0
22 “ β´1

pθ ` α ´ 2q. Então

α21 ` α12 ´ α11α
0
22 “ α12α21 ´ α11α

1
22 “ 0,
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ou seja, h P UpFq. Além disso, f1phq “ A. Suponha que β “ 0 e note que, pelo que
acabamos de ver, temos

˜

0 ´1
1 0

¸

,

˜

γ θ

´α 0

¸

P f1pUpFqq,

então

A “

˜

0 ´1
1 0

¸ ˜

γ θ

´α 0

¸

P f1pUpFqq.

Deste modo, obtemos novamente que A P f1pUpFqq. Seja A uma matriz invertível com
determinante detpAq “ d2. Então, detpd´1Aq “ 1 e então existe h P UpFq tal que
f1pdhq “ A. Isso mostra que G3 Ď f1pUpFqq. Como f1 “ C2 ˝ C1, obtemos f1pUpFqq “

C2 ˝ C1pUpFqq Ď G3. Isso completa a prova.

Segue diretamente dos lemas anteriores:

Lema 4.7. Sejam A1, A2 P M2pF q matrizes de quadrado zero e f : F Ñ M2pF q o
homomorfismo dado por fpyiq “ Ai, i “ 1, 2. Se Vf “ spantI, A1, A2u. Então:

paq Existe Pf P GL2pF q (dependendo de f) tal que fpUpFqq “ PGδP
´1, com δ “ dim Vf ;

pbq f é um epimorfismo se, e somente se, fpUpFqq “ G3.

Teorema 4.8. Seja F um corpo. Então F é quadraticamente fechado se, e somente
se, existe um homomorfismo f : F Ñ M2pF q tal que fpUpFqq “ GL2pF q. Neste caso
IdLpFq Ď IdLpM2pF qq. Se um tal homomorfismo existe e além disso F é infinito, então

IdLpFq “ IdLpM2pF qq.

Demonstração. A equivalência é imediata. Sejam B1, . . . , Bn P GL2pF q e u1, . . . , un P

UpFq tais que fpuiq “ Bi, para cada i ě 1. Dado qualquer g P IdLpFq temos

gpB1, . . . , Bnq “ gpfpu1q, . . . , fpunqq “ fpgpu1, . . . , unqq “ 0,

assim IdLpFq Ď IdLpM2pF qq. Por outro lado, se existe uma identidade de Laurent g para
GL2pF q que não é uma identidade para UpFq, então existem u1, . . . , un P UpFq tais que
gpu1, . . . , unq ‰ 0 em F . Multiplicando gpu1, . . . , unq no lado esquerdo (ou direito) por y1

(e/ou por y2), obteremos um polinômio não nulo h em uma variável de modo que

pyigpu1, . . . , unq pyj “ hpyiyjq.

Mas aplicando o homomorfismo f2 dado por f2pyiq “ λe12 e f2pyjq “ e21, com λ P F , à
última expressão, obtém-se hpλe11q “ hpλe12e21q “ 0 e, como o corpo é infinito, por um
famoso argumento do determinante de Vandermonde e11 deveria ser nilpotente, o que é
impossível. Então IdLpFq “ IdLpM2pF qq.

O conteúdo deste capítulo foi enviado para publicação em Archiv der Mathe-
matik, o qual encontra-se em análise no momento.
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