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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar o uso da teoria de renovagao para operado-
res, introduzido por (SARIG, 2002). Este método permitiu estabelecer limites inferiores
polinomiais para o decaimento de correlacGes para transformacoes com particbes enume-
raveis de Markov. Apresentaremos um resultado geral obtido por (SARIG, |2002) referente
a sequéncias de renovacdo de operadores limitados atuando em espacos de Banach, o
qual se aplica as iteradas do operador de transferéncia.

Palavras-chave: operador de transferéncia, decaimento de correlacgéo, caos, teoria de

renovacao, teoria ergddica.



ABSTRACT

This work aims to present the use of renewal theory for operators, introduced by (SARIG,
2002). This method allowed establishing polynomial lower bounds for the decay of
correlations for transformations with countable Markov partition. We will present a
general result obtained by (SARIG, |2002) referring to the renewal sequences of bounded
operators acting on Banach spaces, which applies to the iterations of the transfer operator.

Keywords: transfer operator, correlation decay, chaos, renewal theory, ergodic theory.
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INTRODUCAO

Muitos sistemas dindmicos podem exibir comportamentos popularmente co-
nhecidos como cadticos, ou seja, imprevisiveis e/ou complexos. Em sistemas cadticos,
registra-se uma sensibilidade muito forte a fatores iniciais, no sentido de que mudancas
arbitrariamente pequenas nas condicOes originais eventualmente produzem grandes
alteracOes na evolucdo da trajetoria. Deste modo, ndo é viavel fazer previsOes especificas
para uma unica trajetoria, uma vez que um pequeno erro na determinacdo da condigdo
inicial torna-se rapidamente amplificado, inviabilizando uma previsao confiavel dos es-
tados futuros do sistema. Devido a esta inerente falta de previsibilidade, o estudo da
evolucdo de uma unica trajetdria por si sé ndo é muito confiavel, donde pouco relevante.
No entanto, curiosamente a andlise da evolucao de uma colecdo de trajetdrias pode trazer
informacoes tteis sobre a dindmica.

Na verdade, dado o carater aleatério dos sistemas cadticos, ndo € surpreen-
dente que nocoes estatisticas e probabilisticas sejam ferramentas uteis para sua andlise.
As ideias probabilisticas introduzem tanto um ponto de vista como um maquinario que
possibilitam revelar informag¢des fundamentais sobre o comportamento de sistemas dina-
micos. Essa constatacdo estd na base tedrica da teoria ergddica, uma teoria que teve suas
origens em questoes fundamentais da mecanica estatistica no final do século XIX, sendo
que George D. Birkhoff e John von Neumann estabeleceram a estrutura matematica e os
primeiros resultados nao triviais. Convém igualmente recordar que as ideias seminais
remontam aos trabalhos de Ludwig E. Boltzmann e Josiah W. Gibbs.

O comportamento estatistico de longo prazo destes sistemas pode ser codi-
ficado matematicamente por varios objetos, sendo um deles o chamado operador de
transferéncia (também conhecido como operador de Ruelle-Perron-Frobenius). Suas
primeiras manifestacoes remontam, pelo menos, ao operador de Koopman, do qual o
operador de transferéncia ¢ adjunto. E conveniente lembrar que o operador de Koopman
foi utilizado por John von Neumann para provar a versdo do teorema ergddico com
convergéncia em média. Em seguida, a escola russa desenvolveu a teoria espectral para
o operador de Koopman atuando em L? e sua relacdo com as propriedades estatisticas
do sistema (como, por exemplo, ergodicidade e mixing). As informacoes espectrais do
operador de transferéncia produzem interessantes medidas de probabilidade invariante
para o sistema dinamico e nos permite estudar suas propriedades ergddicas, em particular
a taxa de decaimento de suas funcoes de correlagdo (BALADI, |2000).

A analise de funcdes de correlacdo desempenha um papel importante no estudo
de processos estocasticos e cadticos. A presenca de mixing faz com que as funcées de
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correlacdo decaiam para zero ao longo do tempo. Isso significa que os estados do sistema
separados por um intervalo de tempo suficientemente grande tornam-se estatisticamente
independentes (BILLINGSLEY), [1965). Da propriedade de mixing segue que um sistema
dinamico é ergddico. Além disso, para sistemas dindmicos cadticos, o decaimento de
correlagdes estd conectada com uma instabilidade de trajetérias cadticas e a capacidade
do sistema de produzir entropia (ECKMANN; RUELLE, 1985)).

Nesta dissertacdo de mestrado, o problema abordado sera o estudo da taxa
de decaimento de correlacdes, o qual descreve o qudo rdpido o estado de um sistema se
torna descorrelacionado com seu futuro, ou de maneira mais informal, o quao cadtico
o sistema €. Mais concretamente, a teoria e os resultados nesta monografia detalhados
possibilitardo assegurar limitante inferior polinomial para decaimento de correlacées no
contexto de aplicacoes de Markow.

Por um bom periodo, varios métodos foram desenvolvidos para obter limitantes
superiores polinomiais para decaimento de correlacdo. No entanto, nao existia um método
geral para obter limitantes inferiores polinomiais até a publicacdo do artigo (SARIG, 2002).
Para isso Omri Sarig utilizou duas ferramentas importantes: operadores de transferéncias
e teoria de renovacao aplicada a sequéncias de operadores.

Uma descricao do operador de transferéncia de uma transformacéo ¢ que sera
denotada por T, serd fornecida nasecdo 2.1 Este operador estabelece a ligacdo entre a
teoria classica da renovacao e transformacoes entre espacos de Banach.

O primeiro capitulo da dissertagdo sera destinado para recordar alguns fatos
sobre Andlise Funcional, Teoria da Medida e Ergddica e um resultado de perturbacdo do
espectro de operadores limitado em espacgos de dimenséao infinita. Neste capitulo serao
apresentados os conceitos de diferenciabilidade e integracdo em espacos de Banach. Ainda
no primeiro capitulo, serdo introduzidos os conceitos de recorréncia e conservatividade a
fim de enunciar e demonstrar o Teorema de Recorréncia de Poincaré, o qual € utilizado
para definir de maneira adequada a transformacao induzida.

O segundo capitulo é destinado para demonstrar os dois resultados principais

do artigo de Sarig. Sendo o primeiro resultado o [Teorema 2.11}, que para sua demons-

tracdo serdo necessarios a apresentacdo de alguns lemas auxiliares. Este é um resultado
abstrato da teoria de renovacao aplicada aos operadores lineares limitados. Ele descreve
o comportamento assintotico de sequéncias de operadores de renovacdo. Sobre certas
condi¢Oes ¢ demonstrado que o operador 7, f = X Afg( fX4) pode ser descrito por

1 1 «
To=5P+ > P+E,
k=n+1
com E, € B(H) satisfazendo || E,| = O(1/nl?)).

O segundo resultado é o[Teorema 2.23| que utiliza o teorema acima no contexto
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de aplicacoes de Markov, para estabelecer a taxa de decaimento destas aplicacGes sobre
certas condicoes. Como consequéncia, obtém-se a estimativa

o0

Cor(f,go¢™) ~ | > mllpa > k) /f/gy

k=n+1

ou seja, uma limitacéo inferior para o decaimento de correlagéo.
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1 PRELIMINARES

Inclusive para auxiliar o leitor na identificacdo dos pré-requisitos para a leitura
desta monografia, neste capitulo inicial, serdo apresentados alguns resultados selecio-
nados de andlise funcional, de dlgebras de Banach, de teoria perturbativa em analise
espectral, de teoria da medida e de teoria ergddica, os quais servirdo como base para o

desenvolvimento e a discussdo dos resultados abordados nesta dissertacao.

1.1 Elementos de Analise Funcional

Esta secdo sera primeiramente dedicada a recordar conceitos basicos de ana-
lise funcional, sobretudo com o intuito de fixar notacées. Daremos particular atencao
para a diferenciabilidade e a integrabiblidade sobre espagos de Banach. Com propésito
preparatoério, serdo a seguir enfatizados resultados referentes a algebras de Banach e
a teoria perturbativa em analise espectral. Por seu papel na prova do primeiro passo

relevante (Proposicao 2.16|) para a demonstracio de resultado geral sobre o compor-

tamento assintotico de sequéncias de operadores de renovacdo em espacos de Banach

(Teorema 2.11)), encerraremos esta secdo destacando propriedades de espacgos de Holder.

1.1.1 Bases Conceituais

O leitor familiarizado com anadlise funcional pode evitar a leitura desta subse-
cdo sem qualquer prejuizo. O propdsito aqui é retomar nocoes fundamentais e estabelecer

as notacgoes que serdo utilizadas ao longo desta dissertacao.

Definicdo 1.1: Seja X um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma norma em X é uma

aplicagdo

|-]: X —=R

z = [l
tal que, para quaisquer z,y € X e A € K,
(1) ||z|| >0e|z]| =0« =0,
2) [ x| = [Alll,
3 llz+yll < =l + [yl

Chama-se o par (X, || - ||) de um espago vetorial normado.
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Caso a condic¢éo (1) seja enfraquecida para apenas supor ||z| > 0, a aplicacdo
II-] : X — R serd chamada de seminorma.

Uma classe importante de espagos normados sdo aqueles cuja norma é gerada
por um produto interno. Um produto interno em X é uma aplicacdo bilinear simétrica

(-, X xX—=>R
(z,y) = (z,y)

satisfazendo (x,x) > 0 para todo x € X \ {0}. Dado tal produto interno, entdo

2]l = /{z,z),  paraz e X,

define uma norma e vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz: |(x,y)| < ||z||||y| para
todos =,y € X.

Definicdo 1.2: O espago vetorial normado (X, | -||) é chamado de espago de Banach
quando for um espago vetorial normado completo, isto €, quando toda sequéncia de Cauchy
converge para algum elemento do espago X.

Recorde que uma sequéncia de Cauchy é uma sequéncia {z, },en que satisfaz
a condicdo de que, para todo € > 0, existe ny € N tal que, para todos m,n > ng, tem-se

| — x| < e.

Um resultado cldssico é que todo espago vetorial normado de dimensao finita
sobre um corpo completo é um espaco de Banach. No entanto, no caso de dimensao
infinita, pode ocorrer que uma sequéncia de Cauchy nao convirja para algum elemento
do espaco. Além disso, toda sequéncia de Cauchy em um espaco vetorial normado é
limitada. As demonstracoes destes resultados podem ser encontradas, por exemplo, em
(KREYSZIG, |1989).

Sejam X, Y espacos de Banach sobre o corpo K. Uma fun¢do 7' : D(T') — Y é
um operador linear (ou transformacao linear) se 7" preserva as relagoes de linearidade,
isto é, se

T(auy + Pug) = aTuy + ST ug

para todos uj,us € D(7) C X e o, € K, onde D(T) é o subespaco vetorial de X
chamado de dominio de 7'. Além disso, denota-se por R(7) C Y a imagem de 7. Para
qualquer subconjunto A C D(T"), denota-se por 7'(A) a imagem de AND(T).

Definicdo 1.3: Sejam (X, ||-||x) e (Y,]| - ||y) espagos vetoriais sobre o corpo K. O operador

linear T : X — Y € limitado se existe uma constante ¢ > 0 tal que
[Tzlly < cflzflx (1.1)

para todo x € X.
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Um subconjunto U C X de um espago normado X ¢é aberto se, para todo
zeU,B(x)={ye X :|lr—vy|x <e} CUparaalgume > 0. Um operador 7" : X — Y
entre espacos normados é continuo se 7! (U) é aberto para todo aberto U C Y. Caso
T seja um operador linear, a definicdo de continuidade é equivalente a 7" ser limitado
(KREYSZIG) 1989, Teorema 2.7-9).

A menor das constantes ¢ na|Definicao 1.3|é a norma do operador 7', deste
modo

Tx
170 = sup 12— g 7y (1.2)
w20 [1Zlx  efx=

As demonstracdes da igualdade na|Equacao (1.2), bem como o fato de se tratar de uma

norma sobre o espaco dos operadores limitados podem ser encontradas em (KREYSZIG,
1989, Lema 2.7-2). Note que, tomando ¢ = ||T'|| em (1.1]), tem-se

1Tz lly < [T |l=x.

Dados dois espacos vetoriais X e Y sobre o corpo K, denota-se por £(X,Y)
o conjunto dos operadores lineares de X para Y. Denota-se por B(X,Y’) o espago dos
operadores lineares limitados, sendo este um espaco vetorial normado, com a norma
do operador. Caso Y seja um espaco de Banach, entdo B(X,Y) também o serd. Por
convencdo, denota-se 5(X) quando X = Y. Além disso, caso X seja de dimensao finita,
entdo todo operador linear 7 : X — Y serd limitado. No caso especial em que Y = K,
os elementos de B(X,K) sdo chamados de funcionais lineares limitados e define-se
X* := B(X,K) como o espaco dual de X, o qual é completo na norma do operador caso
o corpo K seja completo.

Teorema 1.4 (Teorema de Hahn-Banach): Sejam X um K-espago vetorial, onde K = R
ouC, ep: X — Ruma aplicagdo tal que

p(ax) = |a|p(z) parax € X ea € K|

p(z +y) < p(z) +p(y) parawz,y € X.

Além disso, seja f um funcional linear definido em um subespagco Z C X que satisfaz
|f(z)| < p(z) para todo x € Z. Entdo existe um funcional linear f : X — K tal que

fz) = f(z) para todo = € Z,

|f(2)] < p(o) para todo z € X.

O funcional fve’ chamado de extensdo de Hahn-Banach de f.

A demonstracdo deste teorema utiliza o Lema de Zorn e pode ser encontrada
em (KREYSZIG, 1989, Teorema 4.3-1), sendo uma de suas consequéncias o seguinte
coroldrio.
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Corolario 1.5: Seja X um espago vetorial normado. Entdo para todo x € X se tem

[zl = sup {|f(z)] - f € X lf] = 1}

e este supremo € atingido.

1.1.2 Diferenciabilidade

O conceito de derivada (de Fréchet) em espacos euclidianos é naturalmente
generalizado para aplicacOes entre espacos de Banach sobre o corpo dos reais ou dos
complexos.

Definicdo 1.6 (Diferenciabilidade): Sejam (X, ||-||x) e (Y,] - ||y) espagos de Banach, seja
U C X um conjunto aberto. A aplicagdo T': U — Y € diferencidvel em xy € U se existe um
operador linear limitado A € B(X,Y') tal que, para todo € > 0, existe § > 0 com respeito ao

qual
T (xo +v) — T(z0) — Av||y

o]l x

<e, Vo e X com0 < |jv]|x <.

Em caso de existéncia, o Unico operador linear A : X — Y que satisfaz
a definicao acima ¢é dito ser a derivada de 7' no ponto x, e pode ser denotada por
DT (zg), DTy, TM (1) ou T'(x¢). Se T é diferencidvel em todo ponto do aberto U C X,
entdo chama-se o operador

T .U = B(X,Y)

x— T ()

do diferencial de T'.

A definicdo de diferenciabilidade nao depende das normas, mas apenas das
topologias de X e Y. Em termos mais claros, se || - || x e || - ||’y s80 normas equivalentes
em X ese | -||y e -|% sdo normas equivalentes em Y, entdo 7" é diferencidvel no ponto
xo como aplicacdo de (U, |- ||x) em (Y, || - ||v) se, e somente se, é ai diferencidvel como
aplicacdo de (U, || - ||'y) em (Y, - |I"), sendo os diferenciais iguais.

Um caso bem conhecido é quando X = R" e Y = R™, para o qual a derivada
de f : R™ — R™ no ponto z, ¢ uma matriz nas bases canodnicas, onde a entrada (7, j) é
dada por 0, f;(z), sendo chamada de matriz Jacobiana de f. Este exemplo € um protdtipo
util, pois os resultados classicos de diferenciabilidade nestes espacos ainda sao validos
para espacos de Banach quaisquer. Alguns resultados serdo apresentados, mas para mais
detalhes veja (KUTTLER, 1998) ou (KONIGSBERGER, 2004).

Teorema 1.7 (Desigualdade do Valor Médio): Sejam X,Y espacos de Banach, U C X
um subconjunto aberto e convexo e T : U — Y uma fungdo diferencidvel. Se ||T"(x)|| < K
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para todo x € U, entdo para todos x,y € U tem-se

IT(x) = T(y)lly < Kllz —yllx. (1.3)

A demonstracio deste resultado pode ser encontrada em (CHAE, |1985, pagina
70). Uma aplicacdo T satisfazendo (1.3]) é conhecida como uma aplicac¢éo lipschitziana
com constante de Lipschitz K.

As derivadas superiores de uma aplicacdo sdo definidas da maneira usual.
Se o diferencial de uma aplicacio 7" for diferencidvel em U, tem-se que 1" é duas vezes
diferencidvel e a derivada de 7”(x) é chamada de derivada segunda de 7" em z e
pode ser denotada por T®(z) = D?T, = D*T(x) = D(DT)(x). Note que T (z) é
um elemento de B(X,B(X,Y)), sendo este naturalmente identificado com o espago
B?(X,Y) = B(X x X,Y) dos operadores bilineares limitados de X x X — Y pelo

isomorfismo isométrico

¢: B(X,B(X,Y)) = B*(X,Y)
A=A X x X =Y
(z,y) = A(x)(y).
De maneira indutiva, é possivel definir o que é uma aplicacdo n-vezes diferenciavel.
Se o operador 7"V : U — B"}(X,Y) é diferencidvel em z, entdo T ¢ dito n-vezes
diferencidvel em z e a derivada 7™ (z) = D(TV)(x) é a n-ésima derivada de T. O
elemento 7™ (z) é identificado com um elemento do espago B"(X,Y') dos operadores

n-lineares limitados de X x - -- x X para Y. Tendo definido 7™ para n > 1 é conveniente
denotar 7©) = 7. Para mais detalhes, veja (DIEUDONNE, 1969) e (CARTAN, |1971).

Definicao 1.8: Sejam X,Y espacos de Banach e U um subconjunto aberto de X. A aplicagdo
T:U — Y édeclasse C™ em U se T € n vezes diferencidvel em todo ponto de U e o operador

T .U — B*(X,Y)

é continuo. Se T for de classe C™ para todo n, entdo T" é dito suave ou de classe C*°. Se T’
for continua, dizemos que ¢ de classe C°.

Quando o contradominio estiver munido com uma operacao de produto, é

possivel estender a usual regra de derivagdo de Leibniz para espacos de Banach.

Teorema 1.9 (Regra de Leibniz): Sejam (X, ||| x)e (Y, | -|y) espagos de Banach. Dados
o aberto U C X e o ponto xy € U, sejam T,Q : U — Y aplicagbes n vezes diferencidveis em
xo. Suponha que exista uma fungdo continua e bilinear - : Y x Y — Y. Entdo o produto
TQ € n-vezes diferencidvel em x e sua derivada é dada por

(TQ)™(x0) = <Z> T (20) Q™ (o).

k=0
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Demonstracdo. A demonstracao deste resultado € feita por inducdo. Deste
modo, deve-se verifica-lo primeiramente para n = 1, ou seja, concluir que

(TQ) V(o) = T'(w0)Q(x0) + T(w0)Q' (o).

Note que da [Definicdo 1.6|é possivel escrever a derivado do produto como

TOY(ey) — tn 1TV ) ~ T @)y

l[v]l x =0 vl x

Por simples soma e subtracdo de 7'(z + v)Q(zo), obtém-se

(TQ),(%) =
_ 1T (20 + v) [Q(x0 + v) — Q(x0)] + [T(wo +v) — T(20)] Qo) Iy
ol x—0 vl x
Cm 1T (0 + v) [Q(x0 + v) — Q(x0)] ly b lim [T (0 + v) — T(20) ] Q(x0)ly
 llix—0 |vllx ol x—0 o]l x '

Como a operacao - é continua e as aplicacoes 7" e () sdo continuas no ponto x, o limite
acima €
(T'Q) (o) = T'(0)Q' (w0) + T"(0)Q(0).
Supondo o resultado valido para algum n > 1, deve-se verificar a validade do

teorema para n + 1. Deste modo,

n / n
T0)m+D) W\ pin—k) o) | — Y (pn=k) k)Y
(TQ) L Q 2|, ) (TReW)
k=0 k=0
n n - .
= (k:) (T(n+1 Mk 4 7l k)Q(kH))
k=0
_ Z <Z> =k k) 4 Z (k> 7=k QD)
k=0 k=0
n n n+1 n
_ (n+1-k) N (k) (n+1—k) N (k)
(rerman s (2 e
k=0 k=1
e (E[0) ()]
k=1

Pelo tridngulo de Pascal, tem-se que (7) + (,”,) = (";') e assim

(TQ)(nJrl) =T 4 Z (“ Z 1>T(n+1k)Q(k) L TQn+Y
k=1

n+1
n+1\, ni1_
zz( ' )T< L)
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A composicdo de aplicagdo diferencidveis resulta também ser diferencidvel em
geral, como garante o resultado a seguir.

Teorema 1.10 (Regra da Cadeia): Sejam (X, | - ||x), (Y;|-|lv) e (Z, |- ||z) espagos de
Banach, sejam U C X e V C Y abertos, sejaT : U — V uma aplicagcdo diferencidvel no
ponto xy € U e seja QQ : V — Z uma aplicagdo diferencidvel no ponto y, := T'(xg) € V.
Entdo a composigdo ) o T : U — Z é diferencidvel no ponto x, e a sua derivada é dada por

D(QoT)y(v) = DQ,y (DT (v) Vo€ X.

Uma maneira mais compacta de representar a férmula da regra da cadeia é
(QoT)(xy) = Q(T(x))T"(x0)- A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em
(KUTTLER, 1998|, Teorema 5.4).

Note que, na definicdo de diferenciabilidade e nos teoremas até este momento
discutidos, o corpo dos escalares que atuam sobre o espaco de Banach néo é especificado.
De fato, a teoria aqui apresentada pode ser aplicada tanto para espacos de Banach reais
como para espac¢os de Banach complexos.

Sejam X e Y espacgos de Banach sobre o corpo C. Note que esses espagos
também podem ser considerados como espacos de Banach sobre o corpo R. Sejam U C X
um conjunto aberto e 7 : U — Y uma aplicagdo continua. Dado z, € U, duas situacdes
podem ser consideradas:

(1) T é diferenciavel no ponto z, em relacdo ao espaco vetorial sobre C;

(2) T é diferencidvel no ponto z, em relacdo ao espaco vetorial sobre R.

No primeiro caso, a derivada 7"(z,) € um operador linear, mais precisamente
C-linear. No segundo caso, a derivada 7”(zy) € R-linear. Note que um operador C-linear
é por consequéncia R-linear. Portanto, se 7" satisfaz a situacdo (1) também ira satisfazer
a (2), ou seja, se T' é C-diferenciavel entdo também é R-diferenciavel.

Definicao 1.11: Sejam X e Y espacos de Banach sobre o corpo C e seja U C X um conjunto
aberto. A aplicagdo T : U — Y € holomorfa em U se for C-diferencidvel para todo z € U.

Claramente a soma de duas aplicac6es holomorfas € igualmente holomorfa,
assim como a composicao preserva holomorfia.
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Definicao 1.12 (Série de Poténcias): Uma série de poténcias de X para Y centrada em z

¢ uma série formal da forma

Z Fn<z - ZO)n7
n=0

onde F,, € B"(X,Y).

Uma observa¢do importante sobre a notacao acima é que, quando se escreve
(z — z9)", tem-se na verdade uma n-upla, isto é, (z — z,)" = (2 — 20, -+, 2 — 20), €ntdo
faz sentido a escrita Fj,(z — z0)" = F,(z — 20, -+, 2 — 29) € Y.

Note que a definicao acima faz alusdo ao conceito de série de Taylor de uma
aplicacdo 7' : X — Y de classe C'*°, pois neste caso ndo é dificil se convencer que
caracterizacdo dos operadores multilineares F), deveria ser

F, = i'TW(zO).
n!

Para uma dada série de poténcias, o numero 0 < ry < oo é dito raio de
convergéncia da série se ) é o supremo de todos r tais que a série converge unifor-
memente em B, (z). O raio de convergéncia pode ser calculado usando a férmula de
Cauchy-Hadamard se o espaco Y for completo. Em tal caso o raio de convergéncia é
entdo dado por

1
— = limsup|| E, ||*/".
"

0 n—00

Para a demonstracao deste resultado e mais detalhes, veja (CHAE, 1985, Secao 11.5).

Definicdo 1.13 (Analiticidade): Sejam (X, ||-||x) e (Y, || - ||v) espagos de Banach e seja
U C X um conjunto aberto. A aplicagdo T : U — Y € analitica em z, € U se existe uma
série de poténcias

Z Fo(z—2)"
n=0

que converge uniformemente para T em B,.(z,) C U para algum r > 0.

Sejam F um espaco de Banach e f : C — E uma aplicacdo analitica. Note que,
na série de poténcias associada a f, seus termos F,, podem ser identificados com elementos
de E. Com efeito, é possivel construir uma isometria entre 58"(C, E') e E. Observe que,
dado A € B"(C, E), para qualquer z € C", tem-se

Alzy, o zn) = Alz1 - Lz 1,02 1) = 20 - 2, AL, -+, 1),

de modo que A é uma multiplicacdo pelo vetor A(1,---,1) em E. Assim se pode identificar
A com este vetor, ou seja, a transformacdo n-linear A é identificada com o vetor A(1,---,1),

e ndo é dificil ver que essa identificacdo é um isomorfismo isométrico.
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Teorema 1.14: Sejam U C C um conjunto aberto, £ um espago de Banachef:U — E
holomorfa. Entdo f € analitica em U e, dado z, € U, a série de poténcias

o0

f(z) =) (2—2)"F.,  ondeF, €E,

n=0

possui, pelo menos, raio de convergéncia ry := sup{r > 0: B.(z) C U}.

Para a discussao deste resultado, veja (CHAE, 1985, Secdo 9.17). Este teorema
também garante que f serd infinitamente diferenciavel.

Corolario 1.15: Sejam E um espago de Banach e f: {z : |z| < ro} — E holomorfa. Entdo
f(z) = > 2"F,, com ||F,|| = O(r~) para todo 0 < r < 7q.

Demonstragdo. Como f € holomorfa em {z : |z| < ry}, a série de poténcias
centrada em 0 é dada por §f(z) = ) 2"F, e seu raio de convergéncia coincide com r.
Como o raio de convergéncia de uma série de poténcias também pode ser dado pela

férmula .
"7 Tmsup||F, [
n—oo
existem ng > 0 e 0 < r < ry tais que
1
IRl <= Vi >,

-
deste modo || F,,|| < r~" para todo n > ny. Portanto ||F,|| = O(r~™") para todo 0 < r < ry.

1.1.3 Integracao

Nesta curta subsecdo, apresentaremos a teoria de integracao segundo Riemann
para fungdes a valores em espacos de Banach sobre o corpo C. Nosso foco inicial serdo
funcoes definidas sobre um intervalo [a, b]. O desenvolvimento desta teoria de integracdo

é similar ao usual realizado para fung¢des a valores em espacos euclidianos.

Definicdo 1.16: Sejam a < b niimeros reais. Uma parti¢cdo do intervalo [a, b] € uma familia
finita P consistindo de intervalos fechados de modo que a unido € [a, b]. Mais precisamente,

P =A{[ti_1,ti] : t; € [a,b],i =1,---,n} com O [ti_1,t] = [a,b].

i=1

Por convengdo, ordena-se a =ty <t; < --- <t, =0

A norma de uma parti¢do P € o numero |P| := maxj<i<y (t; — ti—1).
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Definicdo 1.17: Uma particdo pontilhada é um par P = (P, €), onde P é uma particdo
do intervalo [a,b] e 0 vetor £ = (&;,---,&,) cumpre t;_y < & < t;. Denota-se |P| = |P|.

Como de costume, para definir a integral de Riemann é necessdrio introduzir
o conceito de somas de Riemann.

Definicdo 1.18: Sejam X um espago de Banach sobre o corpo C, f : [a,b] — X uma fung¢do
e P uma particdo pontilhada de [a,b]. A soma de Riemann de f sobre a particdo P é
definida por

n

S(f,P) = (ti—ti1)f(&).

=1

Como de costume, integrabilidade significa a existéncia de um elemento em
torno do qual as somas de Riemann se concentram quando as normas das particoes sdo
suficientemente pequenas. Rigorosamente isso pode ser apresentado como segue.

Definicdo 1.19: Seja X um espago de Banach sobre o corpo C. Uma fungdo f : [a,b] — X
é dita Riemann integrdvel (ou simplesmente integrdvel) em |a, b] se existe I € X com a
propriedade que, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

IS(f.P) —Illx <

para toda particdo pontilhada P de [a, b] com |P| < 6. Se f é Riemann integrdvel, chama-se
I por integral de Riemann de [ em [a, b] e denota-se

I::/abfdt.

Grande parte dos resultados sobre integracdo de Riemann em espacos eucli-
dianos sdo vdlidos quando considerado um espaco de Banach, para mais detalhes veja
(DIEUDONNE, [1969) e (LORENZI, 2014). Em particular, funcoes continuas sao exemplos
de funcodes integraveis.

Teorema 1.20: Sejam X um espago de Banach sobre o corpo Ce f : [a,b] — X integrdvel
em [a,b]. Entdo t — ||f(t)| x € integrdvel e

‘/abf(t)dt

Note que o resultado acima mostra que integrabilidade usual sobre a reta real

b
< / 1£(B)l] dt.

implica integrabilidade sobre o espaco de Banach. A demonstracdo deste resultado é
analoga a demonstracio para o caso em que X = R".

Sem surpresa, diferenciabilidade e integrabilidade sobre espacos de Banach
também podem ser vistas como processos inversos.
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Teorema 1.21 (Teorema Fundamental do Calculo): Seja X um espaco de Banach sobre
o corpo C. Suponha que f : [a,b] — X seja de classe C'. Entdo

/f%ﬁzﬂw—ﬂw-

Para a demonstracdo deste resultado veja (LORENZI, 2014, Teorema 3.1.6).

A integrabilidade de funcoes continuas permite introduzir a integracéo sobre

curvas como de costume.

Definicdo 1.22: Sejam X um espago de Banach sobre o corpo C e v : [a,b] — C um
caminho de classe C*. Entdo para toda fung¢do continua F : v([a,b]) — X, o elemento de X

lF:[3wwwww

é definido como a integral de F sobre a curva ~.

Note que agora é possivel generalizar o|[Teorema 1.21|para integrais de linha.

Sejam v : [a,b] — C um caminho e F : v([a,b]) — X uma fung¢fo, ambos de classe C",

entdo, pelo Teorema Fundamental do Célculo e pela Regra da Cadeia (Teorema 1.10)),

tem-se

b
/F=/mewww=me—FM@»

1.1.4 Algebras de Banach

Nesta subsecao, serdo apresentados alguns resultados elementares sobre alge-
bras de Banach. De maneira muito simplificada, estas sdo espacos de Banach munidos de
multiplicacdo. A estrutura adicional nos fornecera técnicas préprias que nos permitirdo
estudar mais tarde (ver sequéncias de operadores de renovagdo.

Definicao 1.23: Uma dlgebra ¢ uma tripla composta de um espago vetorial A sobre o corpo
K (onde K = R ou K = C), de uma operacdo suplementar e de um elemento neutro 1 4, 0s

quais satisfazem os axiomas
(1) a operagdo € associativa e bilinear;
(2) paratodo a € A, vale 1 4a = al 4 = a.
Uma dlgebra normada é composta por uma dlgebra A e por uma norma submultiplicativa,
isto é,
lzyll < ll=[[llyll  para todo z,y & A.

Uma dlgebra de Banach é uma dlgebra normada para qual o espago vetorial normado

(A, -||) é completo.
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No espaco de operadores lineares limitados B(X) := B(X, X), é possivel
definir a composicdo entre operadores S e 7' por (S o T)(z) = S(Tx). Trata-se de uma
operacao associativa e bilinear, sendo o elemento neutro dado pelo operador identidade.
Note que a norma do operador é submultiplicativa. De fato, para quaisquer S,7" € B(X)
e x # 0, tem-se

ToS TS TS
170 5] = sup IT o Dalx NTNISzlx CITHISIH el

< < = [IT[HIST-
wr0 l7llx a0 lzllx w0 |lzllx

Assim B(X) é uma algebra normada e, caso X seja espaco de Banach, tem-se que B(X)
¢ um exemplo de algebra de Banach.

A operacao suplementar que caracteriza uma algebra de Banach é sempre
regular, como indica o resultado abaixo.

Proposicdo 1.24: Seja (A, || -||) uma dlgebra de Banach. Se A x A estiver munido da
topologia do produto, entdo a operagdo - : A x A — A é continua.

Esta proposicado segue facilmente da submultiplicidade da norma, para mais
detalhes veja, (RUDIN, 1991, pagina 246).

Em uma algebra de Banach qualquer, note que o elemento neutro (ou unidade)
€ tunico. Sem perda de generalidade, podemos assumir sempre que ||14|| = 1 — ver, por
exemplo, (ALLAN; DALES, 2011, Lema 4.8). Em algumas definicdes de algebras de
Banach, a presenca de elemento neutro nao € exigida. Ao longo deste trabalho, sera
considerado que as dlgebras de Banach sempre possuem unidade, de modo a fazer sentido
a discussdo da invertibilidade de um elemento em uma algebra de Banach.

Em uma dlgebra de Banach (A, || - ||), um elemento a € A é dito invertivel se
existir b € A tal que
ba =14 = ab.

Nesta situacdo, denota-se b = a~! e chama-se este de o inverso de a. Define-se G(.A) como
sendo o conjunto formado por todos os elementos invertiveis de A.

Proposicao 1.25: Seja 7' um elemento de uma dlgebra de Banach (A, || - ||) tal que ||T|| < 1.
Entdo o inverso de (14 — T') é dada por Y -, T*, onde T* indica o produto de T consigo
mesmo k-vezes e T° = 1 4. Além disso,

1
104 =) < s
17|

Demonstragdo. Inicialmente, mostraremos que a série converge. Para tanto,
dados n < m, note que

Sy
k=0 k=0

m

2. T

k=n+1

_ <3< S

k=n+1 k=n+1
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Observe que 3 ||T||" se trata de uma série geométrica com termo geral menor que 1.
Portanto, estabelecida a condi¢do de Cauchy, conclui-se a convergéncia da série Y~ T*
para algum elemento de A. Além disso, tem-se que ||T||* — 0.

Para verificar que ), ., 7" se trata do inverso de (14 — T'), note que

n

]-.A T ZTk Z Tk-‘rl) — ]-.A . Tn-i-l'

k=0

Pela [Proposicao 1.24, a opera¢do de multiplicacdo em A é continua. Deste modo, ao

tomar o limite quando n — oo em ambos os lados da equacgéo, obtemos

(la—T)> TF=

De maneira similar, mostra-se que (>_,.,7%) (14— T) = 14. Portanto, 14 — T é invertivel

(1ya—T)" ZT’“

com

Por fim, observe que

[ |

Com respeito a diferenciabilidade sobre dlgebras de Banach, queremos destacar
que o processo de considerar inversos preserva holomorfia. Isso serd rigorosamente
enunciado no a seguir. Para sua demonstracdo, precisaremos da propriedade
abaixo.

Teorema 1.26: Seja A uma dlgebra de Banach. Entdo G(.A) é um subconjunto aberto de A.
Demonstragdo. Dado x € G(.A), define-se a bola
U = Bupjja-) (7).

Afirmamos que essa bola estd contida em G(.A). De fato, dado u € U arbitrdrio, escrevemos
u = x4+ v comuv € By (0). Como a norma em A é submultiplicativa, ocorre

|z~ || < fla7!| [Jv]| < 3. Assim, pela|Proposicdo 1.25] 14+ 2~'v é invertivel e sua inversa

¢ descrita por

(1A+SC U Z

k=0
Logo, vemos que

u=x+v=a(ly+z ")
é invertivel, pois é o produto de dois elementos invertiveis. Constatamos assim que G(.A)
¢ aberto.
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Teorema 1.27: Sejam A uma dlgebra de Banach, U C C abertoe F : U — A holomorfa. Se
existir M tal que, para todo z € U, |F(2)7!|| < M, entdo z — F(z)~' também é holomorfa
emU.

Demonstragdo. Note que a transformacio z — F'(z)~! pode ser escrita como
uma composicdo de duas transformacoes,

2 F(z) & F(2)7),

onde inv : G(A) — G(A) é a transformacio dada por z — z~!. Como F é holomorfa por
hipétese, basta provar que inv é holomorfa.

Seja z € G(A). Da prova do [Teorema 1.26| sabe-se que hd v € A, com

lv]| < s, tal que z + v é invertivel. Assim perceba que

2[]z=HP

(z4+v) =2zt 427t

vl = (z(lg+ 27 ) =27 et
2

-1 1

(1g+ 2z )27t — 27t b 2oz

(g +2z7"0) = (1 — 27 0)]2 7t (1.4)

Note agora que

(a4 2""0) ™ = (la =27 )| = D (=27"0)F = (1a = 27 'v)

- 1 Nk ||Z_1U||2 192 2
E ( z U) = 1_ Hz_lvH = HZ H HUH

Com esta estimativa, ao retomar ((1.4), tem-se que

I(z+v) ™t =zt + 27z Y| woo
\

o]

0.

Portanto, inv é diferencidvel em todo ponto z € G(A), donde holomorfa. Deste modo, a
transformacéo » — F'(z)~! é holomorfa.

Observe que, durante a demonstracdo acima, mostrou-se que

Dinv(z)v = —2z vzt Vz € G(A). (1.5

Resultados de teoria perturbativa em analise espectral serdo componentes

essenciais nas provas de dois passos decisivos (Proposicao 2.16|e [Proposicao 2.17) utili-

zados para a demonstra¢do do central resultado sobre o comportamento assintdtico de
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sequéncias de operadores de renovacdo em espacos de Banach (Teorema 2.11)). Ocorre

que as nogoes espectrais basilares podem ser introduzidas no contexto de algebras de
Banach.

Definicdo 1.28: Sejam (A, || - ||) uma dlgebra de Banach e = € A. O espectro o(x) de x é 0
conjunto de todos os elementos \ € K tais que \1 4 — x ndo € invertivel. O complementar
de o(x) € o conjunto resolvente de x e consiste de todos A € K para os quais que existe o
inverso (\14 —z)~".

Pelas razoes ja explicitadas, uma atencado especial é dada para estes conjuntos
quando A é o espaco dos operadores lineares limitados B(X ), e mais geralmente quando
lidamos com operadores definidos em subespacos proprios de X, o qual sera tratado em

detalhes na[subsecdo 1.1.5]

Observe que, se |\| > ||z|, entdo |A|7Y|z|| = |\ "'z|| < 1, de modo que, pela

IProposicio 1.25) 14 — A1z é invertivel, donde resulta que A1 4 — = também o é. Deste

modo, )\ é um elemento do resolvente de z. Conclui-se dai que o(x) C By, (0) para todo
x e A.

Definicao 1.29: O raio espectral de x é o niimero
p(x) =sup {[A] : A € o(2)}.
O seguinte teorema sintetiza propriedades espectrais fundamentais.

Teorema 1.30: Sejam A uma dlgebra de Banach e x € A. Entdo

(1) o espectro o(x) é compacto e ndo vazio;

(2) o raio espectral p(x) satisfaz

ple) = lim |lz"|"* = inf |z

Para a demonstracao deste resultado veja (RUDIN, 1991, Teorema 10.13).

1.1.5 Aspectos Espectrais da Teoria de Perturbacao

Nesta subsecdo, serdo discutidos resultados perturbativos em andlise espectral,
sendo a principal referéncia aqui seguida o livro (KATO, |1995). Ressaltamos que nesta
obra os resultados sdo discutidos para operadores fechados, contudo, para o escopo deste
trabalho, os resultados serdo enunciados para operadores limitados.

Consideraremos aqui X um espaco de Banach sobre o corpo C, focaremos
na correspondente dlgebra de Banach B(X) e mais geralmente levaremos em conta
operadores lineares definidos sobre subespacos proprios de X.
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Uma projecio é um operador linear idempotente P € B(X), isto é, P? = P.
Tendo-se uma decomposicio do espaco X,

X=Ma&N,

como soma direta de dois subespacos fechados, é possivel definir uma projecao P, de
modo que M = PX e N = (I — P)X. Com efeito, dado = = x); + xy, com z); € M
e xy € N, basta tomar P(x) = x),. Dizemos que P é o operador proje¢do sobre M na
direcdo de N e que (I — P) é o operador projecdo sobre N na direcdo de M. Do mesmo
modo, dada uma projecdo, é possivel decompor o espaco X em uma soma direta de
subespacos fechados.

Dois operadores 5,7 € B(X) comutam se ST = T'S. A extensdo dessa defini-
cao para operadores nao limitados em X pede certa aten¢do. Usualmente esta extensao
é feita parcialmente, quando apenas um dos operadores é limitado. Um operador 7" em
X comuta com A € B(X) se, para todo u € D(T'), tem-se que Au € D(T') e TAu = AT u.

Além da decomposicdo do espaco X, é possivel falar da decomposicdo de um
operador 7" por um par M, N de subespacos fechados. Mais precisamente, 7" pode ser
decomposto de acordo com X = M & N se

PD(T)CD(T), TMcCM, TNCN,

onde P € a projecdo sobre M na direcao de N. Neste caso, hd naturalmente dois ope-
radores Ty, : D(T)NM — M eTy :D(T)NN — N,dados por Tyy =T|py € Tn = T|n,
os quais cumprem T'(x) = Ty (zn) + Tv(zy), para todo x € D(T'), © = zp + zn, cOM
xy € M e xy € N. Observe ainda que, na presente situacdo, 7' comuta com P. De fato,
para todo u € D(T), Pu € D(T), TPu € M e T(I — P)u € N. Portanto (I — P)TPu=0
e PT(I — P)u = 0, de modo que

TPu— PTPu=0= TPu= PTPu,
PTv— PT'Pu=0= PTu= PTPu,

e assim 7' Pu = PT Pu = PTu. Da mesma forma, 7" comuta com (I — P).

Estendendo aDefinicao 1.28| a qual se aplica imediatamente para a dlgebra

de Banach B(X), dizemos que o espectro de um operador 7" em X é o conjunto
o(T):={X € C: A\ — T ndo é um isomorfismo em X }.

Note que o fato de A/ — T ndo ser um isomorfismo € equivalente a tal operador nao ser
invertivel, deste modo A € o(7T) se, e somente se, pelo menos uma das afirmacdes abaixo
é satisfeita:

(1) R —T) # X;
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(2) M — T nao € injetora.

Se (2) é satisfeita, A é dito ser um autovalor de 7" e o autoespaco associado é
dado pelo nucleo da aplicagdo A/ — 7T'. Em particular, todo elemento nédo nulo x de tal
nucleo é um autovetor de 7" associado a \ e satisfaz a equacao 7'z = Ax. No caso em que
X possui dimensao finita, o espectro consiste em uma quantidade finita de pontos, os
autovalores. Para detalhes, veja (KREYSZIG, 1989, Secao 7.1). Mas para o caso infinito o
espectro pode ser mais complicado e até ser todo o plano complexo. Para uma ilustracio,
veja (KATO, |1995, Exemplo 6.8, pagina 174).

Um ponto )y € ¢(7T) é dito ser isolado em o (7") se existe uma vizinhanca U
de )\ tal que o(7') N U = {\o}. A multiplicidade geométrica de um autovalor A € o(7") é
a dimenséo 0 < mge(A) < 0o do autoespaco {v € X : (T'— A\)v = 0}. A multiplicidade
algébrica de A, por sua vez, ¢ a dimensdo mag(\) < oo do autoespago generalizado
{veX:3Im>1(T—-XN"v=0}. Quando a dimenséo algébrica de )\ é 1, ele é dito
simples.

Definicdo 1.31: Sejam X um espaco de Banach e T' € B(X). O raio espectral essencial
pess(T') € definido como o infimo de todos os valores numeéricos p.ss > 0 para os quais qualquer
A € a(T) com || > pess € um autovalor isolado de multiplicidade algébrica finita.

Tem-se a seguinte caracterizacdo para o raio espectral essencial
pess(T) = inf{||T" — K|/ : n > 0, K um operador compacto}.
Para uma demonstracgao deste resultado, veja (NUSSBAUM, 1970, Teorema 1).

O resultado a seguir devido a (HENNION, |1993) fornece uma estimativa para
o raio espectral essencial em certas situacgoes.

Teorema 1.32: Sejam X e Y espacos de Banach, i : X — Y uma aplicagdo compacta e
T € B(X). Suponha que existem r > 0,C > 0 e uma sequéncia C,, > 0 tais que, para todo
n € N e para todo x € X, tem-se

17" (@)l x < Cr" [l x + Cu [li(@)]]y -

Entdo pess(T) < r.

Conforme observa (GOUEZEL, [2004b), o termo C,, ||i(z)|,- pode ser interpre-
tado como um majorante para uma parte compacta do operador 7', ndo devendo portanto
intervir na obtencao do raio espectral.

Com a definicdo de espectro, é possivel introduzir o conjunto resolvente de 7'

como sendo o seu complementar, ou melhor,

Res(T) :=C\ o(T)={\ € C: (M —T) ! existe}.



Capitulo 1. Preliminares 29

Assim, para A € Res(T'), consideramos a funcéo resolvente (\] —T7)~' € B(X),
operador que possui dominio X e imagem D(7').

Dado T' € B(X), em algumas ocasibes, ocorre que o espectro o(7") possui uma
parte limitada o’ separada do seu complementar ¢” por uma curva rectificavel fechada, a
qual é fronteira de regido limitada contendo uma vizinhanca aberta de ¢’ assim como de

regido ilimitada contendo ¢” (ver [Figura 1J).

/\C

7

~

Figura 1 — Espectro de operador separado por curva retificavel.

Teorema 1.33 (Teorema de Decomposicdo do Espectro): Suponha que o espectro o(T')
estd separado em duas partes ¢’ e ¢’ da maneira descrita acima. Entdo

1
P:=—— [(AM[-T)'d\
2T Jp
define um operador limitado sobre X, o qual é de fato uma projecdo (conhecida como
projecdo de Riesz). Além disso, denotando M' = P(X) e M" = (I — P)(X), existe uma
decomposicdo de T de acordo com X = M’ & M”, de modo que os espectros de Ty, e de Ty

coincidem com ¢’ e o”, respectivamente, e Ty; € B(M').

Para a demonstracdo detalhada deste resultado, veja (KATO, (1995, Teo-
rema 6.17, pagina 178).

O caso de interesse neste trabalho serd a situagdo na qual ¢’ é um ponto

isolado. Veja a hipotese (2) no enunciado do [Teorema 2.11] resultado central a ser

estudado nesta dissertacdo. Especificamente, focamos em ¢ (7") = ¢’ Uo”, onde o' = { Ao}
eo” C {z € C:|z| <|Ao|}. Assim, define-se B,.(0), comr < |\¢|, de modo que ¢” C B,(0).
Tomamos entdo r, suficientemente pequeno tal que B,,(A\o) N B,-(0) = (). Deste modo,

aplicando o [Teorema 1.33|com I" sendo a fronteira de B, (), temos que o espectro do

operador T), consiste apenas do ponto \y. Caso dim M’ < oo, entdo )\, sera um autovalor
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de T, e portanto de 7. Assim M’ é o autoespago generalizado de )\, e a projecédo P é

chamada de autoprojecao.

Figura 2 — Lacuna espectral.

Na situacdo descrita pela figura acima, dizemos que o operador 7' tem lacuna
espectral (spectral gap em inglés) se seu maior autovalor é simples e o restante do espectro
estd contido num disco fechado com raio estritamente menor.

Quando se estuda problemas de perturbacdo em operadores, é necessario
definir precisamente o que significa uma pequena perturbagdo. Isso pode ser feito de
maneira natural introduzindo uma distancia no espaco B(X,Y’) de todos os operadores
limitados de X para Y. O grafico G(7') de um operador 7' : X — Y € o conjunto dos
pontos (u,Tu) € X x Y, isto &,

G(T)={(u,v) € X XY :v="Tu}.

Sobre X x Y consideramos usualmente a norma ||(u,v)||xxy = (|lul% + |[v]|?)2. Se
T,S € B(X,Y), seus graficos G(T') e G(S) sdo subespacos fechadas no espaco X x Y.
Portanto, a distancia entre 7" e S pode ser dada pela inclinagdo entre os subespacos G(7')
e G(.9).

Definicdo 1.34 (Distancia de Hausdorff): Sejam XY espacos de Banach e T,S €
B(X,Y). Define-se a distdncia entre os operadores T e S por
n(7,5) = mesx { sup d(2,6(5). sup (2. G(T) .
ZEST ZESS
onde St e Sg denotam as esfera unitdria de G(T') e de G(.S), respectivamente, e d(z, G(-))

é
a distdncia de um ponto para um conjunto, dada por d(z,G(-)) = inf {||z — w|| : w € G(-)}.
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A distancia definida acima nao se trata de uma métrica no espaco de operado-
res limitados, sendo que dy em geral nao satisfaz a desigualdade triangular. Contudo, a
preservacao dos aspectos primordiais do espectro por perturbagdes pode ser descrita via
esta nocao de distancia entre operadores. Isso pode ser visto no enunciado do (KATO,
1995, Teorema 3.16, pagina 212), o qual recapitulamos abaixo.

Teorema 1.35: Seja T' € B(X) tal que o(T) estd separado em duas partes o'(T') e o (T')
por uma curva fechada T' como na [Figura 1| Considere a decomposicdo X = M'(T') ® M"(T)
como obtida no [Teorema 1.33| Entdo existe § > 0, dependendo de T e I', com as seguintes

propriedades. Qualquer S € B(X) com dy(S,T) < § possui espectro o(S) também separado
pela curva I em duas partes o'(S) e ¢”(S). As componentes da decomposi¢do associada
X = M'(S)®eM"(S) sdo, respectivamente, isomorfasa M'(T") e M"(T). Ambos ¢'(S) e 0" (.S)
sdo ndo vazios se o mesmo ocorre para T. Além disso, a decomposicdo X = M'(S) & M"(S)
é continua em S, no sentido em que a projecdo de Riez P|S| de X sobre M'(S) na diregdo

de M"(S) tende para a projegdo P[T| em norma quando dy(S,T) — 0.

1.1.6 Espacos de Holder

Espacos de Holder serdo elementos-chave para o estudo do comportamento
assintotico de sequéncias de operadores de renovagdo em espacos de Banach. A demons-
tracdo do resultado abstrato do qual obteremos propriedades estatisticas (especificamente,

decaimento de correlagdes), ou melhor, a prova do [Teorema 2.11|fard uso de aspectos

técnicos do espaco das funcdes diferenciaveis com derivadas holderianas a valores em um
espaco de Banach. Destacaremos nesta subsecdo observacoes gerais sobre estes espacgos
de Holder, os quais sdo centrais tanto para para o quanto para as discussoes
dos|Lema 2.14]e[Lema 2.15|

Sejam X um espaco de Banach, U C C um conjunto aberto, limitado e convexo

e0 <a< 1l.Paratoda F : U — X, define-se a norma do supremo por
[F o = sup|| F(2)]| x
zeU

e a seminormal

1F(2) = Fw)llx

|2 — wl

Holda(F):—sup{ :z,weUeO<\z—w|<1}.

Caso F seja r-vezes diferenciavel e sua r-ésima derivada seja holderiana com expoente a,
considera-se a norma

1 1
Fll, = —|NF® | + ————Hold, (F™).
£, Zk!\l | +<T+1)! old,,(F'")

Falha em ser uma norma apenas porque se anula em funcdes constantes.

1
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Seja C™*(U) o conjunto formado por todas as fungdes ' : U — X que sdo r-vezes
diferencidveis em U e possuem r-ésima derivada a-holderiana sobre U, ou seja, fung¢des
F tais que ||F|,» < oo. Este espaco é chamado de espaco de Holder. Quando for
necessdrio explicitar a dependéncia do dominio, a norma serd denotada por || - |

C'r',a(U) .

Lema 1.36: O espago de Holder (C"*(U), || - ||».o) € um espago de Banach e, caso X seja
uma dlgebra de Banach, entdo (C™*(U), || - ||r.o) também o serd.

Demonstragdo. Nao € dificil verificar que || - ||, € uma norma. Mostraremos
que (C"*(U), || - ||r«) ¢ um espaco de Banach.
Seja {F},} uma sequéncia de Cauchy em C"*(U), ou seja, dado ¢ > 0 existe

no tal que, se m,n > ng, tem-se
| F — Finllra < €.

Note que a sequéncia { F},} também sera de Cauchy no espaco de funcoes r vezes diferen-
cidveis (C"(U), || - ||), onde

1l =Y I1E® .
k=0

Sabe-se que (C", || - ||) € um espaco de Banach, portanto, existe F' € C"(U)
para a qual F,, — F' na norma || - ||,. Deste modo, resta garantir que F' € C"*(U) e que a
convergéncia também ocorre na norma || - ||,.4-

Para demonstrar que F' € C"(U), basta verificar que Hold, (F (")) < coc. Para
isso, note que F\"” — F® em (CO(U), |- ||-), em particular F\" (z) — F)(z) para todo
z € U. Como {F, } € uma sequéncia de Cauchy no espaco normado (C"™*(U), || - |lr.a), @
sequéncia { F,,} é limitada, isto é, existe M > 0 tal que

[ Fllra < VneN.

M
(r+1)!

Em particular

1
- My <
o 1)!Holda(Fn ) <

Portanto, para todos z,w € U, com z # w,

M
(r+ 1)

FO(2) = FO(w Fy) z —F,(Lr) w
I (é—wp(mx_ﬁﬁu (é—wm(MXSA[
e assim Hold, (F™) < oo ,0 que permite concluir que F € C"*(U).
Agora se demonstra que a convergéncia também ocorre em C"™*(U). Para isto,
basta verificar que Holda(F,gT) — F() — 0 quando n — oo, pois se tem que a convergéncia

de {F,} para I’ ocorre em (C", || -||). Dados z,w € U, z # w, tem-se



Capitulo 1. Preliminares 33

I(F (@) — FO (@) — (F (y) — FO )|

|2 —wl
o @) = B (@) — (B @) - FD @) |
m—o00 |z — ’LU|O‘
< limsup Hold,, (F" — F{).
m—o0
Como {F},} é uma sequéncia de Cauchy em (C"*(U), || - ||.o), resulta

limsup Hold,, (F"”) — F{’) — 0 quando n — cc.

m—ro0

Deste modo, tem-se que, dada uma sequéncia de Cauchy {F,,} em C"*(U),
ela converge para alguma funcdo F' € C"*(U). Portanto (C"*(U), || - ||;..) ¢ um espaco
de Banach.

Supondo agora que X é uma dlgebra de Banach, entdo se deve mostrar
que (C™*(U), | - ||+.o) € uma dlgebra normada, sendo que j& foi provado que o espaco é
completo. De fato, trata-se de uma algebra com a operacdo usual de multiplicacdo de
funcoes, onde seu elemento neutro é dado pela funcao identicamente igual ao elemento
neutro 1x da algebra X. Para mostrar que este espaco € uma algebra normada sao
necessarias duas desigualdades,

Hold,(FG) < ||F||sHold,(G) + Hold,(F)||Gll«,  paratodo F,G € C*(U), (1.6)
Holdo(F) < ||F'||s, para todo F,G € C**(U).

A primeira desigualdade é direta. Para provar a segunda, sejam z,w € U, com |z —w| < 1
ey(t) =tz+ (1 —t)wparat € [0,1]. Como U é convexo, tem-se que ([0, 1]) C U. Pelo

Teorema Fundamental do Célculo (Teorema 1.21)), vale

/F's/wwm:wwwv—w
Y Y

< F loolz = wl®,

IW@—FWM=‘

onde na ultima desigualdade usa-se que 0 < a < 1. Pela definicdo de Hold,, a desigual-
dade desejada segue de imediato desta estimativa.
Definimos entao
x(F) = |F®|, parak=0,---,r e
Cr+1<F) = HOlda (F(T)) .

Deste modo, para todos F,G € C™*(U) e qualquer k = 0,---,r + 1, tem-se

k k
Ck(FG) < Z <k) Ci(F)Ck_,’(G) _ Z /f'czf(f;)?c;:)(G)

- 1!
=0
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De fato, se k < r basta utilizar a Regra de Leibniz (Teorema 1.9). Para k = r + 1, utiliza-se
também as desigualdades (1.6]), mais precisamente

7

¢r41(FG) = Hold, ((FG)™) = Hold, (i (T) F(i)G(r—z‘))

=0
—~ (T (4) (1(r—1)
< E; (Z,)Holda (FOGU)
< Z( )[HFZ)HOOHold (G +Holda(F(i))HG(”*i)||Oo}
1=0

=y C)HF’)H Hold, (G ") + || F||Hold, (G)

+Z (7)ol () 165911+ Hold, (<) Gl

> () IO | G+ o + || P ocHold, (G)

i=1

IN

+Z( JIE 69+ Hold, (F0) 6]

r

r . .
= 3 () IFONlG" e + (Pl ()

=1

. r i r1—i
£ 3( 7 IFOIG (Pl
i=1

=S[00+ ()] IO ele Ol @)+ e (i@

; )
=1
r—+1
r+1
= Z ( ; )CZ‘(F>CT+1_Z‘(G>.
i=0
Portanto, vemos que
r+1 r+1

r+1 r+1 k
(PG ¢ (F) e (G i (F i (G
R S B I DL Dby [ I8
- ' i=0 k=i

Quando X é uma dlgebra de Banach, outra estimativa ttil envolvendo funcoes
F e C™(U) é a seguinte

2
1 < (“+ )HFH" NFIZ.,  Vn>2 an

N4o é dificil verificd-la. Basta observar que a Regra de Leibniz (Teorema 1.9) fornece
(F™) = Y02 FFF'En=+=1 de modo que [|(F")|c < n||F||%"||F’||c- Com isto, pela
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segunda desigualdade de (1.6), decorre que
Hold,,(F") < nl| FI[5 | "]l o-

Com a estimativa acima, aplicando a primeira desigualdade em e a submultipli-
catividade da norma, tem-se que Hold,(F")" < n(n + 1)||F||%?||F|} , para n > 2. Com
efeito, note que

n—1
Hold, (F")' <) " Hold, (F*F'F"*)

k=0
n—1
< 3" [IFI 1P/l Holdo (F*~*~) + Holdo (F* F') | Fl2 |
k=0
n—1
< SUFIENF ol — & = DIFIE 2 F
k=0

n—1
+ S IFIE (I Holda (F)-+ | Hold, (F))
k=0

—_

n—

Y (n—k=DIFIEF]

k=0

IN

n—1

+Z||FH" "Holdo (F) + Y I IS I ook F IS Il
k=0
n(n —1)

= =5 I FIPIE IS + nll Fll% Hold (F7) +

) , Hold,, (F"
_|F (n<n _DIPIE + 2n||F||oo#)

nn—1) .
——— P15
2
n(n+ DIIFIRIF o
Consequentemente, obtém-se a desigualdade ((1.7)), visto que

1" 10 < N EI5 + I E N5 F o + —||F|| CEI o

o n(n+1)
= || FII%* <HFH§O + 1| Flloo || Flloo + —HFlha

. (n+ 1) (D)
< 1P (1 2D Y, = B D ey,

1.2 Nogoes da Teoria da Medida e Teoria Ergddica

Recordaremos aqui conceitos essenciais da teoria da medida segundo Lebes-
gue e alguns aspectos da teoria ergddica uteis para o desenvolvimento deste trabalho.
Inicialmente serdo discutidas nocoes basicas de medida para introduzir os espagos L?
e enunciar o Teorema de Radon-Nykodym, o que nos permitird apresentar o Operador
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de Transferéncia. Em seguida serdo abordados alguns conceitos da teoria ergddica com
enfoque nas ideias estatisticas para o estudo de um sistema dinamico, dando particular
énfase para decaimento de correlacdes. Também serdo apresentadas as definicdes de
recorréncia e conservatividade com o intuito de enunciar o Teorema de Recorréncia de
Poincaré, o que possibilitard a entrada em cena da transformacao induzida. Por fim, serdo
introduzidos os shifts topoldgicos de Markov, sendo este o0 modelo dindmico sobre o qual
serd aplicado o teorema principal examinado neste trabalho.

1.2.1 Medida segundo Lebesgue e Espacos L”

Nessa subsecdo, serdo recordadas ideias fundamentais da teoria da medida.
Daremos particular atencao as propriedades essenciais dos espacos L?. Relembraremos
em especial a nocao de continuidade absoluta entre medidas, dando enfoque ao teorema
de Radon-Nykodym. Da propriedade de preservacado de continuidade absoluta via trans-
formacdes nao singulares, poderemos entao introduzir o Operador de Transferéncia. As
principais referéncias para teoria de Lebesgue serdo (RUDIN, 1987) e (KANTOROVITZ,
20006).

Definicdo 1.37: Seja X um conjunto ndo vazio. Uma cole¢do F de subconjuntos de X é

dita uma o-dlgebra se

(1) X e F;
(2) Se A € F, entdo o complementar A° € F;

(3) Se {A,},en € uma sequéncia de conjuntos em F, entdo U A, pertence a F.
neN

Se F é uma c-dlgebra em X, entdo o par (X, F) é chamado de espaco men-
suravel e os elementos de F sdo chamados de conjuntos mensuraveis.

Como consequéncia direta desta definicdo, de (1) e (2), o conjunto vazio )
pertence a F. Tomando A, = () paran > k em (3), F é fechado para unido finita. Além
disso, também € f4cil concluir que toda o-algebra é fechada para intersec¢do enumeravel.

Definicdo 1.38: Seja S uma familia de subconjuntos de X. A menor o-dlgebra de X

contendo S € a o-dlgebra gerada por S e € denotada por o(S).

Esta menor o-algebra existe e € Unica. Para a demonstracdo deste resultado
veja (BOGACHEV, 2007, Proposicdo 1.2.6). Um caso importante surge naturalmente
quando X é um espaco topoldgico.
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Definicdo 1.39: A o-dlgebra de Borel de um espago topoldgico (X, ) é a o-dlgebra gerada
por todos os conjuntos abertos de X. Se F(X) for a o-dlgebra de Borel de X, entdo, para
qualquer A C X, denota-se por F(A) todos os conjuntos da forma AN B, onde B € F(X).

O conceito de o-algebra nos permite introduzir tanto a nocdo de funcao

mensuravel como de medida sobre um espaco.

Definicdo 1.40: Sejam (X, F) e (Y, G) espacos mensurdveis. Uma transformagdo ¢ : X — Y
¢ mensurdvel se, para todo B € G, o conjunto

¢ '(B):={zr € X :¢(x) € By € F.

Definicdo 1.41: Seja (X, F) um espaco mensurdvel. Uma medida em F é uma fungdo
p o F — [0,00] tal que u(B) = 0 e, para qualquer sequéncia de conjuntos disjuntos
{An}en € FS

H <[j An) = iM(An>

A tripla (X, F, ) é chamada de espago de medida.

Um espaco de medida (X, F, u) é finito se u(X) < co e caso pu(X) =10
espaco de medida é chamado de espaco de probabilidade.

Definicdo 1.42: O espac¢o de medida (X, F, 1) € chamado de espaco de medida o-finito
se existe uma sequéncia { A, } € F, satisfazendo

X = UA” e A, <oo VneN.
neN
Definicdo 1.43: Um espaco de medida (X, F, i) € completo se F contém todos os subcon-
juntos de conjuntos de medida nula.

Uma medida importante é a medida de Lebesgue m sobre a reta, a qual
generaliza a nocdo intuitiva de comprimento em R, isto é, dado [a, b] C R um intervalo
limitado, entdo m([a, b]) = b — a. Para uma construcdo detalhada da medida de Lebesgue,
veja (RUDIN, (1987, pagina 49) ou (ROYDEN, 1988, Capitulo 3).

Exemplos relevantes de espacos de medida sdo os ditos espaco de Lebesgue.
Para introduzi-los, seguiremos a definicdo apresentada por (SINAI, |1994). Para tanto,

necessitaremos do conceito de isomorfismo mensuravel.

Definicdo 1.44: Dois espacos de medida (X, F, 1) e (Y, G, v) sdo mensuralmente isomorfos
se hd uma transformagdo mensurdvel w: X — Y para qual existem X' € FeY' € G, com
WX\ X")=v(Y\Y') =0, tais que 7 : X’ — Y € invertivel com inversa mensurdvel.
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Definicdo 1.45 (Espaco de Lebesgue): Um espaco de Lebesgue é um espaco de medida,
suposto ndo possuir pontos com medida positiva, que ¢ mensuravelmente isomorfo ao intervalo
0, 1) munido da o-dlgebra de Borel e da medida de Lebesgue.

Note que qualquer espaco métrico separdvel com a o-algebra de Borel é um
espaco de Lebesgue, (COUDENE, 2016, Teorema 13.1).

Sejam (X, F, ) um espago de medida e f uma transformacdo mensurdvel
com imagem em [—o0, oo| (reta estendida) ou C := C U {oo} (esfera de Riemann). Entdo
|f] : X — [0, 00] € mensurdvel, e portanto possui uma integral com valor em [0, co|. Caso
esta integral seja finita, dizemos que f é integravel.

Se f é integravel, é possivel redefini-la como sendo uma constante arbitraria
sobre o conjunto {z € X : |f(z)| = oo} (que possui medida zero) e obter uma nova
transformagdo mensurdvel apenas com valores finitos, preservando a integrabilidade.
Assim, é possivel restringir a discussdo de transformacdes mensurdveis para o caso
complexo (ou real).

Definicao 1.46: Denota-se por (X ) o espago da transformagdes f : X — K mensurdveis,
onde K = Cou R. Para 1 < p < oo, definem-se os espagos LP(X, i) por

LP(X, p):={feM(X):|f]"€éintegrdvel},
LX, p):={feM(X):3TC >0tal que|f| < C u-q.tp.}.

Quando ndo houver confusdo, o espago L£”(X, i) pode ser denotado por £LP(X),
LP(u) ou apenas LP. Considerando as operacdes usuais, os espagos L£” sdo K-espagos
vetoriais. Para 1 < p < oo, define-se

1/p
11l = (/X |f|”du> L e,

Para f € L>(X, i), tem-se
1l = inf {sg]gmxn N X, (V) = o}.

Observe que se f € L£?, entdo ||f|, < oo e que || - ||, ¢ uma seminorma em
LP para 1 < p < oo (COHN, 2013} Corolario 3.3.4). Caso existam subconjuntos nao
vazios mensuraveis N C X satisfazendo u(N) = 0, entdo existem fungdes ndo nulas
pertencentes a L satisfazendo || f||, = 0. Assim, para espacos de medida usuais, a
seminorma | - ||, ndo é uma norma. Deste modo, é construido o espaco normado L a
partir do espaco LP, introduzindo uma relacao de equivaléncia e entdo tomando o espaco

quociente.
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Dado 1 < p < o0, duas fungdes f, g € LP(X, ) sdo equivalentes se, e somente
se, [ = g u-q.t.p., isto é:

f~9 = p({zreX:fla)#g@)}) =0.
A classe de equivaléncia de f em L é denotada por [f]:={g € LP : f ~ g}.
Definicdo 1.47: Para 1 < p < oo, definem-se os espagos L*(X, 1) por
LP(X, ) = LP(X, 1) [ ~,

onde ~ ¢€ a relagcdo de equivaléncia discutida acima.

Para todo [f] € L?, seja ||[f]||, = 171 »», onde f é um representante arbitrario da
classe de equivaléncia de f. Claramente, ||[f]||, ndo depende da escolha do representante.

O espaco L”(X, 1) possui uma estrutura natural de espaco vetorial: a soma de
duas classes de equivaléncia [f] e [g] € a classe de equivaléncia de [f + g]. Novamente, essa
definicdo nao depende da escolha do representante das classes de f e g. A multiplicacao
por escalar é definida analogamente.

Quando se estuda o espaco L?, o que esta sendo considerado ndo é um espaco
de funcGes, mas um espaco onde os elementos sdo classes de equivaléncia de fungoes.
Por simplicidade de notacéo, os elementos do espaco L? serdo denotados por f em vez de
[f]- Por exemplo, se f € L? tal que f > 0, significa que todos os representantes de f sédo
ndo negativos u-q.t.p.. No entanto, é importante destacar que, do ponto de vista formal,
uma expressdo da forma “uma fungdo continua f em LP” ndo estd correta, sendo que a
formulacdo adequada seria que “a classe de equivaléncia de f € L? contém uma fun¢do

continua”.

Agora é possivel estabelecer o teorema da completude dos espacos LP. A
demonstracao deste resultado pode ser encontrada em (RUDIN, 1987, Teorema 3.11).

Teorema 1.48: Seja (X, F, u) um espago de medida. Entdo, dado 1 < p < oo, LP(X, ) €
um espago de Banach com respeito a norma || - ||,

Supondo que 1 < p,q < oo, os numeros p e ¢ sdo chamados de expoentes
conjugados se
1 1
=1
P q

A relacdo ainda é valida quando p = 1, neste caso toma-se ¢ = cc.

Teorema 1.49 (Desigualdade de Holder): Sejam (X, F, ) um espago de medida e
1 < p,q < oo expoentes conjugados. Se f € LP(X,u) e g € LI(X, u), entdo fg € LY(X, )
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e llfglli < I fllpllgllg isto é:

[ uralan=( [ |f|pdu>1/p (/ |g|Qdu)1/q.

Para a demonstracao deste teorema, veja (RUDIN, 1987, Teorema 3.11). Para
uma discussao sobre consequéncias da Desigualdade de Holder, consulte (BOGACHEV,
2007, Capitulo 2.11).

Definicdo 1.50: Sejam p e v medidas definidas no espaco mensurdvel (X, F). A medida v é
dita absolutamente continua com respeito a p se, para todo A € F tal que i(A) = 0, vale
v(A) = 0. Indica-se esta situagdo pela notagdo v < .

Recordamos resultado central de caraterizacdo da condicdo de continuidade
absoluta entre medidas.

Teorema 1.51 (Teorema de Radon-Nikodym): Sejam (X, F, u) um espago de medida
o-finito e v < p. Entdo existe uma tnica h € L' (X, u) tal que

V(A) = /Ahdu

para todo A € F. A classe h é chamada de derivada de Radon-Nykodym de v com respeito

d
a u, sendo denotada por )
dp

O teorema acima é um dos principais resultados da Teoria da Medida e sua
demonstracao pode ser encontrada em (RUDIN, 1987, Teorema 6.10), juntamente com
outro resultado importante conhecido como Decomposicdo de Lebesgue.

Lembramos que continuidade absoluta é preservada por transformacoes ndo
singulares.

Definicdo 1.52: Sejam (X, F, u) um espaco de medida e ¢ : X — X uma transformagdo
mensurdvel. Diz-se que a transformacdo ¢ € ndo singular com respeito a . se, para todo
A € F, tem-se

p(A) =0 se, esomentese, (¢ *(A))=0.

Sejam M(X) o espago de todas as medidas em (X, F)e ¢ : X — X uma
transformacdo mensurdvel. A aplicacdo ¢ induz uma transformacéo ¢, em M (X) definida
por (¢.u)(A) = u(¢p~tA) para todo A mensurdvel. Como ¢ é mensuravel, é facil de ver
que ¢, € M(X). A transformacao ¢, é chamado de pushforward de 1 por ¢.

Proposicdo 1.53: Sejam (X, F, 1) um espago de medida finita e ¢ : X — X uma transfor-
magdo ndo singular. Entdo, quando v < i, tem-se ¢,V <K ¢yt <K L.
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Demonstragdo. Como v < p se u(A) =0 = v(A) = 0. Sendo ¢ ndo singular,

u(A) = 0= u(¢=rA) =0 = v(¢ptA) = 0. Assim, ¢,v < ¢.u. Como ¢ é ndo singular,
Dupt L .

[

Definicdo 1.54: Seja (X, F, u) um espago de probabilidade. Denotamos por
D=DX,F.p)={f € L'(X,B,p): f>0e]fll =1}

o conjunto de (classes de equivaléncia de) fungoes de densidade. Toda fun¢do f € D é
chamada de fung¢do de densidade ou simplesmente densidade.

Se f € D, entdo ao definir

pr(A) ::/Afd,u VA e F,

temos uma medida sobre F, a qual é absolutamente continua com respeito a ;. Neste

dp g

caso, f € chamada de densidade de 1, e é simplesmente indicada por o

Se v < u, pela[Proposicdo 1.53| tem-se que ¢,v é absolutamente continua

com respeito a u. Portanto, dada uma aplicacdo ndo singular ¢, podemos interpretar que
, j—z, foi feita corresponder a densidade de ¢,v, dﬁ;”. Essa transforma-
cdo, denotada por 7}, € conhecida como Operador de Transferéncia ou Operador de
Ruelle-Perron-Frobenius, o qual serd apresentado com mais detalhes no Os

operadores ¢, e T}, sdo estreitamente relacionados:

a densidade de v

d,
er)HufeM(X)&gb*ufeM(X)H%61).

N J/
-~

Ty

O operador fd) desempenha um importante papel no Formalismo Termodinamico e como
ele age em ! é normalmente mais fécil de trabalhar do que ¢..

1.2.2 Perspectiva Estatistica em Dinamica

Ao se interessar pelo estudo de processos que evoluem ao longo do tempo, a
teoria ergddica se concentra em descrever o comportamento médio assintético de érbitas
tipicas de sistemas dinamicos. Para fazer isso, sdo empregadas técnicas de varios campos
diferentes, incluindo teoria da probabilidade e mecanica estatistica.

Dizemos que uma transformacao ¢ agindo no espaco de medida (X, F, u) é
ergodica caso

AcF, ¢ (A=A pqtp. = pu(A)=0o0upu(A)=0.
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Ergodicidade significa que, quando o conjunto A for totalmente invariante, ou seja, um
conjunto para o qual ¢~!(A) = A, este terd medida zero ou completa. Este é um tipo
de propriedade de indecomponibilidade da dindmica segundo a medida. Se tal conjunto
existe, seu complemento também serd totalmente invariante e, em particular, tem-se que
p(A) C Ae ¢p(A°) C A°. Portanto, a imagem de nenhum ponto em A pode interceptar
A¢ e vice-versa. Em esséncia, isso indica a existéncia de duas regioes no espaco de fase

sobre as quais a dinamica evolui separadamente, uma das quais nao sendo “capturada’

pela medida x, no sentido que ndo intercepta seu suporte.

A definicao de transformacdo nao singular é dada através de conjuntos de
medida nula, mas € interessante que a medida p seja compativel com a dindmica de ¢ néo
apenas em conjuntos de medida nula. Isso se obtém pela no¢do de medida invariante.

Definicao 1.55: Sejam (X, F, 1) um espago de medida e ¢ : X — X uma transformagdo
mensurdvel. Entdo i é ¢-invariante (ou ¢ preserva a medida ;1) se (¢~ (A)) = u(A) para
todo A € F.

Conclusées decorrentes simplesmente do fato de uma dinamica ser invariante
e ergddica nao fornecem uma descricdo completa da evolugdo do sistema. Note que,
a rotacao irracional ¢,(z) = = + a, com a € (0,1) \ Q, e o mapa da duplicacdo do
angulo ¢(z) = 2x mod 1 sdo dois exemplos de dinamicas ergddicas com respeito a
medida de Lebesgue sobre R/Z. No entanto, constituem dindmicas com particularidades
fundamentais bastante distintas. Em um caso, os pontos proximos permanecem proximos
o tempo todo, enquanto no outro eles tendem a se separar. Isso cria uma espécie de
imprevisibilidade em um caso que nao estd presente no outro. Uma maneira de distinguir

estas duas dindmicas € a condicdo de ser mixing.

Dizemos que a transformacao ¢ € mixing se

lim [u(¢™"(B) N A) = p(A)u(B)| = 0, (1.8)

n—o0

para quaisquer conjuntos mensuraveis A, B C X. Em outras palavras, quando n cresce, a
probabilidade do evento [z € A e ¢"(x) € B] converge para o produto das probabilidades
dos eventos [x € A] e [z € B|. Uma interpretacdo dessa propriedade é que a probabilidade
condicional de A dado ¢~"(B), ou seja, a probabilidade de que o evento B seja uma
consequéncia do evento A ter ocorrido em algum tempo no passado, é assintoticamente
computada como se os dois eventos fossem completamente independentes. Em outros
termos, assintoticamente nio hd relacfio causal entre os dois eventos. E por isso que
dizemos que um sistema mixing exibe comportamento do tipo estocdstico ou aleatdrio.
Geometricamente, é possivel pensar em ¢~ "(B) como uma “redistribuicdo de massa” e
a condicdo de mixing diz que, para n grande o suficiente, a propor¢do de ¢~"(B) que
intercepta A é proporcional a medida de A. De forma intuitiva, ¢—"(B) estd se “espalhando
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de modo homogéneo” em relacdo a medida p.

E possivel observar que a rotacio irracional ¢, (x) = r+ « ndo é mixing (SILVA,
2008, Teorema 6.7.1), mas a duplicacdo de angulo ¢o(x) = 2 mod 1 o é (SILVA, 2008,
Teorema 6.6.1).

Supondo que ¢ preserva a probabilidade u, observe que a condicao de ser
mixing implica ergodicidade. De fato, a existéncia de um conjunto A mensurdvel, com
u(d H(A)AA) =0, tal que 0 < u(A) < 1 impede que o sistema seja mixing. Isto porque
obviamente temos p(A)u(A°) = u(A)(1 — u(A)) € (0, 1), mas por outro lado a incluséo
p(A)\ A C U?;é ¢~V (A) \ ¢~7(A) implica de imediado que u(¢"(A) N A°) <
> (@A) \ 67 (A)) = nu(¢7 (A) \ A) = 0.

Uma questdo natural diz respeito a velocidade de mixing, ou seja: com qual
taxa o limite tende para 0? No entanto, contraexemplos mostram que, em geral,
nao ha taxa especifica com respeito a qual essa convergéncia tende para zero. Ja para a
duplicacao de angulo € possivel sempre encontrar pares de conjuntos mensuraveis A e B
para os quais o limite ¢ tao lento quanto se queira (CLIMENHAGA, 2014). Por outro
lado, é possivel introduzir a fungao de correlacdo entre potenciais (ou observaveis) f e g,
0 que permite em alguns casos, quando os potenciais possuem regularidade suficiente,
obter taxas especificas de decaimento, que dependem apenas da transformacao ¢ (a
menos de uma constante que pode depender de f e g).

Definicdo 1.56: Seja ¢ : (X, F,u) — (X, F, u) uma transformagdo mensurdvel que pre-
serva a probabilidade p.. Dadas fungbes mensurdveis f, g : X — R (chamadas de potenciais),
para todo inteiro positivo n, define-se a n-ésima correlagdo do par f, g por

Cul(f,9) =C(f,909") :=/f(90¢")dﬂ—/fdu/gdu,

quando as integrais fazem sentido.

Segundo (VIANA; OLIVEIRA,|2016), podemos pensar em f e g como grandezas
refletindo medicoes do sistema. Entdo C,(f, ¢) indica como o valor de g em tempo n
se correlaciona com o valor de f em tempo zero, em qual grau o comportamento de
uma grandeza “afeta” o comportamento da outra. Ao considerar, por exemplo, f = X4
e g = Xp, com A e B mensuraveis, entdo f(z) fornece dado sobre a posicdo do ponto
inicial z, enquanto que g(¢"(x)) informa sobre a posicdo do seu n-ésimo iterado ¢"(x). Se
a correlacdo C,(f, g) for pequena, entdo a primeira informacao serd de pouca utilidade
para fazer previsdes quanto ao segundo evento.

Dadas duas classes de funcoes mensurdveis, B, e B3,, e uma sequéncia {a, } de
numeros positivos com a,, — 0, dizemos que as funcdes de correlacio C,(f, g) decaem
com taxa descrita por {a,} para funcdes f € B, g € B, se existe uma constante K =
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K(f,g) > 0tal que
Cun(f,9) < Ka,.

Por exemplo, se a,, = 0", para § € (0, 1), dizemos que as funcoes de correlacdo decaem
exponencialmente. Em um certo sentido, a taxa de decaimento nos fornece a velocidade
de mixing de acordo com medicoOes especificas. Se as classes de observaveis forem muito
grandes, contudo, ndo é sempre possivel determinar decaimento caracteristico, com uma
taxa particular. Por exemplo, se escolhermos B, = B, = L?, entdo, dada qualquer taxa,
¢ possivel encontrar funcoes de quadrado integravel tais que as respectivas correlacoes
decaem em uma taxa ainda mais lenta. Para detalhes, consulte o apéndice de (BARREIRA;
PESIN, [2000).

1.2.3 Recorréncia e Conservatividade

Um resultado muito conhecido da teoria ergédica é o Teorema de Recorréncia
de Poincaré. Foi formulado e discutido por Henri Poincaré em 1890 e, segundo (DAJANI;
KALLE, 2021)), é um dos primeiros resultados que utiliza teoria da medida para estudar
sistemas dinamicos. A grosso modo, o resultado afirma que, em um sistema que preserva
medida, as iteradas de todo conjunto de medida positiva retornam ao conjunto em uma
infinidade de ocasibes. Para a discussdo sobre recorréncia, foi utilizado como referéncia
o livro de (SILVA, 2008).

Conservatividade, por sua vez, requer que os retornos ocorram de forma
mensuravelmente significativa, ou melhor, para todo conjunto de medida positiva, ha

iterada que encontra o conjunto em um subconjunto também de medida positiva.

De maneira informal, uma transformacao ¢ é dita recorrente quando, para
qualquer conjunto A de medida positiva, quase todo ponto de A retorna para A em algum
momento do futuro. De maneira mais precisa, tem-se a definicdo abaixo.

Definicao 1.57: Sejam (X, F, 1) um espago de medida e ¢ : X — X uma transformagdo
mensurdvel. Entdo ¢ é recorrente se, para todo A € F de medida positiva e para quase
todo ponto x € A, existe n € N tal que ¢"(z) € A.

Agora é possivel apresentar o Teorema de Recorréncia de Poincaré, que esta-
belece uma relacdo entre uma transformacao invariante e recorréncia.

Teorema 1.58 (Teorema de Recorréncia de Poincaré): Sejam (X, F, ) um espago de
medida finita e ¢ : X — X uma transformagdo mensurdvel invariante. Entdo ¢ é recorrente.

Demonstragdo. Sejam A € F de medida positiva e N C A o subconjunto de
todos os elementos de A que nunca retornam para A. Entao

N ={r € A:¢"(x) ¢ Aparatodo k € N}.
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Deve-se concluir que u(N) = 0. Note que N N ¢~ *(N) = ) para todo k € N,
donde ¢~ (N) N ¢ "(N) = () para quaisquer m # n. Assim, os conjuntos N, ¢~ *(N), -
sdo dois a dois disjuntos. Como ¢ ¢ invariante, j(¢—7(N)) = p(N) para todo j € N. Se
u(N) > 0, entdo

iz (Ucb_j(N)) ZZM(N) = 09,

o que contradiz o fato de X ter medida finita. Portanto, u(N) = 0 e assim ¢ € recorrente.

Para chegar na contradicao, foi necessario que X tivesse medida finita. Note
que o resultado pode nao ser verdadeiro em um espaco de medida infinita. Seja¢ : R — R
dada por ¢(z) = z + t para algum ¢ > 0. Néo é dificil ver que essa transformacéao
preserva a medida de Lebesgue, mas claramente ndo é recorrente, basta notar que
¢™([0,£)) N [0,¢) = 0 para todo n € N.

Definicao 1.59: Sejam (X, F, 1) um espago de medida e ¢ : X — X uma transformagdo
mensurdvel. Dizemos que ¢ é conservativo se, para todo A € F de medida positiva, existe
n € N tal que p(¢~"(A)NA) > 0.

Sob a hipétese de ndo-singularidade, [Definicao 1.52, o préximo resultado

apresenta a equivaléncia entre recorréncia e conservatividade. Em particular, segue do

Teorema 1.58|que toda transformacdo que preserva medida em um espaco de medida

finita é conservativa.

Teorema 1.60: Sejam (X, F, 1) um espago de medida e ¢ : X — X uma transformagdo
mensurdvel ndo singular. Entdo ¢ € recorrente se, e somente se, for conservativo.

Demonstragdo. (=) Suponha que ¢ ndo é conservativo. Entdo existe um con-
junto A de medida positiva tal que, para todo n € N, o conjunto ¢ "(A) N A tem medida
nula. Assim, para quase todo ponto x € A, tem-se que ¢"(z) ¢ A para todo n, de modo
que ¢ nao é recorrente.

(<) Suponha que ¢ néo é recorrente. Entdo existem conjuntos A e B de
medida positiva tais que B C A e, para todo = € B, ¢"(z) ¢ A para todo n € N. Como
x € ¢""(B) N B implica que ¢"(z) € A, tem-se que u(¢~"(B) N B) = 0 para todo n.
Portanto, ¢ nao é conservativo.

O préximo resultado garante que se uma transformacao é recorrente, entdo
existe uma quantidade infinita de retornos.
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Proposicdo 1.61: Se ¢ for recorrente, entdo, para todo conjunto A de medida positiva e

quase todo x € A, existe uma sequéncia crescente {n;} tal que ¢™(x) € A.

Demonstragdo. Seja A € F de medida positiva. Defina de maneira indutiva os

conjuntos

Ny ={zx € A:¢"(z) ¢ Aparatodon € N}
i—1

i1
N; = {xeA\Uszqbn(a:) géA\UNj paratodOneN} parai > 2.
j=1 j=1

Como ¢ € recorrente, cada N; tem medida nula. Seja N = U;>,V;. Claramente
w(A\ N) = p(A) > 0. Entdo para todo z € A\ N existe uma sequéncia crescente {n;}
tal que ¢"i(z) € A\ N. De fato, dado = € A\ N, existe n; = n(x) tal que ¢"*(z) € A\ N.
Agora considerando y = ¢™(x), existe m; = m(y) tal que ¢ (y) € A\ N. Tomando
ny = n1+mq, entdo ¢"?(z) € A\ N. Continuando desta maneira, obtém-se uma sequéncia
{n;} tal que ¢"i(z) € A.

Para concluir, note que u(N) = 0 e assim

p({z € A: ¢"(z) € A para infinitos n € N} ) = p(A\ N) = p(A).
]

Uma estratégia ttil em dindmica é considerar transformacoes induzidas. No
presente trabalho, estas ajudam a reduzir o estudo de transformacdes em espagos com
medida infinita ao caso de transformacodes em espacos de medida finita. Algumas ve-
zes, de fato, transformacgdes induzidas escolhidas adequadamente possuem melhores

propriedades dindmicas, como, por exemplo, distorcdo limitada.

Definicdo 1.62: Sejam (X, F, u) um espaco de medida e ¢ : X — X uma transformagdo
conservativa e ndo singular. Fixando um conjunto A € F com 0 < u(A) < oc. O tempo de

primeiro retorno é dado por

wa(x) :=Xa(z)inf{n > 1:¢"(x) € A}.

Note que peloTeorema 1.60|a funcdo ¢ 4 esta bem definida p-q.t.p. no espaco
de medida (A, F4, 114), onde

n(ENA)
1(A)

Tem-se naturalmente definida a transformacao induzida ¢, que é dada por

da(w) = ¢4 (x).

Fi={BNA:BeF} e pa(E) = u(EJA) =

Observe que uma iteracao de ¢4 corresponde a vdrias iteracoes de ¢. Deste
modo, dependendo da escolha do conjunto A, a transformacéo ¢4 pode vir a ser mais
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‘cadtica’ do que ¢. Para a construcdo da transformacéo induzida, assume-se que a me-
dida é o-finita quando p(X) = oo. A transformacdo induzida é construida apenas em
conjuntos A € F com p(A) < oo. Veja (AARONSON, 1997, Secdo 1.5) para propriedades
e resultados basicos de transformacées induzidas.

Apresentaremos a seguir a formula de Kac. Quando se trata de um espaco
de probabilidade, esta mostra que, na presenca de ergodicidade, a média do tempo de
primeiro retorno segundo a medida induzida € igual ao inverso da medida do conjunto
sobre o qual se realiza a inducao. Neste trabalho, serd utilizado o teorema apresentado
em (AARONSON, (1997), o qual ndo supde um espaco de probabilidade.

Lema 1.63: Sejam (X, F, 1) um espago de medida e ¢ uma transformagdo conservativa e
invariante. Se A € F com 0 < pu(A) < oo e p (X \ Upey ¢ *(A)) = 0, entdo
k
((B\ A) = Z“ (Aﬂgb B)\|Jo¢ ‘(A)) VB e F.
7j=1

Para a demonstracao deste resultado, veja (AARONSON, 1997, Lema 1.5.4).

Teorema 1.64 (Férmula de Kac): Sejam (X, F, u) um espago de medida e ¢ uma trans-

formagdo invariante, conservativa e ergddica. Se A € F com 0 < p(A) < oo, entdo

/Amdu = pu(X).

Demonstragdo. Como ¢ € conservativa e ergodica, tem-se a menos de conjunto
de medida nula que

U
k=0

Entdo pelo|Lema 1.63|para todo B € F,

wB)=pn(ANB)+> p (A ne*(B)\J ¢—j(A)> .

k=1 j=1
Note que
pa—1 oo j—1
[ 3" xaedtau— Z/ ZxBoqbkdu S u(Anfea=ilns(B)
A0 ANfpa=j] j=1 k=0
=Z Z (ANfpa=jlne"(B))
k=0 j=k+1

Deste modo,

pANB)+> p <Aﬂ¢"“(3)\U¢>‘j(A> /AZ Xg o ¢F dp,

k=0
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ou melhor,
pa—1
1(B) :/ Y Xpo¢tdu VBEeF.
A k=0
Em particular, tomando B = X

/Amdu = pu(X).

1.2.4 Shifts Topolégicos de Markov

Nesta secdo, serd introduzido a nocao de shift topolégico de Markov e algumas
de suas propriedades. Estas transformacgoes formam uma classe dos sistemas simboli-
cos, os quais, é bem sabido, constituem via conjugacao ferramenta util para a anélise
de sistemas dindmicos. A ideia é particionar o espaco, atribuindo um simbolo a cada
parte, e representar a 6rbita de um ponto do sistema por uma sequéncia de simbolos
que identificam as “visitas” da trajetéria a cada elemento da particdo do espaco. Deste
modo, obtém-se informacdes sobre o sistema analisando essas correspondentes orbitas
simbolicas. Naturalmente sdo necessarias propriedades adequadas para garantir uma
particdo apropriada, o que pode ser assegurado pelo carater markoviano da dinamica.
Este serd o principal modelo dinamico estudado neste trabalho, sendo a aplicacdo do

teorema principal (ver Teorema 2.23) realizada para esta classe de sistemas.

Para sermos concretos, considere (X, F, m) um espaco de medida. Uma familia
a C F é uma particao de X se os seus elementos sdo dois a dois mensuravelmente
disjuntos (no sentido que, a menos de um conjunto de medida nula, estes sdo disjuntos)
e além disso a unido de todos seus elementos ¢ mensurdvel e tem medida total.

Definicio 1.65 (Aplicacio Markoviana): Sejam (X,F,m) um espago de medidd?
¢ : X — X uma transformagcdo mensurdvel ndo singular e o C F uma parti¢do enu-
merdvel (finita ou infinita) tais que

(1) Propriedade Geradora: F € a menor o-dlgebra que contém |J,., ¢~ () e que € com-
pleta com respeito a m, isto €, trata-se do completamento da o-dlgebra

oc({¢™"(a): a € a,n > 0}).

(2) Propriedade de Markov: para todos a,b € o, se m(¢(a)Nb) > 0, entdo m(b\ ¢(a)) =0,
o0 que se denota por ¢(a) 2 b mod m.

(3) Inversibilidade Local: para todo a € a,m(a) > 0e ¢ : a — ¢(a) € invertivel com

inversa mensurdvel.

2 Para os propositos deste trabalho, assume-se sendo um espaco de Lebesgue.
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Denominam-se « por parti¢cdo de Markov e ¢ por mapa de Markov.

Um mapa de Markov € irredutivel (ou transitivo) se, para quaisquer a,b € «,
existe n = n(a, b) tal que m(a N ¢~"(b)) > 0.

Dados ag, - - -, a,_1 € a, denota-se

[ao, -+ anala = {z € X : ¢'(2) € 0;,0 <0 <n—1}
n—1
= )¢ (@)
i=0

Estes conjuntos sdo mesurdveis e aqueles com medida diferente de zero sdo chamados de
cilindros da aplicacdo ¢. Note que, para quase todos os pontos de X e para todo inteiro
n, pode-se associar unico cilindro de comprimento n. Equiparemos X com a topologia
gerada pelos cilindros da aplicacao ¢.

Definicao 1.66 (Shift Topoldgico de Markov): Sejam S um conjunto enumerdvel (também
conhecido como alfabeto), T = (t;j)sxs uma matriz de zeros e uns (chamada de matriz de
transicdo). Considere o conjunto

Xg = {(xo,71,--) € SO0} te,, = 1para todo i > 0},

Tit1

munido com a topologia gerada pelos cilindros
lag, -+, an_1]s:={x € Xg:2x; =a; para todos i =0,---,n —1}.

Sejam Fs a o-dlgebra de Borel correspondente e 0 : X¢ — Xg, dado por (ox); = 41, O
shift a esquerda. Dizemos que (Xg, Fs,o0) € um shift topoldgico de Markov sobre S.

Um shift topoldgico de Markov é dito topologicamente mixing quando, para
todo par a,b € S, existe N,;, > 0 tal que [a]s N a*"([b]g) # () sempre que n > N, .

Tem-se que qualquer mapa de Markov (X, F, m, ¢, «) € isomorfo a um shift
topoldgico de Markov sobre o equipado com uma medida ndo singular. De fato, um mapa
de Markov admite uma tal representacdo com S = a e T = (tu)sxs, onde t,, = 1 se, e
somente se, m(a N ¢~*(b)) > 0, sendo a conjugacdo dada por = — (ag, ai, - --) onde os
as cumprem ¢'(x) € a; para todo i. Mais precisamente, tem-se o seguinte resultado.

Proposicdo 1.67: Seja (¢, ) um mapa de Markov, onde o« = {as : s € S}, definimos
71 X — SN pela condigdo ¢" ' () € (), para todo n. Considere a matriz de transicdo
T definida acima. Entdo o suporte de m o m—' é Xg e m € a conjugagdo de (X, F,m, $) com

<X57f57mo7r_170—)'

Essa proposicao encontra-se em (AARONSON, 1997, Proposicao 4.2.3).
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As (¢, a)-variacdes de uma aplicagdo mensurdvel ¢ : X — C sdo definidas por
v () = sup{|¢Y(z) —¢(y)| : z,y € [ao, - -, an-1]o ONde a; € a}, Vn > 1.

Se
Z v (1) < 00,

n>2
entdo € dito que 1) possui (¢, «)-variacdo somdavel. Note que, ao considerar n > 2, ndo
ficamos restritos a funcoes limitadas. Se existem K > 0,6 € (0, 1) tais que v,(¢) < K0"

para todo n > 1, entdo v € dito (¢, «)-localmente holderiano (com parametro 6).
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2 DECAIMENTO SUBEXPONENCIAL

Neste capitulo, inicialmente daremos mais detalhes sobre o Operador de Trans-
feréncia e algumas de suas propriedades, bem como faremos uma breve introducdo da
teoria de renovacdo em sua versao probabilistica. O intuito é familiarizar o leitor com es-
tes topicos, os quais sdo essenciais para a apresentacdo e o desenvolvimento da Teoria de
Renovacdo para Operadores, foco principal deste capitulo e, de fato, desta dissertagéo. As
duas ultimas secoes deste trabalho sdo assim destinadas para discutir e demonstrar os re-

sultados centrais desta monografia: a partir de um resultado abstrato sobre sequéncias de

operadores de renovacdo (Teorema 2.11)), asseguramos o decaimento subexponencial de

correlagbes de estados de equilibrio associados a aplicacdes markovianas (Teorema 2.23)).

A prova do primeiro resultado ocupa todafsecdo 2.3 enquanto sua aplicagdo para sistemas
din&micos ¢ realizada na[secdo 2.4 Estes teoremas e suas demonstracdes séo devidas a
(SARIG, 2002)).

2.1 Operador de Transferéncia

Estudar trajetdrias individuais de um sistema dindmico pode ser muito com-
plicado, especialmente levando em conta que certos sistemas apresentam sensibilidade
as condicOes iniciais, ou seja, que pequenas vizinhancas de uma condic¢éo inicial podem
evoluir com ocorréncia de afastamentos exponenciais. Apesar da tentativa de acompanhar
a trajetoria de um ponto poder ser desaconselhada, o estudo da evolugdo de um conjunto
de condicdes iniciais, o qual pode ser capturado por uma fun¢do de densidade, pode
fornecer informacdes interessantes sobre o comportamento do sistema. Uma pergunta
natural surge: dada uma fungéo de densidade, como descrever sua evolucdo ao longo do
tempo? O operador de transferéncia pode ser visto como uma possivel resposta para esta
indagacao.

Sejam (X, F,u) um espaco de medida, ¢ : X — X uma transformacio
mensuréavel e 1y uma medida com funcdo densidade f, isto é, para qualquer conjunto
mensuravel A € F,

p(A) = /Afdu-

Gostariamos de saber como a dindmica ¢ distribui um conjunto no espago X.
Suponha que temos uma distribuicdo descrita por fdu, f € L'(X, ) com f > 0, a ideia é
determinar como a dindmica afeta essa distribui¢do de pontos. Para isso, suponha que ¢

é ndo singular (reveja Definicdo 1.52). Entao temos que a distribuicdo de pontos em A
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apos a acao da dinamica é dada por
[raeosdu= [xioodu,
= /XA d(pgo ™)
_ / d(ppo¢™") m
A dp

Isso motiva a definicdo apresentada na pagina [41/do operador de transferéncia, que é
dado pela solucao da equacao

/@fdu :/ fdu, VYAeF. (2.1)
A 6=1(4)

Note que a funcado de densidade f foi transformada em uma nova fungéo
de densidade @ f. Intuitivamente podemos pensar no operador ﬂ,, o qual associa uma
funcao densidade a uma nova densidade, como um indicador da a¢do da dindmica sobre
a distribuicdo de pontos. O operador @ é conhecido como Operador de Transferéncia.
Como f € L'X, p), Tyf € L*(X, ), portanto T}, : L'(X, ) — L'(X, 1) é um operador
bem definido.

Definicdo 2.1: Sejam (X, F, 1) um espago de medida o-finito e ¢ : X — X uma transfor-

magdo mensurdvel ndo singular. O Operador de Transferéncia ﬁb CLYX p) — LY X, )

¢ dado por

d(pso o)
dp

Quando ndo houver ambiguidade, o operador transferéncia de ¢ serd denotado por T.

@f = , onde duy = fdpu.

A definicdo dada acima muitas vezes pode ser inadequada de se trabalhar. Por
isso, seguindo as notas de (SARIG, 2020a) e (AARONSON, (1997), a proposicdo a seguir
fornece uma representacao integral do operador de transferéncia.

Proposicdo 2.2: Sejam (X, F, ) um espago de medida o-finito e ¢ : X — X uma trans-
formagdo mensurdvel ndo singular. Dada f € L'(X, u1), entdo ﬁ, f € o unico elemento de
LY X, p) tal que

/g-f¢fdu=/90¢-fdu
para toda g € L>®(X, ).
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Demonstragdo. Para todo g € L>®(X, u),

~ d [e) -1
/9-T¢fdu=/g-—(“fdu¢ Ly

~ [gdtusoo)

—/g0¢duf

~ [go0-fan

Para a unicidade de fb f, considere que existam h;, hy, € L' tais que

[o-mdu=[go0- fan

para toda g € L*. Tomando g = sgn(h; — hsy), onde

- , sez#0,
sgn(z) = { 17|
0, se z =0,

entao

/|h_1—h_2|du=/g-(h1—hz)du
:/g~h1dp—/g~h2du
~ [o0)- sdu~ [ goo)-sin—0,
de modo que h;(x) = hy(z) para quase todo z.

O operador de transferéncia apresenta diversas propriedades interessantes,
resumidas na proposi¢édo a seguir.

Proposicao 2.3: Sejam (X, F, ) um espago de medida o-finito e ¢, : X — X transfor-
magoOes mensurdveis ndo singulares. Entdo

1. T} é linear:
Ty(afi + Bfa) = aTlpfi + BTy fo.

2. @ € um operador positivo, isto é, ﬁg f>0sef>0.

/X@fduz/xfdu-

3. (Tyf,1) = (f, 1), isto é,
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4. @ ¢ uma contragdo, isto é, para toda f € L' (X, 1)
1o fll < [ £]]x-

5. Tyop = TyTy. Em particular, Tyn = (T},)".

A demonstracdo destas e outras propriedades podem ser encontradas em
(BOYARSKY: GORA, [1997) ou (BALADL 2000). As propriedades (1)-(3) mostram que
o operador de transferéncia faz parte de uma classe maior de operadores, conhecidos
como Operadores de Markov, para mais detalhes veja (DING; ZHOU, 2009).

Na palestra (SARIG, 2020b), é fornecida descricdo do operador de transfe-
réncia associado ao mapa de Gauss. JA em (SARIG, 2020a)), é explicitado o operador
para o caso do mapa de duplicacdo do angulo. A seguir serd apresentado o operador de
transferéncia associado ao mapa logistico.

Exemplo 2.4: Um dos exemplos mais simples de um sistema nao linear que pode levar a
uma dinamica rica é o mapa logistico (ou quadratico) ¢ : [0, 1] — [0, 1], com « € (0, 4],
dado por
o(z) = ax(l —z).

O mapa logistico foi desenvolvido pela primeira vez pelo soci6logo e matematico Pierre
F. Verhulst para descrever o crescimento populacional com recursos limitados. Para
um estudo mais detalhado deste sistema, veja (SHI; YU, 2007) ou (STROGATZ, 2015,
Capitulo 10).

Para facilitar os préximos cdlculos serd utilizado o« = 4r e portanto r € (0, 1],
sendo o mapa logistico agora dado por

o(z) = drz(l — x).

Para descrever o operador de transferéncia de ¢, considerando a medida de Lebesgue m,
note que da|Equacédo (2.1), tomando A = [0,z] e f € L'([0, 1], m), tem-se

/ ff dm = / fdm.
0 ¢~1[0,2]

Diferenciando em ambos os lados com respeito a x, obtém-se

~ d
Tf(x)= . /¢—1[0,x] fdm. (2.2)

Deve-se obter a imagem inversa do intervalo [0, z]. Para isso, basta resolver a equagéo
quadratica subjacente, o que produz

r— r(r—x)] g

o ([0,4]) = [0, -
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Deste modo, da [Equacao (2.2)], tem-se

O

Nosso intuito serd agora descrever o operador de transferéncia de aplicacoes

de Markov (reveja, em particular, a Definicao 1.65|e a[Proposicao 1.67)). Seja ¢ um mapa

de Markov em X. Denote por i a medida ndo singular associada. Temos entdo a medida

(o @) (E) =Y n(gl

a€sS

1 o ¢ definida por

Note que se 1 for o-finita, entdo u o ¢ também o serd.

Lema 2.5: No contexto de aplicacdes de Markov, para toda fungcdo Boreliana ndo negativa

/fduogb Z/ f(a,z)d (2.3)

a€esS

f: X — R, tem-se que

e <L hoa.
Demonstragdo. Note que Xy(gnq)) (%) = Xg(a)) (2)XE(a, x), pois
rep(ENa]) & x € ¢(a]) e(a,z) € E.

Assim a propria definicdo da medida . o ¢ fornece

/XE (no@) = Z/quEm[a dp = Z/

a€sS a€eS

para todo conjunto mensuravel F. Por linearidade, essa igualdade se estende para funcoes
simples e, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, obtemos (2.3)).
Como FE C ¢! (¢(F)), o fato de u ser ndo singular assegura imediatamente

que p <K pLo ¢.
[

A descricao que desejamos obter para o operador de transferéncia para apli-
cacoes de Markov envolve o conceito de Jacobiano. A defini¢do de Jacobiano adotada
neste trabalho seguird a apresentada em (VIANA; OLIVEIRA, 2016, Capitulo 9.7). Seja
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¢ : X — X uma transformac¢do mensuravel. Diz-se que ¢ ¢ localmente invertivel se
existe algum cobertura enumeravel {U, : k£ > 1} de X por conjuntos mensuraveis tais
que ¢(Ux) é um conjunto mensuravel para cada k e a restricao ¢ : Uy — ¢(Uy) é uma
bijecdo com inversa mensuravel. Os subconjuntos mensuraveis destes conjuntos U}, serdao
chamados dominios de invertibilidade. Note que se A é dominio de invertibilidade entéo
¢(A) é um conjunto mensuravel. Observe, igualmente, que se f é localmente invertivel
entdo a pré-imagem ¢~ '(y) de qualquer y € X é enumeravel, pois contém no maximo

um ponto em cada Uy.

Definicao 2.6: Seja v uma medida de probabilidade em X, ndo necessariamente invariante
por ¢. Uma fungdo mensurdvel J, : X — [0,00) é um Jacobiano de ¢ relativamente a v
se a restrigdo de J, a qualquer dominio de invertibilidade A é integrdvel com relagdo a v e

satisfaz

v(B(4)) = / J, dv.

E importante observar que esta definicio nio depende da escolha da cobertura
{Uy : k > 1} e, quando o Jacobiano existe, ele é tinico v-q.t.p. Pela equagdo de mudanca
de varidvel, tem-se que, para todo k > 1, existe Jacobiano de ¢* com relacio a v e ele é
dado por

J, ¢k () H J,6(¢" (x (2.4)

Podemos enfim caracterizar o operador de transferéncia para aplicacoes de
Markov.

Proposicdo 2.7: Suponha que X é um mapa de Markov com conjunto de estados S e que

¢ ndo singular com Jacobiano J,, = d—’:¢. Entdo o operador de transferéncia associado a p é

dp

(Tof) (@) =D Xoqap(z = >

a€eS d(y)=z

dado por

Demonstragdo. Seja g € L*°. Entdo de (2.3) tem-se

/g(x)Zquqap(w)Ju(a,x)f(aw) dp(z) = Z/ (g0 ¢)(a,z)Ju(a, ) f(a; x) du(z)

a€esS

Z/(gocb)Jufd(uoqb)

dp
:/<go¢>fmd<uo¢>
- [Goorsan
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2.2 Teoria da Renovacao

A Teoria da Renovagdo é um tdépico que originalmente vem da Teoria da
Probabilidade e passeios aleatdrios. Mas a ideia em si encontra suas aplicagoes em
um espectro mais amplo e a teoria por trds dela geralmente pertence a andlise pura.
Primeiramente serdo apresentados alguns conceitos bdsicos da teoria, para um estudo
mais profundo do ponto de vista probabilistico é sugerido ao leitor os livros (COX, 1962)
e (MITOV; OMEY], 2004).

Seja {r,} com n € N uma sequéncia de nimeros reais com as propriedades,

o)
r, >0, paran € N, Zrnzl e mde{neN:r, #£0} =1,
n=1
onde a ultima propriedade é equivalente a dizer que r,, nao é perioédico. Definindo ¢, = 1,

¢é possivel construir outra sequéncia t¢,,, de maneira recursiva por

n

tn = Z Tkztn—k- (25)

k=1

E facil ver que para todo n € N,0 < t,, < 1. As duas sequéncias r, e t, sio chamadas de
par de renovacao.

Ao lidar com sequéncias infinitas, muitas vezes é melhor trabalhar com as
funcoes geradoras. A funcdo geradora de uma sequéncia infinita a,, para |s| < 1 é dada
por

a(s) = Z s"ay,.

n=1

Lema 2.8: AEquacao (2.5)|€é equivalente seguinte relagdo entre a fungdo geradora de r,, e
te

t(s) = 1—;7‘(3)

Para a demonstracdo deste resultado veja (FELLER, 1968, pagina 330). A
versao equivalente deste resultado para operadores € a [Proposicao 2.10}

O exemplo a seguir é uma adaptacao de (KAUTZSCH, 2011, Secéo 4.1.2).

Exemplo 2.9: Suponha que uma lampada da marca Gouveia, instalada em um quarto
é verificada todos os dias as 9h da manha. Se estiver quebrada, é substituida por outra
lampada nova e idéntica. O tempo utilizado para a substituicao serd, por simplificacdo,
ignorado. Cada lampada tem uma expectativa de durabilidade que segue uma certa
distribuicdo. Considera-se que a expectativa de durabilidade das lAmpadas desta marca

sdo distribuidos de forma idéntica e independente. Isso implica que apds a substituicao
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de uma lampada, o processo comega do zero. Desta maneira, define-se as probabilidades

t; = p(lampada estd quebrada na manha do dia k),

r, := p(lampada é quebrada pela primeira vez na manha do dia %).

Para determinar se em um determinado dia N, a lampada deve ser substituida
existem algumas opcoes. Poderia ser a primeira substituicdo, que seria o que ry repre-
sentaria, ou poderia ter sido substituida pela ultima vez antes do dia N no dia k < N,
que é representado por t;. Apos esta ultima substituicao teria que ser substituida pela
primeira vez novamente no dia V. Esta substituicdo novamente pela primeira vez é entao
representada por ry_;. A soma da probabilidade destes eventos mutuamente exclusivos
é ty, a probabilidade de que uma substituicdo seja necessaria no dia nimero N.

N-1

tN == Z Tkatk-

k=0

¢

Dada uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes identicamente
distribuidas &, &, - -+, &y, - com P{&§; =k} =1y, k=1,2,--- e >~ pp = 1. Definindo
ap=1leparan=1,2, -, definimos

n

tn = Z Tktn—k-

k=1

O numero ¢, pode ser considerado como a probabilidade do evento
U+ & =n}.
k=1

Kolmogorov provou em (KOLMOGOROV, 1937) que lim,,_,, t,, = 1/v, onde
Y = > ., kry. Naturalmente, surge a questdo da velocidade de aproximacdo no qual
a sequéncia se aproxima de seu limite. Em (ROGOZIN, |1974) foi demonstrado que se
E&Y < oo, entdo

I 1 &
— -4 P{&, > k+1}+ B
tn 19+192k§+1 (& >k +1}+ E,,

onde
o(n~?*") 1<a<?2,

o(n™?), a> 2.

A[Proposicao 2.10/da préxima secdo estabelece a relacao desta teoria com a de

operadores lineares, o que permitiu Sarig estabelecer um teorema anélogo ao resultado
classico em teoria de renovacao apresentado acima, veja também (GEL'FOND, 1964).
Este teorema € um dos principais desta dissertacdo, o qual descreve o comportamento
assintotico de sequéncias de operadores de renovacao.
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2.3 Analise Assintotica de Sequéncia de Operadores de Re-
novacgao

Nesta secao serd discutido um resultado geral referente ao comportamento
assintotico de sequéncias de operadores limitados agindo em um espaco de Banach. O

enunciado preciso é apresentado no [Teorema 2.11| Toda a sec¢do serd dedicada para a

demonstracao deste resultado, a qual segue o trabalho de (SARIG, 2002).

Sejam (X, F, u) um espago de medida o-finito e ¢ : X — X uma transfor-
macdo conservativa nao singular. Dado A € F de medida positiva finita, definem-se os

operadores de renovagdo T,, e R,, por
Tof = XaTy(fXa) € Ruf = XaT3(fXipazn),

onde 7 = @ € o operador de transferéncia da transformacao ¢. Note que 7,, e R,, podem
ser vistos como operadores em L'(A, F4,pua) com Ty = I e Ry = 0. E possivel interpretar
T,, como uma versdao em linguagem de operadores do mapa de retorno a A e R,, como

uma versao do mapa de primeiro retorno a A. Deste modo, sejam
R(z) =) _2"R, e T(z2)=I+)» z'T,.
n=1 n=1

Proposicao 2.10: Sejam (X, F, i) um espago de medida, ¢ : X — X uma transformagdo
conservativa ndo singular e A € F tal que 0 < pu(A) < oo. Entdo, para todo z € D, a
equacgdo de renovagdo de T é dada por

T(z) = (I - R(2))™".
Além disso, R(1) é o operador de transferéncia da transformagdo induzida ¢ 4.

Demonstragdo. Para provar a proposicao, basta verificar as seguintes igualdades

T, = Z R, T, (2.6)
k=1

n—1
= TRy 2.7)
k=0
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Para a igualdade (2.6), tomando g € L>°(A, F,pua) e f € L*(A, F, j14) tem-se

[oX it dna= [ 93" (T (F0) dus
k=1 k=1
= /QZXAfk (AT (X)X a=)) dpa
k=1
n 1 R R
= Z m /gXAT(f (X[WA:k]Tg_k(fXA)) d,U/
k=1
n 1 R
=> A / ((9Xa) 0 ¢°) - Xip = T3 (FXa) dpu
k=1
"1
=2 / (((94) © 0 Xoamiy) 0 6"+ PXadp
k=1
SN |
ZZ—A/go¢n' (XAO¢n'X[wA=k]O¢n_k‘XA> - fdp

n 1 .
=Zm/Ank9°¢ fdp,

k=1

onde A, = AN (A)Nd~ " ([ = K]).

Note que, para todo n os conjuntos A,, Az, - -, A,, sdo dois a dois disjuntos
e sua unido sobre k é AN ¢ "(A). Consequentemente como f e g sdo suportadas em A,
tem-se

n n 1 i
/g;RankfdﬂA:;m/AnkgO(ﬁ - fdu

1 o,
:m/(gXA>O(]5 fXAd,u

= @/QXA j:n(fXA) d/L

_/ngfd/LA

como f € L' e g € L™ foram arbitrdrios, a igualdade é verdadeira. Para igualdade
(2.7) o procedimento é semelhante.
Uma vez que as duas desigualdades estdo demonstradas, vamos verificar a
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validade da equacdo de renovacao. Seja z € D

n=0 n=0

= i "R, f: 2",
n=1 n=0

= iz” ( Y Ran_k>
n=1 k=1

= i 2T,
n=1

= i ZnTn — TO
n=0

=T(z)—1

Portanto R(z)T(z) =T(z)— I =T(2)R(z) que equivale a I = (I — R(2))T(z) =T (2)(I —
R(z)) concluindo que T'(z) = (I — R(2))~".

Temos ainda que R(1) é o operador de transferéncia de ¢ 4. Por definicao,
tem-se que R(1) = Y Rif =X A@f( I X[pa=K)- Suponha f uma funcéo real positiva em
L', entdo
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1 -
/‘ngﬂ dpa = m/‘QXATg(fX[wAk])’ dp
1 =k
= A ‘ng ' Tqa(fX[wA:kJ)‘ dp

:ﬁ/‘go&'xfxoﬁ'fx[m:k}‘ dy

1 k
- Xoa ks g - ald
M(A)/\QW o=+ [Xipa=nl| dp
< ilolle [ P
= u(A) 9lleo [pa=Fk] O
onde na ultima igualdade foi utilizado que [p4 = k] C ¢~*(A). Note que a tltima integral
define uma medida e que | |,.,[»4 = k] = A a menos de um conjunto de medida nula.,

portanto,
Z/fxmk]duﬁ /fdu< 00.
k=1

Se f é uma funcdo complexa em L!, ou seja f = u + iv, entdo é possivel
decompor-la em funcgdes positivas, f = u™ — u~ + ivt — iv~. Como o operador de
transferéncia € linear e positivo € possivel aplicar o processo anterior para cada uma das
funcoes da decomposicdo de f e concluir que a soma das integrais é finito, deste modo
satisfazendo as condicoes de (RUDIN, |1987, Teorema 1.38), o que permite concluir que,

/gzxﬁﬁ(fxm:k])du = Z/ng-f;f(me:k])du.
k=1 k=1

Portanto,

[o@) 1 o R
/g > Rifdpa = o) /g D XATF(fX(ppmi) dps
k=1 k=1

1 / L

B gXa - Ty ([X(pa=n)) dpe
p(A) = A

1 oo

~ u(4) Z/g © &% Xgon(a) - [X[pampl dp
k=1

1
STl AL
= /90 dafdpa,
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Como ja mencionado, este trabalho busca estudar a taxa de decaimento da
correlacdo de uma aplicacdo ¢ : (X, F,u) — (X, F, u) que preserva medida. Sem hipote-
ses adicionais, esse decaimento pode ser arbitrariamente pequeno, por isso, deseja-se
encontrar um espaco adequado para realizar este estudo. Além disso, existem exemplos
(geralmente sistemas hiperbdlicos ndo uniformes) em que o decaimento das correlagdes
¢ mais lento que o exponencial. Obviamente, o operador de transferéncia para esses
exemplos ndo pode ter uma lacuna espectral.

O teorema a seguir permite determinar o comportamento assintotico de fg
quando @ ndo possui lacuna espectral, mas ng possui. Note que o lado esquerdo equacao
de renovacio T'(z) = (I — R(z))"! contém informaces sobre T;,, que por definigéo é
quase igual ao operador de transferéncia. Ja o lado direito, envolve R(z) que é uma
perturbacdo de R(1) = ﬂ "

Deste modo, a lacuna espectral de R(1), se existir, permite analisar R(z). A
questdo é traduzir informacoes de R(z) para informacoes em 7'(z). O préximo teorema

nos permite fazer isso.
Teorema 2.11: Sejam T,, operadores lineares em um espaco de Banach H de modo que

T(z) =1+ ) 2"T, converge em B(H) para todo z € D. Assuma que

(1) Equagdo de Renovagdo: Para todo z € I,
T(z)=(I—-R(z)",

onde
R(z) =) 2"R,, R,€B(H) e > |IR| <.

(2) Lacuna Espectral: O espectro de R(1) consiste de um autovalor simples isolado em 1 e

de um subconjunto compacto de D.

(3) Aperiodicidade: O raio espectral de R(z) é estritamente menor que 1 para todo z €

D\ {1}.
(4) Cauda Polinomial: }_,. || Ry|| = O(1/n”) para algum 3 > 2.

Seja P a autoprojecdo de R(1) em 1. Se PR'(1)P # 0, entdo para todo n

1 1 &
T,=5P+ > P+ E,,

v
k=n-+1
onde 1) é dado por PR'(1)P = 9P, P, = . PR/P e E, € B(H) satisfaz ||E,| =
O(1/nlA)).
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A fim de provar o [Teorema 2.11| serdo necessarios alguns resultados, sendo

essencial a demonstracdo de que > ||7,, — T,,_1|| é somavel, o que demandara certos lemas
auxiliares. A demonstra¢do do teorema acima encontra-se na pagina (85, sendo que a
principal dependéncia entres os resultados auxiliares pode ser visualizada no fluxograma

abaixo.
Lema 2.12]
[IProposiEéo 2.16|] [IProposigéio 2.18@
[IProposiEéo 2.17|} >Tm; .19
Lema 2.20l

==

Lema 2.12: Sejam F, vetores em um espago de Banach B tais que F'(z) = _ -, 2"F,

converge em B para todo |z| < 1. Assuma que F(z) é fortemente diferencidvel em D. Se
F € CY(D) para algum « € (0, 1), entdo || F,|| = O(1/n'T).

Demonstracdo. Para a demonstracdo deste lema € necessario a seguinte afir-
macao, que pode ser encontrada em (ZYGMUND; FEFFERMAN, 2002, pagina 45).

Afirmacao 1: Seja f : R — C uma funcéo continua tal que f(6) = f(6 + 27)
para todo 6 € R e seja ws(9) = sup{|f(01) — f(62)| : |01 — 62| < 0} seu médulo de
continuidade. Entdo os coeficientes de Fourier de f satisfazem

Fol < gor () oo

Para todo r € (0, 1), tem-se que || F},|| = o(1/r™), pois >_ r"F,, converge. Seja
0 <r < 1ey € B* um funcional linear limitado com ||¢|| = 1. Definindo g, : R — C por
g-(0) = o(F'(re?)) e diferenciando em relacio a z na férmula de F'(z), tem-se

9:(6) = > np(F)r e,

n>1

Para ver que a série acima converge absoluta e uniformemente, seja r, = 51,

de modo que 0 < r < r, < 1. Como ) r'F,, converge, existe M tal que ||r}F, || < M para
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todo n. Assim,

Z ng&(Fn>7‘n_1€i(n_1)€ < Z|ng0(Fn)7’n_16i(n_l)0’

n>1 n>1
= " ()| - et
n>1
|| F |
< -+
n>1
1 ™\
(%) minl
r r
n>1 *
oz ()
r T«
n>1

sendo que a ultima série converge pelo teste da razdo. Note que
gr(n) = (n+ 1)p(Fppa)r".
Como [|of| = 1,
9:(62) = 9, (02)] = o (F'(re™) = F/(re"™)| < [|F(re™) = F'(re"™)|

logo,
19:(61) = g0 (02)] < [[F'(re™) = F'(re'™)|| < Cr@|61 — 6]
onde C € a constante de Holder, tal que || F'(z) — F'(w)|| < C|z — w|* para todo z, w € D.
Portanto w,, (6) < Cr®¢®, assim, pela Afirmacédo 1, paran > 1,
~ gr(n—1) < Cron® Cr® < Crn
nrn=t 7 2(n — 1ot rm1- 2(n—1)*n — 2(n — 1)of!

tomando o supremo sobre todos os funcionais lineares limitados ¢ com ||¢|| = 1, pelo
Corolario 1.5 obtém-se

Cn® 1
<—m—— = .
HFnH — 2(n _ 1)1+a 0 <n1+a)

Seja
(2.8)

S(z)"L = (1 - 2)T(2), (2.9)
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sendo assim

S t=(1-2) (I + iz”Tn>
n=1
=7+ iz"Tn — 2zl — iz”“Tn
n=1 n=1

=1+ Z (2" — 2", — 2Ty
n=1

=I4+[z- T+ (2 =)+ -+ (2" = 2", + -]+ 2T,

=1 +2(T —To)+22(Ty —Ty) + -+ 2"(T, — Tpy) + -

=T+ 2"(T, — Tu). (2.10)
n=1

Agora se deve mostrar que a funcdo S(z)~! € C'*(D), onde D = {z € C :
|z] < 1}. Para isso o disco sera divido em dois conjuntos U, e V. para algum ¢ > 0 como
apresentado na [Figura 3

Figura 3 — Divisao do disco por U. e V..

O|[Lema 2.14|se concentra em U, e o[Lema 2.15|foca em V.. Para a prova do
Lema 2.14] é ttil recordar o seguinte resultado.

Lema 2.13 (Lema de Fekete): Dada uma sequéncia {x,} de niimeros reais, se para todo
n,m € N tem-se que x, 1, < x, + x,,, i5to €, a sequéncia € subaditiva, entdo
. T
lim ==
n—oo M

existe e € igual ao seu infimo, inf;>, “t. Este limite pode ser —oo, mas se x,, for limitada
inferiormente entdo o limite serd ndo negativo.

Para uma demonstracdo do lema acima, veja (WALTERS, 1982, Teorema 4.9).
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Lema 2.14: Se U. = {z € D: R(z) < 1 — ¢}, entdo S(z)~! € CH*(U.) para todo s > 0 e
0<a<l

Demonstragcdo. Note que a equacdo de renovacao suposta como hipdtese no

[Teorema 2.11| permite concluir que R(z) é analitica em I e continua em D. Com efeito,

note primeiro que R(z) converge em D. Definindo
fn(Z) - Z ZkRkv
k=1

como » _ | R, || converge, entdo para todo ¢ > 0, existe n, tal que para quaisquer m > n >

DR <e.

k=n-+1

no

Assim, para todo z € D e quaisquer m > n > n,, tem-se

SR < S IR < Y IRl <

k=n+1 k=n+1 k=n+1

Portanto, a sequéncia {fz(z)} é de Cauchy e, pelo|Lema 1.36| converge para R(z). Deste
modo, para n > ng, tem-se que

IR(:) = a2 = |

0 que mostra que a sequéncia {f,} de somas parciais converge uniformemente em D.

[fm(2) = Fu(2)]| =

nlbl_rgo fm(2) — fu(2)|| = nll_{%o [m (2) = Fu(2)] <€,

Como se trata de uma série de poténcias, tem-se que R(z) é analitica em D.
A demonstracdo da continuidade de R(z) segue facilmente do fato de se tratar
de uma série de poténcias. De fato, define-se

o0

k
on(2) = R(z) = fu(2) = D "Ry
k=n+1
Como a série converge uniformemente em D, para todo ¢ existe um inteiro positivo n. tal

que
£

3 v z € D.

lgn. () <

Sendo f§,_(z) continuo, existe ¢ > 0 tal que

3

IFn. () = Fo (W) < 3

sempre que |z — w| < 6. Fixando w € D, entfo para todo z € D com |z — w| < J, tem-se

[1R(z) = R(w)| = [|(fn. (2) + 8n.(2)) = (Fr. (W) + gn. (w))]]
< [fne (2) = e (W) + |80 (2) ] + llgn. (w)
<4+
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Note agora que ||R'||o = sup,cy. ||| € [[R"]|sc = sup.cp. | R"]| sdo finitos.
Para isto, deve-se observar que a série > k*||R;|| converge. De fato, é possivel reescrever
esta série da seguinte maneira

Y RIR =D [ = G =D D IR =) (25 = 1) Y IRl

k>1 j>1 k>5 §>1 k>

Como por hipdtese Y, ||Ri|| = O(1/n"), existe C' > 0 tal que

1
> IR < C— vn.

k>n

Assim,

Z 2j — 1) IRl <) (25— 1) —<2CZ

k>3 j>1 ]>1
Para 3 > 2, a série acima converge e deste modo a série > k?||Ry|| converge.
Seja p(z) o raio H-espectral de R(z) dado por

1 n
log p(z) = lim —log| R(2)"||.
n—oo M

Como {log||R(z2)"||} é subaditivo, pelo Lema de Fekete este limite é igual
a inf,>; = log||R(2)"||. Assim, como p(z) é o infimo de funcdes continuas, tem-se por
(CHOQUET, 1966, Teorema 8.6) que p(z) é semi-continua superiormente e portanto
por (CHOQUET), 1966, Teorema 10.1) atinge seu maximo em compactos. Entdo, pela

suposicdo de aperiodicidade no [Teorema 2.11} tem-se que

max p(z) < 1,
zeUg

donde maxlog p(z) < 0 e assim || R(z)"|| converge para 0. Deste modo, para todo z € UL,
existe n, = n(z) tal que ||R(z)"|| < 1/2 para todo n > n,. Como z — ||R(z)|| é continua
em U_, existe r = 7(2) tal que || R(w)"

U.C | Bi(2)

zeﬁa

< 3/4 para todo w € B,(z). Deste modo, tem-se
que

Como U, é compacto, é possivel tomar uma subcobertura finita, isto é, hd z; € U. com

ie{l,---,k}, tais que
k

U. C U By, (z).

i=1
Tomando N = [],,, n.,, tem-se que para todo z € U, existe j tal que z € B, (z;) e
3

IRGN| < 1R < 7.
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Assim, como || R(2) |l = sup,¢y. || R(2)|| < oo, dados p,r € N tais que n = pN + r, onde
0<r <N -1, tem-se que

IR(G)" < RN IPIR)]"

Portanto,

2|~

|IR(2)"|| = O(r") uniformemente em U., onde 7 = <%) € (0,1).

Deste modo, a soma ) R(z)" converge em H para todo z € U. sendo seu
limite igual a (I — R(z))~! neste conjunto. Portanto, recordando a definicdo tem-se

que
S(z2) = (1-2)> R(2)"
n>0
Aplicando a regra da deriva¢do do produto, obtém-se a férmula (R") = Z;é RFR' Rk,

Do fato que ||R'[| < oo, tem-se
I(R") lc = O(n7").

Note que (R")" € C1 para todo « € (0, 1), isto segue facilmente da Desigual-
dade do Valor Médio (Teorema 1.7)), pois || R||oo, || R ||cos || R ||cc < oc. Utilizando entéo
a segunda desigualdade em e que ||R"|| < oo, de maneira similar ao anterior,
tem-se

Hold, ((R")') < I(R")"]lc = O(n*7").
Portanto, ]
1B e = 1B [loo + [(B") oo + 5 Holda((B")') = O(n*r").

Segue que >~ R(z)" converge em C'*(U,). Pelo[Lema 1.36] tem-se que o limite

pertence ao conjunto C'1*(U,) e deste modo S(z)~! € CY(U.).

Lema2.15: SeV. = {z € D: R(z) > 1—¢}entdo S(z)~' € C*(V.) paraalgum 0 < o < 1
eec > 0.

Demonstragdo. Definindo,

_ [—RA(Z).

Ra(z) = R(1)+ (2 = 1)R'(1),  Da(z) = 1— 2

e SA(Z)
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A prova deste lema estd fundamentada na identidade

[e.9]

S(z)7 = 8a(2) Y (DaSh)" (2.11)

k=0

a qual pode ser obtida formalmente da seguinte maneira,

S(Z) = SA — DA = (I— DA}S’El)SA,

invertendo o tultimo termo, obtém-se a [Equacao (2.11)|

Afirmacéo 1: z — S4(z)~! possui uma extensdo holomorfa em B(#) para
uma vizinhanca de 1.

Demonstragdo. As hipéteses do [Teorema 2.11| garantem que o espectro de

R(1) consiste de um subconjunto de {\ € D : |A\| < n} para algum n; € (0,1) e
um autovalor simples isolado em 1 com autoprojecdo P. Fixando 7pere € (71, 1). Como

z — Ra(z) é holomorfa, pelos resultados discutidos na [subsecao 1.1.5| especialmente

pelo Teorema 1.35| conclui-se que existem § > 0 e P4 : Bs(1) — B(H), Aa: Bs(1) - C

holomorfas tais que
* A\4(z) é um autovalor simples de R(z) com autoprojecdo P(z);
* |Aa(z)| > mpere € 0 resto do espectro de R (z) estd contido em {\ € C : |A| < nperc}-

Derivando a igualdade R4P, = A4P, e aplicando P, em ambos os lados,
tem-se,
PR Py + PyRAP) = Py\N Py + PadsP)
= N, Py + AaPsP).
Como R, comuta com P4, tem-se que PyRsP), = AsP4P), entdo PyR,Py = N,Pa.

Aplicando em z = 1, tem-se PR/(1)P = X,(1)P. Por hipétese PR'(1)P # 0, entdo
di=Ny(1)#0e

Aa(z) =1+9(z—1)+o0(]z—1|) quando z — 1. (2.12)

Deste modo, Aa(z) # 1 para z # 1, |z — 1| < &y e dy < J pequeno o suficiente.
Fixado tal dy, para z # 1 em By, (1), e definindo

1—2

G = TA(Z)PA(Z) +(1—2) ; Ra(2)"(I — Pa(z)),

formalmente, tem-se que G = S4(z)!. De fato,

1 o0 o0
G- Sa= 1= )\A(PA — RaPa)+ > RA(I—Pa) = > R4(I— Pa)R4
n=0 n=0
1 = n n+1
= — AA(PA — AaPa)+ ) (RS = Ry — Py)

n=0

=Pys+1—-Py=1.
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A igualdade S, - G = I segue de maneira similar.
Asoma ) R’ (I — P4) é convergente em norma e é holomorfa em B;(1), pois

(Ry — AaPy)" = (Rg — AaPA)(RaP4)" !
= (Ra — RaPA)(RaAP4)"
= Ru(I — Py)(RaAPy)"
= Ru(I — Py)RA(I — Py)(RaP4)" 2
= R4(I — Py)(RaPy)"

= Ri(I = Pa),

e p(Ra — AaPs) < fperr < 1. O termo =2 PA pode ser estendido para uma funcao

holomorfa em B;, (1), pois a expansao descrlta na[Equacao (2.12)| mostra que o Unico

zerode 1 — A4(z) em By, (1) é um zero simples em 1.
Deste modo, conclui-se que z — S4(z)~! possui uma extensdo holomorfa em
B(H) para uma vizinhanga de 1, e consequentemente é C'* nesta vizinhanca para todo
€ (0,1).
0

Afirmacéo 2: ||[D4(2)|lsn) < Colz — 1| para algum C' > 0O etodo z € D, e

existe a € (0,1) tal que D4(z) € CH*(D).
Demonstragdo. Da igualdade

n—1

n_1

Zl — = I (2.13)
k=0

€ possivel reescrever D 4(z), da seguinte maneira,

Du(z) = RoRa 1 (Z "R, — R(1) — (2 — 1)3’(1))

1—2 1—2z
n>1
(ZZ"R ZR)JrR’
n>1 n>1
1 n
=7 (;21(2 _1)Rn)+n221an
n—1
Z(—sz>R —i—ZnR
n>1 n>1

Tl
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Utilizando a[Equacao (2.13)|e se |z| < 1, tem-se que

n—1 1 . Zk n—1 TL2

< k< —
Z 1—z|— 27
k=0 k=0

entdo ||Da(2)|sp) < Coll — 2| onde Cy == 37 o, n?|| Ry, || < oo,
Se h,(2) = 32070 (1 — 2%), entdo Da(z) = > n>1 hn(2) Ry Deste modo, caso
|z| < 1, tem-se que

/! n2 " n3
Pn(2)l < 20, ()l < e hn(2)] < =,
onde para a terceira desigualdade foi utilizado que
—1
—1)(2n—-1) _n?
h.! —Dk <) k= < —.
W)l < Zj )k Zj 2 <%

Pela Desigualdade do Valor Médio (Teorema 1.7), para todo z,w € D, |h],(z) — hl (w)| <
min {n? n®|z — w|}. Fixando a € (0,1). Se n®|z — w| < 1, entdo |h,(2) — I, (w)| <
n?lz —w| < n3*|z —w|® Caso n3|z —w| > 1, entdo |I,(z) — bl (w)] < n? < 23z —w|®.
Em ambos os casos Hold, (! (z)R,) < n*™%|| R, ||, deste modo

Hold, (k! R,
() Bl = VRl [, Rl + 2000 )
nQ n2+3a
< |2 —
_(n+ 5t >||Rn||
= O(n* ™| Ry])).
Como Y, [|Ry]| = O(1/n?), Y- n?||R,|| converge para todo v < (3. Portanto,

fixando « satisfazendo 0 < « < 5 ,entdo ) ||h, Ry ||cremy < 0o, assim Dy = Y h, R, €
Cl a( )
]

Afirmacéo 3: Existe ¢ tal que }_|[(DaS,")*||c1(v,) converge.
Demonstragdo. Pela Afirmacio 1 existe ¢, tal que S;' é holomorfo em By, (1)

M= sup |[Sa(z)""lsp

ZEBQEI (1)

Para todo ¢ < min{ey, 5557} € 2 € B:(1),

1
1D4(2)84(2) sy < CoMie < 5.
Além disso da identidade (1.7)), tem-se
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—_1\n +_2 —Lj|n— -
055 Nenory < ("3 104 210487 e

_(n+ 1)(n+2) 1

2n—2
n
=9 (2—)

D IDaST ¥ llereey = 1DaST lereqzy + D _IN(DaST ) loreqs)
k=1 k=2

SMl_i_Z?
k=2

M

Portanto,

Segue que a série Y ||(DaS,")*||cra(v) converge.
[

Como consequéncia da Afirmacgio 1 tem-se que S4(z)~' € C*(V.) e da
Afirmacdo 3 tem-se que > (D4S;")* € C1(V.), portanto a[Equagdo (2.11)|¢é vdlida e
S(z)~t e CH (V).

Temos agora condicOes de destacar um dos principais resultados necessarios

para a prova do(Teorema 2.11} o qual fornece dados significativos sobre o comportamento
assintdtico dos operadores de renovacao 7,.

Proposicao 2.16: Assumindo as hipdteses do [Teorema 2.11| tem-se que

> T = Tl < oo
n=1

Demonstragdo. Pela equacdo de renovacdo [Equacao (2.10), tem-se
1Y T
=1

Pelo [Lema 2.15|sabe-se que existe um ¢ e « € (0,1) tal que S(z)~' € CY*(V})
e pelo [Lema 2.14é possivel concluir que S(z)~' € C**(U, ;). Como D = V. U U, tem-se
que S(z)~' € C'*(D). Pelo[Lema 2.12|tem-se que ||T,, — T,,_1|| = O(1/n'*%). Portanto

> T = Tl < oo
n=1
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Outro resultado crucial para a demonstracao do [Teorema 2.11|é a seguinte

proposicao.

Proposicdo 2.17: Se P é a autoprojecdo de R(1) em 1 e 9 € dado por PR'(1)P = 9P,
entdo existe Rp : C — B(H) com as seguintes propriedades:

(1) Rp € holomorfa, Rp(1) = R(1) e Rz(1) = R'(1).

(2) BUFs o L [% R'(1)| sdo polinémios em =.

(3) I — Rp(z) possui inversa limitada em B(H) para todo z € D\ {1}.
(4) para todo z € D, definindo
I— RB(Z)

1—z 7

SB(Z> =

vale que

Sp(z)t = (iﬂz)) S lpiaoy S A,

1—2z ¥
n>0

onde A,, sdo operadores com ||A,| = O(k") para algum 0 < k < 1.

Demonstragdo. Pela |Proposic;éo 2.16(tem-se que K =1+ - T, — Tna €
n||R,| < 5. Definindo

finito. Seja ng tal que »

n>ng
ZZ”R + Z R,+(z—1) Z nk,
n=ngp+1 n= n0+1
—R(1)+Zo(z — 1R, + (2 —1) Z nR,
n=1 n=ng-+1

=R(1)+ (z =R 1)+ Y [(z"=1) = n(z = 1)|R,

z) + Z [(z" = 1) —n(z — 1)]R,.
=1
Propriedade (1): Claramente R é holomorfa e Rz(1) = R(1). Como
Rig( Z Ry,

tem-se que Rz(1) = R'(1).
Propriedade (2): Note que

1 R(l) - RB . R/<1):| — # [_ Z [(zn — 1) — n(z - 1)]Rn

_ _ — 2
11—z 11—z (1—2) —
S —nz4n—1
:_Z =DE R,
n=2
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()RB

¢ um polindmio em =z e de maneira similar segue que também é um polinémio
em 2.

Propriedade (3): Sejam F'(z2) := I+, ., 2"(T,, — T,—1) para todo z € D\ {1}
ez € D\ {1}. Seja 2, € D uma sequéncia conve;gindo para z,. Como F(z) = S(z)7!

em D a equacgdo de renovagdo é vdlida em D e assim F(z,)({ — R(z,)) = (1 — z,)I. Pela

[Proposiciio 2.16| F(z) é continua em D \ {1} e como _||R,| < oo é possivel tomar o

limite e obter

De maneira similar, tem-se que (I — R(zy))F(z0) = (1 — 20)/, para qualquer
z € D\ {1}, portanto

F(z) = (%RS))_I VzeD\ {1,

Segue que para todo z € D\ {1},
I—R(z)\ "
1—=2

[e.9] (e 9]

Rl_—}ileiz Zann—ZRn— (z—1) ZnR —Z 2" —1)—n(z—1)|R,

< K.

Note que

Ln=1 n=1
1 [ oo no
= (2" = 1) —n(z = DRy = Y _[(=" = 1) —n(z — ]R,
Ln=1 n=1
L w (=1 -n(z-1)
N . %;rl 1—2z Fin
o) n—1
= ) (Zu - zk)> Ry, (2.14)
n=ngp+1 k=0
deste modo

<22n\|R H<—

n>ngo

RRB
1—

Portanto, ||[(R — Rg)(I — R)™'|| < 1. Da igualdade

I-Rg=I—-R+R-Rp
= (I+(R-Rp)I -~ R™){I - R)

obtém-se a inversa dada por (I — R)'[I + (R — Rg)({ — R)"'|"! que estd bem definida
e é limitada para todo z € D \ {1}.

Propriedade (4): Tem-se que
I — RB(Z)

Sp(2) = 1—-=2
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Afirmacio 1: Todo z, € D\ {1} possui uma vizinhanca onde Sz(z)~! é bem
definido e holomorfa.
Demonstragdo. Seja z; € D\ {1}. Pela propriedade anterior Sp(z)~! é limitado.
Como z — Sp(z) é continuo em C \ {1}, existe § = d(z) > 0 tal que
1

Sp(2) — Sp(20)|| < =———
|| B( ) B( U)H QHSB(ZO)il”
sempre que |z — z| < 0.

Deste modo, se |z — 2| < §, entdo Sp(z) é invertivel, inclusive se z ¢ D \ {1},

como destacado na|Figura 4

Figura 4 — A invertibilidade de Sy se da inclusive fora do disco unitario.

Para verificar a invertibilidade de Sz, note que

SB(Z) = [I—l— SB(Z)SB(Z())_l — ]} SB(ZO)
= [+ S(2)Sp(20) " — Sg(20)SB(20) ]S (2)
= [T+ (SB(2) — SB(20))SB(20) "] Sn(20),

donde resulta
Sp(2) ™ = Sp(z0) " [I + (Sp(2) — Sp(20))Ss(20) "] "

Portanto para todo z € Bs(z,) tem-se que ||Sz(z) || < 2|1SB(20) |-
Pelo [Teorema 1.27, segue que z — Sp(z)~! é holomorfa em U = Bs(z).

]

Afirmacéo 2: S;' possui uma extensdo holomorfa para alguma vizinhanga V'
de z =1, da forma P + (1 — z)A(z) onde A(z) é holomorfa em V.

Demonstragdo. A prova segue os mesmos passos da Afirmacéo 1 do
Deste modo
1—=z

SB(Z)_l = 1— )\B(Z)

Pa(2)+ (1—2) S Ru(2)"[I - Pa(2)]
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E assim, .
Sp(z)™! = P+ (1= 2)A(:),

onde A(z) é holomorfa em V', P é a autoprojecdo de R(1) em 1, e ¥ é dado por JP =
PR(1)P.
]

Afirmacdo 3: Paratodo z € D, Sp' = {P+ (1 —2) ) ., 2" A, onde |4, =
O(k™) para algum 0 < k < 1.

Demonstragdo. Definindo

A) = ! . <s; - %P) |

Pelas Afirmacdes 1 e 2, sabe-se que, para todo z € D, existe uma vizinhanca

sobre a qual A(z) é holomorfa. Portanto, da compacidade de D, existe r, > 1 tal que

A(z) é holomorfa em {z € C : |z| < r}. A Afirmacéo 3 segue do [Corolario 1.15/com

L k<.
o
O]

Portanto, as quatro propriedades da proposicao estdo provadas.

Para toda sequéncia de numeros reais positivos {c,},>o satisfazendo
limsup,, ., /¢, < 1, define-se

R({cn}) = {Zz”Fn :F, e B(H)e|F,| = O(CH)}

n=0

Roo = {f:znpn F,eBH)e Y |F.| < oo} .

n=0

Por conveniéncia, algumas vezes serd denotado R(a,) em vez de R({a,}) e, quando

necessario, serd escrito R(-%) para %({m}nzo).

A convolucdo de duas sequéncias {c,} = {a,} * {b,} é dada por ¢, = apb, +
a1bp_1 + - -+ + a,by. Defina

A{an}) * R({bn}) = {F(2)CG(2) : F(2) € Rlan), G(2) € R(bn)}-

Sempre que {a,} e {b,} sdo sequéncias ndo negativas tais que Y a,, » b, < oo, 0S
elementos de R({a,}) * R({b,}) sdo dados por

<§: z”Fn> . (i Z"Gn) = i 2"H,, onde H,, = Zn: FG,_;.
n=0 n=0 n=0

=0
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Portanto R({a,}) * R({b,}) = R({a,} = {b,}). Consequentemente,

VK1, ke € (0,1), R(k]) *R(ky) C R(nmax{ki, ka}"),

1 1 1 (2.15)
Vaj,as > 1, R — | xR =R|[——|.
no no2 nmm{al,ag}

A inclusdo da primeira linha e a inclusdo O da equacao acima sao imediatas. Para verificar

a inclusdo C da segunda linha, denota-se

1 1 - 1 1
{nal}*{n”}_{cn}’ onde Cn_;(k—i—l)o‘l(n—l—l—k)a?

Seja o = min{a, s }. Assim, note que

n

Z 1 1 < 1!
—(k+1D)*(n+1-k " (n+1)

(n+1)*
(k+1)*(n+1—k)~

k=0

2 (n+1)
S S S oS s

0<k<n/2

)
2 (n+1)
S e 2 ktD)a(nt1_ o)

0<k<n/2
204l SN 1
< .
T (1) = (k+1)e
Outra relacdo a destacar é
1 1
R ( ) * R(ky) =R ( ) . (2.16)
not n*
Observe primeiro que, como R(x}) C R (-4 ) tem se R (=) « R(kF) C R (=) *
R (5) = R (z%). Por outro lado, -+ < Y71~ k—i—l)"‘l k5" mostra que R (=) C

R (Tl) * R(ky).

Nota-se ainda a inclusdo R, * R, C R, a qual é consequéncia de (RUDIN,
1976| Teorema 3.50).

Proposicdo 2.18: Sejam F), vetores em uma dlgebra de Banach X tais que F(z) = > z"F,
e FeR (%) para algum § > 1. Supondo ainda que, para todo z € D, I + F(z) € invertivel
com (I + F(2)) " := G(z) = 3. 2"G,. Se G(2) € Ra, entdo G € R(—f7) quando 5 # 2 e
G € R caso f = 2.

1

Demonstragdo. Sejam p > max g

Defina c,, := Zi+k:n 1Gill - [| Gl

1} e ¢ seu conjugado, isto é, - + - = 1.
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Recordando (L.5) tem-se [(I + F)—l]' = —(I + F)"'F'(I + F)~'. Analisando
os respectivos coeficientes, obtém-se que

e+ DGl < D0 NGl - GIFN - 1Gl =D llE;lleny

it+j+k=n §=0

< (jf%jpnfynp) (Z)
< (gjpllﬂll”) (fﬁ)

Por definicio, 3¢, = (3. ||G:|)?, entdo {c,}nso é somdvel, de modo que ¢, — 0. Em
particular, para n suficientemente grande cl = cfi 7' < ¢y, donde Y ¢? < oo.
Por hipétese, j||F}|| = O( r)ep> B -, de modo que ) j7||F}||? < oo.
Portanto, {n||G,||} é limitada e consequentemente ||G,, || = O(%), concluindo

RS

D=

o resultado para € (1,2).
Se § = 2, tem-se para todo n

(n+ DIGunl < D dllE leas + D JllEllea

0<j<2 2<j<n
[n/2] 00
< g e ]Z;JIIFH+JQ?1§J\|F\| >on  (217)

Como {c¢,} é uma convolu¢éo de {||G,||} consigo mesmo, tem-se que, para

alguma constante £ > 0,

- 1 "1 1 1
< pr—
C"_€Z(k+1)(n+1—k) 5;n+2(/§+1+n+1—k>
B Z 1 2
_n+2 k:+1 n+1—%k] n+2 0k+1'

Recorde que as somas parciais da série harménica {3, r +1} sdo da ordem

{Inn}, no sentido que a razdo entre os respectivos termos das sequéncias tende a 1, o que
é usualmente denotado por >_7—, =l +1 ~ In(n). Com isso, a desigualdade anterior fornece

o-o(mh).

Reavaliando a[Equacao (2.17)|munido destas informacoes assintéticas, conclui-

-4 seam) o )] -0 (5)

que

se que
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Seja agora > 2. Similarmente ao raciocinio para obter a [Equacao (2.17)|

deduz-se que para todo n

DGyl < S IE NE51- 2 cns 218
(n+ 1) +1||_01§njzixgc y ;JH ]l|+§2?§n]|| il nzgc (2.18)

Como > ||G,]| < oo, é imediato que

1
Gl =0 ()

para algum i inteiro positivo. Isto implica que

gkzgn}:O<%)

e como ¢, = Yy, [ Gull - 16,1 < 2max (|Gl : 2 < & < n} X2 )1y, temese

¢, =0 (l)
nl

Retomando a[Equacao (2.18)] conclui-se que

1 1 1 1
1Gnll = n <O (ﬁ) +0 <n6—1)> =0 (nmin{z‘+1,ﬂ}> '

Enquanto ocorrer ¢ 4+ [ < (3 para algum inteiro positivo [, pode-se repetir esse

1
6l =0 ().

1
|Gnll = O (W) :

1
6l =0(1).

Lema 2.19: S(z)™! € R (57) com § > 2.

maX{HGkH ;

|3

procedimento partindo de

com : =i + [, e obtendo

Isto nos garante que de fato

Demonstragdo. Note que é possivel reescrever S~! em D da seguinte forma

S7U =S5 [T+ (S —Sp)S5'] "

Para isso, recorde que, pela Propriedade (4) da[Proposicdo 2.17, Sp € invertivel. Como se

pode escrever
I+ (S—Sp)Sz' =555,

a igualdade acima segue da invertibilidade de S pelos|[Lema 2.14|e[Lema 2.15|
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Pela Propriedade (4) da[Proposicdo 2.17, tem-se que S;' € (k") para algum

0 < k < 1 e consequentemente S;' € R (-L7). Deste modo, ¢ suficiente provar que
[1+ (S —S8)S5'] ™
R () = R (7m)-
Note que o termo S — S € R(-7). De fato, das respectivas defini¢des:
R(1) - R(z) R(1)— Rp(2)
1—=z 1—=z '

€ R (—f57), pois pela [Equacio (2.15)| tem-se S~ € R (—fy) *

S(z) — Sp(z) = (2.19)

Note que

R1) - R(z) 1 .
IO (e e

E>1 E>1
1
12 (Z (1- Zk)Rk)
E>1
k-1
E>1 \n=0

-3 Y R, (2.20)

n>0 k>n+1

ou seja, trata-se de um elemento de 93(-5), pois por hipétese >, _ [ Ry|| = O(1/n"). Além

1
n

disso, pela Propriedade (2) da|Proposicao 2.17, a segunda parcela do termo a esquerda

da[Equacdo (2.19)|¢é um polindémio em z, tem-se que S(z) — Sg(z) € R(=5).
Agora note que [ + (S — Sp)S5']
uma maneira equivalente de enunciar a [Proposicio 2.16|seria S~! € R, donde se tem

'e Reo- Isso porque, pelaEquacao (2.10)}

[[+ (S —Sp)Sy'] " = Sps

1
:]+(SB—S)S_1€9%(ﬁ) £ Moo C Ree.

Para finalizar a demonstracdo do lema, aplica-se a [Proposicao 2.18| para
F(z) = (S(2) = Sg(2)) S5 ().

Note que pela[Equacao (2.9)|é possivel reescrever 7'(z) como
R |

T(z) = =5 = ——55'[S857"]
_ %5; 1+ (I - 885")S557"]
= S5 [T+ (- 85T + 8557~ 1))
_ lesBl [[+1— 855"+ (I —SS5")(SpS~ — 1]
1

= TS5 [I + (S5~ 8)S5' + (S5 — 5)S5' (55 — 5)57].
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Deste modo, tem-se a seguinte expressao

1
1—2

1 1
S5t + 255" (S5 — 9851 + T [Sp' (S5 - S)]"s (@21

T(z) =
O préximo lema ird analisar cada termo da soma.

Lema 2.20: Assumindo as hipdteses do [Teorema 2.11| se P € a autoprojecdo de R(1) em 1,
e ¥ € dado por PR'(1)P = 9P, entdo tém-se os seguintes resultados

(D . .
-1 _ — n
1—,zSB _192 2"(P + ep),

n>0

onde |le,|| = O(k™) para algum 0 < k < 1.

2)
les,gl(SB —8)S5! = % > (Z Py + e;> ,
n>0 k>n
onde ||, || = O(1/n’) e P, =3, PR/P.
(3) . L
—[S5'(S5 - 957" = gzwﬂ,

onde ||.J,|| = O(1/nl5)).

Demonstragdo. Item (1): Pela Propriedade (4) da[Proposicao 2.17

Sl — %P 123 "4, (2.22)

n>0
com ||A,|| = O(x"™) para algum 0 < x < 1. Assim, vale que

112531 = %Zz"P—i—Zz”An

n>0 n>0

N %ZZ”(P +e,), ondee, =04,

Item (2): Segue da[Equacao (2.19)|que

1
11—z

SzH(Sp — 8)S' =T, + Iy,

onde
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Andlise de 7, : Pela Propriedade (2) da [Proposicdo 2.17, tem-se que - [M — R'(1)

1-z
é um polindmio. Pela Propriedade (4) da mesma Proposicdo, S;' € R(k") para algum

0 < k < 1. Portanto, por (2.15)), Z; € R(nk"), ou seja,

o0
I, =) 2'an, com ||a,| = O(nx").
n=0

Andlise de Z,: Seja F'(z) = R'(1) — %f(z). Durante a prova do [Lema 2.19}, foi mostrado

que o segundo termo é um elemento de R(-5). Consequentemente, F' € R(-5). Da

[Equacao (2.22)|é possivel reescrever Z, como

1P+(1—z)zz”An F

1
I_
i v n>0

C1—z

1 n
5P+(1—Z)Zz A,

n>0

1 F 1 1 .
= @P (1 —z) P+§PFA+ EAFP—F (1-2)AFA, comA= ;z A,

~~

*)
Segue que (x) € R(;5), pois por 2.16) R(.5) * R(k") = R(;5). Agora, decorre da
[Equacao (2.20)|que

PF(z)P = PR(1)P — i 2" ( i PRkP>

k=n+1
- i kPR,P — i 2" ( i PRkP>
k=1 n=0 k=n-+1
=> (1—z") Y PR,P
n=1 k=n+1

wr ()% (Z, 2 w)

n=0 k=n+1 l=k+1
e assim
1 0.] . o0 o [o.¢] . 1
I, = @Zz ( >y PRZP) +3 2", com ||b,]| = O (ﬁ) .
n=0 k=n+1 l=k+1 n=0
Deste modo, como consequéncia das analises de Z; e Z,, tem-se
1 - B 1 (e.¢] . o o0 (o] . o .
TS5 (S5 = 9)85" =55 > = (Z ZPRZP)JFZz an+ )"
n=0 k=n+1 I=k+1 n=0 n=0
1 (o] . o o0
:@Zz ( Z Z PRZP+192(an+bn))
n=0 k=n+1 I=k+1

:%Zzn<z Pk—i—é“;),
n=0

k=n+1
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onde .
Po= Y PRP e &, =0(a,+b),
l=k+1
com |le/, || = O(nk™) + O(<5) = O(s5), 0 que conclui o Item 2.

Item (3): Seja G = S;'(Sp — S). Novamente, sabe-se que S;' € R(k") e
durante a prova do [Lema 2.19|foi mostrado que S5 — S € R(-5). Portanto,

Glz) = izG Gl = O (%) |

n=0
Além disso, G(1) = >_ G,, = 0. De fato como S;' € R.,, entdo existe M > 0 tal
que ||Sp(2)7!|| < M para todo z € D. Portanto, recordando (2.19), pela|[Equacéo (2.14)]
tem-se que para todo z € D

1G(2)]] < M||Sp(2) — =M

Observe agora que

i
L

1-—2f=0-2)+1 -2+ +(1—-2"1"

>
I

=n—(1+z+2>+-+2"1").

Logo
L4zt
n

n||R,| 225 0,

1G] < M Z

n=ng+1

onde a somabilidade de ) n| R,| é usada para inverter a ordem entre o limite e o
somatorio. Segue que » . G,, = 0. Deste modo, tem-se

G(z)_G(z)—G(l)_ooz”—l __OO "
1—2z 1—2 _nzzol—an— ZZ Zerm np-1

n=0 k>n

visto que

Z—</ —dx—#.

k>n

Claramente G'(z) € 9‘{( — ). Pelo sabe-se que S(z)™! € R (-f5), donde

resulta [S™!(2)] € R(-m—)-
Derivando agora J := {-G2S™!, tem-se

1 1 1
(e G?S™! + - Z(GG’ +G'G)S™H + :GQ(S*)’

= <1fz)25—1+ [(12) G’+G’(1(_;Z>] S‘1+G(1(_;Z> (S~

), 0 que

J =

Pelos fatos antes assinalados, utilizando (2.15)), conclui-se que J' € %(nmﬂ,

implica ||.J,|| = O(—57).
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[
Demonstragdo do [Teorema 2.11, Relembrando da[Equacao (2.21)),
T(2) = —— S5+ —1551(Sp — §)S5! + ——[S5}(Sp — §)]25
1—:"B T1-_,"B P B TP \B ’
e utilizando o|Lema 2.20, tem-se a seguinte expressao
I+ 2T, —T—ﬁz (P+en)+ Z <2Pk+6>+Zz”Jn
n>1 n>0 n>0 k>n n>0
1
~ye (G TR je e )
n>0 k>n
=T+ 2" ( P+—2Pk+E )
n>1 k>n
Decorre que
P+—ZP+E e Ep—sent—c 4
k n — 9 n 192 n ny
k>n
com ||E,| = O(1/n!?]).
[

2.4 Aplicacao as Iteradas do Operador de Transferéncia

Esta secdo é dedicada ao estudo do decaimento de correlacdes de estados
de equilibrio no contexto de aplica¢des markovianas. Ao aplicar o resultado principal
da secdo anterior, sera possivel obter cotas inferiores subexponenciais para funcoes de
correlagdo. A expressdo rigorosa da consequéncia desta aplicacdo esta registrada no
enunciado do [Teorema 2.23|devido a (SARIG, 2002).

Da [Proposicao 2.7 sabe-se que para mapas de Markov o operador de transfe-

réncia associado a m é da forma

dm
T I ( de J, 2.23
Tyf(z =y ),  onde r=rys (2.23)
P(y)=x
Definicdo 2.21: Seja ¢ uma transformagdo ndo singular em um espago de medida o-finito
(X, F, ). A transformagdo ¢ € exata se para todo A € (), ¢~ "F tem-se que ji(A) = 0 ou
(A°) =0.

Teorema 2.22: Suponha que (X, F,m, ¢, «) é um mapa de Markov topologicamente mixing,
que 1 é uma medida ndo singular a qual é finita em cilindros e que In J,, possui (¢, «)-variagdo

somavel. Se y € conservativa, entdo ji € exata.
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Para a demonstracao deste resultado, veja (SARIG, 2009, Teorema 2.5).

Dado um conjunto a da particao «, define-se o tempo de primeiro retorno por
Pa(2) = Xpa, () inf {n > 1: ¢"(z) € lala},

nao se excluindo, a priori, o valor +oo.

Se ¢ é uma aplicacdo conservativa, entdo o mapa induzido ¢, : a — a dado
por ¢, (x) = ¢¥+(*) m-q.t.p. € a é um mapa de Markov quando equipado com a particio

ag = {[a,&1, i, ala 1 & € @, § # af \ {0}
Aqui naturalmente consideramos F, como o completamento da o-algebra gerada por
{¢2"(ba) : by € agyn > 0},
além disso tomamos a medida induzida por «,
me(E) =m(Fla) VE € F,

restringindo-a a F,. Em particular, o operador de transferéncia associado a m,, é

dmy,

T f(x) = Z Ima (W) f (), onde J, = m
da(y)=2
Seja [-], = []a, 0 cilindro com respeito a (¢,, a,). Para dois elementos distin-

tos z,y € |J «,, considere o tempo de separacio de z e y dado por
s(z,y) =sup{n > 0: 2,y € [bo, -+, bo-1la, b0, -, bu-1 € a}.

Assim, s(z,y) € o comprimento do maior cilindro (com respeito a «,) contendo z e y e
indica quando os retornos ao conjunto «a se disassociam. Note que, para quase todos z e
Y, s(z,y) é finito.

Dada f : X — C limitada e (¢,, o,)-localmente holderiana com respeito ao
parametro 6 € (0, 1) fixado, seja

Hold, (f) = sup {W@)(;{@N}

onde o supremo é tomado sobre todos os diferentes z,y € [a] tais que ¢'(z), ¢’/ (y) € [d]
para infinitos i e j. O conjunto das aplicacdes f para as quais Hold,(f) < oo serd denotado
por H,. Define-se sobre este conjunto a norma

1/ I3, = [Ifllec + Holda(f).

O objetivo desta secdo é demonstrar o seguinte teorema.
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Teorema 2.23: Seja (X, F,m, ¢, «) um mapa de Markov irredutivel e conservativo em um
espaco de probabilidade. Suponha que In J,,, € (¢,, a,)-localmente holderiana para algum
a € a. Assuma também que

mdc {cpa(x) —a(y) s x,y € Uaa} =1

e m([pa > n]) = O(;5), onde B > 2. Entdo existem 6 € (0,1),C > 0 tais que, para
quaisquer f, g integrdveis suportadas em [a],, com g € L™ e f € H,, vale

[e.9]

Cor(f,go¢") — < > m[%>k]> /fdm/gdm

k=n+1

C
< iy lgllcllf -

A demonstracdo do teorema acima se encontra na pagina Note que pela

IProposicao 1.67, é suficiente provar este teorema para o caso em que (X, ¢) é um shift

topologico de Markov.

Note que, por hipotese,

mde{pq(z) — @a(y) : 0 < @a(2), pa(y) < oo} =1,

entdo mdc{p,(z) : 0 < p,(z) < oo} = 1. Junto com a suposicdo de irredutibilidade, isto
implica, por intermédio do Teorema de Schur (WILF, 2005, Teorema 3.24), que para
qualquer b € S existe uma constante N, tal que, para todo n > Ny, [alo N ¢~ "([bla) # 0,
ou equivalentemente que (X, ¢) é topologicamente mixing.

A transformacédo induzida ¢, = ¢¥* sobre
A={z €a:¢'(r) € apara infinitas iteradas 7}

¢é conjugada a um shift topolégico de Markov e pode ser codificado simbolicamente como
segue. Sejam

Si={[a, &, bnala 0 # [0, &1, Enct, Al € gy n > 1},

X =5""es. X 5 Xo shift 4 esquerda. O shift topoldgico de Markov (X, o) é
a representacao simbdlica natural da transformacdo induzida (A, ¢,). De fato, dado

(bo, b1, ba,-++) € X, onde b; = [a, &L, -+, & _|]a € S, considere a aplicagdo 7 : X — A

»Sn;—1

definida q.t.p. por

ﬁ(bmbl; T ) = Wﬁl(av é?a Ty goflaaaélla T 757111717 CL,&%, T )7
é facil ver que ¢¥* oT =T o 0.

Sejam m uma medida de probabilidade como no[Teorema 2.23|e ¢ um conjunto
da particdo tal que In J,,, € (¢, a,)-localmente holderiana com parametro ¢ € (0,1).

Note que da[Equacao (2.4)| tem-se que

pa—1

I, = InJ, 04"
=0
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Além disso o fato de In J,,, ser (¢,, o, )-localmente holderiana é equivalente a dizer que

a1
(Z InJ,, 0¢i) oT
i=0
é (0, @)-localmente holderiana, onde @ = ([b]g : b € 5). Nesta notagéo, tem-se

LRSI

Hold,() = Lip,(f 7). onde Lip,(¥) = sup { D= L10

T#Y

Pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré, m([a], \ 7(X)) = 0. Portanto, para o propdsito
deste trabalho, é possivel redefinir H, como sendo o espaco de Banach

Ho = {f:7(X) = C:[|fllpw. = | flloo + Lipy(f o 7) < c0}.
Denote a n-ésima soma ergodica (ou soma de Birkhoff) de ¢/ : X — C por

sa(¥)(@) = ¥(z) + (Yo ) () + -+ (Yo" ') ().

Para todo [b], = [bo, - -, bn_1]a tais que by = a € [b, al, # ), defina o operador agindo em
‘H, por
(Myf)(z) = e ImED £(b 7), Va € A,

onde n é o comprimento de b e (b,x) = (bo, -+, by_1, %0, T1, " ).

Lema 2.24: Existe B > 0, independentes da escolha de b, tal que para todo [ € H,,

& 1
IV < B k) (0 e+ s [ Uflam )

onde k € o numero de vezes que a aparece em b.

Demonstracdo. Sejam b = (by, by, -, by_1), = (T0,T1, - ) €y = (o, Uy» - )
com b;, Z;,j; € S. Uma vez que o itinerério de (b, ) € X segundo ¢ pode ser decomposto
em seus retornos ao conjunto a, note que é possivel escrever

sn(InJ,,) (b, 7) = s(In J,, 0 7)(bo, b1, - -+, bp_1,To, T1, - -+ ),

onde a segunda soma ergodica é tomada de acordo com a dinamica do shift c. Ademais,
as identificacOes utilizadas permitem escrever

f(l_?, l’) = (f Of)(go,l_?l, s ,Ekfl,fg,fl, . )

Como ¢ == In J,,, o 7 é (o, @)-localmente holderiana, existe K tal que v, (1)) < K6" para
todo n > 1, onde v, sdo as (o, a)-variacdes. Portanto, para t(x,y) = inf{i > 0: 7; # 7,},
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tem-se

|$n(In ) (b, ) — sp(In T ) (b, y)| =
= |Sk<a) (bo, b1, b1, T0, T, -+ ) — Sk(¥) (Do, b1+, be—1, Yo, Y-+ - )|
<K <9k+%<x,y> Tt gf(w))
gi(z.y)

<K

<K —5 (2.24)

Como |e® — 1| < |]el®!, seja L tal que
SR/ | <1 Vi>1
e defina C' = L + 1. Deste modo, tem-se que

|be(:13) . be(y” _ |63k(@)@o7...,5k—1,EO,m)f o f((_)o’ . j%—hfoa ca )

_ GSk(a)@o,m,gk_lﬂof“)f o ﬁ(l_)o’ C. 7[_%_17?0’ - )|

< HGSn(anm)(g,~)”oo<‘f07(50’ B Ty ) — F o (Boy s Des T )]

esk(E)@O,"',El@q@o"“)*Sk@)(bo,--ngkq@07"') _ 1‘)

+ sup |f(2)|

z€[b,ala

< [l o (Lipe(f om)§HEY 4 sup \f(Z)\Mt(“’y)) ,

z€[b,ala

donde

z€[b,ala

Hold, (M, f) < [|esn (™7 (9"”HfHHa + L sup If(Z)I> :
Como

1My flloe = sup {em /D f(b, )} < [le= o sup [ f(2)],

z€lala z€[b,a)a
tem-se entao
1My f [0, < [lesm ]| (9’“||f||m +Czes[1b113] If(2)|> - (2.25)
Observe que
fgax[b,a]a(x) = Z esk@)(a}’m’ék*’xo’m)X[Q,a]a(507 oo Cho1, L0, )

(Co,+,Cr—1)ES
— k(@) (B0, br—1,0,+)

— esn(nJn)(b)

Seja = € [al,, entdo, para todo A € (0, 1), existe z, tal que

)\HGSn(anm)(b,-)Hoo < GSn(anm)(b,zx) < e%esn(anm)(b,m) _ 6% A(fax[b,a]a(x)'
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Assim |[[esn(nJm)(b:))| < Lﬁ)fg X[p,q]. (z). Integrando com respeito m, em ambos os
lados da desigualdade sobre [a],, obtém-se
fesntmime 1), < iy T ) (2.26)

pois, recordando da |[Proposicao 2.2} tem-se

/ﬁlx[b,a]a * X{a]o dMq = /X[b,a]a + X(a) © Ok dmy = /X[b,a]a dmg = my ([b, ala) -

Note agora que

17@.2)| = 1FE )| < 170.2) = F B9 < 0 lln,
implica
B9 < 1£ (b 2)] + 0] fl

tomando o supremo a esquerda e entdo integrando com respeito a m em ambos os lados
da desigualdade sobre [b, al,, obtém-se

sup |f(2)] < ——

m (b, ala) Fldm + 0% fll.. (2.27)
z€[b,ala m ([b, ala) /[b,a]a| | [ f1l2

O lema segue substituindo as Equacoes (2.26) e (2.27) na Equacéao (2.25) e tomando
B (C+1)61 9 .

m[ala

|
Destacamos o seguinte corolario da demonstracdo acima.
Corolario 2.25: A medida m, dd massa positiva para cada cilindro com respeito a a,.
Demonstragdo. A prova segue diretamente da desigualdade (2.26)).
|

Demonstragdo do [Teorema 2.23, A prova deste resultado consiste em verificar
que sdo satisfeitas as condicdes do [Teorema 2.11|. Seja o operador de Ruelle

Ling, f(x) =Y "W f(y).

d(y)=z

Observe que pela |Equagéo (2.23)|tem—se que Ly, 5, f(z) = T, f(x). Defina

Tof =X L, (X)) € Buf =X Lin g, (FX(ga=n]) -

Lembrando que para todo z € D define-se

z)=1+ i 2", e R(z) = Zz”Rn.
n=1
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Equacdo de Renovacdo: Os operadores lineares 7, e R,, sdo limitados em H,, ||1,| =
O(1), 3 | Bnll <00 e T(2) = (I — R(z))™
Demonstragdo. Seja A, = {(bo,--+,b,_1) € S™ : [bo, "+, bn_1]a € S}. Por
definicdo
lpa=nl=| | Liala e R.=> M, gs.
beAn beA,
De fato, para a segunda igualdade, tem-se para todo = € A

Rnf(x) = Z esn(ln Jm)(b07-.-7bn,—17$07"') (fX[gDa:TL]) (bO7 SN bT‘L*l? xo’ e )

(bo,---,b7L,1)€S"

_ Z es,L(anm )(b,z) f(b $)

beAR
= (Myf)(@).
bEAR
Pelo tem-se que
1Bl = sup_ [ flla < Y sup M flle,
1£ 170 = S Ifla=
<B#+1) Y m(b.aa)
bEAR

= B0+ 1)m ([p, =n]). (2.28)

Segue que R, € B(H,) e, como por hipétese m ([¢, > n]) = O(=5) com § > 2, tem-se
que, > || R,|| < oc.
A limitacdo de T;, ¢ obtida de maneira similar, note que 7,, = X, >, M, onde
a soma é tomada sobre todos b = (b, - - -,b,_1) € S™ com by = a. Note que os respectivos
cilindros [by, - - -, b,—1]o N80 sdo apenas disjuntos, mas sua unido € [a], N ¢ "[a],, assim
pelo conclui-se que
1Tl < B+ 1)m ([ala N ¢™"[a]a) -

Da discussdo até este momento, sabemos que para todo z € ID os operadores
T(z) e R(z) s@o limitados em H,.
Para verificar que a equagéo de renovacao ¢é valida, note que toda f € H, é

absolutamente integravel. Entdo pela [Proposicao 2.10} para todo z € D, tem-se

T(z)(I = R())f = f

me-quase todo ponto. Note que na [Proposicao 2.10| o espaco de Banach considerado

é L'(m,). Queremos mostrar a inversio agora sobre H,. Para isso, observe que am-
bos os lados da equagéo acima sdo fungdes continuas em 7 (X ). Como m, é positiva
em todo cilindro, a igualdade entdo se estende para todo o conjunto 7 (X ). Portanto
T(z) (I — R(z)) = I sobre H,. A identidade (I — R(z))T(z) = I é verificada de maneira

similar.
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Lacuna Espectral: O operador R(1) : H, — H, satisfaz

(1) R(1) possui um autovalor simples em 1, e sua autoprojecéo é o operador P, dado

por
1

Bol = 5@ S,

fdm.

(2) O raio espectral de R(1) — P, é estritamente menor que 1.

Demonstragdo. Seja ([a]a, Fa, Ma, @) 0 mapa induzido de ¢ em [al,. Esse sis-
tema preserva medida, ja que m é ¢-invariante. Deste modo, tem-se

/ g-T\%ldma :/ (gopa)-1dm, :/ gdmy,
[a]a [a]a [a]a

L=To1(z) = Y Jm.v),

da(y)=2

portanto

de modo a obter que }° -1, e™/m)¥) = 1, para todo « € [a],. Note que

1= ) hml = f: > (My1)(x) = i (R,1)(z). (2.29)

yE(b;l(x) n=1 beA, n=1

Portanto R(1)1 = 1, segue que 1 é um autovalor de R(1). Claramente conclui-se que

R(1)P, = P,. Além disso, recordando a [Proposicao 2.10, note que

PA(R(1)f) = / T, f dm, = /[ (tegn-fam= [ fam.=rs

[a’] a [a} @

ou seja, P,R(1) = P,. As propriedades espectrais restantes (simplicidade, a identificacédo
de P, como a autoprojecéo e a lacuna espectral) decorrerdo da demonstracao a ser feita
nos paragrafos a seguir que o raio espectral de R(1) — P, é estritamente menor que 1.
Com respeito especificamente ao fato de que 1 é autovalor simples de R(1), talvez o leitor
aprecie examinar a argumentacio fornecida por (GOUEZEL, 20044, Lema 6.6).

A colegdo a, = {[b,a, : b € S} é uma particio de Markov para este sistema e
m, € uma medida de Gibbs com respeito a esta particdo no sentido da definicédo a seguir.

Definicdo 2.26: Uma medida de Gibbs (de acordo com Bowen) para uma fung¢do continua
f : X — R é uma medida de probabilidade invariante ;. para a qual existem constantes

M > 1e C € R tais que, para todo cilindro [ag, - - -, a,_1] e qualquer n € N, tem-se

-1 p(lao, -+ -5 an—1])
= &0 (a7 —n0) =

para todo x € [ag, - - -, Qp_1]-
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Para verificar que m, é uma medida de Gibbs para In(.J,,, ), basta observar que

existe M > 1 tal que, para todo (¢, a,)-cilindro N*=!'¢-7 (g;), com g, € «,, e para todo

LS mi‘:ol ;i (a;)s

k—1 k—1 k-1
M~ 'exp Z InJ,,, (¢lz) < my, (ﬂ gb;i(gi)) < Mepoln T ($10). (2.30)
=0 i=0 =0

Com efeito, por hipdtese In J,,,, é (¢, o, )-localmente holderiana. Introduz-se o operador
dual de Ruelle L}, ; 1 pela expressdo

(L, 1) = / Luws,. f d.

[a] a [a} oY

A~

Recorde que Ly, j,,, = Ty,. Observe que L;, o Mla = M, pois

(L, ma) = / T fdme— | fdm. Vf

[a} «@ [a] a [a] @

Assim, parab € S" com k > 1

moale) = [ Vo (el = [ T X, 2 b2

[a]a

:/ Z GSk(anma)(y)X[Q,a]a(y) dma(z).

(o g (y)=2

Pela propriedade de inversibilidade local de uma aplicacdo de Markoviana, para cada
z se pode atribuir mensuravelmente y. € [b, al, tal que 3, _, e/ )WXy o) (y) =
esn(nJm)(v=) Fixado x € [b, a,, da desigualdade (2.24) obtém-se que para M = //(1=0)

vale que
M—lesn(ln JIm) () < esn (In Jm)(yz) < Mesn(ln Im)(x) )

Portanto m, ([b, al) < e**"/ma)(® para todo (¢,, a,)-cilindro [b], C [a], de comprimento
k que contém z.

A representacdo simbdlica de ¢, com respeito a particdo S é de um shift
completo (todas as entradas da matriz de transicdo correspondente sdo iguais a 1). Em
particular ¢, ([b],) = X para todo b € S. Portanto, como m, é uma medida de Gibbs
com respeito a ¢,, utilizando estimativa sobre velocidade de convergéncia de iterados do
operador de Ruelle (AARONSON, 1997, Teorema 4.7.7), existem C' > 0 e 0 < xk < 1 tais
que, para todo todo f € H,,

Esta desigualdade se traduz em termos da norma do operador em H(@a — P)"| < Ck",

7.~ [ fam,

< CHfHHu‘Kn
H

a

donde pela férmula apresentada no |Teorema 1.30| obtemos que p(f% — P,) < k.
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]

Aperiodicidade: Se mdc {@. () — pa(y) : 0 < @a(x), pa(y) < o0} = 1, entdo o raio espec-
tral de R(z) : H, — H, é estritamente menor que 1 para todo z € D \ {1}.
Demonstragdo. Note que é possivel reescrever R(z) como

RE)f =30 Rf =3 Y My = Y g
n=1 n=1 beA, boeS

onde /(b,) denota o comprimento de b, visto como um cilindro com respeito a particiio a.
De maneira similar, tem-se que

R(=)’f =) ZOMR()f =Y 2000 200y = Y ZOMf,

Eo €s 50 €s bies b= (EO ,El ) €§2
prosseguindo de maneira indutiva, é facil ver que para toda f € H, e qualquer £,

RE(2)f = > O

b=(b0, bk _1)ES"

Claramente para b € 5" tem-se que [(b) > k. Deste modo, pelo[Lema 2.24 conclui-se que
1R(2)" fllae. < Blal® ("1 fllsea+1 /1) - (2.31)

Recorde que um operador linear () : X — Y entre dois espagos de Banach é
dito compacto se para toda sequéncia limitada {x, },.n em X, a sequéncia {Q(z,) }nen
possui uma subsequéncia convergente em Y. Note que a inclusdo H, — L'(m,) é com-
pacta. Isso decorre de uma adaptacdo do teorema de Arzela-Ascoli pois, grosseiramente
falando, ser limitada na norma de H, se traduz em ser limitada na norma uniforme
e possuir constantes de Lipschitz uniformemente limitadas, implicando equilimitacao
e equicontinuidade. Além disso, como estamos lidando com uma probabilidade, ndo é
uma surpresa que topologia uniforme pode ser vista como mais forte que a topologia
L', de modo que uma sequéncia convergente na norma uniforme resultard também
convergente em L'. A sutileza se encontra, contudo, no fato da norma sobre #, ser
definida desconsiderando um conjunto de medida nula [a]. Detalhes técnicos podem ser
consultados em (GOUEZEL, |2004b, Proposicdo 1.1.16).

Para k fixado, considere uma sequéncia { f,,} contida na esfera unitdria de H,
satisfazendo

i [|R(2)ull,, = B

n—oo

Pelo comentério anterior, sendo essa sequéncia limitada, existe uma subsequéncia { f,,, }
convergindo para f,, (na topologia uniforme e portanto) em L!(m,). Essencialmente se
pode assinalar que

[ foolloo < Ny = foolloo + 1l < 1y = Fooll oo 1,
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assegura || f»||,, < 1. Com isto, uma passagem ao limite em (2-31) fornece

sup ||R(z)*f|| < Blz[*(6" + 1).
1113, =1

Portanto p(R(z)) < || para todo » € D. Basta agora considerar o caso z # 1 com |z| = 1.

Pelo|Teorema 1.32} para todo ~ € D o raio espectral essencial de R(z) em H, é menor ou

igual a # < 1. Assim basta verificar que nenhum autovalor de R(z) tem mddulo 1.
Fixando z = ¢" com 0 < t < 27 e supondo R(z)f = \f para f € H, ndo nula
e |\ = 1. Para u,v € L*(m,) seja

(u,v) = /ﬂv dmy,.

Defina o operador W : L>(m,) — L>(m,) por Wu = z¥°u o ¢, = e~y o ¢,. Note que
R(z)v =YY My(z*v) = R(1)(z%"v).
n=1beAn

Deste modo, como R(1) é o operador de transferéncia da transformacdo induzida ¢,, o
operador W satisfaz

(u, R(2)v) = / TR(2)v dm, = / TR(1)(ev) dm, = / T o poet®v dmy,

/_u~vde

(Wu,v),

ou seja, W é o adjunto de R(z). Deste modo

IWf=Afl5 = W15 — 2Re(W M) + IAPIFIE = IW I3 — 2Re(M(f, R(2)f)) + II£1I2
= W1l = 2Re(M£, ) + 1 /15
= WAz = IIF15

Como ¢, preserva a medida m,, tem-se

WA = / P oge= / = £

e deste modo ||W f — Af||2 = 0. Portanto a fungio W f — Af é nula m,-quase todo ponto.
Como f € H, e m, é ndo nula nos cilindros, a funcfio f é continua, entdo Wf — Af =0
em todo ponto, em particular

e f 0 6 = XF.
Tomando o mddulo, a ergodicidade de ¢, garante que |f| é constante em quase todo
ponto donde, por continuidade em todo ponto. Como f # 0, esta constante € nio nula
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e assim € possivel considerar f de médulo constante 1 (a menos de trocar f por f/|f|).

Assim, tem-se que

et = 2L 31 T oo,

onde f : [a], — S' é mensuravel e A € S'. Deste modo as condi¢des em (AARONSON;
DENKER, 2001, Teorema 3.1) sdo satisfeitas, o qual garante que f é (a,).-mensuravel,
onde (o, ). € a particdo mais fina com a propriedade de para todo E € a,, ¢,(F) estad
contido em algum 4tomo de («,).. Na verdade, como ¢,(E) = [a], para todo E € «,
tem-se que (o). = {[a], D} e consequentemente f é constate em quase todo ponto e
assim, por continuidade, em todo ponto.

Agora note que, fazendo uso da[Equacao (2.29)], obtém -se

NE

(R)) (@) = (RO () )(@) = Y (R (z7 ) (@) = Y eImd0z2eWf(y),

n=1 yEdy (2)

ou seja,

Z MUma) W) 20a®) (1)) = \f ().

yEda ' (z)
Como a equacdo acima se trata de uma combinacdo convexa nao trivial de pontos

extremais, necessariamente

W fy) =Af(z)  Vye o (x)eVa.

Como f é constante e mdc {a(r) — pa(y) : 0 < @a(x), pa(y) < 0} =1, tem-
se que z¥«W) = ) para todo y é verdade apenas quando ~ = A = 1, um absurdo, ja que

z # 1.
O

Decaimento de Correlacao: A desigualdade

3 S C
Cor(f, g0 6") — ( S mlp. > k]) / fdm / gdm| <~ llgllol .
k=n-+1
¢ valida.
Demonstragdo. Pela [Equacdo (2.28)| tem-se que || R,|| = O(m([g. = n])) e
consequentemente

1
S =0 ;)
k>n
1

para algum > 2. Tem-se que Pf = laD) f[a}a fdm - X, e portanto

_ ml[pa = n])
PR.P = — =P,
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Recordando que R, sdo operadores lineares, necessariamente R/, = R,, e consequente-
mente

Lo 1
PROP = /aa*”“d P= @y’

pela férmula de Kac (Teorema 1.64)) . Deste modo

PR'(1)P #0.

Deste modo, as condicOes do [Teorema 2.11|sdo satisfeitas, e portanto existe £, € B(H)

com norma ||E,| = O(1/n!?)) tal que para toda f em H (suportadas em [a],)

X[a]&T(bf X[a (/fdm—l— Z

k=n+1

gpa>n])/fdm+Enf>.

Multiplicando por uma g € L*(X, F, m) suportada em [a],, tem-se pela definicdo de
operador de transferéncia

/fgo¢ndm /fdm/gdm+ Z (lpa > K] /fdm/gdm+/gE £ dm.

Como || - [|oc < || - ||, 0 valor absoluto do tdltimo termo € limitado por ||g||col| f|l% || Enl|-
[

Note que quando m([p. > nl) < 5, [f. [9 # 0 e [|gllo [fllx < o0 a
estimativa acima implica em

Cor(f,go¢") ~ (i m([pa >k])> /f/g

deste modo obtendo uma limitacdo inferior para o decaimento de correlacéo.
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