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RESUMO

E proposto e discutido neste trabalho a modelagem matemaética sobre a
propagagdo de HIV e posterior AIDS com a inser¢gao de tratamentos de
profilaxia. A AIDS é considerada como uma doenca viral que ocorre quando o
virus adentra no sistema imunolégico da pessoa e ataca as suas células
responsaveis pela defesa. Ela é o desenvolvimento avang¢ado do HIV no corpo.
O objetivo inicialmente é apresentar os modelos desenvolvidos por Anderson,
Medley e Johnson (1986), que formularam modelos matematicos simples da
dindmica de transmisséao da infecgéo pelo HIV e o de Morillo, Carrasco e Meyer
(2018), que ja consideram duas cepas do virus, HIV-1 e HIV-2. Por outro lado,
nenhum deles consideraram o fato de que atualmente, € possivel realizar
tratamentos contra a AIDS ainda precoce, antes mesmo de ser contaminado.
Entdo, € proposto uma variante que leve em consideragdo tais tratamentos.
Para isso, utilizou-se um modelo de equactes diferenciais ordinarias e para
desenvolvé-lo foi realizado algumas experimentacfes numéricas comentadas,
com o objetivo de simular a reproducédo da doenca e os pontos de equilibrio do
mesmo. Como resultado, é possivel verificar um decaimento de 20% no
namero de novos infectados e 35% da populacdo que progrediu para AIDS,
confirmando a importancia do tratamento da profilaxia na reducdo da
transmissibilidade do HIV.

Palavras-chave: Modelagem  Matematica; EquacBes  diferenciais;
Biomatematica.



ABSTRACT

It is proposed and discussed in this paper the mathematical modeling of the
spread of HIV and later AIDS with the insertion of prophylaxis treatments. AIDS
is considered a viral disease that occurs when the virus enters a person's
immune system and attacks the cells responsible for defense. It is the advanced
development of HIV in the body. The goal initially is to present the models
developed by Anderson, Medley, and Johnson (1986), who formulated simple
mathematical models of the transmission dynamics of HIV infection, and that of
Morillo, Carrasco, and Meyer (2018), which already consider two strains of the
virus, HIV-1 and HIV-2. On the other hand, none of them considered the fact
that nowadays, it is possible to carry out AIDS treatments at an early age, even
before being infected. Therefore, a variant is proposed that takes such
treatments into consideration. For this, a model of ordinary differential equations
was used, and to develop it, some numerical experiments were performed, with
the objective of simulating the reproduction of the disease and its equilibrium
points. As a result, it is possible to verify a 20% decrease in the number of newly
infected people and 35% of the population that progressed to AIDS, confirming
the importance of prophylaxis treatment in reducing HIV transmissibility.

Keywords: Mathematical modeling; Differential equations; Biomathematics.
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INTRODUCAO

A descoberta do HIV (Virus da Imunodeficiéncia Humana) ocorreu em 1983
pelos estudos de pesquisadores franceses, que marcaram a evolucao da ciéncia no
desenvolvimento de testes e medicamentos da AIDS (Sindrome da Imunodeficiéncia
Adquirida), que ja assolava a populacdo mundial desde meados da década de 70.
Com o descobrimento foi possivel identificar os métodos pelos quais o virus se
espalhava, criando solucdes para frear a pandemia.

A AIDS, que é considerada como uma doenca viral, ocorre quando o0 virus
adentra no sistema imunoldgico da pessoa e ataca as suas células responsaveis pela
defesa. Dessa forma, o individuo acaba se tornando suscetivel a contaminacdo de
demais doencas, ja que 0 seu corpo € exposto a patdgenos externos diariamente, € 0
sistema imunitario tende a combater esses ataques que podem ser provenientes de
bactérias, virus e/ou micrébios. De acordo com Cardoso (2020), esta € uma barreira
muito complexa e que é formada por milhdes de células, as mesmas com tipos e
funcdes diferentes. Os linfécitos TCD4+, por exemplo, sdo um tipo de células de
defesa, e os principais alvos do virus do HIV. Sendo assim, o virus interage com um
componente da membrana dessa certa célula, fazendo com que o sistema de defesa
perca a capacidade de resposta adequada e como consequéncia o corpo fica mais
vulneravel a doencas. Por outro lado, o HIV pode ser transmitido tanto pelo sangue,
como pelo sémen, leite materno, fluidos vaginais de portadores da doenca e pelo
contato com objetos infectados. A AIDS é o desenvolvimento avancado do HIV no
corpo.

Segundo informacdes da UNAIDS (Programa Conjunto das Nac¢Ges Unidas
sobre HIV/AIDS), que é um dos érgdos competentes que disponibilizam dados e
informacdes sobre HIV e AIDS no Brasil, o progresso global contra o HIV esta
diminuindo ao invés de acelerar, mesmo que a resposta a pandemia de AIDS tenha
se mostrado resistente em tempos adversos. Dados mostram que mesmo tendo um
percentual de queda global em 2021 em novas infec¢Oes pelo HIV, a queda foi de
apenas 3,6% em relacdo ao ano de 2020, que condiz a menor reducao anual desde
2016. As recentes crises como a COVID-19 e a guerra Russo-Ucraniana séo

apontadas como as principais causas do retardamento. Como consequéncia, a meta
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de acabar com a AIDS como ameaca a saude publica que era prevista até 2030 acaba
sendo comprometida.

Ainda de acordo com o 6rgdo competente, Europa Oriental, Asia Central,
Oriente Médio, Norte da Africa e América Latina sofreram aumentos nas infeccdes
anuais pelo HIV durante a Gltima década e na Asia e no Pacifico, os dados do UNAIDS
mostram que as novas infeccdes pelo HIV estdo aumentando onde estavam caindo
nos ultimos 10 anos.

Cerca de quatro mil pessoas, dentre elas, 28% jovens entre 15 a 24 anos
sao infectadas pelo HIV diariamente e se essa tendéncia continuar teremos 1,2 milh&o
de pessoas infectadas pelo HIV em 2025, que é trés vezes mais do que a meta de
2025, que era de 370 mil novas infeccgdes.

Em 2021, por exemplo, de acordo com dados da UNAIDS, 650 mil pessoas
morreram de causas relacionadas a AIDS. Isso seria evitavel com a disponibilidade
de medicamentos antirretrovirais de Ultima geracdo e ferramentas eficazes para
prevenir, detectar e tratar adequadamente infecgbes oportunistas como a meningite
criptocécica e a tuberculose e, se ndo houver a¢des para evitar 0 avanco do virus, as
mortes relacionadas a AIDS continuardo a ser uma das principais causas de 0bitos
em muitos paises.

A modelagem matematica tem um papel muito importante em buscar como
é feita a propagacdo de HIV e a posterior doenca AIDS, ja que de acordo com
Bassanezi (2012), ela é o processo de criacdo de modelos onde estao definidas as
estratégias de acao do individuo sobre a realidade, carregada de interpretacdes e
subjetividades proprias de cada modelador.

Esse trabalho visa realizar uma andlise populacional dos individuos desde
0 contagio até o desenvolvimento efetivo de AIDS. Além disso, uma das propostas da
pesquisa é combater o estigma e a discriminacdo de pessoas que vivem com HIV,
gue acabam atrasando ainda mais o combate ao virus e abordar mais sobre o HIV e
a AIDS, sobre o que ainda pode estar vinculado ao imaginario do inicio da década de
1980 na sociedade. Logo, sera estudado os estagios desde que o individuo infectado,
tendo ou ndo um tratamento precoce, passara do contdgio com a doenca até o
desenvolvimento efetivo da AIDS e o que acontece com a disseminagéo da doenga
na populacdo ao longo do tempo. Serd apresentado e aperfeicoado os modelos
desenvolvidos por Anderson, Medley e Johnson (1986), na tentativa preliminar de

formular modelos matematicos simples da dindmica de transmisséo da infeccéo pelo
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HIV em comunidades homossexuais e o de Morillo, Carrasco e Meyer (2018), que ja
consideram duas cepas do virus, HIV-1 e HIV-2. Na pesquisa desenvolvida por eles,
apresentaram inicialmente uma primeira variante considerando apenas infeccao pelo
tipo HIV-1, com algumas hipéteses adicionais da dindmica da doenca do modelo
realizado por Anderson, Medley e Johnson (1986) e o caso de superinfeccao pelo HIV-
1 e HIV-2.

Todos 0s modelos e variantes serdo apresentados e considerados para o
desenvolvimento da modelagem deste trabalho. Porém, nenhum dos modelos
consideram o fato de que atualmente, é possivel realizar tratamentos contra a AIDS
ainda precoce, antes mesmo de ser contaminado. Sendo assim, a proposta deste
trabalho é de desenvolver um novo modelo que leve em consideragédo o tratamento
da profilaxia para verificar se ha uma reducéo da transmissibilidade do HIV.

Dessa forma, no Capitulo 1 é abordado uma sintese da literatura para
compreender mais sobre a doenca, sua origem, transmissdo, estagios, grupos e
tratamentos. No Capitulo 2 sera apresentado um pouco mais sobre o processo da
modelagem mateméatica e suas etapas, além da teoria utilizada sobre Equacdes
Ordinarias. O Capitulo 3 apresenta os modelos utilizados como referéncia, suas
metodologias, equacdes e dinamica da propagacdo. Além disso, é apresentado o
modelo considerando tratamentos precoces. O Capitulo 4 traz a analise e discussao
dos resultados, com simulacdes e a estabilidade dos modelos. Por fim, no Capitulo 5

sao apresentadas as consideracdes finais buscando atingir o objetivo da pesquisa.
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1. O VIRUS DA IMUNODEFICIENCIA HUMANA - HIV

Em se tratando de origem, o HIV n&o possui comprovadamente um local,
porém sabemos que os primeiros casos da AIDS foram detectados na Africa e nos
Estados Unidos. De acordo com Forattini (1993) o virus teria sido passado dos
primatas para os homens, porém € desconhecido como teria ocorrido. Segundo dados
da UNAIDS, uma espécie de chimpanzé identificado por cientistas na Africa Ocidental
poderia ser a fonte do virus humano, logo podemos associar que a caca dos mesmos
resultaria no contato com o sangue infectado pelo SIV (Virus da Imunodeficiéncia
Simia) que posteriormente poderia desenvolver o HIV nos humanos.

O HIV se espalha através de alguns dos fluidos corporais e ataca o sistema
imunoldgico do individuo infectado, mais precisamente nas células T-CD4 que sao
responsaveis por reconhecer e combater diversos virus e bactérias que entram em
Nnosso corpo todos os dias. Ao entrar em contato com a célula, o virus se liga a um de
seus componentes perfurando sua membrana e se multiplicando em seu interior,
diminuindo a eficiéncia do sistema de protecdo humano, possibilitando que agentes
externos causem doencas com mais frequéncia. Quando o virus se espalha sem
contencéo, o corpo humano se torna altamente vulneravel e é quando se desenvolve
a AIDS.

A descoberta realizada na década de 80 resultou em diversos estudos
sobre a infeccdo do HIV e atualmente podemos esclarecer como o mesmo é
disseminado entre os humanos. Assim como descrito anteriormente, o virus se
espalha através de fluidos corporais, porém nem todos os fluidos sédo capazes de
transmiti-lo. Além disso, a infeccao pelos mesmos nao é certeira.

De acordo com a ABIA (Associacdo Brasileira Interdisciplinar de AIDS,
2016) a saliva, urina, lagrimas, fezes e suor sdo fluidos nédo infectantes por nao
conterem quantidades suficientes do virus para uma transmissao. Além disso,
algumas dessas criam ambientes indspitos para o virus como acidos e enzimas, como
exemplo a saliva, que ainda conta com a enzima inibidora de protease secretada por
leucdcitos (SLIP) que cria uma barreira natural para o HIV. O sangue, sémen e as
secrec¢Oes vaginais séo, respectivamente, 0s que possuem maiores concentracoes de

HIV e, por esse motivo, sdo considerados fluidos infectantes.
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Segundo o Ministério da Saude (2007), outro método de infeccdo pelo virus
se da durante a gravidez, onde ha a possibilidade de transmissao vertical, seja durante
o periodo de gestacéo (35%), no periparto (65%) ou pelo leite materno (entre 7% e
22% acrescidos do periparto), que também é considerado um fluido infeccioso. Desse
modo, estima-se que cerca de 12.456 recém-nascidos sejam expostos por ano.

Conforme explica a ABIA (2016), sdo necessarias algumas condi¢des para
gue o HIV seja transmitido. O virus deve estar presente e ativo no fluido ao qual se
tem o contato, ou seja, é impossivel que o virus se desenvolva naturalmente no corpo
humano. A quantidade de virus contida no fluido ao qual se da o contato € proporcional
a taxa de infec¢éo, ou seja, caso o individuo possua o virus em pequenas propor¢coes
(carga viral indetectavel), a chance de infeccdo € menor. Entrar em contato com o
fluido que possua HIV ndo garante a infeccdo, o virus deve adentrar na corrente
sanguinea em quantidades suficientes para que haja a possibilidade de transmissao.

Apos a infeccao por HIV, a progressao do virus no corpo pode ser dividida
em trés estdgios segundo a UNAIDS, estes que sdo a infeccdo aguda, a fase
assintomatica e a AIDS.

A fase de infeccdo aguda tende a iniciar entre 2 e 4 semanas apos o
contagio do virus e pode gerar sintomas semelhantes ao da gripe, que se desenvolve
como uma resposta natural da infeccdo, essa fase € conhecida como sindrome
retroviral aguda (ARS) e nem todas as pessoas infectadas a desenvolvem. E durante
essa fase que o virus possui grande replicacdo no corpo e, por esse motivo, a chance
de transmisséo é elevada.

Durante a fase assintomatica ou periodo de laténcia, o HIV ainda esté ativo,
mas reproduz em niveis muito baixos. Nesse periodo pode ser que o0 paciente ndo
apresente nenhum dos sintomas e nem fique doente durante esse tempo. Pessoas
gue adotam uma terapia, como a antirretroviral (ART), podem viver sob a laténcia
clinica por véarias décadas, enquanto aquelas que nao realizam, a fase pode durar
cerca de uma década. Por fim, é importante saber que nesta fase a transmisséao do
HIV ainda pode ser realizada mesmo com o tratamento, mesmo com chances baixas.

Por fim, a ultima fase, AIDS, ocorre quando o sistema imunoldgico esta
seriamente danificado e a pessoa se torna vulneravel a infecgbes e canceres. Sem
um tratamento, pessoas que sao diagnosticadas com AIDS normalmente sobrevivem

cerca de 3 anos e se houver uma doenca oportunista perigosa, a expectativa de vida



19

cai para cerca de 1 ano. Logo, essas pessoas precisam de tratamento médico para
evitar a sua morte.

O HIV pode ser subdivido em dois grupos de virus, o HIV-1 e HIV-2, onde
0 HIV-2 se concentra em sua maioria na Africa Ocidental, enquanto o HIV-1 se
estende por todo o mundo. De acordo com Nyamweya (2013), os virus compartilham
de vérias semelhancas, porém o HIV-2 possui menor taxa de transmissibilidade e de
progresséao para AIDS quando comparada ao HIV-1. Quando o virus progride, ambos
possuem processos semelhantes, porém o HIV-2 possui contagem de CD4 mais
elevadas.

Além de contrair o HIV pelos métodos citados acima, o individuo esta
passivel de se reinfectar e desencadear uma superinfeccédo. Segundo Tiburcio (2010),
a superinfeccao ocorre quando mais de um tipo de cepa do virus adentra a corrente
sanguinea do infectado e, como consequéncia, o material genético de ambas as
cepas sao recombinados, criando cepas mais virulentas, resistentes ao tratamento de
antirretrovirais, podendo aumentar a taxa de transmisséao devido ao aumento de carga
viral, além de possuir taxas de progressdo para AIDS superiores comparados a
somente um tipo de HIV. Em 2010, sdo conhecidas ao menos 48 recombinacdes do
HIV-1 pelo mundo.

Infelizmente até o momento o HIV ndo possui uma cura e a Unica forma de
possuir a certeza que a contraiu é por meio do teste. Logo é de suma importancia que
os individuos que possuam a possibilidade de alta infeccéo realizem os testes. Caso
haja diagnostico de HIV logo no inicio, o tratamento por meio da terapia antirretroviral
pode prolongar a vida do infectado, além de diminuir as taxas de transmissibilidade e
de evolucao do virus para a AIDS.

Além do tratamento pela ART, o HIV possui outros tipos de tratamento,
estes que podem iniciar antes mesmo da comprovacao do virus no corpo. Esses

tratamentos serdo tratados ao decorrer do texto.
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2. A MODELAGEM MATEMATICA

Neste capitulo serd apresentado inicialmente a perspectiva da modelagem
matematica, o processo da resolucdo de um problema por meio das etapas da
modelagem e a teoria utilizada em conjunto para solucionar os problemas que seréao

abordados na pesquisa.

2.1. PERSPECTIVA SOBRE A MODELAGEM MATEMATICA

A matematica sempre se fez presente na vida humana e a necessidade da
utilizacdo dela em problemas concretos do dia a dia sempre esteve atrelada ao seu
desenvolvimento. A partir de um processo gradual, a matematica se moldou como um
campo de conhecimento cientifico sistematizado, assim como a conhecemos
atualmente.

A importancia de resolver problemas praticos utilizando matematica foi
intensificada no decorrer do tempo, tornando a ciéncia uma ferramenta difundida entre
0s demais meios de conhecimento que a utilizam em busca de resolu¢cdes de seus
préprios problemas. Com essa utilizacdo vemos a criacdo da Modelagem Matematica
como um subgrupo de conhecimento responsavel por interligar processos de demais

areas ao conhecimento matematico. Para Bassanezi (2012, p. 10),

a modelagem é o processo de criagao de modelos onde estédo definidas as
estratégias de acao do individuo sobre a realidade, mais especificamente,
sobre a sua realidade, carregada de interpretagcdes e subjetividades proprias
de cada modelador.

A Modelagem Matematica, de uma forma simples, resume-se a criacao de
um modelo matematico (um padrdao ou formula matematica) para explicacdo ou
compreensao de um fendmeno natural. Esse fendmeno pode ser de qualquer area do
conhecimento.

De acordo com Bassanezi (2012, p. 16), “a modelagem matematica
consiste na arte de transformar problemas da realidade em problemas matematicos e
resolvé-los interpretando suas solugdes na linguagem do mundo real”. Diante
Biembengut e Hein (2005), a matematica e a realidade séo dois conjuntos disjuntos e
a modelagem é um meio de fazé-los interagir. Usada como metodologia de ensino e

aprendizagem, “parte de uma situacédo/tema e sobre ela desenvolve questbes, que
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tentardo ser respondidas mediante o uso de ferramental matematico e da pesquisa
sobre o tema” (BIEMBENGUT; HEIN, 2005, p.28).

A modelagem pode ser empregada em diversos temas, possuindo diversas
vertentes que dependem da situacdo apresentada. A busca pela utlizagdo da
matematica para solucdes de problemas biolégicos vem se intensificando ao longo do
tempo e da sua crescente utilizacdo surge o campo de conhecimento denominado
Biomatemaética.

Das diversas linhas de pesquisas da Biomatemética, temos como destaque
os estudos em dinamica populacional, onde sdo abordados problemas em
Epidemiologia e dispersédo aplicados a problemas de saude publica como, por

exemplo, a AIDS.

2.2. ETAPAS DA MODELAGEM MATEMATICA

Segundo Biembengut e Hein (2005), o processo da Modelagem
Matematica divide-se em trés etapas. A primeira € a interacdo com o assunto, que se
deve fazer o recolhimento da situac&o problema e familiarizar-se com o assunto a ser
modelo-pesquisa. Nesta etapa, a situacao a ser estudada sera delineada e para torna-
la mais clara devera ser feita uma pesquisa sobre o assunto escolhido por meio de
livros, revistas especializadas, internet, entrevistas e de dados obtidos junto a
especialistas da area.

Na segunda etapa, titulada por Matematizacéo, deve-se fazer a formulacéo
do problema (hipotese) e resolucédo do problema em termos do modelo. Considerada
como a fase mais complexa e desafiadora, é nela que se dara a traducéo da situacao
problema para a linguagem matematica. Nela a intuicdo, criatividade e experiéncia
acumulada sao elementos indispensaveis. Para formular e validar as hipéteses é
necessario classificar as informacdes relevantes e néo relevantes, identificando os
fatos envolvidos; decidir quais os fatores devem ser perseguidos, levantando
hipéteses; selecionar variagbes relevantes e constantes envolvidas; selecionar
simbolos apropriados para essas variacdes e descrever essas relacdes em termos
matematicos.

Para chegar ao Modelo Matematico sdo efetuadas varias deducdes. Ao
final desta etapa, deve-se obter um conjunto de expressées e formulas, ou equacdes

algébricas, ou graficas, ou representacdes, ou programa computacional que levem a
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solucéo ou permitam a deducdo de uma solucéo. Desta forma, o problema passa a
ser resolvido com o ferramental matematico que se dispde. Isto requerera um
conhecimento razoavel sobre as entidades mateméaticas envolvidas na formulacdo do
modelo.

Por fim, na terceira etapa temos o Modelo Mateméatico, ou seja, a
interpretacdo da solucéo e a validacdo do modelo-avaliacdo. Para o remate final e
utilizacdo do modelo serd necesséaria uma checagem para averiguar em que nivel este
se aproxima da situagado-problema apresentada. Assim, a interpretacdo do modelo
deve ser feita por meio de analise das implicacdes da solucao, resultada do modelo
gue esta sendo investigado, para entdo, verificar se esta adequado, retornando a
situacdo problema investigada. Para finalizar, € necessario conferir até que ponto o
modelo encontrado atende a situacéo problematizada. Caso o modelo n&o satisfaca
as necessidades que o geraram, o processo deve ser retomado a partir da segunda

etapa, reorganizando-a.

Figura 1: Etapas da Modelagem Matemética

Matematizagao

Fonte: Autoria propria (2021)
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2.3. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

A sequir sera apresentado e discutido perspectivas da teoria de equacdes
diferenciais ordinarias que foram aplicadas nas analises qualitativas dos modelos
considerados. Os resultados podem ser encontrados nas referéncias.

Definicdo 2.3.1 Uma equacao diferencial ordinaria (EDO) de primeira ordem é uma

equacao do tipo:

dx )
at ~ 16X,
sendo que f:U —» R? é definida em um aberto U de R'*4,

Qualquer funcéo ¢ definida em um intervalo I, que satisfazer a Gltima equacao pode
ser chamada de solucdo da EDO. Além disso, se dado t, € I, com (ty,x,) €U e a

solugéo ¢ satisfaz

@ (to) = xo

¢ € dita solucdo de um Problema de Valor Inicial (PVI), ou seja, ¢ é solucéo de

dx_
E—f(t'x)

x(to) = xo
Quando se estuda uma EDO (ou um PVI), precisa-se determinar sob quais condi¢cdes
possui solucdo e se esta solucdo € Unica. Para este tipo de estudo € necessario o

conceito de Funcédo Lipschitiziana, que sera apresentado a seguir:

Definicdo 2.3.2 (Fungédo Lipschitziana) Uma aplicacéo f: X — Y entre dois espacos

normados X e Y, € chamada de lipschitziana se existe uma constante ¢ > 0 tal que:

IIf Ce1) = Fxe)lly < Cllxy — x2llx

para quaisquer x;,x, € X, onde |||ly e |I'lly s&o normas nos espacos X e Y,

respectivamente.
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Definicdo 2.3.3 Diz-se que uma aplicacéo f:U — R? é localmente Lipschitziana em
relacdo a segunda variavel se, para todo (t,, x,) € U, existem § = §(ty,xy) >0e C =

C(ty,x0) > 0, tais que Bg(ty) X Bs(xg) c U e

If (t, x1) — f (& x)I < Cllxy — x|

quaisquer que sejam t € Bg(ty) € x1.Xx, € Bs(xp).

Com estas definicbes pode-se enunciar o principal resultado que garante a existéncia

e unicidade de solugéo de um PVI.

Teorema 2.3.4 (Existéncia e Unicidade) Seja f:U —» R% uma fungdo continua e
localmente Lipschitziana em relagéo a segunda variavel, entdo para todo (ty, x,) € U

existe um intervalo aberto I e uma Unica solugdo ¢:1 - R% do PVI

dx B
=)
x(to) = xo

No gque segue, busca-se condi¢des para que a solucdo de um PVI esteja definida para
todo t > 0, posto que o objetivo deste trabalho € estudar o comportamento de uma
solugdo quando t — oo. Para isso, define-se solugdo maximal e quando esta solugéo

esta definida paratodot > 0.

Definicdo 2.3.5 Denomina-se por solucdo maximal (ou maxima) de

dx

- = t,

= =[x
a toda solucéo ¢ definida num intervalo I, denominado intervalo maximo de ¢, tal que
se Y é outra solucao no intervalo Jcom I c J e ¢ = ¢\, (\; significa y restrita a I),

entaol = J.

Teorema 2.3.6 Seja f continua num aberto U de R'*¢, Se ¢ é a solugdo maxima unica

de um PVI definida em um intervalo («, ), entédo a aplicacdo g(t) = (t,¢(t)) tende a
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fronteirade U quandot —» a* (out — B7). Isto é, paratodo compacto K c U existe

uma vizinhanca V de a (ou de g) tal que g(t) ¢ K parat € V.

Segue deste Ultimo teorema que, se a Unica solugdo maxima ¢ de um PVI € limitada,

entdo ¢ é definida paratodot € R.

2.4. ESTABILIDADE

Sera apresentado agora os conceitos de estabilidade local e global. Isto é
importante pois para a solucdo de um PVI que esta definida para todo t > 0,
necessita-se estabelecer o comportamento da solucdo quando t — oo, para
compreender a dindmica, ao longo do tempo, das popula¢cdes do modelo que sera

proposto e estudado.

Definicdo 2.4.1 Seja x, um ponto de equilibrio do campo f:U c R"™ - R" (isto &,
f (x,) = 0). Este x, € chamado de ponto de equilibrio estavel, no sentido de
Lyapunov, se dado ¢ > 0,existeum§ > Otalque ||x, — x.|| < dentdo ||p(t,xy) —
X.|| < eparat = 0.

Dito de outra forma, um ponto de equilibrio € dito estavel se as solu¢des, com dados
iniciais proximos ao ponto de equilibrio, permanecem numa vizinhanga do equilibrio

em todo tempo t > 0.

Definicdo 2.4.2 Um ponto é dito instavel se ele ndo é estavel.

Definicdo 2.4.3 Um ponto de equilibrio x, € dito assintoticamente estavel se for
estavel e, ¢(t,x,) = x, quando t — oo, sempre que ||x, — x.|| < §. Ou seja, as

solugdes se aproximam do ponto de equilibrio quando t — oo.

Definicdo 2.4.4 A bacia de atracdo A(x,) de um ponto de equilibrio assintoticamente

estavel, x,, € conjunto de solu¢des iniciais cujas oOrbitas tendem a x, quando t — oo.

Definigdo 2.4.5 Um ponto de equilibrio x, é dito globalmente assintoticamente estavel

se for estavel e A(x,) = R™.
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O teorema que sera apresentado a seguir permite caracterizar quando um ponto de

equilibrio é assintoticamente estavel ou instavel:

Teorema 2.4.6 Seja A uma matriz quadrada, com elementos constantes. O ponto de

equilibrio da equacéo vetorial x'(t) = Ax(t) com condicdo inicial x(t,) = x, €:

(I) assintoticamente estavel, se e somente se, A tem apenas autovalores com parte
real negativa.

(I) instavel, se e somente se, A tem pelo menos um autovalor com parte real positiva.

As definicbes e resultados seguintes sao referentes a estabilidade global.
Sendo assim, serdo definidos os conceitos de funcional de Liapunov e de conjunto
positivamente invariantes, os quais séo ferramentas fundamentais para se estudar a

estabilidade global de um sistema.

Definicdo 2.4.7 (Funcional de Lyapunov) Seja H um aberto do R™. Dado x, € H,com
f (xo) = 0,uma funcéo diferenciavel V : H ¢ R™ — R é dita funcional de Lyapunov

se satisfaz as seguintes condigdes:
(1) V (x) = 0.
(2)V (x) > 0,paratodo x € H — {x,}.

(3) V'(x) < Oparatodox € H.

Da definicdo anterior, dizemos que um funcional de Liapunov € estrito se a condi¢éo
(3) for substituida por (3’): V'(x) < O paratodox € H — {x,}.

Definicdo 2.4.8 Um conjunto M < R™ é invariante com relacao a% = f (t,x) se, para

todox, € M,p(t,x,) € M paratodot € R.

Definicdo 2.4.9 Um conjunto M c R"™ é chamado de positivamente invariante com

relacéo a% = f (x) se, paratodo x, € M,p(t,x,) € M paratodot € R,.

Teorema 2.4.10 Seja f : H - R™ uma funcao localmente Lipschitziana:
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(1) Se existe uma funcao de Lyapunov para x, entdo, x, € estavel.
(2) Se existe uma funcdo de Lyapunov estrita para x, entdo x, €

assintoticamente estavel.

Teorema 2.4.11 (Principio da Invariancia de La Salle) Sejam V: R" - Re f: R" - R"
funcGes de classe C!(funcGes com todas as derivadas parciais de 12 ordem
continuas). Seja L € R uma constante real tal que Q, = {x e R™:V(x) < L} seja
limitado. Supondo que V'(x) < 0 para todo x € Q; e definindo E ={x € Q, : V'(x) =
0}. Seja B o maior conjunto invariante em E. Entdo, toda solu¢do de % = f(x) com

condicéo inicial em ,; tende para B quandot — co.
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3. MODELOS MATEMATICOS

A modelagem matemética ajuda a entender as etapas pelas quais um
individuo trespassa desde a situacao de risco que leva ao contato com o virus até o
desenvolvimento real da AIDS. Sera apresentado neste capitulo os modelos
matematicos utilizados como base e a criacdo de um novo modelo, considerando
algumas hipéteses adicionais com suas respectivas justificativas. Inicialmente
apresentaremos o modelo de compartilhamento SLI, isto €, suscetiveis — latentes —

infectados para melhor entendimento do que e aonde queremos chegar.

3.1. MODELO DE COMPARTILHAMENTO SLI

7z

Um modelo é considerado deterministico se possuir um conjunto de
entradas conhecido e resultar em um uUnico conjunto de saida. Geralmente sua
modelagem é realizada analiticamente, a ndo ser que o modelo se torne complexo
com uma grande quantidade de varidveis ou relacdes, dai a solucao é obtida por meio
de simulacgdes.

O modelo explorado neste trabalho € o SLI (suscetiveis — latentes —
infectados), considerado deterministico e de compartimento. E um modelo que auxilia
na compreensao das etapas em que o individuo evolui com um determinado virus,
como por exemplo, a evolugéo do HIV a AIDS.

Sendo assim, vamos considerar que uma pessoa suscetivel € um ser que
esta sujeito ou propenso a contrair o virus HIV. O adjetivo latente qualifica aquilo que
esta encoberto, isto €, que ndo esta aparente. Logo, os latentes serdo divididos em
dois grupos, entre a populacdo que sabe que contraiu o virus HIV e 0os que ndo tem
conhecimento. Por fim, mesmo com outras divisdbes que serdo consideradas no
decorrer do trabalho e explicada com mais detalhes, os infectados séo a parcela da

populacao que foi infectada e passa a ser portadora da AIDS.

3.2. MODELO DE ANDERSON, MEDLEY E JOHNSON
O trabalho desenvolvido pelos autores foi uma tentativa preliminar de
formular modelos matematicos simples da dindmica de transmissao da infeccao pelo

HIV em comunidades homossexuais. O modelo pode ser utilizado para avaliar varios
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processos apos o virus infectar uma pessoa. Na época, os autores ainda afirmam que
pouco se sabia sobre os parametros epidemioldgicos basicos que caracterizam a
dindmica da transmissao do virus, como a duracéo do periodo latente da infeccdo (o
tempo da infeccdo até o ponto que o hospedeiro é infectado e passarédo a exibir 0
estagio final a AIDS), a duracao da persisténcia viral dentro do hospedeiro apés
contrair o virus e o periodo infeccioso. Naquele tempo, fatos como esses dificultavam
as concepcdes politicas de controle eficazes, na avaliacdo de tendéncias futuras na
incidéncia da AIDS e no planejamento de servicos da saude.

Além disso, os autores deixam claro as incertezas do modelo, mesmo
guando mais complexos, para que surjam pesquisas e implicacdes para a saude
publica a serem discutidas.

O modelo proposto propde a populacdo dividida em 4 compartimentos,
sendo o0s suscetiveis X(t), Infectados Y(t), pessoas que possuem AIDS e
desenvolvem os sintomas A(t) e 0os Soropositivos Z(t), que portam o virus, mas néo
contagiam outras pessoas.

As hipoteses do modelo séo:

a) Imigracdo constante dos Suscetiveis e mortalidade natural em todos os
compartimentos, além de uma taxa adicional de mortalidade aos que vivem
com AIDS;

b) Os suscetiveis acabam se infectando por conta de ter relacbes com pessoas
gue tem o virus contraido;

c) As pessoas que possuem AIDS sao isoladas do processo, de tal forma que
nao geram novos casos de infecgao;

d) Os infectados sédo infecciosos por um certo periodo, depois uma proporcao
desenvolve AIDS.

A parcela restante é Soropositiva ndo infecciosa. Vamos considerar para o
sistema de EDO da dindmica de propagacdo o seguinte: N(t) = X(t) + Y(t) +

Y(t)

Z() + AR e A= B

e obteremos o conjunto de EDO exibido a seguir.
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Tabela 1: Parametros do modelo basico

Parametros Descricéo
B Taxa de recrutamento
U Taxa de mortalidade natural
d Taxa de mortalidade induzida pela doenga
A Probabilidade de adquirir a infeccéo
B Taxa de contagio

a

NuUmero de parceiros sexuais

D Proporcédo que desenvolvem AIDS
v Taxa de converséo de infecciosos para Aidéticos
Observe o fluxograma apresentado a seguir de acordo com o que foi
apresentado.

Figura 2: Fluxograma do modelo basico
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Fra X —u
% dy
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Fonte: Autoria propria (2022)

3.3. MODELO DE MORRILO, CARRASCO E MEYER

Inicialmente, os autores deixam claro algumas das justificativas para
desenvolver uma variante no modelo apresentado anteriormente. A primeira delas é
nao ter considerado que os Soropositivos (isolados) desenvolvessem AIDS ap0s um
periodo de tempo, como atualmente sabe-se que por meio de tratamentos com

retrovirais € possivel prolongar a sobrevida dos pacientes, mas a longo prazo, o



31

Soropositivo pode desenvolver os sintomas. Ja na segunda, justifica pelo fato do
modelo ndo estabelecer as diferencas entre os tipos de infectados, isto €, considerar
agueles que propagam a doenca por ignorancia e aqueles que sdo conscientes e
evitam relagOes sexuais. Por fim, na terceira justificativa, os autores comentam sobre
a importancia de considerar que existem infectados que ndo propagam o virus, seja
por conhecimento do status soroldgico ou pela passagem a desenvolver os sintomas
da AIDS e o modelo basico considerou aumento da populacéo de infecciosos apenas
pelas relagBes sexuais entre suscetiveis e infectados em geral.

O modelo de propagacdo desenvolvido pelos autores, considera a
populacdo de estudo dividida em cinco compartimentos: S(t) Suscetiveis,
1(t) Infectados, Z,(t) Soropositivo inconsciente portador do virus, Z,(t) Soropositivo
consciente e A(t) pessoas que vivem com AIDS (sintomaticos), sendo que a
propagacao do virus acontece por relacdes sexuais entre Suscetiveis e Infectados.

O objetivo do trabalho foi de apresentar um primeiro modelo considerando
apenas a infeccéo pelo tipo HIV-1 e o caso de infec¢éo pelos dois tipos, HIV-1 e HIV-
2, processo conhecido como superinfeccéo.

O modelo posterior a ser desenvolvido foi comparado ao da variante
considerando superinfeccao pelo tipo HIV-2, onde uma pessoa infectada pelo tipo
HIV-1 pode ser infectada novamente pelo tipo HIV-2, como justificativa de que de
acordo com Cheriyedath (2018), a superinfeccéo pode deixar pessoas doentes mais
rapidamente.

As hipéteses de simplificacdo do modelo sdo: a) hascimentos considerados
apenas no grupo de pessoas Suscetiveis, b) mortalidade natural em todas as
populacdes, notando que na populacdo de pessoas que vivem com AIDS tém
mortalidade adicional por causa da doenca, c) Infectados surgem de encontros
sexuais entre pessoas Suscetiveis com Infectados e Suscetiveis com Soropositivos
Inconscientes com diferentes taxas de infec¢cdo segundo o status, além disso, é levado
em conta o numero de parceiros sexuais em cada caso, d) os Soropositivos
(Conscientes ou Inconscientes) desenvolvem AIDS em diferentes probabilidades, e)
0s Soropositivos Inconscientes viram Conscientes depois de testes laboratoriais de
soro sanguineo, f) Os infectados pelo tipo HIV-1 podem ser infectados novamente
pelo tipo HIV-2 aumentando a velocidade de desenvolver os sintomas (hipotese
adicional para o caso adicional de superinfeccdo). Os parametros utilizados estédo

apresentados na tabela 2 e o fluxograma exposto na Figura 3.
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Para o sistema de equacOes diferenciais ordinarias da dinamica da
propagacéo, considere, N (t) = S(t) + I(t) + Z,(t) + Z,(t) + A(t) as somas de todas
subpopulacdes, as forgcas de infecgdo por contato sexual entre Infectados com

Suscetiveis, Soropositivos Inconscientes com Suscetiveis, a taxa de infeccéo
daqueles que ndo possuem a doenca e foram infectados dado por A, = ﬂlclﬁ ea
forca de superinfeccdo dos infectados pelo tipo HIV-1 e que foram infectados
novamente pelo tipo HIV-2, dados por 1, = ﬁzcz% e A3 = fsc3 %1 onde ¢y, c, €
c; SA0 0 nUmero de parceiros sexuais em cada caso e S, f, € B; representam as

taxas de contdgio. Assim, € obtido o seguinte conjunto de equac¢fes diferenciais

ordinarias:
Tabela 2: Parametros da variante do modelo com superinfecgéo tipo HIV-2
Parametros Descricao
B Taxa de natalidade na populacéo S
u Taxa de mortalidade natural
d Taxa de mortalidade induzida pela doenga
q Proporcéo de infectados inconscientes
v Taxa de converséo de infecciosos para Soropositivos
6 Taxa de conversao de Inconscientes para Conscientes
Bi Taxa de contagio, i = 1,2,3
Ci NUmero de parceiros sexuais, i = 1,2,3
S; Probabilidade de desenvolver AIDS, j= 1,2
A Taxa de infec¢éo
A Taxa de superinfeccdo, i = 2,3

! Entre Z, e I, a linha tracejada exibida no fluxograma é sobre o aumento da populacdo de Infectados
I, mas ndo considera diminui¢do da populacdo dos Soropositivos Inconscientes Z;.
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Observe abaixo o fluxograma do modelo com superinfeccao tipo HIV-2.

Figura 3: Fluxograma do modelo com superinfeccéo tipo HIV-2
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Fonte: Autoria propria (2022)

3.4. MODELO VARIANTE DE FRANCESCHI E VENDITE

Mesmo considerando que o modelo de Morillo, Carrasco e Meyer
apresentam diversas melhorias comparado ao de Anderson e Medley (1986), a
justificativa de criar outro modelo é de considerar o fator das pessoas que fazem o
tratamento contra a AIDS ainda precoce, antes mesmo de ser contaminado, o que nao
foi feito.

Embora ainda ndo haja uma vacina eficaz ou uma cura para a infec¢ao do
HIV, a ciéncia avancou muito na area e hoje a vida de uma pessoa vivendo com o
virus é bem diferente da possivel no inicio da epidemia. Hoje a taxa de mortalidade
da doenca é de 4 a cada 100 mil habitantes (BASTOS, 2021).

Entre os métodos de prevencdo da contaminacdo, além do preservativo
masculino e feminino, disponiveis para a populacdo pelo SUS, existem outros
métodos. Hoje o SUS disponibiliza inclusive lubrificantes que podem em algum nivel

diminuir o risco da contaminacgédo. Mas a grande evolucéo nos ultimos tempos séo 0s
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tratamentos de profilaxia, disponiveis para pessoas com maior propensdo a
contaminacéo, como profissionais do sexo ou casais soro discordantes.

Tratamentos ja disponiveis no SUS, como a PrEP e a PEP, podem reduzir
em muito o indice de contagio. A PrEP, ou profilaxia pré-exposicéo, quando é utilizada,
impede que o virus se estabeleca e se espalhe pelo organismo caso haja contato do
individuo. Sua eficacia pode chegar a 99% se tomada corretamente (UNAIDS, 2021).
O problema é que atualmente o SUS disponibiliza este tratamento apenas para grupos
com mais chances de se contaminar e ndo para toda a sociedade.

Ja a PEP, ou profilaxia pés-exposicdo de risco, é utilizada ap6s um
comportamento de risco e pode ser administrada até 72 dias apos um episodio de
suposto contato. Ambos os tratamentos sao de alta eficacia para evitar o contagio pelo
virus. Assim, um caso orientado adequadamente, a pessoa em risco tem poucas
chances de se contaminar (MATOS, 2016). Ja existem pesquisas verificando a
eficacia de implantes e anéis vaginais e anais que podem evitar gravidez, além da
infeccdo (BASTOS. 2021).

Outra forma de acdo do SUS é a abordagem de gestantes, e parceria, para
evitar o contagio vertical, aquele em que a mée infectada pode passar o virus para o
embrido. Se a gestante fizer o acompanhamento médico desde o inicio, a transmissao
vertical pode ser evitada. A testagem da gestante para o HIV ocorre na primeira
consulta, sugerida no primeiro trimestre, também no inicio do terceiro trimestre e
inclusive no momento do parto.

Existe o risco tanto na infec¢do na gestacdo ou na hora do parto, como
também o risco da infec¢do durante o aleitamento materno. Porém, caso a mée esteja
em correto tratamento, a infeccdo € muito rara, e esse tipo de infeccdo vem caindo
cada vez mais.

Além destes métodos que cria uma parcela da populacdo de protegidos, o
tratamento de pessoas que vivem com o HIV/AIDS (PVHIV) ja avancou a ponto de
caso diagnosticada precocemente, a condicdo e com o0 uso correto das medicacdes
antirretrovirais, pode atingir o nivel de indetectado, que é quando exames laboratoriais
nao conseguem rastrear o0 virus, nessa condicdo, o paciente é considerado
intransmissivel. Assim podemos considerar que o grande vildo do espalhamento da
infeccdo pelo mundo ¢é a falta de testagem e acompanhamento médico da populacgéo,

ja que existem muitos meétodos eficazes para evitar novos contagios.
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Em 2014 foi criada a meta 90-90-90, posta pela OMS (UNAIDS, 2021),
mostrando que a AIDS pode ser erradicada se dentre as pessoas infectadas, 90%
sejam diagnosticadas. Dentre os diagnosticados, 90% recebem tratamento adequado,
e dentre essas pessoas em tratamento, 90% estdo indetectaveis. Porém, em 2020
atingimos os indices 89-77-94. Apenas Londres atingiu a meta.

Como a meta nao foi atingida, a OMS (Organizacdo Mundial de Saude)
criou a meta 95-95-95 até 2030, ou seja, espera-se que 95% das pessoas vivendo
com o HIV estejam diagnosticadas, desses 95% estejam recebendo tratamento e
destes Ultimos, 95% estejam em supresséao viral. O diagnéstico ainda é um grande
dificultador para o controle da doenca no mundo e estima-se que apenas 60% dos
infectados iniciam o tratamento apds o desenvolvimento da AIDS (MINISTERIO DA
SAUDE, 2021).

Sendo assim, temos a acrescentar mais uma equacao diferencial no
modelo referente a essa parcela de pessoas que fazem algum dos tratamentos, como
exibido anteriormente. Dessa forma, consideramos P(t) pessoas que possuem
tratamento precoce e 0s seguintes parametros: a — taxa de conversédo de pessoas
suscetiveis as protegidas, b — taxa de pessoas que tém o tratamento falho e retornam
a ficar suscetiveis, considerando ainda a taxa de pessoas que realizaram o
tratamento, mas falho, e foram contaminadas pelo virus no processo.

Os demais parametros foram considerados os mesmos, como: BN — Taxa
de natalidade na populacédo S, sendo que B é constante e N simboliza a soma de
todas as subpopulagdes do modelo, u — Taxa de mortalidade natural, d — Taxa de
mortalidade induzida pela doenca, g — Proporcao de Infectados inconscientes, v —
Taxa de conversao de infecciosos para Soropositivos, 8 — Taxa de conversado de
Inconscientes para Conscientes, f — Taxa de contagio, i = 1,2,3, ¢; — Numero de
parceiros sexuais, i = 1,2,3 e §; — Probabilidade de desenvolver AIDS, j = 1,2. Os
valores de A;, i = 2,3, também foram considerados 0s mesmos, porém considerando
agora que o valor de A, representa tanto a infecdo em relagcdo ao contato dos
suscetiveis com infectados e suscetiveis com soropositivos conscientes e
inconscientes, lembrando que tais parametros ndo sao constantes. Dessa forma, o
modelo de propagacdo considera a populacdo de estudo dividida em seis
compartimentos: S(t) Suscetiveis, P(t) pessoas que possuem tratamento precoce,

1(t) Infectados, Z,(t) Soropositivo inconsciente portador do virus, Z,(t) Soropositivo
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consciente e A(t) pessoas que vivem com AIDS (sintomaticos), sendo que a

propagacao do virus acontece por relacdes sexuais entre Suscetiveis e Infectados.

Tabela 3: Parametros da variante do modelo de Franceschi e Vendite

Parametros Descricao
BN Taxa de natalidade na populacéo S
a Taxa de conversdo de pessoas protegidas
b Taxa de pessoas com tratamento falho
U Taxa de mortalidade natural
d Taxa de mortalidade induzida pela doenca
q Proporcéo de infectados inconscientes
v Taxa de converséo de infecciosos para Soropositivos
6 Taxa de conversao de Inconscientes para Conscientes
Bi Taxa de contagio, i = 1,2,3
Ci Numero de parceiros sexuais, i = 1,2, 3
6; Probabilidade de desenvolver AIDS, j= 1,2
A Taxa de infeccéo
A Taxa de superinfeccdo, i = 2,3

Segue o fluxograma do modelo variante.

Figura 4: Fluxograma do modelo variante de Franceschi e Vendite
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E importante deixar claro que o modelo apresentado acima nio é
. . . dN ;. , -
inteiramente fechado. Neste caso, na homogeneidade o - 7 0. Isso esta implicito ao

descreverque N (t) = S(t) + I1(t) + Z,(t) + Z,(t) + A(t). Logo, temos um modelo ndo
homogéneo. Além disso, os termos quadraticos expressos nas EDOs representam as
taxas de superinfeccéao.

Outra questao a ser observada € o contato de S(t) com Z, e Z,, que esta
representado no fluxograma com linhas tracejadas. Uma critica ao modelo de Morrilo,
Carrasco e Meyer € da interpretacdo de Z;(t) e Z,(t), que aqui, considerados o
Soropositivo inconsciente a parcela da populacdo que tem o virus contraido, mas nao
realizou o teste, que até entdo € a Unica forma do diagndstico, e Soropositivo
consciente aquele que realizou o teste e sabe que € portador do virus e por uma
guestdo social acabam transmitindo sem nenhuma responsabilidade.

Na proxima sec¢éo sera apresentado as simulacdes e analises de acordo
com os modelos de Morrilo, Carrasco e Meyer e de Franceschi e Vendite, realizando

as devidas comparacdes e justificando cada hipétese apresentada.
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4.  SIMULACOES E COMPARACOES

Para a realizac&o das simulacdes e implementacdo do modelo, utilizamos
0o GNU Octave? e o cédigo pode ser acessado de forma on-line. Antes de exibir as
analises e resultados obtidos com as simulacdes, segue abaixo a Tabela 4, que
contém os valores dos parametros utilizados em cada simulacdo abordada e suas

respectivas fontes. Lembrando que alguns parametros ndo séo constantes.

Tabela 4: Parametros das simulagfes

Parametro Valor Fonte
By 0.18 Gbenga (2012)
B 0.09 Morillo, Carrasco e Meyer (2018)
B 0.50 Morillo, Carrasco e Meyer (2018)
I 5.00 Gbenga (2012)
Cy 3.00 Morillo, Carrasco e Meyer (2018)
C3 5.00 Morillo, Carrasco e Meyer (2018)
u 0.03 Gbenga (2012)
B 0.04 Cai et al. (2009)
0 0.25 Al-Sheikh et al. (2011)
v 0.20 Anderson et al. (1986)
&, 0.45 Gbenga (2012)
& 0.05 Morillo, Carrasco e Meyer (2018)
d 0.40 Anderson et al. (1986)
q 0.30 Anderson et al. (1986)
a 0.07 Estimado
b 0.02 Estimado

2 Software livre sob os termos da licenga GPL, o0 Octave é uma linguagem computacional desenvolvida para
computagdo matematica.
% Implementacao disponivel em https://1drv.ms/u/s!All_uRoPCxwsl7sJh8DOIWEpDXic2g?e=myhNXx



https://1drv.ms/u/s!AlI_uRoPCxwsl7sJh8DO9WEpDXic2g?e=myhNXx
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4.1. METODO DA PROXIMA GERACAO

Uma definicdo precisa do nimero béasico de reproducéo R, € apresentada
para um modelo geral de transmissdo compartimental de doencas baseado em um
sistema de equac0des diferenciais ordinarias. Vamos neste caso utilizar o Método da
Proxima Geracgédo, proposto por Van den Driessche e Watmough (2002), para realizar
as devidas analises.

Van den Driessche e Watmough (2002) exploram os casos de que se R, <
1, o ponto livre da doenga é assintoticamente estavel localmente e se R, >1 €
instavel. Os autores realizam uma analise que produz um critério simples para a
existéncia e estabilidade de equilibrios endémicos quando R, se aproxima de um.
Afirmam entdo que este critério, junto com a definicdo de R,, pode ser aplicado a
modelos mais complexos e os resultados sao significativos para o controle da doenca.

Os autores consideram que uma das principais preocupacdes sobre
qualquer doenca infecciosa é a sua capacidade de invadir uma populacdo. Sendo
assim, eles escrevem em detalhes um modelo geral de transmisséo de doencas, para
populacdes heterogéneas e por compartimentos, modelado por um sistema de
equacOes diferenciais ordinarias. Eles derivam uma expressao para a matriz de
préxima geracao para o modelo e examinam o limite inferior a R, = 1 em detalhes.

O modelo dos autores é adequado para uma populacdo heterogénea em
gue 0s parametros vitais e epidemioldgicos para um individuo podem depender de
fatores como o estagio da doenca, posicdo espacial, idade ou comportamento. No
entanto, eles assumem que a populacdo pode ser dividida em subpopulagcbes
homogéneas, ou compartimentos, de modo que os individuos em um determinado
compartimento séo indistinguiveis uns dos outros.

Como resultado, Van den Driessche e Watmough (2002) mostram que
alguns modelos podem apresentar equilibrios endémicos instaveis para R, < 1. Isso
sugere que, embora o ponto seja localmente estavel, a doenca podera persistir.

Sendo assim, nas proximas secdes sera apresentado as simulacdes para
0 modelo de Morillo, Carrasco e Meyer (2018) e do modelo proposto, apresentado e
suas respectivas analises gréficas e de estabilidade.
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4.2. SIMULA(;AO DO MODELO VARIANTE DE MORILLO,
CARRASCO E MEYER

Na primeira simulacdo, o nosso objetivo é mostrar como ocorrem as
oscilacdes dos suscetiveis em comparacao as demais. Aqui, 0 modelo n&do considera
o tratamento precoce da populacéo do virus, logo, a populacédo de infectados e suas
respectivas tem um valor mais representativo.

A quantidade de pessoas que se tornaram infeciosos secundarios por uma
pessoa infectada na populacdo de suscetiveis, utilizando o método de Van den
Driessche e Watmough (2002), é dado por:

_ Bic1 qup;c;
p+v (u+v)(6,+6+uw

0

De acordo com Morillo, Carrasco e Meyer (2018), os pontos de equilibrio

do sistema sdo dados pelo ponto livre da doenca, que é fornecido por E, =

{%, 0,0,0, 0} e o ponto de equilibrio endémico E* = {s*,i*, z{,z;,a*}, sendo que:

o Wrv)i+6+p
P2c2 (61 + 6 + ) + Biciqu

. p1Bciqv — (81 + 6 + u)(u(u + v) — B2Bc,
(u+v)(Brc2(6; + 0 + 1) + Breiqu

gr = 1 it gt = v(0+u—61(q—1)—uq) .
L7 s+0+u 72 (82+m)(S1+60+1)
b = e [B200 + 1 — pa) + 8:(5; + 1)) Bsc3q*vi”

@d+w@+wé +0+w)  (d+w(6+6+p)

A populacao de suscetiveis estabiliza em 0.9938, de infectados em 0.5660,
Soropositivo inconsciente portador do virus em 0.0539, Soropositivo consciente

0.2810 e pessoas que vivem com AIDS (sintomaticos) estabiliza em 0.2461.
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Figura 5: Gréfico da primeira simula¢do, modelo base
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Fonte: Autoria propria (2021)

4.3. SIMULA(;AO DO MODELO VARIANTE DE FRANCESCHI E
VENDITE

Na segunda simulacao foi inserido a parcela das pessoas que fazem o
tratamento precocemente. Observe que mesmo considerando uma taxa pequena de
pessoas com a realizacdo do tratamento, o nimero de infectados e os demais fatores
baixam consideravelmente. Isso ocorre pelo fato que pessoas com tratamento tém
menos chance de adquirir o virus, mesmo se relacionando com pessoas infectadas.

Os resultados podem ser observados na Figura 6. Perceba que com a
populacdo de protegidos, que estabiliza em 1.7392, 0s suscetiveis passaram a
estabilizar em 1.2423, de infectados em 0.4807, Soropositivo inconsciente portador do
virus em 0.0458, Soropositivo consciente 0.2386 e pessoas que vivem com AIDS

(sintomaticos) estabiliza em 0.2068.
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Figura 6: Grafico da segunda simulacéo, modelo proposto
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Fonte: Autoria prépria (2021)

4.4. ANALISE E RESULTADOS DA ESTABILIDADE DOS MODELOS

Complementando a andlise das simulagdes, realizamos um algoritmo para
calcular os estados estacionarios do sistema de equacdes diferenciais do modelo
referéncia e modificado que propomos?, utilizando o Mathematica®. Os parametros
foram os mesmos citados anteriormente. Por fim, implementamos o calculo da
Jacobiana para analisar os pontos estacionarios encontrados, se sdo atratores ou
repulsores.

Sendo assim, segue o0s dados obtidos com a primeira simulacdo, do modelo
de Morillo, Carrasco e Meyer (2018). Considere PE; como ponto estacionario, Jac

como a Jacobiana, av séo os autovalores e re 0 comprimento do vetor.

- Pontos estacionérios:

PE, = §—-53333,IN->0,1-0,Z21->0,Z22-0,A-0
PE, =S5 — 0.9938,1 - 0.56602,7Z1 - 0.0539,Z2 —» —9.2330,A4 — 0.2809
PE; =S - 0.9938,1 - 0.56602,Z1 — 0.0539,7Z2 — 3277,A = 0.2809

4 Implementacéo disponivel em https://1drv.ms/u/s!All_uRoPCxwsl7sJh8DOIWEpDXic2g?e=myhNXx
° Baseado na Lingua Wolfram, é voltado principalmente para computagéo técnica para P&D e educagéo.
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- Jac:
—0.03 — 0.2249IN — 0.0675Z1 —0.2249S —0.0675S 0 0
0.2249IN + 0.0675Z1 —0.23 + 0.2249S 0.0675S 0 0
0 0.06 —0.63 0 0
0 0.1399 0.25 0 —0.3299
0 0 0.35 + 0.625Z22 0.3 + 1.25Z1Z2 —0.4300

- Autovalores do PE;, com seus respectivos comprimentos:

0.983387975554384 + 0i

—0.6433879763043837 + 0i
av = —0.214999 + 0.229728277i

—0.214999 — 0.229728107i

—0.034+0.i
re = 0.983387975554384
re = —0.6433879763043837
re = —0.214999
re = —0.214999
re = —0.03

Ja na segunda simulacao, obtida com a aplicacdo do modelo proposto no

trabalho, tivemos os seguintes resultados:

- Pontos estacionarios:

PE,= P —>3.85-271-5071-0,722->0,4-0
PE, =P - 1.7391,S - 1.2422,1 » 0.4806,Z1 — 0.0457,Z2 - —13.3890, 4 — 0.2386
PE; = P > 1.7392,S — 1.2422,1 - 0.4807,Z1 - 0.0457,Z2 — 0.2825,4 — 0.2386

- Jac:

—0.05 0.07 0 0 0 0

[ 0.02 —0.1-—0.18IN — 0.054Z1 —0.18S —0.054S 0 0 }
0 0.18IN + 0.0547Z1 —0.23 4+ 0.18S 0.054S 0 0
0 0 0.06 —0.63 0 0
0 0 0.139 0.25 0 —0.329
0 0 0 0.35 +0.5Z2% 0.3 +1.Z1Z2 —0.430

- Autovalores do PE;, com seus respectivos comprimentos:

—0.639891 + 0i

—0.215 + 0.229728i
_ —0.215 — 0.229728i

0.279891 + 0i
—0.03 + 0i

—-0.12 + 01

re = —0.639891
re = —0.215



re = —0.215
re = 0.279891
re = —0.03
re = —0.12
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Os demais autovalores foram calculados de maneira similar, de acordo com

seus respectivos pontos estacionarios, chegando aos resultados exibidos na tabela a

seqguir.

Tabela 5: Autovalores de cada simulacdo de acordo com o Modelo

Modelo PE, Autovalor (parte real)
PE; —0.6398; —0.215; —0.215; 0.2798; —0.03; —0.12
VARIANTE PE, —0.637; —0.601; +0.171; —0.091; —0.0561; —0.091
PE; —0.6371; —0.215; +0.215; —0.091; —0.056; —0.091
PE; +0.9833; —0.6433; —0.215; —0.2149; —0.03
PROPOSTO PE, —0.637; —0.605; +0.175; —0.079; —0.079
PE; —0.637; —0.215000; —0.215; —0.079; —0.079

De acordo com Keshet (1988), para classificar os pontos estacionarios,

levamos em considerac¢ao o sinal da parte real dos autovalores obtidos. Sendo assim,

o estado sera atrator se todos os autovalores forem negativos e repulsores se pelo

menos um deles forem positivos. Observando a tabela 2 na linha referente ao modelo

proposto, por exemplo, todos os pontos encontrados séo repulsores, exceto o ponto
PE; = —0.637; —0.215000; —0.215; —0.079; —0.079, que é atrator por ter todos os

valores do autovalor negativos.

Muitas modelagens que sao realizadas consideram o recrutamento

constante ser igual a mortalidade num certo periodo. O fato de ndo considerar essa

questao, reflete na exibicdo dos graficos. Ao mencionar os estados estacionarios, e

logo, os valores de R, <1, acaba que ndo condizem perfeitamente com a

interpretagcdo grafica, pois nesse tipo de modelagem o recrutamento considerado é

constante.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

7

Qualquer modelo matematico € considerado adequado quando for
satisfatério na opinido do seu proprio modelador, o que torna qualquer modelo
matematico vulneravel e sempre passivel de ser modificado, que é uma das
caracteristicas mais importantes da modelagem.

Segundo Bassanezi (2018), em fenbmenos biolégicos que as variaveis sdo
abundantes, a utilizacdo da modelagem matematica nem sempre tem sido aceita
pelos bidlogos. A rejeicao pode ser explicada pelo fato que os modelos, naturalmente,
ndo contemplam todas as variaveis observadas e, muitas vezes, sao
esquematizacdes criadas antes ou independentemente da andlise dos fenémenos
bioldgicos.

Dessa forma, concluo que os trés modelos que foram apresentados, por
exemplo, apresentar erros, assim como qualquer outro modelo, principalmente na
analise de parametros biolégicos, que sdo, muitas das vezes, desconhecidos pelo
modelador. Por essa razdo, podemos perceber a importancia da modelagem
matematica em diversas areas de conhecimento, onde modelador e pesquisador
trabalham juntos para o aperfeicoamento do modelo proposto.

A partir do modelo apresentado por Morillo, Carrasco e Meyer (2018), foi
desenvolvido um novo modelo, considerando hipéteses de suma importancia e que
podem contribuir para o problema em questdo. Mesmo que a principal critica é a
guestdo dos tratamentos precoces que nao foram considerados, o objetivo também
foi de esclarecer hipbéteses e parametros, questées pontuais que foram trabalhados.
Atualmente os métodos de prevencdo para conter a transmissdo de HIV e sua
posterior progressao para AIDS vem cada vez mais se intensificando, sendo que a
utilizacdo da PrEP e a PEP pelos grupos de suscetiveis reduzem consideravelmente
sua transmissibilidade, diminuindo a quantidade de infectados e consequentemente,
0 numero de pessoas que desenvolvem a AIDS.

Como resultado, é possivel verificar um decaimento de 20% no numero de
novos infectados e 35% da populacdo que progrediu para AIDS, confirmando a
importancia do tratamento da profilaxia na reducéo da transmissibilidade do HIV.

Contudo, mesmo que as simulagbes apresentadas utilizam parametros

referenciados, ou seja, valores que sejam reais, pode ser que alguns deles possa ja
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nao ser mais utilizado por ndo condizer com uma realidade futura. Logo, € um trabalho
gue podera ser utilizado para modificacées nos parametros e até no proprio modelo.
Poderia também, considerar em trabalhos futuros a disperséo espacial, das pessoas
infectadas conscientes que poderiam ndo se dispersar, por exemplo. E ainda, a
modelagem pode ser utilizada para trabalhos em parcerias com érgdos que coletem
novos dados estatisticos capazes de serem mais bem utilizados na modelagem

matematica.
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