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Resumo
Em criptografia um dos desafios é garantir a troca segura de chaves, para isto algorit-
mos fazem uso do logaritmo discreto e da sua dificuldade de ser resolvidos em alguns
grupos. As curvas elípticas tem uma estrutura de grupo abeliano quando munidas
de uma operação soma, é um exemplo de grupo que dificulta o cálculo logaritmo
discreto, por isto iremos estudar algumas propriedades dessas curvas. Além disso,
os emparelhamentos de Weil e Tate definidos em pontos de uma curva elíptica se
mostraram eficientes para resolver o protocolo tripartido de Diffie-Hellman, entre
outras aplicações. Contudo sua implementação é cara computacionalmente, assim
veremos uma melhora de ambos que facilitam seus cálculos.

Palavras-chave: Curvas Elípticas. Emparelhamento. Protocolo Diffei-Hellman.



Abstract
In cryptography, one of the challenges is to ensure the secure exchange of keys. This
involves utilizing algorithms that leverage the discrete logarithm problem, which is
known for its difficulty in certain groups. An example of such a group is the elliptic
curve group. In this study, we will explore various properties of this curve. Additionally,
the Weil and Tate pairings defined at points on the elliptic curve have proven to be
efficient in solving the Diffie-Hellman tripartite protocol and have found applications in
various other scenarios. However, their implementation is computationally expensive.
Therefore, in this work, we will describe an improvement in both the Weil and Tate
pairings that facilitates their calculations.

Keywords: Elliptic Curves. Pairing. Diffie-Hellman protocol.
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Introdução

Codificar mensagens para que terceiros não consigam entender seu con-
teúdo é uma método usada desde o antigo Egito. Atualmente, codificar um texto virou
uma ciência que se preocupa muito mais do que apenas cifrar, mas também com a
autentificação da mensagem, autentificação do remetente, etc... A Criptografia estuda
meios eficientes para tornar um texto simples ilegível, mas também está sempre em
busca de como quebrar o sistema.

Para cifrar um texto fazemos uso de algum algoritmo, existem alguns tipos
diferentes, cada um utilizando uma técnica, contudo cada algoritmo precisa de uma
"chave", que geralmente é um número ou uma lista de números, que vão determinar a
regra da cifra. Por muitos anos, foram utilizados métodos de criptografia conhecidos
como simétricos, nesses tipos havia somente uma chave, que era usada para cifrar e
descifrar um texto. Contudo, esse método tinha um ponto falho, que é, duas pessoas
não poderiam trocar mensagens de forma segura sem antes determinar uma chave.

Foi só na década de 70, quando Diffie e Hellman (DIFFIE; HELLMAN, 1976)
propuseram um protocolo de troca de chaves, que a falha da criptografia simétrica foi
resolvida, isto porque o protocolo garantia que duas pessoas, sem um contato prévio,
pudessem trocar chaves de forma segura. Criptografias utilizando esse protocolo são
conhecidas como assimétricas isto porque agora são utilizadas duas chaves, uma
publica e uma privada. Ou seja, cada indivíduo tem duas chaves, e quando duas
pessoas querem se comunicar, elas podem por meio dessas chaves combinar uma, de
modo que só elas tenham acesso.

A segurança da criptografia assimétrica está ligada na dificuldade de se
resolver o problema do Logaritmo Discreto. Inicialmente, era-se calculado sobre corpos
finitos, mas Miller (MILLER, 1986) e Neal koblitz (KOBLITZ, 1987) propuseram (de
modo independente) o cálculo utilizando os pontos de uma curva elíptica. Uma das
vantagens de se trabalhar com o grupo das curvas elípticas é que o problema do
logaritmo discreto fica mais difícil de ser resolvido.

Por conta da dificuldade de resolver o logaritmo discreto, no inicio dos anos
90 os autores (MENEZES; VANSTONE; OKAMOTO, 1991) propuseram um ataque,
que transforma o problema do logaritmo discreto em uma curva elíptica, em um
problema de logaritmo discreto em um corpo finito. Apesar deste feito, isso só se
aplicava a algumas curvas, de modo que esse ataque contribui para fortalecer ainda
mais a criptografia em curvas elípticas, pois expunha quais curvas não eram adequadas
para se trabalhar em criptografia.
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Umas das ferramentas utilizadas no ataque foi o Emparelhamento de Weil,
que passou a ser aplicado em criptografias baseadas em identidade (BONEH; FRAN-
KLIN, 2001) e em assinaturas curtas (JOUX, 2002). Além disso, foi proposto o uso do
emparelhamento para resolver o problema do protocolo de Diffie e Hellman tripar-
tido (JOUX, 2000). Com uso do Emparelhamento de Weil, também foram propostas
aplicações do Emparelhamento de Tate que pode ser vista em (MENEZES, 2009).

Um dos problemas dos Emparelhamento é a sua implementação, pois geral-
mente são computacionalmente caros, por isso busca-se sempre maneiras alternativas
de calculá-los. Miller (MILLER et al., 1986) propôs um algoritmo interativo que ainda
é utilizado, e em (EISENTRÄGER; LAUTER; MONTGOMERY, 2004) é dado uma
melhora tanto para o Emparelhamento de Weil quanto de Tate.

Desse modo, o objetivo desse trabalho é o estudo das curvas elípticas, e
os emparelhamentos de Weil e Tate. Teremos como base o artigo (EISENTRÄGER;
LAUTER; MONTGOMERY, 2004), onde estudaremos suas propostas e melhorias. A
dissertação está organizada da seguinte maneira:

No Capítulo 1, vamos definir uma variedade afim, e também uma curva
algébrica plana afim. Vamos introduzir a ideia do Espaço Projetivo e enunciaremos
alguns resultados importantes. Por fim, definiremos alguns elementos estudados na
geometria algébrica. No Capítulo 2, abordaremos As Curvas Elípticas, vamos introduzir
a Equação de Weierstrass e também verificar que uma curva elíptica munida de uma
operação soma é um grupo abeliano.

No Capítulo 3, vamos estudar os Emparelhamento de Weil e Tate, e também
iremos definir novos emparelhamentos que são computacionalmente melhores. No
Capítulo 4, daremos uma demonstração da melhoria. Por fim, no Capítulo 5, daremos
uma aplicação dos emparelhamentos no protocolo tripartido de Diffie-Hellman.
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1 Curvas Planas

Neste Capítulo vamos definir algumas estruturas estudadas na geometria
algébrica essenciais para o entendimento das curvas elípticas, baseando-se nos livros
(SILVERMAN, 2009), (FULTON, 1989) e (VAINSENCHER, 1979) como referencias. Ao
longo dessa dissertação vamos considerar K um corpo e K̄ seu fecho algébrico.

1.1 Curvas Algébricas
Vamos começar definindo o espaço onde vamos trabalhar, e também as

variedades algébricas.

Definição 1. Seja K um corpo e K̄ seu fecho algébrico. O n-Espaço Afim (sobre K) é o conjunto
denotado por:

An
“ An

pK̄q “ tpx1, x2, ..., xnq; xi P K̄i “ 1, 2, ..., nu.

De modo análogo, o conjunto dos pontos K-racionais de An é denotado por:

An
pKq “ tpx1, x2, ..., xnq P An; xi P K i “ 1, 2, ..., nu.

Observação 1. Podemos introduzir no n-espaço afim uma topologia, chamada topologia de
Zariski (para mais detalhes ver (FULTON, 1989)). Contudo vamos considerar An apenas como
sendo o lugar onde vão "morar"as curvas.

Denote por K̄rXs “ K̄rx1, ..., xns o anel de polinômios de n variáveis. Seja
S Ă K̄rXs, não vazio. Consideremos o conjunto

VS “ tP P An; f pPq “ 0 @ f P Su

Chamaremos o conjunto da forma VS de conjunto algébrico. Se um conjunto V Ă An é
algébrico, podemos associa-lo a um ideal IpVq de K̄rXs do seguinte modo,

IpVq “ t f P K̄rXs; f pPq “ 0 @P P Vu.

Se IpVq é um ideal primo de K̄rXs, dizemos então que V é uma variedade (afim).
Daremos mais adiante uma definição de dimensão da variedade, contudo nesse
trabalho estaremos interessados apenas nas variedade de dimensão um, as quais
nomeamos como curvas algébricas.
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1.1.1 Curvas Algébricas Planas Afim

Agora vamos definir de forma formal o que é uma curva algébrica plana e
qual é a sua diferença com as demais curvas.

Definição 2. Seja I “ x f y Ă K̄rx, ys um ideal, onde f é não constante. Chamaremos de curva
algébrica plana afim o conjunto da forma

VI “ tP P A2; hpPq “ 0 @h P Iu.

Contudo, podemos apenas olhar para o polinômio f que geral o ideal para
podermos definir a curva. Ou seja, se Vp f q “ tP P A2

| f pPq “ 0u, então VI “ Vp f q.
Logo, vamos denotar uma curva sempre por Vp f q (ou apenas por f )

Com essa definição estabelecemos classes de equivalências, i.e, f e λ f são
polinômios, tais que, os ideais gerados por eles são iguais, i.e, x f y “ xλ f y, então ambos
definem a mesma curva Vp f q “ Vpλ f q. Outra observação é que, a definição distingue
curvas do tipo Vp f q e Vp f 2

q, pois podemos notar que as curvas geradas por ambos
são iguais, contudo no caso de f 2 é como se um ponto P tivesse um "peso"2, ou seja,
essa multiplicidade deve ser considerada.

A partir daqui vamos simplificar e dizer apenas curva ao invés de curva
algébrica.

Exemplo 1. Um caso simples para ver que f e f 2 são curvas diferentes é considerar f px, yq “ x
e f 2

px, yq “ gpx, yq “ x2. note que g é o limite de gtpx, yq “ x2
´ t2, com t P K̄ quando t Ñ 0.

Assim se traçarmos uma reta na altura y “ 1 ela vai interceptar gt em dois pontos distintos, e
quando t Ñ 0 esses pontos convergem para um único ponto.

Além disso, vamos dizer que Vp f q Ď A2 está definida sobre K se f P Krx, ys,
f não constante. Vamos denotar por Vp f q{K se Vp f q é definida sobre K, e VpKq “

Vp f q X A2
pKq o conjunto dos pontos K-racionais de Vp f q.

Definição 3. Dizemos que uma curva algébrica plana Vp f q Ă A2 é redutível se f “ g ¨ h,
onde g, h P K̄rx, ys são polinômios não constantes e Vp f q “ Vpgq Y Vphq. Caso contrario,
dizemos que a curva é irredutível.

Exemplo 2. Sejam x f y e xgy ideais com f , g P K̄rx, ys não constantes. Se x f y Ď xgy então
Vp f q Ě Vpgq, pois dado P P Vpgq como f P xgy, logo f “ g ¨ h para algum h P K̄rx, ys. Assim,
0 “ gpPq ¨ hpPq “ f pPq, portanto P P Vp f q.

Proposição 1. Uma curva algébrica plana Vp f q Ă A2 é irredutível se, e somente se, x f y é um
ideal primo.
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Figura 1 – Uma representação do Exemplo 1

Demonstração. Primeiramente, suponha Vp f q irredutível e que x f y não é primo. Seja
f1 ¨ f2 P x f y tal que f1, f2 R x f y. Segue que

x f1 ¨ f2y Ă x f y ñ Vp f q Ă Vp f1. f2q

Ou seja, Vp f q Ă Vp f1 ¨ f2q “ Vp f1q Y Vp f2q. Se Vp f q Ă Vp f1q (resp. Vp f2q), então
x f1y Ă x f y (resp. x f2y Ă x f y). Contradição, pois f1 R x f y (resp. f2 R x f y).

Por outro lado, suponha que x f y é primo e Vp f q redutível. Como Vp f q é redutível
podemos escrever f “ g ¨ h como g, h P K̄rx, ys. Então g ¨ h P x f y contudo g, h R x f y,
contradição.

No estudo de curvas, uma ferramenta importante são as afinidades (trans-
formações afins), que podemos ver como uma mudança de coordenadas, isto porquê
algumas propriedades importantes das curvas planas são invariantes pelas afinidades.

Definição 4. Uma transformação afim ou afinidade em K2 é uma aplicação

T : K2
Ñ K2,

composta de uma translação com um isomorfismo linear.

Observação 2. Se tomarmos um isomorfismo linear composto com uma translação, ainda será
uma transformação afim, contudo não necessariamente a mesma.

Definição 5. Seja T uma afinidade. O K̄-automorfismo do anel de polinômios em 2 variáveis
associado a T é dado por

T : K̄rx, ys Ñ K̄rx, ys
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onde
`

T ¨ f
˘

px, yq “ f
´

T´1
px, yq

¯

Proposição 2. Sejam Vp f q uma curva e T uma afinidade. Então VpT ¨ f q “ TpVp f qq.

Demonstração. Ver (VAINSENCHER, 1979).

Exemplo 3. Considere a curva definida por E : y2
` a1xy ` a3y “ x3a2x2

` a4x ` a6, vamos
encontrar a única família de mudanças de coordenadas que preservam a equação. Dada T uma
afinidade, temos que,

x “ ax1
` by1

` c,

y “ a1x1
` b1y1

` c1.

Ou seja, reescrevemos x e y como função das novas variáveis. Fazendo a substituição em E,
vamos olhar para os termos x3 e y2

x3
“ pax1

` by1
` cq

3,

y2
“ pa1x1

` b1y1
` c1

q
2.

Concluímos que b “ 0, (pois não queremos que apareça um y13), e a3
“ b12 (para que mantenha

a forma da equação). Com os demais termos não iremos ter nenhum problema. Definimos por
fim,

u “
b1

a
e s “

a1

u
Com essas mudanças, obtemos que

x “ u2x1
` c,

y “ u2sx1
` u3y ` c.

Definição 6. Dizemos que uma propriedade P relativa a curvas é invariante ou independente
do referencial se, para toda afinidade T, uma curva Vp f q satisfaz P se, e só se VpT‚ f q satisfaz
P.

Exemplo 4. O grau de uma curva é uma propriedade invariante; se duas curvas se interceptam
num ponto P então suas afinidades vão se interceptar no ponto TpPq para alguma afinidade T.

1.1.2 Curvas Singulares

Vamos agora introduzir uma noção de ponto suave, uma das características
desses pontos é a unicidade de retas tangentes, tal importância ficará mais evidente no
Capítulo 2, quando formos definir uma operação de grupo nos pontos de uma curva
elíptica.
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Definição 7. Seja Vp f q uma curva plana afim e P P Vp f q. Dizemos que P é um ponto
singular se

B f
Bx

pPq “ 0 “
B f
By

pPq.

Caso contrário, dizemos que P é um ponto não singular (ou suave).

Se P “ pa, bq P Vp f q é um ponto suave, definimos a reta tangente a Vp f q em
P por

TP f :“
B f
Bx

pPqpx ´ aq `
B f
By

pPqpy ´ bq

Exemplo 5. Seja f P K̄rx, ys um polinômio não constante de grau d, seja também P “ pa, bq P

Vp f q. Podemos considerar uma afinidade T, tal que TpPq “ p0, 0q e T ¨ f px, yq “ gpx, yq.
Podemos escrever

gpx, yq “ gmpx, yq ` gm`1px, yq ` ¨ ¨ ¨ ` gdpx, yq com gi homogêneo de grau i e gm ‰ 0

Temos então que:

Definição 8. A multiplicidade de P P Vp f q é definida por multP f :“ m. Além disso,
se m ě 2 dizemos que P é um ponto múltiplo ordinário se existem exatamente m retas
tangentes distintas a Vp f q em P.

Pontos duplos ordinários, ou seja m “ 2, são ditos nós, e pontos duplos
com uma única tangente são ditos cúspides.

Exemplo 6. O ponto P “ p0, 0q na curva Vpy2
´ x3

´ x2
q é um ponto de nó, pois podemos

escrever y2
´ x3

´ x2
“ py2

´ x2
q ´ x3, note que y2

´ x2 é homogêneo de grau dois e y2
´ x2

“

px ` yqpx ´ yq tendo assim duas retas tangente em P.

Agora, considerando P “ p0, 0q em Vpy2
´ x3

q temos que P é um ponto de cúspide, pois
y2

“ py ´ 0xq
2 é o termo homogêneo de menor grau, logo teremos apenas um reta tangente

dada por r : y.

Proposição 3. Uma curva algébrica plana afim possui um numero finito de pontos singulares.

Demonstração. (SILVERMAN, 2009)

1.2 Plano Projetivo
O Plano Projetivo é uma particularização do Espaço Projetivo, fazemos uso

de tal espaço para podermos definir de modo formal o que seria os pontos no infinito.
Vamos, primeiramente, definir o Espaço Projetivo, e em seguida, olhar para o Plano
Projetivo.
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x

y

z

O

P

px, y, 1q

Figura 2 – Plano Projetivo

Definição 9. O n-espaço projetivo definido sobre um corpo K, denotado por Pn (ou Pn
pKq

para ressaltar que estamos olhando para o fecho algébrico de K) é definido como

Pn :“
K̄n`1

„
,

onde „ é a relação de equivalência dada por

P1 „ P2 ðñ Dλ P K̄˚, tal que, P1 “ λP2.

Os pontos em Pn, denotados por rx0 : x1 : ¨ ¨ ¨ : xns, são classes de equivalência

rx0 : x1 : ¨ ¨ ¨ : xns “ tpλx0, ..., λxnq P An`1; λ P K˚
u

O Plano Projetivo é um caso particular quando n “ 2, ou seja, o plano
projetivo P2

“ P2
pKq é dado por

P2 :“
K3

zp0, 0, 0q

px, y, zq „ λpx, y, zq
.

Pode ser visto também como o conjunto das retas de K̄3 que passam pela origem (ex.
figura 2).

Exemplo 7. O espaço afim A2 pode ser mergulhado em P2 através do seguinte mapa

ϕ : A2 ãÑ P2 dado por ϕpx, yq “ rx : y : 1s.

Consideremos U “ ϕpA2
q “ trx : y : 1s P P2

u. Se pegarmos rx : y :
zs P P2, tal que, z ‰ 0 podemos dividir todas as entradas por z. Logo teremos
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” x
z

:
y
z

: 1
ı

que é equivalente a rx : y : zs no plano projetivo. Desse modo, conseguimos

recuperar/encontrar o ponto em A2 que leva em rx : y : zs. Concluímos assim que
todo ponto de P2 tal que z ‰ 0 está na imagem da ϕ.

Agora, considere P2
zU “ trx : y : 0s P P2

u “ t retas em z “ 0 passando
pela origem u. Cada reta no plano é um ponto em P2, desse modo, para cada direção
do plano afim vamos agregar um ponto, a esses pontos damos o nome de pontos no
infinito.

Observação 3. A maneira que mergulhamos A2 em P2 não é única, por exemplo, poderíamos
enviar px, zq ÞÝÑ rx : 1 : zs e com isso, poderíamos também tomar os pontos no infinito como
sendo os pontos da forma rx : 0 : zs. Para simplificar, vamos sempre considerar os pontos no
infinito como sendo os que tem z “ 0.

Observação 4. A noção de pontos no infinito pode ser estendida para espaços projetivos de
dimensão maiores.

1.2.1 Variedades projetivas

Vamos definir uma variedade projetiva em Pn, contudo nosso foco será nas
curvas, que são variedades de dimensão um. Em seguida vamos ver alguns resultados
para curvas projetivas que estão em P2.

Definição 10. Um polinômio F P K̄rXs é dito homogêneo de grau d se Fpλx0, λx1, ..., λxnq “

λdFpx0, x1, ..., xnq.

Consideramos polinômios homogêneos, já que no espaço projetivo estamos
trabalhando com representantes de classes de equivalências, assim o zero de um
polinômio não pode depender do representante escolhido. Ficará mais claro quando
estivermos trabalhando com curvas projetivas planas.

Um ideal I em K̄rXs é dito homogêneo, se é gerado por polinômios homo-
gêneos. Considere

VI “ tP P Pn; f pPq “ 0@ f P I, f homogêneou.

Definição 11. V P Pn é dito um conjunto algébrico projetivo se é da forma VI . Além disso,
dado um conjunto algébrico projetivo associamos ao seu ideal homogêneo IpVq em K̄rXs

IpVq “ t f P K̄rXs; f homogêneo, f pPq “ 0@P P Vu.

Definição 12. Um conjunto algébrico projetivo é dito uma variedade se seu ideal I(V) de
polinômios homogêneos é primo.
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Variedades de dimensão um são ditas curvas. Enunciaremos alguns resulta-
dos de curvas projetivas planas, i.e, curvas contidas em P2 que serão uteis no próximo
capítulo.

1.2.2 Curvas Projetivas

Como fizemos no espaço afim, vamos definir uma curva no plano projetivo
(que chamaremos de curva projetiva). Primeiramente, vamos tomar o polinômio
F : x2

` y ` z em K̄rx, y, zs, note que o ponto r1 : 0 : ´1s é um zero de F, contudo
r2 : 0 : ´2s “ 2r1 : 0 : ´1s não zera F, mas no plano projetivo ambos são equivalente.
Então se quiser definir uma curva como sendo zeros de um polinômio, temos que
tomar o cuidado de que F se anule independente do representante. Para contornar
esse problema, vamos trabalhar com polinômios homogêneos.

Logo, se F é homogêneo e rx : y : zs é um ponto que anula F, então
λrx : y : zs também anula F para qualquer λ. Sendo assim, vamos trabalhar com
polinômios homogêneos quando estivermos no espaço projetivo.

Para simplificar, denotaremos por f quando estivermos no plano afim
( f P K̄rx, ys) e por F quando estivermos no caso projetivo (F P K̄rx, y, zs).

Definição 13. Seja I “ xFy Ă K̄rx, y, zs um ideal gerado por um polinômio homogêneo.
Definimos uma curva plana projetiva como sendo

CI :“ tP P P2; FpPq “ 0 @F P I, F homogêneou.

Como já discutido para o caso afim, basta olhar os pontos que anulam o
polinômio gerador. Daqui em diante, quando nos referirmos a curvas, estamos falando
de uma curva plana projetiva, e também vamos denotar por CpFq a curva associada
ao polinômio homogêneo F. Vamos definir para o caso projetivo o que já foi definido
para o caso afim.

Definição 14. Seja CpFq uma curva e P P CpFq. Dizemos que P é um ponto singular se

BF
Bx

pPq “
BF
By

pPq “
BF
BZ

pPq “ 0.

Caso contrário, dizemos que P é um ponto não singular (ou suave).

Seja P P CpFq um ponto suave definimos a reta tangente a CpFq em P por

TPF :
BF
Bx

pPqx `
BF
By

pPqy `
BF
Bz

pPqz.

Definição 15. Seja CpFq uma curva. Dizemos que é redutível se existem polinômios homogêneos
G, H P K̄rx, y, zs não constantes, tal que, F “ G ¨ H, assim CpFq “ CpGq Y CpHq. Caso
contrário, dizemos que CpFq é irredutível.
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Se CpFq é uma curva, podemos escrever CpFq “ CpF1q Y . . . Y CpFnq, onde
cada Fi é um fator irredutível do polinômio F, ou seja, cada CpFiq é uma curva
irredutível. Nosso objetivo é contar a interseção de curvas que não tem componentes
irredutíveis em comum, para isto, vamos primeiro definir o que é uma projetividade (
mudança de coordenadas projetivas).

As transformações lineares invertíveis em K̄3 formam um grupo, denotado
por Gl3pK̄q. Dado φ P Gl3pK̄q, note que, φ leva retas que passam pela origem (em K̄3),
em retas que passam pela origem. Ou seja, φ induz uma bijeção em P2, tomando o
cuidado de que, φ e λφ (λ P K̄) são equivalentes quando olhadas como aplicações de
P2 em P2, definimos

PGl2pK̄q :“
Gl3pK̄q

K̄˚

como sendo o conjunto das projetividades, PGl2 é um grupo com respeito a composição,
logo a composta de duas projetividade ainda é uma projetividade, como também, a
inversa de uma projetividade é uma projetividade.

De maneira análoga ao caso afim, uma projetividade induz um K- isomor-
fismo, i.e, seja φ P PGl2pK̄q

φ‚ : K̄rx, y, zs Ñ K̄rx, y, zs

para todo px, y, zq P K̄3 e F P K̄rx, y, zs

pφ‚Fqpx, y, zq “ Fpφ´1
px, y, zqq

Definição 16. Duas curvas F e G são ditas projetivamente equivalentes, se existe um projetivi-
dade φ P PGl2pK̄q, tal que, F “ φ‚G.

Um resultado importante no estudo da Geometria Algébrica é o teorema
de Bézout, que afirma que, se duas curvas F e G não tem componentes irredutíveis
em comum, então o número de pontos em CpFq X CpGq, contando suas devidas
multiplicidades, é graupFq.graupGq.

Teorema 1 (Propriedades característica do índice de interseção). Seja χk o conjunto das
curvas projetivas planas em P2. Então existe uma única aplicação

I : P2
ˆ χk ˆ χk ÝÑ Zě0 Y t8u

pP, F, Gq ÞÝÑ IpP, G, Fq

Satisfazendo as seguintes propriedades :

1. IpP, F, Gq “ IpP, G, Fq

2. IpP, F, Gq “ 8 ô P pertence a uma componente comum de F e G
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3. IpP, F, Gq “ 0 ô P R F X G

4. @ϕ P PGL2 IpP, F, Gq “ IpϕpPq, ϕF, ϕGq

5. Ipr0 : 0 : 1s, X, Yq “ 1

6. IpP, F, GHq “ IpP, F, Gq ` IpP, F, Hq

7. IpP, F, Gq “ IpP, F, G ` FHq , onde H é homogêneo de grau degpGq ´ degpFq ě 1

Demonstração. (VAINSENCHER, 1979)

Exemplo 8. Considere a curva dada por E : FpX, Y, Zq “ Y2Z ` a1XYZ ´ a2X2Z ` a3YZ2
´

a4XZ2
´ a6Z3

´ X3. A equação da reta tangente à E no ponto O é dada por

L :
BF
Bx

pOqx `
BF
By

pOqy `
BF
BZ

pOqz “ 0

É fácil ver que apenas o termo
BF
BZ

pOq será diferente de zero, sendo
BF
BZ

pOq “ 1. Logo, L : z.

Vamos calcular o grau de interseção de L e E utilizando o Teorema do índice de
interseção. Primeiramente considere H : Y2

` a1XY ` axYZ ´ a2X2
´ a4XZ ´ a6Z2. Agora,

temos que
IpO, L, Eq “ IpO, L, E ´ HLq ùñ IpO, L, Eq “ IpO, Z, X3

q

utilizando a propriedade 6, IpO, Z, X3
q “ 3IpO, Z, Xq “ 3.1 “ 3.

Teorema 2 (Bézout). Seja F,G duas curvas planas projetivas. Se F e G não tem componentes
irredutíveis em comum, então #F X G “ degpFqdegpGq contando as devidas multiplicidades de
interseções.

Demonstração. (VAINSENCHER, 1979)

1.2.3 Homogenezação de Curvas

Sabemos que podemos mergulhar A2 em P2, então dada uma curva plana
afim, quando aplicamos ϕ a sua imagem vai ser uma curva plana projetiva.

Exemplo 9. Considere em A2 a seguinte curva plana Vp f : ax ` by ` cq (vamos supor a, b, c ­“

0). Quando aplicamos ϕ em Vpax ` by ` cq temos como imagem os pontos
”

x :
´ax ´ c

b
: 1

ı

,

olhando P2 como sendo K̄3, que cada ponto é uma reta saindo de p0, 0, 0q passando por
”

x :
´ax ´ c

b
: 1

ı

. Vamos ter assim um plano de equação ax ` by ` cz “ 0, onde F : ax `

by ` c é um polinômio homogêneo. Agora a curva projetiva CpFq pode ser vista como sendo

CpFq “ trx : y : zs P P2; ax ` by ` cz “ 0u “ trx : y : 1s P P2; ax ` by ` c “ 0u

Y trx : y : 0s P P2; ax ` by “ 0u “ Vp f q Y

!”

x :
´ax

b
: 0

ı)
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Note que podemos multiplicar
”

x :
´ax

b
: 0

ı

por b{x e obtemos o representante
rb : ´a : 0s. Logo, CpFq “ VpFq Y trb : ´a : 0su, podemos interpretar que Vp f q tem um ponto
no infinito.

Vamos definir o resultado acima para o caso geral.

Definição 17. Seja f “

d
ÿ

i“0

fi onde cada fi P K̄rx, ys é homogêneo de grau i, fd ­“ 0. A

homogenização de f é o polinômio homogêneo de grau d

Fpx, y, zq “

d
ÿ

i“0

zd´i fipx, yq

Exemplo 10. Seja f “

d
ÿ

i“0

fi onde cada fi P K̄rx, ys é homogêneo de grau i, fd ­“ 0, é fácil

ver que os pontos no infinito estão determinados por fd, pois tomando z “ 0 em Fpx, y, zq “
d

ÿ

i“0

zd´i fipx, yq, ficamos apenas com fdpx, yq “

l
ź

j“1

pajx ` bjyq
mj com

l
ÿ

j“1

mj “ d, ou seja

rbi : ´ai : 0s são os pontos e mj é dito a multiplicidade de interseção de F e z em rbj : ´aj : 0s.

1.3 Mapas Entre Curvas
Vamos definir e enunciar alguns resultados que auxiliam na construção do

emparelhamento de Weil. Os resultados presentes nessa seção podem ser encontrado
em (SILVERMAN, 2009)

Definição 18. Sejam C1 e C2 curvas projetivas em Pn. Um mapa racional de C1 para C2 é
dado na forma

ϕ : C1 ÝÑ C2 tal que ϕ “ r f0, ..., fns,

de modo que, se as funções f0, ..., fn P K̄pC1q são todas definidas em P P C1, então

ϕpPq “ r f0pPq, ..., fnpPqs P C2.

Um mapa onde as funções são definidas em todos os ponto de C1 é dito
uma morfismo. Além disso, vamos dizer que C1 e C2 são isomorfas, se existirem mapas
ϕ : C1 Ñ C2 e ψ : C2 Ñ C1, tal que, ϕ ˝ ψ e ψ ˝ ϕ são a identidade.

Exemplo 11. Considere C : Z2
“ X2

` Y2 e o mapa ϕ : C1 ÝÑ P1 dado por ϕ “ rX ` Y, Ys.
Verifica-se que ϕ é regular em todos os pontos, e mais, que C é isomorfa a P1.

Teorema 3. Seja ϕ : C1 ÝÑ C2 um morfismo de curvas, então ou ϕ é constante ou ϕ é
sobrejetiva.
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1.3.1 Isogenia

Definição 19. Sejam E1 e E2 curvas elípticas. Uma isogenia de E1 para E2 é um morfismo ϕ

satisfazendo ϕpOq “ O

Duas curvas elípticas são isogênicas se existir uma isogênia, tal que, ϕpE1q ‰ tOu.

Exemplo 12. Seja E uma curva elíptica e m ą 0 um numero inteiro. Definimos a isogenia
multiplicação por m

rms : E ÝÑ E tal que rmspPq “ P ‘ P ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ P.

De maneira similar, definimos para o caso m ă 0.

Definição 20. Sejam E uma curva elíptica e m ą 1 um inteiro. O subgrupo m´torção de E,
denotado por Erms é definido como

Erms “ tP P E; rmspPq “ Ou.
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2 Curvas Elípticas

Neste capitulo vamos abordar as curvas elípticas e trabalharemos com
algumas propriedades particulares que essa família de curvas satisfazem.

2.1 Equação de Weierstrass
Uma curva da forma

Y2Z ` a1XYZ ´ a2X2Z ` a3YZ2
´ a4XZ2

´ a6Z3
´ X3

“ 0 (2.1)

onde a1, ..., a6 P K̄, é dita uma curva elíptica. Note que,tendo o plano Z “ 0
como sendo os pontos no infinito, O “ r0 : 1 : 0s será o único ponto no infinito dessa
família de curvas. Uma segunda observação, é que essa família de curva é suave.
Assim nosso primeiro passo é tentar simplificar o máximo a equação obtida a partir da
afinização de (2.1).

Vamos denotar por E a curva elíptica plana afim, obtida quando tomamos
Z “ 1, ou seja,

E : y2
` a1xy ´ a2x2

` a3y ´ a4x ´ x3
´ a6 “ 0

Com O “ r0 : 1 : 0s sendo o ponto no infinito, essa equação é chamada de Equação de
Weierstrass. Supondo que charpKq ­“ 2, podemos fazer a seguinte mudança de variável

y ÞÝÑ
1
2

py ´ a1x ´ a3q

logo,

E :
ˆ

1
2

py ´ a1x ´ a3q

˙2

` a1x
ˆ

1
2

py ´ a1x ´ a3

˙

` a3

ˆ

1
2

py ´ a1x ´ a3q

˙

“ x3
` a2x2

` a4x ` a6

Multiplicando por 4 ambos os lados vamos ter:

E : py2
` a2

1x2
´ 2a1xy ` 2a1a3x ´ 2a3y ` a2

3q ` p2a1xy ´ 2a2
1x2

´ 2a1a3xq

` p2a3y ´ 2a3a1x ´ 2a2
3q “ 4x3

` 4a2x2
` 4a4x ` 4a6

õ

E : y2
´ a2

1x2
´ 2a1a3x “ 4x3

` 4a2x2
` 4a4x ` 4a6

õ
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E : y2
“ 4x3

` x2
p4a2 ` a2

1q ` xp4a4 ` 2a1a3q ` p4a6 ` a2
3q.

Defina

b2 “ 4a2 ` a2
1, 2b4 “ 4a4 ` 2a1a3, e b6 “ 4a6 ` a2

3, então,

E : y2
“ 4x3

` b2x2
` 2b4x ` b6.

Se charpK̄q ­“ 2, 3 podemos "simplificar"ainda mais a equação de Weierstrass
fazendo a seguinte mudança de coordenadas

px, yq ÞÝÑ

ˆ

x ´ 3b2

36
,

y
108

˙

,

E :
´ y

108

¯2
“ 4

ˆ

x ´ 3b2

36

˙3

` b2

ˆ

x ´ 3b2

36

˙2

` 2b4

ˆ

x ´ 3b2

36

˙

` b6

õ

E : y2
“ px3

´ 9b2x2
` 27b2

2x ´ 27b3
2q ` p9b2x2

´ 54b2
2x ` 34b3

2q

` p2334b4x ´ 2335b2b4q ` 1082b6

õ

E : y2
“ x3

` xp´27b2
2 ` 27p24b4qq ` p543

2 ´ 54p36b2b4q ` 54p216b6qq

Defina

c4 “ b2
2 ´ 24b4 e c6 “ ´b3

2 ` 36b2b6 ´ 216b6.

Logo temos a expressão

E : y2
“ x3

´ 27c4x ´ 54c6.

O que fizemos é uma mudança particular do Exemplo 3, além disso, a partir
da equação de Weierstrass definimos:

b8 “ a2
1a6 ` 4a2a6 ´ a1a3a5 ` a2a2

3 ´ a2
4

∆ “ ´b2
2b8 ´ 8b3

4 ´ 27b2
6 ` 9b2b4b6

j “
c3

4
∆

Definição 21. ∆ é o Discriminante da equação de Weierstrass. j é dito j ´ invariante da curva
elíptica.
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Se tomarmos um curva elíptica E dada pela equação de Weierstrass, já
temos que,

x “ u2x1
` r e y “ u3y1

` u2sx1
` t (2.2)

com u, r, s, t P K̄, é a única mudança de coordenadas que preserva a equação de
Weierstrass. Através de cálculos encontramos os valores do discriminante e do j-
invariante da curva elíptica após aplicarmos a mudança

u12∆1
“ ∆ j1 “ j

Perceba que, apos aplicarmos uma mudança de coordenadas, o j-invariante não se
altera, veremos adiante que duas curvas elípticas são isomorfas, se e somente se, tem
os mesmo j-invariante.

Supondo que charpKq ­“ 2, 3 temos nossa curva elíptica dada pela equação

y2
“ x3

` Ax ` B, com A, B P K̄.

Nessa condições, temos

∆ “ ´16p4A3
` 27B2

q e j “ ´1728
p4Aq3

∆

Lema 1. Seja ppxq “ a3x3
` a2x2

` a1x ` a0 um polinômio de grau três, temos que ppxq

possui raiz dupla se, e somente se ∆ “ 0. Onde ∆ “ 18a0a1a2 ´ 4a0a3
2 ` a2

1a2
2 ´ 4a3

1 ´ 27a2
0

Além disso, temos o seguinte resultado

Proposição 4. Uma curva elíptica E dada pela equação de Weierstrass satisfaz:

(i) E é não-singular ô ∆ ‰ 0;

(ii) E é nodal ô ∆ “ 0 e c4 ‰ 0;

(iii) E é uma cúspide ô ∆ “ c4 “ 0

Demonstração. Vamos fazer a demonstração para o caso charpKq ­“ 2, 3.

piq Podemos supor E : y2
“ x3

` Ax ` B.

ùñ : Suponha ∆ “ 0, i.e, ´4A3
´ 27B2

“ 0. Logo teremos uma raiz dupla para
ppxq “ x3

` Ax ` B. Se x0 é a raiz dupla, então para o ponto px0, 0q temos que
B f
Bx

px0, 0q “ 0 e
B f
By

px0, 0q “ 0. Logo E é singular.

ðù : Suponha E singular, então P “ px0, y0q é um ponto singular se satisfaz

2y0 “ 3x2
0 ` A “ 0.
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Assim, x0 é uma raiz dupla de x3
` AX ` B, ou seja ∆ “ 0.

Faremos os itens piiq e piiiq simultaneamente, considere a curva elíptica

E : y2
` a1xy ´ a2x2

` a3y ´ a4x ´ x ´ a6 “ 0

Primeiramente, se E é singular no ponto P “ px0, y0q, pelo item piq já temos que ∆ “ 0.
Agora, note que, fazendo uma mudança de variável

x “ x1
` x0 y “ y1

` y0

satisfaz (2.2), tendo u “ 1 e s “ 0. Nessas condições tanto ∆ como c4 são invariantes.
Podemos assim, sem perda de generalidade supor P “ p0, 0q. Então

a6 “ f p0, 0q “ 0 a4 “
B f
Bx

p0, 0q “ 0 a3 “
B f
By

p0, 0q “ 0

ou seja,
E : y2

“ x3
` a2x2

´ a1xy.

Temos também que c4 “ a2
1 ` 4a2. Agora temos f2px, yq “ y2

` a1xy ´ x2 fator homogê-
neo de menor grau, pela Definição 8 P é um ponto de nó se, e só se, f2 pode ser escrito
em dois fatores, isto ocorre se, e somente se, a2

1 ` 4a2 ­“ 0 (discriminante considerando
f2 apenas na variável y) Analogamente, P é um cúspide ô a2

1 ` 4a2 “ 0

Proposição 5. Duas curvas elípticas são isomorfas sobre K̄ se, e somente se ambas tem o mesmo
j-invariante.

Demonstração. Primeiramente, se duas curvas elípticas são isomorfas, temos que só
há uma família de mudanças de variáveis que mantém a equação de Weierstrass, e
como vimos os j-invariantes serão iguais. Agora, sejam E1 e E2 curvas elípticas com os
mesmos j-invariantes. Por simplicidade, vamos supor charpKq ě 5 e escrevemos

E1 : y2
“ x3

` A1x ` B1 E2 : y2
“ x3

` A2x ` B2

Pela hipótese de jpE1q “ jpE2q segue que

p4A1q3

4A3
1 ` 27B2

1
“

p4A2q3

4A3
2 ` 27B2

2

ñ p4A1q
3
p4A3

2 ` 27B2
2q “ p4A2q

3
p4A3

1 ` 27B2
1q

Simplificando a expressão obtemos

A3
1B2

2 “ A3
2B2

1 (2.3)

Vamos verificar que E1 e E2 são isomorfas através do isomorfismo

px, yq ÞÝÑ pu2x1, u3y1
q

Temos os seguintes casos:
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A) Se j “ 0, então A1 “ A2 “ 0, devemos ter B1 e B2 diferentes de zero.

E1 : y2
“ x3

` B1 E2 : y2
“ x3

` B2

Saindo de E1, vamos encontrar u de modo a termos o isomorfismo,

pu3yq
2

“ pu2xq
3

` B1 ñ u6y2
“ u6x3

` B1 ñ y2
“ x3 B1

u6

Logo, B2 “
B1

u6 , então u “

ˆ

B1

B2

˙1{6

B) Se j “ 1728, logo B1 “ B2 “ 0 e A1, A2 ­“ 0. Desta forma, obtemos

E1 : y2
“ x3

` A1x E2 : y2
“ x3

` A2x

De modo análogo ao que foi feito em A),

pu3yq
2

“ pu2xq
3

` A1x ñ y2
“ x3

`
A1

u6 ñ u “

ˆ

A1

A2

˙1{4

.

C) Se j ­“ 0, 1728 nesse caso, A1B1 ­“ 0, ou seja, A2B2 ­“ 0, isso porque, caso um deles
fosse por conta da igualdade (2.3) o outro também deveria ser.

E1 : y2
“ x3

` A1x ` B1 E2 : y2
“ x3

` A2x ` B2

Repetindo os passou feitos em A) e B), vamos obter, u =
ˆ

B1

B2

˙1{6

e u “

ˆ

A1

A2

˙1{4

,

contudo de (2.3) temos que são iguais, então u está bem definido.

Definição 22. Uma equação de Weierstrass é da forma de Legendre se ela pode ser escrita como

y2
“ xpx ´ 1qpx ´ λq

λ P K̄

Se charpKq ­“ 2, então podemos reescrever a equação de Weierstrass na
forma de Legendre.

Proposição 6. Toda curva curva elíptica suave é isomorfa a uma curva dada pela forma de
Legendre

Eλ : y2
“ xpx ´ 1qpx ´ λq

com λ P K̄ e λ ­“ 0, 1.
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Demonstração. Supondo que charpKq ­“ 2 podemos escrever a curva elíptica por

E : y2
“ 4x3

` b2x2
` 2b4x ` b6

Fazendo a mudança px, yq ÞÝÑ px, 2yq, obtemos

E : 4y2
“ 4x3

` b2x2
` 2b4x ` b6 ñ y2

“ px ´ e1qpx ´ e2qpx ´ e3q

para alguns e1, e2, e3 P K̄.

A mudança de coordenadas realizadas foi,

x “ x e y “ y ´ pa1{2qx ´ a3{2

assim, u “ 1, logo ∆1
“ ∆. Pela hipótese de E ser não-singular, ∆ ­“ 0, segue então que

∆1
­“ 0 ñ e1, e2, e3 são distintos.

Fazendo a mudança,

x “ pe2 ´ e1qx1
` e1 e y “ pe2 ´ e1q

3{2y1

temos que,

E : pppe2 ´ e1q
3{2y1

q
2

“ rpe2 ´ e1qx1
` e1 ´ e1srpe2 ´ e1qx1

` e1 ´ e2srpe2 ´ e1qx1
` e1 ´ e3s

E : pe2 ´ e1q
3
py1

q
2

“ x1
pe2 ´ e1qrpe2 ´ e1qx1

` pe1 ´ e2qsrpe2 ´ e1qx1
` pe1 ´ e3qs

“ x1
pe2 ´ e1qrpe2 ´ e1q

2x12
` pe2 ´ e1qx1

pe1 ´ e3q ` pe1 ´ e2qpe2 ´ e1qx1
` pe1 ´ e2qpe1 ´ e3qs

dividindo por pe2 ´ e1q
3, temos

E : y12
“ x1

ˆ

x12
`

x1pe1 ´ e3q

pe2 ´ e1q
`

x1pe1 ´ e2q

pe2 ´ e1q
´

pe1 ´ e3q

pe2 ´ e1q

˙

“ x1

ˆ

x12
`

x1pe1 ´ e3q

pe2 ´ e1q
´ x1

´
pe1 ´ e3q

pe2 ´ e1q

˙

.

Nomeando λ “
e3 ´ e1

e2 ´ e1
e substituindo na expressão (por um abuso de

notação vamos escrever y e x ao invés de y1 e x1) obtemos

E : y2
“ xpx2

´ λx ´ x ` λq “ xpx ´ 1qpx ´ λq

Como não podemos ter raízes duplas, λ ­“ 0, 1

Proposição 7. Seja E uma curva elíptica e D “
ÿ

PPE

nppPq P DivpEq. Então, D é um divisor

principal se, e somente se,
ÿ

PPP

np “ 0 e
ÿ

PPE

rnpsP “ O.

Demonstração. (SILVERMAN, 2009)



Capítulo 2. Curvas Elípticas 32

2.2 A Lei dos Grupos
Veremos nessa seção que é possível definir uma operação de grupo sobre os

pontos de uma curva elíptica, daremos primeiro uma representação geométrica e em
seguida, com o uso da equação de Weierstrass obteremos um algoritmo para o cálculo
da operação de modo explícito.

2.2.1 Operação do Grupo

Seja E uma curva elíptica (a curva está no plano afim) dada pela equação de
Weierstrass, com O “ r0 : 1 : 0s sendo o ponto no infinito, além disso, vamos supor que
∆ ­“ 0, essa hipótese garante a unicidade retas tangentes. Se L é uma reta, o teorema
de Bézout nos dá que L vai intersectar E em três pontos, ou caso L seja tangente a E
em dois pontos. Contudo a soma dos graus das intersecções vai ser três.

Definição 23 (Ideia geométrica). Seja P, Q P E. Seja também L a reta passando por P e Q
( se P “ Q, então L vai ser tangente a E). Denote por R o terceiro (ou segundo caso P “ Q)
ponto de interseção de E e L. Tome agora L1 a reta passando por O “ r0 : 1 : 0s e R, assim L1

vai interceptar E em mais um ponto, denotado por P ‘ Q.

Vamos verificar que E munida da operação acima é um grupo abeliano.

Proposição 8. A lei da Definição 23 tem as seguintes propriedades:

1. Seja P, Q, R P E, então pP ‘ Qq ‘ R “ P ‘ pQ ‘ Rq.

2. Temos que P ‘ O “ O ‘ P “ P, @P P E.

3. Dado P P E, existe um ponto em E denotado por aP, tal que, P ‘ paPq “ O

4. P ‘ Q “ Q ‘ P @P, Q P E.

5. Se L é uma reta que intercepta E nos pontos P, Q, R (não necessariamente distintos),
então pP ‘ Qq ‘ R “ O.

6. Suponha que E está definida sobre K, então EpKq “ tpx, yq P K2; y2
` a1xy ` a3y “

x3
` a2x2

` a4x ` a6u Y tOu é um subgrupo de E.

Demonstração do item 5 da Proposição 8. Primeiro vamos calcular P ‘ Q. Temos que L
é a reta passando por P, Q e R. Considere L1 passando por O e R, assim o terceiro
ponto chamamos de P ‘ Q. Agora para o cálculo de pP ‘ Qq e R, já temos a reta L1

passando por eles e interceptando E em O, podemos olhar R1
“ O, agora queremos

uma reta L2 passando por R1
“ O e O, ou seja, L2 deve tangenciar E em O. Vimos no

Exemplo 8 que o grau de interseção é três, por Bézout temos que L2
X E “ tOu. Logo

pP ‘ Qq ‘ R “ O.
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A seguir enunciamos algumas ferramentas que serão importantes para
demonstrar o item 1.

Definição 24. Sejam F e G curvas projetivas sem componentes comuns, definimos o Divisor
da interseção por

F‚G “
ÿ

PPP2

IpP, G, Fq ¨ P

Suponha F, G e H curvas, e H‚F ě G‚F, i.e, H tem um divisor de interseção
maior do que G. Quando existe uma curvas B, tal que, B‚F “ H‚F ´ G‚F? Para uma B
satisfazendo essa igualdade devemos ter degpBq “ degpHq ´ degpGq.

Condição de Max Noether : Sejam P P P2, F, G curvas sem componentes
em comum, passando por P. Seja H uma outra curva, dizemos que a condição de Max
Noether é satisfeita em P (com respeito a F, G e H) se

h P x f , gy Ď K̄rP2
sP

i.e, existem a, b P K̄rP2
sP, tal que, h “ a f ` bG. h, f e g são as homegenezação de H, F

e G, respectivamente.

Teorema 4 (Teorema fundamental de Max Noether). Seja F, G e H curvas planas projetivas.
Assuma que F e G não tem componentes em comum. Então existe uma equação H “ AF ` BG
(com A, B polinômios de graus degpHq ´ degpFq e degpHqdegpGq, respectivamente) se, e
somente se, a condição de Noether e satisfeita em todo ponto P P F X G.

Demonstração. Livro (FULTON, 1989)

Proposição 9. Sejam F, G e H curvas planas, e P P F X G. Então a condição de Noether é
satisfeita em P se vale alguns dos itens:

1. F e G se encontram transversalmente em P e P P H;

2. P é um ponto simples em F e IpP, H, Fq ě IpP, G, Fq;

3. F e G tem tangentes distintas em P e mPpHq ě mPpFq ` mPpGq ´ 1.

Demonstração. (FULTON, 1989)

Corolário 1. Se é válido algum dos itens acima, temos

1. F e G se encontram em degpFqdegpGq pontos distintos, e H passa por esses pontos. Ou

2. todos os pontos de F X G são pontos simples de F e H‚F ě G‚F, então existe uma curva
B,tal que B‚F “ H‚F ´ G‚F.
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Vamos agora demonstrar o item 1.

Demonstração do item 1 da Proposição 8. Sejam P, Q, R P E. Vamos calcular primeiro
pP ‘ Qq ‘ R. Considere

1. L1 a reta passando por P, Q e S1 ,

2. M1 a reta passando por O, S1 e S, aqui S “ P ‘ Q,

3. L2 a reta passando por S, R e T1,

então, pP ‘ Qq ‘ R será o terceiro ponto de interseção da reta passando por O e T1.

Agora vamos encontrar P ‘ pQ ‘ Rq, considere

1. M2 a reta passando por Q, R e U1,

2. L3 a reta passando por O, U1, U, aqui U “ Q ‘ R,

3. M3 a reta passando por P, U e T2,

então, P ‘ pQ ‘ Rq será o terceiro ponto de interseção da reta passando por O e T2.
Assim, basta verificar que T1

“ T2.

Defina C1 “ L1L2L3 e C2 “ M1M2M3, é fácil ver que

E‚C1 “ P ` Q ` R ` S ` S1
` U ` U1

` T1

E‚C2 “ P ` Q ` R ` S ` S1
` U ` U1

` T2

Defina agora, L a reta passando por T1 mas não por T2. Temos L‚E “ T1
` P1 ` P2.

Assim, LC2‚
E “ C1‚

E ` T2
` P1 ` P2. Tomando F “ E, G “ C1 e H “ LC2, pelo item 2

do corolário, temos que existe B, tal que B “ T2
` P1 ` P2 e degpBq “ degpHq ´ degpGq “

4 ´ 3 “ 1. Ou seja, existe uma reta passando por P1, P2 e T2, i.e, L “ B e portanto
T1

“ T2.

Demonstração do item 2 da Proposição 8. Tomando Q “ O na definição, então seja L a
reta passando por P e O, temos que ela deve interceptar E em R. Portanto, L1 deve
passar por R e O, logo vai coincidir com L e assim P ‘ O “ P. Análogo para O ‘ P.

Demonstração do item 3 da Proposição 8. Usando os itens 2 e 5, temos que

O “ pP ‘ Oq ‘ R “ P ‘ R.

Basta definir R “ aP.
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Demonstração do item 4 da Proposição 8. Note que, a reta passando por P e Q é a mesma
passando por Q e P (a construção é simétrica). Portanto obteremos os mesmo resultados
em ambos os casos.

Exemplo 13. Suponha E definida sobre K e P, Q P E pontos racionais. Se L : aX ` bY ` cZ
é a reta ligando os dois ponto, então a, b, c devem pertencer a K, pois se P “ pp1, p2, p3q e
Q “ pq1, q2, q3q, temos

$

&

%

ap1 ` bp2 ` cp3 “ 0,

aq1 ` bq2 ` cq3 “ 0,

então, c “
´ap1 ´ bp2

p3
. Substituindo na segunda equação do sistema, obtemos

aq1 ` bq2 `
p´ap1 ´ bp2qq3

p3
“ 0 ñ apq1p3 ´ pq3q ` bpq2p3 ´ p2q3q “ 0

ñ
a
b

“
´pq2p3 ´ p2q3q

pq1p3 ´ pq3q
P K

assim, a, b P K, e logo c P K. Portanto, L está definida sobre K.

Agora, se L intercepta E em um terceiro ponto, então esse deve ser racional. Para
ver isto, podemos supor que r0 : 1 : 0s não é o ponto de interseção, logo podemos olhar para os
pontos da forma rX : Y : 1s, (vamos fazer Z “ 1 na equação da reta e da curva elíptica), assim

E : y2
` a1xy ´ a2x2

` a3y ´ a4x ´ x3
´ a6 “ 0 e L : y “ ax ` b

Substituindo na equação da curva elíptica vamos obter algo do tipo

px ´ x1qpx ´ x2qpx ´ x3q “ 0 (2.4)

Sem perda de generalidade, podemos supor que x1 e x2 são coordenadas de P e Q. Vamos olhar
na equação de E (após feita a substituição de y) e na equação (2.4) o coeficiente do termo x2.
Com simples cálculos, obtemos que são:

a2
` aa1 ´ a2 e x1 ` x2 ` x3

como
a2

` aa1 ´ a2 “ x1 ` x2 ` x3 ñ x3 “ a2
` aa1 ´ a2 ´ x1 ´ x2 P K

Portanto, todas as coordenadas do terceiro ponto estão em K.

Demonstração do item 6 da Proposição 8. Como consequência deste exemplo, podemos
tomar dois pontos em KpEq e realizar a operação no espaço projetivo, obtendo um
ponto que quando afinizado estará em KpEq.
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2.2.2 Formula explícita

Vamos através da equação de Weierstrass obter um algoritmo para somar
dois pontos da curva.

Seja E uma curva elíptica dada pela equação de Weierstrass

E : f px, yq “ y2
` a1xy ´ a2x2

` a3y ´ a4x ´ x3
´ a6 “ 0

então

1. Seja P “ px0, y0q P E. Então aP “ px0, ´y0 ´ a1x0 ´ a3q, pois

aP é o ponto, tal que, se L é a reta passando por P e aP, então L1 é tangente
à E em O, isso só ocorre se L intercepta o ponto O. Assim, considere L a reta
passando por P e O, temos que L : x ´ x0 “ 0. Substituindo em E, obtemos

f px0, yq “ py ´ y0qpy ´ y1q.

Uma das raízes deve ser coordenada de P, assim como feito no último exemplo,
vamos olhar para o coeficiente de y, na equação de E quando fizermos a mudança
de variável e em py ´ y0qpy ´ y1q, como ambos devem ser iguais obtemos

a1x0 ` a3 “ ´y0 ´ y1 ñ y1 “ ´y0 ´ a1x0 ´ a3.

2. Sejam P1 “ px1, y1q e P2 “ px2, y2q. Seja também L : y “ λx ` b a reta passando
por P1 e P2. Vamos definir os valores dos coeficientes da reta para os casos P1 “ P2

e P1 ­“ P2, e por fim, encontrar o resultado da soma.

Se x1 “ x2 e y2 “ ´y1 ´ a1x1 ´ a3, então P1 ‘ P2 “ O (caso P1 “ aP2.

Se P1 “ P2, a equação da reta tangente é dada por

L :
B f
Bx

pPqpx ´ x1q `
B f
By

pPqpy ´ y1q “ 0

ñ L : p´3x2
1 ` a1y1 ´ 2a2x1 ´ a4qpx ´ x1q ` p2y1 ` a1x1 ` a3qpy ´ y1q “ 0

ñ L : y “
3x2

1 ` 2a2x1 ` a4 ` a1y1

2y1 ` a1x1a3
x `

´x3
1 ` a4x1 ` 2a6 ´ a3y1

2y1 ` a1x1a3
.

Se P1 ­“ ˘P2, então L : y “ λx ` b deve satisfazer
$

&

%

y1 “ λx1 ` b,

y2 “ λx2 ` b,

resolvendo o sistema obtemos λ “
y2 ´ y1

x2 ´ x1
e b “

y1x2 ´ y2x1

x2 ´ x1
.

Agora que já temos os valores dos coeficientes, para calcular P1 ‘ P2, vamos
encontrar o terceiro ponto de interseção usando a mesma lógica do exemplo 14,
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pois o item 5 da proposição 10 nos dá que pP1 ‘ P2q ‘ P3 “ O, então P1 ‘ P2 “ aP3.
Logo, se P3 “ px3, y3q é o terceiro ponto, então x3 “ λ2

` λa1 ´ a2 ´ x1 ´ x2 e
y3 “ x3λ ` b. Basta usar o item 1 para encontrar o aP, ou seja

aP3 “ pλ2
` λa1 ´ a2 ´ x1 ´ x2, ´pλ ` a1qx3

´ b ´ a3q.

Exemplo 14. Vamos supor que charpK̄q ­“ 2, 3, logo uma curva elíptica E é dada na forma
reduzida por E : y2

´ x3
´ Ax ´ B. Considerando O como o ponto no infinito, vamos verificar

a lei do grupo. Considere P1 “ px1, x2q e P2 “ px2, y2q

Se P1 “ P2 a equação da reta tangente a E em P1 é

L : p´3x2
1 ´ Aqpx ´ x1q ` p2y1qpy ´ y1q “ 0

ñ L : y “
xp3x2

1 ` Aq

2y1
`

´3x3
1 ´ Ax1 ` 2y2

1
2y1

,

podemos simplificar para
L : y “ xλ ´ x1λ ` y1.

Se P1 ­“ ˘P2, podemos supor L : y “ λx ` b a equação da reta passando por ambos,
para esse caso já temos o valor de λ e b. Vamos reescrever b de modo a facilitar os cálculos, ou
seja,

b “
y1x2 ´ y2x1

x2 ´ x1
“

y1x2 ´ y2x1 ` py1x1q ´ py1x1q

x2 ´ x1
“ ´x1

y2 ´ y1

x2 ´ x1
` y1

Logo L : y “ λpx ´ x1q ` y1.

Supondo que P3 “ px3, y3q é o ponto onde a reta passando por P1 e P2 intercepta E,
então temos que

pλpx ´ x1qq
2

“ x3
` Ax ` B e px ´ x1qpx ´ x2qpx ´ x3q “ 0

Olhando para o coeficiente do termo x2 na primeira e segunda equação, vamos obter
que

λ2
“ x1 ` x2 ` x3 ñ x3 “ λ2

´ x1 ´ x2

e substituindo na equação da reta temos que y3 “ λpx3 ´ x1q ` y1. Ou seja, P3 “ pλ2
´ x1 ´

x2, λpx3 ´ x1q ` y1q, pelo item 5 da proposição 10, temos que

P1 ‘ P2 “ aP3 ñ P1 ‘ P2 “ ppλ2
´ x1 ´ x2, λpx1 ´ x3q ´ y1q

Para o caso P1 “ P2, vemos de maneira análoga que

x3 “ λ2
´ x1 ´ x2 e y3 “ x3λ ´ x1λ ` y1.

Logo,
P1 ‘ P1 “ pλ2

´ x1 ´ x2, ´x3λ ` x1λ ´ y1q.
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Vamos fazer uma observação que será utilizado no capitulo 4, note que, para o caso P1 ­“ ˘P2,
para realizar a soma dos dois ponto devemo fazer duas multiplicações (λ2 e λpx1 ´ x3q) e uma

divisão
ˆ

λ “
y2 ´ y1

x2 ´ x1

˙

. Já no caso P1 “ P2, é necessário uma divisão (a do próprio lambda) e

4 multiplicações λ2 , ´x3λ , x1λ e λ “
p3x2

1 ` Aq

2y1

2.2.3 Isogenia

Definição 25. Sejam E1 e E2 curvas elípticas. Uma isogenia de E1 para E2 é um morfismo ϕ

satisfazendo ϕpOq “ O

Duas curvas elípticas são isogênicas se existir uma isogênia, tal que, ϕpE1q ‰ tOu.

Exemplo 15. Seja E uma curva elíptica e m ą 0 um numero inteiro. Definimos a isogenia
multiplicação por m

rms : E ÝÑ E tal que rmspPq “ P ‘ P ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ P.

De maneira similar, definimos para o caso m ă 0.

Definição 26. Sejam E uma curva elíptica e m ą 1 um inteiro. O subgrupo m´torção de E,
denotado por Erms é definido como

Erms “ tP P E; rmspPq “ Ou.

Proposição 10. Sejam E uma curva elíptica e m P Z com m ‰ 0. Se charpKq “ 0 ou
p “ charpKq e p não divide m, então

Erms “
Z

mZ
ˆ

Z

mZ
.

Demonstração. (SILVERMAN, 2009)
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3 Emparelhamentos

Neste capítulo estudaremos os emparelhamento de Weil e Tate, para ambos
os caso vamos está sempre considerando uma curva elíptica plana.

3.1 Emparelhamento de Weil
Nessa seção vamos definir o emparelhamento de Weil, ferramenta utili-

zada em varias áreas, o qual foi primeiramente proposto por Weil numa primeira
demonstração da Hipótese de Riemann em corpos finitos. Atualmente é utilizada na
criptografia, contudo a implementação de modelos que fazem uso do emparelhamento
são caros computacionalmente, assim uma boa parte dos estudos buscam uma maneira
de otimizar o calculo do emparelhamento.

Para esta seção vamos fixar um inteiro m ě 2, o qual é vamos assumir ser
primo com p “ charpKq (no caso de p ą 0). Vamos denotar também Erms o grupo dos
pontos de m´torção.

Seja T P Erms, então pela proposição 7 existe uma função f P K̄pEq satisfa-
zendo divp f q “ mpTq ´ mpOq. Agora, tome T1

P E, tal que, rmsT1
“ T. Analogamente,

existe uma função g P K̄pEq satisfazendo

divpgq “
ÿ

RPErms

pT1
‘ Rq ´ pRq.

Note que,
ÿ

RPErms

pT1
‘ Rq ´ pRq “ m2T1

`
ÿ

RPErms

pRq ´ pRq “ O.

Na penúltima igualdade usamos o fato de que #Erms “ m2 e que m2T1
“ O. Vamos

verificar os divisores das funções f ˝ rms e gm.

Primeiro, note que se P é zero de ordem 1 de uma função g, então para
g2, P será um zero de ordem 2, logo o divpgm

q “ m
ÿ

RPErms

pT1
‘ Rq ´ pRq. Agora para

f ˝ rms, os zeros serão os pontos da forma pT1
` Rq com R P Erms e T “ mT1, cada

pT1
‘ Rq é um zero de ordem m (construção análoga para os polos), logo divp f ˝ rmsq “

m
ÿ

RPErms

pT1
‘ Rq ´ pRq.

Como os divisores são iguais, então elas se diferenciam por um escalar do
corpo, ou seja, multiplicando f por um escalar conveniente, podemos assumir que
f ˝ rms “ gm. Agora, seja S P Erms, outro ponto de m-torção (podemos ter S “ T), então



Capítulo 3. Emparelhamentos 40

para qualquer ponto X P E, temos

gpS ‘ Xq
m

“ f prmsS ` rmsXq “ f prmsXq “ gpXq
m. (3.1)

Olhando para
gpX ‘ Sq

gpXq

como sendo uma função de X, verifica-se que ela apenas assume valores finitos, sendo
uma raiz m-ésima da unidade. Em particular, o morfismo

E ÝÑ P1 S ÞÝÑ

„

gpX ‘ Sq

gpXq
: 1

ȷ

não é sobrejetivo, pela Teorema 3 temos que é constante. Assim, vamos definir o
emparelhamento de Weil por

em : Erms ˆ Erms ÝÑ µm

onde, empS, Tq “
gpX ‘ Sq

gpXq

em que X P E é qualquer ponto que não anule ambas funções. µm é denotado
como sendo o grupo das m-ésima raízes da unidade. Notemos que nossa função g
está bem definida a menos de uma multiplicação por escalar, mas em não depende da
escolha de g, pois no passo 3.1 o escalar não vai interferir.

Proposição 11. O emparelhamento de Weil em tem as seguintes propriedades:

1. É bilinear, ou seja

empS1 ‘ S2, Tq “ empS1, TqempS2, Tq,

empS, T1 ‘ T2q “ empS, T1qempS, T2q.

2. É alternado, isto é, empT, Tq “ 1. Em particular empS, Tq “ empT, Sq
´1.

3. É não degenerada, ou seja, se empS, Tq “ 1@S P Erms, então T “ O.

4. É compatível, isto é, emm1pS, Tq “ emprm1
sS, Tq @S P Ermm1

s com T P Erms .

Demonstração. Item 1

Vamos verificar a linearidade de cada termo separadamente, para o primeiro fator
termos que,

empS1 ‘ S2, Tq “
gpX ‘ pS1 ‘ S2qq

gpXq
“

gpX ‘ pS1 ‘ S2qq

gpXq

gpX ‘ S1q

gpX ‘ S1q
.
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Como
gpX ‘ S1q

gpXqq
“ empS1, Tq e

gppX ‘ S1q ‘ S2q

gpX ‘ S1q
“ empS2, Tq,

segue que empS1 ‘ S2, Tq “ empS1, TqempS2, Tq.

Agora para o segundo fator, dado os pontos T1, T2, T3 “ T ‘ T2 P Erms,
considere as funções f1, f2, f3 P K̄pEq, tais que

divp fiq “ mpTiq ´ mpOq, i “ 1, 2, 3.

A partir das f ’s vamos tomar g1, g2, g3 P K̄pEq onde

gm
i “ fi ˝ rms, i “ 1, 2, 3.

Observe que até aqui estamos tomando funções da mesma forma que fizemos na
construção emparelhamento, ou seja, para cada Ti temos o valor de empS, Tiq. Para
finalizar, tomemos uma última função h P K̄pEq, tal que,

divphq “ pT1 ‘ T2q ´ pT1q ´ pT2q ` pOq.

Perceba que,

div
ˆ

f3

f1 f2

˙

“ m divphq.

Assim concluímos que f3 “ c f1 f2hm para algum c P K̄˚. Fazendo composição com rms

em ambos os lados, temos que

f3 “ c f1 f2hm
ñ gm

3 “ cgm
1 gm

2 ph ˝ rmsq
m.

tomando a m-ésima raiz, obtemos g3 “ g1g2ph ˝ rmsq. Vamos agora ao cálculo:

empS, T1 ‘ T2q “
g3pX ` Sq

g3pXq
“

cg1pX ` Sqg2pX ` SqhprmsX ` rmsSq

cg1pXqg2pXqhprmsXq
“ empS, T1qempS, T2q.

Item 2

Exemplo 16. Seja E uma curva elíptica definida em K, e Q P E, então definimos o mapa
translação por Q

τQ : E ÝÑ E τQpPq “ P ‘ Q

É fácil verificar que τaQ é a inversa, logo temos um isomorfismo.

Vamos mostrar que empT, Tq “ 1@T P Erms. Consideramos as funções f , g P K̄pEq como
anteriormente, também considere os mapas de translações τrisT para i “ 0, 1, ..., m ´ 1.
Considere o divisor da seguinte função f ˝ τrisT, dada por

divp f ˝ τrisTq “ mpr1 ´ isTq ´ mp´risTq,
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segue que,

div

˜

m´1
ź

i“0

f ˝ τrisT

¸

“ m
m´1
ÿ

i“0

rpr1 ´ isTq ´ p´risTqs.

Olhando como soma de pontos, temos m
m´1
ÿ

i“0

rpr1 ´ isTq ´ p´risTqs “ O, ou seja,
m´1
ź

i“0

f ˝

τrisT é constante. De modo análogo, verificamos que

m´1
ź

i“0

g ˝ τrisT1

também é constante. Segue que

m´1
ź

i“0

g ˝ τrisT1pXq “

m´1
ź

i“0

g ˝ τrisT1pX ‘ T1
q ñ

m´1
ź

i“0

gpX ‘ risT1
q “

m´1
ź

i“0

gpX ‘ r1 ` isT1,

cancelando os fatores, obtemos

gpXq “ gpX ‘ rmsT1
q “ gpX ‘ Tq.

Pela definição temos que

empT, Tq “
gpX ‘ Tq

gpXq
“ 1.

Agora, pelo item (a) temos que

empT ‘ S, T ‘ Sq “ empT, TqempT, SqempS, TqempS, Sq ñ empT, SqempS, Tq “ 1.

Item 3

Se empS, Tq “ 1 @S P Erms, temos que

gpX ‘ Sq

gpXq
“ 1 ô gpxq “ gpX ‘ Sq@S P Erms.

Assim, g “ h ˝ rms para alguma função h P K̄pEq. Por construção temos que

ph ˝ rmsq
m

“ gm
“ f ˝ rms.

Logo, f “ hm, mas assim

m divphq “ divp f q “ mpTq ´ mpOq ñ divphq “ pTq ´ pOq.

Lema 2. Seja C uma curva de gênero um, e P, Q P C, então pPq „ pQq ô P “ Q.

Pelo lema, temos T “ O.

Item 4
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Dado T P Erms, vamos tomar f , g P K̄pEq, da maneira usual, i.e,

divp f q “ mpTq ´ mpOq e gm
“ f ˝ rms.

Vamos através dele construir funções para o cálculo de emm1 . Temos que

divp f m1

q “ m.m1
pTq ´ mm1

pOq,

e também

gm
“ f ˝ rms ñ gm

˝ rm1
s “ f ˝ rmm1

s ñ pgm
˝ rm1

sq
m1

“ f m1

˝ rmm1
s

ñ pg˝
rm1

sq
mm1

“ f m1

˝ rmm1
s.

Logo

emm1pS, Tq “
pg ˝ rm1sqpX ‘ Sq

pg ˝ rm1sqpXq
“

gprm1sX ‘ rm1sSq

gprm1sX
“

gpY ‘ rm1sSq

gpYq
“ emprm1

sS, Tq.

A maneira como foi definida o emparelhamento de Weil é útil quando se
trabalha de maneira algébrica, contudo para a implementação em algoritmos devemos
encontrar uma outra forma de expressar o emparelhamento. Nesse intuito, considere a
definição a seguir.

Definição 27. Seja E uma curva elíptica, definimos os emparelhamentos

ẽm : Erms ˆ Erms ÝÑ µm

do seguinte modo: Para P, Q P Erms, escolha divisores DP, DQ P Div0
pEq, tais que, DP „

pPq ´ pOq e DQ „ pQq ´ pOq. Assumindo que DP e DQ tem suportes disjuntos, e como a
ordem de P e Q é m, então existem funções fP e fQ de modo que

divp fPq “ mDP e divp fQq “ mDQ,

assim,

ẽmpP, Qq “
fPpDQq

fQpDPq
.

Vamos verificar que mapa acima está bem definido. Primeiramente, como
os suportes dos divisores são disjuntos então não teremos problemas em aplicar
as funções. Agora, tomando divisores diferentes, mas que ainda são equivalentes à
pPq ´ pOq e pQq ´ pOq não interferiram no resultado, pois suponha

D̃P „ pPq ´ pOq e D̃Q „ pQq ´ pOq.
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Tomemos as funções f̃P, f̃Q P K̄pEq tais que

divp f̃Pq “ mD̃P e divp f̃Qq “ mD̃Q.

Podemos reescrever os divisores como

D̃P “ DP ` divphPq e D̃Q “ DQ ` divphQq,

onde hP, hQ P KpEq são funções. Antes de mostrarmos a igualdade, note que,

divp f̃Pq “ mD̃P “ mDP ` m divphPq,

ou seja, a menos de uma multiplicação por escalar, podemos supor f̃P “ fPhm. Análogo
para f̃Q, temos

f̃PpD̃Qq

f̃QpD̃Pq
“

fPpD̃QqhPpmD̃Qq

f̃QpDP ` divphPqq
“

fPpD̃QqhPpmD̃Qq

f̃QpDPq f̃Q divphPqq
“

fPpD̃QqhPpmD̃Qq

f̃QpDPqhPpdivp f̃Qqq
.

Na última igualdade utilizamos a Reciprocidade de Weil, segue que

fPpD̃QqhPpmD̃Qq

f̃QpDPqhPpdivp f̃Qqq
“

fPpD̃QqhPpmD̃Qq

f̃QpDPqhPpmD̃Qqq
“

fPpD̃Qq

f̃QpDPq
.

Repetindo o mesmo processo, obtemos

fPpDQq

fQpDPq

Aplicando a Reciprocidade de Weil, garantimos ainda que
fPpDQq

fQpDPq
é uma m-ésima raiz

da unidade e

fPpdivp fQq “ fQpdivp fPq ô fPpmDQq “ fQpmDPq ô

ˆ

fPpDQq

fQpDPq

˙m

“ 1.

Teorema 5. Os emparelhamentos em e ẽm são equivalentes, ou seja,ẽmpP, Qq “ empP, Qq para
todo pP, Qq P Erms ˆ Erms.

Demonstração. Primeiramente escolha pontos P1, Q1, R P E, de modo que

rmsP1
“ P, rmsQ1

“ Q, r2sR “ P1
´ Q e P1

­“ ˘Q1.

Agora, defina os divisores DP, DQ, tais que DP “ pPq ´ pOq e DQ “ pQ ‘ rmsRq ´

prmsRq, tome também funções fP, fQ, gP, gQ P K̄pEq satisfazendo

divp fPq “ mDP, divp fQq “ mDQ,

fP ˝ rms “ gm
P e fQ ˝ rms “ gm

Q.



Capítulo 3. Emparelhamentos 45

Como feito anteriormente, verifica se que

divpgPq “
ÿ

TPErms

rpT ‘ P1
q ´ pTqs e divpgQq “

ÿ

T P ErmsrpT ‘ Q1
‘ Rq ´ pT ‘ Rqs

Considere,

iq
gPpX ‘ Q1 ‘ RqgQpXq

gPpX ‘ RqgQpX ‘ P1q
P K̄pEq

como uma função na variável X. Verificamos facilmente que

divpgPpX ‘ Q1
‘ Rqq “

ÿ

TPErms

rpT ‘ Rq ´ pT a Q1
a Rqs,

divpgQpXqq “
ÿ

TPErms

rpT ‘ Q1
‘ Rq ´ pT ‘ Rqs,

divpgPpX ‘ Rqq “
ÿ

TPErms

rpT ‘ P1
a Rq ´ pT a Rqs,

divpgQpX ‘ P1
qq “

ÿ

TPErms

rpT a Rq ´ pT ‘ R a P1
qs.

Segue que,

div
ˆ

gPpX ‘ Q1 ‘ RqgQpXq

gPpX ‘ RqgQpX ‘ P1q

˙

“ divpgPpX ‘ Q1
‘ Rqq ` divpgQpXqq ´ divpgPpX ‘ Rqq ´ divpgQpX ‘ P1

qq

“
ÿ

TPErms

rpT ‘ Q1
‘ Rq ´ pT a Q1

a Rq ` pT ‘ R a P1
q ´ pT ‘ P1

a Rqs,

note que,

pT ‘ Q1
‘ Rq “ pT ‘ P1

a P1
‘ Q1

‘ Rq “ pT ‘ P1
a r2sR ‘ Rq “ pT ‘ P1

a Rq,

pT a Q1
a Rq “ pT ‘ P1

a P1
a Q1

a Rq “ pT a P1
‘ r2sR a Rq “ pT a P1

‘ Rq.

Logo,

div
ˆ

gPpX ‘ Q1 ‘ RqgQpXq

gPpX ‘ RqgQpX ‘ P1q

˙

“ 0.

Pelo Corolário 1, temos que a função é constante. Com um raciocínio parecido, verifica
se para

iiq
m´1
ź

i“0

gQpX ‘ risQ1
q P K̄pEq

que

div

˜

m´1
ź

i“0

gQpX ‘ risQ1
q

¸

“ 0,

ou seja, também é constante. Com essas informações vamos ao cálculo de ẽmpP, Qq,
temos que
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ẽmpP, Qq “
fPpDQq

fQpDPq
“

fPpQ ‘ rmsRq fPprmsRq´1

fQpPq fQpOq´1 “
fPprmsQ1 ‘ rmsRq fQprmsOq

fPprmsRq fQprmsP1q
.

Utilizamos a definição de ẽm e o modo de como foi tomado os pontos P1 e Q1, nas
igualdes anteriores. Agora, usando o fato de que gm

P “ fP ˝ rms e gm
Q “ fQ ˝ rms, segue

que
fPprmsQ1 ‘ rmsRq fQprmsOq

fPprmsRq fQprmsP1q
“

ˆ

gPpQ1 ‘ RqgQpOq

gPpRqgQpP1q

˙m

.

Como a função iq é constante, então para X “ risQ1 com i “ 0, 1, ..., m ´ 1, temos

ˆ

gPpQ1 ‘ RqgQpOq

gPpRqgQpP1q

˙ ˆ

gPpr2sQ1 ‘ RqgQpQ1q

gPpR ‘ Q1qgQpP1 ‘ Q1q

˙

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

ˆ

gPprmsQ1 ‘ RqgQprm ´ 1sQ1q

gPpR ‘ rm ´ 1sQ1qgQpP1 ‘ rm ´ 1sQ1q

˙

“

ˆ

gPpQ1 ‘ RqgQpOq

gPpRqgQpP1q

˙m

.

Assim,

m´1
ź

i“0

gPpri ` 1sQ1 ‘ RqgQprisQ1q

gPpR ‘ risQ1qgQpP1 ‘ risQ1q
“

gPpR ‘ rmsQ1q

gPpRq

m´1
ź

i“0

gQprisQ1q

gQpP1 ‘ risQ1q
.

A última igualdade sai do fato de que o produto é telescópico para gP. Agora, como
iiq é constante, para X “ P1 e X “ O temos

m´1
ź

i“0

gQpP1
‘ risQ1

q “

m´1
ź

i“0

gQpO ‘ risQ1
q,

então,
m´1
ź

i“0

gQpO ‘ risQ1q

gQpP1 ‘ risQ1q
“ 1,

logo,

gPpR ‘ rmsQ1q

gPpRq

m´1
ź

i“0

gQprisQ1

gQpP1 ‘ risQ1q
“

gPpR ‘ rmsQ1q

gPpRq
“

gPpR ‘ Qq

gPpRq
“ empP, Qq.

Vamos agora exibir um "melhoramento"do emparelhamento de Weil, o qual
vamos chamar de Emparelhamento de Weil Quadrado.

Lema 3. Seja f : E ÝÑ K uma função racional em E com um zero de ordem m ( ou um polo
de ordem ´m) em O. Defina g : E ÝÑ K por gpXq “ f pXq{ f paXq. Então gpOq é finito e
gpOq “ p´1q

m.
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Demonstração. A função racional h “ x{y tem zero de ordem 1 em O, pois x tem polo
de ordem 2 em O e y tem polo de ordem 3 em O. Agora, definindo f1 “ f {hm, é fácil
ver que f1 não tem nem zero nem polo em O, logo f1pOq é um valor finito não nulo.
Seja ϕpXq “ hpXq{hpaXq, então

ϕpPq “ hpPq{hpaPq “
xpPq

ypPq

ypaPq

xpaPq
“ ´1.

Portanto,

gpPq “
f pPq

f paPq

f1hmpPq

f1hmpaPq

ϕmpPq f1pPq

f1paPq
“ p´1q

m f1pPq

f1paPq
.

Fazendo P “ O, obtemos gpOq “ p´1q
m.

Considerando fm,P a função com divisor dado por divp fm,Pq “ mpPq ´ mpOq

e fm,Q, tal que divp fm,Qq “ mpQq ´ mpOq, temos o seguinte resultado.

Teorema 6. Seja m um inteiro positivo. Suponha P e Q pontos de m-torção em E, sem ser a
identidade (O) e P ­“ ˘Q. Então o emparelhamento de Weil Quadrado satisfaz

p´1q
mempP, Qq

2
“

fm,PpQq fm,QpaPq

fm,PpaQq fm,QpPq
.

Demonstração. Sejam R1, R2 P E, tais que, os divisores definidos por DP “ pP ‘ R1q ´

pR1q e DQ “ pQ ‘ R2q ´ pR2q tenham suportes disjuntos. Defina também DaQ “

paQ ‘ R2q ´ pR2q. Considere fP e fQ P K̄pEq com divp fPq “ mDP e divp fQq “ mDQ.

empP, Qq “
fPpDQq

fQpDPq
“

fPppQ ‘ R2q ´ pR2qq

fQppP ‘ R1q ´ pR1qq
“

fPpQ ‘ R2q fQpR1q

fPpR2q fQpP ‘ R1q
. (3.2)

Agora, considere fm,P a função com divisor dado por divp fm,Pq “ mpPq ´ mpOq. Assim,
defina

gpXq “ fm,PpX a R1q ùñ divpgq “ mpP ‘ R1q ´ mpR1q.

Como divpgq “ divp fPq segue que elas se diferem por um escalar, ou seja,
gpXq

fPpXq
é

constante e
gpXq

fPpXq
“

gpX ‘ Qq

fPpX ‘ Qq
.

Para X “ R2,

gpR2q

fPpR2q
“

gpR2 ‘ Qq

fPpR2 ‘ Qq
ñ

fPpQ ‘ R2q

fPpR2q
“

gpQ ‘ R2q

gpR2q
“

fm,PpQ ‘ R2 a R1q

fm,PpR2 a R1q
.

Tomando fm,Q, tal que, divp fm,Qq “ mpQq ´ mpOq, chegamos de modo análogo que

fQpR1q

fQpP ‘ R1q
“

fm,QpR1 ‘ R2q

fm,QpP ‘ R1 a R2q
.
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Voltando em 3.2, e substituindo os valores obtemos

empP, Qq “
fm,PpQ ‘ R2 a R1q fm,QpR1 a R2q

fm,PpR2 a R1q fm,QpP ‘ R1 a R2q
. (3.3)

Com o mesmo raciocínio, obtemos

empP, aQq “
fm,PpaQ ‘ R2 a R1q fm,aQpR1 a R2q

fm,PpR2 a R1q fm,aQpP ‘ R1 a R2q

“
fm,PpaQ ‘ R2 a R1q fm,QpaR1 ‘ R2q

fm,PpR2 a R1q fm,QpaP a R1 ‘ R2q
. (3.4)

Sabemos que
empP, Oq “ 1, @P P Erms

logo,

1 “ empP, Oq “ empP, Q a Qq “ empP, QqempP, aQq ñ empP, Qq “
1

empP, aQq
.

Agora, podemos reescrever e2
m da seguinte maneira

e2
mpP, Qq “ empP, QqempP, Qq “ empP, Qq

1
empP, aQq

“
empP, Qq

empP, aQq
.

Utilizando (3.3) e (3.4) temos que

empP, Qq

empP, aQq
“

fm,PpQ ‘ R2 a R1q fm,QpR1 a R2q

fm,PpR2 a R1q fm,QpP ‘ R1 a R2q

fm,PpR2 a R1q fm,QpaP a R1 ‘ R2q

fm,PpaQ ‘ R2 a R1q fm,QpaR1 ‘ R2q

“
fm,PpQ ‘ R2 a R1q fm,QpR1 a R2q

fm,QpP ‘ R1 a R2q

fm,QpaP a R1 ‘ R2q

fm,PpaQ ‘ R2 a R1q fm,QpaR1 ‘ R2q
,

por simplicidade, tomemos R “ R2 a R1, então

e2
mpP, Qq “

fm,PpQ ‘ Rq fm,QpaRq

fm,QpP a Rq

fm,QpaP ‘ Rq

fm,PpaQ ‘ Rq fm,QpRq
.

Fixando os pontos P e Q, podemos olhar a expressão do lado direito da igualdade
como sendo uma função de R. Denotando por ψpRq tal função, como fm,P e fm,Q tem
zeros em P e Q, respectivamente, e polos em O, então ψpRq só deve ter zeros o polos
para R “ P, Q, aQ, P ‘ Q, P a Q. Através de cálulos simples vemos que divpψpRqq “ 0,
ou seja, ψpRq é constante. Concluímos que

ψpRq “ e2
mpP, Qq, @R

Pegando em particular R “ O, i.e, R1 “ R2, temos

fm,PpQq fm,QpOq

fm,QpPq

fm,QpaPq

fm,PpaQq fm,QpOq
“

fm,PpQq fm,QpaPq

fm,PpaQq fm,QpPq
p´1q

m.

A última igualdade é consequência do Lema 3. Portanto,

e2
mpP, Qq “ p´1q

m fm,PpQq fm,QpaPq

fm,PpaQq fm,QpPq
.
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3.2 Emparelhamento de Tate
John Tate propôs o emparelhamento para variedades abelianas, contudo

Stephen Lichtenbaum mostrou uma maneira eficiente de calculá-lo sobre variedades
jacobianas de curvas algébricas. Nesse trabalho, vamos nos basear no trabalho de
(FREY; RÜCK, 1994) que adaptou o emparelhamento para curvas elípticas. Não iremos
fazer uma construção detalhada do Emparelhamento de Tate.

Definição 28. Seja E uma curva elíptica sobre um corpo finto Fp (O é o ponto no Infinito).
Sejam m e k números inteiro positivos, tais que, m é coprimo com p (mdcpp, mq “ 1) e Fpk

contêm a m-ésima raiz da unidade (m|pk
´ 1). Seja G “ EpFpkq, Grms os subgrupo formado

pelos pontos de m-torção e G{mG o grupo quociente. O Emparelhamento de Tate é um mapa da
forma

ϕ : Grms ˆ G{mG ÝÑ

F˚

pk

pF˚

pkqm .

Dados P P Grms e Q P G{mG. O divisor mpPq ´ mpOq é principal, logo
existe fm,P P EpFpq como divp f q “ mpPq ´ mpOq. Tome D um divisor como suporte
disjunto de divp f q, mas de modo que seja equivalente a pQq ´ pOq. Calculamos o
Emparelhamento de Tate no par pP, Qq

ϕmpP, Qq “ fm,PpDq.

Vamos verificar que está bem definido (para simplificar vamos considerar a
função acima com f ). Dado pP, Qq P Grms ˆ G{mG, então se D1, D2 são divisores com
suporte disjunto de divp f q e D1 ” D2 ” pQq ´ pOq Podemos escrever D2 “ D1 ` divphq

com h P EpFpq. Logo

FpD2q “ f pD1 ` divphqq “ f pD1q f pdivphqq,

usando a reciprocidade de Weil, temos

f pD1q f pdivphqq “ f pD1qhpdivp f qq “ f pD1qhpmpPq ´ mpOqq “ f pD1q

ˆ

hpPq

hpOq

˙m
.

Como
ˆ

hpPq

hpOq

˙m
P pFpq

m, logo pertencerá a classe de equivalência da unidade. Logo

f pD2q “ f pD1q.

Como D deverá ter grau zero, a escolha de um função f diferente não
irá interferir nos cálculos. Na verdade, podemos tomar qualquer função tal que
divp f q „ pPq ´ pOq.

Proposição 12. O Emparelhamento de Tate satisfaz as seguintes propriedades:
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1. (Bilinear) Para P1, P2 P Grms e Q1, Q2 P G,

ϕmpP1 ‘ P2, Q1q “ ϕmpP1, Q1qϕmpP2, Q1q,

ϕmpP1, Q1 ‘ Q2q “ ϕmpP1, Q1qϕmpP1, Q2q.

2. (Não degenerado) Seja P P Grms. Se ϕmpP, Qq “ 1 para todo Q P G, então P “ O Seja
Q P G, se ϕmpP, Qq “ 1 para todo P P Grms, então Q P mG.

Vamos agora dar um melhoramento para o Emparelhamento de Tate. Para

isto, vamos antes elevar f pDq à
q ´ 1

m
, pois caso contrário o resultado é um elemento

da classe de equivalência, e com essa adaptação não teremos esse problemas, mais que
isso, o resultado será uma m-ésima raiz da unidade.

Teorema 7. Seja m um inteiro positivo. Suponha que P P Grms e Q P G, tal que, P ­“ ˘Q.
Então definimos o Emparelhamento de Tate Quadrado como

ϕ2
mpP, Qq “

ˆ

fm,PpQq

fm,PpaQq

˙

q´1
m

.

Demonstração. Tome R1, R2 P G, tais que os divisores DP “ pP ‘ R1q ´ pR1q e DQ “

pQ ‘ R2q ´ pR2q. Segue que,

ϕmpP, Qq “ p fDPpDQqq
q´1{m

“ p fDPppQ ‘ R2q ´ pR2qq
q´1{m

“
fDPpQ ‘ R2qpq´1q{m

fDPpR2qpq´1q{m . (3.5)

Tomando fm,P P EpFqq uma função com divisor mpPq ´ mpOq, definimos

gpXq “ fm,PpX a R1q ñ divpgq “ mpP ‘ R1q ´ mpR1q.

Como no Emparelhamento de Weil, concluímos que

fDPpX ‘ Qq

fDPpXq
“

gpX ‘ Qq

gpxq
“

fm,PpX ‘ Q a R1q

fm,PpX a R1q

Considerando X “ R2, e voltando em (3.5), temos que

ϕmpP, Qq “

ˆ

fm,PpR2 ‘ Q a R1q

fm,PpR2 a R1q

˙q´1{m

Para o ponto aQ, definimos DaQ “ paQ ‘ R2q ´ pR2q. E de maneira similar, obtemos
que

ϕmpP, aQq “

ˆ

fm,PpR2 a Q a R1q

fm,PpR2 a R1q

˙q´1{m

De modo similar ao que foi feito no Emparelhamento de Weil, concluímos que

ϕ2
mpP, Qq “

ϕmpP, Qq

ϕmpP, aQq
“

fm,PpQ ‘ R2 a R1q

fm,PpaQ ‘ R2 a R1q
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Definindo R “ R2 a R1, e olhando a ultima expressão como uma função de R, verifica-
se que ela é constante, logo para R “ O

ϕ2
mpP, Qq “

fm,PpQq

fm,PpaQq
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4 Calculo do Emparelhamento

Neste capítulo, vamos fazer uma comparação dos emparelhamento, tal
comparação será baseada na quantidade de operações necessárias para realizar o
cálculo de cada emparelhamento. Para tal comparação faremos uso do algoritmo de
Miller, que é bastante utilizado para a implementação de emparelhamentos.

4.1 Cadeia de Adição-Subtração
Para a implementação do emparelhamento devemos buscar por técnicas

que otimizem o cálculo, isto porque, resolver um emparelhamento é trabalhoso. Sendo
assim, vamos definir nesse capitulo a cadeia de adição-subtração, umas das diversas
técnicas presentes na literaturas que facilitam a exponenciação. Por fim, vamos verificar
que utilizando a cadeia de adição-subtração, o emparelhamento quadrado é melhor.

Vamos começar com um situação simples, suponha que pedimos para um
computador calcular x8, de modo lógico, ele vai resolver fazendo oito multiplicações,
isto é, x8

“ x ¨ x ¨ x ¨ x ¨ x ¨ x ¨ x ¨ x. Sabe-se que, computacionalmente, a multiplicação
é cara, logo um método de resolver exponenciação que diminua a quantidade de
operações diminuirá drasticamente o tempo computacional gasto em um algoritmo.
Na literatura são propostos algumas técnicas diferentes, contudo vamos focar apenas
na que usa uma cadeia de adição-subtração.

Definição 29. Uma sequência de números inteiros positivos C “ t1 “ a0, a1, ..., ar “ nu é dita
uma Cadeia de Adição-Subtração para n se, e somente se, a0 “ 1, ar “ n e para cada ai P C
0 ă i ď r existem j, s inteiros 0 ă j, s ď i, tal que, ai “ aj ` as.

Nesse contexto, vamos dizer que a cadeia tem comprimento r.

Exemplo 17. Para cada inteiro positivo n, C “ t1, 2, 3, ..., nu é uma cadeia de adição-subtração.

Contudo o interesse é sempre tentar buscar cadeia que tenham comprimento
mínimo, pois considere o problema do início, para o número 8 considere a seguinte
cadeia C “ t1, 2, 4, 8u. Assim, para o cálculo de x8 podemos operar da seguinte maneira:
note que x8

“ x4`4
“ x4

¨ x4
“ x2`2

¨ x2`2
“ x2.x2.x2.x2

Primeiro se calcula x ¨ x “ x2 e armazena esse valor; Em seguida x4
“ x2

¨ x2

e armazena esse valor Por fim, x8
“ x4

¨ x4

Perceba que foram necessária apenas 3 multiplicações, que é exatamente o
comprimento da cadeia de oito. Isso se dá porque uma cadeia de adição-subtração é
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um caminho que podemos seguir para obter um numero através de soma e subtração.
Também podemos calcular x7 do seguinte modo

x7
“

x8

x
.

Logo, sabemos que podemos resolver esse exponenciação com 3 multiplicações e
1 divisão. Aqui ficar mais claro do porque escolher cadeias de adição-subtração já
que calcular o inverso de um ponto na curva elíptica é simples ( lembre que se
P “ px, yq ñ aP “ px, ´yq), ou seja, dividir na curva é barato computacionalmente.
Esse fato também dificulta alguns ataques, mas não abordaremos.

4.2 Comparando os Emparelhamentos
Para essa seção vamos supor que charpK̄q ‰ 2, 3, ou seja, vamos supor que

a equação da curva elíptica E é dada na forma reduzida. Vamos fixar um inteiro
positivo m, e também, P, Q pontos de m-torção. Vamos definir também, para cada
inteiro positivo j, a função racional f j,Ap P K̄pEq tal que divp f j,Pq “ jAP ´ pjPq ` pOq.
Onde AP é um divisor equivalente á pPq ´ pOq. Note que, se P um ponto de m-torção,
então divp fm,APq “ mAP, isto é, fm,AP “ fP (como definimos no emparelhamento). A
construção de f1,P depende de AP ( a construção dada por Miller pode ser vista com
mais detalhes em (AFTUCK, 2011)). Dados fi,P e f j,P podemos obter fpi`jq,P do seguinte
modo

fpi`jq,P “ fi,P f j,P
giP,jP

gpi`jqP
, (4.1)

onde giP,jP é a reta passando por iP e jP, e gpi`jqP é reta vertical passando por pi ` jqP
e api ` jqP.

4.2.1 Algoritmo de Miller

O algoritmo proposto por Miller escolhe aleatoriamente dois pontos R1, R2

em E, e então define os divisores AP “ pP ` R1q ´ pR1q e AQ “ pQ ` R2q ´ pR2q. Como
acima, defini-se f j,P a função racional com divp f j,APq “ jpP ` R1q ´ jpR1q ´ pjPq ` pOq,
de modo similar definimos f j,Q.

Para o cálculo do Emparelhamento de Weil vamos precisar

empP, Qq “
fAPpAQq

fAQpAPq
“

fAPppQ ‘ R2q ´ pR2qq

fAQppP ‘ R1q ´ pR1qq
“

fAPpQ ‘ R2q

fAPpR2q

fAQpR1q

fAQpP ‘ R1q
.

Lembremos que,

fAPpQ ‘ R2q

fAPpR2q

fAQpR1q

fAQpP ‘ R1q
“

fm,APpQ ‘ R2q

fm,APpR2q

fm,AQpR1q

fm,AQpP ‘ R1q
.
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Tomando uma cadeia de adição-subtração para m, para cada inteiro j construímos a
tupla tj “ rjP, jQ, nj, djs onde nj e dj satisfazem

nj

dj
“

f j,APpQ ‘ R2q

f j,APpR2q

f j,AQpR1q

f j,AQpP ‘ R1q
.

Partindo de ti e tj, para calcular ti`j devemos obter o valor de

ni`j

di`j
“

fi`j,APpQ ‘ R2q

fi`j,APpR2q

fi`j,AQpR1q

fi`j,AQpP ‘ R1q
,

utilizando (4.1) podemos reescrever como

ni`j

di`j
“

ni

di

nj

dj

giP,jPpQ ‘ R2q

giP,jPpR2q

gpi`jqPpR2q

gpi`jqPpQ ‘ R2q

giQ,jQpR1q

giQ,jQpP ‘ R1q

gpi`jqQpP ‘ R1q

gpi`jqQpR1q
. (4.2)

Agora, vamos contar quantas operações de multiplicações são necessárias para resolver
cada termo. A primeira coisa a se fazer é a soma dos pontos, i.e, iP ‘ jP “ pi ` JqP, do
exemplo do capitulo 2, vemos que serão necessárias duas multiplicações e uma divisão.
Análogo para iQ ‘ jQ, logo já foram gastas quatro multiplicações e duas divisões.

Vamos agora para a expressão
giP,jPpQ ‘ R2q

gpi`jqPpR2q
, a reta giP,jP “ y ´ ypiPq ´

λpx ´ xpiPqq (como vista no Capítulo 2), logo para avaliar giP,jPpQ ‘ R2q “ ypQ ‘ R2q ´

ypiPq ´ λpxpQ ‘ R2q ´ xpiPqq precisamos apenas de uma multiplicação (o valor de λ já
foi calculado), o mesmo para giP,jPpR2q.

Não é necessário nenhuma multiplicação para avaliar o termo
gpi`jqPpR2q

gpi`jqPpQ ‘ R2q
,

pois gpi`jqP “ x ´ xppi ` jqPq. Portanto, para as duas frações foram necessárias duas
multiplicações. Para as frações restante, resolvemos de modo análogo sendo também
utilizadas duas multiplicações. Por fim, para as seis frações, vamos precisar de dez
multiplicações. Somando tudo temos que são necessárias dezoito multiplicações e duas
divisões.

4.2.2 Algoritmo Emparelhamento quadrado

Assim, como feito anteriormente, fixada uma cadeia de adição-subtração
para m, construímos para cada inteiro j a tupla tj “ rjP, jQ, nj, djs onde nj e dj satisfa-
zem

nj

dj
“

f j,PpQq f j,QpaPq

f j,PpaQq f j,QpPq
.

Comece com t1 “ rP, Q, 1, 1s, e dado ti,tj obtemos ti`j prosseguindo:

1. Some na curva elíptica os pontos iP ‘ jP “ pi ` jqP e iQ ‘ jQ “ pi ` jqQ.

2. Encontre os coeficientes da reta giP,jPpXq “ ypXq ´ ypiPq ´ λpxpXq ´ xpiPqq.
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3. Encontre os coeficientes da reta giQ,jQpXq “ ypXq ´ ypiQq ´ λpxpXq ´ xpiQqq.

4. Defina
ni`j

di`j
“

ninj

didj

giP,jPpQq

giP,jPpaQq

giQ,jQpaPq

giQ,jQpPq
. (4.3)

De modo similar, definimos ti´j. Note que, nesse algoritmo não fazemos uso das
linha verticais, pois gpi`jqPpQq “ gpi`jqPpaQq (o mesmo vale para o ponto P). Quando
i ` j “ m podemos simplificar ni`j{di`j “ ninj{didj, pois como os pontos são de m-
torção a reta deverá ser vertical, e com isso apenas a coordenada x de cada ponto terá
importância, fazendo com que as frações se simplifiquem.

Quando os termos nm e dm não são zeros, então o cálculo

nm

dm
“

fm,PpQq fm,QpaPq

fm,PpaQq fm,QpPq
(4.4)

foi um sucesso. Caso contrário, se nm ou dm zerarem, significa que giP,jPpQq “ 0
ou giQ,jQpPq “ 0 para algum i. Sem perda generalidade, suponha que o ocorreu o
primeiro caso, giP,jP passa pelos ponto iP, jP e p´i ´ jqP, assim Q “ iP, jP, p´i ´ jqP.
Em qualquer um dos caso Q seria um múltiplo de P, logo empP, Qq “ 1.

Dados ti e tj, vamos contar a quantidade de operações necessárias para
o calculo de ti`j. Como no algoritmo de Miller, vamos iniciar fazendo a soma de
iP ‘ jP “ pi ` jqP e iQ ‘ jQ “ pi ` jqQ. Já sabemos que para essa duas somas é preciso
de 4 multiplicações e 2 divisões. Temos que

giP,jPpQq

giP,jPpaQq
“

ypQq ´ ypiPq ´ λpxpQq ´ xpiPqq

ypaQq ´ ypiQq ´ λpxpaQq ´ xpiQqq
.

Como xpQq “ xpaQq só precisamos resolver uma multiplicação para obtermos os
valores do numerador e denominador. O mesmo vale para a segundo fração. Por fim,
vamos precisar de 6 multiplicações para multiplicar as 4 frações de (4.3). Somando
tudo, é preciso 12 multiplicações e 2 divisões.

Estimando que cada divisão corresponde a 5 multiplicações, então o para o
Emparelhamento de Weil Quadrado, temos uma economia de aproximadamente 20%.

4.3 Emparelhamento de Tate Quadrado
Nessa seção vamos definir um algoritmo para o emparelhamento de Tate

Quadrado.

Vamos fixar uma curva elíptica E e um inteiro m ą 0, satisfazendo as
hipóteses do emparelhamento. Dados um ponto P de m-torção e um ponto Q na curva
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E, vamos calcular pmpP, Qq. Primeiramente, definimos uma cadeia de adição-Ssbtração
para m, para cada elemento j na cadeia, definimos a tupla tj “ rjP, nj, djs, de modo que

nj

dj
“

f j,PpQq

f j,PpaQq
.

Começamos com t1 “ rP, 1, 1s, dados tj e ti, obtemos tj`i seguindo os passos
abaixo:

1. Realizamos uma soma de pontos,i.e, jP ‘ iP “ pj ` iqP.

2. Defina a reta gjP,iP “ ax ` by ` c.

3. Defina
nj`i

dj`i
“

nj

dj

ni

di

gjP,iPpQq

gjP,iPpaQq
.

De modo similar se constrói tj´i.

As retas verticais não aparecem, pois como no Emparelhamento de Weil, vão ser
simplificadas. Quando j ` i “ m, assim como no Weil, vamos simplificar nj`i “ njni, o
mesmo para nj`i. Caso nm{dm não for zero, então elevando ele a pq ´ 1q{m potência e
obtemos o resultado. Se o resultado for zero, significa que alguma das retas gjP,iPpQq

(ou para aQ) deu zero, isso só é possível se Q “ ip, Q “ jP ou Q “ p´j ´ iqP.

Vamos agora verificar quantas operações são necessárias para calcular tj`i

partindo de tj e ti. Primeiramente, fazemos a multiplicação na curva, jP ‘ iP “ pj ` iqP,
que vai gastar 2 multiplicações e 1 divisão. Para resolver

gjP,iPpQq

gjP,iPpaQq
“

ypQq ´ ypiPq ´ λpxpQq ´ xpiPqq

ypaQq ´ ypiPq ´ λpxpaQq ´ xpiPqq

é necessário apenas 1 multiplicação, já que xpQq “ xpaQq. Por fim, para combinar
os itens das 3 frações, vamos precisar de 4 multiplicações. Portanto, é necessário 7
multiplicações 1 divisão para obtermos tj`i.

4.3.1 Algoritmo de Miller para Emparelhamento de Tate

Para o cálculo de
ϕmpP, Qq “ f pDQq

vamos tomar R P E, e definir DQ “ pQ ‘ Rq ´ pRq. Também, vamos fixar um inteiro
m ą 0 e tomar uma cadeia de adição-subtração. Por fim, definimos a tripla tj “

rjP, nj, djs, tal que,
nj

dj
“

f j,PpQ ‘ Rq

f j,PpRq
.

Partindo de tj e ti, construímos tj`i seguindo os passos a seguir:
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1. Fazer a soma na curva jP ‘ iP “ pj ` iqP.

2. Definir a reta passando por iP e jP i.e, giP,jP “ ax ` by ` c.

3. Defina
nj`i

dj`i
“

nj

dj

ni

di

giP,jPpQ ‘ Rq

gi`jpQ ‘ Rq

gi`jpRq

giP,jPpRq
.

Nesse algoritmo, partindo de tj e ti, para calcular tj`i, vão ser necessárias 10 multiplica-
ções e 1 divisão. Pois, vai ser necessário uma soma na curva, que gasta 2 multiplicações
e 1 divisão. Para o calculo de giP,jPpRq e giP,jPpQ ‘ Rq vão ser necessárias uma multi-
plicação para cada. Por fim, para calcular as 4 frações é necessário 6 multiplicações.
Logo, para o cáculo de ti`j são necessárias 10 multiplicações e 1 divisão.

Temos um econima de 20% para o Tate quadrado, caso consideremos que
cada divisão equivale a 5 multiplicações.
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5 Aplicação no Protocolo de Diffie-Hellman

Neste capítulo daremos um breve aplicação dos emparelhamentos, mais
especificamente, vamos dar uma solução para o problema do protocolo tripartido de
Diffie-Hellman, para um entendimento mais profundo veja (JOUX, 2000).

5.1 Problema do Logaritmo Discreto
Conhecemos a função logarítmica como sendo logb a “ n, onde o expoente

n é tal que, a “ bn. Geralmente, trabalhamos como o log nos número reais, de modo
que, a função é contínua. Vamos agora definir a ideia do logaritmo para grupos cíclicos
finitos (e por esse motivo damos o nome de Logaritmo Discreto ou LD).

Seja G “ xgy um grupo cíclico, então dado a P G, temos que, a “ gn, n P Z.
Caso g tenha uma ordem finita, sabemos que n não é único.

Definição 30. Seja G “ xgy e a P G. Definimos o logaritmo discreto de a na base g, como
sendo o menor inteiro n que satisfaz a igualdade a “ bn.

Note que, caso |g| “ n, então gn
“ gj, se e somente se, n ” j mod n. Logo,

logg a é determinado módulo a ordem de g.

O Logaritmo Discreto tem algumas propriedades semelhantes ao log con-
vencional, i.e,

logg ac “ logg a ` logg c e logg ai
“ i logg a.

Vamos analisar agora a dificuldade de calcular o LD em diferentes grupos.
Primeiro considere G “ pZp´1, `q (grupo aditivo, p é primo). Considere y P G.
Supondo que y ­“ 1 (caso trivial), podemos escreve y “ g ` g ` ... ` g “ xg (onde
g é um gerador do grupo)

xg ” y mod pp ´ 1q ñ x ” yg´1 mod pp ´ 1q

Fácil de computar.

Agora considere G “ pZ˚
p, ¨q (grupo multiplicativo). Analogamente, consi-

dere y P G, de modo que, y “ gx. Temos

gn
” y mod pp ´ 1q.

Resolver essa congruência não é algo trivial, de modo que, até um computador pode
ter dificuldades caso p seja muito grande. Para mais detalhes, há dois algoritmos bem
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famosos na literatura que facilitam o calculo do LD, algoritmos de Shanks e Pollard.
Um outro algoritmo bem conhecido é o de Pohlig e Hellman, o algoritmo proposto
por eles calcula LD em tempos significativos quando a ordem do grupo é produto de
primos pequenos.

5.2 Protocolo Diffie-Helman
Temos registro do uso de técnicas para codificar mensagens desde o antigo

Egito. Atualmente, criptografia, tornou-se uma ciência que se preocupa mais do que
embaralhar uma mensagem, preocupações como autenticidade da mensagem, autenti-
cidade de quem envio, etc. São sempre tópicos abordadas no estudo de criptografia.
Contudo nesse texto, não abordaremos nenhum desses temas, tão pouco, iremos dar a
implementação de um algoritmo de criptografia. Nosso estudo vai se basear em um
problema da criptografia que é a troca de chaves.

Para ficar mais claro, a criptografia computacional consiste no embaralha-
mento de dados, existem vários algoritmos que fazem esse embaralhamento utilizando
diferentes técnicas. Contudo, apenas o algoritmo não é suficiente para manter uma
segurança adequado, pois, bisbilhoteiros podem descobri qual algoritmo esta sendo
usado e recuperar os dados criptografados. Para contornar esse problema, cada algo-
ritmo tem uma "chave", que geralmente é um número ou uma lista de números, que
vai de uma certa forma ser responsável pela ordem do embaralhamento.

Suponha que Antônio e Bob desejam se comunicar utilizando um canal
público, de modo que ninguém consiga saber sobre o que eles estão falando. Para isso,
eles vão escolher algum método de criptografar, e também combinar uma chave. Tal
chave é responsável por criptografar é descriptografar. Para essa configuração, damos
o nome de criptografia simétrica.

Continue com Antônio e Bob querendo trocar informações. Contudo, supo-
nha que eles não tenham combinado antes uma chave, e a única forma que eles tem
para se comunicar é um canal público. A questão de como eles poderiam combinar uma
chave através de um canal público sem que nenhum bisbilhoteiro também a obtivesse,
levou bastante tempo para ser respondida, contudo Whitfield Diffie e Martin Hellman
propuseram um protocolo para resolver esse problema(conhecido como Diffie-Helman
ou DH).

Assim, com o uso do protocolo de DH surgiram técnicas de criptografia,
conhecidas como criptografia assimétrica. Nesse caso, cada indivíduo tem um par de
chaves, a chave publica, e a chave privada. E através dessas duas chaves duas pessoas
conseguem combinar uma chave de maneira segura.
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Vale lembra que o método DH não é para criptografar, ele funciona como
uma troca de chaves em um meio público de forma segura.

Vamos agora a um exemplo de como Antônio e Bob poderiam combinar
uma chave utilizando o DH.

• Antônio e Bob combinam uma curva elíptica sobre um corpo Fp, tal que, o pro-
blema do logaritmo discreto seja difícil de resolver. Além disso, devem escolher
um ponto P, de modo que, o subgrupo gerado por P tenha ordem grande.

• Antônio escolher um inteiro a (chave privada) e computa aP “ Pa e torna Pa

publico (chave pública).

• Bob escolher um inteiro b e computa bP “ Pb e o torna publico.

• Antônio calula aPb “ abP.

• Bob calcula bPa “ baP “ abP.

• Antônio e Bob escolhem uma forma de extrair uma chave de abP.

Perceba que, um bisbilhoteiro teria acesso a curva elíptica e aos ponto
P, aP e bP. Tendo que calcular abP apenas com essas informações. Não há ainda
conhecimento de alguma técnica para obter tal ponto, sem antes resolver logaritmo
discreto , i.e, encontra a de através de aP e P

5.3 Protocolo Diffie-Helman Tripartido
Suponha agora que três pessoas queiram se comunicar, ou seja, combinar

uma chave em comum utilizando um canal público. Note que, o método acima é um
pouco falho, pois, suponha que Antônio, Bob e Carlos, cada um escolha um inteiro a, b
e c. E então cada um vai publicar aP, bP e cP. Vamos nos colocar no lugar de Carlos, a
chave em comum deverá ser abcP, contudo só teremos acesso à aP e bP, desse modo,
para termos abP devemos resolver o PLD.

Uma maneira de contornar esse problema é repetir o protocolo duas vezes,
i.e, Antônio divulga aP para Bob, este divulga bP para Carlos, que divulga cP para
Antônio. Na segunda rodada, Antônio divulga acP para Bob, que divulga abP para
Carlos, que divulga bcP para Antônio.

Assim, no final do processo todos terão condições de calcular abcP. Contudo,
essa solução não é muito viável, pois repetir o processo gasta um tempo. Assim, vamos
tentar obter uma função F, tal que,

Fpa, bP, cPq “ Fpb, aP, cPq “ Fpc, aP, bPq.
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Bob
b

Carlos
c

cP

bP

aP

Antônio
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Bob
b

Carlos
c

acP

abP

bc
P

Figura 3 – A divulgação das informações na primeira e na segunda rodada.

Por conta da propriedade de ser bilinear, podemos tomar o emparelhamento
em para assumir esse papel, assim

Fpa, bP, cPq “ empbP, cPq
a

“ empaP, cPq
b

“ empaP, bPq
c

“ empP, Pq
abc.

Contudo, empP, Pq “ 1, então é necessário que peguemos outro ponto
Q P Erms, e portando cada indivíduo vai divulgar um par de pontos pPx, Qxq. Carlos,
por exemplo, terá acesso aos pares pPa, Qaq e pPb, Qbq e então, computará ϕmpPa, Qbq

c
“

ϕmpaP, bQq
c

“ ϕmpP, Qq
abc (ou ϕmpPb, Qaq

c
“ ϕmpP, Qq

abc). Realizando este processo,
todos obtém o mesmo resultado.

Utilizando um par de ponto pP, Qq, podemos utilizar o Emparelhamento de
Tate. Definimos os divisores DP “ pPq ´ pOq e DQ “ pQ ‘ Rq ´ pRq. E assim o algoritmo
pode ser visto na tabela a seguir

Antônio
Escolher a

Bob
Escolher b

Carlos
Escolher c

Divulga o par
pPa, Qaq

Divulga o par
pPb, Qbq

Divulga o par
pPc, Qcq

Calcula o emparelhamento
ϕmpPb, Qcq

a
Calcula o emparelhamento

ϕmpPa, Qcq
b

Calcula o emparelhamento
ϕmpPa, Qbq

c

Todos obtem o mesmo valor
ϕmpP, Qq

abc
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