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RESUMO

Nesta tese definimos o procedimento de demonstrar por justaposicdo como uma
acao semelhante a montagem de um quebra-cabega em que as pecgas sao
segmentos do texto de uma demonstracdo matematica. Identificamos na
justaposicdo de demonstragdes, além de caracteristicas comuns a leitura e escrita
de demonstragdes, um potencial emergente da interagdo entre multiplas midias de
contribuir para o aprendizado das demonstragdes, o que nos levou a investigar a
influéncia de seu exercicio com alunos de graduacdo em matematica. A relevancia
desta pesquisa se destaca tanto pelo papel que as demonstracbes desempenham
na formagdao de matematicos, da sua auséncia na Educagao Basica e pela forma
como sao consideradas conhecimentos prévios para alunos de graduagao. Somado
a isso temos as dificuldades relacionadas ao seu aprendizado no Ensino Superior
discutidas na literatura e a auséncia de produgdes cientificas sobre a justaposigao
de demonstragdes no Ensino Superior. Para investigar a influéncia exercida pelas
demonstragdes por justaposicado, realizamos um estudo experimental focado em
comparar o efeito dessa abordagem em relagao ao exercicio de demonstrar por
escrito a partir de exemplos, nas demonstragdes realizadas por alunos de graduagao
em matematica. Trabalhamos com quatro turmas de alunos da graduagdo em
matematica dentro de disciplinas semestrais obrigatorias ministradas a distancia
devido a pandemia do COVID-19, para as duas turmas de alunos do primeiro ano
utilizamos demonstracdes de Algebra Matricial, e para as duas turmas do 4°
semestre, demonstracdes de Geometria Euclidiana. Cada demonstracao foi avaliada
de acordo com os critérios desenvolvidos durante este estudo e devolvida
individualmente na forma de feedback aos participantes, servindo como material
para analise. Concluimos que para os alunos do primeiro ano, as demonstracdes de
justaposicéo desenvolveram aspectos complementares a outra abordagem, ja com
os alunos do 4° semestre observamos que associar as agdes de escrita nas
demonstragdes por justaposicdo teve um impacto negativo a medida que os
enunciados se tornaram mais complexos, mas o foco na agédo de justapor
demonstrac¢des ajudou a manter baixo o nivel de dificuldade das demonstracdes de
Geometria Euclidiana apesar do gradual avango de sua complexidade.

Palavras-chave: Teoria das demonstragées; Ensino superior; Sistemas multimidia.



ABSTRACT

In this thesis, we define the procedure of proof by juxtaposition as an action similar to
assembling a puzzle in which the pieces are segments of the text of a mathematical
proof. We identified in the juxtaposition of proofs, in addition to characteristics
common to reading and writing proofs, an emerging potential of the interaction
between multiple media to contribute to the learning of proofs, which led us to
investigate the influence of its exercise with undergraduate students in Mathematics.
The relevance of this research stands out both for the role that proofs play in the
formation of mathematicians, their absence in Basic Education and for the way in
which they are considered prior knowledge for undergraduate students. Added to
this, we have the difficulties related to their learning in Higher Education discussed in
the literature and the absence of scientific productions on the juxtaposition of proofs
in Higher Education. To investigate the influence exerted by proofs by juxtaposition,
we carried out an experimental study focused on comparing the effect of this
approach in relation to the exercise of writing proofs based in examples, in proofs
carried out by undergraduate mathematics students. We worked with four classes of
undergraduate students in Mathematics within mandatory semester courses taught at
a distance due to the COVID-19 pandemic, for the two classes of first year students
we used proofs of Matrix Algebra, and for the two classes of the 4th semester, proofs
of Euclidean Geometry. Each proof was evaluated according to the criteria developed
during this study and returned individually as a form of feedback to the participants,
serving as material for analysis. We concluded that for the first year students, the
juxtaposition demonstrations developed complementary aspects to the other
approach, while with the 4th semester students we observed that associating the
writing actions in the juxtaposition demonstrations had a negative impact as the
utterances became more complex, but the focus on the action of juxtaposing proofs
helped to keep the difficulty level of Euclidean Geometry proofs low despite the
gradual increase in their complexity.

Key words: Proof theory; Education, Higher; Multimedia systems.



RESUMEN

En esta tesis definimos el procedimiento de demostracion por yuxtaposicion como
una accion similar a armar un rompecabezas en el que las piezas son segmentos del
texto de una demostracion. Identificamos en la yuxtaposicion de pruebas, ademas
de caracteristicas comunes a la lectura y escritura de pruebas, un potencial
emergente de la interaccion entre multiples medios para contribuir al aprendizaje de
las pruebas, lo que nos llevé a investigar la influencia de su ejercicio con estudiantes
de grado en Matematicas La relevancia de esta investigacion se destaca por el papel
que juegan las demostraciones en la formacién de matematicos, su ausencia en la
Educacion Basica y la forma en que son consideradas conocimientos previos para
los estudiantes de pregrado. Sumado a esto, tenemos las dificultades relacionadas
con su aprendizaje en la Educacion Superior discutidas en la literatura y la ausencia
de producciones cientificas sobre la yuxtaposicion en la Educacién Superior. Para
investigar la influencia que ejercen las demostraciones por yuxtaposicién, llevamos a
cabo un estudio experimental centrado en comparar el efecto de este enfoque en
relacion con el ejercicio de demostrar por escrito a partir de ejemplos, en
demostraciones realizadas por estudiantes de matematicas. Trabajamos con cuatro
clases de estudiantes de matematicas dentro de cursos semestrales obligatorios
dictados a distancia por la pandemia del COVID-19, para las dos clases de
estudiantes de primer afio utilizamos demostraciones de Algebra Matricial, y para las
dos promociones de segundo afio, demostraciones de Geometria Euclidiana. Cada
demostracion fue evaluada de acuerdo con los criterios desarrollados durante este
estudio y devuelta individualmente a los participantes, sirviendo como material de
analisis. Concluimos que para los estudiantes de primer afo, las demostraciones de
yuxtaposicion desarrollaron aspectos complementarios al otro enfoque, mientras que
con los estudiantes de segundo ano observamos que asociar las acciones de
escritura en las demostraciones de yuxtaposicion tuvo un impacto negativo a medida
que los enunciados se complejizaron, pero la centrarse en la accién de yuxtaponer
pruebas ayud6é a mantener bajo el nivel de dificultad de las pruebas de Geometria
Euclidiana a pesar del aumento gradual de su complejidad.

Palabras clave: Teoria de las demostraciones; Ensefianza superior; Sistemas

multimedia.
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1. INTRODUCAO

Em margo de 2019 iniciei meu doutorado com um projeto que visava
investigar como os ambientes interativos influenciam a compreensao da matematica
envolvida em textos literarios sobre matematica. A ideia era desenvolver recursos
computacionais interativos que dialogassem diretamente com o enredo do texto
literario e permitissem alterar as condicbes dos problemas matematicos
originalmente apresentados no texto. Esses recursos seriam indexados nas
respectivas obras literarias para que o leitor pudesse acessa-los e interagir com o
problema de formas mais diversas do que as descritas no texto, aumentando assim
seu repertério de experiéncias a esse respeito. Para exemplificar essa proposta,
tomemos o dilema dos camelos apresentado no iconico livro de Malba Tahan (2013),

“O homem que calculava”.

- Somos irmaos — esclareceu o mais velho — e recebemos como heranca, esses 35
camelos. Segundo a vontade expressa de meu pai, devo receber a metade, o meu
irmao Hamed Namir uma terca parte e ao Harim, o mais mocgo, deve tocar apenas a
nona parte. Nado sabemos, porém como dividir dessa forma 35 camelos e a cada
partilha proposta segue-se a recusa dos outros dois, pois a metade de 35 é 17 e
meio. Como fazer a partilha se a terca e a nona parte de 35 também nao séo exatas?
(TAHAN, 2013, p. 19)

O dilema desse problema gira em torno da dificuldade de fazer uma divisdo
nao inteira do numero total de camelos para os herdeiros e da solugcédo proposta por
Beremiz, protagonista da historia, que consiste em emprestar o camelo do amigo a
heranga dos irmaos, o que preocupa seu proprio amigo ao temer a perda de seu
unico camelo depois de dividi-lo entre os herdeiros. Mas para surpresa de todos,
esse camelo extra faz com que a divisdo ocorra de forma exata, cada irmio se
beneficiando com a adigcdo daquele camelo a propriedade e no final sobrando dois
camelos, um deles retornando entdo ao seu amigo e Beremiz reivindicando o outro
camelo como pagamento pela solugdo do dilema. Um recurso computacional
interativo para o dilema dos camelos apresentado por Malba Tahan (2013) poderia
ser uma planilha que admitisse nas variaveis de entrada as condi¢des iniciais do
problema apresentado no livro, ou seja, quantos herdeiros temos, que fragdo da

heranca cada um recebera e o numero de camelos. Com estas informagdes
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disponiveis para serem alteradas, podemos investigar outros contextos e explorar

diferentes situagdes, como as consequéncias de adicionar um camelo a herancga.

Figura 1 — llustragao do recurso interativo para acompanhar o texto, a medida

que alteramos os valores dentro das caixas, os demais valores sao alterados

: Herdeiros: 3 Camelos: 35

1 1
Heranca: 6 Camelos: 11,66 18
Heranga: 1 Camelos: 3,88
) 9 ’ ! Camelos restantes:
1,95
Heranca 17 Camelos 3305
distribuida: 18 distribuidos:™™’

z Herdeiros: 3 Camelos: 36

‘ 1

1 1

Heranca: 6 Camelos: 12 18
Heranca: 1 Camelos: 4

ca: 9 : Camelos restantes:
2
Heranca 17 Camelos 34
distribuida: 18 distribuidos:

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vale ressaltar que o recurso nao se limitaria as duas situagdes apresentadas
no livro, ou seja, o leitor poderia alterar o numero de herdeiros, a fragdo da herancga
que cada herdeiro recebe e o0 numero total de camelos, determinando

automaticamente para cada configuracdo quantos camelos o herdeiro receberia e
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quantos camelos sobrariam. Na Figura 1 apresentamos as duas situagdes
mostradas no texto original, mas representamos os valores que o usuario pode
editar em caixas com bordas pretas, configurando assim diferentes situagcdes além
das descritas no livro. Levantamos a hipdtese de que esses cenarios variados e
particulares para cada um que os utilizaria fomentariam o repertério de experiéncias
do sujeito, proporcionando-lhe mais condicbes de compreender o contexto da
narrativa original e poderia compreender melhor a matematica discutida em paralelo
a sua leitura. No entanto esta proposta estagnou devido as seguintes dificuldades
identificadas no 1° semestre do doutoramento: 1) A necessidade dos participantes
lerem as obras e interagirem com oOs recursos, 0 que poderia levar a poucos
participantes e em circunstancias muito diversas; 2) Grande variedade de conteudos
desenvolvidos ao longo do trabalho e a dificuldade em avaliar aspectos especificos
da matematica apds a leitura/interagéao.

Como alternativa a essas dificuldades, pensamos em narrativas matematicas
mais curtas, que pudessem ser lidas sem interrupcdes e que cada texto tratasse de
um conteudo especifico avaliavel apds a interagao com o recurso computacional. No
entanto isso parecia reduzir demais o campo de exploragédo deste trabalho, ja que
teriamos recursos computacionais desenvolvidos especificamente para cada
narrativa, apresentando naturezas diferentes e com consideraveis influéncias da
interpretacéo e clareza do texto literario utilizado. A fim de reduzir a influéncia da
qualidade do texto literario e focar mais na interacdo com o0s recursos
computacionais relacionados ao contexto, propomos uma narrativa interativa, ou
seja, colocando o leitor na posicdo de protagonista e com o poder de agao no
cenario, semelhante em muitos aspectos aos jogos RPG’ digitais. Nesse sentido,
focamos na interacdo com as experiéncias cientificas de um aluno que visita um
museu de ciéncias e para reduzir a complexidade grafica de modelar o efeito das
escolhas do usuario com os experimentos desta proposta, utilizariamos a mesma
estética dos RPGs digitais baseados em texto. Nesse estilo de RPG, cenarios,
objetos interativos, personagens e agdes explicitas sdo apresentados ao jogador

com base em uma descri¢ao textual detalhada, conforme mostra a Figura 2.

1 Sigla de Role-playing gaming, € um género de jogo que envolve interpretar papéis e assumir
personagens em uma historia.
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Figura 2 — Descricao feita no RPG digital baseado em texto, Devil's Bob MUD

25hp 186mn 83mv =
0 Templo de Midgaard

Vocé estd no final sudeste do Templo de Midgaard. 0 Templo foi construido
com pedras enormes, de aparéncia eterna, e as paredes sao praticamente cobertas
por uma pintura antiga de Deuses, gigantes e campon

Pedras enormes levam-lhe para baixo, passando pelo portdoc do Templo,

descendo pela enorme montanha onde o Templo foi construido, até chegar na Praca
do Templo.
A oeste estd a Sala de Leitura. A Sala de Doacdes fica em uma pequena

cima e baixo ]
ui.

...ela esta protegida por uma luz muito forte!

BErainiac Llador dc s estsd

Fonte: Elaborado pelo autor em interagcdo com o RPG digital Devil's Bob MUD,

<http://www.debomud.org/play/>. Acesso em: 15 Set. 2022.

Utilizando a estrutura de um RPG digital baseado em texto, os experimentos,
0s cenarios e as interagbes entre os personagens seriam apresentadas por
descri¢cdes textuais, incluindo o efeito de variaveis alteradas nas experiéncias dos
visitantes que estariam ligadas a expressbes matematicas cujo sistema mostraria
automaticamente o resultado no contexto da narrativa. Para ilustrar melhor a ideia,
mostramos na Figura 3 a forma como imaginamos esse ambiente e a interagcdo com
0 usuario, no temos um experimento de combinar lentes objetivas e oculares de um
microscopio para que a ampliagdo de um inseto atinja dimensdes estipuladas. De
forma semelhante ao exemplo anterior com camelos, ha espacgo para interagao e
manipulacao das informacgdes do problema, permitindo a escolha de lentes de varias

ampliagdes e o sistema determina automaticamente o efeito dessas escolhas.


http://www.debomud.org/play/
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Figura 3 — llustragao do personagem interagindo com um microscopio no

museu da ciéncia e o resultado da agao apresentada textualmente

Troque as lentes do microscopio para ampliar um inseto com largura
de 3 milimetros a uma largura entre 180 e 200 milimetros.
No microscopio:
Lente ocular 5x;
Lente objetiva 10x;
Inseto aparece 50 vezes maior;
Largura aparente: 150 milimetros.

Digite “ocular <nUmero de vezes>” para trocar a amplitude da
lente ocular. Digite “objetiva <nUmero de vezes>” para trocar a
amplitude da lente objetiva.

Marcos: ocular 6

Objetivo alcancado! 0 inseto com largura de 3 milimetros aparece no
microscopio com uma largura entre 180 e 200 milimetros.
No microscopio:
Lente ocular 6x;
Lente objetiva 10x;
Inseto aparece 60 vezes maior;
Largura aparente: 180 milimetros.

Digite “ocular <nUmero de vezes>" para trocar a amplitude da
lente ocular. Digite “objetiva <nUmero de vezes>” para trocar a
amplitude da lente objetiva.

Marcos:

Fonte: Elaborado pelo autor.

Embora essa proposta resolvesse a questao do tempo de interagao e controle
da experiéncia com o recurso (dificuldade 1 apresentada na proposta anterior), ela

ainda confltava com a dificuldade 2, que &€ a grande variedade de conteudos
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desenvolvidos durante os experimentos e a forma de avaliar aspectos da
matematica apods sua interagdao, dado o repertério de experiéncias muito variado
disponibilizado por meio dos experimentos. Portanto pareceu necessario focar os
experimentos para que sua convergéncia ocorresse em um conceito matematico
especifico cujos efeitos da interagdo pudessem ser medidos com mais clareza.
Revendo experiéncias com maratonas de programacédo e o sistema que
utilizam para avaliar automaticamente os cédigos submetidos, lembramos que os
competidores costumam se preparar resolvendo problemas de edi¢gdes anteriores e
submetendo-os para avaliagdo automatica no sistema “URI Online Judge”?, que é
semelhante ao utilizado pelas principais maratonas. Isso nos fez pensar sobre como
demonstragdes matematicas poderiam ser avaliadas de forma mais automatica,
dando maior independéncia para que os estudantes pratiguem demonstragoes,
assim como os concorrentes da maratona de programacgao fazem para se preparar.
Uma solugdo que surgiu para esse problema foi verificar a validade de uma
demonstragcao recém-escrita procurando um texto semelhante em reconhecidas
publicagdes matematicas. Se encontrarmos algum texto semelhante nos
procedimentos, diferindo apenas na escolha das palavras e aspectos que nao
afetam a generalidade do resultado, podemos inferir que nossa demonstracao é tao
valida quanto a encontrada. Um exemplo disso, € a demonstracdo da “regra da
soma derivada” dada por Guidorizzi (1998) e mostrada na Figura 4, em comparagao
a demonstragdo dada por Stewart (2013) e mostrada na Figura 5. As demonstrac¢des
usam argumentos para chegar a mesma conclusao, e embora existam diferengas na
forma como cada autor a apresenta, podemos dizer que diferem apenas na escolha
das palavras e aspectos que nao afetam a generalidade do resultado, portanto, se
sabemos que uma dessas demonstragcdes € valida, a outra necessariamente

também deve ser valida.

2 <https://www.beecrowd.com.br>. Acesso em 19 Nov. 2022.


https://www.beecrowd.com.br/
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Figura 4: Demonstracao da propriedade de soma das derivadas

Fonte: Guidorizzi (1998, p. 154).

Figura 5: Demonstragcao analoga a da Figura anterior referente a propriedade
de soma das derivadas

DEMONSTRACAO Seja F(x) = f(x) + g(x). Entdo

F(x + h) — F(x)

F'x) = lim h

i ) F g+ )] = [f() + g)]

- hli% h

. [f(x th) —f) gt h) - g(x)]
h—0 h h

= lim f(x * h) 7f(X) + lim g(x * h) — g(X) (pela Propriedade 1)
h—0 h h—0 h

=f'(x) + g'(x) _—

Fonte: Stewart (2013, p. 161).

Para acelerar essas verificagdes poderiamos reduzir a gama de estratégias e
escolhas de palavras disponiveis durante uma demonstragdo, assemelhando-se até
certo ponto a uma linguagem de programagao baseada em blocos. Na parte superior
da Figura 6 apresentamos os termos e expressdes necessarios para mostrar que “se
a€Qebe&l entdoa+b € I” e na parte inferior apresentamos a demonstragcao a

partir desta estrutura baseada em blocos.
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Figura 6 — llustragao dos textos necessarios para escrever a demonstragao e

como ficaria com as pegas encaixadas corretamente

_CI)CI:)

Se a é racional e b & irracional, entdo a+b & irracional

Isto & um absurdo!

Teorema Se a é racional e b é irracional, entao a+b é irracional

pois & a diferenca de dois mimeros racionais

Suponha que seja racional

mas isto implica em

é racional

pois é a diferenga de dois nimeros racionais

Isto € um absurdo!

Logo €l ndao racional

Fonte: Elaborado pelo autor em adaptagéo dos blocos usados na linguagem Scratch

3.0 <https://scratch.mit.edu/>. Acesso em: 15 Set. 2022.

Esta ideia de design casou com o0 que procuravamos investigar por se tratar
de um recurso computacional interativo, que varia pouco entre as afirmagdes e
permite 0 manuseio dos mais diversos conteudos matematicos mediante a
justaposicdo dos segmentos de texto de uma demonstragdo. Esse recurso poderia

ser facilmente indexado em livros virtuais (com hiperlinks ou codigos embutidos) e


https://scratch.mit.edu/
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fisicos (com cédigos QR) relacionados a matematica, fornecendo uma maneira
interativa do usuario demonstrar as propriedades destacadas com alguma
importancia na trama do texto e para entender a potencial contribuigdo que esse
recurso traria na compreensdo da matematica, seria viavel associar diretamente as
demonstragdes movimentando blocos com as demonstragbes nos conteudos

curriculares de disciplinas dos cursos de graduagao em matematica.

1.1. Justapor demonstragoes

Na matematica encontramos o verbo justapor frequentemente associado a
procedimentos de representacao geometrica que envolvem a colocagao de objetos

adjacentes a outros, conforme mostra a Figura 7.

Figura 7 —Exemplo do verbo justapor é usado em um sentido geométrico
Vamos obter uma férmula para a drea de um conjunto A assim descri-
to sem transformar a equacao para coordenadas cartesianas. Fagamos uma
aproximacao do conjunto A pela justaposicao de setores circulares centrados
na origem, procedendo da seguinte forma:

Fonte: Taboas (2008, p. 225).

O termo justaposicdo é usado com menos frequéncia em matematica no
sentido de considerar textos colocados sequencialmente como no livro “Calculo
volume 1” do autor James Stewart (2013), quando ap6és demonstrar separadamente
duas propriedades relativas a derivadas e integrais, afirma que justapondo ambos os
resultados demonstramos o Teorema Fundamental do Calculo. Nesse contexto,
podemos entender que a demonstragao do Teorema Fundamental do Calculo é dada
pelas duas demonstracdes anteriores (referidas no texto como demonstragées do
Teorema Fundamental do Calculo Parte 1 e 2 respectivamente) lidas em sequéncia,

conforme mostrado na Figura 8.
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Figura 8 — James Stewart usando o verbo justapor para formar a demonstragao
do Teorema Fundamental do Calculo

Vamos finalizar esta secao justapondo as duas partes do Teorema Fundamental.

Teorema Fundamental do Calculo Suponha que f seja continua em [a, b].

1. Seg(x) = [*f(r) dt, entdo g'(x) = f(x).

2. ["f(x)dx = F(b) — F(a), onde F ¢ qualquer primitiva de f, isto &, uma funcdo tal
que F'=f.

Fonte: Stewart (2013, p. 356).

Nessa perspectiva definimos a justaposicdo de uma demonstragdo como um
procedimento de colocar um ao lado do outro os segmentos de texto de uma
demonstragdo completa. Na situagdo do Teorema Fundamental do Calculo (TFC)
apresentado por Stewart (2013), teriamos a justaposicdo de uma demonstragao
completa dividida em dois segmentos de texto. Neste caso especifico, embora nao
seja uma regra, ambos os segmentos sdo demonstragdes completas de enunciados
menores € a ordem em que poderiam ser justapostos n&o importaria. Na Figura 9,
ilustramos essa ideia quando pensamos na demonstracédo do Teorema Fundamental
do Calculo (TFC) como a justaposicdo da demonstragcdo do Teorema Fundamental
do Calculo Parte 1 e Parte 2 (TFC parte 1 e TFC parte 2, respectivamente).

Figura 9 — Justaposicao das partes do Teorema Fundamental do Calculo (TFC)

TFC
parte 1 J

TFC
parte 2

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Num contexto mais amplo podemos pensar em textos de demonstracdes
segmentados a partir de diferentes métricas (palavras, frases, expressoes
algébricas, simbolos matematicos ou suas combinacbes) e o procedimento de
justaposicdo desses segmentos, permitindo a formacdo de pelo menos uma
demonstracdo valida. Na Figura 10 ilustramos uma demonstragédo de “singularidade
de limite” dividida em 13 segmentos de texto, neste exemplo podemos ver uma
situacdo em que a demonstracéo original € decomposta em segmentos de palavras,

frases, expressoes, simbolos matematicos e suas combinagdes.

Figura 10 — Justaposig¢ao de diferentes partes de uma demonstragao

Fonte: Elaborado pelo autor.

Portanto a escolha de um verbo que especifique o procedimento de colocar
lado a lado os segmentos de texto de uma demonstragdo completa visa sobretudo
nao introduzir novas terminologias no vocabulario das demonstragées. O verbo
justapor foi escolhido apds discussdes iniciadas no exame de qualificagcdo desta
tese, que buscavam nomear a agéao tratada de forma simples evitando neologismos
e sem o uso de verbos que pudessem ter associagbes em comum com outros

procedimentos matematicos como unir, somar, adicionar ou associar. Ao longo desta
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tese utilizamos os termos justapor uma demonstragdo, demonstrar por justaposigéo,
demonstragao justaposta, entre outros, sempre indicando este procedimento.
Podemos pensar na justaposi¢cdao de demonstragbes como um processo de
busca por combinacbes de segmentos, por isto consideramos a Teoria da
Informagdo como um campo conveniente para inserir em nosso vocabulario alguns
conceitos que estardo diretamente relacionados ao quanto sabemos sobre uma
demonstragdo a partir do que vemos segmentado. No campo da Teoria da
Informacgao, a informacao é entendida como um objeto capaz de reduzir a incerteza
dos eventos (SHANNON, 1948), para ilustrar podemos pensar no langamento de um
dado de seis lados com qualquer resultado igualmente provavel, assumimos que
adivinhar seu resultado esta relacionado a incerteza de uma escolha correta versus
cinco incorretas. Mas se nos disserem que o resultado € um numero impar, com
essa informacao reduzimos o total de situagdes equiprovaveis a trés, da mesma
forma se nos disserem apenas que o resultado € um numero primo. Ou seja, saber
que o resultado € impar ou primo carrega a mesma quantidade de informagao, mas
como sao informagdes diferentes, fornecé-las juntas reduzira uma incerteza maior
que qualquer uma de suas partes, pois neste novo caso teremos apenas duas
situagbes equiprovaveis, no Quadro 1 apresentamos as possiveis situagoes

equiprovaveis a medida que sao fornecidas informagdes sobre seus resultados.

Quadro 1 — Exemplo de incerteza ao lan¢gar um dado de 6 faces

Informacao fornecida

7

Nenhuma E impar E primo E impar e primo

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Na Teoria da Informagdo entendemos ruido como a diferengca entre a
mensagem original e a recebida (SHANNON, 1948), podendo ser de diversas
naturezas como o som de um caminhdo passando que abafa algumas palavras
durante uma conversa (neste caso o ruido sonoro esconde parte da mensagem), ou
pode advir da confusdo do significado da mensagem como quando ouvimos
palavras com pronuncias semelhantes, ou mesmo erros de digitagdo ou efeitos de
autocorrecdo, que podem alterar as palavras recebidas. O ruido poderia ainda ser
um efeito intencional destinado a dificultar que o conteudo da mensagem seja
recebido por outros individuos, como no envio de mensagens secretas. Ja a
redundancia pode ser entendida como tudo o que é desnhecessario para a
mensagem (SHANNON, 1948), como os pleonasmos viciosos da lingua portuguesa
“entrar para dentro”, “sair para fora”, “subir para cima”, “descer para baixo”. Devido a
presenca involuntaria de ruido nas mensagens, a redundancia torna-se uma
ferramenta fundamental para permitir a recuperacdo de conteudos perdidos ou
adulterados, durante uma conversa informal mesmo que se perca uma palavra
podemos recuperar a mensagem que esta sendo transmitida por meio da
redundancia da linguagem. A redundancia aparece até mesmo em documentos e
registros, como digitos de verificagao, reduzindo a chance de que erros de digitagao
que afetem outras contas/registros.

Esperamos criar associag¢des entre justapor uma demonstracdo como sendo
equivalente a receber uma mensagem com ruidos, ja que a demonstragcéo
corretamente justaposta corresponderia a mensagem original e cada uma das partes
da demonstracao a serem justapostas carrega uma certa quantidade de informacgdes
sobre a demonstracdo completa. A possibilidade de recuperar a demonstragao
completa com a analise de suas partes indica que ha redundancias nas informacoes,
essa redundancia no caso pode residir no conhecimento do destinatario sobre a
natureza da informacdo (uma demonstracdo valida), a finalidade da informagao
(demonstracdo de um enunciado especifico) e os possiveis resultados de sua
construcdo (combinacbes de partes disponiveis). Nesse sentido, se uma
demonstracao foi segmentada de duas formas diferentes, a primeira segmentacgao
nas partes A, B e C, enquanto a segunda segmentacao ocorre nas partes A e D.

Como a demonstragao original € a mesma para ambas as segmentacgdes e A é
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repetido, temos que as partes justapostas B e C devem formar a parte D. Isso nos
permite afirmar que entre as duas segmentacdes, a redundancia na primeira &
menor que na segunda. Ou seja, € mais dificil recuperar a mensagem original no
primeiro caso, pois podemos justapor suas partes em ABC, ACB, BAC, BCA, CAB ou
CBA, enquanto na segunda segmentagdo podemos justapor suas partes apenas em
AD (equivalente a ABC) ou DA (equivalente a BCA). llustramos essa situagdo na
Figura 11, usando a demonstracdo da “existéncia de infinitos numeros primos
positivos” e como pode ser visto no exemplo, estas comparagdes se limitam no
sentido de medir a dificuldade de uma demonstracdo segmentada original de duas
formas diferentes, onde necessariamente todas as partes de uma delas sao

combinagdes das outras.

Figura 11 — Demonstracao decomposta de duas formas diferentes, a esquerda

com menor redundancia, a direita com maior redundancia

Fonte: Elaborado pelo autor.

1.2. Escrever, Ler, Completar, Apurar e Justapor demonstragcoes

Nesta tese trataremos da acdo de justapor demonstragbes, portanto
discutiremos outras agdes que percebemos relacionadas a esta, para comecar
temos que a escrever uma demonstragao acarreta uma dificuldade maior do que a

envolvida na resolucédo de problemas matematicos, pois requer além do aprendizado
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do raciocinio matematico, a aplicacdo de conhecimentos especializados, bem como
0 Uso e aquisi¢ao de uma linguagem propria (HAMMACK, 2013). Beck e Geoghegan
(2010) apontam que no processo criativo de matematicos profissionais durante a
producdo de uma demonstracdo, costuma-se utilizar anotagdes simbdlicas
acompanhadas de orientagdes textuais que justifiuem os procedimentos,
elaborando um texto com o rigor necessario para validar aquela afirmagdo. No
entanto este texto também deve ser aceito socialmente por seus colegas e pelo
publico, portanto, uma vez desenvolvido o argumento, é realizado o processo de
elaboragao da verséo final de uma demonstragado, omitindo os caminhos reais e as
estratégias infrutiferas tentadas até a descoberta do argumento, transcrevendo os
passos de forma limpa e clara, ocultando os verdadeiros caminhos que levaram a
essa demonstracdo e que apontariam a origem de engenhosas construgdes ou
mesmo as dificuldades envolvidas na elaboracido do raciocinio. Esse uso da
linguagem na produgdo da verséao final aparece, por exemplo, quando observamos
as Figuras 4 e 5, que mostram a mesma estratégia para demonstrar uma afirmacao,
mas expressa na forma de textos com sintaxes diferentes. Além de uma variagao
sintatica no texto da demonstracdo de uma afirmacéo, escrever uma demonstragao
€ um processo de multiplos caminhos, pois podemos ter diferentes formas de
demonstrar o mesmo enunciado, conforme exemplificado por Alsina e Nelsen (2010,
p. 10) que apresentam trés argumentos distintos para demonstrar que “existem
infinitos numeros primos positivos”.

Suponha que existam apenas k primos, p1.p2...pk.

Tome n=p1.p2...pk.

Sendo n+1 maior que pk, n+1 ndo é primo e ndo tem um divisor comum com n.

Sendo pj divisor de n e n+1, entdo divide (n+1)-n=1, o que € um absurdo (ALSINA,
NELSEN, 2010, p. 10, tradugéo prépria).

E suficiente mostrar que para qualquer Natural n, existe um primo p maior do que n.
Para isto considere qualquer primo p que divida n!'+1 (ALSINA, NELSEN, 2010, p. 10,

tradugao propria).

Tome n>1 um Inteiro qualquer.
Sendo n e n+1 inteiros consecutivos, eles sdo primos relativos.

Entao N>=n(n+1) deve ter pelo menos dois diferentes fatores primos.
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Analogamente n(n+1) e n(n+1)+1 s&o inteiros consecutivos, e por isto primos
relativos.

Assim Ns=n(n+1)[n(n+1)+1] deve ter pelo menos trés diferentes fatores primos.

Este processo pode ser continuado indefinidamente (ALSINA, NELSEN, 2010, p. 10,

tradugao propria).

Por outro lado Rav (1999) argumenta que o interesse dos matematicos em ler
demonstragdes vai além de uma necessidade real de saber se uma determinada
afirmacéo é verdadeira, pois confirmar a validade de uma determinada afirmagao
pode ser simplesmente uma acao de consultar fontes confiaveis, e o interesse dos
matematicos pela leitura de demonstragcbes esta associado ao entendimento de
como funcionava a estrutura daquele argumento, para reconhecer ou reproduzir os
meios com 0s quais o raciocinio foi desenvolvido. Essa interpretacdo € reforcada
com os resultados obtidos na pesquisa de Weber (2015) com quatro alunos de
graduacdo em matematica aprovados nas disciplinas especificas do conteudo
pesquisado e observa o efeito de diferentes estratégias de leitura de demonstragdes
na compreensao de demonstragdes, identificando as seguintes estratégias eficazes:

1) Compreender o enunciado do teorema: Essa estratégia permitiu que os
participantes entendessem o significado de um dos enunciados da demonstracgéo, e
também os auxiliou a compreender a estrutura da demonstragdo que seria usada
para estabelecer o teorema;

2) Tentar demonstrar o teorema antes de ler sua demonstragao: A estratégia
forneceu a motivacao para ler a demonstragcdo, bem como antecipar a estrutura de
demonstracao que seria utilizada e como a demonstragao seria estruturada;

3) Considerar a estrutura de como demonstrar aquele enunciado: A estratégia
ajudou os estudantes a entender por que as suposi¢des e conclusées da
demonstragcao eram apropriadas;

4) Dividir a demonstracao em partes ou sub-demonstracdes: A estratégia nao
s6 permitiu aos participantes ver como a demonstracdo poderia ser dividida, mas
também ver como a demonstracido poderia ser resumida;

5) Utilizar de diferentes maneiras declaragbes especificas na demonstragao:

Essa estratégia ajudou os estudantes a ver como a demonstragao se aplicava a um
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exemplo especifico, além de serem capazes de entender as declara¢des dentro da
demonstragao e ver como elas foram justificadas;

6) Comparar o método da demonstracdo com a propria abordagem: Essa
estratégia ajudou a identificar métodos que podem ser Uteis na demonstragdo de

outros teoremas.

Além da redacado e leitura das demonstragbes temos outras duas agdes
apresentadas na pesquisa de Bickerton e Sangwin (2021), a primeira € completar
uma demonstragao, que envolve reconhecer como devem ser os trechos que faltam
no texto para que ele seja valido para aquela enunciado, tratada pelos autores na
Figura 12. A segunda acgao € apurar uma demonstragdo, o que implica entender ao
longo do texto onde se encontra um procedimento que torna a demonstragao
invalida para aquele enunciado e explicando o motivo disso, situacao tratada pelos

autores na Figura 13.

Figura 12 — Atividade de completar uma demonstragao

Fonte: Bickerton e Sangwin (2021, p. 3).
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Figura 13 — Atividade de identificar a falha em uma demonstragcao

Fonte: Bickerton e Sangwin (2021, p. 17).

A partir do que foi exposto, justapor uma demonstragado envolve um processo
semelhante a escrita de uma demonstragdo com a restricdo de quais palavras,
frases, expressdes e simbolos estdo disponiveis para uso, semelhante a leitura das
demonstra¢des dado que ao longo do processo de justaposigao é preciso entender o
papel de cada componente separadamente e analisar o que significam suas
combinagdes até que considere a demonstracdo completa. Ao contrario do processo
de escrita, o processo de completar e apurar uma demonstragcdo pode estar
simultaneamente associado a justaposicdo, pois como ja existem algumas
combinagdes isoladas de segmentos e precisamos fazer as suas jungdes, passa a
ser necessario encontrar componentes que fagam a unido adequada entre o que
queremos e o que ja foi elaborado numa tentativa de reconhecer se a dificuldade em
localizar as partes que faltam ndo é consequéncia de algum componente em uma

outra posicdo que invalida a demonstragdo. Além dessas semelhangas
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mencionadas, a justaposigdo traz caracteristicas proprias associadas a midia®

tangivel por meio da qual nos conectamos para acessar suas informacgdes. Mcluhan
(1996) afirma que a mesma informagao transmitida em diferentes meios sera
recebida de forma diferente pelo mesmo destinatario, Ullmer e Ishi (2000) definem
midias tangiveis como aquelas relacionadas ao uso de um sistema de artefatos
fisicos para contato com a informagdo. As midias tangiveis ja sdo abordagens bem
consolidadas, principalmente no ensino de Geometria, com instrumentos de régua e
compasso, relacionando além da visdo, a acdo de manipular os instrumentos para
elaborar construgdes geométricas. Da mesma forma, a justaposicdo de
demonstragdes ocorre em meio tangivel, pois esta ligada a agcdo de dispor os
segmentos de texto em ordem, como seria feito com um quebra-cabeca.

No exame de qualificagcdo desta tese foi levantada a questdao se o meio
tangivel de justaposicdo estava relacionado com o processo de elaboragdo da
demonstracdo matematica, ou se a demonstracdo era primeiro elaborada
mentalmente ou noutro suporte (como o papel) e depois as componentes
designados para suas respectivas posigcdes. Se considerarmos o conceito de
aprendizagem multimidia proposto por Mayer (1997), a agdo de justapor
demonstragdes envolve midias tangiveis ligadas a midias visuais (nos textos de
cada parte e em suas combinacdes) e 0 acesso a informagao por diferentes meios
proporcionaria um processo de constru¢cdo da informacgao, que seleciona e conecta
ativamente diferentes conhecimentos disponiveis, combinando distintos sistemas
cognitivos para processar a informagédo. Logo, era de se esperar que a midia
tangivel contribuisse para o processo de raciocinio envolvido na atribuigdo dos
componentes que formam uma demonstragao valida para a respectiva afirmacao.

Apos o exame de qualificagdo viemos responder a esta questdo
empiricamente, através de uma experiéncia realizada com alunos da disciplina de
Geometria Analitica, registrando o movimento de cada componente de 10
demonstragdes justapostas deixadas como atividades semanais ao longo de um
semestre e observamos como os alunos moviam os componentes, constantando
situacdes recorrentes em que os segmentos da demonstragcdo eram combinados,

deslocados e reposicionados durante o processo de justaposi¢cao. Isso indica que os

3 Na Teoria do Meio, a midia é por vezes entendida como a mensagem, a midia é tudo que permite
a transmissao de informagdes, seja a voz, o papel, a tela do computador. (MCLUHAN, 1996).
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meios tangiveis que permitem a movimentagdo dos componentes da demonstragao
proporcionaram a construgéo de informagdes sobre a demonstragéo original, e que a
movimentagdao dos componentes se inicia antes que o aluno tenha clareza sobre o
argumento a ser utilizado. Em Silva (2022) discutimos um exemplo em que o aluno
precisa mostrar por justaposi¢cdo que “para as matrizes Amnxn € Bmxi, S&e AX = B tem
duas solugdes X, # Xi, entdo existem infinitas solugbes”, as “setas” na Figura 14
indicam o movimento dos componentes de demonstragcdo, enquanto os sinais “+1”
indicam qual componente foi duplicado e a posicdo em que o componente duplicado
foi colocado. Na Figura 14, o aluno comegou a montar os componentes desde o
inicio da demonstragdo, definindo parcialmente os componentes necessarios,
quando descobre qual deve ser a conclusao desse argumento e entdo justapde os
componentes para formar o final do texto, em seguida elabora as etapas
intermediarias e ajusta as defini¢des iniciais para validar o argumento proposto. Esta
observagao indica que a interacdo com os componentes, vindos de um meio

tangivel, foi necessaria para recuperar esta informacgao (demonstragado completa).

Figura 14 — Processo de justapor os segmentos de uma demonstragao

[(1-A*AIB e (1-A).B + A.B

e ——
Nl ~

ANXq A(T-N)Xe A Y <11Lao

x, [E68

Fonte: Silva (2022, p. 4).
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1.3. Pergunta de pesquisa e objetivos

Conforme apresentamos, o0 estudo concentra-se na abordagem de
demonstrar por justaposicdo. Compreendendo a influéncia que a realizagdo de
exercicios de justaposicdo de demonstracbes tem sobre a agcdo de demonstrar,
podemos determinar situacbes em que traria maiores contribuicbes na elaboracao
de outras demonstragdes. Para investigar empiricamente essa abordagem, optou-se
pelo publico do Ensino Superior, pois como o pesquisador ndo tinha vinculo docente
no momento de planejar sua coleta de dados, considerou que seria mais facil e
viavel encontrar participantes com condicdes e disponibilidade para demonstrar
propriedades matematicas entre adultos matriculados nos cursos de graduagcéo em
matematica. A seguir, apresentamos nossa questao de pesquisa e seus objetivos.
Pergunta de pesquisa: Como demonstrar por justaposicdo influencia as
demonstragdes desenvolvidas por graduandos em matematica?

Objetivo geral: Compreender a influencia que demonstrar por justaposi¢cao exerce
nas demonstrag¢des produzidas.

Objetivo especifico 1: Associar a influencia das demonstragbes por justaposigao
com os erros/dificuldades identificados nas demonstragdes escritas.

Objetivo especifico 2: Relacionar a influencia das demonstragdes por justaposigao

com o desenvolvimento de demonstragdes validas.

Esta tese esta dividida em mais quatro capitulos, descritos a seguir.

FUNDAMENTACAO TEORICA: Explicamos um pouco sobre a origem
histérica das demonstracées, sua dificuldade no campo da pesquisa matematica e
como elas se apresentam em diferentes etapas. Destacamos a presenca de
demonstragbes na Educacdo Basica, livros didaticos para o Ensino Superior,
abordamos algumas teorias e estudos relacionados a dificuldade que os alunos do
Ensino Superior tém em demonstrar, modelos considerados necessarios para o
aprendizado, abordagens que contribuem para o seu desenvolvimento, as
diferencas de nossa proposta com outros trabalhos académicos e suas semelhancas

com praticas de professores de matematica compartilhadas.
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METODOLOGIA: Caracterizamos nosso trabalho como pesquisa
experimental, mostramos o desenvolvimento do estudo, passando pelo comité de
ética, as coletas de dados realizadas e descrevemos outros aspectos considerados
necessarios para sua replicagao. Discutimos o tratamento dos dados coletados nas
Coletas realizadas e como planejamos suas analises.

RESULTADOS: Apresentamos e interpretamos os resultados obtidos.

CONSIDERAGOES: Encerramos a tese explicando como os objetivos da
pesquisa foram atendidos e apresentando a resposta para a pergunta que norteou
este trabalho organizando nossas percepgdes sobre os aspectos interpretativos dos
resultados, relacionando-os com a literatura e tracando paralelos entre o que foi
observado em nosso estudo com as teorias e estudos anteriores nos quais nos
apoiamos. Por fim, apresentamos o que fariamos de diferente nesta pesquisa, como
a reaplicariamos e a forma na qual o ambiente de justaposicdo continuou se

desenvolvendo para além da respectiva tese.
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2. FUNDAMENTAGAO TEORICA

Ben-Ari (2012) explica “demonstrar’ como o processo de deduzir uma
proposicdo de operadores aplicados a um conjunto de outras proposigdes
previamente aceitas, resultando na proposicao deduzida ser tdo verdadeira quanto
as proposigdes previamente aceitas. No entanto, apesar de a matematica ter surgido
espontaneamente para muitas culturas, motivada pelo fator de desenvolvimento
humano associado a contagem de objetos, delimitagcdo de areas ou compreensao de
fatos naturais, as demonstragdes s6 surgem a partir dos gregos, que passaram a
trata-la como uma abordagem puramente abstrata, desconectado dos contextos ou
das necessidades praticas, registrando os primeiros procedimentos de
argumentacgao logica para garantir a validade geral de certas afirmag¢des (CHEMLA,
2015). Segundo Ben-Ari (2012), o estudo da ldgica foi iniciado pelos antigos gregos
a partir da énfase dada as habilidades de linguagem e raciocinio, combinando
retérica e gramatica a logica correspondeu a uma das primeiras disciplinas
ensinadas aos jovens, com énfase na formacao dos gregos, os silogismos. No
entanto, Chemla (2015) aponta que por muito tempo na matematica as
demonstragdes nao foram consideradas necessarias para garantir a veracidade das
afirmacgdes, sendo sua validade por vezes atribuida ao sucesso em todos os casos
ja comprovados ou aos argumentos de autoridades na area, somente no século XIX
quando a légica passou por um processo de formalismo associado a matematica, a
fim de evitar possiveis falhas derivadas da subjetividade na linguagem natural, a
presenca de demonstracbes passou a ser vista como estritamente necessaria.
Recebendo um imenso papel na primeira metade do século XX com a influéncia de
David Hilbert que se mantém até hoje, pois demonstrar a validade/falha de um
enunciado é a base da Matematica Moderna, termo que se refere ao nosso atual
sistema axiomatico baseado em principios légicos rigidos (ROSSI, 2006).

Produzir uma demonstracdo pode variar de uma acéo trivial a uma tarefa que
beira o impossivel, isso pode ficar mais claro diante de alguns teoremas cuja
afirmacgao apesar de bastante simples permaneceram (e alguns ainda permanecem)
por séculos sem se demonstrar verdadeira ou invalida. Por exemplo, o livro
“‘Fermat's Last Theorem” (SINGH, 1997), fala sobre um teorema conjecturado pelo

matematico francés Pierre de Fermat em 1637, afirmando “ndo existirem x, y e z
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Naturais maiores que 0, tais que x" + y" = z", para n Natural maior que 2”. Apesar da
aparente simplicidade da afirmacao e da facilidade de verificagdo dos dados x, y e n,
se existe um z que satisfaga a igualdade, a demonstragdo de que nao ha solugao
para isso foi elaborada apenas 358 anos apés sua formulagdo (em 1995) pelos
matematicos Andrew Wiles e Richard Taylor. Eventualmente teremos enunciados
cujas estratégias convencionais nao servirdao, como no “Fermat's Last Theorem?”,
cujo autor do enunciado (Pierre de Fermat) escreveu em um nota na borda da
pagina que s6 ndo mostrava a demonstracdo pois nao tinha espaco no papel. Este
teorema foi inicialmente tratado (e por mais de 300 anos) como um problema dentro
da teoria dos numeros, porém, sua demonstracdo sé foi possivel como
consequéncia direta do Teorema de Shimura-Taniyama-Weil, que estabelece uma
relagéo entre a Teoria dos Numeros e as Curvas Elipticas (SINGH, 1997).

O cenario anterior expressa a realidade presente na agao de demonstrar
conjecturas (desde que a afirmagdo nado seja confirmada ou refutada por uma
demonstracao, é considerada uma conjectura) e é tratada no drama “Tio Petros e a
conjectura de Goldbach” (DOXIADIS, 2001), uma obra de ficcdo que aborda a
frustracdo de um habilidoso matematico em seus esforgos para demonstrar a
conjectura de Goldbach. Esta conjectura foi formulada em 1742 e propde que “todo
numero par maior que 2 pode ser representado pela soma de dois numeros primos”.
Novamente, apesar da afirmacgao simples, a Conjectura de Goldbach permanece até
hoje sem uma demonstragdo. Embora de acordo com Hanna, Jahnke e Pulte (2010),
ao contrario do “Fermat's Last Theorem”, que permitia relacionar a Teoria dos
Numeros com as Curvas Elipticas, a Conjectura de Goldbach nao parece estar
associada a nenhum campo de relevancia pratica para a matematica, mas mesmo

assim ha grande interesse da comunidade matematica em sua demonstracéo.

2.1. Demonstragoes no curriculo

A presenca de demonstracdes matematicas na Educacao Basica, apesar de
ganhar forga durante o movimento da Matematica Moderna (HARVEY, WAITS e
DEMANA, 1995), atualmente ndo € uma tendéncia no cenario brasileiro, embora

como veremos nesta sec¢do, a discussdo sobre o ensino de demonstracbes
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matematicas na Educacgéo Basica perdure por varias décadas. Mazzi (2018) aponta
que trabalhar com demonstracdées matematicas na Educac¢ao Basica pode favorecer
a compreensao de suas estruturas mais abstratas, caracteristica presente com
destaque nos conteudos de geometria tanto em livros didaticos quanto na
divulgacdo de softwares de geometria e nas chamadas “demonstracdes
matematicas dinamicas” (NOBRIGA, 2019). No Brasil, a nota do ENEM (Exame
Nacional do Ensino Médio) permite o ingresso em cursos de matematica na maioria
das universidades publicas brasileiras, porém, suas questbes de matematica séo as
mesmas para todos os candidatos e somente apds o calculo da nota € que o curso é
escolhido. Ainda assim, podemos identificar no ENEM, questdes cuja resolugéo
carece de demonstragdo, como na Questdo 176 do Caderno Rosa 2020,

apresentada no Quadro 2, juntamente com a nossa resolugao para a mesma.

Quadro 2 — Questao 176, do caderno Rosa do ENEM 2020 e resolugao do autor

Questdo 176 Resolugao: _

A Lei de Zipf, batizada com o nome do linguista A partir do enunciado,
americano George Zipf, € uma lei empirica que |temos:
relaciona a frequéncia (f) de uma palavra em um |f = A/rB, X = log(r) e Y =
dado texto com o seu ranking (r). Ela € dada por |log(f)

A Assim,
f="5 log(f) = log(A/rB)

O ranking da palavra é a sua posicao ao ordenar as log(f) = log(A) - log(rB) «
palavras por ordem de frequéncia. Ou seja, r = 1 paraa |199(f) =log(A) —B.log(r) <
palavra mais frequente, r = 2 para a sequnda palavra mais | Substituindo X e Y, temos:
frequente e assim sucessivamente. A e B sdo constantes |Y = log(A) — B.X
positivas. ou isolando o X, temos:

Diponivel em: httpi/klein.sbm.org.br. Acesso em: 12 ago. 2020 (adatpado). X - (|Og(A) —Y)/B

Com base nos valores de X =log (r) e Y =log (f), &

possivel estimar valores para A e B.

No caso hipotético em que a lei é verificada exatamente,
arelacdo entre Ye X é

Fonte: <https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-atuacao/avaliacao-e-exames-

educacionais/enem/provas-e-gabaritos>. Acesso em: 23 Nov. 2022.

Esta questdo do exame exemplifica um contexto em que o processo de
demonstracao é usado na resolugéo, aspecto também no vestibular organizado pela
COMVEST (Comissao Permanente para os Vestibulares) gerido pela Universidade

Estadual de Campinas como exemplificamos nas Figuras 15 e 16 da segunda fase


https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-atuacao/avaliacao-e-exames-educacionais/enem/provas-e-gabaritos
https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-atuacao/avaliacao-e-exames-educacionais/enem/provas-e-gabaritos
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da prova de 2018 com duas questdes de topicos que pediam explicitamente para
escrever uma demonstragcdo (nas questdes utilizam o termo prova, que pode ser

entendido no contexto como sindnimo de demonstracéo).

Figura 15 — Questao 17, item b, da 2° fase do vestibular da COMVEST de 2018

A figura abaixo exibe um triangulo com lados de comprimentos a, b e ¢ e angulos internos 6, 28 e 3.

c

a) Supondo que o triangulo seja isésceles, determine todos os valores possiveis para o angulo 6.

b) Prove que, se ¢ = 2a, entao = 90°.

Fonte: <https://www.comvest.unicamp.br>. Acesso em: 19 Nov. 2022.

Figura 16 — Questao 18, item a, da 2° fase do vestibular da COMVEST de 2018

Sabendo que p e ¢ s8o numeros reais, considere as matrizes
1 0 1 P
A=|1 2 p| e B=|0].
L p 1 q

a) Prove que para quaisquer p e q teremos BTAB = 0.

X
b) Determine os valores de p e g para os quais o sistema linear nas variaveis reais x,yez, 4| y |=5,

z
tem infinitas solucdes.

Fonte: <https://www.comvest.unicamp.br>. Acesso em: 19 Nov. 2022.

Nas estatisticas publicadas pela COMVEST, essas duas questdes (17 e 18 da
22 fase de 2018) sao classificadas com base no percentual de candidatos que

acertaram, como Dificeis, e na consisténcia dessa avaliagdo de acordo com essas


https://www.comvest.unicamp.br/
https://www.comvest.unicamp.br/
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mesmas estatisticas, sdo classificadas como Otimas. Essa classificagdo &
frequentemente repetida para outras questdes que envolvem demonstracdes
encontradas em outros anos, por exemplo a questdo 9, item b de 2019 e a questéo 8
item a de 2020, ilustradas nas Figuras 17 e 18 respectivamente

(<https://www.comvest.unicamp.br>. Acesso em: 19 Nov. 2022).

Figura 17 — Questao 9, item b, da 2? fase do vestibular da COMVEST de 2019

Sabendo que ¢ & um nimero real, considere a fungao quadratica f(x) = 2x2 — 3x + ¢, definida para todo
numero real x.

a) Determine todos os valores de ¢ para os quais f(—1)f(1) = f(—1) + f(1).

b) Sejam p e g nudmeros reais distintos tais que f(p) = f(g). Prove que p e g ndo podem ser ambos
nlimeros inteiros.

Fonte: <https://www.comvest.unicamp.br>. Acesso em: 19 Nov. 2022.

Figura 18 — Questao 8, item a, da 2? fase do vestibular da COMVEST de 2020

A figura abaixo exibe, no plano cartesiano, o grafico de y = +/x para x = 0, em que os pontos 4 e B tém
abscissas x, =a>0e xz; = b > a, e O € a origem do sistema de coordenadas.

Ay

B y=+z

(0] a b

a) Prove que os pontos 4, Be C = (—Vab,0) sao colineares.

b) Para b = 3, determine o valor de a para o qual a distancia da origem ao ponto A é igual a distancia do
ponto A ao ponto B.

Fonte: <https://www.comvest.unicamp.br>. Acesso em: 19 Nov. 2022.

De acordo com as classificacbes publicadas nas estatisticas do Vestibular
COMVEST, essas questbes sao consideradas Dificeis ou Muito Dificeis, e essas
classificacdes tém uma consisténcia considerada Otimas ou Excelentes. Isso
significa que sdo questdes que na maioria das vezes sO sado respondidas

corretamente pelos alunos com melhor desempenho no exame, resultado associado


https://www.comvest.unicamp.br/
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a questdes que envolvem a elaboragdo de demonstragdes, logo podemos interpretar
como um indicio de que apenas os alunos com melhores desempenhos
conseguiram desenvolver as demonstragdes solicitadas no exame. Como essas
questdes sao pouco frequentes nos exames (ENEM e Vestibular COMVEST), nao é
garantido que quem ingressou na graduagao em matematica por essas vias ja tenha
visto esse conteudo antes, ou mesmo que ao errar estas respostas nao alcancem
nota suficiente para se matricular nos respectivos cursos. Essa situagao € ilustrada
quando observamos o resultado do estudo de Caldato (2018) sobre os estimulos
recebidos pelos alunos do primeiro ano da Licenciatura em Matematica relacionados
a demonstracdes, e observa que dos 78 participantes com quem a pesquisa foi
realizada, menos de 9% lembram de ter visto demonstragbes na Educagéo Basica.
Em varios livros utilizados como referéncias para as disciplinas obrigatorias
de matematica na graduacédo, presumem que os alunos ja possuem experiéncia com
demonstragdes, isso pode ser visto no exemplo da Figura 19 extraido do livro
“Célculo com variavel” de Taboas (2008). A primeira mencéo feita a demonstragdes
matematicas ocorre logo apds enunciar quatro propriedades da fungdo médulo e

deixar suas respectivas demonstracdes como exercicios para o leitor.

Figura 19 — Demonstragoes deixadas como exercicios.
A definicao 1.1.2 implica as seguintes propriedades:
L. |z| = |—z|, Vaze R,
2. x| =20, VzeR,
3. x < |z, VzeR,
4. |zyl = |z|lyl, Vz,yeR,

cujas demonstracoes sao deixadas como exercicio.

Fonte: Taboas (2008, p. 12).

Esta € a primeira mencéo a palavra demonstragcdo em um livro dedicado a
uma disciplina normalmente oferecida no 1° semestre dos cursos de graduagdo em

matematica e ja coloca o aluno no exercicio de demonstrar sem maiores explicagdes
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ou mesmo exemplos do que € uma demonstragdo. Na pagina seguinte (pagina 13),
aparece o primeiro exemplo de demonstragdo, embora o termo nao aparega junto,
sendo tratado como exemplo de utilizagdo de uma das propriedades anteriores, mas
cujo processo de resolugao pode ser entendido como uma demonstragcdo conforme

ilustramos na Figura 20.

Figura 20 — Primeira demonstragcao apresentada no livro
ExEmpLO 1.1.3. (1) Dado a € R, temos:
2| <a & -—-a<z<a, (1.1.1)

como esta indicado na figura 1.1.1.
De fato, multiplicando a desigualdade —a < x < a por —1, obtemos a
equivaléncia —a < r <a & —a < —x < a. Logo

—a<r<a = —a<-r<ae -—a<r<a = |z|<a,

uma vez que, sempre, |z| = x ou || = —x. Reciprocamente, de acordo com
as propriedades 1 e 3, acima, podemos escrever

lz| <a = |-z[<a e |z|<a = —z<aez<a = —a<zr<a.

Fonte: Taboas (2008, p. 13).

Somente na pagina 14 aparece o primeiro exemplo de demonstragdo ao
apresentar a “Desigualdade Triangular” mostrado na Figura 21, ainda sem uma
explicacdo mais especifica sobre o que € uma demonstragao a palavra foi inserida

no corpo do texto como um termo associado e complementar a esse procedimento.
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Figura 21 — Primeiro exemplo de demonstragao apresentada como
demonstragao

DESIGUALDADE TRIANGULAR. Para quaisquer a,b € R
la+ 4 < lal + bl (1.1.2)

Demonstracao. Pela propriedade 3 subseqiiente a definicao 1.1.2, pagina 12,
valem as seguintes desigualdades:

Somando membro a membro vem
—(lal + b)) < a+b<|a + bl

e, de acordo com a equivaléncia (1.1.1) com “<” em vez de “ <", temos
la+ b < |a| + |b]. O

Fonte: Taboas (2008, p. 14).

As situagbes apresentadas no livro de Taboas (2008) levantam questdes
sobre como as demonstracdes sao vistas pelo autor e como podem ser percebidas
pelo leitor enquanto aluno. O fato de as demonstracbes serem mencionadas
primeiro na forma de exercicios para o leitor indica que se espera que o leitor tenha
conhecimento prévio das demonstra¢de, mas pelo exposto por Caldato (2018), deve
ser incerto esperar algum preparo prévio sobre como elaborar demonstra¢des
matematicas em alunos matriculados em cursos de graduagdo em matematica,
sendo tal desenvolvimento uma acédo a ser explorada nos cursos de graduagao a
partir de seus conceitos basicos. Tal posicionamento encontra-se em consonancia
com as diretrizes curriculares nacionais dos cursos de Licenciatura e Bacharelado
em Matematica (MEC, 2002), que propdem o dominio de demonstracdes
matematicas como uma das habilidades a serem desenvolvidas pelo individuo que
passa por essa formacgdo. Nos cursos de formacdo em matematica, temos
disciplinas especificas para desenvolver a proficiéncia em demonstragdes, muitas
vezes chamadas de Fundamentos da Matematica, Elementos da Matematica,
Analise, Analise na Reta, Analise Real. Como pode ser visto no programa da
disciplina Elementos da Matematica, siglas SMA0341 e SLC0603, oferecida pela

USP de forma obrigatéria para os cursos de Matematica Nucleo Geral (ou seja,
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Bacharelado e Licenciatura), Bacharelado em Matematica Aplicada e Computacao
Cientifica, Licenciatura em Ciéncias Exatas com habilitacdo em Matematica.
Nogodes de logica.
Estratégias de provas: provas diretas, provas por contrapositiva e por contradigéo.
Conjuntos: subconjuntos, operagdes com conjuntos, produtos cartesianos. Relagdes:
relagdes binarias, relagdes de equivaléncia, rela¢gdes de ordem.
Fung¢des: conceito, imagem inversa e imagem direta, funcdes injetoras e
sobrejetoras, fungéo inversa, composigao de fungdo. Nogbes de cardinalidade .
Os numeros naturais: Axioma de Peano, inducgéo.
Os numeros inteiros: construgdo logico-formal do conjunto dos numeros inteiros,
imersdao de N em Z, operagdes e relacdo de ordem em Z, valor absoluto,
divisibilidade, maximo divisor comum, minimo multiplo comum, primos, congruéncias
e critérios de divisibilidade.
Os numeros racionais: a divisio em Z, construgdo dos numeros racionais,
operagdes e relagdes de ordem, valor absoluto, nimeros racionais decimais.

(<https://uspdigital.usp.br/jupiterweb/>. Acesso em: 5 Set. 2022. Negrito nosso,

entendemos neste contexto, prova como sinénimo de demonstracéo)

Cockcroft (1994) sustenta que a compreensdo de demonstracbes é
absolutamente necessaria para um aprofundamento formal dos conteudos que a
antecedem e sem tal viés pratico, é possivel apenas trabalhar a matematica no nivel
das propriedades operacionais e de aplicagédo. A agao de abstrair conceitos basicos
das demonstragdes permite o tratamento de problemas de naturezas mais
complexas e segundo o autor, essa capacidade desenvolvida a partir do
entendimento das demonstragcdes aumenta o poder de manipulacdo da matematica
nos niveis ja estudados. Hanna, Jahnke e Pulte (2010) argumentam que os
matematicos nao usam demonstragcdes apenas para verificar se uma determinada
afirmacdo € valida, mas que a prépria demonstragdo contém conhecimento
matematico que relaciona a afirmacao valida as definicbes assumidas, o que fica
evidente quando percebemos as demonstragdes nos conteudos usuais de
disciplinas como Calculo Diferencial e Integral (Figura 2) ou Algebra Linear (Figura
23), oferecidas para diversos cursos de graduagao no 1° e 2° semestre, até mesmo
para as graduagdes de matematica, em conflito com a ideia de que o dominio das
demonstragcdes se desenvolveria a partir de disciplinas especificas. Esse conflito

pode ser intensificado se considerarmos que alguns autores chegam a omitir o termo
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“demonstragdo” quando se trata do uso da “estratégia sintatica”, como no livro
“Célculo com variavel” de Placido Taboas (2008), que trata a demonstragdo da
Figura 20 como exemplo e reservando o nome “demonstragcdo” geralmente para as

propriedades mais proeminentes dentro do conteudo.

Figura 22 — Exercicio de Calculo diferencial com uma variavel real

LAETIENF] Prove que lim (4x — 5) = 7.

x—3

SOLUCAD
1. Uma andlise preliminar do problema (conjecturando um valor para 8). Seja € um nlimero
positivo dado. Queremos encontrar um nimero & tal que

se 0<|x—3|<é entdo |4x —=5)-7|<¢

Porém | (4x — 5) — 7| = |4x — 12| = |4(x — 3)| = 4|x — 3|. Portanto, queremos & tal
que

se 0<|x—3|<8 entio 4|x—-3|<e
isto é, se 0<|x—3|<é8 entio |x—3|<%
Isso sugere que deveriamos escolher 6 = g/4.

Fonte: Stewart (2013, p. 103).

Figura 23 — Exercicios de Algebra Linear

6. SejaV = {(x,¥) X,y € C}. Mostrar que V é um espago vetorial sobre IR com a adigdo e a
multiplicagdo por escalares definidas assim:

O (X1, ¥ + K2, ¥2) = (X3 + X2, ¥1 + ¥2), ¥(x1, y1) e (xz,y2) EVoe
(D) a(x,y) =(ax, ay), ¥ae R ¢ ¥(x,y) € V.

7. Seja R” = {(xq, X3, ...) | xj € R }. Considerando sobre R*™ as operagdes dadas por
(X1, X2, . ) + (Y1, Y25 .- ) = (X1 + Y1, Xg +¥2,.. ) ea (X1, Xy, .. ) = (axXy, aXa, :..),
mostrar que IR” é um espago vetorial sobre R.

8. Mostrar que todo espaco vetorial sobre € também € espago vetorial sobre IR.

Fonte: Callioli, Domingues e Costa (2007, p. 50).

4 Hart (1994) denomina por “estratégia sintética” as demonstragbes que requerem um
entendimento padronizado e agdes processuais, como trocar simbolos e associar definicdes para
justificar o resultado, contrariando a necessidade de um dominio conceitual e semantico para
demonstrar.
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2.2. Aprender a demonstrar

Apesar da importancia dada as demonstracbes no Ensino Superior, a
dificuldade de sua aprendizagem continua sendo objeto de estudo nas pesquisas em
Educacdo Matematica nas ultimas décadas. A prépria ideia de que a maioria dos
alunos pode aprender a demonstrar apenas lendo outras demonstracdes disponiveis
em livros de matematica ja foi contestada 32 anos atras por Carl Cowen (1991, p.
50), quando relata que seus estudantes medianos apds a leitura de demonstragdes
para algum enunciado, ao pedir que expliquem “a maioria apenas recita as mesmas
palavras novamente ... ndo mostrando condicbes inatas de entenderem o que
leram... ” (traducéao prépria).

Hart (1994) investiga as demonstragdes de estudantes de matematica em
dois cursos de graduagcdo em algebra abstrata e em um curso inicial de pos-
graduagdo. Embora o propésito do estudo fosse investigar a redacdo de
demonstragcées em vez de medir o aprendizado de topicos elementares da teoria de
grupos, as tarefas de demonstracao foram escolhidas com a intengao de refletir o
nivel de compreensdo do aluno sobre a teoria elementar de grupos. Os alunos
receberam um resumo da teoria de grupo para reduzir a quantidade de variagéo no
desempenho da demonstracdo devido a capacidade de recordar os fatos
necessarios. A partir da realizagao de determinadas demonstracgdes, os alunos foram
classificados de acordo com seus niveis de compreensido de conceitos elementares
da teoria de grupos. Descobriu-se que “a quantidade de experiéncia académica com
algebra abstrata nao refletia necessariamente seu nivel de compreensao” (p. 56).
Brown et al. (1997) em uma analise dos resultados obtidos no estudo de Hart (1994),
concluiram que o grau de especificidade do objeto matematico a ser construido
mentalmente, decorrente do processo de demonstracdo, foi o principal motivo do
insucesso dos alunos nas demonstragoes.

Simon e Blume (1996) consideram que aprender a demonstrar requer o
desenvolvimento de trés dimensdes especificas: 1) O grau de identificacdo de
regularidades e o desenvolvimento do raciocinio dedutivo; 2) A qualidade explicativa
que permite relacionar o conhecimento existente com o resultado; 3) Dominio de

técnicas de demonstracdo e capacidade de operar propriedades matematicas.
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Weber (2001) compara dois grupos de alunos, um formado por graduandos e outro
formado por doutorandos, todos da area de matematica e que cursaram algebra
abstrata. Cada participante, com direito a consultar livros ou notas, foi solicitado a
demonstrar sete proposicdoes sobre homomorfismos, cujos fatos e teoremas
necessarios sao abordados na maioria dos cursos de graduagdo em algebra. A
analise deles indicou que a compreensdo das demonstracées matematicas e o
conhecimento sintatico dos fatos do dominio ndo séo suficientes para demonstrar
teoremas, porque entre as demonstragdes observadas, os alunos de doutorado
tiveram desempenho muito melhor do que os alunos de graduagdo. Corroborando
com os resultados anteriores, temos o estudo de Maslahah, Abadi e Ibrahim (2019)
com 12 alunos de graduagdo em matematica para investigar a construgdo de
demonstragdes matematicas. O estudo constatou que a dificuldade na construcao
das demonstracdes se devia ao conhecimento superficial dos conceitos discutidos e
a falta de clareza de como iniciar a demonstragdo. Weber (2001) relaciona o
desempenho da tarefa a experiéncia com estratégias de resolugdo de problemas,
uma compreensao madura de técnicas de demonstragdes especificas de dominio,
uma nocdo mais clara de quais teoremas sdo mais importantes, quando sao
ferramentas uteis para o problema e uma nogao de quando estratégias sintaticas se
aplicam. O autor associa que essas diferencas se devem principalmente ao tempo
de experiéncia dos doutorandos com as demonstragdes, aspecto que, comparado
ao conhecimento sobre o campo da algebra abstrata, esta mais relacionado ao
sucesso ha acao de demonstrar.

A dificuldade de escrever demonstracbes € abordada no trabalho de Ko e
Knuth (2009) sobre desempenho em elaborar demonstragdes e de fornecer contra-
exemplos para propriedades de fungdes continuas por alunos de graduagdo em
matematica. Neste trabalho, os autores observaram que os alunos tinham
dificuldade em formular contra-exemplos, mas uma dificuldade ainda maior em
construir demonstragdes corretas. Enfatizando, em varios casos, a tentativa de dar
um contra-exemplo a uma afirmacéo verdadeira ou demonstrar a validade de uma
afirmacéao falsa. Em relacdo as dificuldades dos alunos para demonstrar teoremas,
Thompson, Senk e Johnson (2012) propdéem alguns indicadores das dificuldades

comuns que permeiam essa pratica. 1) dificuldades na construgao e avaliagéo das
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demonstragdes; 2) dificuldades na leitura e compreensdo da demonstracéo; 3)
confusdo na compreensdo do objetivo da demonstracédo; 4) falha em fornecer
exemplos de conceitos comprovados e ndo comprovados; 5) falta de conhecimento
sobre conceitos, definicbes e notagdes relevantes. Doruk e Kaplan (2015)
investigaram como 121 estudantes universitarios de matematica do segundo ano
demonstraram que toda vizinhanga de um ponto € um conjunto aberto. Este teorema
havia sido ensinado uma semana antes desta atividade ser pedida, e os conceitos
relacionados a esta propriedade foram abordados em um topico comum a todos os
participantes. Com isso, os autores afirmam que os participantes tinham
conhecimento suficiente para demonstrar o teorema, mas 52 deles apresentaram
demonstragdes invalidas, que foram revisadas pelo autor com um especialista e
identificaram 7 tipos de dificuldades: 1) Expressar definigdes; 2) Entender o que a
propriedade afirma; 3) Usar linguagem matematica e notagdes apropriadas; 4)
Selecionar a estratégia e método de demonstragdo adequadas; 5) Distinguir
conceitos; 6) Criar uma estrutura de demonstracdo baseada nas definigdes; 7)
Expressar o raciocinio utilizado.

Outro aspecto diretamente relacionado a escrita de demonstracdes é a
presenca e aceitacdo de normas sociomatematicas para esse fim. Aspecto tratado
por Fukawa-Connelly (2012) na observacdo de como as normas sociomatematicas
aparecem e mudam durante um curso voltado para o formalismo matematico. Na
analise deste autor, as regras resultam de atitudes iniciais do professor/mediador,
que, no decorrer do trabalho com os alunos, torna-se menos exigente a medida que
0s seus alunos adotam as regras como comportamentos aprendidos para aquele
contexto. No que se entende por normas sociomatematicas, o autor postula que
certas questdes e acgdes foram aplicadas pelos alunos como necessarias ou
suficientes para garantir a validade do que foi exposto, atitudes que em outros
contextos poderiam ser vistas como inconvenientes ou desnecessarias, mas que a
partir do comportamento do professor, foram aprendidos pelos alunos durante o
curso e passaram a fazer parte do contexto das normas sociomatematicas utilizadas
por aquela turma. Azrou e Khelladi (2019) analisaram a dificuldade dos alunos em
escreverem demonstragcdes, pois identificaram argumentos fracos ou mal

estruturados em seus textos produzidos, e na investigacdo desses autores com
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alunos de graduagdo em matematica, constataram que ha grande diferenga no
resultado e desempenho do aluno ao realizar atividades que envolvem exercicios de

demonstracao® e de demonstragdes reais®.

2.3. Justaposicao na literatura

Desde o inicio desta pesquisa houve uma dificuldade em alinhar os termos e
significados daquilo que definimos como demonstragdo por justaposicdo e os
encontrados na literatura académica. Para destacar esta dificuldade, em Janeiro de
2023 refizemos uma busca na base de periédicos da CAPES pelos termos
demonstracao(ées) OU prova(s), E um dos seguintes termos, quebra-cabeca(s),
arrastar, justaposigcéo, justapor, encaixar, encaixada(s), pecga(s), bloco(s),
bloquinho(s), tangivel(is), acoplamento, acoplagem, acoplar, jungéo, juntar, montar,
montagem. A busca ocorreu em qualquer tipo de material (Dissertagdes, Livros,
Perioddicos, Base de dados, Conjuntos de dados da pesquisa), qualquer idioma,
qualquer ano, as pesquisas encontradas que tinham relacdo com o ensino e
aprendizagem de matematica envolviam respectivamente o termo arrastar no
sentido de movimentar as construgbes geométricas em softwares de geometria
dindmica (como GeoGebra), bloco no sentido de bloco tedérico-tecnoldgico ou bloco
de conteudos, peca referente a peca teatral ou pecas de um jogo de tabuleiro.

Ja nas buscas pelos termos em inglés, encontramos com maior facilidade
uma ampla gama de trabalhos que envolviam arrastar e soltar componentes para
formar uma demonstragdo matematica. A citar apenas alguns exemplos temos “A
Drag-and-Drop Proof Tactic” de Donato, Strub e Werner (2022), “Click and colLLecT
An Interactive Linear Logic Prover’ de Callies e Laurent (2021), “Visual theorem
proving with the Incredible Proof Machine de Breitner” (2016) e “Polymorphic blocks:
Formalism-inspired Ul for structured connectors” de Lerner Foster e Griswold (2015).
Nestes trabalhos a acdo de demonstrar associada a movimentacdo das

componentes de uma demonstracdo aparece como recursos de assistentes de

5 Nome dado pelos autores (AZROU, KHELLADI, 2019) aos exercicios destinados a aplicacao de
alguma técnica de demonstracdo ou légica de ativagdo seguindo alguma propriedade
recentemente demonstrada.

6 Nome dado pelos autores (AZROU, KHELLADI, 2019) aos exercicios que nao resultam de uma
aplicagédo pratica de técnicas de demonstragbes ou expansdo de algum argumento visto em
demonstracgdes anteriores.
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demonstragao’, se assemelhando a uma linguagem de programacgdo baseada em
blocos com fungbes genéricas que permitem demonstrar uma ampla gama de
enunciados e verificar sua validade l6gica automaticamente através de calculos. Na
Figura 24, apresentamos componentes do assistente de demonstragado baseado em

blocos apresentado por Lerner Foster e Griswold (2015).

Figura 24 — Estrutura de um assistente de demonstragao baseado em blocos

Judgment In Proof Game

x, Y,z Fa | /\ ac = | /\ |

Fr= (y = x)

hyryn e

Fonte: Lerner Foster e Griswold (2015, p. 5).

Apesar das semelhancas entre a interacdo com assistentes de
demonstragdes baseados em blocos e a forma como definimos demonstragcbes por
justaposicédo, cabe destacar que os segmentos de texto das demonstragbes por
justaposicéo desta tese diferem-se dos assistentes de demonstragdes baseados em
blocos, pois as componentes dos assistentes de demonstracdo sao objetos
genéricos que levam a elaboragdo de demonstragbes gerais, enquanto nas
demonstragdes por justaposicdo que definimos, suas componentes podem ser
objetos particulares para aquele enunciado. Essas diferengas se destacam
principalmente no fato das demonstragdes por justaposigcdo a depender das suas
segmentagcbes, ndo poderem ter suas validades verificadas automaticamente

mediante processos de calculo, pois os diferentes usos das componentes formadas

7 Softwares voltados para auxiliar no desenvolvimento de demonstragdes formais, por vezes
envolvendo editores de texto com fungdes voltadas para simplificar o processo de elaboragao das
demonstragdes, incluindo segmentos pré-preenchidos ou de preenchimento automatico
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por segmentos de textos podem alterar de forma imprevisivel o encadeamento
l6gico que leva a interpretagédo da validade de um enunciado, exigindo que qualquer
composicao de texto seja avaliada por um especialista para aferir se dada estrutura
€ valida ou ndo para um enunciado, inclusive, se algum componente ausente, ou em
posicao inadequada, compromete ou ndo a validade da demonstracao.

Por outro lado, as demonstragdes por justaposicdo abrangem uma estrutura
mais ampla de demonstragbes, uma vez que sao formadas a partir de
segmentacdes dos seus textos originais, logo qualquer demonstracdo descrita a
partir de um texto poderia ter seu conteudo segmentado e apresentado em forma de
uma demonstragao por justaposicdo, com componentes particulares para aquela
demonstragcdo especifica, independente da complexidade que cada segmento
representa. Isto diferencia a forma como definimos a justaposicao de demonstracoes
dos assistentes de demonstracdo baseado em blocos, pois poderiamos
independente do tamanho de uma demonstracédo, estipular em quantas partes
desejamos segmenta-la. Esta proposta sobretudo, se alinha a uma série de
conhecimentos oriundos da pratica de professores de matematica que podem ser
interpretados como acdes de comunidades de praticas na perspectiva de uma
pratica social especifica no ensino da matematica. Fiorentini (2013) expressa que
nessas comunidades o conhecimento derivado do fazer é produzido e evidenciado
de forma compartilhada entre os pares e isso proporciona tanto a participacdo dos
professores por meio das experiéncias de seus pares quanto a reiteracdo de sua
abordagem como um grupo com interesses comuns. Como esses conhecimentos
sao produzidos a partir de iniciativas pessoais baseadas em praticas profissionais e
experiéncias relacionadas, vemos sua disseminagao mais ampla por meio de canais
de comunicagdo abertos como publicagbes de relatos de experiéncia, paginas
pessoais, blogs, canais no YouTube, etc., entre outras midias disponiveis para
compartilhar sua producédo na internet, onde encontramos interfaces de justapor
demonstragdes utilizadas para tratar do tema na Educacéao Basica.

Embora do termo interface tenha surgido associado a hardware e software, a
evolugdo do conceito leva a considera-la no sentido dos aspectos cognitivos e
emocionais de quem a utiliza. Segundo Laurel (1990) o objetivo das interfaces é

levar o usuario a ter mais poder, adaptando o sistema as suas necessidades e
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interesses para atingir objetivos mais complexos. Rocha e Baranauskas (2003)
definem a interface como um local onde ocorre o contato entre duas entidades,
incluindo, entre outras, telas de computadores e acrescentam que a interface reflete
as propriedades fisicas das partes que interagem, as funcdes a serem executadas e
o equilibrio entre poder de agéo e controle. Norman (1999) aponta que o formato da
interface reflete o que pode ser feito com ela, dando o exemplo de uma magcaneta,
que oferece significado e propdsito para interagirmos com cada tipo de porta, mas
que a interface também fornece indicadores sobre a situagdo em que a interacao é
esperada, neste caso, uma porta de saida de emergéncia precisaria de uma
macganeta grande, de abertura rapida, exigindo pouca precisao e liberando o acesso
ao exterior do ambiente.

Entre as interfaces de justaposicdo que surgem para trabalhar com
demonstra¢cdes na Educagédo Basica vemos propostas com materiais fisicos (como
cartdes de papel) geralmente chamadas de atividades de “recortar e colar”, e no
ambiente digital chamadas de atividades de “arrastar e soltar”. Para ambos os tipos
de materiais (fisicos ou digitais) podemos perceber que a manipulagcdo de
segmentos de texto, seja em formato fisico (com as méaos) ou virtual (com mouse,
touchpad, touchscreen), constituem um meio tangivel de interagdo com a
demonstracao, permitindo no decorrer dos agrupamentos, ler e corrigir a partir da
substituicdo de posi¢cdes para formar uma demonstracao valida. Essas interfaces de
justaposicdo de demonstragcdes podem ser entendidas como estruturas auxiliares
para o entendimento de conceitos relacionados a demonstragdes, corroborando a
discussdo de Maher e Speiser (1997) sobre as representagdes matematicas em
formas concretas e manipulaveis possuirem potencial para auxiliar na elaboracao de
ideias mais gerais sobre conceitos abstratos. Para melhor ilustrar esses materiais,
descreveremos brevemente algumas das interfaces que aparecem nessas
comunidades e como sao apresentados por seus autores responsaveis.

No blog “Mrs. Newell's Math” encontramos o relato de uma atividade
realizada com mais de 50 estudantes da Educacdo Especial na disciplina de
Geometria. De acordo com a descricdo, foram dados 10 enunciados aos estudantes

com maior fluéncia no conteudo, juntamente com todos os segmentos de texto que

8 https://newellssecondarymath.blogspot.com acesso em 19 de novembro de 2022.


https://newellssecondarymath.blogspot.com/
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compdéem suas demonstragcdes, e aos estudantes com maior dificuldade no
conteudo, cada um dos 10 enunciados foi entregue separadamente com os
segmentos de texto que o compunha. A autora relata que apds a atividade, os
estudantes compreenderam totalmente a demonstragdo algébrica. Na Figura 25
apresentamos imagens da atividade, publicadas no respectivo blog, onde podemos
ver que as chamadas demonstracbes sao resolucdes de sistemas de equacdes.
Vemos que os espacos disponiveis para justapor os segmentos de texto dessas
demonstracdes estdo organizados em duas colunas enunciadas a esquerda para
declaracdes e a direita para justificativas. Os segmentos de texto sdo divididos em
cores mas cabe ao estudante reconhecer que os segmentos em amarelo sao

declaragdes e os em rosa sao justificativas.

Figura 25 — Material fisico de justapor resolugoes de sistemas de equagoes

lineares

Fonte: <https://newellssecondarymath.blogspot.com/2016/01/algebra-proofs-cut-and-

paste-activity.html>. Acesso em: 5 Set. 2022.

No blog “Mrs. E. Teaches Math” encontramos o relato de uma professora
sobre a necessidade dos estudantes fazerem demonstracbes e sua abordagem

proposta para trabalhar este conteudo a partir do reconhecimento de padrées na

9 <https://www.mrseteachesmath.com/>. Acesso em: 19 Nov. 2022.


https://www.mrseteachesmath.com/
https://newellssecondarymath.blogspot.com/2016/01/algebra-proofs-cut-and-paste-activity.html
https://newellssecondarymath.blogspot.com/2016/01/algebra-proofs-cut-and-paste-activity.html
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determinacdo dos comportamentos de fungcbes geométricas e algébricas. A
professora sugere que os estudantes escrevam demonstragdes aplicando o
raciocinio da atividade anterior (reconhecimento de padrdes), no entanto afirma que
os estudantes ficaram estagnados na frente do papel sem saber como colocar o
raciocinio em palavras. Percebendo esse problema, a professora inseriu atividades
com segmentos de texto das demonstragbes, considerando uma forma leve de
praticar a formagao de sentencgas a partir de um banco de palavras como opgdes a
serem escolhidas e substituindo a agdo de apagar e reescrever o texto, que julga
trabalhosa, pela acdo mais simples de rearranjar os segmentos na ordem correta.
Na Figura 26 temos algumas das demonstragdes que a professora menciona, nelas
podemos ver que os enunciados envolvem relagdes de congruéncia entre angulos e
tridangulos e que os segmentos de texto sdo divididos em duas colunas, uma para
declaragcbes e outra para justificativas. Diferentemente do exemplo anterior, os
segmentos de texto sdo todos da mesma cor e cabe ao estudante atribuir cada

segmento de texto como uma declaragao ou justificativa.
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Figura 26 — Material fisico de justapor demonstragoes sobre relagoes de

congruéncias em triangulos

Fonte: <https://www.mrseteachesmath.com/2015/09/teaching-proofs-with-proof-cut-
out.html>. Acesso em: 5 Set. 2022.

No blog “Math Dyal""® vemos um relato do uso de segmentos de texto para
demonstrar a congruéncia de angulos e lados, como mostramos na Figura 27,
optou-se por trabalhar com a coluna de enunciados pré-preenchida, deixando que os

estudantes colocassem os segmentos de texto na coluna de justificativas em ordem.

10 <https://mathdyal.blogspot.com/>. Acesso em: 19 Nov. 2022.


https://mathdyal.blogspot.com/
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Figura 27 — Material fisico de justapor apenas as justificativas das

demonstragoes sobre relagées de congruéncias em triangulos

Fonte: <https://mathdyal.blogspot.com/2016/10/how-hole-puncher-saved-day-

proving.html>. Acesso em: 5 Set. 2022.

O canal “Cacey Norris”" no YouTube mostra o uso de um material
desenvolvido em software de apresentacao de slides (Google Slides) para recriar a
dindmica das atividades com segmentos de texto de uma demonstragédo feita no
papel. Na Figura 28 vemos que existe um slide com a fungédo de disponibilizar ao
usuario todos os segmentos de texto do tipo declaragao, diferenciados com a cor
azul e necessarios para demonstrar as propriedades presentes neste arquivo. Ha
um slide com segmentos de texto do tipo justificativa, destacados em verde e no
slide principal temos duas afirmag¢des sobre a congruéncia de lados e angulos para
demonstrar de forma semelhante aos exemplos anteriores, ou seja, uma coluna para
receber as declaracdes e outra para as justificativas. E interessante notar que no 2°

slide (declarag¢des) ndo encontramos segmentos de texto repetidos, enquanto no 3°

11 <https://youtu.be/TIAHF9s5hmA>. Acesso em: 19 Nov. 2022.


https://youtu.be/TiAHF9s5hmA
https://mathdyal.blogspot.com/2016/10/how-hole-puncher-saved-day-proving.html
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slide (justificativas) vemos um grande numero deles se repetindo, de forma a ter
segmentos suficientes para preencher as demonstragdes, informando ao usuario o

total de segmentos necessarios para formar todas as demonstragoes.

Figura 28 — Material virtual de justapor elaborado no Google Slides

Fonte: <https://youtu.be/TIAHF9s5hmA>. Acesso em: 5 Set. 2022.

No site “Miss DelLong's Shop”'? eles anunciam um produto desenvolvido no
Google Slides e segundo a descricdo do anunciante, representa uma alternativa
para tornar as demonstragdes a serem realizadas mais interativas ou praticas, com
foco em demonstrar propriedades de congruéncia de lados e angulos. Podemos
observar na Figura 29 que a atividade € composta por duas colunas, uma para
declaragbes e outra para justificativas, enquanto os segmentos de texto aparecem

diferenciados por cores de acordo com o tipo a que pertencem (declaragbes ou

12 <https://ampeduplearning.com>. Acesso em: 19 Nov. 2022.
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justificativas). Ressalte-se que ha espago para 4 declaragdes e 4 justificativas na
demonstragao proposta mas sao disponibilizados ao usuario 7 segmentos de cada
tipo de texto, nenhum dos quais se repete, portanto, para demonstrar corretamente,

também é necessario identificar quais segmentos fazem parte desta demonstracéao.

Figura 29 — Material virtual de justapor elaborado no Google Slides com 14

segmentos diferentes para preenchimento de 10 espagos

Fonte: <https://ampeduplearning.com/triangle-congruence-proofs-drag-and-drop-
activity/>. Acesso em: 5 Set. 2022.

Na pagina Liveworksheets, o usuario Math_T 2020" compartilha algumas
atividades de demonstragdo que envolvem o preenchimento das colunas de
declaracao e justificativa. Nessas atividades nao ha distingdes entre os tipos de cada
segmento de texto, embora no exemplo mostrado na Figura 30 tenhamos
inicialmente 6 das 9 declaracdes e 4 das 9 justificativas ja preenchidas, no mesmo
exemplo vemos que cabe ao usuario atribuir os 8 segmentos de texto aos 8 espacgos
disponiveis, embora tenhamos dois segmentos de texto que se repetem uma vez

cada. Outros diferenciais dessa atividade sao sua estrutura autoajustavel, para que

13 <https://www.liveworksheets.com/zs1905031xI>. Acesso em: 19 Nov. 2022.


https://www.liveworksheets.com/zs1905031xl
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o software realmente identifique o espago que o segmento deve ocupar,
diferentemente dos exemplos anteriores onde os objetos eram movimentados no
Google Slide, e a possibilidade de inserir informagdes sobre o usuario para enviar a

atividade resolvida pelo sistema com verficagdo automatica dos acertos.

Figura 30 — Material virtual de justapor elaborado no LiveWorksSheets com

auto-ajuste para a posicao das pecgas e opgao para submissao

Fonte: <https://www.liveworksheets.com/zs1905031xI>. Acesso em: 5 Set. 2022.

Assim, investigar a influéncia de demonstragcées por justaposicdo com
graduandos em matematica se revela pertinente para o estudo sobre as
demonstrag¢des no curriculo e as dificuldades de aprender a demonstrar, dado que é
um tema abrangente, ndo foram encontradas pesquisas em portugués a este

respeito a partir dos descritores utilizados e as pesquisas em lingua inglesa
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discutem a abordagem de demonstrar “arrastando e soltando” que se diferencia da
maneira como definimos a agéo de justapor uma demonstragao, e que se enquadra

a abordagem compartilhada em comunidades de professores de matematica.
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3. METODOLOGIA

Segundo Flick e Lopes (2013) a pesquisa social resulta da aplicacdo de
metodologias cientificas no ambito das Ciéncias Sociais. Gil (2008) caracteriza a
pesquisa social como aquela que por meio da metodologia cientifica, permite a
aquisicao de novos conhecimentos no campo da realidade social. Nosso estudo se
enquadra nessa classificagcdo pois investigamos os fatores que influenciam as
demonstragdes desenvolvidas por graduandos em matematica, para isso reunimos
evidéncias realizando intervencbées que utilizam os fatores candidatos a
influenciarem as demonstracées desenvolvidas. Desse modo o estudo se enquadra
na perspectiva de Gil (2008) como indutivo, sendo este método aquele que se
concentra em encontrar casos especificos suficientemente confirmados para inferir
uma relagao entre os fendbmenos. Na pesquisa com abordagem indutiva, entende-se
a experiéncia e observacdo de fatos ou fenbmenos como aquilo que se deseja
conhecer para depois compara-los a fim de descobrir as relagdes entre eles e
proceder a uma generalizagdo. Marconi e Lakatos (2003) caracterizam a indugéo
como um processo mental pelo qual a partir de dados particulares suficientemente
verificados, infere-se uma verdade geral ou universal, ndo contida nas partes
examinadas e portanto, o objetivo dos argumentos indutivos é levar a conclusdes
cujo conteudo seja muito mais amplo do que as premissas nas quais se baseiam.

Os fatores que consideramos candidatos a influenciarem as demonstragdes
desenvolvidas pelos graduandos em matematica, foram tratados mediante um
processo de estudo experimental. Keppel (1991) explica que a pesquisa
experimental busca determinar se um tratamento especifico influencia um resultado.
Creswell (2021) define que uma pesquisa experimental manipula sistematicamente
uma ou mais variaveis para avaliar como afetam os resultados de interesse. Na
perspectiva de Gil (2008) o experimento cientifico envolve a sele¢cao das variaveis
que seriam capazes de influenciar um fenédmeno, definindo as formas de controlar e
obter os efeitos que a variavel produz sobre o objeto. Para Flick e Lopes (2013) uma
investigacdo experimental € um tipo especifico de observagdo centrada numa
intervengao deliberada num determinado grupo e comparada com um segundo

grupo em que essa intervengao nao ocorreu.
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3.1. Procedimentos

A coleta de dados que subsidiou a investigacao desta tese ocorreu somente
ap6s a aprovacao pelo Comité de Etica e Pesquisa da UNICAMP, em 19 de maio de
2020, do projeto “Quebra-cabegas para demonstrar teoremas” sob responsabilidade
do pesquisador e CAAE: 26792719.4.0000.8142. Vale ressaltar que o projeto foi
submetido pela ultima vez em 7 de dezembro de 2019, periodo em que ainda nao
era possivel imaginar que iriamos enfrentar a pandemia de COVID-19, tendo sido
autorizado a recolher dados até ao final de janeiro de 2022 (4 meses antes do
governo brasileiro decretar o fim do Estado de Emergéncia em Saude Publica de
Importancia Nacional). Consideramos importante mencionar essas datas para deixar
claro que a proposta foi pensada inicialmente em formato fisico e presencial, embora
o projeto ndo especifique o ambiente em que as demonstragcdes seriam realizadas, a
intencdo e o planejamento do pesquisador foram direcionados para esta agdo com
cartdes de papel ou pegas impressas em 3D, pois imaginamos que o trabalho
aconteceria em espacos fisicos, fora das disciplinas, com pequenos grupos e

sempre sob a observacéo do pesquisador.

ApoOs o decreto que ocasionou a interrupgao das atividades presenciais na
UNICAMP (em 13 de margo de 2020) e até o final de margo de 2020, tinhamos a
impressado de que a situagdo voltaria ao normal em breve e poderiamos coletar
dados pessoalmente, desta forma continuamos o desenvolvimento de conteudos
fora de qualquer disciplina, com cartdes de papel e pecas impressas em 3D. Esses
cenarios presenciais se mostraram inviaveis, dado que a pandemia se estendeu
além do nosso periodo de coleta de dados (maio de 2020 a janeiro de 2022). No
final de margo de 2020 a duragdo da pandemia de COVID-19 ja era incerta e as
atividades académicas da UNICAMP foram mobilizadas para prosseguir
remotamente. Passamos a articular como a proposta apresentada e ainda pendente
no Comité de Etica e Pesquisa da UNICAMP poderia ser realizada em contexto
virtual sem se desviar do projeto original e nesta ocasiao fica clara a necessidade de
considerar docentes universitarios no estudo, pois surgia uma demanda por recursos
para o ensino a distancia e de nossa parte, grande interesse em acessar salas de

aula virtuais com potenciais participantes.
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Decorreram apenas dois meses entre o inicio da adaptacdo da coleta de
dados para formato virtual (final de margo de 2020), a aprovagao do projeto (a 19 de
maio de 2020) e o inicio da coleta de dados no dia 29 de maio de 2020.
Ressaltamos que ao colocar docentes universitarios nesta pesquisa, nos
comprometemos com seus planos didaticos e foi preciso conciliar o que
pretendiamos alcangar com o que nos foi concedido naquele espaco partilhado. Isso
justifica sobretudo que diante da incerteza de encontrarmos docentes universitarios
dispostos a colaborar com este trabalho, iniciamos a coleta na primeira oportunidade
disponivel, embora naquele momento os procedimentos adaptados da coleta de
dados ao formato virtual estivessem em amadurecimento. Quando a coleta
comecou, a interface para justapor demonstragdes era um slide com fundo branco,
blocos quadrados com fundo e tampa arredondados que carregavam o segmento de
texto de demonstracdo no centro e quando necessario acomodar mais texto,

usavamos blocos conectados pelas laterais como pode ser visto na Figura 31.

Figura 31 — Forma dos blocos na 1° geracao

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os enunciados apareciam no canto superior esquerdo e as propriedades
conhecidas a direita do enunciado, enquanto os demais blocos foram colocados no
canto inferior direito para que as mesmas cores ficassem préoximas, as quais tinham
papeis associadas aos seus conteudos, como mostramos na Figura 32.

Laranja: enunciado
B Roxo: orientacdes textuais
B Vermelho: definicdes
I Verde: simbolos matematicos
I Azul: expressdes algébricas

Azul claro: propriedades conhecidas
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Figura 32 — Layout dos exercicios de justapor demonstragoes da 1° geracao

Fonte: Elaborado pelo autor.

Utilizando a interface para justapor demonstragdes descrita, nossa proposta
buscou identificar as influéncias que a intervencdo com demonstracbes por
justaposicdo produziria no desenvolvimento de demonstragbes, por esta razéo,
propomos dividir os participantes de acordo com as intervengdes que receberiam
durante o estudo, denotados como Grupo 1 e Grupo 2. Dividimos em 5 Periodos o
intervalo de datas disponibilizado pelos docentes para a realizagdo da nossa coleta
nas disciplinas e a depender da situacdo, dividimos um Periodo em varios sub-
periodos, denotados nesta tese com um ponto seguido do numero do respectivo
sub-periodo, por exemplo, se o Periodo 1 tem 2 sub-periodos, eles serdao denotados
como Periodo 1.1 e Periodo 1.2. A seguir descrevemos 0 que esperavamos para
cada um dos 5 Periodos.

Periodo 1: Todos os participantes realizam os mesmos exercicios de
demonstrar por escrito e depois dividimos aleatoriamente os participantes entre o
Grupo 1 e o Grupo 2, de forma que cada grupo tenha a mesma quantidade de
participantes que realizaram os exercicios. Periodo 2: Os participantes do Grupo 1
recebem exercicios para demonstrar por justaposi¢céo, os participantes do Grupo 2
recebem exemplos e exercicios para demonstrar por escrito (participantes que nao
realizam atividades no Periodo 2, sdo desconsiderados no estudo). Periodo 3: Todos

os participantes recebem os mesmos exercicios para demonstrar por justaposigao e



61

por escrito. Periodo 4: Os participantes do Grupo 2 recebem exercicios para
demonstrar por justaposi¢cédo, os participantes do Grupo 1 recebem exemplos e
exercicios para demonstrar por escrito. Periodo 5: Todos os participantes recebem
0S mesmos exercicios para demonstrar por justaposi¢ao e por escrito.

Na Tabela 1

apresentamos os Grupos 1 e 2 na 2? coluna em vez da 12, pois quisemos expressar

representamos o0s procedimentos descritos, no qual

que o Periodo 1 (1% coluna) precede a formacgéo dos Grupos.

Tabela 1 — Periodos 1,2,3,4e 5

1° Periodo Grupos 2° Periodo 3° Periodo 4° Periodo 5° Periodo
- Exempl
SEEIERE FEE) exergl’ ci%g ; aera
o Grupo 1 demonstrar por N d t P N
Exercicios justaposicdo | Exercicios para | 96MONSrarpor Exercicios para
para demonstrar por escrito demonstrar por
demonstrar Exemplos e escrito e por o escrito e por
por escrito exercicios para | justaposi¢do Exercicios para| jystaposicao
Grupo 2 demonstrar por
demonstrar por . .
escrito justaposicéo

Fonte: Elaborado pelo autor.

Denominamos instrumentos de coleta o arranjo processual realizado que
permitiu reunir dados sobre as demonstragcdes de cada participante por meio das
diferentes intervengdes proporcionadas. Sua descricao pretende ilustrar em que
medida ocorreram as diferengas entre as Coletas e quais aspectos permaneceram
semelhantes assim para a Coleta 1 denotada respectivamente por C1, utilizamos:

m C1 - Periodo 1, ambos os Grupos: Video do pesquisador explicando sobre

a pesquisa, a participacdo dos estudantes, a importancia das demonstragdes

e como ocorreria a coleta na disciplina. Transcricdo do video. Slide de fundo

branco reforgando orientagdes sobre o uso do material. 6 slides de fundo

branco, cada um com um enunciado a ser demonstrado por escrito.
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Figura 33 — C1 — Periodo 1, ambos os Grupos

— Instrucdes
—_— especificas
—_— para parte
_— escrita
- - Enunciados \g
Instrucoes Instrucdes
gerais gerais »

Fonte: Elaborado pelo autor.

m C1 — Periodo 2 para Grupo 1 OU Periodo 4 para Grupo 2: 3 videos de
demonstragbes dos mesmos conteudos, realizadas em sala de aula
presencial. Slide de fundo branco reforcando orientagcées sobre o uso do
material. 5 slides de fundo branco com enunciados para demonstrar por

escrito.

Figura 34 — C1 — Periodo 2 para Grupo 1 OU Periodo 4 para Grupo 2

~ 1
Instru¢oes 1

especificas 1
para parte

escrita )
Enunciados | @

3 exemplos de demonstracdes realizadas em aulas

»

Fonte: Elaborado pelo autor.

m C1 - Periodo 4 para Grupo 1 OU Periodo 2 para Grupo 2: Video do
pesquisador explicando sobre o ambiente para justapor demonstracdes e
dando trés exemplos com enunciados utilizados no Periodo 1. Slide de fundo
branco reforgando orientagdes sobre o uso do material. 8 slides de fundo

branco com enunciados para justapor demonstragoes.
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Figura 35 — Periodo 4 para Grupo 1 OU Periodo 2 para Grupo 2

Instrugdes

especificas
para parte de
justaposicéio
—_— Enunciados
Instrucdes para D
justaposicéo e
3 exemplos

Fonte: Elaborado pelo autor.

m C1 - Periodo 3 E 5, ambos os Grupos: Video do pesquisador explicando
sobre o ambiente para justapor demonstragbes e dando trés exemplos com
enunciados utilizados no Periodo 1. Slide de fundo branco refor¢cando
orientacbes sobre o uso do material. 4 slides de fundo branco com
enunciados para demonstrar por escrito. Slide de fundo branco reforgando
orientagbes sobre o uso do material. 2 slides de fundo branco com

enunciados para justapor demonstracoes.

Figura 36 — Periodo 3 E 5, ambos os Grupos

®

e —

Instrugdes

especificas

para parte
escrita

Instrugdes
especificas
para parte de
justaposicéo

Enunciados

Enunciados | @
B ¢

Fonte: Elaborado pelo autor.

Instrugdes para
justaposicdo e
3 exemplos

Ao longo da Coleta 1 ouvimos criticas e sugestdes dos estudantes
participantes, dos docentes universitarios que cederam espaco para a pesquisa e de
outras possiveis parcerias docentes, que nos levaram a modificagcdes na interface
para justapor demonstragdes. Para diferenciar a interface da Coleta 1 desta nova,
passamos a denotar aquela usada na Coleta 1 como Geragao 1 e essa por Geragao
2. Entre os aspectos ouvidos, consideramos a possibilidade de blocos com conteudo
definido, blocos com conteudo parcialmente definido e blocos com conteudo
totalmente editavel, a possibilidade de editar o conteudo passou a ser indicada pela

presenca de </> no bloco. Outra mudancga realizada foi substituirmos os blocos
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individuais conectados lateralmente por blocos com medidas de laterais iguais a
blocos individuais conectados na forma de um unico bloco alongado, o0s quais

apresentamos na Figura 37.

Figura 37 — Forma dos blocos na 2? geragao
por
<[>

temos que

Fonte: Elaborado pelo autor.

As propriedades passaram a ser exibidas na parte superior externa ao slide
para desocuparem o0 espacgo de justapor a demonstragdo. Focamos em atribuir
rétulos a essas propriedades, como Definicdo X, Propriedade Y, para que o bloco
azul claro, cuja funcdo era indicar qual propriedade/definicdo, fosse preenchido
objetivamente a partir desse rétulo. Os outros aspectos da interface permaneceram

semelhantes a primeira geragdo, como podem ser vistos na Figura 38.
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Figura 38 — Layout dos exercicios de justapor demonstragoes da 2° geragcao

<[>
temos que

Fonte: Elaborado pelo autor.

Fizemos uso da 2% geracdo da interface de justaposicédo para a Coleta 2,
denotada respectivamente por C2, ilustramos como ela ocorreu apresentando seus
instrumentos de coleta:

[ | C2 - Periodo 1.1, ambos os Grupos: Live do pesquisador explicando o
trabalho e dando orientagdes sobre a dinamica. Video com instrugdes gerais sobre
como funcionaria a dindmica. Google Forms com propriedades conhecidas e 2

enunciados para demonstrar.

Figura 39 — C2 - Periodo 1.1, ambos os Grupos

(o) ESINED
weLL =¥y

Explicagdo Instrucdes Enunciado
ao vivo gerais

Fonte: Elaborado pelo autor.
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[ | C2 - Periodo 1.2, ambos os Grupos: Google Forms com propriedades

conhecidas e 2 enunciados para demonstrar.

Figura 40 — C2 — Periodo 1.2, ambos os Grupos

=]y

Enunciado

Fonte: Elaborado pelo autor.

[ | C2 — Periodo 2 para Grupo 1 OU Periodo 4 para Grupo 2: Video do
pesquisador explicando sobre o ambiente para justapor demonstragdes e dando um
exemplo com enunciados utilizados no Periodo 1. Google Forms com propriedades

conhecidas e 2 enunciados para demonstrar por justaposigao.

Figura 41 — C2 — Periodo 2 para Grupo 1 OU Periodo 4 para Grupo 2

)
© =57

Instrucdes para Enunciados

justaposicdo e
1 exemplo

Fonte: Elaborado pelo autor.

[ | C2 - Periodo 2 para Grupo 2: Video do pesquisador demonstrando um
enunciado do conteudo atual. Google Forms com propriedades conhecidas e 1
enunciado para demonstrar.
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Figura 42 — C2 — Periodo 2 para Grupo 2

® + y
—— ‘
Exemplo de Enunciado
demonstracao

Fonte: Elaborado pelo autor.

[ | C2 — Periodo 4 para Grupo 1: Texto com uma demonstracdo de enunciado
do conteudo atual. Google Forms com propriedades conhecidas e 1 enunciado para

demonstrar.

Figura 43 — C2 — Periodo 4 para Grupo 1

=||=]| ¢

Exemplo de Enunciado
demonstracéo

Fonte: Elaborado pelo autor.

[ | C2 - Periodo 3 E 5, ambos os Grupos: Google Forms com propriedades
conhecidas, 1 enunciado para demonstrar por escrito e 1 enunciado para

demonstrar por justaposigao.

Figura 44 — C2 — Periodo 3 E 5, ambos os Grupos

ESJYES
..g — ?’ %

Instrugbes para Enunciados
justaposicéo e
1 exemplo

Fonte: Elaborado pelo autor.



68

Durante a Coleta 2 notamos que os segmentos de texto em blocos nao
pareciam dar aos participantes uma ideia imediata de que deveriam ser justapostos,
pois diferente da 1% geragdo onde todos os blocos tinham conteudos de texto, a
percepcao de que eles deveriam ser justapostos pareceu mais intuitiva do que na 22
geracédo onde tinhamos blocos com conteudo parcialmente preenchido e conteudo
aberto para edicio. Isso nos levou a investir em uma estrutura visual que remetesse
mais diretamente a acdo de justapor segmentos de texto, tornando-os parecidos
com pecas de quebra-cabeca cujos encaixes preenchessem melhor a tela. Outro
aspecto que reconsideramos foi a descrigcdo das cores das pecas e suas respectivas
funcdes, porque nao ficou claro para os participantes, principalmente nos blocos
editaveis, que as cores deveriam remeter a tipos especificos de texto. Notamos
também que haviam diferencas na forma como os participantes percebiam as cores
dependendo das telas digitais (monitor valvulado, monitor LCD, smartphone, ...)
utilizadas e também da possibilidade de usuarios com daltonismo. Pensando em
reparar esta situagéo, utilizamos o aplicativo web ColorBrewer2' para encontrar
uma paleta de cores com menor divergéncia nas telas e que fosse mais facilmente
distinguivel por pessoas dalténicas. O esquema gerado nessas condi¢gdes contribuiu
para a reducdo do numero total de cores, pois com tais restricdes, o software s6
poderia sugerir uma paleta de até 4 cores, a qual aderimos e atribuimos as
respectivas funcdes com base no total de cores disponiveis:

Verde claro: textos diversos (enunciados ou orientagdes textuais)
B Verde escuro: simbolos matematicos
B Azul escuro: expressdes algébricas

Azul claro: referéncia a alguma das propriedades conhecidas

Outra mudancga nesta geragao foi a remogao de partes totalmente editaveis e
quase todas as partes parcialmente editaveis, a Unica exceg¢ao que se manteve foi o
segmento referente a propriedade conhecida utilizada (Azul claro). Optamos manter
essa peca de propriedade conhecida disponivel em todas as demonstragdes por
justaposicédo, independentemente dela ter sido usada para indicar alguma

propriedade na demonstracao original, pois isso traria uma dificuldade adicional para

14 <https://colorbrewer2.org>. Acesso em: 30 Jan. 2023.
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quem demonstrasse por justaposigdo, envolvendo decidir se aquela pecga era
realmente necessaria. Quando o conteudo de uma pecga exigia uma largura maior,
utilizavamos uma pega com uma largura equivalente ao total de pecas justapostas

em que o texto se encaixaria, como podem ser vistas na Figura 35.

Figura 45 — Forma dos blocos na 3? geragao

por

<[>

temos

Fonte: Elaborado pelo autor.

Usamos uma tela de slide com fundo preto para justapor a demonstragao e
apresentamos as propriedades conhecidas rotuladas com numeros no espacgo
externo ao slide, na parte inferior ou a sua direita. Para preencher a peca referente a
propriedades/definicdes conhecidas bastaria escrever em seu conteudo o respectivo
numero. Todas as pegas, com exce¢ao do enunciado, possuiam um encaixe a
esquerda, esta foi uma decisdo que visava indicar que o enunciado mesmo tendo
uma cor equivalente as pecas da demonstracao, teria uma posi¢cao bem definida na
tela, distinguindo-o de ser usado em qualquer lugar, exceto no inicio da

demonstragao como pode ser visto na Figura 46.
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Figura 46 — Layout dos exercicios de justapor demonstragoes da 3® geracao

por | sem perda

Sejam A, B e C pontos distintos

de uma reta cujas coordenadas de
= . </> )generalidade
sdo, respectivamente, a, b e c.
Se A*C*B entdo c estd entrea e b. podemos
supor que

Ferramentas disponiveis

1. Quando A, B e C estdo numa mesma reta, e C esta entre A e B, denotamos A*C*B

2. Existe correspondéncia biunivoca entre os pontos de uma reta e R

3. Fixada uma correspondéncia, o nimero que corresponde a um ponto da reta é
denominado coordenada daquele ponto. Se a e b sdo as coordenadas dos pontos A e B,
entdo o comprimento do segmento AB, denotado por AB, é igual a AB = |a - b

4.Se A*C*B, entdao AC+ CB =AB

5.Se na semi-reta S,g consideramos o segmento AC com AC < AB, entdao A*C*B.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A 3% geracao da interface de justaposicéo foi usada nas Coletas 3 e 4, para
ilustrar como elas ocorreram apresentamos a seguir os instrumentos da Coleta 3 e
na sequéncia, os instrumentos da Coleta 4, denotadas respectivamente por C3 e C4.
[ | C3 — Periodo 1.1, ambos os Grupos: Live de 10 a 15 minutos com o
pesquisador explicando como funcionaria a coleta. Google Forms com propriedades

conhecidas e 2 enunciados para demonstrar por escrito.
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Figura 47 — C3 — Periodo 1.1, ambos os Grupos

(to) o
ve) =] ¢ ¢

Explicacdo  Enunciados
ao vivo

Fonte: Elaborado pelo autor.

[ | C3 - Periodo 1.2, ambos os Grupos: Google Forms com propriedades

conhecidas e 2 enunciados para demonstrar por escrito.

Figura 48 — C3 — Periodo 1.2, ambos os Grupos

=]ty

Enunciados

Fonte: Elaborado pelo autor.

[ | C3 — Periodo 2 para Grupo 1 OU Periodo 4 para Grupo 2: Video do
pesquisador explicando sobre o ambiente para justapor demonstragbes e dando um
exemplo com enunciados utilizados no Periodo 1. Google Forms com propriedades
conhecidas e links para acessar dois enunciados a serem demonstrados por

justaposicao.

Figura 49 — C3 — Periodo 2 para Grupo 1 OU Periodo 4 para Grupo 2

m -
Instrugdes para Enunciados

justaposicdo e
1 exemplo

Fonte: Elaborado pelo autor.
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[ | C3 — Periodo 4 para Grupo 1 OU Periodo 2 para Grupo 2: Texto com uma
demonstragcdo de enunciado do conteudo atual. Google Forms com propriedades

conhecidas e 1 enunciado para demonstrar por escrito.

Figura 50 — C3 — Periodo 4 para Grupo 1 OU Periodo 2 para Grupo 2

=||=]|| ¢

Exemplo de Enunciado
demonstracao

Fonte: Elaborado pelo autor.

[ | C3 - Periodo 3 e 5, ambos os Grupos: Video do pesquisador explicando
sobre o ambiente para justapor demonstracbes e dando um exemplo com
enunciados utilizados no Periodo 1. Google Forms com propriedades conhecidas, 1
enunciado para demonstrar por escrito e 1 enunciado para demonstrar por
justaposicdo. Google Forms com propriedades conhecidas, 1 enunciado para

demonstrar por escrito e o link de um enunciado para demonstrar por justaposigéo.

Figura 51 — C3 — Periodo 3 e 5, ambos os Grupos

N O
2 G

e —

InstrugGes para Enunciados
justaposicdo e
1 exemplo

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora apresentamos os instrumentos da Coleta 4.
[ | C4 — Periodo 1, ambos os Grupos: Aula ministrada pelo pesquisador sobre
o conteudo dos exercicios, demonstragdes, pesquisa em ciéncias sociais e como
seria a dinAmica da coleta de dados. Google Forms com propriedades conhecidas, 6

enunciados para demonstrar por escrito.
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Figura 52 — C4 — Periodo 1, ambos os Grupos

‘ /N ’
A '
Enunciados E_ »

Fonte: Elaborado pelo autor.

Aula sincrona

[ | C4 — Periodo 2 para Grupo 1 OU Periodo 4 para Grupo 2: Video do
pesquisador explicando sobre o ambiente para justapor demonstragbes e dando um
exemplo com enunciado utilizado no Periodo 1. Google Forms com propriedades

conhecidas e 8 enunciados para demonstrar por justaposigao.

Figura 53 — C4 — Periodo 2 para Grupo 1 OU Periodo 4 para Grupo 2

— o

justaposicédo e
1 exemplo

=

Fonte: Elaborado pelo autor.
[ | C4 — Periodo 4 para Grupo 1 OU Periodo 2 para Grupo 2: Trés exemplos
de demonstragdes do conteudo atual. Google Forms com propriedades conhecidas

e 5 enunciados para demonstrar por escrito.

Figura 54 — C4 — Periodo 4 para Grupo 1 OU Periodo 2 para Grupo 2

&y

3 exemplos de demonstragcdes Enunciados

Fonte: Elaborado pelo autor.
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[ | C4 - Periodo 3 E 5, ambos os Grupos: Aula ministrada pelo pesquisador
sobre o conteudo dos exercicios, demonstracdes, pesquisa em ciéncias sociais e
como seria a dinamica da coleta de dados. Video do pesquisador explicando sobre o
ambiente para justapor demonstracbes e dando um exemplo com enunciados
utilizados no Periodo 1. Google Forms com propriedades conhecidas, 4 enunciados
para demonstrar por escrito € 2 links para enunciados a serem demonstrados por

justaposicéo.

Figura 55 — C4 — Periodo 3 E 5, ambos os Grupos

@ m | ’9 om.
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— N O
Instrugdes para Enunciados

Aula sincrona  justaposicdo e
1 exemplo

Fonte: Elaborado pelo autor.

Desconsideramos os participantes que nao fizeram as intervengbes do 2°
periodo, ou que nao tiveram nenhuma demonstragao realizada nos Periodos 1, 3 ou
5, ou que por acidente foram alocados ao mesmo tempo no Grupo 1 e 2. Nas

Tabelas 2, 3 e 4 apresentamos as respectivas coletas de dados.

Tabela 2: Condi¢oes e caracteristicas das disciplinas referentes as Coletas

Periodo | Oferecimento |Créditos |Reserva Requisito |AVA

Coleta 1|2020.1 |1° semestre 30 horas |Matematica, Licenciatura |Nenhum |Google
Classroom

Coleta 2|2020.2 |4° semestre 90 horas | Matematica, Licenciatura | Geometria | Moodle
Analitica

Coleta 3| 2021.1 |4° semestre 90 horas |Matematica, Licenciatura|Nenhum |Google
e Bacharelado Classroom

Coleta 4|2021.1 |1°semestre 30 horas |Matematica, Licenciatura | Nenhum Moodle
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Conteudo Duragao Incentivo
Coleta 1 Algebra matricial 29 dias Presenca: 20%
Coleta 2 Geometria euclidiana 89 dias Nota: +10%
Coleta 3 Geometria euclidiana 112 dias Presencga e Nota: 30%
Coleta 4 Algebra matricial 18 dias Presenca: 20%

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 4: Participantes e demonstragées por Coletas, Grupos e Periodos

Participantes Demonstragoes

Por grupo Total Periodo 1 | Periodo 3 | Periodo 5 | Por grupo | Total
Grupo 1 10 58 60 58 176

Coleta 1 21 350
Grupo 2 11 64 58 52 174
Grupo 1 16 57 21 16 94

Coleta 2 26 153
Grupo 2 10 34 11 14 59
Grupo 1 19 69 53 70 192

Coleta 3 37 392
Grupo 2 18 72 56 72 200
Grupo 1 4 12 6 12 30

Coleta 4 9 100
Grupo 2 5 28 18 24 70

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os enunciados utilizados nas Coletas e distribuidos em cada um dos seus 5

Periodos encontram-se no Anexo 1 desta tese. Nas Tabelas 5, 6 e 7 utilizamos as

notagbes T(x) para denotar o enunciado x como exercicio para demonstrar por

escrito, E(y) para denotar o enunciado com a demonstracdo de exemplo, J(z) o

enunciado z como exercicio para demonstrar por justaposigao.

Tabela 5: Enunciados trabalhados na Coleta 1 e 4

Geragao 1| Periodo 1 Periodo 2 Periodo 3 Periodo 4 Periodo 5
J07 JO8 J09 J10 J11 J12 EO7 EO8 E09 T10 T11
Grupo 1 TO1 T02 T15T16 T21T22
J13 J14 T12 T13 T14
TO3 TO4 T17 T18 T23 T24
EO7 EO8 EO9 T10 T11 JO7 JO8 J09 J10 J11 J12
Grupo2 | TO5 T06 J19 J20 J25 J26
T12T13 T14 J13 J14

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 6 — Enunciados trabalhados na Coleta 2

Geragéo 1 Periodo 1 Periodo 2 Periodo 3 Periodo 4 Periodo 5
Jo5 | JOo7 | JO9 E15 | E17 | E19
TO1 | TO3 | JO6 | JO8 | J10 | T11 | T13 | T16 | T18 | T20 | T21 | T23
TO02 | TO4 | EOS | EO7 | EQ9 | J12 | J14 | J156 | J17 | J19 | J22 | J24

Grupo 1

Grupo 2
TO6 | TO8 | T10 J16 | J18 | J20
Fonte: Elaborado pelo autor.
Tabela 7 — Enunciados trabalhados na Coleta 3
Geragdo 3 Periodo 1 Periodo 2 Periodo 3 Periodo 4 Periodo 5
J05 | JO7 | JO9 E15 | E17 | E19
Grupo 1
TO1 | TO3 | JO6 | JO8 | J10 | T11 | T13 | T16 | T18 | T20 | T21 | T23 | J25
G 5 TO2 | TO4 [ EOS | EO7 [ EQ9 | J12 | J14 [ J15 | J17 | J19 | J22 | J24 | J26
rupo
. TO6 | TO8 | T10 J16 | J18 | J20

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.2. Tratamento dos dados

A andlise das demonstragdes recebidas comegcou com uma descricdo
analitica do conteudo a fim de direcionar nossa percepg¢ao particularmente para os
procedimentos realizados, tendo inicio logo apds o recebimento das demonstragdes
da Coleta 1, quando fornecemos um feedback a todos os estudantes da disciplina
sobre seus desempenhos com base nas atividades entregues. Comegcamos a
anadlise com as demonstragdes resolvidas por justaposi¢ao, atribuindo a cada
enunciado, uma etiqueta diferente aos elementos do conjunto de blocos disponiveis.
Utilizamos as letras O, C, R, P, B, G para representar os blocos Laranja (Orange),
Ciano, Vermelho (Red), Rosa (Pink), Azul (Blue) e Verde (Green), comegando em
cada tipo de bloco com o numero 1 e avangando de acordo com a maneira como 0s
blocos eram utilizados na demonstragao original.

O passo seguinte foi descrever na forma de texto, cada demonstragdo por
justaposicéo recebida com base neste sistema de etiquetas. Seguimos o padréao de
comecar na 12 linha, da esquerda para a direita, separando as etiquetas sequenciais

na mesma linha com hifens e indicando a continuagao para a linha inferior com uma
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barra dupla. Para melhor contextualizar essa organiza¢do, no exemplo da Figura 56
mostramos uma demonstragdo por justaposicdo recebida na Coleta 1 pelo
participante 8 (denotado como P-8), pertencente ao Grupo 1 e a forma como ela foi
etiquetada na Figura 57, podendo ser reescrita como o cédigo: O1// R1-R2-R3 // P1-
B1-G1-B2-G1-B3-G1-B4 // P2-B5-G1-B6-G1-B7-G1-B4.

Figura 56 — Demonstragao do participante 8 (P-8)

Fonte: Acervo do autor.

Figura 57 — Demonstragao do participante 8 (P-8), etiquetada

Fonte: Elaborado pelo autor.

A principal vantagem deste sistema de etiquetas foi a possibilidade de
colocarmos todas as descricdes de demonstracbes de um enunciado em uma
coluna de planilha eletrbnica e organizar automaticamente as demonstragbes em
ordem alfabética. Isto permitiu de imediato checar quais demonstracbes eram

idénticas, reduzindo o total de demonstracdes a serem avaliadas e também



78

mantendo as demonstracbes semelhantes proximas umas das outras, facilitando
identificar em que elas se diferenciam. A importancia do sistema de etiquetas surge
ao notarmos as semelhanga entre demonstragcbes que as vezes decorrem em
apenas um bloco com posigao trocada, o que fazem-nas parecerem idénticas, mas
uma vez que as demonstragbes estdo etiquetadas e organizadas em ordem
alfabética, temos maior clareza sobre onde estdo as diferencas em suas estruturas e

podemos compreender como afetam o argumento desenvolvido.

Apos todas as demonstracbes recebidas serem etiquetadas, fizemos suas
leituras e atribuimos as devidas observagbes a cada uma delas, como por exemplo,
“as operagdes foram realizadas antes de definirem as matrizes”, “o resultado esta
inadequado com a operagao realizada”, “o texto justaposto ndo demonstra o que o
enunciado pede”, entre outros aspectos identificados e descritos com o intuito de
que o participante pudesse ter uma compreensao mais clara sobre o que precisa
melhorar nas suas demonstragdes, delegando para demonstragdes idénticas as
mesmas observacoes. Essa estratégia ajudou a entender como diferentes percursos
podem resultar em demonstracdes validas ou identificar quais omissbdes e falhas
levaram a argumentos invalidos. No caso, a demonstracdo da Figura 56 em
especifico foi avaliada como “Ok”, significando estar de acordo com o esperado e
nao havendo necessidade de serem feitas mais observagdes a seu respeito.

Com base nas observagdes feitas para as demonstragdes por justaposi¢ao, o
préximo passo foi avaliar as demonstragdes por escrito cujos enunciados fossem os
mesmos, 0 que na Coleta 1 envolveu os enunciados 10, 11, 12, 13 e 14,
demonstrados, em momentos diferentes, tanto por escrito como por justaposicao.
Procuramos aproveitar as observagdes elaboradas para as demonstragcbes por
justaposicéo na hora de escrevermos as observagdes as demonstragdes por escrito.
Na Figura 58 apresentamos a demonstragéo por escrito do enunciado 14, recebida
na Coleta 1 pelo participante 8 e referente ao mesmo enunciado mostrado na Figura
56, para esta demonstracdo em especifico, a avaliamos como invalida, deixando
como observacido que a operacao apresentada foi de multiplicagao por escalar em

vez de multiplicagdo de matrizes.



79

Figura 58 — Demonstrag¢ao do enunciado analogo ao da Figura 37

Fonte: Acervo do autor.

A etapa final desse procedimento foi avaliar as demonstragbes dos
enunciados resolvidos exclusivamente por escrito. Nesta etapa, procuramos
aproveitar as observagdes nas avaliagbes das demonstracbes escritas dos
enunciados 10, 11, 12, 13 e 14 para escrever as observagdes das demais
demonstragdes. Apos avaliadas enviamos seus comentarios a cada estudante de
forma privada meio seus e-mails institucionais.

Procuramos repetir este procedimento na Coleta seguinte (Coleta 2), mas
devido as demonstragdes por justaposicdo da 2% geragao da interface utilizarem
blocos com conteudos parcialmente e totalmente editaveis, o processo de etiquetas
se mostrou inviavel, pois o papel dos blocos dependeria ndo s6 de sua posi¢ao, mas
também da forma como foi preenchido, tornando assim cada demonstragao unica, ja
que admitia a escolha de palavras pelo participante. Isto levou inclusive varios
participantes a montarem/escreverem suas demonstragbes inteiramente com as
pecas editaveis, ignorando o efeito das cores que os blocos deveriam representar.
Para a andlise das respostas recebidas na Coleta 2, comegamos pelas
demonstragdes por justaposicao mas sem a descrigao delas por etiquetas, ja os
passos seguintes seguiram analogos aos empregados na Coleta 1, isto é, avaliamos
as demonstragdes por escrito com mesmos enunciados que as de justaposigcédo e
depois avaliamos as demonstracdes recebidas exclusivamente por escrito. Essa
experiéncia avaliando as demonstracdes favoreceu na percepcdo de que haviam
certos padrées em relagdo ao que registramos como observagdes, levando-nos a

seguinte tentativa de organizagao das regularidades apresentada no Quadro 3.



Quadro 3 — Aspectos que se repetiam nas avaliagées realizadas

Usar exemplos
Usar ilustracoes
Usar passos desnecessarios

Escrever por extenso

Caminho alternativo

Erros minimos (algo que parece apenas uma desatengao ou erro de escrita)

Usou resultado valido para demonstrar o enunciado, porém externo as ferramentas
Usou resultado derivado ou equivalente ao proprio enunciado

Demonstrou a reciproca do enunciado ou algo diferente

Usou apenas uma ilustragao para justificar o argumento

Houve falhas no encadeamento I6gico da demonstragéo

Erros minimos (algo que parece apenas uma desatengéo ou erro de escrita)
Assumiu que o enunciado verdadeiro era falso ou o contrario

Tomou uma afirmacao inicial falsa

Apresentou um contra-exemplo invalido

Houve falhas na operacao das propriedades matematicas

Incompletude minima (auséncia de informagdes que ndo afetam a compreensao da demonstragéo)
Usou apenas exemplos
Mostrou uma situagéo genérica, mas que néo cobria o dominio
Faltaram poucos casos a serem tratados
Faltou apenas concluir o resultado
Faltou enunciar definicdes ou uso das propriedades
Faltou da metade para o final da demonstragéo
Enunciou o resultado sem mostrar o suficiente do processo
Chegou a um resultado inconclusivo
Nao ha elementos suficientes para entender o que foi feito
Fonte: Elaborado pelo autor.

Destas observagdes elaboramos fluxogramas de como avaliar as
demonstracdes recebidas e apoOs diversas discussbes com base nos materiais
reunidos até a ocasiao, foi elaborado o modelo apresentado na Figura 59.
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Figura 59 — Agrupamento para avaliagao das demonstragoes recebidas

Fonte: Elaborado pelo autor.

Contudo, em discussdao com o orientador sobre esta forma de avaliar, veio em
xeque a questdo de como discernir erros conceituais de erros légicos. Pois embora o
erro conceitual fosse entendido pelo pesquisador como uma falha no uso ou
aplicacao das definigdes/propriedades/relagbes, enquanto que o erro légico estaria
ligado ao uso indevido de procedimentos, na agao de diferenciar ambos os tipos no
corpo do texto de uma demonstracdo isto parecia pouco claro, visto que um erro
l6gico poderia provocar erros conceituais ou a reciproca, desse modo consideramos
os dois tipos de erros um mesmo agrupamento e organizamos Os seguintes
agrupamentos para o que e como avaliar as demonstracdes recebidas:

1) Seguiu uma estrutura semelhante a do gabarito? Se nado, explicar a estrutura.

2) A demonstragao pode ser considerada correta? Sim ou nao.
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3) Ha erros de logica ou conceituais? Se sim, listar os erros encontrados.

4) A demonstragao esta incompleta? Se sim, apresentar o que faltou.

Com esses agrupamentos, reavaliamos as demonstragdes recebidas na
Coleta 1. Para contextualizar esse processo, apresentamos na Tabela 8 a forma
como reavaliamos a demonstragdo do enunciado das Figura 56 e Figura 58,

referentes ao enunciado 14 do participante 8 da Coleta 1.

Tabela 8 — Feedbacks das demonstragoes do participante 8

Agrupamentos J14 |T14

Seguiu uma estrutura semelhante a do o N&o. Operou o produto pela identidade como se
im

gabarito? Se nao, explicar a estrutura. fosse a matriz vezes um escalar igual a 1

A demonstracdo pode ser considerada| _

] Sim |Né&o

correta? Sim ou néo.

Ha erros de ldgica ou conceituais? Se - Sim. Operou o produto das matrizes assumindo
ao

sim, listar os erros encontrados. que a matriz identidade € um escalar igual a 1

A demonstracdo estd incompleta? Se| ~
Nao |Nao.
sim, listar o que faltou.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma vez elaborados os agrupamentos, nos colocamos a valida-los
internamente em uma sessdo do PECIMAT (Grupo de pesquisa de Tecnologias
Digitais em Educagdo Matematica e formacado de professores) no inicio de 2021.
Neste encontro solicitamos que cada pesquisador participante (todos com
experiéncia nas areas de Matematica e Educagcdo Matematica) avaliassem nesses 4
agrupamentos, uma demonstracédo diferente dentre as recebidas na Coleta 1, as
respostas desta Coleta foram escolhidas por serem demonstracbes diretas de
propriedades de matrizes e relativamente simples de avaliar sem a necessidade de
se aprofundar no conteudo. Comparamos essas avaliacbes com as feitas pelo
pesquisador e constatamos que os agrupamentos 1 e 2 foram muito consistentes,
porém os agrupamentos 3 e 4 diferiram em aspectos que poderiam ser avaliados
como erros ou como ausentes na demonstracdo. Reconhegamos que nao era claro

diferenciar objetivamente o desempenho dos participantes a partir dos
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agrupamentos 3 ou 4, mas mantivemos os agrupamentos 3 e 4 separados apenas
para gerar os feedbacks e assim reavaliamos as demonstracdes da Coleta 2.

Para avaliar as respostas reunidas nas Coletas 3 e 4 comegamos pelo
processo de etiquetas, pois embora tivéssemos ainda um bloco com conteudo
parcialmente editavel, a sua entrada era mais objetiva, admitindo a escolha entre
uma das propriedades ou definicbes enumeradas. Desse modo, o rétulo desta peca
a ser preenchida ficava com a sua letra seguida do simbolo # (hashtag) e quando
preenchida, no lugar do # era colocado o valor escolhido pelo participante. Os
demais procedimentos de avaliagao foram analogos aos aplicados na Coleta 1, mas
considerando as observagdes dentro dos 4 agrupamentos discutidos.

Considerando que os enunciados da Coleta 1 e Coleta 4 foram semelhantes e
que tivemos um grande numero de participantes, achamos plausivel reunir suas
demonstragdes escritas na tentativa de construir categorias relacionadas a forma
como foram avaliadas. Comegamos selecionando demonstragcdes escritas dos
Periodos 3 e 5 que envolviam demonstracbes diretas e procuramos reunir as
avaliagbes feitas em categorias mais gerais. Com referéncia aos enunciados
apresentados nesta tese no Anexo 1, consideramos neste processo 0s enunciados
T16 e T17 (3° periodo), T21 e T23 (5° periodo), as frequéncias absolutas de

respostas para cada enunciado estdo expostas na Tabela 9:

Tabela 9 — Relagao de respostas destes 4 enunciados

Coleta T16 T17 T21 T23 Total
C1 37 34 34 34 139
C4 21 19 26 24 90
Total 58 53 60 58 229

Fonte: Elaborado pelo autor.

Identificamos entre as avaliagbes realizadas para as demonstracdes, aquelas
semelhantes a menos das escolhas de palavras e padronizamo-as. Com o objetivo
de variarmos o minimo nas observacdes e que cada resposta estivesse associada a
um unico tipo de observacdo, realizamos uma analise das demonstragcdes que
tinham duas ou mais observagdes e consideramos se eram combinagao de outras

observacbes ou se apareciam sempre de forma combinada. Ao término deste
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processo, chegamos em 30 tipos distintos de observagdes, para exemplificar
apresentamos uma resposta do enunciado 23 que envolvia demonstrar que “se A for
uma matriz qualquer e a e B pertencente aos reais, entdo (a + 8).A= a.A+ B.A”, do

participante 24 da Coleta 1 como apresentamos na Figura 60.

Figura 60 — Resposta do enunciado 23, pelo participante 24 da Coleta 1

Fonte: Acervo do autor.

Ela foi a unica demonstragcado avaliada com a observagao “Passo ausente +
Uso errado do somatério”, neste caso o uso errado do somatério refere-se a néo
necessidade de expressar o produto por escalar através do operador somatério,
enquanto que o passo ausente refere-se a necessidade de separar o somatoério em
dois antes de apresentar o resultado como duas matrizes. Apesar disso, 0
pesquisador na ocasiao de avaliar a demonstragao, considerou que a mesma seguia
sendo valida. Dos 30 tipos de observagdes destas avaliagbes, 27 referiam-se a erros
ou falhas no processo de demonstrar, de modo que fizemos sua associagao de
maneira nao excludente nos 7 tipos de erros/dificuldades para demonstrar elencados
por Doruk e Kaplan (2015) e apresentados no capitulo de Fundamentagao Tedrica
desta tese. As observagcbes nao consideradas como erros ou falhas foram
respectivamente: Tipo 1) Demonstracao correta, sem falhas, sem aspectos ausentes
e usando a abordagem esperada; Tipo 7) Abriu o enunciado por ambos os lados; 9)
Complementou a demonstragcdo com um exemplo. Ja nos quadros 4, 5,6, 7, 8, 9 e
10, mostramos como cada tipo de erro/dificuldade agrupou nosso conjunto de tipos

de observacgoes.



Quadro 4 — Tipos de observagoes associadas a D1

85

D1 - Expressar definigoes Tipo
Uso errado do somatorio 13
Erro sintatico + Uso errado do somatorio 22
Complementou com um exemplo + Erro sintatico + Uso errado do somatério 26
Operou matrizes como se fossem numeros reais + Uso errado do somatério 27
Passo ausente + Uso errado do somatério 30
Fonte: Elaborado pelo autor.

Quadro 5 — Tipos de observagoes associadas a D2
D2 - Entender o que a propriedade afirma Tipo
Mostrou para caso genérico que nao cobre o dominio 2
Argumentacao pouco elaborada + Entendeu errado o enunciado 23
Confundiu propriedades + Considerou a afirmacgéo falsa 24

Fonte: Elaborado pelo autor.

Quadro 6 — Tipos de observacoes associadas a D3
D3 - Usar linguagem matematica e notagdes apropriadas Tipo
Expandiu matriz de tamanho genérico 8
Erro sintatico 10
Termo ausente 11
Erro sintatico + Passo desnecessario 16
Termo ausente + Passo ausente 17
Argumentagao pouco elaborada + Escreveu por extenso parte ou toda a argumentagao 18
Operou matrizes como se fossem numeros reais + Termo ausente 21
Erro sintatico + Uso errado do somatorio 22
Operou matrizes como se fossem numeros reais + Escreveu por extenso parte ou toda a | 25
argumentacao
Complementou com um exemplo + Erro sintatico + Uso errado do somataério 26
Escreveu por extenso parte ou toda a argumentacao + Termo ausente 28

Fonte: Elaborado pelo autor.
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D4 - Selecionar a estratégia e método de demonstragédo adequadas Tipo
Mostrou um exemplo 3
Passo desnecessario 14
Erro sintatico + Passo desnecessario 16
Argumentagao pouco elaborada + Escreveu por extenso parte ou toda a argumentagao 18
Abriu o enunciado por ambos os lados + Passo desnecessario 20
Fonte: Elaborado pelo autor.
Quadro 8 — Tipos de observagodes associadas a D5
D5 - Distinguir conceitos Tipo
Operou matrizes como se fossem numeros reais 5
Confundiu propriedades 15
Operou matrizes como se fossem numeros reais + Confundiu propriedades 19
Operou matrizes como se fossem numeros reais + Termo ausente 21
Confundiu propriedades + Considerou a afirmacgéao falsa 24
Operou matrizes como se fossem numeros reais + Escreveu por extenso parte ou toda a | 25
argumentacéo
Operou matrizes como se fossem numeros reais + Uso errado do somatério 27
Usou o que deveria demonstrar + Confundiu propriedades 29
Fonte: Elaborado pelo autor.
Quadro 9 — Tipos de observagoes associadas a D6
D6 - Criar uma estrutura de demonstracao baseada nas definicoes Tipo
Usou o que deveria demonstrar 6
Usou o que deveria demonstrar + Confundiu propriedades 29
Fonte: Elaborado pelo autor.
Quadro 10 — Tipos de observacdes associadas a D7
D7 - Expressar o raciocinio utilizado Tipo
Argumentacao pouco elaborada 4
Passo ausente 12
Termo ausente + Passo ausente 17
Argumentagao pouco elaborada + Entendeu errado o enunciado 23
Passo ausente + Uso errado do somatério 30

Fonte: Elaborado pelo autor.
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3.3. Analise de dados

Apresentamos alguns termos utilizados na nossa analise de dados:

Hipétese estatistica: Brady e Collier (2010) definem hipdtese estatistica,
COMO uma suposicao sobre a relagao entre variaveis independentes e uma variavel
dependente. Figueiredo Filho (2019) define hipdtese estatistica como a conjectura
sobre a relagao entre uma variavel independente e uma variavel dependente e que
deve conter variaveis e estabelecer relagdes esperadas entre elas. Guimaraes
(2008) trata hipotese estatistica como qualquer afirmagédo sobre a populagdo em
estudo e geralmente relacionada a parametros populacionais. Bolfarine e Sandoval
(2010) definem hipotese estatistica como qualquer afirmagao sobre a distribuigao de
probabilidade de uma ou mais variaveis aleatorias, geralmente denotada por Hog
(hipotese nula) a hipdétese de interesse. Caso Hy seja rejeitada, entdo aceitamos uma
hipétese alternativa H1, que deve ser uma afirmagao verdadeira quando a hipotese
nula é falsa. Chamamos o teste de hipotese estatistica de fungdo de decisdo que
nos permite manter a hipétese Hy verdadeira ou manter a hipotese Hq verdadeira.

P-valor: A probabilidade de significancia, também denotada pelo p-valor, € a
probabilidade de se obter uma estatistica de teste igual ou mais extrema que a
observada em uma amostra considerando a hipétese nula. O p-valor pode ser
interpretado como a probabilidade de ocorréncia da hipotese nula, quando o p-valor
encontrado estiver abaixo de um valor de significaAncia considerado para aquela
pesquisa, no caso das pesquisas em Ciéncias Sociais, costuma-se considerar esse
valor 5%. Em situagbes em que obtivemos um p-valor abaixo do estimado, podemos
rejeitar a hipotese nula e consequentemente assumir que a hipétese alternativa é
valida. Guimaraes (2008) coloca o p-valor como a probabilidade de cometer um erro
tipo 1 (rejeitar Ho quando ela é verdadeira), com dados de uma amostra especifica.
Este valor é calculado por software estatistico e comparado com o nivel de
significancia escolhido para a tomada de deciséo, se o p-valor for menor que o nivel
de significancia escolhido, rejeita-se Ho, caso contrario, ndo rejeitamos Ho. Figueiredo
Filho (2019) afirma que o p-valor € o teste de significAncia mais utilizado em
pesquisas cientificas e determina a probabilidade de se obter um valor igual ou mais

extremo do que o observado na amostra, assumindo que a hipdétese nula é
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verdadeira. O p-valor € a probabilidade de observar os resultados esperados
assumindo que a hipdtese nula é verdadeira, portanto quanto menor o p-valor,
menor a plausibilidade da hipotese nula.

Teste de significancia: Figueiredo Filho (2019) afirma que os testes de
significancia estatistica fornecem uma medida objetiva para tomar decisdes sobre a
plausibilidade de uma dada hipétese, ou seja, € com base na significancia estatistica
que devemos escolher qual hipétese parece ser verdadeira. Se tivermos evidéncias
suficientes, devemos rejeitar a hipétese nula em termos da hipotese alternativa, por
outro lado se a evidéncia for insuficiente, dizemos que ndo podemos rejeitar a
hipétese nula. Guimaraes (2008) afirma que os testes estatisticos sdo regras de
decisao ligadas a um fendmeno populacional, que permitem avaliar com o auxilio de
uma amostra, se determinadas hipdteses podem ou ndo nao pode ser rejeitado.

Teste paramétrico: Figueiredo Filho (2019) diz que o termo paramétrico
associado a testes estatisticos vem de parametro e significa que existem algumas
suposicdes sobre a natureza da distribuigdo dos dados. Enquanto os testes
paramétricos exigem a satisfacdo de mais suposig¢des, nos testes ndo paramétricos
0 pesquisador ndo precisa assumir certas suposi¢des como verdadeiras para utiliza-
las. Guimaraes (2008) afirma que a estatistica ndo paramétrica pode ser definida
como um conjunto de meétodos estatisticos aplicados a dados nos quais o0s
pressupostos distributivos necessarios para a aplicagcdo de uma técnica classica
(Intervalo de confianga, Teste de hipdteses) ndo sdo cumpridos satisfatoriamente.

Teste Chi?: O teste Chi? € um teste ndao paramétrico utilizado para comparar a
distribuicdo de variaveis categoricas em uma amostra com a distribuicdo em outro
grupo (por exemplo, linhas e colunas). Se a distribuicdo da variavel categorica néo
for muito diferente nos grupos, pode-se concluir que a distribuicdo da variavel
categdrica ndo esta relacionada com a variavel dos grupos, em outras palavras, a
variavel categdrica e os grupos sao independentes. Este teste compara a
distribuicdo de ocorréncias com uma funcdo de distribuicdo de probabilidade
continua que apresenta algumas limitagdes quando utilizada com um pequeno
numero de observagbes. Um baixo p-valor para este teste nos permite rejeitar a
hipétese nula de que a distribuicdo € aleatoria, ou seja, que a variavel categorica

nao esta relacionada a variavel de grupo e assim, assumir a hipétese alternativa, ou
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seja, que as ocorréncias observadas nas categorias estdo associadas aos grupos.
Guimaraes (2008) afirma que o teste Chi? é um teste de aderéncia, ou seja, seu
objetivo é verificar se uma determinada amostra pode vir de uma determinada
populacado ou distribuicdo de probabilidade, comumente conhecidos como testes de
adesdo ou qualidade de ajuste, nesses casos, uma amostra aleatéria é tomada e a
distribuicdo da amostra € comparada com a distribuicao de interesse. O teste Chi? é
amplamente utilizado na analise de dados experimentais, em que o interesse é
observar frequéncias em pelo menos duas, e € um teste de adesao util para verificar
se a frequéncia observada difere significativamente da frequéncia esperada.

Nos termos explicitados, nossa analise de dados considerou somente se as
demonstragcdes recebidas nos Periodos 1, 3 e 5 estavam certas ou erradas.
Assumimos a hipotese estatistica (Ho) para as Coletas 1, 2 e 3 que as quantidades
de demonstragdes certas ou erradas ndo tém uma relacdo com as intervencdes
realizadas. Avaliamos esta hipotese através do teste de aderéncia ndo-paramétrico
Chi? rejeitando a hipotese nula (Ho) quando encontrados p-valores abaixo de 5%.
Nao realizamos testes de aderéncia para a Coleta 4 devido ao baixo numero de
participantes. Para aumentarmos nossos casos analisados, escolhemos considerar
combinacdes das demonstragdes recebidas nestes 3 Periodos, denotando-os como

Periodo 1+3, Periodo 1+3+5 e Periodo 3+5.
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4. RESULTADOS

Nas secbes seguintes mostraremos os resultados alcangados a partir dos
métodos explicitados, a forma como intepretamos e seu dialogo entre os referenciais

tedricos utilizados.
4.1. Erros/dificuldades nas demonstragoes escritas

No grafico abaixo (Figura 61), temos os tipos de observagdes da Coleta 1+4
referentes ao Periodo 3 organizadas para cada erro/dificuldade elencado por Doruk
e Kaplan (2015) e no Quadro 11, os enunciados que foram demonstrados por escrito
pelos participantes neste Periodo. Nos referimos aos sete erros/dificuldades listados

pelos autores por D1 até D7.

Figura 61: Erros/Dificuldades — Coleta 1+4 — Periodo 3

Erros/Dificuldades - Coleta 1+4 - Periodo 3
35%

W Grupo 1
30%

25%

20%

15%
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0%

Fonte: Elaborado pelo autor.

m Grupo 2

D7

Quadro 11: Enunciados verdadeiros da Coleta 1 e Coleta 4, Periodo 3 para

serem demonstrados por escrito

T16 |Seja a pertencente aos reais e A uma matriz, entdo (a.A)" = a.A".

T17 Sejam A, B e C matrizes de tamanho nxn entédo (A.B).C = A.(B.C).

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Vemos que D4 (Selecionar a estratégia e método de demonstragao
adequadas) e D6 (Criar uma estrutura de demonstragdo baseada nas definigbes)
foram exclusivos do Grupo 1, aparecendo juntos em 18,2% das respostas, ja D2
(Entender o que a propriedade afirma) foi exclusivo do Grupo 2, aparecendo em
15,4% das respostas. A maior concentragdo de respostas ocorreu em D3 (Usar
linguagem matematica e notagcbes apropriadas) aparecendo em 27,3% das
respostas do Grupo 1 e 34,6% das respostas do Grupo 2.

No grafico abaixo (Figura 62), temos os tipos de observagbes da Coleta 1+4
referentes ao Periodo 5 organizadas para cada erro/dificuldade elencado por Doruk
e Kaplan (2015) e no Quadro 12, os enunciados que foram demonstrados por escrito

pelos participantes neste Periodo.

Figura 62: Erros/Dificuldades — Coleta 1+4 — Periodo 5

Erros/Dificuldades - Coleta 1+4 - Periodo 5
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Fonte: Elaborado pelo autor

Quadro 12: Enunciados verdadeiros da Coleta 1 e Coleta 4, Periodo 5 para

serem demonstrados por escrito

T21 Seja A uma matriz de tamanho nxn e 0 a matriz nula de tamanho nxn, entdo A+ 0 = A.

T23 Seja A uma matriz qualquer e a e B pertencente aos reais, entdo (a + 3).A= a.A + B.A.

Fonte: Elaborado pelo autor.



92

Vemos que D4 (Selecionar a estratégia e método de demonstragao
adequadas) e D6 (Criar uma estrutura de demonstragdo baseada nas definigbes)
foram exclusivos do Grupo 1, aparecendo juntos agora em 20,8% das respostas
(+2,6% comparado ao Periodo 3) e D2 foi exclusivo do Grupo 2, aparecendo agora
em 3,8% das respostas (-11,6% comparado ao Periodo 3). Diferente do Periodo 3
onde D3 (Usar linguagem matematica e notagdes apropriadas) teve a maior
concentragcéo de respostas, agora no Periodo 5, tivemos em D3 apenas 12,5% das
respostas do Grupo 1 (-14,8% comparado ao Periodo 3) e 11,5% das respostas do
Grupo 2 (-23,1% comparado ao Periodo 3). Esta redugdo nas respostas em D4
pode ser um indicativo de que independente da ordem das intervengdes, houve um
nivelamento na forma como os participantes compreendiam o uso das notacdes e a
linguagem necessarias para demonstrar. Para ambos os Grupos as frequéncias de
respostas nos sete tipos de erros/dificuldades reduziram do Periodo 3 para o
Periodo 5, no caso do Grupo 1 a reducao foi de 81,8% para 41,7%, e do Grupo 2 de
76,9% para 38,5%, mudancga alavancada por D5 (distinguir conceitos), que para o
Grupo 1 reduziu de 27,3% para 0% e no Grupo 2 de 11,5% para 7,7%.

Os resultados apresentados nesta segdo dialogam com o apontamento de
Hammack (2013) sobre as demonstragdes exigirem para além do raciocinio
matematico e da aplicacdo do conhecimento especializado, 0 uso e aquisicao de
uma linguagem propria. Isto se nota com a porcentagem de respostas classificadas
na dificuldade D3 (Usar linguagem matematica e notagdes apropriadas) no Periodo
3 e na sua queda no Periodo 5, representando que no decorrer da Coleta tivemos a
aquisicao da linguagem matematica necessaria para demonstrar, demandando neste
quesito uma influéncia menor nos erros/dificuldades observados no Periodo 5. Essa
aquisicao da linguagem mediante o contato com as demonstragdes por justaposigéo,
pode ser interpretado de forma paralela ao que Fukawa-Connelly (2012) observam
sobre o efeito de um mediador no processo de aquisicdio das normas
sociomatematicas em um curso de matematica, resultando de atitudes iniciais
mediador (no caso, as estruturas de texto das demonstrag¢des por justaposi¢cdo), que
no decorrer do trabalho com os estudantes, as adotam como comportamentos

aprendidos para aquele contexto.
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O fato das demonstragdes por justaposicéo poderem ser elaboradas mediante
processos de eliminagao e analise sintaxica parece justificar que as dificuldades D4
(Selecionar a estratégia e método de demonstracdo adequadas) e D6 (Criar uma
estrutura de demonstragdo baseada nas defini¢gdes), ligadas aos processos criativos
de demonstrar, vieram a aparecer somente para o Grupo 1, tanto no Periodo 3 como
no Periodo 5. Pois a pratica das demonstragdes por justaposicdo no Periodo 2
exigiram dos estudantes um esforco menor em entender como criar uma
demonstragcdo pra aquele enunciado, uma vez que estariam focados em como
combinar os segmentos disponiveis para formar a demonstragdo daquele
enunciado. Hanna, Jahnke e Pulte (2010) argumentam que a prépria demonstracao
contém conhecimento matematico que relaciona a afirmagao valida as definicdes
assumidas, o que justifica o fato do Grupo 2 nao apresentar estas dificuldades no
Periodo 3, visto que no Periodo 2 tiveram contato com exercicios de escrever
demonstragbes acompanhados de exemplos de demonstracbes para utilizarem
como parametros, logo a redugcao das dificuldades pelo Grupo 1 no Periodo 5,
reflete um efeito do contato com a intervengcdo de exercicios de escrever
demonstragcées acompanhados de exemplos de demonstragdes vistos no Periodo 4.

Como no Periodo 3 as dificuldades D1 (Expressar definicées) e D2 (Entender
0 que a propriedade afirma) aparecem apenas para o Grupo 2, podemos inferir que
os participantes do Grupo 1 tiveram no Periodo 2 um contato maior com a leitura das
partes separadas da demonstracdo, trazendo uma habituacdo maior com as
definicbes e os papéis das propriedades. Apoiado na discussdo de Weber (2015),
sobre as diferentes estratégias efetivas de leitura para a compreensédo de
demonstracgoes, ler os segmentos das demonstragbes por justaposicdo e suas
composi¢des durante o processo de justaposigdo parece envolver uma estratégia de
leitura diferente da leitura de uma demonstragdo completa com o objetivo de

reconhecer ou reproduzir os meios com 0s quais o raciocinio foi desenvolvido.
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4.2. Demonstragoes validas e invalidas

Na Tabela 10 temos os testes de aderéncia realizados na Coleta 1 cujo p-
valor obtido foi abaixo de 5% e no Quadro 13 os enunciados que foram
demonstrados pelos participantes nos Periodos analisados, em azul os enunciados

de escrever demonstragoes, em vermelho os enunciados de justaposigao.

Tabela 10: COLETA 1

Teste Grupo 1 |Grupo 2 |diferenga |p-valor
1 Periodo 1 60,3% 80,0% 19,7% 0,027
2 Periodo 3 (ex. tradicionais) 55,0% 76,9% 21,9% 0,039
3 Periodo 5 (ex. tradicionais) 68,4% 91,2% 23,8% 0,017
4 Periodo 5 72,4% 90,4% 18% 0,016
5 Periodo 3+5 (ex. tradicionais) 61,5% 83,6% 22,1% 0,002
6 Periodo 3+5 67,8% 84,5% 16,7% 0,003
7 Periodo 1+3+5 (ex. tradicionais) 61,0% 82,1% 21,1% 0,000
8 Periodo 1+3+5 65,3% 83,1% 17,8% 0,000
Teste P.1 P. 3+5 diferenga | p-valor
9 Grupo 1 (ex. justaposicao) 60,3% 80,0% 19,7% 0,039

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 13: C1 - Enunciados dos Periodos analisados

Periodo 1

Periodo 3

Periodo 5

1T) Sejam A e B matrizes de
tamanho nxn. Entdo A.B = B.A.
2T) Seja A, B e C matrizes de
tamanho nxn. Entdo A.(B+C) =
AB +A.C.

3T) Seja A uma matriz de
tamanho 2x2 e Id a matriz
identidade de tamanho 2x2. Se
Az =1d, entdo A = Id.

4T) Seja A uma matriz de
tamanho nxn, e Id a matriz
identidade de tamanho nxn. Se
A?=1d, entdo A=Id ou A = -Id.
5T) Seja A uma matriz qualquer,
entdo 1.A=A.

6T) Seja A e B matrizes de
tamanho nxn. Entdo (A — B)" =

AT-B.

15T) Seja A e B matrizes nxn,
entdo (A+B)? =A%+ 2.A.B + B2
16T) Seja a pertencente aos
reais e A uma matriz, entdo
(0.A)"=a.A".

17T) Sejam A, B e C matrizes de
tamanho nxn entéo (A.B).C = A.
(B.C).

18T) Sejam A e B matrizes de
tamanho nxn e 0 a matriz nula
de tamanho nxn. Se AB = 0,
entdoA=0ouB=0.

19J) Sejam A, B e C matrizes de
tamanho nxn, entdo A + (B + C)
=(A+B)+C.

20J) Seja a um real e A e B
matrizes de tamanho nxn, entédo
a.(A+B)=0.A+a.B.

21T) Seja A uma matriz de
tamanho nxn e 0 a matriz nula
de tamanho nxn, entdo A + 0 =
A.

22T) Seja A uma matriz de
Id a

identidade de tamanho nxne 0 a

tamanho nxn, matriz
matriz nula de tamanho nxn. Se
A*=A entdoA=IdouA=0.
23T) Seja A uma matriz qualquer
e a e B pertencente aos reais,
entdo (a + B).A=a.A+ B.A

24T) Sejam A e B matrizes nxn e
0 a matriz nula nxn. Se A.B =0,
entdo B.A=0.

25J) Seja a um real e A e B
matrizes de tamanho nxn, entédo
(a.A).B =A.(a.B) = a.(A.B).

26J) Seja A e B matrizes de
tamanho nxn, entdo (A.B)" =
BT.A'.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O teste de aderéncia 1 aponta que os acertos e erros nas demonstracdes
desde antes das intervencdes (Periodo 1) ja estava associado ao Grupo no qual o
estudante pertencia. Esta diferenca de aproximadamente 20% pode ser notada
quando observamos no grafico abaixo (Figura 63), as taxas de acertos dos dois
Grupos nas demonstragdes por escrito dos Periodos 1, 3 e 5. A manutencao desta
diferenga pode nos indicar que devido aos enunciados se manterem dentro do
mesmo tépico (Algebra Matricial) e as dificuldades variarem pouco (todos eram
demonstraveis por contra-exemplo ou pelo método direto), as diferentes
intervengdes que cada Grupo recebeu, pouco influenciaram no acerto e falha das
demonstragdes escritas. A reducado dos acertos no Periodo 3 pode ser interpretado

como um indicativo da dificuldade que as demonstracdes por escrito neste Periodo
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trouxeram em comparag¢ao ao Periodo 1, pois se notarmos no Quadro 13, veremos
que o enunciado (1T) é um resultado bastante recorrente das aulas envolvendo o
produto de Matrizes, isto é, que o produto de Matrizes ndo é comutativo, e os
enunciados (3T) e (4T) que sao falsos, ambos podem ser demonstrados por um
mesmo contra-exemplo. Agora no Periodo 3, se notarmos (15T) e (18T) vemos
enunciados falsos mais incomuns, aspecto que pode levar a um desenvolvimento
errado da demonstracdo como verdadeira, € no enunciado (17T) temos a presenca
de uma propriedade envolvendo dois produtos de matrizes, exigindo para sua
demonstragcdo o uso de dois somatérios em sequéncia, aspecto este que nao era
presente nos enunciados do Periodo 1 e que pode ter contribuido na dificuldade de
ambos os Grupos em demonstrar os enunciados do Periodo 3. Esta situacéo do
duplo somatério ndo € presente no Periodo 5, e ao considerarmos que o0s
enunciados se mantém no mesmo tépico e que as demonstragcdes deles eram
disponibilizadas aos estudantes apdés o término de cada Periodo, é natural
esperarmos que viessem a ter maior facilidade nas demonstragdes dos enunciados
no Periodo 5 em comparacédo aos Periodos anteriores. Isto vai de encontro ao que
Ko e Knuth (2009) relatam sobre graduandos em matematica terem dificuldades em
elaborarem contra-exemplos e ainda mais dificuldade em demonstrar enunciados
verdadeiros, por vezes tentando dar um contra-exemplo a uma afirmagao verdadeira

ou demonstrar a validade de uma afirmacéo falsa.
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Figura 63: Frequéncia de demonstragoes escritas corretamente pelos

participantes da Coleta 1 nos Periodos 1,3 e 5

Coleta 1: Demonstragdes por escrito
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Os testes de aderéncia 2 até 8, nos permitem rejeitar a hipotese nula para as
situagcdes em que comparamos o Grupo 1 com o Grupo 2 nas demonstragdes por
escrito em seus diferentes Periodos e combinacdes de Periodos, e com excecéo do
Periodo 3, também nas demonstragdes por escrito unidas com as de justaposi¢cao. A
impossibilidade de rejeitarmos a hipotese nula no Periodo 3 para as demonstragdes
por escrito unidas com as de justaposicédo, apontam que os acertos e erros nesta
situacado ndo dependem dos participantes serem do Grupo 1 ou do Grupo 2, assim
como o diferencial neste contexto € o surgimento das demonstragbes por
justaposicdo para os participantes do Grupo 2, podemos inferir que as
demonstragdes por justaposi¢do no Periodo 3 foram mais dificeis para o Grupo 2 do
que para o Grupo 1, que pode ser interpretado como resultante do contato que o
Grupo 1 com a intervengao do Periodo 2 envolvendo demonstrar por justaposicao.

Esta relacdo das demonstracbes por justaposicdo pode ser reforcada ao
notarmos que apesar do Grupo 2 encontrar-se inicialmente mais preparado para
demonstrar por escrito e a diferenga se manter na maioria das situacées em que as

demonstracdes por escrito estavam presentes, a variagao entre os acertos e erros



98

considerando apenas as demonstragdes por justaposicdo ndo tem uma relagao
entre os Grupos. Isto pode ser interpretado como um indicativo de que a primeira
intervencao oferecida ao Grupo 1, colocou-os em condigcbes semelhantes aos
participantes do Grupo 2 no quesito de demonstrar por justaposicdo, compensando
uma diferenca de acertos e erros que residia em cerca de 20%. Este resultado é
reforcado quando observamos o teste de aderéncia 9, no qual os acertos e erros dos
participantes do Grupo 1 esta associada as demonstragdes escritas no Periodo 1 e
por justaposicao no Periodo 3 e 5, revelando uma diferengca de 20% a mais quando
a forma de demonstrar envolve a justaposigéo.

Como na Coleta 1 os participantes eram estudantes do primeiro ano da
Licenciatura em Matematica, esta diferenca anterior a qualquer intervengao, que fez
dos acertos do Grupo 2 serem cerca de 20% maior do que a do Grupo 1, parece um
reflexo direto daquilo que Caldato (2018) identificou em seu estudo com 78
estudantes também do primeiro ano da Licenciatura em Matematica, que menos de
9% lembravam de ter visto demonstragdes na Educagdo Basica. Desse modo
podemos considerar que as formas como os estudantes ingressam no curso de
Licenciatura em Matematica carregam diferentes experiéncias a respeito das
demonstragcdes e Mazzi (2018) destaca que o contato com as demonstragdes
matematicas na Educacao Basica pode favorecer a compreensao de suas estruturas
mais abstratas, o que reforga a visao de Cockcroft (1994) sobre a compreenséo de
demonstracdes ser absolutamente necessaria para um aprofundamento formal dos
conteudos que a antecedem e essa capacidade de abstracdo desenvolvida a partir
do entendimento das demonstracbes aumenta o poder de manipulagdo da
matematica nos niveis ja estudados. Logo, a experiéncia na Educagao Basica pode
ter influenciado na nossa suposicao inicial de que distribuindo aleatoriamente os
participantes entre os Grupo 1 e Grupo 2 no Periodo 1, teriamos quantidades
proximas de graduandos com os mesmos niveis de experiécias em demonstrar, e
que as diferencas mais significativas apareceriam apoés as intervengdes.

Na Tabela 11 temos os testes de aderéncia realizados na Coleta 2 cujo p-valor
obtido foi abaixo de 5% e no Quadro 14 os enunciados que foram demonstrados
pelos participantes nos Periodos analisados, em azul os enunciados de escrever

demonstragdes, em vermelho os enunciados de justaposigéo.
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Teste P.1 P.3 diferenga | p-valor
1 Grupo 1 (ex. tradicionais) 68,4% 36,4% -32% 0,043
Teste P.1 P.5 diferenga | p-valor
2 Grupo 2 64,7% 92,9% 28,2% 0,046
Fonte: Elaborado pelo autor.
Quadro 14: C2 - Enunciados dos Periodos analisados
Periodo 1 Periodo 3 (tradicionais) Periodo 5 (todos)

1T) Para uma reta sempre

existem pontos que nao lhe
pertencem.

2T) Para todo ponto P, existem
pelo menos duas retas distintas
passando por P.

3T) A intersecdo de n-conjuntos
convexos é convexa.

4T) Existe pelo menos uma
unido de convexos que nao seja

convexa.

11T) Angulos
vértice possuem medidas iguais.
13T) Dado o triangulo AABC, AC

=BC « £LBAC = LABC.

opostos pelo

21T) Se vale o Axioma das
Paralelas e trés retas r, s e {,
duas a duas n&o coincidentes,
seré paralelaas, e s é paralela
at, entdor é paralela a t.

22J) Se vale o Axioma das
Paralelas, em qualquer
triangulo, a soma das medidas
dos angulos internos é 180°.
23T)

equidistantes, ou seja, se re s

Retas paralelas séo

sdo retas paralelas, entdo

qualquer ponto de r dista
igualmente de s.

24J) Em qualquer tridangulo, a
medida de um angulo externo é
igual a soma das medidas dos
angulos internos n&o adjacentes

aele.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em nenhum dos testes de aderéncia realizados entre os participantes do

Grupo 1 e do Grupo 2, pudemos rejeitar a hipétese nula de que os acertos e erros

dependiam do Grupo ao qual pertencem. Este resultado pode ser interpretado como

um indicativo de que os participantes encontravam-se em condi¢gdes iniciais

semelhantes quanto as demonstragdes por escrito (Periodo 1) e ambas as
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intervengdes tiveram influéncias semelhantes a forma como viriam a demonstrar os
enunciados nos Periodo 3 e Periodo 5.

O teste de aderéncia 1 permite rejeitarmos a hipétese nula para os acertos e
erros das demonstracdes por escrito dos participantes do Grupo 1 do Periodo 1 em
comparagao aos mesmos participantes no Periodo 3. Isto significa que o avango dos
participantes do Periodo 1 para o Periodo 3, veio a influenciar negativamente os
acertos nas suas demonstracdes por escrito. Podemos interpretar esta queda de
36% nos acertos do Grupo 1 como um indicativo de que a intervencao oferecida
para estes participantes no Periodo 2, ndo acompanhou o preparo necessario para
os estudantes demonstrarem por escrito os enunciados do Periodo 3, ja que ha um
aumento na complexidade das demonstragdes do Periodo 3 em comparagao as do
Periodo 1. Sobretudo ndo podemos rejeitar a hipotese nula para os acertos e erros
das demonstragcdes por escrito dos participantes do Grupo 2 do Periodo 1 em
comparagao aos mesmos participantes no Periodo 3. Isto pode ser um indicativo de
que a intervengao oferecida para estes participantes no Periodo 2 fez com que a
variacédo dos acertos e erros do Periodo 1 se mantivesse semelhante no Periodo 3,
e como consideramos que a dificuldade dos enunciados do Periodo 3 foi maior do
que no Periodo 1, entdo esta intervencdo veio a influenciar positivamente os
participantes deste Grupo.

Este resultado pode ser reforcado ao notarmos o teste de aderéncia 2, que
permite rejeitarmos a hipotese nula para os acertos e erros dos participantes do
Grupo 2 do Periodo 1 em comparacdo as demonstracbes por escrito e por
justaposicdo dos mesmos participantes no Periodo 5. Assim, este crescimento de
28% nos acertos em relacdo as demonstracdes iniciais e considerando que ha um
aumento na dificuldade dos enunciados a serem demonstrados, nos indicam que o
arranjo de intervengdes oferecidas a estes participantes veio a influenciar
positivamente o desenvolvimento de suas demonstragdes, tanto por escrito como
por justaposi¢cdo. Hipotese que nao pode ser rejeitada para os participantes do
Grupo 1, indicando que o arranjo de intervencdes oferecidas ao Grupo 2 veio a
contribuir mais a elaboragdo das demonstragbes, do que o arranjo de intervengdes

oferecidas ao Grupo 1.
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Na ocasido da Coleta 2, as demonstragdes por justaposicéo (2% geracéo do
ambiente de justapor demonstragdes) tinham segmentos de texto com conteudos
fixos, parcialmente editaveis e totalmente editaveis. Isto de certo modo pode ser
entendido como uma dificuldade a mais aplicada aos participantes, pois seria
preciso ndo sé identificar onde os segmentos de texto se encaixariam, mas também
elaborar quais textos deveriam preenché-los de modo a formar a demonstracao para
aquele enunciado. Somando isto a disponibilidade dos principais argumentos pré-
elaborados disponiveis na forma de segmentos, temos que a dificuldade em
compreender os segmentos de argumentos pode ter ficado em segundo plano,
desviando seu protagonismo com a necessidade de determinar o conteudo de
segmentos auxiliares a demonstracdo. Como mencionado anteriormente, o aumento
na complexidade dos enunciados envolvendo tépicos de Geometria Euclidiana e o
desvio do foco na agéo de justapor demonstra¢des para a agao de preencher seus
segmentos, pode ter contribuido para que o grau de especificidade dos objetos
matematicos a serem construidos no Periodo 3 viessem a ser 0s principais motivos
para as demonstracbes ndo serem validas. Uma conclusdo analoga aquela que
Brown et al. (1997) discute sobre as dificuldades que os graduandos em matematica
investigados por Hart (1994) apresentam em relagao as demonstragoes.

Na Tabela 12 temos os testes de aderéncia realizados na Coleta 3 cujo p-
valor obtido foi abaixo de 5%, e no Quadro 15 os enunciados que foram
demonstrados pelos participantes nos Periodos analisados, em azul os enunciados

de escrever demonstragoes, em vermelho os enunciados de justaposigao.

Tabela 12: COLETA 3

Teste P.1 P.3 diferenca |p-valor
1 Grupo 2 (ex. justaposicdo) 84,7% 55,2% -29,5% 0,001
2 Grupo 2 (ex. todos) 84,7% 64,3% -20,4% 0,007
Teste P.1 P. 3+5 diferenga | p-valor
3 Grupo 2 (ex. justaposicao) 84,7% 67,1% -17,6% 0,013
4 Grupo 2 (ex. todos) 84,7% 71,9% -12,8% 0,039

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 15: C3 — Enunciados dos Periodos analisados

Periodo 1

Periodo 3 (todos)

Periodo 5 (todos)

1T) Duas retas distintas ou néo
intersectam-se ou intersectam-
se em um unico ponto.

2T) Para todo ponto P, existem
pelo menos duas retas distintas
passando por P.

3T) As semi-retas Sas € Sega
satisfazem a seguinte
propriedade: Sas U Sga € a reta
AB.

4T) As semi-retas Saz € Sga
satisfazem a seguinte

propriedad: Sas N Sga € O

segmento AB.

11T) A soma das medidas de
quaisquer dois angulos internos
de um tridngulo é menor do que
180°.

12J) Em todo tridngulo existem
pelo menos dois angulos
internos agudos.

13T) Por qualquer ponto de uma
reta r, passa uma perpendicular
ar.

14J) A reta perpendicular s que
cruza um ponto P daretar, é

Unica.

21T) Se reta €

perpendicular a um raio de um

uma

circulo em sua extremidade,
entdo a reta é tangente ao
circulo.

22J) Toda tangente r a um
circulo C é perpendicular ao raio
com extremidade no ponto de
tangéncia Q.

23T) Todo triangulo é inscritivel
numa circunferéncia.

24J) Dado o tridngulo ABC, a
circunferéncia S com centro O e
raio r no qual ABC esta inscrito,
€ unica.

25J) Para todo paralelogramo, o
ponto de intersec¢cdo de suas
diagonais €& o ponto médio
delas.

26J) Seja o triangulo ABC com

altura h em relagédo ao lado AB.

Entdo sua area é h.AB/2.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em nenhum dos testes de aderéncia realizados entre os participantes do

Grupo 1 e do Grupo 2, pudemos rejeitar a hipotese nula de que os acertos e erros

dependiam do Grupo ao qual pertencem. Este resultado pode ser interpretado como

um indicativo de que os participantes encontravam-se em condi¢des iniciais

semelhantes quanto as demonstragdes por escrito (Periodo 1) e ambas as

intervengdes tiveram influéncias semelhantes a forma como viriam a demonstrar os

enunciados nos Periodo 3 e Periodo 5. No teste de aderéncia 1 podemos rejeitar a

hipétese nula em relacdo aos acertos e erros entre o Grupo 2 no Periodo 1 e os

mesmos participantes nos enunciados para demonstrar por justaposi¢ao no Periodo

3. Isto &, as demonstragdes por justaposi¢cédo tiveram uma influéncia negativa nos
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acertos destes participantes em relacdo ao Periodo 1, resultado reforcado quando
incluimos no Periodo 3 as demonstracbes por escrito e interpretavel como uma
consequéncia da presenga de demonstragdes por justaposicdo a serem
demonstradas neste Periodo. Entretanto esta hipétese ndo pode ser rejeitada para
os participantes do Grupo 1, uma interpretacdo para isto seria que a intervencao
oferecida ao Grupo 1 fez com que os participantes deste Grupo tivessem condicdes
semelhantes as que tinham no Periodo 1, para demonstrar tanto por escrito como
por justaposi¢cao no Periodo 3, aspecto que nao ocorre ao Grupo 2.

Os testes de aderéncia 3 e 4, reforgam as conclusdes discutidas no paragrafo
anterior, mas agora considerando o Periodo 3 unido ao Periodo 5. Estes resultados
conjuntos nos apontam para uma relagao entre o arranjo de intervencdes oferecidas
aos participantes do Grupo 1 terem permitido os mesmos manterem-se numa faixa
préxima de acertos desde o Periodo 1 até o Periodo 5, diferente do que ocorreu com
os participantes do Grupo 2. Considerando que a dificuldade dos enunciados e
complexidade dos topicos envolvidos em Geometria Euclidiana segue crescente
quando mudamos do Periodo 1 para o Periodo 3 e deste para o Periodo 5, manter a
faixa de acertos pode ser interpretada como uma influéncia positiva deste arranjo de
intervencgdes oferecidas aos participantes do Grupo 1.

Podemos associar a influéncia positiva do arranjo de intervencdes oferecida
ao Grupo 1 nesta Coleta, com a forma como as demonstragdes por justaposi¢ao
permitiam o tratamento do conteudo. Pois diferente da Coleta 1 onde os
participantes tinham uma experiéncia variada e em fase de amadurecimento
envolvendo demonstragdes, aspecto este que condiz com as observagdes de Weber
(2001) e Maslahah, Abadi e Ibrahim (2019), sobre apenas uma compreensdo de
demonstragcées matematicas e um conhecimento sintatico dos fatos de um dominio
nao serem condi¢cdes suficientes para a elaboragdo dos argumentos necessarios
para as demonstracdes. Na Coleta 2 tivemos o aspecto do ambiente de justaposi¢cao
(2% geragao) trazer uma dificuldade extra a agao de justapor as componentes
(elaborar os textos de seus interiores). Na Coleta 3 a estrutura fornecida pelas
demonstragdes por justaposicdo amparavam a construgdo/checagem das

demonstragdes (por processos de eliminagdo e analise sintaxica) e exigiam que
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seus segmentos de texto isolados e combinados fossem lidos varias vezes a medida
que a demonstragao era formada.

Tanto os resultados da Coleta 2 quanto da Coleta 3 podem ser associados ao
que Azrou e Khelladi (2019) discutem a respeito da dificuldade de estudantes de
graduagdo em matematica em elaborarem argumentos para “demonstragdes reais”,
uma vez que as demonstragdes vistas inicialmente na disciplina de Geometria
Euclidiana e desenvolvidas no Periodo 1 deste estudo, se enquadrariam como
‘exercicios de demonstragcdes”’. Estas diferencas apontam que sem um
desenvolvimento na forma como os estudantes demonstram apés o Periodo 1,
consequentemente suas taxas de acertos viriam a cair nos Periodo 3 e Periodo 5.
Mas ao focarmos nas trés dimensdes que Simon e Blume (1996) apontam como
necessarias de se desenvolver para a aprendizagem de demonstragdes, podemos
dizer que a abordagem de basear-se em exemplos para escrever demonstragdes
proporciona um maior dominio de técnicas de demonstracao e capacidade de operar
propriedades matematicas (dimensdo 3), enquanto as demonstracbes por
justaposigao (nas condigdes utilizadas na Coleta 3), trazem maiores incentivos no
grau de identificagdo de regularidades e raciocinio dedutivo (dimensdo 1) e na

conexao entre o conhecimento existente com o resultado (dimenséo 2).
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5. CONSIDERAGOES

Encerramos esta tese discutindo como atendemos aos objetivos especificos,
ao objetivo geral e a questdo de pesquisa, apresentados no final do capitulo de
Introdugdo. Para isso, vamos relacionar os resultados encontrados com aqueles
observados em outros estudos apresentados nos capitulos anteriores.

Para atender ao objetivo especifico de associar a influencia das
demonstragdes por justaposicdo com os erros/dificuldades identificados nas
demonstragdes escritas, avaliamos as respostas dos participantes das Coletas 1 e
da Coleta 4, entdo organizamos-as em tipos distintos e classificamo-as nas sete
categorias de erros/dificuldades apresentadas por Doruk e Kaplan (2015). Isto nos
permitiu identificar entres os erros/dificuldades particulares ao Grupo 1 e do Grupo 2,
0s que mais se ascentuavam nestes Grupos e como variavam entre os Periodo 3 e
Periodo 5. Concluimos que nestas Coletas a intervencdo inicial envolvendo
demonstrar por justaposi¢do (Grupo 1 — Periodo 2) trouxe um maior dominio nos
conceitos e definicdes, mas pouco contribuiu nos processos de escolha de método e
elaboracdo da estrutura de demonstracdo adequada. Por outro lado, a intervengao
inicial de exemplos e exercicios de demonstrar por escrito (Grupo 2 — Periodo 2),
trouxe um maior dominio na escolha de métodos e elaboragdo da estrutura de
demonstragcdo necessaria, mas pouco contribuiu para o dominio nos conceitos e
definicbes. Analisando ambos os arranjos de intervencbes, vemos que ha uma
reducao geral no total de erros/dificuldades identificados nas respostas dos
participantes. Desse modo, esta etapa da investigagcdo nos leva a concluir que para
as Coletas 1 e 4 no quesito de presencga de erros/dificuldades nas respostas dos
participantes, as intervencgdes investigadas desenvolvem separadamente aspectos
diferentes dos erros/dificuldades apontados e se complementam independente da
ordem em que sdo combinadas.

Para atender o objetivo especifico de relacionar a influencia das
demonstragdes por justaposicdo com o desenvolvimento de demonstragdes validas,
organizamos as demonstragdes recebidas pelos participantes das Coletas 1, 2 e 3
em certas ou erradas. Entdo considerando as demonstracbes por escrito e por
justaposicédo nos Periodos 1, 3 e 5, aplicamos o teste Chi? para verificar quando era

possivel rejeitar a hipdtese nula, de que os acertos e erros naquele conjunto
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amostrado sdo independentes da categoria com que foram alocados. Isto nos
mostrou que na Coleta 1 apesar do Grupo 2 ter um melhor preparo na elaboragao de
demonstragdes por escrito validas anterior as intervengdes, quando incluidas as
demonstrag¢des por justaposicéo tal diferenga se anulou, fazendo os acertos e erros
independentes do Grupo considerado. Estas mesmas analises para a Coleta 2
mostraram que a intervengao inicial envolvendo demonstrar por justaposigao
contribuiu pouco no preparo dos participantes com os topicos seguintes de
Geometria Euclidiana, aspecto se justifica ao considerarmos que a interface de
demonstrar por justaposigdo (22 geragao) nesta Coleta era mais complexa de se
utilizar, trazendo segmentos a serem preenchidos com texto pelos participantes,
desviando-se do exercicio de analisar o significado dos segmentos e elaborar suas
composicoes até formar a demonstracado. Esta hipétese de que a interface de uso
mais complexo atrapalhou o preparo dos estudantes é reforgcada quando na Coleta 3
a interface de demonstrar por justaposi¢ao (3* geragao) estava alterada para uma
estrutura mais simples, com encaixes voltados a se parecerem com pecas de
quebra-cabecas e com excecdo do segmento a ser preenchido com o0 uso de uma
propriedade listada, todos os demais segmentos que poderiam ser preenchidos com
algum texto foram eliminados. Nesse contexto, vemos que a taxa de acertos dos
participantes do Grupo 1 se manteve independente do Periodo observado, e dado
que as demonstracdes dos enunciados ficam gradativamente mais dificeis a medida
que os topicos de Geometria Euclidiana avancam, a taxa de acertos deste Grupo
nao se relacionar ao Periodo observado revela uma influéncia positiva das
intervencdes oferecidas. Isto significa que o arranjo de primeiro apresentar
intervengbes com demonstragdes justapostas (Periodo 2 — Grupo 1) e depois com
exemplos e demonstragées por escrito (Periodo 4 — Grupo 1) auxiliou estes
estudantes a manterem sua taxa de acertos em um nivel proximo ao inicial, quando
a dificuldade em demonstrar os enunciados era menor.

Para atender o objetivo geral de compreender a influencia que demonstrar por
justaposicéo exerce nas demonstragdes produzidas, somamos os resultados obtidos
nos objetivos especificos a alguns dos referenciais tedricos utilizados para embasar
0 aspecto multimidia presente na acéo de justapor demonstra¢gdes. Temos da prépria

estrutura das demonstragdes por justaposicdo a identificacdo de ao menos duas
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midias combinadas, a textual e a tangivel. Na teoria da aprendizagem multimidia
(MAYER, 1997), justapor demonstragcbes pode proporcionar processos de
construcdo da informagcdo que seleciona e conecta ativamente diferentes
conhecimentos disponiveis, combinando sistemas cognitivos distintos para
processar a informacgao, tal como identificamos nos resultados da Coleta 3. Justapor
demonstragcdes envolve a leitura dos segmentos da demonstragdo de suas
combinagdes e o planejamento dos arranjos possiveis, exigindo do estudante uma
analise dos segmentos e uma investigagao sobre como podem ser combinados para
encontrarem uma demonstragao valida aquele enunciado, dado o conhecimento de
que ao menos uma demonstracdo pode ser formada como uma combinagao das
componentes disponiveis. Este € um processo tangivel segundo a definicdo de
Ullmer e Ishi (2000) e ocasionado pela interagdo com as componentes mediadas por
sistemas de artefatos fisicos como touchscreen, o mouse ou touchpad, servindo de
ambiente para a elaboragdo do argumento necessario demonstrar dado enunciado,
como mostramos em um trabalho anterior (SILVA, 20220). Das considerag¢des do
objetivo especifico 1 (associar a influencia das demonstragdes por justaposigdo com
os erros/dificuldades identificados nas demonstragdes escritas) as intervengdes de
justapor demonstragbes e de demonstrar por escrito acompanhado de exemplos,
sdo complementares no desenvolvimento dos aspectos necessarios para escrever
uma demonstragdo, resultado que associa inclusive ao que Mcluhan (1996) coloca,
sobre uma mesma informagédo ao ser transmitida em diferentes midias (no nosso
caso, textual e tangivel) sera recebida de formas diferentes pelo mesmo destinatario.

Por fim respondemos a pergunta de pesquisa desta tese, como demonstrar
por justaposig¢ao influencia as demonstracbes desenvolvidas por graduandos em
matematica? Com base nas conclusbes encontradas através dos objetivos
especificos e geral, na discussdo que foi construida, nos resultados expostos,
interpretados e relacionados com nossos referenciais tedricos, temos que a agao de
demonstrar por justaposicdo envolve uma forma concreta e manipulavel de interagir
com o conceito abstrato da demonstragdo matematica. Quando utilizado por
estudantes com um conhecimento pouco estruturado de demonstragoes
matematicas, seu uso contribui com maior impacto na aquisi¢do da linguagem,

notagdes, propriedades e definigbes, mas nao parece trazer o embasamento
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necessario para elaborar estruturas que demonstrem um enunciado € nem
determinar o método de demonstragdo. Embora neste cenario, a abordagem de
demonstrar por justaposi¢cdo tenha se mostrado complementar a abordagem de
praticar demonstragdes por escrito baseadas em exemplos.

Contudo, a dificuldade em demonstrar por justaposicdo se mostra inerente as
demonstragdes por escrito, parecendo envolver um conjunto de acgbes e
procedimentos que ndo sao diretamente associados ao sucesso em demonstrar por
escrito. Esta situacdo se destaca quando observamos que ao abrirmos demais as
possibilidades de demonstrar por justaposigao, incluindo varios segmentos editaveis
por demonstragao, a associagao presente entre demonstrar por justaposi¢cao e sua
contribuicdo com as demonstragbes por escrito, parecem contribuir pouco. Ja
quando o ambiente para justapor demonstracdes dispde de uma interagao favoravel
ao estudante com um conhecimento mais estruturado de demonstracdes, seu uso se
mostra positivo, auxiliando-os a construirem demonstragdes para enunciados de
topicos mais avangados, o que corrobora com Maher e Speiser (1997) sobre o
potencial de representacbes matematicas em formas concretas e manipulaveis

auxiliarem na elaboragéo de ideias mais gerais sobre conceitos abstratos.

5.1. Reflexoes e ideias

Considerando que o formato remoto, o desenvolvimento da interface de
justapor demonstracbes e a disponibilidade de disciplinas em que atuamos nas
Coletas de dados foram aspectos inerentes do proprio desenrolar da pesquisa, apos
as reflexdes e experiéncias adquiridas se pudessemos ter feito algo diferente neste
processo, seria acrescentarmos nos Periodos 1, 3 e 5 (onde os enunciados a serem
demonstrados por escrito e por justaposicdo aos dois Grupos eram 0sS mesmos),
questdes envolvendo a compreensao de demonstragdes. Estas questdes atuariam
como um peso comum para a influéncia das intervengdes a ambos os Grupos, uma
vez que nao haveria uma associagao direta entre alguma das intervengdes e a
compreensao de demonstragdes, que pudesse indicar uma influéncia devido a

semelhanga da intervengdo com a agao subsequente.
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Refletindo sobre esta pesquisa como um todo e utilizando-a como base nas
atuais condicbes do pesquisador, caso viessemos a repeti-la, procurariamos
trabalhar com esta abordagem dentro de uma disciplina ndo reservada para os
ingressantes, ja que identificamos experiéncias variadas dos ingressante em relagao
as demonstracbes. Desse modo, trabalhar em uma disciplina reservada a
estudantes na metade do curso traria um perfil de participantes com as bases de
demonstragdes mais fundamentadas, reservando a dificuldade aos préprios topicos
da disciplina. Consideramos acrescentar questdes de compreensdao de
demonstragdes, manter um incentivo a participacdo na condicdo de nota, a interface
para justaposicdo num formato simples e intuitivo de usar, repetir as Coletas na
mesma disciplina oferecida em diferentes semestres com as mesmas questbes em
cada Periodo de modo que pudessemos unir as respostas das Coletas para avaliar
os erros/dificuldades dos estudantes e comparar os diferentes desempenhos dos
Grupos em relagao as Coletas realizadas.

Para encerrarmos este texto consideramos relevante destacar que esta tese
traz em si um aspecto de inovagao a ser reconhecido, como tratado no capitulo de
Fundamentacdo Teorica, os termos encontrados na literatura académica que melhor
se aproximavam da ag¢ao investigada, ndo se enquadraram para o contexto
estudado, e ainda que pesquisas nesta area existam, nossa investigagao cobriu um
periodo bastante singular na histéria do Ensino Superior no Brasil, marcado pela
pandemia de COVID-19. A natureza deste evento € tamanha que Borba, Souto e
Canelo Junior (2022) afirmam ter iniciado a “Quinta fase das tecnologias digitais
para o Ensino de Matematica”. A respeito de pesquisas futuras, seguimos na
investigacdo de interfaces para demonstrar por justaposicdo apds as Coletas de
dados que culminaram nesta tese e que apresentamos a seguir.

4% geragao (1° semestre de 2021): Enquanto ainda ocorriam as Coletas 3 e
4, submetemos uma proposta para o edital do programa de aceleragédo de startups
OCEAN N2, vinculada a SAMSUNG, UNICAMP, USP e Universidade Federal do
Amazonas. Nesta proposta o ambiente de demonstragdo por justaposigdo, agora
batizado de Arrasta o X, poderia ser um produto educacional para auxiliar
estudantes de graduacao na aprendizagem de demonstragdes. O projeto foi aceito

no edital de inovagdo e no decorrer dos treinamentos, a ideia se desenvolveu em
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direcao a transforma-la em um produto educacional escalonavel. Visava transformar
o recurso em um software que pudesse amparar com maior assisténcia os usuarios
no estudo das demonstragdes. Estas questdes levaram ao desenvolvimento de uma
interface marcada pela presenca de um banco de dados interno ao software, que
comparava a nova demonstragado recebida com aquelas ja conhecidas e avaliadas,
permitindo um feedback imediato e direcionado a varias demonstragdes recém-

elaboradas, como mostramos no esquema apresentado na Figura 64.

Figura 64 — Esquema da Geragao 4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Entre os aspectos que a 4® geracao procurou atender, estava a simplicidade e
agilidade, retomando ao fundo branco da 12 e 22 geragdo, e um esquema de 3 cores
divergentes com melhor distingdo entre daltdnicos e menor distor¢gdo a depender dos
displays. Sua programacédo ocorreu em Scratch, e procuramos dar as pegas um
preenchimento total da tela, indicando com pequenos serrilhados laterais que elas
deveriam se encaixar apenas lateralmente. Apds montar a demonstragcéo, o usuario

podia checar automaticamente se existia uma demonstragéo igual a dele ja avaliada
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no banco de dados do software e em caso positivo, receberia imediatamente o
feedback daquela demonstragédo na forma de dialogo de um personagem estatico.

Silva e Oliveira (2021) apresentam a experiéncia de ministrar um minicurso de
introducdo as demonstracbes matematicas que utilizou o software Arrasta o X em
sua 4? geracgao. Este relato apresenta como a interagdo com os participantes do
minicurso realizado se deu em formato online, como o publico reagiu ao software e
com 0s recursos auxiliares a ele, desenvolvidos durante o edital de inovagcao, com a
intencdo de amparar a experiéncia e a aprendizagem daquele conteudo.

Dentre os problemas observados na 42 geragéo, estava o espago em tela,
pois embora tenha suportado um conjunto de 24 demonstracdes simples de Algebra
Matricial, quando tentamos inserir dentro destes 29 espagos para justapor,
demonstragcdes sobre propriedades de funcdes, a tela inteira comecgava a ficar
preenchida, dando pouca mobilidade para arranjos e deixando inclusive a propria
estrutura do texto bastante estranha de ser lida. Além disso, 0 mecanismo de
verificacdo automatica da demonstragdo com base em demonstragdes conhecidas,
para ser efetiva a maioria das demonstracdes construidas, exigiria de antemao uma
quantidade muito grande de demonstragbes registradas, o que depende do
conteudo presente em cada peca, aspecto que variava de acordo com o layout da
geracao. Isto nos fez reconsiderar a formagdo de uma base de demonstragcdes
conhecidas até que o layout estivesse mais definido, visto que essa base nao
poderia ser exportada facilmente para outras geragdes.

52 Geragao (2° semestre de 2021): As principais mudangas nesta geragao foi
aumentar para 63 os espagos em que as pecgas poderiam ser alocadas na tela como
mostramos na Figura 65. Aderimos a um esquema de 4 cores divergentes com
facilidade para distingdo por daltdnicos e menor variagdo a depender dos displays
utilizados e alteramos nesta geracdo a forma das pegas, que passaram a ser
retangulos sem serrilhados. Pois embora retédngulos com textos n&o sejam
diretamente associados a mover objetos pela tela e encaixa-los como eram nas
duas geragdes anteriores, enfrentavamos dificuldades referentes aos encaixes das
partes e a alocacdo do conteudo nas pecgas, pois serrilhados ou encaixes
comprometiam uma parte do espacgo ja bem restrito que podiamos usar para colocar

um conteudo na pega, e a depender do tamanho n&o-visivel dos conteudos da peca,
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as vezes acontecia do computador processar a imagem ocupando posi¢oes relativas
um pouco diferentes das descritas. Isto causava certos desencaixes nas partes que
deveriam se conectar com precisao.

Inserimos nesta geracao a funcado de nao sobrepor pecgas, quando uma peca
se sobrepde a outra, imediatamente desliza para o envelope no canto inferior direito
da tela e 0 mesmo ocorre quando a pecga é duplicada, a nova peca desliza até o
canto inferior direito da tela, ficando disponivel para uso. Ao finalizar a demonstracao
o usuario podia confirmar seu término apertando uma tecla especifica, o que fazia o
registro da combinacdo de suas pegas num vetor do software que ficaria
armazenado para uso interno e mostraria ao usuario em uma nova janela a
demonstragdo que utiizamos como base para a justaposicdo. Com isto,
esperavamos que o usuario pudesse checar sua prépria demonstracdo com base na

original.

Figura 65 — Geragao 5

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Ainda na 5% geracgao, disponibilizamos um curso online formato MOOC com o
tema Introdugéo as demonstragbes matematicas'®, que alcangou 194 inscritos. Nele
utilizamos postagens de um blog de divulgagao cientifica da matematica' do proprio
pesquisador como fonte de conteudos tedricos sobre demonstragdes enquanto o
software Arrasta o X permitia que os inscritos praticassem a elaboragdo de
demonstragdes. Todavia uma dificuldade que emergiu deste trabalho, € que a
condicdo para que novas demonstracoes fossem registradas na base de dados do
software era que seus usuarios estivessem conectados em suas contas e tivessem
um status de Scratcher (que exige alguns requisitos para se obter, como ter a conta
criada ha mais de 14 dias e verificada por e-mail). Estas questdes somaram-se a
dificuldade de registrar as demonstracdes, entdo buscamos um jeito de qualquer
usuario ter sua demonstracdo registrada apds justapor. No fim desta busca,
encontramos o emulador de Scratch Packager-Turbowarp’ que atendia a estas
condigbes e possibilitava ainda, executar o software de forma mais simples e rapida.

A geracao 5 foi marcada pela intencdo de armazenarmos as demonstracoes
de um publico geral, que passou a ser possivel através do emulador de Scratch,
contudo havia uma limitagdo que nos levou a procurar formas de contorno. Diferente
do Scratch que disponibiliza uma pagina com as ultimas 120 atribui¢ées da variavel
de armazenamento, este emulador nao tinha esta fungéo. Podiamos apenas acessar
o ultimo valor atribuido a esta variavel, embora seu espagco de armazenamento
numa unica variavel fosse muito maior do que todas as variaveis de armazenamento
visiveis na pdagina do Scratch. Esta situagdo nos fez repensar a maneira como
poderiamos armazenar as demonstragdes numa unica variavel, de modo que
pudéssemos mais tarde recupera-las.

A popularidade desta geracédo do software proporcionou um convite para usar
o recurso virtual educacional como atividade semanal de uma disciplina que viria a
ser ministrada no 1° semestre de 2022. Somado a isto, a respectiva pesquisa de
doutorado, que levou ao surgimento deste software, passou pelo seu exame de
qualificagdo e com ele emergiu uma questao “se a agdo de mover e interagir com as

pecas em si, viria realmente a contribuir para a elaboragdo da demonstracao

15 <https://www.unicamp.br/unicamp/eventos/2022/02/14/startup-arrasta-o-x-e-blog-zero-oferecem-o-
curso-introducao-demonstracoes>. Acesso em: 30 Jan. 2023.

16 <https://www.blogs.unicamp.br/zero/>. Acesso em: 30 Jan. 2023.

17 <https://packager.turbowarp.org/>. Acesso em 30. Jan. 2023.
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matematica? Ou se ela ocorria em algum ambiente externo ao software e visava
apenas ajustar a demonstragdo as pecgas disponiveis”, mencionada na Introdug¢ao
desta tese. A questao era bastante relevante para a pesquisa, pois todos os dados
que reunimos até a ocasido eram apenas extratos da demonstracao finalizada,
faltava esta informagao sobre como o processo pelo qual a demonstragao ocorria.

6° Geragao (1° semestre de 2022): Para responder as questdes levantadas
na qualificagcdo e aproveitar a oportunidade de utilizar o software em uma disciplina,
iniciamos uma série de mudancgas no software que marcaram o inicio da 6° geragao.
Estas mudangas sao apresentadas em Silva e Oliveira (2022), destacando a
substituicdo da fungdo de armazenamento interno da demonstracao finalizada, por
uma funcgao que registrava como cada pega se movimentou ao longo do processo de
justaposicao. Este registro era ao final da demonstracao, apresentada ao estudante
na forma de um QR code, que deveria ser a tarefa entregue na disciplina.
Escaneando este cddigo, era possivel recriar o passo a passo que levou até aquela
demonstracdo. Nesta geracdo também inserimos um personagem com a funcéo de
avatar para interagir com as pecas, na forma de um gato amarrado a um balao, que
agarrava e soltava as pecgas na posigao selecionada, como mostramos na Figura 66.
A intencdo no caso era reunir evidéncias sobre o processo de como os estudantes
demonstravam a partir deste ambiente, isto €, se havia ou ndo um desenvolvimento

do argumento a partir da interagdo de mover as pecas.
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Figura 66 — Geragéao 6

Fonte: Elaborado pelo autor.

O trabalho na disciplina de Geometria Analitica com a geragéo 6 do Arrasta o
X, trouxe as evidéncias que buscamos para confirmar que a interacdo com as pegas,
pode contribuir no desenvolvimento do argumento. Isto foi mencionado na
Introdugdo desta tese, mediante o trabalho de Silva (2022) que apresenta uma
sequéncia de passos realizada por um dos estudantes e faz a interpretagcdo de como
estes movimentos indicam processos de elaboragdao de uma demonstracdo que nao
seguem uma construgao linear do inicio, avangando gradativamente até o final.

7% Geragao (2° semestre de 2022): O inicio da 7% geracdo se deu ao
repensarmos O uso esperado para o Arrasta o X, pois até entdo estavamos
centrados na ideia do software armazenar os dados que seriam uteis para os
pesquisadores, mas pouco nos preocupavamos se o software seria realmente util a
quem esta querendo estudar de forma independente, talvez porque sempre o
imaginavamos como material complementar a outras formas de estudo. Outra

caracteristica que pensamos neste replanejamento foi o aumento do espacgo, que



116

até antes era de 63 pecgas, para 94 pecas. Também deixamos icones interativos para
acessar o enunciado, as propriedades conhecidas, a demonstragao original e ouvir a
demonstracdo montada. Todos os elementos com layouts utilizando somente o
esquema de 4 cores qualitativas para melhor distingdo por daltbnicos e menor
distorcdo a depender dos displays. Nesta geracdo também optamos remover o
avatar, pois desejamos um ambiente com menos distragcdes, considerando a
quantidade de icones interativos ja presentes. Além disso, inserimos uma funcao
que faz com que a peca seja duplicada ao ser levada no icone da esquerda no canto
inferior direito da tela. Quando uma pec¢a é solta nesta posicao, ela retorna a sua
posigao original, remanescendo no local a pega duplicada. Nesta geragao trouxemos
uma fungdo que permite ouvir a demonstracado justaposta pelo usuario, mas a
caracteristica de ouvir a demonstracéo trouxe alguns dilemas envolvendo a escolha
de palavras para representar simbolos e o espacamento entre as palavras para
fossem melhor entendidas. Outras fungdes presentes nesta geragédo eram o0 acesso
ao enunciado da demonstragcado, as propriedades conhecidas e a demonstracao

original, cada uma com um icone clicavel na tela, como mostramos na Figura 67.
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Figura 67 — Geragao 7
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Fonte: Elaborado pelo autor.

8% Geragao (2° semestre de 2022): A principal razdo de avangarmos para a
geracdo 8, foi a busca por uma infraestrutura que pudesse ser utilizada por
professores de matematica com grandes quantidades de estudantes em disciplinas
regulares. Esta necessidade emergente decorreu de um real planejamento didatico
do pesquisador para inserir este recurso em suas disciplinas oferecidas a graduagao
e ao Ensino Médio Técnico. Neste viés, embora o ambiente da geragao 7 fosse
bastante equipado de recursos, a experiéncia com as 7 geragdes mostraram que
todas eram deficitarias no quesito de gerir o envio e recebimento das
demonstragcdes. Em geragdes anteriores, como foi mencionado, utilizamos
procedimentos de checagens manuais, quando nao, ainda precisavamos rotular uma
a uma as demonstragdes recebidas para fazer uma avaliagdo mais automatizada.

A adesdo ao ambiente da plataforma LiveWorkSheets (mencionado na
Fundamentacdo Tedrica como uma das interfaces usadas por professores de
matematica) forneceu uma infraestrutura melhor do que a do Scratch em termos de

enviar automaticamente as respostas para um sistema gerenciado pelo docente. Em
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contrapartida o ambiente é voltado para preenchimentos simplificados, no caso,
recortes da tela e colagens em outras partes designadas. Apesar disto limitar
bastante os aspectos estéticos e a liberdade de formar demonstracées analogas
com as mesmas pecgas, caracteristicas investidas de forma ardua nas geracodes
anteriores de Arrasta o X, sua simplificacdo visava a facilidade com que a submissao
pode ser realizada, organizada e o feedback automatico devolvido ao estudante.
Caracteristicas que contribuiram para uma melhor gestdo do Arrasta o X como
atividade regular em sala de aula e de facil gestao pelo docente, se comparado as
formas como este feedback e organizagdo ocorriam em geragdes anteriores, que
dificultava a sua utilizacdo e o uso das respostas como parametro para aulas. Na

Figura 68 mostramos o layout da 8% Geragdo com os segmentos encaixados.

Figura 68 — Geragao 8

Fonte: Elaborado pelo autor.

Entre as limitagdes que a conta gratuita do LiveWorkSheets tem, esta o limite
de 30 worksheets publicados, e o armazenamento das respostas recebidas por 30
dias. Outro aspecto é a dificuldade em utiliza-lo pelo celular, pois parece depender
do aparelho para permitir a movimentagdo das pegas com o touch. Algumas das
vantagens deste ambiente para a gestado deste conteudo sdo seus mecanismos de
buscas por datas, estudantes, nivel, assunto, além da verificagdo automatica e a

possibilidade de acesso as respostas enviadas.
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9? Geracao (2° semestre de 2022): Esta geragdo € marcada pela
intencionalidade de explorar formas de interagdo com os segmentos de uma
demonstragao por justaposicao e que nao dependam da coordenagao motora. Ainda
em fase de protétipo, procuramos dissociar o movimento das componentes ao uso
de mouse, touchpad, touchscreen, teclado, entre outros dispositivos que exijam a
mobilidade do wusuario. Em substituicdo, fizemos os segmentos de texto
selecionaveis a partir de movimentos da boca do usuario, captados pela camera do
préprio dispositivo e associando sua escolha a captura de um som mais alto pelo
microfone. Desse modo, passa a ser possivel para usuarios com mobilidade

reduzida, justaporem uma demonstragao apenas a partir de seu controle vocal.

Figura 69 — Geragdo 9

Fonte: Elaborado pelo autor.

Repositorio Arrasta o X: Como mencionamos, este trabalho segue em
desenvolvimento, somando-se pouco a pouco com as experiéncias do pesquisador e
reflexdes sobre os dados. Entendemos que estes resultados e investigagdes trazem
caracteristicas bastante singulares, de modo a termos o interesse de aumentar seu

alcance para mais pesquisadores. As demonstrag¢des recebidas pelos participantes



120

que consentiram, foram editadas pelo pesquisador de modo a remover delas as
informagdes de identificacdo, e junto as planilhas, versdes, demonstragdes
desenvolvidas em cada geracao e informagdes relacionadas, disponibilizadas ao
publico no site Arrasta o X', criado com o propdsito de um repositorio para esta

investigacdo e cuja pagina inicial deste repositorio (Figura 70) encerra esta tese.

Figura 70 — Pagina inicial do repositério Arrasta o X

Fonte: Elaborado pelo autor.

18 <https://sites.google.com/view/arrasta-o-x>. Acesso em: 31 Jan. 2023.
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COLETA 1 E 4 - Periodo 1

01

Sejam A e B matrizes de tamanho nxn. Entdo A.B = B.A.

02

Seja A, B e C matrizes de tamanho nxn. Entdo A.(B+C) =A.B + A.C.

03

Seja A uma matriz de tamanho 2x2 e Id a matriz identidade de tamanho 2x2. Se A? = |d, entdo A

=ld.

04

Seja A uma matriz de tamanho nxn, e Id a matriz identidade de tamanho nxn. Se A% = Id, entdo A

=|d ou A= -ld.

05

Seja A uma matriz qualquer, entao 1.A = A.

06

Seja A e B matrizes de tamanho nxn. Entdo (A—-B)"'=AT-B".

COLETA1E 4 - Periodo2e4

07

Sejam A e B matrizes nxn, entdo (A+B)" = AT + B'.

08

Seja A e B matrizes de tamanho nxn, e 0 a matriz nula de tamanho nxn. Se A= 0, entdo A.B = 0.

09

Seja A uma matriz qualquer, entdo (AT)" = A.

10

Seja A e B matrizes nxn, entdo A+ B =B + A.

1

Seja A uma matriz de tamanho nxn e 0 a matriz nula de tamanho nxn, entao A—A = 0.

12

Seja A uma matriz qualquer e a e B pertencente aos reais. Entdo a.(.A) = (a.B).A.

13

Seja A, B e C matrizes de tamanho nxn, entao (A+B).C =A.C + B.C.

14

Seja A uma matriz de tamanho nxn e Id a matriz identidade de tamanho nxn.
Entdo Alld = Id.A=A.

COLETA 1 E 4 - Periodo 3

15

Seja A e B matrizes nxn, entdo (A+B)> =A%+ 2.A.B + B2

16

Seja a pertencente aos reais e A uma matriz, entdo (a.A)" = a.A".

17

Sejam A, B e C matrizes de tamanho nxn entédo (A.B).C = A.(B.C).

18

Sejam A e B matrizes de tamanho nxn e 0 a matriz nula de tamanho nxn.
SeAB=0,entdoA=00uB=0.

19

Sejam A, B e C matrizes de tamanho nxn, entdo A+ (B + C) = (A+B) + C.

20

Seja a um real e A e B matrizes de tamanho nxn, entdo a.(A + B) = a.A + a.B.
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COLETA 1 E 4 - Periodo 5

21

Seja A uma matriz de tamanho nxn e 0 a matriz nula de tamanho nxn, entdo A + 0 = A.

22

Seja A uma matriz de tamanho nxn, Id a matriz identidade de tamanho nxn e 0 a matriz nula de

tamanho nxn. Se A>=A, entdo A=I1d ou A=0.

23

Seja A uma matriz qualquer e a e B pertencente aos reais, entdo (a + B).A= a.A + B.A.

24

Sejam A e B matrizes nxn e 0 a matriz nula nxn. Se A.B =0, entdo B.A=0.

25

Seja a um real e A e B matrizes de tamanho nxn, entdo (a.A).B = A.(a.B) = a.(A.B).

26

Seja A e B matrizes de tamanho nxn, entéo (A.B)" = B".A.

COLETA 2 - Periodo 1

01

Para uma reta sempre existem pontos que nao Ihe pertencem.

02

Para todo ponto P, existem pelo menos duas retas distintas passando por P.

03

A intersecao de n-conjuntos convexos € convexa.

04

Existe pelo menos uma unido de convexos que n&o seja convexa.

COLETA 2 - Periodo 2

05

Os angulos da base de um tridngulo isésceles sao congruentes

06

Dados dois triangulos ACE e GHJ com AC = GH, A= G e C = H, entdo ACE = GHJ.

07

Se vale o axioma da separagédo do plano, entdo dado o triangulo ABC, se r € uma reta que
intersecta o lado AB, mas A & r e B & r, entdo r intersecta (pelo menos) um dos outros dois

lados.

08

Numa geometria métrica satisfazendo o postulado da separacdo do plano os conjuntos Hs e H;

n&o sdo vazios.

09

Se a semirreta AD™ esta entre as semi retas AB~ e AC~, entdo, a semirreta AD intersecta o
segmento BC.

10

Se vale o postulado da separagéo do plano, dado o tridngulo ABC, se r € uma reta que intersecta
oladoAB,A&r,B &r, C &rerintersecta AC, entdo r ndo intersecta BC.

COLETA 2 - Periodo 3

11

Angulos opostos pelo vértice possuem medidas iguais.

12

Para A, B, C e D pontos distintos tais que C e D estdo em semiplanos opostos com relagado a reta
“AB™. Entdo LABC + LABD =1 = C-B-D.

13

Dado o triangulo AABC, AC = BC « £BAC = LABC.

14

Existem angulos retos.
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COLETA 2 - Periodo 4

15

Se X ={A, B, C} e Y = {{A, B}, {B, C}, {C, A}}, entéo o par ordenado Z = (X, Y) define uma

geometria.

16

Se X =Y =(, entdo o par ordenado Z = (X, Y) define uma geometria.

17

Toda tangente r a um circulo C é perpendicular ao raio com extremidade no centro de tangéncia
Q.

18

Se uma reta é perpendicular a um raio de um circulo em sua extremidade, entdo a reta é

tangente ao circulo.

19

Se uma reta corta uma de duas paralelas, entdo corta também a outra.

20

Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, entdo os angulos internos alternados

sao congruentes.

COLETA 2 - Periodo 5

21

Se vale o Axioma das Paralelas e trés retas r, s e t, duas a duas néo coincidentes, se r é paralela

as, eséparalelaat, entdor é paralela a t.

22

Se vale o Axioma das Paralelas, em qualquer tridngulo, a soma das medidas dos angulos

internos é 180°.

23

Retas paralelas sdo equidistantes, ou seja, se r e s séo retas paralelas, entdo qualquer ponto de

r dista igualmente de s.

24

Em qualquer triangulo, a medida de um angulo externo € igual a soma das medidas dos angulos

internos ndo adjacentes a ele.

COLETA 3 - Periodo 1

01

Duas retas distintas ou nao intersectam-se ou intersectam-se em um uUnico ponto.

02

Para todo ponto P, existem pelo menos duas retas distintas passando por P.

03

As semi-retas Sas € Sga satisfazem a seguinte propriedade: Sas U Sga € a reta AB.

04

As semi-retas Sas € Sga satisfazem a seguinte propriedad: Sas N Sga € 0 segmento AB.

COLETA 3 - Periodo 2

05

Sejam A, B e C pontos distintos de uma reta cujas coordenadas séo, respectivamente, a, b e c.

Se A*C*B entdo o nimero c esta entre a e b.

06

Sejam A, B e C pontos distintos de uma reta cujas coordenadas sao, respectivamente, a, b e c.

Se o nimero c esta entre a e b entdo A*C*B.

07

Em qualquer segmento AB existe um ponto C tal que AC = CB.

08

Em qualquer segmento AB onde existe um ponto C tal que AC = CB, o ponto C sera unico.

09

Em qualquer tridngulo isdsceles, os dngulos da base sdo congruentes.

10

Se um tridngulo tem dois angulos congruentes, entéo ele é isdsceles.
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COLETA 3 - Periodo 3

11

A soma das medidas de quaisquer dois angulos internos de um tridangulo € menor do que 180°.

12

Em todo tridngulo existem pelo menos dois angulos internos agudos.

13

Por qualquer ponto de uma reta r, passa uma perpendicular a r.

14

A reta perpendicular s que cruza um ponto P da retar, € Unica.

COLETA 3 - Periodo 4

15

Se dois lados de um tridngulo ndo sdo congruentes entdo seus angulos opostos ndo sao

congruentes.

16

Se dois angulos de um tridngulo ndo sdo congruentes entdo os lados que se opdem a estes

angulos tém medidas distintas.

17

Considere trés retas, r, s e t, duas a duas nao coincidentes. Se r € paralela a s e s é paralela a t,

entdo r € paralela a t.

18

Se uma reta intercepta uma de duas retas paralelas, entao ela intercepta também a outra.

19

Sejam a, b e c retas paralelas e m e n duas transversais. Suponha que m e n interceptam a, b e

c nos pontos A, B e C e nos pontos A, B’ e C’, respectivamente. Se A*B*C, entdo A*B*C’.

20

Sejam a, b e c retas paralelas e m e n duas transversais. Suponha que m e n interceptam a, b e

c nos pontos A, B e C e nos pontos A, B’ e C’, respectivamente. Se AB = BC entdo AB’ = B’C’.

COLETA 3 - Periodo 5

21

Se uma reta é perpendicular a um raio de um circulo em sua extremidade, entdo a reta é

tangente ao circulo.

22

Toda tangente r a um circulo C é perpendicular ao raio com extremidade no ponto de tangéncia
Q.

23

Todo tridngulo é inscritivel numa circunferéncia.

24

Dado o triangulo ABC, a circunferéncia S com centro O e raio r no qual ABC estd inscrito, é

Unica.

25

Para todo paralelogramo, o ponto de intersec¢ao de suas diagonais € o ponto médio delas.

26

Seja o tridngulo ABC com altura h em relagdo ao lado AB. Entao sua area é h.AB/2.
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