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Resumo
O presente trabalho está dividido em duas etapas. Na primeira etapa, temos como objetivo
realizar um estudo sistematizado do operador derivada pseudo-fracionário ψ-Hilfer e discutir
algumas propriedades clássicas da teoria. De modo especial, vamos investigar as regras
g-Leibniz generalizada dos tipos I e II, a transformada g-Laplace e, por fim, a g-integração
por partes. Nesse sentido, exemplos e casos particulares dos resultados discutidos durante
o trabalho, foram apresentados. Na segunda etapa, dedicamos a discutir a existência e
unicidade de solução para uma classe de equações diferenciais pseudo-fracionárias por
meio da teoria de ponto fixo e dos teorema de Arzelà-Ascoli e da Convergência Dominada.

Palavras-chave: Operador pseudo-fracionário ψ-Hilfer. Propriedades pseudo-fracionárias.
Equações pseudo-fracionárias. Existência. Unicidade.



Abstract
This work is divided into two steps. In the first step, we aim to carry out a systematic
study of the ψ-Hilfer pseudo-fractional derivative operator and discuss some classical
properties of the theory. In a special way, we will investigate the generalized g-Leibniz
rules of types I and II, the g-Laplace transform and, finally, the g-integration by parts. In
this sense, examples and particular cases of the results discussed during the work were
presented. In the second step, we discuss the existence and uniqueness of solution for a
class of pseudo-fractional differential equations by means of fixed point theory and the
theorems of Arzelà-Ascoli and Dominated Convergence.

Keywords: ψ-Hilfer pseudo-fractional operator. Pseudo-fractional properties. Pseudo-
fractional equations. Existence. Uniqueness.



Sumário

1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3 Operador derivada pseudo-fracionário ψ-Hilfer e propriedades . . . . . . . . 22

3.0.1 Regras g-Leibniz generalizada dos tipos I e II . . . . . . . . . . . . 38
3.0.2 Transformada g-Laplace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.0.3 g-Integração por partes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4 Existência e Unicidade de soluções de uma equação pseudo-fracionária ψ-Hilfer 50
5 Considerações Finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62



9

1 Introdução

O cálculo diferencial e integral, introduzido por Newton e Leibniz no final do
século XVII, entendeu-se que a noção de derivada de ordem inteira, foi significativa e
revolucionária em toda a matemática. Existem inúmeras aplicações em diversas áreas, a
saber: engenharias, física, medicina, biologia, estatística, dentre outras. Naquela ocasião,
ainda não se tinha ideia do que estaria por vir, pois ainda era recente a noção de derivada.
No entanto, muitas novas descobertas estariam por vir, motivados por essa descoberta
de grande magnitude. Então, em meados de 1695, uma possível carta entre Marquês
de l’Hôpital e Leibniz, teria iniciado as primeiras ideias sobre o cálculo fracionário [39],
questionando exatamente a noção de derivada inteira. Em outras palavras, na possível carta,
continha o seguinte questionamento "O que aconteceria se na derivada inteira de ordem
n, isto é, dn

dtn
fptq, fosse escolhido um valor não inteiro, no caso particular, 1

2"?. Leibniz
respondeu: "Isso levará a um paradoxo, do qual um dia serão desenhadas consequências
úteis" [16,25,40]. Certamente, Leibniz não sabia a importância e revelância da resposta
naquele momento, mas hoje a resposta está em todas as áreas. Leibniz estava certo. Não
demoraria séculos até que ficasse claro como ele estava certo. O cálculo fracionário é o
nome que se popularizou para o cálculo de ordem não inteira, ou ainda, cálculo de ordem
arbitrária, pois este é uma extensão do cálculo de ordem inteira, sendo a ordem inteira
trocada para uma ordem não inteira podendo, inclusive, ser complexa.

Grunwald [20] e Letnikov [26] introduziram a derivada fracionária denominada
atualmente de Grünwald-Letnikov, cuja importância é atacar problemas numéricos e,
se baseia na generalização da derivação ordinária de ordem n P N. Dois anos depois,
Sonin [43] introduziu a derivada a fracionária de Riemann-Liouville (DFRL), cuja derivada
de ordem arbitrária, equivale à derivada de ordem inteira de uma integral de ordem
arbitrária. O primeiro susto que notaram foi, que a DFRL de uma constante é diferente
de zero. Nesse mesmo tempo, começaram a indagar, qual seria a interpretação geométrica
de uma derivada fracionária. Baseando na definição de DFRL, em 1967, o italiano Michele
Caputo [13] propôs uma nova definição de derivada fracionária mais restritiva que a de
Riemann-Liouville, chamada derivada fracionária de Caputo (DFC). Na formulação de
Caputo, a derivada de ordem arbitrária é a integral de ordem arbitrária de uma derivada
de ordem inteira. Com a formulação de Caputo, a derivada fracionária de uma cons-
tante é zero. A ideia de introduzir esta nova formulação de derivadas fracionárias surgiu
das tentativas de resolver um problema de viscoelasticidade [14]. Desde então, inúmeras
definições de derivadas fracionárias foram introduzidas ao longo dos anos. Destacamos
algumas: ψ-Caputo, ψ-Riemann–Liouville, Weyl, Hilfer, Katugampola, Hadamard, Ca-
puto–Katugampola, Hilfer–Katugampola, Hilfer–Hadamard, Riemann, Erdélyi–Kober,
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Riesz, dentre outras [7, 16,31,40,59,62,63].

Por muito tempo, não houve um critério para dizer se uma derivada deveria ou
não ser chamada de fracionária, apesar da existência de inúmeras definições de derivadas
fracionárias. Algumas perguntas foram surgindo, como: "qual é a melhor derivada fracionária
para um dado problema? Não convém propor e utilizar derivada fracionária mais geral?
Então, em 1975, a fim de responder esses questionamentos, Ross [38] propõe um critério de
cinco propriedades que um operador deve satisfazer para poder ser chamado de derivada
fracionária. Em 2014, Tenreiro e Ortigueira [34] propuseram o critério que uma determinada
derivada deve satisfazer para ser considerada fracionária. A diferença entre o critério
proposto por Tenreiro e Ortigueira e o proposto por Bertran Ross é a troca da analiticidade
da função pela regra generalizada de Leibniz. Nesse sentido, a pergunta natural que surgiu:
as derivadas até então introduzidas, continuariam sendo fracionária? A pergunta de fato é
bem consiste, uma vez que a DFC não satisfaz a generalização da regra de Leibniz. Embora
não satisfaça esse ponto do critério, a DFC é uma das mais importantes, de modo especial,
quando trabalha com problemas de equações diferenciais envolvendo condições iniciais,
uma vez que as condições iniciais são de ordem inteira, e não fracionária. Por exemplo,
veja o trabalho de Sousa et al. [52] que investiga a solução explicita de um problema de
difusão tempo-fracionário via transfomada de Laplace.

A priori, a etapa se uma derivada é considerada fracionária foi estabelecida. Mas
mesmo assim, ainda continuava uma dúvida em saber qual melhor derivada fracionária para
fitar dados, uma vez como destacado acima, existem várias definições. Então, motivados
pelo critério de Ortigueira-Tenreiro e pelas inúmeras derivadas fracionárias existentes, em
2018, Sousa e de Oliveira [59] introduziram a derivada fracionária ψ-Hilfer (DF ψ-Hilfer)
de ordem não variável. Em 2019, como a DFC não satisfaz a generalização da regra de
Leibniz, no objetivo de satisfazer o critério proposto por Ortigueira-Tenreiro, Sousa e
Oliveira [62] introduziram o que chamaram regras do tipo Leibniz I e II. Essas regras
se baseiam na escolha de uma função ψp¨q e nos limites β Ñ 1 e β Ñ 0. A DF ψ-Hilfer
contém uma ampla classe de derivadas fracionárias como caso particular e contempla as
regra do tipo Leibniz I e II. Então, trabalhar com as DF ψ-Hilfer traz mais vantagens do
que trabalhar com as outras derivadas fracionárias [3, 4, 6, 48].

Vale também destacar a importância das derivadas fracionárias com ordem
variável, embora algumas propriedades básicas que são satisfeitas quando se trabalha
com as derivadas de ordem não variável, acabam não sendo satisfeitas. No entanto, tem
suas vantagens que são as aproximações numéricas através de outras derivadas e integrais
fracionárias via séries numéricas e modelagem matemática, uma vez que a ordem variável
permite escolher funções. Vejam alguns trabalhos que abordam questões teóricas e práticas
envolvendo tais tipos de DF [1,15,30,32,44,58,70].

Já sabemos que o cálculo fracionário é uma generalização do cálculo diferencial e
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integral. Por outro lado, existe uma teoria chamada pseudo-análise que é uma generalização
da análise clássica. Em vez de números reais, esta teoria é baseada na semi-condução
definida em um intervalo real com pseudo-adição e pseudo-multiplicação. Durante os últimos
anos, vários pesquisadores investigaram novas formulações de desigualdades envolvendo
integrais fracionárias neste contexto [5, 22, 67]. Desde de 2015, trabalhos como Agahi
et al. [5] e Babakhani et al. [9] vêm sendo motivação para uma nova área do cálculo
fracionário. Destacamos o trabalho de Babakhani et al. [9], que utilizaram o operador
derivada pseudo-fracionária (ODPF) de Riemann-Liouville em relação a outra função.
Nesse sentido, motivados pela definição de DF ψ-Hilfer e da teoria de pseudo-análise,
em particular, pelos operadores de integração e diferenciação pseudo-fracionários até o
momento, Sousa et al. [54] introduziram o operador derivada pseudo-fracionário ψ-Hilfer
(ODPF ψ-Hilfer). Um dos objetivos do trabalho, além de proporcionar um operador novo,
foi atacar problemas de equações diferenciais e integrais, uma vez que existem questões de
grande relevância em aberto.

Atualmente, o cálculo fracionário está bem consolidado com inúmeros pesqui-
sadores dedicando-se de forma eficiente na construção de novos resultados, que garantem
a continuidade e expansão do cálculo fracionário e suas aplicações [8, 28,29,33,37,41,42,
52,53,55,60,61,66]

Uma das questões centrais destes últimos anos tem sido o estudo e o avanço
da teoria das equações diferenciais fracionárias e aplicações [11, 12, 19, 49, 51, 56]. Por
outro lado, o número crescente de pesquisadores na área e a importância e relevância
do diferentes tipos de equações diferenciais fracionárias ganharam destaque e atenção na
comunidade científica. Uma das principais causas para discutir propriedades de soluções
de equações diferenciais fracionárias se deve ao fato que, o caso fracionário permite realizar
certas análises que o caso inteiro não permite devido a ordem do operador de diferenciação
variar n´ 1 ă α ă n e, em particular, contém o caso inteiro quando α “ 1. A priori, este é
um dos primeiros e principais propósitos. Até então, trabalhos sobre equações diferenciais
fracionárias eram discutidos apenas no contexto da Análise clássica. Ender Pap [35] é um
dos principais pesquisadores na área g-cálculo que começou a discutir problemas envolvendo
equações diferenciais parciais via pseudo-análise. Recentemente, alguns pesquisadores da
área manifestaram o interesse nas obras dele e começaram a discutir a ideia de unificar a
teoria do g-cálculo, pseudo-análise com cálculo fracionário [22,59,64]. Motivados por essas
duas áreas, em 2020, Sousa et al. [54] estenderam a DF ψ–Hilfer para pseudo–operadores.

Depois da introdução da DF ψ-Hilfer por Sousa e Oliveira [59] em 2018, uma
versão para a transformada de Laplace em relação a outra função ψ já era previsível.
Não demorou muito tempo para Jarad e Abdeljaward [23] introduzirem uma versão
para a transformada de Laplace com ψ. Em 2020, Fahad et al. [17] introduziram a
versão reversa da versão de Jahad que estava faltando. Nesse sentido, a partir dessa versão
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algumas propriedades tais como: existência, unicidade, estabilidade de soluções de equações
diferenciais fracionárias envolvendo DF ψ-Hilfer começaram a ser discutidas [19,64]. Em
2020, Sousa et al. [64] discutiram também a acessibilidade de sistemas lineares e não
lineares no sentido da ODPF ψ-Hilfer em g-cálculo por meio das funções de Mittag-Leffler
com um e dois parâmetros.

Este presente trabalho está dividido em quatro etapas: a primeira etapa é fazer
um estudo detalhado do ODPF ψ-Hilfer e discutir algumas propriedades importantes.
Nesse sentido, a segunda etapa, vamos atacar questões das regras g-Leibniz generalizada
dos tipos I e II, bem como a transformada de g-Laplace. Por fim, terceira etapa, a
integração por partes, ferramenta de grande valia em diversos ramos da matemática, em
particular, na construção de um funcional energia de problemas de equações diferenciais
com p-Laplaciano.

Um dos propósitos dessa dissertação, é deixar claro quais são os principais
objetivos a ser discutidos em cada capítulo. Para isso, acreditamos que fica melhor
destacados da seguinte maneira, a saber:

No Capítulo 2, destinamos para apresentar conceitos fundamentais que envolvem
operações de pseudo-adição, pseudo-multiplicação, σ-‘-medida e de modo geral a teoria
de pseudo-análise. Nesse sentido, passamos a apresentação das integral fracionária ψ-
Riemann-Liouville e da DF ψ-Hilfer e alguns resultados. Uma vez apresentados tais
definições, dedicamos a apresentar os conceitos de operador integral pseudo-fracionária
(OIPF) de Riemann-Liouville e das ODPF de Caputo e Riemann-Liouville e algumas
propriedades.

No Capítulo 3, serão desenvolvidas três etapas do trabalho. Iniciamos com a
introdução do ODPF ψ-Hilfer e investigamos algumas propriedades fundamentais, de suma
importância no decorrer da dissertação. Além disso, discutimos alguns casos particulares,
propriedade especial deste operador derivada. Faremos a prova dos resultados somente
para o ODPF ψ-Hilfer à esquerda; para o caso à direita, elas seguem de maneira análoga.

Por outro lado, como discutido acima, a regra de Leibniz generalizada sendo
um ponto do critério que uma determinada derivada deve satisfazer para ser considerada
fracionária, então nada mais justo que, investigar as regras g-Leibniz generalizada dos
tipos I e II para o ODPF ψ-Hilfer.

A transformada de Laplace é uma ferramenta de grande importância não
somente na matemática, mas em diversas áreas, em particular, quando o assunto é investigar
solução analítica de equações diferenciais parciais lineares (inteira ou fracionária). Então,
para finalizar essa segunda etapa, dedicamos a realizar um estudo da transformada de
g-Laplace para o ODPF de Hilfer.

Como sabemos a integração por partes, é de fato importante desde as primeiras
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ideias do cálculo diferencial e integral, e dado continuidade ao cálculo fracionário e suas
inúmeras aplicações. Por outro lado, existem áreas que a ferramenta integração por partes,
tem um papel fundamental, como o caso para obter um funcional energia de um equação
diferencial fracionária com p-Laplaciano [46, 47, 57, 65], dentre outras utilidades. Então,
vale aqui destacar essa ferramenta importante e discutir uma versão da g-integração por
partes para o ODPF ψ-Hilfer.

No Capítulo 4, consideramos uma classe de equações pseudo-fracionárias ψ-
Hilfer dada por

#

Hα,β;ψ
‘,d,t0`x ptq “ Ax ptq ‘ f pt, xptqq , t P J

I1´γ;ψ
‘,d,t0`x pt0q “ x0

(1.1)

onde Hα,β;ψ
‘,d,t0`p¨q é o ODPF ψ-Hilfer de ordem 0 ă α ď 1 e tipo 0 ď β ď 1, I1´γ;ψ

‘,d,t0`p¨q é o
OIPF de ordem 1 ´ γ pγ “ α´ βp1 ´ αqq, A é uma matriz nˆ n e f : rt0,8q ˆ Rn

Ñ Rn

é uma função contínua.

Os principais resultados deste capítulo, é apresentar um estudo sobre a existência
e unicidade de soluções. Em outras palavras, estamos interessados nos seguintes resultados
como segue:

Teorema 1. Seja f : rt0,8q ˆ Rn
Ñ Rn uma função contínua satisfazendo a condição de

Lipschitz

||fpt, x1ptqq a fpt, x2ptqq||g ďg L d ||x1ptq a x2ptq||g, t P J :“ rt0, t1s, L ą 0.

Então, o valor inicial Eq.(1.1) tem uma solução única sempre que

M d L d g´1
ˆ

pψptq ´ ψpt0qqα

α

˙

ă 1.

Teorema 2. Seja f : rt0,8qˆRn
Ñ Rn uma função contínua tal que exista uma constante

positiva L, tal que
||fpt, xptqq||g ďg L d ||xptq||g, t P J.

Então, o valor inicial Eq.(1.1) tem solução em J .

No Capítulo 5, finalizamos a dissertação destacando quais foram os objetivos
discutidos, bem como, uma continuação natural desse trabalho e trabalhos futuros para o
doutorado.



14

2 Preliminares

Neste Capítulo 2, apresentamos e discutimos alguns resultados importantes
que são essenciais para a compreensão dos principais resultados deste trabalho. Vamos
apresentar a DF ψ-Hilfer no sentido de operadores pseudo-fracionários, envolvendo os
símbolos p‘,dq. Para isso, apresentamos primeiramente alguns conceitos decorrentes da
pseudo-análise [9, 22,35,36,67].

Seja I “ ra, bs Ă r´8,8s. A ordem completa de I será indicada por ĺ. Seja
I` “ tx|, x P I, 0 ĺ xu.

Definição 2.1. Uma operação binária ‘ em I é uma pseudo-adição se for comutativa, não
decrescente em relação a ĺ, contínua, associativa e com elemento zero (neutro) denotado
por 0.

Definição 2.2. Uma operação binária d em I é uma pseudo-multiplicação se for comuta-
tiva, positivamente não decrescente, ou seja, x ĺ y implica xd z ĺ y d z para todo z P I`,
associativa com um elemento unitário 1 P I, ou seja, para cada x P ra, bs, 1 d x “ x. Além
disso, 0 d x “ 0 e, que d é distributivo sobre ‘, isto é, x d py ‘ zq “ px d yq ‘ px d zq.

A estrutura pI,‘,dq é um semi-anel.

Definição 2.3. Uma classe importante de pseudo-operações ‘ e d, pode ser construída
com a ajuda de uma função monótona e contínua g : I ÞÑ r0,8s. Dado uma função g, as
pseudo-operações ‘ e d são definidas por

x ‘ y “ g´1
pgpxq ` gpyqq e x d y “ g´1

pgpxqgpyqq. (2.1)

Definição 2.4. Seja X um conjunto não vazio e A uma σ-álgebra de subconjuntos do
conjunto X. Uma função conjunto µ : A ÞÑ I é chamada de σ-‘-medida, se as seguintes
condições forem satisfeitas:

1. µ pHq “ 0;

2. µ
˜

8
ď

i“1
Ai

¸

“

8
à

i“1
µpAiq para qualquer sequência tAuiPN de conjuntos disjuntos de A.

Definição 2.5. Sejam as pseudo-operações ‘ e d definidas através de uma função monó-
tona e contínua g : I ÞÑ r0,8s.

1. A g-integral de uma função mensurável f : rc, ds Ñ I é dada por
ż ‘

rc,ds

f d dx “ g´1
ˆ
ż d

c

gpfpxqq dx

˙

.
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2. A transformada g-Laplace de f é definida por

L ‘
rfpxqs “ g´1

pL rgpfpxqqsq ¨

Definição 2.6. Seja g o gerador aditivo da pseudo-adição estrito ‘ em I tal que g é
continuamente diferenciável em pa, bq. A pseudo-multiplicação correspondente d, sempre
será definida como u d v “ g´1

pgpuq ¨ gpvqq. Se uma função f é diferenciável em pc, dq e
tem a mesma monotonicidade que a função g, então a g-derivada de f no ponto x P pc, dq

é definida por
d‘

dx
fpxq “ g´1

ˆ

d

dx
gpfpxqq

˙

.

Além disso, se existe a e-nésima g-derivada de f , então

dpnq‘

dx
fpxq “ g´1

ˆ

dn

dxn
gpfpxqq

˙

.

Definição 2.7. Seja g um operador de uma pseudo-adição ‘ no intervalo r´8,`8s. As
operações binárias a e m em r´8,`8s são definidas pelas expressões

x a y “ g´1
pgpxq ´ gpyqq e x m y “ g´1

ˆ

gpxq

gpyq

˙

.

Se as expressões gpxq ´ gpyq e gpxq

gpyq
estiverem bem definidas, dizemos que elas

são pseudo-subtração e pseudo-divisão consistentes com a pseudo-adição ‘.

Definição 2.8. Seja g : r´8,`8s ÞÑ r´8,`8s uma função contínua estritamente
crescente e ímpar, tal que gp0q “ 0, gp1q “ 1 e gp`8q “ `8. O sistema de operações
pseudo-aritméticas t‘,m,d,au gerado por essas funções é dito ser um sistema consistente.

Seja I “ ra, bs p0 ă a ă b ă 8q um intervalo finito no semi-eixo R` e sejam
CpI,Rq, ACn

pI,Rq, Cn
pI,Rq os espaços de funções contínuas n-vezes absolutamente

contínuas e, n-vezes continualmente diferenciáveis em I, respectivamente.

Considere, o espaço normado das funções contínuas f no intervalo I é definido
por [55]

}f}CpI,Rq
“ max

tPI
|f ptq| .

Além disso, temos o espaço de funções n-vezes absolutamente contínuas dado
por

ACn
pI,Rq “

␣

f : I Ñ R; f pn´1q
P AC pI,Rq

(

.

O espaço ponderado Cγ,ψI é definido por [55]

Cγ;ψpI,Rq “ tf : pa, bs Ñ R; pψ ptq ´ ψ paqq
γ f ptq P CpI,Rqu , 0 ď γ ă 1,
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com sua respectiva norma

}f}Cγ;ψpI,Rq
“ }pψ ptq ´ ψ paqq

γ f ptq}CpI,Rq
“ max

tPI
|pψ ptq ´ ψ paqq

γ f ptq| .

Nesse sentido, somos motivados a apresentar o espaço ponderado Cn
γ;ψpI,Rq

dado por [55]

Cn
γ;ψpI,Rq “

␣

f : pa, bs Ñ R; f ptq P Cn´1
pI,Rq; f pnq

ptq P Cγ;ψpI,Rq
(

, 0 ď γ ă 1,

com sua respectiva norma

}f}Cn
γ;ψpI,Rq

“

n´1
ÿ

k“0

›

›f pkq
›

›

CpI,Rq
`
›

›f pnq
›

›

Cγ;ψpI,Rq
.

Para n “ 0, temos C0
γ,ψpI,Rq “ Cγ,ψpI,Rq.

Vamos agora apresentar algumas definições sobre integrais fracionárias e DF,
bem como algumas propriedades.

Sejam pa, bq p´8 ď a ă b ď 8q um intervalo finito ou infinito da reta real R e
α ą 0. Além disso, seja ψpxq uma função monótona crescente e positiva em pa, bq tendo
uma derivada contínua ψ1

pxq em pa, bq. A integral fracionária à esquerda de ordem α de
uma função f em relação à outra função ψ em I é definida por [33]

Iα,ψa` fpxq “
1

Γpαq

ż x

a

ψ1
ptqpψpxq ´ ψptqq

α´1fptq dt. (2.2)

Suponha que n ´ 1 ă α ă n com n P N, I “ ra, bs é um intervalo tal que
´8 ď a ă b ď 8 e f, ψ P Cn

pI,Rq são duas funções tais que ψpxq é crescente e ψ1
pxq ‰ 0,

para todo x P I. A DF ψ-Hilfer à esquerda de f de ordem α e tipo 0 ď β ď 1 denotado
por HDα,β;ψ

a` p¨q, é definida por [33]

HDα,β;ψ
a` fpxq “ I

βpn´αq;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

I
p1´βqpn´αq;ψ
a` fpxq. (2.3)

O espaço ponderado Cα,β
γ,ψ pI,Rq é definido por

Cα,β
γ;ψ pI,Rq “

!

f P Cγ;ψpI,Rq; HDα,β;ψ
a` f P Cγ;ψpI,Rq

)

, γ “ α ` β p1 ´ αq ,

onde HDα,β;ψ
a` p¨q é a DF ψ-Hilfer à esquerda definida acima na Eq.(2.3).

Apresentamos agora dois casos particulares de DF ψ-Hilfer.

1. Tomando o limite β Ñ 0 na Eq.(2.3), temos a DF ψ-Riemann-Liouville, dada por

RLDα;ψ
a` fpxq “

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

I
pn´αq;ψ
a` fpxq. (2.4)
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2. Tomando o limite β Ñ 1 na Eq.(2.3), temos a DF ψ-Caputo, dado por

CDα;ψ
a` fpxq “ I

pn´αq;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

fpxq. (2.5)

Apresentamos a seguir os OIPF e OIPF em relação a outra função no sentido
das DF ψ-Riemann-Liouville e ψ-Caputo, com algumas propriedades fundamentais.

Definição 2.9. [9] Suponha que o operador g : I Ñ r0,8s da pseudo-adição ‘ e da
pseudo-multiplicação d seja uma função crescente. Além disso, seja h uma função positiva
em pa, bs, tendo uma derivada h1 contínua em pa, bq. O OIPF de Riemann-Liouville à
esquerda de ordem α ą 0 de uma função mensurável f : I Ñ I em relação a uma função h
em I é definida por

In´α;ψ
‘,d,a`fpxq :“ g´1

´

Iα;ψ
a` gpfpxqq

¯

“

ż ‘

ra,xs

„

g´1
ˆ

ψptqpψpxq ´ ψptqqα´1

Γpαq

˙

d fptq

ȷ

dt,

onde Iα,ψa` p¨q é definida na Eq.(2.2).

O OIPF ψ-Riemann-Liouville à direita é definida de maneira análoga.

Definição 2.10. (ODPF ψ-Riemann-Liouville) Suponha que operador g : I Ñ r0,8s da
pseudo-adição ‘ e da pseudo-multiplicação d, seja uma função crescente. Além disso, seja
ψ uma função crescente e positiva em pa, bs, tendo a derivada ψ1 contínua em pa, bq com
ψ1

ptq ‰ 0. O ODPF de Riemann-Liouville à esquerda de ordem n ´ 1 ă α ă n de uma
função mensurável f : I Ñ I em relação a uma função ψ em I é definida por

RLDα;ψ
‘,d,a`fpxq “ g´1

´

RLDα;ψ
a` gpfpxqq

¯

“ g´1
ˆˆ

D

ψ1pxq

˙n˙

d In´α;ψ
‘,d,a`fpxq. (2.6)

O ODPF ψ-Riemann-Liouville à direita é definida de maneira análoga.

Definição 2.11. (ODPF ψ-Caputo) Seja o operador g : I Ñ r0,8s da pseudo-adição ‘ e
da pseudo-multiplicação d uma função crescente. Além disso, seja ψ uma função crescente
e positiva em pa, bs, tendo a derivada ψ1 contínua em pa, bq com ψ1

ptq ‰ 0. O ODPF de
Caputo à esquerda de ordem n ´ 1 ă α ă n de uma função mensurável f : I Ñ I em
relação a uma função ψ sobre I é definida por

CDα;ψ
‘,d,a`fpxq “ g´1

´

CDα;ψ
a` gpfpxqq

¯

“ In´α;ψ
‘,d,a`g

´1
ˆˆ

D

ψ1pxq

˙n

fpxq

˙

. (2.7)

O ODPF ψ-Caputo à direita é definida de maneira análoga.

Apresentamos agora alguns resultados envolvendo o OIPF de Riemann-Liouville.
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Teorema 2.12. Se α ě 0, β ě 0 e f : I ÞÑ I é uma função mensurável, então as seguintes
relações são válidas:

1. Iα;ψ
‘,a,a`Iβ;ψ

‘,a,a`fpxq “ Iα`β;ψ
‘,a,a`fpxq (Lei de semigrupo);

2. Iα;ψ
‘,a,a`Iβ;ψ

‘,a,a`fpxq “ Iβ;ψ
‘,a,a`Iα;ψ

‘,a,a`fpxq (Comutatividade);

3. I0;ψ
‘,a,a`fpxq “ fpxq (Identidade);

4. I1;ψ
‘,a,a`fpxq “

ż ‘

ra,xs

ψ1
ptqfptq dt (RL).

Demonstração. Veja [9].

Teorema 2.13. Seja α ą 0 e sejam f1 e f2 duas funções mensuráveis em I. Então, para
qualquer λ P I, temos

1. Iα;ψ
‘,a,a`pf1pxq ‘ f2pxqq “ Iα;ψ

‘,a,a`f1pxq ‘ Iα;ψ
‘,a,a`f2pxq (Linearidade);

2. Iα;ψ
‘,a,a`pλ d f1pxqq “ λ d Iα;ψ

‘,a,a`f1pxq (Multiplicação por escalar).

Demonstração. Veja [9].

Para outras propriedades fundamentais do OIPF de Riemann-Liouville, veja [9].

Teorema 2.14. Sejam f, g P Cn
γ,ψpI,Rq, α ą 0 e 0 ď β ď 1. Então, temos

HDα,β;ψ
a` f pxq “

HDα,β;ψ
a` g pxq ô f pxq “ g pxq `

n
ÿ

k“1
ck pψ pxq ´ ψ paqq

γ´k .

Demonstração. Veja [33].

Teorema 2.15. Sejam f P Cn
γ,ψpI,Rq, α ą 0 e 0 ď β ď 1. Então, temos

HDα,β;ψ
a` Iα;ψ

a` f pxq “ f pxq .

Demonstração. Veja [33].

Lema 2.16. Dado δ P R. Considere a função f pxq “ pψ pxq ´ ψ paqq
δ´1, onde δ ą n.

Então, para n ´ 1 ă α ă n e 0 ď β ď 1, segue que

HDα,β;ψ
a` f pxq “

Γ pδq

Γ pδ ´ αq
pψ pxq ´ ψ paqq

δ´α´1 .

Demonstração. Veja [33].
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Lema 2.17. Sejam λ ą 0, n ´ 1 ă α ă n e 0 ď β ď 1. Considere a função f pxq “

Eα pλ pψ pxq ´ ψ paqq
α
q, onde Eα p¨q é a função de Mittag-Leffler de um parâmetro. Então,

HDα,β;ψ
a` f pxq “ λf pxq .

Demonstração. Veja [33].

Podemos agora provar três teoremas que são fundamentais para o desenvolvi-
mento deste trabalho.

Teorema 2.18. Sejam n´ 1 ă α ă n e 0 ď β ď 1, com n P N. Seja f P Cn
γ pI,Rq. Então,

temos
HDα,β;ψ

a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

fpxq “
HDα,β;ψ

a` Dnψ
a`fpxq “

CDn`α;ψ
a` fpxq (2.8)

ou

HDα,β;ψ
a`

ˆ

1
ψ1 pxq

d

dx

˙n

f pxq “
RLDn`α;ψ

a`

«

fpxq ´

n´1
ÿ

k“0

1
k!pψpxq ´ ψpaqq

kf
rks

ψ paq

ff

“
RLDn`α;ψ

a` fpxq ´

n´1
ÿ

k“0

RLDn`α;ψ
a` pψpxq ´ ψpaqqk

k! f
rks

ψ paq

“
RLDn`α;ψ

a` fpxq ´

n´1
ÿ

k“0

pψpxq ´ ψpaqqk´n´α

Γ pk ` 1 ´ n ´ αq
f

rks

ψ paq . (2.9)

Demonstração. Provamos primeiro a Eq.(2.8). Lembre-se que
HDα,β;ψ

a` fpxq “
CDµ;ψ

a`

”

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fpxq

ı

com µ “ np1 ´ βq ` βα. Agora, considere fpxq “

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

gpxq, obtemos

CDµ;ψ
a`

„

Ip1´βqpn´αq;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

gpxq

ȷ

“
CDµ;ψ

a`

„

In´γ;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

gpxq

ȷ

“
CDµ;ψ

a`
CDγ;ψ

a` gpxq

“
CDµ`γ;ψ

a` gpxq.

Para obter a Eq.(2.9), basta usar a relação entre as DF ψ-Caputo e ψ-Riemann-
Liouville.

Teorema 2.19. Sejam n ´ 1 ă α ă n, n ´ 1 ă δ ă n, 0 ď β ď 1 e n P N. Considere
f P Cn

γ pI,Rq. Então, temos

HDα,β;ψ
a`

HDδ,β;ψ
a` fpxq “

HDα`δ,β;ψ
a` fpxq ´

n
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψpaqq1´ξ´k´n

Γp2 ´ ξ ´ k ´ nq
f

rn´ks

ψ Ip1´βqpn´δq;ψ
a` fpaq

com ξ “ α ` βrpδ ´ αq ´ pn ` αqs. Introduzimos a notação

f
rn´ks

ψ :“
ˆ

1
ψ1pxq

d

dx
fpxq

˙rn´ks

.
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Demonstração. Primeiramente, considere a seguinte relação

HDα,β;ψ
a` fpxq “ Iγ´α;ψ

a` Dγ;ψ
a` fpxq

com γ “ α ` βp´αq. Assim, podemos escrever

HDα,β;ψ
a`

HDδ,β;ψ
a` fpxq “ Iγ´α;ψ

a` Dγ;ψ
a`

HDδ,β;ψ
a` fpxq

“ Iγ´α;ψ
a` Dγ;ψ

a` Iγ´δ;ψ
a` Dγ;ψ

a` fpxq

“ Iγ´α;ψ
a` Dγ;ψ

a` I´δ;ψ
a` Iγ;ψ

a` Dγ;ψ
a` fpxq

com γ “ α` βpn´αq e γ “ δ` βpn´αq. A última expressão pode ser escrita da seguinte
forma

HDα,β;ψ
a`

HDδ,β;ψ
a` f pxq

“ Iγ´α;ψ
a` Dγ;ψ

a` Iγ´δ;ψ
a`

«

fpxq ´

n
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψpaqqγ´k

γ ´ k ` 1 f
rn´ks

ψ Ip1´βqpn´δq;ψ
a` fpaq

ff

“
HDα,β;ψ

a` I´δ;ψ
a` fpxq ´

n
ÿ

k“1

HDα,β;ψ
a` I´δ;ψ

a`

pψpxq ´ ψpaqqγ´k

γ ´ k ` 1 f
rn´ks

ψ Ip1´βqpn´δq;ψ
a` fpaq

“
HDα,β;ψ

a` I´δ;ψ
a` fpxq ´

n
ÿ

k“1

CDµ;ψ
a` Ip1´βqpn´αq´δ;ψ

a`

pψpxq ´ ψpaqqγ´k

γ ´ k ` 1 f
rn´ks

ψ Ip1´βqpn´δq;ψ
a` fpaq.

(2.10)

Observe que para α “ 1 ´ γ ´ δ e δ “ γ ´ k ` 1, temos

Iα;ψ
a` pψ pxq ´ ψ paqq

δ´1
“

Γpδq

Γpα ` δq
pψ pxq ´ ψ paqq

α`δ´1

“
Γpγ ´ k ` 1q

Γp2 ´ γ ´ δ ´ k ` γq
pψpxq ´ ψpaqq

1´γ´δ´k`γ. (2.11)

Escolhendo ψ “ 1 ´ γ ´ δ ´ k ` γ ` 1 e µ “ np1 ´ βq ` αβ, podemos escrever

CDµ;ψ
a` pψpxq ´ ψpaqq

ψ´1
“

Γpψq

Γpψ ´ µq
pψpxq ´ ψpaqq

ψ´µ´1.

Então, usando a Eq.(2.10) e simplificando, obtemos:

HDα,β;ψ
a`

HDδ,β;ψ
a` fpxq “

HDα,β;ψ
a` I´δ;ψ

a` fpxq
l jh n

pIq

´

n
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψpaqq1´ξ´k´n

Γp2 ´ ξ ´ k ´ nq
f

rn´ks

ψ Ip1´βqpn´δq;ψ
a` fpaq,

onde ξ “ α ´ βpn ` αq ` βpδ ´ αq “ α ` βrpδ ´ αq ´ pn ` αqs.

O termo pIq na última equação pode ser reescrito como

HDα,β;ψ
a` I´δ;ψ

a` fpxq “
CDµ;ψ

a`

”

Ip1´βqpn´αq´δ;ψ
a` fpxq

ı

“
CDµ´βδ;ψ

a`

´

Iξ´βδ;ψ
a` fpxq

¯
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onde µ “ n ´ βpn ´ αq ` βδ e ξ “ p1 ´ βqpn ´ αq ´ δ ` βδ.

Por outro lado, temos

HDα`δ,β;ψ
a` f pxq “ Iβpn´α´δq;ψ

a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´α´δq;ψ
a` fpxq

“
CDµ;ψ

a`

”

Ip1´βqpn´αq´δ`δβ;ψ
a` f pxq

ı

onde µ “ n ´ βpn ´ αq ` βδ. Então, finalmente obtemos

HDα,β;ψ
a`

HDδ,β;ψ
a` fpxq “

HDα`δ,β;ψ
a` fpxq ´

n
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψpaqq1´ξ´k´n

Γp2 ´ ξ ´ k ´ nq
f

rn´ks

ψ Ip1´βqpn´δq;ψ
a` fpaq

com ξ “ α ` βrpδ ´ αq ´ pn ` αqs, concluindo a prova.

Teorema 2.20. Seja f P C1
pI,Rq, α ě 0, δ ě 0 e 0 ď β ď 1. Então, temos

HDα,β;ψ
a` Iδ;ψa`fpxq “ Irγ´δ;ψ

a` fpxq, (2.12)

com α ě δ ě 0 e rγ “ α ` 2βp1 ´ αq.

Demonstração. De fato, lembre-se que

RLDα;ψ
a` Iδ;ψa`fpxq “ Iα´δ;ψ

a` fpxq,

onde α ě δ ě 0. Usando a relação

HDα,β;ψ
a` fpxq “ Iα´δ;ψ

a`
RLDα;ψ

a` fpxq,

com γ “ α ` βp1 ´ αq, podemos escrever

HDα,β;ψ
a` Iδ;ψa`fpxq “ Iγ´α;ψ

a`
RLDγ;ψ

a` Iδ;ψa`fpxq

“ Iγ´α;ψ
a` Iγ´δ;ψ

a` fpxq

“ I2γ´α´δ;ψ
a` fpxq

“ Irγ´δ;ψ
a` fpxq,

com rγ “ α ` 2βp1 ´ αq.
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3 Operador derivada pseudo-fracionário ψ-
Hilfer e propriedades

Os operadores pseudo-fracionários, nessa década tem chamado muito aten-
ção de grupos de pesquisadores. A priori, os primeiros trabalhos abordavam questões
de desigualdades envolvendo integrais pseudo-fracionárias de vários tipos, a saber: Her-
mite–Hadamard, Chebyshev, Hadamard e Jensen, dentre outras. No entanto, perceberam
que era possível extender os resultados de pseudo-análise para operadores de diferenciação
de ordem não inteira. Então, nesse sentido, em 2018 Babakhani et al. [9] foi o primeiro a
investigar uma classe de integrais e derivadas fracionárias com respeito a outra função. O
presente trabalho, abordam propriedades interessantes que abriram novas oportunidades
de pesquisa no cálculo fracionário. Então, é indiscutível a relevância e impacto que o
cálculo fracionário, ao longo desses quase 347 anos de existência vem proporcionando a
comunidade científica.

Neste Capítulo 3, faremos um estudo detalhado do ODPF ψ-Hilfer e apre-
sentamos algumas de suas propriedades importantes e úteis do cálculo fracionário. Por
outro lado, vamos atacar duas questões interessantes que é um dos pontos do critério de
Ortigueira-Tenreiro, no contexto da função ψ, conhecido como, regra g-Leibniz tipos I e II.
Nesse sentido, a transformada g-Laplace e a integração por partes, fecham o capítulo.

Definição 3.1. Sejam I :“ ra, bs um intervalo e um gerador g : I Ñ r0,8s da pseudo-
adição ‘ e da pseudo-multiplicação d uma função crescente. Além disso, seja ψ P Cn

pI,Rq

uma função crescente e positiva em pa, bs, cuja derivada ψ1 é contínua em pa, bq e ψ1
pxq ‰ 0

para todo x P I. O ODPF ψ-Hilfer à esquerda de ordem n´ 1 ă α ă n e tipo 0 ď β ď 1
de uma função mensurável f : I Ñ I é definida por

Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq “ g´1

´

HDα,β;ψ
a` gpfptqq

¯

“ Iβpn´αq;ψ
‘,a,a` g´1

ˆˆ

d

ψ1pxq

˙n˙

d Ip1´βqpn´αq;ψ
‘,a,a` fptq,

(3.1)

onde HDα,β;ψ
a` p¨q é definida como na Eq.(2.3).

O ODPF ψ-Hilfer à direita é definida de maneira análoga.

Para simplificar as expressões e a prova de alguns resultados, introduzimos as
seguintes notações

f
rns

ψ`fpxq :“
ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙n

fpxq

e
f

rns

ψ´fpxq :“
ˆ

´
1

ψ1pxq

d
dx

˙n

fpxq.
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Com essas notações, temos

Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq “ Iγ´α;ψ

‘,a,a`
HDγ;ψ

‘,a,a`fpxq

“ g´1
´

Iγ´α;ψ
a` g

´

HDγ;ψ
‘,a,a`fpxq

¯¯

“ g´1
´

Iγ´α;ψ
a` g

´

g´1
´

HDγ;ψ
a` gpfpxqq

¯¯¯

“ g´1
´

Iγ´α;ψ
a`

HDγ;ψ
a` fpxq

¯

,

onde γ “ α ` βpn ´ αq.

Discutimos aqui apenas três casos particulares de operadores de diferenciação
pseudo-fracionários. Outros casos podem ser obtidos a partir de escolhas apropriadas da
função ψp¨q e dos limites β Ñ 0 e β Ñ 1.

Tomando o limite β Ñ 1 em ambos os lados da Eq.(3.1), obtemos

Hα,1;ψ
‘,d,a`fpxq “ g´1

´

HDα,1;ψ
a` gpfptqq

¯

“ In´α;ψ
‘,a,a`g

´1
ˆˆ

d

ψ1pxq

˙n˙

d fptq

”
CDα;ψ

‘,d,a`fpxq

(3.2)

que é exatamente o ODPF ψ-Caputo dado pela Eq.(2.7).

Por outro lado, tomando o limite β Ñ 0 em ambos os lados da Eq.(3.1),
obtemos:

Hα,0;ψ
‘,d,a`fpxq “

ˆˆ

d

ψ1pxq

˙n˙

d In´α;ψ
‘,a,a`fpxq “

RLDα;ψ
‘,d,a`fpxq (3.3)

que é exatamente o ODPF ψ-Riemann-Liouville, dado pela Eq.(2.6).

Tomando ψpxq “ x na Eq.(3.1), obtemos o ODPF de Hilfer, dado por

Hα,β
‘,d,a`fpxq “ g´1

´

HDα,β
a` gpfpxqq

¯

“ Iβpn´αq
‘,a,a`g

´1
ˆ

d
dx

˙n

d Ip1´βqpn´αq
‘,a,a` fpxq.

(3.4)

Observação 3.2.

1. O ODPF ψ-Hilfer é global.

2. Observe que apresentamos apenas três casos particulares para o ODPF ψ-Hilfer.
No entanto, é possível obter uma ampla classe de outros operadores diferenciais
pseudo-fracionários usando diferentes funções ψp¨q e escolhendo os limites β Ñ 1
ou β Ñ 0. Para isso, é suficiente notar que o ODPF ψ-Hilfer é definido por meio
da derivada fracionária ψ-Hilfer, como na Eq.(13), uma vez que já se conhece seus
inúmeros casos particulares.

Embora os resultados investigados aqui sejam válidos para o intervalo I, eles
podem ser discutidos em qualquer intervalo rc, ds [26].
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Portanto, chegamos ao primeiro resultado do ODPF ψ-Hilfer, dado pelo seguinte
teorema:

Teorema 3.3. Seja f : I ÞÑ I uma função mensurável. Se n P N, então temos

1. H0,β;ψ
‘,a,a`fpxq “ fpxq;

2. H1,β;ψ
‘,a,a`fpxq “ g´1

ˆˆ

d

ψ1pxq

˙

gpfpxqq

˙

;

3. Hn,β;ψ
‘,a,a`fpxq “

ˆ

d
ψ1pxq

˙pnq‘
fpxq

dx “

ˆ

d

ψ1pxq

˙pnq‘

fpxq.

Demonstração. Item 1. Introduzimos o operador g´1g “ gg´1
“ I (Aqui, I é o operador

de identidade). Usando HD0,β;ψ
a` fpxq “ fpxq e Definição 2.6, para α “ 0, temos

H0,β;ψ
‘,a,a`fpxq “ g´1

´

HD0,β;ψ
a` gpfpxqq

¯

ñ H0,β;ψ
‘,a,a`fpxq “ g´1

pgpfpxqqq,

que implica em
HD0,β;ψ

a` gpfpxqq “ gpfpxqq ñ H0,β;ψ
‘,a,a`fpxq “ fpxq,

pois, g´1g “ I. Sendo assim, concluímos a prova do item 1.

Item 2. Usando HD1,β;ψ
a` fpxq “

f p1qpxq

ψ1pxq
e a Definição 2.6, para α “ 1, temos

H1,β;ψ
‘,a,a`fpxq “ g´1

´

HD1,β;ψ
a` gpfpxqq

¯

¨ ñ H1,β;ψ
‘,a,a`fpxq “ g´1

ˆ

gpfqp1qpxq

ψ1pxq

˙

,

pois HD1,β;ψ
a` fpxq “

f p1qpxq

ψ1pxq
, que implica em H1,β;ψ

‘,a,a`fpxq “ g´1
ˆˆ

D

ψ1pxq

˙

gpfpxqq

˙

, que
conclui a prova do item 2.

Item 3. Por definição, temos

Hn,β;ψ
‘,a,a`fpxq “ g´1

´

HDn,β;ψ
a` gpfpxqq

¯

.

Usando a relação HDn,β;ψ
a` fpxq “

ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙n

, temos Hn,β;ψ
‘,a,a`fpxq “ g´1

´

HDn,β;ψ
a` gpfpxqq

¯

.

Agora, usando a seguinte relação da Definição 2.6: dpnq‘

dx fpxq “ g´1
ˆ

dn
dxn gpfpxqq

˙

,

obtemos Hn,β;ψ
‘,a,a`fpxq “

ˆ

d
ψ1pxq

˙pnq‘
fpxq

dx . Concluímos a prova do Item 3. Portanto, a
prova do teorema.

Agora, vamos enfatizar a linearidade do ODPF ψ-Hilfer.

Teorema 3.4. Sejam α ą 0 e f1, f2 duas funções mensuráveis em I. Então, para todo
λ P I, temos
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1. Hα,β;ψ
‘,a,a`pf1ptq ‘ f2ptqq “ Hα,β;ψ

‘,a,a`f1ptq ‘ Hα,β;ψ
‘,a,a`f2ptq;

2. Hα,β;ψ
‘,a,a`pλ d f1ptqq “ λ d Hα,β;ψ

‘,a,a`f1ptq.

Demonstração. Item 1. De fato, temos

Hα,β;ψ
‘,a,a`pf1ptq ‘ f2ptqq

“ g´1
´

HDα,β;ψ
a` gpf1ptq ‘ f2ptqq

¯

“ g´1
”

HDα,β;ψ
a` g

`

g´1
pgpf1ptqq ` gpf2ptqqq

˘

ı

“ g´1
´

HDα,β;ψ
a` gpf1ptqq ` gpf2ptqq

¯

“ g´1
´

HDα,β;ψ
a` gpf1ptqq `

HDα,β;ψ
a` gpf2ptqq

¯

“ g´1
”

g
´

g´1
´

HDα,β;ψ
a` gpf1ptqq

¯¯

` g
´

g´1
´

HDα,β;ψ
a` gpf2ptqq

¯¯ı

g´1
´

HDα,β;ψ
a` gpf1ptqq

¯

‘ g´1
´

HDα,β;ψ
a` gpf2ptqq

¯

“ Hα,β;ψ
‘,a,a`f1ptq ‘ Hα,β;ψ

‘,a,a`f2ptq.

Item 2. Por outro lado, temos

Hα,β;ψ
‘,a,a`pλ d f1ptqq “ g´1

”

HDα,β;ψ
a` gpλ d f1ptqq

ı

“ g´1
”

HDα,β;ψ
a` g

`

g´1
pgpλqgpf1 ptqqq

˘

ı

“ g´1
”

HDα,β;ψ
a` pg pλq g pf1 ptqqq

ı

“ g´1
”

gpλq
HDα,β;ψ

a` gpf1ptqq

ı

“ g´1
”

gpλqg
´

g´1
´

HDα,β;ψ
a` gpf1ptqq

¯¯ı

“ λ d g´1
´

HDα,β;ψ
a` gpf1ptqq

¯

“ λ d Hα,β;ψ
‘,d,a`f1 ptq

o que completa a prova.

Exemplo 3.5. Sejam gpxq “ x
rβ com rβ P R e fpxq “ ψpxq ´ ψpaq. Os pseudo-operadores

correspondentes são x ‘ y “
rβ

b

xrβ ` y rβ e x d y “ xy. Então, o ODPF ψ-Hilfer de f é
dada por:

Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq “ g´1

´

HDα,β;ψ
a` gpfpxqq

¯

“ g´1
´

HDα,β;ψ
a` pψpxq ´ ψpaqq

rβ
¯

“ g´1

˜

Γprβ ` 1q

Γprβ ` 1 ´ αq
pψpxq ´ ψpaqq

rβ´α

¸

“
rβ

d

Γprβ ` 1q

Γprβ ` 1 ´ αq
pψpxq ´ ψpaqq

rβ´α (3.5)
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com ψ pxq ą ψ paq.

Agora vamos discutir a Eq.(3.5). Primeiro, tome ψpxq “ x. Assim, segue que

Hα,β;x
‘,d,a`fpxq “

rβ

d

Γprβ ` 1q

Γprβ ` 1 ´ αq
px ´ aq

rβ´α , x ą a. (3.6)

Observe que o resultado é o mesmo independente da escolha de β, ou seja, não
muda se β Ñ 1 ou β Ñ 0, pois o segundo membro da Eq.(3.6) não depende de β.

Escolhendo ψpxq “ xρ, obtemos

Hα,β;xρ
‘,d,a`fpxq “

rβ

d

Γprβ ` 1q

Γprβ ` 1 ´ αq
pxρ ´ aρqrβ´α, x ą a.

Para ψpxq “ ln x, obtemos

Hα,β;lnx
‘,d,a`fpxq “

rβ

d

Γprβ ` 1q

Γprβ ` 1 ´ αq
pln x ´ ln aq

rβ´α, x ą a ą 0.

Por outro lado, fixando os parâmetros como rβ “ 1 “ α, temos

Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq “

Γp2q

Γp1q
pψpxq ´ ψpaqq

0
“ 1.

Concluímos com dois casos particulares. Primeiro, para rβ “ 1, obtemos

Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq “

Γp2q

Γp2 ´ αq
pψpxq ´ ψpaqq

1´α.

Por outro lado, para rβ “ 1{2 e α “ 1{2, obtemos

H1{2,β;xρ
‘,d,a` fpxq “

1
2

d

Γp3{2q

Γp1q
pψpxq ´ ψpaqq1{2´1{2 “

π

4 .

Observe que temos uma grande variedade de resultados decorrentes das escolhas
dos parâmetros rβ, α e da função ψpxq. Aqui, restringimos aos casos mostrados acima.

Outro exemplo interessante é o caso da função Mittag–Leffler de um parâmetro,
denotada como Eαp¨q, que apresentamos a seguir.

Exemplo 3.6. Sejam gpxq “ x e fpxq “ Eα pλpψpxq ´ ψpaqq
α
qq com α ą 0.

Os pseudo-operadores correspondentes são x ‘ y “ x ` y e x d y “ xy. Então,
o ODPF ψ-Hilfer de f , é dada por

Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq “ g´1

´

HDα,β;ψ
a` gpfpxqq

¯

“ g´1
´

HDα,β;ψ
a` pEαpλpψpxq ´ ψpaqq

α
qq

¯

“ g´1
pλEαpλpψpxq ´ ψpaqq

α
qq

“ λEαpλpψpxq ´ ψpaqq
α
q

“ λfpxq.
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Exemplo 3.7. Sejam gpxq “ px ` aq
β e fpxq “ pψpxq ´ ψpaqq

α com α ą 0 e α ą β.
Então, o ODPF ψ-Hilfer de f , é dada por

Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq “ g´1

´

HDα,β;ψ
a` gpfpxqq

¯

“ g´1
´

HDα,β;ψ
a`

´

pψpxq ´ ψpaqq
α

` aq
β
¯¯

“ g´1
ˆ

Γpβq

Γpβ ´ αq
ppψpxq ´ ψpaqq

α
` aq

β´α

˙

“
β

d

Γpβq

Γpβ ´ αq
ppψpxq ´ ψpaqα ` aqqβ´α ´ a

com ψ pxq ą ψ paq e g´1
pxq “ β

?
x ´ a.

Teorema 3.8. Seja g um gerador de uma pseudo-adição ‘ no intervalo r´8,`8s. Então,
para α ą 0, 0 ď β ď 1 e n P N, temos

Hα,β;ψ
‘,d,a`

ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙n,‘

fpxq “
RLDn´α,β;ψ

‘,d,a` fpxqa

«

n´1
à

k“0
g´1

pCkq d g´1
ppψpxq ´ ψpaqq

k´n´α
q

ff

com Ck “
pg ˝ fq

rks

ψ paq

Γpk ´ n ´ α ` 1q
.

Demonstração. De fato, usando o Teorema 2.18

HDα,β;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙n

fpxq “
RLDn´α;ψ

a` fpxq ´

n´1
ÿ

k“0

pψpxq ´ ψpaqqk´n´α

Γpk ´ n ` 1 ´ αq
f

rks

ψ paq,

podemos escrever

Hα,β;ψ
‘,d,a`

ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙n,‘

fpxq

“ g´1

«

HDα,β;ψ
a` g

˜

ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙n,‘

fpxq

¸ff

“ g´1
„

HDα,β;ψ
a` g

ˆ

g´1
ˆˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙n

gpfpxqq

˙˙ȷ

“ g´1
„

HDα,β;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙n

gpfpxqq

ȷ

“ g´1

«

RLDn´α,β;ψ
a` gpfpxqq ´

n´1
ÿ

k“0

pψpxq ´ ψpaqqk´n´α

Γpk ´ n ´ α ` 1q
pg ˝ fq

rks

ψ paq

ff

“ g´1

«

RLDn´α,β;ψ
a` gpfpxqq ´

n´1
ÿ

k“0
Ckpψpxq ´ ψpaqq

k´n´α

ff
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“ g´1

«

g
´

g´1
´

RLDn´α,β;ψ
a` gpfpxqq

¯¯

´

n´1
ÿ

k“0
g
`

g´1 `Ckpψpxq ´ ψpaqq
k´n´α

˘˘

ff

“ g´1
”

g
´

g´1
´

RLDn´α,β;ψ
a` gpfpxqq

¯¯ı

´

´g´1

«

g

˜

g´1

˜

n´1
ÿ

k“0
g
`

g´1 `Ckpψpxq ´ ψpaqq
k´n´α

˘˘

¸¸ff

“ g´1
”

g
´

g´1
´

RLDn´α,β;ψ
a` gpfpxqq

¯¯ı

´

´g´1 “g´1 `C0pψpxq ´ ψpaqq
´n´α

˘

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ g´1 `Cn´1pψpxq ´ ψpaqq
´1´α

˘‰

“ g´1
”

RLDn´α,β;ψ
a` gpfpxqq

ı

a

«

n´1
à

k“0
g´1 `Ckpψpxq ´ ψpaqq

k´α´n
˘

ff

“
RLDn´α;ψ

‘,d,a`fpxq a

«

n´1
à

k“0
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

k´α´n
˘

ff

,

que conclui a prova.

Tomando ψpxq “ x no Teorema 3.8, concluímos que o resultado também é
válido para a DFH.

O próximo resultado, é uma relação entre os ODPF de Hilfer e Riemann-
Liouville.

Teorema 3.9. Seja g um gerador de uma pseudo-adição ‘ no intervalo r´8,`8s. Então,
para α ą 0, 0 ď β ď 1 e n P N, obtemos

Hα,β
‘,d,a`

ˆ

d
dx

˙n,‘

fpxq “
RLDn´α

‘,d,a`fpxq a

«

n´1
à

k“0
g´1

pCkq d g´1
ppx ´ aq

k´α´n
q

ff

.

Demonstração. Tomando ψpxq “ x, segue que ψ1
pxq “ 1 e ψpxq ´ ψpaq = (x ´ a). Substi-

tuindo no Teorema 3.8, obtemos:

Hα,β
‘,d,a`

ˆ

d
dx

˙n,‘

fpxq “
RLDn´α

‘,d,a`fpxq a

«

n´1
à

k“0
g´1

pCkq d g´1
ppx ´ aq

k´α´n
q

ff

.

Os próximos dois resultados, são consequência direta do Teorema 3.8. O
primeiro caso a ser discutido, é quando β “ 1, e obtemos um resultado para a DFC. No
segundo caso, tomando β “ 0, obtemos uma versão do teorema com a DFRL.

Teorema 3.10. Seja g um gerador de uma pseudo-adição ‘ no intervalo r´8,`8s.
Então, para α ą 0, β “ 1 e n P N, temos

CDα;ψ
‘,d,a`

ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙pnq,‘

fpxq “
CDn`α

a` fpxq.
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Demonstração. A prova, segue diretamente do Teorema 3.8.

Teorema 3.11. Seja g um gerador de uma pseudo-adição ‘ no intervalo r´8,`8s.
Então, para α ą 0, β “ 0 e n P N, temos

RLDα;ψ
‘,d,a`

ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙pnq,‘

fpxq “
RLDn´α;ψ

‘,d,a`fpxq a

«

n´1
à

k“0
g´1

pCkq d g´1
ppx ´ aq

k´α´n
q

ff

.

Demonstração. Usando o Teorema 3.8, obtemos

Hα,β;ψ
‘,d,a`

ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙n,‘

fpxq “
RLDn´α;ψ

‘,d,a`fpxqa

«

n´1
à

k“0
g´1

pCkq d g´1
ppψpxq ´ ψpaqq

k´n´α
q

ff

.

Para β “ 0, temos

Hα,β;ψ
‘,d,a`

ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙n,‘

fpxq “
RLDα;ψ

‘,d,a`

ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙pnq,‘

fpxq.

Tomando ψpxq “ x, temos que ψ1
pxq “ 1 e ψpxq ´ ψpaq = (x ´ a).

Então, para β “ 0, ψpxq “ x e, substituindo as igualdades acima no Teorema
3.8, obtemos

RLDα;ψ
‘,d,a`

ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙pnq,‘

fpxq “
RLDn´α;ψ

‘,d,a`fpxqa

«

n´1
à

k“0
g´1

pCkq d g´1
ppx ´ aq

k´α´n
q

ff

,

que concluí a prova.

Corolário 3.12. Considerando Ck “ 0 no Teorema 3.8, temos

Hα,β;ψ
‘,d,a`

ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙pnq,‘

fpxq “
RLDn´α,ψ

‘,d,a`fpxq.

Demonstração. Usando o Teorema 3.8, segue que

Hα,β;ψ
‘,d,a`

ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙n,‘

fpxq “
RLDn´α;ψ

‘,d,a`fpxqa

«

n´1
à

k“0
g´1

pCkq d g´1
ppψpxq ´ ψpaqq

k´n´α
q

ff

.

Agora, tomando Ck “ 0, obtemos

Hα,β;ψ
‘,d,a`

ˆ

1
ψ1pxq

d
dx

˙n,‘

fpxq “
RLDn´α;ψ

‘,d,a`fpxq.

Como visto no Teorema 3.8, temos uma relação entre os ODPF ψ-Hilfer e
ψ-Riemann-Liouville. O próximo resultado, é discutir uma versão de semi-grupo a menos
de uma parcela conforme o teorema a seguir.
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Teorema 3.13. Sejam g como na Definição 2.6 e 0 ă n ´ 1 ă α, δ ă n. Então, vale a
seguinte relação

Hα,β;ψ
‘,d,a` Hδ,β;ψ

‘,d,a`fpxq “ Hα`δ,β;ψ
‘,d,a` fpxq a

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

1´ξ´k´n
˘

ff

(3.7)

com ξ “ α ` βrpδ ´ αq ´ pn ` αqs.

Demonstração. Usando a relação (veja o Teorema 2.19)

HDα,β;ψ
a`

HDδ,β;ψ
a` fpxq “

HDα`δ,β;ψ
a` fpxq ´

n
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψpaqq1´ξ´k´n

Γp2 ´ ξ ´ k ´ nq
f

rn´ks

ψ Ip1´βqpn´δq;ψ
a` fpaq

e a Definição 2.6, podemos escrever

Hα,β;ψ
‘,d,a` Hδ,β;ψ

‘,d,a`fpxq

“ g´1
´

HDα,β;ψ
a` g

´

Hδ,β;ψ
‘,d,a`fpxq

¯¯

“ g´1
´

HDα,β;ψ
a` g

´

g´1
´

HDδ,β;ψ
a` gpfpxqq

¯¯¯

“ g´1
”

HDα,β;ψ
a`

HDδ,β;ψ
a` gpfpxqq

ı

“ g´1

«

HDα`δ,β;ψ
a` gpfpxqq `

n
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψpaqq1´ξ´k´n

Γp2 ´ ξ ´ k ´ nq
f

rn´ks

ψ Ip1´βqpn´δq;ψ
a` fpaq

ff

“ g´1
”

g
´

g´1
´

HDα`δ,β;ψ
a` gpfpxqq

¯¯ı

´

´g´1

«

g

˜

g´1

˜

n
ÿ

k“1
g
`

g´1 `Ckpψpxq ´ ψpaqq
1´ξ´k´n

˘˘

¸¸ff

onde

Ck :“
f

rn´ks

ψ Ip1´βqpn´δq;ψ
a` fpaq

Γp2 ´ ξ ´ k ´ nq
.

A última equação pode ser escrita como

Hα,β;ψ
‘,d,a` Hδ,β;ψ

‘,d,a`fpxq

“ g´1
”

g
´

g´1
´

HDα`δ,β;ψ
a` gpfpxqq

¯¯

´

´g
`

g´1 `C1pψpxq ´ ψpaqq
´ξ´n

˘

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ g´1 `Cnpψpxq ´ ψpaqq
1´ξ´2n˘˘‰

“ g´1
´

HDα`δ,β;ψ
a` gpfpxqq

¯

a

«

n
à

k“1
g´1 `Ckpψpxq ´ ψpaqq

1´ξ´k´n
˘

ff

“ Hα`δ,β;ψ
‘,d,a` fpxq a

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

1´ξ´k´n
˘

ff

,

que conclui a prova.

Teorema 3.14. Sejam g como na Definição 2.6 e 0 ă n´ 1 ă α, δ ă n. Tomando β “ 0
na Eq.(3.7), obtemos

RLDα,ψ
‘,d,a`

RLDδ,ψ
‘,d,a`fpxq “

RLDα`δ,ψ
‘,d,a`fpxqa

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

1´ξ´k´n
˘

ff

,
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com ξ “ α.

Demonstração. Usando o Teorema 3.13, temos

Hα,β;ψ
‘,d,a` Hδ,β;ψ

‘,d,a`fpxq “ Hα`δ,β;ψ
‘,d,a` fpxq a

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

1´ξ´k´n
˘

ff

.

Tomando β “ 0, obtemos

Hα,β;ψ
‘,d,a` Hδ,β;ψ

‘,d,a`fpxq “
RLDα,ψ

‘,d,a`
RLDδ,ψ

‘,d,a`fpxq

e
Hα`δ,β;ψ

‘,d,a` fpxq “
RLDα`δ,ψ

‘,d,a`fpxq.

Substituindo as igualdades acima no Teorema 3.13, obtemos o resultado
desejado.

Teorema 3.15. Sejam g como na Definição 2.6 e 0 ă n´ 1 ă α, δ ă n. Tomando β “ 1
na Eq.(3.7), obtemos

CDα,ψ
‘,d,a`

CDδ,ψ
‘,d,a`fpxq “

CDα`δ,ψ
‘,d,a`fpxq a

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

1´δ´k`α
˘

ff

,

com ξ “ δ ´ n ´ α.

Demonstração. Do Teorema 3.13, temos

Hα,β;ψ
‘,d,a` Hδ,β;ψ

‘,d,a`fpxq “ Hα`δ,β;ψ
‘,d,a` fpxq a

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

1´ξ´k´n
˘

ff

.

Tomando β “ 1, segue que

Hα,β;ψ
‘,d,a` Hδ,β;ψ

‘,d,a`fpxq “
CDα,ψ

‘,d,a`
CDδ,ψ

‘,d,a`fpxq

e
Hα`δ,β;ψ

‘,d,a` fpxq “
CDα`δ,ψ

‘,d,a`fpxq.

Note que ξ “ δ ´ n´ α ñ δ “ ξ ` n` α ñ ´n` 1 ´ ξ ´ k ñ pδ ´ n´ αq ` 1 ´ k ´ n ñ

´ξ ´ k ` 1 ´ n “ ´δ ´ k ` 1 ` α. Substituindo ´ξ ´ k ` 1 ´ n por ´δ ´ k ` 1 ` α, e
usando as duas igualdades acima no Teorema 3.13, obtemos

CDα,ψ
‘,d,a`

CDδ,ψ
‘,d,a`fpxq “

CDα`δ,ψ
‘,d,a`fpxq a

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

1´δ´k`α
˘

ff

,

que conclui a demonstração.
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Corolário 3.16. Considere dois ODPF ψ-Hilfer, Hα,β;ψ
‘,d,a` e Hδ,β;ψ

‘,d,a`. Então, temos

Hα,β;ψ
‘,d,a` Hδ,β;ψ

‘,d,a`fpxq “ Hα`δ,β;ψ
‘,d,a` fpxq

se, e somente se, a seguinte condição for válida

Ck “ f
rn´ks

ψ Ip1´βqpn´δq;ψ
a` fpaq “ 0

com k “ 1, . . . , n ´ 1.

Demonstração. ùñ) Vamos provar a primeira implicação. Suponhamos que

Hα,β;ψ
‘,d,a` Hδ,β;ψ

‘,d,a`fpxq “ Hα`δ,β;ψ
‘,d,a` fpxq.

Por meio do Teorema 3.13, temos

Hα,β;ψ
‘,d,a` Hδ,β;ψ

‘,d,a`fpxq ´ Hα`δ,β;ψ
‘,d,a` fpxq “ a

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

1´ξ´k´n
˘

ff

.

Usando a hipótese, temos

Hα,β;ψ
‘,d,a` Hδ,β;ψ

‘,d,a`fpxq ´ Hα`δ,β;ψ
‘,d,a` fpxq “ 0.

As duas últimas igualdades acima implicam que

a

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

1´ξ´k´n
˘

ff

“ 0.

Da Definição 2.6, como g é continuamente diferenciável no intervalo dado, e
f é diferenciável no intervalo dado e tem a mesma monotonicidade que a função g, então
g´1

ppψpxq ´ ψpaqq ‰ 0. Então,

a

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

1´ξ´k´n
˘

ff

“ 0

implica que Ck “ 0, para todo k “ 1, . . . , n. Isso prova a primeira implicação.

ðù) Suponhamos que Ck “ 0, para todo k “ 1, . . . , n ´ 1, então temos

a

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

1´ξ´k´n
˘

ff

“ 0.

Usando a igualdade acima no Teorema 3.13, obtemos

Hα,β;ψ
‘,d,a` Hδ,β;ψ

‘,d,a`fpxq “ Hα`δ,β;ψ
‘,d,a` fpxq

que conclui a prova.
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Teorema 3.17. Sejam α ě 0, 0 ď β ď 1 e f P C1
pI,Rq. Então, temos a seguinte relação

Hα,β;ψ
‘,d,a` Iα;ψ

‘,d,a`fpxq “ fpxq.

Demonstração. Usando a relação HDα,β;ψ
a` Iα;ψ

a` fpxq “ fpxq (veja o Teorema 2.15), a
Definição 3.1 e o operador identidade g´1g “ gg´1

“ I, obtemos

Hα,β;ψ
‘,d,a` Iα;ψ

‘,d,a`f pxq “ g´1
”

HDα,β;ψ
a` g

´

Iα;ψ
‘,d,a`fpxq

¯ı

“ g´1
”

HDα,β;ψ
a` g

´

g´1
´

Iα;ψ
a` fpxq

¯¯ı

“ g´1
”

HDα,β;ψ
a`

´

Iα;ψ
a` fpxq

¯ı

“ g´1
rg pf pxqqs

“ f pxq ,

que conclui a prova.

Teorema 3.18. Sejam α, δ ě 0, 0 ď β ď 1 e f P C1
pI,Rq. Então, temos

Hα,β;ψ
‘,d,a` Iδ;ψ‘,d,a`fpxq “ Irγ´δ;ψ

‘,d,a`fpxq, (3.8)

com rγ “ α ` 2βp1 ´ αq.

Demonstração. De fato, com as hipóteses acima, vale o seguinte resultado do Teorema
2.20

HDα,β;ψ
a` Iδ;ψa`fpxq “ Irγ´δ;ψ

a` fpxq.

Agora, usando o Teorema 2.20, a Definição 3.1 e o operador identidade
g´1g “ gg´1

“ I, temos

Hα,β;ψ
‘,d,a` Iδ;ψ‘,d,a`fpxq “ g´1

´

HDα,β;ψ
a` g

´

Iδ;ψ‘,d,a`fpxq

¯¯

“ g´1
”

HDα,β;ψ
a` g

´

g´1
´

Iδ;ψa`fpxq

¯¯ı

“ g´1
”

HDα,β;ψ
a` Iδ;ψa`g pf pxqq

ı

“ g´1
”

Irγ´δ;ψ
a` g pf pxqq

ı

“ Irγ´δ;ψ
‘,d,a`f pxq

que completa a prova.

Como antes, apresentamos como corolário um caso particular associado à DF
ψ-Riemann-Liouville, obtida da Eq.(3.8) com β “ 0.

Corolário 3.19. Sejam α, δ ě 0, e f P C1
pI,Rq. Tomando β “ 0 na Eq.(3.8) obtemos

RLDα,β;ψ
‘,d,a` Iδ;ψ‘,d,a`fpxq “ Iα´δ;ψ

‘,d,a`fpxq.
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Demonstração. Tomando β “ 0 no Teorema 3.18, temos

RLDα,β;ψ
‘,d,a` Iδ;ψ‘,d,a`fpxq “ Irγ´δ;ψ

‘,d,a`fpxq

com rγ “ α ` 2βp1 ´ αq. Note que rγ “ α ` 2βp1 ´ αq e β “ 0 ùñ rγ “ α.

Assim, do Teorema 3.18, com rγ “ α e β “ 0, obtemos

RLDα,β;ψ
‘,d,a` Iδ;ψ‘,d,a`fpxq “ Iα´δ;ψ

‘,d,a`fpxq,

o que conclui a prova.

Teorema 3.20. Sejam g como na Definição 2.6, f P Cn
pI,Rq, 0 ă n ´ 1 ă α ă n, e

0 ď β ď 1. Então, temos

Iα;ψ
‘,d,a` Hα,β;ψ

‘,d,a`fpxq “ fpxq a

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

γ´k
˘

ff

, (3.9)

onde Ck “
pg ˝ fq

rn´ks

ψ Ip1´βqpn´αq;ψ
a` gpfpaqq

Γpγ ´ k ` 1q
com γ “ α ` βpn ´ αq.

Demonstração. Vamos começar com a seguinte relação [33]

Iα;ψ
a`

HDα,β;ψ
a` fpxq “ fpxq ´

n
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψpaqqγ´k

Γpγ ´ k ` 1q
f

rn´ks

ψ Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fpaq, (3.10)

com γ “ α ` βpn ´ αq. Usando a Eq.(3.10) e o operador identidade g´1g “ gg´1
“ I,

podemos escrever

Iα;ψ
‘,d,a` Hα,β;ψ

‘,d,a`fpxq

“ g´1
”

Iα;ψ
a` g

´

Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq

¯ı

“ g´1
”

Iα;ψ
a` g

´

g´1
´

HDα,β;ψ
a` fpxq

¯¯ı

“ g´1
”

Iα;ψ
a`

HDα,β;ψ
a` gpfpxqq

ı

“ g´1

«

gpfpxqq ´

n
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψpaqqγ´k

Γpγ ´ k ` 1q
pg ˝ fq

rn´ks

ψ Ip1´βqpn´αq;ψ
a` gpfpaqq

ff

“ g´1

«

gpfpxqq ´

n
ÿ

k“1
Ckpψpxq ´ ψpaqq

γ´k

ff

onde

Ck “
pg ˝ fq

rn´ks

ψ Ip1´βqpn´αq;ψ
a` gpfpaqq

Γpγ ´ k ` 1q
.
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Novamente pelo operador identidade gg´1
“ I, segue que

Iα;ψ
‘,d,a` Hα,β;ψ

‘,d,a`fpxq

“ g´1

«

gpfpxqq ´ g

˜

g´1

˜

n
ÿ

k“1
g
`

g´1 `Ckpψpxq ´ ψpaqq
γ´k

˘˘

¸¸ff

“ g´1 “gpfpxqq ´ g
`

g´1 `C0pψpxq ´ ψpaqq
γ´k

˘

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ g´1 `Cnpψpxq ´ ψpaqq
γ´k

˘˘‰

“ fpxq a

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

γ´k
˘

ff

,

o que completa a prova.

Corolário 3.21. Se pg ˝ fq
rn´ks

ψ Ip1´βqpn´αq;ψ
a` gpfpaqq “ 0 na Eq.(3.9), para k “ 1, . . . , n,

então
Hα,β;ψ

‘,d,a`Iα;ψ
‘,d,a`fpxq “ fpxq “ Iα;ψ

‘,d,a` Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq.

Demonstração. De fato, como Ck “
pg ˝ fq

rn´ks

ψ Ip1´βqpn´αq;ψ
a` gpfpaqq

Γpγ ´ k ` 1q
e pela hipótese pg ˝

fq
rn´ks

ψ Ip1´βqpn´αq;ψ
a` gpfpaqq “ 0, então Ck “ 0. Substituindo Ck no Teorema 3.20, obtemos

Iα;ψ
‘,d,a` Hα,β;ψ

‘,d,a`fpxq “ fpxq.

A outra identidade é imediata.

Teorema 3.22. Sejam g o mesmo como na Definição 2.6, f P Cn
pI,Rq, 0 ă n ´ 1 ă

α, δ ă n, e 0 ď β ď 1. Então, temos

Iα;ψ
‘,d,a` Hδ,β;ψ

‘,d,a`fpxq “ Iα´δ;ψ
‘,d,a`fpxq a

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

γ´k
˘

ff

, (3.11)

com α ě δ e γ “ α ` βpn ´ αq.

Demonstração. A prova é igual à prova do Teorema 3.20.

Teorema 3.23. Sejam f, h P Cn
pI,Rq, α ą 0 e 0 ď β ď 1. Então,

Hδ,β;ψ
‘,d,a`fpxq “ Hδ,β;ψ

‘,d,a`hpxq ô fpxq “ hpxq ‘

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

γ´k
˘

ff

.

(3.12)

Demonstração. Começamos com a seguinte identidade (veja Teorema 2.14)

HDα,β;ψ
a` fpxq “

HDα,β;ψ
a` hpxq ô fpxq “ hpxq `

n
ÿ

k“1
Ckpψpxq ´ ψpaqq

γ´k.

Note que podemos, escrever

Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq “ Hα,β;ψ

‘,d,a`hpxq ô g´1
´

HDα,β;ψ
a` gpfpxqq

¯

“ g´1
´

HDα,β;ψ
a` gphpxqq

¯

.
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Aplicando g à esquerda em ambos os lados, temos Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq “ Hα,β;ψ

‘,d,a`hpxq se, e somente
se, g

´

g´1
´

HDα,β;ψ
a` gpfpxqq

¯¯

“ g
´

g´1
´

HDα,β;ψ
a` gphpxqq

¯¯

. Nesse sentido, segue que

Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq “ Hα,β;ψ

‘,d,a`hpxq ô
HDα,β;ψ

a` gpfpxqq “
HDα,β;ψ

a` gphpxqq.

Consequentemente,

Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq “ Hα,β;ψ

‘,d,a`hpxq ô
HDα,β;ψ

a` gpfpxqq ´
HDα,β;ψ

a` gphpxqq “ 0.

Usando o resultado do Teorema 2.14, temos

Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq “ Hα,β;ψ

‘,d,a`hpxq ô gpfpxqq “ gphpxqq `

n
ÿ

k“1
Ckpψpxq ´ ψpaqq

γ´k.

Introduzindo o operador inverso g´1 e usando o fato gg´1
“ I, obtemos as seguintes

Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq “ Hα,β;ψ

‘,d,a`hpxq ô fpxq “ g´1

«

gphpxqq `

n
ÿ

k“1
g
`

g´1 `Ckpψpxq ´ ψpaqq
γ´k

˘˘

ff

;

ô fpxq “ g´1

«

gphpxqq ` g

˜

g´1

˜

n
ÿ

k“1
g
`

g´1 `Ckpψpxq ´ ψpaqq
γ´k

˘˘

¸¸ff

e
ô fpxq “

g´1 “gphpxqq ` g
`

g´1 `C1pψpxq ´ ψpaqq
γ´k

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ g´1 `Cnpψpxq ´ ψpaqq
γ´k

˘˘˘‰

.

Por fim, concluímos que

Hα,β;ψ
‘,d,a`fpxq “ Hα,β;ψ

‘,d,a`hpxq ô fpxq “ hpxq ‘

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1
pψpxq ´ ψpaqq

γ´k

ff

.

Corolário 3.24. Sejam f, h P Cn
pI,Rq, α ą 0 e 0 ď β ď 1. Tomando ψpxq “ x em

Eq.(3.12), temos

Hδ,β
‘,d,a`fpxq “ Hδ,β

‘,d,a`hpxq ô fpxq “ hpxq ‘

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1 `
px ´ aq

γ´k
˘

ff

.

Demonstração. Se ψpxq “ x, temos que ψpxq ´ ψpaq “ x ´ a. Substituindo (ψpxq ´ ψpaq)
por px ´ aq no Teorema 3.23, obtemos o resultado desejado.

Teorema 3.25. Sejam n ´ 1 ă α ă n, n P N e 0 ď β ď 1. Se f P Cm`n
pa, bq, com

m,n P N, temos
´

Iα;ψ
‘,d,a`

¯k ´

Hα,β;ψ
‘,d,a`

¯m

f pxq “ g´1
pCkq d g´1

´

pψ pxq ´ ψ paqq
kα
¯

com
Ck “

HDα,β;ψ
a` pg ˝ fqpcq

Γ pαk ` 1q
,

onde c é uma constante.
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Demonstração. Por definição, temos
´

Iα;ψ
‘,d,a`

¯k ´

Hα,β;ψ
‘,d,a`

¯m

fpxq “ g´1
„

´

Iα;ψ
a`

¯k

g
´´

Hα,β;ψ
‘,d,a`

¯m

fpxq

¯

ȷ

“ g´1
„

´

Iα;ψ
a`

¯k

g
´

g´1
´´

HDα,β;ψ
a`

¯m

gpfpxqq

¯¯

ȷ

“ g´1
„

´

Iα;ψ
a`

¯k ´
HDα,β;ψ

a`

¯m

gpfpxqq

ȷ

.

Agora, usando a relação [33]

´

Iα;ψ
a`

¯k ´
HDα,β;ψ

a`

¯m

fpxq “

´

HDα,β;ψ
a`

¯m

f pcq pψ pxq ´ ψ paqq
αk

Γpαk ` 1q
,

obtemos

´

Iα;ψ
‘,d,a`

¯k ´

Hα,β;ψ
‘,d,a`

¯m

fpxq “

´

HDα,β;ψ
a`

¯m

f pcq pψ pxq ´ ψ paqq
αk

Γpαk ` 1q
.

Introduzindo a notação

Ck “

HDα,β;ψ
a` pg ˝ fq pcq

Γ pαk ` 1q
.

Finalmente, obtemos
´

Iα;ψ
‘,d,a`

¯k ´

Hα,β;ψ
‘,d,a`

¯m

fpxq “ g´1
pCkq d g´1 `

pψpxq ´ ψpaqq
kα
˘

,

que completa a prova.

A seguir vale a pena destacar fazer algumas observações:

Observação 3.26. 1. Vale ressaltar que todos os resultados investigados acima são
válidos para seus respectivos casos particulares, a partir da particular escolha de ψp¨q,
a, b e dos limites β Ñ 1 e β Ñ 0.

2. Para todos os casos particulares que envolvem a função lnp¨q, é importante lembrar
que no intervalo de integração, o valor de a ą 0.

3. Como visto, discutimos resultados apenas para o ODPF ψ-Hilfer à esquerda. No
entanto, todos os resultados acima, todos são válidos para o ODPF à direita.

Embora os resultados apresentados até o momento tenham sido discutidos apenas
para o lado esquerdo do ODPF ψ-Hilfer, resultados análogos são validos para o caso
do lado direito.

Os próximos passos deste presente trabalho, é discutir três ferramentas de suma
importância para atacar diversos problemas, a saber: regras g-Leibniz generalizada dos
tipos I e II; transformada g-Laplace e integração por partes.
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3.0.1 Regras g-Leibniz generalizada dos tipos I e II

Sabe-se que um dos pontos que compõem o critério de Ortigueira-Tenreiro [34],
é a regra de Leibniz generalizada. Em 2019 Teodoro et al. [45], realizou um trabalho
revisando os tipos de derivadas que até o certo momento, seriam consideradas fracionárias.
Como destacado, é possível notar que muitas derivadas, consideradas fracionárias, não
satisfazem exatamente a regra de Leibniz generalizada. Recentemente Zhang e Liu fizeram
uma abordagem sobre a regra de Leibniz para a DFC de ordem variável e algumas
abordagens sobre simetrias de Lie. O que se tem notado, que a partir do trabalho de Sousa
e Oliveira [62], sobre as regras de Leibniz generalizada do tipo I e II, outros trabalhos
vem sendo realizados nesse sentido [69, 70], de modo particular, o trabalho envolvendo os
operadores pseudo-fracionários [54]. Então, nesta presente seção, vamos realizar um estudo
das regras de Leibniz generalizada do tipo I e II associados ao ODPF ψ-Hilfer.

Para o tipo I, introduzimos a regra g-Leibniz generalizada correspondente
através do teorema a seguir.

Teorema 3.27. Sejam 0 ă α ă 1 e I “ ra, bs com ´8 ď a ă b ď `8. Considere
ψ P CpI,Rq uma função crescente com ψpxq ‰ 0, @x P I e f, h P CpI,Rq de modo que
f pxq d h pxq P I. Então, temos

Hα,β;ψ
‘,a,a` pf pxq d h pxqq

“

8
à

ℓ“0

8
à

m“0

”

g´1
pCℓmq d Dm

‘fpxq d
RLDα´m;ψ

‘,d,a`hpxq

ı

a

«

8
à

k“0

´

g´1
pCkq d Iε`k;ψ

‘,d,a`hpaq d g´1
pdkq d g´1 `

pψpxq ´ ψpaqq
´ε´α

˘

¯

ff

onde ε “ p1 ´ βqp1 ´ αq, Ck “

ˆ

´ε

k

˙

, Cℓm “

ˆ

´ε

m ´ ℓ

˙ˆ

α ` ε

ℓ

˙

e dk “
ph ˝ fqrkspaq

Γpβp1 ` αqq
.

Demonstração. Dado a relação [62]

HDα,β;ψ
a` pfhqpxq “

8
ÿ

ℓ“0

8
ÿ

m“0

ˆ

´ε

m ´ ℓ

˙ˆ

α ` ε

ℓ

˙

f pmq
pxq

RLDα´m;ψ
a` hpxq

´

8
ÿ

k“0

ˆ

´ε

k

˙

Iε`k;ψ
a` hpaqf pkq

paq
pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq
,
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podemos escrever

Hα,β;ψ
‘,a,a` pfpxq d hpxqq

“ g´1
´

HDα,β;ψ
a` gpfpxq d hpxqq

¯

“ g´1
”

HDα,β;ψ
a` pgpfpxqqgphpxqqqq

ı

“ g´1

«

8
ÿ

ℓ“0

8
ÿ

m“0

ˆ

´ε

m ´ ℓ

˙ˆ

α ` ε

ℓ

˙

pg ˝ fq
pmq

pxq
RLDα´m;ψ

a` pg ˝ hqpxq

“

8
ÿ

k“0

ˆ

´ε

k

˙

Iε`k;ψ
a` pg ˝ hqpaqpg ˝ fq

pkq
paq

pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq

ff

“ g´1

«

8
ÿ

ℓ“0

8
ÿ

m“0
Cℓmpg ˝ fq

pmq
pxq

RLDα´m;ψ
a` pg ˝ hqpxq

´

8
ÿ

k“0
CkIε`k;ψ

a` pg ˝ hqpaqpg ˝ fq
pkq

paq
pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq

ff

“ g´1

«

8
ÿ

ℓ“0

8
ÿ

m“0
g
´

g´1
´

Cℓmpg ˝ fq
pmq

pxq
RLDα´m;ψ

a` pg ˝ hqpxq

¯¯

´

8
ÿ

k“0
g

ˆ

g´1
ˆ

CkIε`k;ψ
a` pg ˝ hqpaqpg ˝ fq

pkq
paq

pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq

˙˙

ff

“ g´1

«

8
ÿ

ℓ“0

8
ÿ

m“0
g
´

g´1
´

Cℓmpg ˝ fq
pmq

pxq
RLDα´m;ψ

a` pg ˝ hqpxq

¯¯

ff

a

g´1

«

8
ÿ

k“0
g

ˆ

g´1
ˆ

CkIε`k;ψ
a` pg ˝ hqpaqpg ˝ fq

pkq
paq

pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq

˙˙

ff

.

Então, temos:

Hα,β;ψ
‘,d,a` pf pxq d h pxqq

“

8
à

ℓ“0

8
à

m“0
g´1

´

Cℓmpg ˝ fq
m

pxq
RLDα´m;ψ

a` pg ˝ hqpxq

¯

l jh n

pIq

a

»

—

—

—

—

—

–

8
à

k“0
g´1

ˆ

CkIε`k;ψ
a` pg ˝ hqpaqpg ˝ fq

pkq
paq

pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq

˙

l jh n

pIIq

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

. (3.13)

Agora vamos atacar pIq e pIIq, conforme dada na Eq.(3.13). Primeiro, conside-
remos a seguinte expressão pIq. Então, temos:

I “ g´1
´

Cℓmpg ˝ fq
m

pxq
RLDα´m;ψ

a` pg ˝ hqpxq

¯

. (3.14)
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Introduzindo o operador indentidade, podemos escrever:

I “ g´1
”

g
`

g´1
pCℓmq

˘

g
`

g´1
ppg ˝ fq

m
pxqq

˘

g
´

g´1
´

RLDα´m;ψ
a` pg ˝ hqpxq

¯¯ı

“ g´1
”

g
`

g´1
pCℓmq

˘

gpDm
‘fpxqq g

´

RLDα´m;ψ
‘,d,a`hpxq

¯ı

“ g´1
pCℓmq d Dm

‘fpxq d
RLDα´m;ψ

‘,d,a`hpxq. (3.15)

Por outro lado, para expressão pIIq, temos:

II “ g´1
„

CkIε`k;ψ
a` pg ˝ hqpaqpg ˝ fq

pkq
paq

pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq

ȷ

.

Como acima, introduzimos o operador identidade, e obtemos:

II “ g´1
”

gpg´1
pCkqq g

´

Iε`k;ψ
‘,d,a`hpaq

¯

gpg´1
pdkqq g

`

g´1 `
pψpxq ´ ψpaqq

´ε´α
˘˘

ı

“ g´1
pCkq d Iε`k;ψ

‘,d,a`hpaq d g´1
pdkq d g´1 `

pψpxq ´ ψpaqq
´ε´α

˘

. (3.16)

Nesse sentido, substituindo as Eq.(3.15) e Eq.(3.16) na Eq.(3.13), concluímos
que

Hα,β;ψ
‘,d,a`pfpxq d hpxqq

“

8
à

ℓ“0

8
à

m“0

”

g´1
pCℓmq d Dm

‘fpxq d
RLDα´m;ψ

‘,d,a`hpxq

ı

a

«

8
à

k“0

´

g´1
pCkq d Iε`k;ψ

‘,d,a`hpaq d g´1
pdkq d g´1 `

pψpxq ´ ψpaqq
´ε´α

˘

¯

ff

,

com Ck “

ˆ

´ε

k

˙

, Cℓm “

ˆ

´ε

m ´ ℓ

˙ˆ

α ` ε

ℓ

˙

e dk “
ph ˝ fqrkspaq

Γpβp1 ` αqq
, o que completa a

prova.

Finalmente, para regra de g-Leibniz generalizada tipo II, apresentamos o
seguinte teorema:

Teorema 3.28. Sejam 0 ă α ă 1 e I “ ra, bs com ´8 ď a ă b ď `8. Considere
ψ P CpI,Rq uma função crescente com ψpxq ‰ 0, @x P I e f, h P CpI,Rq de modo que
f pxq d h pxq P I. Então, temos

Hα,β;ψ
‘,a,a`pfpxq d hpxqq

“

8
à

m“0

”

g´1
pCmq d Dm

‘fpxq d Hα´m;ψ
‘,d,a`hpxq

ı

‘

8
à

k“0

„

g´1
pCkq d Iε´k;ψ

‘,d,a`hpaq d
`

f pkq
pxq ´ f pkq

paq
˘

d g´1
ˆ

pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq

˙ȷ

,

onde ε “ p1 ´ βqp1 ´ αq, Cm “

ˆ

α

m

˙

e Ck “

ˆ

´ε

k

˙

.
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Demonstração. Usando a definição do ODPF ψ-Hilfer e a seguinte relação [62]

HDα,β;ψ
a` pfhqpxq “

8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmq
pxq

HDα´m,β;ψ
a` hpxq

`

8
ÿ

k“0

ˆ

´ε

k

˙

Iε´k;ψ
a` hpaqpf pkq

pxq ´ f pkq
paq

pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq
,

onde ε “ p1 ´ βqp1 ´ αq, podemos escrever

Hα,β;ψ
‘,d,a`pfpxq d hpxqq

“ g´1
´

HDα,β;ψ
a` gpfpxq d hpxqq

¯

“ g´1
´

HDα,β;ψ
a` gpfpxqqgphpxqqq

¯

“

«

8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

pg ˝ fq
pmq

pxq
HDα´m,β;ψ

a` pg ˝ hqpxq

`

8
ÿ

k“0

ˆ

´ε

k

˙

Iε´k;ψ
a` pg ˝ hqpaq

`

pg ˝ fq
pkq

pxq ´ pg ˝ fq
pkq

paq
˘ pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq

ff

“ g´1

«

8
ÿ

m“0
Cmpg ˝ fq

pmq
pxq

HDα´m,β;ψ
a` pg ˝ hqpxq

`

8
ÿ

k“0
CkIε´k;ψ

a` pg ˝ hqpaq
`

pg ˝ fq
pkq

pxq ´ pg ˝ fq
pkq

paq
˘ pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq

ff

. (3.17)

Agora, usando gg´1
“ I na Eq.(3.17), obtemos:

Hα,β;ψ
‘,d,a`pfpxq d hpxqq

“ g´1

«

8
ÿ

m“0
g
´

g´1
´

Cmpg ˝ fq
pmq

pxq
HDα´m,β;ψ

a` pg ˝ hqpxq

¯¯

`

8
ÿ

k“0
g
´

g´1
´

CkIε´k;ψ
a` pg ˝ hqpaq

`

pg ˝ fq
pkq

pxq

´pg ˝ fq
pkq

paq
˘ pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq

˙˙ȷ
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“ g´1

«

8
ÿ

m“0
g
´

g´1
´

Cmpg ˝ fq
pmq

pxq
HDα´m,β;ψ

a` pg ˝ hqpxq

¯¯

ff

‘

g´1

«

8
ÿ

k“0
g
´

g´1
´

CkIε´k;ψ
a` pg ˝ hqpaq

`

pg ˝ fq
pkq

pxq´

pg ˝ fq
pkq

paq
˘ pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq

˙˙ȷ

“

8
à

m“0

»

—

—

—

—

–

g´1
´

Cmpg ˝ fq
pmq

pxq
HDα´m,β;ψ

a` pg ˝ hqpxq

¯

l jh n

piq

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

‘

8
à

k“0

»

—

—

—

—

—

–

g´1
ˆ

CkIε´k;ψ
a` pg ˝ hqpaq

`

pg ˝ fq
pkq

pxq ´ pg ˝ fq
pkq

paq
˘ pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq

˙

l jh n

piiq

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

(3.18)

Vamos discutir as expressões piq e piiq destacadas na Eq.(3.18). Para piq,
podemos escrever:

piq “ g´1
´

Cmpg ˝ fq
pmq

pxq
HDα´m,β;ψ

a` pg ˝ hqpxq

¯

“ g´1
”

g
`

g´1
pCmq

˘

g
`

g´1 `
pg ˝ fq

pmq
pxq

˘˘

g
´

g´1
´

HDα´m,β;ψ
a` pg ˝ hqpxq

¯¯ı

“ g´1
”

g
`

g´1
pCmq

˘

g
`

Dm
‘fpxq

˘

g
´

Hα´m,β;ψ
‘,d,a` hpxq

¯ı

“ g´1
pCmq d Dm

‘fpxq d Hα´m,β;ψ
‘,d,a` hpxq. (3.19)

Por outro lado, para piiq, temos

piiq “ g´1
ˆ

CkIε´k;ψ
a` pg ˝ hqpaq

`

pg ˝ fq
pkq

pxq ´ pg ˝ fq
pkq

paq
˘ pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq

˙

“ g´1
”

g
`

g´1
pCkq

˘

g
´

Iε´k;ψ
‘,d,a`hpaq

¯

`

pg ˝ fq
pkq

pxq
˘

´ pg ˝ fq
pkq

paq

g

ˆ

g´1
ˆ

ψpxq ´ ψpaq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq

˙˙ȷ

“ g´1
pCkq d Iε´k;ψ

‘,d,a`hpaq d pf pkq
pxq ´ f pkq

paqq d g´1
ˆ

pψpxq ´ ψpaqq´ε´α

Γpβp1 ´ αqq

˙

.

(3.20)
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Substituindo as Eq.(3.19) e Eq.(3.20) na Eq.(3.18), segue

Hα,β;ψ
‘,a,a`pfpxq d hpxqq

“

8
à

m“0

”

g´1
pCkq d Dm

‘fpxq d Hα´m;ψ
‘,d,a`hpxq

ı

‘

8
à

k“0

„

g´1
pCkq d Iε`k;ψ

‘,d,a`hpaq d
`

f pkq
pxq ´ f pkq

paq
˘

d g´1
ˆ

pψpxq ´ ψpaqqε´α

Γpβp1 ´ αqq

˙ȷ

onde ε “ p1 ´ βqp1 ´ αq, Cm “

ˆ

α

m

˙

e Ck “

ˆ

´ε

k

˙

. Portanto, concluímos a prova.

A seguir, dois casos particulares da regra g-Leibniz generalizada tipo II para os
ODPF ψ-Riemann-Liouville e ψ-Caputo.

Teorema 3.29. Sejam 0 ă α ă 1 e I “ ra, bs com ´8 ď a ă b ď `8. Considere
ψ P CpI,Rq uma função crescente com ψpxq ‰ 0, @x P I e f, h P CpI,Rq, de modo
que f pxq d h pxq P I. Tomando β “ 1 no Teorema 3.28, obtemos a regra g-Leibniz
generalizada para o ODPF ψ-Caputo, dada por

CDα;ψ
‘,a,a`pfpxq d hpxqq “

8
à

m“0

”

g´1
pCmq d Dm

‘fpxq d
CDα´m;ψ

‘,d,a`hpxq

ı

‘

„

hpaq d pfpxq ´ fpaqq d g´1
ˆ

pψpxq ´ ψpaqq´α

Γp1 ´ αq

˙ȷ

onde Cm “

ˆ

α

m

˙

.

Demonstração. Para β “ 1, temos

Hα,β;ψ
‘,d,a`pfpxq d hpxqq “ Hα,1;ψ

‘,d,a`pfpxq d hpxqq

“
CDα;ψ

‘,a,a`pfpxq d hpxqq

e ε “ p1 ´ βqp1 ´ αq, ε “ p1 ´ 1qp1 ´ αq “ 0.

Como ε “ 0, então Ck “ 1, pois Ck “

ˆ

´ε

k

˙

. Logo temos a seguinte identidade

g´1
pCkq d Iε´k;ψ

‘,d,a`hpaq “ hpaq.

Assim, tomando β “ 1 no Teorema 3.28, obtemos

CDα;ψ
‘,a,a`pfpxq d hpxqq “

8
à

m“0

”

g´1
pCmq d Dm

‘fpxq d
CDα´m;ψ

‘,d,a`hpxq

ı

‘

„

hpaq d pfpxq ´ fpaqq d g´1
ˆ

pψpxq ´ ψpaqq´α

Γp1 ´ αq

˙ȷ

.
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Teorema 3.30. Seja 0 ă α ă 1 e I “ ra, bs com ´8 ď a ă b ď `8. Considere
ψ P CpI,Rq uma função crescente tal que ψpxq ‰ 0, @x P I e f, h P CpI,Rq, tal que
f pxq d h pxq P I. Escolhendo β “ 0 no Teorema 3.28, obtemos a regra g-Leibniz
generalizada para o ODPF ψ-Riemann-Liouville, dada por

RLDα;ψ
‘,a,a`pfpxq d hpxqq “

8
à

m“0

”

g´1
pCmq d Dm

‘fpxq d
RLDα´m;ψ

‘,d,a`hpxq

ı

onde Cm “

ˆ

1 ´ α

m

˙

.

Demonstração. Com β “ 0, segue que 1
Γpβp1 ´ αqq

“ 0. Assim,
8
à

k“0

„

g´1
pCkq d Iε`k;ψ

‘,d,a`hpaq d
`

f pkq
pxq ´ f pkq

paq
˘

d g´1
ˆ

pψpxq ´ ψpaqqε´α

Γpβp1 ´ αqq

˙ȷ

“ 0.

Portanto, tomando β “ 0 no Teorema 3.28, concluímos

RLDα;ψ
‘,a,a`pfpxq d hpxqq “

8
à

m“0

”

g´1
pCmq d Dm

‘fpxq d
RLDα´m;ψ

‘,d,a`hpxq

ı

.

Aqui também vale a observação feita na seção anterior, sobre os possíveis
casos particulares, a partir da escolha de ψ. A próxima etapa, é fazer uma abordagem da
transformada g-Laplace.

3.0.2 Transformada g-Laplace

Na literatura, existem muitos métodos diferentes para resolver equações dife-
renciais fracionárias analiticamente ou numericamente, e desenvolver métodos adequados
para encontrar soluções analíticas para equações diferenciais fracionárias é uma das tarefas
mais desafiadoras no cálculo fracionário. Nos últimos anos, alguns pesquisadores têm-se
interessado em introduzir e estudar extensões fracionárias das transformadas integrais
clássicas, como as transformadas de Laplace e Fourier, dentre outras [10,18,23,24,68]. Em
particular, a transformada de Laplace, juntamente com seus análogas e extensões, tem
sido considerada uma ferramenta eficaz para obtenção de soluções analíticas para algumas
classes de equações diferenciais fracionárias. Por outro lado, vale também destacar as
transformadas de Laplace no contexto de pseudo-análise e cálculo fracionário [50,54].

Nesta seção, vamos nos concentrar especificamente em uma transformada g-
Laplace generalizada. Este operador funciona bem em conjunto com as integrais e derivadas
fracionárias em relação às funções. Para essa seção, usamos como texto base, o trabalho
de Sousa et al. [54].
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Teorema 3.31. Sejam g o mesmo que na Definição 2.6, 0 ă n ´ 1 ď α ă n, 0 ď β ď 1
e s P R. Então, a transformada g-Laplace do ODPF de Hilfer de ordem α é dada por

L ‘
”

HDα,β
‘,d,a`fpxq

ı

“
“

g´1
psαq d L ‘

pfpxqq
‰

a

«

n´1
à

k“0
g´1 `snp1´βq`αβ´k´1˘

d Ip1´βqpn´αq´k
‘,d,a` fp0q

ff

.

(3.21)

Demonstração. Lembrando que a transformada de Laplace da DF de Hilfer é dada por [21]

L
”

HDα,β
0` fpxq

ı

“ sαL rfpxqs ´ sβpα´1
´

Ip1´βqp1´αq

0` f
¯

p0`
q, (3.22)

onde
´

Ip1´βqp1´αq

0` f
¯

p0`
q “ lim

tÑ0`

´

Ip1´βqp1´αq

0` f
¯

pxq,

então, podemos escrever

L
”

HDα,β
0` fpxq

ı

“ sαL rfpxqs ´

n´1
ÿ

k“0
snp1´βq`αβ´k´1

´

Ip1´βqpn´αq´k
0` f

¯

p0q.

Note que

L ‘
”

HDα,β
‘,d,a`fpxq

ı

“ g´1
”

L
´

g
´

HDα,β
‘,d,0`fpxq

¯¯ı

“ g´1
”

L
´

g
´

g´1
´

HDα,β
‘,d,0`gpfpxqq

¯¯¯ı

“ g´1
”

L
´

HDα,β
‘,d,0`gpfpxqq

¯ı

. (3.23)

Usando as Eq.(3.22) e Eq.(3.23), obtemos

L ‘
”

HDα,β
‘,d,a`fpxq

ı

“ g´1

«

sαL rgpfpxqqs ´

n´1
ÿ

k“0
snp1´βq`αβ´k´1

´

I
p1´βqpn´αq´k
0` pg ˝ fq

¯

p0`
q

ff

“ g´1 “g
`

g´1
psαL rgpfpxqqsq

˘

´g

˜

g´1

˜

n´1
ÿ

k“0
g
´

g´1
´

snp1´βq`αβ´k´1
´

I
p1´βqpn´αq´k
0` pg ˝ fq

¯

p0`
q

¯¯

¸¸ff

“ g´1 “g
`

g´1
psαL rgpfpxqqsq

˘

´g
`

g´1 `snp1´βq`αβ´1C0
˘

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ g´1 `snp1´βq`αβ´nCn´1
˘˘‰

“ g´1
psαL rgpfpxqqsq a

«

n´1
à

k“0
g´1 `snp1´βq`αβ´k´1Ck

˘

ff

“
`

g´1
psαq d g´1

pL rgpfpxqqsq
˘

a
«

n´1
à

k“0
g´1

´

snp1´βq`αβ´k´1Ck I
p1´βqpn´αq´k
0` pg ˝ fqp0q

¯

ff

“
`

g´1
psαq d L

À

rfpxqs
˘

a

«

n´1
à

k“0
g´1 `snp1´βq`αβ´k´1˘

d I
p1´βqpn´αq´k
‘,d;0` fp0q

ff

.
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Assim, concluímos a prova.

Teorema 3.32. Sejam g o mesmo gerador como na Definição 2.6, 0 ă n´ 1 ď α ă n e
s P R. Então, tomando β “ 0 no Teorema 3.31, obtemos a transformada g-Laplace do
ODPF de Riemann-Liouville de ordem α, dada por

L ‘
“

RLDα
‘,d,a`fpxq

‰

“
“

g´1
psαq d L ‘

pfpxqq
‰

a

«

n´1
à

k“0
g´1 `sn´k´1˘

d In´α´k
‘,d,a`fp0q

ff

.

Demonstração. Para β “ 0, temos

L ‘
”

HDα,β
‘,d,a`fpxq

ı

“ L ‘
“

RLDα
‘,d,a`fpxq

‰

, (3.24)

np1 ´ βq ` αβ ´ k ´ 1 “ n ´ k ´ 1 e p1 ´ βqpn ´ αq ´ k “ n ´ α ´ k.

Então, para β “ 0, substituindo a Eq.(3.24) na Eq.(3.21) (veja Teorema 3.31),
obtemos

L ‘
“

RLDα
‘,d,a`fpxq

‰

“
“

g´1
psαq d L ‘

pfpxqq
‰

a

«

n´1
à

k“0
g´1 `sn´k´1˘

d In´α´k
‘,d,a`fp0q

ff

o que conclui a prova.

Observação 3.33. Note que transformada g-Laplace abordada é para os operadores de
diferenciação pseudo-fracionários clássicos. Embora não abordamos a transformada g-
Laplace para os ODPF com respeito a função ψ, recomendamos o seguinte trabalho para
uma leitura [50].

Para finalizar essa primeira etapa, fechamos com uma abordagem da g-integração
por partes do ODPF ψ-Hilfer.

3.0.3 g-Integração por partes

É indiscutível a importância que a integração por partes tem nos cálculos clássico
e fracionário, na análise matemática, dentre outras áreas [2, 27,46,50,65]. O interesse da
integração fracionária por partes pode ser ilustrado pelo fato de que, quando combinada
com uma mudança preliminar de variável, ela nos permite transformar uma integral de
Riemann-Stieltjes não absolutamente convergente de um par de funções contínuas que
limitam a variação de potência p-th e q-th, respectivamente, onde 1

p
`

1
q

ą 1, em uma
integral elementar de um produto de funções contínuas. Isso nos aproxima muito de ideias
da teoria elementar de séries não absolutamente convergentes, como concebida por Abel,
Dirichlet e outros [27].

Por outro lado, quando o assunto é existência e multiplicidade de soluções
fracas para equações diferenciais fracionárias com p-Laplaciano, a integração por partes
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de derivadas fracionárias, é de grande relevância, uma vez que é de suma importância
encontrar o funcional energia que será utilizado para minimizar a solução na variedade de
Nehari [46,47,57]. Existem outras aplicações de grande importância. Nesse sentido, nesta
seção vamos fazer um breve estudo sobre a g-integração por partes do ODPF ψ-Hilfer e
apresentar alguns casos particulares.

Para isso, primeiramente considere o seguinte teorema:

Teorema 3.34. [65] Suponha que 0 ă α ď 1 e 0 ď β ď 1. Então
ż b

a

´

HDα,β;ψ
a` f ptq

¯

g ptq dt “

ż b

a

f ptqψ1
ptq HDα,β;ψ

b´

ˆ

g ptq

ψ1 ptq

˙

dt (3.25)

para quaisquer f P AC1 e g P C1 satisfazendo a condição f paq “ f pbq “ 0.

Por meio do Teorema 3.34, discutimos a g-integração por partes para o ODPF
ψ-Hilfer.

Teorema 3.35. Sejam f uma função mensurável em ra, bs e g um gerador de pseudo-adição
‘ no intervalo r´8,8s. Para 0 ă α ď 1 e 0 ď β ď 1, temos

ż ‘

ra,bs

”´

Hα,β;ψ
‘,d,a`f pxq

¯

d h pxq

ı

d dx

“

ż ‘

ra,bs

”

g´1
pψ1

pxqq d f pxq d Hα,β;ψ
‘,d,b´

`

h pxq m g´1
pψ1

pxqq
˘

ı

d dx.

(3.26)
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Demonstração. De fato, usando a Definição 3.1, g´1g “ I e o Teorema 3.34, temos
ż ‘

ra,bs

”´

Hα,β;ψ
‘,d,a`f pxq

¯

d h pxq

ı

d dx

“ g´1
„
ż b

a

g
´´

Hα,β;ψ
‘,d,a`f pxq

¯

d h pxq

¯

dx

ȷ

“ g´1
„
ż b

a

g
´

g´1
!

g
´

Hα,β;ψ
‘,d,a`f pxq

¯

g ph pxqq

)¯

dx

ȷ

“ g´1
„
ż b

a

g
´

Hα,β;ψ
‘,d,a`f pxq

¯

g ph pxqq dx

ȷ

“ g´1
„
ż b

a

g
´

g´1
´

HDα,β;ψ
a` g pf pxqq

¯¯

g ph pxqq dx

ȷ

“ g´1
„
ż b

a

´

HDα,β;ψ
a` g pf pxqq

¯

g ph pxqq dx

ȷ

“ g´1
„
ż b

a

g pf pxqqψ1
pxq

HDα,β;ψ
b´

ˆ

g ph pxqq

ψ1 pxq

˙

dx

ȷ

“ g´1
„
ż b

a

g pf pxqqψ1
pxq

HDα,β;ψ
b´

ˆ

g

ˆ

g´1
ˆ

g ph pxqq

ψ1 pxq

˙˙˙

dx

ȷ

“ g´1
„
ż b

a

g pf pxqqψ1
pxq g

ˆ

g´1
ˆ

HDα,β;ψ
b´

ˆ

g

ˆ

g´1
ˆ

g ph pxqq

ψ1 pxq

˙˙˙˙˙

dx

ȷ

“ g´1
„
ż b

a

g

"

g´1
pg pf pxqqq g´1

pψ1
pxqq g´1

ˆ

g

ˆ

Hα,β;ψ
‘,d,a`

ˆ

g´1
ˆ

g ph pxqq

ψ1 pxq

˙˙˙˙*

dx

ȷ

“ g´1
„
ż b

a

g

"

f pxq d g´1
pψ1

pxqq d Hα,β;ψ
‘,d,a`

ˆ

g´1
ˆ

g ph pxqq

ψ1 pxq

˙˙*

dx

ȷ

“ g´1
„
ż b

a

g
!

f pxq d g´1
pψ1

pxqq d Hα,β;ψ
‘,d,a`

`

h pxq m g´1
pψ1

pxqq
˘

)

dx

ȷ

“

ż ‘

ra,bs

”

g´1
pψ1

pxqq d f pxq d Hα,β;ψ
‘,d,b´

`

h pxq m g´1
pψ1

pxqq
˘

ı

d dx.

A seguir alguns casos particulares do Teorema 3.35.

Teorema 3.36. (ODPF ψ-Caputo) Sejam f uma função mensurável em ra, bs e g um
gerador de pseudo-adição ‘ no intervalo r´8,8s. Para 0 ă α ď 1 e tomando o limite
β Ñ 1 na Eq.(3.26), temos

ż ‘

ra,bs

”´

CDα;ψ
‘,d,a`f pxq

¯

d h pxq

ı

d dx

“

ż ‘

ra,bs

”

g´1
pψ1

pxqq d f pxq d
CDα;ψ

‘,d,b´

`

h pxq m g´1
pψ1

pxqq
˘

ı

d dx.

Teorema 3.37. (ODPF de Caputo) Sejam f uma função mensurável em ra, bs e g g um
gerador de pseudo-adição ‘ no intervalo r´8,8s. Se 0 ă α ď 1 e se tomarmos o limite
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β Ñ 1 e escolhermos ψ pxq “ x na Eq.(3.26), obtemos
ż ‘

ra,bs

“`

CDα
‘,d,a`f pxq

˘

d h pxq
‰

d dx “

ż ‘

ra,bs

“

f pxq d
CDα

‘,d,b´h pxq
‰

d dx.

Teorema 3.38. (ODPF ψ´Riemann-Liouville) Sejam f uma função mensurável em ra, bs

e g um gerador de pseudo-adição ‘ no intervalo r´8,8s. Se 0 ă α ď 1 e se tomarmos o
limite β Ñ 0 na Eq.(3.26), temos

ż ‘

ra,bs

”´

RLDα;ψ
‘,d,a`f pxq

¯

d h pxq

ı

d dx

“

ż ‘

ra,bs

”

g´1
pψ1

pxqq d f pxq d
RLDα;ψ

‘,d,b´

`

h pxq m g´1
pψ1

pxqq
˘

ı

d dx.

Teorema 3.39. (ODPF de Riemann-Liouville Sejam f uma função mensurável em ra, bs

e g um gerador de pseudo-adição ‘ no intervalo r´8,8s. Se 0 ă α ď 1 se tomarmos o
limite β Ñ 0 e ecolhermos ψ pxq “ x na Eq.(3.26), temos

ż ‘

ra,bs

“`

RLDα
‘,d,a`f pxq

˘

d h pxq
‰

d dx “

ż ‘

ra,bs

“

f pxq d
RLDα

‘,d,b´h pxq
‰

d dx.

Teorema 3.40. (ODPF de Hadamard) Sejam f uma função mensurável em ra, bs e g um
gerador de pseudo-adição ‘ no intervalo r´8,8s. Se 0 ă α ď 1 se tomarmos o limite
β Ñ 0 e escolhermos ψ pxq “ lnpxq px ą 0q na Eq.(3.26), temos

ż ‘

ra,bs

“`

HDDα
‘,d,a`f pxq

˘

d h pxq
‰

d dx

“

ż ‘

ra,bs

„

g´1
ˆ

1
x

˙

d f pxq d
HDDα

‘,d,b´

ˆ

h pxq m g´1
ˆ

1
x

˙˙ȷ

d dx.

Finalizamos o Capítulo 3, com o estudo do ODPF ψ-Hilfer e abordamos algumas
propriedades importantes, de modo especial: a regra g-Leibniz generalizada dos tipos I
e II, a transformada g-Laplace e a integração por partes do ODPF ψ-Hilfer. Existem
outras inúmeras propriedades que são possíveis de ser investigadas a partir dessa teoria de
g-cálculo fracionário, no entanto, restringimos as apresentadas aqui. Por exemplo, veja o
trabalho de Sousa et al. [50, 59], para outras possíveis propriedades.
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4 Existência e Unicidade de soluções de uma
equação pseudo-fracionária ψ-Hilfer

Como abordado no Capítulo 1, a importância das equações diferenciais fracio-
nárias em diversos aspectos, em particular, quando envolvem fenômenos físicos, de fato tem
chamado a atenção nesses últimos anos e ganhado cada vez mais destaque na comunidade
científica. No entanto, problemas de equações diferenciais pseudo-fracionários, é mais
recente ainda, o que torna mais atritivo a área. Embora seja uma área em crescimento
com poucas ferramentas para se trabalhar, não implica que é tarefa fácil e muito menos
simples obter resultados, uma vez que envolve funções que precisam de certos cuidados,
de modo especial, as funções g e ψ. Neste Capítulo 4, vamos apresentar um estudo sobre a
existência e unicidade de soluções de uma classe de equações pseudo-fracionária ψ-Hilfer
via teoria do ponto fixo de Banach, o teorema de Arzelà-Ascoli e teorema do ponto fixo de
Schauder.

Na teoria de equações diferenciais de modo geral, quando um dos objetivos
é discutir a existência e unicidade de solução, ao invés de atacar o problema direto,
uma maneira especial, é mostrar que o problema é equivalente a uma equação integro
diferencial, e discutir os objetivos através da mesma. Outra maneira, é utilizar aproximações
sucessivas. No caso envolvendo operadores fracionários, de forma que obtem-se uma relação
envolvendo a função de Mittag-Leffler. Nesse sentido, antes de iniciar a discussão dos
principais resultados deste capítulo, é de suma importância a abordagem do seguinte lema:

Lema 1. Para 0 ă α ď 1, a solução do problema (1.1) é dada por:

xptq “ x0 d g´1 `
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

ż ‘

rt0,ts

g´1
pψ1

psqq d

Eα,γ pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d ds ‘

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d

Eα,α pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d fps, xpsqq d ds.

(4.1)

Demonstração. Aplicando à esquerda o operador I1´γ;ψ
‘,d,t0`p¨q em ambos os lados do problema

(1.1) e usando a seguinte propriedade

Iα;ψ
‘,d,a`Hα,β;ψ

‘,d,a`fpxq “ fpxq a

«

n
à

k“1
g´1

pCkq d g´1
pψpxq ´ ψpaqq

γ´k

ff

com γ “ α ` βpn ´ αq e Ck “
pg ˝ fqrn´ksI1´γ;ψ

‘,d,t0`gpf paqq

Γpγ ´ k ` 1q
, e n “ 1, obtemos

xptq a
“

g´1
pC1q d g´1

pψptq ´ ψpaqq
γ´k

‰

“ I1´γ;ψ
‘,d,t0`pAxptq ‘ fpt, xptqqq,
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o que implica xptq “ g´1
pC1q d g´1

pψptq ´ ψpaqq
γ´k

‘ I1´γ;ψ
‘,d,t0`pAxptq ‘fpt, xptqqq.

Usando a definição do OIPF ψ-Riemann-Liouville, obtemos

xptq “ g´1
pC1q d g´1

pψptq ´ ψ pt0qq
γ´k

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqα´1

Γpαq

˙

d pAxpsq ‘ fps, xpsqqq d ds (4.2)

com C1 “
I1´γ;ψ
t0` gpxptqq

Γpγq
.

Substituindo C1 na equação anterior e aplicando o operador da identidade
I “ g´1g, obtemos:

xptq “
I1´γ;ψ

‘,d,t0`x pt0q

Γpγq
d g´1

pψptq ´ ψ pt0qq
γ´k

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqα´1

Γpαq

˙

d pAxpsq ‘ fps, xpsqqq d ds. (4.3)

Agora, através de aproximações sucessivas, vamos obter uma expressão para a
equação anterior. Consideremos

x0ptq “
x0

Γpγq
d g´1

pψptq ´ ψ pt0qq
γ´1

e

xmptq “
x0

Γpγq
d g´1

pψptq ´ ψ pt0qq
γ´1

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqα´1

Γpαq

˙

d pAxm´1psq ‘ fps, xpsqqq d ds.

Para m “ 1, temos

x1ptq “
x0

Γpγq
d g´1

pψptq ´ ψ pt0qq
γ´1

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqα´1

Γpαq

˙

d pAx0psq ‘ fps, xpsqqq d ds.

Substituindo x0ptq por x0

Γpγq
d g´1

pψptq ´ ψ pt0qq
γ´1 e aplicando a definição do OIPF
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ψ-Riemann-Liouville na expressão acima, obtemos:

x1ptq “x0ptq ‘

ż ‘

rt0,ts

g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqα´1

Γpαq

˙

d pAx0psq ‘ fps, xpsqqq d ds

“
x0

Γpγq
d g´1

pψptq ´ ψ pt0qq
γ´1

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqα´1

Γpαq

˙

d

ˆ

A
x0

Γpγq
d g´1

pψpsq ´ ψ pt0qq
γ´1

‘ fps, xpsqq

˙

d ds

“
x0

Γpγq
d g´1

pψptq ´ ψ pt0qq
γ´1

‘

A
x0

Γpγq
d

ż ‘

rt0,ts

g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqα´1

Γpαq

˙

d g´1
pψpsq ´ ψ pt0qq

γ´1
d ds

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqα´1

Γpαq

˙

d fps, xpsqq d ds

“
x0

Γpγq
d g´1

pψptq ´ ψ pt0qq
γ´1

‘ A
x0

Γpγq
d Iα;ψ

‘,d,t0`

`

g´1
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘

‘ Iα;ψ
‘,d,t0`fpt, xptqq.

Para m “ 2, segue que

x2ptq “
x0

Γpγq
d g´1

pψptq ´ ψ pt0qq
γ´1

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqα´1

Γpαq

˙

d pAx1psq ‘ fps, xpsqqq d ds.

Substituindo a expressão de x1ptq obtida anteriormente, e aplicando a definição
da OIPF ψ-Riemann-Liouville na expressão acima, obtemos:

x2ptq “
x0

Γpγq
d g´1

pψptq ´ ψ pt0qq
γ´1

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqα´1

Γpαq

˙

d pAx1psq ‘ fps, xpsqqq d ds

“
x0

Γpγq
d g´1

pψptq ´ ψ pt0qq
γ´1

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqα´1

Γpαq

˙

d A
x0

Γpγq
d g´1

pψpsq ´ ψ pt0qq
γ´1

d ds

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqα´1

Γpαq

˙

d A2 x0

Γpγq
d Iα;ψ

‘,d,t0`
g´1 `

pψptq ´ ψpsqq
γ´1˘

d ds

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqα´1

Γpαq

˙

d A d Iα;ψ
‘,d,t0`

d fps, xpsqq d ds

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqα´1

Γpαq

˙

d fps, xpsqq d ds

“ x0 d

ż ‘

rt0,ts

2
ÿ

k“0
Ak

d g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqαk´1

Γpαkq

˙

g´1 `pψpsq ´ ψ pt0qq
γ´1˘

Γpγq
d ds

‘

ż ‘

rt0,ts

2
ÿ

k“1
Ak

d g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqαk´1

Γpαkq

˙

d fps, xpsqq d ds.
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Continuando esse processo, obtemos a seguinte relação

xmptq

“ x0 d

ż ‘

rt0,ts

m
ÿ

k“0
Ak

d g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqαk´1

Γpαkq

˙

g´1 `pψpsq ´ ψ pt0qq
γ´1˘

Γpγq
d ds

‘

ż ‘

rt0,ts

m
ÿ

k“0
Ak

d g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqαk`α´1

Γpαk ` αq

˙

d fps, xpsqq d ds. (4.4)

Tomando o limite em ambos os lados como m Ñ 8 na Eq.(4.4), e usando a
definição da função de Mittag-Leffler, obtemos:

lim
mÑ8

xmptq

“ x0 d

ż ‘

rt0,ts

8
ÿ

k“0
Ak

d g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqαk´1

Γpαk ` γq

˙

g´1 `
pψpsq ´ ψ pt0qq

γ´1˘

d ds ‘

ż ‘

rt0,ts

8
ÿ

k“0
Ak

d g´1
ˆ

ψ1psqpψptq ´ ψpsqqαk`α´1

Γpαk ` αq

˙

d fps, xpsqq d ds

“ x0 d g´1 `
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

ż ‘

rt0,ts

g´1
pψ1

psqq d Eα,γ pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d ds

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d Eα,α pgpAqpψptq ´ ψpsqq

α
q d fps, xpsqq d ds.

Portanto, concluímos que

xptq “ x0 d g´1 `
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

ż ‘

rt0,ts

g´1
pψ1

psqq d

Eα,γ pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d ds ‘

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d

Eα,α pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d fps, xpsqq d ds.

O resultado a seguir, tem como objetivo mostrar que a solução dada pelo Lema
1 (veja Eq.(4.1)) escrita através de um operador F , é uma contração e, consequentemente
por meio do teorema de ponto fixo de Banach, o problema (1.1), detém de uma única
solução.

Demonstração. (Teorema 1) Para a prova do resultado, vamos considerar

X “

!

x, x P C,Hα,β,ψ

‘,d,t`0
x P C

)

sendo um espaço de Banach dotado da norma

}x}X,g “ }x}g.
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Sabemos que, para 0 ă α ď 1, a solução do problema (1.1), é dada por:

xptq “ x0 d g´1 `
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

ż ‘

rt0,ts

g´1
pψ1

psqq d

Eα,γ pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d ds

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d

Eα,α pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d fps, xpsqq d ds.

Agora, considere o operador F : X Ñ X dado por:

Fxptq “

x0 d g´1 `
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

ż ‘

rt0,ts

g´1
pψ1

psqq d Eα,γ pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d ds

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d Eα,α pgpAqpψptq ´ ψpsqq

α
q d fps, xpsqq d ds.

A prova do teorema será realizada em dois passos.

No primeiro passo, vamos provar que: F pBrq Ă Br, isto é, mostraremos que
F pxq P Br, onde Br é a bola fechada de raio r ą 0 em X, ou seja, }fpt, 0q}g e

}Eα,i pgpAq pψptq ´ ψ pt0qq
α
q}g ďg M, i “ α, γ

e

r ą max 2
"

}x0}g d g´1 `
pψpT q ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d M ‘ M d L d g´1

ˆ

pψptq ´ ψ pt0qq
α

α

˙*

.

No segundo passo, mostraremos que F é uma contração em X.

Passo 1. Para x P Br, obtemos:

}Fxptq} “

}x0 d g´1 `
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

ż ‘

rt0,ts

g´1
pψ1

psqq d Eα,γ pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d ds

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d Eα,α pgpAqpψptq ´ ψpsqq

α
q d fps, xpsqq d ds}.

Usando a definição de g-norma, segue que:

}Fxptq} ď }x0} d g´1 `
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

ż ‘

rt0,ts

g´1
pψ1

psqq d

}Eα,γ pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q} d ds

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘

d }Eα,α pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q} d }fps, xpsqq} d ds.
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Sabemos que a função ψ é monotona crescente e positiva e que ψ1
‰ 0, e a

função g também é crescente. Como a função de Mittag-Leffler Eα,γpzq converge para todo
argumento de z, obtemos:

}Fxptq} ď }x0} d g´1 `
pψpT q ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d M ‘ M d L d g´1

ˆ

pψptq ´ ψ pt0qq
α

α

˙

.

Tomando

r ą max 2
"

}x0}g d g´1 `
pψpT q ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d M ‘ M d L d g´1

ˆ

pψptq ´ ψ pt0qq
α

α

˙*

,

temos que }Fxptq} ď r, t P J , ou seja, }Fx}g ď r. Assim, provamos que Fx P Br, para
todo x P Br.

Passo 2. Vamos mostrar que F é uma contração em X.

Para todo x, y P X e para todo t P J , obtemos:

}pFxqptq a pFyqptq}g

“ }

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d Eα,α pgpAqpψptq ´ ψpsqq

α
q d

fps, xpsqq d ds a

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d

Eα,α pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d fps, ypsqq d ds a }g.

Usando a definição de g-norma, segue que

}pFxqptq a pFyqptq}g

ď

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d }Eα,α pgpAqpψptq ´ ψpsqq

α
qq }g d

}fps, xpsqq a fps, ypsqq}g d ds.

Nesse sentido, temos
ż ‘

rt0,ts

`

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘˘
d ds “ g´1

ˆ
ż t

t0

``

ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘˘
d ds

˙

“ g´1
ˆ

pψptq ´ ψ pt0qq
α

α

˙

.

Agora, como f é Lipschitz e }Eα,i pgpAq pψptq ´ ψpt0qq
α
q}g ďg M, i “ α,

obtemos:

}pFxqptq a pFyqptq}g ď M d L d g´1
ˆ

pψptq ´ ψ pt0qq
α

α

˙

d ||x a y||.

Por hipótese M d L d g´1
ˆ

pψptq ´ ψpt0qqα

α

˙

ă 1, então concluímos que F é
uma contração. Assim, da prova dos Passos 1 e 2 e do teorema do ponto fixo de Banach,
obtemos o resultado desejado.
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Para finalizar o presente capítulo, vamos utilizar o teorema do ponto fixo de
Schauder e Teorema da Convergência Dominada, e discutir o seguinte resultado:

Demonstração. (Teorema 2) Usaremos o teorema de ponto fixo de Schauder para provar
que F definido por

Fxptq “ x0 d g´1 `
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

ż ‘

rt0,ts

g´1
pψ1

psqq d Eα,γ pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d ds ‘

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d

Eα,α pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d fps, xpsqq d ds

tem um ponto fixo.

A prova será feita em 3 passos. No primeiro passo, vamos mostrar que F é
contínua. No segundo momento, vamos mostrar que F : X Ñ X é limitada, e no terceiro
passo, mostraremos que F : X Ñ X é definida em um conjunto equicontínua.

Passo 1. Vamos mostrar que F : X Ñ X é contínua.

Seja xn uma sequência em Rn tal que lim
nÑ8

xn “ x em X. Então, temos

}pFxnq ptq a pFxqptq}g

“ ||x0 d g´1 `
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

ż ‘

rt0,ts

g´1
pψ1

psqq d Eα,γ pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d ds

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d Eα,α pgpAqpψptq ´ ψpsqq

α
q d fps, xnpsqq d ds

ax0 d g´1 `
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

ż ‘

rt0,ts

g´1
pψ1

psqq d Eα,γ pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d ds

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d Eα,α pgpAqpψptq ´ ψpsqq

α
q d fps, xpsqq d ds||.

Usando as propriedades da norma, e o fato de que

}Eα,i pgpAq pψptq ´ ψ pt0qq
α
q}g ďg M, i “ α, γ

segue que

}pFxnq ptq a pFxqptq}g

ď
g

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d }Eα,γ pgpAqpψptq ´ ψpsqq

α
q}g

d }f ps, xnpsqq a fps, xpsqq}g d ds

ď M d

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d }f ps, xnpsqq a fps, xpsqq}g d ds. (4.5)
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Como f é contínua e limitada e g é contínua, então pelo Teorema da Conver-
gência Dominada, deduzimos que a integração tende a zero quando n tende a infinito.
Desta forma, temos lim

nÑ8
}pFxnq ptq a pFxqptq}g “ 0. Logo, segue que F é contínua.

Passo 2. Vamos mostrar que F : X Ñ X é limitada.

De fato, é suficiente mostrar que qualquer que seja r ą 0, existe um cons-
tante positiva L ą 0, tal que para todo x P Br “ tx P X : }x}g ď ru, Fx P BL “

tx P X : }Fx}g ď Lu. Note que

}Fxptq}g

“ }x0 d g´1 `
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

ż ‘

rt0,ts

g´1
pψ1

psqq d Eα,γ pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d ds

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d

Eα,α pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q d fps, xpsqq d ds}g.

Usando a definição de g-norma, a definição
ż ‘

rt0,ts

g´1
pψ1

psqq ds, a continuidade

de f , o Teorema do Valor Médio e o fato de que }Eα,i pgpAq pψptq ´ ψ pt0qq
α
q}g ďg M, i “

α, γ, obtemos:

}Fxptq}g ď g }x0}g d g´1 `
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

ż ‘

rt0,ts

g´1
pψ1

psqq

d }Eα,γ pgpAqpψptq ´ ψpsqq
α
q}g d ds

‘

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d }Eα,α pgpAqpψptq ´ ψpsqq

α
q}g

d}fps, xpsqq}g d ds

ď }x0}g d g´1 `
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d M d g´1

ˆ
ż t

t0

ψ1
psqds

˙

‘M d L d

ż ‘

rt0,ts

g´1 `ψ1
psqpψptq ´ ψpsqq

α´1˘
d }xpsq}g d ds

ď }x0}g d g´1 `
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d M d g´1

pψptq ´ ψ pt0qq

‘M d L d }x}g d g´1
ˆ

pψptq ´ ψ pt0q
α

α

˙

“ L.

Portanto, }Fx}g ďg L, ou seja, F é limitada em um conjunto equicontínuo.

Passo 3. Vamos mostrar que F : X Ñ X é definida em um conjunto equicon-
tínua.

Sejam t1, t2 P J com t1 ă t2 e Br um subconjunto de X como no passo anterior.
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Seja x P Br, então temos:

}pFxq pt2q a pFxq pt1q}g

“ }x0 d g´1 `
pψ pt2q ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

ż ‘

rt0,t2s

g´1
pψ1

psqq d Eα,γ pgpAq pψ pt2q ´ ψpsqq
α
q d ds

‘

ż ‘

rt0,t2s

g´1 `ψ1
psq pψ pt2q ´ ψpsqq

α´1˘
d Eα,α pgpAq pψ pt2q ´ ψpsqq

α
q d

F ps, xpsqq d ds a x0 d g´1 `
pψ pt1q ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

ż ‘

rt0,t1s

g´1
pψ1

psqq d Eα,γ pgpAq pψ pt1q ´ ψpsqq
α
q d ds

a

ż ‘

rt0,t1s

g´1 `ψ1
psq pψ pt1q ´ ψptsqq

α´1˘
d

Eα,α pgpAq pψ pt1q ´ ψpsqq
α
q d fps, xpsqq d ds}g

“ }x0 d g´1 `
pψ pt2q ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

"
ż ‘

rt0,t1s

g´1
pψ1

psqq d Eα,γ pgpAq pψ pt2q ´ ψpsqq
α
q d ds

‘

ż ‘

rt1,t2s

g´1
pψ1

psqq d Eα,γ pgpAq pψ pt1q ´ ψpsqq
α
q d ds

*

‘

ż ‘

rt0,t1s

g´1 `ψ1
psq pψ pt1q ´ ψpsqq

α´1˘
d

Eα,α pgpAq pψ pt1q ´ ψpsqq
α
q d fps, xpsqq d ds
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‘

ż ‘

rt1,t2s

g´1 `ψ1
psq pψ pt2q ´ ψpsqq

α´1˘

dEα,α pgpAq pψ pt2q ´ ψpsqq
α
q d fps, xpsqq d ds

ax0 d g´1 `
pψ pt1q ´ ψ pt0qq

γ´1˘

d

ż ‘

rt0,t1s

g´1
pψ1

psqq d Eα,γ pgpAq pψ pt1q ´ ψpsqq
α
q d ds

a

ż ‘

rt0,t1s
‘

g´1 `ψ1
psq pψ pt1q ´ ψpsqq

α´1˘

dEα,α pgpAq pψ pt1q ´ ψpsqq
α
q d fps, xpsqq d ds}g

ď }x0}g d g´1 `
pψ pt2q ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d
`

pψ pt1q ´ ψ pt0qq
γ´1˘

d

ż ‘

rt0,t1s

g´1
pψ1

psqq d

}Eα,γ pgpAq pψ pt2q ´ ψpsqq
α
q a Eα,γ pgpAq pψ pt1q ´ ψpsqq

α
q}g d ds

‘

ż ‘

rt1,t2s

g´1
pψ1

psqq d }Eα,γ pgpAq pψ pt2q ´ ψpsqq
α
q}g d ds

‘

ż ‘

rt0,t1s

}g´1 `ψ1
psq pψ pt2q ´ ψpsqq

α´1˘
d Eα,α pgpAq pψ pt2q ´ ψpsqq

α
q a

g´1 `ψ1
psq pψ pt1q ´ ψpsqq

α´1˘
d Eα,α pgpAq pψ pt1q ´ ψpsqq

α
q }gd} fps, xpsqq}g d ds

‘

ż ‘

rt1,t2s

g´1 `ψ1
psq pψ pt2q ´ ψpsqq

α´1˘

d }Eα,α pgpAq pψ pt2q ´ ψpsqq
α
q}g d }fps, xpsqq}g d ds

ď }x0}g d g´1
pψ pt2q ´ ψ pt0qq

γ´1
¯

dg´1 `
pψ pt1q ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d

ż

rt0, t1|
‘

g´1
pψ1

psqq d

8
ÿ

k“0

›

›gpAqk
›

›

g

›

›

›
pψ pt2q ´ ψpsqq

αk
a pψ pt1q ´ ψpsqq

αk
›

›

›

g

Γpαk ` γq
d ds

‘M d

ż ‘

rt1,t2s

g´1
pψ1

psqq d ds

‘

ż ‘

rt0,t1s

$

’

&

’

%

›

›g´1 `ψ1
psq pψ pt2q ´ ψpsqq

α´1˘›
›

g
d

8
ÿ

k“0

›

›gpAq
k
›

›

g

›

›

›
pψ pt2q ´ ψpsqq

αk
›

›

›

g

Γpαk ` αq
a

›

›g´1 `ψ1
psq pψ pt1q ´ ψpsqq

α´1˘›
›

g
d

8
ÿ

k“0

›

›gpAq
k
›

›

g

›

›

›
pψ pt1q ´ ψpsqq

αk
›

›

›

g

Γpαk ` αq

,

/

.

/

-

dL1}xpsq}g d ds ‘ M d

ż ‘

rt1,t2s

g´1 `ψ1
psq pψ pt2q ´ ψpsqq

α´1˘
d L1}xpsq}g d ds

ď g }x0}g d g´1 `
pψ pt2q ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d g´1 `

pψ pt1q ´ ψ pt0qq
γ´1˘

d
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M d

ż ‘

rt0,t1s

g´1 `ψ1´1
pψ pt1q ´ ψ pt2qq ‘ L1 d }x}gd

ż ‘

rt0,t1s

$

’

&

’

%

›

›g´1 `ψ1
psq pψ pt2q ´ ψpsqq

α´1˘›
›

g
d

8
ÿ

k“0

›

›

›
pψ pt2q ´ ψpsqq

αk
›

›

›

g

Γpαk ` αq
d

›

›g´1 `ψ1
psq pψ pt1q ´ ψpsqq

α´1˘›
›

g
d

8
ÿ

k“0

›

›

›
pψ pt1q ´ ψpsqq

αk
›

›

›

g

Γpαk ` αq

,

/

.

/

-

d ds

‘ M d L1 d }x}g d g´1
ˆ

pψ pt2q ´ ψ pt1qq
α

α

˙

ďg }x0}g d g´1 `
pψ pt2q ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d g´1 `

pψ pt1q ´ ψ pt0qq
γ´1˘

d M d g´1
pψ pt1q ´ ψ pt0qq ‘ M d g´1

pψptq ´ ψ pt0qq

‘ L1 d }x}g d

ż ‘

rt0,t1s

$

’

&

’

%

›

›g´1 `ψ1
psq pψ pt2q ´ ψpsqq

α´1˘›
›

g
d

8
ÿ

k“0

›

›

›
pψ pt2q ´ ψpsqq

αk
›

›

›

g

Γpαk ` αq

a
›

›g´1 `ψ1
psq pψ pt1q ´ ψpsqq

α´1˘›
›

g
d

8
ÿ

k“0

›

›

›
pψ pt1q ´ ψpsqq

αk
›

›

›

g

Γpαk ` αq

,

/

.

/

-

d ds

‘ M d L1 d }x}g d g´1
ˆ

pψptq ´ ψ pt0qq
α

α

˙

ď }x0}g d g´1 `
pψptq ´ ψ pt0qq

γ´1˘
d M ‘ M d g´1

pψptq ´ ψ pt0qq

‘ M d L1}x}g d g´1
ˆ

pψptq ´ ψ pt0qq
α

α

˙

.

Como a função de Mittag-Leffler é uniformemente limitada, podemos trocar o
somatório e integração. Como t1 Ñ t2, deduzimos que }Fx pt2q ´ Fx pt1q}g Ñ 0. Conse-
quentemente dos Passos 1 a 3 e do teorema de Arzelà-Ascoli, concluímos que F : X Ñ X

é contínua e completamente contínua. Portanto, F é completamente contínua. Segue do
teorema do ponto fixo de Schauder, o problema da (1.1) tem solução. O que conclui a
prova.
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5 Considerações Finais

Neste trabalho, realizamos um estudo sobre o ODPF ψ-Hilfer e discutimos
algumas propriedades básicas que foram provadas e, em certos momentos apresentados
alguns casos particulares. Além do mais, alguns exemplos foram discutidos. Por outro lado,
existem propriedades que tratamos como especiais, por se tratar de ferramentas essenciais
em determinadas áreas, a saber: a regra generalizada g-Leibniz tipos I e II, a transformada
g-Laplace e, por fim, a integração por partes. Vale ressaltar, que tais propriedades especiais,
como mencionadas, foram apresentadas separadamente, com o intuito de destacar em cada
início das respectivas seções, uma breve introdução da importância de cada uma delas.
Nesse sentido, suas respectivas provas, foram apresentadas, bem como casos particulares.
Durante o trabalho, sempre deixamos claro, que por mais que apresentamos alguns casos
particulares dos resultados investigados, outros eram possíveis a partir da particular escolha
da função ψp¨q, do parâmetro a e dos limites β Ñ 0 e β Ñ 1. Para a realização deste
trabalho, só foi possível, a partir da introdução do Capítulo 2. No Capítulo 4 realizamos
um estudo sobre a existência e unicidade de soluções de uma classe de equação pseudo-
fracionária ψ-Hilfer por meio da teoria de ponto fixo, do teorema de Arzelà-Ascoli e do
teorema convergência dominada.

Para finalizar este presente trabalho, algumas questões e ideias no decorrer
deste trabalho foram surgindo e uma continuação natural para o doutorado é apenas uma
consequência. Dentre as questões levantadas destacamos:

1. No primeiro momento, uma continuação natural seria investigar a controlabilidade,
dependência contínua dos dados e a atratividade de soluções de equações diferenciais
pseudo-fracionária.

2. É possível a partir da teoria de operador derivada pseudo-fracionário ψ-Hilfer, atacar
questões envolvendo equações diferenciais com p-Laplaciano? Em caso afirmativo,
quais consequências importantes que traria a teoria?

3. Como visto no decorrer do trabalho a importância da unificação das áreas de Análise,
pseudo-análise e cálculo fracionário para apresentar esse trabalho. Seria possível
trabalhar essas questões aqui investigadas com a teoria de escala-temporal?

Outras questões certamente surgem a medida que se trabalha em um dos pontos
acima destacados, em especial, no item 2, que é possível levantar outras questões como
problemas de dupla fase e problemas do tipo Kirchhoff.
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