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Resumo

O presente trabalho esta dividido em duas etapas. Na primeira etapa, temos como objetivo
realizar um estudo sistematizado do operador derivada pseudo-fracionario -Hilfer e discutir
algumas propriedades classicas da teoria. De modo especial, vamos investigar as regras
g-Leibniz generalizada dos tipos I e II, a transformada g-Laplace e, por fim, a g-integracao
por partes. Nesse sentido, exemplos e casos particulares dos resultados discutidos durante
o trabalho, foram apresentados. Na segunda etapa, dedicamos a discutir a existéncia e
unicidade de solucao para uma classe de equacgoes diferenciais pseudo-fracionarias por

meio da teoria de ponto fixo e dos teorema de Arzela-Ascoli e da Convergéncia Dominada.

Palavras-chave: Operador pseudo-fracionario -Hilfer. Propriedades pseudo-fracionérias.

Equagoes pseudo-fracionarias. Existéncia. Unicidade.



Abstract

This work is divided into two steps. In the first step, we aim to carry out a systematic
study of the w-Hilfer pseudo-fractional derivative operator and discuss some classical
properties of the theory. In a special way, we will investigate the generalized g-Leibniz
rules of types I and II, the g-Laplace transform and, finally, the g-integration by parts. In
this sense, examples and particular cases of the results discussed during the work were
presented. In the second step, we discuss the existence and uniqueness of solution for a
class of pseudo-fractional differential equations by means of fixed point theory and the

theorems of Arzela-Ascoli and Dominated Convergence.

Keywords: ¢-Hilfer pseudo-fractional operator. Pseudo-fractional properties. Pseudo-

fractional equations. Existence. Uniqueness.
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1 Introducao

O célculo diferencial e integral, introduzido por Newton e Leibniz no final do
século XVII, entendeu-se que a noc¢ao de derivada de ordem inteira, foi significativa e
revoluciondria em toda a matematica. Existem iniimeras aplicagdes em diversas areas, a
saber: engenharias, fisica, medicina, biologia, estatistica, dentre outras. Naquela ocasiao,
ainda nao se tinha ideia do que estaria por vir, pois ainda era recente a nocao de derivada.
No entanto, muitas novas descobertas estariam por vir, motivados por essa descoberta
de grande magnitude. Entao, em meados de 1695, uma possivel carta entre Marqués
de 'Hépital e Leibniz, teria iniciado as primeiras ideias sobre o célculo fracionério [39],
questionando exatamente a nocao de derivada inteira. Em outras palavras, na possivel carta,

continha o seguinte questionamento "O que aconteceria se na derivada inteira de ordem
mn

n, isto é, ——f (t), fosse escolhido um valor nao inteiro, no caso particular, ;"?. Leibniz
respondeu: "Isso levara a um paradoxo, do qual um dia serdo desenhadas consequéncias
uteis" [16,25,40]. Certamente, Leibniz nao sabia a importéncia e revelancia da resposta
naquele momento, mas hoje a resposta estd em todas as areas. Leibniz estava certo. Nao
demoraria séculos até que ficasse claro como ele estava certo. O calculo fracionério é o
nome que se popularizou para o calculo de ordem nao inteira, ou ainda, calculo de ordem
arbitraria, pois este ¢ uma extensao do calculo de ordem inteira, sendo a ordem inteira

trocada para uma ordem nao inteira podendo, inclusive, ser complexa.

Grunwald [20] e Letnikov [26] introduziram a derivada fracionaria denominada
atualmente de Griinwald-Letnikov, cuja importancia é atacar problemas numéricos e,
se baseia na generalizacao da derivacao ordinaria de ordem n € N. Dois anos depois,
Sonin [43] introduziu a derivada a fraciondria de Riemann-Liouville (DFRL), cuja derivada
de ordem arbitraria, equivale a derivada de ordem inteira de uma integral de ordem
arbitraria. O primeiro susto que notaram foi, que a DFRL de uma constante é diferente
de zero. Nesse mesmo tempo, comecaram a indagar, qual seria a interpretacao geométrica
de uma derivada fracionaria. Baseando na definicio de DFRL, em 1967, o italiano Michele
Caputo [13] prop6s uma nova defini¢do de derivada fraciondria mais restritiva que a de
Riemann-Liouville, chamada derivada fracionaria de Caputo (DFC). Na formulagao de
Caputo, a derivada de ordem arbitraria é a integral de ordem arbitraria de uma derivada
de ordem inteira. Com a formulagao de Caputo, a derivada fracionaria de uma cons-
tante é zero. A ideia de introduzir esta nova formulacao de derivadas fracionarias surgiu
das tentativas de resolver um problema de viscoelasticidade [14]. Desde entao, intimeras
defini¢oes de derivadas fracionarias foram introduzidas ao longo dos anos. Destacamos
algumas: 1-Caputo, 1-Riemann—Liouville, Weyl, Hilfer, Katugampola, Hadamard, Ca-
puto—Katugampola, Hilfer-Katugampola, Hilfer-Hadamard, Riemann, Erdélyi—Kober,
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Riesz, dentre outras [7,16,31,40,59,62,63].

Por muito tempo, nao houve um critério para dizer se uma derivada deveria ou
nao ser chamada de fracionaria, apesar da existéncia de inimeras defini¢oes de derivadas
fracionarias. Algumas perguntas foram surgindo, como: "qual é a melhor derivada fracionaria
para um dado problema? Nao convém propor e utilizar derivada fracionaria mais geral?
Entao, em 1975, a fim de responder esses questionamentos, Ross [38] propoe um critério de
cinco propriedades que um operador deve satisfazer para poder ser chamado de derivada
fracionéria. Em 2014, Tenreiro e Ortigueira [34] propuseram o critério que uma determinada
derivada deve satisfazer para ser considerada fracionaria. A diferenga entre o critério
proposto por Tenreiro e Ortigueira e o proposto por Bertran Ross é a troca da analiticidade
da funcao pela regra generalizada de Leibniz. Nesse sentido, a pergunta natural que surgiu:
as derivadas até entao introduzidas, continuariam sendo fracionaria? A pergunta de fato é
bem consiste, uma vez que a DFC nao satisfaz a generalizacao da regra de Leibniz. Embora
nao satisfaga esse ponto do critério, a DFC ¢ uma das mais importantes, de modo especial,
quando trabalha com problemas de equagoes diferenciais envolvendo condigbes iniciais,
uma vez que as condig¢oes iniciais sao de ordem inteira, e nao fracionéaria. Por exemplo,
veja o trabalho de Sousa et al. [52] que investiga a solucao explicita de um problema de

difusao tempo-fracionario via transfomada de Laplace.

A priori, a etapa se uma derivada é considerada fraciondria foi estabelecida. Mas
mesmo assim, ainda continuava uma divida em saber qual melhor derivada fracionaria para
fitar dados, uma vez como destacado acima, existem varias defini¢oes. Entao, motivados
pelo critério de Ortigueira-Tenreiro e pelas inimeras derivadas fraciondarias existentes, em
2018, Sousa e de Oliveira [59] introduziram a derivada fracionaria -Hilfer (DF ¢-Hilfer)
de ordem nao variavel. Em 2019, como a DFC nao satisfaz a generalizagao da regra de
Leibniz, no objetivo de satisfazer o critério proposto por Ortigueira-Tenreiro, Sousa e
Oliveira [62] introduziram o que chamaram regras do tipo Leibniz I e II. Essas regras
se baseiam na escolha de uma fungéo ¢(-) e nos limites 5 — 1 e § — 0. A DF ¢-Hilfer
contém uma ampla classe de derivadas fracionarias como caso particular e contempla as
regra do tipo Leibniz I e II. Entao, trabalhar com as DF t-Hilfer traz mais vantagens do

que trabalhar com as outras derivadas fracionarias [3,4,6,48].

Vale também destacar a importancia das derivadas fracionarias com ordem
variavel, embora algumas propriedades basicas que sao satisfeitas quando se trabalha
com as derivadas de ordem nao variavel, acabam nao sendo satisfeitas. No entanto, tem
suas vantagens que sao as aproximacoes numéricas através de outras derivadas e integrais
fraciondrias via séries numéricas e modelagem matematica, uma vez que a ordem variavel
permite escolher fun¢oes. Vejam alguns trabalhos que abordam questoes tedricas e praticas
envolvendo tais tipos de DF [1,15,30,32,44,58,70].

Ja sabemos que o calculo fracionario é uma generalizagao do calculo diferencial e
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integral. Por outro lado, existe uma teoria chamada pseudo-analise que é uma generalizacao
da andlise classica. Em vez de niimeros reais, esta teoria é baseada na semi-conducao
definida em um intervalo real com pseudo-adi¢ao e pseudo-multiplicagdo. Durante os tltimos
anos, varios pesquisadores investigaram novas formulacoes de desigualdades envolvendo
integrais fracionarias neste contexto [5,22,67|. Desde de 2015, trabalhos como Agahi
et al. [5] e Babakhani et al. [9] vém sendo motivagdo para uma nova area do célculo
fraciondrio. Destacamos o trabalho de Babakhani et al. [9], que utilizaram o operador
derivada pseudo-fracionaria (ODPF) de Riemann-Liouville em relacdo a outra funcgao.
Nesse sentido, motivados pela definicao de DF ¢-Hilfer e da teoria de pseudo-analise,
em particular, pelos operadores de integracao e diferenciacao pseudo-fraciondrios até o
momento, Sousa et al. [54] introduziram o operador derivada pseudo-fracionario -Hilfer
(ODPF -Hilfer). Um dos objetivos do trabalho, além de proporcionar um operador novo,
foi atacar problemas de equagoes diferenciais e integrais, uma vez que existem questoes de

grande relevancia em aberto.

Atualmente, o calculo fracionario estd bem consolidado com iniimeros pesqui-
sadores dedicando-se de forma eficiente na construgdo de novos resultados, que garantem
a continuidade e expansao do calculo fraciondrio e suas aplicagoes [8,28,29,33,37,41,42,
52,53,55,60,61,66]

Uma das questoes centrais destes tltimos anos tem sido o estudo e o avanco
da teoria das equagoes diferenciais fracionarias e aplicagoes [11,12,19,49, 51, 56]. Por
outro lado, o nimero crescente de pesquisadores na area e a importancia e relevancia
do diferentes tipos de equacgoes diferenciais fracionarias ganharam destaque e atengao na
comunidade cientifica. Uma das principais causas para discutir propriedades de solugoes
de equagoes diferenciais fracionarias se deve ao fato que, o caso fracionario permite realizar
certas andlises que o caso inteiro nao permite devido a ordem do operador de diferenciagao
variar n — 1 < a < n e, em particular, contém o caso inteiro quando o = 1. A priori, este é
um dos primeiros e principais propositos. Até entao, trabalhos sobre equagoes diferenciais
fraciondrias eram discutidos apenas no contexto da Anédlise classica. Ender Pap [35] é um
dos principais pesquisadores na area g-calculo que comegou a discutir problemas envolvendo
equacgoes diferenciais parciais via pseudo-analise. Recentemente, alguns pesquisadores da
area manifestaram o interesse nas obras dele e comecaram a discutir a ideia de unificar a
teoria do g-cdlculo, pseudo-andlise com calculo fraciondrio [22,59,64]. Motivados por essas

duas dreas, em 2020, Sousa et al. [54] estenderam a DF ¢—Hilfer para pseudo—operadores.

Depois da introducao da DF ¢-Hilfer por Sousa e Oliveira [59] em 2018, uma
versao para a transformada de Laplace em relagao a outra funcao v ja era previsivel.
Nao demorou muito tempo para Jarad e Abdeljaward [23] introduzirem uma versao
para a transformada de Laplace com . Em 2020, Fahad et al. [17] introduziram a

versao reversa da versao de Jahad que estava faltando. Nesse sentido, a partir dessa versao
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algumas propriedades tais como: existéncia, unicidade, estabilidade de solucoes de equagoes
diferenciais fracionarias envolvendo DF t-Hilfer comegaram a ser discutidas [19,64]. Em
2020, Sousa et al. [64] discutiram também a acessibilidade de sistemas lineares e nao
lineares no sentido da ODPF -Hilfer em g-célculo por meio das func¢oes de Mittag-Leffler

com um e dois parametros.

Este presente trabalho estd dividido em quatro etapas: a primeira etapa é fazer
um estudo detalhado do ODPF v-Hilfer e discutir algumas propriedades importantes.
Nesse sentido, a segunda etapa, vamos atacar questoes das regras g-Leibniz generalizada
dos tipos I e II, bem como a transformada de g-Laplace. Por fim, terceira etapa, a
integracao por partes, ferramenta de grande valia em diversos ramos da matemaética, em
particular, na construcao de um funcional energia de problemas de equacoes diferenciais

com p-Laplaciano.

Um dos propésitos dessa dissertacao, é deixar claro quais sao os principais
objetivos a ser discutidos em cada capitulo. Para isso, acreditamos que fica melhor

destacados da seguinte maneira, a saber:

No Capitulo 2, destinamos para apresentar conceitos fundamentais que envolvem
operacoes de pseudo-adicao, pseudo-multiplicagao, o-@-medida e de modo geral a teoria
de pseudo-analise. Nesse sentido, passamos a apresentacao das integral fracionaria -
Riemann-Liouville e da DF -Hilfer e alguns resultados. Uma vez apresentados tais
defini¢oes, dedicamos a apresentar os conceitos de operador integral pseudo-fracionéria
(OIPF) de Riemann-Liouville e das ODPF de Caputo e Riemann-Liouville e algumas

propriedades.

No Capitulo 3, serao desenvolvidas trés etapas do trabalho. Iniciamos com a
introducao do ODPF ¢-Hilfer e investigamos algumas propriedades fundamentais, de suma
importancia no decorrer da dissertagdo. Além disso, discutimos alguns casos particulares,
propriedade especial deste operador derivada. Faremos a prova dos resultados somente

para o ODPF ¢-Hilfer a esquerda; para o caso a direita, elas seguem de maneira analoga.

Por outro lado, como discutido acima, a regra de Leibniz generalizada sendo
um ponto do critério que uma determinada derivada deve satisfazer para ser considerada
fracionaria, entao nada mais justo que, investigar as regras g-Leibniz generalizada dos
tipos I e II para o ODPF t-Hilfer.

A transformada de Laplace é uma ferramenta de grande importancia nao
somente na matematica, mas em diversas areas, em particular, quando o assunto é investigar
solucao analitica de equagoes diferenciais parciais lineares (inteira ou fracionaria). Entao,

para finalizar essa segunda etapa, dedicamos a realizar um estudo da transformada de
g-Laplace para o ODPF de Hilfer.

Como sabemos a integracao por partes, é de fato importante desde as primeiras
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ideias do célculo diferencial e integral, e dado continuidade ao calculo fracionario e suas
intmeras aplicagoes. Por outro lado, existem areas que a ferramenta integracao por partes,
tem um papel fundamental, como o caso para obter um funcional energia de um equacao
diferencial fracionaria com p-Laplaciano [46,47,57,65], dentre outras utilidades. Entao,
vale aqui destacar essa ferramenta importante e discutir uma versao da g-integragao por
partes para o ODPF «-Hilfer.

No Capitulo 4, consideramos uma classe de equagoes pseudo-fracionarias -
Hilfer dada por

Az ()@ f(t,z(t), te
1—y51p _

ooi+ (to) = o

a,Bi
t
{ ; @7@7750""1:( ) (11)

onde H%’%ﬁﬁ(-) é o ODPF ¢-Hilfer de ordem 0 < o < 1 e tipo 0 < B < 1, Igdip (1) é o
OIPF de ordem 1 — v (y = o — B(1 — «)), A é uma matriz n x n e f : [tp,0) x R" — R"

¢ uma func¢ao continua.

Os principais resultados deste capitulo, é apresentar um estudo sobre a existéncia
e unicidade de solu¢oes. Em outras palavras, estamos interessados nos seguintes resultados

CcOomo segue:

Teorema 1. Seja f : [ty,0) x R"™ — R"™ uma fungio continua satisfazendo a condigio de

Lipschitz
£t 21 () © f(t, 22(t))llg <g L O |1 (t) © 22(t)l]g, t € J := [to, ta], L > 0.

Entao, o valor inicial Eq.(1.1) tem uma solugao unica sempre que

(0= b))

«

M@L@g*(

Teorema 2. Seja f : [ty,0) x R" — R"™ uma fungio continua tal que exista uma constante
positiva L, tal que
1F @t z(6)lly <g LOz(t)llg, te .

Entdo, o valor inicial Eq.(1.1) tem solugao em J.
No Capitulo 5, finalizamos a dissertagao destacando quais foram os objetivos

discutidos, bem como, uma continuacao natural desse trabalho e trabalhos futuros para o

doutorado.
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2 Preliminares

Neste Capitulo 2, apresentamos e discutimos alguns resultados importantes
que sao essenciais para a compreensao dos principais resultados deste trabalho. Vamos
apresentar a DF -Hilfer no sentido de operadores pseudo-fracionarios, envolvendo os
simbolos (@, ®). Para isso, apresentamos primeiramente alguns conceitos decorrentes da
pseudo-anélise [9,22,35,36,67].

Seja I = [a,b] < [—o0,0]. A ordem completa de I serd indicada por <. Seja
I, ={z],zel,0<x}.

Definicao 2.1. Uma operagdao bindria @ em I é uma pseudo-adicao se for comutativa, nao
decrescente em relagio a <, continua, associativa e com elemento zero (neutro) denotado

por 0.

Definicao 2.2. Uma operagio bindria © em I é uma pseudo-multiplicacao se for comuta-
tiva, positivamente nao decrescente, ou seja, x <y implica x ® z < y O z para todo z € I,
associativa com um elemento unitdrio 1 € I, ou seja, para cada z € |a,b], 1O x = x. Além
disso, 0Oz =0 e, que ® € distributivo sobre @, isto é, t O (y®z) = (xQY) D (z O 2).

A estrutura (I,®,®) é um semi-anel.

Definicao 2.3. Uma classe importante de pseudo-operacoes @ e ©, pode ser construida
com a ajuda de uma fungdo mondtona e continua g : I — [0,00]. Dado uma fungio g, as

pseudo-operagcoes @ e © sao definidas por

r®y =g '(g9(x) +9() exOy =g (g(x)g(y)). (2.1)

Definicao 2.4. Seja X um conjunto ndo vazio e A uma o-dlgebra de subconjuntos do
conjunto X. Uma fungdo conjunto p: A — I € chamada de o-®-medida, se as sequintes

condigoes forem satisfeitas:
1. p () =0;

00 o0
2. 1 (U Ai) = (—Du(fli) para qualquer sequéncia {A}en de conjuntos disjuntos de A.
i=1 =

Definigao 2.5. Sejam as pseudo-operagoes @ e © definidas através de uma fun¢ao mono-

tona e continua g : I — [0, 0].

1. A g-integral de uma fun¢io mensurdvel f : [c,d] — I é dada por

D

rode=g (| "y (@) ).

[e,d] c
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2. A transformada g-Laplace de f € definida por

Definicao 2.6. Seja g o gerador aditivo da pseudo-adicao estrito @ em I tal que g é
continuamente diferencidvel em (a,b). A pseudo-multiplica¢io correspondente ®, sempre
serd definida como u®v = g ' (g(u) - g(v)). Se uma fungio f é diferencidvel em (c,d) e
tem a mesma monotonicidade que a fung¢io g, entio a g-derivada de f no ponto x € (¢, d)

¢ definida por o
d L (d
1w = (satsan).

Além disso, se existe a e-nésima g-derivada de f, entdo

T = (s ).

dx

Definigao 2.7. Seja g um operador de uma pseudo-adi¢io @ no intervalo [—0, +0]. As
operagoes bindrias © e @ em [—o0, +0] sdo definidas pelas expressoes
g(x)

tOy=g'(g(x)—9g(y) e zoy=g" (g(y)> '

g()
9(y)

sao pseudo-subtragdo e pseudo-divisao consistentes com a pseudo-adi¢io @.

Se as expressoes g(x) — g(y) e estiverem bem definidas, dizemos que elas

Definigao 2.8. Seja g : [—o0, 4] — [—0,+0] uma fung¢io continua estritamente
crescente e impar, tal que g(0) = 0, g(1) = 1 e g(+o0) = +0. O sistema de operagoes

pseudo-aritméticas {®, @, ®, O} gerado por essas fungoes € dito ser um sistema consistente.

Seja I = [a,b] (0 < a < b < o) um intervalo finito no semi-eixo R™ e sejam
C(I,R), AC™(I,R), C"(I,R) os espagos de fungoes continuas n-vezes absolutamente

continuas e, n-vezes continualmente diferenciaveis em I, respectivamente.

Considere, o espaco normado das func¢oes continuas f no intervalo I é definido

por [55]
Il = max |f (0)].
Além disso, temos o espago de fungdes n-vezes absolutamente continuas dado
por

ACMI,R) ={f:1—>R; f" Ve AC(I,R)}.
O espaco ponderado C, 41 é definido por [55]

Cow(L,R) = {f : (a,0] > R; (¥ (1) —¢(a))" f(1) e C(L,R)}, 0<vy <1,



Capitulo 2. Preliminares 16

com sua respectiva norma

1l am = 10 () =9 ()" f (D) oy = max|(4 () = (a))” £ (B)]-

tel

Nesse sentido, somos motivados a apresentar o espago ponderado C”¢(I R)
dado por [55]

Cr (LR) = {f:(a,b] > R; f(t)e C"'(I,R); f™(t)e Cry(I,R)}, 0< vy <1,

com sua respectiva norma

n—1
1fler 1z = Z 1F PNz + 17 Ne, s

Para n = 0, temos C ,(I,R) = C, (I, R).

Vamos agora apresentar algumas defini¢oes sobre integrais fracionarias e DF,

bem como algumas propriedades.

Sejam (a,b) (—o0 < a < b < o0) um intervalo finito ou infinito da reta real R e
a > 0. Além disso, seja ¥(z) uma fun¢do mondtona crescente e positiva em (a, b) tendo
uma derivada continua ¢'(z) em (a,b). A integral fraciondria a esquerda de ordem « de

uma funcdo f em relacao a outra fungao ¢ em I é definida por [33]
12 10) = s | 0 O@E@ =0 o) (22)

Suponha que n — 1 < @ < n com n € N, I = [a,b] é um intervalo tal que
—wo<a<b<we f,eC"(I,R) sao duas fungoes tais que 1 (x) é crescente e 1)'(z) # 0,
para todo x € I. A DF 1-Hilfer a esquerda de f de ordem « e tipo 0 < § < 1 denotado

or "D (1), é definida por [33]

o B s—oyw (1 d\" a-pm-aye
B f(z) — 150 <w, o dx) s f(x). (2.3)

O espaco ponderado C’fjf (I,R) é definido por
C4(I,R) = {f e C,u(I,R); TDEL f e C’W(I,R)} L y=a+B(1-a),
onde D% (.) é a DF 1-Hilfer & esquerda definida acima na Eq.(2.3).

Apresentamos agora dois casos particulares de DF -Hilfer.

1. Tomando o limite 8 — 0 na Eq.(2.3), temos a DF -Riemann-Liouville, dada por

RLyos¢ 1 i ! (n a)yp
D) = (e ) 1) (2.4)




Capitulo 2. Preliminares 17

2. Tomando o limite § — 1 na Eq.(2.3), temos a DF -Caputo, dado por
. o) 1 d\"
CDOMZJ — [(n )y - . 2.
a+ f(x) a+ W(@ dl’ f(ﬂ?) ( 5)

Apresentamos a seguir os OIPF e OIPF em relagdo a outra fungao no sentido

das DF 1-Riemann-Liouville e ¥-Caputo, com algumas propriedades fundamentais.

Definigao 2.9. [9] Suponha que o operador g : I — [0,00] da pseudo-adi¢io @ e da
pseudo-multiplicacio @ seja uma funcao crescente. Além disso, seja h uma funcdo positiva
m (a,b], tendo uma derivada h' continua em (a,b). O OIPF de Riemann-Liouville a
esquerda de ordem o > 0 de uma funcao mensuravel f : I — I em relacio a uma funcao h

em I ¢é definida por

_ f[@ | lg_l (zw(t)(w(xF) - w»al) 0100

a,r

onde I3V () € definida na Eq.(2.2).

O OIPF ¢-Riemann-Liouville a direita é definida de maneira analoga.

Defini¢ao 2.10. (ODPF ¢-Riemann-Liouville) Suponha que operador g : I — [0, 0] da
pseudo-adicio @ e da pseudo-multiplicacio ©®, seja uma fungao crescente. Além disso, seja
Y uma fungao crescente e positiva em (a,b], tendo a derivada ' continua em (a,b) com
Y'(t) # 0. O ODPF de Riemann-Liouville a esquerda de ordem n —1 < o < n de uma

funcao mensurdvel f : I — I em relagio a uma funcao ¢ em I é definida por
D " n (0%
MO f0) = o (PiFata) - o () ) OTER AW 20

O ODPF -Riemann-Liouville a direita é definida de maneira anédloga.

Definigao 2.11. (ODPF v-Caputo) Seja o operador g : I — [0, 0] da pseudo-adicio @ e
da pseudo-multiplicacio © uma fungao crescente. Além disso, seja 1 uma fungao crescente
e positiva em (a,b], tendo a derivada i)' continua em (a,b) com ¢'(t) # 0. O ODPF de
Caputo a esquerda de ordem n —1 < a < n de uma funcao mensurdvel f : I — I em

relagdo a uma fungdo v sobre I € definida por

Dt = o (D)) ~ st (505 ) f@). @D

O ODPF -Caputo a direita é definida de maneira analoga.

Apresentamos agora alguns resultados envolvendo o OIPF de Riemann-Liouville.
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Teorema 2.12. Sea>0,3=>0e f:1— I é uma funcio mensurdvel, entdo as sequintes

relagoes sao validas:

1. H%,%,wrﬂga;jé,wf( ) = %gjwrf( ) (Lei de semigrupo);

2. H@@a+ﬂﬂ;%7a+f( ) = HB ®,0,a+ @@a-i-f( ) (Comutatividade);

- I8+ f(2) = f(z) (Identidade);

D
g f(2) = W(8)f(t) dt (RL).

[a,z]
Demonstragao. Veja [9]. O

Teorema 2.13. Seja a > 0 e sejam fi e fo duas funcoes mensuraveis em I. Entdo, para

qualquer \ € I, temos

1. H%,%,w(fl(ﬂ?)@fz(ff)) = %,%a+fl(x) @ea+f2( ) (Linearidade);

2. H@@a+(/\ O filz)) =A0O H%igaJrﬁ () (Multiplicagdo por escalar).
Demonstragio. Veja [9]. O

Para outras propriedades fundamentais do OIPF de Riemann-Liouville, veja [9)].

Teorema 2.14. Sejam f,ge CI,(I,R), a >0 e0< B < 1. Entdo, temos
&, 05 «, 0] - —k
TDRPS (1) = DR (0) = £ () = g (o) + Shee 6 0) — (@)
k=1
Demonstragio. Veja [33]. O

Teorema 2.15. Sejam f e C7 \(I,R), >0 e0< 3 <1. Entdo, temos
DRI (2) = f (x)
Demonstragio. Veja [33]. O

Lema 2.16. Dado 6 € R. Considere a funcio f (z) = (¢ (z) — ¢ (a))*", onde § > n.
Entao, paran —1 <a<n e < (<1, seque que

T (5)

H]Daﬁd’f( ) = ' —a)

(¢ (@) = ¢ (a)" 7"

Demonstragio. Veja [33]. O
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Lema 2.17. Sejam A > 0, n—1 < a <n e0 < § < 1. Considere a funcio f(x) =
Eo (A (¥ () — 9 (a))Y), onde E, (+) € a fungao de Mittag-Leffler de um pardametro. Entdo,

DLV f (w) = A (@)
Demonstragio. Veja [33]. O

Podemos agora provar trés teoremas que sao fundamentais para o desenvolvi-

mento deste trabalho.

Teorema 2.18. Sejamn—1 <a<ne0< B <1, comneN. Seja feCl(I,R). Entdo,

temos Ld\"
a8 _ a,B myny _ Cmyntap
"2 (i) ) = MDD () = DI (2.8
ou
e O A NI VB R SR )
o Y (z) dz “ k=0 : v

_ RLDZIOAW (x) . nz_jl RLDZIa;w(ID(x) — ¢<a))kfw[k] (a)

Demonstra¢io. Provamos primeiro a Eq.(2.8). Lembre-se que

a,B; ; 1-8)(n—a);
DS () = D [ ()]

1 n
com p = n(l— 5) + Sa. Agora, considere f(z) = (WCZI;) g(x), obtemos
. _BY(n—a): 1 d\" . . 1 d\"
CD/—"aw ]1(1 B)(n a)aw . — CD,“;IZ) anﬁ}/vw _
a+ a+ w/(x) dl‘ g(‘r> a+ a+ 77b/(m) dm g(m)
= DYDY
- D)

Para obter a Eq.(2.9), basta usar a relagao entre as DF -Caputo e 1-Riemann-
Liouville. O

Teorema 2.19. Sejamn—1<a<n,n—1<d<n,0< <1 enceN. Considere
f e CI(I,R). Entdo, temos

a,fB; ; 1o ; C ¢ T —¢ a 1=C—k—n n— —B)(n—46);
MDD () = M0 () — Y L= g g
= Te-¢ n)

com & = a+ B[(d — ) — (n+ a)]. Introduzimos a notagdo

ek _ (1 d e
B (@)
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Demonstracao. Primeiramente, considere a seguinte relagao
“DEL fla) = T DY (@)
com v = a + f(—a). Assim, podemos escrever
B3 6,85 —o; ; 4,8
MDY MDY fa) = T DR MDA S(a)
—a; W Y=o 1y
= L™ DL L™ DI f(x)
—q; W =8¢ Y oy
= LI DY 1YY 1Y DY f(x)

comy=a+fn—a)ey=0+/p(n—a). Adltima expressao pode ser escrita da seguinte

forma

B3 3,8;
DG DS (1)

—aq; ; ~—4; S )ﬁik n—k n—3a
= LD I f Z TN g e (g
« - S « — w - w a Tk n— n—
DIV f(p) — 3 DL (2 ) k:i)l) FlnHgA=Re=0 g )
k=1
L0 - = n—«x ’lp n—
_ H]Daf,w]laéw CDuwH(l B)(n—a)— Mz( ( ) ki)l) ¢ ]L(H'B)( 5) zpf( )

k=

[y

(2.10)

Observe que para@=1—v—6 e d =7 — k + 1, temos

@ B " 51 F(g) 7 — a a+o—1
LY @)~ @) =m0 (@)
'y —k+1)

((x) = (a))' 7077 (2.11)

:F(2—7—5—k+7)

Escolhendo ) =1 -~ -8 —k+75+1e pu=n(l— )+ af, podemos escrever

CEY (h(z) — (a))?—) = L(¢) 2) — (a))?—r1
Dy (¥ (x) — ¥(a)) F@—M)W( ) = ¥(a)) :

Entéao, usando a Eq.(2.10) e simplificando, obtemos:

(6o ; a,0] - S w x l_g_k_n n n
MDA DR f(o) = MDA 15 p(w)- Y W R A )

~ ~~ - k=1

(1)
onde{ =a—fn+a)+p00—a)=a+B[(0 —a)— (n+ a)].
O termo (I) na tltima equagao pode ser reescrito como
T LI f() = OB I f ()
_  CpFA (Hiﬁé;w f(:)c))
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ondefi=n—fn—a)+pBieé=(1-p3)(n—a)—37+ 6.

Por outro lado, temos

Hiya-+6,850 ey (1 A" aopymma-dyw
D) = B () i @)

) [m—ﬂxn—a)—mw f (l,)]

onde u =n — B(n — a) + . Entao, finalmente obtemos

a,B; ; for ; S 2/} T)— ¢ a 1=¢—k-n n— —B)(n—46);
MDD () = DL f(a) - 3 A SO g g
A TE ¢k

com = a+ B[(0 — a) — (n + «)], concluindo a prova. O
Teorema 2.20. Seja fe C'(I,R), «=>0,0 =0 e0< 3 <1. Entdo, temos

DRIV IR f(w) = X f (), (2.12)
coma=0=20ed=a+206(1-a).
Demonstracao. De fato, lembre-se que

FIDEY Ty f(2) = 1537 f (=),
onde a = 9§ = 0. Usando a relagao

"DEP () = 155 DY (o),

com v = a + (1 — a), podemos escrever

DRI f(r) = LRI LY f ()
= I L7 (o)
= L)

= L% f(2),

com ¥ = a+ 25(1 — a). m
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3 Operador derivada pseudo-fracionario -

Hilfer e propriedades

Os operadores pseudo-fraciondrios, nessa década tem chamado muito aten-
¢ao de grupos de pesquisadores. A priori, os primeiros trabalhos abordavam questoes
de desigualdades envolvendo integrais pseudo-fracionéarias de varios tipos, a saber: Her-
mite-Hadamard, Chebyshev, Hadamard e Jensen, dentre outras. No entanto, perceberam
que era possivel extender os resultados de pseudo-analise para operadores de diferenciacao
de ordem nao inteira. Entao, nesse sentido, em 2018 Babakhani et al. [9] foi o primeiro a
investigar uma classe de integrais e derivadas fraciondrias com respeito a outra funcao. O
presente trabalho, abordam propriedades interessantes que abriram novas oportunidades
de pesquisa no calculo fracionario. Entao, é indiscutivel a relevancia e impacto que o
calculo fracionario, ao longo desses quase 347 anos de existéncia vem proporcionando a

comunidade cientifica.

Neste Capitulo 3, faremos um estudo detalhado do ODPF -Hilfer e apre-
sentamos algumas de suas propriedades importantes e tteis do calculo fracionario. Por
outro lado, vamos atacar duas questoes interessantes que é um dos pontos do critério de
Ortigueira-Tenreiro, no contexto da fun¢ao 1, conhecido como, regra g-Leibniz tipos I e II.

Nesse sentido, a transformada g-Laplace e a integracao por partes, fecham o capitulo.

Definigao 3.1. Sejam I := [a,b] um intervalo e um gerador g : I — [0, 0] da pseudo-
adicao @ e da pseudo-multiplicacio ® uma fungao crescente. Além disso, seja 1 € C™(1,R)
uma fungdo crescente e positiva em (a,b), cuja derivada ¢’ é continua em (a,b) e ' (x) # 0
para todo x € I. O ODPF -Hilfer a esquerda de ordemn —1 <a <n e tipo0 < [ <1

de uma funciao mensuravel f : I — I € definida por
HSh. fle) = o7 ("D g(f(1)
—a): d \" B (n—a):
B(n—a)y — 1-8)(n—a);¢
et g ((1/1’@)) >@H§ao,c)z(+ ),

onde "DV () ¢ definida como na Eq.(2.3).

(3.1)

O ODPF i-Hilfer a direita é definida de maneira analoga.

Para simplificar as expressoes e a prova de alguns resultados, introduzimos as

seguintes notacoes

Y/(x) dx

) = (<) @

7 f(z) :=( X d)nﬂx)
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Com essas notagoes, temos
%%djwf( ) = ]%S;QFH @@a+f( z)
= g_l ];YJra’wg H]D)@@,a+f >)
= g (1 (o7 ("D e (f(@)) ))
= g7 (L DI A())
onde v = a + f(n — ).

Discutimos aqui apenas trés casos particulares de operadores de diferenciacao
pseudo-fracionarios. Outros casos podem ser obtidos a partir de escolhas apropriadas da
funcao ¥ (-) e dos limites § — 0 e § — 1.

Tomando o limite 5 — 1 em ambos os lados da Eq.(3.1), obtemos

H S (@) = o7 (DR ()
- Hgszag—l(( o) e (32)

= ®®a+f< )

que é exatamente o ODPF -Caputo dado pela Eq.(2.7).

Por outro lado, tomando o limite § — 0 em ambos os lados da Eq.(3.1),

obtemos: "
5 ) = () ) OBEHS @) = M08 s 63
que é exatamente o ODPF ¢-Riemann-Liouville, dado pela Eq.(2.6).
Tomando ¢ (x) = = na Eq.(3.1), obtemos o ODPF de Hilfer, dado por

Hibaof(2) = g7 ("DELo(f(2)))

n—a) — d\" —B)(n—a (34)
- B () el o)

Observacao 3.2.

1. O ODPF v-Hilfer ¢ global.

2. Observe que apresentamos apenas trés casos particulares para o ODPF -Hilfer.
No entanto, é possivel obter uma ampla classe de outros operadores diferenciais
pseudo-fracionarios usando diferentes fungdes ¥(+) e escolhendo os limites § — 1
ou 8 — 0. Para isso, é suficiente notar que o ODPF -Hilfer é definido por meio
da derivada fracionaria -Hilfer, como na Eq.(13), uma vez que ja se conhece seus

iniimeros casos particulares.

Embora os resultados investigados aqui sejam validos para o intervalo I, eles

podem ser discutidos em qualquer intervalo [c, d] [26].
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Portanto, chegamos ao primeiro resultado do ODPF «-Hilfer, dado pelo seguinte

teorema:

Teorema 3.3. Seja f: I — I uma fungdo mensurdvel. Se n € N, entao temos

HYE, f(z) = f(z);

5 ) = o7 () o)

s () - ()™

Demonstragio. Ttem 1. Introduzimos o operador g 'g = gg~' = I (Aqui, I é o operador
de identidade). Usando D% f(x) = f(z) e Definigdo 2.6, para a = 0, temos

Y f(0) = g7 ("D g(f(2)) = BEEL S(2) = 97 (9(f (@),

que implica em
"DeIg(f () = 9(f(2)) = Hgdl f(z) = f(2),

pois, ¢ 'g = I. Sendo assim, concluimos a prova do item 1.

Hiy L850 SO (x) -
Item 2. Usando "D,V f(x) = ) e a Definicao 2.6, para o = 1, temos
) (1)
HE & f(2) = g7 ("Dulg(f (@) - = HEEL f(2) = (g (fj,@@) :

pois g f(x) = f;t)(;))

conclui a prova do item 2.

ave imptica em 52, 1(0) = o7 (72 ) a7 ) e

Item 3. Por definicdo, temos

Ml S () = o7 (D g ()

1 d\" . .
Usando a relacao 7D f(x) = (W( T ) , temos H%%%Jrf(x) =gt (H]Dgfwg(f(x))>
dne dr
Agora, usando a seguinte relacdo da Definicao 2.6: o f(x)=g! (dx”g(f(x))) ,

. d \"? f(z)
obtemos Hgg’%ﬂr flz) = < o (m)) P Concluimos a prova do Item 3. Portanto, a

prova do teorema. O

Agora, vamos enfatizar a linearidade do ODPF -Hilfer.

Teorema 3.4. Sejam o > 0 e f1, fo duas funcoes mensurdveis em I. Entao, para todo

Ae I, temos
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L Hg&los (D) @ fo(t) = HySls f1(H) @ HE Sk fo(t);
2. HgZa: (MO fi(1) = A\OHGELL 1(1).
Demonstracio. Ttem 1. De fato, temos

Hgglor (f1(8) @ fa(t))
- 1(HD°“% IOEYI0)

= g [P (g7 (9(h ) + 9(12(1)]
= g ("R (0) + 9((0)
= g (H]Daﬂwg fi(t) HDaﬂ¢9(f2(t))>

= g7 o (57 ("R g(h 1)) + 9 (a7 (TDEg(fa()) |
g ("D g () @9 (MDY g(£(1)
= HEZL. A0 OHGEL ().
Ttem 2. Por outro lado, temos
HySo (A0 A1) = g7 ["DEM90h0 £i()]
= g7 ["DEEg (97 (99 (1)) ]
= g "D (g (N g (i ()]
= g7 g BE (1)
= g [oWg (o7 ("9 (@) |

= 20g ("BI(h(1)
AO H%%ﬁw fi(t)

0 que completa a prova. ]

Exemplo 3.5. Sejam g(z) = 2° com Be R e f(z) = ¢¥(x) — ¥(a). Os pseudo-operadores
correspondentes sio xt @y = {/ 28 + yg erx®y = zy. Entio, o ODPF -Hilfer de f é
dada por:

Hga%%+f($) = _1

/N 7N

HJDS‘f“”g(f( ))

s T(B -
= f/@ﬂ_a)(w(x)—w(a))ﬁ (3.5)
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com Y (x) > ¥ (a).

Agora vamos discutir a Eq.(3.5). Primeiro, tome 1(x) = x. Assim, seque que

aﬁx k] F(E‘f‘l) I —a B—a T a
®®a+f< ) </F(§+1—Oz)( )B ) > a. (3'6)

Observe que o resultado é o mesmo independente da escolha de (3, ou seja, nao

muda se B — 1 ou f — 0, pois o seqgundo membro da Eq.(3.6) ndo depende de 3.

Escolhendo ¢(x) = x”, obtemos

, . T(B+1 N
gr)ﬁ@zwf( ) </F(B(f—i——>oz)(xp — ap)B*a, T > a.

Para ¢(x) = Inx, obtemos

HAinz B r 3 1 3
@%lﬁf( ) = </F(5~(f—1i_—)a)(lnx —Ina)fe, r>a>0.

Por outro lado, fitando os parametros como =1 = «, temos

(2
H3% £(0) = [y (o) — (@) = 1.
Concluimos com dois casos particulares. Primeiro, para 5 =1, obtemos
(2
HEES (o) = o () — b))

Por outro lado, para 3 = 1/2 e o = 1/2, obtemos

)

'(3/2)

1 2,8;xP _

He g f(x) = \/ T (@) @) = 4
Observe que temos uma grande variedade de resultados decorrentes das escolhas

dos parametros 3, a e da fungao ¥ (z). Aqui, restringimos aos casos mostrados acima.

Outro exemplo interessante é o caso da fungao Mittag—Leffler de um parametro,

denotada como E,(+), que apresentamos a seguir.
Exemplo 3.6. Sejam g(z) =z e f(x) = E, (A(¢¥(x) — ¢¥(a))Y)) com o > 0.

Os pseudo-operadores correspondentes sio x @y =x +y e x Oy = xy. Entdo,
o ODPF «-Hilfer de f, é dada por

HEEL f(@) = o7t ("DEg(f(@)
(
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Exemplo 3.7. Sejam g(x) = (z + a)’ e f(z) = (¥(x) — ¥(a))® coma >0 ea > B.
Entao, o ODPF -Hilfer de f, é dada por

HEAL f(@) = o7t ("DEg(f(@)
= o7 ("D (W) (@) + o))

_ —1 F(ﬁ) ) — a))® a B—a
5™ (5 g (o) vl + )

(
= F(6> x)—Yv(a)*+a))’*—a
- dmﬁ_®«w> b(a) + a))’

com ¥ (z) > ¥ (a) e g (2) = {z —a.

Teorema 3.8. Seja g um gerador de uma pseudo-adigio @ no intervalo [—o0, +0]. Entdo,

para o >0, 0< <1 eneN, temos

A5 <1 d)méﬂm=R%W”WWQK>6%“KMCW”GM@¢MD““%
®,0,a+ w/(x) dz PD,0,a+ -
(go N (a)

Comck:F(k—n—a+1)'

Demonstracao. De fato, usando o Teorema 2.18

HmyouB:% 1 i " 7) = BLpn—av £(, _nil (¢($)—¢(a))k_"_a (k] a
D (e ) f@) = "D ) - 1 79),

podemos escrever

o 1 d\™®
SR E AL
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= g7 o (o7 (D (@) )| -
97 97" (Co((z) —(a) ™ )@ @g" (Cooa(¢(x) —

= g [t (@) ©

= RLD%T&Zerf(x) ©

que conclui a prova. O

Tomando ¥ (x) = x no Teorema 3.8, concluimos que o resultado também é
valido para a DFH.

O proximo resultado, é uma relagao entre os ODPF de Hilfer e Riemann-

Liouville.

Teorema 3.9. Seja g um gerador de uma pseudo-adigio @ no intervalo [—oo, +0]. Entdo,

para o >0, 0 < <1 eneN, obtemos

n—1

n,®
Hyha (37) 100 = "DESL.S0) 6 [@g—%cw 097 (- a>’f-“-”>] .

k=0

Demonstragio. Tomando 1(x) = z, segue que ¢'(x) = 1 e (z) — ¥ (a) = (x — a). Substi-

tuindo no Teorema 3.8, obtemos:

n,® n—1
Hyba (37)  1(0) = "DEgL. () [@g%ck) o5 (@~ a>“">] .

k=0

]

Os proximos dois resultados, sao consequéncia direta do Teorema 3.8. O
primeiro caso a ser discutido, é quando 8 = 1, e obtemos um resultado para a DFC. No

segundo caso, tomando § = 0, obtemos uma versao do teorema com a DFRL.

Teorema 3.10. Seja g um gerador de uma pseudo-adi¢ao @ no intervalo [—oo, +0].

Entao, para o >0, f =1 eneN, temos

C’Da;¢ 1 i (m).® f(fl') _ Cpnta ({E)
®,0,a+ w,(x) dr a+
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Demonstracao. A prova, segue diretamente do Teorema 3.8. O

Teorema 3.11. Seja g um gerador de uma pseudo-adi¢ao @ no intervalo [—oo, +00].

Entao, para o >0, f =0 eneN, temos

d (n).@ ) n—1
0BG (@dx) fl@) = DS f(x)© [@ g H(C) O g (e~ a)k_a_")] |

k=0

Demonstracao. Usando o Teorema 3.8, obtemos
B 1 d\"® RLTyn—oth "N -1 k—n—a
HEGar | s | @) =""Dggii f(@)o| @ g (Cr) © g7 (U(z) — ¥(a) )|
V'(x) da r=0

Para § = 0, temos

. 1 d\™® 1 d\™e
He @ a+ (de) flx) = "'DEE <¢’(x)dx> f(x).

Tomando 9 (z) = x, temos que ¢'(x) =1 e ¥(z) — ¥(a) = (x — a).
Entao, para 8 = 0, ¢(x) = x e, substituindo as igualdades acima no Teorema
3.8, obtemos

n

1 d

(m).@ X
DB <de) fz) = RLD%,_&TJ(%)@[ 9 (Cr) O g ((x - a)k—a—”)] 7

k=0

que conclui a prova.

Corolario 3.12. Considerando Cy = 0 no Teorema 3.8, temos

B 1 d (n).® RLmMy\n—a, )
H ®,0,a+ (2/),< ) ) f(l') = D@,@,aJrf(x)'

Demonstracao. Usando o Teorema 3.8, segue que

. 1 d\"® o o
Hg o+ <¢/(x)dx) fla) = M DS f(x [(—Bg (Cr) © g~ (¢ (x) — P(a))* )

Agora, tomando C} = 0, obtemos

HE v ( 1 d) m@f(m) _ RLpp—oi )
®,0,a+ ¢,($) dz @D,0,a+ .

]

Como visto no Teorema 3.8, temos uma relagao entre os ODPF -Hilfer e
1-Riemann-Liouville. O proximo resultado, ¢ discutir uma versao de semi-grupo a menos

de uma parcela conforme o teorema a seguir.
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Teorema 3.13. Sejam g como na Definigdo 2.6 e 0 <n —1 < a,0 < n. Entdo, vale a

sequinte relagdo
HE Slor He B f(2) = Hpoal f (= @g (Cr) O™ (((x) = ¥(@)' =) | (3.7)
com & =a+ B0 —a)— (n+ a)].

Demonstragio. Usando a relagdo (veja o Teorema 2.19)

n 1-¢é—k—n
.8 . o n— n—a)
HDEPYADE () = DRI (e 2 L

e a Definicao 2.6, podemos escrever

, 6
Hg Glo+ He Sax f ()
— gt ("D g (B £@)))
= gt ("D (o7 (D0 ()

) _ g [HDaB¢HD66w (f(x))]
HDgi(;’B;wg(f(x)) + i (1/1(1’ — ?(a) ke f&nk]]l&rﬁ)(”(s)ﬂf(a)]

-1

=49
k=1

T
g ! [9 (9’1 (HDZ‘?’MQ(J‘@)))) -

—g [g (g‘l (; g (97" (Cu(v(x) - ¢(a))1_€_k_"))> )]

onde [kl (1-B)(n—3)s0
Ck; — fqp ]Ia+ f((l)
'2—-¢—k—n)
A dltima equagao pode ser escrita como
Hg}%ﬁh 6®ﬂ®wa+f ( )
= g [g (9’1 (HJD)Z“”’/} Yo(f (%)))) -
—9 (97 (C1(¥(x) = 9()) ") @ @ g7 (Cul¥o(@) — P(a)=572")) ]
= g ("D (f () © [ Do (Culwl) - w<a>>1‘5"“‘”)]
k= 1
= HgRel fz)© [(—nB g (C) O (W) - w(a))l‘é"“‘”)] ,
k=1
que conclui a prova. O

Teorema 3.14. Sejam g como na Definigdo 2.6 e 0 <n—1 < «,0 <n. Tomando =0
na Eq.(3.7), obtemos

n

PG 0 D 0 /() = RLD%,*g;&f(x)e[@g—l(ck) Og7 (V) - ¢<a>>1-f-’f-”)] ,

k=1
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com £ = .

Demonstracao. Usando o Teorema 3.13, temos

HEA, HEY. (@) ~ HERIYF(0) 6 | @ g7 (C) 097 ((9(x) — () =)
k=1

Tomando 8 = 0, obtemos

) 0,03;
Hg S HE s f(2) = *DEY o) P DR 0r f(2)

e
H é, a+9,
Hg Sk f () = *Dgi. f ().
Substituindo as igualdades acima no Teorema 3.13, obtemos o resultado
desejado. O

Teorema 3.15. Sejam g como na Definigdo 2.6 e 0 <n—1 < a,d <n. Tomando =1
na Eq.(3.7), obtemos

DG 0, Dl £ (@) = CDEEE, f(2)© [@g*(ck) Og ((b(a) - ¢<a>>1—5—k+a)] |
comé=0—n—a.

Demonstracao. Do Teorema 3.13, temos
a,B; 6,5; H d, —f—k—m
H@%ﬁw H@{g@%wf( ) = @Jr@gf [@9 (Cr)Og~ ! ((10(95) —¢(a))1 e )] -

Tomando g = 1, segue que

H%%ﬁJr H%%Q,bwrf( ) @ @ a+ (JB @,a+f( )
€
Heas f(x) = DG f(z).

Noteque {=d—n—a=d=+n+a=-n+1-E¢—k=0-n—a)+1—k—-n=
£ —k+1—n=—-0—k+ 1+ «. Substituindo - —k+1—npor =0 —k+1+a,e

usando as duas igualdades acima no Teorema 3.13, obtemos

C]D)@@a+ @@a-i-f( ) %+£:Z+ C_Bg Ck ®g 1 ((w(l') o w(a))l—é—kﬁ-a) :

que conclui a demonstragao.
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Corolario 3.16. Considere dois ODPF -Hilfer, ]I-]I@”%szr € Hgfgf%. Entao, temos
, H: +35,
He S+ Harar f(z) = Hy0nd f (@)
se, e somente se, a sequinte condicao for vdlida

Cy = fr M=% f(a) =

comk=1,...,n—1.
Demonstra¢io. =) Vamos provar a primeira implicagdo. Suponhamos que
Hg S+ Hgbar f(2) = B oot f ().
Por meio do Teorema 3.13, temos
Hg G+ H Gt f(2) — Hywai f(z) =© [e"a g7 (OO g7 (W) - @w(a»l—ﬁ—’“—")] .
Usando a hipétese, temos
Hg o+ He G f(2) — Haat f(z) =

As duas tultimas igualdades acima implicam que
© [@ g (C) O g™ ((U(x) - w(a))lf’“”)] = 0.
k=1

Da Definigao 2.6, como g é continuamente diferenciavel no intervalo dado, e

f é diferenciavel no intervalo dado e tem a mesma monotonicidade que a funcao g, entao

g H((¥(x) —1p(a)) # 0. Entdo,
[@g (€O g ((b(x) - w<a>>1-f-k—n)] ~0

implica que Cy = 0, para todo k = 1,...,n. Isso prova a primeira implicacao.

<=) Suponhamos que C} = 0, para todo k = 1,...,n — 1, entdo temos

@g (C)Og 1((w<x>—w<a>>1—f—k—n)] _o.

Usando a igualdade acima no Teorema 3.13, obtemos
) 5 H 4,
H@%’l/jl-i- @B(Dwa-i-f () = @+® aﬁf f(z)

que conclui a prova. O
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Teorema 3.17. Sejam o >0, 0< 3 <1 e fe C'(I,R). Entio, temos a sequinte relagio

HEEY , 158 40 f () = f(2).

Demonstragio. Usando a relacio DYV 100 f(z) = f(z) (veja o Teorema 2.15), a
Definicdo 3.1 e o operador identidade g 'g = g¢g~' = I, obtemos

H@%ﬁw @’%aJrf( ) = gil HDa’ﬁw <]I°‘fé’a+f(x)>]
— gt H]D i <g Hﬁf@)))}
T

— g o (1 (@)

que conclui a prova. O

Teorema 3.18. Sejam ,6 >0, 0< B <1 e fe C'(I,R). Entdo, temos

Hé’%w ®®a+f( ) = ?@(g,& (z), (3.8)

com ¥ = a+208(1 — a).

Demonstracao. De fato, com as hipdteses acima, vale o seguinte resultado do Teorema
2.20
.85 16; y—6;
DV IY f(x) = X f(w).

Agora, usando o Teorema 2.20, a Defini¢cao 3.1 e o operador identidade

g tg=gg ' =1, temos

S oarf(2) = g7 ("D g (B f(2))
= gt [ g (7 (1L @) )]
= g "D (f ()]
= g T (f ()]

= gacngrf( )

que completa a prova. O

Como antes, apresentamos como corolario um caso particular associado a DF
y-Riemann-Liouville, obtida da Eq.(3.8) com 5 = 0.

Corolério 3.19. Sejam o, =0, e f € C*(I,R). Tomando 3 = 0 na Eq.(3.8) obtemos

I P
RLD%%TL @%aJrf( ) = %@,;ﬁ (7).
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Demonstracao. Tomando § = 0 no Teorema 3.18, temos

RLD%%MZLJF ]I(—B@zz—k—f(x) ©a+f( )

comy =a+25(1—a). Noteque y=a+28(l-a)ef=0=7=qa.

Assim, do Teorema 3.18, com ¥ = « e § = 0, obtemos

REDEEY 5% ar f(2) = IS SY, f(2),

o que conclui a prova. O

Teorema 3.20. Sejam g como na Definigao 2.6, f e C"(I[,R), 0 <n—-1<a<mn,e
0 < B < 1. Entdo, temos

n

I860t He ol f(2) = f(2) © |D g (CH O g7 ((0(2) —(a)) ™) |, (3.9)

k=1

(go HY M=% f(a))

onde Cy, = -kt 1)

comy =a+ B(n—a).

Demonstra¢io. Vamos comegar com a seguinte relagao [33]

= vk — n—ao
Hgi/’ HDa5¢ Z ry k+))) fgl k]Hz(er B)( ’Z’f( ) (310)

com v = a + B(n — ). Usando a Eq.(3.10) e o operador identidade ¢~ 'g = gg~' = I,

podemos escrever

H@@a+ Hg & f ()
— gty (5L F@) |
g [ (s ("D ) )]

= g7 |1 D e(f ()]

= o7 ot - Y I o e )

= g |9(f(@) - Zn: Cr(ep(x) — w(a))”'“]

onde [kl (1—B) ()
(go fly oy 7T g(f(a))
I'(y—k+1) '

Cr =
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Novamente pelo operador identidade gg~! = I, segue que

H?—D%a-ﬁ-H +f

= [g ( - (;g (97" (Cr(¥() - 1/)(@))7—’“))))]

= ¢ o @) =g (g7 (Cow(@) = (@) ™) @@ g (Culvw) = (@) ™))]
- x@[@ oy (w()—w(a))w)],

k=1

0 que completa a prova. O]

Corolario 3.21. Se (g o f)[ ]]L(llJr B)n—a); Yg(f(a)) = 0 na Eq.(3.9), para k = 1,...,n,

entao
Hy & 155 01 £ (@) = f(2) = 1§50y HEZ%, f(2).

(90 )y 7"y (f(a))
I(y—k+1)
f)l[ffk]]léf’g)(nfa);wg(f(a)) = 0, entdo C}, = 0. Substituindo C} no Teorema 3.20, obtemos

Demonstracao. De fato, como C} = e pela hipétese (g o

A outra identidade é imediata. ]

Teorema 3.22. Sejam g o mesmo como na Defini¢ao 2.6, fe C"(I,R),0<n—1<
a,0 <n, e < <1. Entdo, temos

k=1

560+ Hebas f(2) = Igous f (2 [ég (Co)©g™" ((W(= )—m(@)”)], (3.11)
coma=6ey=a+(n—a).

Demonstracio. A prova é igual a prova do Teorema 3.20. O

Teorema 3.23. Sejam f,he C"(I,R), a >0 e 0 < [ < 1. Entdo,

HE Bt f(2) = B G hla) < f(z) [@g (@) @gl<<w<x>—w<a>w’“)]-
(3.12)

Demonstragio. Comegamos com a seguinte identidade (veja Teorema 2.14)
gV f(x) = MDY h(z) < flx) = h(z) + ) Ca(t(x) = (a)) ",

Note que podemos, escrever

B (@) = B &L h(e) = g~ (DR (f(2)) = 7 (DI g(h(x))
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Aplicando g a esquerda em ambos os lados, temos H%%QZJF f(x) = %%&r (x) se, e somente
se, g (g (H]D)gfw (f(x)))) =g (g <H]Da’8¢ ) Nesse sentido, segue que
Hg 5l f () = Hglg () < DI g(f () = "Def¥g(h(x)).

Consequentemente,

HE 5or f(7) = Hg Gl h(z) < DI g(f () = "Dgf¥g(h(x)) = 0.
Usando o resultado do Teorema 2.14, temos
HE s f (2) = HyGlarh(z) < g(f(2)) = g(h(x)) + ), Cu(v(x) — ¢(a))’ ™.

Introduzindo o operador inverso ¢~' e usando o fato gg~' = I, obtemos as seguintes

Hg Glar [ () = Hg Gy h(z) < f(z) = g7 [g(h(w)) + Zn: 9 (97" (Crldp(z) — wm»”))] ;

9 g(h(@) + g (g7 (Cr(¥(x) = (@) @-- - @g™" (Cult(z) — ¥(a))7F)))].

Por fim, concluimos que

n

Hg G+ f(2) = HgGlar h(z) = f(2) = h(z) ® [(—B g (C) O g (W(x) - @/J(a))”_’“] :

k=1

[]

Corolario 3.24. Sejam f,h e C*(I,R), « > 0 e 0 < < 1. Tomando ¢(z) = x em
Eq.(3.12), temos

Hg’f@,wrf(x) = Hf@’,ﬁ@,w (z) = f(x) [@g (Cr)©g™ (( a)wk)] .

Demonstragio. Se ¢ (x) = x, temos que ¥ (x) — ¢ (a) = x — a. Substituindo (¢ (z) — (a))

por (x — a) no Teorema 3.23, obtemos o resultado desejado. O

Teorema 3.25. Sejamn—1<a <n,neNe0< g <1. SefeC™a,b), com

m,n €N, temos

()" (#328)" 1 @) = 07 (O 007 (6 10) 0 0)")

com 50
D (g0 £)(0)
(ak+1) 7

onde ¢ € uma constante.
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Demonstracao. Por definicao, temos

(550,)" ()" 1) = o | (1) o ((se582) " ) |

(
= g ( )g(g ((HD ’M) g(f(x))>)}

= ot ()" ()" ).

Agora, usando a relacao [33]

N DY) () (W () — v (@)
() (o) sy UL O

obtemos

HpesB ™ £ D b (e
(5. (s, )" iy - ) SO0 v

Introduzindo a notacao

"D (g0 ) (0)

Cr = T (ok + 1)

Finalmente, obtemos

(1550) (B355,) " Fl2) = 07(C) © 7 (((a) — b(a))*)

que completa a prova. O]

A seguir vale a pena destacar fazer algumas observacoes:

Observacao 3.26. 1. Vale ressaltar que todos os resultados investigados acima sdo
validos para seus respectivos casos particulares, a partir da particular escolha de (),
a, b e dos limites 3 — 1 e f — 0.

2. Para todos os casos particulares que envolvem a fungio In(-), é importante lembrar

que no intervalo de integracao, o valor de a > 0.

3. Como visto, discutimos resultados apenas para o ODPF -Hilfer a esquerda. No

entanto, todos os resultados acima, todos sao vdlidos para o ODPF a direita.

Embora os resultados apresentados até o momento tenham sido discutidos apenas
para o lado esquerdo do ODPF -Hilfer, resultados andlogos sdo validos para o caso

do lado direito.

Os proximos passos deste presente trabalho, é discutir trés ferramentas de suma
importancia para atacar diversos problemas, a saber: regras g-Leibniz generalizada dos

tipos I e II; transformada g-Laplace e integracao por partes.
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3.0.1 Regras g-Leibniz generalizada dos tipos | e |l

Sabe-se que um dos pontos que compoem o critério de Ortigueira-Tenreiro [34],
¢ a regra de Leibniz generalizada. Em 2019 Teodoro et al. [45], realizou um trabalho
revisando os tipos de derivadas que até o certo momento, seriam consideradas fracionarias.
Como destacado, é possivel notar que muitas derivadas, consideradas fracionarias, nao
satisfazem exatamente a regra de Leibniz generalizada. Recentemente Zhang e Liu fizeram
uma abordagem sobre a regra de Leibniz para a DFC de ordem variavel e algumas
abordagens sobre simetrias de Lie. O que se tem notado, que a partir do trabalho de Sousa
e Oliveira [62], sobre as regras de Leibniz generalizada do tipo I e II, outros trabalhos
vem sendo realizados nesse sentido [69, 70|, de modo particular, o trabalho envolvendo os
operadores pseudo-fracionarios [54]. Entao, nesta presente se¢ao, vamos realizar um estudo

das regras de Leibniz generalizada do tipo I e II associados ao ODPF -Hilfer.

Para o tipo I, introduzimos a regra g-Leibniz generalizada correspondente

através do teorema a seguir.

Teorema 3.27. Sejam 0 < o < 1 e I = [a,b] com —0 < a < b < +w0. Considere
e C(I,R) uma fungio crescente com (x) # 0, Ve e I e f,h € C(I,R) de modo que
f(x)®h(x)el. Entio, temos

L

g (CH) OIgEa (@) © g (d) © g~ (W) - w<a>>”)>]

onde e = (1—B)(1—a), Cy = (;f) Com = (m__g £> (O‘ Z 5) e dy = w

Demonstragio. Dado a relagao [62]

() - Y, () (7)) mmnge)

=0 m=0 m
B Sl i Q) R (g (V(x) —¢Y(a)) =
Z(k)ﬂ b)) P
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podemos escrever
HEZ!: (f(2) © hia))
= g ("Dl (@) O i)
= g7 D (o(f (@) (h@))) |

(31— a)
_ [iig(g (Cralg > 1)) 4D (g 0 (@)

: ig T G e e f“f))m))]
NI (%(gof><m><x>RLD3+m;w<goh><x>))]@

S kéq (Cknzi’%oh><a><gof><’“><a>w<§)_¢<a>>_£_a> e
i ’

Agora vamos atacar (I) e (1), conforme dada na Eq.(3.13). Primeiro, conside-

remos a seguinte expressao (I). Entao, temos:

1= g7 (Comlg o f)"(2) D™ (g 0 h)(w)) (3.14)
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Introduzindo o operador indentidade, podemos escrever:

I = g [g (97 (Cum)) 9 (g7 (g f)™(x))) g (9‘1 (RLlD?Im;w(g o h)@;)))]
= 79 (o7!(Con)) 9(DEF@) g (DS ) )]
= ¢ ' (Cum) © DZ f(z) © " DgJash(z). (3.15)

Por outro lado, para expressao (1), temos:

(Y(x) — @/J(a))eal
FBl—-a) |

=g [Ckﬂii’% o ) (@)(go f)®(a)

Como acima, introduzimos o operador identidade, e obtemos:

11 = g7 g™ () g (5L h(@)) 9o () g (97 () = v(@) =) |
— ¢ () OIS M) O g7 () © g (($(2) — ¥(@) ). (3.16)

Nesse sentido, substituindo as Eq.(3.15) e Eq.(3.16) na Eq.(3.13), concluimos

que
Hg 6o+ (f () © h(x))
= DD [s(Cw) 0 DgI) 0 DELIN)] ©
[Ci) (97 (C) OIEEL h@) © g7 (d) © g7 (¥() = w<a>>”))] ,
—& — \[a+e (ko f)¥(a)
com Cj = (k;)’ Con = (m—é)( ’ ) e dy = m, 0 que completa;
prova.

Finalmente, para regra de g-Leibniz generalizada tipo II, apresentamos o

seguinte teorema:

Teorema 3.28. Sejam 0 < a < 1 e [ = [a,b] com —o0 < a < b < +00. Considere
¥ e C(I,R) uma fungdo crescente com Y(x) # 0, Ve e I e f,h € C(I,R) de modo que
f () ©h(x) e I. Entao, temos

HyL% (/() © h(x)
|97 (Cn) © DEf(2) OHE S h(a) | @

® [g“% OIELa)© (S () — fP (@) @y (W) T M)Eaﬂ 7

onde £ = (1 - B)(1—a), Cp, = (;) e Cy = (f)
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Demonstragio. Usando a definicao do ODPF ¢-Hilfer e a seguinte relagao [62]

H]Dg’ﬂib i ( ) H]D)a mﬁ¢h( )
2 ( k )Hf“k’wh(@)(f““ (#) = F¥(a) W?iﬁ_(fp fi}p

onde € = (1 — 8)(1 — a), podemos escrever

HE - (f(2) © h(a))
= g7 ("Dg(f () O h(a)))

(Mg >>g<h<x>>>)

g
_ [2( () DI (g o 1) (1)
£y

k=0

—&

; )Hzﬁ% o 1)(a) (90 F)9() ~ (g0 (@) P

RS

—_

Cim(g o )™ (@) TDET™¥ (g o h) ()

78

l
@

0

+ D G (g o h)(a) (g0 /)P (2) = (90 /)*P(a)

3
I

Agora, usando gg~ = I na Eq.(3.17), obtemos:
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D
|
_
7 N
Q
=
M
+
o
<
—~
K
e}
>
N—
YamS
Q
S~—
—~
—~
s
o
s
S~—
—~
SN—
~~
K
e}
-
N—
=
—
SN—
SN—
—

i
(=)

(3.18)

Vamos discutir as expressoes (i) e (ii) destacadas na Eq.(3.18). Para (i),

podemos escrever:

i) = g7 (Culgo N (@) "D W%goh)(x))
= g [g (97(Cw) g (97" ((go '™ (2))) g (g‘l (HDZ‘IT””B””(Q o h)(x)))]
= g [g (97" (Cm)) g (DZf(x)) g (H% mﬁwh(flf))]

)-

= 97 (Cn) ©DZf(x) OHG L h(x (3.19)

Por outro lado, para (ii), temos

(i) = g (Ckﬂf;’“””(g o h)(a) ((go £)®(x) — (go £)®(a))
=9 [g (97'(Ch) g (Hgngrh(a)) ((go f)(k)(x)) — (g0 )P (a)

o(o (=)}

M) OISE A © (F (@) — FP(a) © g~ (
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Substituindo as Eq.(3.19) e Eq.(3.20) na Eq.(3.18), segue

Hg & (f(x) © h(x))
- D [s(0) 0Dy OHE M) | @

B | oo BLA 6 (196 - fY@) 05 (PRI )

m

ondee =(1-p5)1—-a), C, = (a) e C = (_kg) Portanto, concluimos a prova.
O]
A seguir, dois casos particulares da regra g-Leibniz generalizada tipo II para os
ODPF ¢-Riemann-Liouville e 1-Caputo.

Teorema 3.29. Sejam 0 < o < 1 e I = [a,b] com —o0 < a < b < 400. Considere
v e C(I,R) uma fungao crescente com (x) # 0, Yx € I e f,h € C(I,R), de modo
que f(x) ® h(x) € I. Tomando = 1 no Teorema 3.28, obtemos a regra g-Leibniz
generalizada para o ODPF 1)-Caputo, dada por

DL (@ OR) = @ [ (Cn) © DS (0) 0 BE M) | @

) <w<:?(1— ﬁ”ﬁf)”_a)]

W) ® (f(2) - fa) @9~ (

onde C,, = (a).
m

Demonstracao. Para f = 1, temos
HE 6o (f(2) O h(2)) = HgSus (f() O h(x))
= “Dg.as (f(x) O h(x))
ee=(1-0)1-a),e=(1-1)(1-a)=0.

Como ¢ = 0, entao C = 1, pois C} = ( 8). Logo temos a seguinte identidade

k
-1 e—k;yp _
g (Cr) Olggarh(a) = h(a).

Assim, tomando 5 = 1 no Teorema 3.28, obtemos

DL () OME) = D [0 (C) © D) ©“DEGEN)] 0

g —viayy)

=
—

) © (f(2) - fla) O g~ (
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Teorema 3.30. Seja 0 < a < 1 eI = [a,b] com —0 < a < b < +0. Considere
v e C(I,R) uma fungao crescente tal que ¥(x) # 0, Voz € I e f,h € C(I,R), tal que
f(x) ® h(x) € I. Escolhendo = 0 no Teorema 3.28, obtemos a regra g-Leibniz
generalizada para o ODPF 1)-Riemann-Liouville, dada por

DG () O () = @ [57)(C) O DB o) © DG )|
onde C,, = (1 7;&).
Demonstracao. Com = 0, segue que m = 0. Assim,
é [ HC) 0I5 h(a) © (S () — fP (@) 097! <(w(r?ﬁ<_1w_<(3>)> )] "

Portanto, tomando 5 = 0 no Teorema 3.28, concluimos

MDY (£ O (@) = @ 7 (C) O DR ) © DL A()]

m=0

O

Aqui também vale a observacao feita na secdo anterior, sobre os possiveis
casos particulares, a partir da escolha de 1. A préxima etapa, é fazer uma abordagem da

transformada g-Laplace.

3.0.2 Transformada g-Laplace

Na literatura, existem muitos métodos diferentes para resolver equagoes dife-
renciais fracionarias analiticamente ou numericamente, e desenvolver métodos adequados
para encontrar solugoes analiticas para equacoes diferenciais fracionarias é uma das tarefas
mais desafiadoras no célculo fracionario. Nos tltimos anos, alguns pesquisadores tém-se
interessado em introduzir e estudar extensoes fracionarias das transformadas integrais
classicas, como as transformadas de Laplace e Fourier, dentre outras [10,18,23,24,68]. Em
particular, a transformada de Laplace, juntamente com seus analogas e extensoes, tem
sido considerada uma ferramenta eficaz para obtencao de solugdes analiticas para algumas
classes de equacgoes diferenciais fracionarias. Por outro lado, vale também destacar as

transformadas de Laplace no contexto de pseudo-andlise e calculo fracionario [50,54].

Nesta secao, vamos nos concentrar especificamente em uma transformada g-
Laplace generalizada. Este operador funciona bem em conjunto com as integrais e derivadas
fracionarias em relacao as fungoes. Para essa se¢ao, usamos como texto base, o trabalho
de Sousa et al. [54].
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Teorema 3.31. Sejam g o mesmo que na Definicao 2.6, 0 <n—1<a<n,0<4<1
e s € R. Entao, a transformada g-Laplace do ODPF de Hilfer de ordem « € dada por

7@ [H]D@@H f(x)] = [g7(s") ©.Z2(f(2))]

o [ g 1( n(1-B)+aB—k— 1)@]11 B)(n a)— kf(O)]

Demonstragio. Lembrando que a transformada de Laplace da DF de Hilfer é dada por [21]
2 |"D5 f(a)| = s 2L f(@)] = 5" (1) (07, (3.22)

1

ey
Il

(3.21)

onde
(15700 1) (0% = Tim (170F) (@),

entdo, podemos escrever

n—1

2 ["D32 f()| = s ()] - Y 0P (1) (o),

=0

Ed

Note que
22"l t )| = o2 (0 ("DEh, 1))
= g [2 (o (o7 ("D ats@)))]

2 (D2 - 9(f@) | (3.23)
Usando as Eq.(3.22) e Eq.(3.23), obtemos

Z9 [HD%% a+f(x)]

- g lsa.z[gmx))] -3 sk (e kg o ) <0+>]

k=0

= g g (g (s*ZLlg(f(2))]))

—q <g—1 <Zlg <g—1 (Sn(1—5)+a/3—k—1 (Ié}r—ﬁ)(n—a)—k’(g o f)) (O+)>>>)]

Il
S

=]

g—l <8n(1—6)+a6—k—10k ]é}r—ﬁ)(n—a)—k(g o f)(0)>]

k=0

— (T O LOf @) © | g ("D k) @ A ”“f(O)]-
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Assim, concluimos a prova. O

Teorema 3.32. Sejam g o mesmo gerador como na Definicao 2.6, 0 <n—1<a<ne
s € R. Entao, tomando B = 0 no Teorema 3.31, obtemos a transformada g-Laplace do

ODPF de Riemann-Liouville de ordem «, dada por

n—1
LO[MDg g0 f ()] = [97'(s") © L2(f(2))] © [@ g (") OTg gLt F0) |
k=0
Demonstracio. Para = 0, temos
20"l f@)| = 20 (DG ()], (3.24)

nl—p%)+af—k—1l=n—-k—-1le(l-pF)n—a)—k=n—a—Ek.
Entéo, para 8 = 0, substituindo a Eq.(3.24) na Eq.(3.21) (veja Teorema 3.31),

obtemos
n—1
L2 D, f(@)] = [o7 (") © 22(f ()] © [@ g7 (") O Iy gatF(0)
k=0
o que conclui a prova. O

Observacao 3.33. Note que transformada g-Laplace abordada € para os operadores de
diferenciacao pseudo-fraciondrios cldssicos. Embora ndao abordamos a transformada g-
Laplace para os ODPF com respeito a fungdo 1, recomendamos o sequinte trabalho para

uma leitura [50].

Para finalizar essa primeira etapa, fechamos com uma abordagem da g-integracao
por partes do ODPF -Hilfer.

3.0.3 g-Integracdo por partes

E indiscutivel a importancia que a integracio por partes tem nos clculos cldssico
e fraciondrio, na andlise matemética, dentre outras areas [2,27,46,50,65]. O interesse da
integracao fraciondaria por partes pode ser ilustrado pelo fato de que, quando combinada
com uma mudancga preliminar de variavel, ela nos permite transformar uma integral de
Riemann-Stieltjes nao absolutamente convergente de um par de fungoes continuas que

limitam a variacao de poténcia p-th e g-th, respectivamente, onde — + — > 1, em uma
p q
integral elementar de um produto de fun¢des continuas. Isso nos aproxima muito de ideias

da teoria elementar de séries nao absolutamente convergentes, como concebida por Abel,
Dirichlet e outros [27].

Por outro lado, quando o assunto ¢ existéncia e multiplicidade de solugoes

fracas para equacoes diferenciais fracionarias com p-Laplaciano, a integracao por partes
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de derivadas fraciondrias, é de grande relevancia, uma vez que é de suma importancia
encontrar o funcional energia que sera utilizado para minimizar a solu¢ao na variedade de
Nehari [46,47,57]. Existem outras aplicagoes de grande importancia. Nesse sentido, nesta
secao vamos fazer um breve estudo sobre a g-integracao por partes do ODPF ¢-Hilfer e

apresentar alguns casos particulares.

Para isso, primeiramente considere o seguinte teorema:

Teorema 3.34. [65] Suponha que 0 < a <1 e0<f<1. Entao

L ’ (HD;’“fwf t)dt = J F)w( H]D)“M< z,((tt)))dt (3.25)

para quaisquer f e AC' e ge C' satisfazendo a condigio f (a) = f (b) = 0.

Por meio do Teorema 3.34, discutimos a g-integracao por partes para o ODPF
-Hilfer.

Teorema 3.35. Sejam [ uma fungio mensurdvel em [a,b] e g um gerador de pseudo-adigio

@ no intervalo [—0,0]. Para 0 <a<1e0< <1, temos

fjb] (B850 (@) ©h (@)] © do

S
- | [ weermensi (@es @ @) o

a,b]
(3.26)
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Demonstracio. De fato, usando a Definicdo 3.1, g7'g = I e o Teorema 3.34, temos

g
Mt
- Lb [9 fx)OHGE, (h(@)og™t (v ($)))]@dm_

A seguir alguns casos particulares do Teorema 3.35.

Teorema 3.36. (ODPF ¢-Caputo) Sejam f uma fun¢io mensurdvel em [a,b] e g um
gerador de pseudo-adigio @ no intervalo [—oo,0]. Para 0 < a < 1 e tomando o limite
B — 1 na Eq.(3.26), temos

J[i] [(CD%%a+f <x>) Oh @;)] O dz

S
- | [t w@es@o gk, (1w es (¢ @) o

a?b]

Teorema 3.37. (ODPF de Caputo) Sejam f uma fung¢io mensurdvel em [a,b] e g g um

gerador de pseudo-adi¢io @ no intervalo [—o0,0]. Se 0 < a < 1 e se tomarmos o limite
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p — 1 e escolhermos i (x) = x na Eq.(3.26), obtemos

@ D
f[ [(C]D)%@,(Hf (x)) Oh (x)] Odr = J [f () ® C]D)%Qb_h (a:)] Odz.

a,b] [a,b]

Teorema 3.38. (ODPF ¢)—Riemann-Liouville) Sejam f uma fun¢io mensurdvel em [a, b]
e g um gerador de pseudo-adicio @ no intervalo [—o0,®]. Se 0 < a < 1 e se tomarmos o
limite f — 0 na Eq.(3.26), temos

J[jb] [(RL]D)%%,MJC (513)> Oh (3:)] O dx

®
= f[ [9_1 (W' (x) O f(z) O RLD%%J,_ (h(z)@g7 " (¥ (x))):l O dz.

a,b)

Teorema 3.39. (ODPF de Riemann-Liouville Sejam f uma fung¢ao mensurdvel em [a,b]
e g um gerador de pseudo-adi¢io @ no intervalo [—oo,00]. Se 0 < o < 1 se tomarmos o

limite B — 0 e ecolhermos ¥ (x) = x na Eq.(3.26), temos

D

S
J [ Paous e Or@lOd = | [f@0)0 "Byoyh@] 0

Teorema 3.40. (ODPF de Hadamard) Sejam f uma fungao mensurdvel em [a,b] e g um
gerador de pseudo-adigcio @ no intervalo [—o0,®]. Se 0 < o < 1 se tomarmos o limite
B — 0 e escolhermos ¢ (x) = In(x) (x> 0) na Eq.(3.26), temos

D
J[ . [(HDD%O,a+f (:r)) Oh (:r)] O dx

B E),b] [9—1 (D O f(z)© "D e (h (z)@g™ (;))] O dz.

Finalizamos o Capitulo 3, com o estudo do ODPF v-Hilfer e abordamos algumas
propriedades importantes, de modo especial: a regra g-Leibniz generalizada dos tipos I
e II, a transformada g-Laplace e a integracao por partes do ODPF -Hilfer. Existem
outras iniimeras propriedades que sao possiveis de ser investigadas a partir dessa teoria de
g-calculo fracionario, no entanto, restringimos as apresentadas aqui. Por exemplo, veja o

trabalho de Sousa et al. [50,59], para outras possiveis propriedades.
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4 Existencia e Unicidade de solucoes de uma

equacao pseudo-fracionaria 1-Hilfer

Como abordado no Capitulo 1, a importancia das equagoes diferenciais fracio-
narias em diversos aspectos, em particular, quando envolvem fendmenos fisicos, de fato tem
chamado a atencao nesses tltimos anos e ganhado cada vez mais destaque na comunidade
cientifica. No entanto, problemas de equacgoes diferenciais pseudo-fracionéarios, ¢ mais
recente ainda, o que torna mais atritivo a area. Embora seja uma area em crescimento
com poucas ferramentas para se trabalhar, ndo implica que é tarefa ficil e muito menos
simples obter resultados, uma vez que envolve fung¢des que precisam de certos cuidados,
de modo especial, as fungoes g e . Neste Capitulo 4, vamos apresentar um estudo sobre a
existéncia e unicidade de solugoes de uma classe de equagdes pseudo-fracionaria ¢-Hilfer
via teoria do ponto fixo de Banach, o teorema de Arzela-Ascoli e teorema do ponto fixo de
Schauder.

Na teoria de equacoes diferenciais de modo geral, quando um dos objetivos
¢ discutir a existéncia e unicidade de solugdo, ao invés de atacar o problema direto,
uma maneira especial, ¢ mostrar que o problema é equivalente a uma equagao integro
diferencial, e discutir os objetivos através da mesma. Outra maneira, é utilizar aproximagoes
sucessivas. No caso envolvendo operadores fracionarios, de forma que obtem-se uma relagao
envolvendo a funcao de Mittag-Leffler. Nesse sentido, antes de iniciar a discussao dos

principais resultados deste capitulo, ¢ de suma importancia a abordagem do seguinte lema:

Lema 1. Para 0 < a < 1, a solugao do problema (1.1) é dada por:

£(t) = 2@ g (1) — ¥ (1)) © f t (5) @

Eo., (9(A) (1) — (5))") O ds @ j[ T OO - ) o
Eova (9(A) (1) = 9(5))°) © f(5,2(5)) O ds.
(4.1)

Demonstragdo. Aplicando a esquerda o operador ]I@ o t0+( ) em ambos os lados do problema

(1.1) e usando a seguinte propriedade
1360+ HEGla+ f (1) [(—Dg (Cr) © g7 (¥(x) = ¥(a))™"

(9o Mg dta(f (a)
iy —k+1)

z(1)© g7 (C1) @ gH ((t) =¥ (a) "] = Ip dly+ (Ax(t) ® f(t,2(1))),

, en =1, obtemos

comy=a+f(n—a)eCy=
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o que implica a(t) = g~ (C1) © g~ (b(t) — (@)™ SISLL. (A(t) DF(t, (1)),
Usando a definicao do OIPF ¢-Riemann-Liouville, obtemos

o(t) = 9‘@1 (C) O™ (W(t) =1 (te) ™"
(V) (@) = ¥(s)* !
S) J[tO,t] g ( (o) ) O (Az(s) ® f(s,z(s))) ©ds  (4.2)
Ly g((t)

com C] = ()

Substituindo €'} na equagao anterior e aplicando o operador da identidade

I = g~ 'g, obtemos:

1
H@&fﬁx (to)

(7)

(¥(t) — ¥(s)*"
® LO ; ( I'a) ) O (Ax(s) @ f(s,x(s))) ©ds. (4.3)

z(t) O g7 (U(t) — ¥ ()"

Agora, através de aproximacoes sucessivas, vamos obter uma expressao para a

equacao anterior. Consideremos

Ry @97 (W0 ()

[Eo(t) =

T(t) = ty) 9 “L(p(t) = (L))

@LM < (?(;)WS))“*) O (Azp-1(s) ® f(s,2(s))) Ods.

Para m = 1, temos

2i(t) = 5 ©9 () = ()

@Lot ( (?(;)MS))Q_I) O (Azo(s) D f(s,2(s))) O ds.

Substituindo xy(t) por O gt (W(t) = (t))""" e aplicando a definicio do OIPF

['(v)
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1-Riemann-Liouville na expressao acima, obtemos:

©) —eot) @ f@ o <w'<s><w<t> ;)ws))a—l) O (Azo(s) @ f(s5,2(5))) O ds
D) — v ) @ f o (1/%( s) (¥ F)(a)ws))a—)

)

( ~ ()" @f<s,x<s>>)@ds
) <¢<t>—w<to>>7—@

to [P (VOO =BT i as
A >®L0ﬂg ( rar ) 0 (09 - v ) 04

(97" () = (1))

~Fy @9 W~ >>”

@ Ha@;,%,to-‘r f(tv x(t)) .

( )

Para m = 2, segue que

%o B o [T (V)W) —(s)
~rg O WO vy e [ o ( )

O (Ax1(s) @ f(s,2(5))) O ds.

.CEQ(t)

Substituindo a expressao de x; () obtida anteriormente, e aplicando a definigao
da OIPF 1-Riemann-Liouville na expressao acima, obtemos:

® g <¢’(S)(¢(?(;)¢(S))“1>

Jig(t) =

(1) — b (t0) ™ @ f

[to,t]

['(v)
O (Axi(s) @ f(s,2(s))) Ods

om B v [® () (@(t) — Y(s))e !
O W v ) e fwg ( - )

OAFT O (W) — v (1) Ods

(W)@ = () e s
i ( r<> )QA () T (@O -y od
r® /
® g (%D >®A®H®®to+ O f(s,2(s)) ©ds

d[t®o7t]

[ (Y (s) )
@J[toﬂg ( )@f ) ©d

. ot (V@ =B g7 (W) —w )
- ”QLMHA ©9 ( (k) ) () ©d

@LM A"“@g_1 (wI( )(w(;(;kz)ﬁ(s))“ _ ) O f(s,z(s)) ©ds.
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Continuando esse processo, obtemos a seguinte relagao

- ot (VW) — )™ g7 () = (1))
- xOQLOt ZA 0 ( I'(ak) ) r() Ods
® [ Z ko (L b0y ) O f(s.2(5)) @ ds. (1.4)

Tomando o limite em ambos os lados como m — o na Eq.(4.4), e usando a

definicao da func¢ao de Mittag-LefHer, obtemos:

i, 2 ()
o) 0 (s o s ak—1 1
- wo | ares (KGO 0 (i —w )
® 0 (s _ s ak+a—1
O ds® JtOt Z Ak @gil (¢ ( )(wlgt()ak f(a))) > @f(S,:L’(S)) O ds
®

= 2O (WO v 1)) O [ g7 ¥(s) OFa, (9(A)(W(t) —9(s))*) O ds

[to,t]

®
® f[ g (W (s)(@(t) = 1(5))" ") ©Eaa (9(A)(@(1) —1(5))") © f(s,2(s)) O ds.

to,t]

Portanto, concluimos que
) @D
(1) = (O o
D
Eay (9(A)(W(t) —1(s))") O ds @ L ) g (@' (s)(@(t) —¥(s)*) ©

Ea,a (g(A)(w(t) - w(S))a) @ f(s, 35(3)) @ ds.

O

O resultado a seguir, tem como objetivo mostrar que a solu¢ao dada pelo Lema
1 (veja Eq.(4.1)) escrita através de um operador F', é uma contragio e, consequentemente
por meio do teorema de ponto fixo de Banach, o problema (1.1), detém de uma tnica

solucao.

Demonstragio. (Teorema 1) Para a prova do resultado, vamos considerar
X = {x zeC HaﬁtweC}
sendo um espaco de Banach dotado da norma

[#]x.g = llz]s-
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Sabemos que, para 0 < « < 1, a solu¢ao do problema (1.1), é dada por:

®

z(t) = 2Og " (W) =¥ (1)) GJ g (W(s))©

[to,t]
Bas (3(A)G(0) — 0()") O ds
®
@ o WHEO-vero

Eoa (9(A) (1) = 9(s5))") © f(s,2(s)) O ds.

Agora, considere o operador F': X — X dado por:

Fz(t) =
@
20O gt ((0(1) =¥ (1)) © f g7 (W'(5)) O Eay (9(A)(¥(1) — ¥(5))") O ds

[t(),t]

@
® L t g (W ()W) = ¥(5)" ") OFaa (9(A)(W(E) = (5))") © f(s,2(s)) O ds.

A prova do teorema serd realizada em dois passos.

No primeiro passo, vamos provar que: F (B,) € B,, isto é, mostraremos que
F(x) € B,, onde B, é a bola fechada de raio r > 0 em X, ou seja, | f(¢,0)], e

[Eai (g(A) ((t) =¥ (L)), <g M, i=a,y

e

r > max2{ o, 097 (D) - W) ) O M@ M@ Loy (PIZEEEN

!
No segundo passo, mostraremos que F' ¢ uma contragao em X.

Passo 1. Para = € B,, obtemos:
| Fa(t)] =
lzo © g7 ((4(t) — ) GL ) 5)) © Eay (9(A)(0(t) — ¥(s))*) O ds

D
® L t g7 (W ()W (1) = 9(5))" ") O (9(A) (1) — ¥(s)*) © f(s,2(s)) O ds].
Usando a definicao de g-norma, segue que:

1Pa(0)] <loul @7 (00 v ()" )0 e
[E... (5(A) () — ()] @ ds
of o @Wewm v
O B (AN — NI O 1512 O .
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Sabemos que a funcao 1) é monotona crescente e positiva e que ¢' # 0, e a
funcdo g também é crescente. Como a funcao de Mittag-Leffler E, (%) converge para todo

argumento de z, obtemos:

|Fz(t)] < [zo] © g7 (U(T) =¥ (t)) N OMSMOLOg™

o

(= sy

Tomando

(W(t) — v (to))a> } |

(07

> max2 {aul, @47 ((0(T) - 6 () @ M@ M@ LOG (

temos que ||[Fz(t)| < r, t e J, ouseja, |Fz|, < r. Assim, provamos que Fz € B,, para
todo x € B,.

Passo 2. Vamos mostrar que F' ¢ uma contracao em X.

Para todo z,y € X e para todo t € J, obtemos:

|(F2) (@) © (Fy) ()]
= | L ) ((t) = (5))" ") OEaa (9(A) (1) — (5)") ©

f(s,2(9) ©ds© j A GCOREE T
B ANGE) - 0(9)°) O fls.4(5) ©5
Usando a definicio de g-norma, segue que
I(Pa)(®) & (Fo)®)l,
[ o 0 = v ) © B A~ vy @
1£(5.2(5)) © £ (5,y(s)) ], O s

N

Nesse sentido, temos

D t
j[ (g7 (W (s)(W(t) —(s))* 7)) ©@ds = gl( ((w'<s><w<t>—w<s>>a1))®d8)

to ,t]

obtemos:

((w(t) —v (to))a)

|(Fa)(t)© (Fy) )y, < MOLOg™ Ollz eyl

(¥(t) — ¥(t))"

a
uma contracao. Assim, da prova dos Passos 1 e 2 e do teorema do ponto fixo de Banach,

< 1, entao concluimos que F' é

Por hipétese M O L O g™

obtemos o resultado desejado. O]
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Para finalizar o presente capitulo, vamos utilizar o teorema do ponto fixo de

Schauder e Teorema da Convergéncia Dominada, e discutir o seguinte resultado:

Demonstragio. (Teorema 2) Usaremos o teorema de ponto fixo de Schauder para provar
que F' definido por
Fa(t) = 200g " ((0(t) =1 (k) O

D
j[ T W) OB, (HA)U0) v Ods
@0’
f[t ] gt (W'(s
Eo (9(A) (0t

)
)(@(t) —9(s))* ) ©
)W (t) =

¥(s))") © f(s,2(s)) ©ds

tem um ponto fixo.

A prova serd feita em 3 passos. No primeiro passo, vamos mostrar que F é
continua. No segundo momento, vamos mostrar que F' : X — X ¢ limitada, e no terceiro

passo, mostraremos que F : X — X é definida em um conjunto equicontinua.
Passo 1. Vamos mostrar que F': X — X é continua.

Seja x,, uma sequéncia em R" tal que lingO r, = xr em X. Entdo, temos
n—

|(Fn) (8) © (Fa)(8)],
®
= (e @9 (¥(t) =¥ (t0))") © f 9" (W'(5)) O Eap (9(A)(0(E) — (s))") O ds

[to,t]

@
@f[t ; g (W) (W(t) = ()" ) OEaa (9(A)(W(t) — 1(5)*) © f(s,2n(s)) O ds

®

Oz0 @ g~ (W) =¥ (to)"™) GJ g7 (W'(5)) O Eay (9(A)(¥(t) — ¥(5))") O ds

[to 7t]

®
@f[t , g7 (W () (W(t) — (5)* ™) OEaa (g(A)(W(1) — ¥(5)™) © f(s,2(s)) © ds]|.

Usando as propriedades da norma, ¢ o fato de que
[Eai (9(A) (V(t) = (t))*)], <g M, i=a,y
segue que
[(Fz,) (t) © (Fx)(t)],
< ﬁﬂ g (W' ()(@(t) = ¥(s)"7") O |Eay (g(A) (W (2) — ¥(s)))],
Ollf (s,zn(s)) © f(s,2(s))], O ds
<MO fiﬂ g7 (W (8)(@(t) = ()" 71) O |f (5,20(5)) © f(s,2(3))], © ds. (4.5)
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Como f é continua e limitada e g é continua, entao pelo Teorema da Conver-
géncia Dominada, deduzimos que a integracao tende a zero quando n tende a infinito.

Desta forma, temos lim | (F,) (t) © (Fz)(t)[, = 0. Logo, segue que F' ¢ continua.
Passo 2. Vamos mostrar que F' : X — X ¢ limitada.

De fato, é suficiente mostrar que qualquer que seja r > 0, existe um cons-
tante positiva L > 0, tal que para todo © € B, = {ve X :|z||, <r}, Frv € B, =
{r e X :|Fz|, < L}. Note que

|E=(1)],
®

= Jzo0 g™ (1) — v () © f 97 (¥'(5)) OEay (9(A)(¥(1) — ¥(s))*) O ds

[to,t]
® f 9 OO v o
A)(W(t) — %(5))™) © f(s,2(5)) © dsl,.

Usando a definicdo de g-norma, a definicao J )) ds, a continuidade

de f, o Teorema do Valor Médio e o fato de que |E, ; (g(A) ) @/J( )N, <g M, i=
a, 7y, obtemos:
. @
[Fa(t)ly < glaol, @97 (((t) =4 (t))"” )QL , g
O [Eay (9(A) (1) = ()], © ds
® j y () = ¥()°™") © [Eaa (9(A) W) ~ ()",
Olf (s, 2(5))[g © ds
<l @7 ()~ v ) ) 21007 ([ syas)

OMOLO j OO e o), 0
< lwol, © g~ ((B(8) — 6 (¢ >“)@M@g—1<w<> b (t0))
omorefd,o  (HHIH0L)

= L.

Portanto, |Fz|, <, L, ou seja, F' é limitada em um conjunto equicontinuo.

Passo 3. Vamos mostrar que F': X — X é definida em um conjunto equicon-

tinua.

Sejam t1,ty € J com t; < ty e B, um subconjunto de X como no passo anterior.
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Seja x € B,, entao temos:
[(Fz) (t2) © (Fz) (t) ],
= |z @9 (W (t2) — ¥ (to))y_l) ©
@
j[ g™ (0/()) Oy (9(A) (4 (t2) — ¥(s))) O ds

to,t2]
D
@] 0 WO W) )" O Fan (9(A) (5 () ~ ¥()")©
F(s,2(s) ©@ds©zo O g~ (¥ () — ¥ (to))v_l) 0)
®
f[ 7 (0(5)) O sy (9(A) (8 (1) — $(5))") O ds

to,t1]

® 1
o f g (W) (@ (0) — v(ts)* ) ©
[t()vtl]

Eoo (9(A) (¥ (t1) — ¥(5))") © f(s,2(s)) © ds,
= Jzo@g ' (¥ (t2) =¥ (1)) O

D
(|| 7 )0k, () (0 - o)) 01

to t1

® f . ) ©Eas (9(A) (4 (11) —w<s>>“>@ds}

® f o (W) W () v ) ©
(58 (6 (1)~ (1)) © S5, 0061 0
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N

\

® 1
o oW W) - v
[t1,t2]

OFa.a (9(A) (¢ (t2) — 1(s))") © f(s,2(s)) © ds
Ore O g~ ((1/1 (t1) — ¥ (to))"")

o f ) Oy (A (1)~ 00s)") O

Gjt 1] 71 S ¢ (tl) - w(s»a_l)

OFoa (9(A) (¢ (1) — ()% © (5, 2()) O ds,

o, ® g (4 (t2) — © (t0))™) © (8 (12) — ¥ (t0))"™")
D

of s we)o

Jto,t1]

oy (9(A) (6 () — 0(5)") © Eay (9(A) (8 (1) — 0(5))")], O ds
D
O W) OB (9(A) (¥ (1) — ¥(5)*)], O ds

t1 t2

@ f 67" (8/() (& (t2) — ()™ ™) O Eaa (9(A) (1 (t2) — ())) ©

w( ) (W (1) = ()™ 1)®Eaa( (A) (¢ (tr) = 9(s)") |,@ f (s, 2(s)) |y © ds

® f . —u(s) )
OlEw (4(A) (6 1) — >>“>|rg@ 115, 2(5))lly © ds
< [lrol, © 97" (4 (t2) = v (t0))" ")

o (W) vy | s wene

o gl —(s))™ O (¢ (tr) — v(s)™ ,
kz_;) '(ak +7) Ods
D
OAM O gt (W(s)) Ods

® -1 / a—1 $ k (w ¢() g
® f[] o7 (96) 02 =060, 0 oA, gy O

(@ (1) = ()

lo™ (w669 (0 (0) =)™, © 2 lo )", ey }

OLi|z(s)|, ©ds @ M © f T (W(5) (W (t2) = 9(5))* ) © Lifla(s) ]y © ds

t1 t2

o lzol, © g7 (¥ (t2) — ¥ (t0))"™ NOg (W) =¥ () )



Capitulo 4. FEzisténcia e Unicidade de solugdes de uma equagdo pseudo-fraciondria 1-Hilfer 60

D
M o f[ T ) v ) O Lo e

® —1 (. a—1 = H(w (t2) _w(S))ak g
f[ A 06 0 ) = w6, 0 2 O

o IO EON )
7 () w0 o)), 0 3 e o
(¥ (ta) — ¢ (t1))"

<y Nzl , @97 (1 (t2) =¥ (t0))" ™) © g7 (¥ (t1) — ¥ (0))" ™)
O MOg ' () —vt)®@MOg " (¥(t) —v(t))

° e @) )™
® ngyxyg@f[ lg™ (/' (s) (¥ (t2) = ()" )|, © X Takta)

to,t1] k=0

® M@Lleumg@gl(

R O
Slo™ (') (1)~ )" N, © X i

k=0

@ MOLO|z|,09

| ((w(t) - w(to))"‘)

N

lzo, © g7 ((V(t) =¥ (1)) ) O MO MO g (¥(t) — ¢ (to))
<<w<t> —v <to>>“> |

& MOLz|,0g™

Como a fun¢ao de Mittag-Leffler é uniformemente limitada, podemos trocar o
somatoério e integragdo. Como t; — to, deduzimos que |Fz (t) — Fw (t1)], — 0. Conse-
quentemente dos Passos 1 a 3 e do teorema de Arzela-Ascoli, concluimos que F': X — X
¢é continua e completamente continua. Portanto, ' é completamente continua. Segue do
teorema do ponto fixo de Schauder, o problema da (1.1) tem solu¢ao. O que conclui a

prova. O
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5 Consideracoes Finais

Neste trabalho, realizamos um estudo sobre o ODPF -Hilfer e discutimos
algumas propriedades béasicas que foram provadas e, em certos momentos apresentados
alguns casos particulares. Além do mais, alguns exemplos foram discutidos. Por outro lado,
existem propriedades que tratamos como especiais, por se tratar de ferramentas essenciais
em determinadas areas, a saber: a regra generalizada g-Leibniz tipos I e II, a transformada
g-Laplace e, por fim, a integragdo por partes. Vale ressaltar, que tais propriedades especiais,
como mencionadas, foram apresentadas separadamente, com o intuito de destacar em cada
inicio das respectivas se¢oes, uma breve introducao da importancia de cada uma delas.
Nesse sentido, suas respectivas provas, foram apresentadas, bem como casos particulares.
Durante o trabalho, sempre deixamos claro, que por mais que apresentamos alguns casos
particulares dos resultados investigados, outros eram possiveis a partir da particular escolha
da funcao v¥(-), do pardmetro a e dos limites 5 — 0 e 8 — 1. Para a realizagdo deste
trabalho, s6 foi possivel, a partir da introducao do Capitulo 2. No Capitulo 4 realizamos
um estudo sobre a existéncia e unicidade de solugdes de uma classe de equagao pseudo-
fracionaria -Hilfer por meio da teoria de ponto fixo, do teorema de Arzela-Ascoli e do

teorema convergéncia dominada.

Para finalizar este presente trabalho, algumas questoes e ideias no decorrer
deste trabalho foram surgindo e uma continuagao natural para o doutorado é apenas uma

consequéncia. Dentre as questoes levantadas destacamos:

1. No primeiro momento, uma continuacao natural seria investigar a controlabilidade,
dependéncia continua dos dados e a atratividade de solugoes de equagoes diferenciais

pseudo-fracionaria.

2. E possivel a partir da teoria de operador derivada pseudo-fracionario v-Hilfer, atacar
questoes envolvendo equacgoes diferenciais com p-Laplaciano? Em caso afirmativo,

quais consequéncias importantes que traria a teoria?

3. Como visto no decorrer do trabalho a importancia da unificagdo das areas de Analise,
pseudo-analise e calculo fracionario para apresentar esse trabalho. Seria possivel

trabalhar essas questoes aqui investigadas com a teoria de escala-temporal?

Outras questoes certamente surgem a medida que se trabalha em um dos pontos
acima destacados, em especial, no item 2, que é possivel levantar outras questoes como

problemas de dupla fase e problemas do tipo Kirchhoff.
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