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Resumo

Nesse trabalho retomamos os resultados obtidos por Michio Sugeno em sua tese de dou-
torado (SUGENOQO, 1974), estendendo-os através de implementagoes de outras medidas
como: fuzzy generalizada (sem a condicao de continuidade), probabilidade e possibilidade,
estabelecendo comparagoes entre as integrais fuzzy correspondentes. Desenvolvemos inter-
pretacoes e formulagoes geométricas, analisamos sequéncias de fungoes e convergéncias
para respectivas integrais em casos especificos. Demonstramos a relagao existente entre
as integrais fuzzy e os pontos fixos das fungoes que medem os a-niveis. Desenvolvemos
estudos sobre diferenciabilidade fuzzy relacionados com integrais fuzzy e apresentamos
um teorema fundamental para o calculo integral fuzzy. Conceituamos Sistema de Bases
de Regras Fuzzy (SBRF) para um problema com dois antecedentes e um consequente
e utilizamos a integral fuzzy como meio para desfuzzificacdo no método de inferéncia
de Mamdani. Generalizamos esses resultados para problemas com quaisquer nimeros de
antecedentes e consequentes, utilizando os resultados para estudar a relagdo entre sistemas
dindmicos continuos e discretos e as convergéncias de suas solugdes por sistemas p-fuzzy.
Estabelecemos comparagoes entre as hipoteses de funcionais representados por integrais:
Riemann-Stieltjes, mono6tonas e fuzzy, com teoremas similares ao de Representacao de

Riesz.

Palavras-chave: Integral fuzzy. Teorema fundamental do calculo fuzzy. Teorema de

representacao de Riesz.



Abstract

In this work we resumed Michio Sugeno’s results obtained in his doctoral thesis (SUGENO,
1974), extending them implementing other measures such as: generalized fuzzy (without the
continuity condition), probability and possibility and establishing comparisons between the
corresponding fuzzy integrals. We developed interpretations and geometric formulations,
we analyzed sequences of functions and convergences for respective integrals in specific
cases. We demonstrated the relationship between the fuzzy integrals and the functions’
fixed that measure the a-levels. We developed studies on fuzzy differentiability related to
fuzzy integrals and presented a fundamental theorem for the fuzzy integral calculus. We
conceptualized System of Fuzzy Rule Bases (SFRB) for a problem with two antecedents
and a consequent and we used the fuzzy integral as a means for defuzzing in Mamdani’s
inference method. We generalized these results to problems with any antecedent numbers
and consequences, using the results to study the relationship between continuous and
discrete dynamic systems and the convergences of their solutions by p-fuzzy system. We
established comparisons between the hypotheses of functionals represented by integrals:

Riemann-Stieltjes, monotone and fuzzy, with theorems similar to the Riesz representation.

Keywords: Fuzzy Integral. Fundamental Theorem of Fuzzy Calculus. Theorem of Repre-

sentation of Riesz.
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Introducao

Breve Relato Historico

“O mastério da vida me causa a mais forte emogdo. E o sentimento que
suscita a beleza e a verdade, cria arte e a ciéncia. Se alguém ndo conhece esta
sensagdo ou ndo pode mais experimentar espanto ou surpresa, jd é um morto

vivo e seus olhos se cegam.” (Albert Einstein)

Visto que a teoria fuzzy trabalha com eventos que envolvem incertezas e esse
conceito permeia antigas discussoes filosoficas, apresentamos a seguir, de forma resumida,
fatos histéricos da filosofia, matematica e fisica (Burton (2017), Moraes (2007), Demo
(2000), Santos (2022), Khalili (2014), Mlodinow (2009), Porfirio (2022), Silva (2022))
considerados por nds como pressupostos que se interligam com a Teoria implementada por
Askar-Zadeh (1965).

Na trajetoria da existéncia humana a incerteza esteve sempre presente nas
agoes, reflexdes e lutas pela sobrevivéncia. A Ciéncia, Filosofia, Religido e outras crengas
se inserem nesse contexto através das experiéncias e praticas, explicitando indecisoes,

equivocos e redirecionamentos.

Tomando por base a Filosofia a partir de Aristoteles (Estagira/Grecia 384 a.C.—
Eubeia/Grécia 322 a.C.), observa-se a busca incessante pelo que se considera “verdade”; e
uma das sendas a considerar é a Légica Aristotélica, cujos fundamentos baseavam-se nos

principios:

o Da Identidade, em que toda proposicao sera sempre igual a si propria, ou seja,

tudo é idéntico a si préprio.

e Da nao contradicao, onde uma proposi¢cao nao pode ser verdade e falsa ao mesmo

tempo.

e Do terceiro excluido, uma proposi¢do somente pode ser classificada em verdadeira
ou nao verdadeira (falsa), ou seja, qualquer proposigao que for Verdade ou (exclusivo)

nao-Verdade sera verdade.

Aristoteles foi discipulo de Platao (Atenas/Grécia 427 a.C. — Atenas/Grécia 347 a.C.) que foi
discipulo de Socrates (Alépece/Grécia 470 — Atenas/Grécia 399 a.C.), que antecipadamente

refletiam sobre questoes como:
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e O que é a verdade?
e O que é o bem?
e O que é a justiga?

e O que ¢é o amor?

Esses filésofos expuseram claramente que a incerteza permeava o amago da na-
tureza humana e ao mesmo tempo incentivavam o desenvolvimento da Ciéncia, Tecnologia,
Religiao e diversas crengas. O pensamento Aristotélico e sua Légica, esbocavam a confianca
em um mundo regido por “verdades” pré existentes, e que através das reflexdes seriam
descobertas, induzindo assim um aspecto deterministico, causa-efeito, para a descricao dos

eventos da natureza.

Em outra posicao, uma corrente de pensamentos denominada Sofistas teve
em Protdgoras (Abdera/Grécia 481- Mileto/ Turquia 411 a.C.) e Gérgias (Leontina/Itdlia
486 — Larissa/Grécia 380 a.C.) como seus grandes defensores e acreditavam que a verdade
seria construida através de argumentos, pela oratéria, uso da memoria, em contraponto de

que seria absoluta, sendo possivel ser construida e modificada.

A forga da linha Aristotélica influenciou o determinismo que transcorreu por
longos periodos. Na idade média entre os séculos IV e V, quando ocorreram expansoes e
consolidagoes do Cristianismo na Europa Ocidental foi buscada a conexao entre consciéncia

religiosa e razao.

Na idade moderna, entre 1453 e 1789, bases cientificas foram ampliadas sig-
nificativamente através de importantes trabalhos compativeis com a Logica Aristotélica
ou Cléssica, destacando-se nomes como René Descartes (La Haye en Tourainne/Franca
1596 — Estocolmo/Suécia 1650), Isaac Newton ( Woolsthorpe by Colsterworth 1643- Ken-
sington, Middlesex/ Inglaterra 1727), Gottfried Wilhelm Leibniz (Lipsia/Alemanha 1646 —
Handver/Alemanha 1716), Pierre de Fermat (Beaumont de Lomagne/Franca 1607 — Cas-
tress/Franca 1665), Leonahard Euler (Basiléia/Suiga 1707 — Sdo Petersburgo/Russia 1783),
cujas teorias foram essenciais para o desenvolvimento das areas da Matematica e Fisica,

ocorrendo desdobramentos e aplicagoes profundas na Astronomia, Filosofia, Tecnologia.

Posteriormente, no inicio da era contemporanea, periodo entre 1789 a 1900,
mentes brilhantes como Joseph Louis Lagrange (Turim/Italia 1736 — Paris/Franca 1813),
Carl Friedrich Gauss (Brunsvique/Alemanha 1777 — Gottingen/Alemanha 1855), Bernhard
Riemann (Jamein/Alemanha 1826 — Verbania/Italia 1865), Henri Poincaré (Nancy/Franca
1854 — Paris/Franca 1912), David Hilbert (Konigsberg/Prussia 1862 — Gottingen/Alemanha
1943), complementando e aprofundando os conhecimentos e as aplicagoes em diversas dreas

da Ciéncia. Apds 1900, Albert Einstein (Ulm/Alemanha 1879 — Princeton/EUA 1955)
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conseguiu resultados notéveis, como a Teoria da Relatividade Restrita e da Relatividade

Geral, cujos estudos e comprovagoes praticas sao objetos de pesquisa até a atualidade.

Em decorréncia das conquistas ao longo desses periodos até o final do século XIX,
muitos cientistas acreditavam que através da linha racionalista/determinista a natureza
poderia ser descrita de forma ampla e generalizada, e que a margem da “incerteza’” estaria

em decaimento.

No inicio do século XX, o fisico alemao Max Karl Ludwig Planck (Kiel/Alema-
nha 1858 — Gottinger/Alemanha 1947), através de experimentos relacionados a radiacao de
corpo negro, explicou que a transmissdao do calor ocorre em porgoes, ndo necessariamente
por fluxo constante, sendo essas porcoes denominadas de quanta, dando assim uma
contribuicao para o desenvolvimento da Fisica Quantica. Em razao desses estudos muitos

o consideraram Pai da Fisica Quéantica.

Posteriormente o fisico Werner Karl Heisenberg (Wurtzburg/Alemanha 1901
— Munique/Alemanha 1975), em 1927 apresentou seu famoso trabalho, O principio da
Incerteza, que trouxe a tona uma revolugao na Ciéncia, retomando de forma abrangente

a discussao sobre a incerteza e a Logica Classica.

Pelas teorias baseadas na Logica Cléassica haviam obtido descrigdes minuciosas
sobre as trajetérias dos astros em torno do Sol, precisdes dos movimentos que relacionavam
espaco, tempo e velocidade, e acreditava-se que a natureza, em geral, poderia ser regida
similarmente pelos procedimentos da “causa e efeito”, de modo que os instrumentos
cientificos conhecidos teriam condig¢oes de descrevé-la. O trabalho de Heisenberg mostrou
que os comportamentos das particulas nao sao necessariamente iguais para a “matéria”
em geral. O principio da incerteza infere que para particulas, as grandezas que mensuram
a posicao e o movimento nao se relacionam de forma precisa, ou seja, quanto maior for a

precisao da posicao, menos precisa ou mais incerta sera a descricao do movimento.

Nesse contexto, ganhou forga a incerteza sobre a descricao da natureza, pois
o mundo dos infinitésimos nao tem o mesmo comportamento que o do absolutamente
visiveis. Uma manifestagao de indignagao sobre essa concepcao deu-se por intermédio de

Einstein que nao admitia o indeterminismo, proferindo a frase: Deus nao joga dados.

Novamente aprofundaram as discussoes sobre as Légicas existentes, com reper-
cussoes nao sé na Ciéncia, Filosofia e outras crengas. Jan Lukasiewicz (Lviv/Ucrania 1878 —
Dublin/Irlanda 1956) desenvolveu entdao a chamada Légica Multivalorada/difusa, que
consiste em abrir mao do principio do terceiro excluido da Légica Aristotélica, podendo
ocorrer outras alternativas além das estabelecidas (V ou F). Em seguida o matemaético
Alfred Tarski (IVarsovia/Polonia 1901 — California/EUA 1983) trabalhou com a chamada
Légica com n valores verdade, n = 2 (Alfred esteve presente na Unicamp/Brasil, em

marco de 1975, no evento organizado pelo IMECC pela professora Ayda Ignez Arruda).
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Ainda Hans Reichenbach (Hamburgo/Alemanha 1891 — Los Angeles/EUA 1953) em
1932 formulou a Légica Multivalorada onde n tende ao infinito. Também Kurt Godel
(Brun/Tchéquia 1906 — Princeton/EUA 1978) amplia os estudos mostrando que a chamada
Loégica Intuicionista nao pode ser vista como uma Logica multivalorada finita. Por Légica
Intuicionista se entende que nao somente se consideram as hipdéteses, mas também as justi-
ficativas das mesmas, ou seja, se as hipdteses e as justificativas forem verdadeiras

entao as conclusées serao verdadeiras e justificaveis.

Nessa trajetoria variante do conhecimento humano ficou caracterizada que a
incerteza estd sempre presente, compativel com o que descreve Pedro Demo em seu livro

intitulado Certeza da Incerteza: Ambivaléncia do Conhecimento e da Vida.

Foi nesse contexto que em 1965, Lotfali Askar Zadeh (Baku/Azerbaijao 1921-
Berkeley/EUA 2017), matematico, engenheiro e cientista da computagdo, professor da
Universidade da Califérnia em Berkeley, teve a brilhante ideia de desenvolver uma teoria
que buscasse com “certa” precisao descrever a incerteza, sendo intitulada de Teoria Fuzzy,
construindo assim a Légica Fuzzy. Nesse contexto as possibilidades nao se restringem
a duas (V ou F, ou, 0 e 1), sendo desconsiderado o principio do terceiro excluido, po-
dendo uma proposicao ser parcialmente verdadeira, com as incertezas quantificadas
através das func¢oes denominadas de pertinéncias. Essa teoria vem ganhando espago para
o desenvolvimento das atividades humanas por inimeras aplicacdoes nas areas e seto-
res: dos Diagnoésticos Médicos, Epidemiologia, Biomatematica, Metrovias, Hidroelétricas,

Inteligéncia Artificial entre outras.

Apesar da Teoria Fuzzy ter sido criada a pouco mais de meio século, sua utili-
zagdo vem apresentando grande variedade de aplicagbes praticas (MATHER; MCGEHEE,
1975), em solida base matemaética. Duas vertentes vem se desenvolvendo com generalizagdes
e aplicagoes. Uma baseada prioritariamente na teoria intervalar envolvendo derivadas de
Hukuhara e o Principio da Extensao de Zadeh, com importantes resultados nos estudos
dos Sistemas Dinamicos (NGUYEN, 1978) e Controles aplicados a Biomatematica. Com o
enfoque em Biomatematica varios sao os trabalhos publicados em forma de teses e artigos
desenvolvidos no IMECC Unicamp, em Epidemiologia (Souza (2018b), Jafelice, Barros
e Bassanezi (2012), Soares (2018), outros), Controles diversos (Souza (2018a), Oliveira
(2018), Diniz (2016), LUIZ (2018), Peixoto (2005), outros), Inteligéncia artificial (Santos
et al. (2005), outros). Outra vertente tem seus resultados baseados em fungoes reais com
os dominios sendo subconjuntos das partes de um conjunto, induzindo um calculo fuzzy
aplicado em tomadas de decisdes nas areas de Economia, Probabilidades e Possibilidades,
entre outras (JIN; MESTAR; YAGER, 2020). Esse segundo enfoque predomina em Sugeno
(1974).
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O Desenvolvimento desse trabalho

Nesse trabalho buscamos analisar e estender resultados obtidos por Michio
Sugeno em sua tese de doutorado (SUGENO, 1974), através das implementagoes de outras
medidas, como fuzzy generalizada (excluindo a condigao de continuidade), probabilidade
e possibilidade, comparando as integrais fuzzy correspondentes e desenvolvendo inter-
pretagoes e formulagoes geométricas. Analisamos sequéncias de fung¢oes e convergéncias
para respectivas integrais em casos especificos. Demonstramos a relagao existente entre
as integrais fuzzy e os pontos fixos das fungoes que medem os a-niveis. Desenvolvemos
estudos sobre diferenciabilidade e integracao apresentando um teorema fundamental para

o célculo integral (SUGENO, 1974).

Conceituamos Sistema de Bases de Regras Fuzzy (SBRF) através de um pro-
blema com dois antecedentes e um consequente e utilizamos a integral fuzzy como meio
para desfuzzificacdo no método de inferéncia de Mamdani. Generalizamos o problema
para quaisquer niumeros de antecedentes e consequentes possibilitando estudar a relagao
entre sistemas dinamicos continuos e discretos e as convergéncias das solugoes por p-fuzzy
(SILVA, 2005). Comparamos hipdteses para que os funcionais sejam representados pelas
integrais Riemann-Stieltjes, mondtonas e fuzzy, por meio de teoremas similares ao de
representagao de Riesz (Bartle (1964), Bassanezi e Greco (1988)).

No Capitulo 1 apresentamos t6picos basicos sobre légica fuzzy (Askar-Zadeh
(1965), Barros e Bassanezi (2010), Corcoll, Bassanezi e Santos (2007), Jafelice, Barros e
Bassanezi (2012), Kandel (1986), Valle (2018)): conjuntos fuzzy, a-niveis, nimeros fuzzy
(XUECHENG, 1994), Principio da Extensdo de Zadeh (Romén-Flores, Barros e Bassanezi
(2001), Earman et al. (1986), Barros, Bassanezi e Tonelli (1997)), SBRF (VALLE, 2018),
inferéncia de Mamdani. Em relagao ao principio da extensao de Zadeh interpretamos os
conjuntos fuzzy em um universo U (espago métrico), na forma (A, p4), sendo A fechado e
limitado e ¢4 a respectiva fun¢ao de pertinéncia. As métricas utilizadas para os suportes
e as pertinéncias foram distancia de Hausdorff e a do supremo, respectivamente. Ao se
restringir o espaco U aos numeros reais pode-se definir uma ordem parcial para os nimeros
fuzzy. Esses procedimentos propiciam pensar em aproximagoes, sequéncias e convergéncias.
Quanto ao SBRF procuramos formalizar as bases de regras e a inferéncia por Mamdani

através de aplicagoes.

No Capitulo 2, iniciamos com a apresentacao das o-algebras, em seguida a
defini¢do de medidas descrevendo alguns de seus tipos: a considerada usual sobre os nimeros
reais, externas, de Hausdorff (Asplund e Bungart (1966), Cabral (2010), Federer (1996),
Geronimo (1988), Kreyszig (1991), Sugeno (1974), Waterman (1965), Wikipedia (2020)),
de probabilidade, medida fuzzy (Sugeno), fuzzy generalizada e a de possibilidade (Barros e
Bassanezi (2010), Billingsley (2008), Gerénimo (1988)). Justificamos a apresentagao de

varias medidas em funcao da relevancia em comparar as integrais fuzzy relacionadas a
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cada tipo de medida. Destacamos a comparacao entre as integrais fuzzy e de Lebesgue.

No Capitulo 3 apresentamos as defini¢des das integrais: fuzzy (Sugeno) (SU-
GENO, 1974) e fuzzy generalizada bem como suas propriedades e teoremas. Construimos
exemplos com os calculos dessas integrais para varias fungoes, comparando os resultados
com as integrais de Riemann-Stieltjes e de Lebesgue (Bartle (1964), Bassanezi e Greco
(1984), Bassanezi e Greco (1988), Cabral (2010)). Abordamos casos especificos de con-
vergéncias para a integral fuzzy, a relacao entre a integral fuzzy e ponto fixo da funcao
medida dos a-niveis. Estabelecemos e demostramos uma interpretagao geométrica para
as integrais fuzzy. Analisamos o comportamento das integrais considerando as medidas
destacadas em organograma: fuzzy, fuzzy generalizada, possibilidade e de probabilidade.
Estudamos medida de possibilidade, estabelecendo e provando teorema e corolario, além

de exemplos com interpretagoes geométricas.

No Capitulo 4 revisamos o conceito da derivagdo como operacao inversa da
integracdo para fungoes reais com variaveis reais, em seguida apresentamos exemplos de
derivacao e integracao sob o aspecto fuzzy, através de fung¢ées com dominios definidos
nas partes de conjuntos e o contra-dominio em [0, 1]. Nesse estudo buscamos conceituar
derivadas fuzzy visando formalizar sua defini¢do no Capitulo 4.1. As integrais fuzzy envol-
vidas foram obtidas através de procedimentos geométricos. Desenvolvemos pré requisitos
para os espagos topologicos (LIMA, 1970) para os estudos sobre diferenciabilidade fuzzy.
Formalizamos a defini¢ao de derivadas fuzzy (Jin, Mesiar e Yager (2020), Sugeno (1974)),
propriedades, corolarios que fundamentaram a apresentacdo e a demonstracao do Teo-
rema Fundamental do Célculo Fuzzy (Barros, Pedro e Esmi (2022), Sugeno (1974)), e as

condicoes para existéncia das derivadas.

No Capitulo 5 revisamos a definicao e propriedades das integrais de Riemann-
Stieltjes. Apresentamos condig¢oes para funcionais, de modo a estabelecer existéncia de
versoes de teoremas similares aos de representacao de Riesz pelas integrais Riemann-
Stieltjes, mondtonas e fuzzy (Bartle (1964), Bassanezi e Greco (1984), Bassanezi e Greco
(1988), Greco (1987)). Desenvolvemos comparagoes entre o conceito de mensurabilidade
segundo as versoes de Bassanezi/Greco e de Sugeno, demonstrando a equivaléncia entre
ambas através da Propriedade 5.3. Comparamos as hipoteses para os funcionais e seu

dominio para os trés tipos de representagoes.

No Capitulo 6, conceituamos SBRF para um problema com dois antecedentes e
um consequente (VALLE, 2018) e utilizamos a integral fuzzy como meio para desfuzzificagao
no método de inferéncia de Mamdani. Generalizamos esses resultados para problemas
com quaisquer numeros de antecedentes e consequentes, utilizando os resultados para
estudar a relagao entre sistemas dinamicos, continuos e discretos e as convergéncias de
suas solugoes por p-fuzzy (Barros e Bassanezi (2010), Cecconello (2010), Leite e Bassanezi
(2010), Magnago (2005), Silva (2005)).
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Estendemos a apresentacao desse trabalho demonstrando, exemplificando e
compilando resultados conhecidos ou considerados basicos. Para os profissionais que
pertencem a area talvez seja prioritario agilizar a leitura que facilite conclusoes, porém
justificamos esse procedimento pela aspiragao em levar a tese também aos leitores que
nao sao necessariamente especialistas, como os graduandos em séries terminais de cursos
correlatos. Varios desses estudantes nao possuem compreensoes dos topicos envolvidos e
dessa forma terao a oportunidade de conhecerem novas teorias e as praticas relacionadas a
pesquisa e ensino, aproximando as fronteiras da Ciéncia com sua base. Para os que atuam
na area proceder a leitura intercalando os resultados sem considerar as demonstragoes de
interesse, chega-se da mesma forma e rapidamente ao que se considere essencial. Talvez

para alguns estudantes essa oportunidade nao mais ocorra em seu ciclo académico.
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1 Topicos Basicos de Légica Fuzzy

O conceito de incertezas esta presente na realidade, e trata-la de forma
cientifica esteve presente no trabalho de Lotfali Askar-Zadeh, matematico, engenheiro,
cientista da computagao que em 1965 introduziu a Logica fuzzy (ASKAR-ZADEH, 1965).

Nesse capitulo destacamos topicos introdutérios sobre a Légica fuzzy, que
constituem em instrumentos basicos para o que serda abordado na sequéncia desse trabalho.
Iniciamos apresentando o conceito de conjuntos fuzzy, podendo ser identificados através
das fungoes denominadas de pertinéncia, que aplicadas ao elemento do universo de
discurso lhe atribuira seu grau de pertinéncia, qual seja, um valor compreendido entre
zero e um. Sendo esse nimero zero o elemento nao pertencera ao conjunto, maior que zero
pertencera. Quanto maior for esse valor mais sera considerada sua pertinéncia, sendo que
um o maior valor possivel indicara pertinéncia total no conjunto. Em seguida estabelecemos
interagoes entre esses conjuntos, através das operagoes de unido, intersec¢ao, complementos,
bem como algumas de suas propriedades. Definimos nimeros fuzzy, suas classificagoes e
operagdes. Apresentamos os conjuntos fuzzy no universo dos espacos métricos, oferecendo
uma versao particularizada do Principio da Extensao de Zadeh com possibilidade de se
estabelecer noc¢oes de aproximagoes, sequéncias, convergéncias, uma ordem parcial por
meio do conceito de inclusao dos conjuntos. Introduzimos o significado de SBRF (Sistemas
Baseados em Regras Fuzzy) por intermédio de um exemplo pratico (VALLE, 2018) e

utilizamos fungdes (aplicagoes) para formalizarmos as bases de regras do sistema.

Finalizamos o capitulo apresentando um organograma abordando os passos do

desenvolvimento de um SBRF.

1.1 Conceitos basicos da Légica fuzzy.

Na logica classica a caracterizagao de um conjunto ocorre pela pertinéncia ou

nao de um elemento em relagao ao conjunto, ou seja,

Definigao 1.1. Seja U o conjunto universo de discurso, um subconjunto A de elementos
de U é caracterizado por:
A={zel: Xy(zx) =1}

onde

X () 1 se x esta em A
'I:
A 0 se z nao estd em A

¢ a fungdo caracteristica de A.
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A familia de todos os subconjuntos de U é denominada de partes de U e

indicada por

24 ou P(U).
Assim, na teoria classica, um conjunto pode ser identificado por sua funcao

caracteristica.

Na teoria dos conjuntos fuzzy que induz a légica fuzzy se faz uma generalizacao
da teoria dos conjuntos classicos, identificando um conjunto fuzzy A pela funcao grau
de pertinéncia que passara a ser representada por,

pa:U — [0,1]

z = pa(z)

onde:

e wa(z) = 0 significa que x ndo pertence a A
o wa(z) =1 traduz que x estd totalmente em A

e 0 < pa(z) <1 significa que = estd em A, com grau de pertinéncia ().

O que generaliza o conceito classico é a possibilidade de se quantificar uma incerteza
através da pertinéncia de z em A, adaptando assim as varias situagoes que realmente

vivenciamos.

Note que a funcao de pertinéncia caracteriza de forma tinica um conjunto,
porém uma situacao da realidade pode ser modelada por diversas fungoes de pertinéncias.

Considere o exemplo:
Préozimo ao quilometro a = 45 da rodovia y ocorreu um acidente.

Essa situacao pode ser modelada por:

( 55__211, se x € [ay,45],
b —x
palz) =1 2 45, b
61_457 Se[ ) 1]7
\ 0, Se$¢ [al,bl].

Observe que para cada par ordenado (a1, b;) hd um conjunto fuzzy A para modelar esse
evento, cabendo a um especialista verificar qual a melhor opc¢ao para refletir a realidade,
em funcao das condigoes de trafego, qualidade da pavimentacao ou outras caracteristicas.

Resumidamente, pode-se fazer a escolha de a; e by de modo a melhor retratar a incerteza.
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Ainda, esse conjunto fuzzy “proximo de a = 45”7 pode ser representado por
outras formas, cujo aperfeicoamento para a realidade, reiteramos que dependera das
informacoes que o modelador possa ter, influenciando em suas fungoes graus de pertinéncias.
Apresentamos nas Figuras 1 e 2, as familias de fungoes com graus de pertinéncia que
podem traduzir o conceito préximo de a = 45. Os valores a, h, a; = a — h, by =
a + h representam, respectivamente, a quilometragem exata do acidente, a incerteza, a
quilometragem préxima abaixo de a, a quilometragem proxima mas superior a a. Ainda na
Figura 2, para cada incerteza h obtemos um intervalo [aq, b;]. Observe que existem infinitas
funcoes de pertinéncias, que poderao representar as condi¢oes de transitos, qualidade do

asfalto, outros fatores para andlise.

[

a—h a—h/n a a+hin a+h

Figura 1 — Familia de fungoes de pertinéncia triangulares.

h h

supp A, = la — —,a+ ] (veja Definigao 1.2)
n n
A B

|

A C
A )
0 D
o
ay « a & by
> . - h -
] -~
(87 (0]

Figura 2 — Familia de funcoes de pertinéncia.
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As equacoes que representam a Figura 2 sdo,

a1 =a—h, h>0
by =a+h, aec(0,h)

r _
<1_g>x al,sexe(al,a1+a)
a

h
1—"5?_@, se z € [ay + a,al
-«
Pal@) = 1—w sex € (a,by —a
h*OZ’ y V1

« by —x
(1_h>< o ),SGZ‘E(bl—Oé,bl>

| 0, se z ¢ (a1,br).

Observamos que quanto menor for a incerteza do avaliador (representada por h)
mais a funcao de pertinéncia se aproximara do valor real. Notamos também pelas Figuras
1 e 2 que as duas familias de conjuntos fuzzy “em torno de a” convergem para a fungao

caracteristica do conjunto {a} quando h tende a zero.

1.2 Operacoes com Conjuntos Fuzzy

A intersecc@o e a uniao entre conjuntos fuzzy sdo caracterizadas pelos conceitos
de minimo e maximo, respectivamente, ou seja, se A e B sdo conjuntos fuzzy, as fungoes

de pertinéncias que caracterizam A n B e A U B sao:
pans(r) = min{pa(z), pp(2)} = va(@) A @5(2)
paus(r) = max{pa(z), vp(r)} = pa(r) v ¢p(z)
A : Infimo ou minimo
v : Supremo ou mAximo
O conceito de conjunto complementar de A indicado por A é caracterizado
pela fungao de pertinéncia

pac(r) =1 pa(@).

Por meio das fungoes grau de pertinéncias dos conjuntos, podemos demostrar de
forma simples as seguintes propriedades para os conjuntos fuzzy, A, B, C' em um universo

Uu:
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1. AnB=BnA;

2. AuB=BuUA,

3. Au(Bu(C)=(AuB)uC(;

4. An(BnC)=(AnB)nC;

5. Au A= A;

6. An A= A;

7. Au(BnC)=(AuB)n(Au ()

8. An(Bu(C)=(AnB)u (AnC);

9. An g =,
10. Au @ = A;
11. AvlU =U,
12. AnlU = A

13. (Au B)Y = AY ~n BY,
14. (An B)Y =AY U BC.

Observacao 1.1. O conjunto vazio no contexto fuzzy pode ser descrito pela fun¢ao de

pertinéncia g definida por,

90®¢u - [071]
r - pur)=0Yreld

Definigao 1.2. Seja A um conjunto fuzzy, definimos suporte de A, indicado por supp A
como sendo:

supp A ={x e A: pas(x) > 0}

Sejam U universo de discurso, F(I/)indica a familia de todos os conjuntos

fuzzy de U, ou seja, os elementos de 2Y, associados a funcoes de pertinéncias.

Definigao 1.3. Seja F(U) a familia dos conjuntos fuzzy de U. Entdo A € F(U) é dito

normal se

sup pa(z) = L.
el
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Exemplo 1.1. A Figura 3 representa subconjuntos fuzzy normais

A A
1 o 1

-

Figura 3 — Exemplos de subconjuntos normais.

Definicao 1.4. O cerne de um conjunto fuzzy A é dado por:
cerne(A) = {x el : pa(x) = 1}

Definicao 1.5. Um conjunto é chamado de crisp se for um conjunto cldssico, ou seja,

sua funcao grau de pertinéncia € a fungdo caracteristica
valz) U — {0,1}

1, sexe A,
7 = eal?) = 0, sex¢ A

Um namero real y pode ser identificado por uma funcao de pertinéncia,
(P{y} ‘R — {O’ 1}

T = () :{

1, sex =y,

0, se x # vy,
ou seja, um namero real pode ser interpretado como conjunto fuzzy que é crisp.

Definicao 1.6. Seja Ae F(U) e a € (0,1], indica-se por [A]* o a-nivel de A como sendo

o subconjunto cldssico de U dado por:

[A]* ={z el : pa(z) = a}, ae(0,1].
Supondo U um espago métrico, define-se:

[A]° = supp (A) (fecho do suporte de A).

Observagao 1.2. supp (A) < [A]° porém, pode-se ter supp (A) # [A]°.

A Figura 4 representa o grafico de funcao de pertinéncia onde um conjunto
fuzzy possui supp (A) # [A]°
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A
1
a = Qn /
a2 .
T I o
SR 5 .
a o f b
0 AP =Ta,0] i
MR =
o Aler
25—
o Al*z
-
A
Figura 4 — Grafico em que supp (A) # [A]°.
supp (A) = (a,0) e [A]” = [a, ]
Teorema 1.1. Seja Ae F(UU) e 0 < a < <1, entdo
[A) < [A]°,
em outras palavras, se A € F(U), considere F a fungao:
F:(0,1] — 25
a = Fla)=[A]""
entao F' é nao crescente.
Demonstragio. Seja x € [A]” entdo pa(x) = 3 = a, logo = € [A]*. O

Teorema 1.2. Seja A € F(U), entao A pode ser expresso em termos da fungdo caracteris-

tica de seus a-niveis, ou seja,

pa(r) = sup [ak]ae(z)]

ae(0,1]



Capitulo 1. Tépicos Bdasicos de Légica Fuzzy 28

1, se x € [A]%,

0, caso conttario.

Demonstragao. Xjaje(x) = {
Fixado zy, seja @ 4(xg) = k, tem-se:

a) Se o€ (0,k] entdo k = pa(zg) = a.

b) Se a e (k,1) entao k = pa(zg) < «
De a) e b) tem-se:

oa(zg) < sup [aXjae(x)] e @alxo) = sup [aXjape(z)].
ae(k,1] ae(0,k]

Logo,

walzg) = [ sup [aX[A]a(x)]] v [ sup [aX[A]a(x)]] = sup [adkae(2)]

oe(0,k] oe(k,1] ae(0,1]

Assim, A é denotado por essa funcao de pertinéncia, sendo representado em termos da

funcao caracteristica de seus a-niveis. O]

Teorema 1.3. (Representa¢do de Negoita e Ralescu (FERREIRA; BASSANEZI;
BRANDAO, 2018)) Considere {Aq}acjoa) uma familia de subconjuntos cldssicos fechados

de um espaco métrico cldssico U, satisfazendo as condicoes:

(i) U A, S Ag e U A, € denso em Ay

ae(0,1] ae(0,1]

(i) 0<a<B<1=AsC A,

(iii) Se {ax}r=0; ar € [0,1],ar — a, com oy < v entdo A, = NA,,.

Entao, eziste um inico conjunto fuzzy A € F(U) cujos a-niveis sio exatamente os subcon-
juntos classicos A, [A]® = Ay, Va € [0, 1].

Demonstracao. Considere o conjunto fuzzy A, identificado por,

sup {0 : x € Ag}, se x € Ay,
x —
Pal®) {O, sex el — A.

Seja av € (0,1] e x € A,, entdo por (ii) tem-se x € A e,
sup {5 :x € Ap} > a,

logo

valz) >«
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o que implica que,
x € [A]°,

ou seja,

[ € A, = x € [A]Y] = A, < [A]". (1.1)

Por outro lado, seja x € [A]%, temos duas situagoes a considerar:

a) sup {f:xe Az} >a, e

b) sup {f:x € Ag} = a.

Supondo a) sup{f:z € Az} > a = 30,0 <a < f <1, onde Ng € {Ay, }r=0 ¢ © € Np.

Assim, por (ii) tem-se a implicacao z € N3 = x € A,, logo,
[z € [A]Y =z e A,] = [A]"  A,. (1.2)

Supondo b) sup{f : x € Az} = a, nesse caso para cada (3, existe By, f < Sy < « tal que

x € Ag,, assim com x € Ag, por (ii) A, < Ag, de onde se conclui = € A,. Logo,

[z € [A]Y =z e A,] = [A]"  A,. (1.3)

Por (1.2) e (1.3),
[A]* € A,, Ve (0,1]. (1.4)

Por (1.1) e (1.4), conclui-se
[A]* = A,, Ya € (0,1].

Falta mostrar que:

o [A]O = AO
e unicidade de A.

Utilizando as hipdteses (i) e (iii).

[A]° = supp (A) = | Aa=
1

ae(0,

Ay o
Aa fech_ado U Aa N AO'
ae(0,1]

ae(0,1]

Assim, [A]° = Ay, e provamos que
[A]* = A, Va € [0,1].
Sobre a unicidade. Supor B # A, B e A conjuntos fuzzy, com
[B]* = B, = Aa,a € [0,1].
p representa B e @4 representa A, A # B = Jdxg € X : pp(xo) # pa(xo).

Como @a(z0), (7o) € [0,1] tem-se
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e wa(xo) > ¢p(x0), OU

« pr(T0) > @a(x0).

Se pa(zo) > wp(ro) entdo Ja € [0, 1], tal que ppr(zy) < a < pal(zo), logo zg € A, e

xo ¢ B, 0 que ¢ uma contradicao pois por hipétese A, = Bg. Logo B = A.

Similarmente prova-se para o caso ¢g(zg) > pa(xo). Ficando demonstrado a
unicidade de A. O

1.3 Niameros Fuzzy

Definig¢ao 1.7. Seja A € F(R) um conjunto fuzzy sobre os nimeros reais, diremos que A

¢ um numero fuzzy se:
(i) Todos a-niveis [A]*, a € (0, 1] forem intervalos fechados de R
(7i) supp A é limitado.

Denota-se por F(R) a familia dos niimeros fuzzy sobre o conjunto dos reais.

Com essa definigao todos os a-niveis [A]*sendo intervalos fechados que depen-

dem de « € (0, 1], denotamos também o nimero fuzzy A por:
A = {[a",b"],a € (0,1]}.

Note que, para todo niimero fuzzy A, [A]' # &, logo A é normal, e existird ao menos um

elemento = € A tal que pa(z) = 1.

1.4 Exemplos de Nimeros Fuzzy

Exemplo 1.2. Os numeros reais constituem uma subfamilia dos numeros fuzzy. Qualquer

lsey==x

x € R pode ser escrito por:

o qual é representado na Figura 5.
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A
1

Figura 5 — Ntmero real como um conjunto crisp (ntmero fuzzy).

Note que o niumero x pode ser identificado por [x,x].

Exemplo 1.3. Qualquer intervalo fechado [a,b],a < b, tem-se

X () 1, se x € [a,b],
a,b]\T) =
2] 0, sex¢[a,bl].

e sua fungdo caracteristica, que é representada na Figura 6.

Figura 6 — Numero fuzzy.

Exemplo 1.4. Formas geométricas dos grificos de alguns niumeros fuzzy, levam as deno-

minacoes.

o Triangulares:

p:R — [0,1]
(T—a
, se x € (a,m),
m-—a
z = p(z) =5 bow se x € [m,b)
b—m7 ) )

[ 0, sex ¢ (a,b).

A representaciao geométrica da fungio p(x) € apresentada na Figura 7.
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Figura 7 — Ntimero fuzzy triangular.

Notagio: A = [x,a,m,b]

e Trapezoidais

p:R — [0,1]
( T —Q

p—— se x € (a,m),

1, se x € (m,n),

r — px) =<
b—=x

b el € [n,b),

[ 0, sex ¢ (a,b).

A representaciao geométrica da fungio p(x) é apresentada na Figura 8.

Figura 8 — Ntmero fuzzy trapezoidal.

Notagao: A = [z,a,m,n,b]

o (Glaussianos

¢:R — [0,1]

() sewe [m — 6, m + 4]
r o= plr) =
0 sex¢|[m—2d,m+ 0]
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A representagao geométrica da fungio p(x) € apresentada na Figura 9.

Figura 9 — Numero fuzzy gaussiano.
Notagio: A =[x, m,a,d|

1.5 Operacoes com Numeros Fuzzy

Visto que todo ntimero fuzzy pode ser identificado por a-niveis, e que, todo
numero fuzzy tem como suporte intervalos fechados, operar com ntmeros fuzzy sera visto

como operar com intervalos fechados, o que leva a considerar a seguinte definigao.

Definicao 1.8. Considere os intervalos fechados,
A = |a;, as]: a;,as limites inferior e superior de A, respectivamente, a;,as € R, a; < ag
B = [b;, bs]: b, bs limites inferior e superior de B, respectivamente, b;, bs € R, b; < bs.
Entao tem-se as operacoes:
1. A+ B = |a; + b, a5 + bs]
2. A— B = [ai—bs,as—bi]
3. A- B = |min P,max P|, com P = {a;b;, a;bs, asb;, asbs}
A 11
a iy Ws] | 7757 0¢ B.
I [a a]lbs bi] se 0 ¢

5. Um nimero real k pode ser descrito pelo intervalo fechado [k, k], assim as operagoes
descritas anteriormente ficam naturalmente estabelecidas entre niumeros reais e

ntervalos.

Para operar com os nuimeros fuzzy consideramos os a-niveis do conjunto, o
Teorema 1.3 (Negoita-Ralescu) e a seguinte definigao:
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Definicao 1.9. Sejam A e B numeros fuzzy identificados por seus intervalos fechados

obtidos pelos a-niveis, [A]%, [B]®, respectivamente. Entdo
1. [A+ B]* = [A]* + [B]*
2. [A=B]" = [A]" - [B]*

3. [A-B]* =[A]*-[B]*

/ [g]a _ Egz desde que 0 ¢ [B]°

Exemplo 1.5. Sejam A = [x,a1,m1,as] e B = [x,b;, ma, bs] nimeros fuzzy triangulares,
vamos calcular a soma A+ B e fazer a representacao geométrica desses numeros. Considere

que w4 € a fungdo de pertinéncia do numero A, onde

(T —a
, sex € (a;,m),
my — a;
pa(z)=q L7 , sex € [mq,ag)
ag — MM
L 0, sex ¢ (a;as).

A Figura 10 representa o numero fuzzy A.

[ |

myce + a1l —a) mye 4 ag(l — o)

Figura 10 — Numero fuzzy triangular A (Exemplo 1.5).

Note que
T —a as —
=aer=ma+ae(l—a) e —— =a<xr=ma+a(l —a).
my — a; as — My

Portanto, tem-se

[A]* = [mia+ a;(1 — a),ma + as(1 — )] e [B]* = [maa + b;(1 — ), maa + bs(1 — )].
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Dessa forma,
[A+ B]* = [A]" + [B]* = [a(mq +m2) + (1 — &) (a; + b;), a(mq + ms) + (1 — a)(as + bs)].
Por exemplo, se A =[x,1,2,3] e B = [x,2,4,5], entdo

A+ B=[x,3,6,8].

De fato,
a=0=[3,8] (suporte de A+ B)

a=1=1[6,6] < ma+ mp =6 (valor onde ocorre o mdzximo de A + b).

>

1 2 3 4 5 6 7 8

A
o

=

| C=A+B |
| |

Figura 11 — Soma de ntiimeros fuzzy.

A Figura 11 representa os numeros fuzzy A, B e a soma A+ B.

1.6 Principio da Extensao de Zadeh

Apresentaremos o Principio da Extensao de Zadeh baseando-se em uma

forma diversificada para representacao dos conjuntos fuzzy. Considere as premissas:

O universo de discurso sendo espago métrico (U, d).
e U ={A:AcU,A fechado e limitado}
o T ={p4tal que ps:U — [0,1], A e U, funcao de pertinéncia para A}

o FU) ={(A pa): AcU epseT}
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Observacao 1.3. FEstabelecemos:

o F(U') 0 espago dos conjuntos fuzzy definidos em U';
o (A, pa) e FU") €é um conjunto fuzzy em F(U').

Observacgao 1.4. Se considerarmos para os conjuntos de U’ a métrica de Hausdorff e em

T a métrica do supremo, F(U') poderd ser visto como um espago métrico.
Definicao 1.10. (Métrica de Hausdorff) Seja (U,d) um espagco métrico e
U ={A: AcU, A fechado e limitado}.

A métrica de Hausdorff sobre U’ é dada por:
di(A, B) = max {sup {inf d(x,y)} ; sup {inf d(x,y)}} :
rcA |yeB yeB zeA

Definig¢ao 1.11. (Métrica do supremo) Considere U' e T' dados anteriormente. Se
va,pp €T, definimos:
dy(pa, vB) = sup [palz) — ¢p(x)|
TE

Assim (F(U'), D) poderd ser visto como espago métrico dos conjuntos fuzzy,

onde

D((A,¢a), (B,¢p)) = di(A, B) + da(pa; ¢5)

Nesse contexto apresentaremos a Definicao 1.12 para que o espaco dos conjuntos
fuzzy seja métrico, possibilitando estudar os conceitos de aproximacgoes, sequéncias e

convergéncias.

No caso particular em que & = R o conjunto
F(R) : conjunto dos nimeros fuzzy , F(R) c F(R),
podera ser parcialmente ordenado (DINIZ, 2016),

Definicao 1.12. Sejam:

U,d): espago métrico
o F(U): espago dos conjuntos fuzzy sobre o universo de discurso U

F(U') para a familia dos conjuntos fuzzy sobre U’

f:U — U uma aplicagcao

(A, pa) e FU"), um conjunto fuzzy.
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Definimos a extensdao de Zadeh para f, sendo a aplicacao dada por:

fiFU) — ()
(A, pa) = f(Aa@f(A))

9
onde,

i f(A7<PA) = (f(A)aSDf(A)>

¢ B W) = sup (=2 = pa(a) com [(x) =y}
Obviamente o principio de extensdo de Zadeh pode ser generalizado considerando U

um universo de discurso qualquer, ndo necessariamente sendo espaco métrico.

'11—b f
£) —

~

v

A O I\xg 3 |2y i
z 1

Figura 12 — Extensao de Zadeh.

A Figura 12 representa uma ilustracio do principio da extensdo de Zadeh, onde
e A=a,b]

e f(A) = [f(a), f(b)] ou f(A) = [m,M], onde m e M serdo, respectivamente, os

valores minimo e mdximo da fungdo.

e z=sup {pa(r1), pa(zr2), pa(x3)} = pa(xs).

Note que,
SOf(A)(y) = sup {pa(z1), pa(2), palzs)} = palzs) = 2

Py (ya) = pal(zs) =1
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A

f(@,0a(@)) = (f(2), 054)(f(2)))

A Figura 13 representa um organograma do principio da extensdo de Zadeh.

Acu
A : classico

(A, pa) € FU)

f

»

Bcu
B : classico

(B, ¢ i) € FU

\/

(f(A),e,)

Figura 13 — Diagrama do principio da Extensao de Zadeh.

1.7 Sistemas de Bases de Regras Fuzzy (SBRF)

Um Sistema de Bases de Regras Fuzzy (SBRF) é composto por relagoes entre

conjuntos fuzzy através de regras a serem definidas. A titulo de exemplo, considere o

problema a seguir.

Exemplo 1.6. (VALLE, 2018) Otimizar a quantidade de detergente decorrentes das

lavagens de roupas, considerando:

e peso das roupas

e as quantidades de sujeiras.

Inicialmente suponha que se interprete as classificacoes dos pesos por: muito leve, leve,

pesado, muito pesado, sendo essas expressoes subjetivas definidas pelos niumeros fuzzy

esquematizados na Figura 98.
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grau de
pertinencia

1 4 P1 Py P3 Py

0,75

0 10 20 30 40 50 60 70 30 90 100

Figura 14 — Ntumeros fuzzy - peso de roupa.

Assim, os pesos p € [0,100] caracterizados por muito leve, leve, pesado e muito

pesado ficardo expressos por quatro numeros fuzzy:

Py = [p, —20, 10,0, 20]: muito leve (trapezoidal)
Py = [p, 10,30,50]: leve (triangular)

P3 = [p, 40,65,90]: pesado (triangular)

Py = [p,75,90,100,120]: muito pesado (trapezoidal)

sendo P = {P1, P2, P3, Py} 0 conjunto dos possiveis pesos no intervalo [0,100].

Similarmente, pode-se associar a sujeira através de numeros fuzzy na Figura

15, a sequir
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grau de
pertinéncia

[

1 \ S] SQ 53 S4

» Sujeira
-

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 15 — Numeros fuzzy - sujeira.

S = [s,—20,—-10,0,20]: quase limpo (trapezoidal)
Sy = [s, 10,30, 50]: sujo (triangular)
S3 = [s,40,70,100]: muito sujo (triangular)

Sy = [5,80,100, 110]: exzageradamente sujo (triangular)

assim, a sujeira fica estabelecida pelo conjunto S = {Sy, S, Sz, 4} no intervalo [0,100] .

A classificacao das quantias de detergentes q € [0,100]a serem usadas, podem

ser fuzzificadas como na Figura 100
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grau de
pertinéncia

A
1

0,75

0,5

0,25

» ¢: quantidade
0 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 de detergente

Figura 16 — Conjunto dos ntiimeros fuzzy representando as quantidades de detergentes.

com,

Q, = [z,0,15,30]: muito pouco (triangular)
Qy = [gq, 20, 35,50]: pouco (triangular)

Qs = [q,40, 55, 70]: moderado (triangular)
Q4 = [q,60,75,90]: exagerado (triangular)

Qs = [¢,80,95,100, 120]: mdzimo (trapezoidal).

A fuzzificacao das quantias de detergentes ficam caracterizadas pelo conjunto

Q ={Q1, 9, Q5, Q4, Qs}

no intervalo [0, 100].

Nesse exemplo, a base de regras serd representada pela funcdo que associa 0s

numeros fuzzy (P;,S;) e Qx indicada por

i,

Y

1
(Piasj) - Qk> { 1

NN

Jj<4
<95
ou seja, a cada peso P; e sujeira S;, fuzzy, serd associada uma certa “quantia/nimero”

fuzzy de detergentes. A responsabilidade pela definicdo dessa relacao serd pelas regras

definidas pelos modeladores, como decorréncias das experiéncias prdticas, que compordo as
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chamadas bases regras do sistema. As varidveis fuzzy de entrada P; e S; sdo chamadas

de antecedentes.

As quantidades fuzzy de detergentes de Q, denominadas de consequentes,

associadas aos antecedentes sao determinadas pelas regras representadas na Figura 17.

S P P1 P Ps Py
muito leve leve pesado muito pesado
S1 Qi Qs oF O3
quase sujo muito pouco pouco moderado moderado
S Qi Qi ok A
. pouco pouco moderado exagerado
sujo
S3 Qs Qs Q4 QA
muito sujo moderado moderado exagerado exagerado
S Qs Q4 Qs s
extremo sujo moderado exagerado maximo maximo

Figura 17 — Representacao das regras.

A Figura 17 representa a defini¢io de 16 regras que definem a aplicacao,

f:PxS — Q
(P, S;) — f(P,S;) =9

com1<i,5<4,1<k<5, ou seja,

Ry : f(P1,81,) = Qi1, ou seja, Se o peso é Py e a sujeira é Sy entdo a quantidade de

detergente serd ().

E assim sucessivamente,
RZ . f(PhSQ?) = Ql
Rs: f(P1,Ss,) = Qs

Ry: f(P1,84,) = Qs

Rlﬁ . f(P47S47) = Q5~
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A definicao das regras R;, traduzem expressoes linguisticas geralmente subjetivas do tipo
“Se... Entdo...” caracterizando nesse caso a aplica¢io que associa a um par de nimeros
fuzzy, um outro nimero fuzzy . Ou ainda, associando a um par que representa aprorimagoes
de peso e sujeira uma certa quantia aprorimada de detergentes. Isso significa fuzificagcdo
das varidveis. Note que se o numero de regras aumentar de forma ilimitada, e 0s supor-
tes dos numeros fuzzy se tornarem cada vez “menores”, as aplicagoes correspondentes
irao se tornando “quase que” uma aplicacao ponto a ponto, traduzindo uma situacao

“deterministica’.

Ao se considerar um valor real como um numero fuzzy, pode-se imaginar uma

aplicagdo deterministica como um caso particular de um SBRF.

1.7.1 Inferéncia sobre SBRF

Os métodos de inferéncias sobre um SBRF, consistem em:
« Fixar valores reais nos antecedentes, no presente caso (Exemplo 1.6), aos pesos e
sujeiras
o Definir no correspondente consequente, um valor real associado aos valores fixados

nos antecedentes.

Esses procedimentos serdao obtidos pelo que chamamos de inferéncia, a nds particularmente,

através dos métodos de:

e Mamdani

o Takagi-Sugeno.

No Capitulo 6 sera apresentado o método de Mamdani, resolvendo o exemplo
aqui especificado de lavagem de roupas (Exemplo 1.6). Serda também apresentada uma
generalizagao da teoria para SBRF com a inferéncia de Mamdani. Como SBRF é parte
integrante do método p-fuzzy, o objetivo serd por seu intermédio, analisar estabilidades
em sistemas de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO) autématos, utilizando integrais

fuzzy para desfuzificagao.

1.7.1.1 Resumo Passo a Passo das Acdes de um SBRF (Mamdani) para o Exemplo 1.6

Conhecidas as variaveis de entrada do problema:

1. Efetivar a fuzzificacdo das mesmas através das defini¢des dos niimeros fuzzy que as

representam, caracterizando os antecedentes
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2. Da mesma forma fuzzificar as variaveis de saida por ntimeros fuzzy. Dessa forma,

ficam caracterizados os consequentes.

3. Estabelecer regras que associem os conjuntos fuzzy (antecedentes com os consequen-
tes)

4. Escolher um método de inferéncia (no caso Mamdani) que através da associagao:
(P;,S;) = Qr  (no Exemplo 1.6, 1 <i,7 <4,1 <k <5)

se determina um subconjunto de Q, identificado por Oy (a forma de obter Qy, serd

apresentada no item 7).

5. Toma-se a unido de todos os conjuntos fuzzy Q; obtidos em 4., determinando o

conjunto fuzzy identificado por R = UQj,
6. Calcula-se o centro de massa ou a integral fuzzy de R, obtendo um valor real q.

7. No Exemplo 1.6 tem-se (p,s), p € P; e s € S; peso e sujeira, respectivamente, e 0s
valores atribuidos serao p = x;, s = y; sendo ¢ = z; o valor a ser encontrado para a

quantidade de detergente. Para determinar ¢, sera calculado:

m(p, s) = pp,(p) A ¢s,(5)

e com esse valor sera definido o conjunto fuzzy Qp = Qp, por:

Qi = m(p,s) A Qp.
A unido
J %=R
p € supp P;
{ s € supp §;
é um conjunto fuzzy, e ao se determinar o centro de massa de R, ou a integral fuzzy

sobre R, obtém-se o valor z; = ¢, que ¢ a desfuzzificacao de R associada aos valores

atribuidos as varidveis z; : p, e y; : s.

Ao se desenvolver esses cdlculos computacionalmente para os possiveis valores de
x;,Y;, temos definida a relagao entre variaveis x; e y; associadas a 2z, € Q (quantidade

de detergente), ou seja,

(p,s) = q

8. Um possivel organograma para um SBRF é representado na Figura 18
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x; ey, variaveis de entrada

| pfuzzificacao das variaveis
4

P e S: conjuntos fuzzy referentes as variaveis x;, y; (antecedentes)

Q : conjuntos fuzzy referentes a variavel z; (consequentes)

| pdefinicao das regras
 J
BASE DE REGRAS

pliveis de Q
4

subconjunto fuzzy de Q

| pdesfuzzificagao
A 4

zk : variavel de salda

Figura 18 — Organograma SBRF.

O valor m especificado anteriormente, poderia ser visto como resultado de uma
aplicacao
m:P;xS; — [0,1]
(p,s) — m(p,s) = ep,(p) A s, (s)

com P; e S; conjuntos fuzzy.

Y

Os calculos e os resultados serdo detalhados no Capitulo 6, como pré requisitos
da utilizagdo em sistemas p-fuzzy. Explicita ou implicitamente os conceitos desenvolvidos
nesse Capitulo permearao todo trabalho desenvolvido. No Capitulo 2, conjuntos e
numeros fuzzy, serao instrumentalizacoes basicas para o estudo das medidas fuzzy e
de Possibilidade. O inicio do Capitulo 4 e a Secao 4.1 sao requisitos para desenvolver
o Célculo Diferencial Integral Fuzzy, onde as fungdes envolvidas em sua maioria sao de
pertinéncias, no Capitulo 6 serao indispensaveis para desenvolver e compreender SBRF
(Sistemas de Bases de Regras Fuzzy) que por sua vez serdo utilizadas para definir e aplicar

em sistemas p-fuzzy.
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2 Introducao a teoria da Medida

Nesse capitulo iniciamos o estudo sobre as o-dlgebras como pré requisito para
definir medidas, apresentando exemplos, propriedades, corolarios e uma forma de gera-las.
Definimos medidas, fuzzy e fuzzy generalizada, Probabilidade e Possibilidade. Apresentamos
a medida usual para espacos métricos mostrando que para ocorrer a compatibilidade de
uma o-algebra em um espago topoldgico, é necessério ser ele separavel, fato que Sugeno
em sua tese estabeleceu de forma axiomatica. Esse resultado é considerado importante
por ser uma das condicoes a serem estabelecidas ao espago topolégico na Secao 4.1 para

definir derivadas fuzzy.

Demonstramos as propriedades das medidas fuzzy e de probabilidade. Mos-
tramos que se uma medida de Possibilidade for fuzzy (Sugeno), sua distribuicao de
possibilidade sera obrigatoriamente nula em todos os valores em que ela for continua.
Porém, toda medida de possibilidade sera fuzzy generalizada. Esses resultados serao utili-
zados no Capitulo 3 ao se proceder a generalizagdo da integral de Sugeno por intermédio
de uma medida fuzzy geral, bem como para a compreensao dos exemplos e as comparagoes

entre as respectivas integrais.

Utilizamos como referéncias os textos (Cabral (2010), Federer (1996), Geroénimo
(1988), Kreyszig (1991), Sugeno (1974), Waterman (1965), Wikipedia (2020)).

2.1 Conceito de medir

Uma ideia preliminar sobre “medir” uma grandeza, pode ser pensada em
fixar um padrao de representacao, em seguida buscar comparacoes. Ainda ter como
objetivo avaliar essas grandezas, estabelecendo propriedades relacionadas aos objetos
a serem mensurados. Por exemplo, pode-se avaliar um subconjunto de niimeros pela
quantidade de elementos que possui ou pelo maior valor entre eles, dependendo do
interesse a ser previamente fixado. Nesse contexto é necessario ajustar conceitos, ou mais
precisamente, definir medida de modo que configure a comparacao entre elementos distintos.
As definigoes e propriedades seguintes serao aplicadas nos estudos das Integrais Fuzzy e
Fuzzy Generalizada, temas abrangentes para fundamentar a construcao de um Calculo

Diferencial e Integral Fuzzy.

Definicao 2.1. Seja X # & um conjunto qualquer e F < 2%, F é chamada de o-dlgebra

sobre o conjunto X, ou simplesmente o-dlgebra em X, se forem verificadas as condigoes:

(a.1) X e F.
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(a.2) Ae F= A%€e F, em que AC é o complemento de A.

+a0
(a.3) {A 1 cF= U A, e F.
n=1

O par (X, F) é chamado de espago F-mensurdvel. Um elemento qualquer A € F é chamado

de conjunto F-mensurdvel.

Exemplo 2.1. Sejam F, = {J, X}, Fo = 2. Fi e Fy sio chamadas de o-dlgebra

canonicas, sendo a menor e a maior, respectivamente.

Exemplo 2.2. Considere o conjunto X = {a, b, c}. Temos que F = {J, {a,b,c},{a}, {b, c}}

¢ uma o-dlgebra sobre X.

Proposicao 2.1. Seja F uma o-dlgebra em X, entao:
(i) geF

+00
(ii) {A 5 cF= (A eF

n=1

(iii) A, Be F=(A—B)e F.

Demonstragio. (i) Como X € F e X € F, sendo (a.2) verificada ¢ € F.

+00

¢ 400
(i) Se {A,}1* < F, entdo {A}I* < F = (U (An)0> = ﬂ A, e F.
n=1

n=1

(iii) Se A,Be F,entdo A,B“e F=AnB’ce F= (A—-B)e F.

A B X

(= 3

Figura 19 — Representacao de conjuntos nao disjuntos.

]

Exemplo 2.3. Seja F uma o-dlgebra em X. Suponha {An}nez, {Bq}leeqs {Cr}rer sequén-

cias contidas em F. Entao

(140 U (8. U B,

nez nez qeQ qeQ
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pertencem a F,

e e

reR reR
nao necessariamente pertencem.

2.1.1 Gerando o-algebras

Uma familia de o-algebras podera gerar uma o-algebra.

Lema 2.1. Seja F = {F;}icr, uma familia de o-dlgebras em X, onde I é um conjunto de
indices quaisquer. Entdo

ﬂ]:i ¢ uma o-dlgebra em X.

el
Demonstracao. Note que se F; sao o-algebras em X, entao (J, X pertencem a F; para

todo 7 em I. Logo,

@, X e(F.
el
Com raciocinio andlogo, conclui-se que a.2) e a.3) da Defini¢ao 2.1 sdo condigoes verificadas.
Logo,
ﬂ F; é uma o-algebra
1€l
e serd a menor o-algebra que pertence a F'. n

Corolério 2.1. Seja A < 2%, X # (&, entdo existe a menor o-dlgebra F4 em X, contendo

A, isto é, se F € uma o-dlgebra em X que contém A, entao
./T"A c F.

Demonstragio. Seja F' = {F : F é uma o-algebra que contém A}. Vimos pelo Lema 2.1

que
Fa= ﬂ F é uma o-algebra
FeF
sendo a menor o-algebra que contém A. O

Os estudos sobre medidas tiveram inicio na segunda metade do século XIX,

onde se destacaram os matematicos:

Saint-Affrique 07/01/1871

o Emile Borel
Paris 03/02/1956

Beauvais 28/06/1875

o Henri Lebesgue
Paris 26/06/1941
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Berlim 13/09/1873

o Constantin Carathéodory
Munique 02/02/1950

Decin 16/12/1887

e Johann Radon
Viena 25/05/1956

Maligny-Franga 02/09/1878

e Maurice Fréchet
Paris 04/06/1973

Definig¢ao 2.2. (Medida) Seja F uma o-dlgebra em X, uma medida sobre F é definida

por uma aplicacdo g, satisfazendo as condigoes:

(mi1) g:F — [0,+x]
A — y=g(4)

(m2) 9() =0
mg) Se {AbnenCF, A; 0N A: = O para i # j, entdo
(ms) j

g (U An) = +Zolog(fln)-

neN n=1

Observacgao 2.1. A propriedade (m3) é denominada de o-aditividade. Uma aplicagio

que satisfaca essas condigoes serda denominada de medida o-aditiva.
Observacgao 2.2. O espago (X, F,g) é denominado espago F-mensurdvel ou medivel.
Exemplo 2.4. Sejam X = Z (conjuntos dos mimeros inteiros), F = 2%, definimos:

g:F — [0,+x]

A — g(A) = nimeros de elementos de A,

entao (Z,F,g) é um espago medivel.

2.1.1.1 Medida usual definida em uma o-algebra sobre um Espaco Métrico

Seja (M, d) um espago métrico, com zg € M e d a métrica em M, entdo:
B(zg,r) ={x e M : d(x,zo) <7, >0}

¢é chamada de bola aberta em M, de centro em xg € M e raio r, r > 0. Um conjunto
A c M é chamado de aberto em M se para qualquer x € A, existe r(x), r(x) > 0 tal que
B(z,7(z)) = A. Para um conjunto qualquer nao vazio X, uma familia 7, 7 < 2% é uma

topologia em X se:

® @,XGT
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« ABeT=>AnBeT

o A€ I (conjunto qualquer de indices), {Ax}rer = T = U AyeT .
Ael

(X,T) é chamado, espago topolégico. Considere agora a topologia 7; definida em M

constituida pelos abertos de M
Tu ={A: Ac M, A aberto de M}

A menos da condicao da intersecao ser finita, 7j; satisfaz as propriedades de uma o-algebra.
Seja

Fr, : menor o-algebra que contém Ty,
A medida a ser definida sera sobre Fr;, .

A condicao da intersecao ser finita para 7Ty, nao satisfaz a segunda exigéncia
de uma o-algebra, quanto a unidao, a indexacao nao é necessariamente enumeravel para
Trr- Ha necessidade de compatibilizar as indexagdes, caso contrario a o-dlgebra nao tera
necessariamente condigbes para conter a topologia, nao sendo possivel inclui-la em Fr;,
impedindo em definir medida. Entretanto se o espago topologico for separavel terd entao
uma base enumeravel para 7, e a questao decorrente da unido sera resolvida, quanto a
intersecao nao havera problema pois a exigéncia sobre a topologia é restrita em relacao a

o-algebra.

Ao considerar em M = (R, d) com a topologia dos intervalos abertos, a menor
o-algebra decorrente dessa topologia contém os intervalos reais. A distancia d e os intervalos

reais sdo identificados por:

* d<$7y) = |$—y|,$,y€R
e (a,b)={reR:a<x<bla<b;a,beR

e (—w,a]l={reR:z<a}

[a,+0) ={xeR:x > a}
o (by+w)={reR:z>0b}
e (—0,b) ={reR:x<b}
as operacoes em R (reais estendido), com a € R sendo:

e WH+a=a+00=0+0w0=0w

e OO —aq = QO
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e 00 — 0 nao se define
e 4-V=00wW-a=0" 0=0w,a%0.
A medida ¢ definida em um intervalo real I de extremidades a e b, a < b, dada
por
g(I> =b— a,
é denominada medida usual em R(reais estendido).

Para um espago métrico qualquer localmente compacto, similarmente ao caso
M = (R, d), poderé ser obtida sobre

Fr, : menor o-algebra que contém Ty,
uma medida usual para M.

Propriedade 2.1. Seja (X, F,g) um espago F-mensurdvel com medida g, entao valem

as assergoes:

(i) Se A, Be F e An B =, entio g(Au B) = g(A) + g(B)
(ii) Se A,Be F ¢ Ac B, entio g(A) < g(B)

(iii) Para todo A, B € F, temos g(A u B) < g(A) + g(B)

(iv) Se {A,}nen © F, entao g (U An> < ZO:O g9(A,)

neN n=1

(v) Se {Ap}nen € uma SMC (Sequéncia Mondtona nao decrescente), ou seja, A, < Ayiq

para n € N, entao

g (U An) = lim g(A,) = sup{g(4,)}

neN n—+0 neN

(vi) Se {A,}neny © F € SMD (Sequéncia Mondtona nao crescente), ou seja, A, > Apiq

para n € N e para algum n, g(A,) < +0, entdo

g<ﬂ An) — lim g(A,) = inf{g(A,)}.

n—+00 neN
neN

Demonstragio. (i) Decorre da defini¢ao de medida g.
(ii) Se A,Be F e Ac B, entao
Au(B-—A)=BeAn(B—-A) =0.

Logo
9(B) = glAu (B - A)] = g(A) +g(B - A)
e como g(B — A) € [0, +m) conclui-se que g(A) < g(B).



Capitulo 2. Introdugdo a teoria da Medida 52

(iii) Sendo
(A—B)n(B-A)=geAuB=[(A-B)u(B—A)u(An B)],
entao
g(AuB) =g(A—B)+g(AnB)+g(B—A)
<[9(A=B)+g(An B)] +[g(B - A) + g(An B)]
= 9(A) +9(B)
(iv) Por indugao sobre n. {A,},en < F.

Mostramos que vale para n = 2. Suponha que

A=A
k=1
Logo por (i1)
hlpotese de & ntl
9(A U Anr) < g(A) +9(Ann) | < Z (Aps1) = D, 9(An)
=1 k=1

de onde se conclui que

g <U An> < iog(An).

neN n=1

(v) Seja {A;}neny uma SMC, de acordo com a Figura 20. Defina,
BO = A07 Bl = (Al - AO)7 oo 7Bn = (An - Anfl)

entao

Nb.-2

neN

Mas, U A, = U B,,, entao

neN neN

(UA ) —yg (U Bn> -\ g(B,). (2.1)

neN

Figura 20 — Sequéncia nao crescente de conjuntos.
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Note que paran =1
Ay =DByuBie B nBy=J = g(A) = g(Bo) + g(B1)

por inducao, suponha valer para n = k — 1, ou seja,

k-2 ] k-2
A= U Ba| v Bie || Bn] N By =
n=0 ] n=0
k—2 k-1
= g(Ar-1) = g [ Bn)] +9(Bi1) = ), 9(Bu).
n=1 n=0

Assim, paran = k

Ay = (O Bn> U Br = g(Ar) = ). g(By).

n=0

Dessa forma, a igualdade vale para todo k € N, o que implica que,

+00
T;)Bn N kLHPocg(Aw

e por (2.1)

9 (UA”> - kl—iHloog(Ak)

neN

e por (i7) g é ndo decrescente, logo

g (U An> = sup {g(Ag)}.

neN keN

(vi) Por hipotese, 3k € N tal que g(Ay) < +o0. Fixe esse k e defina,
Fn = Ak - Ak-i—n

para n = 1, Fi = A, — A
para n = 2, Fy = A, — Ao

para n = p, F,= A, — Apyp

{F,}nen € SMC, e seja F' = U F,, entao por (v) tem-se

peN

g(F) = lim g(F,). (2.2)

p—+00
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Figura 21 — Sequéncia nédo crescente convergente de conjuntos.

Mas, g(F,) + g(Ak+p) = 9(Ax) (veja Figura 21) e sendo g(Ay) < +00, tem-se

g(Fp) = g(Ax) — Q(Amp)'

Logo, pela Equagao (2.2)

g(F) = lim g(F,) = lim [g(Ax) = g(Aksp)]] =

9(F) = g(Ap) — lm g(Apsp). (2.3)
Tem-se que F < Ay = g(Ax) = g(F) + g(Ax — F) =
9(F) = g(Ar) — g(Ax — F). (2.4)
De (2.3) e (2.4) obtém-se

liriloog(Aker) =g(A, — F).

Porém,

concluindo entao que

pois {A, }nen € SMD.
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2.1.2 Definicoes e exemplos de Medidas
2.1.2.1 Medida Exterior

A medida exterior introduzida por Caratheodory (CABRAL, 2010) consiste
em se flexibilizar o axioma da aditividade onde primeiramente se define uma pré-medida
(monétona mas nao aditiva) com dominio em 2%, em seguida busca-se uma o-algebra onde

a pré-medida restrita a ela seja uma medida.

Por exemplo, em R se considerar a o-algebra F gerada pela topologia dos

intervalos abertos de R, a medida:

a:F — [0,+x]
I — a)=|b—al’

se for estendida através de coberturas para qualquer A < R, perdera a o-aditividade, sendo
necessario que se flexibilize a definicdo de medida, pois a uniao enumeravel de conjuntos
disjuntos, ndo serd necessariamente igual a soma das medidas dos conjuntos (veja conjunto

Vitali, mencionado na Observagao 2.3 adiante).

Definicdo 2.3. Uma medida exterior em X # & € wma funcdo o : 2% — [0, +0] que
satisfaca:

(m1) a(J) =0

(my) A, Be2* Ac B= alA) < a(B) monétona

+00

(m3) {An}neN c2¥=a (U An) < Z Oé(An)

Segue o importante Teorema da Extensao de Caratheodory, que consiste em
afirmar que, oferecida uma medida exterior o em X, é possivel determinar uma o-algebra

F em X, onde «a restrita a F serd uma medida, ou seja,

3 F uma o-algebra em X tal que

({ a:2% - [0, +o0] ) _ g:F — [0,+x] (2.5)

a medida exterior A — g(A) =a(A)

é uma medida

além disso F é maximal,dada por
F={A:Ac X;a(E)=a(EnA)+a(F - A),VE c X}.

Os conjuntos A € F sao chamados de F-mensuraveis.
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2.1.2.2 Medida Exterior de Lebesgue

Foi desenvolvida antes da medida exterior, e posteriormente trabalhada por
Caratheodory (CABRAL, 2010). A ideia é, partindo da definicdo de medida para intervalos

abertos, construir uma medida exterior para 2%.

Seja I = (a,b),a < b, e defina a[(a,b)] = |b — a| e a extensdo para o dada pela

seguinte definicao.

Definicao 2.4. Seja
a:2% — [0, +o0]
A — a(A)

)

onde

e (A)=0se A=(
+00 +0
e a(A) =inf {Z a(l;) : {ILj}jen, I; intervalo aberto e A UI]}.
j=1 j=1
Entao o é chamada de medida exterior de Lebesgue.

Observacao 2.3. Mostra-se que o é uma medida exterior, ou seja nao aditiva, sobre os

reais usando o chamado conjunto de Vitali [Giuseppe Vitali, 1875-1932, Bolanga/Itdlia).

Quem seria o([a,b])?

1
[a,b] < I, = <a—,b+1>
n

n
1 1
a([a,b]) :inlg {Oz (a—,b—i—)}
ne n n
, 2
aE
=b—a.

2.1.2.3 Medida Exterior de Hausdorf

A medida exterior de Hausdorf generaliza a medida de Lebesgue para o espago

R" e também para espacos métricos em geral.

Para o espaco R"™ deve-se generalizar a definicdo dada para intervalos em R, ou
seja, as coberturas por abertos em R? serdo dadas por quadrados abertos 12,1 = (a,b), e
em R" por Bj = (CLj,bj)n, a; < bj, (lj,bj S ]R, ] e R.

A definicao de ay a ser generalizada devera ter:

ap(Bj) = |bj —a;]", j €N,
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Definigdo 2.5. (Medida Exterior de Hausdorf) Seja X = R", A< 2%,
ag 2% — [0, +o0],

onde
o OKH(@) = 0

e ay(A) =inf {ozH(Bj) : {B,}jen € uma sequéncia de abertos tal que A U B]}.

jeN
A medida externa ay € chamada de Hausdorff e
F={AcX:ag(EnA)+ay(E—A)=ay(F), VE c X}

¢ chamada de o-dlgebra dos conjuntos Hausdorf-mensurdveis, e A é chamado de Hausdorf-

mensuravel.

2.1.2.4 Conjuntos de Medidas Nulas

Definicao 2.6. Diremos que A R tem medida nula, se dado qualquer € > 0 existe uma

sequéncia {I;}jen de intervalos abertos em R, onde

. ACU]j

jeN

J’_

0
. a(l;) <e, com I; = (a;,b;) e a(l;) = bj — a;.

<.
Il
_

2.1.2.5 Medida Exterior de Lebesgue-Stieltjes

Esse conceito serd utilizado no Capitulo 5, para representacoes de Funcionais.

Definigao 2.7. Seja g : R — R uma fungao crescente, I = (a,b),a < b um intervalo

aberto em R, e ay a medida satisfazendo:

e ay(J) =0
e ay(I) =g(b) —g(a)
e AcRR

+00
ay(A) = inf {Z ay(L;) : {I;}jer € uma sequéncia de intervalos onde A < U Ij} :

j=1 JeN

entao oy, serd denominada de medida de Lebesgue-Stieltjes.
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2.2 Medidas de Probabilidade

Definicao 2.8. Uma medida de probabilidade P em um conjunto ndo vazio X, denominado
de espago amostral, é definida em uma o-dlgebra F, denominada de espago dos

eventos, ou seja,
P:F —[0,1]

que satisfaz:
(i) P(X) =
0
(i) {Ei}ien« = F, Bin Ej = &1 # j] =P (U EZ) ZP ) (o-aditividade)
i=1
Proposicao 2.2. Se P é uma medida de probabilidade em X entao tem-se:
[P ] P(D) =

[P, | A,Be F,Ac B= P(A) < P(B) (mondtona)

[Ps JAe F=P(A°) =1—-"P(A)

A¢: complemento de A em relacio a X.

[Py ]JA,Be F = P(AU B) =P(A) + P(B) — P(An B)

CS

n—-+0oo
1

(]

[Ps J{Ei},cny« € SM.C. =P ( z) = lim P(E,), (continuidade)

38

[Ps | {Ei}ienx € SM.D. = P ( l) = nLHPooP(E") (continuidade)

=1

Demonstracio. [Py | (F o-dlgebra) = e F = J°=X e F

FnX =D P(FuX)=PX)+P(F) = PX) = P(X)+P(J) = P(F) =

[Py ] Ac B=An(B—-A) = (veja Figura 22)

B-A

Figura 22 — Representacao da operacao diferenca entre conjuntos.
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[P

[Py

P

[P

Logo P(Au (B—A)) =P(B) = P(A)+P(B—A). Como P(B— A) €[0,1], entdo
P(A) < P(B)

|Ae F= A°e F
AnA=geAu A° = X.
Portanto 1 = P(X) = P(Au A°) = P(A) + P(A°) = P(A°) =1 -P(A)

|A,BeF
e AUB=Au(B—-A)eAn(B-A) =g
e B=(B-—A)u(AnB)e(B—A)n(An B)=. Logo,

P(Av B)=P(Av(B-A)=PA)+P(B -4
P(B) =P[(B-A)u(AnB)]=P(B-A)+ P(A n B)

Portanto, P(Au B) = P(A) + P(B) — P(An B).

5 | {Fitien SMC=FE,c FEyc...c E,c E,;1C...

Eyn (Ey — El) (Bs—Ey)n...n (B, —E,_1) n--- = pelo axioma (iii)

(UE ZP P(E)) +P(Ey—E))+ ...+ P(E, — E,_q) =
=P(E1) + P(EQ) P(Ey)+...+P(E,) —P(E,_1) = P(E,). Passando ao limite

©0]
P (Ul E) = lim P(E,).

Note que: A< B=P(B— A) =P(B) —P(A). De fato,
B=Au(B-A)eAn(B-A)=0.

Logo,
P(B)=P(AuB(B—-A))=PA)+P(B-A).
Portanto,

P(B—-A)=P(B)—-P(A).

| {Ei}ien ¢€SMD, Ey D Ey o2 E3> ... > E, 1 o E, >...(veja Figura 23)
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E

Figura 23 — Representacao de sequéncia de conjuntos.

Mostraremos inicialmente que se lirEOO E, = ¢ entao lirfOOP(En) = 0. De fato:
[o0]

Ey=(By—E) v (B, —Ey) v (Bs— Ey)u... = | J(E - Eip).
i=1

Como Fy — Eyn (Ey— E3)n (Es—Ey)n ... =

0

P(E) =P | & - Em) = ) P(E; = Bipy) = ) (P(E) = P(Ei)) =
—P(E)+ lim P(E,). .

Portanto
Jm P(Enn) = 0= lim P(En) = 0.

Suponhamos agora que hl}_loo E, =FE # . Assim,

lim (B, — F)=¢ = lim P(E,—F)=0.

n—+00 n——+0o0

Portanto,

lim P(E,) = P(E).

n—+ao0

2.3 Medidas Fuzzy/Fuzzy geral

Definicao 2.9. Seja X # & um conjunto qualquer e F; < X, para 1 < 1 < 40,

subconjuntos de X tais que:
Filckhcklkc..cF,c... ou FFoF,o>2F>...0F,o....

Denominamos {F; : 1 <1 < +o} ou {F,},n € N*, respectivamente, de Sequéncia Mo-

noétona ndo Decrescente (SMC), e Sequéncia Monétona nao Crescente (SMD).
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Definigao 2.10. Seja {F,,} uma SMC, diremos que L serd o limite de F,, quandon — +0o0,
ou
lim F,=1L

n— —+00
se, e somente se, F,, ¢ L,Yn € N* e se existir um conjunto A tal que F, ¢ A,¥n € N¥,

entao L < A.

Seja {F,} uma SMD, diremos que M sera o limite de F,, quando n — +00, ou

lim F,,=M

n—+ao0

se, e somente se, M < F,,,Vn € N* e se existir um conjunto B tal que B < F,,,Vn € N*¥,
entao M o B.

Em outras palavras:

Casol: L é o “menor” conjunto que contém todos os F,, ou ainda, a uniao desses

conjuntos.

Caso2: M ¢ o “maior” conjunto que esta contido em todos os F},, ou ainda, a interseccao

desses conjuntos.

Definigcao 2.11. Seja F uma familia de sub-conjuntos de X # . Diremos que, F é
mondtona se, e somente se,
(i) g,XeF

(ii) Se {F,} for SMC ou SMD e {F,} c F, entdo hrfoo F,eF.
A definicdo de medida fuzzy tem sido usualmente apresentada sob os aspectos:

e De Sugeno, os axiomas sdao: o conjuntos vazio e o espac¢o todo tenham medidas
zero e hum respectivamente, que seja mondtona e satisfazendo uma condicao de

continuidade para essa medida.

o Outro, com as mesmas exigéncias, a menos da continuidade.

Ressaltamos que Sugeno definiu sua medida sobre o espaco das 'familias

mondtonas F', e facilmente pode ser provado que F equivale a uma o-algebra.

Seguem as formalizacoes.

Definigao 2.12. (Medida Fuzzy Geral - MFG) Seja X # &, F uma o-dlgebra em
X e g uma aplicacao

g:F—[0,1]

com as propriedades:
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(@) 9(F) =0, 9(X) =1

(b) Se A, Be F e Ac B, entao g(A) < g(B)

g serd chamada de medida fuzzy geral (MFG) sobre X.

Defini¢ao 2.13. (Medida Fuzzy (ou de Sugeno) - MF) Seja X # &, F uma

o-dlgebra em X e seja g uma aplicacdo
g:F —1[01]

satisfazendo as propriedades:

(a) 9(2) =0, g(X) =1
(b) Se A,Be F e Ac B, entio g(A) < g(B)

(c) (referida continuidade) Se F,, € F e {F,} é mondtona, entio
nEr—Poog(Fn) -9 (nl—llpoc Fn) ’

A aplicagdo g serd chamada de medida fuzzy (MF) ou de (Sugeno) sobre X .

Quando o dominio de g for evidente, g serd simplesmente chamada de medida
sobre X. Uma conclusao importante decorre da condi¢io (c) referente a continuidade.
Ela nao garante que g seja continua em um nivel o mas que seja continua a esquerda para
g em o, ou seja, se

g:F —[0,1],

se consideramos a sequéncia de a-niveis do tipo, F, = F ,entao

1
a—z)

Jim o(F) = lim, a(Fo) =g Jim, F.) = o(F).
po1Ss
F, c F,, Vn e N*.

Definigao 2.14. A terna (X, F,g) com as condigies descritas pelas definigoes anteriores

serd chamada de espago com medida fuzzy.

Definigao 2.15. (Campo de Borel) Seja X # & um espago métrico e B uma familia

de sub-conjuntos de X com as propriedades:

e B

e Se E € B, entio E° € B (E°: complemento de E em relagio a X)
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+00
e Se B,eB, 1< n<+4w entdio UEneB.

n=1

Entdao B serd denominado de campo de Borel sobre X.

Em outras palavras, serda considerado um campo de Borel uma o-dlgebra em

um espaco métrico.

Proposicao 2.3. Seja X # & e B um campo de Borel sobre X, entdo B serd uma familia

mondtona sobre X .
Demonstracao. Devemos mostrar que:

() @, XeB

(ii) Se {F,} for SMC ou SMD qualquer em B, entao nlirfoo F, € B.

De fato: B campo de Borel sobre X = & € B, logo @ = X € B, portanto &, X € B.

Por outro lado se {F,} é mond6tona e estando em B, sendo B Borel temos:

+oo
U F,eB.
n=1
+oo
Seja L = U F,, entao se A é um conjunto qualquer tal que F,, ¢ A,Vn € N*, entao
n=1

+0
L= U F, c A, logo: lim F, = L e L€ B pois B é Borel, assim lim F,, € B.
nel n—+0o0 n——+00

Analogamente prova-se que hljfrloo F, € B caso {F,} seja SMD.

Concluimos entao que: todo campo de Borel sobre X é uma familia mondtona
sobre X. n

Proposicao 2.4. Seja g uma medida fuzzy sobre (X,B), B (campo de Borel). Entdio,

valem as afirmacoes: Para quaisquer A, B € B,

1. g(Av B) = g(A) v g(B)

2. 9(An B) < g(A) ~g(B)

Voisup e A :oinf.
Demonstra¢io. Como g é uma medida fuzzy sobre X, temos
AcAuB=g(AuB)=g(A)

Bc AuB=g(AuB)=>gyg(B)
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logo,
9(Au B) = g(A) v g(B).

Por outro lado: AnBc Ae An B c B, logo g(An B) < g(A) e g(An B) < g(B) onde
se conclui que:

9(An B) < g(A) A g(B).
O

Definicao 2.16. Seja X # ¢ e B um campo de Borel sobre X, g uma medida fuzzy
em X. Se para todo A, B € X, tivermos que:

9(A v B) = g(A) v g(B)

diremos que g € uma medida fuzzy F(fuzzy)-aditiva sobre X.

2.4 Construcao de Medida Fuzzy

Defini¢ao 2.17. (Fungées g,) Seja (X, B) um campo de Borel, por g, definimos uma

aplicacao que satisfaz as sequintes condicoes:
gx - B — [07 1]7 A€ (_17 +OO>

1. gA(X) =1
2. Se E,E'eBe EnE =, entao g\(E U E') = g\(E) + gx(E') + A.gr(E).gr(E")
3. ngr-il-loo g)‘(Fn) = 9 (ngl}-loo Fn)

Proposicao 2.5. Para cada A € (—1,+00) a aplicagdo: gy : B — [0,1] da Definigio 2.17,

¢ uma medida fuzzy sobre X, e (X, B, gy) serd um espago com medida fuzzy, para cada
A€ (—1,400)

Demonstragio. Provar que gy é uma medida fuzzy significa mostrar que se A € (—1, +0)

tem-se:

() (D) =0eg(X) =1
(..) Se A,BeBe Ac Bentao g\(A) < g\(B)

(...) Se F,, € B é mondtona, entdo:

lim gx(F,) = gx( lim Fn>

n—+0o0 n—+0o0
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Mas, pela definigdo de gy tem-se: gx(X) =1e como X n J = J

X UD) = g(X)+ (D) + Agr(X).9: (D)
1 = 1+g\(F) +Ag(D) = g1 (F).(1+A) =0

e como A € (—1,+m) tem-se g(F) = 0.

_ B
/ T
/ I T

f'f - ~ ~ A N

( V \ \

| ! /

/ \‘“x - \"\
| |
II' — T - _.’llll
\ 7 - H\H\“‘\ /

_ - ~—

Figura 24 — Representacio do conjunto B = A u (A° n B).

Ac B
B =AU (A° A B) (veja Figura 24)

An(A°nB) = J = g\[AU(A°NB)] = gA(A)+gr(A°NB)+Agr(A)gr(A°NB) =
gx(A) + gr(A° n B)[1 + Aga(A)]. Entéo,

@ [A U (A°N B)] = ga(A) + gx(A° 0 B)[1 + Aga(A)]. (2.6)

Mas gx(A°n B) =20, A e (—1,+x), gx(A) € [0,1].
Se A e (—1,0] = Agr(A) € (—1,0], logo

Se A€ (0,40) = Agr(A) > 0, logo
1+ )\g,\(A) > 0.

Assim
g)\(AC N B)[l + )\gA(A)] = 0.

Logo, de (2.6) temos:
gA(B) = galA U (A° 1 B)] = ga(A) = gr(A) < ga(B).
Logo g, ¢ mondtona.

Seja F,, SM, entao pela definicao de g, temos que a terceira condigao (...) para medida

fuzzy € verificada. Logo:

gr: B —[0,1], e (—1,4x0)

é uma medida fuzzy para X, e (X, B, gy) é espaco com medida fuzzy. O]
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Proposigao 2.6. Seja (X,B,95), A€ (—1,+0) um espagco com medida fuzzy, e E;, F, F',

(1 <i< +w) elementos de B com F < F',E; n E; = & para i # j. Entao:
_ gA(F") — g(F)
1+ )\g,\(F)

c\ __ 1_9 (F)
. gA(F)_H)\.;A(F)

I gx (Lj EZ> = i [ﬁ (1+ Aga(E7)) — 1]

i=1

1 g\(F" = F)

Demonstracio. 1. Fc F' = F —F=F'nF°
(FFNF)NnF = g=
DEF A F)OF] = ga(F' nF)+ gu(F) + Aga(F' 0 FO).g\(F) =
) = gpF" A FO) 1+ Aga(F)) + g (F) =
D) = (F) = g(F' = F)(1+ Agr(F)).

o (F') - ga(F)
/ gx F, — gx F
E = F) = = )

2. FC=XnFe(XnF)nF = (veja Figura 25)

Figura 25 — Representacao dos conjuntos F* =X nFe (X NnF)nF = .

(X N F)UF]=g\(X 0 F) 4+ ga(F) + Agx(X n F).gx(F)

Mas,
X=XnF)YUFXnF°=Fc
logo
X)) = (F)+ ga(F) + Aga(F).gx(F)
1 = g(F)1+ Aga(F)) + ga(F).
Portanto

1= gx\(F)

) =17 gr(F)’

FcF
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3. Devemos mostrar que

9r (ﬁ Ez) = i\ { [ﬁ(l + Aga(E5))

i=1

g

para F; N E; = (J © # j. Mostraremos por inducao finita.
Sejan =2, £y n Ey = &, logo

I(E1 U Ey) = ga(E1) + ga(E2) + Aga(E1)ga(Er) =

I (U Ez) = ga(E1) + ga(E2)[1 + Aga(E1)]-

Note que:
IO+ Aga(B))-(1+ Aga(B2))] 1)
- i{[1 + Aga(B2) + Aga(Er) + X295 (E1)gx(E»)] — 1}
= 9\(E1) + ga(Ea) + Aga(Er)ga(E).

Logo,

i=1

9 (U Ez) = i { [H(l — AgA(E3))

. 1} .
Logo, a igualdade vale para n = 2,

Temos Ey n E; = (& para i # j, assim,

Logo,
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—

= X { (1 + )\g)\(Ez>> —1-— )\g)\(En>} + gA(En)

=5 { ﬁu + A (E)) | — 1} — 9A(En) + gr(En)

= i\ { ﬁ(l +An(E:)) | - 1} :

| i—1

Agora considere F,, = U E; com E; n E; = (J para i # j. Note que {F,,} SMC e por
=1

(2

g» ser medida fuzzy gy <nhIJrrloo Fn> = nlirfoo gr(F},), de onde concluimos (3), ou seja,
+0 1 +00
[ (L_Jl Ez) = { [H(l + g)\(Ez))] - 1}

Proposicao 2.7. Seja B um campo de Borel.

~

a) Se gA(F) =0 entio g\(A) = g\(AU E), VAe B

b) Se Ac B e gy(A) = g\(B) entio g\(B—A) =0

+oo
c) Segr(E,) =0,1<n<+w entio g (U En) =0

n=1

AnE=y
Demonstragio. a) Ae B = ou
AnE# g

(.) SeAnE = Jentao gx(AUE) = gx(A) + g (E) + Agr(A).gr(F) = gx (AU E) =
9gr(A)
(..) Se An E # & (veja Figura 26)

Figura 26 — Representacao do conjunto £ n A°c E
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EnA°c E
= 0 < gA(F n A°) < gi(E)
= gp(EnA%) =0

0

Mas,
An(EnA°) = &
S QAU (B A9 = ga(A) + g2(E 0 A9 + Agr(A)ga(E 1 4°)
= gplAu (En A9 = g\(A),
porém
AUu(EnA°)=AUE,

logo
g)\(A U E) = g)\(A)

b) Se A c B e g\(A) = g\(B) entao por (1) da Proposigao (2.6) temos

_ (B) —g\(4)

=0.

c) Se ga(E,) =0, 1 <n <+ entdo por (3) da Proposi¢ao 2.6 temos

o (LOJO E) - ”ﬁmgm))] - 1} ~ 0

Definigao 2.18. Seja H uma aplicagio, H : R — [0, 1] que satisfaz:

> =

1. Sex <y entao H(zx) < H(y)

2. lim H(x)= H(a)

z—at

3. lim H(x)=0

r——00

4. lim H(z)=1

T—+00

entdo H(x) é denominada de fun¢dao F-distribuicdo.

Seja um campo de Borel sobre X = R (reais) onde todos os intervalos semi-
abertos do tipo (a, b] pertencem a B. Consideremos uma medida gy : B — [0, 1] usando

H(x) (distribuigao fuzzy) para para defini-la.

Definigao 2.19. Considere uma aplicagio W, ¥ : B — [0, 1] onde:

1. (a,b] e B

H(b) — H(a)

S L e NH (a)

, —1 <A< 40w com ¥Y(R) =1
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3. lim U(F,) = \If[ lim Fn] onde F, € B, {F,} .M.

n—+0o0

Proposicao 2.8. A aplicacio ¥ como definida é uma “medida g\” sobre R, ou ainda,

(R, B,V = g)) é um espago fuzzy.
Demonstracao. Devemos provar que:

1. U(R) =1
2.Se E,E'eBe EnE =@ entio U(E U FE') = U(E) + U(E') + \U(E)¥(E)

3. \If[ lim Fn] = lim [V(F,)] para F,, € B e {F,} S.M.

n—+0o0 n—+0o0

Mas pela Defini¢ao 2.19 para provar a proposicao, é suficiente mostrar a condi¢ao

(2) acima para os intervalos, ou seja, para
E=(a,ble B' = (b,c] a<b<c
deve-se ter,

U(E,UE') = U(E) + U(E') + N\U(E)U(E') —1<\< 4o

Seja
U(E)+ U (E') + ANV (E)U(E)
_ H() — H(a)  H(c)— H(b) H(b)— H(a) H(c) — H(b)
1+ \H(a) 1+ \H(b) 14+ MH(a) = 1+ XH(b) ~
Considere
4o Hl-HO) | H(b) = H(a) H(c) - H(b)
1+ \H(b) 14+ MH(a) 14+ XH()
Assim

U(E) + U(E') + \U(E)U(E') = U(E) + A. (2.7)

Porém
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[H(c) = HO)][L + AH(a)] + ALH (c) = H()][H(b) — H(a)]
(1+AH(0)(1 + AH(a))

H(c) — H(b) + NH(c)H (a) — NH(b)H(a)
(1 + AH(0)(1 + A\H(a))

H(c)H (b) — H(c)H(a) — H*(b) + H(b)H (a)]

I
A (1+ NH(0))(1 + M (a))

H{(c) — H(b) + AH(b)[H(c) — H(b)]
(L+ AH(b))(1+ AH(a))

[H(c) — H(b)].[1 + AH(a)]
1+ NH(®)(1 + MH(a))

H(c) — H(b)
1+ A\H(a)
Portanto,
_ H(c) - H(b)

1+ AH(a)
Por (2.7) temos

U(E) + U(E') + \U(E)U(E') =U(E)+ A

_ H(b) - H(a)  H(c) - H(b)
1+ AH(a) 1+ AH(a)

H(b) — H(a) + H(c) — H(b)

14+ \H(a)
H(c) — H(a) :
:H/\—H(CL)Z\IJ(EUE)

O

Proposicao 2.9. Se g\ é uma medida fuzzy em (R, B), entao para todo A € B existe um
aberto A tal que Ac A e g\(A—A) <¢, Ve > 0.

. 1
Demonstragio. E suficiente provar para A = (a,b]. Seja A, = (a, b (1 + )) , neN*

n
AncAn—lc"'CA

{A,} SM.D

lim A4,=A

n——+0o0
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e pela “continuidade” de gy

lim g\(A, — A) =g, [nlgrpw(An - A)] =0

n——+ao0

onde A, sao abertos para n € N*. H

2.5 Medida de Possibilidade

Definicao 2.20. Seja X # & com:

e Ac2X A uma o-dlgebra sobre X.
e F(o) ={(A,pa) : A€ A, pa funcdao de pertinéncia para elementos de A}: espago
dos conjuntos fuzzy associados a o-dlgebra A.

Uma aplicacao,
II:Flo) — [0,1]

(A pa) = (A @a) = supipal)}
que satisfaca,

* () = 0 e (X, px) = 1,

* 11 (U(Ai’ goAi)) = sup{Il(A;, p4,), i € N} com A; € A,
1eN
* VA/Be A, Ac B,pa < pp=TI(A,pa) <II(B,pp) (ou seja, II mondtona),

serd denominada medida de possibilidade.

2.5.1 Forma equivalente para descrever Medida de Possibilidade

. Uma aplicacao qualquer ¢ : X — [0,1], X # &J, com

sup{p(z)} = 1.

reX

sera denominada de distribuicao de possibilidade.

Seja ¢ uma distribuicio de possibilidade, para cada A € 2% considere a

aplicacgao:

wa: X — [0,1]
r = SOA(JJ):{

o(x) se x € A,

0 caso contrario.

Assim dada uma o-algebra A sobre X e uma distribuicao de possibilidade
o(x), para cada A € A estard naturalmente associada uma fungdo de pertinéncia @q,

estabelecendo o conjunto fuzzy (A, ¢a), ou seja, se ¢(x) for uma distribui¢do, uma
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medida de possibilidade ficara perfeitamente caracterizada ao considerar seu dominio uma

o-algebra A, sendo gerada pela distribuigao ¢(z), indicada por II, e definida por,

I,: A — [0,1]
A — TI,(A) = ilelg{@A(iC)} '

Proposigao 2.10. II, é uma medida de possibilidade sobre A.

Demonstracao.

1,(2) = suplpp(a)} = 0
1,(X) = suplg(a)} = 1
Se A;e A,ieN, A= UAi entao,

ieN

I, (vA;) =TI,(A) = ilel/g{w(:r)} =

= sup{pa, (v), 9, (), -, 4, (), } =

= sup{ll,(4;), i e N}

zEA

A monotocidade de II, é facilmente verificada. O]

Proposicao 2.11. Dada uma medida de possibilidade
IT: 2% — [0, 1],
X # &, entao Il gera uma distribuicao de possibilidade o em X, ou seja,

o X — [0,1] com su}y(){gon(x)} =1
xe

Demonstracao. Seja x € X, defina:

e X — [0,1]
v = pn(r) = ({z})
Como II(A) € [0, 1], tem-se
pn(r) = I({x}) € [0,1]
e sendo IT medida de possibilidade TI(X) = 1, logo

22)1?{9011(@} = 1.

O

Proposicao 2.12. Uma medida de possibilidade ndo é necessariamente uma medida fuzzy.
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Demonstracio. Seja

p:R — [0,1]
r — pr)=1
entao,
I, : 2% — [0,1]

A — TII,(A) =1 (constante).

Considere A; = (0,

.| =

0

), S N, Al D AQ D Ag D {Az}zeN é SMD e ﬂAz = @, IOgO
=1

IL( lim (A;)) = I,(&) =0 e lim I,(A,) =1

1— =400 1—+00

Portanto para II, nao vale a condicao da continuidade, logo nao ¢ medida fuzzy.
Entretanto mostra-se facilmente que uma medida de possibilidade é uma medida

fuzzy geral e que uma medida de probabilidade P ¢ uma medida fuzzy. O

Proposigao 2.13. Seja X # J, A uma o-dlgebra finita, entao toda medida de possi-
bilidade definida em A é uma medida fuzzy.

Demonstragio. Seja I1 : A — [0,1] uma medida de possibilidade, logo II(&F) = 0 e
II(X) = 1 pela defini¢ao de II. Sendo A finita, para sequéncias SMC ou SMD,

=1

k
A A} SM
UAi:UAi: pse {Ai} SMC
ieN i=1 A se {AZ} SMD

logo
IT1(Ay) = sup{Il(4;), i € N}
II (U Ai> = ou
el II(A;) = sup{Il(4;), i € N}
= II é medida fuzzy O

Proposicao 2.14. Seja (M,d) um espago métrico. Considere:

e v: M —[0,1] uma distribuicio de possibilidade

o I1:2M — 0,1]

A TI(A) = sup{p(a)}

uma medida de possibilidade associada a p que seja  fuzzy.

Entao ¢(x) serd nula em todos os pontos em que for continua.
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Demonstracao. Seja r € M e suponha que ¢ seja continua em . Considerando a topologia

usual em M, dado € > 0, existe 7(z) > 0 tal que:
v e B(Z,r(7)) = d(p(z), (7)) <€
Tome a sequéncia {A;}nen,
A, = {xeM: xeB(m,i), x # X, neN}
{A,} ¢ SMD e como II é fuzzy,

lim II(A,) = II (nlﬂloo An> — I({z}) = 0.

n—+0o0

Mas, por defini¢ao de II,
H(An) = Sup SO(I)

x€A,

assim

o continua, ,_
= ().
em x

0= lim II(A4,) = lim sup{p(x)} = lim o(x)

n—+0o0 n—+00 €A,

O

Corolario 2.2. Seja ¢ uma distribuicio de possibilidade continua, e 11, a medida de
possibilidade associada a @ que seja fuzzy. Entao, para uma o-dlgebra A qualquer em X,
II, € nula ou seja,
I,: A — [0,1]
A — TII,(A)=0,VAe A

Demonstragio. (Imediata.) O

Observacgao 2.4. A diferenca entre as medidas de probabilidade e possibilidade poderd ser
notada através do sequinte problema (BARROS; BASSANEZI, 2010): Depois de alguns
dias perdido num deserto, uma pessoa encontra um odsis com duas fontes de dgua. Na

primeira hd uma tabuleta com os dizeres:

“a probabilidade da dagua estar contaminada ¢ 0,02.”
Isto é, P(A) = 0,02. Na outra fonte, a inscrigio na tabuleta diz:

“a possibilidade de contaminagdo dessa fonte ¢ 0,027

Ou seja, 11(A) = 0,02.

A questao consiste em escolher qual a fonte mais adequada para tomar dgua. A
resposta a essa perqunta consiste em interpretar os conceitos das medidas de probabilidade

e possibilidade.



Capitulo 2. Introdugdo a teoria da Medida 76

Dizer que a primeira fonte tem probabilidade de 2% de estar contaminada
indica nao ser grande a chance de contaminagdo, entretanto, caso esteja pode ser alto
o grau de envenenamento, ocasionando risco de vida, em outras palavras, se conhece a
chance porém ndao o grau de contaminacao. Por outro lado,em relacao a sequnda fonte,
dizer que a possibilidade da dgua estar contaminada € de 0,02, significa afirmar que o grau
de contaminagdo é 0,02 e assim caso haja seu consumo, poderd causar alguma reacao,

porém com bairo risco, ou simplesmente um leve desconforto.
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3 Integrais: Fuzzy(Sugeno) e Fuzzy Genera-

lizada

Nesse capitulo mostramos que a integral fuzzy ou de Sugeno teve como motivacao
inicial estabelecer um processo de desfuzificagdo de um ntimero fuzzy a partir de medidas
que nao fossem necessariamente o-aditiva. A ideia inicial sobre essa integral foi estabelecer
um numero que representasse uma espécie de média ponderada comparando os valores dos
niveis e as respectivas medidas dos a-niveis, utilizando a funcao grau de pertinéncia de
um conjunto fuzzy. Essa motivagao é mostrada por intermédio de uma breve introducao
sobre a Integral Fuzzy. Em seguida apresentamos a defini¢ao dada por Sugeno em sua
tese de doutorado, e por intermédio do Teorema 3.1 (SUGENO, 1974) estabelecemos
uma comparacao entre a definicio de Sugeno e a concepgao inicial que descrevemos.
Apresentamos as propriedades e teoremas relacionados a Integral Fuzzy, em especial o que
compara as integrais fuzzy e a de Lebesgue (SUGENO, 1974). Demonstramos o teorema
que vincula o valor da integral fuzzy com o ponto fixo da func¢ao que mede os a-niveis.
Desenvolvemos o teorema que explicita uma interpretagao geométrica para integral fuzzy e
um teorema da convergéncia para integral em casos especificos. Generalizamos a definicao
da Integral fuzzy (Sugeno), a partir da medida fuzzy generalizada, ou seja, desconsiderando
a hipotese da continuidade para medida de Sugeno. Desenvolvemos cédlculos de varias
Integrais utilizando interpretagoes geométricas, como o quadrado de maior lado subscrito
na funcao medida dos a-niveis. Estabelecemos a comparagao entre Integrais considerando
medidas diferentes como fuzzy, fuzzy generalizada, probabilidade, possibilidade, Riemann-
Stieltjes e de Lebesgue. Desenvolvemos o Teorema que explicita o valor da integral com
medida de possibilidade para aplicacoes e distribui¢oes quaisquer. Mostramos convergéncias

das integrais com medidas de possibilidades, com ilustragoes geométricas.

3.1 Integral Fuzzy

Para uma breve explanacao sobre a concepcao inicial da integral fuzzy, considere
o tridngulo isésceles de altura h = 1 u.m. (unidade de medida) e base b = 1 u.m., de

acordo com Figura 27.
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lu.m.

lu.m.

Figura 27 — Triangulo Isésceles com base e altura unitarias.

Construa sessoes horizontais paralelas a base b do triangulo (veja Figura 28) e
compare a altura o com a medida da sessdo (medida do segmento AB) correspondente

para 0 < a <1

Il

t |
A B

Figura 28 — Representacao de um a-nivel em um tridngulo isosceles

Identificando:

F,, pelo segmento AB

g(F,) pela medida usual do segmento AB

Uma forma de comparar os valores de a (altura da sessao) e g(F,) (medida da sessao

correspondente) serd calculando
a A g(F,) : minimo ou infimo entre eles.

Note:
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e« paraa =0, g(F,) =1

e para a =1, g(F,) = 0.

Como « varia continuamente entre 0 e 1 existe um tnico valor « tal que o = g(F,), sendo

g(F,) nao crescente com «,

1
. O<Oz<§,a<g(Fa)

<a<l, a>g(F,).

N | —

1
Assim para a = 2 tem-se o = g(F,), que serd uma média entre a altura e a medida da

sessao, ou seja,
1

57
¢é o valor intermediario entre a altura e a medida da sessao. Esse valor pode ser obtido,

ang(F,) =

simplesmente tomando:
sup {a A g(F,)}
a€[0,1]

Concluindo, reiteramos que o valor,

sup {a A g(Fo)}
ael0,1]

representa uma média das comparacoes entre as medidas, das sessoes e das alturas
correspondentes no triangulo isosceles. Esse conceito de média pode ser estendido mesmo
que o triangulo nao seja isésceles, ou ainda que a figura seja qualquer, ndo necessariamente

um triangulo. A esse conceito de média denominamos de integral fuzzy indicada por

th.g — sup {a A g(Fn)},

a€l0,1]

onde h pode ser dada por uma funcao de pertinéncia, g uma medida fuzzy,
h:[0,1] — [0,1], g : [0,1] — [0, 1]

, Fo ={z€[0,1]: h(z) = a}, a €[0,1], a-nivel de h.

A funcao h pode representar um numero fuzzy e a integral sendo sua desfuzifi-
cagao.
Assim, o conceito de integral fuzzy representa uma alternativa de desfuzificacao

de um ntmero fuzzy, completando a inferéncia de Mamdani.

Sugeno, em sua tese de doutorado, apresenta a conceituagao da Integral Fuzzy

através da definicao.
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Definicao 3.1. Sejam X # J, uma aplicacao
h:X —[0,1],

e uma medida fuzzy
g:2% —[0,1].

J.

a integral fuzzy sobre A < X aplicada em h(x) com medida fuzzy g, sendo definida por:

Indica-se por

fAh(x) +g(-) = sup {[inf{h(x)}] Ang(An F)} :

Fe2X zeF

Exemplo 3.1. Considere a medida usual g em X =R, logo fuzzy. Faremos uma interpre-

tagdao para sup {[1n}£{h(m)}} Ag(An F)} como uma média, ou seja, J( h«g sendo uma
Fe2X LLT€ A
média (para o caso especifico da Figura 29).

h

jg% h(z) = aF

Figura 29 — Interpretacao do valor da integral fuzzy como média.

Supondo:
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A:{m@a<@F=pmmaF=bgmm]
h:R — [0,1] continua e nula para R — [e, f]
F,={zeR:h(z) = a}, ae|0,1], a-nivel
F, =& = 61,& + 0o], a-nivel.

Note na Figura 29:

[in}@h(m)] NIANF)=apng(AnF)=aprA|d—al =ar
xTe

e para 0y =& —e, 6 = f —&, ou seja, a = 0, teremos:

_xlglgah(x) ANGANF,) =0

e para 01 =0 e 0o = 0, ou seja, o = 1, teremos:

inf h(z)| Ag(AnF,) =0

xelF,

e para a€ (0,1) ) _

inf h(z)| Ag(AnF,) #0

xeF,

e FC F,, para ap = inf h(x)

zeF
. g(AmF)ég(AﬁFaF)
=apAgANF)<aprg(AnF,,)

= sup [ap A g(An F)] < supar A g(An F,.)] < sup [a A g(An F,)] (3.1)
Fe2X Fe2X a€l0,1]

Observe que se,
¢: [0,1] —[0,1]
a = p(a) =ang(An F)]
entio p(0) = (1) = 0 e no presente caso p(a) # 0, para a # 0, a # 1, supondo ¢
continua, existirda & € [0, 1] onde
p(a) = maxp(a)
ou seja,

o(a) = sup [a A g(ANn F,)].
ael0,1]

Mostraremos no proximo teorema que

sup [infh(a:) Ang(AN F)] > sup [a A g(An F,)] (3.2)

FeaX Lol aef0,1]

de onde concluiremos por (3.1) e (3.2) quej( heg=p(a),acl0,1].ou seja, a integral

A
serd representada por um "valor médio" do intervalo [0 1].
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Observacao 3.1. As integrais fuzzy podem ser definidas com a mesma expressio, ao

reduzirmos as operacoes para:
(X,2%,9) = (X, F.g) - (X,B,9)
onde a medida g ficard restrita aos espagos reduzidos de:
22X » F - B,

onde
F i familia mondtona em X

B : campo de Borel.

Observacao 3.2. O teorema sequinte relaciona a definicao da Integral Fuzzy dada por

Sugeno, com as consideragoes iniciais que fizemos.

Teorema 3.1. (SUGENO, 1974) A integral fuzzy pode ser expressa da sequinte forma:
f h(z)+g(-) = sup [a A g(AnF,)]
A a€l0,1]

onde Fo = {x : h(x) = a} (a-nivel de h).

Demonstragio. Seja ap = inlf; hz), F c{x:h(z) = ar}
xe

AnFcAn{z:h(x) = ar}

g mondtona

=  gAnF)<g(An{z:h(z) = ar})
= [}1{12% h(z)] ANg(ANF) < [)I(Ielf}; h(:v)] ANg(An{z: h(z) = ar})

= sup {[mf h(a:)] A g(A A F)} < sup [ar A g(An {2 h(z) = ar))] (3.3)

Fe2r \LXEF Fear
Mas {ar} < [0,1] e
sup [ap A g(An{x: h(x) = ar})]

Fe2R
< sup [ang(An{z:h(z)=a})]
ael0,1]
= sup [ang(An F,})]
«ae(0,1]
Entao,
sup [ap A g(An{z:h(z) = ar})] < sup [a A g(An F,})] (3.4)
Fe2R a€l0,1]

De (3.3) e (3.4) tem-se

J( h+g(:) < sup [a A g(AnF,)] (3.5)

ae0,1]
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Por outro lado, sendo F,, = {x : h(x) > «}, temos

a < inf h(z),

zeF,
logo
sup [a A g(An F,)] < sup l( inf h(x)) Ag(AN Fa)] . (3.6)
a€[0,1] 0el0,1] | \z€Fa

Mas 2%¥ o F, :a € [0,1], logo

sup I:(inf h(x)) Agxfar\pv] < sup l(inf h(z)

aef0,1] [ \z€Fa FeaX
Entao

)
wp[CMh@DAgmmFﬂ<fhgm. (3.7)

aef0,1] | \2€Fa
De (3.6) e (3.7) tem-se

sup [a A g(An F,)] < J( heg(-). (3.8)
a€[0,1]
De (3.5) e (3.8) obtemos que

J[ h+g(-) = sup [a A g(An F,)]. (3.9)

a€[0,1]

De acordo com o resultado do Teorema 3.1 nao é necessario definir o dominio
de g sendo 2%, basta considerar uma familia monétona de conjuntos {F,} : a € [0,1] (3.9).
Essa é a razao por ter sido definido o dominio de g no Capitulo 2, sobre F, onde F é uma

familia monotona.

A seguir serd apresentado o conceito de mensurabilidade.

Definigao 3.2. Seja X # & e F uma familia mondtona. Um subconjunto E de X é

chamado F-mensurdvel se, e somente se, I/ € F.

Definigao 3.3. Seja X # & eh : X — [0,1]. A fungao h € dita “F-mensurdvel” ou

simplesmente “mensurdvel” se:

{x:h(x)=a}eF,Vae|0,1].

Em outras palavras, todo a-nivel de h é “medivel” por g, no espago (X, F, g).

A integral fuzzy de h sobre X, podera ser definida de acordo com o Teorema

3.1 desde que F,, = {z : h(x) = a} seja F-mensuravel,

f 060 | (g 160) st )]
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Se considerarmos a sequéncia mondtona crescente

Fn:{x:h(x)>oz(1—:b)}e}'

(nEIEOOFn> eF, e {x:h(zx)=aleF

sendo F monotona,

assim pode ser usada como condi¢ao para que h seja mensuravel,

{z:h(zx) >a}eF.

Pode-se ainda “enfraquecer” a condicao para definir mensurabilidade de h,

sobre F, exigindo apenas que:
{z:h(z) >qqeQn[0,1]} e F

isso pode ser facilmente provado usando:

« a densidade de Q em [0, 1]

« o fato de F satisfazer a condicao de ser mondtona.

Para definir medida fuzzy sobre os reais utilizamos:
g:F —[0,1]
onde F é apenas uma familia mondtona, nao necessariamente todo conjunto das partes.
E ao definir a integral fuzzy sobre A, é necessario que
An{z:h(x)>aleF, ael0,1]

0 que nao é garantido para todo A < X.

Nesse trabalho consideraremos F em um campo de BorelB, assim, se A€ B e

h for B-mensuravel entao,

An{x:h(x)>a}leB,

e sendo g definida sobre B, ha a garantia de existéncia de f heg().
A

Serao usadas as notagoes:
* J[ h+gpara Ae Be
A

*J[h-gseAzX.
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Proposicao 3.1. Se h e I/ sio B-mensurdveis, entdo h v h' e h A I sio B-mensurdveis.

Demonstragio. De fato: se a € [0, 1]
h B —mensuravel = {z : h(z) > a} e B

h' B — mensurdvel = {z : h/(z) > a} € B
Como B é campo de Borel:

{z:(hvh)(z)>a}eB, e
{z:(hAR)(z)>a}leB

pois,
{z:h(z)>a}u{z:N(z)>a}={a:(hv ) (z)>a}

e o mesmo vale para a interseccao pelo fato da interseccao finita estar em B. O]

Observacgio 3.3. A, Be B=A°UB“eB= (AU B“) =AnBeB.

Proposicao 3.2. Se utilizarmos a notagdo

ou simplesmente

h¢ =1-h,
se h for mensurdvel, entio h® serd mensurdvel.
Demonstragio. h mensurdvel = {z : h(x) > a} € B, logo {z : h(z) > o} € B, assim,
{(z:h(z)<a}eB={z:—hr)=>—a}eB={z:1-hzr)=>1-aleB=h"eB.
O
Proposicao 3.3. Se {h,} € uma sequéncia mondtona de fungoes B-mensurdveis, entdo:
h= L, hn

é B-mensuravel.

Demonstragio. {h,} SM de fun¢oes B-mensuraveis implica que
F,={x:h,(x)=aleB, acl0,1].

Se h,, for SMC entao {F,} é uma SMC para cada « fixado, pois

hn () < I () =
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x e F,, entao x € F,, 11, ou seja, F,, < F, 1.

Como B ¢ Borel e F), serd uma familia mondtona, logo:

lim F,, =FebB.

n—-+00

Mas,
F={x: lir}rqoohn>oz}={x:h(x)>oz}el3.

Portanto, h é mensuravel O

Proposigao 3.4. Sea€[0,1] e h(x) = a,Yx € X, entdo J[a cg=a.

Demonstragao. jfa -g = sup [a A g(F,)].
a€[0,1]
Se a < aentdao F, = & = g(F,) =0=[a A 0] =0.
Sea>aentio F, = X = g(F,) =1= [a 1] =[a].
Portanto,

sup [ A g(F,)] = sup [a] = a
ae0,1] a€[0,a]

Teorema 3.2. Se h e h' sdo mensurdveis, entdo:
h < h’éjfh-g <J[h’-g.
Ou seja, a integral fuzzy é mondtona.

Demonstragio. Seja F, = {x : h(x) > a} e F, = {z : W(z) > a}. Se z € F, entao
h(z) > @ e como h < h' temos h'(z) > h(z) > a, logo z € F!, e assim F, < F.. Mas,

F,cF =gAnF,) <g(AnF)

pela monotocidade de g, assim

{h-g:sup [ang(AnFE,)] <sup[aag(An F.)] :J(h’-g:J[h.ggjfh/.g.
[0,1] [0,1]

Lema 3.1. Se hy e hy sao mensurdveis, entao:

1 J[(hlvhg)-g> (thl.g) v (thg.g)
2 Jf(hlAh2>-g< (J(hl-g) A (J(hQ-g)
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Observacao 3.4. Na desigualdade 1 do Lema 3.1 ocorre a igualdade quando g for F-

aditiva.
Demonstragio. Seja h = hy v ho, F,, = {x : h(z) > a}. Assim,

fih v ta) g = fhg = sup [ n g(F)

ae(0,1]

{x:hi(x)>alc{zx:(h Vv hy)(z) > a}
{x: hy(x) > a} c{x:(h v ho)(z) > }.
Logo,

{z:hi(z)>a}u{r:h(x)>alc{r:h(r)>a}=

sel[?l][oz Agl{xhi(z) > a} u{x: he(z) > a})] < ail[tpl][a A gl h(z) > a}] =

sup [a A g{z : hi(z) > a}] v sup [a A g{z: he(z) > a}] <
a€el0,1] ael0,1]

sup [a A g{x : h(z) > a}]

ael0,1]
Jf(h1 v hg)eg = (J(hl-g> v (](h2'9> :

ou seja,

Provando 2. Sendo

h=hy Ahy {x:h(x)>alc{z:h(z)>alu{z: h(z) > a}.

Logo,

sup [a{z : h(z) > a}] < sup [a A g{z: hi(z) > a}] A sup [a A g{z: he(x) > a}]
a€[0,1] a€[0,1] ae[0,1]

:Jf(hlAhQ)-K Ghl-g) A GhQ-g)

Proposicao 3.5. Seja (X, B,g) um espago de Borel com A € B, entao:
g(A) = J( Xa-g

onde X, € a fungdo caracteristica de A.
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Demonstracao.
0, sex¢ A,
Xa(z) =
a(®@) { 1, sexe A,
F,={z:Xs(x)>a}=A
Xa+g= sup [a A g(F,)] = sup [a A g(A)].
ael0,1] ael0,1]
Note que
a €[0,9(4)]
a€e[0,1] =< ou
a € (g(A),1]

Se a € [0, g(A)], entao

ang(A)=ae sup [ang(A)]=g(A).
a€l0,g(A)]

Se a € (g(A), 1], entao

ang(A)=g(A)e sup [ang(A)]=g(A)

ae(g(A),1]

Logo,

Xy-g= sup [a A g(A)] =g(A).
ael0,1]

]

Teorema 3.3. (SUGENO, 197}) Seja (X,B,g) um espago de Borel com medida fuzzy g,

A€ B, entao
J( h~g=]f(XAAh)'g
A

Demonstragio. Definimos para « € [0, 1]

F,={z:h(z) = a}

com h B-mensurdvel

E, ={z:(Xs(x) A h(z)) = a}.
Se provarmos que An F, = E, = An E,, entdo

J( h+g = sup [a A g(ANn F,)]
A

a€l0,1]

= sup [a A g(E,)]
ael0,1]

= sup [a A g(ANn E,)]
a€l0,1]

ZJ((XAAh)'g
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Mostremos entao que: An F, = B, = An E,.

Sexe An F, entdao x € A e x € F,, logo (X4 A h)(x) = a e assim x € E,,

portanto,

AnF,cE, (3.10)
sex € E,, entdo (Xa A h)(z) >a=zxeAeh(r)>a=xeAeuxeF,, logo,
E,c AnF,. (3.11)

De (3.10) e (3.11) temos que
AnkF,=FE,.
E,=AnE,,

pois E, < A. De fato, caso contrario para a # 0, existiria x € E, com x ¢ A e, assim

(Xa A h)(z) =0, e teriamos = ¢ E, (contradicao!).

{ hg=f @inn-g

Teorema 3.4. (SUGENO, 1974) Seja (X, B, g) um espago de Borel onde g é uma medida

fuzzy A, B € B com A c B, h mensurdvel. Entdo:

J( h-géjf heg
A B

Concluindo entao,

]

Demonstracao.

J[ heg sup [a A g(A N F,)]
A a€l0,1]

Jth-g — sup [a A g(B  F,)]

a€l0,1]

AcB = (AnF,) c(Bn Fa)

g mondtona

= g(AnF,) <g(BnF,)

= sup [a A g(An F,)] < sup [a A g(BnF,)]
a€(0,1] a€l0,1]

:>J( h-g<J( h-g.
A B
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Lema 3.2. Se (X, B, g) é um espago de Borel com medida fuzzy g, A, B € B, h-mensurdvel,

Jodeo= ([rea) < (],0)
Jodeo= (L) (J,)

Demonstragio. g é F-aditiva (mondtona)

entao:

gl(AuB)nF,]| = g(ANnF,)

gl(AuB)n F,] = g(BnF,)

logo,
gl(AuB)NF,| =2 g9(AnF,) vg(BnF,)
assim,
J( h-g?(J[ h-g)v(J( h-g).
AuB A B
Analogamente:

gl(AnB)nF,] <g(AnF,)

gl[(AnB)n F,] <g(BnF,)

o= ([rea) (1)

Corolario 3.1. Sea€[0,1] e sup [a A g(F,)] < sup [a A g(Fy)], entdo

agl0,a] ae(a,1]

sup [a A g(F,)] =a
a€[0,a]

Demonstracio. E claro que sup [a A g(F,)] < a.
a€l0,a]

Vamos negar a tese e mostrar contradicao.
Se

sup [a A g(Fo)] # a
a€[0,a]

entao

sup [a 1 g(F)] <
a€l0,a]
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assim,

ang(F,) <a

logo,
a> g(F,). (3.12)

g € fuzzy = g(F,) é mondtona nao crescente, e por (3.12) tem-se

la A g(Fa)] = g(F,) = sup [g(Fo)] = sup [a A g(FL)].

a€e(a,l] a€(a,l]

Mas

sup [a A g(Fo)] = [a A g(Fy)]

a€l0,a]

la A g(Fa)] = sup [a A g(FL)]

a€e(a,1]

e concluimos que,

sup [a A g(Fo)] = sup [a A g(Fy)]
a€l0,a] a€(a,1]

absurdo!

Portanto,

sup [a A g(Fu)] = a.
a€[0,a]

Teorema 3.5. (SUGENO, 1974) Se a € [0,1], entdo:

1. J[(avh)-gza\/][h-g
2 f@nng=andng

Demonstragdo. Sejam:
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J((a v h)eg= sup [a A g(Gs)] v sup [a A g(G,)]. (3.13)

ael0,a] a€e(a,l]

Se sup [a A g(Ga)] = sup [a A g(G,)], entao
ag(0,a] a€e(a,1]

J((a vh)eg= ail[pra][a A g(Ga)] (3.14)

Mas,

azl[gg][a A g(Ga)] = a?ﬁﬁ][a rg({z:(avh)>al)] = azl[gr;][a Ag(X)=a  (3.15)

sup [aAg(Gq)] = sup [arng({z:avh(z) = a}] < sup [arg({z: h(z) = a})] = J(h-g.
a€e(a,1] ae(a,1] a€[0,1]

Logo,
sup [a A g(Ga)] < J(h . g. (3.16)

ae(a,1]

Por (3.13), (3.14), (3.15) e (3.16) concluimos que

]f(avm-ggav (th.g>.
Jf(avh>.g>(Jfa-g)vjfh-g:avjfh-g (3.17)

J((avh)-g>a\/][h-g (3.18)

fiavma= o (o).

provado o item (1) do teorema.

Mas, pelo Lema 3.1

portanto,

assim,
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Para provar (2) observamos inicialmente que: H, = J para a > a pois
H,={x:(anh(x)=>a}) e H, =F, para a < a. Assim,
][ (anh)-g
= sup [a A g(Hy)] v sup [a A g(H,)]
a€l0,a] a€g(a,l]
= sup [a A g(Fo)] v O
a€l0,a]
= sup [a A g(Fo)] <a
a€0,a]
portanto,
J((a Ah)eg= sup [a A g(F,)]vO (3.19)
a€(0,a]
o que implica em
J((a Ah)eg=an sup [aA g(F,)]. (3.20)
a€0,a]
Mas,
heg= sup [a A g(F,)] v sup [a A g(F,)]]
a€l0,a] ae(a,1]
e se,
sup [a A g(Fa)] = sup [a A g(Fy)]
a€l0,a] a€(a,1]
entao,
J(h-g = sup [a A g(F,)] (3.21)
a€l0,a]

e por (3.20) e (3.21)

e se,

pelo Corolario 3.1

J((a/\h)-gza/\J[h-g

sup [a A g(Fo)] < sup [a A g(Fa)]

a€[0,a] ae(a,1]

sup [ A g(Fu)] = a.
a€[0,a]

Logo, por (3.19) f(a A h)+g = ae como J(h - g = a concluimos,

jf(aAh).gzaA (th-g>.
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Teorema 3.6. Se {h,} é uma SM de fungoes B-mensurdveis, entdio

nh}}-loo in =g = J[ (ngl}-loo hn) "9

Demonstracao.

lim th,+-g= lim [ sup |a A g(F)
i faes =, | s oot

onde

o F'={x:hy(x)>=a}
e {h,} é SM, limitada e g é medida fuzzy

lim g[{z: hp(z) = a] = lim g(Fr) omdede [ lim Fg] .

n—-+00 n—+0 de g n—+00

Assim,

Lot n=+% | hef0,1] ael0,1]

lim +h,-g = lim [ sup [a A g(Fg)] = sup [aAg(lim(F2))] :J(< lim hn>-g.

Teorema 3.7. (SUGENO, 197}) Se {h;} é uma sequéncia mondtona decrescente (cres-

cente) de fungoes mensurdveis e {a;} € uma sequéncia de nimeros reais crescente (decres-

cente), entao:

+00
. \/ [a; A h;] é mensurdvel

] J[[v(awhi)].g:v lai/\J[hi-g].

1=1 i=1

Demonstracao. Para n = 1 o resultado é verificado pelo Teorema 3.5. Mostraremos que

vale para n = 2, em seguida para n € N*. Sejam

E,={x: (a1 A h) = a}

F,={z: (a2 A hy) = a}

Gaz{x:\/(aiAhi)>a}.

i=1

Note que:
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1. Sea>aqgentdo £, = F, =
2. Seays > a>a; entao B, =
3. Se a; > «, sabemos que
as > a1
hl > hg ‘
Assim se x € F, = {x : [ay A ho(2)] = a}, entdo
a; A ho(z) = a= a1 A hy(z) = a1 A ho(z) = o= x € E,.

Portanto a1 > a = F,, c F,.

Nessas condigoes teremos: G, = F, u E,,

Se ocorrer (1) G, = (3.22)
Se ocorrer (2) G, = F, (3.23)
Se ocorrer (3) G, = E, (3.24)

Como h; sao mensuraveis, F,, F, sao mensuraveis e assim (G, é mensuravel.

Agora,
2
]( (\/(ai A hz‘)) g = sup [a A g(Ga)]
i=1 a€l0,1]
3.23
"2 sup [a A g(Ba)] v sup [o A g(Fa)]
(3.24) a€l0,a1] ae(a,az]

Portanto

J[ (\/ (a; A hz)> cg= sup [ang(E,)]Vv sup [ang(F,)] (3.25)

a€[0,a1] a€e(a,az]

por outro lado

H(al A hl)-g] v H(a2 A ha) -g]

= sup [a A g(FEa)] v sup [a A g(Fy)]
a€[0,1] a€l0,1]

(322) sup [a A g(Ea)] VvV sup [a A Q(Fa)]

a€l0,az] a€l0,az]

=0

A

= sup [a A g(EL)] v " sup [a A g(Ea)] v osup [a A g(Fy)] v sup [a A g(F,)]

ael0,a1] ag(a1,az] agl0,a1] ag(a1,az]
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sup [a A g(Ea)] v sup [a A g(Fu)] = sup [a A g(Ed)]

a€l0,a1] a€l0,a1] a€l0,a1]

pois F,, < E,. Portanto

o] v [fann| = sw fanaEny sw s o)

a€l0,a1] a€(ay,az]

De (3.25) e (3.26)
Jf (\Z (a A zm) - H(m A hl)-g] v H<a2 A hg)-g] |

/{Zn = \n/ (CLi VAN hz),

=1

Seja agora:

entdo {k,} ¢ SM e usando o Teorema 3.6 obtém-se o resultado desejado. O]

Lema 3.3. Se {h,} € uma SM com respeito a o € [0, 1], entao:

J(sup [ A hy]+g =sup laAJ(ha-g].

Demonstragio. {hq}, monétona em « € [0, 1]

J([Oé/\ha}g:a/\fha.gj

sgpf[cz A ha] g = sup [a A tha -g] (3.27)

«

por outro lado pelo Teorema 3.6, sendo {h,}, SM temos

sup J([a Ahaleg= fsgp[a Ahaleg. (3.28)
De (3.27) e (3.28) conclui-se a demonstragao do Lema. O
Proposigao 3.6. Seja F, = {z : h(z) = «}, entdo:
h(z) = sup [a A XE, (2)]

onde Xp, € a funcao caracteristica de F,.
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Demonstracao.
j(sup[& AXe g P sup {04 A J(Xpa . g] Frop. 35 supla A g(F,)] = J(h . g.

Portanto,
h(z) = sup[a A X, (2)]

Teorema 3.8. (SUGENO, 197}) Seja (X, B, g) espago fuzzy, A < R e considere:
h: XxA —[0,1]
(z,a) = h(z,a)

com h B-mensurdvel em relacdo a x para cada a € A . Entao:

1. sup J(h(x,a) cg < J( [sup h(ﬂf,a)} g

acA acA

2. Clbgﬁ J(h(x, a).g = J( [inf h(z, a)] g

acA

Demonstragio. Defina: F(a) = {z : h(z,a) = a} e Fy = {z : [sup h(x,a)] > a}. Se

x € F,, entdo h(zr,a) > «a para certo a € A, logo [sup h(x,a)] > h(z,a) > a=z€F,.
acA
Assim,

F.(a) c Fy,

g monétona, sup[a A g(F,(a))] < sup[a A g(F,)]. Portanto,

«

th(x, a)-g <Jf liﬁi’ h(z, a>] ..

Tomando o supremo sobre a do lado esquerdo obtemos (1).
Analogamente, se

F,(a) ={z: h(z,a) > a}e F, ={z: [(lllelff‘ h(z, a)] > o}
F, c F,(a),

o que resultard em

J(h(a:, a)sg = J( [in£ h(z, a)} . g.
Logo ocorre (2). O

O Teorema 3.8 generaliza o Lema 3.1.
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Corolario 3.2. Se F,, = {z : h(x) = a} com 0 < a <1, entdo

lim g(Fu) = g(Fa)

o' —a

1
0ndeo/=0z<1—>.
n

1 1

Demonstragio. Se o = « (1 - ), F, = {x thiz) =« (1 - > } ,n € N*| entao {F,}
n n

¢ SMD. Como o espago ¢ Borele Fy D Fhbc F3D...DF, D ...

+o0
ﬂ F, = F, = lirrolo F,, e pela condic¢ao (iii) do campo de Borel, teremos

n=1

lim g(Fw) = lim g(F) =g ( lim_F.) = g(F.). 0

o >«

Para o teorema seguinte usamos as seguintes notagoes para limites laterais:

e lim F,/, serd denotado por F,-, e
a'—a~

e lim Fy = F:

o/ —at

Teorema 3.9. (SUGENO, 197}) Seja (X, B, g) um espago fuzzy com A < X, M € [0, 1]

(](Ah'g - M) = (g(An Fy) =M > g(An Fy,)).

Demonstragio. (=) Por hipotese,

M:J( heg= sup [aAng(AnF,)]|v sup [aAg(AnF,)].
A ael0,M] ae(M,1]
Se

sup [a A g(An F,)] < sup [ang(AnF,)],
ael0,M] ae(M,1]

pelo Corolario 3.1

sup [a A g(An F,)] =M,
ae[0,M]

logo
J(h-gz sup [a A g(An F,)]>M

ae(M,1]

contradiz a hipdtese!

Logo sup [a A g(An F,)] = sup [a A g(An F,)]. Usando novamente a
ag[0,M] ae(M,1]
hipétese:

sup [a A g(AnF)]|=M=M~Ag(An Fy) = g(An Fy) = M.
a€e[0,M]
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A hipdtese garante que
Mz=g(An Fy,)

A Figura 30 mostra uma possivel representacao geométrica para a medida g,
considerando uma descontinuidade para o nivel & = M. Para o caso em que g é continua

em « = M o resultado é imediato.

(<) g(An Fy) = M, por hipétese.

g( AN Far)

M

\: - o

M 1

Figura 30 — Representacao da fun¢ao medida.
O fato de g(A n F,) ser nao crescente leva a concluir que, para «a € [0, M],

ang(AnF,) =«
ANnF)=g(AnFy)=M
9040 F) > g(A 0 Fin) :{QE[O’M] ~

sup [a A g(An F,)] = M. (3.29)
a€e[0,M]

Por hipétese M > g(A n Fi, ).

{a/\g(AmFa)

=ang(AnF,) <g(AnF =
o g(AnF) < g(An F)

sup [a A g(AnF,)] <g(An Fy,) < M. (3.30)

ae(M,1]
De (3.29) e (3.30) conclui-se que
J( h+g= M.
A
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Lema 3.4. Seja E, = {z : h(z) > a}, entdo
f heg= sup [a A g(An E,)] = M.
A ae[0,1]
Demonstracao. Temos que:
g(Aﬂ FMf) = g(A N FM) > M = g(A N FM+)
F,={x:h(x) =2 a}; E, ={x: h(zx) > a}
Mas,
g(A M EM,) = g(A M FM)
e
GgANEN,)=g9(An Fy,)
logo,
JANEy)=M=g(An Ey,)
Pelo Teorema 3.9
} heg= sup [a A g(An E,)] = M.
A ae[0,1]
O

3.2 Comparacao entre Integral Fuzzy e de Lebesgue

Nessa sessao apresentamos um importante resultado, a comparacao em valor

absoluto entre as integrais fuzzy e de Lebesgue. A seguir introduzimos conceitos basicos

sobre fungoes simples a serem utilizados no contexto das integrais.

Definicao 3.4. (Funcgées simples) Seja (X, B, g) um espaco de Borel onde:

X = OE’
i=1

E, e B, E;nE; = & para i # j. Uma fungio h : X — R € chamada de simples se for

expressa na forma:
n
h(z) = 2 a; Xg,,
i=1

onde o; € R e X, € a fungao caracteristica em E;.
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Definicao 3.5. Dada uma funcao simples
h: X —->R
r — h(z Z a; X, (

definimos a integral de Lebesque de h sobre um subconjunto A € B por:

fh dg—Z]ozZ (AnE;), ;R

Observagao 3.5. Ao assumirmos que:

e a;e[0,1], 1<i<n

e a; <y, l<isn-—1

teremos o coroldrio

Corolario 3.3. Seja {E;}l, E;nE; # &, i # j e {F;}}',, dada por:

FE=E bk, wu...0FE, 1<i<n-—1. Entao:

= > @iy, = \/[o A X (2)].
=1 =1

Demonstracao. Sejam
x) = ZaiXEZ.; ha(x) = \/ v A XR].

Mostraremos que hy(z) = ho(z).

Se x € E; entdo hi(r) = aj, e pela definicao de F; temos que x € F; mas

x ¢ 11 pois Bj = F; — Fjyq. Assim x € Fj para i < j e x ¢ F;, para 7 > j, de onde

conclui-se que {F;} é SMD.

Assumimos que:
e ;€ [O, ]_]
* QS Qg

para 1 < i <n — 1, portanto temos que:

) =\l A X, (2)] = oy

i=1
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Como z é qualquer em X, concluimos

ou

Analogamente para integral fuzzy temos o seguinte resultado:

Teorema 3.10. (SUGENO, 197}) Sejam h uma fung¢ao simples e g uma medida, sobre

X, entdo:

f heg =\l ngtanm

i=1

desde que,

OOéZ'E[O,l]
OEZﬁEjzgse'l?éj
OF’Z:ElUEH_lUUEn

e [, ={x:h(x) = a}

Demonstracao. Tlustragoes:

(Caso1l) 0< a3 <...< o < a1 < ... <a, <1. Neste caso supor o; = ;1 (veja
Figura 31)
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L [CE—

Qi = Qi—1]...g ®

Figura 31 — Representacao de funcao simples, com ay = aj_1.

F; c {z: h > a;} pois a; é nao decrescente e F; é mondtona decrescente com 1.
(Caso 2) Supor um reordenamento dos indices i, onde
i =min{j : oy = o}
J

obtendo
O<ap<ay <.. <o <...<ap<l1

onde 0 < ¢ < m < n (veja Figura 32).

A
I :
(07 120 I o—e
L \
Qi1 ... e—.

Figura 32 — Representacao de funcao simples.
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o € [Oéi/,l,Oéi/] SFi/ = (Ei/UEi/+1U...UEm) = {iL‘hZO&}2>E/ ZFa.

Assim
g(AnFy)=g(AnF,) =

\/[ozi/ ANGANFy)] = sup [a A g(An F,)] = J(Ah g (3.31)

i’ =1 Oé€[071]
Retomando o Caso 1 . Desde que oy = o e g(An Fy) = g(An F)

obtém-se
m n

Vv ng(An Fp)]l = \/[ai A g(An F)] (3.32)

=1 =1
Por outro lado
{i"heirem = {ih<i<n
logo
concluindo que

m n

Vi A g(An F)l < \/[ai n g(An F)]. (3.33)

=1 i=1

Por (3.32) e (3.33) conclui-se que

~

m

\lah A g(An E)] = \/la » g(An F)]. (3.34)

=1 i=1

Finalmente por (3.31) e (3.34) tem-se

3

~

fAh-g = ‘” [a; A g(An F)).

7

No Teorema 3.10 poderiamos assumir:

o {a;} ndo crescente (a; = ayy1),
b {Fl} SMC,
e h sendo uma fungdo nao necessariamente simples, pois sendo {h,} uma SM tal que

lim h,=nh

n—+aoo

J(h-gzlim J[hn-g

obtemos,

pelo Teorema 3.6.
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E possivel provar também que para a integral de Lebesgue hd similaridade, ou

seja: h, — h tem-se

[

Teorema 3.11. (SUGENO, 197}) Seja (X, B, P) um espago probabilistico e
h:X —[0,1]

uma fungao B mensurdvel. Entdo:

f h(x)dP—J[ h-P‘ <L
X X 4

Demonstragdo. Serao utilizados as notacoes:

e suph = sup h(x)
zeX

o infh = inf h(z)
rzeX

e F,={x:h(x)>=a}

Jhdp— hd77+J h dP. Note que se x € X — F, entao h(x) < «,
X X—F,

[e3

f théJ adP = aP(X — F,)
X—Fq

X—Fq,

. J hdpéf suph dP = (suph) - P(Fy).

Logo
f hdP < aP(X — F,) + (sup h)P(Fy) (3.35)

para a € [0, 1].

Assumindo que:
. J[ h«P =M
b
e« a— M" (a tende a M por valores a direita de M).

Pelo Teorema 3.9 temos

(J(Ah-P = M) < [P(AnFy) =M =P(An Fy+)l.
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Logo
]( heP =M< P(Fy) > M > P(Fa). (3.36)
Assim,
hdP <aP(X —F,)+ (suph)P(F,) = o[l — P(F,)] + (suph)P(F,)
J( h+P <P(Fu)
J h dP —jf h+P < all =P(F,)] + (suph)P(F,) — P(Fu)
temos o — M eJ( h«P=M
J h dp —Jf heP < ML= P(Fy)] + (sup h)P(Fyps ) — M — [suph — M]P(Fars).
Portanto,
J hdp - J heP < [suph— P(Furs)] P(Fase ). (3.37)

Analogamente,

Jthz hde b dp >J (infh)dmf o dP =
X X—Fa Fq X—F, Fo

(inf h) P(X — F)) + a P(Fy) = (infh) [1 — P(E)] + a P(F.).

Novamente supondo:

. J[ heg=M
X

e a— M~ («a tendendo a M por valores a esquerda de M, temos P(F,) = P(Fu))

Assim:

Jth—J( h-g = (infh) [1 —P(Fy)] + M P(Fy) — M

= (infh) [1 = P(Fy)] — M [1 — P(Fu)]
= —[M —inf ] [1 —P(Fy)].
Como o — M~ pelo Teorema 3.9, P(F);) = M, e assim

f h dP —Jf heg > —[P(Fy) —infh] [1— P(Fy)]. (3.38)
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Por (3.37) e (3.38) concluimos que:

—[P(Fy) —infh] [1 = P(Fy)] < f

X

h dP _J( h+g<|[suph — P(Fy+)] P(Fa+),
portanto,
C[P(Fy) — inf h] [L— P(Far)] < [suph — P(Fas)] P(Fare ). (3.39)

Mostraremos agora que:

e [suph — P(Fy)] P(Fars) < (Sup h)z.

2
e —[P(Ey) —infh][1 — P(Fu)] > — (1 _;nfh)Q.
De fato:
[sup h — P(Far+)] P(Fyr+) = (sup h)P(Far+) — [P(Far+)]?
_ _(P(FM+))2 — (sup h)P(Fy+) + (S“§h>2 - (Sug’h)Ql
[y (2]
(Pt ) (s ()
Portanto,
[sup i — P(Far)] P(Fars) < <S“5 h) g (3.40)

Ainda,
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= ~P(Fy) + [P(Ex)]? — (inf )P (Fy) + inf h

=[¢%FMY]—(nﬂhﬂ%FM)+—(Hih)Q——<H§h>2+dnfh—7%ﬁy)

= (P(Fu))? — (inf h)P(Fy) + (inéhy - (mih)Q +inf h — P(F)

I infh]*> [1 infh  [infh\? infh 1

— |P(Fy) - ) - — 2| —P(F
_P( M) = =5 | 1”2 7 ( 2 ) 2 4] PFu)
- . 12 11 _o: . 2 :

_ P(FM)—m;h BE 21nfh4+(1nfh) ]‘Fm;h-Fi—P(FM)

I 2| 2 2 4
[ inf h ] inf h 1 inf b\ ?
— | P(Fy) — 5 lP@M)— 5 —?k+4—<1— : )

Como P(Fyy) € [0,1]

_ [_infh Jﬂh_1+1_ 1 —infh\?
- 2 2 4 2

B inf h infh+1 +1_ 1 —infh\?2
L2 2 4 2
(1—infh)2
>—(—) .
2

Logo,
1—infh)?
—W@Myqﬁmu—PwMﬂ>—(;f>. (3.41)
Por (3.39), (3.40) e (3.41) concluimos
1—infh\? sup h 2 1
—|—=—) < | hdP—+4 h-g< = || hdP—+ h-g|<-.
2 X X 2 X X 4
[

Observacao 3.6. Devida a importancia desse teorema, bem como a compleridade de sua
demonstragao, buscamos contribuir explicitando as implicacoes de forma clara, passo a

passo os conceitos e os resultados utilizados.
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3.3 Exemplos e Extensoes dos Resultados

Exemplo 3.2. Considere a fungio f, cujo grifico estd representado na Figura 33:

fo00.1] — [01]
t - f(@) =4 —a?)

Calcularemos os a-niveis e o valor da integral fuzzy de f em relagio a medida
usual g, compararemos o valor absoluto da diferenca entre as integrais fuzzy e de Lebesgue

dessa funcao.

0 I D] 1

Figura 33 — Gréfico da funcao f(z) = 4(x — 2?).

]
7

1 1 -« 1+ 1l -«
— €To = —
2 2 7T 9 2

a-niveis = 4x — 42° = o, a € [0,1] = 7, =
={ze0,1]: f(z) = a} = [11, 2,]

g(Fy) =20 — 21 =+v1—a (g medida usual em R)

jff g = sup [an g(Fu)]

a€el0,1]

a se a < g(F,) =+v1—«

ang(Fa) = { g(Fy) se a> g(Fy)

+

i

N | —

a=g(F,)ea=Vl-asa=—
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a A g(F,) assume valor maximo se somente se a = g(F,), temos

J(f'g=—;+\/5

5
. . L2 .
Facilmente encontramos que a integral de Lebesgue para essa fungdo é 3 e a diferenca em
1
valor absoluto entre as integrais verificamos que nao supera 1
Exemplo 3.3. Seja f(z) = az® + bz + ¢, com
e a<0
e f'(x)=2ax+0be f(x)=0 para ;—
a
e f (%) =1= a-4—aQ+b- (_Qa) +c=1= 4—@—%4—0 =1=b"-2b"+4ac = 4a =
4a = dac — b* (3.42)
o (v -niveLs A
—b+ VA
ar® +br +c=a = ar’+br + (c — a) :O:x:;i;AzbZ—éla(c—a)
a
~b+VA  —b+VA| VA
|1 — @] = - =
2 2 —a
Temos a = |x1 — 3], logo
A A
a = —£=>042 = — =ad’a’ = A= ad’a’® =0 —4a(c—a)

a a?

= a’a® + 4a(c — a) — b* = 0 = a*a® — daa + 4ac — b* = 0
—_——

pOT (3.42)

4 £+ 4/16 — 16a

=ad2a? —daa+4a=0=aa’—4da+4=0=qa =

2a
_4x 441 —a _ 2+ 2v/1—a
2a a
Como « € [0,1] temos a = z— 2\/2_7&. No exemplo anterior a = —4, logo
o= -1 + —5, resultado da integral fuzzy do exemplo anterior.

A integral fuzzy de f independe dos valores b e ¢, ou seja,

J[f.g:2—2\a/m.
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Teorema 3.12. (Ponto Firo) Seja h : X — [0,1] uma funcio grau de pertinéncia de

um conjunto fuzzy e g uma medida fuzzy sobre X. Se,

F,={zeX:h(z)=a}, ac|0,1]

H:[0,1] — [0,1]
a — H(a)=g(F,)

tiver um ponto fixzo & € [0,1], ou seja,

entao,

Demonstragao.

J[h-g = sup [a A g(F,)] v sup [a A g(F,)] (3.43)

ael0,a] ae(a,l]
g(F,) é ndo crescente

e sesupla A g(F,)] > sup|a A g(F,)], entdao pelo Corolario 3.1, temos
(a,1] [0,2])

th-g= sup [0 A g(Fa)] = @

a€[0,a]

e caso contrario

J(h-g _ sup [a A g(Fa)] = @ A g(F). (3.44)

a€[0,a]
Mas
acl0,a]l=ang(Fy) <a=anrg(F,) <ara=ang(F;) =
sup [a A g(F,)] < a n g(Fz)
a€[0,a]

o que resulta em

th g <ang(Fy). (3.45)

J(h-gzoz.

De (3.44) e (3.45) conclui-se
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Teorema 3.13. Seja (X, B, g) um espaco fuzzy,

h:X —[0,1], F,={xeX:h(x)=a}, acl0,1].

th-g = sup [a A g(F,)] = M.

ael0,1]

Entao, M € o lado do maior quadrado sob o grifico:

G = {(a,g(Fa)) : a € [0,1]}.

Demonstragdo. Pela condigao c¢) da Definigao 2.13, se F,, € F (familia mondtona) e {F,}
¢ uma sequéncia mondétona, entao

lim g¢(F,) = g( lim Fn) )

n—+0o0 n—+00

logo
lim Fy_1 =()Fy_r = Fu,

n—+aoo
neN

concluindo que
g(Fy-) = lim g (Fu_s) = 9(Fu),

n—+ao0

Note que
9(Fuv) =g (Jilfoc FM+%> # 9(Fw),

pois lirJIrloo Fy.ii= U Fyr.1 # Fy. Mostraremos que M € [g(Fy+), g(Fa)]. De fato,

neN

M = sup [o n g(Fo)],
a€(0,1]

ese M > g(Fu), existird k € R tal que g(Fy) < k, o que é absurdo pelo fato de M
ser supremo de a A g(F,). Logo g(Fy) = M e consequentemente M é o lado de maior

quadrado subscrito ao gréafico de g(F).

Supondo que a condi¢do ¢) da Definigdo 2.13 nao fosse verificada, entao

M < lim g (FMJ) = g(Fur).

n—+00

Nesse caso diremos que M é o lado de maior quadrado subscrito no fecho do grafico de

g(F).
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Exemplo 3.4. Seja f:[0,1] — [0, 1]

f(z) =
2 1 € 1 1
xr — Ssexr —
27
A
S ;) 0(Fy)
N ! 1,2
I 1
-
r o, & \
! \. ..’
— . -
T
L  J
T T

Figura 34 — Representagoes das fungoes f e g.

Note que
Vv1—-« a+1
Ty = , X9 = .
2 2
Logo,
V1= 1
g(Fa) _ Q +(1- o+
2 2
Assim,
5
g(Fy) =a<sa=—.
9
Dai,
7 5)
Jf(x)dx =13 jff(x)d:v =3

O wvalor absoluto da diferenca entre as integrais é menor que —, e a integral

representa o lado do maior quadrado subscrito no grifico da medida (veja Figura 34).
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Exemplo 3.5. Considere o conjunto fuzzy e o a-nivel, representados na Figura 35.

1

Figura 35 — Representacao de conjuntos fuzzy e a-nivel.

Na Figura 36 estd representada um niamero fuzzy triangular cujo suporte mede

1
6 relacionando a medida da altura o com a respectiva medida da secao x.

1
6

Figura 36 — Representacao de um subconjunto fuzzy.

l—«o

= g(F,) = (1 — a) = a(ponto fizo) = ;

o=l 8

Portanto,
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L
2

Figura 37 — Quadrado inserido no sub-gréfico de g(F,).

Observe na Figura 37 que a integral fuzzy representa o lado do maior quadrado

inserido no sub-grifico de g(F), e que o valor da integral de Lebesgue coincide com o da

fuzzy.
Exemplo 3.6. Considere a fungdao:

h: [0,1] — [0,1]

1
2 0, =
T se xe[,Q]

1
2—2 —.1
xr se xe<2,]

Na Figura 38 representamos os grdficos das fungoes h e da medida g.

x — h(z)=

11\

y=2-—2x

ol [
B[

Figura 38 — Representacoes das fungoes h e g(Fy,).
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9(Fa) = (1 —a)

1
heg= =
J( 779

As integrais fuzzy e de Lebesque possuem o mesmo valor.

Exemplo 3.7. Consideremos as fungoes h(x) definidas em (i), (ii) e (iii): construiremos
0s grificos de h(x) e g(F,), representaremos o quadrado de maior lado subscrito em g(F,),
calcularemos as integrais fuzzy e de Lebesque para h(x), e estabeleceremos as comparagoes

entre seus valores.

i) h:[0,1] — [0,1]

h(z) =
0 € ! 1
Sex —
27
h(x) 9(F)
A A
1 @, 1 Qrrrrrnaa i,
1| C B
2 @
A
— x T «
0 1 | o 1 )
2 2

Figura 39 — Fungao h e funcao medida dos a-niveis g(F,,), para (i).

1 ! 1 1
J(h-gz Jh(m)dmz f hdg ==
2 ] 2 0] 2

fuzzy Riemann Lebesgue

Na Figura 39 temos a representacdio da funcao h e o lado do maior quadrado subscrito

cuja medida é 30 € tem vértices em OABC.

O walor absoluto da diferenca entre as integrais é zero.
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ii) Para h:[0,1] — [0,1]

! e |0 1
5 se '3
h(z) =
0 € 1 1
se x 5
h(z) g(F)
! !
1 I S
L g A L ea
2 2

Figura 40 — Fungao h e fungao medida dos a-niveis ¢g(F,), para (ii).

1 ! 1 1
J(h-g=2 Lh(a:)dx=4 Jhdg=4

fuzzy Riemann Lebesqgue

Na Figura 40 temos a representacao da funcao h e o lado do maior quadrado
subscrito cuja medida é 5 com vértices em OABC

1
O wvalor absoluto da diferenca entre as integrais é —

iii) Para h:[0,1] — [0,1]

3 se T € [0;§]
h(z) = 4 3 5
1 se ze(=:1]
5}
h(z) 9(Fa)
A A
L ofoo c—o L
3 : : 3 |C B:
i ¢—o 4 .
; 2 E
5 o—
. : » T A : » O
0 3 O 3

Figura 41 — Fungéo h e fungdo medida dos a-niveis g(F,), para (iii).
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3 ! 17 17
heg=" h(w)de = — hdg = —
f 973 f () =55 J[OJ] 9720

fuzzy Riemann Lebesque

Na Figura 41 estd representado o grifico da funcdo h em que o lado do maior

quadrado subscrito mede 7 com vértices em OABC
1
O wvalor absoluto da diferenca entre as integrais é 0

Teorema 3.14. (Convergéncia da Integral Fuzzy sobre os Reais)

Consideremos

e h:la,b] — [0,1] for continua e sobrejetora

g a medida usual sobre F (familia mondtona sobre R)

e [y ={xela,b]:h(zx)=a}, ac]0,1]

e Y, partigoes de |a,b] com

Yn a—agn) <a(2n) <a:(3n)...<a§€n_)1 <a,(€n)... <a£{21<a£{l) = b,
onde
AP =lafh ol 1<k<n, neN, )= max AP dim ) =0

fu: la,b] — [0,1]
x = folz) =h( ,in)) fungao escada

onde para T € [a,@l, a,ﬁ")] escolhemos 5,@ € (a,in 1 ak ) §k qualquer valor fixado.

Entao,
s fra- o

Demonstracio. Suponha que

J[h.g:M: sup [a A g(Fa)],

a€el0,1]

J[fn cg= M, = sup [a A g(F™)], neN*
a€[0,1]
F" = {x € [a,b] : fu(z) = a}.
Mostraremos que,

lim J(fn-gz lim M, =M =+h-g.

n—+0o0 n—+0o0
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Sejam, a € [0,1] e £ = 711 valores arbitrario, tais que (o — &) € [0,1] ou (v + &) € [0,1], h
é continua e sobrejetora, logo para cada valor de £ > 0 existem ng € N, a,(gn), 5,(;1), tal que
para n > ng
o = fu (6") € (@ =€)
com
flgn) € (aén)7 al@l) :
Sendo a,(gn) < «a teremos

F,c F{" = {FM}

é uma sequéncia monotona nao crescente de conjuntos em relacao a n, com F, contido em

cada elemento da sequéncia.

Por hipétese F é uma familia monotona e f,, converge para f assim,

F™  F,  para n— +o0

ap

g € uma medida fuzzy e &,(gn) converge para «, quando n tende ao infinito, logo,

lim g(Fé’;)) = g( lim Fé?) = g< lim Fé")> =g(F,). (3.46)

n—+00 n—+00 n—+00

Concluindo,

£QWQ=A%&WWMWﬂ

ael0,1]

_ Sm){IM1[aAg(EyU]}

ael0,1] {7 F®

O

A hipétese (a + €) € [0, 1], foi considerada para nao excluir a possibilidade de
a ser zero. Nesse caso a demonstragao seréd similar, considerando a sequéncia Fk(n) sendo

mondtona nao decrescente.

3.4 Integral Fuzzy geral ou generalizada, com medidas diversas

Justificamos a importancia em proceder uma classificacdo entre integrais fuzzy
e fuzzy generalizada pela exigéncia da continuidade lateral para a medida fuzzy. E fato

que diante da referida exigéncia alguns resultados obtidos para a primeira integral nao
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necessariamente se confirmem para o segunda. Por exemplo, para demonstrar que na
comparacao entre o valor absoluto da diferenca entre as Integral de Lebesgue e a fuzzy
valor nao supera a 7 foi utilizado o Teorema 3.9 que por sua vez depende da condi¢ao
complementar estabelecida na medida fuzzy, também ao se interpretar geometricamente a
integral generalizada foi necessario uma pequena adaptacao (tomar o fecho do grafico) para
concluir a devida interpretagiao. Ressaltamos ainda que embora nao faca parte do contexto
desse trabalho, na continuidade dos estudos realizados por Sugeno foi utilizada medida fuzzy
(com uso da hip6tese complementar) para subsidiar a construgao de medida condicional
fuzzy com desdobramentos em conceitos vinculados a probabilidades e aplicagdes. Por outro
lado, Bassanesi e Greco Bassanezi e Greco (1988) obtiveram importantes e destacados
resultados somente considerando as hipoteses da medida fuzzy geral, como os teoremas do
tipo da representagao de Riesz para funcionais fuzzy. Todos os contetidos dos capitulos 5 e

6, desse trabalho, necessitam somente da medida generalizada.

Nesse contexto definimos a integral fuzzy sobre medida fuzzy (Sugeno), e
obviamente seu céalculo fara sentido ao se considerar medidas fuzzy. No entanto estendemos
a definicdo anterior ao utilizar na definicao da Integral de Sugeno a Medida Fuzzy Geral
(MFG) gerando a integral fuzzy Geral. Por exemplo a medida de possibilidade é MFG,
podendo entao ser calculada sua integral generalizada, mas nao a de Sugeno. Vimos pela
Proposigao 2.13 que se a o-algebra for finita a medida de possibilidade sera também fuzzy,

podendo nesse caso calcular sua integral fuzzy. Toda medida de probabilidade é fuzzy.

Essa extensdao se faz simplesmente ao se destacar o tipo de medida a ser
considerada, as notagdoes permanecem, porém as propriedades nao serao necessariamente

as Imesmas.

Resultados sobre medidas foram obtidos no Capitulo 2 e permitem elaborar o

seguinte diagrama:s:

MFG

Figura 42 — Diagrama de representagao de medidas.

As simbologias no diagrama da Figura 42 representam:



Capitulo 3. Integrais: Fuzzy(Sugeno) e Fuzzy Generalizada 121

MFG: Medida Fuzzy Geral.
MF: Medida Fuzzy.

MPo: Medida de Possibilidade (inclusas as definidas sobre as o-algebras finitas).

MPr: Medida de Probabilidade.

e para as esperancas classica e fuzzy da variavel aleatéria X sao, respectivamente, repre-

sentadas por:

E(X): Esperanca classica da variavel aleatéria X.

EF(X): Esperanca Fuzzy da variavel aleatéria X.

Consideramos como objetivo desenvolver através de exemplos, estudos das

integrais com varias medidas estabelecendo comparagoes para os casos:

a) Integral fuzzy com medidas de possibilidades que sejam fuzzy (MF).
b) Integral fuzzy geral para qualquer medida de possibilidade.
c) Integrais fuzzy com medidas de probabilidade obtendo as esperangas cléssicas e fuzzy.

d) Em que medida de possibilidade é definida sobre uma c-algebra nao finita, mostrando
que a integral fuzzy generalizada nao satisfaz necessariamente o Teorema 3.13, qual
seja, o valor da Integral nao serd necessariamente a medida do lado do maior quadrado
inserido no sub-grafico de II(F,), embora como ja explicitamos um pequeno ajuste

seja suficiente para uma interpretacao geométrica.

e) Integrais com diversas medidas.
Considerando:

Caso a) A integral fuzzy com medida de possibilidade, assim o-algebra sobre o espaco

devera ser finita.
o X # g, Ac 2 uma o-dlgebra finita.
e ¢: X —[0,1], distribui¢do de possibilidade
o II,: A—[0,1] medida de possibilidade fuzzy

e h:X —[0,1] uma aplicagao, « € [0, 1],

F,={rxe X :h(x) =a}e A
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Desejamos calcular:

fn-m,

fh-ﬂw = sup [a A Il (F,)] = sup [a A sup|p(z)]]

a€l0,1] a€l0,1] zeF,

Assim,

Assumiremos que h, representada graficamente pela Figura 43 possui valor maximo

em x e que a distribuicdo ¢(x) seja constante e igual a 1, obtendo
F,=gell,(F,) =0

para a = h(z).

h(x)
A
h(zg) s :
N
D EREEE
o R >
o R REEEEEE »|

Figura 43 — Sequéncia de a-niveis para a funcao I, de possibilidade.

Logo,

Jf hell= s [anTo(F)) = swp [ n1]= hls) = sup (h(r))

0,h(z0)] a€[0,h(z0)] zeX

Caso b) Assumindo que ¢ seja uma distribuicdo qualquer, porém o maximo de h(z) e o

supremo de ¢(z) ocorrem em o, novamente

fh-Hw = sup [a Al (F,)] = sup [a A sup[e(z)]]

a€l0,1] ael0,1] zeF,

Fo =@ eIl (F,) =0

para « = h(xzg). Logo,

](h 1, = ae[sup [a A 1] = h(zg) = sup {h(x)}.

0,h(z0)] reX
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Caso c) Integral fuzzy com medida de probabilidade e as esperancas classicas e fuzzy.

Pretendemos estabelecer a comparacgao entre as esperancas classica e fuzzy. Consi-

deremos,

e ) # ¢ um espago qualquer (amostral)

« P:Fc2% - [0,1]
A — P(A)

onde F é uma o-algebra (espago de eventos).

Considere uma distribui¢ao de probabilidade dada por X : Q — [0, 1] (varidvel

aleatéria) entao

ij -P = sup [anP(F,)],

a€l0,1]

onde F, = {x € Q: X(z) > a}. Assim,
P(F,) =P{zreQ: X(z) =a}) =PX = a).

Consequentemente

J(XP_ sup [a A P(X = a)]

a€(0,1]

Essa é a esperanca fuzzy para a variavel aleatéria considerada.

A esperanca classica da varidvel aleatéria X é dada pela integral de Lebesgue:

X) = JXdP,

enquanto a esperanca fuzzy sobre essa mesma variavel X, é:

X):JfX-P.

B(X) ~ Br(X)] < 1

Pelo Teorema 3.11 tem-se

Caso d) Em geral medida de possibilidade ¢ utilizada no célculo da integral fuzzy gene-
ralizada, e nao necessariamente ira satisfazer o Teorema 3.13, ou seja, o valor da
integral fuzzy geral ndo serd sempre a medida do lado do maior quadrado inserido
no sub-gréfico de II,(F,), porém essa questao é resolvida facilmente considerando

apenas uma observacao.
Seja

J(h I, = sup [a ATl (FL)]
a€el0,1]

onde
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e ¢: X —[0,1], X # & (distribuicdo de possibilidade)

« I,:2% — [0,1]: medida de possibilidade
A I (4) = sup {p(2)}.

Consideraremos X = [0, 1],

( 1
x,seO<x<§
1
2x,se0<x<§ 1—x,se1<x<1
olz) = ) e hr) = | 2
—2x+2,se§<x<1
1
k0,seac=§
h(z)
A
L
1
2
O e NG e
- : T
0 a I 1-a) 1

Figura 44 — Representacao da fungao h(z) (caso d)

A partir da Figura 44, note que:

1 1 1
para a € [O,2>,Fa= [a,2> U <2,1—a]

1
e para o € (2,1], F,.=g
Logo,

[ 1 1 1
e para a € _O,2> = II,(F,) =11, ({a,2> v (2,1—4) =

= a Al (F,) =«

1 . 1
* para a€ | o, 1], H,(Fa) = 0= a All,(F,) = 0. E claro que IL, ({}) =0,

logo
1
h' H<p - 5
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pela definicao de integral fuzzy

II(FL)
1| C B
2 3
A _
0 2

Figura 45 — Fun¢do medida de possibilidade II,(F,) (caso d).

Observacao 3.7. Esse resultado nao é contemplado pelo Teorema 3.13 onde se
afirma que a integral fuzzy representa a medida do quadrado de maior lado sob o
grifico de 1I(F,) pois, observando a Figura 45, o segmento AB ndo estd subscrito
no grifico II(F,). Porém essa € uma situa¢io construida, nao usual, que poderd ser
facilmente contornada se simplesmente afirmarmos que a integral fuzzy generalizada

representa a medida do lado do maior quadrado inserido no fecho do grdafico de
II(F,).

(Caso e) Integrais com diversas medidas. Seja X = [0, 1] e considere:

: 2001 [0, 1] medida usual

.
=0 8 =«

: [0, 1] — [0, 1] uma aplicagao.

—

0,1] — [0, 1] (distribuicdo de possibilidade) com p(z) = f(x) Yx € [0,1].
o 20U — [0,1] a medida de possibilidade (MFQ).

As figuras 46, 47 e 48 representam os graficos das funcoes f e g, respectivamente,
para os casos i), ii) e iii). Se

D) f(z) = { 0, se x € Q : racionais

1, se x € I : irracionais
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:.' » O
1 1

Figura 46 — Representacao de f(x) e g(F,) (caso e).
Para o € [0, 1],
temos

logo

{59 -rm. -

i) f(x):{x, sereQ

l—z sexel

f(z) 9(Fu)

A A
1k ; 1

(83
= = >
£ £ !
83 (83
Figura 47 — Representacao de f(x) (item ii).
logo,

Jroa-t

Porém, II(F,) = 1, qualquer « € [0, 1] e entao,
fron.-
(2x) A1, sexeQ

20 —z) A1, sexel

iii) f(z) = {
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f(x)
A
2
F,
o S 9(Fa)
A
: : E > > o
504 oy ! 1
1-3
Figura 48 — Representacao de f(x) (item iii).
g(Fy) =1—--a
a
F,) = (1 - f)
9(Fa) 5
2
l——=a=a=—-.
2 3
Logo,

fro-2 o frmo

Observe que para todos as fungdes em i), ii) e iii) definidas, ndo existem

as integrais usuais com a medida usual g, visto que sdo descontinuas em um

conjunto nao enumeravel de pontos em [0, 1].

3.5 Integrais com medida de Possibilidade.
Teorema 3.15. (Integral fuzzy geral com medida de possibilidade) Considere
X =[0,1]

e Ac 20U yma o-dlgebra.

e »:]0,1] — [0,1], distribuicao de possibilidade

e II,: A — [0,1] medida de possibilidade fuzzy
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e h:[0,1] — [0,1] uma aplicagio, o € [0,1], F, = {x €[0,1] : h(z) = a} € A.

entao

J(ho I, = sup [h(z) A p(2)].

xesupp h

Demonstragio. A definigao de integral fuzzy é expressa em funcdo dos a-niveis, h(z) e da
medida, sendo suficiente restringir a analise para x € supp h.

Considere zy = ¢(z9) = sup [¢(x)] eyo= sup [h(x)], podendo ter,

xesupp h xesupp h

* Yo = Zp, OU

* Yo < 2o

Se yo = zp e a € |0, 2| entao II,(F,)] = z obtendo [a A II,(F,)] = a
Se yo = 2y e a € (20, yo] entdo II,(F,)] < 2z obtendo [a A I (F,)] = 0.

Obtendo,

fh-H@ = sup [aAll,(F,)] = sup[anll,(F,)]v sup [aAIl,(Fo)] = z0vze = 20. (3.47)
ael0,1] [0,20] (#0:y0]

Se yo < zp € a € [0, yo] entdo II,(F,)] = 2z obtendo [a A IL,(FL)] = «
Se yo < 2o € « € (Yo, 20] entdo I, (F,)] = 0 logo [a A II,(F,)] = 0.
Obtendo,

J[h.H“O = sup [anIly(Fo)] = sup [aAll,(Fo)] v sup [aall,(F,)] = yov0 = yo. (3.48)
a€0,1] [0,0] (y0,20]

Por (3.47) e (3.48), concluimos

J[h- I, = sup [h(z) A @(2)].

zesupp h

A seguir apresentamos as figuras 49, 50 e 51 que ilustram geometricamente
os resultados obtidos algebricamente, ou seja, a regiao destacada representa a area sob a
intersecgao entre as curvas h(x), ¢(x) no suporte A, e o supremo da funcdo que representa

essa interseccao.
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Figura 49 — Representacao de h(x) e ¢(z) com yo = 29, A = supp [h(z) A p(z)]

A

o= 1 %)

o /7 \

Yo /

/ h
16"
>
L

Figura 50 — Representagoes de h(x) e ¢(x) com yy < 29, A = supp [h(z) A p(z)]
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Figura 51 — Representacoes de h(x), ¢(x) com yg > zo e h(zg) = p(xg)

Corolario 3.4. Nas condigcoes do Teorema 3.15, temos

e Se h(xz) < p(x), para x € supp h, entdo
}h ‘ H(P = Yo,

Yo = sup [h(7)]

zesupp h

onde,

e Se h(x) = p(x), para x € supp h , entdio

fh'HW = 20,

2= sup [p(z)]

zesupp h

com

e Se supp h(z) nsupp p(z) = &, entao

fn-1, -0

Demonstragao. o Supor h(z) < p(z) (Figura 52), para x € supp h,
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A

1

(o)

h(xg)

(84

Figura 52 — Representacoes de h, ¢ com yg < zp.

Sejam zg = p(z9) = sup [p(x)], yo = sup [h(x)].

xesupp h zesupp h
temos,

jfh I, = [sup [ A T, (FL)]

0,h(x0)]

e para a € [0, h(zo)], IL,(F,) = ¢(z0) = a, que implica que o A II, = «,

concluindo que,
sup [ AIl,(F,)] = sup [a] = h(zo) = vo.
a€[0,h(z0)] a€l0,h(zo)]

o Se h(x) = p(x) (Figura 53), para x € supp h,
2= sup [p(z)], o= sup [h(z)]

xesupp h xesupp h
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A
1
®
Yo h
o ; \
<0
>
I | 1
supp h !

Figura 53 — Representacoes de h e ¢

temos que,

J(h I, = sup o AT, (Fy)]
a€l0,h(zo)]

Para a € [29,y0], s (Fa) = 20 < a, que implica a A I1,(Fy,) = 2o, € para a € [0, 2],
I, (Fa) = 20 = o, que implica a A I1,(F,) = 2
concluindo que,
sup [a A I, (FL)] = 2.
ae[0,h(zo)]
» Se supp h(z) nsupp ¢(z) = & (Figura 54)

A
1

Figura 54 — Gréficos de h e ¢.
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para a € [0, h(zo)], II,(F,) = 0, de onde se conclui a tese.

]

. A . 1

Exemplo 3.8. Considere os triangulos isésceles de base lu.m. e as alturas a,, =1 — —,
n

n=23,..., e{h,} suas representacoes através das fungoes de pertinéncias, {h,} sequéncia

mondtona crescente (Figura 56). Estabeleceremos comparagoes entre
. J[hn g (9: medida usual), e
. fhn 11, (IL,: medida de possibilidade).

A distribuicio ¢ a ser considerada para a medida 11, serd descrita pelo triangulo isésceles

de base e altura com medida 1u.m.. Vimos que para qualquer n = 2,

1 . 2 3 n—1
J[h1H¢ =3 (Figura 55), J(hgﬂw =3 fhgl‘[w = 4,...,{hnﬂ(p -
PO1S
1 2 n—1
sup{hi(x)} = =, sup{hs(x)} = =,... sup{h,(z)} = :
reX 2 reX 3 reX n
e 1I,(hy): grifico da medida I1, com o triangulo hy
e 1l (ho): grifico da medida I, com o triangulo hy
e II,(hy): grifico da medida 11, com o triangulo h,,
hy I(F})
A A
1 .
e, :
1 1
5 ............... 5 B
> A >
1 O 1

]|

Figura 55 — Gréficos de hy e TI(FL).
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h,

SN

..................... : }12

b | =

hl

»

1

Figura 56 — Representacao da sequéncia de fungoes {h,}

2
J(hgl_[@ - g

A Figura 57 representa os grdficos das medidas de 11, para hi, ho, ..., h,.
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Wl

| =

b=

[PM]

-4
—

Figura 57 — Graficos identificando a convergéncia das integrais com a medida II,.

n—1

r\hl'[
e =

Obviamente h,, — h (triangulo isdsceles de base lu.m. e altura 1u.m)

AT, = 1.

—1
lim +h,I0, = lim ——— =1 ={hl‘[¢.

n—-+0o0

Em relacao a medida usual g teremos:

1
J(hlg ~3
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9(Fo)
A
1
1 -1
n
2
3
1
2
n—1
2n—1 \\
2
5
1
3
0 12 (L 2 (-1 1%
3 5 v2 3 n
n—1
2n—1

Figura 58 — Graficos identificando a convergéncia das integrais com a medida g.

2
J(hw ~ 5

n—1
hng =
](g m—1

Note que h = lin&o hyn (h representa o triangulo isdsceles de base lu.m e altura lu.m.)
n—

1

ha = —

J(g 2
n—1 1

lim +h,g = lim =_ = J(hg (Figura 58).

4o w02 — 1 2

3.5.1 Aplicacdo Sobre Nimeros Fuzzy e Integral Fuzzy Geral com Medida de
Possibilidade.

Considere o problema.

Um o6nibus desloca-se da cidade de Campinas para Sao Paulo, a distancia total
é aproximadamente D = 100km, a velocidade méxima permitida é V' = 120km /hora. O

atraso na partida é no maximo 30 minutos. Qual o tempo 7' necessario para a viagem?
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Uma intuigao inicial é modelar o problema pela equacao:
S=5+V-t (3.49)

onde, S e Sy representam, respectivamente, as posi¢oes de um objeto nos instantes ¢t > 0 e
t =0, eV avelocidade. No entanto essa equacao foi deduzida para o Movimento Retilineo

Uniforme (MRU), e considera:

e a trajetéria sendo uma reta.
 a aceleragao a(t) = 0 em qualquer instante t > 0.

e a velocidade V' constante.

E importante observar que para o presente caso a equacio (3.49) nao tem

nenhum dos parametros necessarios bem definidos:

« a velocidade nao sera constante, pois no trajeto havera momentos de paradas nos

pedagios e diminuird nas proximidades da cidade de Sao Paulo onde o trafego é lento
« a aceleragdo nao podera ser nula no percurso

e a trajetéria nao ¢é retilinea.

Assim, para saber o tempo total T da viagem estamos considerando valores e situagoes

subjetivas.

A teoria fuzzy se ajusta para modelar situacoes semelhantes, fuzificando as
variaveis D, V e o tempo do atraso A. Eventual consideracdo deterministica, serd uma

das hipoteses possiveis para o tempo total T do percurso.

Considerando nimeros fuzzy triangulares para as variaveis D, V e A definidos
por:
D =[s,90,100,110], V =[v,30,100,120] e A = [¢,0,0,1/2],

Temos:

T=D/V+A=B+A, com B=D)V.

As fungoes “grau de pertinéncia”, e os respectivos graficos sao apresentadas
nas figuras 59, 60 e 61.
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([ 0sez <90

1%—9se90<x<100
YD = A
11—1%se100<x<110

[ Osex>110

YD

>

Figura 59 — Funcao de pertinéncia da distancia.

( 0sex <30

1
—(x —30) se 30 <z < 100

70

Yy = <
1
—(120 — x) se 100 < z < 120
20

L 0sex>120
A
1

Figura 60 — Funcao de pertinéncia da velocidade.
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) 1—2se0<2<0,5
oA Osex>0,5

A

YA

0.5

Figura 61 — Funcao de pertinéncia do atraso.

O tempo gasto é T'= A + B onde A é o atraso de partida e B o tempo de
viagem apos a partida. Determinaremos o nimero fuzzy T que representara o tempo do

percurso.

1. [A]* = [0,—(0,5)a +0,5] = lo, 1;0‘]

1 1
2. [B]* = = [10a + 90,110 — 10a] l ]

120 — 20’ 70 + 30

2 120 — 20a” 70c + 30

[ 10+ 90 1—a+110—10a
1120 — 200 2 70a + 30

3. [1]° = [A]" + [B]" = [07 1—04] [10a+90 110—1004]

Para a = 0 e a = 1 obtemos respectivamente o suporte e o valor maximo de T.

3 25]

supp ¢r = Ll, E

A Figura 62 representa o grafico do nimero fuzzy T, que evidencia os tempos possiveis

para a viagem e seus respectivos graus de pertinéncia.
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&

A

1

0,8

0,6

0.4

’ t

0,2 #r(?) .

»

1 2 3 4%
0,75 25

6

Figura 62 — Funcao de pertinéncia do tempo total da viagem 7.

Observe que o tempo da viagem esta compreendido entre 0, 75k e gh, e que

dentro da normalidade o percurso durara aproximadamente uma hora, ainda, que ao
. . 25 Ao .
variar o tempo no intervalo |0, 75; 5 os graus de pertinéncia irao variando conforme as

condicoes do trafego e do atraso da saida.
Integral com medida de possibilidade

Counsiderando:

e Que a funcao de pertinéncia 7 é a distribuicao de possibilidades para o problema

da viagem.

o E a afirmacao de que a viagem levara em torno de duas horas, traduzida pelo niimero

fuzzy h centrado em 2, dado por [¢,2 —€,2,2 + €] com € € [0, 1].

A pergunta a ser feita:
- Qual a possibilidade da viagem durar 2 horas?

A Figura 63 representa respectivamente os graficos de T', e de h que considera

que a viagem dure aproximadamente duas horas.

Figura 63 — Fungao de pertinéncia do tempo T' e do ntimero fuzzy h(t).
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O Teorema 3.15 mostra que a possibilidade da viagem ser aproximadamente
duas horas é dada por f h«1l,,., valor esse representado na Figura 63 por t*, abcissa do
ponto de interseccao entre os gréaficos da distribuicao ¢ e da fungao h. A tradugdo em
linguagem matematica de que o tempo da viagem dure em torno de 2 horas pode ser feita
por diversos nimeros fuzzy, para o presente caso a escolha foi através da funcao h com

suporte em (2 —€,2 + €),e € [0, 1].
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4 Derivacao e Integracao no Calculo Fuzzy

O propésito inicial desse capitulo é apresentar conceitos que subsidiem a
construcao de um Calculo Diferencial e Integral Fuzzy. Iniciamos procedendo a revisao
da relagao entre Derivadas e Integrais classicas para fungoes reais com uma variavel real,
através do Teorema Fundamental do Calculo (cldssico). Para trazer esses conceitos e
implementar derivagao fuzzy, as aplicacoes F' a serem derivadas, estarao definidas nas
partes de um conjunto nao vazio, com contradominio no intervalo fechado [0, 1]. Nesse
contexto, dada F', busca-se uma aplicagao h, de modo que a integral fuzzy de h restrita
a A sob uma medida g, tenha o valor de F(A). Devido as dificuldades em estabelecer
esses calculos a partir da F', apresentaremos dois exemplos, fazendo o processo inverso
ao proposto, partiremos das integrais e estabeleceremos as fungoes de conjuntos. Esses
exemplos serao aproveitados futuramente, apés definir derivadas fuzzy. As integrais tiveram
os calculos obtidos por meio de argumentos geométricos baseados no Teorema 3.13. Em
seguida serao evidenciados os espacos envolvidos, a defini¢cao formal de Derivadas Fuzzy
bem como as condigoes necessérias e suficientes sobre as fun¢oes para obter um Teorema

Fundamental do Calculo Fuzzy.

Teorema 4.1. (Teorema Fundamental do Cdlculo) Seja f uma fungio continua no
intervalo [a,b] e z € |a,b],
f: [a,0] — R
z — y=f(z).
Se ' € a fungdo definida por:

F: [a,b] - R

v P = [ 4y
entao iF
% = f(.CE),
onde

¢ parax = a, Fi(a) = f(a),

e para x = b, F' (b) = f(b).

O teorema poderd ser enunciado reescrevendo F' em (4.1) por

F: [a,b] - R

r - F(x)zfxcif;(t)dt.

a
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Assim, a integral é vista como operador inverso da derivada, ou seja, no contexto classico

sendo F'(z) conhecida, calcular sua derivada consistira em determinar h(t) tal que,

Na teoria fuzzy o raciocinio sera analogo, a derivada fuzzy de uma funcao devera

ser obtida pela operacdo inversa da integral fuzzy.
Formalizando o conceito de derivada fuzzy:
 Dada uma medida fuzzy g : 2* — [0,1],
« Consideremos uma func¢ao de conjuntos

F: Bc2® — [0,1]
A — y=F(A).

ao determinar uma funcgao

h: X — [0,1]

r +— h(z)
tal que
VAG]B%:F(A):J( h-g, (4.2)
A
diremos que h é a derivada de F' em relacao a g em B, passando a ser escrita por,
dF
h = d—g: X — [0,1], ou

h = DyF: X —[0,1].
Por (4.2) concluimos que F' deverd ser uma fungdo monétona nao decrescente
pois:
ACB=>J( h-géjf h+g= F(A) < F(B).
A B
A seguir serao apresentados exemplos calculando F' a partir de h.

Exemplo 4.1. Seja (X, B, g) onde:

e X =[0,1]
) BCQX

e g a medida usual de R, g([a,b]) =b— a.
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Considere B < B tal que:
B = {I = [a,b] intervalo fechado, a,be [0,1], a < b}

F:B — [0,1]
[a,5] F([a,bD:Jf heg

[a.b]
h:[0,1] — [0,1]
x — h(z)==x
Determinaremos F visando posteriormente exemplificar a definicio de derivada fuzzy de
modo que DgF' = h

(Figura 6)

h(x)
'

- - hiz) =

y

™

l1—ao

Figura 64 — Representacao da fungao h(z) (Exemplo 4.1).

Seja F,, = {zx:h > a} =|a,1], logo g(F,) =1 — « (Figura 65).

g(F,)
A

/\q_____'g(FC\}

> 8]

0 1

Figura 65 — Representagao da funcao g(F,,) (Exemplo 4.1).
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P ¢é ponto fizo de g(F,), logo
1 1
heg=—-=F(0,1]) = -.
f po=g=ri =]

Seja [a,b] € B um intervalo qualquer contido em [0,1]. Calculando
IR
[a.b]

h

Figura 66 — Funcdo g(F,) restrita em [a,b].

A Figura 66 mostra a fung¢io h(zx) = x restrita ao intervalo [a,b], onde:

e sea€[0,a), entao g(F, nla,b]) = g([a,b]) =b—a
e sea€|a,b), entio g(Fy nla,b]) =g([l —a,b]) =b—(1—-a)=(b+a)—1

e seac€|[b1), entio g(F, n|a,b]) =g() =0
podemos ter:

(i) b—a<a
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Q(Fa M [a,b])
A

a b

\
e

Figura 67 — Gréfico de g(F, n [a,b]).

A Figura 67 mostra o quadrado de maior lado subscrito ao grifico de g. Logo,

J( heg=b—a= F([a,b]) =b—a
[a,b]

b
(it) b—a = a, ou seja, g =0
9(Fa N [a,b])
A
b—a
>
a b

Figura 68 — Gréafico da funcao ¢

A Figura 68 mostra o quadrado de maior lado subscrito ao grdfico de g. Logo,

b b
J pro=g=rleth =3

b b
(4i7) b—a>a,b—a:a=>a=§:>F([a,b])=§.
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9(Fa N la, b))
A

\
e

b
a 5 b

Figura 69 — Grafico da funcao g(F, n [a,b]).

A Figura 69 mostra o quadrado de maior lado subscrito ao grdfico de g. Logo,

b b
heg=-= F([a,b]) = -.
wa g=2=F(lab) -

Concluindo:
F: B — [0,1]
b
b—a, sea> 3
[G,b] = F([aab]) = b b
— < —
5 se a 5
h: [0,1] — [0,1]

S
!
=
=
I
8

Obtivemos F : B — [0,1] a partir de h. Para que o conceito estabelecido

anteriormente relacione F' e h por uma conceituacdo de derivada, é necessdario:
e Definir a aplica¢io DyF
e Apresentar teoria que possibilite expressar
D,F = h,
a partir de F.

Na Secao /.1 serdo desenvolvidos esses resultados.

Exemplo 4.2. Sejam,

e X ={1,2,3}
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. g: 2% — [0,1]
A - g(A):n(gA)

n(A): nimero de elementos do conjunto A.

e B=2%

Desenvolveremos de modo andlogo, a obtencao de F a partir de h dada. Assim,

se!

g({1}) = 9({2}) = g({3}) = 3.

g({1,2}) = g({1,3}) = g({2.3}) = -.

3
e Buscaremos F : B — [0, 1]
e A partirde h: X — [0,1] .
Seja
(1
3 sex =1
2 .
h(z) = < 3 sex= 2 (Figura 70)
| 5 %=
h(x)
A
2
§ ................... .
L ;
Pl R R I ®
1
§< ......... ?
: : .
0 1 2 3

Figura 70 — Grafico da funcao h(z) (Exemplo 4.2).
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Para

1
ae[0,3]:>Fa=X:>g(Fa):1

11
- F o ={2
ae<3’2}$ o =123

1 2

CYE<2,3:|:FOC:{3}
2

Oz€<3,1:|:>Fa=@,

considere:

e A=X=F,nA=F,

g(Fa)

1A

2 : :

3 --------- ?—, :
i

1 E :

3 ERERERRES N :
; ; - O
1 2

0 507 3 1

Figura 71 — Gréfico da funcao g(F,) (Exemplo 4.2).

A Figura 71 mostra o quadrado de maior lado subscrito ao grdfico de g. Logo,
1

1
heg==-= F(X) ==
](Xg 2$() 5

. A=@=>J( heg=0= F(Z)=0
%]

(Fy ~ A) = {1} para o [o, ;]
c A—{1) =

(FonA) = para a € (;,1]

W

1
g(FamA)zgseae[O,

(Figura 72)

1
g(FamA)zOseoze<3,1
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1

-
»-

0 1 1

Figura 72 — Gréfico da funcao g(F, n A).

1 1
J po=g= =g

. A={2)
2
F,nA={2} seae lO,g]
2
F,onA= seae (3,1]
portanto,

R (O
. g == = —
e Idem para A = {3}
i 1 1
4 heg=Z==F i
h-g=5=F{3}) =3

(&
~
w
—

e A={1,3)

N

F,nA={1,3} seae [O,;)

11
F,nA={3} seac ( ] > (Figura 73)

3'2

FaﬁAZ@SCOAE<;,1]
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g(F, N A)

A
1
2
3
. P
3

» ¥

0 T 1

Figura 73 — Grafico da funcao g(F, n A) (Exemplo 4.2).

{ heg=1=Foa -

(&
~

—

W
-

e Se A ={1,2} entao,

{ =i =r2) =,

[
~

[

[
—~

e Se A ={23} entao,

4 heg=1 = raasy -2

(-
~
N

w
—

e Concluindo:

F:B — [0,1]

r;seA:XouA:{Q,S}
((A={1}
A={2}
A = F(A) = S iise< A={3}
A={1,3}
| A=1{1,2}
 0se A=
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hi{l,2,3} — [0,1]

(1
—sex =1
3
2

r — h(zr)=<{ = sex =2
3
1
\586I=3

Retomaremos os Exemplos 4.1 e 4.2 na Secao 4.1 apds definir Dy F'. Serdo
interessantes para justificar a teoria a ser desenvolvida para obter um Teorema Fundamental

do Cilculo Fuzzy.

4.1 Teorema Fundamental do Calculo Fuzzy

Iniciamos essa secao estabelecendo condigoes aos espacos topoldgicos, que
venham propiciar uma definicdo adequada para derivadas fuzzy, lembrando que ela devera
ser base para construgdo do Teorema Fundamental do Célculo Fuzzy (SUGENO, 1974).
A compreensao e a demonstracao desse teorema possuem certo grau de complexidade,
exigindo pré requisitos, propriedades, lemas, corolarios cujas provas sao dificeis, porém
relevantes. Esses fatos despertaram de minha parte motivagoes para desenvolver estratégias
que facilitassem assimilar esses conhecimentos. Assim, nossa colaboragao foi apresentar as
defini¢oes com notagoes diferenciadas e especificas, com objetivo de preservar os conceitos,
porém buscando oferecer maior clareza e precisao dos assuntos. As demonstragoes foram
detalhadas, utilizando argumentacoes geométricas e diagramas, mas vale ressaltar que os

resultados foram obtidos por Michio Sugeno em sua tese de doutorado.

Finalizamos o capitulo com a apresentacao dos dois importantes teoremas: o
Fundamental do Calculo Fuzzy, e as condigoes para aplicagao F' que garantam a existéncia
da derivada h.

4.2 Espaco Topoldgico de Hausdorff

Para desenvolver a teoria sobre derivadas fuzzy, e o teorema fundamental do
célculo fuzzy seré considerado (X, B, g) um espago fuzzy, T uma topologia em X, e B a

menor o-algebra que contém 7T satisfazendo as condigbes seguintes:

1. (X, 7T) um espago topolédgico de Hausdorff,

Ve,ye X, x #y =3IV (z),V(y) onde V(z) nV(y) = &
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V(z): vizinhanca de x

V(y): vizinhanga de y
2. (X, T) localmente compacto,
x e X = 3V(z): vizinhanca compacta de z.

Observe que um subconjunto K < X é compacto se para qualquer cobertura por
abertos de K, existird uma subcobertura finita para K. Uma cobertura para K é

uma colecao de abertos cuja unido contém K.

3. (X,T) deve verificar o segundo axioma da enumerabilidade, isto é, ter uma base

enumeravel. Para isso, é importante relembrar conceitos de:

e Base de espago topoldgico.
Seja (X, T) um espago topoldgico, T topologia em X, entdo B < T é uma base
de T se:

* todo elemento de B é um aberto de T

* qualquer aberto de 7 pode ser escrito como uniao de abertos de B.

Em simbolos, B é base de T
[B={A;: A;eT, A; abertos } = VA e T, A aberto, A= uUA;, A;eB].

4. Se Ec X e g(E) =0, entao:
g(AU E) =g(A),VAc X,
valendo também a reciproca, ou seja,
VAc X,g(AUE) =g(A) = g(F)=0.
Os conjuntos E que satisfazem essa condicao sao chamados de conjuntos de medida

nula. Seré considerado que se {F,},en+ < T for uma sequéncia de conjuntos de
+00

medida nula entao, U E,, seja conjunto de medida nula, ou seja,

n=1

g(E)=0=g (LjEn> — 0.

n=1

5. VA € B, dado € > 0, existe aberto A4, tal que A4 < A:

g(AA—A) < €
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4.2.1 Resultados decorrentes da Sessao 4.2

Proposicao 4.1. Seja x € X, v € A,: aberto, entao existe um aberto A de T, v € A com

Ac A, (Figura7j).

o
Y

Figura 74 — Representacao dos abertos na reta.

Demonstracao. Considere a Figura 75

Figura 75 — Representacao de: aberto, ponto interior e fronteira.

Sejam,
y € F.(A,): fronteira de A,

r € A,: aberto

r € A, = x é ponto interior de A, = = ¢ F,.(A;). Como X é Hausdorff para

cada y € F,(A,) existe um aberto B, que ndo contém z. Seja,

B= ] B,

yEFr (.Az)
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Definindo A = [B¢]° n A, A sera aberto (vide Figura 75).
Serd mostrado que A = A,. Seja z € F.(A), A c [B]° = A < B°, como
2z e A, entdo z € B¢, logo z ¢ B, para qualquer y € F,.(A;), onde decorre que,
z# Y,y € Fi(As) = 2 ¢ Fi(A).
Assim,
ze A, ouze AS.

Porém,

Ac A, = Ac A,

e como z € A temos z € .,é_lx No entanto mostramos que z ¢ F,.(A,) o que implica que
z € A,. Assim,
ze F.(A)= ze A,,

ou seja,

Ac A,.
]

Proposigao 4.2. Seja A fechado, A aberto com A < A, entao existe um aberto A, onde:
Ac .Al e ./_ll cA

(Vide Figuras 76 e 77)

Figura 76 — Representacao de abertos e fechados.
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Figura 77 — Representacoes de abertos, fechado, pontos interior e fronteira.

Demonstragio. Sejam y € F,(A), z € A. A ¢é fechado (Figura 77), logo cada z € A serd
ponto interior de A, o que implica que para cada z, existird um aberto B, 3 z, totalmente

contido em A.

Seja,

A=Ay [U]BZ

2€A

A, é aberto e A; ¢ A. Mostraremos que A; c A.

De fato, seja x € A; um elemento qualquer de Ay, logo x € B,, z € A e por B,
estar totalmente contido em A, sendo X Hausdorff, para cada y € F,.(A), existira B, 3y

com z ¢ B, e novamente como em () concluimos y ¢ F,.(A;), ou seja,
Fi(A) n Fi(A) = & (43)
Como A; < A tem-se A; = A, porém por (4.3) conclui-se
A c A,
pois A = A U F,(A) O

Proposicao 4.3. Para cada x € X a interseccao de todas suas vizinhangas fechadas é {x}
(Figura 78).

Figura 78 — Representacao de vizinhas de ponto na reta.
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Demonstragio. Se mostrarmos que {x} é fechado, obviamente serd o menor fechado que
contém z, ou seja,
{x} = n{F : F é fechado e x € F}.

De fato, como X ¢ Haudorff, sejam z,y € X,  # y, entao existe um aberto By, y € B,
com = # B,. Logo, B, é um aberto em {z}°, e como y é genérico, mostramos que é um
ponto interior de {x} se todo ponto y € {x}° é um interior, entao ele e aberto de onde se
conclui que {x} é fechado. O
Proposicao 4.4. Seja A = U.Ai, onde I € um conjunto qualquer de indices, e A; sao

iel
abertos. Entdo, existe uma sequéncia

{An}neN - {Ai}iel

tal que

i-(a

n=1
Demonstracao. De fato:

X satisfaz o segundo axioma de contabilidade, logo possui uma base enumeravel

de abertos
{Bn}neN .

Como cada A;, i € I é aberto,
e¢]
Ai=|JBi, neN
n=1

Como a unidao qualquer de conjuntos enumeraveis serd enumeravel, temos

A=JA=J [ :Bin] —QAk

el el | n

]

Apresentaremos uma defini¢do para o operador derivada fuzzy, para uma funcao

G mondtona em B

4.3 Operador de Derivacao

No inicio do Capitulo 4 (pag. 142-143) ao enunciar o teorema fundamental do
calculo classico ocorreram restrigoes para a fungao f considerando-a continua e definida
em um intervalo fechado. De forma semelhante, dada uma aplicagdo F' ao se buscar h(x)
tal que,

F:B — [0,1]

A — F(A) =J[Ah-g
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x F' devera ser nao decrescente, pois:
ACB:}J( h-géjf h+g= F(A) < F(B)
A B

x F < g, YA€ B, pois

F(A) = sup [ang(Fyn A)] < g(F,nA) <g(A).
ael0,1]
Definigao 4.1. Sejam F : B — [0,1], B, = {V,, vizinhanca fechada de x € A : F(V,) =
9(V)}, indica-se o operador derivada de F' em relagio a g por:

D,F : X — [0,1],

(a) Se B, # &,
D,F(z) = sup {F(V,)}

(b) Se B, = %)
D,F(z) = inf {F(V,)}.

Exemplo 4.3. Considere X = [0,1], o Exemplo 4.1 com,

* Bc2¥ B=/{[a,b]:0<a<b}

* h:[0,1] — [0,1]

r — h(r)==x

F:B — [0,1]
b—a sea>—
[a7 b] - F([CL?bD = b 2

b
—sea < —
2 2

*x g: medida usual.

Mostraremos através da Defini¢do 4.1 que,

1
D,F(z) = h(x),x € lO, 2] .
1 1
D,F(z) = =, para z € (=,1]
2 2
De fato, sendo,

DyF(z) = Viggz{F(%)},



Capitulo 4. Derivagio e Integragio no Cadlculo Fuzzy 159

1
se x € |0, 5]’ entio V, = [x,2z] € B, pots,

9([z,22]) = =
F([a:,?:v])zjf heg=2x

[z,2x]

. Mostraremos também que [z,2x] € o intervalo

N S

b
pois © < 2x e para a < 5 F([a,b]) =
de maior amplitude ao qual x € [a,b] e F([a,b]) = g([a,b]), para concluir. De fato, seja

x € [0,1] e suponha que V, = [a,b] € B,, onde

[z,22] < [a, b].

Logo,
b
a<x ebe:aéxéi.
b
Sendo a < o temos,
b
9(la,b] =b—a e F(la,b]) = 5
como,

b
la,0] e B, = a = 5
1
portanto, para x € [0, 2]

D,F(a) = sup Fila.b]) = [;;igﬁz F (BbD — Flz,22] = « = h(z)

1 1
D,F(x) = 5 paraze (5, 1]

Exemplo 4.4. Retomando o Exemplo 4.2, mostraremos que a definicio de derivada
fuzzy nao garante a existéncia de h nas condigoes propostas, sendo necessario estabelecer

condicoes para F'.

De fato, sejam,

* X ={1,2,3}

. 9:2% — [0,1]
n(A)

A - Q(A):T

n(A): nimero de elementos de A

x B =2% com a topologia discreta.
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* Pelo Exemplo 4.1,

h:X — [0,1]

(1
gse:czl
2

x — h(x)=A gse:r;=2
1
Ssex=3
| 5 se

DyF(x) # h(x) pois pelo Exemplo 4.2,

F:B — [0,1]

(;seAzXoqu{Z,?)}

A={l}
A = F(A) =4 A={2}

= se A

3 A= {3}
A={1,3}
tA={1,2}

| Ose A=

Assim g(A) = F(A) somente para A = {1}, A = {2} ou A = {3} e pela Definigcao 4.1

teriamos,

(1
Zsex=1
5 se ¢
1
D,F(z) < gsex=2
1
\ gsex:B

com,

hi{1,2,3} — [0,1]

— sex =
3
2

r — h(z) =1 gsex=2
1
\§sem=3

Concluindo que

D,F(x) # h(x).
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Isso ocorre porque a Definicao 4.1 e as condicoes estabelecidas aos espacos topoldgicos no

inicio desse capitulo, nao sao suficientes para garantir a existéncia de h tal que,

D,F(x) = h(x).

Partindo dessas consideragoes o proposito serd desenvolver a teoria necessaria
(condigoes para F), para obtermos um Teorema Fundamental do Célculo Fuzzy, e a garantia

da existéncia de h, de modo que derivada fuzzy,

D,F = h.
Observagao 4.1. A notacio DyF () serd considerada equivalente o (DyF)(x).
Observacao 4.2. Quando uma proposicio for verdadeira, a menos para pontos perten-

centes a conjuntos de “medida zero”, diremos que a proposicao € vilida em “quase todos

0s pontos, ou, em quase toda parte”.

Corolério 4.1. Seja {F,} uma sequéncia de fungoes mondtonas em n:
F,:B—0,1],
satisfazendo a Definicao 4.1.

Entao,

nLHEOO D,F,(x) = D, (nlirfw Fn(x)> :

Demonstragio. Para cada A € B, a sequéncia {F,(A)},eny € mondtona, real e limitada,
logo converge para um ntmero real que serd identificado por F'(A). Seja
F:B — [0,1]

A — F(A) = lim F,(A).

n—+ao0

(4.4)

Vamos mostrar que:
lim_D,F,(z) = D, (nlier Fn(:p)> .
Se x € X, e existir V, tal que F,,(V,) = g(V,),

DyF,(x) = Sup {E.(Ve)},

entao

lim D,F, = lim [sup {Fn(Vz)}]

n—+0o0 n—+0o0 V,eB,

B sup [HLITOO{Fn(Vx)}]

mondtona VeeB,

= sup {F(V,)}

por (4.4) V,eB,

= D,F.

g
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]

Corolario 4.2. Sejam, (X, B, g) espaco topoldgico fuzzy, A um aberto da topologia em B,

se
Fi:B — [0,1]

A o Fa(d)=g(An A)

entao,
D,Fp: X — [0,1]
z = DgFa(zx) = g(A) A Xa(z)

onde X4(x) € a fungao caracteristica de A.

Demonstragio. Se x € A, sendo A aberto, pela condigao (i) (Proposigao 4.1) existird um
aberto @ de X,z € O, com O c A. Desta forma O = V,, serd uma vizinhanca fechada de
X, com

OcV,=0c A,
pela definicao de Fly,
Fa(Va) = g(Va)

Sendo V, = O uma vizinhanca fechada V, < A, pela Proposicio 4.2 existird um aberto O,

em X com,

V,cOicAeV, =0, c A

sendo Vj, uma vizinhanca fechada de z, ampliada,
V,c Vi =0, c A.

Da mesma forma pode-se construir uma sequéncia de vizinhangas fechadas de x, convergindo
para A.
VicVoc ...V, c A,

com
FaV))=9g(V}), 1<i<n

DyFa(z) = sup{Fa(V,)} = sup{g(An V,)} = g(A)

como z € A
g(A) = g(A) A Xa(z).

concluimos que,
DyFyu = g(A) A Xa(z)

Supor agora x ¢ A. Existem duas possibilidades:
* Bx = @

* By # &
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Se B, = ¥, entao
gANV) < g(Va),

e considerando que a menor vizinhanga V, contendo x é {x}, teremos

D, Fa(x) = nf{Fa(V;)} = inf{g(A n V;)} < g(nV3) = g({a}) = 0.

Logo
DyFa(x) =0
e
g(A) A Xy(x) = 0 pois z ¢ A.
Assim

DyFa(x) = g(A) A Xalz).

Caso B, # (J existird uma vizinhanca fechada de x, V,, com,
gAnV) = g(Va).
Mas pela condicao 4 (pdg. 153)
oLV = A) 0 (Va0 A)] = g(V2) = g(Ve 0 4) "5 gV, = ) =0
Por outro lado, utilizando a reciproca da condicao 4

GAUV,) = glAU (V, — )] "0 g(a), vAe B

por(4)

Assim,

g(AUV,) =g(A), VAe B.

novamente usando a condicao 4,

g(Va) =0
e como
9(Va) = g(An ;)
tem-se
g(ANV,)=0= D,Fy = VSLG%’ {Fa(Vp)} =0
Assim,

DyFu(z) = g(A) A Xa(2)
pois = ¢ A. ]
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4.4 Teorema Fundamental do Calculo de Sugeno.

A seguir serd apresentado o Teorema que relaciona os conceitos da Integral Fuzzy
ou de Sugeno, com Derivada Fuzzy, com propriedade semelhante ao Teorema Fundamental
do Calculo Integral usual, motivo pelo qual o designamos de Teorema Fundamental do

Célculo de Sugeno.
Teorema 4.2. (Teorema Fundamental do Cdlculo Fuzzy (SUGENO, 197})) Sejam,
e (X, B,g) espago topoldgico fuzzy

e h:X —[0,1] uma aplicagio.

F:B — [0,1]
A — F(A)zijh-g.

Entao,

a) DyF(x) = sup [a A g(Fa) A Xp, (2)]

F,={xe X :h(z) > a}
b) F(4) =JfA<DgF<x>> g

Demonstracio. Seja A € B um conjunto qualquer e considere uma sequéncia de abertos
O, € B, {0,} SMD.
0,2505...00,>...0A.

Tome
o0
E=()o,
n=1

e considere a sequéncia de funcoes,

F,:B — [0,1]
A — F,(A)=g(0,nA)"
Definindo
Fg:B — [0,1]
A o Fpd)=g(End)
Caso exista uma sequéncia de abertos O, onde A = E decorre dos Corolarios 4.1 e 4.2

que

Dy Fp(z) =" lim [D,F,(x)] =" lim [9(O,) A Xo, (2)] = g(E) A Xg(x). (4.5)

n— -+ n— -+
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Consideremos jfh cg=M, Fg (A) = g(F, n A).

Mas,

Logo

()

heg = sup [arng(FynA)] = sup [anFg (A)] = F(V,) = sup [anFEg, (V)]

a€[0,1] a€0,1] a€[0,1]

= sup {F'(V2)}

V2EBL

= sup { sup [a A FFQO/:E)]}

V2€By ae [071]

- {sup [ A FFQ(Vx)]}

ael0,1] | Va€B,

= sup [a A DyFp, (V)]
a€[0,1]

W sup [o A g(Fa) A X, ()]
ael0,1]

= sup [a A g(Fa) A X, (2)] v sup [a A g(Fa) A X, (2)]
ael0,M] ae(M,1]

= sup oA Xp,(2)] v osup [g(Fa) A Xp,(z)]
mondtona ,e[o, M| ae(M,1]

= sup [a A X, (2)].
ael0,M]

As duas tltimas igualdades podem ser justificadas pelo Teorema 3.9, ou seja,

Concluindo,

Assim,

D,F(x)

sup [a A Xp, ()] = sup [a A X, (2)] =
ael0,M] a€[0,1] prop. 3.6

fh-g = M = g(Fw) = M = g(Fyr0).

pela M se x € Fy
h(z)sex¢ Fay

F(A) = Lh g = LDQF@;) .g.
O

Na sequéncia serao estudadas as condigoes para F' de modo a garantir a

existéncia da aplicacdo h que satisfaga:
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D,F(x) = h(x).
Mais precisamente, considerando uma funcao de conjuntos,

F:B — [0,1]
A — y=F(A)

quais serao a condic¢oes sobre F' de modo a garantir a existéncia de:

h:X —[0,1],
tal que

F(A) = Jf heg- Jf D,F(a)-g?

4.4.1 Interpretacdo geométrica de D [
Sejam,
« h:[0,1] — [0,1]

e ¢: medida fuzzy

F:Bc20U - 0,1]

A
. J[ heg=M
[0,1]

« DyF(x) = Sl[lp][& A g(Fa) A X, ()]
ae|0,1
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o, =1
(o] /\

a3

(87))

o/

zo a1 1‘3 :Cz
T9 L1 i+ g(Ffli)
s

Figura 79 — Representacao da familia de fungoes @, (z).

Seja A uma partigdo em [0, 1] (Figura 79) com,

e ANiag=0<ag<m<..<ay<...<aq,=1
e ||A| = 0 quando n — +o0, |A| = Inax 1|ai—ai_1|

<i<n—

o F,, ={x:h(x)> o}

Definimos, para 1 < j <n], com x € [; = [F,, | — Fy)]

sup {o}

Qi(x) = sup [a; A g(Fa,) A X z)] = { OsisIsM

i) Osis?@[ 9Fa) n X, , (@) sup g(F,,) =M
M<i<j<l

Assim,

e Se j =1 entao,

Qi(r) = sup [ Ag(Fay) A Xr, (2)] = sup {ag,au},Voel

o<i<l<n O<islsM
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e para j = 2, entao teremos,

Do) = sup [ai A g(Fa) AXe, ()] = sup {ap, 1,02}, Yz € ly

0<i<2<n 0<i<2<M
sucessivamente,

e para j = M, entao teremos,

Qy(x) = sup [ A g(Fa) AXe,  (2)] = sup {ao, a1, 0, ...,an}, Vo e Iy
0<i<2<n Mot o<i<M

e para j tal que, M < j < n teremos,

®j(x) = sup [y Ag(Fay) A Xr, ()] = sup g(Fu) =M

o<i<l<n M<i<j<1

Para a € [oj_1, aj]

D,F(z) = lim ®;(z) = sup [a A g(F,) A Xp,(x)] =
JAl=0 acl01]

Assim interpretamos a D,F(x), para x € [0, M], sendo o maior nivel a de h
para z, ou seja, o = h(z), e DyF(x) = M, para x € (M, 1], pois z € Fy.
Note que essa interpretacao é coerente com o resultado do Exemplo 4.3

Se considerarmos a operagdo max-min, onde A é visto como multiplicacao e v
como adicao poderemos interpretar D F(z),z € F,, sendo a area do retangulo de lados
a = h(z) e g(F,) situados no sub-gréfico de g(F,), para o € (0, M] (Figura 80).

9(Fa)
A
1
Q(Fal)\
Q'(Faz)"(F )
g @3 N \
M.
9(Fa,) \
: ] > O
a2 a3 N o 1

Figura 80 — Retangulos do sub-grafico de g(Fy,) associados a D F.
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Observacao 4.3. Considere F': B — [0, 1] satisfazendo as condigoes,

1. VA BeB,Bc A= F(B) < F(A), ou seja, F' é mondtona ndo decrescente

2. Existe um aberto O em X tal que: g(O) = F(O) = F(X)

3. Se Bpay = u{O : O € aberto, F(O) = g(O) = F(A)} entao F(A) = g(A N Bpa))
Propriedade 4.1. a) VAe B= F(A) <g(A) e F(Z) =0

b) F(B) < F(A) = Brs) = Bra

Demonstragio. a) Pela condigao 3 (observagao 4.3), sendo g mondtona nao decrescente

tem-se

VAe B= F(A) = g(AnBru) < g(A).
Obviamente F'(&) =0

(b) Supor que:

Se O < Bpa) entao

logo,
O C BF(B)7

e assim,

BF(B) D BF(A)-

O
Corolario 4.3. Se F'(A) = g(A), entao F(B) = g(B) para B < A,VA, B € B.
Demonstracao. Provaremos inicialmente que para VA, B € B:
g(A) =g(AnB) < g(A—An B) =0.
(=) De fato,
g[(AnB)U(A—AnB)|]=g(A) =g(An B). (4.6)

Entao pela condicao 4 (pag. 153),

g(A—AnB)=0.
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(<) Por hipétese g(A—An B) =0, e
gl(An B)u (A= An B)] = g(A).
Pela reciproca da condigao 4 (pag. 153)
9(A) = g(An B).

Vamos agora provar o corolario.

Pela condicao 3 (observagao 4.3) e a hip6tese do corolério,

{ Bc A
F(A) = g(AnBgp(A) = g(A)

demonstramos inicialmente

g(A—AnBpu) =0 g(4) =g(An B)

Figura 81 — Representacoes de C' = Bra) ¢ D = Bp(p).

sendo C' = BF(A) eD = IBF(B)

Bc A= F(B) < F(A)
= Brp) D Bra) (vide Figura 81)
= (B— B nBpnp)) < (A—AnBpuy) (vide Figura 81)
= g(B—Bn BF(B)) <g(A—An BF(A)) =0
Logo
9(B — B~ Bry) = 0= g(B) = 9(B 1 Brs) = F(B)

]

Corolario 4.4. Se D,F(x) > 0 existird uma vizinhanga aberta de x indicada por V, de
modo que

F(V,) = g(Va) e DyF(x) = g(V,)
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Demonstragao. (i) Suponha existir para z, uma vizinhanga fechada V,,, tal que
F(Vz) = g9(Va),
logo
F(V2) = 9(Va 0 Beg,)) = 9(Va).
Supor z ¢ Bp(y,) (Figura 82), logo

v €[Vy— (Vo Bruy)l

% Bru,)

Figura 82 — Vizinhanca do ponto menos a interseccao.

e sendo g(V;) = g(Vi 0 Brv,)) entao g[V, — (Vy 0 Br,))] = 0.

Caso x € Bp(y,) existird uma vizinhanca aberta O, de z, tal que
F(O,) = g(Oz) = F(Va).

E pela condigao (2) da Observagao 4.3 estabelecida a F', existird um aberto O} tal
que:
DyF(x) = sup {F(V2)} < F(O%) = 9(07) = F(X).

Vz€By
Usando o Corolario 4.3 pode-se afirmar que para qualquer outra vizinhanca fechada

V!c OF tem-se
Note que O# é fechado e

podendo escrever que

Dy(F(x)) = sup {F(Vz)} = 9(O7)

VieeBy
e como por hipétese D,F(z) > 0, g(O*) > 0. Logo denominando V;, por V, = OF
vizinhanga aberta de x obtemos,
F(Vx) = g(f/m)7
Dy(F(z)) = g(Vz)

concluindo a prova para esse caso.
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(ii) Suponha agora, nunca existir para x, uma vizinhanga fechada V, tal que:

logo tem-se
9(Va) > F(Va)

para toda vizinhanca fechada de .

Porém pela condigao 2 da Observagao 4.3 existe uma vizinhanca aberta O, de x com

usando o Corolario 4.3 pode-se afirmar que para qualquer V., vizinhanca de x com
V., < O, tem-se

9(Va) = F(Va),
o que contradiz a hipétese inicial em (ii).

Concluimos entdo somente ser possivel a hipdtese (i), ou seja, existird sempre uma

vizinhanga fechada V,, para x com F(V,) = g(V,)

Em (i) a suposi¢ao de que x ¢ Bp(a) leva a conclusdo de que, nao existe para x,
aberto O, tal que, g(0,) = F(O,), ou seja, Bpa) = & e pela definicdo de derivada

tem-se

DyF(x) =ipf {F(V,))

= inf {g(Vo n Br))}
= g{[nVz] N Bray}
= g{{z} N Bray}

= 9(J)

=0

Decorre também do fato de x ¢ Bpa) e Bpa) = O que

glVe = (Va 0 Brv,y)] = 9(Vx) = 0,

concluindo que vale a tese, a menos de um conjunto de medida zero.

]

Teorema 4.3. (SUGENO, 197}) Seja F : B — [0,1] com as tres condigbes estabeleci-

das para F' na Observacgao /.3. Entao existird uma fungdo:
h:X —[0,1],

tal que,

F(A) =J[Ah-g
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Demonstracao. Mostraremos que para

F:B — [0,1]
A — F(A)’
satisfazendo as condi¢oes 1, 2 e 3 da Observagao 4.3 a existéncia de ao menos uma
aplicagao,
h:X — [0,1]
r — h(z)
tal que,

F(A) = J[Ah-g (4.7)

A condi¢ao 2 da Observagao 4.3 para F indica que existe um aberto O € B : F(O) =
9(0) = F(X) > 0, logo Bpa) # & e pela defini¢ao de derivada ha a garantia de existéncia
de DyF(x) > 0.

Seja A € B um elemento qualquer, entao:

a) F(A) >0,
b) F(A) =0

Supondo F(A) > 0, defina o a-nivel de F'(A) por:
Fpy ={r e X : DyF(x) = F(A)} (vide Figura 83)

Se x € Fip(a), como F(A) > 0 tem-se DyF(x) > 0 e pelo Corolario 4.4, existird um aberto
O: tal que:
F(O7) = 9(07) = F(A),

ou seja, OF < Br(a) e assim x € Bp(a). Portanto,
Fra) © Bra) (4.8)

Por outro lado, se x € Bp(a) existe um aberto O, tal que x € O < Bp(a), com F(O) =
g(0) = F(A) > 0, e pela defini¢ao de derivada de F' tem-se que D F(z) > F(A), portanto,
¥ € Fp(a). Dessa forma,

Bpay © Fra (4.9)

De (4.8) e (4.9) conclui-se que
Bray = Fra) (4.10)
Sabe-se que YA € B, g(A n Bpay) = F(A), logo

9(A N Brpay) = g(An Fray) = F(A).
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Assim,
DyF-g= sup [ang(An{z:D,F(x)> a})]
A a€l0,1]
D,F
A
Of’
F(A)
o
>
-«
Fo
Fra
Figura 83 — Representacoes de a-niveis de Dy F'.
Como Fray = {x : DyF(x) = F(A)}, entao
{ DFg= s fangdnleiDFza)lv s fangdnle: DF > a)l
A a€l0,F(A)] ae(F(A),1]
Para a € (F(A), 1]
{z:D,F(x) > F(A)} > {x: D,F(x) > a} =
[a A g(An Fray)| =[angAdn{z: DyF(z) = a})] =
sup [ A g(An Fray)] = sup [ang(An{z: DyF(z) = a})] =
ae(F(A)1] ae(F(A),1]
sup [ A g(AnBrw)] = sup [aag(An{z: DyF(z) = a})] =
ae(F(A)1] ae(F(A)1]
sup [aAF(A)]= sup [ang(An{z:D,F(x)>=a})| =
ae(F(A)1] ae(F(A),1]
F(A) = sup [ang(An{z:DyF(z) = a})l. (4.11)

ae(F(A),1]
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Para a € [0, F/(A)]

{v:D,F(x) = F(A)} c{z: D,F(z) = a} =

sup [ A g(An Fpay)] < sup [ang(Ani{z:D,f(x) = a})] =
ae[0,F(A)] ae[0,F(A)]

F(A)< sup [ang(An{z:D,f(z) = a})]. (4.12)
ae[0,F(A)]

Por (4.11) e (4.12)
]( D,F-g = F(A).
A

Obviamente se F'(A) =0

]( DyF+g=0.
A
Concluimos que
{ DyF@)-g - Fla)
A
mostrando a existéncia de h, sendo h = D F. O

O trabalho desenvolvido por Michio Sugeno em sua tese de doutorado é com-

plementado por outros assuntos relevantes, tais como:

o Medidas fuzzy definidas em produto cartesiano de espacos de Borel,
o Integrais fuzzy em conjuntos finitos,

» Integracao dupla fuzzy,

o Extensado de medidas fuzzy,

o Medidas condicionais fuzzy,

o Aplicacoes diversas, como similaridade facial, problemas de tomadas de decisoes,
representacao de sistemas para problemas com dados incertos inseridos em problemas

probabilisticos.
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5 Teorema da Representacao de Riesz

O teorema da representacao de Riesz é considerado um importante resultado
na area de Analise, e ao estudar os diversos tipos de integrais é natural perguntar se
existem funcionais, quais e como serao de modo a serem representados por essas integrais.
Apresentamos teoremas que possuem semelhangas ao de Riesz, como em Martins (1980)
para os funcionais denominados de Integral Monétona representados por intermédio da
integral de Lebesgue, em Bartle (1964) os resultados sdo concernentes a integral de
Riemann-Stieltjes, em Bassanezi e Greco (1984) e Bassanezi e Greco (1988) os estudos
foram relacionados a integral fuzzy geral. Nesse capitulo nossa colaboragao foi explicitar
e comparar as diferentes hipdteses e os dominios dos funcionais de modo a garantir as

representacoes com a:

(a) Integral de Riemann-Stieltjes.
(b) Integral de Lebesgue.

(c) Integral Fuzzy Generalizada.

Para os itens (a) e (¢) as demonstragoes foram detalhadas, em (b) pela semelhanga com

(¢) e evitando extensdo demasiada do assunto, resumimos.

5.1 Sobre a Integral de Riemann-Stieltjes.

Inicialmente faremos uma breve revisao das defini¢oes e resultados preliminares

sobre a Integral de Riemann-Stieltjes que serao utilizados posteriormente.

Definigao 5.1. Seja [a,b], a < b, a,b e R, um intervalo fechado. Chamaremos de particio

P com (n+ 1) elementos em [a,b], a n-ipla:
P = (20,21, T2, ..., Tp)

onde

To=a<T; <1 <...<z,=b
Definicao 5.2. Nos termos da Definicao 5.1, diremos que Q é um refinamento de P se:
Q = (f07j17"'7fm>

onde:

e Mm>n
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o i0=a<i1<f2<...<£m:b

e [Zj,Z;41] € [zi, 2] para 1 < j <m, 1 <i<n, onde para cada j existe ao menos

um valor v correspondente, ainda:
{Li() = (I,fl,fg, Ce ,‘fm = b} ) {Io,l’l,. . 7,77”}

Defini¢ao 5.3. (Soma de Riemann-Stieltjes) Sejam,

e [a,b] um intervalo fechado;
e f,9:]a,b] > R fungoes limitadas;
e P = (x9,21,%2,...,2,) uma particio de |a,b].

Chamaremos de soma de Riemann-Stieltjes de f em relacio a g com a particio P,

indicada por S(P, f,q), ao valor obtido pelo somatério
S(P, f.9) = >, F(&)g(x:) — g(zi1)]
i=1
onde & € [x;_1,z;]; 1<i<n.

Observagao 5.1. Se g for a funcao identidade, g(x) = x, entao o somatdrio serd deno-

minado, soma de Riemann

Observagao 5.2. Por meio dos grificos das fungoes, pode-se observar facilmente que para
valores suficientemente “grandes” de n, desde que a amplitude do maior sub-intervalo
[z:, ;1] seja “pequena”, sendo f continua e ndo negativa, g(x) = x, a soma S(P, f,g),

se aproximard da drea sob o grdfico de f.

[l I E E i =

L _Ib o
a = T¢ & ) xSy z, 1 &Tb=2x,

Figura 84 — Fungao escada de aproximagao a f(z) (Definigao 5.3).

n

S(P, f,g) = Z f(&)|xi — xi—1] (Figura 84)

=1
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Defini¢ao 5.4. (Integral de Riemann-Stieltjes) Sejam

e [a,b], intervalo fechado
e fig:la,b] — R, limitadas

e Q= (xo,71,...,2,) uma particio qualquer de [a,b].

Diremos que f € integrdavel em [a,b] em relagio a g, se dado um nimero qualquer € > 0
existe uma particio @ em [a,b] e um nimero real I, de modo que se P for um refinamento
de (), entdo

IS(P, f,g9) — I| <e.

O numero real I é denominado de integral Riemann-Stieltjes de f em relagio a g, no

I:Lbfdg.

Teorema 5.1. (Critério de Integracao de Cauchy) Uma fungio f : [a,b] — R é

intervalo [a,b], sendo denotado por:

integravel em relagio a g : [a,b] - R, f e g limitadas se, e somente se, dado € > 0 existe

uma particio R, onde para quaisquer refinamentos P, Q de R tem-se

|S(P7fag)_S(Q7f7g>‘ < €

Demonstracao. De fato:
(=) Se f é integravel em relagao a g, existe uma particio R e um nimero real I, onde,

€
para 3 > 0, P, Q, refinamentos de R, tem-se:

€
2
= |S(,P7fvg)_5(gaf7g>’ < ’S(Pafag)_[’ +‘S<Q7fag)_[‘ S €
Portanto,

|S(Paf>g)_S(Qaf>g)’ <€,

para qualquer € > 0.
(<) Por hipétese dado € = 1, existe uma particao R; de [a, b], onde quaisquer refinamentos

P e Q de R; tem-se:
’S(Pvfag) _S(Q7f7g>‘ < 1.

1
Definimos Ry novamente usando a hipétese, dado € = 3 existem refinamentos da particao
Ry, P e Q tais que

(P, f,9) = S(Q, f,9)| < ;
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1

Apobs n passos, definimos a particao R,, de modo que dado € = —, quaisquer refinamentos
n

P e Q de R,, teremos

IS(P, f,9) - 5(Q, f,9)| < jL

Consideremos agora a sequéncia de niimeros reais:

(S(Bn, f;9))nen-

Mostraremos que para m = n, R, serd um refinamento da particao R,,. De fato, se P e

Q sao refinamentos de R,,, serao também de R,,, pois — < —, e pela hipdtese:
m n

|S<Rn7f7g)_S<Rm7f7g>| <:L

o que significa que a sequéncia (S(R,, f,g)) é Cauchy em R, e sendo R completo, convergira

para um limite I € R. Logo, dado % > () existird ng € N tal que para n > ny,
€

€
Por outro lado, dado 2 existe n tal que para qualquer refinamento P de R,,, temos,

S(P,1,9) = 1| = IS(Ra, f.9) = 1| < IS(P, f.9) = S(Ru. [.9)] < 3

= |S(P, f,9) —I| <e¢
logo, f é integravel em g.
[
Teorema 5.2. (BARTLE, 1964) Seja c € [a,b], se [ é integravel em |a,c]| e [c,b] entdo

serd integravel em [a,b]. Por outro lado se f for integrdvel em [a, b, entao f serd integrdvel

em relagio a |a,c] e [e,b], com:
b c b
| 140 [ rag+ | sag

Proposicao 5.1. Sejam «, 5 € R, f e h, integraveis em relagio a g, no intervalo |a, b,

entao:

Lb(af+6h)dg=aLbfdg+ﬁLbhdg.
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5.1.1 Integracao de Funcdes Continuas

Teorema 5.3. (BARTLE, 1964) Se f é continua em [a,b] e g é mondtona crescente

(1 < @9 = g(x1) < g(xa)) entdo f € integravel em relagao a g.

Demonstragio. f continua no intervalo fechado [a,b] = f é uniformemente continua, logo
dado e > 0, 3. >0: Vx,y € [a,b]

2 —y| <de=|f(2) — f(y)] <e

Seja R = (zg = a, 1,9, ...,2, = b) uma particao de [a, b] tal que,
max |z —xp_1| <6 e Q= (To=a,%1,Z2,...,Tym =Db)

um refinamento de R. Para cada intervalo [zy_1, xx] consideremos um valor &, (1 < k < n),

assim S(R, f,g) Z f(&)lg — g(xk_1)]. Sendo Q refinamento de R sabemos que

[Z;-1,2;] < [xk_l,xk] e elejamos fj [Z;-1,Z;] e teremos,

S(Q. f,9) Zf E)la(x;) — g(z5-1)]
logo,
[S(R, f,9) = S(Q, f,9)| 2 Nlg(@;) — g9(z;41)]|-

Observe que &; repetird o valor caso esteJa no mesmo intervalo [x_1,x)] e como g é

mondétona crescente e limitada em [a, b],
Z 9(z;-1)] = [9(b) —g(a)] = M

Sendo f uniformemente continua, como max |z; — ;1| < max \xk — Zg_1| < 0¢ teremos

(&) — FEN < e o
IS(R, f,9) — S(Q. f.9) Z FEN g(@) — g(a;_ )]

Z DIl = Me.
Portanto

IS(R, f,9) = S(Q, f,9)| < Me. (5.1)

Considere P sendo um outro refinamento qualquer de R, entao

|S(P7fag)_S(Qafag)| |S Pafyg)_S(Rafag)+S(Raf>g)_S(Qafag)|

(
|S(R,f,g)—5(73,f,g)| +|S<R7f7g)_S<Quf7g)|
2Me

NN

e pelo critério de Cauchy, f é integravel em [a, b] em relagdo a g. O]
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5.1.2 Teorema Classico da Representacao de Riesz.

Esse teorema é considerado importante pelas aplicacoes na area de Anélise.
Consideramos as representacoes geométricas essenciais para sua interpretacao e compre-
ensao. Nelas percebe-se certa similaridade com o célculo da area de uma regiao limitada
por uma funcgao continua f em um intervalo fechado. Enquanto esse célculo é feito por
aproximacoes sucessivas por areas de retangulos infinitesimais por meio das fungoes escadas,
para provar o teorema de Riesz busca-se aproximacao de f por uma sequéncia de fungoes,
cujos graficos representam linhas poligonais continuas que se “aproxima” do grafico de f.

Essa aproximacao ocorre por convergéncia uniforme, e a sutileza da construcao evidencia

a inteligéncia e a bela imaginacao humana.

Consideracoes preliminares:

e Indicamos por:

* Cla,b] ={f : [a,b] — R, continua}
* |[f]' = sup |f(z)| norma de f.
z€[a,b
* [ e Cla,b] seré:
Crescente ou Decrescente, se preservar estritamente a ordem.

Monétona Crescente ou Mondtona Decrescente se mantiver a ordem porém

admitir a igualdade, ou seja,
T < Ty = f(iL‘l) < f([['g)

entao f e crescente.
T <12 = f(z1) < f(22)

entdao f serda mondtona crescente.

Anéalogo para decrescente e mondtona decrescente.

Definicao 5.5. Um funcional G : Cla,b] — R é denominado de,
e Linear, se Vf, g€ Cla,b],Va, B € R tem-se,
Glaf + Bgl = aG(f) + BG(g)
e Nao negativo se para Vf € Cla,b]], f(x) = 0= G(f) =0

e Limitado se existir M > 0, tal que

G(f) < M| f]-
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Teorema 5.4. (Representac¢do de Riesz (BARTLE, 1964)) Considere um funcional
linear G : Cla,b] — R, nao negativo e limitado. Entdo, existe uma fung¢io mondtona

crescente g : |a,b] — R, tal que, para cada f € Cla,b] tem-se a representagio

c(h - | " fdg.

a

Demonstracio. A demonstragdo sera apresentada por passos:

1. Definiremos a fun¢do g mondtona crescente.

2. Construiremos uma sequéncia de funcoes que convergirao uniformemente para funcao

f considerada.

3. A conclusido do teorema.
Passo 1:

1. Fixados n e t considere a sequéncia de aplicagoes dadas por {h,(t)}, h,(t) € Cla, b]

A
|

Ll

Figura 85 — Graéfico de h,,(t)

Como as aplicagoes dependem dos parametros n € N* e t € [a, b], sendo z € [a,b] a

variavel temos:

(1 se z¢€(at]

(Figura 85) A (6)a) — | 1—nlx—<t+i>] sexe[t,HH

n

1
0 se xe lt—i—,b}

\
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Observe que fixados os pardmetros n, s, t, se s > t entdo a funcao h,(s)(x) = h,(t)(x),
h

ou seja, a sequéncia hy,(t) cresce com t, 0 < h,(t)(x) < 1, (vide Figura 86)

1“
a
>
b
1t
a § gl br

Figura 86 — Variagoes de h,,(t) com os pardmetros n e t.

Por outro lado, fixado t € [a, b] aumentando n, obteremos uma sequéncia de fungoes

{h,(t)} uma sequéncia mondtona decrescente, ou seja, para m = n,

0 < hp(t)(z) < hy(t)(x) < 1,2 € [a,b].
Sabemos que G é mondtona crescente e limitada, logo

0 < G(hp(t)) < G(h,(t) < M| h,(2)]| < M.

A sequéncia, {G(h,(t))}nens ¢ real, limitada, mondtona crescente, e variando n
converge para cada t fixo em (a,b) a um nimero real que indicaremos por g(t), ou

ainda, g(t) = hrfoo G(hy,(t)). Dessa forma obtém-se g : [a,b] — R, com
(
Oset=a

g(t) =< lim G(h,(t))sete (a,b)

n—-+0o0

G(hn(b) =0set =b.

\
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Logo fixado n desde que ¢t < s teremos lirPOO G(hn(t)) < lirPOO G(hn(s)) e assim
G(h,(t)) é uma sequéncia mondtona crescente, obtendo g(t) < g(s), concluindo o

passo 1, a construcao de g mondtona crescente.

2. No passo (2) construiremos f () de modo que convirja uniformemente para a
aplicacao f dada. Seja f € C[a,b], como g é monétona crescente, pelo Teorema 5.3
f € integravel em relagao a ¢ , logo dado € > 0 existe uma particio P, onde para

qualquer refinamento Q de P,

b
f Fdg— S(Q, f.9)| < €

considere Q = (tg = a,t1,t9, ..., tg, ths1, ..., tm = b), com:
e t; #tjparat #

) 2
e inf |tk — tk_ﬂ = —
1<k<m n

e os intervalos (Figura 87).

1 1 1
toza,tl—F* ] tl,t2+* yee ey tkfl,tk‘i‘* ,...,[tmfl,tm:b]
n n n
que possui pontos em comum em
1 1 1
te1,te +—| O | Tk, tgar +—| = | T, T + — (52)
n n n
, ; . . ; L
th = t1 ta P | i e b1 tm
\J \J Y A \j
?‘l_% ?‘-_}—ﬁ g+ L ?‘J.-_% #m—l_%

Figura 87 — Representacao de pontos em intervalos.

Definimos f(z) através das funcoes f e h,(t) por:

f(x) = f(t)ha(t) () + i F @) hn(t) = b (1) ()

=2

k
1
xeltk_l,tk—l—]; 1<k<m-—1.
n

Duas observagoes sao importantes,

1 ) .
a) x € |tg, tr + — | por (5.2) pertencera a dois intervalos,
n

1 1
[tk—latk + ] e ltkvtk+1 + ] ;
n n
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assim na determinacio de f (x), para k e k + 1, dard origem na soma a duas

parcelas,
S )P (tr) = ho(te—1)](@) € f(trsr) [P (trr) — Bltr)] (). (5.3)

b) A interpretagao grafica da diferenga: h,(tx) — hn(tx—1) para os intervalos

1 1
[tk—Qat(kl) + ] e [tk—lat(k) + ] 2 <k <m (Figura 88).
n n

fi |||: rJ. 1}

1
e Tmltia)iz = —n = (e + )
fh=a te_1 r.l.]+.J| Ca s iy r.l+.J| vew b =0b
'Iinl:rJ.:
1
faltel(z) = —n [z - (e + 1)
th =a te_1 |J| te = 0
fig [t} — i (B 1)
1
[1—mriz -t
'mj.r— te_1l
th = a t_1 te_1 + 2 ty te+ 1 ty = &

Figura 88 — Interpretacao de hy,(tx) — hy(tx—)

Ao desenvolver o somatoério, ocorrerao duas parcelas no intervalo
[tk, tk+%] (vide Figura 88) ,

sendo f(ty)[1 — n(x — tx)] referente a h,(ty) e f(tpy1)n(z — tg) relativa a hy, (txy1),

levando a :

h(tiv1) = ho(te) = f(ter)n(z —t) + f(te)[1 —n(z — )]
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Assim, para 1 <k <m — 1 (vide Figura 89) obtemos o grafico

1’-'l f‘Z f‘.’j f‘k—l f.ig f'm.—l trn =b
ty + 1 ta+ te—1 + = b1+ =
t2 + % typ + %

Figura 89 — Interpretagao da diferenga: h, (tx41) — hn(ty), para 1 <k <m — 1.

Por (5.3) e pela Figura 89 concluimos que,

(@) se x € [ty, t1] entdo f(x) = f(t1)

) b)sexe fe1 + i,tk] entio f(x) = f(ti) (constante) (5.4)

c)sex e _tk,tk + le] entdo f(x) = f(tpy)n(z —ty) + fFte)[1 —n(z —t;)]

\
para2 <k <m—1.
« E ébvio que f(x) é continua em [a, b]

« Construcao do gréfico de f(x).

- 1 1
Temos f(z) = f(t) em ltk_l + ,tk] constante, e em [tk,tk + ],
n n

fl@) = (1= a)f(ther) + af (t),

1
sendo o = n(x — tx). Assim se x € [ty_1 + —, 1] os pontos (z, f(x)) estardo sobre
n

1 .
um segmento de reta horizontal, se x € | tx, {x + — |, estarao sobre um segmento de
n

reta obliquo (desde f nao seja constante nesse intervalo) (5.4¢)) (vide Figura 90).
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t(k—1) i te g +%
L) + 5

Figura 90 — Aproximacio entre os graficos das funcdes f(t) e f(t).

Provaremos que f converge uniformemente para f.
Sabemos que f é uniformemente continua, pois é continua em intervalo fechado, logo
dado e >0, 35, > 0: |z —y| <. = |f(z) — f(y)| <e.

Considerando |z — t;_1| < d. e |z — tx| < 0. para z € [tx_1, tx],

1 _
a) para x € |ty + —, tk], f(z) = f(tx) constante, e pela continuidade f |f(x) —
n
f@)] <e.

b) para x € _tk,tk + i] temos f(x) = f(tps)n(z —tr) + f(te)[1 —n(z — t;.)]
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[f(@) = f(@)] = | (@) = [f (ter )z — t) + f(tR)[1 = nlz — )]

subtraimos e somamos a expressao: f(x)n(z — ty)

= [[f(@)n(x = te) = f(trpa)n(z — )] + [f(2) = f@)n(z — )
—f(t)[1 = n(z = t)]]]

= [[f () = f(t)In(z — t) + [f(x) = F({t)][1 — n(z —t;)]]
<en(z —tg) + €[l —n(z —tx)]

=€

De 2a) e 2b), tomando 1 < k < m — 1, temos que

|f(x) —f(x)] <€, Yz e [a,bl].

Concluimos o passo (2) mostrando que f converge uniformemente para f

3. (A conclusdo do teorema) No passo (3) devemos mostrar que,

Vf e Cla,b], J fdg.
pela convergéncia,
|f(z) = f2)| <€, Vaelab].

logo,
sup |f(x) — f(2)| = |f = fl <e

z€(a,b)

sendo G limitado,

G(f = DI < M|f = fl = |G(f) = G(f) < M||f — f| < Me.

asim,
G(f = f)l < Me. (5.5)
Se,
9(te) = lm G(hn(tr)) e g(tra) = lim G(hn(te-1))
entao,

G (hn(tr)) = G (hn(te-1))] = [9(tx) — g(tr-2)]] < Re, (5.6)
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1

- m|f
Aplicando G em f obtém-se

consideraremos R =

Portanto
G(F) = 3 F(t)[G (hn(t)) — Glhmltir)] (5.7)
Por (5.6) e (5.7),
G(f) = > Ft)lg(te) — g(ter)]| <e. (5.8)
De fato,
‘G(f) =3 Ftlg(t) — (b))
|3 G (1) — Clhata))] — 3 £t g(t0) — gltar)]
S F G (1) — Clhata))] — F(t)la(t) — altx)]
S £ G (8)) — Clhnltii))] — o) g(tk—1>]}|
ST (tk>|Re<ReZ|ftk r<ReZ|m| Reml ||| = «.
Mas,

i fte)lg(te) — g(te—1)] = S(P, f, g): soma de Riemann-Stieltjes,
k=1
G(f) = S(P. f,9) ~G(f)

< 2€, pois

‘\G S(P. f. )| < 2.
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Assim,

fﬂ@—GU)

a

< 2e. (5.9)

Concluindo a demonstragao, por (5.5) e (5.9)

Jng—GUﬂ<‘Ef@—4ﬁﬁwHGU%4%ﬂ\<%+Ah=(M+2k

Finalmente,

G(f) = Lb fdg.

5.2 Teorema de representacao de Riesz para Integrais Monotonas.

Em continuidade ao que propomos no inicio do Capitulo 5, apresentamos a
defini¢do dos funcionais fuzzy em [0, —|—oo]X , aqui denominados de integrais monotonas, as

suas propriedades e condigoes sobre as medidas para garantir sua representagao do tipo

Riesz.
Definigdo 5.6. Seja X # &, B < [0, +0]~, onde:
Vae[0,4+w), fe B={af, an f, f—fra}c B (vide Figura 91).

O funcional T,
T:Bc [0, +%]* — [0, +],

¢ chamado de funcional fuzzy sobre [0,4+w0] ou de integral mondtona, se as sequintes

condigoes forem verificadas.

(T1) T(0) =0,0: fungdo nula

(1x) f<g=T(f)<T(9)

(T3) T(f) =T(f~na)+G(f = f ra)

(T) T(f) = lim T(f A n)

(R)GU?=JHQT<f—fAi)meN*

Exemplo 5.1. Seja X # &, e o : 2% — [0, +o0] uma fungio mondtona crescente,

(i) a(g) =0

(il) Ac B= a(A) < a(B).
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T:[0, 4] — [0,+x]
+oo
ho— T(h) :J afze X hiz) > thdt
0
Esse funcional é uma integral monotona. De fato,

B +o0
a{meX:O(w)>t}dt=J 0dt =0
0

+00

) 70) - |

0
(Ty) f <g,fge[0,+0]" = {z: f(z) >t} < {z : g(x) > t} sendo a mondtona,
afz: f(x) >t} <afx:g(x) > t}, parat € [0,+0), logo,

+00

JOJFOO afx : f(x) > t}dt < J afr:g(x) > tydt = T(f) < T(g)

0

i

I

(=]

ce HE L
(]
=
o

i

Ty o Do

—fAa

i )

T Ha

Figura 91 — Gréficos respectivos de f, f A a, f — f A a (f € B da Definigao 5.6).
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(T3) T(f Ana) = J(:oo afx: (f A a) > thdt. Mas,

{x:(fra)>t} =T parat > a.

Logo, .
T(f Aa) :J afx: f>t}dt
0
T(f—f A a) :L alz: (f—fra)>thdt
= Jm afx : f > t}dt.
Logo, '

a +00

Mmf>ﬂﬁ+J afz

a

T(fra) +T(f = fra) = |

0

—fmam:f>ﬂﬁ

+00
(ﬂ)l@;TuAn):1q;L[ a@:UAnj>ﬂﬁ}@
n—-+0o n——+0o0 0
fitadote R,Ange N:n>ng>t, f An=f
® JJFOO afx: f>t}dt =T(f)
0

(Ts) Analogamente, fixado t

D f > tydt

1 1 1
dngeN: — <t, eparan >ny, —<f=su (f—fA>>f:>
n n

Uun n

N e 1
nLHEOOO a{x:(f—f/\n)>t}=T(f)
logo o funcional

T(f) = JJFOO afx: f>t}dt

0
¢ uma integral mondtona.

Passaremos a denotar,

fﬂo afx: f > t}dt,

0
fx fda.

por

que denominaremos de integral mondtona de f sobre X em relagdo a medida «.
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Definicao 5.7. Dada uma integral mondtona qualquer,
T:Bc|0,+x]* - [0, +x]
podemos associar a T, duas medidas indicadas por ar, Br, obtidas a partir de T', por:
OéTyBT : 2X — [0, +OO],
com
ar(A) = sup{T(f), f < Xa} e Br(A) = sup{T(f), f = Xa}
feB feB

Xa: fungdo caracteristica de A. Obviamente ar < [ e prova-se que sao medidas em X .

Definigdo 5.8. Diremos que uma medida fuzzy geral v : 2% — [0, +o0] representa o

funcional fuzzy
T:Bc|0,+x]* - [0, +x]

se,

7() = | far vren
X
Teorema 5.5. (BASSANEZI; GRECO, 198/) Seja
T:Bc|0,+x]* - [0, +x]
um funcional fuzzy (integral mondtona). A medida
v: 2% — [0, +00]

representa o funcional T se, e somente se, v € [ar, Br], ou seja, ar < v < Pr.

5.3 Teorema da Representacao de Funcionais pela Integral Fuzzy

Geral

Nessa secao serao apresentadas a definicao, as propriedades dos funcionais que
poderao ser representados pela integral fuzzy geral. Os desenvolvimentos e argumentos
utilizados sao baseados na demonstragao do teorema para integrais monotonas por Bassa-
nezi e Greco (1984) e Bassanezi e Greco (1988). Teoremas do tipo representagoes de Riesz,

levam em consideragao:

o A especificidade da definicdo do funcional, e as condi¢bes estabelecidas ao seu

dominio;

o A compatibilidade entre as propriedades do funcional e da integral que podera

representa-lo;
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o As construgoes das medidas. Como, por exemplo, a g para a integral de Riemaan

Stieltjes, e na Sec¢ao 5.2 as medidas v € [ar, Br].

Estabeleceremos os funcionais 7 : B < [0,1]* — [0,1] que poderdo ser
representados por uma integral fuzzy geral com respeito a uma medida . Segue definigao

para funcional fuzzy T e seu dominio B. Espera-se que

(T.1) f,ge B, f<g=T(f) <T(9)

(T2) T(fva)=T(f)yvaeT(f ra)=T(f) na

A definicao de T e B é dada por,

Definicao 5.9. Um funcional T' com dominio B,
T:Bc 0,1 —[0,1]

¢ denominado de funcional fuzzy sobre [0,1]%, se satisfazer as condigoes para B

B)) 1€[0,1]%,1(z) =1,Vre X = 1€ B
By) a€|0,1],fe B={af,fva,(f—fnra)}cB

Bs) ge[0,1]%,a€[0,1],{grna,(g—gra)}c B=ygeB
para T,

(Th) f,ge B, f<g=T(f)<T(9)

T(fva)=T(f)va; e

(1) aE[Oyl];{fva“’fva}CB:{T(an)zT(f)ML

Propriedade 5.1. Se B ¢ um dominio fuzzy de um funcional fuzzy T entao valem:
(Bs) a€l0,1],f,geB,f<g=[fv(gna)eB;

(Bs) a€|0,1],f e B= (f va)e B. Ty, Ty sio equivalentes a T3 e Ty, onde,

(T3) T(1) =1 e T(0) =0 onde 1(z) = 1,0(z) = 0,Vz € X;

(Th) a€0,1], f,9e B, f <g=T[f v(grna)l=T(f) vI[T(g) »al.

Demonstragio. Usando (Bs) mostra-se (By). De fato:

Seja G = f v (g A a) (vide Figura 92), entdo

fva=a se f<g<a
G=1 fvg=g se f<a<y
fvg=g se a<f<y
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ana=a se f<g<a

Ghra=<% gra=g se f<a<yg

grna=g se a<f<g
g—gnra=0 se f<g<a
G—-Gnra= a—a=0 se f<a<y
0 se a<f<gyg

Logo se vale Bs entdao, G Aae Be G—G Aae B= (G e B, concluindo a demonstracgao.

Para provar (Bjs) basta considerar g = 1 em (By).
T e Ty sao equivalentes a T e Ty. De fato:
Supor validos T} e T5, entao
T(lva)=T(1)vaVae|0,1]=T(1)=T(1)v1=1
TOAa)=T(0)AaVae|0,1] <« T(0)=T(0)A0=0.

Provando (7})
Sejam f,ge€ Be f < g,a€[0,1]. Assim, por (By) f v (g Aa)e B

an|[fvigna)l=gnra

Figura 92 — Representacao de f v (g A a).

logo,
T[fvgnra)lra=T(gnrna)<a=T|[fv(gnra)]=T(gna) (5.10)
Mas,
[T(f) v T(gra)]l =[T(f)vT(g)ra]=T(g) na=T(gnra) (5.11)

Por (5.10) e (5.11)
Tlf vigrna)] =T(f) vI[T(g) A al.

De modo analogo a reciproca pode ser demonstrada. O
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Propriedade 5.2. Seja o : 2X — [0, 1] uma medida fuzzy geral e f € [0,1]%, entdo:

J[ fda = sup [t A a(Fy)] = inf [t v a(F})]

te[0,1] te[0,1]

onde Fy = {xe X : f(x) > t}.

Demonstracao. Tem-se

o «F;) é decrescente em t,t € [0,1]

e t ¢ crescente, t € [0,1]

Assim,
parat =0, a(F) =1=t v a(F) =1,
parat =1, a(F;) vt =1,

logo existe ¢ € [0, 1] com t v «(F}) < 1, pois caso contrario f(¢) = 1 para qualquer ¢ € [0, 1].

i M = inf ).
Considere, tel[%,l] [t v a(F)]

Geometricamente,

« para a(F;) continua (Figura 93)

a(Fy)
[ U OUUOUOOURUPRRRRRS
tVia(F,)
M = aFa)| - ; t Aa(F)
: : t
M 1

Figura 93 — Exemplo para a(F}) continua.

« para a(F};) descontinua e sem ponto fixo (existe M) (Figura 94).
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M
aFy) = M,y

Figura 94 — Exemplo para a(F;) descontinua, sem ponto fixo.

t
te[O,M):a(Ft)>t:>{ v
t A«

te[M1] = o(F) <t=

—
~
> <
2
=
I

Logo,
sup [t A a(F,)] = inf [t v a(F)] = M.
te[0,1] te[0,1]
Caso a medida seja descontinua recai na Figura 9/ O

Definicao 5.10. Seja X # &, indicamos por Mg o conjunto de todas as medidas fuzzy

geral sobre X, ou seja,
Mp = {a:2% - [0,1] : a é medida fuzzy geral}.

Definigdo 5.11. Seja T : B < [0, +1]* — [0,1] um funcional fuzzy e v : 2% — [0,1]

uma medida fuzzy geral. Diremos que 7y representa T se, e somente se, Vf € B= T(f) =
{ sar

b's
Observacao 5.3. My = {v,7: 2% — [0, 1] medida fuzzy geral que representa T}.

Teorema 5.6. (GRECO, 1987) Se um funcional fuzzy T for representdvel por alguma

medida, entdo o conjunto My possuira um elemento minimal car e um elemento maximal

Pr.

Demonstragio. Seja {a;} uma familia qualquer nao vazia a; € Mp. Logo
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J(Xf (a1 vag) = sup [t A (o vag)(F)]

te[0,1]

= sup [t A ai(T)] v sup [t A az(F})]
tE[O,l] tE[O,l]

X X

frnen= (o) ()

de onde pode se generalizado para
o) (o) il o
Toma-se
aTeMT:J(Xf- (Z-/e}%) =J(Xf-ozT e fBre My ZJ[Xf' (Z\E{Oéz) = fo'ﬁT

entdo My possui um elemento minimal a7 e um elemento maximal,5r]. O]

5.4 O Teorema de Representacido de Riesz para Funcionais Fuzzy

Teorema 5.7. Um funcional fuzzy T ¢é representado por uma medida fuzzy geral v se, e

somente se, v € [, 8] onde

A (A) =sup{T(f): f <X} e ['(A) = }ng{T(f) : f = Xa} (vide Figura 95)
feB €

com Ae 2% e Xy € a funcdo caracteristica de A.
Demonstracao. Inicialmente serd mostrado que,

o, fleMped <
de fato,

e A (D)=0,8(F) =0 e o, sdo mondtonas,

AcB = swplT(f): f < Xa} <suplT(f): f < X}
feB feB

= o/(A) < d/(B)

:>O/€MF.
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Demonstracao semelhante para 3’ logo 3 € Mp.

A

Xa

/ f<x,

A

\J

Figura 95 — Graficos, da funcao caracteristica X4 e das fungoes f = X4, f < Xj.

Sejam fi, f» € B com A € 2%,
(i<Xa) < fo)=T(f) <T(f2)

pois T' é mondtono, logo

sup{T(f): f<Xa} <inf{T(f): f=Xp}=a' <.
feB feB

e provaremos que, se 7y representa 7' entao
Y E MT = [O/,B/].

Seja v uma medida fuzzy geral qualquer que representa T', Vf € B

- fxf.%

Para qualquer A € 2%, considere fi, f» € B com,

fl\ f27

como a integral fuzzy ¢ mondtona,

() Jfﬁ v<3f Xy v<3f for = T(f2)
= T(fi) < 4(A) < T(f)

= igg{T(f) < Xah <9(A) < If{T(f) - fXa}

= a/(4) <~(A) < B'(4)

= 7€ [O/,B/] = MT
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Serd agora mostrado a reciproca, se v € [/, 3'] entdo v € Mr, ou seja, para
Vv, <~ < ',y representard 7.
Fato importante serd mostrar que:
T(f)<t=T(f)<[tvd{f=1t}]

a ser feita em duas etapas:

(i) T(f) <t=T(f) <[tvd{f=t}],te]0,1] (6bvia)
(it) T(f) >t=T(f) <d{f =1t}

Se T'(f) > t, tome a € (0,1) tal que:

1. T(f) > a > t, e considere a func¢do g; dada por:

2. g1 < Xip=py

fra—fnat
T + (

3. g1 = f— f ~a) (Figura 96).

4 f
a
t N\
L fAa— [Nt
/ \ L
ag bt

Figura 96 — Representacao da aplicacao [f A a — f A ]

Considerando,

gihnaeB (5.12)

g—-gra=(f-fnra)eB



Capitulo 5. Teorema da Representag¢io de Riesz 201

pela condicao 3 para o dominio B, ¢g; € B

T(g1) < a'{f = t},pois g1 < Xy=)- (5.13)

g1e€B, (ggva)eBeg vaz=f,logo

T(grva)=2T(f)=T(g) vaz=T(f)

sendo T'(f) = a, concluimos,

T(g1) = T(f)- (5.14)
De (5.13) e (5.14) tem-se T'(f) < T(g1) < '{f A t}, sendo provado (ii).
Portanto,

Ve Bte 0,1, T(f) <[tva'{f =t} =

() < /\[tva'{f>t}]=](Xf-a'. (5.15)

te[0,1]

Em relacao a 3’ tem-se:

a) T(f)zt=T(f) = [t~ B{f = 1}]

analogamente mostraremos

b) T(f) <t =T(f) = {f =t} = [t » B{f = t}]

considere:
e ac(0,1)
e T(f)<a<'t
o g2 = Xysqy, onde go = (1 — a)fAi:(J;/\a + fAa.

Considerando:

ggrnaeB e g—gonaeB.

Novamente por (B3), g2 € B.

« Sendo g, = X{y>4 entao
T(g2) = B1{f =t} (5.16)

s fZ2gnra=T(f)2T(g) a

e como T(f) < a, concluimos que

T(f) = T(g2). (5.17)
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Por (5.16) e (5.17),
BLf =t} <T(g2) < T(f)

Assim,
[t A Bf =] <T(f),
Portanto,
[t B{f > = \lerptr=gl={ 1910, Gy
te[0,1] X

De (5.15) e (5.18)

7(f) <j[f-a’<3(fdv<](f'5/<T(f) = v € lar, fr] = Mr.

Ficando provado o teorema. O

5.4.1 Comparacoes entre os conceitos e resultados obtidos a partir das medidas

fuzzy e fuzzy geral.

1. Uma familia monétona de conjuntos F contida em 2% satisfaz as condicoes,

« J,XeF

o [{F.}, SM (sequéncia mondtona) com {F,} < F| = lirﬂoo F,eF
Se sobre F a aplicagao,

a: F —[0,1],

verificar as condicoes:

e a(F) =0, a(X) =1

e [A,Be F,Ac B]= a(A) < a(B)

o [{F} SM, {F,} € Fl = lim_a(F,) = ( lim F, )

n—+0o0

A aplicagao a segundo a Definigdo 2.9 ( Sugeno), é denominada de medida

fuzzy.

2. A medida fuzzy geral considerada nesse capitulo, flexibiliza a medida de Sugeno

sendo definida pela aplicacio a : 2% — [0, 1] satisfazendo as condigoes:

e a(F)=0,a(X) =1
e A,Be2¥ Ac B= a(A) < a(B)
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Os resultados obtidos nesse capitulo sdo consistentes também na teoria desenvolvida
por Sugeno, pois nao exigem a condi¢ao de continuidade, nao valendo necessariamente

a reciproca.

3. No Capitulo 3, integrais fuzzy (Sugeno) a definicdo de mensurabilidade para f €
B, B < [0,1]* é dada por:

o [ é B-mensurdvele {f >t} ={xe X : f(z) >t} e B,t€0,1]

4. No presente tépico (sobre representatividade de um funcional fuzzy T'), segundo
Bassanezi e Greco (1988):
feB,Bc|01]*

e f é B-mensuravel se para qualquer
a,be[0,1],b>a,AHe B:{f =2b} c H c {f > a}

o Mostraremos através da Propriedade 5.3, que os conceitos sobre mensurabilidade

destacadas em (3) e (4), sdo equivalentes.

5. Seja T um funcional, compararemos as hipéteses para T, do dominio B, para que

sejam representaveis por cada tipo de integral.

o Para que T seja representado pela Integral de Riemann Stieltjes:
Se T : B = Cla,b] — R for linear, nao negativo (f > 0 = T(f

>
0), e limitado . Entéo existird uma fungdo monétona crescente g : [a,b] — R

tal que para cada f € Cla,b] tem-se a representacao

b
7(7) = | 19
o Um funcional T" é fuzzy (Integral Mondtona) se,
T:Bc|0,+x]* - [0, +x]
para B,
Vae[0,4w), fe B={af, anf, [f—fra}cB.
para T,
(T1) T(0) = 0,0: fungdo nula
(T2) f<g=T(f) <T(g)

(Ty) T(f) =T(f na) + G(f = f n )
(1) T(f) = Jim, T(f A n)

(75) G(f) = lim T(f—f/\:l),neN*

—

n—+ao0
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T sera representado por intermédio de uma medida,

v : 2% — [0, +o0] se, e somente se, v € [ar, Br], ou seja,

+00
T(f) = J v{x : f > t}dt, (integral de Lebesgue)
0

onde,
ar, Br: 2% — [0, +o0],

com

ar(A) = fgelg{T(f),f < Xy} e fr(A) = ilelg{T(f),f > Xa}

« Um funcional T é chamado fuzzy sobre [0, 1]* se,
T:Bc[0,1] —[0,1]

B satisfazendo,
B)) 1€[0,1],1(z) =1,Vre X = 1€ B
By) ac[0.1],fe B={af,fva.(f—fra)}cB
Bs) ge[0,1]%,a€[0,1],{gra,(9—gnra)}c B=geB
e T verificando,
(1) fige B, f<g=T(f) <T(g)
T =T ;
(@) acI:(ffrafva)e =] VT Ve
T(f ra)=T(f) rna
T sera representado por uma medida fuzzy geral v, se e somente se, v €

[/, '] onde

o'(A) = fﬁ;g{T(f) f<Xa} e B(A) = nf{T(f): [ > Xa}

com A € 2% e X, a funcio caracteristica de A, ou seja,

1(f) =4 Jvven
b's
Propriedade 5.3. Seja F uma familia mondtona de conjuntos sobre X # J:
[Va,be [0,1,b>a=3H e F:{f=b}c Hc{f > a}]

se, e somente se,
[Vt,t e [0,1],{f =t} € F].

Demonstracao. De fato:
(=) Supor que Va,b e [0,1], b > a se tenha {f > b} ¢ H < {f > a}, com H € F, tome

b= a+ —, logo para n € N* temos por hipdtese que
n

{f> (a+i)}cﬂnc{f>(a>},
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com H, € F, e como F é uma familia monétona,

lim H, ={f >a}e F,Vae|0,1],

n—+aoo

ou ainda,
{f =t} e F,Vte]0,1].

(<) Supor que, {f >t} € F,Vt € [0,1], assim, para quaisquer a,b € [0,1], b > a, entao:

a+b

(r=ve{r="3" e

\%

a}.
b
Seja H = {f > a;—}’ concluimos que:

{f >0} € Hc{f > a} com H pertencente a F.
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6 Sistemas Dinamicos: Continuos e p-Fuzzy.

No trabalho realizado por Silva (2005) foram obtidas condig¢bes necessérias e
suficientes para a existéncia de pontos de equilibrio e estabilidades em SDp-Fuzzy (Sistemas
Dinédmicos p- Fuzzy) unidimensionais e bidimensionais. Os SDp- Fuzzy utilizam-se dos SBRF,
que por sua vez possui relacdo com a integral fuzzy (desfuzificacdo de um conjunto fuzzy).
Estabelecemos como objetivo, construir a partir dos SBRF com nimero qualquer de
varidveis uma interligacao tedrica com os Sistemas Dinamicos p-fuzzy. Para isso, mostramos
como obter a solucao de um SBRF com duas varidveis em seguida generalizamos o processo.
Com esse resultado, teoricamente estabelecemos meios para explicitar o desenvolvimento
de um Sistema p-fuzzy para um numero qualquer de varidveis. Mostramos em seguida
que para cada S-EDO (Sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias), haverd um (SDp-
Fuzzy) associado, cujas solu¢oes podem ser tao proximas quanto desejarmos. Finalizando
tomamos como exemplo o modelo logistico classico desenvolvido em Silva (2005) para

exibir a comparacao entre as solugoes deterministica do S-EDO com a obtida por p-fuzzy

(SDp-Fuzzy).

6.1 Sistemas de Inferéncias com Bases de Regras Fuzzy (SBRF),

utilizando o Fluxo da Maquina de Lavar.

Na Ciéncia, ao se proceder investigacoes relacionadas a um objeto de estudo é
importante observar relagoes entre suas variaveis, e os resultados observados compara-los
com os das experiéncias humanas. Esse procedimento possibilitara estabelecer regras
para modelar uma pratica. Essas relagoes geralmente possuem formatos de causas e
efeitos sobre as questoes estudadas, estabelecendo controles sobre as variaveis envolvidas.
Nesse contexto uma metodologia utilizada para alcancar resultados satisfatérios para
resolucao dos problemas é por meio dos Sistemas de Inferéncia com Bases de Regras
Fuzzy, fundamentada na Légica Fuzzy que, resumidamente, foi descrita no Capitulo 1.
Esse Sistema consiste em fuzzificar as variaveis de entrada do problema, denominadas
de linguisticas ou subjetivas, e que sao traduzidas através de fungdes de pertinéncias ou
numeros fuzzy. As experiéncias e conhecimentos adquiridos estabelecem as chamadas regras
de inferéncias que associam essas variaveis através de assergoes do tipo “Se...entdo...”. As
que caracterizam hipoteses compde o conjunto dos Antecedentes e as outras formam o
conjunto dos Consequentes. Estabelecidas as regras de inferéncias formamos o Sistema de
Base de Regras Fuzzy (SBRF) que terd o propésito de representar da melhor forma possivel
a relacdo entre as entradas e saidas das variaveis. Ressaltamos que as relagoes nao sao

necessariamente configuradas por frequéncias estatisticas, sendo a situagdo probabilistica
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uma particularidade. Para acionar o funcionamento desse Sistema serdo ativadas as regras
por Métodos alternativos, de Mamdani, Takashi-Sugerno ou outros que conduzirao a um
unico conjunto ou nimero fuzzy, sendo sua desfuzzificacdo, por Integral Fuzzy, pelo célculo
do Centro de Massa ou outros, traduzindo a um valor crisp (nimero real) que tenha
significancia para representar a saida da variavel, configurando-se em uma alternativa de
resolucao para o problema inicial.

Resumidamente o Sistema ¢ descrito pelo seguinte diagrama (Figura 97):

Mecanismo de inferencia

Bse de regras if-then

.

5

Entrada > Saida >

Desfuzificacao J

Fuzificacao

F
L

Base de dados

Figura 97 — Estrutura do sistema de inferéncia

As agoes do SBRF (com a desfuzicacao por inferéncia de Mamdani), serao
aqui descritas através do exemplo do fluxo da maquina de lavar roupas (VALLE, 2018).
As etapas desde o inicio até o final, serdao representadas por relagoes matematicas entre
espacos diversos, para que posteriormente sejam feitas composi¢oes que resultem em uma
unica relagao, vinculando a entrada e a saida de varidveis. O propdsito em seguida sera
proceder a generalizacao para um nimero qualquer de variaveis de modo a viabilizar uma

fundamentagao tedrica para o desenvolvimento do sistema p-fuzzy.
Para o exemplo seguinte serd mostrado que a relagao matematica B,
B, :[0,100] x [0,100] — [0, 100]
obtida por uma base de regras, sera traduzida pela composi¢ao de quatro relagoes
B, =R4soR30Ry0Ry,
onde cada uma representard uma acao que compoe o SBRF.

Exemplo 6.1. (Mdquina de Lavar Roupas (Valle (2018))

Objetivo: Automatizar o funcionamento de uma mdquina de lavar roupas de

modo a economizar dgua, eletricidade, detergente, etc.

Formulacao e Variaveis do Problema:
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Conhecido o peso aprorimado das roupas e qudo sujas elas estdo, determinaremos a

quantidade de detergente a ser aplicada.

o Variaveis independentes: Peso e sujeira.

o Varidavel dependente: Quantidade de detergente.

Primeiramente definiremos conjuntos fuzzy para as varidveis independentes. A Figura 98

representa a fuzzificacao da varidvel peso,

grau de
pertinéncia

1 4 P1 Py Ps Py
0,75
0,5

0,25

» Peso
>

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 98 — Fuzificacao - Peso.

Em termos matemdticos para o peso p € [0,100] tem-se:

P1 = Quito Leve (P) = [ p; —20, —10,0, 20]
Py = ¢reve () = [p310,30,50]

P3 = Qpesado (p) = [ ;40,65,90]

Py = ©uuito Pesado (P) = [ p; 75,90, 100, 120],

e ponls (22 (D)
m—a b—n

A Figura 99 representa a fuzzificacao da varidvel sujeira,

em que
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grau de
pertinéncia

1 4 S S Ss3 Sy

0,5

0,25

» Sujeira
>

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 99 — Fuzificacao - Sujeira.

Para a sujeira s € [0,100] tem-se:
Sl = P Quase Limpo (5> = [3; —20, 0, 20],
Sy = ©sujo (5) = [ 5;10,30,50]
S3 = Y Muito Sujo (5> = [5,40, 70, ].00]
Sy = ©rutr. sujo (8) = [ 5;80, 100, 120]

Tri(z; a,m, b) = max {Oﬂnin { (:;Z) ’ <lf—_§b> }}

Para a quantia de detergente q € [0,100], a Figura 100 representa a fuzzifica¢do

em que

da varidvel detergente,

grau de
pertinéncia

A
1

0,75

» ¢: quantidade

0 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 de detergente

Figura 100 — Consequente: Quantidade de detergente.
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Q1 =P Muito Pouco (¢) = [¢;0,15,15,30],

Q2 =Prouco (¢) = [ ¢;20,35, 35, 50]

Q3 =PModerado (4) = [ ¢; 40,55, 55, 70],

Q4 =P Euagerado (¢) = [ ¢;60,75,75,90],
q)

Qs = mdaimo (q) = [ ¢;80,95,100, 120]

Base de Regras Fuzzy (16 regras):

ri: Se o peso é muito leve e a sujeira é quase limpo, entao a quantidade de detergente é

muito pouco.

ro: Se 0 peso ¢ muito leve e a sujeira € sujo, entdao a quantidade de detergente é pouco.

r;: Se o peso € pesado e a sujeira é muito sujo, entao a quantidade de detergente é

exagerado.

ri6: Se 0 peso é muito pesado e a sujeira é extremamente sujo, entdo a quantidade de

detergente é maximo.

A figura representada pela Tabela 1 apresenta as regras,

Ay Quase Suio Muito Extr.
Ao limpo L Sujo Sujo
A A
. (Au; A1) (A12; Ag) (A1z; Asz) (A14; Agg)
Muito Q1
leve Muito @ @s @
Pouco Moderado Moderado
pouco
Leve Q2 Q2 @3 Q4
Pouco Pouco Moderado Exagerado
Qs @3 Q4 Q4
Pesado Moderado Moderado Exagerado Exagerado
Muito o} Q. (A1,1z;2142,15) (A1,1fcs;2142,16)
5 5
pesado Moderado Exagerado Méximo Mésciamo

Tabela 1 — Tabela de representacao das 16 regras.

Observagao 6.1. Temos 16 regras no total, associando os antecedentes Ay e Ay a @

conforme a Tabela 1 expressa pelas regras estabelecidas pelos antecedentes Ay; € Ay e Ag; €

Ay com o consequente Qi € Q, indicada por r;(Ay;, Asi) = Qx
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A base de regras fica caracterizada por:

r: Se ( )
r9: Se ( )
rs: Se (P, S3) entdo Q3
ry s Se (P, Sy)

r15 : Se (Py, S3) entdao Qs
r16 . Se (Py,Sy) entdo Qs.

As regras associam:
(Piasj) - Qk7 1 < 7’7] < 47 Qk € {Q17Q27Q37Q47Q5}

Método de Inferéncia

Apresentaremos a seguir o método de inferéncia de Mamdani, que consiste
em quantificar as associagoes efetuadas através das 16 regras apresentadas. O processo
inicia estabelecendo valores ao peso p € P; e sujeira s € S; visando relacionar (P, S;) —
Qr, 1 <i,5 <4, 1 <k < 5. Para ativar as regras toma-se o menor dos valores das
funcdes de pertinéncia de P; e S; aplicados respectivamente ao peso p e a sujeira s
determinando ¢ = ¢p,(p) A ¥s,(s) que posteriormente nivelard o conjunto fuzzy associado

g, definido por Qk =q A QQ,,

Para o presente exemplo a ativacao de cada regra sera:
w; = @, (P) A pay, Vi,=1,...,16

Se considerarmos que o peso ¢ p = 10 e o nivel de sujeira ¢ s = 15, teremos para a primeira
regra,

W1 = PMuito Leve (p) A\ P Quase Limpo (3) =0.510.25=0.25

Analogamente, para a segunda regra,

Wy = gpMuito Leve (p) AN (,Dsujo (3) = 05 AN 025 = 025

Todas as outras regras tem ativagao nula, visto que (10, 15) somente pertence a P; XSy e

P, X S.

A quantidade de detergente é determinada através da unido dos conjuntos
fuzzy Q, obtidos tomando o minimo entre w; e a funcdo de pertinéncia dos consequentes

associados (g, ou seja,

16
©Qtd. Deter. = U (wi N SOQk> ,Qr = 7”2‘(1411, A2i>7
i=1
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Qr € {Q1,Q2,Q3,Q4, Qs}.
Para o caso presente, (P, S3) — Q1 e (P2, S2) — Qo

SOQtd. Deter. — (wl AN Ql) & ('LU2 AN QQ) = (07 25 N PMuito Pouco ) U (O, 25 N PPouco ) 5

A Figura 101, apresenta o conjunto fuzzy resultante, sem o nivelamento de
0,25.

grau de
pertinéncia

A
1

0,75

0,5

il

0,25

» ¢: quantidade

0 i 10 15 20 25 30 35 40 45&50 60 70 80 90 100  de detergente
3,75

46,25

Figura 101 — Conjunto fuzzy resultante da Inferéncia de Mamdani, sem o nivelamento
0,25.

A seguir na Figura 102 apresentamos o conjunto fuzzy final, com os nivelamentos,

resultante do Método de Inferéncia de Mandani.

grau de

pertinéncia
A

0,8

0,25

: » ¢: quantidade

0 l 10 20 30 40 lf)() 100 de detergente
3,75 46,25

Figura 102 — Conjunto fuzzy final resultante do Método de Inferéncia de Mandani.
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O conjunto fuzzy que indica a quantidade de detergente sera representado por um nimero

real, sendo esse processo chamado de desfuzificacao, obtido pela integral fuzzy ou centroide.

Definicao 6.1. Definimos a desfuzificagio de um conjunto fuzzy ao associa-lo a um nimero

real obtido por intermédio da Integral fuzzy ou pelo centroide, referentes ao conjunto.

Considerando o peso p = 10, e a sujeira s = 15 encontramos,

q = J( h+g=0,25
[0,50]

que equivale a 25 na escala em uso.

O célculo por meio do centroide é obtido por,

fQSOQtd. Deter. <Q)dg
*

q = =0,25.
f%thd. Deter. (Q)dg

no caso discreto,

3

Z QJSOQtd Deter. (Cb)
¢ == —0,25 .
Z ©PQtd. Deter. q])

Propusemos no inicio do capitulo generalizar o processo de desenvolvimento
do SBRF para um nimero qualquer de variaveis. Faremos através da analise do exemplo
apresentado. Observamos que x; = 10 representa o peso das roupas, rs = 15 o nivel de

sujeira, e o acionamento da base de regras, consistiu em determinar os valores:
w; = pa,(p) A pay(s), Vi=1,...,16
podendo essa agao ser expressa por uma primeira relacao R, dada por:
R : [0,100] x [0,100] — [0, 1]*
As ativagoes das regras,

10) (15) = 0,5 A 0,25 = 0, 25.

W1 = Pryito leve(10) A Pquase limpo

w2 = Pruito leve(10) A Spsujo(15) =0,510,25=0,25,
sendo as outras nulas, para w;=0, 7 > 3

Assim
R1(10,15) = (0,25;0,25;0;...;0).
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A segunda relagao Ro.

Os consequentes (quantidades de detergentes) sao

()1 : Muito pouco
Q)2 : Pouco

()3 : Moderado
Q4 : Exagerado

Q@5 : Maximo

RQ=0Q1VvQ20Q3UQ,uUQs
Teremos,
R, : [0,1]'° — F9(R)
onde
R2(0,25:0,25:0:...;0) = (J1,92, S, T, ..., D)
01 = 0,25 A o(Q1) = 0,25 A Trap(q, 0, 10, 10, 20)
02 = 0,25 A (Q2) = 0,25 A Trap(q, 20,30, 30,40) .
Ui = w; Ao, = parat=3,...,16 pois w; =0
Assim, Ro(w1, wo, ..., wig) = (J1, 2, - - -, J16)-

A terceira relagao sera:

Rs: FYR) — F(R)

16

)= 01,92 0,....0) — Rs@)=Jhi=tvin

=1

ou ainda, a relacao Rz une os conjuntos fuzzy obtidos pelas imagens de R,
16 16
Rs(01, 92, - -, 816) =Y, onde Y = U@z = \/@z
i=1 i=1

A quarta e ultima relacao desfuzifica Y, calculando,

Z:J[ h-q
Y

16
ou o centro de massa de U Ui

n=1

R4 . f(]R) — [O, +OO)
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Conforme expusemos no inicio do capitulo: B,
B, :0,100] x [0,100] — [0, 100]
B, :R4OR3OR20R1.

Nesse exemplo, z = 25, ou seja,B,(10, 15) = 25

6.2 Uma Generalizacao para o Sistema de Base de Regras Fuzzy

Generalizaremos o processo de desenvolvimento de um SBRF para um ntimero

qualquer de variaveis.

Sejam,
1. Antecedentes: conjuntos fuzzy Aq, As, ..., A,, n e N*

2. Cada antecedente A; composto pelos nimeros fuzzy

. .
Ay Aggy ooy Ainyy ni e NP 1T <<

3. Consequentes: conjuntos fuzzy Q1,Qa2, ..., Qm, m € N*
4. Cada consequente ();, composto pelos nimeros fuzzy,
Qj1,Qj2, -, Qjm;, mje N, 1 <j<m
Desejamos definir uma relacao B, : D < R" — R™ que represente um SBRF com n

variaveis de entrada e m variaveis de saida.

O total de nimeros fuzzy envolvidos nos antecedentes sera obtido por:

p= ﬁnz (6.1)

=1

O total de niimeros fuzzy envolvidos nos consequentes sera obtido por:
m
S = 1_[ mj.
j=1

Seja x € D < R", a relagao B, ficard perfeitamente caracterizada se ao
definirmos:

By (z) = (Bi(x), B2(), . . ., Bm(2))
obtivermos para cada j a descricdo de B; : D c R" - R, 1 < j <m.

Por (6.1) temos que para cada j, a quantidade de regras a serem definidas

associando um elemento de F(R") a um ntimero fuzzy @ ;i € p. Ainda para cada j fixado, a
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andlise feita no exemplo dado mostrou que a relacao B; final serd a composigao de quatro

relagoes, qual seja,

By = RjoRjo Ry o Ri
Fixaremos o valor de j para determinar B;, posteriormente faremos a variacao, 1 < j < m.

Definindo as relagoes:

« Ry:][supp 4 —[0,1]

i=1
Ri(z) = (wy, wa, ..., w,)
onde
Wi = 03, (1) A Pag,(T2) Ao A pa,(T0) 1<i<p.
Ry (0,17 — FP(R)
w=(wy,w,...,w;) — Ra(w)=(9,9,....00) =7
onde gjf = Wi A QQ,., com Qjr, = 1i(Air, Aiz, ..., Ain,), 1 <i < p, 1 < j, k <my, com

r; sendo uma das p regras que associa A;; a Q. Ou seja,

g{ = W1 N P(Qur)

g% = W2 N P(Qar)

g =wi A, (1<i<p)

e Qjr € Qj
Ri:FP(R) — F(R)
p
iV = RV =gl v iy v =i =Y
k=1
R,:FR) — R (Mamdani) centro de massa ou

Y, - RuY;) =z integral fuzzy

Ri(Y]) = z; centro de massa de Y; ou integral fuzzy

Assim Bj estd bem definida para cada j por,
B =RjoR,oR,oR] 1<j<m
e consequentemente B, : D < R" — R™ estd perfeitamente definida por

B.(x) = (Bi(x), Ba(x), ..., Bn(z))

com x € R" D = supp A;.
i=1
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6.3 Sistemas p-fuzzy com Aplicacoes: em Sistemas Dinamicos e

Discretos. Convergéncias

6.3.1 Sistemas p-fuzzy
Definicao 6.2. Um sistema p-fuzzy no espaco R"™ é uma sequéncia discreta na forma:
T+l = T + A(l’k)

onde xp, A(xg) € R, com condigao inicial dada por xo € R™.
A Figura 103 representa o diagrama do sistema p-fuzzy,

Métodos » Modulo 4,{3‘(1»}‘) ‘
de lesfuzzyticacao ;

inferéncia

. [ gl Mddulo de -

fuzzyficacao

Tpy] = Tg + &(:'{-‘;‘._]

Figura 103 — Diagrama do sistema p-fuzzy (Defini¢ao 6.2).

Observe que o processamento do sistema p-fuzzy inicia com a fuzzificacao da
variavel de entrada e através do SBRF serao estabelecidos os conjuntos fuzzy antecedentes
e consequentes que pela definicao da base de regras se estabelecerd a associagao entre os
mesmos. O resultado serd um conjunto fuzzy que desfuzificado representara uma variacao
A(zy) referente a xy, que somada a xy, ird gerar nova entrada inicial xy; = xp + A(zy),
definindo um ciclo ou sequéncia de elementos em R". A aplicacao da integral fuzzy se dard

ao considera-la como processo de desfuzificacio na base de regras.

6.3.2 Sistema Dinamicos com uso de p-fuzzy

Consideremos uma particao do tempo conforme Figura 104, e um sistema auto-
nomo de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO) (Equagoes (6.2)). H4 muitas aplicagoes

na area da biomatematica ao se estudar a estabilidade das solugoes desse sistema.



Capitulo 6. Sistemas Dinamicos: Continuos e p-Fuzzy. 218

T T T b
to v | i to + kA
to+A ¥ :
to+2A ¥

Figura 104 — Variagoes discretas do tempo (Equagoes (6.2)).

dNy
—— = fi(N, Ny,..., N,
dt fl( 1,4V2, 3 )
dN:
3 d—;zfg(Nl,Ng,...,Nn) (6.2)
dN,
= fu(N1, Ny, ..., N,
|~ = oV, Ve )

com1<i<n,neN*e,

o N; = N;(t) funcoes reais do tempo
e fitDcR"—>R
o N;(t) e f; fungoes diferencidveis
e N(ty) = Ny (condigao inicial) .
Encontrar solucoes deterministicas para esse Sistema ¢ importante, porém
podera ter certo grau de complexidade dependendo das fungdes f;. Associar um Sistema

numérico discreto cujas solugoes se aproximem do sistema (6.2) serd uma alternativa para

o objetivo citado.

Seja ty o instante inicial, fixemos valores para A fazendo variar o parametro k,

onde:
M} = Ni(to + kA), com A > 0,ke N* 1 <i<n.
Assim,
dt t=to+kA
Mas,
dN;(t) y N;(to + EA + At) — N;(to + kA)
= lim .
d t=to+kA At—0 At

Para populagoes consideradas grandes, e com “A pequeno”, faremos,

At =A
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e o limite podera ser aproximado por:

1 1 . .
K[Nz‘(to + (k+1)A) = Ni(to + kA)] = Z[MliJrl — My],
ou seja,
M, — M~ fi(M}, MZ, ..., M)A
Mli-i—l ~ MI:: + fZ(MliaMlga s 7MI?)A17
= i(M;iJE;?v---yMS)
ou,

Mli+1 = Fl(Mlilega ce 7Ml?)7
gerando o modelo discreto recursivo, definido por:

)
M, = Fy(ME, M2, ... M)

\ Ml?—i-l:F?(Mlile?’"'?Ml?) (6'3)

| Mp, = Fu(M} MR, MY

sendo f; diferenciavel F; também serd. Quanto maior a populacao, A = 1 podera consi-
derado pequeno em relagao as grandezas envolvidas e assim os sistemas (6.2) e (6.3) se

aproximam. Definimos a sequéncia (zy)gen+, zx € R", por
i
Tt = (M + Ay(zp))1<i<n

com

Ai(zp) = fi( M, M2, ..., M)A,

Assim, se para k — 400 tivermos klim [M; + Ay(z1)] = M} para cada i,1 < i < n,
-4
obteremos
(M, Mg, ..., MJ') — M* = (M{, M5, ..., M),

ou seja, xr — M™. Ao aplicar p-fuzzy em (6.3), as equagoes F; serdo substituidas por

regras, no Sistema de Base de Regras Fuzzy (SBRF), mais precisamente, cada
Fy(M}, MZ, ..., M)

sera substituida de modo que:

1. As varidveis independentes ou antecedentes xy, = (M}, M7, ..., M}") sejam fuzificadas

2. As expressdes (M}, M2, ..., M}") serdo substituidas pelas regras que relacionam
os antecedentes e os consequentes. Apods se utilizara a inferéncia de Mamdani para

obtencao dos conjuntos fuzzy que desfuzicados para cada 1 < i < n, determinara
Azi) = (Ai(zk), Do), - -, An(@i))

e entdo x4 = xp + A(xy) passard a ser a nova entrada no sistema p-fuzzy.
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6.3.3 Aplicacoes em convergéncias

Observagao 6.2. O exemplo sequinte foi retirado de (Silva (2005)), para o caso de um

sistema de EDO com uma equacao.

Para fazer uma analise comparativa entre a equacao diferencial e o sistema

discreto aplicando p—fuzzy vamos considerar, em detalhes, o modelo logistico classico,

(6.4)

o qual tem por solucao unica, a curva

T K
To + (K —x,) et

x(t) =

Para obter o sistema p—fuzzy utilizaremos as variaveis linguisticas: populagdo e variacao.
A varidvel populagao serd a de entrada (Figura 105), definida pelos termos linguisticos:
Baixa(B), Média Baixa(MB), Média(M), Média Alta(MA), Ata(A) e Altissima(AL) e
a variavel de saida, variagao (Figura 106) serd definida pelos termos linguisticos: Baixa
Negativa(BN), Baixa Positiva(BP), Média Positiva(MP) e Alta Positiva(AP).

AL

Pertinéncia

0 20 oL 00 150 200 300

Populacao

Figura 105 — Variavel de entrada: Populagao.
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1 BN, BP MP AP
0.2
0.4

0.6

Pertinéncia

0.8

Variacgao

Figura 106 — Variavel de saida: Variacao.

A base de regras depende do fendémeno estudado. Para este caso propomos a

seguinte base de regras:

1. Se populagao ¢ baixa entao variagao é baixa positiva;

2. Se populacao é média baixa entao variacdo é média positiva;
3. Se populacao é média entao variacao é alta positiva;

4. Se populacao é média alta entao variacdo é média positiva;
5. Se populagao ¢ alta entao variagdo ¢é baixa positiva;

6. Se populagao é altissima entao variacao é baixa negativa.

As solugoes: classica e p—fuzzy podem ser vistas na Figura 107. Para solucgao classica
utilizamos K = 234.714951, zp = 12.7945 e a = 0.02232, em (6.4). Observe que as solugoes
sao muito “parecidas”. Isto é, com um sistema p— fuzzy simples podemos simular algo que

na literatura é descrito por um modelo deterministico de equagdes diferenciais.

Uma observacao interessante ¢ que o método p—fuzzy pode auxiliar no calculo
dos parametros de um modelo classico associado. Podemos utilizar o método p—fuzzy para

obter os parametros para o modelo classico, por exemplo, através de um ajuste de curva.
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250 T T T . -
p-fuzzy s

------ classico

200

150

Populagéo

100

50

0 100 200 300 400 500 600
Tempo

Figura 107 — Gréficos: modelo logistico com K = 234.71 e a = 0.022 e modelo p—fuzzy.

Uma importante aplicagdo do modelo p—fuzzy ocorre quando ha dificulda-
des para avaliar os parametros do modelo ou quando as variaveis estao com muitas

subjetividades.
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7 Consideracoes Finais

Os topicos considerados basicos geralmente nao sao demonstrados, sendo ex-
plicitadas suas fontes, e aos que pertencem a area esse procedimento agiliza e facilita a
leitura e as conclusoes. Nossa proposta estendeu a apresentacao desse trabalho demons-
trando e exemplificando todos os resultados, independentemente de serem considerados
basicos ou novos. Esse procedimento pretende levar a tese também aos leitores que nao
sao especialistas. Vérios estudantes nao possuem compreensoes dos tépicos envolvidos e
ao relaciona-los somente com citagoes das fontes pode ser um fator desestimulante para
conhecerem novas teorias e praticas relacionadas a pesquisa. Outro fator que consideramos
importante foi a aproximagcao entre as fronteiras da Ciéncia com sua base. Profissionais
da area, por ja conhecerem, podem proceder a leitura desprezando as demonstracdes sem
interesse e rapidamente chegar ao que julgar essencial.
Nesse contexto segue a apresentagao dos assuntos desenvolvidos relacionando-os ao que

consideramos nossa colaboracao:

o Na introducgao colaboramos com breve relato histérico propondo uma conexao entre
as motivacoes de Zadeh para descrever a teoria Fuzzy e os conceitos filosoficos sobre

incertezas a partir dos pensamentos de Aristoteles ao periodo contemporaneo.

o No Capitulo 1 apresentamos uma revisao dos tépicos de Logica fuzzy. Como colabora-
¢do, representamos conjuntos fuzzy inseridos em espagos métricos, utilizando-os para
exibir o Principio da extensao de Zadeh. Essa proposta visa que futuramente possa
se estudar os resultados obtidos nos espagos métricos e se possivel inseri-los nos con-
juntos fuzzy. Os conceitos de distancia, aproximagao, sequéncias e as interpretagoes

geométricas podem conduzir a aplicagdes e pontes entre teoria e pratica.

« No Capitulo 2 revisamos os conceitos de medidas, propriedades e exemplos. Como
colaboragao, definimos medidas fuzzy (Sugeno) e fuzzy geral, relacionando-as, res-
pectivamente, com medidas de probabilidade e de possibilidade. O destaque para
essa classificacao possibilitou no Capitulo 3 separar as integrais fuzzy e fuzzy geral,
de acordo com a medida considerada. Essa organizagao teve como objetivo nao usar
de modo indevido a defini¢cao da integral de Sugeno para medidas que nao sao fuzzy.
Acreditamos que, dessa forma, oferecemos uma descricao adequada para resultados
considerados distintos, tal como a interpretacdo geométrica para a integrais de

Sugeno e a fuzzy geral.

o No Capitulo 3 revisamos as propriedades e teoremas sobre a integral fuzzy, apre-

sentando com detalhes as demonstragoes, os argumentos geométricos e os calculos



Capitulo 7. Consideragoes Finais 224

pertinentes. Como colaboragao, introduzimos o conceito a referida integral como um
procedimento de desfuzicagdo de um nimero fuzzy. Como novos resultados obtivemos
o Teorema 3.13 que oferece uma interpretacdo geométrica para as integrais e o
Teorema 3.14 que especifica convergéncias para integrais. Além disso, estabelecemos
comparacgoes entre os tipos de integrais, procedendo uma diversidade de exemplos.
Desenvolvemos o Teorema 3.15 que oferece resultados para integral com medida de

possibilidade, varias interpretagdes geométricas e o Corolario 3.4.

o No Capitulo 4 desenvolvemos uma breve revisao do Teorema Fundamental do Cal-
culo Diferencial e Integral usual, visando definir derivagao fuzzy e uma versao para
o Teorema Fundamental do Calculo Fuzzy. Como colaboragao, apresentamos os
exemplos 4.1 e 4.2, que na Secao 4.1 irdo exemplificar a definicdo de derivada fuzzy
bem como a necessidade da construcao de propriedades para garantia de sua exis-
téncia.Apresentamos as condigoes para que um espago topoldgico se constitua em
um espago medivel (métrico) que viabilize desenvolver um Teorema Fundamental do
Calculo Fuzzy. Nossa colaboracao foi desenvolver de forma detalhada as demonstra-
¢oes das propriedades decorrentes dessas condicoes, utilizando conceitos topologicos
e argumentos geométricos. Apresentamos a defini¢gao e o significado de derivada
fuzzy que propiciou demonstrar varias propriedades basicas para enunciar e provar o
Teorema Fundamental do Calculo Fuzzy elaborado por Sugeno. Colaboramos também

criando uma interpretacao geométrica para derivacao fuzzy.

o No Capitulo 5 revisamos os conceitos e propriedades da integral Riemann-Stieltjes
visando compreender a demonstracao do Teorema da representacao de Riesz para
funcionais 7' : Cla,b] — [0, 1] lineares, ndo negativos e limitados. Apresentamos
de forma detalhada e com ilustragoes geométricas as demonstragoes dos Teoremas
tipo Riesz para funcionais denominados de integral mondtona por meio da integral
de Lebesgue, e para os funcionais fuzzy através das integrais fuzzy. Contribuimos
elaborando as comparagoes entre os conceitos de mensurabilidades segundo as versoes
de Greco (1987) e de Sugeno (1974), demonstrando a equivaléncia entre ambas através
da Propriedade 5.3. Comparamos as hipdteses para os funcionais e seu dominio, para

os trés tipos de representacoes.

« No Capitulo 6, como complemento, contribuimos mostrando a amplitude decorrente
da aplicacao da integral fuzzy como desfuzicacao, relacionando esse instrumento com
SBRF generalizado para qualquer niimero de variaveis, que por sua vez integra o

método p-fuzzy para estudos de Sistemas Dindmicos p-fuzzy.

Finalizando seguem algumas possibilidades de continuidade desse trabalho.
Pesquisar e agregar aplicagoes em cada capitulo, que estabelecam conexoes estreitas entre

teoria e pratica. Complementar a tese, formulando novos exemplos e propondo questoes
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sob a forma de exercicios visando compor um livro/texto a ser publicado. Desenvolver

conjuntamente ambas alternativas.
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