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Resumo
Neste trabalho computamos o grupo de simetria de Lie do fluxo de Ricci de uma variedade
diferenciável de dimensão arbitrária, e com métrica genérica, e classificamos sua álgebra
de dimensão finita. Adicionalmente, descrevemos um método para obter simetrias de Lie
de sistemas de equações diferenciais particulares a partir das simetrias de Lie de sistemas
de equações diferencias gerais. Como uma aplicação estabelecemos o grupo de simetrias
de Lie do fluxo de Ricci de várias famílias particulares, classificando sua álgebra de Lie em
cada caso. Através das simetrias de Lie reduzimos o sistema de equações diferenciais e
construímos soluções invariantes.

Palavras-chave: Fluxo de Ricci, grupo de análise moderna.



Abstract
In this work, we compute the group of Lie symmetries of the Ricci flow of an arbitrary
dimensional differentiable manifold with generic metric and classify its finite-dimensional
algebra. Additionally, we describe a technique for deriving Lie symmetries of specific
systems of differential equations from those of generic systems of differential equations.
As an application, we establish the group of Lie symmetries of the Ricci flow of several
particular families, classifying their Lie algebra in each case. Through Lie symmetries, we
reduce the system of differential equations and construct invariant solutions.

Keywords: Ricci flow, modern group analysis.
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Introdução

No século XIX Marius Sophus Lie desenvolveu o conceito do grupo contínuo
de transformações que deixam invariantes sistemas de equações diferenciais, veja (LIE;
ENGEL, 1888). Um dos seus objetivos era descrever um método sistemático para obter
tais transformações que na prática eram usadas para resolver tais sistemas de equações.
Sophus Lie acabou criando a área chamada grupo-análise de equações diferenciais que é
o tópico que estuda tais transformações via a teoria de Lie. No entanto, o trabalho de
Lie acabou esquecido, sendo retomado por Ovsiannikov e criando todo um forte grupo de
pesquisa. Entre os quais destacamos cientistas como N. Ibragimov e S. Pohozaev os quais
foram alunos de Ovsiannikov.
O objeto de interesse neste trabalho é o estudo do fluxo de Ricci do ponto de vista do
grupo-análise. Na continuação fazemos uma introdução histórica do fluxo de Ricci.
A história do fluxo de Ricci está relacionada com Poincaré e a classificação de variedades.
Henry Jules Poincaré é um dos matemáticos mais importantes da história. Um dos
interesses de Poincaré estava ligado na classificação de variedades diferenciáveis, no qual
seus primeiros estudos foram com superfícies. Na época dele já era conhecido um resultado
de classificação de superfícies fechadas (compactas e sem bordo) e orientáveis em termos
do gênero (“número de buracos”) da superfície. Na linha da classificação de superfícies,
Poincaré consegue provar um resultado conhecido na literatura como Geometrização das
superfícies, que estabelece a existência de métricas com curvatura Gaussiana constante,
no qual o sinal da curvatura Gaussiana depende do gênero da superfície. Depois de tais
resultados gerais surge o problema de tentar fazer classificações semelhantes em variedades
de dimensão 3. Assim temos a pergunta: quais são todas as variedades fechadas e orientáveis
de dimensão 3? Neste caso Poincaré não consegue avançar devido à complexidade do
problema, e escolheu simplificar apenas as variedades com as topologias mais simples
possíveis, de grupo de homologia igual à esfera S3.
Poincaré conjecturou que a única variedade com todos os grupos de homologia triviais era
a esfera S3. Provou que sua conjectura era falsa e construiu um exemplo de uma variedade
de dimensão 3 com todos os grupos de homologia triviais, mas que não é difeomorfa na
esfera S3. A ideia geral para provar que não são difeomorfas foi mostrar que tal variedade
tem grupo fundamental não trivial. Esta variedade foi chamada esfera de homologia,
veja (POINCARÉ, 1904). No final do mesmo artigo ele pergunta: é possível que o grupo
fundamental de uma variedade seja trivial, mas que esta não seja homeomorfa à esfera?
E tal questionamento se tornou uma conjectura: “Toda variedade fechada, orientável,
simplesmente conexa de dimensão 3 é homeomorfa à esfera”. Esta foi conhecida como a
conjectura de Poincaré.
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Nas décadas de 1970 e 1980 William Thurston interessou-se pela geometrização de variedades
primas de dimensão 3, isto é, se admitem uma métrica Riemanniana com curvatura seccional
constante. Nesse assunto ele fez avanços importantes e até o levou a ganhar a Medalha Field
de 1982, veja por exemplo em (THURSTON, 1982) . Esses trabalhos colocam a conjectura
de Poincaré em um contexto mais geral (Conjectura de geometrização de Thurston). Um
pouco depois, Richard Hamilton inspirado no trabalho de James Eells e Joseph Sampson
(EELLS; SAMPSON, 1964) sobre a convergência do fluxo de calor de aplicações harmônicas
introduziu uma versão geométrica do fluxo de calor, veja (HAMILTON, 1982). Isto é, seja
pMn, g0q uma variedade Riemanniana e gptq uma família de métricas. Considere o seguinte
problema de valor inicial

Bg

Bt
“ ´2 Ricgptq, (1)

com gp0q “ g0. A equação acima ficou conhecida como o fluxo de Ricci. Hamilton conseguiu
provar um teorema de existência para tal fluxo caso Mn seja fechada, e além disso provou
que se a métrica g0 é tal que seu tensor de Ricci for positivo Ricg0 ą 0, então Mn é
difeomorfa a S3, ou seja, ele chegou a uma versão fraca da conjectura de Poincaré. A partir
desse momento, o esforço concentrou-se em eliminar a hipótese Ricg0 ą 0.
O problema com o fluxo de Ricci é que ele apresenta singularidades em tempos finitos.
Grisha Perelman conseguiu entender e classificar tais singularidades e provar a conjectura
de Poincaré e a conjectura de geometrização de Thurston, veja em (PERELMAN, 2002;
PERELMAN, 2003a; PERELMAN, 2003b). Em resumo, podemos ver a importância da
ferramenta do fluxo de Ricci para resolver estes problemas, o qual ainda hoje é um tópico
ativo de pesquisa. Como por exemplo o problema de classificação das singularidades do
fluxo de Ricci em dimensão 4.

O objetivo deste trabalho é estudar o fluxo de Ricci desde o ponto de vista do
grupo de Análise Moderna. Mais concretamente queremos computar os grupos de simetrias
de Lie de várias famílias de métricas que satisfazem o fluxo de Ricci, calcular seus sistemas
ótimos das suas álgebras de dimensão finita e encontrar soluções invariantes. Até agora só
temos a descrição do grupo de simetrias de Lie do fluxo de Ricci para o caso bidimensional,
veja por exemplo (CIMPOIASU; CONSTANTINESCU, 2006; WANG, 2013). Nesta linha
nós damos nossa principal contribuição deste trabalho, a qual é o grupo de simetrias de
Lie do fluxo de Ricci de uma variedade de dimensão n e métrica arbitrária:
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Teorema 1. (LÓPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023, Teorema 1) O grupo de simetrias de
Lie do fluxo de Ricci (1) de uma variedade diferenciável de dimensão n com n ě 2 é
gerada pelos seguintes geradores infinitesimais:

X1 “
B

Bt
,

X2 “t
B

Bt
`

n
ÿ

i“1

n
ÿ

jěi

gij
B

Bgij
,

Xk`2 “ξk
B

Bxk
´

n
ÿ

i“1

n
ÿ

jěi

ˆ

gki
Bξk

Bxj
` gkj

Bξk

Bxi

˙

B

Bgij
,

(2)

no qual ξ1, ¨ ¨ ¨ , ξn´1 e ξn são funções arbitrárias e suaves de x1, ¨ ¨ ¨ , xn, k P t1, ¨ ¨ ¨ , nu e
g “ pgijq é o tensor métrico.

Também destacamos um método de como obter simetrias de Lie do fluxo de
Ricci para famílias de métricas particulares a partir do Teorema 1. Isto é, descrevemos tal
método em um contexto geral, veja os Teoremas 2 e 3.

A tese está organizada da seguinte maneira:

• No capítulo 1 introduzimos a teoria básica das simetrias de Lie.

• O capítulo 2 é dedicado à prova do Teorema 1.

• No capítulo 3 descrevemos o método de como obter simetrias de sistemas de Lie de
equações diferenciais particulares a partir das simetrias de Lie de equações diferenciais
gerais. Usando este método e o Teorema 1 computamos as simetrias do fluxo de
Ricci de varias famílias de métricas particulares, calculamos seus conjuntos ótimos e
soluções invariantes.

• No capítulo 4 fazemos uma discussão geral do trabalho.

Enunciamos os resultados originais obtidos nesta tese como teoremas enquanto os demais
aparecem na forma de proposições.
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1 Preliminares

Neste capítulo vamos apresentar de forma geral a teoria de Simetrias de Lie, a
qual se faz estritamente necessária para o desenvolvimento dos capítulos seguintes.

Em geral, assumimos que o leitor está familiarizado com os conceitos de
variedades diferenciais e grupos de Lie. Para os não familiarizados recomendamos as
seguintes referências (OLVER, 1993, Capítulo 1), (TU, 2011) e (SAN MARTIN, 2016).

Denotaremos M, Ω, e U como variedades diferenciáveis, quando precisarmos
especificar a dimensão da mesma escrevemos Mn o qual indica que a variedade diferenciável
M tem dimensão n. Dado um grupo de Lie ou grupo de Lie local G, sua álgebra de Lie
será denotada como g, no contexto da teoria de simetrias, e os elementos da álgebra de Lie
são chamados geradores infinitesimais. A aplicação exponencial do grupo de Lie no campo
infinitesimal X, é chamada de grupo a 1-parâmetro, que denotamos como expptXq.

1.1 Teoria de Simetrias de Lie
O objetivo desta seção é lançar as bases da teoria de simetrias de Lie com

um enfoque geométrico, embasada principalmente nos livros de Olver (OLVER, 1993),
Ovsiannikov (OVSIANNIKOV, 1978) e Hydon (HYDON, 2000).
O grupo de simetrias de Lie de um sistema de equações diferenciais é o maior grupo local
de transformações que atuam nas variáveis independentes e dependentes do sistema com a
propriedade de transformar soluções do sistema de equações em outras soluções. Restringi-
mos nossa principal atenção às simetrias dos grupos de Lie locais conexos (simetrias de Lie
contínuas). Antes de avançar para o caso das equações diferenciais, é vital que tratemos
adequadamente da situação mais simples apresentada por grupos de simetrias de Lie de
sistemas de equações algébricas.

1.1.1 Simetrias de Lie de Equações Algébricas

Por um sistema de equações algébricas nos referimos ao conjunto de nível

Fνpxq “ 0, @ν P t1, . . . , lu,

no qual F1pxq, . . . , Flpxq são funções suaves definidas para x P M. Uma solução é um ponto
x P M no qual Fνpxq “ 0, para toda ν P t1, . . . , lu. Um grupo de simetrias de Lie de um
sistema de equações algébricas é um grupo local de transformações G agindo em M com a
propriedade que G mapeia soluções do sistema a soluções do sistema. Em geral podemos
definir o conceito de invariância de subconjuntos e conjuntos de nível.
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Definição 1. Seja G um grupo local de transformações agindo em M. Um subconjunto
S Ă M é chamado G-invariante e G é chamado um grupo de simetrias de Lie de S , se
g ¨ x P S sempre que x P S , g P G e g ¨ x esteja bem definida, em que g ¨ x denota a ação
do grupo.

Definição 2. Seja G um grupo local de transformações agindo em M. Uma função
F : M Ñ N é chamada uma função G-invariante se para todo x P M e g P G temos que

F pg ¨ xq “ F pxq, (1.1)

sempre que g ¨ x esteja bem definida.

Exemplo 1. Considere o grupo a 1-parâmetro de translações em R2 denotado como Gc

px, yq Ñ px ` cε, y ` εq, ε P R,

no qual c é uma constante fixa. Então a função

F px, yq “ x ´ cy,

é Gc-invariante dado que
F px ` cε, y ` εq “ F px, yq,

para todo ε.

A seguinte proposição estreita a relação entre invariância dos conjuntos de nível
e a natureza mesma da função ser invariante.

Proposição 1. (OLVER, 1993, Proposição 2.5) Se G age em M e F : M Ñ Rl é uma
função suave, então F é uma função G-invariante se, e somente se, o conjunto de nível
tx P M; F pxq “ cu, c P Rl é um subconjunto G-invariante de M .

O grande poder da teoria de grupos de Lie reside na crucial observação de que
podemos substituir as condições complicadas e não lineares de (1.1) para a invariância de
um conjunto ou função pela condição linear de (1.2).

Proposição 2. (OLVER, 1993, Proposição 2.6) Seja G um grupo conexo de transformações
agindo em M. Uma função suave F : M Ñ R é uma função G-invariante se, e somente se,

XpF qpxq “ 0, (1.2)

para todo x P M, e para todo gerador infinitesimal X de G .

Observação 1. Considerando a proposição acima, podemos notar que os geradores in-
finitesimais podem ser vistos como campos que estão no núcleo da aplicação diferencial
dF .
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Para o caso do conjunto solução de um sistema de equações algébricas F pxq “ 0,
o critério de invariância infinitesimal precisa de uma hipótese adicional (carta adaptada).

Proposição 3. (OLVER, 1993, Teorema 2.8) Seja G um grupo de Lie local conexo de
transformações agindo em Mm. Seja F : Mm

Ñ Rl, l ď m uma aplicação suave, defina o
sistema de equações algébricas

F pxq “ pF1pxq, . . . , Flpxqq “ 0,

e suponha que 0 P Rl seja um valor regular de F . Então G é um grupo de simetrias de Lie
do sistema se, e somente se,

X pFvpxqq “ 0, @v P t1, . . . lu,

sempre que F pxq “ 0, para todo gerador infinitesimal X de G.

Finalmente, introduzimos o conceito de função e conjunto localmente invariante.

Definição 3. Seja G um grupo local de transformações agindo em M. Um subconjunto
S Ă M é chamado localmente G-invariante, se para todo x P S existe uma vizinhança Gx

da identidade em G, tal que g ¨ x P S sempre que g P Gx. Uma função suave F : U Ñ N,
no qual U Ă M é aberto, é chamada localmente G-invariante, se para cada x P U existe
uma vizinhança Gx da identidade em G tal que F pg ¨ xq “ F pxq para todo g P Gx.

A seguir abordaremos o conceito de simetria de Lie de uma equação diferencial.

1.1.2 Grupo de Simetrias de Lie de Equações Diferenciais

Suponha que o sistema de equações diferenciais ∆ envolve n e q variáveis
independentes e dependentes, respectivamente.

Um grupo de simetrias de Lie de ∆ é um grupo local de transformações G
agindo no conjunto aberto K Ă Ω ˆ U no qual G mapeia soluções de ∆ a soluções de ∆.
Em geral Ω e U podem ser variedades diferenciáveis.

Detalhamos um pouco melhor o significado de mapear funções a funções.
Considere a função u “ fpxq, e a identificamos com seu gráfico

Γf “ tpx, fpxqq : x P Ωu Ă Ω ˆ U .

Note que Γf é uma subvariedade de dimensão q de Ω ˆ U. Considere o fibrado trivial
pΓf , pr1,Ωq, no qual pr1 é a projeção das coordenadas independentes, as seções de E são
funções suaves s : Ω Ñ E tais que

pr1 s “ IdΩ .
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Supondo que G age suavemente em E e seja a seção s “ Γf , a transformação de Γf por g é

g ¨ Γf “ tpx̂, ûq “ g ¨ px, uq; px, uq P Γfu ,

a qual é uma subvariedade dado que g é um difeomorfismo. Porém, o conjunto g ¨ Γf não é
necessariamente o gráfico de outra função. Mas, dado que G age suavemente e o elemento
da identidade e P G (e ¨ Γf “ Γf), pelo teorema da função inversa temos que existe uma
vizinhança Gx na identidade G que transforma g ¨ Γf “ Γf̂ com a propriedade que Γf̂ é o
gráfico de uma função suave û “ f̂px̂q.

A seguir definimos o conceito de simetria de Lie de um sistema de equações
diferenciais.

Definição 4. Seja G um grupo de Lie local agindo em Ω ˆ U. G é um grupo de simetrias
de Lie do sistema de equações diferenciais ∆ se G transforma soluções do sistema em
soluções, isto é, se u “ fpxq é uma solução de ∆ então g ¨ Γf é o gráfico de uma função
que também é solução de ∆, sempre que g ¨ Γf estiver bem definida.

Exemplo 2. Seja ut “ uxx a equação de calor unidimensional, considere o grupo a
1-parâmetro

gε : px, t, uq ÞÝÑ px ` 2εt, t, e´εx´ε2tuq, ε P R.

Então gε é um grupo de simetrias. De fato, se u “ fpx, tq é solução da equação do calor, a
ação do grupo no gráfico desta função é

px̂, t̂, ûq “ px ` 2εt, t, e´εx´ε2tuq,

então t “ t̂, x “ x̂ ´ 2εt̂. Assim

ûpx̂, t̂q “ e´εx̂`ε2 t̂upx̂ ´ 2εt̂, t̂q,

e por cálculos diretos é possível provar que

ûx̂x̂ “ ût̂.

O exemplo ilustra uma aplicação do grupo de simetrias de Lie que permite
construir soluções novas a partir das já conhecidas.

Na seguinte subseção abordamos o conceito da equação diferencial do ponto de
vista geométrico, necessário para aproveitar as ferramentas de invariâncias de equações
algébricas.

1.1.3 Prolongação

Devido ao fato que queremos usar a noção de invariância de subconjuntos de
uma variedade, precisamos substituir a noção de um sistema de equações diferenciais por
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um objeto geométrico. Para fazer isto, primeiro vamos “prolongar” o espaço Ω ˆ U e dotar
de uma estrutura geométrica a tal espaço. Esta construção é uma versão simplificada da
teoria dos fibrados de jatos.

Definição 5. Dado o fibrado pΩ ˆ U, pr1,Ωq e uma seção s “ IdΩ ˆf , definimos o k-jato
de s em um ponto x por

jkxs “ pspxq, Brfpxqq,

no qual são tomadas todas as tuplas r “ pr1, ¨ ¨ ¨ , rlq com l ď k.

Em outras palavras o k-jato carrega toda a informação da função f e das suas
derivadas até ordem k.

Definição 6. Dado o fibrado pΩ ˆ U, pr1,Ωq, o espaço dos jatos de ordem k é
␣

jkxs : x P Ω, s é seção de pΩ ˆ U, pr1,Ωq
(

,

o qual denotamos por Ω ˆ Upkq.

É possível provar que tal espaço tem estrutura de variedade diferenciável,
veja (OLVER, 1993, Capítulo 3) ou (SAUNDERS, 1989, Capítulo 6). Dada uma fun-
ção suave u : Ω Ñ U, podemos associar prpkq u : Ω Ñ Upkq dado por prpkq upxq “

pupxq, Bupxq, . . . , Bkupxqq, e os pontos de seu gráfico pertencem a Ω ˆ Upkq, os quais por
simplicidade denotamos por

`

x, upkq
˘

.

Agora podemos identificar a equação diferencial como uma subvariedade mer-
gulhada e fechada do espaço de jatos. De fato, um sistema de equações diferenciais de
k-ésima ordem, com n variáveis independentes e q variáveis dependentes é dado por um
sistema de equações diferenciais

∆ν

`

x, upkq
˘

“ 0, @ν P t1, ¨ ¨ ¨ , lu,

envolvendo x “
`

x1, ¨ ¨ ¨ , xn
˘

, u “
`

u1, ¨ ¨ ¨ , uq
˘

e as derivadas de u com respeito a x

até ordem k. As funções ∆
`

x, upkq
˘

“
`

∆1
`

x, upkq
˘

, ¨ ¨ ¨ ,∆l

`

x, upkq
˘˘

assumiremos sendo
suaves em seus argumentos, ∆ pode ser vista como uma função suave do espaço de jatos
Ω ˆ Upkq a Rl,

∆ : Ω ˆ Upkq
Ñ Rl.

As próprias equações dizem quando a função ∆ é zero em Ω ˆ Upkq, assim ∆
`

x, upkq
˘

está
determinada pela subvariedade

S∆ “
␣`

x, upkq
˘

: ∆
`

x, upkq
˘

“ 0
(

Ă Ω ˆ Upkq

(S∆ é subvariedade fechada de Ω ˆ Upkq se o zero é valor regular da aplicação ∆). Podemos
identificar o sistema de equações diferenciais com sua subvariedade mergulhada e fechada
correspondente, isto é, associar uma equação diferencial a um objeto geométrico. Daqui
para frente denotaremos apenas como S a S∆.
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Exemplo 3. Considere a equação de calor unidimensional

ut “ uxx.

Assim Ω “ R2 e U “ R. Podemos reescrever geometricamente a equação diferencial como

∆ : Ω ˆ Up2q
Ñ R

dada por ∆px, t, u, ux, ut, uxx, uxt, uttq “ ut ´ uxx. Dado que 0 é um valor regular da
aplicação ∆, temos que

S “

!

px, t, u, ux, ut, uxx, uxt, uttq P Ω ˆ Up2q;ut ´ uxx “ 0
)

,

é uma subvariedade mergulhada e fechada de Ω ˆ Up2q.

Uma solução suave de ∆ é uma função suave u “ fpxq tal que

∆ν

`

x, prpkq fpxq
˘

“ 0, @ν P t1, ¨ ¨ ¨ , lu.

Esta condição é equivalente à afirmação de que o gráfico da prolongação prpkq fpxq deve
estar inteiramente dentro da subvariedade S ,

Γpkq

f “
␣

px, prpkq fpxqq
(

Ă S .

Agora queremos estabelecer o critério infinitesimal de simetria de Lie. Antes
precisamos da noção de prolongamento da ação de um grupo local.

Definição 7. Seja G um grupo de Lie local agindo no conjunto aberto K Ă Ω ˆ U. Então
existe uma ação induzida de G no espaço de jatos Ω ˆ Upkq

ppara elementos g perto da
identidade de Gq, chamada k-ésima prolongação de G a qual é definida e denotada como

prpkq g ¨
`

x, upkq
˘

:“ prpkq
px̂, ûq,

no qual px̂, ûq “ g ¨ px, uq.

Exemplo 4. Considerando o grupo a 1-parâmetro do exemplo 2. Dada uma função suave
u “ fpxq, queremos encontrar

prp1q gε ¨ px, t, u, ux, utq “ prp1q
pgε ¨ px, t, uqq .

Seja o ponto px0, t0, u0, u0
x, u

0
t q P X ˆ Up1q. Pelo que foi feito no exemplo 2, sabemos que

ûpx̂, t̂q “ e´εx̂`ε2 t̂upx̂ ´ 2εt̂, t̂q.

Logo

ûx̂px0, t0, u0, u0
x, u

0
t q “

B

Bx̂

´

e´εx̂`ε2 t̂upx̂ ´ 2εt̂, t̂q
¯ ˇ

ˇ

ˇ

px̂,t̂,û,ûx̂,ût̂q“px0,t0,u0,u0
x,u

0
t q

“ e´εx0`ε2t0
`

´εu0
` u0

x

˘

,
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no qual x̂ “ x0
` 2εt0 e t̂ “ t0. De forma análoga

ût̂px
0, t0, u0, u0

x, u
0
t q “ e´εx0`ε2t0

`

ε2u0
´ 2εu0

x ` u0
t

˘

.

Assim
x̂ “ x0

` 2εt0,
t̂ “ t0,

û “ e´εx0`ε2t0u0,

ûx̂ “ e´εx0`ε2t0
`

´εu0
` u0

x

˘

,

ût̂ “ e´εx0`ε2t0
`

ε2u0
´ 2εu0

x ` u0
t

˘

.

A seguinte Proposição relaciona as simetrias de Lie de uma equação diferencial
com a invariância do subconjunto S .

Proposição 4. (OLVER, 1993, Teorema 2.27) Seja K um conjunto aberto de Ω ˆ U e
suponha que ∆

`

x, upkq
˘

“ 0 é um sistema de equações diferencial de ordem k definida em
K , com a subvariedade fechada correspondente S Ă K pkq. Seja G um grupo de Lie local
agindo em K tal que prpkq g ¨

`

x, upkq
˘

P S sempre que
`

x, upkq
˘

P S , para todo g P G
que esteja bem definido. Então G é um grupo de simetrias de Lie do sistema de equações
diferenciais.

O próximo passo é estabelecer o critério de simetria infinitesimal. Primeiro
definimos a prolongação de campos aplicada a funções no espaço Ω ˆ Upkq .

Definição 8. Seja K Ă Ω ˆ U aberto e suponha que X é um campo suave em K , com
correspondente grupo a 1-parâmetro exppεXq plocalq. Então a k-ésima prolongação de X,
denotada por Xpkq, será o campo suave no espaço K pkq

Ă Ω ˆ Upkq tal que

Xpkq
`

x, upkq
˘

:“ d

dε

`

prpkq exppεXq ¨
`

x, upkq
˘˘

ˇ

ˇ

ˇ

ε“0
,

para todo
`

x, upkq
˘

P K pkq.

Exemplo 5. Pelo que foi feito nos exemplos 2 e 4, por cálculo direto, segue

dx̂

dε

ˇ

ˇ

ˇ

ε“0
“ 2t, dt̂

dε

ˇ

ˇ

ˇ

ε“0
“ 0, dû

dε

ˇ

ˇ

ˇ

ε“0
“ ´xu,

dûx
dε

ˇ

ˇ

ˇ

ε“0
“ ´xux ´ u,

dût
dε

ˇ

ˇ

ˇ

ε“0
“ ´xut ´ 2ux.

Logo
Xp1q

“ 2t B

Bx
´ pxuq

B

Bu
´ pxux ` uq

B

Bux
´ pxut ` 2uxq

B

But
. (1.3)

Temos agora todas as ferramentas para estabelecer o critério infinitesimal de
simetria de Lie de um sistema de equações diferenciais.



Capítulo 1. Preliminares 23

Proposição 5. (OLVER, 1993, Teorema 2.31) Critério de Simetria infinitesimal. Seja

∆ν

`

x, upkq
˘

“ 0, @ν P t1, . . . , lu,

um sistema de equações diferenciais tal que 0 P Rl é um valor regular da aplicação
∆ : Ω ˆ Upkq

Ñ Rl. Seja G um grupo de Lie local agindo no aberto K Ă Ω ˆ U, e

Xpkq
“

∆ν

`

x, upkq
˘‰

“ 0, @ν P t1, . . . , lu, sempre que, ∆
`

x, upkq
˘

“ 0, (1.4)

para todo gerador infinitesimal X da álgebra de Lie de G. Então G é um grupo de simetrias
de Lie do sistema de equações diferenciais.

Observação 2. Note que pela unicidade das soluções de equações diferenciais ordinárias
cada grupo de simetrias a 1-parâmetro fica unicamente determinado por seu gerador
infinitesimal. Por tal motivo é comum referir-se ao gerador infinitesimal X como simetria
de Lie.

Olhando a Proposição 5, surge a pergunta natural se pelo critério de simetria
“infinitesimal” (1.4) obtemos todas as simetrias do sistema de equações diferenciais. A
resposta é que precisamos de um argumento técnico adicional. O problema está em que
se houver um ponto

`

x, upkq
˘

P S não temos a garantia de que existe alguma função
suave que seja solução do sistema de equações e que seu gráfico da k-ésima prolongação
passe por este ponto. De fato esta condição é que garante que pelo critério de simetria
infinitesimal obtemos todas as simetrias, veja (OLVER, 1993, Teorema 2.71). Aqui entra
em jogo o Teorema de Cauchy-Kovalevskaya, o qual está relacionado à analiticidade do
sistema de equações diferenciais de uma grande família de equações diferenciais com o
fato da existência da função com as características discutidas acima, veja (OLVER, 1993,
Corolário 2.74).
O próximo passo é determinar uma fórmula explícita para calcular a prolongação de um
gerador infinitesimal sem a necessidade de calcular o fluxo prpkq exppεXq ¨

`

x, upkq
˘

dado
que esta forma em geral é complicada. Antes disso precisamos da definição da derivada
total em relação às variáveis independentes xi no espaço Ω ˆ Upkq.

Definição 9. Seja P
`

x, upkq
˘

uma função suave de x, u e as derivadas de u até ordem
k, definida no aberto K pkq

Ă Ω ˆ Upkq. A derivada total de P com respeito a xi é a única
função suave DiP

`

x, upk`1q
˘

definida em K pk`1q e dependente das derivadas de u até
ordem k ` 1, com a propriedade que se u “ fpxq for uma função suave, então

DiP
`

x, prpk`1q
pfpxq

˘

“
B

Bxi
␣

P px, prpkq
pfpxqq

(

.

Em outras palavras, DiP se obtém diferenciando P com respeito a xi tratando a u e suas
derivadas como funções de x. Temos a seguinte proposição.



Capítulo 1. Preliminares 24

Proposição 6. Dada P
`

x, upkq
˘

, a i-ésima derivada total de P tem a seguinte forma geral

DiP “
BP

Bxi
`

q
ÿ

α“1

ÿ

J

uαJ,i
BP

BuαJ
, (1.5)

em que, J “ pj1, ¨ ¨ ¨ , jrq e

uαJ,i “
BuJ
Bxi

“
B|J |`1uα

BxiBxj1 ¨ ¨ ¨ Bxjr
.

Em (1.5) a soma é sobre todos os J tais que 0 ď |J | ď k.

A partir da proposição acima enunciamos a seguinte Proposição.

Proposição 7. (OLVER, 1993, Teorema 2.36) Seja

X “

n
ÿ

i“1
ξipx, uq

B

Bxi
`

q
ÿ

α“1
ηαpx, uq

B

Buα
,

o campo definido no conjunto aberto K Ă Ω ˆ U. Então a k-ésima prolongação de X é o
campo definido no espaço K pkq

Ă Ω ˆ Upkq definido como

Xpkq
“ X `

q
ÿ

α“1

ÿ

J

ηJα
`

x, upkq
˘ B

BuαJ
,

o segundo somatório é sobre todos os multi-índices J “ pj1, ¨ ¨ ¨ , jrq com 1 ď jr ď n,

1 ď r ď k. As funções ηJα são dadas por

ηJα
`

x, upkq
˘

“ DJ

˜

ηα ´

n
ÿ

i“1
ξiuαi

¸

`

n
ÿ

i“1
ξiuαJ,i, (1.6)

no qual uαi “
Buα

Bxi
e uαJ,i “

BuαJ
Bxi

.

Exemplo 6. Considere o grupo de simetrias do exemplo 2. Pelo feito no exemplo 5 seu
campo infinitesimal é

X “ 2t B

Bx
´ xu

B

Bu

Assim η “ ´xu, pela Proposição prévia temos que

Xp1q
“ X ` ηxpx, up1q

q
B

Bux
` ηtpx, up1q

q
B

But
,

devido a (1.6)

ηx “ Dxp´xu ´ 2tuxq ` 2tuxx
“ ´u ´ xux.
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De forma análoga

ηt “ Dtp´xu ´ 2tuxq ` 2tuxx
“ ´xut ´ 2ux.

Portanto
Xp1q

“ 2t B

Bx
´ xu

B

Bu
´ pu ` xuxq

B

Bux
´ pxut ` 2uxq

B

But
. (1.7)

Note que este campo coincide com (1.3).

O seguinte resultado nos diz que o espaço vetorial dos geradores infinitesimais
tem uma estrutura de álgebra de Lie.

Proposição 8. (OLVER, 1993, Teorema 2.39 e Corolário 2.40) Seja ∆ um sistema de
equações diferenciais tais que 0 P Rl é um valor regular de ∆ : Ω ˆ Upkq

Ñ Rl. Então, o
conjunto de todos os geradores infinitesimais do sistema de equações diferenciais forma
uma álgebra de Lie.

O próximo conceito a discutir é importante do ponto de vista do estudo das
leis de conservação e generalizações de simetrias.

Seja

X “

p
ÿ

i“1
ξipx, uq

B

Bxi
`

q
ÿ

α“1
ηαpx, uq

B

Buα
,

o gerador infinitesimal que é simetria de Lie do sistema de equações diferenciais ∆
`

x, upkq
˘

.

A característica de X, denotada por QX é o campo infinitesimal no espaço Ω ˆUp1q definido
como

QX “

q
ÿ

α“1
Qα

`

x, u, up1q
˘ B

Buα
,

no qual

Qα

`

x, u, up1q
˘

“ ηα ´

n
ÿ

i“1
ξiuαi .

Note que Qi

`

x, u, up1q
˘

é linear com respeito às derivadas de u. Em geral a
teoria de simetrias de Lie pode ser desenvolvida usando características ao invés de campos!

Exemplo 7. Considere a simetria do exemplo 2. Pelo exemplo 6 seu respectivo campo
infinitesimal é

X “ 2t B

Bx
´ xu

B

Bu
.

Sua correspondente característica é

QX “ p´xu ´ 2tuxq
B

Bu
.
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Através dos geradores infinitesimais das simetrias de Lie é possível reduzir o
número de variáveis independentes ou a ordem do sistema de equações diferenciais, a priori
tal redução pode conduzir a encontrar soluções particulares e em certas ocasiões a solução
geral. Elas também podem nos permitir encontrar novas soluções a partir de soluções
conhecidas. As soluções que são invariantes por um grupo de simetrias são denominadas
soluções invariantes. Na próxima seção queremos discutir uma estratégia de como obter
todas as soluções invariantes de uma forma eficaz, isto nos leva ao conceito de conjunto
ótimo.

1.1.4 Conjuntos ótimos

Seja G o grupo de simetrias de Lie do sistema de equações

∆
`

x, upkq
˘

“ 0, (1.8)

(vamos supor que a dimensão de G é finita) e seja Hs um subgrupo de Lie de dimensão s.
Sabemos que a partir deste subgrupo poderíamos obter uma família de soluções invariantes.
Nosso objetivo nesta subseção é dividir o conjunto de todas as soluções invariantes de um
sistema de equações diferenciais em classes de equivalência. Duas soluções invariantes são
equivalentes se uma pode ser mapeada para a outra por um grupo de simetrias de Lie. A
classificação simplifica muito o problema de determinar todas as soluções invariantes. Só é
necessário encontrar uma solução invariante (geral) de cada classe; então toda a classe
pode ser construída aplicando as simetrias. Essa estratégia minimiza o esforço necessário
para obter soluções invariantes.

O seguinte resultado ilustra como é possível obter um método efetivo de tal
classificação.

Proposição 9. Seja G um grupo de Lie que age sobre o aberto K Ă ΩˆU, e seja Hs
Ă G

um subgrupo de Lie. Então vale a seguinte proposição: se Γ Ă K é um subconjunto
(localmente) invariante por Hs, dado g P G, definido sobre todo Γ, então gΓ “ tgx;x P Γu

é (localmente) invariante pelo subgrupo de conjugação gHs g´1
“ tghg´1;h P Hs

u.

Demonstração. Dado que Hs Γ Ă Γ, segue que gHs Γ Ă gΓ. Assim gHs g´1
pgΓq Ă gΓ.

Observação 3. Como ilustração da Proposição 9, considere o caso s “ 1. O conjunto Γ
deve ser visto como o gráfico de uma função suave u “ fpxq que é solução de (1.8). Dado
o grupo de simetrias de Lie a 1-parâmetro pexpptXqqt, a nova solução obtida através da
ação deste subgrupo aplicada a Γ mantém a mesma forma se aplicamos a ação do subgrupo
pexpprY q expptXq expp´rY qqt, no qual Y é uma simetria de Lie qualquer de (1.8).

Através deste resultado podemos formular a seguinte proposição.
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Proposição 10. (OLVER, 1993, Proposição 3.6) Seja G o grupo de simetrias de Lie
do sistema de equações diferenciais (1.8) e seja Hs

Ă G um subgrupo de Lie. Se u “ fpxq

é uma solução de (1.8) e g P G é outro elemento do grupo, então a função transformada
u “ rfpxq “ g.fpxq é uma solução rH

s
invariante, onde rH

s
“ gHs g´1.

Uma solução de (1.8) invariante pelo subgrupo Hs
1 vamos denotar como pf1,Hs

1q.
Então, podemos definir a relação entre soluções invariantes por algum subgrupo de dimensão
s. Dados pf1,Hs

1q e pf2,Hs
2q dizemos que f1 está relacionada com f2, pf1 „ f2q se existir

g P G tal que Hs
1 “ gHs

2 g
´1.

Não é difícil provar que a relação definida acima é de equivalência e pela
Proposição 10 a partir de cada classe de equivalência é possível obter todas as soluções
invariantes por algum subgrupo de dimensão s. Em outras palavras o problema de
classificação de soluções invariantes por subgrupos se reduz ao problema de classificação
de subgrupos por conjugação.

A pergunta é: como classificar os subgrupos de Lie por conjugação? Quando
procuramos os subgrupos conexos é possível transformar o problema em um problema de
classificação de subálgebras de Lie.

Proposição 11. (OLVER, 1993, Proposição 3.7) Seja Hs e rH
s

subgrupos de Lie conexos
do grupo de Lie G com subálgebras de Lie h e rh respectivamente. Então rH

s
“ gHs g´1 são

subgrupos conjugados se e somente se rh “ Adpgqphq são subálgebras conjugadas.

Finalmente definimos o conceito de conjunto ótimo.

Definição 10. Seja G um grupo de Lie. Um Conjunto Ótimo de subgrupos de Lie de
dimensão s é uma lista de subgrupos de dimensão s com a propriedade que qualquer
subgrupo de Lie de dimensão s é o conjugado de um único da lista. Similarmente, uma
lista de subálgebras de dimensão s forma um conjunto ótimo, se toda subálgebra de Lie
de dimensão s é equivalente a uma única subálgebra da lista por algum elemento da
representação adjunta: rh “ Adpgqphq, g P G.

Observação 4. Segue da definição que podemos definir a relação de equivalência entre
subálgebras de Lie como

h1 „ h2,

se h1 “ eadpX1q
¨ ¨ ¨ eadpXnqh2, Xi P g.

Uma ideia para atacar o problema de classificação de dimensão 1 é encontrar
funções que sejam invariantes pela representação adjunta, isto é, uma função

I : g Ñ R,
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suave, tal que IpAdpgqXq “ IpXq, para todo X P g e g P G. Note que se IpX1q ‰

IpX2q, então X1 e X2 não podem ser equivalentes. Para uma construção de tais funções
recomendamos (HYDON, 2000, Capítulo 10). Para o caso de construção de conjuntos
ótimos de subálgebras de dimensão 2, Ovsiannikov (OVSIANNIKOV, 1978) aborda o
problema usando espaços invariantes da aplicação adjunta adp.q. Para a construção dos
conjuntos ótimos em alta dimensão recomendamos a leitura (PATERA; WINTERNITZ;
ZASSENHAUS, 1975).
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2 Simetrias do Fluxo de Ricci

Neste capítulo, consideramos o problema de determinar o grupo de simetrias de
Lie do fluxo de Ricci para uma variedade Riemanniana de dimensão n com n ě 2.

Seja pgptqqt uma família de métricas Riemannianas a 1-parâmetro sobre Mn. O
fluxo de Ricci é definido como

Bg

Bt
` 2 Ricgptq “ 0,

no qual Ricgptq é o tensor de Ricci da métrica gptq. Considere o sistema de coordenadas
locais pU, xq de Mn, a equação do fluxo de Ricci em coordenadas locais é

2 Rαβ `Btgαβ “ 0,

em que gαβ são os coeficientes do tensor métrico no tempo t, Btgαβ denota a derivada
parcial com respeito a t de gαβ e

Rαβ “
1
2g

γδ
t´BγBδgαβ ´ BαBβgγδ ` BβBδgαγ ` BαBγgδβu

` gγδgτρ tΓτγαΓρδβ ´ ΓτγδΓραβu ,
(2.1)

no qual Bs denota a derivada parcial com respeito à varável espacial xs, e Γβγα “ Γτγαgτβ

com
Γτγα “

1
2pBαgτγ ` Bγgτα ´ Bτgγαq.

Com a ajuda do software Wolfram Mathematica usando o pacote SYM, (DIMAS; TSOUBE-
LIS, 2005) e (DIMAS; TSOUBELIS, 2006), conseguimos calcular o grupo de simetrias de
Lie do fluxo de Ricci para n “ 2, 3 e 4, com o qual chegamos à seguinte conjectura:

Conjectura 1. (LÓPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023) As simetrias de Lie do fluxo de
Ricci pMn, gptqqt de uma variedade Riemanniana com n ě 2 é gerada pelos seguintes
geradores infinitesimais:

X1 “
B

Bt
,

X2 “ t
B

Bt
`

n
ÿ

i“1

n
ÿ

jěi

gij
B

Bgij
,

Xk`2 “ ξk
B

Bxk
´

n
ÿ

i“1

n
ÿ

jěi

ˆ

gki
Bξk

Bxj
` gkj

Bξk

Bxi

˙

B

Bgij
,

(2.2)

no qual ξ1, ¨ ¨ ¨ , ξn´1 e ξn são funções suaves arbitrarias de x1, ¨ ¨ ¨ , xn, k P t1, ¨ ¨ ¨ , nu e
g “ pgijq é o tensor métrico.

O objetivo principal daqui em diante é provar a conjectura. Assim organizamos
este capítulo da seguinte forma: na próxima seção provamos uma condição de suficiência
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para um campo gerador infinitesimal ser uma simetria do fluxo de Ricci, na seção 2.3
demonstramos a condição necessária para um campo gerador infinitesimal ser uma simetria
de Lie do fluxo de Ricci, na seção 2.4 finalmente apresentamos o argumento formal que
garante que o critério infinitesimal nos permite obter todas as simetrias de Lie do fluxo de
Ricci, bem como a classificação da sua álgebra de Lie de dimensão finita.

2.1 Condição suficiente
O objetivo principal nesta seção é apresentar uma condição de suficiência

para um campo gerador infinitesimal ser simetria de Lie do fluxo de Ricci. Em concreto
provaremos que os geradores infinitesimais descritos na conjectura são simetrias de Lie do
fluxo de Ricci, para isto computamos seus fluxos a 1-parâmetro e provamos que mapeiam
soluções do fluxo de Ricci a soluções.

• O grupo a 1-parâmetro gerado por X1 é

Ψεpx, t, gijq “ px̂, t̂, ĝijq “ px, t ` ε, gijq,

segue que
ĝij

`

x̂, t̂
˘

“ g
`

x̂, t̂ ´ ε
˘

.

Assim

B

Bt̂
ĝ
`

x̂, t̂
˘

“
B

Bt
g
`

x̂, t̂ ´ ε
˘ Bt

Bt̂
“

B

Bt
g px̂, tq “ ´2 Ricgpx̂,tq “ ´2 Ricgpx̂,t̂´εq “ ´2 Ricĝpx̂,t̂q .

Portanto, X1 é simetria de Lie do fluxo de Ricci.

• Para X2, note que o tensor de Ricci é invariante por “scalings”, isto é, Riccg “ Ricg
para todo c ą 0, veja (BESSE, 2007, Teorema 1.159). Por outro lado, o grupo a
1-parâmetro gerado por X2 é

Ψεpx, t, gijq “ px̂, t̂, ĝijq “ px, eεt, eεgijq,

com o qual
ĝij

`

x̂, t̂
˘

“ eεgij
`

x̂, e´εt̂
˘

.

Logo

B

Bt̂
ĝ
`

x̂, t̂
˘

“ eε
B

Bt
g
`

x̂, e´εt̂
˘ Bt

Bt̂
“

B

Bt
gpx̂, tq “ ´2 Ricgpx̂,tq

“ ´2 Riceεgpx̂,e´ε t̂q “ ´2 Ricĝpx̂,t̂q .

Portanto, X2 é simetria de Lie do fluxo de Ricci.
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• Finalmente, analisamos os geradores infinitesimais Xk`2 da Conjectura. Provamos
que eles são simetrias de Lie e surgem devido ao fato das equações do fluxo de Ricci
serem independentes do sistema de coordenadas (equação tensorial). Seja x̂ “ Ψεpxq

o fluxo de:
$

’

&

’

%

dx̂k

dε

ˇ

ˇ

ˇ

ε“0
“ ξkpxq,

x̂k
ˇ

ˇ

ˇ

ε“0
“ xk.

Considere gij o tensor métrico em coordenadas x. Sabemos que o tensor métrico em
coordenadas x̂ é determinado pela seguinte relação:

ĝsl “
ÿ

i,j

gij
Bxi

Bx̂s
Bxj

Bx̂l
. (2.3)

Analisamos Bxi

Bx̂k
ao redor de ε “ 0. Pelas propriedades de fluxo:

xi “ pΞεpx̂
i
qq

´1
“ pΞi

εq
´1

“ Ξi
´ε.

Então:

Bxi

Bx̂s
“

Bxi

Bx̂s

ˇ

ˇ

ˇ

ε“0
`

d

dε

Bxi

Bx̂k

ˇ

ˇ

ˇ

ε“0
ε ` opε2

q

“ δis `
B

Bx̂s

ˆ

dΞi
´ε

dε

ˇ

ˇ

ˇ

ε“0

˙

ε ` opε2
q

“ δis ´
Bξi

Bxs
ε ` opε2

q.

(2.4)

Analogamente
Bxj

Bx̂l
“ δjl ´

Bξi

Bxl
ε ` opε2

q. (2.5)

Por simples análise de (2.3), (2.4) e (2.5) temos que

ĝsl “
ÿ

i,j

gi,j

ˆ

δis ´
Bξi

Bxs
ε ` opε2

q

˙ˆ

δjl ´
Bξj

Bxl
ε ` opε2

q

˙

“ gsl ´
ÿ

i

ˆ

gsi
Bξi

Bxl
` gil

Bξi

Bxs

˙

ε ` opε2
q.

Esta última expressão nos diz que podemos encontrar px̂k, ĝslq resolvendo
$

’

’

&

’

’

%

d

dε

`

x̂k, ĝsl
˘

ˇ

ˇ

ˇ

ε“0
“

˜

ξkpxq,´
ÿ

i

ˆ

gsi
Bξi

Bxl
` gil

Bξi

Bxs

˙

¸

,

`

x̂k, ĝsl
˘

ˇ

ˇ

ˇ

ε“0
“
`

xk, gsl
˘

.

Em outras palavras, Xk`2 é simetria de Lie do fluxo de Ricci se, e somente se, o
fluxo de Ricci é invariante pelo sistema de coordenadas, o qual é bem conhecido
devido ao fato de ser uma equação tensorial. Portanto, Xk`2 é simetria de Lie do
fluxo de Ricci.
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2.2 Condição necessária
Pelo que foi feito na seção anterior, a conjectura funciona como uma condição

suficiente, de fato o fluxo de Ricci admite o grupo de simetrias de Lie com álgebra de Lie
gerada pelo menos por (2.2). Para provar a conjectura basta mostrar que uma condição
necessária para um gerador infinitesimal ser simetria de Lie é ser combinação linear de (2.2).
Isto será feito a seguir.

Demonstração. (LÓPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023) Queremos aplicar o critério infini-
tesimal para encontrar a condição de simetria de Lie. Em contexto com a Proposição 5,
temos Ω “ Mn

ˆR. Antes precisamos provar que 0 P Rnpn`1q{2 é um valor regular da
aplicação

∆ : Ω ˆ Up2q
Ñ Rnpn`1q{2,

dada por
∆αβpx, t, gp2q

q “ Btgαβ ` 2 Rαβ .

Seja px, t, gp2q
q P ∆´1

pt0uq, por cálculo direto a transformação linear B∆
BpBtgαβq

tem uma

submatriz com determinante 1. Assim, a aplicação d∆px, t, gp2q
q é sobrejetora. Portanto, o

zero é um valor regular da aplicação ∆ e podemos aplicar a Proposição 5.

Vamos supor que

X “ ξtpt, x1, . . . , xn, gq
B

Bt
` ξµpt, x1, . . . , xn, gq

B

Bxµ
` ηpµνqpt, x1, . . . , xn, gq

B

Bgµν
,

é uma simetria de Lie do fluxo de Ricci. A notação nos índices pµνq na função η indica
que µ ď ν, isto é feito pela simetria dos tensores da equação do fluxo de Ricci e assim
para que as variáveis dependentes não sejam contadas duas vezes.

Usando esta forma genérica podemos chegar às equações determinantes, para
resolvê-las empregamos a abordagem de Marchildon (MARCHILDON, 1998). Primeiro
descrevemos algumas propriedades elementares.

Note que Bαgτγ “ Γτγα ` Γγτα. Por outro lado, dado que g´1g “ I temos
B

Bgκλ
g´1g ` g´1 B

Bgκλ
g “ 0, denotamos pg´1

qµν “ gµν e pgqµν “ gµν . Assim, a última
equação é equivalente a

B

Bgκλ
gµν “ ´

ˆ

g´1 Bg
Bgκλ

g´1
˙

µν

“ ´gµk
ˆ

B

Bgκλ
gkλ

˙

gνλ,

assim

´
Bgµν

Bgκλ
“ Xµνκλ

“

$

&

%

gµκgνλ ` gµλgνκ se κ ‰ λ,

gµκgνλ se κ “ λ.
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Dado que Xµνkλ
“ Xνkλ

a gµa “ Xkλ
ab g

bνgµa, temos

Xνκλ
µ “

$

&

%

δκµg
νλ

` δλµg
νκ se κ ‰ λ,

δκµg
νλ se κ “ λ,

(2.6)

e

Xκλ
µν “

$

&

%

δκµδ
λ
ν ` δλµδ

κ
ν se κ ‰ λ,

δκµδ
λ
ν se κ “ λ.

Em particular

Bgµν
Bgkλ

“ Xkλ
µν ,

BpBγBδgαβq

BpBkBλgµνq
“ Xkλ

γδX
µν
αβ ,

2 BΓτγα
BpBkgµνq

“ δkαX
µν
τγ ` δkγX

µν
τα ´ δkτX

µν
γα.

(2.7)

Precisamos expressar as derivadas parciais do tensor de Ricci com respeito a gµν e suas
derivadas parciais. De (2.1), (2.7) obtemos

B Rαβ

B pBκBλgµνq
“

B

B pBκBλgµνq

ˆ

gγδ

2 t´BγBδgαβ ´ BαBβgγδ ` BβBδgαγ ` BαBγgδβu

˙

“
1
2g

γδ
␣

´Xκλ
γδX

µν
αβ ´ Xκλ

αβX
µν
γδ ` Xκλ

δβX
µν
γα ` Xκλ

γαX
µν
δβ

(

,

B Rαβ

B pBκgµνq
“

B

B pBκgµνq

`

gγδgτρ tΓτγαΓρδβ ´ ΓτγδΓραβu
˘

“
1
2g

γδgτρ
␣“

δκαX
µν
τγ ` δκγXτα

µν
´ δκτXγα

µν
‰

Γρδβ

`
“

δκβXρδ
µν

` δκδX
µν
ρβ ´ δκρXδβ

µν
‰

Γτγα
´
“

δκδXτγ
µν

` δκγX
µν
τδ ´ δκτXγδ

µν
‰

Γραβ
´
“

δκβXρα
µν

` δκαXρβ
µν

´ δκρXαβ
µν
‰

Γτγδ
(

,

B Rαβ

Bgµν
“

1
2 tBγBδgαβ ` BαBβgγδ ´ BδBβgγα ´ BγBαgδβuXγδµν

´ tΓτγαΓρδβ ´ ΓτγδΓραβu
␣

gγδXτρµν
` gτρXγδµν

(

.

Note que para todo tensor métrico A, temos

ApµνqX
µν
γδ “ Aγδ. (2.8)

A segunda prolongação X é

Xp2q
“ξµ

B

Bxµ
` ξt

B

Bt
` ηpµνq

B

Bgµν
` ηpµνqk

B

BpBkgµνq
` ηpµνqt

B

BpBtgµνq

` ηpµνqpkλq

B

BpBkBλgµνq
.
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Portanto, para obter as condições de linearização, precisamos primeiro expandir as equações

Xp2q
´

Rαβ `
1
2Btgαβ

¯

“
1
2ηαβt `

ηγδ

2 tBγBδgαβ ` BαBβgγδ ´ BδBβgγα ´ BγBαgδβu

´ tΓτγαΓρδβ ´ ΓτγδΓραβu
␣

gγδητρ ` gτρηγδ
(

`
1
2g

γδgτρ trητγα ` ηταγ ´ ηγατ s Γρδβ ` rηρδβ ` ηρβδ ´ ηδβρs Γτγα

´ rητγδ ` ητδγ ´ ηγδτ s Γραβ ´ rηραβ ` ηρβα ´ ηαβρs Γτγδu

`
1
2g

γδ
t´ηαβγδ ´ ηγδαβ ` ηγαδβ ` ηδβγαu “ 0,

(2.9)

no qual
ηγδ “

ÿ

aďb

ηabX
γδab

“ ηpabqX
γδab.

As funções ητγα, ητγt e ηαβγδ são dadas pelas seguintes expressões

ητγα “ Dαpητγ ´ ξσBσgτγ ´ ξtBtgτγq ` ξσBαBσg
τγ

` ξtBαBtg
τγ,

ητγt “ Dtpητγ ´ ξσBσgτγ ´ ξtBtgτγq ` ξσBtBσg
τγ

` ξtBtBtg
τγ,

ηαβγδ “ DγDδpηαβ ´ ξσBσgαβ ´ ξtBtgαβq ` ξσBγBδBσgαβ ` ξtBγBδBtgαβ,

veja a Proposição 7. Aqui Dα e Dt denotam a derivada total com respeito a xα e t,
respetivamente, isto é

Dα “ Bα ` Bαgpµνq

B

Bgµν
` BαBκgpµνq

B

B pBκgµνq
` BαBpκBλqgpµνq

B

B pBκBλgµνq
,

Dt “ Bt ` Btgpµνq

B

Bgµν
` BtBκgpµνq

B

B pBκgµνq
` BtBpκBλqgpµνq

B

B pBκBλgµνq
.

De modo que

ητγα “Bαητγ ´ rBσgτγs Bαξ
σ

´ rBtgτγs Bαξ
t

` Bαgpµνq

Bητγ
Bgµν

´
“

Bαgpµνq

‰

Bσgτγ
Bξσ

Bgµν
´
“

Bαgpµνq

‰

Btgτγ
Bξt

Bgµν
,

ητγt “Btητγ ´ rBσgτγs Btξ
σ

´ rBtgτγs Btξ
t

` Btgpµνq

Bητγ
Bgµν

´
“

Btgpµνq

‰

Bσgτγ
Bξσ

Bgµν
´
“

Btgpµνq

‰

Btgτγ
Bξt

Bgµν
,

(2.10)
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e

ηαβγδ “BγBδηαβ ´ BγBδξ
σ
pBσgαβq ´ BγBδξ

t
pBtgαβq ` pBδgpµνqqBγ

ˆ

Bηαβ
Bgµν

˙

` BγgpµνqBδ

ˆ

Bηαβ
Bgµν

˙

´ pBγgpµνqqpBσgαβqBδ

ˆ

Bξσ

Bgµν

˙

´ pBδgpµνqqpBσgαβqBγ

ˆ

Bξσ

Bgµν

˙

´ pBγgpµνqqpBtgαβqBδ

ˆ

Bξt

Bgµν

˙

´ pBδgpµνqqpBtgαβqBγ

ˆ

Bξt

Bgµν

˙

` pBδgpabqqpBγgpµνqq
B2ηαβ

BgµνBgab

´ pBδgpabqqpBγgpµνqqpBσgαβq
B2ξσ

BgµνBgab
´ pBδgpabqqpBγgpµνqqpBtgαβq

B2ξt

BgµνBgab

´ pBδBσgαβqBγξ
σ

´ pBγBσgαβqBδξ
σ

´ pBδBtgαβqBγξ
t

´ pBγBtgαβqBδξ
t

` pBγBδgpµνqq
Bηαβ
Bgµν

´ pBγgpµνqqpBδBσgαβq
Bξσ

Bgµν
´ pBδgpµνqqpBγBσgαβq

Bξσ

Bgµν

´ pBγgpµνqqpBδBtgαβq
Bξt

Bgµν
´ pBδgpµνqqpBγBtgαβq

Bξt

Bgµν

´ pBσgαβqpBδBγgpµνqq
Bξσ

Bgµν
´ pBtgαβqpBδBγgpµνqq

Bξt

Bgµν
.

(2.11)

Finalmente, obtemos as condições de linearização — tendo em mente que a família métrica
a 1-parâmetro deve satisfazer a equação do fluxo de Ricci, 2 Rαβ `Btgαβ “ 0.

Estratégia: das condições de simetria linearizada extraímos as equações deter-
minantes. Porém, a ideia é começar resolvendo as equações determinantes envolvendo
derivadas do tensor métrico que não aparecem na equação do fluxo de Ricci. Depois
continuamos com os termos que envolvem derivadas de ordem superior da métrica e
finalmente aqueles envolvendo as derivadas do tensor métrico de ordem inferior, pois as
correspondentes equações determinantes são geralmente muito mais fáceis de resolver nesta
ordem.

Usando as expressões de Xµνκλ, Xνκλ
µ e Xµν

κλ podemos reescrever certos termos,
por exemplo

gγδ
Bξt

Bgpµνq

BtgγδBαBβgµν “ BtgpcdqpBaBbgpµνqq
Bξt

Bgµν
δαa δ

β
bX

cd
γδg

γδ

“ BtgpcdqpBaBbgpµνqq
Bξt

Bgµν
δαa δ

β
bG

cd,

(2.12)

no qual

Gρσ
“

#

gρσ if ρ “ σ,

2gρσ if ρ ‰ σ.

Renomeando os índices no lado direito de (2.12), c Ñ ρ, a Ñ δ, d Ñ κ e b Ñ γ obtemos

gγδ
Bξt

Bgpµνq

BtgγδBαBβgµν “ BtgpρκqpBδBγgpµνqq
Bξt

Bgµν
δαδ δ

β
γG

ρκ.
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Agora estamos prontos para extrair alguns dos coeficientes. Tenha em mente (2.6), (2.7)
e (2.8) as quais usaremos repetidamente.

Dos termos BgB
2g: note que os únicos componentes em (2.9) que incluem os termos BgB

2g

são ηαβγδ, ηγδαβ, ηγαδβ e ηδβγα, dado que o fluxo de Ricci não envolve os termos
BtgBκBσg, temos nossa primeira família de equações determinantes:

gγδ
Bξt

Bgpµνq

tBtgαβBδBγgµν ` BtgγδBαBβgµν ´ BtgαγBδBβgµν ´ BtgδβBαBγgµνu “ 0. (2.13)

Reescrevendo a equação previa até ter o mesmo índice nas derivadas de g, obtemos

BtgpρκqpBδBγgpµνqq
Bξt

Bgµν

`

gγδXρκ
αβ ` δαδ δ

β
γG

ρκ
´ δβγX

δρκ
α ´ δαδX

γρκ
β

˘

“ 0. (2.14)

Caso κ “ ρ “ β, δ “ γ “ α, α ‰ β: da equação (2.14) segue que
Bξt

Bgpµνq

´

gααXββ
αβ ´ Xαββ

β

¯

“ 0,

assim
Bξt

Bgµν
gαβ “ 0.

para todo µ ď ν. Portanto, ξt só depende de x e t.

Observe que, os termos BigBtBjg são multiplicados por Bξt

Bgpµνq

, assim eles se anulam.

Dado que no fluxo de Ricci não existem termos de BκgBσBρg obtemos

gγδ
Bξσ

Bgpµνq

tBγgµνBδBσgαβ ` BδgµνBγBσgαβ ` BσgαβBδBγgµν ` BαgµνBβBσgγδ

` BβgµνBαBσgγδ ` BσgγδBαBβgµν ´ BδgµνBβBσgαγ ´ BβgµνBδBσgαγ

´ BσgαγBδBβgµν ´BγgµνBαBσgδβ ´ BαgµνBγBσgδβ ´ BσgδβBαBγgµνu “ 0.

(2.15)

Reescrevendo (2.15) segue que

BγgpµνqBδBσgpρκq

"

2gγδXρκ
αβ

Bξσ

Bgµν
` gσδXµν

αβ

Bξγ

Bgρκ
`
`

δγαδ
δ
β ` δδαδ

γ
β

˘

Gρκ Bξσ

Bgµν

` δδαδ
σ
βG

µν Bξγ

Bgρκ
´ δδβX

γρκ
α

Bξσ

Bgµν
´ δγβX

δρκ
α

Bξσ

Bgµν
´ δσβX

δµν
α

Bξγ

Bgρκ

´δδαX
γκρ
β

Bξσ

Bgµν
´ δγαX

δκρ
β

Bξσ

Bgµν
´ δσαX

δνµ
β

Bξγ

Bgρκ

*

“ 0.

(2.16)

No que segue, denotamos índices fixos com um chapéu .̂

Caso δ “ σ “ κ “ κ̂, α ‰ κ̂, β ‰ κ̂, α ‰ γ, β ‰ γ: A partir de (2.16) tem-se

0 “ gκ̂κ̂Xµν
αβ

Bξγ

Bgρκ̂
,

isto é
0 “

Bξγ

Bgρκ̂
,

para todo γ e ρ ď κ̂. Então, ξγ só depende x e t.
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Dos termos B
2g: aplicando o mesmo argumento de (2.13) e (2.16), temos o próximo

conjunto de equações determinantes

gγδtBδBtgαβBγξ
t

` BγBtgαβBδξ
t

` BβBtgγδBαξ
t

` BαBtgγδBβξ
t

´ BβBtgγαBδξ
t

´ BδBtgγαBβξ
t

´ BαBtgδβBγξ
t

´ BγBtgδβBαξ
t
u “ 0.

Reorganizando os índices, pode-se mostrar que as equações anteriores se tornam

Bγξ
t
BδBtgpρκq

´

2Xρκ
αβg

γδ
` Gρκ

pδδβδ
γ
α ` δδαδ

γ
βq ´ Xγρκ

α δδβ

´ Xδρκ
α δγβ ´ Xγρκ

β δδα ´ δγαX
δρκ
β

¯

“ 0.
(2.17)

Caso γ “ δ “ α “ β, ρ “ κ “ κ̂, κ̂ ‰ β: da equação (2.17), vemos que é necessário
que

pBβξ
t
qgκ̂κ̂ “ 0.

Assim
Bβξ

t
“ 0,

para todo β. Portanto, ξt depende só de t.

No seguinte passo agrupamos os termos que contêm apenas segundas derivadas espaciais
do tensor métrico. No entanto, como temos que 2 Rαβ `Btgαβ “ 0, devemos também
considerar os termos que contêm Btgαβ. Assim

`
1
2g

γδ
p´BγBδgαβ ´ BαBβgγδ ` BβBδgαγ ` BαBγgδβqBtξ

t
´

1
2g

γδ
p´BγBδgµν ´ BµBνgγδ

` BνBδgµγ ` BµBγgνδq
Bηαβ
Bgpµνq

`
1
2η

γδ
pBγBδgαβ ` BαBβgγδ ´ BδBβgγα ´ BγBαgδβq

`
1
2g

γδ

ˆ

Bγξ
σ
BδBσgαβ ` Bδξ

σ
BγBσgαβ ´ BγBδgpµνq

Bηαβ
Bgµν

˙

`
1
2g

γδ
´

Bβξ
σ
BαBσgγδ

` Bαξ
σ
BβBσgγδ ´ BαBβgpµνq

Bηγδ
Bgµν

¯

´
1
2g

γδ
´

Bβξ
σ
BδBσgγα ` Bδξ

σ
BβBσgγα ´ BδBβgpµνq

Bηγα
Bgµν

¯

´
1
2g

γδ
´

Bγξ
σ
BαBσgδβ ` Bαξ

σ
BγBσgδβ ´ BγBαgpµνq

Bηδβ
Bgµν

¯

“ 0.

Reorganizando os índices, temos:

BγBδgρσ

´

δραδ
σ
βη

γδ
` δαγ δ

β
δ η

ρσ
´ δσαδ

δ
βη

ργ
´ δσβδ

α
δ η

γρ
` 2δραδσβgκγBκξ

δ
´

Bηαβ
Bgpρσq

gγδ

` δβγ g
ρσ

Bαξ
δ

` δαγ g
ρσ

Bβξ
δ

´ δαγ δ
β
δ g

µν Bηµν
Bgpρσq

´ δσαδ
β
γ g

ρκ
Bκξ

δ
´ δσαg

ργ
Bβξ

δ

` δβδ g
κγ Bηκα

Bgpρσq

´ δσβδ
α
γ g

κρ
Bκξ

δ
´ δσβg

γρ
Bαξ

δ
` δαδ g

γκ Bηκβ
Bgpρσq

` t´δραδ
σ
βg

γδ
´ gρσδαγ δ

β
δ

` δαρ δ
β
γ g

σδ
` δσβδ

γ
αg

δρ
uBtξ

t
` gγδ

Bηαβ
Bgpρσq

` gρσ
Bηαβ
Bgpγδq

´ gδσ
Bηαβ
Bgpγρq

´ gσδ
Bηαβ
Bgpργq

¯

“ 0.

(2.18)
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Caso σ “ γ “ δ “ ρ “ ρ̂, ρ̂ ‰ α ‰ β: da equação (2.18) temos

Bηαβ
Bgρ̂ρ̂

gρ̂ρ̂ “ 0,

em consequência
ηαβ “ Fαβpgαρ, gβρ, gαα, gββ, gκρ, x, tq, (2.19)

com α ‰ ρ ‰ β ‰ κ.

Caso ρ “ σ “ α, γ “ δ “ δ̂, α ‰ δ̂ ‰ β: da equação (2.18), temos a seguinte equação de-
terminante

´gαδ̂Bβξ
δ̂

´ gδ̂α
Bηαβ
Bgαδ̂

“ 0.

Usando (2.19) segue que

ηαβ “ ´

˜

ÿ

κ‰β,α

gακBβξ
κ

¸

` Fαβpgαβ, gδβ, gββ, gαα, gκδ, x, tq, (2.20)

com α ‰ β ‰ δ ‰ κ.

Caso ρ “ σ “ β, γ “ δ “ δ̂, β ‰ δ̂ ‰ α: da equação (2.18) segue:

´gβδ̂Bαξ
δ̂

´ gδ̂β
Bηαβ
Bgβδ̂

“ 0. (2.21)

Tendo em mente (2.20), da equação (2.21) segue que:

ηαβ “ ´

˜

ÿ

κ‰β,α

gακBβξ
κ

` gβκBαξ
κ

¸

` Fαβpgαβ, gββ, gαα, gκδ, x, tq, (2.22)

com α ‰ β ‰ δ ‰ κ.

Observe que a única maneira de ηαβ depender de gκδ com α ‰ β ‰ κ ‰ δ é que n ě 4,
nosso próximo objetivo é provar que Bηαβ

Bgκδ
“ 0. Obviamente consideramos para o próximo

passo n ě 4.

Caso δ “ γ, eα, β ‰ δ: da equação (2.18). Nós temos:

BδBδgρσ

´

δραδ
σ
βη

δδ
` 2δραδσβgκδBκξδ ´ gδδ

Bηαβ
Bgpρσq

´ δσαg
ρδ

Bβξ
δ

´ δσβg
δρ

Bαξ
δ

´ δραδ
σ
βg

δδ
Btξ

t
` gδδ

Bηαβ
Bgpρσq

` gρσ
Bηαβ
Bgδδ

´ gδσ
Bηαβ
Bgpδρq

´ gσδ
Bηαβ
Bgpρδq

¯

“ 0.
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Além disso, se ρ ‰ σ, e pelo fato de BδBδgρσ “ BδBδgρσ, precisamos simetrizar a
expressão acima para os índices ρ e σ, o resultado é

BδBδgρσ

´

pδραδ
σ
β ` δσαδ

ρ
βqηδδ ` 2pδραδ

σ
β ` δσαδ

ρ
βqgκδBκξ

δ
´ gδδ

Bηαβ
Bgρσ

´ pδσαg
ρδ

` δραg
σδ

qBβξ
δ

´ pδσβg
δρ

` δρβg
δσ

qBαξ
δ

´ pδραδ
σ
β ` δσαδ

ρ
βqgδδBtξ

t

` gδδ
Bηαβ
Bgρσ

` 2gρσ Bηαβ
Bgδδ

´

´

gδσ
Bηαβ
Bgpδρq

` gδρ
Bηαβ
Bgpδσq

¯

´

´

gσδ
Bηαβ
Bgpρδq

` gρδ
Bηαβ
Bgpσδq

¯¯

“ 0.

(2.23)

Finalmente, se σ “ δ “ δ̂, ρ “ ρ̂ e ρ̂ ‰ β ‰ α ‰ δ̂, temos a seguinte equação
determinante:

Bηαβ
Bgρ̂δ̂

gδ̂δ̂ “ 0. (2.24)

De (2.22) e (2.24) segue:

ηαβ “ ´

˜

ÿ

κ‰β,α

gακBβξ
κ

` gβκBαξ
κ

¸

` Fαβpgαβ, gββ, gαα, x, tq, (2.25)

com α ‰ β.

Caso σ “ γ “ δ “ ρ “ ρ̂, α “ β, e ρ̂ ‰ β: da equação (2.18), obtemos a seguinte equação
determinante:

gρ̂ρ̂
Bηαα
Bgρ̂ρ̂

“ 0.

Portanto
ηαα “ Fααpgαρ, gαα, gρκ, x, tq, (2.26)

com ρ ‰ α ‰ κ.

Caso σ “ ρ “ ρ̂, α “ β, γ “ δ “ δ̂, e ρ̂ ‰ α ‰ δ̂: da equação (2.18), segue a equação de-
terminante

´gδ̂ρ̂
Bηαα
Bgδ̂ρ̂

“ 0. (2.27)

Por (2.26) e (2.27), segue que:

ηαα “ Fααpgαρ, gαα, x, tq, (2.28)

com α ‰ ρ.

Caso δ “ γ “ α, σ “ ρ “ ρ̂, eα ‰ ρ̂ ‰ β: da equação (2.18) e (2.22), temos a seguinte
equação determinante:

gρ̂ρ̂
ˆ

Bβξ
α

`
Bηαβ
Bgαα

˙

` gαρ̂
ˆ

Bηρ̂β
Bgρ̂ρ̂

` Bβξ
ρ̂

˙

“ 0,
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derivando esta última equação em relação a gαρ̂

Bgρ̂ρ̂

Bgαρ̂

ˆ

Bβξ
α

`
Bηαβ
Bgαα

˙

`
Bgαρ̂

Bgαρ̂

ˆ

Bηρ̂β
Bgρ̂ρ̂

` Bβξ
ρ̂

˙

“ 0.

Observe que as expressões entre parênteses não dependem de gαρ, veja (2.20). Mani-
pulando a equação acima, podemos mostrar que esta equação é equivalente a:

pgααgρ̂ρ̂ ´ gαρ̂gαρ̂q

ˆ

Bηρ̂β
Bgρ̂ρ̂

` Bβξ
ρ̂

˙

“ 0.

Por outro lado, dado que g´1 é uma matriz positiva definida, temos que pgααgρ̂ρ̂ ´

gαρ̂gαρ̂q ą 0. Assim:
Bηρ̂β
Bgρ̂ρ̂

` Bβξ
ρ̂

“ 0,

para todo ρ̂ ‰ β. Usando isto último e (2.25) segue que

ηαβ “ ´

˜

ÿ

κ

gακBβξ
κ

` gβκBαξ
κ

¸

` Fαβpgαβ, x, tq

“ ´ gακBβξ
κ

´ gβκBαξ
κ

` Fαβpgαβ, x, tq.

(2.29)

com α ‰ β.

Caso ρ “ β “ α, γ “ σ “ δ “ δ̂, eα ‰ δ̂: da equação (2.23), obtemos a seguinte equação
determinante:

´2gδ̂δ̂Bαξ δ̂ ´ gδ̂δ̂
Bηαα
Bgαδ̂

“ 0. (2.30)

Juntando (2.30) e (2.28), segue que:

ηαα “ ´2
ÿ

κ‰α

gκαBαξ
κ

` F̂ααpgαα, x, tq.

Podemos escrever:

ηαα “ ´ 2
n
ÿ

κ“1
gκαBαξ

κ
` Fααpgαα, x, tq

“ ´ 2gκαBαξ
κ

` Fααpgαα, x, tq.

(2.31)

Caso ρ “ σ “ α “ β, γ “ δ “ δ̂, e δ̂ ‰ α: da equação (2.18), segue a equação determi-
nante:

ηδ̂δ̂ ` 2gκδ̂Bκξ δ̂ ´ gδ̂δ̂Btξ
t

“ 0.

Usando (2.29) e (2.31), obtemos:

0 “ ηδ̂δ̂ ` 2gκδ̂Bκξ δ̂ ´ gδ̂δ̂Btξ
t

“ ηabg
δ̂agδ̂b ` 2gκδ̂Bκξ δ̂ ´ gδ̂δ̂Btξ

t

“ Fabg
aδ̂gbδ̂ ´ pgaκBbξ

κ
` gbκBaξ

κ
qgaδ̂gbδ̂ ` 2gκδ̂Bκξ δ̂ ´ gδ̂δ̂Btξ

t

“ Fabg
aδ̂gbδ̂ ´ gδ̂δ̂Btξ

t.

(2.32)
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Diferenciando em relação a gδ̂δ̂ e fazendo simplificações elementares, pode-se mostrar
que:

gδ̂δ̂
BFδ̂δ̂
Bgδ̂δ̂

´ Fabg
aδ̂gbδ̂ “ 0. (2.33)

Combinando (2.32) e (2.33), podemos concluir que:

Fδδ “ Btξ
tgδδ ` F̂δδpx, tq. (2.34)

Caso γ “ δ “ α, ρ “ σ “ β, eα ‰ β: da equação (2.18), temos a seguinte equação deter-
minante:

´ηαβ ´ pgκβBkξ
α

` gκαBκξ
β
q ´ gαβpBαξ

α
´ Bβξ

β
q

` gαβ
ˆ

Bηββ
Bgββ

´
Bηαβ
Bgαβ

˙

` gαβBtξ
t

“ 0.

Usando (2.29) e (2.31), esta última equação torna-se:

0 “ ´Fabg
αagβb ` gαβ

BFαβ
Bgαβ

´ gαβ
BFββ
Bgββ

` gαβBtξ
t.

Por (2.34), segue:
0 “ ´Fabg

αagβb ` gαβ
BFαβ
Bgαβ

, (2.35)

para todo α ‰ β.

Diferenciando em relação a gκ̂κ̂ com κ̂ ‰ α ‰ β,

0 “ ´gακ̂gβκ̂
BFκ̂κ̂
Bgκ̂κ̂

` Fab

”

gακ̂gaκ̂gbβ ` gaαgβκ̂gbκ̂
ı

´ gακ̂gβκ̂
BFαβ
Bgαβ

“ ´Btξ
tgακ̂gβκ̂ ` gακ̂gβκ̂

BFκ̂β
Bgκ̂β

` gβκ̂gακ̂
BFακ̂
Bgακ̂

´ gακ̂gβκ̂
BFαβ
Bgαβ

“ gακ̂gβκ̂
ˆ

´Btξ
t

`
BFκ̂β
Bgκ̂β

`
BFκ̂α
Bgκ̂α

´
BFαβ
Bgαβ

˙

,

para todo κ̂ ‰ α ‰ β. Portanto:

0 “ ´Btξ
t

`
BFκ̂β
Bgκ̂β

`
BFκ̂α
Bgκ̂α

´
BFαβ
Bgαβ

.

E podemos concluir que:

Fαβ “ F̂ 1
αβpx, tqgαβ ` F̂ 2

αβpx, tq,

para todo α ‰ β, veja (2.29).
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Agora, diferenciando a equação (2.35) em relação a gαβ,

0 “ ´
BFαβ
Bgαβ

pgααgββ ` gαβgαβq ` Fab

´

pgααgaβ ` gαβgαaqgβb

` gαapgαβgβb ` gββgαbq
¯

´ pgααgββ ` gαβgβαq
BFαβ
Bgαβ

“ ´ 2BFαβ
Bgαβ

pgααgββ ` gαβgαβq `
BFββ
Bgββ

gββgαα `
BFαβ
Bgαβ

gβαgαβ

`
BFαβ
Bgαβ

gαβgαβ `
BFββ
Bgββ

gββgαα

“2gααgββ
´

´
BFαβ
Bgαβ

` Btξ
t
¯

,

para todo α ‰ β. Assim:
0 “ ´

BFαβ
Bgαβ

` Btξ
t.

Portanto:
Fαβ “ Btξ

tgαβ ` F̂αβpx, tq, (2.36)

para todo β ‰ α. Juntando (2.34) e (2.36), temos que:

Fαβ “ Btξ
tgαβ ` F̂αβpx, tq, (2.37)

para todo α, β.

Dos termos Bg: por simplicidade, deixamos as derivadas parciais da métrica em termos
dos símbolos de Christoffel:

´
1
2pΓαβσ ` ΓβασqBtξ

σ
`

1
2g

γδgτρ
!

pBαητγ ` Bγητα ´ BτηγαqΓρδβ

` pBβηρδ ` Bδηρβ ´ BρηδβqΓτγα ´ pBδητγ ` Bγητδ ´ BτgγδqΓραβ

´ pBβηρα ` Bαηρβ ´ BρηαβqΓτγδ
)

`
1
2g

γδ
”

BγBδξ
σ
pΓαβσ ` Γβασq

` BαBβξ
σ
pΓγδσ ` Γδγσq ´ BδBβξ

σ
pΓγασ ` Γαγσq ´ BγBαξ

σ
pΓδβσ ` Γβδσq

´ 2Bγ

ˆ

Bηαβ
Bgpµνq

˙

pΓµνδ ` Γνµδq ´ Bα

ˆ

Bηγδ
Bgpµνq

˙

pΓµνβ ` Γνµβq

´ Bβ

ˆ

Bηγδ
Bgpµνq

˙

pΓµνα ` Γνµαq ` Bδ

ˆ

Bηγα
Bgpµνq

˙

pΓµνβ ` Γνµβq

` Bβ

ˆ

Bηγα
Bgpµνq

˙

pΓµνδ ` Γνµδq ` Bγ

ˆ

Bηδβ
Bgpµνq

˙

pΓµνα ` Γνµαq

` Bα

ˆ

Bηδβ
Bgpµνq

˙

pΓµνγ ` Γνµγq

ı

“ 0.

(2.38)

Por outro lado, note que:

Bγ

ˆ

Bηαβ
Bgpµνq

˙

pΓµνδ ` Γνµδq “ Bγ

ˆ

BFαβ
Bgαβ

˙

pΓαβδ ` Γµδq,
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veja (2.29) e (2.31). Usando (2.29) e (2.31), a equação (2.38) se transforma a:

´
1
2pΓαβσ ` ΓβασqBtξ

σ
`

1
2g

γδgτρ
!

pBαF̂τγ ` BγF̂τα ´ Bτ F̂γαqΓρδβ

` pBβF̂ρδ ` BδF̂ρβ ´ BρF̂δβqΓτγα ´ pBδF̂τγ ` BγF̂τδ ´ Bτ F̂γδqΓραβ

´ pBβF̂ρα ` BαF̂ρβ ´ BρF̂αβqΓτγδ
)

“ 0.

(2.39)

Reorganizando os índices e considerando a simetria Γλµν “ Γλνµ, da equação (2.39)
segue:

!

gτλ
`

δβν g
γµ

` δβµg
γν
˘

pBαF̂τγ ` BγF̂τα ´ Bτ F̂γαq ` gλρpδαν g
µδ

` δαµg
νδ

q

pBβF̂ρδ ` BδF̂ρβ ´ BρF̂δβq ´ gτλgγδpδαµδ
β
ν ` δαν δ

β
µqpBδF̂τγ ` BγF̂τδ ´ Bτ F̂γδq

´ 2gλρgµν
´

BβF̂ρα ` BαF̂ρβ ´ BρF̂αβ

¯

´ δαλ

´

δβµBtξ
ν

` δβν Btξ
µ
¯

´ B
β
λ

´

δαµBtξ
ν

` δαν Btξ
µ
¯)1

2Γλµν “ 0.

(2.40)

Caso µ ‰ α, ν ‰ α, µ ‰ β, λ “ λ̂, e ν ‰ β: da equação anterior temos a seguinte
equação determinante:

0 “ gλ̂ρ
´

BβF̂ρα ` BαF̂ρβ ´ BρF̂αβ

¯

,

para α, β, λ̂. Como F̂ρα só depende de x e t, veja (2.37), podemos concluir que:

0 “ BβFρ̂α ` BαFρ̂β ´ Bρ̂Fαβ,

para toda α, β, ρ̂. Permutando os índices e o fato de que F̂αβ “ F̂βα, temos:

Bρ̂Fαβ “ BαFρ̂β ` BβFαρ̂ “ Bρ̂Fαβ ` BβFαρ̂ ` BβFαρ̂,

segue que:
BβF̂ρ̂α “ 0,

para todo β, ρ̂, α. Em particular, F̂αβ só depende de t:

Fαβ “ Btξ
tgαβ ` F̂αβptq. (2.41)

Dado que Fαβ só depende de t e gαβ, a expressão (2.40) se simplifica a:
!

´ δαλ

´

δβµBtξ
ν

` δβν Btξ
µ
¯

´ B
β
λ

´

δαµBtξ
ν

` δαν Btξ
µ
¯)1

2Γλµν “ 0.

Caso α “ λ, µ “ β, α ‰ β, e ν “ ν̂: da equação acima, obtemos a próxima equação
determinante:

Btξ
ν̂

` δβν̂ Btξ
β

“ 0,

para todo β, ν̂. Então:
Btξ

β
“ 0,

para todo β. Isto significa que ξβ é só função de x.
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Termos que não contêm derivadas do tensor métrico: segue a equação determi-
nante

0 “ gαβBtBtξ
t

` BtF̂αβ. (2.42)

Então
BtBtξ

t
“ 0.

Assim, ξt “ a1t ` a2 com a1 e a2 constantes. Da equação (2.42), podemos concluir

BtF̂αβ “ 0,

Devido a (2.41) segue
Fαβ “ a1gαβ ` Cαβ, (2.43)

no qual Cαβ é constante.

Dos termos BgBg: temos que:

0 “ tΓτγαΓρδβ ´ ΓτγδΓραβu
␣

gγδgdρgcτ ` gτρgdδgcγ
(

Ccd,

para todo α e β. Reorganizando os índices:

ΓτγaΓρδβ
´

δaαpgγδgdρgcτ ` gτρgdδgcγq ´ δδαpgγagdρgcτ ` gτρgdagcγq

¯

Ccd.

Caso γ “ a “ τ “ α, e ρ “ δ “ β: da equação acima, temos a seguinte equação
determinante:

ΓαααΓβββ
´

gαβgdβgcα
¯

Ccd “ 0,

assim:
´

gαβgdβgcα
¯

Ccd “ 0.

Derivando esta equação por B

Bgββ
B

Bgαβ
, obtemos:

gcαCcβ ` gαβCββ “ 0.

A partir desta equação, temos:

Cββ “ 0, Cαβ “ 0.

Juntando tudo, podemos concluir que uma condição necessária para X ser uma simetria
de Lie do fluxo de Ricci é que seja da forma:

X “ pa0 ` a1tq
B

Bt
` ξkpxq

B

Bxk
´

ˆ

gki
Bξk

Bxj
` gkj

Bξk

Bxi
´ a1gij

˙

B

Bgpijq

.

Isto é, X precisa ser combinação linear dos geradores infinitesimais da conjectura.
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2.3 Grupo de Simetrias de Lie do fluxo de Ricci
Finalmente, podemos concluir que para um gerador infinitesimal X ser simetria

de Lie do fluxo de Ricci através do critério infinitesimal é condição necessária e suficiente que
este seja combinação linear dos geradores infinitesimais da conjectura. Agora precisamos
argumentar porque com o critério infinitesimal temos todas as simetrias de Lie, sendo
suficiente provar que as aplicações:

∆αβ : Ω ˆ Up2q
Ñ R,

dadas por

∆αβpx, t, gp2q
q “

1
2Btgαβ ` `gγδgτρ tΓτγαΓρδβ ´ ΓτγδΓραβu

`
1
2g

γδ
t´BγBδgαβ ´ BαBβgγδ ` BβBδgαγ ` BαBγgδβu ,

são analíticas, veja o Teorema 2.72, 2.73 e o Corolário 2.74 (OLVER, 1993). As funções
Γτγα e ´BγBδgαβ são analíticas pois são polinomiais nas entradas e a função gγδ também é
analítica. Dado que a soma e o produto de funções analíticas é analítica, podemos concluir
que ∆αβ é analítica. Assim, temos a prova completa do Teorema 1.

Agora, classificamos a álgebra de dimensão finita do Teorema 1.

Proposição 12. O conjunto ótimo unidimensional associado à álgebra de Lie SpantX1, X2u

é tX1, X2u, enquanto o conjunto ótimo bidimensional é trivialmente toda a álgebra de Lie
SpantX1, X2u.

Demonstração. Note que rX1, X2s “ X1. Seja X “ k1X1 ` k2X2 com k1, k2 P R, considere
inicialmente k2

‰ 0, pode-se tomar X “ k1X1 ` X2. Logo, Adpexppk1X1qqX “ X2.
Portanto, X2 é um elemento do conjunto ótimo, para o caso k2

“ 0, segue que X1 é um
elemento do conjunto ótimo.
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3 Aplicações

Neste capítulo estamos interessados em determinar o grupo de simetrias de
Lie do fluxo de Ricci de certas famílias de métricas torcidas e conformes. Introduzimos
brevemente o que é uma variedade torcida e fixamos algumas notações.

Dadas duas variedades Riemannianas pBn, gBq e pFm, gF q e uma função de
deformação suave positiva ψ em Bn, vamos considerar a variedade produto Bn

ˆ Fm com
a métrica g “ π˚

1gB ` pψ ˝ π1q
2π˚

2gF , onde π1 e π2 são as projeções naturais sobre Bn e
Fm, respectivamente. Nessas condições, pBn

ˆ Fm, gq é chamada de variedade torcida com
variedade base Bn e fibra Fm. Os campos nas variedades Bn e Fm denotamos como LpBn

q

e LpFmq respectivamente.

Queremos estudar o fluxo de Ricci na variedade torcida M “ Bn
ˆ Fm onde

pBn, gBq “

ˆ

Rn,
1

ψ2pxq
dxi b dxi

˙

.

De forma mais precisa, nas próximas três seções vamos determinar o grupo de
simetrias de Lie do fluxo de Ricci quando a família a 1-parâmetro que resolve o fluxo de
Ricci é da forma:

g “
1

ψ2px, tq
dxi b dxi ` φ2

px, tqpgcanq, (3.1)

onde ψ, φ são funções suaves positivas e na qual pFm, gcanq é uma variedade de Einstein. O
fluxo de Ricci em variedades torcidas tem sido extensivamente estudado, veja por exemplo
(ANGENENT; KNOPF, 2004), (IVEY, 1994), (OLIYNYK; WOOLGAR, 2007), e (MA;
XU, 2011). Uma das principais motivações do estudo desta família é o estudo do fluxo
de Ricci quando a métrica no tempo t “ 0 é uma métrica torcida com fibra sendo uma
variedade de Einstein, pois devido ao fato que o fluxo de Ricci preserva o grupo de isometria
da métrica inicial, para o caso acima isso significa que o fluxo de Ricci preserva a estrutura
torcida em todo tempo, veja (OLIYNYK; WOOLGAR, 2007). No contexto mais explícito
de soluções auto-similares, veja (BORGES; TENENBLAT, 2022; LÓPEZ; NAZARENO,
2022).

Este capítulo está dividido da seguinte forma: na próxima seção 3.1, discutimos
quando a restrição de simetrias de Lie de sistemas gerais a particulares é uma simetria de
Lie do sistema particular. Na seção 3.2 vamos determinar o grupo de simetrias de Lie da
família (3.1). A partir desta, determinamos o grupo de simetrias de Lie quando o fluxo de
Ricci é conforme à métrica euclideana e de Sn`1 com fluxo com simetria rotacional. Na
seção 3.3 estudamos as simetrias de Lie do fluxo de Ricci na variedade Sp`1

ˆ Sq com dupla
torção. Finalmente, na seção 3.4 usamos o grupo de simetrias de Lie finito-dimensional
para procurar soluções invariantes.
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3.1 Restrição de Simetrias
O método pelo qual calculamos as simetrias de Lie é proposto por nós, o qual

consiste em restringir as simetrias do fluxo de Ricci de uma métrica geral para uma família
de métrica com uma forma particular. Tal método representa vantagens em termos de
simplicidade de cálculo (LÓPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023).
Nesta seção queremos justificar a forma na qual computamos o grupo de simetrias de Lie
deste capítulo.

Caso Modelo: queremos determinar o grupo de simetrias de Lie do fluxo de
Ricci para uma variedade de dimensão 2, na qual a família de métricas a 1-parâmetro que
satisfaz o fluxo de Ricci é da forma:

gpx1, x2, tq “ eupx1,x2,tq
`

dx1
b dx1

` dx2
b dx2˘ . (3.2)

Podemos reformular o problema da seguinte forma: os espaços das variáveis independentes e
dependentes do fluxo de Ricci de dimensão 2 é Ω » M2

ˆR e U respectivamente. Considere
a aplicação linear:

Ĥ : U Ñ R2,

dada por Ĥpgq “ pg11 ´ g22, g12q e defina

H : Ω ˆ U Ñ R2,

no qual Hpx, gq “ Ĥpgq. Considere os seguintes conjuntos

S0 “
␣`

x1, x2, t, g
˘

P Ω ˆ U; px1, x2, t, gq P H´1
pt0uq

(

, S1 “ prp1q
pS0q, S2 “ prp2q

pS0q.

Note que S0 é uma subvariedade mergulhada e fechada de Ω ˆ U, basta ver que 0 seja
valor regular de H. Ainda mais, dado que Ĥ é uma aplicação linear de posto completo, S1

e S2 são imagens inversas de valores regulares e assim são subvariedades mergulhadas e
fechadas de Ω ˆ Up1q e Ω ˆ Up2q respectivamente.
O problema de encontrar as simetrias de Lie do fluxo de Ricci para métricas a 1-parâmetro
da forma (3.2) é equivalente a encontrar o grupo de simetrias de Lie da subvariedade:

P “

!

`

x1, x2, t, gp2q
˘

P Ω ˆ Up2q
X S2; 2 Ricg `Btg “ 0

)

“ S X S2,

no qual
S “

!

`

x1, x2, t, gp2q
˘

P Ω ˆ Up2q; 2 Ricg `Btg “ 0
)

.

Estamos tentados a “restringir” as simetrias de Lie de S a S2 para obter simetrias de Lie
de (3.2). Provamos que de fato a restrição de simetrias de S nos permite obter simetrias
de Lie de P, isto fazemos em um contexto mais geral.
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Seja ∆
`

x, upkq
˘

“ 0 um sistema de equações diferenciais, no qual 0 P Rl é
valor regular da aplicação ∆ : Ω ˆ Upkq

Ñ Rl. Identificamos a equação diferencial como a
respectiva subvariedade mergulhada e fechada S Ă Ω ˆ Upkq dada por:

S “

!

`

x, upkq
˘

P Ω ˆ Upkq,∆
`

x, upkq
˘

“ 0
)

. (3.3)

Considere a aplicação linear Ĥ : U Ñ Rs tal que o posto de H seja s, defina

H : Ω ˆ U Ñ Rs, (3.4)

dado por Hpx, uq “ Jpxq ` Ĥpuq, onde J é uma aplicação suave de Ω a Rs. Considere o
conjunto:

S0 “ tpx, uq P Ω ˆ U; px, uq P H´1
pt0uqu.

Note que S0 é uma subvariedade mergulhada e fechada de Ω ˆ U basta ver que 0 é valor
regular de H (aqui usamos o fato que a aplicação linear Ĥ tem posto s). Ainda mais, dado
que Ĥ é uma aplicação linear de posto s, temos que Sl “ prplq

pS0q para l P t1, . . . , ku é
imagem inversa de um valor regular. Assim Sl é uma subvariedade mergulhada e fechada
de Ω ˆ Uplq.
Suponha que para a simetria de Lie QX de S temos que QX P Tpx,up1qq S1 sempre que
`

x, up1q
˘

P S1. Então, se restringimos a simetria de Lie QX a S1 obtemos simetrias de Lie
do sistema:

∆
ˇ

ˇ

ˇ

Sk

“ 0, (3.5)

denotamos:
P “

"

`

x, upkq
˘

P Sk; ∆
ˇ

ˇ

ˇ

Sk

`

x, upkq
˘

“ 0
*

.

Escrevemos de forma precisa o que queremos dizer com isto.
Começamos lembrando que vamos usar o critério infinitesimal para provar que as restrições
de simetrias de Lie são simetrias de Lie, razão pela qual precisamos que 0 seja valor
regular do sistema (3.5). Lembremos que um grupo de simetrias de Lie a 1-parâmetro de
S representado por seu gerador infinitesimal escrita na sua forma canônica QX é uma
seção do fibrado tangente de um aberto de Ω ˆ Up1q com a propriedade que:

Q
pkq

X p∆q

ˇ

ˇ

ˇ

S
“ 0. (3.6)

Sem perda de generalidade, considere que QX seja uma seção sobre todo o fibrado tangente
de Ω ˆ Up1q. Isto é, QX é uma aplicação:

QX : Ω ˆ Up1q
Ñ T

´

Ω ˆ Up1q
¯

, (3.7)

suave com a propriedade que π QX “ IdΩˆUp1q no qual π é uma aplicação da projeção do
fibrado

´

Ω ˆ Up1q, π, T pΩ ˆ Up1q
q

¯

. Com restrição de QX a S1 queremos dizer:
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1. Restringimos o domínio da aplicação (3.7) a S1

QX

ˇ

ˇ

ˇ

S1
: S1 Ñ T

´

Ω ˆ Up1q
¯

.

2. Já que QX

`

x, up1q
˘

P Tpx,up1qq S1 sempre que
`

x, up1q
˘

P S1, podemos definir uma
aplicação da forma

QX̂ : S1 Ñ TpS1q.

Pelo fato que S1 é uma subvariedade mergulhada de Ω ˆ Up1q, QX̂ é uma aplicação suave.
Por outro lado, a aplicação inclusão i : S1 Ñ Ω ˆ Up1q é um mergulho. Assim, a aplicação
projeção do fibrado pS1, π̂,TpS1qq é π̂ “ π i, logo π̂ QX̂ “ IdS1 . Portanto, QX̂ é uma
seção do fibrado tangente de S1.
Agora provamos que QX̂ é uma simetria de Lie de ∆

ˇ

ˇ

ˇ

S2
. Daqui para frente consideramos

`

x, up1q
˘

P S1.

• Note que
exp pεQXq ¨

`

x, up1q
˘

“ exp pεQX̂q ¨
`

x, up1q
˘

P S1,

para todo ε P R, aqui usamos o fato que QX

`

x, up1q
˘

P Tpx,up1qq S1 e S1 Ă Ω ˆ Up1q é
uma subvariedade mergulhada. Para detalhes veja a Proposição 15.

• Veja que
`

prpkq exp pεQXq
˘

¨
`

x, upkq
˘

:“ prpkq
pexp pεQXq ¨ px, up1q

qq

“ prpkq
pexp pεQX̂q ¨ px, up1q

qq P Sk,

para pontos
`

x, upkq
˘

P Sk. Para detalhes da igualdade veja a Proposição 15.

• A prolongação do campo restrito é a mesma prolongação do campo para pontos na
subvariedade mergulhada, isto é,

Q
pkq

X

`

x, upkq
˘

“
d

dε

`

prpkq
`

exp pεQX̂q ¨
`

x, up1q
˘˘˘

ˇ

ˇ

ˇ

ε“0
“ Q

pkq

X̂
P Tpx,upkqq Sk,

para pontos
`

x, upkq
˘

P Sk.

• O ponto chave é que nestas condições temos que

Q
pkq

X̂

´

∆
ˇ

ˇ

ˇ

Sk

¯ˇ

ˇ

ˇ

P
“ Qk

Xp∆q

ˇ

ˇ

ˇ

Sk XP
“ 0,

onde usamos o fato que Q
pkq

X

`

x, upkq
˘

P Tpx,upkqq Sk sempre que
`

x, upkq
˘

P Sk e
Sk Ă Ω ˆ Upkq é uma subvariedade mergulhada, para detalhes veja a Proposição 13.
A ultima igualdade é devido a QX ser simetria de Lie e podemos usar (3.6). Portanto,
QX̂ é simetria de Lie de P.
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Observação 5. No caso acima consideramos a hipóteses:

QXpx, uq P Tpx,up1qq S1 sempre que
`

x, up1q
˘

P S1 . (3.8)

Porém, tomando uma simetria de Lie geral do fluxo de Ricci de dimensão 2 com métrica
arbitrária temos que a condição acima não é satisfeita. Mas, podemos restringir QX de tal
forma que (3.8) seja válida e verificar que ainda segue sendo simetria de Lie do sistema
geral. No caso modelo por exemplo, uma simetria de Lie do fluxo de Ricci na variedade de
dimensão 2 com uma métrica geral é:

X “ pc1 ` c2tq
B

Bt
`

2
ÿ

k“1
ξkpx1, x2

q
B

Bxk
`

2
ÿ

i“1

2
ÿ

jěi

˜

c2gij ´

2
ÿ

k“1
gki

Bξk

Bxj
` gkj

Bξk

Bxi

¸

B

Bgij
,

veja o Teorema 1. Escrevemos X na sua forma canônica.

QX “ Qij B

Bgij
,

no qual

Qij
“ ´pc1 ` c2tq

Bgij
Bt

´

2
ÿ

k“1
ξkpx1, x2

q
Bgij
Bxk

` c2gij ´

2
ÿ

k“1
gki

Bξk

Bxj
` gkj

Bξk

Bxi
.

Dado px̂, ĝp1q
q “ prp1q

px1, x2, t, g11, 0, g11q P S1, temos que os coeficientes de QX neste ponto
são:

Q11 “ ´pc1 ` c2tq
Bg11

Bt
´

2
ÿ

k“1
ξkpx1, x2

q
Bg11

Bxk
` c2g11 ´ 2g11

Bξ1

Bx1 ,

Q12 “ ´g11
Bξ1

Bx2 ´ g11
Bξ2

Bx1 ,

Q22 “ ´pc1 ` c2tq
Bg11

Bt
´

2
ÿ

k“1
ξkpx1, x2

q
Bg11

Bxk
` c2g11 ´ 2g11

Bξ2

Bx2 ,

(3.9)

e pedir que Qpx̂, ĝp1q
q P Tpx,ĝp1qq S1 é necessário e suficiente que Q11 “ Q22 e Q12 “ 0.

Por (3.9), isto é, equivalente a

Bξ1

Bx1 “
Bξ2

Bx2 ,
Bξ1

Bx2 `
Bξ2

Bx1 “ 0. (3.10)

Defina QY como QX restrito às condições que ξ1 e ξ2 satisfazem (3.10). Note que QY

segue sendo uma simetria de Lie do fluxo de Ricci de uma métrica geral bidimensional,
veja o Teorema 1. Então, podemos aplicar o discutido acima para obter simetrias de Lie
do fluxo de Ricci de (3.2). Devido à forma (3.2) procuramos

Q̂ “ Q̂Ŷ px1, x2, t, up1q
q

B

Bu
,
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com a condição que

Q̂Ŷ e
u

“ Q̂peuq “Qpg11q

ˇ

ˇ

ˇ

prp1qpx1,x2,t,uq
“ ´pc1, c2tq

Bu

Bt
eu ´

2
ÿ

k“1
ξk

Bu

Bxk
eu ` eu

ˆ

c2 ´ 2 Bξ1

Bx1

˙

,

0 “Q̂peuq “ Qpg12q

ˇ

ˇ

ˇ

prp1qpx1,x2,t,uq
“ ´eu

ˆ

Bξ1

Bx2 `
Bξ2

Bx1

˙

“ 0,

Q̂Ŷ e
u

“ Q̂peuq “Qpg11q

ˇ

ˇ

ˇ

prp1qpx1,x2,t,uq
“ ´pc1, c2tq

Bu

Bt
eu ´

2
ÿ

k“1
ξk

Bu

Bxk
eu ` eu

ˆ

c2 ´ 2 Bξ2

Bx2

˙

.

Assim

Q̂Ŷ “ ´pc1 ` c2tq
Bu

Bt
´

2
ÿ

k“1
ξk

Bu

Bxk
` c2 ´ 2 Bξ1

Bx1 ,

tal que ξ1 e ξ2 satisfazem (3.10). Escrevendo a simetria de Lie na sua forma de gerador
infinitesimal

Ŷ “ pc1 ` c2tq
B

Bt
`

2
ÿ

k“1
ξkpx1, x2

q
B

Bxk
`

ˆ

c2 ´ 2 Bξ1

Bx1

˙

B

Bu
, (3.11)

no qual ξ1 e ξ2 satisfazem (3.10). Note que as equações (3.10) são as equações de Cauchy-
Riemann. Em (CIMPOIASU; CONSTANTINESCU, 2006) os autores obtiveram a mesma
álgebra de Lie resolvendo as equações determinantes.

Note que na discussão da restrição de simetrias de acima, usamos a forma da
função H dada por (3.4), apenas para o argumento que Sl “ prplq

pS0q seja uma subvariedade
mergulhada e fechada de Ω ˆ Uplq com l P t1, . . . , ku. Assim, demonstramos o seguinte
Teorema.

Teorema 2. Considere o sistema de equações diferenciais

∆ν

`

x, upkq
˘

“ 0, @ν P t1, . . . , lu, (3.12)

tais que 0 P Rl é valor regular da aplicação ∆ : Ω ˆ Upkq
Ñ Rl.

Suponha que temos um sistema de equações diferenciais ∆̂ “ ∆
ˇ

ˇ

ˇ

Sk

no qual S0 Ă Ω ˆ U e

Sl “ prplq S0 são subvariedades mergulhadas e fechadas de Ω ˆ Uplq para l P t1, . . . , ku po
novo sistema de equações é definido como a restrição de certas variáveis independentes e
dependentes do sistema (3.12)q, e este sistema de equações é tal que a aplicação ∆̂ também
tem 0 como valor regular. Então, seja QX uma simetria de Lie de (3.12) com a propriedade
que

QX

`

x, up1q
˘

P Tpx,up1qq S1 sempre que
`

x, up1q
˘

P S1.

Então, QX̂ “ QX

ˇ

ˇ

ˇ

S1
é simetria de Lie de ∆̂.
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O seguinte Teorema nos diz quando as simetrias de Lie obtidas através da
restrição formam uma álgebra de Lie.

Teorema 3. Nas condições do Teorema acima, se as simetrias de Lie do sistema (3.12)
a restringir formam uma álgebra de Lie, então as simetrias de Lie obtidas através da
restrição formam uma álgebra de Lie.

Demonstração. Segue direto do Teorema 2 e da Proposição 14.

Em resumo, a estratégia para obter simetrias de Lie do fluxo de Ricci de famílias
de métricas particulares a partir das simetrias de Lie de uma métrica genérica (geral) é:

1. Definir a subvariedade mergulhada fechada S0 Ă Ω ˆ U, como no Teorema 2, verificar
que 0 é valor regular do sistema restrito.

2. Encontrar qual é a simetria de Lie mais geral da métrica genérica com a propriedade

QX

`

x̂, ĝp1q
˘

P Tpx̂,ĝp1qq S1 sempre que
`

x̂, ĝp1q
˘

P S1 . (3.13)

3. Reescrever o campo QX nas coordenadas de S1.

3.2 Grupo de simetrias de Lie do fluxo de Ricci de Bn
ˆ Fm com

torção
Nesta seção queremos determinar o grupo de simetrias de Lie do fluxo de Ricci

quando a família a 1-parâmetro que resolve o fluxo de Ricci é da forma (3.1) com gcan

sendo uma métrica de Einstein. Precisamos separar o caso em que a fibra seja homotética
à métrica euclideana.

Teorema 4. (LÓPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023, Teorema 3) O grupo de Simetrias de
Lie do fluxo de Ricci de (3.1), com pFm, gcanq sendo uma variedade de Einstein tal que
gcan não é uma métrica homotética à métrica euclideana, é gerada por:

X1 “
B

Bt
,

X2 “ t
B

Bt
´
ψ

2
B

Bψ
`
φ

2
B

Bφ
,

Xk`2 “ ξkpxq
B

Bx
` ψ

Bξk

Bxk
B

Bψ
,

no qual ξkpxq são funções suaves de Rn com k P t1, . . . , nu, tal que
Bξi

Bxj
`

Bξj

Bxi
“ 0 e Bξi

Bxi
´

Bξj

Bxj
“ 0, (3.14)

com i ‰ j.
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Demonstração. Calculando de forma explícita as equações do fluxo de Ricci de (3.1)

∆̂px, t, ψp2q, φp2q
q “ p∆1, ∆2q,

no qual

∆1 “ pn´2q
ψij
ψ

`

ˆ

∆ψ
ψ

´
ψt
ψ3 ´ pn ´ 1q

|∇ψ|2

ψ2

˙

δij´
m

φ

´

φij`
ψiφj ` ψjφi

ψ
´

x∇ψ,∇φy

ψ
δij

¯

,

∆2 “ φφt ` µ ´ φψ2
´

∆φ ´ pn ´ 2q
x∇φ,∇ψy

ψ

¯

´ pm ´ 1qψ2
|∇φ|

2,

pEstas equações serão deduzidas com detalhes na seção 3.4q, não é difícil ver que 0 é valor
regular da aplicação ∆̂. Então, podemos aplicar o critério infinitesimal para construir
simetrias.

Começamos tomando uma simetria de Lie geral do Teorema 1.

X “ c1X1 ` c2X2 `

n`m
ÿ

k“1
X2`k,

com c1, c2 P R. Assim, temos que

X “ pc1 ` c2tq
B

Bt
`

n`m
ÿ

k“1
ξkpx1, ¨ ¨ ¨ , xn`m

q
B

Bxk
`

n`m
ÿ

i“1

n`m
ÿ

jěi

˜

c2gij ´

n`m
ÿ

k“1
gki

Bξk

Bxj
` gkj

Bξk

Bxi

¸

B

Bgij
,

escrevendo X na sua forma canônica

QX “

n`m
ÿ

i“1

n`m
ÿ

jěi

Qij
px, t, gp1q

q
B

Bgij
, (3.15)

no qual

Qij
“ ´pc1 ` c2tq

Bgij
Bt

´

n`m
ÿ

k“1
ξkpxq

Bgij
Bxk

` c2gij ´

n`m
ÿ

k“1
gki

Bξk

Bxj
` gkj

Bξk

Bxi
.

Neste caso temos que Ω » Bn
ˆ Fm ˆR. Defina a aplicação

H : Ω ˆ U Ñ Rp1`nqp2`nq{2,

dada por:

Hpx, t, gq “ g ´

¨

˝

1
ψ2px1, . . . , xn, tq

δij 0

0 φ2
px1, . . . , xn.tqgcan

˛

‚.

Defina o conjunto:

S0 “
␣

px, t, gq P Ω ˆ U; px, t, gq P H´1
pt0uq

(

.
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Note que a aplicação H satisfaz as hipóteses do Teorema 2. Aqui vamos fazer de forma
direta. Isto é, encontramos o campo

Q “ Qφ
B

Bφ
` Qψ

B

Bψ
,

no qual Qφ e Qψ são funções suaves e dependentes de
`

x1, . . . , xn, t, φp1q, ψp1q
˘

tal que

QX “ Q, (3.16)

para pontos
`

x, t, gp1q
˘

P S1. No final argumentaremos que o campo tangente a S1 ainda é
simetria de Lie de uma família de métricas gerais de dimensão n ` m. Portanto, podemos
aplicar o Teorema 2. Tenha em mente (3.16) a qual usaremos repetidas vezes.

Considerando as restrições acima temos

´
2
ψ3Qψ “ QXpgiiq

ˇ

ˇ

ˇ

px,t,φ,ψq

“

ˆ

c2 ´ 2 Bξi

Bxi

˙

1
ψ2 ´ pc1 ` c2tq

ˆ

´2ψt
ψ3

˙

´ ξk
ˆ

´2ψxk

ψ3

˙

,

para todo i P t1, . . . , nu. Assim

Qψ “ ´

ˆ

c2

2 ´
Bξi

Bxi

˙

ψ ´ pc1 ` c2tqψt ´ ξkψxi . (3.17)

Em adição, segue que

Qψ “ ´
ψ3

2 QXpgiiq
ˇ

ˇ

ˇ

px,t,φ,ψq
“ ´

ψ3

2 QXpgjjq
ˇ

ˇ

ˇ

px,t,φ,ψq
, (3.18)

para i, j P t1, . . . , nu. Observando (3.17), podemos ver que (3.18) é válido se e somente se

Bξi

Bxi
“

Bξj

Bxj
, (3.19)

com i, j P t1, . . . , nu. Para i, j P t1, . . . , nu com i ‰ j, temos que

0 “ QXpgijq
ˇ

ˇ

ˇ

px,t,φ,ψq
“ ´

1
ψ2

ˆ

Bξi

Bxj
`

Bξj

Bxi

˙

.

O qual é equivalente a

Bξi

Bxj
`

Bξj

Bxi
“ 0,

para todo i ‰ j.

Para i P t1, . . . , nu e l P t1, . . . ,mu. Segue que
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0 “ QXpgi,n`lq

ˇ

ˇ

ˇ

px,t,φ,ψq
“ ´

ˆ

1
ψ2

Bξi

Bxl`n
` φ2 Bξl`n

Bxi

˙

. (3.20)

Neste caso Bξi{Bxl`n representa as derivadas parciais da função ξi com respeito às coordena-
das l`n da fibra. Por outro lado, como ξ depende só das variáveis independentes, podemos
concluir que as primeiras n funções ξi só dependem das primeiras n variáveis independentes
e as últimas m funções de ξi dependem só das últimas m variáveis independentes. Isto é,

ξipx1, . . . , xnq e ξl`npxn`1, . . . , xn`m
q, (3.21)

para todo i P t1, . . . , nu e l P t1, . . . ,mu. Para l, p P t1, . . . ,mu, obtemos

2φQφpgcanql,p “ QXpgn`l,n`pq

ˇ

ˇ

ˇ

px,t,φ,ψq

“φ2
ˆ

c2pgcanqlp ´ pgcanqkl
Bξn`k

Bxn`p
´ pgcanqkp

Bξn`k

Bxn`l

˙

´ 2pc1 ` c2tqφφtpgcanqlp ´ ξn`kφ2 Bpgcanqlp

Bxn`k
´ 2φφxsξ

s
pgcanql,p,

(3.22)

nesta última equação k P t1, . . . ,mu e s P t1, . . . , nu. Note que Qφ não depende de gcan
(os coeficientes da métrica canônica não são constantes). Portanto,

ξn`k Bpgcanqlp

Bxn`k
“ 0, for k P t1, . . . ,mu.

Assim, ξn`k
“ 0, para , k P t1, . . . ,mu, logo

Qφ “
c2

2 φ ´ pc1 ` c2tqφt ´ ξsφxs . (3.23)

Resumindo o que foi apresentado, temos que

X “ pc1 ` 2c2tq
B

Bt
` ξk

B

Bxk
` c2

B

Bφ
`

ˆ

Bξk

Bxk
ψ ´ c2ψ

˙

B

Bψ
,

com k P t1, . . . , nu, Bξi

Bxi
´

Bξj

Bxj
“ 0 e Bξi

Bxj
`

Bξj

Bxi
“ 0 quando i ‰ j.

Finalmente, se restringimos os coeficientes do campo (3.15) ao caso em que ξn`k
“ 0, para

, k P t1, . . . ,mu e Bξi

Bxi
´

Bξj

Bxj
“ 0 e Bξi

Bxj
`

Bξj

Bxi
“ 0 quando i ‰ j para i, j P t1, . . . , nu,

temos que este novo campo continua sendo uma simetria de Lie do fluxo de Ricci de uma
família de métricas gerais de dimensão n`m. Em outras palavras, o componente tangente
S1 continua sendo uma simetria de Lie de uma métrica geral de dimensão n`m. Assim,
podemos concluir a prova do Teorema.

Agora voltamos nossa atenção para o caso especial onde a fibra é o espaço
euclidiano dotado da métrica canônica.
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Teorema 5. (LÓPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023, Teorema 4) O grupo de simetrias de
Lie do fluxo de Ricci de (3.1), com Fm sendo Rm dotado da métrica canônica, é gerado
por:

X1 “
B

Bt
,

X2 “ φ
B

Bφ
,

X3 “ t
B

Bt
´
ψ

2
B

Bψ
,

Xk`3 “ ξkpxq
B

Bx
` ψ

Bξk

Bxk
B

Bψ
,

no qual ξkpxq são funções suaves de Rn com k P t1, . . . , nu, tal que

Bξi

Bxj
`

Bξj

Bxi
“ 0 e Bξi

Bxi
´

Bξj

Bxj
“ 0, (3.24)

com i ‰ j.

Demonstração. Seguindo a prova anterior, temos que Qψ ainda é determinado pela expres-
são dada por (3.17), ξi com i P t1, . . . , nu continuam satisfazendo as equações de Cauchy
Riemann, as condições (3.21) ainda são válidas e as Eqs. (3.22) são transformadas a

2φQφδl,p “QXpgn`l,n`pq

ˇ

ˇ

ˇ

px,t,φ,ψq

“φ2
ˆ

c2pδlp ´
Bξn`l

Bxn`p
´

Bξn`p

Bxn`l

˙

´ 2pc1 ` c2tqφφtδlp ´ 2φφxsξ
sδl,p,

(3.25)

para l, p P t1, . . . ,mu, a partir do qual é possível concluir que

Qφ “
c2

2 φ ´ pc1 ` c2tqφt ´ ξsφxs ` c3φ. (3.26)

com c3 P R. Considerando o que foi apresentado, temos que

X “ pc1 ` 2c2tq
B

Bt
` ξk

B

Bxk
` pc2 ` c3φq

B

Bφ
`

ˆ

Bξk

Bxk
ψ ´ c2ψ

˙

B

Bψ
,

com k P t1, . . . , nu, Bξi

Bxi
´

Bξj

Bxj
“ 0 e Bξi

Bxj
`

Bξj

Bxi
“ 0, quando i ‰ j.

O argumento final da prova do Teorema anterior é análogo. Assim, podemos concluir a
prova do Teorema.

A diferença dos casos anteriores é que a álgebra de Lie de dimensão finita é
tridimensional. Vamos fazer a construção dos conjuntos ótimos para esta álgebra. Começa-
mos com o conjunto ótimo de dimensão 1.
Computamos sua álgebra de Lie, conforme mostrado na seguinte Tabela.
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Tabela 1 – Álgebra de Lie.

X1 X2 X3
X1 0 0 X1
X2 0 0 0
X3 ´X1 0 0

Veja que:

g “ SpantX1, X2, X3u “ SpantX2u ‘ SpantX1, X3u.

Pela Proposição 12, temos que um conjunto ótimo de dimensão 1 para SpantX1, X3u é
o conjunto tX1, X3u. Então, para construir o conjunto ótimo de g, basta considerar os
elementos tX2 `αX1, X2 `αX3, X1, X3u com α P R e podendo ainda simplificar X2 `αX1

e X2 ` αX3. Note que

AdpeβX3qpX2 ` αX1q “ X2 ` eβαX1,

e neste caso temos apenas três classes e podemos tomar como representantes tX2`X1, X2´

X1, X2u, o elemento X2 ` αX3 não se pode simplificar mais. Portanto, o conjunto:

S1 “ tX2 ` X1, X2 ´ X1, X2 ` αX3, X1, X3u,

com α P R é um conjunto ótimo de dimensão 1 para g.
Agora fazemos a construção do conjunto ótimo de dimensão 2, seguindo as ideias de
Ovsiannikov (OVSIANNIKOV, 1978).
Dada a subálgebra de Lie h de dimensão 2. Fixamos uma base B “ tY1, Y2u de h. Segue que,
Y1 está relacionado com um único elemento do conjunto ótimo de dimensão 1. Portanto,
para encontrar as subálgebras de dimensão 2 e em particular para a construção de nosso
conjunto ótimo podemos começar tomando Y1 sendo um elemento de S1. Agora, procuramos
os Y2 tal que, rY1, Y2s “ µY1 ` βY2 com µ, β P R e tY1, Y2u linearmente independente.
Como h é um espaço vetorial, podemos reduzir a procura de:

rY1, Y2s “ βY2. (3.27)

De fato, seja Y2 tal que tY1, Y2u são linearmente independentes e rY1, Y2s “ µY1 ` βY2 com
µ ‰ 0, defina Ỹ2 “ Y1 `

β

µ
Y2, segue que:

rY1, Ỹ2s “
β

µ
pµY1 ` βY2q “ βỸ2.

e SpantY1, Y2u “ SpantY1, Ỹ2u.

Resumindo, se reduz à classificação das subálgebras formadas a partir de todos
os auto-espaços formados pelo conjunto ótimo de dimensão 1. Assim:
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1. Começamos com X2 `X1, o auto-espaço dos autovetores da aplicação adpX2 `X1q

com autovalor zero é SpantX1, X2u. Portanto, podemos tomar por simplicidade como
único representante a álgebra SpantX1, X2u.

2. No caso X2 ´ X1, temos uma única classe a qual coincide com a classe anterior.

3. No caso X2 ` αX3, o auto-espaço dos autovetores da aplicação adpX2 ` αX3q com
autovalor zero é SpantX2, X3u, com autovalor ´α é SpantX1u. Assim, temos os
representantes SpantX2, X3u e SpantX2 ` αX3, X1u.

4. No caso X1, o auto-espaço dos autovetores da aplicação adpX1q com autovalor zero
é SpantX2, X1u. Assim, este caso não acrescenta elementos no conjunto ótimo.

5. No caso X3, o auto-espaço dos autovetores da aplicação adpX3q com autovalor
zero é SpantX2, X3u, com autovalor ´1 é SpantX1u. Assim, podemos tomar como
representante SpantX1, X3u.

Resumindo o que foi apresentado, e olhando com cuidado de não repetir alguma classe
temos que o conjunto ótimo de dimensão 2 é:

S2 “ tSpantX2 ` αX3, X1u, SpantX2, X3u, SpantX1, X3uu, (3.28)

por último, temos trivialmente que:
S3 “ g, (3.29)

é um conjunto ótimo de dimensão 3 de g. Podemos enunciar de forma direta.

Teorema 6. Os conjuntos ótimos da álgebra de Lie de dimensão finita do Teorema 5 são:

S1 “ tX2 ` X1, X2 ´ X1, X2 ` αX3, X1, X3u,

S2 “ tSpantX2 ` αX3, X1u, SpantX2, X3u, SpantX1, X3uu,

S3 “ tSpantX1, X2, X3uu,

(3.30)

com α P R.

Os próximos dois Teoremas são uma consequência imediata do Teorema 4.
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Teorema 7. (LÓPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023, Corolário 1) O grupo de simetrias de
Lie do fluxo de Ricci em Rn com fluxo conforme, isto é,

g “
1

ψ2px, tq
dxi b dxi,

é gerado por:

X1 “
B

Bt
,

X2 “ t
B

Bt
´
ψ

2
B

Bψ
,

X3 “ ξkpxq
B

Bx
` ψ

Bξk

Bxk
B

Bψ
,

(3.31)

no qual ξkpxq são funções suaves de Rn com k P t1, . . . , nu, satisfazendo

Bξi

Bxj
`

Bξj

Bxi
“ 0 e, Bξi

Bxi
´

Bξj

Bxj
“ 0, (3.32)

com i ‰ j.

Demonstração. O resultado segue imediatamente da primeira parte da prova do Teorema 4.

Teorema 8. O grupo de simetrias de Lie do fluxo de Ricci em Sn`1 da família

g “
1

ψ2px, tq
dx b dx ` φ2

px, tqpgcanq,

no qual gcan sendo a métrica canônica da esfera de dimensão n é gerado pelos seguintes
campos:

X1 “
B

Bt
,

X2 “ t
B

Bt
´
ψ

2
B

Bψ
`
φ

2
B

Bφ
,

X3 “ ξpxq
B

Bx
` ψ

Bξ

Bx

B

Bψ
,

no qual ξpxq é uma função arbitrária de x.

Observação 6. Os conjuntos ótimos do grupo de simetrias de Lie de dimensão finita dos
Teoremas 4, 7 e 8 são dados pela Proposição 12.

3.3 Grupo de simetrias de Lie do fluxo de Ricci em Sp`1
ˆ Sq.

Agora restringimos nossa atenção aos fluxos que evoluem a partir de uma
métrica inicial fixa que é cohomogênea em relação à ação natural SOpp ` 1q ˆ SOpq ` 1q.
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Isto é, consideramos as métricas produto duplamente deformadas em Sp`1
ˆ Sq com p ě 2

e q ě 1, no qual o grupo a 1-parâmetro que satisfaz o fluxo de Ricci é da forma:

g “ χ2
px, tqdx b dx ` φ2

px, tqgSp
can

` ψ2
px, tqgSq

can
, (3.33)

no qual gSp
can

e gSq
can

denotam as métricas canônicas da esfera de dimensão p e q res-
pectivamente. Este tipo de fluxo tem sido extensamente estudado em (STOLARSKI,
2019).

Teorema 9. (LÓPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023, Teorema 5) O grupo de simetrias de
Lie do fluxo de Ricci em Sp`1

ˆ Sq da família (3.33) é gerado pelos seguintes campos:

X1 “
B

Bt
, (3.34)

X2 “ 2t B

Bt
` χ

B

Bχ
` φ

B

Bφ
` ψ

B

Bψ
, (3.35)

X3 “ ξpxq
B

Bx
´ χ

Bξ

Bx

B

Bχ
, (3.36)

no qual ξ é uma função suave arbitrária de x.

Demonstração. Tomamos uma simetria de Lie geral do Teorema (1):

X “ c1X1 ` c2X2 `
ÿ

1ďkďp`q`1
X2`k,

escrevendo X na sua forma característica

QX “

1`p`q
ÿ

i“1

1`p`q
ÿ

jěi

Qij
px, t, gp1q

q
B

Bgij
, (3.37)

no qual

Qij
“ ´pc1 ` c2tq

Bgij
Bt

´

1`p`q
ÿ

k“1
ξkpxq

Bgij
Bxk

` c2gij ´

1`p`q
ÿ

k“1
gki

Bξk

Bxj
` gkj

Bξk

Bxi
.

Defina a aplicação
H : Ω ˆ U Ñ Rp1`p`qqp2`p`qq{2,

dada por:

Hpx, t, gq “

´

g11 ´ χpx1, tq2, gij, gk1`1,l1`1 ´ φ2
px1, tqpgpcanqkl, gk2`1,l2`1 ´ ψ2

px1, tqpgqcanqkl

¯

,

com k1, l1 P t1, . . . , pu e k2, l2 P t1, . . . , qu e os i, j são os índices faltantes da métrica g.
Note que a função H satisfaz as hipóteses do Teorema 2. Defina o conjunto

S0 “
␣

px, t, gq P Ω ˆ U; px, t, gq P H´1
pt0uq

(

.
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Similarmente ao caso com uma torção, encontramos o campo

Q “ Qφ
B

Bφ
` Qψ

B

Bψ
` Qχ

B

Bχ
, (3.38)

no qual Qφ, Qψ e Qχ são funções suaves e dependentes de px1, t, φp1q, ψp1q, χp1q
q tal que

QX “ Q, (3.39)

para pontos px, t, gp1q
q P S1. No final argumentaremos que o campo tangente a S1 ainda é

simetria de Lie de uma métrica geral de dimensão 1 ` p ` q. Portanto, podemos aplicar o
Teorema 2. Tenha em mente (3.39) a qual usaremos repetidas vezes.

2χQχ “ QXpg11q

ˇ

ˇ

ˇ

px,t,gp1qq
“ ´2χBχ

Bt
pc1 ` c2tq ´ 2χ Bχ

Bx1 ξ
1

` c2χ
2

´ 2χ2 Bξ1

Bx1 ,

logo, ξ1 apenas é função de x1 e

Qχ “ ´
Bχ

Bt
pc1 ` c2tq ´

Bχ

Bx1 ξ
1
px1

q ` c2
χ

2 ´
χ

2
Bξ1

Bx1 . (3.40)

Para 1 ď i ď p, segue

0 “ QXpg1,i`1q

ˇ

ˇ

ˇ

px,t,gp1qq
“ ´ψ2

p
ÿ

k“1
pgSp

can
qki

Bξk`1

Bx1 .

Assim, ξk`1 é independente de x1 com k P t1, . . . , pu, de forma análoga para g1,i`1 com
i P tp ` 1, 1 ` qu tem-se que ξk`1 é independente de x1 com k P t1, . . . , p ` qu. Por outro
lado

2φpgSp
can

qijQφ “ QXpg1`i,1`jq

ˇ

ˇ

ˇ

px,t,gp1qq

“

ˆ

´2φpc1 ` c2tq
Bφ

Bt
´ 2φξ1 Bφ

Bx1 ` c2φ
2
˙

pgSp
can

qij

´

1`p
ÿ

k“2
ξkφ2 BpgSp

can
qij

Bxk
´ φ2

1`p
ÿ

k“2
pgSp

can
qk´1,i

Bξk

Bxj
` pgSp

can
qk´1,j

Bξk

Bxi
.

Logo ξk “ 0 para k P t2, 1 ` pu e

Qφ “ ´pc1 ` c2tq
Bφ

Bt
´ ξ1 Bφ

Bx1 `
c2

2 φ. (3.41)

Para 1 ď i ď p e 1 ď j ď q segue que

0 “ QXpg1`i,1`p`jq

ˇ

ˇ

ˇ

px,t,gp1qq
“ ´ψ2

1`p`q
ÿ

k“2`p

pgSq
can

qkj
Bξk

Bx1`i
.

Assim, ξk depende só de x2`p, . . . , x1`p`q para k P t2 ` p, . . . , 1 ` p ` qu.
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Para 1 ď i ď j ď q, temos

2ψpgSq
can

qijQψ “ QXpg1`p`i,1`p`jq

ˇ

ˇ

ˇ

px,t,gp1qq

“

ˆ

´2ψpc1 ` c2tq
Bψ

Bt
´ 2ψξ1 Bψ

Bx1 ` c2ψ
2
˙

pgSq
can

qij

´

1`p`q
ÿ

k“2`p

ξkψ2 BpgSq
can

qij

Bxk
´ ψ2

1`p`q
ÿ

k“2`p

pgSq
can

qk´1´p,i
Bξk

Bxj
` pgSp

can
qk´1´p,j

Bξk

Bxi
.

Logo ξk “ 0 para k P t2, 1 ` p ` qu e

Qψ “ ´pc1 ` c2tq
Bψ

Bt
´ ξ1 Bψ

Bx1 `
c2

2 ψ. (3.42)

Finalmente, note que se restringimos o campo (3.37) ao caso ξ1
px1

q e ξk`1
“ 0 para

k P t1, . . . , p ` qu, este novo campo segue sendo uma simetria de Lie do fluxo de Ricci
de uma família de métricas gerais de dimensão 1 ` p ` q. Assim, pelo Teorema 2, o
campo (3.38), com χ, φ e ψ dadas pelas expressões (3.40), (3.41) e (3.42) respectivamente,
é uma simetria de Lie do fluxo de Ricci de (3.33). Escrevendo este campo na sua forma de
gerador infinitesimal obtemos

Y “ pc1 ` 2c2tq
B

Bt
` ξpx1

q
B

Bx1 ` χ

ˆ

c2 ´
Bξ

Bx1

˙

B

Bχ
` c2φ

B

Bφ
` c2ψ

B

Bψ
, (3.43)

no qual ξpx1
q é uma função suave arbitrária de x1 e c1, c2 P R.

3.4 Soluções Invariantes
Nesta seção pretendemos usar o grupo de simetrias de Lie de dimensão finita

para encontrar soluções invariantes explícitas do fluxo de Ricci de família de métricas
torcidas. Começamos com o caso de uma torção.

3.4.1 Soluções Invariantes do fluxo de Ricci em métricas torcidas

Primeiro, precisamos expressar explicitamente as equações do fluxo de Ricci
para a família de métricas (3.1). Começamos computando o tensor de Ricci de uma métrica
torcida. Sabemos que

RicgpỸ , Z̃q “ RicgB
pY, Zq ´

m

φ
∇2
BφpY, Zq,

RicgpỸ , Ṽ q “ 0,

RicgpṼ , W̃ q “ RicgcanpV,W q ´

ˆ

∆Bφ

φ
`

|∇Bφ|2

φ2 pm ´ 1q

˙

gpṼ , W̃ q,

(3.44)

para todo Y, Z P LpBn
q e V,W P LpFmq, veja a Proposição 9.106 em (BESSE, 2007)

ou (BISHOP; O’NEILL, 1969). Por outro lado, considere pp, qq P Bn
ˆ Fm, onde tB

B
1 , . . . , B

B
n u
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e tB
F
1 , . . . , B

F
mu é uma base coordenada de Tp Bn e Tq Fm respectivamente. Então

RicgpB̃
B
i , B̃

B
j q “ RicgB

pB
B
i , B

B
j q ´

m

φ
∇2
BφpB

B
i , B

B
j q.

Pela teoria conforme, sabemos que

RicgB
pB
B
i , B

B
j q “ pn ´ 2q

ψij
ψ

`

ˆ

∆ψ
ψ

´ pn ´ 1q
|∇ψ|2

ψ2

˙

δij,

e
∇2
BφpB

B
i , B

B
j q “ φij `

ψiφj ` ψjφi
ψ

´
x∇ψ,∇φy

ψ
δij,

veja o Teorema 1.159 em (BESSE, 2007). Assim

RicgpB̃
B
i , B̃

B
j q “pn ´ 2q

ψij
ψ

`

ˆ

∆ψ
ψ

´ pn ´ 1q
|∇ψ|2

ψ2

˙

δij

´
m

φ

´

φij `
ψiφj ` ψjφi

ψ
´

x∇ψ,∇φy

ψ
δij

¯

.

Por outro lado

RicgpB̃
F
i , B̃

F
j q “ RicgcanpB

F
i , B

F
j q ´

ˆ

∆Bφ

φ
`

|∇Bφ|2

φ2 pm ´ 1q

˙

gpB̃
F
i , B̃

F
j q

“ µpgcanqij ´

ˆ

∆Bφ

φ
`

|∇Bφ|2

φ2 pm ´ 1q

˙

φ2
pgcanqij.

Mais uma vez, da teoria conforme, temos

RicgpB̃
F
i , B̃

F
j q “

"

µ ´ ψ2φ2
ˆ

∆φ
φ

´ pn ´ 2q
x∇φ,∇ψy

ψφ
` pm ´ 1q

|∇φ|2

φ2

˙*

pgcanqij.

Portanto

Ricg “

´

pn ´ 2q
ψij
ψ

`

ˆ

∆ψ
ψ

´ pn ´ 1q
|∇ψ|2

ψ2

˙

δij ´
m

φ

´

φij `
ψiφj ` ψjφi

ψ

´
x∇ψ,∇φy

ψ
δij

¯¯

dxi b dxj `

´

µ ´ φψ2
´

∆φ ´ pn ´ 2q
x∇φ,∇ψy

ψ

¯

´ pm ´ 1qψ2
|∇φ|

2
¯

gcan.

(3.45)

Feito isto, a família de métricas (3.1) satisfaz a equação do fluxo de Ricci se e somente se
o seguinte sistema for satisfeito

ψt
ψ3 δij “pn ´ 2q

ψij
ψ

`

ˆ

∆ψ
ψ

´ pn ´ 1q
|∇ψ|2

ψ2

˙

δij ´
m

φ

´

φij `
ψiφj ` ψjφi

ψ

´
x∇ψ,∇φy

ψ
δij

¯

,

´φφt “µ ´ φψ2
´

∆φ ´ pn ´ 2q
x∇φ,∇ψy

ψ

¯

´ pm ´ 1qψ2
|∇φ|

2,

(3.46)

para todo i, j P t1, . . . , nu.
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Em segundo lugar, usamos as simetrias de Lie encontradas na seção 3.2 para
reduzir o sistema de equações (3.46):

Note que tX1, X2u é o conjunto ótimo unidimensional associado à subálgebra
de dimensão finita do Teorema 4, veja a Proposição 12. Assim, basta considerar, por
exemplo, a simetria X2 aplicando a ela o grupo de transformações de um parâmetro gerado
por X1, neste caso, t Ñ t ` ε. Ou seja, vamos empregar a simetria

X “ p1 ` 2ktq B

Bt
´ kψ

B

Bψ
` kφ

B

Bφ
,

no qual escohlimos ε “
1
2k , com k ‰ 0. Portanto, as condições de superfície invariantes

são:
$

’

&

’

%

kψ ` p1 ` 2ktqBψ

Bt
“ 0,

kφ ´ p1 ` 2ktqBφ

Bt
“ 0.

(3.47)

Resolvendo o sistema (3.47) pelo método das características obtemos

ψ “
1

?
1 ` 2kt

F pxq,

φ “
?

1 ` 2ktGpxq,

onde F e G são funções suaves positivas de x. Substituindo essas expressões de ψ e ϕ para
o sistema (3.46), obtemos

´
k

F 2 δij “pn ´ 2q
Fij
F

`

ˆ

∆F
F

´ pn ´ 1q
|∇F |2

F 2

˙

δij ´
m

G

´

Gij `
FiGj ` FjGi

F

´
x∇F,∇Gy

F
δij

¯

,

´kG2
“µ ´ GF 2

´

∆G ´ pn ´ 2q
x∇G,∇F y

F

¯

´ pm ´ 1qF 2
|∇G|

2,

(3.48)

para todo i, j P t1, . . . , nu. Tendo em vista a dificuldade de resolver o sistema anterior,
vamos reduzi-lo ainda mais considerando o caso em que a base tem dimensão 1 e a fibra é
a esfera canônica, isto é, M1

ˆ Sm. Por esta redução, o sistema (3.48) torna-se

k

F 2 “
m

G

ˆ

Gxx `
FxGx

F

˙

,

kG2
“ ´µ `

k

m
G2

` pm ´ 1qF 2G2
x,

(3.49)

no qual µ “ m ´ 1. Manipulando as equações acima, não é difícil ver que a seguinte
equação é satisfeita

pFGxq
2

“
k

m
G2

` 1 ùñ Gx “ ˘
1
F

c

k

m
G2 ` 1.
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Integrando obtemos

Gpxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

˘

c

m

k
sinh

˜

c

k

m

ż x

x0

dτ

F pτq

¸

, k ą 0,

˘

c

m

´k
sen

˜

c

´k

m

ż x

x0

dτ

F pτq

¸

, k ă 0.

Observe que esta solução satisfaz identicamente a primeira equação do sistema (3.49).
Além disso, a solução sugere a seguinte parametrização:

spxq “

ż x

x0

dτ

F pτq
.

Assim
p1 ` 2ktq
F 2pxq

dx b dx “ p1 ` 2ktqds b ds.

Tendo todas as soluções do sistema (3.49) em mãos, quando k ‰ 0, chegamos às seguintes
soluções do fluxo de Ricci para o caso torcido de M1

ˆ Sm:

g “ p1 ` 2k2tq

˜

ds b ds `
m

k2 sinh2

˜

c

k2

m
s

¸

gcan

¸

,

g “ p1 ´ 2k2tq

˜

ds b ds `
m

k2 sen2

˜

c

k2

m
s

¸

gcan

¸

,

quando k ‰ 0. A primeira métrica produz a métrica chamada hiperbólica padrão no
m` 1-espaço, veja (MA; XU, 2011). Ambas são soluções bem conhecidas na bibliografia
encontradas independentemente uma da outra. Este é um exemplo de como as simetrias
podem unificar soluções encontradas com diferentes métodos.

3.4.2 Soluções invariantes para variedades com duas torções

Em primeiro lugar, precisamos expressar explicitamente o tensor de Ricci
de (3.33)

Ricg “

ˆ

´
p

φ

ˆ

φxx ´
φxχx
χ

˙

´
q

ψ

ˆ

ψxx ´
ψxχx
χ

˙˙

dx b dx

`

˜

pp ´ 1q ´
φ2

χ2

«

1
φ

ˆ

φxx ´
φxχx
χ

˙

` pp ´ 1q

ˆ

φx
φ

˙2

` q

ˆ

φxψx
φψ

˙

ff¸

gSp
can

`

˜

pq ´ 1q ´
ψ2

χ2

«

1
ψ

ˆ

ψxx ´
ψxχx
χ

˙

` pq ´ 1q

ˆ

ψx
ψ

˙2

` p

ˆ

φxψx
ψφ

˙

ff¸

gSq
can
,

veja (PETERSEN, 2006). Assim, não é difícil mostrar que as equações do fluxo de Ricci
explicitas de (3.33) são
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χχt “
p

φ

ˆ

φxx ´
φxχx
χ

˙

`
q

ψ

ˆ

ψxx ´
ψxχx
χ

˙

,

φφt “ ´pp ´ 1q `
φ2

χ2

«

1
φ

ˆ

φxx ´
φxχx
χ

˙

` pp ´ 1q

ˆ

φx
φ

˙2

` q

ˆ

φxψx
φψ

˙

ff

,

ψψt “ ´pq ´ 1q `
ψ2

χ2

«

1
ψ

ˆ

ψxx ´
ψxχx
χ

˙

` pq ´ 1q

ˆ

ψx
ψ

˙2

` p

ˆ

φxψx
ψφ

˙

ff

.

(3.50)

Pelo mesmo argumento da seção anterior, faremos uso da simetria de Lie

X “ p1 ` 2ktq B

Bt
` kχ

B

Bχ
` kφ

B

Bφ
` kψ

B

Bψ
,

onde k ‰ 0. Portanto, as condições de superfície invariantes correspondentes são

Qχ “ kχ ´ p1 ` 2tkqχt “ 0,
Qφ “ kφ ´ p1 ` 2ktqφt “ 0,
Qψ “ kψ ´ p1 ` 2ktqψt “ 0.

(3.51)

Resolvendo o sistema (3.51), obtemos

χpx, tq “
?

1 ` 2tk F pxq,

φpx, tq “
?

1 ` 2tk Gpxq,

ψpx, tq “
?

1 ` 2tk Hpxq.

Inserindo essas expressões de χ, ψ e φ no sistema (3.50), chegamos ao sistema reduzido

kF 2
“

p

G

ˆ

G2
´
G1F 1

F

˙

`
q

H

ˆ

H2
´
H 1F 1

F

˙

,

kG2
“ ´pp ´ 1q `

ˆ

G

F

˙2
˜

G2

G
´
G1F 1

FG
` pp ´ 1q

ˆ

G1

G

˙2

` q

ˆ

G1H 1

GH

˙

¸

,

kH2
“ ´pq ´ 1q `

ˆ

H

F

˙2
˜

H2

H
´
H 1F 1

FH
` pq ´ 1q

ˆ

H 1

H

˙2

` p

ˆ

G1H 1

GH

˙

¸

.

(3.52)

Inspirando-nos no procedimento de obtenção das soluções para o caso das variedades
produtos com uma torção, começamos por parametrizar pelo comprimento de arco a base

spxq “

ż x

x0

F pτqdτ.

O sistema (3.52) se transforma a

k “ p
G2psq

Gpsq
` q

H2psq

Hpsq
,

k “
G2psq

Gpsq
` pp ´ 1q

ˆ

G1psq2 ´ 1
Gpsq2

˙

` q
G1psqH 1psq

GpsqHpsq
,

k “
H2psq

Hpsq
` pq ´ 1q

ˆ

H 1psq2 ´ 1
Hpsq2

˙

` p
G1psqH 1psq

GpsqHpsq
.

(3.53)
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Mais uma vez, olhando para as soluções encontradas na subseção anterior, começamos
a procurar soluções particulares da mesma forma. Nossa investigação foi frutífera, as
seguintes funções

G “ ˘

c

p ` q

´k
sen

˜

d

´k

p ` q
s

¸

e H “ ˘

c

p ` q

´k
cos

˜

d

´k

p ` q
s

¸

,

G “ ˘

d

pp ´ 1qpp ` qq

´kpp ` q ´ 1q
sen

˜

d

´k

p ` q
s

¸

e H “ ˘

d

pq ´ 1qpp ` qq

´kpp ` q ´ 1q
sen

˜

d

´k

p ` q
s

¸

,

para k ă 0, enquanto

G “ ˘

d

pp ´ 1qpp ` qq

kpp ` q ´ 1q
sinh

˜

d

k

p ` q
s

¸

e H “ ˘

d

pq ´ 1qpp ` qq

kpp ` q ´ 1q
sinh

˜

d

k

p ` q
s

¸

,

para k ą 0, são de fato soluções do sistema (3.53).

Portanto, nosso estudo produz as seguintes soluções especiais.

Teorema 10. (LÓPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023) As seguintes famílias de métricas a
1-parâmetro são soluções do fluxo de Ricci (3.33)

gps, tq “p1 ´ 2k2tqds b ds ` p1 ´ 2k2tq
p ` q

k2 sen2

˜

d

k2

p ` q
s

¸

gSp
can

` p1 ´ 2k2tq
p ` q

k2 cos2

˜

d

k2

p ` q
s

¸

gSq
can
,

gps, tq “p1 ´ 2k2tqds b ds ` p1 ´ 2k2tq
pp ´ 1qpp ` qq

k2pp ` q ´ 1q
sen2

˜

d

k2

p ` q
s

¸

gSp
can

` p1 ´ 2k2tq
pq ´ 1qpp ` qq

k2pp ` q ´ 1q
sen2

˜

d

k2

p ` q
s

¸

gSq
can
,

gps, tq “p1 ` 2k2tqds b ds ` p1 ` 2k2tq
pp ´ 1qpp ` qq

k2pp ` q ´ 1q
sinh2

˜

d

k2

p ` q
s

¸

gSp
can

` p1 ` 2k2tq
pq ´ 1qpp ` qq

k2pp ` q ´ 1q
sinh2

˜

d

k2

p ` q
s

¸

gSq
can
,

onde k ‰ 0.

Até onde sabemos, essas soluções são novas na literatura. O qual seria outra
contribuição do nosso trabalho.
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4 Considerações Finais

Neste trabalho aplicamos com sucesso a teoria de simetrias de Lie para deter-
minar o grupo de simetrias de Lie do fluxo de Ricci em dimensões arbitrárias. Usando
suas propriedades algébricas, podemos “reciclá-los” para obter rapidamente simetrias de
Lie do fluxo de Ricci para várias famílias de métricas. Uma tarefa que pode ser muito
desafiadora se começarmos sempre do zero, tendo em mente que mesmo uma métrica
quadridimensional produz um sistema de equações determinantes que envolve quase dois
milhões de equações diferenciais parciais!

Infelizmente, as simetrias clássicas, sendo uma noção muito ampla que pode
ser aplicada virtualmente a qualquer tipo de sistema de equações diferenciais, têm uma
desvantagem muito séria; elas geralmente não nos ajudarão a obter os tipos de soluções
que estamos procurando. E isso é evidente no nosso caso: a subálgebra de dimensão
infinita apenas aponta para a natureza tensorial do nosso sistema, enquanto a finita diz,
por um lado, que o sistema é autônomo e, por outro, nos conduz a considerar soluções
separáveis. Soluções que são válidas se e somente se a variedade inicial for de Einstein.
Fato que limita nossas escolhas quanto à condição inicial a ser considerada. Uma saída
possível é considerar tipos de simetrias mais “exóticas”, como as não clássicas, veja a
seção 9.3 em (HYDON, 2000). Em suma, simetrias não clássicas são simetrias admitidas
apenas por famílias específicas de soluções de uma equação diferencial e não pela própria
equação diferencial, como é o caso das simetrias clássicas. Embora nossos estudos iniciais
fossem promissores, nenhuma das simetrias não clássicas encontradas forneceu soluções
não triviais. Isso não é uma surpresa, pois os sistemas de equações diferenciais envolvidos
agora são não lineares. Um dos objetivos futuros é a realização de uma classificação mais
exaustiva a fim de obter simetrias não clássicas que possam fornecer soluções do problema
do fluxo de Ricci de algum interesse.
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APÊNDICE A – Algumas noções básicas

Por motivos de completitude apresentamos alguns resultados básicos que serão
utilizadas na seção 3.1.

Proposição 13. Seja Mm uma variedade diferenciável e Nn
Ă Mm uma subvariedade

mergulhada. Seja X um campo definido sobre Mm com a propriedade que

Xppq P Tp Nn, sempre que p P Nn.

Então para toda função diferenciável f de Mm temos que:

X
ˇ

ˇ

ˇ

Nn

´

f
ˇ

ˇ

ˇ

Nn

¯

“ Xpfq

ˇ

ˇ

ˇ

Nn
, (A.1)

no qual X
ˇ

ˇ

ˇ

Nn
denota o campo X restrito a Nn e a imagem restrita a TN , f

ˇ

ˇ

ˇ

Nn
denota a

função f restrita a Nn.

Demonstração. Dado que Nn
Ă Mm está mergulhada, temos que X

ˇ

ˇ

ˇ

Nn
é um campo

(“suave”). Seja p P Nm. Existe uma carta adaptada px, Uq com a propriedade que:

xpqq “ px1
pqq, . . . , xnpqq, 0, . . . , 0q sempre que q P U X Nn.

Escrevendo X na carta adaptada é

X
ˇ

ˇ

ˇ

U
pqq “

m
ÿ

i“1
aipxpqqq

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

q
,

no qual ai são funções suaves em xpUq Ă Rm. Note que a propriedade que Xppq P Tp Nn,
sempre que p P Nn, implica que aipxppqq “ 0 para i P tn ` 1, . . . ,mu. Assim

X
ˇ

ˇ

ˇ

UXNn
“

n
ÿ

i“1
aipx1, . . . , xn, 0, . . . , 0q

B

Bxi
.

Logo

X
ˇ

ˇ

ˇ

UXNn

´

f
ˇ

ˇ

ˇ

UXNn

¯

ppq “

n
ÿ

i“1
aipx1

ppq, . . . , xnppq, 0, . . . , 0q
Bf

Bxi
ppq. (A.2)

Por outro lado

Xpfqppq “

m
ÿ

i“1
aipx1

ppq, . . . , xnppq, 0, . . . , 0q
Bf

Bxi
ppq

“

n
ÿ

i“1
aipx1

ppq, . . . , xnppq, 0, . . . , 0q
Bf

Bxi
ppq.

(A.3)

Note que as expressões (A.3) e (A.2) coincidem no ponto p e dado que o ponto p P Nn é
arbitrário, podemos concluir a declaração do Teorema.
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Proposição 14. Seja Mm uma variedade diferenciável e Nn
Ă Mm uma subvariedade

mergulhada. Sejam X, Y campos definidos sobre Mm com a propriedade que

Xppq, Y ppq P Tp Nn, sempre que p P Nn.

Então, o campo rX, Y s tem a mesma propriedade.

Demonstração. A prova é análoga à prova da Proposição 13.

Proposição 15. Sejam Mm, Nn variedades diferenciáveis e o campo X descrito como na
Proposição 13, denotamos X̂ “ X

ˇ

ˇ

ˇ

Nn
. Adicionalmente suponha que Nn é uma subvariedade

mergulhada e fechada. Considere as seguintes equações diferenciais ordinárias
$

&

%

dψpx, εq

dε
“ Xpxq,

ψpx, 0q “ x,

e
$

&

%

dψ̂px, εq

dε
“ X̂pxq,

ψ̂px, 0q “ x,

definidas em Mm e Nn respectivamente. Então

ψpx, εq “ ψ̂px, εq para ε suficientemente pequeno sempre que x P Nn.

Demonstração. Em toda a prova vamos a considerar x P Nn. Sabemos que os fluxos estão
determinados por

ψpx, εq “ lim
nÑ`8

n
ÿ

i“1

εn

n!X
n
pxq,

ψ̂px, εq “ lim
nÑ`8

n
ÿ

i“1

εn

n! X̂
n
pxq.

Pela Proposição 13 sabemos que Xpxq “ X̂pxq. Assim, Xn
pxq “ X̂n

pxq. Então
n
ÿ

i“1

εn

n!X
n
pxq “

n
ÿ

i“1

εn

n! X̂
n
pxq.

Dado que as séries são convergentes e Nn é uma subvariedade fechada, segue que ψpx, εq “

ψ̂px, εq para ε suficientemente pequeno.


	Primeira folha
	Folha de rosto
	Ficha catalográfica
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de tabelas
	Lista de símbolos
	Sumário
	Introdução
	Preliminares
	Teoria de Simetrias de Lie
	Simetrias de Lie de Equações Algébricas
	Grupo de Simetrias de Lie de Equações Diferenciais
	Prolongação
	Conjuntos ótimos


	Simetrias do Fluxo de Ricci
	Condição suficiente
	Condição necessária
	Grupo de Simetrias de Lie do fluxo de Ricci

	Aplicações
	Restrição de Simetrias
	Grupo de simetrias de Lie do fluxo de Ricci de BnFm com torção
	Grupo de simetrias de Lie do fluxo de Ricci em Sp+1Sq.
	Soluções Invariantes
	Soluções Invariantes do fluxo de Ricci em métricas torcidas
	Soluções invariantes para variedades com duas torções


	Considerações Finais
	Referências
	Apêndices
	Algumas noções básicas


