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Resumo

Neste trabalho computamos o grupo de simetria de Lie do fluxo de Ricci de uma variedade
diferenciavel de dimensao arbitraria, e com métrica genérica, e classificamos sua algebra
de dimenséo finita. Adicionalmente, descrevemos um método para obter simetrias de Lie
de sistemas de equacoes diferenciais particulares a partir das simetrias de Lie de sistemas
de equacoes diferencias gerais. Como uma aplicacao estabelecemos o grupo de simetrias
de Lie do fluxo de Ricci de varias familias particulares, classificando sua algebra de Lie em
cada caso. Através das simetrias de Lie reduzimos o sistema de equagoes diferenciais e

construimos solugoes invariantes.

Palavras-chave: Fluxo de Ricci, grupo de analise moderna.



Abstract

In this work, we compute the group of Lie symmetries of the Ricci low of an arbitrary
dimensional differentiable manifold with generic metric and classify its finite-dimensional
algebra. Additionally, we describe a technique for deriving Lie symmetries of specific
systems of differential equations from those of generic systems of differential equations.
As an application, we establish the group of Lie symmetries of the Ricci flow of several
particular families, classifying their Lie algebra in each case. Through Lie symmetries, we

reduce the system of differential equations and construct invariant solutions.

Keywords: Ricci flow, modern group analysis.
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Introducao

No século XTX Marius Sophus Lie desenvolveu o conceito do grupo continuo
de transformacoes que deixam invariantes sistemas de equagoes diferenciais, veja (LIE;
ENGEL, 1888). Um dos seus objetivos era descrever um método sistematico para obter
tais transformagoes que na pratica eram usadas para resolver tais sistemas de equagoes.
Sophus Lie acabou criando a area chamada grupo-analise de equagoes diferenciais que é
o tépico que estuda tais transformacoes via a teoria de Lie. No entanto, o trabalho de
Lie acabou esquecido, sendo retomado por Ovsiannikov e criando todo um forte grupo de
pesquisa. Entre os quais destacamos cientistas como N. Ibragimov e S. Pohozaev os quais
foram alunos de Ovsiannikov.

O objeto de interesse neste trabalho é o estudo do fluxo de Ricci do ponto de vista do
grupo-analise. Na continuacao fazemos uma introducgao histérica do fluxo de Ricci.

A historia do fluxo de Ricci estd relacionada com Poincaré e a classificacao de variedades.
Henry Jules Poincaré é um dos matemaéticos mais importantes da histéria. Um dos
interesses de Poincaré estava ligado na classificacao de variedades diferenciaveis, no qual
seus primeiros estudos foram com superficies. Na época dele ja era conhecido um resultado
de classificacdo de superficies fechadas (compactas e sem bordo) e orientaveis em termos
do género (“ntiimero de buracos”) da superficie. Na linha da classificacao de superficies,
Poincaré consegue provar um resultado conhecido na literatura como Geometrizacdo das
superficies, que estabelece a existéncia de métricas com curvatura Gaussiana constante,
no qual o sinal da curvatura Gaussiana depende do género da superficie. Depois de tais
resultados gerais surge o problema de tentar fazer classificagoes semelhantes em variedades
de dimensao 3. Assim temos a pergunta: quais sao todas as variedades fechadas e orientaveis
de dimensao 37 Neste caso Poincaré nao consegue avancar devido a complexidade do
problema, e escolheu simplificar apenas as variedades com as topologias mais simples
possiveis, de grupo de homologia igual & esfera S°.

Poincaré conjecturou que a tnica variedade com todos os grupos de homologia triviais era
a esfera S3. Provou que sua conjectura era falsa e construiu um exemplo de uma variedade
de dimensao 3 com todos os grupos de homologia triviais, mas que nao é difeomorfa na
esfera S3. A ideia geral para provar que nao sio difeomorfas foi mostrar que tal variedade
tem grupo fundamental nao trivial. Esta variedade foi chamada esfera de homologia,
veja (POINCARE, 1904). No final do mesmo artigo ele pergunta: é possivel que o grupo
fundamental de uma variedade seja trivial, mas que esta nao seja homeomorfa a esfera?
E tal questionamento se tornou uma conjectura: “Toda variedade fechada, orientavel,
simplesmente conexa de dimensao 3 é homeomorfa a esfera”. Esta foi conhecida como a

conjectura de Poincaré.
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Nas décadas de 1970 e 1980 William Thurston interessou-se pela geometrizagao de variedades
primas de dimensao 3, isto é, se admitem uma métrica Riemanniana com curvatura seccional
constante. Nesse assunto ele fez avangos importantes e até o levou a ganhar a Medalha Field
de 1982, veja por exemplo em (THURSTON, 1982) . Esses trabalhos colocam a conjectura
de Poincaré em um contexto mais geral (Conjectura de geometrizagdo de Thurston). Um
pouco depois, Richard Hamilton inspirado no trabalho de James Eells e Joseph Sampson
(EELLS; SAMPSON;, 1964) sobre a convergéncia do fluxo de calor de aplica¢oes harménicas
introduziu uma versdo geométrica do fluxo de calor, veja (HAMILTON, 1982). Isto é, seja
(M", go) uma variedade Riemanniana e ¢g(t) uma familia de métricas. Considere o seguinte
problema de valor inicial 5
g

E = -2 Ricg(t), (1)

com ¢g(0) = go. A equagdo acima ficou conhecida como o fluxo de Ricci. Hamilton conseguiu
provar um teorema de existéncia para tal fluxo caso M" seja fechada, e além disso provou
que se a métrica gy € tal que seu tensor de Ricci for positivo Ricg, > 0, entdo M" é
difeomorfa a S, ou seja, ele chegou a uma versdo fraca da conjectura de Poincaré. A partir
desse momento, o esfor¢o concentrou-se em eliminar a hipétese Ricgy, > 0.

O problema com o fluxo de Ricci é que ele apresenta singularidades em tempos finitos.
Grisha Perelman conseguiu entender e classificar tais singularidades e provar a conjectura
de Poincaré e a conjectura de geometrizagdo de Thurston, veja em (PERELMAN, 2002;
PERELMAN;, 2003a; PERELMAN, 2003b). Em resumo, podemos ver a importancia da
ferramenta do fluxo de Ricci para resolver estes problemas, o qual ainda hoje é um tépico
ativo de pesquisa. Como por exemplo o problema de classificacao das singularidades do

fluxo de Ricci em dimensao 4.

O objetivo deste trabalho ¢ estudar o fluxo de Ricci desde o ponto de vista do
grupo de Andlise Moderna. Mais concretamente queremos computar os grupos de simetrias
de Lie de varias familias de métricas que satisfazem o fluxo de Ricci, calcular seus sistemas
6timos das suas algebras de dimensao finita e encontrar solucoes invariantes. Até agora sé
temos a descri¢ao do grupo de simetrias de Lie do fluxo de Ricci para o caso bidimensional,
veja por exemplo (CIMPOIASU; CONSTANTINESCU, 2006; WANG, 2013). Nesta linha
nos damos nossa principal contribuicao deste trabalho, a qual é o grupo de simetrias de

Lie do fluxo de Ricci de uma variedade de dimensao n e métrica arbitraria:
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Teorema 1. (LOPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023, Teorema 1) O grupo de simetrias de
Lie do fluzo de Ricci (1) de uma variedade diferencidvel de dimensao n com n = 2 é

gerada pelos sequintes geradores infinitesimais:

0
X, =
1 at7

X 4**22% o’ 2)

= 1]>’L
o0& 0
X2 —fk (gkz + Orj Z)
;;l Yozt ) 0gi;’
no qual &', --- "1 e " sdo fungoes arbitrdrias e suaves de x',- - a", ke {l,--- n} e

g = (gij) € o tensor métrico.

Também destacamos um método de como obter simetrias de Lie do fluxo de
Ricci para familias de métricas particulares a partir do Teorema 1. Isto é, descrevemos tal

método em um contexto geral, veja os Teoremas 2 e 3.

A tese esta organizada da seguinte maneira:

e No capitulo 1 introduzimos a teoria basica das simetrias de Lie.
o O capitulo 2 é dedicado a prova do Teorema 1.

e No capitulo 3 descrevemos o método de como obter simetrias de sistemas de Lie de
equagoes diferenciais particulares a partir das simetrias de Lie de equagoes diferenciais
gerais. Usando este método e o Teorema 1 computamos as simetrias do fluxo de
Ricci de varias familias de métricas particulares, calculamos seus conjuntos 6timos e

solucoes invariantes.

e No capitulo 4 fazemos uma discussao geral do trabalho.

Enunciamos os resultados originais obtidos nesta tese como teoremas enquanto os demais

aparecem na forma de proposigoes.
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1 Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar de forma geral a teoria de Simetrias de Lie, a

qual se faz estritamente necessaria para o desenvolvimento dos capitulos seguintes.

Em geral, assumimos que o leitor estd familiarizado com os conceitos de
variedades diferenciais e grupos de Lie. Para os nao familiarizados recomendamos as
seguintes referéncias (OLVER, 1993, Capitulo 1), (TU, 2011) e (SAN MARTIN, 2016).

Denotaremos M, €2, e U como variedades diferenciaveis, quando precisarmos
especificar a dimensao da mesma escrevemos M" o qual indica que a variedade diferenciavel
M tem dimensao n. Dado um grupo de Lie ou grupo de Lie local G, sua algebra de Lie
serd denotada como g, no contexto da teoria de simetrias, e os elementos da algebra de Lie
sao chamados geradores infinitesimais. A aplica¢ao exponencial do grupo de Lie no campo

infinitesimal X, é chamada de grupo a 1-parametro, que denotamos como exp(t.X).

1.1 Teoria de Simetrias de Lie

O objetivo desta secao é lancar as bases da teoria de simetrias de Lie com
um enfoque geométrico, embasada principalmente nos livros de Olver (OLVER, 1993),
Ovsiannikov (OVSIANNIKOV, 1978) e Hydon (HYDON, 2000).
O grupo de simetrias de Lie de um sistema de equagoes diferenciais é o maior grupo local
de transformacoes que atuam nas variaveis independentes e dependentes do sistema com a
propriedade de transformar solucoes do sistema de equacoes em outras solugoes. Restringi-
mos nossa principal atengao as simetrias dos grupos de Lie locais conexos (simetrias de Lie
continuas). Antes de avangar para o caso das equagoes diferenciais, é vital que tratemos
adequadamente da situagao mais simples apresentada por grupos de simetrias de Lie de

sistemas de equacoes algébricas.

1.1.1 Simetrias de Lie de Equacoes Algébricas

Por um sistema de equagoes algébricas nos referimos ao conjunto de nivel
F,(x) =0, Yve{l,... l},

no qual Fi(x),..., Fj(z) sdo fungoes suaves definidas para z € M. Uma solucdo é um ponto
x € M no qual F,(z) =0, para toda v € {1,...,l}. Um grupo de simetrias de Lie de um
sistema de equagoes algébricas é um grupo local de transformacoes G agindo em M com a
propriedade que G mapeia solugoes do sistema a solugoes do sistema. Em geral podemos

definir o conceito de invaridncia de subconjuntos e conjuntos de nivel.



Capitulo 1. Preliminares 17

Definicao 1. Seja G um grupo local de transformacoes agindo em M. Um subconjunto
& < M é chamado G-invariante e G é chamado um grupo de simetrias de Lie de .7, se
g-rve.s sempre que x €., g€ G e g-x esteja bem definida, em que g-x denota a agdo

do grupo.

Definicao 2. Seja G um grupo local de transformacgoes agindo em M. Uma fungdo

F:M — N € chamada uma funcdo G-invariante se para todo x € M e g € G temos que
Fg-x) = F(x), (1.1)
sempre que g - x esteja bem definida.
Exemplo 1. Considere o grupo a 1-pardmetro de translacoes em R? denotado como G,
(x,y) = (t+ce,y+e), e€R,
no qual ¢ € uma constante fixa. Entao a funcao
F(z,y) = = —cy,

¢ Ge-invariante dado que

Flz+ce,y+e)=Fl(x,y),

para todo €.

A seguinte proposicao estreita a relagao entre invariancia dos conjuntos de nivel

e a natureza mesma da funcao ser invariante.

Proposicio 1. (OLVER, 1993, Proposicio 2.5) Se G age em M ¢ F : M — R' ¢ uma
fungao suave, entao F é uma funcdo G-invariante se, e somente se, o conjunto de nivel

{xeM; F(z) = ¢}, ce R" é um subconjunto G-invariante de M .

O grande poder da teoria de grupos de Lie reside na crucial observacao de que
podemos substituir as condigoes complicadas e nao lineares de (1.1) para a invaridncia de

um conjunto ou func¢do pela condigao linear de (1.2).

Proposicao 2. (OLVER, 1993, Proposigio 2.6) Seja G um grupo conexo de transformagoes

agindo em M. Uma funcgao suave F': M — R é uma funcao G-invariante se, e somente se,
X(F)(x) = 0, (1.2
para todo x € M, e para todo gerador infinitesimal X de G.

Observacao 1. Considerando a proposicio acima, podemos notar que os geradores in-

finitesimais podem ser vistos como campos que estao no niucleo da aplicagcdo diferencial

dF.
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Para o caso do conjunto solucao de um sistema de equagoes algébricas F'(x) = 0,

o critério de invariancia infinitesimal precisa de uma hipétese adicional (carta adaptada).

Proposicao 3. (OLVER, 1993, Teorema 2.8) Seja G um grupo de Lie local conexo de
transformagées agindo em M™. Seja F : M™ — R!, | < m uma aplicagio suave, defina o

sistema de equacoes algébricas

F(z) = (Fi(2), ..., F(z)) = 0,

e suponha que 0 € R' seja um valor reqular de F. Entdo G é um grupo de simetrias de Lie

do sistema se, e somente se,
X (Fy(x)) =0, Voe{l,...l},

sempre que F(x) =0, para todo gerador infinitesimal X de G.

Finalmente, introduzimos o conceito de funcao e conjunto localmente invariante.

Definicao 3. Seja G um grupo local de transformacoes agindo em M. Um subconjunto
< < M é chamado localmente G-invariante, se para todo x € . existe uma vizinhanca G,
da identidade em G, tal que g - x € . sempre que g € G,. Uma funcio suave F : U — N,
no qual U < M € aberto, é chamada localmente G-invariante, se para cada x € U existe

uma vizinhanga G, da identidade em G tal que F(g-x) = F(z) para todo g € G,.

A seguir abordaremos o conceito de simetria de Lie de uma equagao diferencial.

1.1.2 Grupo de Simetrias de Lie de EquacGes Diferenciais

Suponha que o sistema de equagoes diferenciais A envolve n e ¢ variaveis

independentes e dependentes, respectivamente.

Um grupo de simetrias de Lie de A é um grupo local de transformacoes G
agindo no conjunto aberto £ < {2 x U no qual G mapeia solugoes de A a solugoes de A.

Em geral ©2 e U podem ser variedades diferencidveis.

Detalhamos um pouco melhor o significado de mapear fungoes a funcoes.

Considere a fun¢ao u = f(x), e a identificamos com seu grafico
I'y={(z,f(x):2eQ}cQxU.

Note que I'y é uma subvariedade de dimensao ¢ de €2 x U. Considere o fibrado trivial
(I's, pry, ), no qual pr; é a projecdo das coordenadas independentes, as segoes de E sao

fungoes suaves s : () — E tais que

pr; o s =1Idg.
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Supondo que G age suavemente em E e seja a secao s = I'y, a transformagao de I'y por g é

g-T'y={(&,0) =g (z,u); (z,u) e s},

a qual ¢ uma subvariedade dado que g ¢ um difeomorfismo. Porém, o conjunto g -I'y nao ¢é
necessariamente o grafico de outra fungao. Mas, dado que G age suavemente e o elemento
da identidade e € G (e - I'y = I'f), pelo teorema da funcao inversa temos que existe uma
vizinhanga G, na identidade G que transforma g -I'y = I'; com a propriedade que I'; ¢ o

grafico de uma funcio suave 4 = f(&).

A seguir definimos o conceito de simetria de Lie de um sistema de equagoes

diferenciais.

Definigao 4. Seja G um grupo de Lie local agindo em §2 x U. G é um grupo de simetrias
de Lie do sistema de equagoes diferenciais A se G transforma solucoes do sistema em
solugdes, isto €, se u = f(x) € uma solugio de A entio g-T'y € o grafico de uma fungao

que também € solugio de A, sempre que g -I'y estiver bem definida.

Exemplo 2. Seja u; = uz, a equacao de calor unidimensional, considere o grupo a
1-parametro

ge : (x,t,u) —> (x + 2¢t,t, e’”’s%u), ceR.

Entdo g. é um grupo de simetrias. De fato, se u = f(x,t) € solugio da equagao do calor, a

acdo do grupo no grdafico desta funcio é

(2,t,4) = (z + 2¢t,t, e_”_€2tu),
entdot = t,x = & — 2et. Assim
(2, 8) = e ="ty (2 — 2et, ),

e por cdlculos diretos é possivel provar que

Uzz = Uj.

O exemplo ilustra uma aplicacao do grupo de simetrias de Lie que permite

construir solu¢oes novas a partir das ja conhecidas.

Na seguinte subsecao abordamos o conceito da equagao diferencial do ponto de
vista geométrico, necessario para aproveitar as ferramentas de invariancias de equacoes

algébricas.

1.1.3 Prolongacao

Devido ao fato que queremos usar a nocao de invariancia de subconjuntos de

uma variedade, precisamos substituir a nocao de um sistema de equacgoes diferenciais por
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um objeto geométrico. Para fazer isto, primeiro vamos “prolongar” o espago {2 x U e dotar
de uma estrutura geométrica a tal espaco. Esta construcao é uma versao simplificada da

teoria dos fibrados de jatos.

Definigao 5. Dado o fibrado (2 x U,pry, Q) e uma secio s = Idg x f, definimos o k-jato
de s em um ponto x por

Jas = (s(2), 0, f (),

no qual sio tomadas todas as tuplas r = (ry,--- ,1) com | < k.

Em outras palavras o k-jato carrega toda a informacao da funcdo f e das suas

derivadas até ordem k.
Definigao 6. Dado o fibrado (2 x U, pr,, 2), o espaco dos jatos de ordem k é
{jfs cx €8], sé secao de () x U,prl,Q)},

o qual denotamos por €1 x Uk,

E possivel provar que tal espaco tem estrutura de variedade diferencidvel,
veja (OLVER, 1993, Capitulo 3) ou (SAUNDERS, 1989, Capitulo 6). Dada uma fun-
cdo suave u : Q — U, podemos associar pr® v : Q — U® dado por pr® u(z) =
(u(z), Ou(x), ..., 0%u(x)), e os pontos de seu grafico pertencem a 2 x U® . os quais por

simplicidade denotamos por (:E, u(k)).

Agora podemos identificar a equagao diferencial como uma subvariedade mer-
gulhada e fechada do espacgo de jatos. De fato, um sistema de equagoes diferenciais de
k-ésima ordem, com n variaveis independentes e ¢ variaveis dependentes é dado por um

sistema de equacoes diferenciais

A, (z,u®) =0, Yvell, -1},

envolvendo = = (xl, e ,x”), u = (ul, e ,uq) e as derivadas de u com respeito a x

até ordem k. As fungoes A (x, u(k)) = (A1 (a:', u(k)) RERENVAY) (:c, u(k))) assumiremos sendo
suaves em seus argumentos, A pode ser vista como uma funcao suave do espago de jatos
QO x U® 4 R

A:QxU® SR

As proprias equacdes dizem quando a funcdo A é zero em Q x U® | assim A (.r, u(k)) esta

determinada pela subvariedade
SN = {(a:,u(k)) cA (x,u(k)) = O} = QxUw

(.7a é subvariedade fechada de Q x U® se o zero é valor regular da aplicacao A). Podemos
identificar o sistema de equagoes diferenciais com sua subvariedade mergulhada e fechada
correspondente, isto é, associar uma equacao diferencial a um objeto geométrico. Daqui

para frente denotaremos apenas como . a Sa.
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Exemplo 3. Considere a equacdo de calor unidimensional
Up = Ugy-
Assim 0 = R?* ¢ U = R. Podemos reescrever geometricamente a equagio diferencial como
A:QxU® SR

dada por A(x,t,u, Uy, Up, Ugg, Ugp, Uge) = Up — Ugy. Dado que 0 € um wvalor regular da

aplicagdo A\, temos que
S = {(x,t,u,ux,ut,um,uxt,utt) e x Uy — gy, = O},

¢ uma subvariedade mergulhada e fechada de € x u®,

Uma solugao suave de A é uma funcao suave u = f(x) tal que
A, (x,pr(k) f(:C)) =0, Vve{l, - I}

Esta condicdo é equivalente a afirmacio de que o grafico da prolongacao pr™® f(z) deve

estar inteiramente dentro da subvariedade .#,

1 = {(z, 0™ f(2))} = 7.

Agora queremos estabelecer o critério infinitesimal de simetria de Lie. Antes

precisamos da nog¢ao de prolongamento da agao de um grupo local.

Definicao 7. Seja G um grupo de Lie local agindo no conjunto aberto & < Q2 x U. Entdo
existe uma agdo induzida de G no espago de jatos ) x u®) (para elementos g perto da

identidade de G), chamada k-ésima prolongacdo de G a qual é definida e denotada como
pr® g (z,uM) := pr®™ (2, ),
no qual (Z,4) = g - (x,u).

Exemplo 4. Considerando o grupo a 1-parametro do exemplo 2. Dada uma funcao suave

u = f(x), queremos encontrar
pr ge - (@, 8, u,up,up) = prit) (ge - (2,8, 1))
Seja o ponto (2%t u® ul u?) e X x UW. Pelo que foi feito no exemplo 2, sabemos que
a(2,0) = e ="ty (2 — 264, 1).

Logo

(®7£7ﬁ7ﬁ/i ﬂlf) :('7:0 7t0 7u07u2 7u(t))
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no qual & = 2° + 2¢t° e £ = t°. De forma andloga

A~ _ 0 240
(20,80, 0 ud, uf) = e T (20 — 2eud +uf)

Assim
&= 2% + 2et?,

t=1°

R 04,250
u:e€x+€tu0’

R 04,250

Gy = e 0 (—eu® + ul)

R . 0.,.240
G = e 0 (20 — 2zu) + uf)

A seguinte Proposicao relaciona as simetrias de Lie de uma equacgao diferencial

com a invariancia do subconjunto .#.

Proposigao 4. (OLVER, 1993, Teorema 2.27) Seja & um conjunto aberto de Q x U e
suponha que A (m, u(k)) =0 ¢ um sistema de equagoes diferencial de ordem k definida em
K, com a subvariedade fechada correspondente . < #'® . Seja G um grupo de Lie local
agindo em A tal que pr® g - (:E,u(k)) e . sempre que (x,u(k)) € ., para todo g € G
que esteja bem definido. Entao G é um grupo de simetrias de Lie do sistema de equagoes

diferenciais.

O préximo passo é estabelecer o critério de simetria infinitesimal. Primeiro

definimos a prolongacao de campos aplicada a fun¢des no espaco §2 x u®

Definicao 8. Seja £ < Q) x U aberto e suponha que X € um campo suave em & , com
correspondente grupo a 1-parametro exp(eX) (local). Entdo a k-ésima prolongacio de X,

denotada por X% serd o campo suave no espago A F < Q x U® a1 que

d

X® (2,40 = &
3

(pr(k) exp(eX) - (:v,u(k)))

Y

e=0

para todo (m, u(k)) A

Exemplo 5. Pelo que foi feito nos exemplos 2 e 4, por cdlculo direto, seque

di dt di
_ = Qt, — = O, - = —Iu,
de le=0 “ de le=0 “ de le=0

dil,, dily 5

= —2Uy — U, —— = —XUt — LUg.
de le=0 de le=0 !
Logo
0 0 0 0

x® — Qta—x — (:vu)a—u — (xuy + u) o (xus + 2uw)a—m (1.3)

Temos agora todas as ferramentas para estabelecer o critério infinitesimal de

simetria de Lie de um sistema de equacoes diferenciais.
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Proposicao 5. (OLVER, 1993, Teorema 2.31) Critério de Simetria infinitesimal. Seja
A, (ac,u(k)) =0, Vve{l,... 1},

um sistema de equacdes diferenciais tal que 0 € R' € um walor regular da aplicagio
A:QxU® R Seja G um grupo de Lie local agindo no aberto # < Q x U, e

X ) [Al, (a:,u(k))] =0, Vve{l,...,l}, sempre que, A (a:’,u(k)) =0, (1.4)

para todo gerador infinitesimal X da dlgebra de Lie de G. Entao G € um grupo de simetrias

de Lie do sistema de equagoes diferenciais.

Observacao 2. Note que pela unicidade das solugoes de equagoes diferenciais ordindrias
cada grupo de simetrias a l-parametro fica unicamente determinado por seu gerador

infinitesimal. Por tal motivo é comum referir-se ao gerador infinitesimal X como simetria

de Lie.

Olhando a Proposicao 5, surge a pergunta natural se pelo critério de simetria
“infinitesimal” (1.4) obtemos todas as simetrias do sistema de equagoes diferenciais. A
resposta é que precisamos de um argumento técnico adicional. O problema estd em que
se houver um ponto (x,u(k)) € .¥ nao temos a garantia de que existe alguma funcao
suave que seja solugao do sistema de equagoes e que seu grafico da k-ésima prolongacao
passe por este ponto. De fato esta condicao é que garante que pelo critério de simetria
infinitesimal obtemos todas as simetrias, veja (OLVER, 1993, Teorema 2.71). Aqui entra
em jogo o Teorema de Cauchy-Kovalevskaya, o qual esta relacionado a analiticidade do
sistema de equagoes diferenciais de uma grande familia de equagoes diferenciais com o
fato da existéncia da funcdo com as caracteristicas discutidas acima, veja (OLVER, 1993,
Corolario 2.74).

O proximo passo é determinar uma féormula explicita para calcular a prolongacao de um
gerador infinitesimal sem a necessidade de calcular o fluxo pr) exp(eX) - (w, u(k)) dado
que esta forma em geral é complicada. Antes disso precisamos da definicao da derivada

total em relacdo as varidveis independentes z* no espaco € x u®,

Definicao 9. Seja P (x, u(k)) uma fungdo suave de x, u e as derivadas de u até ordem
k, definida no aberto # ¥ < Q x U® . A derivada total de P com respeito a x* é a tnica
funcao suave D; P (a:,u(k+1)) definida em "V e dependente das derivadas de u até

ordem k + 1, com a propriedade que se u = f(x) for uma fung¢io suave, entdo

0

DiP (2, pr" D (f(2)) = o

{P(z, ™ (f(2))}.

Em outras palavras, D; P se obtém diferenciando P com respeito a x* tratando a u e suas

derivadas como fungoes de x. Temos a sequinte proposicao.
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Proposicao 6. Dada P ({E, u(k)), a i-ésima derivada total de P tem a sequinte forma geral

D;P M ZZ Jla —, (1.5)

a=1 J

em que, J = (jla"' aj’r‘) €

N auJ 8|J|+1ua
us. = - = —— —.
i o oxtoxit - .. Qxir

Em (1.5) a soma é sobre todos os J tais que 0 < |J| < k

A partir da proposi¢do acima enunciamos a seguinte Proposicao.

Proposicao 7. (OLVER, 1993, Teorema 2.36) Seja

- Yl

o campo definido no conjunto aberto & < ) x U. Entdo a k-ésima prolongacdo de X € o

campo definido no espaco #* < Q x UX definido como

X+ZZna :Euk) 6a

Uy

o sequndo somatorio é sobre todos os multi-indices J = (jy,--- ,jr) com 1 < j. < n,

1 <r <k. As funcbes n. sio dadas por

na (w,u™) = Dy (na - Zf’ﬁ) + & (1.6)
i=1 i=1

ou o 0ug

—euy, = —< .
oxt i oy

Exemplo 6. Considere o grupo de simetrias do exemplo 2. Pelo feito no exemplo 5 seu

67

no qual uj =

campo infinitesimal é

0 0
X =2t— —ru—
or Yoy
Assim n = —xu, pela Proposi¢do prévia temos que
XD = X 4 n7(z, u®) =" 1t (, u®)-L
’ Oy ’ ouy’

devido a (1.6)

n® = Dy(—xu — 2tuy) + 2tug,

= —U — TUy.
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De forma andloga

n' = Dy(—au — 2tuy) + 2tz

= —xU; — 2Uy.
Portanto
xM =2ti—$ui—(u+xu )i—(ivurl-?u )=—. (1.7)
or ou " Ouy “ Ouy

Note que este campo coincide com (1.3).

O seguinte resultado nos diz que o espacgo vetorial dos geradores infinitesimais

tem uma estrutura de dlgebra de Lie.

Proposicao 8. (OLVER, 1993, Teorema 2.39 e Coroldrio 2.40) Seja A um sistema de
equacoes diferenciais tais que 0 € RY € um valor reqular de A : Q x U® — RY Entdo, o
conjunto de todos os geradores infinitesimais do sistema de equacoes diferenciais forma

uma algebra de Lie.

O préximo conceito a discutir é importante do ponto de vista do estudo das

leis de conservacao e generalizacoes de simetrias.
Seja
& 0 2 0
X = “(z,u)— + Nz, u)=—,
Zé( )2 Zn( )3
=1 a=1
o gerador infinitesimal que é simetria de Lie do sistema de equacgoes diferenciais A (x, u(k)) :

A caracteristica de X, denotada por Qx é o campo infinitesimal no espaco 2 x UL definido

como

no qual
n
) .
Qu (z,u,u) =™ =Y &
i=1
Note que @Q; (x,u, u(l)) ¢ linear com respeito as derivadas de u. Em geral a
teoria de simetrias de Lie pode ser desenvolvida usando caracteristicas ao invés de campos!

Exemplo 7. Considere a simetria do exemplo 2. Pelo exemplo 6 seu respectivo campo

infinitesimal é
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Através dos geradores infinitesimais das simetrias de Lie é possivel reduzir o
numero de variaveis independentes ou a ordem do sistema de equagoes diferenciais, a priori
tal reducao pode conduzir a encontrar solugoes particulares e em certas ocasides a solucao
geral. Elas também podem nos permitir encontrar novas solugoes a partir de solugoes
conhecidas. As solugdes que sao invariantes por um grupo de simetrias sdo denominadas
solucdes invariantes. Na proxima secao queremos discutir uma estratégia de como obter
todas as solugoes invariantes de uma forma eficaz, isto nos leva ao conceito de conjunto

Otimo.

1.1.4 Conjuntos étimos

Seja G o grupo de simetrias de Lie do sistema de equagoes
A (z,u™) =0, (1.8)

(vamos supor que a dimensao de G é finita) e seja H® um subgrupo de Lie de dimensao s.
Sabemos que a partir deste subgrupo poderiamos obter uma familia de solu¢oes invariantes.
Nosso objetivo nesta subsec¢ao ¢ dividir o conjunto de todas as soluc¢oes invariantes de um
sistema de equacoes diferenciais em classes de equivaléncia. Duas solugoes invariantes sao
equivalentes se uma pode ser mapeada para a outra por um grupo de simetrias de Lie. A
classificagao simplifica muito o problema de determinar todas as solucoes invariantes. Sé é
necessario encontrar uma solugao invariante (geral) de cada classe; entdo toda a classe
pode ser construida aplicando as simetrias. Essa estratégia minimiza o esfor¢o necessario

para obter solugoes invariantes.

O seguinte resultado ilustra como é possivel obter um método efetivo de tal

classificacao.

Proposicao 9. Seja G um grupo de Lie que age sobre o aberto # < Q2 x U, e seja H* < G
um subgrupo de Lie. Entao wvale a sequinte proposicio: se I' < & € um subconjunto
(localmente) invariante por H*, dado g € G, definido sobre todo I', entio gI' = {gx;x € I'}
é (localmente) invariante pelo subgrupo de conjugacio g H® gt = {ghg™'; h € H*}.

Demonstragio. Dado que H*T < T, segue que g H*T' < ¢I". Assim g H® g (gT') = gI. O

Observagao 3. Como ilustragio da Proposicio 9, considere o caso s = 1. O conjunto I'
deve ser visto como o grifico de uma funcgio suave u = f(x) que € solugio de (1.8). Dado
o grupo de simetrias de Lie a 1-parametro (exp(tX));, a nova solugcdo obtida através da
acdo deste subgrupo aplicada a ' mantém a mesma forma se aplicamos a a¢do do subgrupo

(exp(rY) exp(tX) exp(—rY)):, no qual Y é uma simetria de Lie qualquer de (1.8).

Através deste resultado podemos formular a seguinte proposigao.
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Proposicao 10. (OLVER, 1993, Proposi¢io 3.6) Seja G o grupo de simetrias de Lie
do sistema de equagoes diferenciais (1.8) e seja H® < G um subgrupo de Lie. Se u = f(x)
¢ uma solugao de (1.8) e g € G € outro elemento do grupo, entio a fungio transformada

u = f(x) = g.f(x) € uma solugdo g invariante, onde 0 = gH ¢ L.

Uma solugao de (1.8) invariante pelo subgrupo Hj vamos denotar como (f1, H).
Entao, podemos definir a relagao entre solugdes invariantes por algum subgrupo de dimensao
s. Dados (f1,H3}) e (f2, H3) dizemos que f; esta relacionada com fy, (fi ~ f2) se existir

ge G tal que Hf = gHj g .

Nao é dificil provar que a relagao definida acima é de equivaléncia e pela
Proposicao 10 a partir de cada classe de equivaléncia é possivel obter todas as solugoes
invariantes por algum subgrupo de dimensao s. Em outras palavras o problema de
classificagao de solugoes invariantes por subgrupos se reduz ao problema de classificacao

de subgrupos por conjugacao.

A pergunta é: como classificar os subgrupos de Lie por conjugacao? Quando
procuramos os subgrupos conexos € possivel transformar o problema em um problema de

classificacdo de subalgebras de Lie.

Proposicao 11. (OLVER, 1993, Proposi¢io 3.7) Seja H® e iy subgrupos de Lie conexos
do grupo de Lie G com subdlgebras de Lie by e E respectivamente. Entdao = gH ¢! sao

subgrupos conjugados se e somente se 6 = Ad(g)(h) sao subdlgebras conjugadas.

Finalmente definimos o conceito de conjunto 6timo.

Definiciao 10. Seja G um grupo de Lie. Um Conjunto Otimo de subgrupos de Lie de
dimensao s € uma lista de subgrupos de dimensdo s com a propriedade que qualquer
subgrupo de Lie de dimensao s € o conjugado de um unico da lista. Similarmente, uma
lista de subdlgebras de dimensao s forma um conjunto otimo, se toda subdlgebra de Lie
de dimensdo s ¢ equivalente a wma unica subdlgebra da lista por algum elemento da

representacdo adjunta: h = Ad(g)(h), g € G.

Observacgao 4. Seque da defini¢io que podemos definir a relagdo de equivaléncia entre

subdlgebras de Lie como

bl ~ h?)

se hy = ™) 2 dXn)p, X e g

Uma ideia para atacar o problema de classificacdo de dimensao 1 é encontrar

fungoes que sejam invariantes pela representacao adjunta, isto ¢, uma funcgao

I:g—R,
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suave, tal que I(Ad(g)X) = I(X), para todo X € g e g € G. Note que se [(X;) #
I(X5), entdo X; e X5 ndo podem ser equivalentes. Para uma construgao de tais fungoes
recomendamos (HYDON, 2000, Capitulo 10). Para o caso de construgao de conjuntos
6timos de subélgebras de dimensao 2, Ovsiannikov (OVSIANNIKOV, 1978) aborda o
problema usando espagos invariantes da aplicagdo adjunta ad(.). Para a construgao dos
conjuntos 6timos em alta dimensao recomendamos a leitura (PATERA; WINTERNITZ;
ZASSENHAUS, 1975).



29

2 Simetrias do Fluxo de Ricci

Neste capitulo, consideramos o problema de determinar o grupo de simetrias de

Lie do fluxo de Ricci para uma variedade Riemanniana de dimensdo n com n = 2.

Seja (g(t)): uma familia de métricas Riemannianas a 1-pardmetro sobre M". O
fluxo de Ricci é definido como

0 :
% +2 RICg(t) =0,

no qual Ricy) é o tensor de Ricci da métrica g(t). Considere o sistema de coordenadas

locais (U, z) de M", a equacao do fluxo de Ricci em coordenadas locais é
2 Raﬁ —I-é’tgag = O,

em que g,3 sao os coeficientes do tensor métrico no tempo ¢, digops denota a derivada

parcial com respeito a t de gas €

1
Raﬁ :§g76 {—(3765%5 — 0a(93975 + aﬁaégaw + aaa’yg(sﬁ}

+ 9769m {Tral'vsp — Traslpap) s

(2.1)

no qual Jd, denota a derivada parcial com respeito a varavel espacial z°; e Ffa =T magTﬁ

Cco1m

1
F‘r'ya = E(aagry + a’ygra - arg'ya)-

Com a ajuda do software Wolfram Mathematica usando o pacote SYM, (DIMAS; TSOUBE-
LIS, 2005) e (DIMAS; TSOUBELIS, 2006), conseguimos calcular o grupo de simetrias de

Lie do fluxo de Ricci paran = 2,3 e 4, com o qual chegamos a seguinte conjectura:

Conjectura 1. (LOPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023) As simetrias de Lie do fluxo de
Ricci (M",g(t)); de uma variedade Riemanniana com n > 2 € gerada pelos sequintes

geradores infinitesimais:

0
X, = —
1 637 . . &
Xo=t— + i ,
2 ot ;;gjé’gw (22)
O o€k o\ 0
Xjpg = EF— — i Ok ,
k2 = § Ok ;;z (gk Py Ikj o1t ) 3gs;
no qual &', --- "1 e £ sdo fungoes suaves arbitrarias de x',---  x", ke {1,--- n} e

g = (gij) € o tensor métrico.

O objetivo principal daqui em diante é provar a conjectura. Assim organizamos

este capitulo da seguinte forma: na préxima se¢ao provamos uma condi¢ao de suficiéncia
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para um campo gerador infinitesimal ser uma simetria do fluxo de Ricci, na secao 2.3
demonstramos a condicao necessaria para um campo gerador infinitesimal ser uma simetria
de Lie do fluxo de Ricci, na secao 2.4 finalmente apresentamos o argumento formal que
garante que o critério infinitesimal nos permite obter todas as simetrias de Lie do fluxo de

Ricci, bem como a classificacao da sua algebra de Lie de dimensao finita.

2.1 Condicao suficiente

O objetivo principal nesta secdo é apresentar uma condicio de suficiéncia
para um campo gerador infinitesimal ser simetria de Lie do fluxo de Ricci. Em concreto
provaremos que os geradores infinitesimais descritos na conjectura sao simetrias de Lie do
fluxo de Ricci, para isto computamos seus fluxos a 1-parametro e provamos que mapeiam

solugoes do fluxo de Ricci a solugoes.

e O grupo a l-pardmetro gerado por X; é

\I’s(xat>gij) = (i’t: gl]) = (.T,t + 5>gij)’

segue que

0ij (x,f) =g (i‘,f— 6)
Assim
0 0 ot 0

gfﬁ (.f:’t) = ag (j:,t — 5) aftA = ag (fi’,t) = -2 Rng(i7t) = —2 Ricg(jf_a) = —2 Rng(i.f) .
Portanto, X; é simetria de Lie do fluxo de Ricci.

« Para X,, note que o tensor de Ricci ¢ invariante por “scalings”, isto ¢, Ric., = Ric,
para todo ¢ > 0, veja (BESSE, 2007, Teorema 1.159). Por outro lado, o grupo a

1-parametro gerado por X, é

qjs(x)tvgij> = (i‘7tag’bj) = ([L‘,e ta eagij)7
com o qual
Gij (x,f) = €°gij (a:,e 875)
Logo
0 - 0 ~ Ot 0
ﬁA A,t =ef— A, 7€t A= A A,t =—2R 2
ﬁtg (x ) € atg (x ) at atg(x ) lcg( ’t)
= _2 Ricesg(i787€i) - _2 RICg(jf) .

Portanto, X, é simetria de Lie do fluxo de Ricci.
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« Finalmente, analisamos os geradores infinitesimais X5 da Conjectura. Provamos
que eles sao simetrias de Lie e surgem devido ao fato das equagoes do fluxo de Ricci

serem independentes do sistema de coordenadas (equagao tensorial). Seja & = V. (z)

o fluxo de: i
- — x
d€ 6:0 5 ( )7
2k = z".
e=0

Considere g;; o tensor métrico em coordenadas x. Sabemos que o tensor métrico em

coordenadas & é determinado pela seguinte relagao:

A ozt 0x?
gst = ZQU%@ (2-3>
,J

Analisamos ok ao redor de ¢ = 0. Pelas propriedades de fluxo:
T

Entao:

oxt o’ d ox

+ —
0z* 0t le=0 = de 0%

o (d=
= 52'5 AAa —
N ( d

o0&
oxs

e=0

= 52'5_

Analogamente
ox’ o€
% = 5][ — @8 + 0(52). (25)

Por simples andlise de (2.3), (2.4) e (2.5) temos que

. o€t o0&l
gsi = Zgi’j (528 — &isg + 0(82)> ((5] — ailﬁ + 0(52)>
2%

0&! O&!
= gsi — Z (gsz &il + gzlais) €+ 0(€2>'

(2

Esta ultima expressao nos diz que podemos encontrar (ﬁ?k, Js1) resolvendo

d . .. oc o
% (.Tk7gsl) =0 = <€k($)7 _Z (gS’Laxl + gllw)) )
(*%kagsl) L:O = (xkagsl) .

Em outras palavras, X;,o é simetria de Lie do fluxo de Ricci se, e somente se, o
fluxo de Ricci é invariante pelo sistema de coordenadas, o qual é bem conhecido
devido ao fato de ser uma equacao tensorial. Portanto, Xy, o ¢ simetria de Lie do

fluxo de Ricci.
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2.2 Condicao necessaria

Pelo que foi feito na se¢ao anterior, a conjectura funciona como uma condicao
suficiente, de fato o fluxo de Ricci admite o grupo de simetrias de Lie com algebra de Lie
gerada pelo menos por (2.2). Para provar a conjectura basta mostrar que uma condigao
necessaria para um gerador infinitesimal ser simetria de Lie é ser combinagao linear de (2.2).

Isto serd feito a seguir.

Demonstragao. (LOPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023) Queremos aplicar o critério infini-

tesimal para encontrar a condicao de simetria de Lie. Em contexto com a Proposicao 5,

temos = M" xR. Antes precisamos provar que 0 € R™™*1/2 ¢ ym valor regular da
aplicagao
A:Qx U® 5 RreD2)
dada por
Aaﬁ(w> tv 9(2)) = atgoa,é’ +2 Ra,@ .
R
Seja (z,t,9@) € A71({0}), por célculo direto a transformacao linear ——— tem uma

a(atgoﬁ)

submatriz com determinante 1. Assim, a aplicagdo dA(x, t, g(2)) ¢ sobrejetora. Portanto, o

zero é um valor regular da aplicacdo A e podemos aplicar a Proposicao 5.

Vamos supor que

0 0 0
X = gt(taxla S 7*1'7179)& + f#(t7$1’ cee axnag>£ + n(,ul/)<t7x1a S 7377179)@7
7 v

é uma simetria de Lie do fluxo de Ricci. A notacao nos indices (pur) na fun¢ao 7 indica
que p < v, isto é feito pela simetria dos tensores da equagao do fluxo de Ricci e assim

para que as variaveis dependentes nao sejam contadas duas vezes.

Usando esta forma genérica podemos chegar as equagoes determinantes, para
resolvé-las empregamos a abordagem de Marchildon (MARCHILDON, 1998). Primeiro

descrevemos algumas propriedades elementares.

Note que 0,9,y = I';ya + I'y7o. Por outro lado, dado que g 'g = T temos
0

~1 ~1
g g+8

agn)\ ag/{/\

equagao é equivalente a

o g 0 )
D () (D)
agnA (79;4)\ % Ok

gunglz)\ _i_g,u/\guﬁ se Kk # )\7

g = 0, denotamos (g '), = ¢ € (8)w = gu- Assim, a tltima

assim

59“” _ X,uwd\ _
OG g“”g”’\ se kK = A\
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Dado que XHRA — X(’;“g“a = ng\gb”g““, temos

5Zg”A + 5ﬁg”" se K # A,

XU = (2.6)
g 559”)‘ se Kk =\,
e
K SA ASK
Xﬁﬁ _ 0,0, + 0,0,  se K # A,
5;55‘ se K=\
Em particular
Oy _ kA
OGrx .
(04 059ap) kA
s = XX 2.7
OOurg) 0 27)
or.,
S = R XY 4 SE XY — SR XY
a(akgw/) a“rTy Y rTa T vy

Precisamos expressar as derivadas parciais do tensor de Ricci com respeito a g, e suas

derivadas parciais. De (2.1), (2.7) obtemos
0 Rag - 0 ( g76

a (ana)\gm/) B a (anakguu> 7

1 é A A A A

{_a'ya&gaﬁ - aaaﬁg'yé + aﬁaégom{ + aaa'ygéﬁ})

aRaB _ 0 (g»yéng {F r 58 — r 6F })
a (ang;w) a (aﬁguy) Tyat pdf 7YoL paf
1
= 59 {[BXE + X = X" Ty

+ [6EXP(SMV + 6ngﬁV - 6ZX55MV:| FT'ya
— [ X + 05X = 65X | T s
— [05X 0™ + 85 X5 — 6% X" | Trns }

ORap 1
0w 2

- {FT'yanéﬁ - FTW(;Fpaﬁ} {g'y‘;XTP/W + ngX'yzS;w} '

{040590s + 0al89rs — 05050ra — 0y0agas} X7

Note que para todo tensor métrico A, temos

A X5 = Ass. (2.8)
A segunda prolongacao X é
0 0 0 0
X(2):/‘7 t 7 N— e + N —————
S A R PR CCLF E S L
0

+ U(uv)(imw-
nv
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Portanto, para obter as condicoes de linearizagao, precisamos primeiro expandir as equagoes

1 1 i
X® (Raﬁ +§atgaﬁ) — et + 777 {0,05Gas + 0aO30r5 — O5030na — - 0agss}

—{Tralpss — DrnsTpas} {0707 + g7}

1
+ 59769Tp {[nma t Nray — mm] Lpsp + [npdﬁ + MpBs — 776[3,0] | . (2.9)

- [77775 + Nroy — 77767] Lpap — [npaﬁ + NpBa — 7704/30] Fm5}

1
+ 5975 {_naﬁ’y(S — Myéap + Thhasp + 7755704} = O,

no qual
7775 = Z navaaab = n(ab)Xﬂy(sa@

a<b

As fungoes 1rya, Nryt € Napys S0 dadas pelas seguintes expressoes

nr’ya = Doz(T]T'y - faaagm - Statg'r’y) =+ gaaocaagTV + gtaaatg‘r’y,
777"yt = Dt(n‘r'y - 606097"/ - ftatg‘r'y> + gaataggry + gtatatgf’y’
Napys = DyDs(Nap = £ 0sGap — £ 0tgap) + 7040505 Gap + £'0,050:ap;

veja a Proposicao 7. Aqui D, e D; denotam a derivada total com respeito a z% e t,

respetivamente, isto é

0

0
a (ang;w) ) a (ana)\g/u/) ’
0

! 0
D, = 0, + atg(;w)@ + 8t(9,€g(w)m + &&Mx)g(wm.

0
D, = aoz + aag(;w)i + 60481'{9(;“/)

agwj + 8(18(&&)\)9(

De modo que

on,
Nrya :aanﬂ-w - [aog’r'y] aafo - [athV] aaét + a@g(ﬂ’/)a;}’y
7%
afa &gt
- [aag(w)] aagT“/T - [aag(ul/)] ath“fa d

Iy g“a”n (2.10)

TNrt :atnf'y - [aag‘rfy] atga - [atg‘r'y] atft + atg(ul/) agT’Y
v

o0&’ ot
— [atg(ﬂl/)] 60977@ - [@g(w)] ath’y@,
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Mo
Nagvs =008Mas — 040687 (Oogap) — 058" (Crgap) + (0s9u) 0y ( L B)

0w
87]a5 6&"
+ 0v9(u)Os (@guu) (19(u)) (05 9ap)Os <8gw)

0&E° oct
— (59(u)) (0o 9a8) 0y (895,“,) — (49))(Ctgas) 05 ( agi,,)

t

0
- (aég(uu))(atgaﬂ)a’y (a;

|n%

+ (0 )@ )M
69(ab) )\ OvG(uv) aguyagab
0%¢” o’ (2.11)
ag;u/agab ag;u/agab
- (a5ﬁagaﬂ)avga - (avaagaﬂ)adga - (a5atgaﬁ)67§t - (a’Yatgaﬂ)aésft
ONer 0&°
+ (03039(m) 5L — (avgw/))(dsaagw)aj
uv

0w
. aé&t agt
- (a’yg(uu))(oéatgaﬁ)@ - (aég(uu))(a’yatgaﬁ)@
aga agt
- (509a6)(55579(uu))ﬁ - (5t9aﬁ)(565v9(w))@-

ng

- (aég(ab))(avg(/w)) (aagaﬁ) - (a5g(ab)) (a“/g(/w) ) (atgaﬁ)

oco
— (059(u))(0+059ap) ™

Finalmente, obtemos as condic¢oes de linearizacao — tendo em mente que a familia métrica

a l-parametro deve satisfazer a equagdo do fluxo de Ricci, 2Rqp5 +0:gap = 0.

Estratégia: das condigoes de simetria linearizada extraimos as equagoes deter-
minantes. Porém, a ideia é comecar resolvendo as equagoes determinantes envolvendo
derivadas do tensor métrico que nao aparecem na equacao do fluxo de Ricci. Depois
continuamos com os termos que envolvem derivadas de ordem superior da métrica e
finalmente aqueles envolvendo as derivadas do tensor métrico de ordem inferior, pois as
correspondentes equagoes determinantes sao geralmente muito mais faceis de resolver nesta

ordem.

Usando as expressoes de X* X" o X" podemos reescrever certos termos
[} KA ’

por exemplo

ot ot

975 atg'yéaaaﬁg;w = 6tg(col)(aaabg(,ul/)> 0 5355)(5?975
Y(u) v (2.12)
o¢t '
= atg(cd)(aaabg(,ul/)) 5 5355G0d7
0w
no qual
aro ) 97 ie=o
29 if p # 0.

Renomeando os indices no lado direito de (2.12), ¢ — p, a — d, d — k e b —  obtemos

aft agt .
g ag(uy) &tgwiaaaﬁguu = 51:9(%)(55579(“1}))@56 5’YG .
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Agora estamos prontos para extrair alguns dos coeficientes. Tenha em mente (2.6), (2.7)

(2.8) as quais usaremos repetidamente

Dos termos dgd”g: note que os tinicos componentes em (2.9) que incluem os termos dgo?
SA0 TaByss NysaBs Tyass € Nspyas dado que o fluxo de Ricci nao envolve os termos

0190059, temos nossa primeira familia de equagoes determinantes
- 5t9655a579,w} = 0. (213)

ot
g7 Faem {0t90p050~ G + 0tG~500089 s — Otdar 050G
v
Reescrevendo a equagao previa até ter o mesmo indice nas derivadas de g, obtemos
0. (214)

ot " K
0c9(or) (05019 M)af (97 X85 + 030G~ — 87X5" — GF X3"™)

1%
= «, a # f: da equagdo (2.14) segue que

o ( B8 yraBB
= (g x - x57) =0,
0Y () o

Caso k=p=0,0=1

assim 2t
€ g 0.
09y
v. Portanto, £' s6 depende de z e t.

para todo p <
t

Observe que, os termos 0;g0;0;g sdo multiplicados por assim eles se anulam.
9(uw)

Dado que no fluxo de Ricci nao existem termos de 0,90,0,9 obtemos

ol
" 5 {a’yg/ﬂ/aisaﬂgaﬁ + a5guva'yaaga6 + aagaﬁaéa'yg;w + aaguuaﬁaag'yd
(2.15)

ag(,uu
+ aﬁgw/aaaag'y& + aag'yzSaaaBg,uu - a&Quuaﬁaoga'y - aﬁgw/aéaaga'y
- aagayaéaﬁg,uu _a'yg,uuaaaogzsﬂ - aag,uua'yaogéﬁ - aagéﬂaaa'yg;w} = 0.
Reescrevendo (2.15) segue que
S Y PR ga 06 ag’y 8 K afg
Oy 9 () 050G pr) {297 Xgﬁ agm/ Xaﬁa (635ﬁ +0 57) G’ agwj
Y o o
v aagem g O o e ~ ggxom T (2.16)
0G 0 0 0G
_66Xgnp aga 57Xgnp a§ 5UXZV;L ﬁéﬂy } _
“ ol “ OGyuw “ 0Ypr

No que segue, denotamos indices fixos com um chapéu
# R, 0 #Rk,a#7,0#v: A partir de (2.16) tem-se

Caso ) =0 =K =Rh,q ,
NEY
0= giexm &
6gp,<
isto é -
0= 3 ,
agpf%

para todo v e p < i&. Entao, £7 s6 depende z e t.
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Dos termos ¢g: aplicando o mesmo argumento de (2.13) e (2.16), temos o préximo

conjunto de equagoes determinantes

97°{05019050-E" + 0,0:90p0sE" + 0501G,50aE" + 0a0ir505E" — 05010 0sE"
- 568tgvaaﬁft - aa&tgéﬁawft - 5’yatg5ﬁaa€t} = 0.

Reorganizando os indices, pode-se mostrar que as equagoes anteriores se tornam

O+&" 05019 (pr) (2X£Zg”5 + G (5367 + 8587) — X755
2.17
_ Xg/m(;g _ Xg/m(;i o 5ngpn> — 0. ( )

Casoy=0=a=p0,p=kK=R,k# [: da equacdo (2.17), vemos que é necessario
que
(aﬂgt)g%% = 0.
Assim

d5¢" =0,

para todo 3. Portanto, £ depende s6 de t.

No seguinte passo agrupamos os termos que contém apenas segundas derivadas espaciais
do tensor métrico. No entanto, como temos que 2R,5+0;9o3 = 0, devemos também

considerar os termos que contém 0;g,5. Assim

1 1
+ 5976(_67659116 - aaaﬁgvd + aﬂadgow + aaawgéﬁ)atgt - 5975(—(97859“V - auayg'yé

Mo 1
+ ﬁyaag;w + a“a»ygyé) ang ﬂ) + 57776((97(959643 + aaaﬁgfyS - a&aﬂgya - afyaagéﬁ)
uv
1 - o Mg 1 o
+ 5976 (075 a6aagaﬂ + 855 avaogaﬁ - awaﬁg(,uu)agﬁ> + 5976 (555 aaaagwd
uv
0 1 O
+ 0087050920 — 0l 52 ) = 597 (0667050 9ra + 0687 03000 — 0509 52 )
(9gw, 2 ag;w
1 o o 0ns
- 7976 (a'yg aozaagéﬁ + aaf a’yaogéﬁ - a'yach(,uzx)iﬁ> =0
2 0w
Reorganizando os indices, temos:
p SO, v asB, po  soc5, py _ SOSa P p SO KY J_anaﬁ'yé
0,050 (80050 + 625EmP" — 556%m7" — B335 + 2800510, S
po
My
00977 0aE0 + 82977 05E° — 8200 g I 5750 0,6° — 8797057
ag(pg) ! (2 18)
Ol On, '
0N 250 00,60 — 53077 0aE" + 837 P g (585970 — g7 0]
09(po) 09(p0)

anaﬁ anaﬁ 5%5 (97704,6’
+ 6@55906 + 605396p}8t€t + g'y(S + gP° _ do ) ) = 0.
r ’ 09(po) 09(+s) 09(vp) 09(om)
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Caso o =y=0=p=p,p+#a#p[: daequacdo (2.18) temos

anaﬂgﬁﬁ:: 0,
0Ypp
em consequéncia
Nap = Faﬁ(.gamgﬂmgaaagﬁl%gﬁpax7t)7 (219)

com o # p # 3 # k.

Casop=0c=a,7=0= S, a#0# B da equagao (2.18), temos a seguinte equacao de-

terminante 5
adq ¢6 5a 9Map
—g*°05° — ¢°* —— = 0.
’ 090
Usando (2.19) segue que
Nap = — ( Z ganaﬁg) + Fop(9as, 958, 9885 Gaas Grs T, 1), (2.20)
Kk#B,a

com a # 3 # 0 # K.

Caso p=0=08,v=0=0,8+0 +# a: da equacio (2.18) segue:
P T
_g%0,60 — LB _ g (2.21)
6953

Tendo em mente (2.20), da equagao (2.21) segue que:

lop = — ( Z ganaﬁgﬁ + gﬁnaagﬁ> i Faﬁ(gag,ggg,gaa,g,.;&,m,t), (2’22)
K#B,a

com a # [ # 0 # K.

Observe que a Unica maneira de 7,5 depender de g5 com a # 8 # Kk # 0 é que n > 4,
8%5

p = 0. Obviamente consideramos para o proximo
ks

nosso proximo objetivo é provar que

passo n = 4.

Caso § =7, eq, § # 0: da equagao (2.18). N6s temos:

Ma
050590 <(5§5g7766 + 25g5gg“6@§§5 — g‘”ﬁ _ 529’)65556 o 5ggépaa€6

09 (po)
a77046 5%5 anaﬂ
. 5g50966§ gt +95§ + g 0o
7 ' 59(;;0) 09s5 59(5;))
Mo,
. gcr§ Mo ) =0.
09 (ps)
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Além disso, se p # o, e pelo fato de 05059, = 05059,,, precisamos simetrizar a

expressao acima para os indices p e o, o resultado é

Mo
380 (0005 + D303 + 200005 + 8303)g" 0,80 = g 522 — (07"

po
+5097)0560 — (559°° + 859" )0aE’ — (3505 + 6705)g"0se!
+ 955 anaﬁ + 2gpo' alr]aﬁ . ( oo anaﬁ + gép anaﬁ ) (223)
0Gpo 0Gss 09(5p) 09(s0)
0N, ONa,
_<g06(n3+gp6(n5>>:0‘
09(p5) 09(0s)

Finalmente, se 0 = § = 5, p=pep#p#a# 3, temos a seguinte equacao

determinante: 5
Gl 436 _ . (2.24)
agﬁg
De (2.22) e (2.24) segue:
Nap = — ( Z gomaﬁgﬁ + gﬂnaaé%) + Faﬁ(gaﬁ7 9885 Yoo, T, Zf), (2-25)
K#B,a

com a # 3.

Casoo =y=0=p=p,a=f,ep+# [: daequagdo (2.18), obtemos a seguinte equagao

determinante: 5
HD T’OCOC
g’P—— = 0.
9pp
Portanto
Naa = Faa(gapagaaagpmx’t)7 (226)

com p # o # K.

Casooc=p=pa=0pv=0= 3, ep#a# 5: da equacao (2.18), segue a equagao de-

terminante 5
g Tlaa _ g, (2.27)
593/3
Por (2.26) e (2.27), segue que:
Naa = Faa (gam Jaa, T, t)a (228)

com o # p.

Caso 6 =v=a,0 =p=p, ea#p+#[: da equagao (2.18) e (2.22), temos a seguinte
equacao determinante:

bp anaﬁ b 577;?/3 p
gpf’(a§0‘+ )+g°‘f’<+65” =0,
’ agaa agﬁﬁ g
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derivando esta tltima equagao em relacao a gap

0g”? < 0%5) dg°? (@nﬁﬁ )
5™ + + +05¢” ) = 0.
agaﬁ /36 agozoz agaﬁ agﬁ,ﬁ ﬂg

Observe que as expressoes entre parénteses nao dependem de g,,, veja (2.20). Mani-

pulando a equagao acima, podemos mostrar que esta equacao ¢ equivalente a:

» o A
(g2 g — goPgor) [ S128 4 puer) — 0.
09pp

1

Por outro lado, dado que ¢! é uma matriz positiva definida, temos que (g**g”" —

g°*?g*") > 0. Assim:
ONps

+ 0567 = 0,
0gpp "

para todo p # (. Usando isto ultimo e (2.25) segue que

Nap = — gcma §H+g naafﬂ +Fa Jap, Tyt
5 (; 5 5 ) 5(Gap, T, t) (2.29)

= — ga,@@gf” — gﬁ,{o“af"‘ + Faﬁ(gag,x,t).

com o # 3.

Casop=0=a,7vy=0=0= 5, ea # 0: da equagao (2.23), obtemos a seguinte equagao
determinante:

568 5 350 oo
—92¢%0,65 — gf”aL — 0. (2.30)
9as

Juntando (2.30) e (2.28), segue que:
Naa = -2 Z gnaaozgﬁ + Faa(gaaa Zlf,t)
K#Q
POdemOS escrever:
Nao = — 2 gfwcaozgk€ + Faa(gocon x, t)
;—:1 (2.31)
= - 291{046045& + Faa(gaaa x, t)

Casop=0c=a=08,y=0= 5, ed # a: da equagao (2.18), segue a equagao determi-

nante:

0"+ 2908 — g7 =o.
Usando (2.29) e (2.31), obtemos:
0= o + 205065 _ g0
= Uabgsaggb + 29“5(3,453 — gssatgt
_ Fabga89b5 — (GanOyE™ + gbﬁaaé’”)g“‘%gbs + 29585555 _ gééatgt
= Fug®g” — """

(2.32)
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Diferenciando em relagao a gs; e fazendo simplificagoes elementares, pode-se mostrar

que:
4 ngs
955
Combinando (2.32) e (2.33), podemos concluir que:

- P’abgm;gb5 = 0.

Fis = 0:&'gs5 + Fos(a, t).

(2.33)

(2.34)

Casoy=0=a,p=0= [, ea # [: da equagdo (2.18), temos a seguinte equacao deter-

minante:

" (PO + 7 0uE") — g7P(0uE” — 05E7)

+ goaﬁ <a77/3ﬁ _ 877043) + gaﬁaté-t = 0.

0955 09ap

Usando (2.29) e (2.31), esta tltima equagao torna-se:

aa fe} aFOl e} aF «
0= —Fug™g” + g5 % = g™ 2 2 4 g*00r¢".
Gap 988
Por (2.34), segue:
aa « aFa
0= —Fug*g” + g5 .
gaﬂ

para todo a # £5.

Diferenciando em relacao a gzz com i # a # 3,

ok gaFFm ok ak ao BR bR ak gaFa
0=—g*g” . +Fab[g 9" +g 969”]—9 gﬂa g
gl%l% gaﬁ

i Bk « g OF% % ar OFai or, g5 OFa

_ _atgtgomgﬁm + gamgﬁm B + gﬁ —q gﬁ B

ag/%,@ agou% agaﬁ

. OF; OF; oF,
_ ok BR ) t + RB + ko 06/3) 7
99 ( t§ ag,‘%ﬁ ag/%oz égaﬁ

para todo k& # a # (. Portanto:

oF; oF; oF,
0=—a¢ + =L 4 e
59&5 0Gka (7%5

E podemos concluir que:

Fop = Falﬁ(x>t)ga5 + Fgﬂ(ﬂ%t%

para todo «a # 3, veja (2.29).

(2.35)
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Agora, diferenciando a equagao (2.35) em relacdo a gug,

aFa fe7e% fe @ oo aq fe aa
0:_595( 977 + g%y B)+Fab((g 9% + g7 g™
aa( o fo1 ao « « aFa
(g g™ + 4g™)) = (926" + g9 )V ags Z
aFa ao « « aF ao aFa a
— 9B (graghl 4 geBgeBy 4 ZZBB (6B gaa | D2 0B fa el
agaﬁ ag,@ﬁ agaﬁ
oF,, 0B o oF, oo
+ 59 ﬂgﬂ+ Bﬁgﬂﬂg
0Gap 09sp
oF,
=297 (= S0+ ag'),
8ga5
para todo a # 3. Assim:
oF,
O - — 6 + &tgt.
agaﬂ
Portanto:
Faﬁ = atgtgozﬁ + Faﬁ(xa t)v (236)
para todo  # a. Juntando (2.34) e (2.36), temos que:
Faﬂ = atgtgaﬁ + Faﬁ(xa t)7 (237)

para todo a;, 3.

Dos termos dg: por simplicidade, deixamos as derivadas parciais da métrica em termos
dos simbolos de Christoffel:

1 1
- §(Faﬁa =+ F,Boaa)atga + Egv(ngp{(aanrv + 67777'04 - arnwa)rpéﬁ
+ (%%5 + 6677,05 - 5,;775,6)1“7704 - (667777 + 677776 - 67975)1—‘0045

1 ja (o}
— (OpMpa + Calpp — ap”ozﬁ)FTW} + 5975 [67055 (Lago + Tac)

+ aaaﬁga(r'yéo' + Fé'ya) - aéaﬂga(r'yaa + Fa’yg) - a’yaozfa(réﬁg + F,B(Sa)

— 20, Qj;ji) (Tpws + Tops) — O ( jg?::) (Lyws + Lopp) (2.38)
=0 (5 ) (T Top) 05 (572 ) (P + Ty

+ 05 (5697::)) (Covs + Cops) + 05 ( ;;Zii) (Cuva + Topa)
(oo

Por outro lado, note que:

(977a5 8Faﬁ
87 (&g(w)> (F;w5 + Fvué) = av (5%5) (Fa55 + FN6)7
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veja (2.29) e (2.31). Usando (2.29) e (2.31), a equagao (2.38) se transforma a:

1 1 A A A

- §(Fa/30 + gac) 07 + 59759”){(5@}777 + 0y Fra — 0-Fy0)T s

+ (05 Fps + s Fps — 0pFsp) Ty — (05 F'ry + 0y Frs — 0, F35)T o (2.39)
= (

A

05 F e + 0uFlyy — 0,Fi0g)T m;} ~ 0.
Reorganizando os indices e considerando a simetria I'y,, = I'y,,, da equacdo (2.39)
segue:
{ g (08 g + 50 97) (CaFry + 0y Fre — 0, F0) + g™ (829" + 32™)
(0pFps + 0sEps — 0y Fss) — g7 g7 (0560 + 0500) (05 Fry + 0, Frs — 0, F5)
R R R 8 (2.40)
— 299" (OB + Qalys — 0Fus ) = 05 (9008” + haner) — &5 (9nare”

+ 53&@#) };PW —0.

Caso p # o, v # a, it # B, A = 5\, ev # 3: da equacao anterior temos a seguinte

equacao determinante:
0=g" (%Fpa + Oakrps — apﬁaﬂ)a
para «, f3, \. Como ﬁpa s6 depende de z e t, veja (2.37), podemos concluir que:
0= 03F + 0aFjs — 05F 43,
para toda «, 3, p. Permutando os indices e o fato de que Faﬁ = Fga, temos:
0pFop = 0aFpp + 0sF o = 0pFop + 0sFop + 0,

segue que:
03Fh =0,

para todo (3, p, a. Em particular, ﬁag s6 depende de t:
Fap = 0:Eap + EFap(t). (2.41)

Dado que Fig s6 depende de t e g,3, a expressao (2.40) se simplifica a:
1
{ - o (oo +00g") — &3 (dpaue” + 008" ) } 5o = 0.

Caso a = \,u = f,a # 3, ev = : da equagao acima, obtemos a préxima equacao
determinante:
0"+ 870,8° = 0,
para todo 3, 7. Entao:
atgﬁ = 07

para todo 3. Isto significa que &° é s6 funcio de .



Capitulo 2. Simetrias do Fluzo de Ricci 44

Termos que nao contém derivadas do tensor métrico: segue a equacao determi-

nante

0 = gapliOsEl + 01 F 5. (2.42)

Entao

5t@t§t = 0
Assim, &' = a;t + ay com a; e ay constantes. Da equacdo (2.42), podemos concluir
6tFaﬁ = 07

Devido a (2.41) segue
Faﬁ = (1908 t+ Caﬁa (2'43)

no qual C,p ¢ constante.

Dos termos 0dgdg: temos que:

0= {FT’Yochéﬁ o FTWSFP&ﬁ} {gv5gdﬂg07 * nggdégm} Ced

para todo a e 3. Reorganizando os indices:
Lol pos (53(9”59‘1”9” + 9797 97) = 0a(97 99T + gT”Q‘“Q”)) Cea-

Casovy=a=7=aqa,ep=0=[: da equagdo acima, temos a seguinte equacao
determinante:
Paaal 588 <g°‘5 g% g’”“) Cea =0,
assim:
(9“’3 g g“‘) Cea = 0.
N

—— obtemos:
agﬁﬁ &gaﬁ ’

Derivando esta equagao por

gcach + ga'@Cﬁg = 0.
A partir desta equagao, temos:

Cgﬁ =0, Cag = 0.

Juntando tudo, podemos concluir que uma condi¢ao necessaria para X ser uma simetria

de Lie do fluxo de Ricci é que seja da forma:

0 0 o€k o€k 0
X = (ap + alt)a + fk(x)axk - (91@16; + gkjaii — algij) o

Isto é, X precisa ser combinacao linear dos geradores infinitesimais da conjectura. O]
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2.3 Grupo de Simetrias de Lie do fluxo de Ricci

Finalmente, podemos concluir que para um gerador infinitesimal X ser simetria
de Lie do fluxo de Ricci através do critério infinitesimal é condigao necessaria e suficiente que
este seja combinacao linear dos geradores infinitesimais da conjectura. Agora precisamos
argumentar porque com o critério infinitesimal temos todas as simetrias de Lie, sendo

suficiente provar que as aplicacoes:
Ags: 2 x UP SR,
dadas por

1 .
Aaﬁ(xu t, g(Q)) :i(}tgaﬁ + +g’Y6g i’ {FT'yan66 - F-r'yzSFpaﬁ}
1
+ ig’yé {_a'yaégaﬁ - aaaﬁg'yé + aﬁaéga'y + aaa'yg(w} )

sao analiticas, veja o Teorema 2.72, 2.73 e o Corolario 2.74 (OLVER, 1993). As fungoes
I';1a € —040594p Sa0 analiticas pois sao polinomiais nas entradas e a funcao g”g também é
analitica. Dado que a soma e o produto de fungoes analiticas é analitica, podemos concluir

que A,p ¢ analitica. Assim, temos a prova completa do Teorema 1.

Agora, classificamos a algebra de dimensao finita do Teorema 1.

Proposicao 12. O conjunto 6timo unidimensional associado a dlgebra de Lie Span{ Xy, X5}

¢ {X1, X2}, enquanto o conjunto étimo bidimensional é trivialmente toda a dlgebra de Lie
Span{ Xy, Xo}.

Demonstragio. Note que [ X1, X5] = X;. Seja X = k' X; + k*X, com ky, ks € R, considere
inicialmente k* # 0, pode-se tomar X = k'X; + X,. Logo, Ad(exp(k'X;))X = X,.
Portanto, X, é um elemento do conjunto étimo, para o caso k% = 0, segue que X; é um

elemento do conjunto 6timo. O]
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3 Aplicacoes

Neste capitulo estamos interessados em determinar o grupo de simetrias de
Lie do fluxo de Ricci de certas familias de métricas torcidas e conformes. Introduzimos

brevemente o que é uma variedade torcida e fixamos algumas notacoes.

Dadas duas variedades Riemannianas (B",gg) e (F™, gr) e uma fungao de
deformagao suave positiva 1 em B", vamos considerar a variedade produto B" x F™ com
a métrica g = migp + (¢ o m)*migr, onde T e T sdo as projecoes naturais sobre B” e
F™ respectivamente. Nessas condigoes, (B" x F™, g) é chamada de variedade torcida com
variedade base B" e fibra F". Os campos nas variedades B" e F™ denotamos como £(B")

e £(F™) respectivamente.
( p

Queremos estudar o fluxo de Ricci na variedade torcida M = B"™ x F™ onde
1
V2(x)

De forma mais precisa, nas proximas trés se¢oes vamos determinar o grupo de

(B",gB) = (R", dxi®da:i> :

simetrias de Lie do fluxo de Ricci quando a familia a 1-pardmetro que resolve o fluxo de
Ricci é da forma:

g= Mda:i ® dx’ + ©* (2, 1) (Gean), (3.1)
onde v, ¢ sao fungoes suaves positivas e na qual (F™, g..,,) é¢ uma variedade de Einstein. O
fluxo de Ricci em variedades torcidas tem sido extensivamente estudado, veja por exemplo
(ANGENENT; KNOPF, 2004), (IVEY, 1994), (OLIYNYK; WOOLGAR, 2007), e (MA;
XU, 2011). Uma das principais motivagoes do estudo desta familia é o estudo do fluxo
de Ricci quando a métrica no tempo t = 0 é uma métrica torcida com fibra sendo uma
variedade de Einstein, pois devido ao fato que o fluxo de Ricci preserva o grupo de isometria
da métrica inicial, para o caso acima isso significa que o fluxo de Ricci preserva a estrutura
torcida em todo tempo, veja (OLIYNYK; WOOLGAR, 2007). No contexto mais explicito
de solugoes auto-similares, veja (BORGES; TENENBLAT, 2022; LOPEZ; NAZARENO,

2022).

Este capitulo esta dividido da seguinte forma: na préxima secao 3.1, discutimos
quando a restricao de simetrias de Lie de sistemas gerais a particulares é uma simetria de
Lie do sistema particular. Na secao 3.2 vamos determinar o grupo de simetrias de Lie da
familia (3.1). A partir desta, determinamos o grupo de simetrias de Lie quando o fluxo de
Ricci é conforme & métrica euclideana e de S™*!' com fluxo com simetria rotacional. Na
secao 3.3 estudamos as simetrias de Lie do fluxo de Ricci na variedade SP™ x S? com dupla
tor¢ao. Finalmente, na se¢do 3.4 usamos o grupo de simetrias de Lie finito-dimensional

para procurar solugoes invariantes.
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3.1 Restricido de Simetrias

O método pelo qual calculamos as simetrias de Lie é proposto por nos, o qual
consiste em restringir as simetrias do fluro de Ricci de uma métrica geral para uma familia
de métrica com uma forma particular. Tal método representa vantagens em termos de
simplicidade de cdlculo (LOPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023).

Nesta secao queremos justificar a forma na qual computamos o grupo de simetrias de Lie

deste capitulo.

Caso Modelo: queremos determinar o grupo de simetrias de Lie do fluxo de
Ricci para uma variedade de dimensao 2, na qual a familia de métricas a 1-pardmetro que

satisfaz o fluxo de Ricci é da forma:
gzt 22 t) = =" (dz' ® da' + do” ® da?) . (3.2)

Podemos reformular o problema da seguinte forma: os espagos das variaveis independentes e
dependentes do fluxo de Ricci de dimenséo 2 é Q ~ M? xR e U respectivamente. Considere
a aplicacao linear:

H:U->R?

dada por f](g) = (g11 — g2, g12) € defina
H:QxU—R2
no qual H(z,g) = f[(g) Considere os seguintes conjuntos
So={(z",2%,t,9) e QA x U; («",2°,t,9) e H'({0})}, S; = pr(Se),  Sa = pr?(Sy).

Note que Sy é uma subvariedade mergulhada e fechada de €2 x U, basta ver que 0 seja
valor regular de H. Ainda mais, dado que H é uma aplicacao linear de posto completo, Sy
e S9 sdo imagens inversas de valores regulares e assim sao subvariedades mergulhadas e
fechadas de Q x UM e O x U® respectivamente.

O problema de encontrar as simetrias de Lie do fluxo de Ricci para métricas a 1-parametro

da forma (3.2) é equivalente a encontrar o grupo de simetrias de Lie da subvariedade:
P = {(ml,:ﬁ,t,g@)) e 0 x U? 1 S,; 2Ric, +0rg = O} =7n8S,,

no qual
S = {(xl,xz,t,g(z)) e x U®; 2Ric, +0,9 = O} )

Estamos tentados a “restringir” as simetrias de Lie de . a S, para obter simetrias de Lie
de (3.2). Provamos que de fato a restri¢do de simetrias de . nos permite obter simetrias

de Lie de &, isto fazemos em um contexto mais geral.
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7

Seja A (:B,u(k)) — 0 um sistema de equacoes diferenciais, no qual 0 € R! é
valor regular da aplicagao A : Q) x U® — R Identificamos a equacao diferencial como a

respectiva subvariedade mergulhada e fechada . < Q) x U® dada por:
S = {(x,u(k)) eQx UM A (z,u®) = 0} : (3.3)
Considere a aplicagao linear H:U - R tal que o posto de H seja s, defina
H:QxU-—R? (3.4)

dado por H(z,u) = J(z) + H(u), onde J é uma aplicacio suave de Q a R®. Considere o
conjunto:
So = {(z,u) € Q x U; (z,u) e H'({0})}.

Note que Sy é uma subvariedade mergulhada e fechada de €2 x U basta ver que 0 é valor
regular de H (aqui usamos o fato que a aplicagao linear H tem posto s). Ainda mais, dado
que H é uma aplicacdo linear de posto s, temos que S; = prD(Sy) para l e {1,...,k} é
imagem inversa de um valor regular. Assim S; é uma subvariedade mergulhada e fechada
de Q x UY,

Suponha que para a simetria de Lie Qx de . temos que Qx € T, ,))S: sempre que
(a:, u(l)) € S1. Entao, se restringimos a simetria de Lie ()x a S; obtemos simetrias de Lie

do sistema:

=0 3.5
L =0 (35)

denotamos:

P = {(x,u(k)) €Sk A

(2,u®) = o} .

Escrevemos de forma precisa o que queremos dizer com isto.

k

Comegamos lembrando que vamos usar o critério infinitesimal para provar que as restrigdes
de simetrias de Lie sdo simetrias de Lie, razao pela qual precisamos que 0 seja valor
regular do sistema (3.5). Lembremos que um grupo de simetrias de Lie a 1-pardmetro de
. representado por seu gerador infinitesimal escrita na sua forma canoénica ()x é uma
secao do fibrado tangente de um aberto de §2 x UW com a propriedade que:

Q¥ -o. (3.6)

Sem perda de generalidade, considere que () x seja uma sec¢ao sobre todo o fibrado tangente

de Q x UM Isto é, Qx € uma aplicagao:
Ox:QxUD LT (Q x U<1>) , (3.7)

suave com a propriedade que 7o Qx = Id,, ;) no qual 7 é uma aplicacao da projegao do
fibrado (Q X U(l),ﬂ',T(Q X U(l))>. Com restricao de Qx a S; queremos dizer:
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1. Restringimos o dominio da aplicagao (3.7) a Sy

Qx

:Sl—>T<Q><U(1)>.

S1

2. Ja que Qx (:U,u(l)) € T(;.m)S1 sempre que (x,u(l)) € S1, podemos definir uma
aplicagao da forma

QX . Sl i T(Sl)

Pelo fato que S; é uma subvariedade mergulhada de Q x UV, Q ¢ ¢ uma aplicagao suave.
Por outro lado, a aplicacao inclusao ¢ : S; — ) x U ¢ um mergulho. Assim, a aplicagdo
projecao do fibrado (Sy,#,T(S1)) é # = 7 o 4, logo @ o« Q¢ = Idg,. Portanto, Q¢ é uma
secao do fibrado tangente de S;.

. Daqui para frente consideramos

Agora provamos que ()¢ ¢ uma simetria de Lie de A
So

(x,u(l)) €5.

« Note que
exp (Qx) - () = exp (Q) - (1, u) € 81,

para todo € € R, aqui usamos o fato que Qx (a:, u(l)) € T(pumyS1 e S; < x U ¢

uma subvariedade mergulhada. Para detalhes veja a Proposicao 15.
e Veja que

(pr™ exp (eQx)) - (z,u®) 1= pr™ (exp (eQx) - (z,ul))
= pr(k)(exp (eQx) - (x, u(l))) € Sk,

para pontos (a:, u(k)) € Sj. Para detalhes da igualdade veja a Proposicao 15.

« A prolongacao do campo restrito é a mesma prolongacao do campo para pontos na

subvariedade mergulhada, isto ¢,

g’;) (x,u(k)) — ja (pr(k) (exp Q) - (:I;,u(l))))

. ng;) € Ty um) Sk,

=

para pontos (:c,u(k)) € Sk.

« O ponto chave é que nestas condigdes temos que

)

onde usamos o fato que Qg’;) (a:,u(k)) € Ty um) Sk sempre que (:c,u(k)) € S; e

QY (a

=0k

Sk nNA

Sk <  x UM & uma subvariedade mergulhada, para detalhes veja a Proposicao 13.
A ultima igualdade é devido a Qx ser simetria de Lie e podemos usar (3.6). Portanto,
Q¢ ¢ simetria de Lie de Z.
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Observagao 5. No caso acima consideramos a hipoteses:
Qx(w,u) € T, ) S sempre que (z, u(l)) €5;. (3.8)

Porém, tomando uma simetria de Lie geral do fluxo de Ricci de dimensdo 2 com métrica
arbitrdaria temos que a condicao acima nao € satisfeita. Mas, podemos restringir Qx de tal
forma que (3.8) seja vdlida e verificar que ainda seque sendo simetria de Lie do sistema
geral. No caso modelo por exemplo, uma simetria de Lie do fluxo de Ricci na variedade de

dimensdao 2 com uma métrica geral é:

‘\ 2

X = t) J k 2 2 2 %k agk J
(c1 + cot) é’t+2§ ' x axk Zg CQgij_};gkié’xj—i_gkj@wi 6’g¢j’

veja o Teorema 1. FEscrevemos X na sua forma candnica.

/

Qx = Q”

1]

2 P k afk

.. 0 Ir i
QY = —(c1 + cat) 5 _ ng(xl’x ) g] + 205 — ngzai +gk‘75 i

é} 1
Qll = (Cl + C2t ﬂ — Zé e + Cod11 — 2911 agl’

ol o>

= —g{1—— — (11 —— 3.9
Q@12 gllaxQ 911a T (3.9)

2

09 Ogn
Qa2 = — (€1 + caot) ot — Z & (2! 172)— + o011 — 2911& 5

ot oxk

e pedir que Q(i’,g(l)) € T, 4myS1 € necessdrio e suficiente que Q1 = Q2 € Q12 = 0.

s

Por (3.9), isto é, equivalente a

oc g2 oL o

s 5 R T 3.10
ort  ox?’ or?  ox! 0- ( )

Defina Qy como Qx restrito ds condicoes que &' e & satisfazem (3.10). Note que Qy
seque sendo uma simetria de Lie do fluzo de Ricci de uma métrica geral bidimensional,
veja o Teorema 1. Entao, podemos aplicar o discutido acima para obter simetrias de Lie

do fluzo de Ricci de (3.2). Devido d forma (3.2) procuramos

N N 0
Q = Qy($1,$2,t,u(1))%,
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com a condi¢cdo que

Qg = Q") =Qlan) S A YL e P
ve = ¢ =k\n prM (21,22 t,u) B e ot ¢ im1 ﬁxke ¢ @ ozt ’
_Aru\ _ _ u aél 852 _
0 _Q(e ) B Q(g12) prD (x! 22t ) - ¢ ((3(172 oxl B O’

Qye" = Qe") =Q(g11)

ou ., 0w, 0€?
:—(Cl,CQt)ge —kzlg %6 +e (02_261'2)

Assim

R ou &, Ou o€t
o= —(c1 +cot) — — E — +Ccy— 22—,
Qy = —la+at)z k:f ok T Yo
tal que €' e €2 satisfazem (3.10). Escrevendo a simetria de Lie na sua forma de gerador

infinitesimal
. 0 0 ot 0
Yy — e kil 2y 7 -2 > | — 11
(cl+cgt)at—|—k_21§ (x ,av)axk—i—(cQ agg1> E (3.11)

no qual &' e £ satisfazem (3.10). Note que as equagoes (3.10) sdo as equagoes de Cauchy-
Riemann. Em (CIMPOIASU; CONSTANTINESCU, 2006) os autores obtiveram a mesma

algebra de Lie resolvendo as equagoes determinantes.

Note que na discussao da restricao de simetrias de acima, usamos a forma da
funcdo H dada por (3.4), apenas para o argumento que S; = pr¥(Sy) seja uma subvariedade
mergulhada e fechada de € x UY com [ € {1,...,k}. Assim, demonstramos o seguinte

Teorema.

Teorema 2. Considere o sistema de equagoes diferenciais
A, (z,u®) =0, Yve{l,....1}, (3.12)

tais que 0 € R' € valor reqular da aplicacio A : Q x U - R

Suponha que temos um sistema de equacoes diferenciais A=Al no qual Sg < Q2 x U e
Sk

S, = pr¥ Sy sdo subvariedades mergulhadas e fechadas de €2 x u® para le {1,... k} (o
novo sistema de equagoes € definido como a restricio de certas varidveis independentes e
dependentes do sistema (3.12)), e este sistema de equagoes € tal que a aplica¢io A também
tem O como valor reqular. Entdo, seja Qx uma simetria de Lie de (3.12) com a propriedade

que
Qx (:E,u(l)) € T(x,u(l)) Sy sempre que (:v,u(l)) € 5.

Entao, Q¢ = Qx| € simetria de Lie de A.

S1
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O seguinte Teorema nos diz quando as simetrias de Lie obtidas através da

restricao formam uma &algebra de Lie.

Teorema 3. Nas condigoes do Teorema acima, se as simetrias de Lie do sistema (3.12)
a restringir formam uma dlgebra de Lie, entdo as simetrias de Lie obtidas através da

restricao formam uma dlgebra de Lie.
Demonstracao. Segue direto do Teorema 2 e da Proposigao 14. ]

Em resumo, a estratégia para obter simetrias de Lie do fluxo de Ricci de familias

de métricas particulares a partir das simetrias de Lie de uma métrica genérica (geral) é:

1. Definir a subvariedade mergulhada fechada Sy < €2 x U, como no Teorema 2, verificar

que 0 ¢ valor regular do sistema restrito.
2. Encontrar qual é a simetria de Lie mais geral da métrica genérica com a propriedade

Qx (f, g“)) € Tz 5y S1 sempre que (i:, Q(l)) €S;. (3.13)

3. Reescrever o campo () x nas coordenadas de Sj.

3.2 Grupo de simetrias de Lie do fluxo de Ricci de B" x F'™ com
torcao

Nesta secao queremos determinar o grupo de simetrias de Lie do fluxo de Ricci
quando a familia a 1-pardmetro que resolve o fluxo de Ricci é da forma (3.1) com geun
sendo uma métrica de Einstein. Precisamos separar o caso em que a fibra seja homotética

a métrica euclideana.

Teorema 4. (LOPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023, Teorema 3) O grupo de Simetrias de
Lie do fluxo de Ricci de (3.1), com (F™, Gean) sendo uma variedade de Finstein tal que

Gean NGO € uma métrica homotética a métrica euclideana, € gerada por:

0
X, =
1 at?
L0 Y0 90
2= T 9 T 20y
0 ok 0
Xpso = E(2) = 4+ > 2
w2 = E @) F V3R Gy
no qual £¥(x) sdo funcoes suaves de R™ com ke {1,...,n}, tal que
¢ 08 ¢ o8
907 | om 0 ‘ oxrt oxd 0 (3:14)

com i # j.



Capitulo 3. Aplicagées 53

Demonstragio. Calculando de forma explicita as equagdes do fluxo de Ricci de (3.1)

no qual
_ Vi (AP iy V| m Vi + i (V, Vi)
Al = (R*Q)JJr(w — % — (TL — ].) ¢2 ) 61]*80<901]+ J w I w 5ij>7
Vi,V
8o = eoct = 0 (B — (0= TETD) (- )29,

(Estas equagoes serao deduzidas com detalhes na secao 3.4), nao é dificil ver que 0 é valor
regular da aplicagao A. Entao, podemos aplicar o critério infinitesimal para construir

simetrias.

Comegamos tomando uma simetria de Lie geral do Teorema 1.

n+m
X =X + Xy + Z Xoiks
k=1
com cq, ¢o € R. Assim, temos que
n+m n+mn+m n+m k k
0 23 o€t ) o
P k .« .. n+m — e — ¢ e— . R
X = (Cl + CQt + 2 f )(')xk + Zl Z <02gl_] Z gkzaxj + gk] Oa:l> agij’
=1 j=1 k=1
escrevendo X na sua forma canodnica
n+mn+m
QRx = Z Z QY (z,t, g" (3.15)
=1 j=i
no qual
B ag n+m ag n+m agk
ij v k ij S
Q = (Cl + Czt) ot ];1 5 ( )a + C2Gij — Z gkz + Gkj i
Neste caso temos que 2 ~ B" x F™ xR. Defina a aplicacao
H - QOxU— R(l-‘rn)(Q-‘rn)/Q’
dada por:
1
Oii 0
H(z,t,g) =g— | V3. amt)
0 o*(x, £)Gean

Defina o conjunto:

So = {(x,t,g) e Q) x U;(x,t,g) € H_l({O})}.
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Note que a aplicagao H satisfaz as hipoteses do Teorema 2. Aqui vamos fazer de forma

direta. Isto é, encontramos o campo

0 0
Q= Qw% + Qw@,

no qual @, e @y sao fungoes suaves e dependentes de (:cl, ot o) w(l)) tal que

Qx =Q, (3.16)

para pontos (a:, t, g(l)) € S1. No final argumentaremos que o campo tangente a S; ainda é
simetria de Lie de uma familia de métricas gerais de dimensao n + m. Portanto, podemos

aplicar o Teorema 2. Tenha em mente (3.16) a qual usaremos repetidas vezes.

Considerando as restricdes acima temos

2
—$Qw = Qx (gm) (@ tot)
0\ 1 — 2y —2 .k
B (CQ_ani> w_(“c?t)( v > _fk< & )
para todo i € {1,...,n}. Assim
Quy=- <022 N Sf;) Y= (e + eat)ihy — E . (3.17)

Em adicao, segue que

3 3

Y
= Y Ol = Y Qxlyy; , 3.18
Qw 2 QX(g ) (wtootd) 9 QX(g]]) (@ toost) ( )
para i,j € {1,...,n}. Observando (3.17), podemos ver que (3.18) é valido se e somente se
oct  0¢
- = 3.19
oxt  Owd’ (3.19)
com i,j € {l,...,n}. Parai,je{l,...,n} com i # j, temos que
1 /o0& o0&
0= Qx(gi; - (=)
QX(g J) (,0.10) ¢2 (61‘] é’:ﬁ)
O qual é equivalente a
og'  og 0
oxd  oxt

para todo @ # j.

Paraie {1,...,n} ele{l,...,m}. Segue que
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1 agz ) a€l+n
— : == — . 2
0 = Qx(gint1) o ( e + o2 (3.20)

Neste caso 0¢*/ dz!*™ representa as derivadas parciais da funcio &° com respeito as coordena-

das [ +n da fibra. Por outro lado, como ¢ depende s das variaveis independentes, podemos
concluir que as primeiras n fungoes &' s6 dependem das primeiras n variaveis independentes

e as ultimas m funcoes de &' dependem s6 das ultimas m variaveis independentes. Isto é,

Ext,. ., a") e (et g, (3.21)

para todoi € {1,...,n} ele{l,...,m}. Paral,pe {1,...,m}, obtemos

20Q,(Gean)ip = Qx (In+inrp)

(2,t,0,9)
a§n+k a€n+k
:(P2 <02(gcan)lp - (gcan)klm - (gcan)kpw (322)
— 2(e1 + cot) PP (Gean)ip — E™FF 2M—2 & (gean)
1 2U )PP\ Gean ) ip @ &r”“‘? PP, YGean)l,p)
nesta ultima equacao k € {1,...,m} e s € {1,...,n}. Note que (), ndo depende de geu
(os coeficientes da métrica candnica nao sao constantes). Portanto,
(Gean )i
n+k Y\Gean)lp
5 W—O, fOI'kE{l,...,m}.
Assim, £""F = 0, para .k € {1,...,m}, logo
Co s
Qe =S¢~ (atat)p — . (3.23)

Resumindo o que foi apresentado, temos que

0 0 0 ock 0
X = 20ot) — + EF— — — — —
(Cl-i- 02>6t+§8x’“+026gp+<6xk¢ Cglb) 877/17
of  og o og o
&Ei—%—Oe8xj+%—0quandoz;éj.
Finalmente, se restringimos os coeficientes do campo (3.15) ao caso em que £"* = 0, para
ogt ogl o¢t og
kEell, ... - — —— =0 . .
kel mie ort  Owd ¢ 0xi " ox
temos que este novo campo continua sendo uma simetria de Lie do fluxo de Ricci de uma

com ke {1,...,n},

= 0 quando ¢ # j para i,j € {1,...,n},

familia de métricas gerais de dimensao n +m. Em outras palavras, o componente tangente
Sp continua sendo uma simetria de Lie de uma métrica geral de dimensao n + m. Assim,

podemos concluir a prova do Teorema. O

Agora voltamos nossa atencao para o caso especial onde a fibra é o espaco

euclidiano dotado da métrica candnica.
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Teorema 5. (LOPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023, Teorema 4) O grupo de simetrias de

Lie do fluxo de Ricci de (3.1), com F™ sendo R™ dotado da métrica canonica, € gerado

por:
0
X, = =
1 at?
0
Xy = o
2 90&(,07
o ¥ d
Xy =t— -
=% 200
0 ok 0
_ ¢k i S 7
Xirs = S @70 + V775
no qual £ () sdo funcoes suaves de R™ com ke {1,...,n}, tal que
ot o ot g
o7 | om 0 ‘ ort  oxi 0 (3:24)
com i # J.

Demonstragdo. Seguindo a prova anterior, temos que () ainda ¢ determinado pela expres-
sao dada por (3.17), ¢ com i € {1,...,n} continuam satisfazendo as equagdes de Cauchy

Riemann, as condigdes (3.21) ainda sao véalidas e as Eqgs. (3.22) sdo transformadas a

2 =
@Qtp(sl,p QX(gn+l,n+p) (@b o)
n+l n+p
¢ (a0~ oy~ et (3.25)

axn-&-p axn-i-l

—2(c1 + cat) il — 2004 561 p,

para l,p € {1,...,m}, a partir do qual é possivel concluir que
c
Qo= 50— (e + eat)pr = E¢a, + cap. (3.26)

com c3 € R. Considerando o que foi apresentado, temos que

0 0 o€k
X = (01+262t)§+57+(62+0390)a P SRV — 1/}
o€t 68 ot og o
com ke {1,...,n}, ol =0e o + pari 0, quando 7 # j.

O argumento final da prova do Teorema anterior é analogo. Assim, podemos concluir a

prova do Teorema. O

A diferenca dos casos anteriores é que a algebra de Lie de dimensao finita é
tridimensional. Vamos fazer a construcao dos conjuntos 6timos para esta algebra. Comeca-
mos com o conjunto 6timo de dimensao 1.

Computamos sua algebra de Lie, conforme mostrado na seguinte Tabela.
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Tabela 1 — Algebra de Lie.

X1 Xo X3
X1 0 0 X
Xo 0 0 0
X3 =X; 0 0

Veja que:
g = Span{Xi, X5, X3} = Span{X,} ® Span{X;, X3}.

Pela Proposicao 12, temos que um conjunto 6timo de dimensao 1 para Span{X;, X3} é
o conjunto {X7, X3}. Entdo, para construir o conjunto 6timo de g, basta considerar os
elementos { X5 + X1, Xo + aX3, X1, X3} com «a € R e podendo ainda simplificar X5 + a X}
e Xy + aXj3. Note que

Ad(eP)( Xy + aXy) = Xy + Pa X,

e neste caso temos apenas trés classes e podemos tomar como representantes { Xo+ X7, Xo—

X1, X5}, o elemento X3 + aX3 ndo se pode simplificar mais. Portanto, o conjunto:
Sl = {X2 + Xl, XQ — Xl, X2 + OéXg,Xl, Xg},

com « € R é um conjunto 6timo de dimensao 1 para g.

Agora fazemos a construcao do conjunto 6timo de dimensao 2, seguindo as ideias de
Ovsiannikov (OVSIANNIKOV, 1978).

Dada a subélgebra de Lie h de dimensao 2. Fixamos uma base B = {Y7, Y5} de b. Segue que,
Y] esta relacionado com um tunico elemento do conjunto 6timo de dimensao 1. Portanto,
para encontrar as subalgebras de dimensao 2 e em particular para a construcao de nosso
conjunto 6timo podemos comegar tomando Y; sendo um elemento de S;. Agora, procuramos
os Y tal que, [Y1,Y2] = puY: + BY; com p, 5 € R e {Y],Y5} linearmente independente.

Como b é um espaco vetorial, podemos reduzir a procura de:
[Y1,Y2] = BY>. (3.27)
De fato, seja Y5 tal que {Y7, Y5} sdo linearmente independentes e [Y7, Y3] = pY; + fY3 com

u# 0, defina Vs = Y] + =Y, segue que:
1

[V, Ya] = i(qu + BY;) = BYs.

¢ Span{Yy, Y} = Span{Yy, Ya}.

Resumindo, se reduz a classificacdo das subalgebras formadas a partir de todos

os auto-espacos formados pelo conjunto 6timo de dimensao 1. Assim:
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1. Comegamos com X, + X7, o auto-espago dos autovetores da aplicacao ad(Xs + X;)
com autovalor zero é Span{Xj, X,}. Portanto, podemos tomar por simplicidade como

tnico representante a dlgebra Span{Xj, Xs}.
2. No caso Xy — X7, temos uma tnica classe a qual coincide com a classe anterior.

3. No caso Xy + a X3, o auto-espago dos autovetores da aplicagdo ad(Xy + aX3) com
autovalor zero é Span{Xy, X3}, com autovalor —« é Span{X;}. Assim, temos os

representantes Span{ Xy, X3} e Span{X, + a X3, X1}.

4. No caso X7, o auto-espago dos autovetores da aplicagao ad(X;) com autovalor zero

é Span{ Xy, X1}. Assim, este caso nao acrescenta elementos no conjunto 6timo.

5. No caso X3, o auto-espago dos autovetores da aplicagdo ad(X3) com autovalor
zero é Span{Xy, X3}, com autovalor —1 é Span{X;}. Assim, podemos tomar como

representante Span{ Xy, Xs}.

Resumindo o que foi apresentado, e olhando com cuidado de nao repetir alguma classe

temos que o conjunto 6timo de dimensao 2 é:
Sy = {Span{ X, + X3, X;}, Span{ Xy, X3}, Span{ X1, X3}}, (3.28)

por ultimo, temos trivialmente que:
Sz = g, (3.29)

¢ um conjunto 6timo de dimensao 3 de g. Podemos enunciar de forma direta.

Teorema 6. Os conjuntos otimos da dlgebra de Lie de dimensao finita do Teorema 5 sao:

S1={Xo + X1, Xo — X1, Xo + a X3, Xy, X3},
Sy = {Span{ X5 + a X3, X1}, Span{ Xy, X3}, Span{ Xy, X3}}, (3.30)
Sg = {Span{Xl,XQ,Xg}},

com o € R.

Os préximos dois Teoremas sao uma consequéncia imediata do Teorema 4.
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Teorema 7. (LOPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023, Coroldrio 1) O grupo de simetrias de

Lie do fluxo de Ricci em R™ com fluxo conforme, isto é,

1 i i
R
¢ gerado por:
0
X, = =
1 ata
0o Y0
X, =t
2 =15 T 55y (3.31)
0 ok 0
_ ¢k . 750
no qual £¥ () sdo funcoes suaves de R™ com k € {1,...,n}, satisfazendo
ogt oLl ogt 0gl
. - = - — = .32
oxd  Oxt 0 “ oxrt O’ ’ (3:32)

com i # J.

Demonstracao. O resultado segue imediatamente da primeira parte da prova do Teorema 4.

]

Teorema 8. O grupo de simetrias de Lie do fluzo de Ricci em S™' da familia

1 2
g= mdx R dzx + (2, t)(gean),

no qual gean sendo a métrica canonica da esfera de dimensdao n é gerado pelos sequintes

campos:
0
X, =
1 0t7

o YvaJd o0

Xog=tp— 2L 4 T 7

2 =15 "9 Ty

0 o0& 0
Xs—f(@&*‘qﬂ%%,

no qual £(x) é uma fungdo arbitrdria de x.

Observacgao 6. Os conjuntos otimos do grupo de simetrias de Lie de dimensdo finita dos

Teoremas 4, 7 e 8 sao dados pela Proposicao 12.

3.3 Grupo de simetrias de Lie do fluxo de Ricci em SP™! x S9.

Agora restringimos nossa atengdo aos fluxos que evoluem a partir de uma

métrica inicial fixa que é cohomogénea em relagdo a agao natural SO(p + 1) x SO(q + 1).
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Isto é, consideramos as métricas produto duplamente deformadas em SP™ x S? com p > 2

e ¢ = 1, no qual o grupo a 1-parametro que satisfaz o fluxo de Ricci é da forma:

g9 =X"(z,t)dr @ dx + *(,t)gsp,, +¢*(x,1)gss,,., (3.33)

no qual ggr e gge ~denotam as métricas canonicas da esfera de dimensao p e g res-
pectivamente. Este tipo de fluxo tem sido extensamente estudado em (STOLARSKI,
2019).

Teorema 9. (LOPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023, Teorema 5) O grupo de simetrias de

Lie do fluzo de Ricci em SP™ x S da familia (3.33) ¢ gerado pelos sequintes campos:

0

X, = — 3.34
0 6 0 0
Xy = 2t—+ + — + 3.35
2 ot SO @b o’ ( )
0 65 8
X, — —_ 2 3.36
no qual & é uma funcao suave arbitraria de x.
Demonstragio. Tomamos uma simetria de Lie geral do Teorema (1):
X=aXi+aXs+ Y X,
1<k<p+q+1
escrevendo X na sua forma caracteristica
14+p+q 1+p+gq 0
g (1)
N (3.7
1= Jj=t
no qual
14+p+q 1+p+q k k
i k: gZ] & 0§
Q7 =—( Z §7(x) 5 + cagij — Z gki@"‘gkj%-

k=1

Defina a aplicagao
H:-QOxU— ]R(1+p+q)(2+p+q)/27

dada por:
H(ZL‘, tv g) = <gll - X(xla t)Qa Gijs Jkr+1,014+1 — @2(1.17 t) (ggan)k’la Gko+1,l0+1 — 7/12(9517 t) (ggan)kl> )

com ki, l; € {1,...,p} e ka,ls € {1,...,q} e 0s i, j s@o os indices faltantes da métrica g.

Note que a funcao H satisfaz as hipoteses do Teorema 2. Defina o conjunto

So = {(x,t,g) e Qx U;(x,t,g) € H_l({O})}.
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Similarmente ao caso com uma tor¢ao, encontramos o campo
0 0 0
= Qu—+ Qu— + Q, —, 3.38
no qual Q,, @y e @, sao fungoes suaves e dependentes de (z',t, LRTION X(l)) tal que

Qx = Q, (3.39)

para pontos (z,t, g € S;. No final argumentaremos que o campo tangente a S; ainda é
simetria de Lie de uma métrica geral de dimensao 1 + p + ¢. Portanto, podemos aplicar o

Teorema 2. Tenha em mente (3.39) a qual usaremos repetidas vezes.

ox X a1 2 , 0!
2XQx = Q@x(g11) ) —2x, —(c1 + cot) — 25 15 +ex” =20
logo, &' apenas é funcdo de z! e
% OX (11 X xo¢
= ——(c1 +cat) — 5= + s — S —. 3.40
Qx at(cl cot) — 518 @) taes -5y (3.40)
Para 1 <1 < p, segue
p k+1
0€
0= ; = —p? i—.
Qx(91,i+1) (2,6 (0 l;(gsgan)k o7l
Assim, £" ¢ independente de 2' com k € {1,...,p}, de forma aniloga para g14+1 com
ie{p+1,1+q} tem-se que £* é independente de ' com k € {1,...,p + ¢}. Por outro
lado
2@(9&%)”@@ = QX(glJri,lJrj)
(z,t,gM)
5]
( 2p(c1 + cot)—=— o —2 51 -+ ep > (gsr.. )ij

1+p 1+p k 8§k

(st )i f
ng 2 Scam .7 (p Z gScan fe— 11 " + (gsgan)kilﬂﬁ

Logo " = 0 para ke {2,1 +p} e

dp 4 0¢
Q@ (Cl + Cgt)ﬁ — @ + EQO (341)

Para 1 <i<pel<j<qsegue que

1+p+q aék
0= QX(gl-H,l-i-p-i-J) (29D (0 k;p(gszan)k] oplti

Assim, &* depende s6 de 2?*7, ... 2P para ke {24+ p,..., 1 +p+q}.
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Para 1 <1 < j < ¢, temos

20(gse. )ijQv = Qx(Gr4p+ig+p+s)

(w,t,g™))
0

( 2(er + eat) 3 — 206" 20 4 ey ) (952,.)i

1+p+q 14+p+q k k

gsm) 0§ o€
k; ghyp? el s —” > (gs mn)k—l—p,i@ + (gSfan)k—l—p,jﬁ-
+p k=2+p
Logo &" =0 para ke {2, 1 +p+q} e
6¢ &D CQ

Finalmente, note que se restringimos o campo (3.37) ao caso &!(x') e ¢¥! = 0 para
ke {l,...,p+ q}, este novo campo segue sendo uma simetria de Lie do fluxo de Ricci
de uma familia de métricas gerais de dimensao 1 + p + ¢. Assim, pelo Teorema 2, o
campo (3.38), com x, ¢ e ¢ dadas pelas expressoes (3.40), (3.41) e (3.42) respectivamente,
é uma simetria de Lie do fluxo de Ricci de (3.33). Escrevendo este campo na sua forma de

gerador infinitesimal obtemos
0 0 o0&\ 0 0 0
Y = (c1 + 2c2t) +&(x ) - X ( axl) o + CQ(,O% + cm%, (3.43)

no qual &(z') é uma funcio suave arbitraria de z* e c1,cy € R. O

3.4 Solucdes Invariantes

Nesta secao pretendemos usar o grupo de simetrias de Lie de dimensao finita
para encontrar solugoes invariantes explicitas do fluxo de Ricci de familia de métricas

torcidas. Comegamos com o caso de uma torgao.

3.4.1 Solucdes Invariantes do fluxo de Ricci em métricas torcidas

Primeiro, precisamos expressar explicitamente as equagoes do fluxo de Ricci
para a familia de métricas (3.1). Comegamos computando o tensor de Ricci de uma métrica

torcida. Sabemos que
Ric (¥, 2) = Rieg, (V. 2) = Vhp(Y, 2),
Ric,(Y,V) =0, (3.44)

A 2 ~ s
20y Wobln - 1)) gV, V).

@ ©?
para todo Y, Z € £(B") e VW e £(F™), veja a Proposi¢ao 9.106 em (BESSE, 2007)
ou (BISHOP; O’'NEILL, 1969). Por outro lado, considere (p, q¢) € B" x F™, onde {07, ..., 0%

Ric, (V, W) = Ric,,,, (V,W) — <
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e {of,...,0F} é uma base coordenada de T, B" e T, F™ respectivamente. Entio

Ric, (85, 85) = Ric,, (67, 8%) — nggo(aﬁ* oB).

1 77) 177 1 77)

Pela teoria conforme, sabemos que

Ricy, (02,08 = (-2 + (52— -0 5,

Vig; + i <V, Vgo>5“
(G (4 v
veja o Teorema 1.159 em (BESSE, 2007). Assim

Ricy (0P, 07) =(n — 2)@ + (Aw —(n—1) \VW) 8

V(0P 07) = ¢i; +

i Yyg

B (8 (8 V2
m Yipj + 00 Vi, V)
- (p(‘Pij + = ” - ¥ 5@‘)-

Por outro lado

N A 2 o
Ric, (7, &) =Ricgm<af,af>—( 22 4 ’Vj;"‘ <m—1>> 937,30

A Vioel?
= u(gcan)ij - ( 5()0 + ‘ ;;0| (m - 1)) sz(gcan)ij‘

Mais uma vez, da teoria conforme, temos

Rie @1, 20) = {u— 02 (22 -9 TE T2 )TN 0,

Tp
Portanto
ij A Vo2 o »
ALY Vo,V
_ w&j))dxi @ dx; + (,u — o)? (Agp —(n— 2)%@) (3.45)

— (m = 14Vl ) Gan-

Feito isto, a familia de métricas (3.1) satisfaz a equagao do fluxo de Ricci se e somente se

o seguinte sistema for satisfeito

Py )i A sz Yipj + ;04
< Vi, V 90>

Vo, Vi)

) = m =1Vl

—ppy =p — Py (Asﬁ —(n—2)

para todo 7,5 € {1,...,n}.
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Em segundo lugar, usamos as simetrias de Lie encontradas na secao 3.2 para

reduzir o sistema de equagoes (3.46):

Note que {X;, X5} é o conjunto étimo unidimensional associado a subéalgebra
de dimensao finita do Teorema 4, veja a Proposicao 12. Assim, basta considerar, por
exemplo, a simetria X5 aplicando a ela o grupo de transformagoes de um parametro gerado

por X7, neste caso, t — t + £. Ou seja, vamos empregar a simetria

X = (1+2kt)§t_k¢6w +k‘g0;p,

1
no qual escohlimos ¢ = BT com k # 0. Portanto, as condigoes de superficie invariantes

sao:

kv + (1 + Qk:t =0,
jg) (3.47)
ko — (1 + 2kt)

Resolvendo o sistema (3.47) pelo método das caracteristicas obtemos

1
V= V14 2kt Fe),
o= V1+2ktG(z),

onde F' e GG sao fungoes suaves positivas de x. Substituindo essas expressoes de 1) e ¢ para

o sistema (3.46), obtemos

k _ F; AF |VF? m F,G; + F;G;
— g2l =(n—=2)—7 + (F—(n—l) 7 5ij_E<Gij+#
(VE, VG) 3.48
RGN (3.48)
G,VF
—kG? = — GF? (AG —(n— 2)<V’FV>> — (m - 1)F?|VGP,
para todo i,j € {1,...,n}. Tendo em vista a dificuldade de resolver o sistema anterior,

vamos reduzi-lo ainda mais considerando o caso em que a base tem dimensao 1 e a fibra é

a esfera canonica, isto é, M x S™. Por esta reducéo, o sistema (3.48) torna-se

F2 G F

. (3.49)
kG? = —p + %Gz +(m—1)F?G2,

no qual 4 = m — 1. Manipulando as equagoes acima, nao ¢ dificil ver que a seguinte

1
(FG,)? = Fery1 — Gy = 70 [ ey,
m m

equagao ¢ satisfeita
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Integrando obtemos

i\/Tsinh (\/zf Fd(:)> . k>0,
i@sen (\/jfjo Ffl(%) , k<.

Observe que esta solucdo satisfaz identicamente a primeira equacao do sistema (3.49).

G(z) =

Além disso, a solucao sugere a seguinte parametrizacao:

@ = | 5

Zo

Assim
(1 + 2kt)

F2(z)

Tendo todas as solucoes do sistema (3.49) em maos, quando k # 0, chegamos as seguintes

dr ® dx = (1 + 2kt)ds ® ds.

solucoes do fluxo de Ricci para o caso torcido de M' x S

(12
g= (1+2k*) (ds ®ds + g sinh? ( m8> gcan) y
L2
g=(1—2k*) (ds ®ds + %senZ (\ / ms) gcan> ,

quando k£ # 0. A primeira métrica produz a métrica chamada hiperbdlica padrao no
m + l-espago, veja (MA; XU, 2011). Ambas sao solugoes bem conhecidas na bibliografia
encontradas independentemente uma da outra. Este é um exemplo de como as simetrias

podem unificar solugoes encontradas com diferentes métodos.

3.4.2 Solucdes invariantes para variedades com duas torcoes

Em primeiro lugar, precisamos expressar explicitamente o tensor de Ricci

de (3.33)

Rng = (_p (@xm - QDxX:E> - g (wmc - sz:v)) dx@dx
P X (0 X ]
902 1 P Xz P 2 (¢x¢x)
S I G e (= »
+<(p ) N (p(so X>+(p )<¢) Ty )gsm

2 [ 2 i
(22 00 (2 (22

veja (PETERSEN, 2006). Assim, nao ¢ dificil mostrar que as equagoes do fluxo de Ricci
explicitas de (3.33) sao
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=" (%x 3 %xx) K <¢m 3 %xm) |
@ (4 X )
1 P Xz A Poe
¢<¢m_ X )+<p_1>(90> +q(¥7¢) - (350)

L ¢21< _%m) ) <¢> (wx)_
Wﬂt - (q 1) + XQ ¢m¢ X + (q 1) ¢ + p ¢90

Pelo mesmo argumento da se¢do anterior, faremos uso da simetria de Lie

LS =<

ppr=—(p—1)+

0 0 0
X = (1+2k:t)—+k:x—+kg0%+k‘@/)

a
ot Ox o

onde k # 0. Portanto, as condig¢oes de superficie invariantes correspondentes sao
Qx = kx — (1+2tk)x; = 0,
Qp = ko — (14 2kt)p, = 0, (3.51)
Qp = kv — (1 + 2kt)ypy = 0.

Resolvendo o sistema (3.51), obtemos

X(x,t) = V1 + 2tk F(z),
o(x,t) = V1 + 2tk G(z),

Y(x,t) =1+ 2tk H(x).

Inserindo essas expressoes de y, ¥ e ¢ no sistema (3.50), chegamos ao sistema reduzido

2_£ //_G/F/ g //_H/F/
kF_G(G 7 +HH 7 |

FGP = —(p—1) + (?)Q <C(’; - C;g +(p—1) (Z)Q +q (%Z)) o (352)

kH? = —(qg—1) + (IF{)Q <[g - };5 +(q—1) <I§)2 +p (%g’)) :

Inspirando-nos no procedimento de obtencao das solugoes para o caso das variedades

produtos com uma torgao, comecamos por parametrizar pelo comprimento de arco a base

s(x) = f " F()dr

Zo

O sistema (3.52) se transforma a

. pcg(g X qféf(f)) |
~G"(s) B G'(s)?—1 G'(s)H'(s)
=T T ”( a(s)? )*‘JG(s)H(s)’ (3.53)
H"(s) B H'(s)? -1 G'(s)H'(s)
=) T ”( H(s)? )*pG@H(S)
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Mais uma vez, olhando para as solugoes encontradas na subsecao anterior, comegamos
a procurar solucoes particulares da mesma forma. Nossa investigacao foi frutifera, as

seguintes fungoes

G=+ ijqsen _ks e H=+ mcos _ks ,
—k ptq —k p+q
(p—Dp+9) —k (¢—D+9) —k
G = +4 | —————%sen s| eH =44/ —————%sen s,
J—Hp+q—h p+q —k(p+q—1) p+q

para k < 0, enquanto

— wsm Ls e H = wsin ks
s e () B ()

para k > 0, sao de fato solugoes do sistema (3.53).

Portanto, nosso estudo produz as seguintes solucoes especiais.

Teorema 10. (LOPEZ; DIMAS; BOZHKOV, 2023) As sequintes familias de métricas a

1-pardametro sao solugoes do fluro de Ricci (3.33)

k2
g(s,t) =(1 — 2k*)ds ®ds + (1 — 2]@‘215)1)]:2 Y gen? < s> gse,.

p+q
p+taq o k?
+ (1 — 2k%t coS S ,
( ) kz ( D + q gSgan

_ 2
g(s,t) =(1 — 2k*)ds ®ds + (1 — 2]@215)wsen2 ( b s> gse.

k*(p+q—1) p+yq
—Dp+q) k?
+ (1 — 2kt (q—sen2 s|gsa
( )W@+q—1) p+q )7

(P—Dp+q . .o k?
g(s,t) =(1 + 2k*t)ds ® ds + (1 + 2kt sinh s | ggr
( ) ( ) ( )k2<p+q_ 1) p+q Scan

—1Dp+q) . k2
+ (1 + 2k%t —(q sinh? S a
( )H@+q—m ptgq ) ISt

onde k # 0.

Até onde sabemos, essas solucoes sdo novas na literatura. O qual seria outra

contribui¢ao do nosso trabalho.
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4 Consideracoes Finais

Neste trabalho aplicamos com sucesso a teoria de simetrias de Lie para deter-
minar o grupo de simetrias de Lie do fluxo de Ricci em dimensoes arbitrarias. Usando
suas propriedades algébricas, podemos “recicla-los” para obter rapidamente simetrias de
Lie do fluxo de Ricci para varias familias de métricas. Uma tarefa que pode ser muito
desafiadora se comecarmos sempre do zero, tendo em mente que mesmo uma métrica
quadridimensional produz um sistema de equacoes determinantes que envolve quase dois

milhoes de equacoes diferenciais parciais!

Infelizmente, as simetrias classicas, sendo uma nog¢ao muito ampla que pode
ser aplicada virtualmente a qualquer tipo de sistema de equagoes diferenciais, tém uma
desvantagem muito séria; elas geralmente nao nos ajudarao a obter os tipos de solugoes
que estamos procurando. E isso é evidente no nosso caso: a subalgebra de dimensao
infinita apenas aponta para a natureza tensorial do nosso sistema, enquanto a finita diz,
por um lado, que o sistema é auténomo e, por outro, nos conduz a considerar solugoes
separaveis. Solucoes que sao validas se e somente se a variedade inicial for de Einstein.
Fato que limita nossas escolhas quanto a condigao inicial a ser considerada. Uma saida
possivel é considerar tipos de simetrias mais “exoticas”, como as nao classicas, veja a
segao 9.3 em (HYDON;, 2000). Em suma, simetrias nao cléssicas sao simetrias admitidas
apenas por familias especificas de solugdes de uma equacao diferencial e nao pela propria
equacao diferencial, como ¢é o caso das simetrias classicas. Embora nossos estudos iniciais
fossem promissores, nenhuma das simetrias nao classicas encontradas forneceu solugoes
nao triviais. Isso ndo é uma surpresa, pois os sistemas de equagoes diferenciais envolvidos
agora sao nao lineares. Um dos objetivos futuros € a realizacao de uma classificacdo mais
exaustiva a fim de obter simetrias nao classicas que possam fornecer solucoes do problema

do fluxo de Ricci de algum interesse.
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APENDICE A — Algumas nocdes bésicas

Por motivos de completitude apresentamos alguns resultados basicos que serao

utilizadas na segao 3.1.

Proposigao 13. Seja M™ uma variedade diferencidvel e N < M™ uma subvariedade

mergulhada. Seja X um campo definido sobre M™ com a propriedade que
X(p) € T,N", sempre que p e N".

Entao para toda funcao diferencidvel f de M™ temos que:

() -3

no qual X denota o campo X restrito a N" e a imagem restrita a TN, f

n

funcdo f restrita a N".

X , (A.1)

Nn

denota a
N’VL

é um campo
NTL
(“suave”). Seja p € N™. Existe uma carta adaptada (x,U) com a propriedade que:

Demonstragio. Dado que N" < M™ estd mergulhada, temos que X

z(q) = (2*(q),...,2™(q),0,...,0) sempre que g€ U n N".

Escrevendo X na carta adaptada é

x|, @ = Yet)

)
q

no qual a’ sdo fungdes suaves em z(U) = R™. Note que a propriedade que X (p) € T, N",

sempre que p € N, implica que a‘(z(p)) = 0 paraie {n +1,...,m}. Assim
. 0
X = Yzt .. 2,0, -,
. ;a(x, a0, 0) o
Logo
X = (ot " -(p). A2
s M) @ = 20 B, ,30). 0., 0)250) (A.2)
Por outro lado
S i1 n af
X(f)(p) =Za(w (p),. ..z (p),07.--,0)axi(p)
=l (A.3)

dai @ (p),....2"(p),0,. .. ,0)551. (p).

1

<.
I

Note que as expressoes (A.3) e (A.2) coincidem no ponto p e dado que o ponto p e N™ é

arbitrario, podemos concluir a declaracao do Teorema. O
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Proposigao 14. Seja M™ uma variedade diferencidvel e N < M™ uma subvariedade

mergulhada. Sejam X,Y campos definidos sobre M™ com a propriedade que
X(p),Y(p) e T,N", sempre que p e N".
Entdo, o campo [X,Y] tem a mesma propriedade.

Demonstracao. A prova é andloga a prova da Proposicao 13. O

Proposicao 15. Sejam M™, N" variedades diferencidaveis e o campo X descrito como na

Proposicao 13, denotamos X = X| . Adicionalmente suponha que N™ ¢é uma subvariedade

N
merqulhada e fechada. Considere as sequintes equagoes diferenciais ordindrias
dy(z,¢)
— = X
- (@),
Y(z,0) = z,
e A
dw<x7€) %
— = X
- (@),
Y(z,0) = z,

definidas em M™ e N" respectivamente. Entdo
U(x,e) = P(x,e) para & suficientemente pequeno sempre que x € N™.

Demonstracio. Em toda a prova vamos a considerar x € N". Sabemos que os fluxos estao

determinados por

n

: e n
0oe) = Jim, D1 X0),
~ . nooen .
bie,) = Jlim 3 K@),

Pela Proposicio 13 sabemos que X (z) = X (z). Assim, X"(z) = X™(z). Entéo

Dado que as séries sao convergentes e N é uma subvariedade fechada, segue que ¢ (x,¢) =

A~

¥(x,€) para e suficientemente pequeno. O
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