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Resumo
Nesta dissertação analisamos um modelo bifásico transiente unidimensional para fluxo
de gás-líquido isentrópico. O modelo é composto por duas equações de conservação de
massa e duas equações de momento para o gás e o líquido, onde as equações de momento
envolvem um termo não conservativo relacionado à pressão, um termo de força externa que
representa a gravidade e um termo viscoso. O sistema é equipado com condições de fronteira
e condições iniciais. Vamos estudar o modelo descrito anteriormente considerando uma lei
de gás politrópica, um líquido fracamente compressível e os coeficientes de viscosidade
constantes. Fazendo o uso do argumento de iteração, tendo algumas hipóteses sobre as
massas iniciais, obtemos a existência e unicidade da solução do modelo para um tempo
T0 ą 0 que depende dos dados iniciais e dos coeficientes de viscosidade. Esse T0 pode ser
grande se os coeficientes de viscosidade são tomados suficientemente grandes. Além disso,
obtemos estimativas superiores e inferiores para as massas.

Palavras-chave: modelo de dois fluidos, coeficiente de viscosidade constante, existência,
unicidade.



Abstract
In this dissertation we analyze an one-dimensional transient two-phase model for isentropic
liquid-gas flow. The model is composed of two mass conservation and two momentum
equations for the gas and liquid, where the momentum equations involve a non-conservative
pressure-related term, an external force term representing gravity and viscous term. The
system is complemented with boundary conditions and initial conditions. We will study
the model described above considering a polytropic gas law, a compressible liquid and
constant viscosity coefficients. Using an iterative argument, having some assumptions
about the initial masses, we obtain the existence and uniqueness of solutions to the model
for a time T0 ą 0 that depends on the initial data and the viscosity coefficients. This T0

can be large is the viscosity coefficients are taken sufficiently large. In addition, we obtain
upper-lower bounds for the masses.

Keywords: two-fluid model, constant viscosity coefficient, existence, uniqueness.
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Introdução

Em fluxos de duas fases ou mais (fluxos multifásicos), a natureza complexa
deles, em contraste com os fluxos de uma só fase, origina-se devido à existência de interfaces
que mudam dinamicamente, de descontinuidades significativas das propriedades do fluido
e de campo de fluxo complicado perto da interface. Quando uma ou ambas as fases se
tornam turbulentas, as interações entre os vórtices turbulentos, as estruturas interfaciais e
as trocas entre fases individuais introduzem complexidades adicionais [26].

Postas essas complexidades, a necessidade de modelar e prever o comportamento
detalhado desses fluxos e os fenômenos que eles manifestam são assuntos de estudo contínuo.
Um modelo que se faz presente no estudo de tais fluxos é o Modelo de Dois Fluidos (Two-
Fluid Model - TFM), no qual trata a fase dispersa com uma segunda fase contínua
misturada e interagindo com a fase contínua. As equações de conservação (de massa,
momento e energia) são desenvolvidas para os dois fluxos de fluidos; estes incluem os
termos de interação modelando a troca de massa, momento e energia entre os dois fluxos
[4].

O TFM, além de ajudar nos estudos de fluxos multifásicos, é também de
inúmeras aplicações em diversas áreas do conhecimento e da indústria, como por exemplo,
processos biológicos [20, 25, 24] e indústria petrolífera [13, 16]. Neste trabalho estamos
interessados em um modelo de duas fases transiente unidimensional para fluxo isentrópico
gás-líquido que é formulado da seguinte maneira [23]:

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

pnqt ` pnugqx “ 0
pmqt ` pmulqx “ 0
pnugqt ` pnu

2
gqx ` αgpP qx “ ´fgug ´ Cpug ´ ulq ´ n g ` rµgpugqxsx

pmulqt ` pmu
2
l qx ` αlpP qx “ ´flul ´ Cpug ´ ulq ´m g ` rµlpulqxsx.

(1)

Aqui m “ αlρl e n “ αgρg representam a massa do líquido e do gás, respectivamente. As
variáveis desconhecidas, no sistema acima, são:

αi “ fração de volume da fase i,
ui “ velocidade da fase i,
ρi “ densidade da fase i,
P “ pressão comum para ambas as fases
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e os dados conhecidos são:

µi “ viscosidade da fase i,
fi “ forças de atrito da parede,
C “ forças interfaciais,
g “ constante de gravidade,

onde i “ l, g indicam a fase do líquido e do gás, respectivamente, as frações de volume
satisfazem

αl ` αg “ 1. (2)

No artigo estudado para este trabalho, [15], os autores citam alguns fenômenos
que podem surgir no estudo de (1) quando utilizado nas operações de águas profundas.
Tais fenômenos são:

(i) zona de transição dinâmica separando regiões de duas fases e de uma fase;

(ii) fortes efeitos de expansão relacionados ao gás comprimido que se move para cima
em direção a uma pressão mais baixa;

(iii) termos de atritos complicados para levar em conta padrões de fluxos mais realistas;

(iv) transição de um regime de fluxo para outro;

(v) fluxo de fluidos entre o furo do poço e o reservatório circundante.

Neste trabalho vamos estudar um resultado provado por Steinar Evje e Huanyao
Wen no artigo [15] no qual trabalha com um modelo reduzido de (1), onde os efeitos
inerciais nas equações do momento são desprezados e os coeficientes de viscosidade µl, µg
são constantes positivas. Logo, o modelo toma a forma

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

pnqt ` pn ugqx “ 0
pmqt ` pm ulqx “ 0

αgpP qx “ ´n g ` µgpugqxx

αlpP qx “ ´m g ` µlpulqxx.

(3)

Além disso, considerando uma lei do gás politrópico e um líquido fracamente
compressível representado por

ρg “
P

a2
g

, ρl “ ρl,0 `
P ´ p0

a2
l

ˆ

κ0 fi ρl,0 ´
p0

a2
l

ą 0
˙

, (4)
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onde ρl,0 e p0 são a pressão de referência e a densidade dadas como constantes e al e ag
são as velocidades do som na fase do líquido e do gás, respectivamente e κ0 uma constante
positiva.

Da relação m
ρl
`
n

ρg
“ 1, temos

ρgm` ρln “ ρgρl ùñ

ˆ

P

a2
g

˙

m`

ˆ

P

a2
l

` κ0

˙

n “

ˆ

P

a2
g

˙ˆ

P

a2
l

` κ0

˙

.

Daí segue-se que

P 2
´ a2

lP

ˆ

m`
a2
g

a2
l

n´ κ0

˙

looooooooomooooooooon

.
“b

´a2
l a

2
g pκ0nq
loomoon

.
“c

“ 0

e resolvendo a equação acima, obtemos

P “
a2
l

2

«

b`

d

b2 `
4a2

g

a2
l

c

ff

.

Assim,

P “ P pm,nq “ a2
l pρl ´ ρl,0q ` p0 “ a2

gρg “
a2
l

2

«

b`

d

b2 `
4a2

g

a2
l

c

ff

, (5)

onde
$

&

%

b
.
“ bpm,nq “ m`

a2
g

a2
l

n´ κ0,

c
.
“ cpm,nq “ κ0n.

(6)

O modelo (3) é equipado com condição de fronteira

uipx “ 0, tq “ uipx “ 1, tq “ 0 i “ l, g e t P r0, T s (7)

e dados inicias

mpx, t “ 0q “ m0pxq, npx, t “ 0q “ n0pxq x P r0, 1s. (8)

O modelo (3) é importante em processos onde existem duas fases movendo-se
com velocidades individuais separadas e nos quais podemos formular as equações de
conservação da massa de cada fase agrupada com as equações de momento separadas.
Por exemplo, no trabalho [8] os autores realizam uma nova interpretação do modelo de
Keller-Segel utilizando a formulação de duas fases (células e água) e onde o modelo (3)
pode ser visto como um submodelo do apresentado no trabalho deles.

O teorema principal deste trabalho expõe a existência e unicidade de uma
solução regular do modelo (3) para um tempo T0 ą 0 que depende dos dados iniciais e
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dos coeficientes de viscosidade. O teorema garante que as massas m e n permanecem em
W 1,r

pr ě 2q nesse tempo T0 que pode ser grande se os coeficientes de viscosidade são
tomados suficientemente grandes. Além de dar uma ideia de como atuam os coeficientes
de viscosidade sobre a regularidade da solução.

Fazendo uma linearização das equações de conservação das massas combinadas
com as equações de partículas e estimativas da energia, na prova do teorema principal
utiliza-se a técnica de iteração. Essa iteração cria uma sequência de soluções aproximadas
do modelo que converge para uma solução do mesmo.

Em [16] um modelo similar a (3) é descrito sem os termos mg e ng e assumindo
o termo de pressão capilar, isto é, a pressão do líquido e do gás são diferentes nas equações
do momento. Os autores deste artigo tratam a estabilidade global das soluções perto de um
estado de equilíbrio constante. No trabalho de Bresch, Huang e Li [6], eles lidam com um
modelo similar (1) com a hipótese que os coeficientes de viscosidade depende linearmente
da massa, isto é, µl “ m e µl “ n e lidam com a existência de solução fraca global do
problema proposto.

Vale a pena ressaltar o Modelo de Mistura (Drift-Fluid Model - DFM), o qual
foi desenvolvido pela primeira vez por Zuber e Findlay [27]. O DFM é similar a (1) com a
diferença que a equação do momento da mistura é a soma das duas equações do momento
de (1) junto com a relação

umix “ αlul ` αgug.

Consulte [12, 11, 13, 14, 19, 22] para a boa colocação global de soluções fracas e regulares,
bem como, o comportamento ao longo do tempo do DFM, assumindo que as velocidades
são iguais, isto é, ul “ ug “ u. Para uma versão do modelo de dois fluidos viscosos e
compressíveis em espaços com dimensão maior que 1, consulte [5].

O trabalho foi dividido em dois capítulos. No primeiro capítulo apresentamos
os conceitos e resultados que são essenciais para o desenvolvimento do seguinte. Mais
precisamente, vamos expor uma definição e um resultado da equação do transporte com
coeficientes variáveis, algumas definições e resultados da teoria da Análise Funcional, de
espaços Lp, da teoria da distribuição e de espaços Sobolev na reta. Ainda neste capítulo
apresentaremos desigualdades relevantes para esse estudo, a saber, as desigualdades
de Young, de Hölder, de Jensen, de Gronwall. Além disso, abordaremos alguns outros
resultados importantes e finalizando o estudo das preliminares, serão apresentados definições
e resultados da teoria de espaços a valores vetoriais com um resultado importante e que
será de grande utilidade em seguida, a saber, o teorema de Aubin-Lions-Simon.

No capítulo 2, apresentaremos com mais detalhes o artigo [15] e dividimos-lo em
três seções. Na seção 2.1, enunciamos formalmente o teorema de existência de soluções para
o problema (3) (Teorema 2.1) e fazemos algumas observações. Já na seção 2.2, propomos
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e provamos seis lemas que são de grande importância na demonstração do Teorema 2.1.
Por fim, na seção 2.3, demonstramos o Teorema 2.1, visando facilitar a compreensão do
leitor separamos a demonstração em sete subseções: na subseção 2.3.1 construímos um
modelo aproximado, através das sequências iterativas, na subseção 2.3.2 provamos a boa
definição das sequências, na subseção 2.3.3 mostramos a limitação das sequências nos
espaços apropriados, na subseção 2.3.4 trata-se da existência do limites das sequências, já
na subseção 2.3.5 investiga a convergência da sequência vizinha das velocidades e por fim,
nas subseções 2.3.6 e 2.3.7 abordamos a existência e unicidade da solução do problema
proposto, respectivamente.



16

1 Preliminares

Neste capítulo apresentaremos alguns conceitos e resultados preliminares im-
portantes a serem utilizados neste trabalho.

1.1 Notações

• uk Ñ u em E denota que uk converge para u na topologia forte de E, veja Definição
1.3.

• uk á u em E denota que uk converge para u na topologia fraca de E, veja Definição
1.3.

• fk á f fraca - ‹ em E 1 denota que uk converge para u na topologia fraca estrela de
E 1, veja Definição 1.3.

• Vamos trabalhar no espaço euclidiano Rn. Denotaremos por Ω um conjunto aberto
de Rn e BΩ a fronteira de Ω.

• Denotaremos o suporte de uma função contínua f : Ω Ñ R por

supppfq “ tx P Ω; fpxq ‰ 0u.

• Seja m um inteiro não negativo ou m “ 8, denotaremos por

Cm
pΩq “ tu : Ω Ñ R;u é m´ vezes diferenciável com derivadas contínuasu.

Em particular,

C0
pΩq “ tu : Ω Ñ R; u função contínuau e C8 “

8
č

m“0
Cm
pΩq,

veja Definição 1.8.

• Cm
c pΩq “ tu P Cm

pΩq; supppuq é compactou, veja Definição 1.9.

• DpΩq “ C8c pΩq é o espaço das funções teste, veja Definição 1.11.

• LppΩq “ tu : Ω Ñ R; u é Lebesgue mensurável, }u}LppΩq ă 8u, para 1 ď p ď 8.
Veja Definição 1.14.

• D1
pΩq é o espaço das distribuições sobre Ω, veja Definição 1.22.

• W k,p
pΩq, com k P N e 1 ď p ď 8, denota o espaço de Sobolev, veja Definição 1.37.
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• Lp pI;Xq e C pI;Xq, onde X é um espaço de Banach e I um intervalo de R, veja
Definição 1.50.

• α “ pα1, . . . , αnq P Nn é dito multi-índice e denotaremos

|α| “
n
ÿ

i“1
αi.

As derivadas de ordem superior serão denotadas por

Dα
” Dα1

1 ¨ ¨ ¨Dαn
n “

B|α|

Bα1x1 ¨ ¨ ¨ Bαnxn
,

onde Di “
B

Bxi
. Para as derivadas de primeira ordem usaremos as notações Bu

Bxi
“ uxi .

• Denotaremos o gradiente da função u : Ω Ñ R por

∇xu “

ˆ

Bu

Bx1
, . . . ,

Bu

Bxn

˙

.

1.2 Equação do Transporte com Coeficientes Variáveis
Nesta seção, vamos definir e apresentar algumas propriedades de Equação do

Transporte com Coeficientes Variáveis. Para maiores detalhes, consultar Golse [18].

Seja V : r0, T s ˆ Rn
Ñ Rn uma campo vetorial e T ą 0. Considere o problema

de Cauchy
#

ftpt, xq ` V pt, xq ¨∇xfpt, xq “ 0, x P Rn, 0 ă t ă T,

fp0, xq “ f inpxq, .

onde f in ” f inpxq P R é dada, enquanto f ” fpt, xq P R é desconhecida.

O campo vetorial V satisfaz as seguintes condições:

pH1q cada componente Vi do campo vetorial de V tem derivadas parciais com respeito a
variáveis xj para j “ 1, . . . , n, e

pH2q V P Cpr0, T sˆRn;Rn
q e ∇xV P Cpr0, T sˆRn;MnpRqq, onde MnpRq denota uma

matriz de ordem nˆ n com entradas reais.

Definição 1.1. Seja γ a solução do sistema diferencial
$

&

%

dγ

ds
psq “ V ps, γpsqq

γptq “ x.

O conjunto

tps, γpsqq| s P r0, T su

é chamado curva característica do operator de transporte Bt ` V pt, xq ¨∇x passando por x
no tempo s “ t.
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Teorema 1.2. Assuma que o campo vetorial V satisfaz as condições pH1q ´ pH2q. Então,
para cada t P r0, T s e cada x P Rn, o sistema de EDO

$

&

%

dγ

ds
psq “ V ps, γpsqq

γptq “ x.

tem uma única solução s ÞÑ γpsq que é de classe C1 em r0, T s.

Essa solução é daqui em diante denotada por

γpsq :“ Xps, t, xq.

O mapa X satisfaz as seguintes propriedades:

a) X P C1
pr0, T s ˆ r0, T s ˆ Rn;Rn

q;

b) as derivadas parciais B2X

Bs Bxj
ps, t, xq e B

2X

BxjBs
ps, t, xq existem e

B2X

Bs Bxj
ps, t, xq “

B2X

BxjBs
ps, t, xq,

para todo ps, t, xq P r0, T s ˆ r0, T s ˆ Rn e todo j “ 1, . . . , n. Além do mais,
B2X

Bs Bxj
P Cpr0, T s ˆ r0, T s ˆ Rn;Rn

q;

c) se V satifaz a condição adicional

pH3q V P Ck
pr0, T s ˆ Rn;Rn

q e ∇xV P C
k
pr0, T s ˆ Rn;MnpRqq

para algum k ě 1, então um tem

X P Ck`1
pr0, T s ˆ r0, T s ˆ Rn;Rn

q.

Demonstração. Ver [18], p. 19.

1.3 Análise Funcional
Nesta seção vamos definir e apresentar alguns resultados de Análise Funcional.

Para maiores detalhes, consultar [3] e [7].

Definição 1.3. Sejam E um espaço de Banach e E 1 o espaço dual de E.

‚ Dizemos que uma sequência pukqkPN Ă E converge para u P E, se

lim
kÑ8

}uk ´ u}E “ 0.

Denotaremos por:

uk Ñ u.
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‚ Dizemos que uma sequência pukqkPN Ă E converge fracamente para u P E, se para
qualquer f P E 1 temos

xf, ukyE1ˆE
kÑ8
ÝÑ xf, uyE1ˆE.

Denotaremos por:

uk á u fraca em E.

‚ Dizemos que uma sequência pfkqkPN Ă E 1 converge fracamente-‹ para f P E 1, se para
qualquer u P E temos

xfk, uyE1ˆE
kÑ8
ÝÑ xf, uyE1ˆE.

Denotaremos por:

fk á f fraca- ˚ em E 1.

Definição 1.4. Sejam X e Y espaços de Banach, diremos que X está imerso continua-
mente em Y e denotamos por

X ãÑ Y,

se X Ă Y e existe uma constante C ą 0 tal que

}x}Y ď C}x}X , @x P X.

Teorema 1.5. Sejam E um espaço de Banach reflexivo e pxnq uma sequência limitada
em E. Então, existe uma subsequência pxnkq que converge fracamente em E.

Demonstração. Ver [7], p. 69.

Teorema 1.6. Sejam E um espaço de Banach separável e pfnq uma sequência limitada
em E 1. Então, existe uma subsequência pfnkq que converge fracamente-‹ em E 1.

Demonstração. Ver [7], p. 76.

Definição 1.7. Seja f : Ω Ñ R contínua. O suporte de f é definido como o fecho em
Ω do conjunto tx P Ω; fpxq ‰ 0u e denotado por supppfq. Se supppfq for um conjunto
compacto de Ω, dizemos que f possui suporte compacto. Denotaremos por CcpΩq o espaço
das funções contínuas em Ω com suporte compacto.

Definição 1.8. Seja m inteiro não-negativo ou m “ 8. Denotaremos por Cm
pΩq o espaço

vetorial das funções com todas as derivadas parciais de ordem menor ou igual a m contínuas

em Ω. Além disso, C0
“ CpΩq e C8 “

8
č

m“0
Cm
pΩq.
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Definição 1.9. O espaço vetorial das funções ϕ : Ω Ñ R que possuem todas as derivadas
até a ordem m contínuas em Ω e que têm suporte compacto, sendo que esse suporte depende
de ϕ, é denotado por Cm

c pΩq pou C8c pΩq se m “ 8q.

Definição 1.10. Uma sequência pϕkqkPN de funções de C8c pΩq converge para zero quando
existe K Ă Ω compacto de modo que:

1. supp ϕk Ă K, para todo k P N;

2. Dado d P N, para cada α P Nd,

B
αϕk Ñ 0 uniformente em K,

onde Bα denota o operador derivação de ordem α definido por

B|α|

Bxα1
1 Bx

α2
2 ¨ ¨ ¨ Bxαdd

,

com α “ pα1, α2, . . . , αdq P Nd e |α| “ α1 ` α2 ` ¨ ¨ ¨ ` αd.

Definição 1.11. O espaço vetorial C8c pΩq com a noção de convergência definida acima é
representado DpΩq e denominado espaço das funções testes em Ω.

Definição 1.12. Seja I Ă R um intervalo.

• Uma função u : I Ñ Rn é dita ser absolutamente contínua em I, se para todo ε ą 0
existe δ ą 0 tal que

l
ÿ

k“1
||upbkq ´ upakq||Rn ă ε

para cada número finito de intervalos não sobrepostos pak, bkq, k “ 1, . . . , l, com
rak, bks Ă I e

l
ÿ

k“1
|bk ´ ak| ă δ.

O espaço de todas as funções absolutamente contínuas u : I Ñ Rn é denotado por
ACpI;Rn

q.

• Uma função u : I Ñ Rn é localmente absolutamente contínua, se for absolutamente
contínua em ra, bs para todo intervalo ra, bs Ă I. O espaço de todas as funções
localmente absolutamente contínuas u : I Ñ Rn é denotado por AClocpI;Rn

q.

Definição 1.13. Um conjunto Ω Ă Rn é chamado H1-retificável, se existe uma sequência
de funções Lipschitz uj : I Ñ Rn tal que

H1

˜

Ω z
8
ď

j“1
ujpRq

¸

“ 0.
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Um conjunto Ω Ă Rn é puramente H1-irretificável se

H1
pΩX upRqq “ 0

para toda função Lipschitz u : I Ñ Rn.

1.4 Espaços de Funções
Nesta seção, apresentaremos a definição e algumas propriedades dos espaços

LppΩq, distribuições vetoriais e espaço de Sobolev que serão úteis ao longo desse trabalho.
Para maiores detalhes, consultar [3] e [7].

1.4.1 Espaços Lp
pΩq

Definição 1.14. Seja 1 ď p ď 8. Denotamos por LppΩq o espaço de Banach das (classes
de) funções definidas em Ω com valores em R, tais que |u|p é integrável no sentido de
Lebesgue em Ω com norma

}u}Lp “

ˆ
ż

Ω
|upxq|pdx

˙
1
p

para 1 ď p ă 8.

Para p “ 8, denotamos L8pΩq o espaço de Banach das (classes de) funções mensuráveis
de u definidas sobre Ω que são essecialmente limitadas com a norma dada por

}u}L8 “ inftC P R; |upxq| ď C q.t.p. em Ωu.

Teorema 1.15. O espaço LppΩq é reflexivo para 1 ă p ă 8.

Demonstração. Ver [7], p. 95.

Teorema 1.16. O espaço LppΩq é separável para 1 ď p ă 8.

Demonstração. Ver [7], p. 99.

Definição 1.17. Seja 1 ď p ă 8. A função f : Ω Ñ R é dita localmente integrável em
LppΩq se f for uma função mensurável e para qualquer conjunto compacto K Ă Ω

ż

K

|fpxq|pdx ă 8.

Denotaremos o conjunto dessas funções por LplocpΩq.

Note que se f P LplocpΩq, então f P L1
locpΩq.
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Teorema 1.18. Seja u P L1
locpΩq tal que
ż

Ω
uϕ dx “ 0 @ ϕ P DpΩq.

Então u “ 0 q.t.p. em Ω.

Demonstração. Ver [7], p. 110.

Teorema 1.19. O conjunto C8c pΩq é denso em LppΩq para qualquer 1 ď p ă 8.

Demonstração. Ver [3], p. 63.

Teorema 1.20. Sejam 1 ă p ă 8 e punqnPN uma sequência de funções de LppΩq que
converge fracamente para u em LppΩq. Se

lim sup
nÑ8

}un}Lp ď }u}Lp ,

então a sequência punqnPN converge fortemente para u.

Demonstração. Ver [3], p. 66.

1.4.2 Distribuições vetoriais

Definição 1.21. Uma sequência pϕkqkPN Ă DpΩq converge para algum ϕ P DpΩq se existe
um compacto K Ă Rn na qual contém o suporte de ϕ e de todas as funções ϕk e se para
qualquer multi-índice α P Nd, a sequência pBαϕxqkPN converge uniformente para Bαϕ.

Definição 1.22. Um funcional linear T : DpΩq Ñ R é dita uma distribuição se for
contínua no sentido que T pϕkq kÑ8

ÝÑ T pϕq para qualquer sequência pϕkqkPN convergindo
para ϕ em DpΩq.

O conjunto das distribuições é denotado por D1
pΩq e usamos a notação

T pϕq “ xT, ϕyD1ˆD.

Definição 1.23. Uma sequência pTkqkPN Ă D1
pΩq é dita ser convergente para uma distri-

buição T P D1
pΩq se para qualquer ϕ P DpΩq temos

xTk, ϕyD1ˆD
kÑ8
ÝÑ xT, ϕyD1ˆD.

Definição 1.24. Para qualquer distribuição T P D1
pΩq e qualquer multi-índice α P Nd, a

derivada de T no sentido de distribuição é a distribuição BαT definida por

xB
αT, ϕyD1ˆD “ p´1q|α|xT, BαϕyD1ˆD, @ ϕ P DpΩq.
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Teorema 1.25. Seja f P L1
locpΩq. Se ϕ P DpΩq, então

xTf , ϕyD1ˆD “

ż

Ω
fϕ dx

define uma distribuição em D1
pΩq.

Demonstração. Ver [3], p. 72.

Teorema 1.26. Sejam 1 ď p ă 8.

‚ Se pfnqnPN uma sequência em LppΩq que converge fracamente para f P LppΩq, então

fn
nÑ8
ÝÑ f em D1

pΩq.

‚ Se pfnqnPN uma sequência em L8pΩq que converge fracamente-‹ para f P L8pΩq,
então

fn
nÑ8
ÝÑ f em D1

pΩq.

Demonstração. Ver [3], p. 73.

1.4.3 Espaços de Sobolev

Definição 1.27. Sejam 1 ď p ď 8 e I um intervalo aberto de R. O espaço de Sobolev
W 1,p

pIq é definido por

W 1,p
pIq “

"

u P LppIq; D ux P LppIq com
ż

I

uϕx dx “ ´

ż

I

uxϕ dx @ϕ P C1
c pIq

*

.

O espaço W 1,p
pIq é um espaço de Banach com as normas

}u}W 1,p “

$

’

&

’

%

p}u}pLp ` }ux}
p
Lpq

1
p se 1 ď p ă 8,

}u}L8 ` }ux}L8 se p “ 8.

Teorema 1.28. O espaço W 1,p
pIq é reflexivo para 1 ă p ă 8 e separável para 1 ď p ă 8.

Demonstração. Ver [7], p. 203.

Teorema 1.29. Seja 1 ď p ď 8. Se u P W 1,p
pIq, então existe uma função ru P CpIq tal

que

u “ ru q.t.p. em I e rupxq ´ rupyq “

ż x

y

uξpξqdξ @x, y P I.

Demonstração. Ver [7], p. 204.
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Teorema 1.30. Existe uma constante positiva C pque depende somente de |I| ď 8q tal
que

}u}L8 ď C}u}W 1,p , @u P W 1,p
pIq, @ 1 ď p ď 8.

Em outras palavras, W 1,p
pIq ãÑ L8pIq com a imersão contínua para todo 1 ď p ď 8.

Além disso, se I é um intervalo limitado então

• a imersão W 1,p
pIq ãÑ CpIq é compacta para todo 1 ă p ď 8.

• a imersão W 1,1
pIq ãÑ LqpIq é compacta para todo 1 ď q ă 8.

Demonstração. Ver [7], p. 213.

Corolário 1.31. Seja u, v P W 1,p
pIq com 1 ď p ď 8. Então

uv P W 1,p
pIq e puvqx “ uxv ` uvx.

Ademais, vale a fórmula de integração por partes
ż x

y

puξvqpξqdξ “ upxqvpxq ´ upyqvpyq ´

ż x

y

puvξqpξqdξ, @x, y P I.

Demonstração. Ver [7], p. 215.

Definição 1.32. Dado 1 ď p ă 8, denotamos por W 1,p
0 pIq o fecho de C1

c pIq em W 1,p
pIq,

equipado com a norma de W 1,p
pIq.

Observação 1.33. Se u P W 1,p
pIq X CcpIq, então u P W 1,p

0 pIq.

Teorema 1.34. Seja u P W 1,p
pIq com 1 ď p ă 8. Então u P W 1,p

0 pIq se, e somente se,
u “ 0 em BI.

Demonstração. Ver [7], p. 218.

Teorema 1.35 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos I um intervalo limitado. Então
existe uma constante Cp ą 0 pdependendo de |I| ă 8q tal que

}u}W 1,p ď Cp}ux}Lp @u P W 1,p
0 pIq.

Em outras palavras, em W 1,p
0 pIq, }ux}Lp é uma norma equivalente à norma de W 1,p

pIq.

Demonstração. Ver [7], p. 218.

Observação 1.36. Seja p1 ď p ă 8q.

• O espaço dual de W 1,p
0 pIq é denotado por W´1,p1.



Capítulo 1. Preliminares 25

• Se I é um intervalo limitado, temos

W 1,p
0 pIq Ă L2

Ă W´1,p1

com imersão contínua pe imersão densa quando 1 ă p ă 8q.

Definição 1.37. Sejam um número inteiro m ě 2 e 1 ď p ă 8. Definimos, por recorrência,
o espaço

Wm,p
pIq “

 

u P Wm´1,p
pIq; D1u P Wm´1,p

pIq
(

,

com a notação D1u “ ux, equipado com a norma

}u}Wm,p “ }u}Lp `
m
ÿ

i“1
}Diu}Lp .

Observação 1.38. Sejam um número inteiro m ě 2 e 1 ď p ă 8.

• O espaço Wm,p
0 pIq é definido como o fecho de Cm

c pIq em Wm,p
pIq.

• O conjunto

Wm,p
0 “

 

u P Wm,p
pIq; u “ D1u “ ¨ ¨ ¨ “ Dm´1u “ 0 em BI

(

é essencial para notar a diferença entre

W 2,p
0 “

 

u P W 2,p
pIq; u “ D1u “ 0 em BI

(

e

W 2,p
pIq XW 1,p

0 “
 

u P W 2,p
pIq; u “ 0 em BI

(

.

1.5 Desigualdades e resultados importantes
Nesta seção seguem algumas desigualdades conhecidas que serão utilizadas ao

longo do texto. Para mais detalhes, consultar [10], [3] e [7].

Lema 1.39. Sejam números reais ai ě 0, com i “ 1, 2 . . . , n e p ě 1. Então
˜

n
ÿ

i“1
ai

¸p

ď np

˜

n
ÿ

i“1
api

¸

.

Demonstração. Usando as propriedades do máximo, obtemos
˜

n
ÿ

i“1
ai

¸p

ď pn maxta1, a2, . . . , anuq
p
“ npmaxtap1, ap2, . . . , apnu ď np

˜

n
ÿ

i“1
api

¸

.
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Definição 1.40. Seja 1 ď p ď 8. Denotamos por p1 o expoente conjugado,
1
p
`

1
p1
“ 1.

Proposição 1.41 (Desigualdade de Young). Se 1 ă p ă 8 e a, b ě 0, então

ab ď
ap

p
`
bp
1

p1
.

Demonstração. Ver [10], p. 622.

Proposição 1.42 (Desigualdade de Hölder). Se f P LppΩq e g P Lp1pΩq com 1 ď p ď 8,
então fg P L1

pΩq e

}fg}L1 “

ż

Ω
|fg| dx ď }f}Lp}g}Lp1 .

Demonstração. Ver [7], p. 91.

Proposição 1.43 (Desigualdade de Jensen). Seja Ω Ă Rn aberto e η P L1
pΩq uma função

não-negativa. Para qualquer função f tal que |f |pη P L1
pΩq, para algum 1 ď p ă 8, então

fη P L1
pΩq e

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
fη dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

ď }η}p´1
L1

ż

Ω
|f |pη dx.

Demonstração. Ver [3], p. 59.

Lema 1.44. Sejam |Ω| ă 8 e 1 ď p ď q ď 8. Então, LqpΩq ãÑ LppΩq é uma imersão
contínua. Mais precisamente,

}f}Lp ď CΩ}f}Lq @f P LqpΩq.

Demonstração. Ver [7], p. 118.

Proposição 1.45 (Desigualdade de Gronwall). Seja Υp¨q uma função não negativa, abso-
lutamente contínua em r0, T s, que satisfaz para quase todo t a desigualdade diferencial

Υ1
ptq ď φptqΥptq ` ψptq,

onde φptq e ψptq são funções não negativas, integráveis em r0, T s. Então

Υ1
ptq ď e

şt
0 φpsq ds

ˆ

Υp0q `
ż t

0
ψpsq ds

˙

,

para todo 0 ď t ď T . Em particular, se

Υ1
ď φΥ em r0, T s e Υp0q “ 0,

então

Υ ” 0 em r0, T s.
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Demonstração. Ver [10], p. 624.

Lema 1.46 (Lema de Gronwall Discreto). Seja T ą 0 e considere uma sequência panqnPN
de funções contínuas não-negativas em r0, T s. Assuma que panqnPN satisfaz, para qualquer
n,

an`1ptq ď A`B

ż t

0
anpsqds` C

ż t

0
an`1psqds, 0 ď t ď T,

onde A, B e C são constantes.

1. Se A “ 0, existe uma constante K ě 0 tal que

anptq ď
Kn`1tn

n! , 0 ď t ď T, n P N.

2. Se A ą 0, existe uma constante K ě 0 dependendo de A, B, C tal que

anptq ď KeKt, 0 ď t ď T, n P N.

Demonstração. Ver [2], p. 1270.

Proposição 1.47 (Regra da Cadeia). Sejam f : Rn
Ñ R uma função contínua de Lipschitz

localmente e I Ă R um intervalo. Então f ˝ u P AClocpIq para toda u P AClocpI;Rn
q. Além

disso, se o conjunto

F :“ tu : I Ñ Rr; f não é diferenciável em uu

é puramente H1-irretificável, então

pf ˝ uq1pxq “
n
ÿ

k“1

Bf

Buk
pupxqqu1kpxq quase todo x P I,

onde Bf

Buk
pupxqqu1kpxq é interpretado como zero sempre que u1kpxq “ 0.

Demonstração. Ver [21], p. 145.

Proposição 1.48. Seja pX,X , µq um espaço de medida. Suponha que f : X ˆ ra, bs Ñ R
p´8 ă a ă b ă 8q satisfaz as seguintes condições:

(i) fpx, sq é uma função integrável para cada s P ra, bs.

(ii) Para quase todo x P X, a derivada Bfpx, sq
Bs

existe para todo s P ra, bs.

(iii) Existe uma função integrável g : X Ñ R tal que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bfpx, sq

Bs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď gpxq.
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Então, para todo s P ra, bs,

d

ds

ż

X

fpx, sq dµpxq “

ż

X

Bf

Bs
px, sq dµpxq.

Demonstração. Ver [17], p. 56.

Teorema 1.49 (Teorema de Fubini). Seja F : Ω1 ˆ Ω2 Ñ R. Se F P L1
pΩ1 ˆ Ω2q, então

para q.t.p. x P Ω1, F px, yq P L1
ypΩ2q e

ż

Ω2

F px, yq dy P L1
xpΩ1q. Similarmente, para q.t.p.

y P Ω2, F px, yq P L1
xpΩ1q e

ż

Ω1

F px, yq dx P L1
ypΩ2q. Além disso,

ż

Ω1

dx

ż

Ω2

F px, yqdy “

ż

Ω2

dy

ż

Ω1

F px, yqdx “

ż ż

Ω1ˆΩ2

F px, yqdxdy.

Demonstração. Ver [1], p. 120.

1.6 Espaços a Valores Vetoriais
Nesta seção, apresentaremos a definição e algumas propriedades dos espaços a

valores vetoriais que serão úteis ao longo desse trabalho. Para maiores detalhes, consultar
[3] e [10].

Denotaremos por X um espaço de Banach e I um intervalo de R.

Definição 1.50. Seja 1 ď p ď 8. Denotaremos por LppI,Xq, o conjunto das (classes de
equivalência das) funções mensuráveis f : I Ñ X tal que t ÞÑ }fptq}X pertence ao LppIq.

• O espaço LppI,Xq é de Banach com a norma

}f}LppI,Xq “

„
ż

I

}fptq}pXdt


1
p

ă 8 para 1 ď p ă 8.

• O espaço L8pI,Xq é de Banach com a norma

}f}LppI,Xq “ ess sup
tPI

}fptq}X ă 8.

• O espaço CpI,Xq :“ tf : I Ñ X; f é função contínuau é Banach com a norma

}f}CpI,Xq “ max
tPI

}fptq}X ă 8.

Observação 1.51. Se 1 ď p ď 8, o dual topológico de LppI;Xq se identifica com o espaço
Lp

1

pI;X 1
q, onde 1

p
`

1
p1
“ 1. Demonstra-se também que se X for reflexivo (respectivamente
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separável) e 1 ă p ă 8 (respectivamente 1 ď p ă 8) então LppI;Xq é reflexivo e
(respectivamente separável). Com esta identificação temos

xf, uyLp1 pI;X 1qˆLppI;Xq “

ż

I

xfptq, uptqyX 1ˆXdt,

para todo f P Lp1pI;X 1
q e para todo u P LppI;Xq.

Temos também que o dual topológico de L1
pI;Xq se identifica com o espaço

L8pI;X 1
q.

Definição 1.52. Sejam X Ă Y dois espaços de Banach e 1 ď p, q ď 8. Dizemos que
uma função u P LppI;Xq tem uma derivada fraca em LqpI;Xq se existe uma função
g P LqpI;Y q tal que

ż

I

ϕ1ptquptqdt “ ´

ż

I

ϕptqgptqdt, @ϕ P DpIq.

Se tal função g existe, é única e denotamos

u1ptq “ gptq

ˆ

u1 ”
du

dt

˙

.

Definição 1.53. Seja Y um espaço de Banach. Dizemos que uma função u : r0, T s Ñ Y

é contínua fracamente se para todo ψ P Y 1, a função definida por t ÞÑ xψ, uptqyY 1ˆY P R é
contínua. Denotamos por Cpr0, T s;Yfracaq, o conjunto das funções u : r0, T s Ñ Y que são
contínuas fracamente.

Teorema 1.54. Sejam X espaço de Banach separável e reflexivo, e Y um espaço de
Banach, tal que X Ă Y é imersão contínua. Então

L8pr0, T s;Xq X Cpr0, T s;Yfracaq “ Cpr0, T s;Xfracaq.

Demonstração. Ver [3], p. 95.

Definição 1.55. Sejam X e Y dois espaços de Banach tal que X é imerso de maneira
contínua e densa em Y , T ą 0 e 1 ď p, q ď 8. O espaço

Ep,q “ tu P L
p
pr0, T s; Xq | u1 P Lqpr0, T s; Y qu

é um espaço de Banach com a norma

}u}Ep,q “ }u}Lppr0,T s; Xq ` }u
1
}Lqpr0,T s; Y q.

Teorema 1.56. Seja u P Ep,q com 1 ď p, q ď 8. Então

1. u P Cpr0, T s; Y q;

2. a imersão de Ep,q em Cpr0, T s; Y q é contínua.



Capítulo 1. Preliminares 30

3. Além disso, para todos s, t P r0, T s , temos

uptq ´ upsq “

ż t

s

u1pτq dτ.

Demonstração. Ver [3], p. 99.

Teorema 1.57 (Aubin-Lions-Simon). Seja B0 Ă B1 Ă B2 três espaços de Banach.
Assumimos que a imersão de B1 em B2 contínua e que a imersão de B0 em B1 compacta.
Sejam p, q tais que 1 ď p, q ď 8. Para T ą 0, definimos

Ep,q “ tu P L
p
pr0, T s; B0q | u

1
P Lqpr0, T s; B2qu .

i) Se p ă 8, a imersão de Ep,q em Lppr0, T s; B1q é compacta.

ii) Se p “ 8 e q ą 1, a imersão de Ep,q em Cpr0, T s; B1q é compacta.

Demonstração. Ver [3], p. 102.



31

2 Teorema Principal

Neste capítulo, vamos apresentar e provar o teorema que garante a existência e
unicidade de solução forte do modelo reduzido de duas fases transiente unidimensional
para um fluxo isentrópico gás-líquido (3) em p0, 1q ˆ p0, T0q satisfazendo as condições de
fronteira e de dados iniciais (7) e (8), respectivamente.

2.1 Enunciado do Teorema Principal
Nesta seção, enunciamos e fazemos algumas observações do teorema de existên-

cia e unicidade de solução forte.

De agora em diante, denotaremos

W k,p
“ W k,p

pr0, 1sq e Lp “ Lppr0, 1sq

para k “ 1, 2 e p P r1,8s.

Teorema 2.1. Sob uma das hipóteses

(i)

m0, n0 P W
1,r, 0 ă κ0 ă C1 ď m0 ď C2, 0 ď n0 ď C3, em r0, 1s, (2.1)

onde r ě 2 e Ci uma constante positiva para i “ 1, 2, 3.

(ii)

m0, n0 P W
1,r, 0 ď m0 ď C4 ă κ0, 0 ď n0 ď C5, em r0, 1s, (2.2)

onde r ě 2 e Ci uma constante positiva para i “ 4, 5.

(iii)

m0, n0 P W
1,r, 0 ď m0 ď C6, 0 ă C7 ď n0 ď C8, em r0, 1s, (2.3)

onde r ě 2 e Ci uma constante positiva para i “ 6, 7, 8.

Existem uma constante positiva T0 que satisfaz (2.4) e uma única solução pm,n, ug, ulq do
problema (3), isto é,

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

pnqt ` pn ugqx “ 0
pmqt ` pm ulqx “ 0

αgpP qx “ ´n g ` µgpugqxx

αlpP qx “ ´m g ` µlpulqxx
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em p0, 1q ˆ p0, T0q com a condição de fronteira

uipx “ 0, tq “ uipx “ 1, tq “ 0 i “ l, g e t P r0, T0s

e dados iniciais

mpx, t “ 0q “ m0pxq, npx, t “ 0q “ n0pxq x P r0, 1s,

onde

pm,nq P Cpr0, T0s;W 1,r
q, pmt, ntq P Cpr0, T0s;Lrq, pul, ugq P Cpr0, T0s;W 2,r

q

com r ě 2.

Além disso,

• Sob a hipótese (2.1),

0 ă κ0 ă C1 ď m ď
C1C2

C1
, e 0 ď n ď

C1C3

C1
em r0, 1s ˆ r0, T0s,

onde Ci e C1 são constantes positivas para i “ 1, 2, 3 e C1 P pκ0, C1q.

• Sob a hipótese (2.2),

0 ď m ď C4 ă κ0, e 0 ď n ď
C4C5

C4
em r0, 1s ˆ r0, T0s,

onde Ci e C4 são constantes positivas para i “ 4, 5 e C4 P pC4, κ0q.

• Sob a hipótese (2.3),

0 ď m ď C6e, e 0 ă C7

e
ď n ď C8e em r0, 1s ˆ r0, T0s,

onde Ci é constante positiva para i “ 6, 7, 8.

Observação 2.2. A constante positiva T0 satisfaz
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

T0 ď min
"

T1, T2,
1

3CAµ

*

para hipótese (2.1),

T0 ď min
"

T1, T2,
1

3CAµ

*

para hipótese (2.2),

T0 ď min
"

T1, T2,
1

3CAµ

*

para hipótese (2.3),

(2.4)

onde

T1 fi
1

CIAµA1
log

ˆ

C1

C1

˙

para C1 P pκ0, C1q,

T1 fi
1

CIAµA1
log

ˆ

C4

C4

˙

para C4 P pC4, κ0q,

T1 fi
1

CIAµA1
e T2 fi

1
AµA1
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com CI constante de imersão de Sobolev, A1 e C constantes positivas todas elas são
independentes de µl e µg, exceto a constante Aµ “ max

"

1
µl
,

1
µg

*

. Observe que T0 pode ser
escolhido grande se Aµ for suficientemente pequeno, isto é, se os coeficientes de viscosidade
µl e µg forem suficientemente grandes.

Observação 2.3. No decorrer da prova do Teorema 2.1, precisamos r ą 1 até lidarmos
com os termos de pressão não conservativa αgPx e αlPx. Nos resultados a partir do
Lema 2.19 é necessário, de fato, r ě 2.

Observação 2.4. Sabemos de (4), (5) e (6) que

ρg “
P

a2
g

, ρl “ ρl,0 `
P ´ p0

a2
l

ˆ

κ0 fi ρl,0 ´
p0

a2
l

ą 0
˙

e

P “ P pm,nq “ a2
l pρl ´ ρl,0q ` p0 “ a2

gρg “
a2
l

2

«

b`

d

b2 `
4a2

g

a2
l

c

ff

,

onde
$

&

%

b
.
“ bpm,nq “ m`

a2
g

a2
l

n´ κ0,

c
.
“ cpm,nq “ κ0n.

Então,

‚ note que αl “ αlpm,nq “
m

ρlpm,nq
está bem definido, pois

ρl “ ρl,0 `
P ´ p0

a2
l

ě ρl,0 ´
p0

a2
l

“ κ0 ą 0 para m,n ě 0.

Portanto, se 0 ď m ďM para alguma constante M ą 0, então αl “
m

ρl
ď
M

κ0
ă 8 e

de m
ρl
`
n

ρg
“ 1, segue que 0 ď αl, αg ď 1.

‚ derivando ambos os lados de ρgpm,nq “
P pm,nq

a2
g

com relação a m e n e utilizando

P pm,nq acima e as definições de b e c, obtemos

Bρgpm,nq

Bm
“

a2
l

2a2
g

¨

˝1` b
b

b2 `
4a2
g

a2
l
c

˛

‚,
Bρgpm,nq

Bn
“

1
2 `

b` 2κ0

2
b

b2 `
4a2
g

a2
l
c

(2.5)

onde

b2
`

42
g

a2
l

c “ pm´ κ0q
2
` 2

a2
g

a2
l

mn`
a4
g

a4
l

n2
` 2κ0

a2
g

a2
l

n.
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Observação 2.5. As três condições (2.1), (2.2) e (2.3) são necessárias para garantir os
limitantes das massas do líquido e do gás (ver Lema 2.13, pág. 57 e Proposição 2.17,
pág. 70). E com esses limitantes garanta-se que derivadas de ρg, e consequentemente as
derivadas de P , estejam bem definidas e sejam limitadas (ver Obvervação 2.4, eq. (2.5),
pág. 33 e o Lema 2.7, pág. 38).

2.2 Resultados Auxiliares
Nesta seção, enunciamos e demonstramos resultados muito importantes que

auxiliarão na demonstração do Teorema 2.1.

Lema 2.6. Seja η P L8pr0, T s;W 1,r
q satisfazendo

ηt ` pηωqx “ 0, em quase todo p0, 1q ˆ p0, T q, (2.6)

com η0 P W
1,r e ω P L8pr0, T s; W 2,r

XW 1,r
0 q r ą 1. Então

η P Cpr0, T s;W 1,r
q r ą 1.

Demonstração. Sabemos que

η P L8pr0, T s;W 1,r
q, ω P L8pr0, T s;W 2,r

XW 1,r
0 q e ηt “ ´pηωx ` ηxωq,

então

ηt P L
8
pr0, T s;Lrq, r ą 1.

Assim,

η P L8pr0, T s;W 1,r
q e ηt P L

8
pr0, T s;Lrq

com r ą 1, consequentemente, do Teorema 1.56 resulta que

η P Cpr0, T s;Lrq ùñ η P Cpr0, T s;Lrfracaq, r ą 1.

Agora, da imensão contínua

W r
Ă Lr, r ą 1,

e do fato que as hipóteses do Teorema 1.54 são satisfeitas com

η P L8pr0, T s;W 1,r
q X Cpr0, T s;Lrfracaq

deduzimos

η P Cpr0, T s;W 1,r
fracaq, com r ą 1.
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Portanto,

η P Cpr0, T s;Lrq X Cpr0, T s;W 1,r
fracaq, com r ą 1.

Por fim, resta mostrar a continuidade forte em W 1,r. De (2.6) temos

ηt ` ηxω ` ηωx “ 0. (2.7)

Multiplicando por r η |η|r´2 em ambos os lados da igualdade acima, obtemos

r ηt η |η|
r´2
` r η ηx |η|

r´2 ω ` r η2
|η|r´2 ωx “ 0

isso acarreta que

p|η|rqt ` p|η|
r
qxω ` r|η|

rωx “ 0 ðñ p|η|rqt ` p|η|
rωqx ` pr ´ 1qp|η|rωxq “ 0.

Intergrando a igualdade acima sobre r0, 1s, obtemos

d

dt

ż 1

0
|η|rpx, tqdx “ ´

ż 1

0
p|η|rωqxpx, tqdx` pr ´ 1q

ż 1

0
p´ωqx|η|

r
px, tqdx

“ ´ r|η|rp1, tqωp1, tq ´ |η|rp0, tqωp0, tqs ` pr ´ 1q
ż 1

0
p´ωqx|η|

r
px, tqdx

e já que ωp1, tq “ ωp0, tq “ 0 quase todo t P r0, T s, deduzimos

d

dt
}ηptq}rLr ď C

ż 1

0
p|ωx| ¨ |η|

r
q px, tqdx quase todo t P r0, T s. (2.8)

Como ω P L8pr0, T s;W 2,r
XW 1,r

0 q, então

|ωxpx, tq| ď }ωxptq}L8 ď CI}ωxptq}W 1,r ď CI}ωptq}W 2,r ă 8. (2.9)

Na 2a. desigualdade usamos o Teorema 1.30 e a 3a. desigualdade resulta da Definição 1.37.
Por (2.8) e (2.9), resulta que

d

dt
}ηptq}rLr ď C

ż 1

0
p|ωx| ¨ |η|

r
q px, tqdx ď C}ωxptq}L8

ż 1

0
|η|rpx, tqdx

ď C}ωxptq}W 1,r

ż 1

0
|η|rpx, tqdx ď C}ωptq}W 2,r

ż 1

0
|η|rpx, tqdx,

ou seja,

d

dt
}ηptq}rLr ď C}ωptq}W 2,r}ηptq}rLr ď C}ωptq}W 2,r}ηptq}rW 1,r quase todo t P r0, T s. (2.10)

Agora, derivando (2.7) com respeito a variável x e multiplicando por rηx|ηx|r´2

em ambos os lados, obtemos

p|ηx|
r
qt ` p|ηx|

r
qxω ` 2r|ηx|rωx ` r η ηx|ηx|r´2ωxx “ 0
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e sendo p|ηx|rωqx “ p|ηx|rqxω ` |ηx|rωx, obtemos

p|ηx|
r
qt ` p|ηx|

rωqx ` p2r ´ 1qp|ηx|rωxq ` r η ηx|ηx|r´2ωxx “ 0.

Integrando sobre r0, 1s a igualdade acima, resulta que

d

dt

ż 1

0
|ηx|

r
px, tqdx “ ´r|ηx|

r
p1, tqωp1, tq ´ |ηx|rp0, tqωp0, tqs `

` p2r ´ 1q
ż 1

0
pr´ωsx|ηx|

r
qpx, tqdx` r

ż 1

0
pη ηx|ηx|

r´2
r´ωsxxqpx, tqdx.

Como ωp1, tq “ ωp0, tq “ 0 quase todo t P r0, T s, deduzimos

d

dt
}ηxptq}

r
Lr ď C

„
ż 1

0
p|ωx||ηx|

r
qpx, tqdx`

ż 1

0
p|η||ηx|

r´1
|ωxx|qpx, tqdx



“: CpI1 ` I2q.

(2.11)

Primeiro, vamos obter uma estimativa para I1. De (2.9), temos

I1 “

ż 1

0
p|wx||ηx|

r
qpx, tqdx ď CI}ωptq}W 2,r

ż 1

0
|ηx|

r
px, tqdx

isso implica

I1 ď CI}ωptq}W 2,r}ηxptq}
r
Lr . (2.12)

Agora, vamos obter uma estimativa para I2. Do Teorema 1.30, temos

|ηpx, tq| ď }ηptq}L8 ď CI}ηptq}W 1,r

isso acarreta

I2 “

ż 1

0
p|η||ηx|

r´1
|wxx|qpx, tqdx ď CI}ηptq}W 1,r

ż 1

0
p|ηx|

r´1
|wxx|qpx, tqdx

loooooooooooooomoooooooooooooon

“Λ1

.

Usando a Desigualdade de Hölder (Proposição 1.42) em Λ1, com r ą 1 e r1 “ r

r ´ 1 ,
obtemos

I2 ď CI}ηptq}W 1,r

ż 1

0
p|wxx| |ηx|

r´1
qpx, tqdx ď CI}ηptq}W 1,r}ωxxptq}Lr}ηxptq}

r´1
Lr

ď CI}ωptq}W 2,r p}ηptq}Lr ` }ηxptq}Lrq }ηxptq}
r´1
Lr

“ CI}ωptq}W 2,rp}ηxptq}
r
Lr ` }ηxptq}Lr}ηptq}

r´1
Lr

looooooooomooooooooon

“Λ2

q.

Resulta da Desigualdade de Young (Proposição 1.41), com r ą 1 e r1 “ r

r ´ 1 , em Λ2 e
reagrupando os termos que

I2 ď CI}ωptq}W 2,r

„ˆ

r ´ 1
r

˙

}ηptq}rLr `

ˆ

r ` 1
r

˙

}ηxptq}
r
Lr



. (2.13)



Capítulo 2. Teorema Principal 37

Substituindo (2.12) e (2.13) em (2.11), obtemos

d

dt
}ηxptq}

r
Lr ď C}ωptq}W 2,r p}ηptq}rLr ` }ηxptq}

r
Lrq

e concluímos, da Definição 1.27, que

d

dt
}ηxptq}

r
Lr ď C}ωptq}W 2,r}ηptq}rW 1,r quase todo t P r0, T s e r ą 1. (2.14)

Por (2.10) e (2.14) resulta que

d

dt
}ηptq}rW 1,r “

d

dt
p}ηptq}rLr ` }ηxptq}

r
Lrq ď 2C }ωptq}W 2,r}ηptq}rW 1,r

para quase todo t P r0, T s e utilizando a Desigualdade de Gronwall (Proposição 1.45) na
desigualdade acima, deduzimos

}ηptq}rW 1,r ď }η0}
r
W 1,rexp

"

2C
ż T

0
}ωptq}W 2,rdt

*

ď rC @t P r0, T s.

Logo,

sup
0ďtďT

t}ηptq}rW 1,ru ď rC, (2.15)

onde denotamos rC uma constante positiva genérica dependendo somente da norma de ω e
dos parametros de C.

Agora, de (2.14) e (2.15) deduzimos

d

dt
}ηxptq}

r
Lr ď 2C}ωptq}W 2,r}ηptq}rW 1,r ď 2C}ωptq}W 2,r sup

0ďtďT
t}ηptq}rW 1,ru ď rC}ωptq}W 2,r ,

isto é,

d

dt
}ηxptq}

r
Lr ď

rC}ωptq}W 2,r @ t P r0, T s. (2.16)

Integrando (2.16) sobre r0, ts, com t P r0, T s, obtemos

}ηxptq}
r
Lr ď }η0x}

r
Lr `

rC

ż t

0
}ωpsq}W 2,rds,

para todo t P r0, T s. Donde decorre,

lim sup
tÑ0`

}ηxptq}
r
Lr ď }η0x}

r
Lr ,

logo, do Teorema 1.20 acarreta que

lim
tÑ0`

}ηxptq ´ η0x}
r
Lr “ 0.

isso implica na continuidade da ηx em t “ 0.
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Assim, a continuidade de ηx em Lr pr ą 1), para qualquer t, segue desse
resultado e da observação que, para cada t0 P r0, T s fixado, a função

rη “ rηpx, tq “ ηpx,˘t` t0q

é uma solução forte e única para o P.V.I. similar

rηt ` prη rωqx “ 0 e rηpx, 0q “ ηpx, t0q

onde rω “ rωpx, tq “ ˘ωpx,˘t` t0q, para todo px, tq P r0, 1s ˆ r0, T s.

Portanto,
η P Cpr0, T s;W 1,r

q r ą 1.

Lema 2.7. Sejam m,n P Cpr0, 1s ˆ r0, T sq satisfazendo alguma das condições abaixo

‚ 0 ă κ0 ă m e 0 ď n em r0, 1s ˆ r0, T s; (2.17)

ou

‚ 0 ď m ă κ0 e 0 ď n em r0, 1s ˆ r0, T s; (2.18)

ou

‚ 0 ď m e 0 ă n em r0, 1s ˆ r0, T s (2.19)

então
1
δ
ě

1
fpm,nq

ą 0 (2.20)

onde δ é uma constante positiva, fpm,nq :“
a

bpm,nq2 ` a0cpm,nq e

bpm,nq2 ` a0cpm,nq “ pm´ κ0q
2
` 2

a2
g

a2
l

mn`
a4
g

a4
l

n2
` 2κ0

a2
g

a2
l

n, com a0 “
4a2

g

a2
l

.

Demonstração. Já que

bpm,nq2 ` a0cpm,nq “ pm´ κ0q
2
` 2

a2
g

a2
l

mn`
a4
g

a4
l

n2
` 2κ0

a2
g

a2
l

n, com a0 “
4a2

g

a2
l

.

Então, por (2.17), temos

bpm,nq2 ` a0cpm,nq “ pm´ κ0q
2

loooomoooon

ą 0

` 2
a2
g

a2
l

mn
loomoon

ě 0

`
a4
g

a4
l

n2

loomoon

ě 0

` 2κ0
a2
g

a2
l

n
loomoon

ě 0

ùñ bpm,nq2 ` a0cpm,nq ą 0 ùñ
a

bpm,nq2 ` a0cpm,nq ą 0.
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Por (2.18), temos

bpm,nq2 ` a0cpm,nq “ pm´ κ0q
2

loooomoooon

ą 0

` 2
a2
g

a2
l

mn
loomoon

ě 0

`
a4
g

a4
l

n2

loomoon

ě 0

` 2κ0
a2
g

a2
l

n
loomoon

ě 0

ùñ bpm,nq2 ` a0cpm,nq ą 0 ùñ
a

bpm,nq2 ` a0cpm,nq ą 0.

Por (2.19), temos

bpm,nq2 ` a0cpm,nq “ pm´ κ0q
2

loooomoooon

ě 0

` 2
a2
g

a2
l

mn
loomoon

ě 0

`
a4
g

a4
l

n2

loomoon

ą 0

` 2κ0
a2
g

a2
l

n
loomoon

ą 0

ùñ bpm,nq2 ` a0cpm,nq ą 0 ùñ
a

bpm,nq2 ` a0cpm,nq ą 0.

Portanto, em qualquer caso,
a

bpm,nq2 ` a0cpm,nq ą 0 em r0, 1s ˆ r0, T s e com a0 “
4a2

g

a2
l

.

E, sendo n, m são funções contínuas em r0, 1s ˆ r0, T s, então a função

fpm,nq :“
a

bpm,nq2 ` a0cpm,nq ą 0, com a0 “
4a2

g

a2
l

,

é contínua em r0, 1s ˆ r0, T s. Logo, existe uma constante δ ą 0 tal que

fpm,nq ě δ ą 0 ùñ
1
δ
ě

1
fpm,nq

ą 0.

Lema 2.8. Sejam m,n P Cpr0, 1s ˆ r0, T sq satisfazendo alguma das condições abaixo

•

κ0 ă C1 ď m ď
C1C2

C1
, e 0 ď n ď

C1C3

C1
em r0, 1s ˆ r0, T s; (2.21)

ou

•

0 ď m ď C4 ă κ0, e 0 ď n ď
C4C5

C4
em r0, 1s ˆ r0, T s; (2.22)

ou

•

0 ď m ď C6e, e 0 ă C7

e
ď n ď C8e em r0, 1s ˆ r0, T s; (2.23)
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m “ αlρl, n “ αgρg satisfazendo αl ` αg “ 1 e P satifazendo (4) e (5). Então

|αjpm,nq ´ αjprm, rnq| ď λ1 p|m´ rm| ` |n´ rn|q , (2.24)

onde j “ l, g, λ1 é uma constante positiva e n “ npx, tq, rn “ npx, sq, m “ mpx, tq

rm “ mpx, sq para todo px, tq, px, sq P r0, 1s ˆ r0, T s.

Demonstração. Denote

n “ npx, tq, rn “ npx, sq e m “ mpx, tq, rm “ mpx, sq

para todos px, tq, px, sq P r0, 1s ˆ r0, T s. Pela definição de αl, temos

|αlpm,nq ´ αlprm, rnq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m

ρlpm,nq
´

rm

ρlprm, rnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

m´ rm

ρlpm,nq

˙

`

ˆ

rm

ρlpm,nq ρlprm, rnq

˙

rρlprm, rnq ´ ρlpm,nqs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|m´ rm|

|ρlpm,nq|
`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rm

ρlpm,nq ρlprm, rnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|ρlpm,nq ´ ρlprm, rnq|. (2.25)

Como rm é uma função limitada em r0, 1s ˆ r0, T s e ρl ě κ0 ą 0 [ver (4)], então

1
|ρlprm, rnq|

ď
1
κ0

e
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rm

ρlpm,nq ρlprm, rnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
M

κ2
0

(2.26)

onde M é uma constante positiva. Substituindo (2.26) em (2.25), obtemos

|αlpm,nq ´ αlprm, rnq| ď
1
κ0
|m´ rm| `

M

κ2
0
|ρlpm,nq ´ ρlprm, rnq|.

Sendo ρl “ ρl,0 `
P ´ p0

a2
l

, então

|ρlpm,nq ´ ρlprm, rnq| “
1
a2
l

|P pm,nq ´ P prm, rnq|.

Isso implica que

|αlpm,nq ´ αlprm, rnq| ď
1
κ0
|m´ rm| `

M

pκ0alq2
|P pm,nq ´ P prm, rnq|. (2.27)

Afirmamos que

|P pm,nq ´ P prm, rnq| ď a2
l |m´ rm| ` a2

g

ˆ

δ ` κ0

δ

˙

|n´ rn|.
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De fato, pela definição de P [ver (5)], temos

|P pm,nq ´ P prm, rnq| “
a2
l

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pm´ rmq `
a0

4 pn´ rnq ` fpm,nq ´ fprm, rnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
a2
l

2

”

|m´ rm| `
a0

4 |n´ rn| ` |fpm,nq ´ fprm, rnq|
ı

.

Agora, usando definição da função f , multiplicando e dividindo por fpm,nq ` fprm, rnq e
arranjando os termos, resulta que

|fpm,nq ´ fprm, rnq| “ |I3 ` a0I4| ď |I3| ` a0|I4|, (2.28)

onde

I3 “:
ˆ

bpm,nq ` bprm, rnq

fpm,nq ` fprm, rnq

˙

pbpm,nq ´ bprm, rnqq e I4 “: cpm,nq ´ cprm, rnq
fpm,nq ` fprm, rnq

.

Como a0cpm,nq ě 0, temos que fpm,nq ě bpm,nq e fprm, rnq ě bprm, rnq. Então

|I3| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

bpm,nq ` bprm, rnq

fpm,nq ` fprm, rnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

looooooooooomooooooooooon

ď1

|bpm,nq ´ bprm, rmq| ď |bpm,nq ´ bprm, rnq| (2.29)

e por (2.20)[ver Lema 2.18] , temos

|I4| “
|cpm,n´ cprm, rnq|

|fpm,nq ` fprm, rnq|
ď
|cpm,nq ´ cprm, rnq|

2δ . (2.30)

Substituindo (2.29) e (2.30) em (2.28), obtemos

|fpm,nq ´ fprm, rnq| ď |bpm,nq ´ bprm, rnq| `
a0

2δ |cpm,nq ´ cprm, rnq| (2.31)

e pela definição de b e c [ver (6)] deduzimos

|fpm,nq ´ fprm, rnq| ď |m´ rm| `
´a0

4 `
a0κ0

2δ

¯

|n´ rn|. (2.32)

Consequentemente,

|P pm,nq ´ P prm, rnq| ď
a2
l

2

”

|m´ rm| `
a0

4 |n´ rn| ` |fppm,nq ´ fprm, rnq|
ı

ď
a2
l

2

”

2|m´ rm| `
´a0

2 `
a0κ0

2δ

¯

|n´ rn|
ı

.

Usando que a0 “
4a2

g

a2
l

obtemos

|P pm,nq ´ P prm, rnq| ď a2
l |m´ rm| ` a2

g

ˆ

δ ` κ0

δ

˙

|n´ rn|. (2.33)
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Por fim, de (2.27) e (2.33) concluímos

|αlpm,nq ´ αlprm, rnq| ď
1
κ0
|m´ rm| `

M

κ2
0
|m´ rm| `

M a2
g

κ2
0a

2
l

ˆ

δ ` κ0

δ

˙

|n´ rn|

ď

ˆ

1
κ0
`
M

κ2
0

˙

|m´ rm| `
M a2

g

κ2
0a

2
l

ˆ

δ ` κ0

δ

˙

|n´ rn|. (2.34)

Logo,

|αlpm,nq ´ αlprm, rnq| ď λ1 p|m´ rm| ` |n´ rn|q (2.35)

e sendo αl ` αg “ 1, deduzimos

|αgpm,nq ´ αgprm, rnq| ď λ1 p|m´ rm| ` |n´ rn|q

com λ1 “ max
"ˆ

1
κ0
`
M

κ2
0

˙

,
M a2

gpδ ` κ0q

κ2
0 a

2
l δ

*

. Isso prova a desigualdade (2.24).

Lema 2.9. Sob as hipóteses do Lema 2.8, temos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bρgpm,nq

Bm
´
Bρgprm, rnq

Bm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď λ2 p|m´ rm| ` |n´ rn|q (2.36)

e
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bρgpm,nq

Bn
´
Bρgprm, rnq

Bn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď λ2 p|m´ rm| ` |n´ rn|q (2.37)

onde λi é uma constante positiva com i “ 1, 2 e n “ npx, tq, rn “ npx, sq, m “ mpx, tq

rm “ mpx, sq para todo px, tq, px, sq P r0, 1s ˆ r0, T s.

Demonstração. De (2.5) e da definição da função f , temos

Bρgpm,nq

Bm
“

a2
l

2a2
g

ˆ

1` bpm,nq

fpm,nq

˙

,
Bρgpm,nq

Bn
“

1
2

ˆ

1` bpm,nq ` 2κ0

fpm,nq

˙

.

Daí segue-se
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bρgpm,nq

Bm
´
Bρgprm, rnq

Bm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
a2
l

2a2
g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

bpm,nq

fpm,nq
´
bprm, rnq

fprm, rnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
a2
l

2a2
g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

bpm,nq ´ bprm, rnq

fpm,nq
`

ˆ

bprm, rnq

fpm,nq fprm, rnq

˙

rfprm, rnq ´ fpm,nqs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
a2
l

2a2
g

«

|bpm,nq ´ bprm, rnq|

|fpm,nq|
`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

bprm, rnq

fpm,nq fprm, rnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|fprm, rnq ´ fpm,nq|

ff

. (2.38)
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Sendo m e n funções limitadas em r0, 1s ˆ r0, T s, a função bpm,nq é limitada
em r0, 1s ˆ r0, T s, ou seja, existe uma constante positiva M tal que

|bpm,nq| ďM.

Logo, de (2.20)[ver Lema 2.18] decorre
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

bprm, rnq

fpm,nq fprm, rnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
M

δ2 . (2.39)

Substituindo (2.20)[ver Lema 2.18] e (2.39) em (2.38), obtemos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bρgpm,nq

Bm
´
Bρgprm, rnq

Bm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
a2
l

2a2
g δ
|bpm,nq ´ bprm, rnq| `

a2
lM

2a2
g δ

2 |fprm, rnq ´ fpm,nq|

e usando as definições de b e c, (2.32) [ver Lema 2.8] e a0 “ 4
a2
g

al
no lado direito da

desigualdade acima, deduzimos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bρgpm,nq

Bm
´
Bρgprm, rnq

Bm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ

a2
l

2a2
g δ
`

a2
lM

2a2
g δ

2

˙

loooooooooomoooooooooon

M1

|m´ rm| `

ˆ

M

δ2

ˆ

1
2 `

κ0

δ

˙

`
1
2δ

˙

looooooooooooomooooooooooooon

M2

|n´ rn|

ďM1 |m´ rm| `M2 |n´ rn|

donde segue (2.36) com λ2 “ maxtM1,M2u.

Com um argumento similar ao utilizado para mostrar (2.36), obtem-se (2.37).

Lema 2.10. Se m,n P Cpr0, T s;W 1,r
q r ą 1, ul, ug satisfazendo

#

µgrugsxx “ αg Px ` n g,

µlrulsxx “ αl Px `m g
(2.40)

em quase todo p0, 1q ˆ p0, T q, com uip0, tq “ uip1, tq “ 0 para quase todo t P r0, T s,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C e

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C, (2.41)

então

uiptq P W
2,r
XW 1,r

0

para quase todo t P r0, T s e i “ l, g e r ą 1.
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Demonstração. De (2.40), temos

rulsxpx, tq “
1
µl

ż x

0
pαlPξ `m gq pξ, tq dξ ` h1 com h1 P R.

Daí segue-se que

ulpx, tq “
1
µl

ż x

0

ż y

0
pαlPξ `m gq pξ, tq dξdy ` h1x` h2 com h1, h2 P R. (2.42)

Utilizando as condições ulp0, tq “ ulp1, tq “ 0 em (2.42), obtemos

0 “ ulp0, tq “
1
µl

ż 0

0

ż y

0
pαlPξ `m gq pξ, tq dξdy ` h2

0 “ ulp1, tq “
1
µl

ż 1

0

ż y

0
pαlPξ `m gq pξ, tq dξdy ` h1 ` h2

o que implica

h1 “ ´
1
µl

ż 1

0

ż y

0
pαlPξ `m gq pξ, tq dξdy e h2 “ 0.

Portanto,

ulpx, tq “
1
µl

ż x

0

ż y

0
pαlPξ `m gq pξ, tq dξdy ´

1
µl
x

ż 1

0

ż y

0
pαlPξ `m gq pξ, tq dξdy (2.43)

e

rulsxpx, tq “
1
µl

ż x

0
pαlPξ `m gq pξ, tq dξ ´

1
µl

ż 1

0

ż y

0
pαlPξ `m gq pξ, tq dξdy. (2.44)

De (2.40)2, temos

}µlrulsxxptq}
r
Lr “

ż 1

0
|µlrulsxx|

r
px, tqdx “

ż 1

0
|αlPx `m g|rpx, tqdx

ď

ż 1

0
p|αlPx| ` |m| gq

r
px, tqdx

e utilizando Lema 1.39 no lado direito da desigualdade acima, segue

}µlrulsxxptq}
r
Lr ď C

„
ż 1

0
p|αl| |Px|q

r
px, tqdx`

ż 1

0
|m|rpx, tqdx



.

Agora, como |αl| ď 1, resulta

}µlrulsxxptq}
r
Lr ď C r}Pxptq}

r
Lr ` }mptq}

r
Lrs (2.45)

para todo px, tq P r0, 1s ˆ r0, T s.

Como P “ P pm,nq [ver pág. 11, eq. (5)], temos

Px “
BP

Bm
pm,nq mx `

BP

Bn
pm,nq nx.
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Usando (2.41) e pelo Lema 1.39, resulta

|Px|
r
ď Cr

p|mx| ` |nx|q
r
ď p2Cqr p|mx|

r
` |nx|

r
q .

Daí
ż 1

0
|Px|

r
px, tqdx ď p2Cqr

ˆ
ż 1

0
|mx|

r
px, tqdx`

ż 1

0
|nx|

r
px, tqdx

˙

e, assim,

}Pxptq}
r
Lr ď C p}mxptq}

r
Lr ` }nxptq}

r
Lrq , (2.46)

para todo px, tq P r0, 1s ˆ r0, T s.

De (2.45) e (2.46), obtemos

}µlrulsxxptq}
r
Lr ď C p}nxptq}

r
Lr ` }mptq}

r
W 1,rq . (2.47)

Logo, como m,n P C
`

r0, T s;W 1,r˘, segue-se

rulsxxptq P L
r

ñ |µlrulsxx|
r
ptq “ |αlPx `m g|rptq P L1 (2.48)

para todo t P r0, T s.

Por (2.44), obtemos

}rulsxptq}
r
Lr “

ż 1

0
|rulsx|

r
px, tqdx ď

ż 1

0

˜

1
µl

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0
pαlPξ `m gqpξ, tqdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`
1
µl

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

ż y

0
pαlPξ `m gqpξ, tqdξdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¸r

dx

e aplicando o Lema 1.39 no lado direito da desigualdade acima, resulta

}rulsxptq}
r
Lr ď Cµ

ż 1

0

˜
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0
pαlPξ `m gqpξ, tqdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

ż y

0
pαlPξ `m gqpξ, tqdξdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r¸

dx

onde Cµ é uma constante positiva dependente de µl.

Agora, pela Desigualdade de Jensen (Proposição 1.43), usando a função ηpξq “ 1,
para todo ξ P r0, 1s e (2.48), temos

}rulsxptq}
r
Lr ď Cµ

ż 1

0

ˆ
ż x

0
|αlPξ `m g|rpξ, tqdξ `

ż 1

0

ż y

0
|αlPξ `m g|rpξ, tqdξdy

˙

dx

ď Cµ

ˆ
ż 1

0

ż 1

0
|αlPξ `m g|rpξ, tqdξdx`

ż 1

0

ż 1

0

ż 1

0
|αlPξ `m g|rpξ, tqdξdydx

˙

“ Cµ }pαlPx `m gqptq}rLr ,
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para todo t P r0, T s. E pela Desigualdade de Poincaré (Teorema 1.35), obtemos

}ulptq}
r
W 1,r ď }rulsxptq}

r
Lr ď Cµ }pαlPx `m gqptq}rLr , (2.49)

para todo t P r0, T s.

De (2.46) e |αl| ď 1, temos

}pαlPxqptq}
r
Lr “

ż 1

0
p |αl|

r
loomoon

ď1

|Px|
r
qpx, tqdx ď

ż 1

0
|Px|

r
px, tqdx ď C p}mxptq}

r
Lr ` }nxptq}

r
Lrq

o que implica

}ulptq}W 1,r ď Cµ }pαlPx `m gqptq}Lr ď Cµ p}pαlPxqptq}Lr ` }mptq}Lrq

ď Cµ p}mptq}
r
W 1,r ` }nxptq}

r
Lrq , (2.50)

para todo t P r0, T s.

Portanto de (2.47) e (2.50),

}ulptq}W 2,r ď Cµ p}mptq}W 1,r ` }nxptq}Lrq . (2.51)

onde t P r0, T s e Cµ uma constante positiva dependendo de µl. Similarmente,

}ugptq}W 2,r ď Cµ p}mxptq}Lr ` }nptq}W 1,rq (2.52)

onde t P r0, T s e Cµ uma constante positiva dependendo de µg.

Assim, por (2.51), (2.52), e m,n P C
`

r0, T s;W 1,r˘, segue-se

ulptq, ugptq P W
2,r

e como uip1, tq “ uip0, tq “ 0 , i “ l, g, concluímos

ulptq, ugptq P W
2,r
XW 1,r

0 r ą 1

para quase todo t P r0, T s.

Lema 2.11. Sob as hipóteses Lema 2.10, temos

ul, ug P Cpr0, T s;W 2,r
XW 1,r

0 q r ą 1.

Demonstração. Para simplificar a notação, denotaremos por

n “ npx, tq, rn “ npx, sq e m “ mpx, tq, rm “ mpx, sq

para todo px, tq, px, sq P r0, 1s ˆ r0, T s.
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Da equação (2.40), temos

|µlrulpx, tq ´ ulpx, sqsxx| “ |pm´ rmq g ` αlpm,nqPxpm,nq ´ αlprm, rnqPxprm, rnq|

ď |m´ rm| g ` |αlpm,nq ´ αlprm, rnq||Pxpm,nq| ` |αlprm, rnq||Pxpm,nq ´ Pxprm, rnq|

e como |αlprm, rnq| ď 1, resulta

|µlrulpx, tq ´ ulpx, sqsxx|

ď |m´ rm| g ` |αlpm,nq ´ αlprm, rnq||Pxpm,nq|
looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

:“I5

` |Pxpm,nq ´ Pxprm, rnq|
loooooooooooomoooooooooooon

:“I6

. (2.53)

Primeiro, vamos encontrar uma estimativa para I6. Sabemos que

Pxpm,nq “
BP pm,nq

Bm
mx `

BP pm,nq

Bn
nx “ a2

g

Bρgpm,nq

Bm
mx ` a

2
g

Bρgpm,nq

Bn
nx,

então

I6 “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a2
g

„

Bρg
Bm
pm,nq ´

Bρg
Bm
prm, rnq



mx ` a
2
g

„

Bρg
Bn
pm,nq ´

Bρg
Bn
prm, rnq



nx

` a2
g

Bρg
Bm
prm, rnqrmx ´ rmxs ` a

2
g

Bρg
Bn
prm, rnqrnx ´ rnxs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď a2
g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bρg
Bm
pm,nq ´

Bρg
Bm
prm, rnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|mx| ` a
2
g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bρg
Bn
pm,nq ´

Bρg
Bn
prm, rnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|nx|

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a2
g

Bρg
Bm
prm, rnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

looooooomooooooon

“| BP
Bm
p rm,rnq|

|mx ´ rmx| `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a2
g

Bρg
Bn
prm, rnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

looooooomooooooon

“| BP
Bn
p rm,rnq|

|nx ´ rnx|.

Utilizando o Lema 2.9 [as desigualdades (2.36) e (2.37)] no 1o. e 2o. termos, obtemos

I6 ď p|m´ rm| ` |n´ rn|q pa2
gλ2|mx| ` a

2
gλ3|nx|q `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bm
prm, rnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|mx ´ rmx|

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bn
prm, rnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|nx ´ rnx|

e usando (2.41), concluímos

I6 ď p|m´ rm| ` |n´ rn|q pa2
gλ2|mx| ` a

2
gλ3|nx|q ` Cp|mx ´ rmx| ` |nx ´ rnx|q. (2.54)

Agora, vamos obter uma estimativa para I5. Por (2.41), temos

|Pxpm,nq| ď Cp|mx| ` |nx|q. (2.55)

Logo,

I5 “ |αlpm,nq ´ αlprm, rnq||Pxpm,nq| ď C|αlpm,nq ´ αlprm, rnq|p|mx| ` |nx|q
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e usando Lema 2.8 [a desigualdade (2.24)], com j “ l no lado direito da desigualdade
acima, concluímos

I5 ď λ1C p|m´ rm| ` |n´ rn|q p|mx| ` |nx|q. (2.56)

Por (2.54), (2.56) e (2.53), obtemos

|µlrulpx, tq ´ ulpx, sqsxx| ď C p|m´ rm| ` |n´ rn|q p|mx| ` |nx|q ` Cp|mx ´ rmx| ` |nx ´ rnx|q

onde C é uma constante positiva.

Elevando ambos os lados da desigualdade acima a r ą 1, utilizando o Lema 1.39
e integrando ambos os lados a desigualdades acima sobre r0, 1s, obtemos

}µlrpulqxxptq ´ pulqxxpsqs}
r
Lr ď CΘptqp}mptq ´mpsq}rLr ` }nptq ´ npsq}rLrq

` Cp}mxptq ´mxpsq}
r
Lr ` }nxptq ´ nxpsq}

r
Lrq (2.57)

onde Θptq :“ }mxptq}
r
Lr ` }nxptq}

r
Lr .

Já que m,n P Cpr0, T s;W 1,r
q, então

CΘptq “ Cp}mxptq}
r
Lr ` }nxptq}

r
Lrq ď C

o que implica

}µlrpulqxxptq ´ pulqxxpsqs}
r
Lr

ď Cp}mptq ´mpsq}rLr ` }nptq ´ npsq}rLrq ` Cp}mxptq ´mxpsq}
r
Lr ` }nxptq ´ nxpsq}

r
Lrq.

Portanto,

}pulqxxptq ´ pulqxxpsq}
r
Lr ď

C
pµlqr

p}mptq ´mpsq}rW 1,r ` }nptq ´ npsq}rW 1,rq (2.58)

onde C “ maxtC, Cu é uma constante positiva.

Agora, de (2.44), temos

|µlrulpx, tq ´ ulpx, sqsx| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0
rpαlPξ `m gqpξ, tq ´ pαlPξ `m gqpξ, sqs dξ

´

ˆ
ż 1

0

ż y

0
rpαlPξ `m gqpξ, tq ´ αlPξ `m gqpξ, sqsdξdy

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0
rαlpm,nqPξpm,nq ´ αlprm, rnqPξprm, rnqsdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0
pm´ rmqg dξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

ż y

0
rαlpm,nqPξpm,nq ´ αlprm, rnqPξprm, rnqsdξdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

ż y

0
pm´ rmqg dξdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(2.59)
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e observe que

αlpm,nqPξpm,nq ´ αlprm, rnqPξprm, rnq

“ rαlpm,nq ´ αlprm, rnqsPξpm,nq ` αlprm, rnqrPξpm,nq ´ Pξprm, rnqs. (2.60)

Substituindo (2.60) em (2.59), obtemos

|µlrulpx, tq ´ ulpx, sqsx| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

g

ż x

0
pm´ rmqdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

g

ż 1

0

ż y

0
pm´ rmqdξdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0
prαlpm,nq ´ αlprm, rnqsPξpm,nq ` αlprm, rnqrPξpm,nq ´ Pξprm, rnqsqdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

ż y

0
prαlpm,nq ´ αlprm, rnqsPξpm,nq ` αlprm, rnqrPξpm,nq ´ Pξprm, rnqsqdξdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

g

ż x

0
pm´ rmqdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

g

ż 1

0

ż y

0
pm´ rmqsdξdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0
prαlpm,nq ´ αlprm, rnqsPξpm,nqqdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0
pαlprm, rnqrPξpm,nq ´ Pξprm, rnqsqdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

ż y

0
prαlpm,nq ´ αlprm, rnqsPξpm,nqqdξdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

ż y

0
pαlprm, rnqrPξpm,nq ´ Pξprm, rnqsqdξdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Elevando ambos os lados da desigualdade acima a r ą 1, utilizando o Lema 1.39 e
considerando a função ηpxq “ 1 para todo x P r0, 1s e (2.48), segue da Desigualdade de Jen-
sen (Proposição 1.43) que

|µlrulpx, tq ´ ulpx, sqsx|
r
ď M

ˆ
ż x

0
|pm´ rmq|rdξ `

ż 1

0

ż y

0
|pm´ rmq|rdξdy

`

ż x

0
p|αlpm,nq ´ αlprm, rnq||Pξpm,nq|q

rdξ `

ż x

0
p|αlprm, rnq||Pξpm,nq ´ Pξprm, rnq|q

r dξ

`

ż 1

0

ż y

0
p|αlpm,nq ´ αlprm, rnq||Pξpm,nq|q

rdξdy

`

ż 1

0

ż y

0
p|αlprm, rnq||Pξpm,nq ´ Pξprm, rnq|q

rdξdy

˙

com M uma constante positiva.
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Como |αprm, rnq| ď 1,

|µlrulpx, tq ´ ulpx, sqsx|
r
ď M

ˆ
ż 1

0
|pm´ rmq|rdξ `

ż 1

0

ż 1

0
|pm´ rmq|rdξdy

`

ż 1

0
p|αlpm,nq ´ αlprm, rnq||Pξpm,nq|q

rdξ `

ż 1

0
|Pξpm,nq ´ Pξprm, rnq|

rdξ

`

ż 1

0

ż 1

0
p|αpm,nq ´ αprm, rnq||Pξpm,nq|q

rdξdy `

ż 1

0

ż 1

0
|Pξpm,nq ´ Pξprm, rnq|

rdξdy

˙

“ M
ˆ

}mptq ´mpsq}rLr `

ż 1

0
p|αlpm,nq ´ αlprm, rnq||Pξpm,nq|q

rdξ

`

ż 1

0
|Pξpm,nq ´ Pξprm, rnq|

rdξ

˙

.

Integrando ambos os lados sobre r0, 1s, obtemos

}µlrpulqxpx, tq ´ pulqxpx, sqs}
r
Lr ď M p}mptq ´mpsq}rLr

`

ż 1

0
p|αlpm,nq ´ αlprm, rnq||Pξpm,nq|q

rdξ `

ż 1

0
|Pξpm,nq ´ Pξprm, rnq|

rdξ

˙

(2.61)

onde M é uma constante positiva.

Agora, elevando ambos os lados de (2.54) e (2.56) a r ą 1, usando o Lema 1.39
no lado direito de cada desigualdade e integrando sobre r0, 1s, obtemos

ż 1

0
|Pξpm,nq ´ Pξprm, rnq|

rdx ď K r}mxptq ´mxpsq}
r
Lr ` }nxptq ´ nxpsq}

r
Lr

`Θptqp}mptq ´mpsq}rLr ` }nptq ´ npsq}rLrqs (2.62)

e
ż 1

0
p|αpm,nq ´ αprm, rnq||Pξpm,nq|q

rdξ ď HΘptqp}mptq ´mpsq}rLr ` }nptq ´ npsq}rLrq

(2.63)

onde Θptq :“ }mξptq}
r
Lr ` }nξptq}

r
Lr e K,H são constantes positivas.

Substituindo (2.62) e (2.63) em (2.61), temos

}µlrpulqxptq ´ pulqxpsqs}
r
Lr ď MrΘptqp}mptq ´mpsq}rLr ` }nptq ´ npsq}rLrq

` }mptq ´mpsq}rW 1,r ` }nxptq ´ nxpsq}
r
Lrs,

onde Θptq :“ }mxptq}
r
Lr ` }nxptq}

r
Lr e M “ maxtM,MpK `Hq,MHu.

Logo,

}µlrpulqxptq ´ pulqxpsqs}
r
Lrdx ď MΘptqp}mptq ´mpsq}rW 1,r ` }nptq ´ npsq}rW 1,rq (2.64)
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e sendo }mxptq}Lr e }nxptq}Lr são limitadas por uma constante (poism,n P Cpr0, T s;W 1,r
qq,

então

MΘptq “ Mp}mξptq}
r
Lr ` }nξptq}

r
Lrq ď M (2.65)

onde M é uma constante positiva.

Assim, de (2.64) e (2.65) resulta

}pulqxptq ´ pulqxpsq}
r
Lr ď

M
pµlqr

p}mptq ´mpsq}rW 1,r ` }nptq ´ npsq}rW 1,rq

e pela Desigualdade de Poincaré (Proposição 1.35), segue-se

}ulptq ´ ulpsq}W 1,r ď
M
pµlqr

p}mptq ´mpsq}rW 1,r ` }nptq ´ npsq}rW 1,rq (2.66)

onde M é uma constante positiva.

Por (2.58) e (2.66), temos

}ulptq ´ ulpsq}W 2,r ď

˜

C `M
pµlqr

¸

p}mptq ´mpsq}rW 1,r ` }nptq ´ npsq}rW 1,rq

e por hipótese, m,n P Cpr0, T s;W 1,r
q, segue que

lim
tÑs
}ulptq ´ ulpsq}W 2,r “ 0 ùñ ul P Cpr0, T s;W 2,r

q.

Como ulp1, tq “ ulp0, tq “ 0, quase todo t P r0, T s e ul P Cpr0, T s;W 2,r
q,

concluímos

ul P Cpr0, T s;W 2,r
XW 1,r

0 q r ą 1.

Similarmente,

ug P Cpr0, T s;W 2,r
XW 1,r

0 q r ą 1.

2.3 Demonstração do Teorema Principal
Nesta seção, desenvolvemos completamente a prova do Teorema 2.1. Para

facilitar a compreensão a prova foi dividida em subseções.

Seja

S fi ST0,A1 “
 

v P C
`

r0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0
˘

| }v}Cpr0,T0s;W 2,1q ď AµA1
(

(2.67)
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onde r ą 1, Aµ “ max
"

1
µg
,

1
µl

*

, T0 satisfaz (2.4) e

5CeCI p}m0,x}L1 ` }n0,x}L1 ` 2Cq ` 5g}m0}L1 ` 5g}n0}L1 ď A1,

onde g é a constante de gravidade, e é número de Euler, CI uma constante de imersão de
Sobolev, C é uma constante positiva que depende somente dos dados inicias (8) e outros
parâmetros do modelo conhecidos, mas independente dos coeficientes de viscosidades µl e
µg e A1 ą 0 uma constante que também é independente de µg e µl.

2.3.1 Construção de uma sequência iterativa

Nesta subseção, construímos um sistema de aproximação através de uma
sequência iterativa, seguindo o raciocinio análogo em [9] da seguinte forma:

Seja pu0
l , u

0
gq “ p0, 0q e

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

pnkqt ` pnkuk´1
g qx “ 0,

pmk
qt ` pm

kuk´1
l qx “ 0,

αkgpP
k
qx “ ´nk g ` µgpu

k
gqxx,

αkl pP
k
qx “ ´mk g ` µlpu

k
l qxx, px, tq P p0, 1q ˆ p0, T0q,

(2.68)

com os dados iniciais e as condições de fronteira:

pmk, nkqpx, 0q “ pm0, n0qpxq para x P r0, 1s (2.69)

e

pukl , u
k
gqp0, tq “ pukl , ukgqp1, tq “ p0, 0q para t ě 0, (2.70)

para k P N “ t1, 2, 3, . . .u, αkg “ αgpm
k, nkq, αkl “ αlpm

k, nkq e P k
“ P pmk, nkq.

2.3.2 Boa definição da sequência

Nesta subseção, dedicamos a mostrar os espaços nos quais nk, mk, ukl e ukg estão
definidas e que ukg , ukl P S [ver eq. (2.67)] com k “ 0, 1, 2, 3, . . ..

É imediato que para j “ 0 o resultado é verdadeiro. De fato,

pu0
l , u

0
gq “ p0, 0q P S.

Suponha que o resultado vale para j “ k ´ 1, isto é, puk´1
g , uk´1

l q P S. Então

uk´1
i P Cpr0, T0s;W 2,r

XW 1,r
0 q @k P N e i “ l, g. (2.71)

para todo k P N, r ą 1 e i “ l, g.
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Lema 2.12. Dados uk´1
g , uk´1

l P Cpr0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0 q, então existem nk e mk satisfa-
zendo (2.68)1 e (2.68)2, respectivamente, tais que

mk, nk P Cpr0, T0s;W 1,r
q (2.72)

para todo k P N e r ą 1.

Demonstração. De (2.68)1, temos

nkt px, tq `
`

nkx u
k´1
g

˘

px, tq “ ´
`

nkuk´1
g,x

˘

px, tq.

Pela Regra da Cadeia (Proposição 1.47), resulta

dnk

dτ
pXk

g pτ ;x, tq, τq “ nkτ pX
k
pτ ;x, tq, τq ` nkXk

g
pXk

g pτ ;x, tq, τq
dXk

g

dτ
pτ ;x, tq

“ ´nkpXk
g pτ ;x, tq, τq uk´1

g,Xk
g
pXk

g pτ ;x, tq, τq,

onde Xk
g é a solução da equação característica:

$

’

&

’

%

dXk
g pτ ;x, tq
dτ

“ uk´1
g pXk

g pτ ;x, tq, τq, τ P p0, T0s,

Xk
g pt;x, tq “ x

(2.73)

para cada k P N e px, tq P r0, 1s ˆ r0, T0s. O que implica

dnk

dτ
pXk

g pτ ;x, tq, τq “ ´nkpXk
g pτ ;x, tq, τq uk´1

g,Xk
g
pXk

g pτ ;x, tq, τq

e resolvendo a EDO acima, obtemos

nkpx, tq “ n0
`

Xk
g p0;x, tq

˘

exp
"

´

ż t

0
uk´1
g,Xk

g
pXk

g pτ ;x, tq, τq dτ
*

. (2.74)

Similarmente, temos

mk
px, tq “ m0

`

Xk
l p0;x, tq

˘

exp
"

´

ż t

0
uk´1
l,Xk

l
pXk

l pτ ;x, tq, τq dτ
*

(2.75)

para todo k P N e px, tq P r0, 1sˆr0, T0s, onde Xk
l é a solução de (2.73) com uk´1

g substituido
por uk´1

l .

Para todo t P r0, T0s, temos
ż t

0
uk´1
g,x px, sq ds ď

ż T0

0
}uk´1

g,x psq}L8ds,

e segue de (2.74) que

inf
xPr0,1s

n0pxqexp
#

´

ż T0

0
}uk´1

g,x psq}L8ds

+

ď nkpx, tq ď sup
xPr0,1s

n0pxqexp
#

ż T0

0
}uk´1

g,x psq}L8ds

+

.

(2.76)
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De maneira análoga, para mk,

inf
xPr0,1s

m0pxqexp
#

´

ż T0

0
}uk´1

l,x psq}L8ds

+

ď mk
px, tq ď sup

xPr0,1s
m0pxqexp

#

ż T0

0
}uk´1

l,x psq}L8ds

+

(2.77)

para todo px, tq P r0, 1s ˆ r0, T0s e k P N. Donde decorre,

mk, nk P L8 pr0, 1s ˆ r0, T0sq @k P N (2.78)

e por consequência,

mk, nk P L8 pr0, T0s;Lrq @k P N e r ą 1. (2.79)

Derivando (2.74) com respeito a x e usando a Regra da Cadeia (Proposição 1.47),
respectivamente, obtemos

nkxpx, tq “
dn0pX

k
g p0;x, tqq
dXk

g

BXk
g

Bx
p0;x, tq exp

"

´

ż t

0
uk´1
g,Xk

g
pXk

g pτ ;x, tq, τqdτ
*

` n0pX
k
g p0;x, tqq exp

"

´

ż t

0
uk´1
g,Xk

g
pXk

g pτ ;x, tq, τqdτ
*

loooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooon

nkpx,tq

B

Bx

ˆ

´

ż t

0
uk´1
g,Xk

g
pXk

g pτ ;x, tq, τqdτ
˙

.

(2.80)

Sabendo que Xk
g pτ ;x, tq é solução de (2.73), então pelo Teorema 1.2 temos

que Xk
g pτ ;x, tq é única e suas derivadas parciais com respeito a τ , x, t são contínuas em

r0, T0s ˆ r0, 1s ˆ r0, T0s. Além disso,

B2Xk
g

Bτ Bx
pτ ;x, tq “

B2Xk
g

Bx Bτ
pτ ;x, tq (2.81)

para todo pτ ;x, tq P r0, T0s ˆ r0, 1s ˆ r0, T0s e k P N.

Logo, por (2.73)1 e (2.81), obtemos

B

Bτ

„

BXk
g

Bx
pτ ;x, tq



“
B

Bx

“

uk´1
g pXk

g pτ ;x, tq, τq
‰

“ uk´1
g,Xk

g
pXk

g pτ ;x, tq, τq
BXk

g

Bx
pτ ;x, tq

ùñ
B

Bτ

„

BXk
g

Bx
pτ ;x, tq



“ uk´1
g,Xk

g
pXk

g pτ ;x, tq, τq
BXk

g

Bx
pτ ;x, tq

e daí segue-se

BXk
g

Bx
pτ ;x, tq “ exp

"
ż τ

t

uk´1
g,Xk

g
pXk

g ps;x, tq, sqds
*

, (2.82)

pois
BXk

g

Bx
pt;x, tq “ 1, para todo k P N.
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Utilizando (2.82) e a Proposição 1.48 no 1º e 2º termos do lado direito da
igualdade (2.80), respectivamente, obtemos

nkxpx, tq “
dn0pX

k
g p0;x, tqq
dXk

g

exp
"

´2
ż t

0
uk´1
g,Xk

g
pXk

g pτ ;x, tq, τqdτ
*

´ nkpx, tq

ż t

0
uk´1
g,Xk

gX
k
g
pXk

g pτ ;x, tq, τq
BXk

g pτ ;x, tqq
Bx

dτ. (2.83)

De maneira análoga, para mk, temos

mk
xpx, tq “

dm0pX
k
l p0;x, tqq
dXk

l

exp
"

´2
ż t

0
uk´1
l,Xk

l
pXk

l pτ ;x, tq, τqdτ
*

´mk
px, tq

ż t

0
uk´1
l,Xk

l
Xk
l
pXk

l pτ ;x, tq, τq BX
k
l pτ ;x, tqq
Bx

dτ. (2.84)

De (2.83), obtemos

}nkxptq}
r
Lr ď

ż 1

0

˜
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dn0pX
k
g p0;x, tqq
dXk

g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

exp
"

´2
ż t

0
uk´1
g,Xk

g
pXk

g pτ ;x, tq, τqdτ
*

` |nkpx, tq|

ż t

0
|uk´1
g,Xk

gX
k
g
pXk

g pτ ;x, tq, τq|
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BXk
g pτ ;x, tqq
Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dτ

¸r

dx.

e por (2.78) resulta que

}nkxptq}
r
Lr ď

ż 1

0

˜
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dn0pX
k
g p0;x, tqq
dXk

g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

exp
"

´2
ż t

0
uk´1
g,Xk

g
pXk

g pτ ;x, tq, τqdτ
*

` }nk}L8pr0,1sˆr0,T0sq

ż t

0
|uk´1
g,Xk

gX
k
g
pXk

g pτ ;x, tq, τq|
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BXk
g pτ ;x, tqq
Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dτ

¸r

dx. (2.85)

para todo t P r0, T0s, k P N e r ą 1.

Agora,

• Se t ă τ , então
ż τ

t

uk´1
g,x px, sqds ď

ż τ

t

}uk´1
g,x psq}L8ds;

• Se τ ă t, então

´

ż t

τ

uk´1
g,x px, sqds ď

ż t

τ

}uk´1
g,x psq}L8ds.

Das duas desigualdades acima e de (2.82), concluímos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BXk
g pτ ;x, tq
Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď exp
"
ż τ

t

}uk´1
g,Xk

g
psq}L8ds

*

(2.86)
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e além disso,

´2
ż t

0
uk´1
g,x px, sqds ď

ż T0

0
}uk´1

g,x psq}L8ds (2.87)

para todo px, tq P r0, 1 s ˆ r0, T0s e k P N.

Segue de (2.85), (2.86) e (2.87) que

}nkxptq}
r
Lr ď

ż 1

0

˜

exp
"
ż T0

0
}uk´1

g,Xk
g
psq}L8ds

*

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dn0pX
k
g p0;x, tqq
dXk

g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`exp
"
ż τ

t

}uk´1
g,Xk

g
psq}L8ds

*

}nk}L8pr0,1sˆr0,T0sq

ż t

0
|uk´1
g,Xk

gX
k
g
pXk

g pτ ;x, tq, τq| dτ
˙r

dx

ď

ˆ

exp
"
ż T0

0
}uk´1

g,Xk
g
ptq}L8dt

*˙r ż 1

0

˜ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dn0pX
k
g p0;x, tqq
dXk

g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` }nk}L8pr0,1sˆr0,T0sq

ż t

0
|uk´1
g,Xk

gX
k
g
pXk

g pτ ;x, tq, τq|dτ
˙r

dx.

E usando o Lema 1.39 obtemos

}nkxptq}
r
Lr ď

ˆ

2 exp
"
ż T0

0
}uk´1

g,Xk
g
ptq}L8dt

*˙r ż 1

0

˜
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dn0pX
k
g p0;x, tqq
dXk

g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r

`
`

}nk}L8pr0,1sˆr0,T0sq

˘r
ˆ
ż t

0
|uk´1
g,Xk

gX
k
g
pXk

g pτ ;x, tq, τq| dτ
˙r˙

dx

para todo t P r0, T0s, k P N e r ą 1.

Por (2.71), tem-se

uk´1
g ptq P W 2,r

ñ uk´1
g,xxptq P L

r
ñ |uk´1

g,xx|
r
ptq P L1

@ t P r0, T0s, k P N e r ą 1

e usando a função ηpxq “ 1, para todo x P r0, 1s, resulta da Desigualdade de Jensen
(Proposição 1.43) que

}nkxptq}
r
Lr ď

ˆ

2 exp
"
ż T0

0
}uk´1

g,Xk
g
ptq}L8dt

*˙r
˜

ż 1

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dn0pX
k
g p0;x, tqq
dXk

g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r

dx

`
`

}nk}L8pr0,1sˆr0,T0sq

˘r
C

ż 1

0

ż t

0
|uk´1
g,Xk

gX
k
g
pXk

g pτ ;x, tq, τq|rdτ dx
˙

@t P r0, T0s, k P N

e onde C é uma constante positiva independente de t e k.

Empregando o fato que o fluxo preserva a medida e pelo Teorema de Fubini
(Teorema 1.49), obtém-se

}nkxptq}
r
Lr ď

ˆ

2 exp
"
ż T0

0
}uk´1

g,x ptq}L8dt

*˙r

p}n0,x}
r
Lr

`
`

}nk}L8pr0,1sˆr0,T0sq

˘r
C

ż t

0
}uk´1

g,xxpτq}
r
Lrdτ

˙

(2.88)
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para todo t P r0, T0s, k P N e r ą 1. E dado que n0 P W
1,r(hipótese geral) e uk´1

g P

C
`

r0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0
˘

[Ver (2.71)], concluímos de (2.88) que

nkx P L
8
pr0, T0s;Lrq @k P N e r ą 1. (2.89)

Assim, por (2.79) e (2.89), obtemos

nk P L8pr0, T0s;W 1,r
q @k P N e r ą 1

e similarmente,

mk
P L8pr0, T0s;W 1,r

q @k P N e r ą 1.

Agora, observe que as hipóteses do Lema 2.6 são todas satisfeitas, pois:
m0, n0 P W 1,r(hipótese geral), vale uk´1

l , uk´1
g P C

`

r0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0
˘

[Ver (2.71)] e,
por (2.74) e (2.75), nk e mk satisfazem as equações (2.68)1 e (2.68)2, respectivamente, com
nk,mk

P L8pr0, T0s;W 1,r
q para todo k P N. Donde resulta

nk,mk
P C

`

r0, T0s;W 1,r˘

para todo k P N e r ą 1.

Lema 2.13. Para todo px, tq P r0, 1s ˆ r0, T0s e k P N:

• Sob a hipótese (2.1), temos

κ0 ă C1 ď mk
ď
C1C2

C1
, e 0 ď nk ď

C1C3

C1
(2.90)

onde C1 P pκ0, C1q e T0 ď T1.

• Sob a hipótese (2.2), temos

0 ď mk
ď C4 ă κ0, e 0 ď nk ď

C4C5

C4
(2.91)

onde C4 P pC4, κ0q e T0 ď T1.

• Sob a hipótese (2.3), temos

0 ď mk
ď C6e, e C7

e
ď nk ď C8e (2.92)

onde T0 ď T1.
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Além disso, existe uma constante C ą 0 independente de k, T0, Aµ e A1 tal que
$

’

’

’

&

’

’

’

%

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP pmk, nkq

Bmk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8pr0,1sˆr0,T0sq

ď C,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP pmk, nkq

Bnk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8pr0,1sˆr0,T0sq

ď C

}mk
}L8pr0,1sˆr0,T0sq ď C e }nk}L8pr0,1sˆr0,T0sq ď C

(2.93)

onde T0 satisfaz (2.4).

Demonstração. Já que uk´1
l , uk´1

g P S [ver pág. 49, eq. (2.67)], então

}uk´1
i,x ptq}L8 ď CI}u

k´1
i,x ptq}W 1,1 ď CI}u

k´1
i ptq}W 2,1 ď CIAµA1 (2.94)

para todo t P r0, T0s, i “ g, l e onde CI uma constante positiva de imersão.

Sob a hipótese (2.1), temos

C1 expt´CIAµA1T0u ď mk
ď C2 exptCIAµA1T0u, e 0 ď nk ď C3 exptCIAµA1T0u

em r0, 1s ˆ r0, T0s, onde utilizamos (2.76) , (2.77) e (2.94). Nesse caso, como

T0 ď
1

CIAµA1
log

ˆ

C1

C1

˙

fi T1 (2.95)

para C1 P pκ0, C1q, obtemos

κ0 ă C1 ď mk
ď
C1C2

C1
, e 0 ď nk ď

C1C3

C1
em r0, 1s ˆ r0, T0s,

onde T0 ď T1.

Sob a hipótese (2.2), temos

0 ď mk
ď C4 exptCIAµA1T0u, e 0 ď nk ď C5 exptCIAµA1T0u

em r0, 1s ˆ r0, T0s, onde utilizamos (2.76) , (2.77) e (2.94). Nesse caso, como

T0 ď
1

CIAµA1
log

ˆ

C4

C4

˙

fi T1 (2.96)

para C4 P pC4, κ0q, então

0 ď mk
ď C4 ă κ0, e 0 ď nk ď

C4C5

C4
em r0, 1s ˆ r0, T0s,

onde T0 ď T1.

Sob a hipótese (2.3), temos

0 ď mk
ď C6 exptCIAµA1T0u, e C7 expt´AµA1T0u ď nk ď C8 exptAµA1T0u
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em r0, 1s ˆ r0, T0s, onde utilizamos (2.76) , (2.77) e (2.94). Nesse caso, como

T0 ď
1

CIAµA1
fi T1, (2.97)

então

0 ď mk
ď C6e, e C7

e
ď nk ď C8e em r0, 1s ˆ r0, T0s,

onde T0 ď T1.

Segue de (2.90), (2.91) e (2.92) que mk e nk são funções limitadas em
r0, 1s ˆ r0, T0s. Daí, existe C ą 0 tal que

}mk
}L8pr0,1sˆr0,T0sq ď C e }nk}L8pr0,1sˆr0,T0sq ď C

onde T0 satisfaz (2.95), (2.96) ou (2.97) e C é uma constante positiva que é independente
de k, T0, Aµ e A1.

De P pmk, nkq “ a2
gρgpm

k, nkq e de (2.5), resulta

BP pmk, nkq

Bmk
“
a2
l

2

¨

˝1` bk
b

pbkq2 `
4cka2

g

a2
l

˛

‚.

E, já que bk ď

d

pbkq2 `
4cka2

g

a2
l

, então

bk
b

pbkq2 `
4cka2

g

a2
l

ď 1 ñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP pmk, nkq

Bmk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď a2
l

para todo px, tq P r0, 1s ˆ r0, T0s. Assim, obtemos a seguinte estimativa
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP pmk, nkq

Bmk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8pr0,1sˆr0,T0sq

ď C

onde T0 satisfaz (2.95), (2.96) ou (2.97) e C é uma constante positiva que é independente
de k, T0, Aµ e A1.

Além disso, de P pmk, nkq “ a2
gρgpm

k, nkq e de (2.5), obtemos

BP pmk, nkq

Bnk
“
a2
g

2

¨

˝1` bk ` 2κ0
b

pbkq2 `
4cka2

g

a2
l

˛

‚.

Pelo Lema 2.7, temos

1
δ
ě

1
b

pbkq2 `
4cka2

g

a2
l

ą 0.
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E sob as hipóteses (2.1)-(2.3) as funções mk e nk são limitadas em r0, 1s ˆ r0, T0s, então

bk ` 2κ0 “ mk
`
a2
g

a2
l

nk ` κ0

é limitada em r0, 1s ˆ r0, T0s, isto é, existe θ ą 0 tal que

|bk ` 2κ0| ď θ em r0, 1s ˆ r0, T0s. (2.98)

Logo,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP pmk, nkq

Bnk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
a2
g

2

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1` |bk ` 2κ0|
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b

pbkq2 `
4cka2

g

a2
l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˛

‹

‹

‹

‹

‚

ď
a2
g

2

ˆ

1` θ

δ

˙

para todo px, tq P r0, 1s ˆ r0, T0s e daí, podemos obter a seguinte estimativa
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP pmk, nkq

Bnk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8pr0,1sˆr0,T0sq

ď C

onde T0 satisfaz (2.95), (2.96) ou (2.97) e C é uma constante positiva que é independente
de k, T0, Aµ e A1.

Portanto, existe C é uma constante positiva independente de k, T0, Aµ e A1

tal que
$

’

’

’

&

’

’

’

%

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP pmk, nkq

Bmk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8pr0,1sˆr0,T0sq

ď C,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP pmk, nkq

Bnk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8pr0,1sˆr0,T0sq

ď C

}mk
}L8pr0,1sˆr0,T0sq ď C e }nk}L8pr0,1sˆr0,T0sq ď C

onde T0 satisfaz (2.95), (2.96) ou (2.97).

Lema 2.14. Se mk, nk P Cpr0, T0s;W 1,r
q r ą 1, então existem ukg e ukl satisfazendo (2.68)3

e (2.68)4, respectivamente, tais que

ukg , u
k
l P S

para todo k P N.

Demonstração. Com um argumento análogo ao utilizado em (2.43), obtemos

ukgpx, tq “
1
µg

ż x

0

ż y

0

`

αkgP
k
ξ ` n

kg
˘

pξ, tq dξdy ´
1
µg
x

ż 1

0

ż y

0

`

αkgP
k
ξ ` n

kg
˘

pξ, tq dξdy
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e

ukl px, tq “
1
µl

ż x

0

ż y

0

`

αkl P
k
ξ `m

kg
˘

pξ, tq dξdy ´
1
µl
x

ż 1

0

ż y

0

`

αkl P
k
ξ `m

kg
˘

pξ, tq dξdy

para todo px, tq P r0, 1s ˆ r0, T0s e k P N.

Note que ukg e ukl satisfazem (2.68)3 e (2.68)4, respectivamente, sendo que
pukg , u

k
l qp0, tq “ pukg , u

k
l qp1, tq “ p0, 0q, para todo t P r0, T0s. Do Lema 2.13 [ver (2.93)1],

resulta
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP pmk, nkq

Bnk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C e
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP pmk, nkq

Bmk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C @px, tq P r0, 1s ˆ r0, T0s, k P N

e além disso, como mk, nk P Cpr0, T0s;W 1,r
q, segue dos Lemas 2.10 e 2.11 que

ukg P Cpr0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0 q @k P N e r ą 1

e similarmente, temos

ukl P Cpr0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0 q @k P N e r ą 1.

Portanto,

ukg , u
k
l P Cpr0, T0s;W 2,r

XW 1,r
0 q (2.99)

para todo k P N e r ą 1.

Agora, vamos obter as estimativas para }uki }Cpr0,T0s;W 2,1q com i “ l, g. Derivando
ukgpx, tq com relação a variável x, obtém-se

ukg,xpx, tq “
1
µg

ż x

0
pαkgP

k
ξ ` n

kgqpξ, tq dξ ´
1
µg

ż 1

0

ż y

0
pαkgP

k
ξ ` n

kgqpξ, tq dξdy (2.100)

para todo px, tq P r0, 1s ˆ 0, T0s e k P N. Daí segue-se que

}ukg,xptq}L1 “

ż 1

0
|ukg,xpx, tq| dx ď

1
µg

ż 1

0

˜ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0
pαkgP

k
ξ ` n

kgqpξ, tq dξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¸

dx `

`
1
µg

ż 1

0

˜ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

ż y

0
pαkgP

k
ξ ` n

kgqpξ, tq dξdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¸

dx

ď
1
µg

ż 1

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0
pαkgP

k
ξ ` n

kgqpξ, tqdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx`
1
µg

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

ż y

0
pαkgP

k
ξ ` n

kgqpξ, tqdξdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1
µg

ˆ
ż 1

0

ż x

0
|αkgP

k
ξ ` n

kg|pξ, tq dξdx`

ż 1

0

ż y

0
|αkgP

k
ξ ` n

kg|pξ, tqdξdy

˙

ď
1
µg

ˆ
ż 1

0

ż 1

0
|αkgP

k
ξ ` n

kg|pξ, tq dξdx`

ż 1

0

ż 1

0
|αkgP

k
ξ ` n

kg|pξ, tqdξdy

˙

“
2
µg
}pαkgP

k
ξ ` n

kgqptq}L1 ùñ }ukg,xptq}L1 ď
2
µg
}pαkgP

k
ξ ` n

kgqptq}L1 @t P r0, T0s.
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Pela Desigualdade de Poincaré (Teorema 1.35), obtemos

}ukgptq}W 1,1 ď
2
µg
}pαkgP

k
ξ ` n

kgqptq}L1

e por (2.68)3, temos

}pukgqxxptq}L1 “
1
µg
}pαkgP

k
x ` n

kgqptq}L1

para todo t P r0, T0s e k P N. Logo, pela Definição 1.37, resulta

}ukgptq}W 2,1 ď
5
µg
}pαkgP

k
x ` n

kgqptq}L1 ď
5
µg

`

}pαkgP
k
x qptq}L1 ` g}nkptq}L1

˘

, (2.101)

para todo t P r0, T0s e k P N.

Como P k
“ P pmk, nkq [ver pág. 11, eq. (5)], derivando P k com relação x e

utilizando (2.5), obtemos

P k
x “

BP

Bmk
mk
x `

BP

Bnk
nkx.

E usando (2.93)1, deduzimos

|P k
x | ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bmk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|mk
x| `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bnk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|nkx| ď C
`

|mk
x| ` |n

k
x|
˘

. (2.102)

Já que |αkg | ď 1, então

}pαkgP
k
x qptq}L1 “

ż 1

0
p|αkg | |P

k
x |qpx, tqdx ď

ż 1

0
|P k
x |px, tqdx ď C

`

}mk
xptq}L1 ` }nkxptq}L1

˘

o que acarreta

}pαkgP
k
ξ qptq}L1 ď C

`

}mk
xptq}L1 ` }nkxptq}L1

˘

@t P r0, T0s. (2.103)

Por (2.101) e (2.103), segue-se

}ukgptq}W 2,1 ď
5
µg

“

C
`

}mk
xptq}L1 ` }nkxptq}L1

˘

` g}nkptq}L1
‰

ď 5Aµ
“

C
`

}mk
xptq}L1 ` }nkxptq}L1

˘

` g}n0}L1
‰

(2.104)

para todo t P r0, T0s, onde temos usado o fato que
ż 1

0
nkpx, tqdx “

ż 1

0
n0pxqdx (isso resulta

de (2.68)1). Usando um raciocínio análogo ao anterior, temos

}ukl ptq}W 2,1 ď 5Aµ
“

C
`

}mk
xptq}L1 ` }nkxptq}L1

˘

` g}m0}L1
‰

(2.105)

para todo t P r0, T0s, onde temos usado o fato que
ż 1

0
mk
px, tqdx “

ż 1

0
m0pxqdx (isso

resulta de (2.68)2).
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Por fim, vamos obter estimativas L1 para nkx e mk
x. Em virtude de (2.83), temos

ż 1

0
|nkxpx, tq| dx ď

ż 1

0

˜
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dn0pX
k
g p0;x, tqq
dXk

g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

exp
"

´2
ż t

0
uk´1
g,Xk

g
pXk

g pτ ;x, tq, τqdτ
*

¸

dx

`

ż 1

0

˜

|nkpx, tq|

ż t

0
|uk´1
g,Xk

gX
k
g
pXk

g pτ ;x, tq, τq|
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BXk
g pτ ;x, tqq
Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dτ

¸

dx.

Utilizando (2.87), (2.86), uk´1
g P S e das imersões W 2,1

Ă W 1,1
Ă L8 no lado direito da

desigualdade acima, obtemos
ż 1

0
|nkxpx, tq| dx ď exptCIAµA1T0u

ż 1

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dn0pX
k
g p0;x, tqq
dXk

g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

` exptCIAµA1T0u|n
k
px, tq|

ż 1

0

ż t

0
|uk´1
g,Xk

gX
k
g
pXk

g pτ ;x, tq, τq| dτdx

e por (2.93)2, temos
ż 1

0
|nkxpx, tq| dx ď exptCIAµA1T0u

ż 1

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dn0pX
k
g p0;x, tqq
dXk

g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

` exptCIAµA1T0uC

ż 1

0

ż t

0
|uk´1
g,Xk

gX
k
g
pXk

g pτ ;x, tq, τq| dτdx.

Agora, utilizando o Teorema de Fubini (Teorema 1.49) e o fato de que o fluxo
preserva a medida, obtemos

}nkxptq}L1 ď exptCIAµA1T0u}n0,x}L1 ` exptCIAµA1T0uC

ż t

0

ż 1

0
|uk´1
g,xxpx, τq| dxdτ.

Para todo t P r0, T0s e uk´1
g P S, tem-se

ż t

0

ż 1

0
|uk´1
g,xxpx, sq| dxds ď

ż T0

0
}uk´1

g psq}W 2,1 ds ď AµA1T0,

logo,

}nkxptq}L1 ď exptCIAµA1T0u p}n0,x}L1 ` CAµA1T0q , para todo t P r0, T0s. (2.106)

Similarmente, temos

}mk
xptq}L1 ď exptCIAµA1T0u p}m0,x}L1 ` CAµA1T0q . para todo t P r0, T0s. (2.107)

Já que T2 “
1

AµA1
e T0 satisfaz

T0 ď mintT1, T2u pela hipótese (2.1),
T0 ď mintT1, T2u pela hipótese (2.2),
T0 ď mintT1, T2u pela hipótese (2.3),
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e temos

T0 ď T2 ðñ AµA1T0 ď 1

isso implica, por (2.106) e (2.107), que

}nkxptq}L1 ď eCI p}n0,x}L1 ` Cq e }mk
xptq}L1 ď eCI p}m0,x}L1 ` Cq.

Logo,

}nkxptq}L1 ` }mk
xptq}L1 ď eCI p}n0,x}L1 ` }m0,x}L1 ` 2Cq (2.108)

para todo t P r0, T0s, onde CI é uma constante positiva de imersão e uma escolha apropriada
de C independente de k, Aµ, A1 e T0.

Substituindo (2.108) em (2.104) e (2.105), obtemos

}ukgptq}W 2,1 ď Aµ
“

5CeCI p}n0,x}L1 ` }m0,x}L1 ` 2Cq ` 5g}n0}L1
‰

e

}ukl ptq}W 2,1 ď Aµ
“

5CeCI p}n0,x}L1 ` }m0,x}L1 ` 2Cq ` 5g}m0}L1
‰

e sendo A1 ą 0 uma constante independente de k, µl e µg tal que

5CeCI p}m0,x}L1 ` }n0,x}L1 ` 2Cq ` 5g}m0}L1 ` 5g}n0}L1 ď A1,

obtemos

}ukgptq}W 2,1 ď AµA1 e }ukl ptq}W 2,1 ď AµA1

para todo t P r0, T0s e k P N.

Assim, para as hipóteses (2.1)-(2.3), temos

}ukg}Cpr0,T0s;W 2,1q ď AµA1 e }ukl }Cpr0,T0s;W 2,1q ď AµA1, (2.109)

para todo k P N e, por (2.99) e (2.109), concluímos que

pujg, u
j
l q P S @j “ 0, 1, 2, 3, . . . .

Sabendo que

uk´1
l , uk´1

g P Cpr0, T s;W 2,r
XW 1,r

0 q e mk, nk P Cpr0, T s;W 1,r
q,

para todo k P N e r ą 1. Então, da imersão W 2,r
Ă W 1,r e do Corolário 1.31, segue-se

mkuk´1
l P Cpr0, T s;W 1,r

q e nkuk´1
g P Cpr0, T s;W 1,r

q.
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E das equações (2.68)1 e (2.68)2, resulta que

mk
t , n

k
t P Cpr0, T s;Lrq @k P N e r ą 1.

Portanto,

pmk, nkq P C
`

r0, T0s;W 1,r˘
X C1

pr0, T0s;Lrq e pukg , u
k
l q P C

`

r0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0
˘

para todo k P N e r ą 1.

2.3.3 Limitação das sequências

Nesta subseção, vamos provar a limitação uniforme das sequências pmk, nkq e
pukl , u

k
gq em C

`

r0, T0s;W 1,r˘ e C
`

r0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0
˘

, respectivamente, com r ą 1.

Lema 2.15. As sequências pmk, nkq e pukl , u
k
gq são uniformemente limitadas em

C
`

r0, T0s;W 1,r˘ e C
`

r0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0
˘

, respectivamente, com r ą 1.

Demonstração. Com um argumento análogo ao utilizado para provar (2.49), obtemos

}ukgptq}W 1,r ď Cµ }pα
k
gP

k
x ` n

kgqptq}Lr

e por (2.68)3,

}pukgqxxptq}Lr “
1
µg
}pαkgP

k
x ` n

kgqptq}Lr @t P r0, T0s e k P N.

Logo, pela Definição 1.37, resulta

}ukgptq}W 2,r ď Cµ }pα
k
gP

k
x ` n

kgqptq}Lr ď Cµ
`

}pαkgP
k
x qptq}Lr ` g}n

k
ptq}Lr

˘

(2.110)

para todo t P r0, T0s, r ą 1 e Cµ é uma constante positiva que depende de µg e independente
de k e t.

De (2.93)2, temos

|nkpx, tq| ď C e |mk
px, tq| ď C

para todo px, tq P r0, 1s ˆ r0, T0s. Isso implica que
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

}nkptq}rLr “

ż 1

0
|nkpx, tq|rdx ď Cr

}mk
ptq}rLr “

ż 1

0
|mk

px, tq|rdx ď Cr

ùñ

$

’

&

’

%

}nkptq}Lr ď C

}mk
ptq}Lr ď C

.

Logo,

}nkptq}Lr ď C e }mk
ptq}Lr ď C (2.111)
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para todo t P r0, T0s e k P N.

Por (2.102) e pelo Lema 1.39, resulta

|P k
x |
r
ď Cr

`

|mk
x| ` |n

k
x|
˘r
ď p2Cqr

`

|mk
x|
r
` |nkx|

r
˘

.

Donde decorre
ż 1

0
|P k
x |
r
px, tqdx ď C

`

}mk
xptq}

r
Lr ` }n

k
xptq}

r
Lr

˘

,

para todo t P r0, T0s e k P N. Já que |αkg | ď 1, temos

}pαkgP
k
x qptq}

r
Lr “

ż 1

0
p|αkg ||P

k
x |q

r
px, tqdx ď

ż 1

0
|P k
x |
r
px, tqdx ď C

`

}mk
xptq}

r
Lr ` }n

k
xptq}

r
Lr

˘

.

Assim,

}pαkgP
k
x qptq}Lr ď C

`

}mk
xptq}Lr ` }n

k
xptq}Lr

˘

@t P r0, T0s, k P N e r ą 1. (2.112)

Por (2.110), (2.111) e (2.112), obtemos

}ukgptq}W 2,r ď Cµ
`

}mk
xptq}Lr ` }n

k
xptq}Lr

˘

` Cµ. (2.113)

Similarmente,

}ukl ptq}W 2,r ď Cµ
`

}mk
xptq}Lr ` }n

k
xptq}Lr

˘

` Cµ (2.114)

onde t P r0, T0s, k P N, r ą 1 e Cµ uma constante positiva dependendo dos coeficientes de
viscosidade e independente de k e t.

Agora, vamos obter estimativas Lr de mk
x e nkx, para todo k P N. De (2.88),

temos

}nkxptq}
r
Lr ď

ˆ

2 exp
"
ż T0

0
}uk´1

g,x ptq}L8dt

*˙r
˜

}n0,x}
r
Lr

`
`

}nk}L8pr0,1sˆr0,T0sq

˘r
C

ż t

0
}uk´1

g,xxpτq}
r
Lrdτ

¸

.

Aplicando (2.93)2 e (2.94), obtemos

}nkxptq}
r
Lr ďp2 exp tCIAµA1T0uq

r

ˆ

}n0,x}
r
Lr ` pCq

r C

ż t

0
}uk´1

g,xxpτq}
r
Lrdτ

˙

para todo t P r0, T0s, k P N e r ą 1.

Portanto,

}nkxptq}
r
Lr ď Cµ ` Cµ

ż t

0
}uk´1

g,xxpτq}
r
Lrdτ
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e, similarmente,

}mk
xptq}

r
Lr ď Cµ ` Cµ

ż t

0
}uk´1

l,xx pτq}
r
Lrdτ

para todo t P r0, T0s, k P N, r ą 1 e Cµ uma constante positiva que depende de µ e
independente de k e t.

Das desigualdades (2.113) e (2.114), obtemos

}uk´1
i,xxptq}

r
Lr ď }u

k´1
i ptq}rW 2,r ď Cµ

`

}mk´1
x ptq}rLr ` }n

k´1
x ptq}rLr

˘

` Cµ, i “ g, l.

Daí deduz-se que

}mk
xptq}

r
Lr ` }n

k
xptq}

r
Lr ď Cµ ` Cµ

ż t

0

`

}mk´1
x pτq}rLr ` }n

k´1
x pτq}rLr

˘

dτ,

para todo t P r0, T0s, k P N, r ą 1 e Cµ é constante positiva que depende de µ e
independente de k e t.

Aplicando o Lema Gronwall Discreto (Lema 1.46) na desigualdade acima, existe
uma constante K ą 0, independente de k e t, tal que

}mk
xptq}

r
Lr ` }n

k
xptq}

r
Lr ď KeKt, @t P r0, T0s e k P N.

Daí segue-se que

}mk
xptq}

r
Lr ` }n

k
xptq}

r
Lr ď KeKT0 , (2.115)

para todo t P r0, T0s, k P N e r ą 1.

Por fim, empregando (2.111) e (2.115) na Definição 1.27, obtemos

}mk
ptq}W 1,r ď KeKT0 ` C

looooomooooon

K

e }nkptq}W 1,r ď KeKT0 ` C
looooomooooon

K

para todo t P r0, T0s, k P N e r ą 1, onde K é constante positiva independente de t e k.
Portanto,

}mk
}Cpr0,T0s;W 1,rq “ max

tPr0,T0s
}mk

ptq}W 1,r ď K (2.116)

e

}nk}Cpr0,T0s;W 1,rq “ max
tPr0,T0s

}nkptq}W 1,r ď K (2.117)

para todo k P N, ou seja, as sequências de funções
`

mk
˘

kPN e
`

nk
˘

kPN são uniformemente
limitadas em Cpr0, T0s;W 1,r

q com r ą 1.

Agora, substituindo (2.115) em (2.113) e (2.114), obtemos

}ukgptq}W 2,r ď Cµ Ke
KT0 ` Cµ

loooooooomoooooooon

Kµ

e }ukl ptq}W 2,r ď Cµ Ke
KT0 ` Cµ

loooooooomoooooooon

Kµ
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para todo t P r0, T0s, k P N e r ą 1, onde Kµ é constante positiva independente de t e k.
Portanto,

}uki }Cpr0,T0s;W 2,rq “ max
tPr0,T0s

}uki ptq}W 2,r ď Kµ, com i “ g, l, (2.118)

para todo k P N, isto é, as sequências de funções
`

ukg
˘

kPN e
`

ukl
˘

kPN são uniformemente
limitadas em Cpr0, T0s;W 2,r

XW 1,r
0 q com r ą 1.

2.3.4 Limites das sequências e o argumento da compacidade

Nesta subseção, destinamos a mostrar que as sequências nk, mk, ukl e ukg tem
subsequências que convergem fraca - ‹. Além disso, com o argumento da compacidade
vamos provar que os limites de nk, mk são contínuas em r0, 1s ˆ r0, T0s e a convergência
forte.

Proposição 2.16. Existe uma subsequência pukil , ukig , nki ,mkiq
8
i“1 de pukl , ukg , nk,mk

q e
pul, ug, n,mq tais que

`

ukig , u
ki
l

˘

á pug, ulq fraca - ‹ em L8pr0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0 q
`

mki , nki
˘

á pm,nq fraca - ‹ em L8pr0, T0s;W 1,r
q (2.119)

`

mki
t , n

ki
t

˘

á pmt, ntq fraca - ‹ em L8pr0, T0s;Lrq

quando ki Ñ 8, onde pug, ulq P L8pr0, T0s;W 2,r
X W 1,r

0 q, pm,nq P L8pr0, T0s;W 1,r
q

e pmt, ntq P L
8
pr0, T0s;Lrq com r ą 1.

Demonstração. Sabemos do Lema 2.15 que as sequências de funções
`

mk
˘

kPN ,
`

nk
˘

kPN e
`

ukg
˘

kPN ,
`

ukl
˘

kPN são uniformemente limitadas em Cpr0, T0s;W 1,r
q e Cpr0, T0s;W 2,r

XW 1,r
0 q,

respectivamente. Então,
`

mk
˘

kPN ,
`

nk
˘

kPN e
`

ukg
˘

kPN ,
`

ukl
˘

kPN são uniformemente limitadas
em L8pr0, T0s;W 1,r

q e L8pr0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0 q, respectivamente.

Pela Observação 1.51 e o Teorema 1.6, existem subsequências
`

mki
˘

kiPN
,
`

nki
˘

kiPN
e
`

ukig
˘

kiPN
e
`

ukil
˘

kiPN
tais que

`

ukig , u
ki
l

˘

á pug, ulq fraca - ‹ em L8pr0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0 q
`

mki , nki
˘

á pm,nq fraca - ‹ em L8pr0, T0s;W 1,r
q (2.120)

com pm,nq P L8pr0, T0s;W 1,r
q e pug, ulq P L8pr0, T0s;W 2,r

XW 1,r
0 q.

Como nk é limitada em r0, 1s ˆ r0, T0s e uk´1
g P S, segue de (2.68)1 que

}nkt ptq}Lr “ }pn
kuk´1

g,x ` n
k
xu

k´1
g qptq}Lr ď }pn

kuk´1
g,x qptq}Lr ` }pn

k
xu

k´1
g qptq}Lr

ď }nkptq}L8}u
k´1
g,x ptq}Lr ` }u

k´1
g ptq}L8}n

k
xptq}Lr ď C}uk´1

g,x ptq}Lr ` CIAµA1}n
k
xptq}Lr

ď C}uk´1
g ptq}W 2,r ` CIAµA1}n

k
ptq}W 1,r
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e por (2.117) e (2.118), deduzimos

}nkt ptq}Lr ď CKµ ` CIAµA1K
loooooooooomoooooooooon

Kµ

ùñ }nkt ptq}Lr ď Kµ

para todo t P r0, T0s e k P N, onde Kµ é uma constante positiva independente de t e k P N.

Logo,

}nkt }L8pr0,T0s;Lrq ď Kµ

para todo k P N, ou seja, a sequência de funções pnkt qkPN é uniformemente limitada em
L8pr0, T0s;Lrq. Pela Observação 1.51 e o Teorema 1.6, existe uma subsequência

`

nkit
˘

kiPN
tal que

nkit
kiÑ8
á f fraca - ‹ em L8pr0, T0s;Lrq (2.121)

com f P L8pr0, T0s;Lrq.

Afirmamos que f “ nt. De fato, por (2.121) temos
ż T0

0

ż 1

0
nkit px, tqϕpx, tqdxdt

kiÑ8
ÝÑ

ż T0

0

ż 1

0
fpx, tqϕpx, tqdxdt (2.122)

para todo ϕ P Dpp0, 1q ˆ p0, T0qq. Por outro lado, temos
ż T0

0

ż 1

0
nkit px, tqϕpx, tqdxdt “ ´

ż T0

0

ż 1

0
nkipx, tqϕtpx, tqdxdt

e de (2.120)2, obtemos

´

ż T0

0

ż 1

0
nkipx, tqϕtpx, tqdxdt

kiÑ8
ÝÑ ´

ż T0

0

ż 1

0
npx, tqϕtpx, tqdxdt “

ż T0

0

ż 1

0
ntpx, tqϕpx, tqdxdt.

Logo,
ż T0

0

ż 1

0
nkit px, tqϕpx, tqdxdt

kiÑ8
ÝÑ

ż T0

0

ż 1

0
ntpx, tqϕpx, tqdxdt (2.123)

para todo ϕ P Dpp0, 1q ˆ p0, T0qq.

Por (2.122), (2.123) e a unicidade do limite, segue que
ż T0

0

ż 1

0
fpx, tqϕpx, tqdxdt “

ż T0

0

ż 1

0
ntpx, tqϕpx, tqdxdt

ùñ

ż T0

0

ż 1

0
rfpx, tq ´ ntpx, tqsϕpx, tqdxdt “ 0 para todo ϕ P Dpp0, 1q ˆ p0, T0qq.

E pelo Teorema 1.18, resulta

f “ nt q.t.p. em p0, 1q ˆ p0, T0q.
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Portanto,

nkit
kiÑ8
á nt fraca - ‹ em L8pr0, T0s;Lrq

com nt P L
8
pr0, T0s;Lrq. De modo análogo,

mki
t

kiÑ8
á mt fraca - ‹ em L8pr0, T0s;Lrq

com mt P L
8
pr0, T0s;Lrq.

Resumindo, existe uma subsequência pukil , ukig , nki ,mkiq
8
ki“1 de pukl , ukg , nk,mk

q

e pul, ug, n,mq tais que
`

ukig , u
ki
l

˘

á pug, ulq fraca - ‹ em L8pr0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0 q
`

mki , nki
˘

á pm,nq fraca - ‹ em L8pr0, T0s;W 1,r
q

`

mki
t , n

ki
t

˘

á pmt, ntq fraca - ‹ em L8pr0, T0s;Lrq

quando ki Ñ 8, onde pug, ulq P L8pr0, T0s;W 2,r
X W 1,r

0 q, pm,nq P L8pr0, T0s;W 1,r
q

e pmt, ntq P L
8
pr0, T0s;Lrq. Isso termina a prova de (2.119).

Proposição 2.17. Existe uma subsequência pnki ,mkiq
8
i“1 de pnk,mk

q e pn,mq tais que
$

’

&

’

%

nki Ñ n

em Cpr0, 1s ˆ r0, T0sq

mki Ñ m

(2.124)

quando ki Ñ 8, com m,n P Cpr0, 1s ˆ r0, T0sq.

Ademais,

• Sob a hipótese (2.1),

κ0 ă C1 ď m ď
C1C2

C1
, e 0 ď n ď

C1C3

C1
em r0, 1s ˆ r0, T0s, (2.125)

onde Ci e C1 são constantes positivas para i “ 1, 2, 3 e C1 P pκ0, C1q.

• Sob a hipótese (2.2),

0 ď m ď C4 ă κ0, e 0 ď n ď
C4C5

C4
em r0, 1s ˆ r0, T0s, (2.126)

onde Ci e C4 são constantes positivas para i “ 4, 5 e C4 P pC4, κ0q.

• Sob a hipótese (2.3),

0 ď m ď C6e, e C7

e
ď n ď C8e em r0, 1s ˆ r0, T0s, (2.127)

onde Ci é constante positiva para i “ 6, 7, 8.
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Demonstração. Pela Proposição 2.16, a sequência
`

mki , nki
˘

converge para pm,nq em E8,8

(Definição 1.55 com p “ q “ 8) e pelo Teorema de Aubin-Lion-Simon (Teorema 1.57-ii),
com B0 “ W 1,r, B1 “ Cpr0, 1sq e B2 “ Lr com r ą 1, existe uma subsequência ainda
denotada por ki pi “ 1, 2, 3, . . .q, sem perda generalidade, tal que

$

’

&

’

%

nki Ñ n

em Cpr0, 1s ˆ r0, T0sq

mki Ñ m

quando ki Ñ 8. Assim, obtemos a convergência forte de
`

mki , nki
˘

para pm,nq em
Cpr0, 1s ˆ r0, T0sq. Resta provar (2.125), (2.126) e (2.127).

• Sob a hipótese (2.1), segue de (2.90) que

κ0 ă C1 ď mki ď
C1C2

C1
, e 0 ď nki ď

C1C3

C1
em r0, 1s ˆ r0, T0s,

onde T0 ď T1. E usando (2.124), obtemos

κ0 ă C1 ď m ď
C1C2

C1
, e 0 ď n ď

C1C3

C1
em r0, 1s ˆ r0, T0s,

onde T0 ď mintT1, T2u.

• Sob a hipótese (2.2), segue de (2.91) que

0 ď mki ď C4 ă κ0, e 0 ď nki ď
C4C5

C4
em r0, 1s ˆ r0, T0s,

onde T0 ď T1. E usando (2.124), obtemos

0 ď m ď C4 ă κ0, e 0 ď n ď
C4C5

C4
em r0, 1s ˆ r0, T0s,

onde T0 ď mintT1, T2u.

• Sob a hipótese (2.3), segue de (2.92) que

0 ď mki ď C6e, e C7

e
ď nki ď C8e em r0, 1s ˆ r0, T0s,

onde T0 ď T1. E usando (2.124), obtemos

0 ď m ď C6e, e C7

e
ď n ď C8e em r0, 1s ˆ r0, T0s,

onde T0 ď mintT1, T2u. Com isso concluímos a prova da Proposição 2.17.
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2.3.5 Convergência de puki´1
l , uki´1

g q

Na Proposição 2.16 mostramos que existe uma subsequência pukil , ukig q con-
vergindo para pul, ugq quando ki Ñ 8. Nesta subseção, verificaremos que puki´1

l , uki´1
g q

também converge para pul, ugq quando ki Ñ 8. Esta verificação se faz necessária, uma vez
que ambas aparecem no sistema de aproximação.

Para esse propósito, necessitamos das estimativas da diferença entremk`1
pnk`1

q

e mk
pnkq, uma vez que existe uma relação entre a velocidade e a massa devido a equação

momento . Denote por mk`1
“ mk`1

´mk e nk`1
“ nk`1

´ nk, então
#

mk`1
t `mk`1

x ukl `m
k
xpu

k
l ´ u

k´1
l q `mk`1

rukl sx `m
k
pukl ´ u

k´1
l qx “ 0,

mk`1
px, 0q “ 0

(2.128)

e
#

nk`1
t ` nk`1

x ukg ` n
k
xpu

k
g ´ u

k´1
g q ` nk`1

rukgsx ` n
k
pukg ´ u

k´1
g qx “ 0,

nk`1
px, 0q “ 0

(2.129)

para px, tq P r0, 1s ˆ r0, T0s.

Lema 2.18. Para todo t P r0, T0s, k P N e r ą 1, temos

d

dt
}mk`1

ptq}rLr ď C}pukl ´ u
k´1
l qxptq|}Lr}m

k`1
ptq}r´1

Lr ` CAµ}m
k`1
ptq}rLr (2.130)

e

d

dt
}nk`1

ptq}rLr ď C}pukg ´ u
k´1
g qxptq|}Lr}n

k`1
ptq}r´1

Lr ` CAµ}n
k`1
ptq}rLr , (2.131)

onde C é uma constante genérica positiva dependendo somente dos dados iniciais e outras
constantes conhecidas, mas independente de k e Aµ.

Demonstração. Multiplicando ambos os lados de (2.128)1 por r |mk`1
|
r´2 mk`1 e arran-

jando os termos, segue

p|mk`1
|
r
qt ` p|m

k`1
|
r
qxu

k
l ` r|m

k`1
|
r´2mk`1mk

xpu
k
l ´ u

k´1
l q ` r|mk`1

|
r
rukl sx `

` r |mk`1
|
r´2 mk`1mk

pukl ´ u
k´1
l qx “ 0,

equivalentemente,

p|mk`1
|
r
qt ` p|m

k`1
|
rukl qx ` r|m

k`1
|
r´2mk`1mk

xpu
k
l ´ u

k´1
l q ` pr ´ 1qp|mk`1

|
r
rukl sxq `

` r |mk`1
|
r´2 mk`1mk

pukl ´ u
k´1
l qx “ 0,

para todo px, tq P r0, 1s ˆ r0, T0s e k P N.
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Integrando na variável x sobre r0, 1s, obtemos
ż 1

0
p|mk`1

|
r
qtpx, tqdx “ ´

 `

|mk`1
|
r
p1, tqukl p1, tq ´ |mk`1

|
r
p0, tqukl p0, tq

˘

` pr ´ 1q
ż 1

0

“

|mk`1
|
r
rukl sx

‰

px, tqdx` r

ż 1

0

“

|mk`1
|
r´2mk`1mk

xpu
k
l ´ u

k´1
l q

‰

px, tqdx

` r

ż 1

0

“

|mk`1
|
r´2 mk`1mk

pukl ´ u
k´1
l qx

‰

px, tqdx

*

e como ukl p1, tq “ ukl p0, tq “ 0, resulta
ż 1

0
p|mk`1

|
r
qtpx, tqdx “ ´

"

pr ´ 1q
ż 1

0

“

|mk`1
|
r
rukl sx

‰

px, tqdx

` r

ż 1

0

“

|mk`1
|
r´2mk`1mk

xpu
k
l ´ u

k´1
l q

‰

px, tqdx

` r

ż 1

0

“

|mk`1
|
r´2 mk`1mk

pukl ´ u
k´1
l qx

‰

px, tqdx

*

.

Assim,

d

dt

ż 1

0
p|mk`1

|
r
qpx, tqdx ď pr ´ 1q

ż 1

0

“

|mk`1
|
r
|rukl sx|

‰

px, tqdx
looooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon

:“I7

` r

ż 1

0

“

|mk`1
|
r´1
|mk

x||u
k
l ´ u

k´1
l |

‰

px, tqdx
looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

:“I8

` r

ż 1

0

“

|mk`1
|
r´1
|mk

||pukl ´ u
k´1
l qx|

‰

px, tqdx
looooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooon

:“I9

(2.132)

para todo px, tq P r0, 1s ˆ r0, T0s e k P N.

Agora, vamos obter estimativas para Ij com j “ 7, 8 e 9. Primeiro, encontrare-
mos a estimativa de I7, como ukl P S, para todo k P N, então

|rukl sx|px, tq ď }ru
k
l sxptq}L8 ď CI}ru

k
l sxptq}W 1,1 ď CI}u

k
l ptq}W 2,1 ď CIA1Aµ.

Donde

I7 “ pr ´ 1q
ż 1

0

`

|mk`1
|
r
|rukl sx|

˘

px, tqdx ď CAµ

ż 1

0
|mk`1

|
r
|px, tqdx

ùñ I7 ď CAµ}m
k`1
ptq}rLr (2.133)

para todo t P r0, T0s.

Agora, vamos encontrar uma estimativa de I8. Para todo t P r0, T0s e k P N

I8 ď r}pukl ´ u
k´1
l qptq}L8

ż 1

0

`

|mk
x| |m

k`1
|
r´1˘

px, tqdx.
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Aplicando a Desigualdade de Hölder (Proposição 1.42) no lado direito da desigualdade
acima, com r1 “

r

r ´ 1 , r ą 1, e usando a Imersão de Sobolev (Teorema 1.30), obtemos

I8 ď r}pukl ´ u
k´1
l qptq}L8

ż 1

0

`

|mk
x| |m

k`1
|
r´1˘

px, tqdx

ď r CI}pu
k
l ´ u

k´1
l qptq}W 1,r}mk

xptq}Lr}m
k`1
ptq}r´1

Lr (2.134)

para todo t P r0, T0s e todo k P N.

Como ukl ptq P W
1,r
0 , então pukl ´ uk´1

l qptq P W 1,r
0 para todo t P r0, T0s e todo

k P N. Daí aplicando a Desigualdade de Poincaré (Teorema 1.35), deduzimos

I8 ď C}pukl ´ u
k´1
l qxptq}Lr}m

k
xptq}Lr}m

k`1
ptq}r´1

Lr . (2.135)

E já que a sequência pmk
xqkPN é uniformemente limitada em Lr [Ver (2.116)], resulta de

(2.135) que

I8 ď C}pukl ´ u
k´1
l qxptq}Lr}m

k`1
ptq}r´1

Lr , (2.136)

onde C é uma constante genérica positiva dependendo somente dos dados iniciais e outras
constantes conhecidas, mas independente de k e Aµ.

Por fim, vamos encontrar uma estimativa para I9. Por (2.116), temos

|mk
|px, tq ď C

para todo px, tq P r0, 1s ˆ r0, T0s e todo k P N. Daí segue-se que

I9 “ r

ż 1

0

`

|mk`1
|
r´1
|mk

||pukl ´ u
k´1
l qx|

˘

px, tqdx ď C

ż 1

0

`

|pukl ´ u
k´1
l qx||m

k`1
|
r´1˘

px, tqdx

e aplicando a Desigualdade de Hölder (Proposição 1.42) no lado direito da última desi-
gualdade acima, com r1 “

r

r ´ 1 , r ą 1, obtemos

I9 ď C}pukl ´ u
k´1
l qxptq|}Lr}m

k`1
ptq}r´1

Lr (2.137)

para todo t P r0, T0s e todo k P N.

Por (2.132), (2.133), (2.136) e (2.137), concluímos

d

dt
}mk`1

ptq}rLr ď C}pukl ´ u
k´1
l qxptq|}Lr}m

k`1
ptq}r´1

Lr ` CAµ}m
k`1
ptq}rLr ,

onde C é uma constante genérica positiva dependendo somente dos dados iniciais e outras
constantes conhecidas, mas independente de k e Aµ. Similarmente,

d

dt
}nk`1

ptq}rLr ď C}pukg ´ u
k´1
g qxptq|}Lr}n

k`1
ptq}r´1

Lr ` CAµ}n
k`1
ptq}rLr

para todo t P r0, T0s, k P N e r ą 1.
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Lema 2.19. Para todo t P r0, T0s, k P N e r ě 2, temos

}rukl ´ u
k´1
l sxptq}Lr ď CAµ

`

}mk
ptq}Lr ` }n

k
ptq}Lr

˘

(2.138)

e

}rukg ´ u
k´1
g sxptq}Lr ď CAµ

`

}mk
ptq}Lr ` }n

k
ptq}Lr

˘

. (2.139)

Demonstração. Relembremos que

αkl “ αlpm
k, nkq e P k

“ P pmk, nkq

para todo k P N. E observe que ukl ´ uk´1
l é solução da equação

µlru
k
l ´ u

k´1
l sxx “ αkl P

k
x ´ α

k´1
l P k´1

x `

mk
hkkkkkkikkkkkkj

pmk
´mk´1

q g

“ pαkl ´ α
k´1
l qP k

x ` α
k´1
l rP k

´ P k´1
sx `m

kg

“ pαkl ´ α
k´1
l qP k

x ` pα
k´1
l rP k

´ P k´1
sqx ´ rα

k´1
l sxrP

k
´ P k´1

s `mkg.

Daí segue-se, de forma análogo à (2.44),

µlru
k
l ´ u

k´1
l sxpx, tq “

ż x

0

“

pαkl ´ α
k´1
l qP k

ξ

‰

pξ, tqdξ ´

ż x

0

“

pαk´1
l qξpP

k
´ P k´1

q
‰

pξ, tqdξ

`
“

αk´1
l pP k

´ P k´1
q
‰

pξ, tq ` g

ż x

0
mk
pξ, tqdξ `

ż 1

0

ż y

0
rpαk´1

l qξpP
k
´ P k´1

qspξ, tqdξdy

´

ż 1

0

ż y

0

“

pαkl ´ α
k´1
l qP k

ξ

‰

pξ, tqdξdy ´

ż 1

0

“

αk´1
l pP k

´ P k´1
q
‰

pξ, tqdξS

´ g

ż 1

0

ż y

0
mk
pξ, tqdξdy.

Logo,

µl|pu
k
l ´ u

k´1
l qx|px, tq ď 2}rpαkl ´ αk´1

l qP k
ξ sptq}L1 ` 2}rpαk´1

l qξpP
k
´ P k´1

qsptq}L1

` |αk´1
l pP k

´ P k´1
q|pξ, tq `

ż 1

0
|
“

αk´1
l pP k

´ P k´1
q
‰

|pξ, tqdξ ` g

ż 1

0
|mk

pξ, tq|dξ. (2.140)

Elevando ambos lados de (2.140) a r ą 1 e aplicando o Lema 1.39 e utilizando
a Desigualdade de Jensen (Proposição 1.43) nos três últimos termos do lado direito da
desigualdade acima, com ηpξq “ 1 para todo ξ P r0, 1s, deduzimos

µrl |pu
k
l ´ u

k´1
l qx|

r
px, tq ď C

`

}rpαkl ´ α
k´1
l qP k

ξ sptq}
r
L1 ` }rpαk´1

l qξpP
k
´ P k´1

qsptq}rL1

`|αk´1
l pP k

´ P k´1
q|
r
pξ, tq ` }rαk´1

l pP k
´ P k´1

qsptq|}rLr ` }m
k
ptq}rLr

˘

.
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Integrando ambos os lados sobre r0, 1s, obtemos

}pukl ´ u
k´1
l qxptq}Lr ď

C

µl

`

}rpαkl ´ α
k´1
l qP k

x sptq}L1 ` }rpαk´1
l qxpP

k
´ P k´1

qsptq}L1

` }rαk´1
l pP k

´ P k´1
qsptq|}Lr `}m

k
ptq}Lr

˘

(2.141)

para todo t P r0, T0s e todo k P N.

Agora, vamos estimar o lado direito da desigualdade acima. Note que com
argumentos análogos aos utilizandos em (2.33) e (2.34), obtemos

#

|αkl ´ α
k´1
l | ď C

`

|mk
| ` |nk|

˘

e
|P k

´ P k´1
| ď C

`

|mk
| ` |nk|

˘

(2.142)

para todo k P N.

Sabemos que

pαlqx “
B

Bx

ˆ

m

ρlpm,nq

˙

“

ˆ

1
ρl
´
m

ρ2
l

1
a2
l

BP

Bm

˙

mx ´

ˆ

m

ρ2
l

1
a2
l

BP

Bn

˙

nx

e

Px “
B

Bx
pP pm,nqq “

BP

Bm
mx `

BP

Bn
nx.

Então

|pαlqx| ď

˜
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
ρl

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m

ρ2
l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
a2
l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¸

|mx| `

˜
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m

ρ2
l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
a2
l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¸

|nx|

e

|Px| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|mx| `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|nx|.

Como ρl ě κ0 ą 0, m
ρl
ď
M

κ0
[ver Observação 2.4] e vale (2.93), então

|pαlqx| ď

˜
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
ρl

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m

ρ2
l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
a2
l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¸

|mx| `

˜
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m

ρ2
l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
a2
l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¸

|nx|

ď

ˆ

1
κ0
`
M

κ2
0

1
a2
l

C

˙

|mx| `

ˆ

M

κ2
0

1
a2
l

C

˙

|nx| ď C p|mx| ` |nx|q

e

|Px| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|mx| `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|nx| ď C p|mx| ` |nx|q ,

donde concluímos

|pαlqx| ď C p|mx| ` |nx|q e |Px| ď C p|mx| ` |nx|q . (2.143)
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Portanto,

|pαk´1
l qx| ď C

`

|mk´1
x | ` |nk´1

x |
˘

e |P k
x | ď C

`

|mk
x| ` |n

k
x|
˘

onde C é uma constante positiva independente de k e dos coeficientes de viscosidades.

Assim, P k
x e pαk´1

l qx são limitadas em Lr independente de k, tendo em vista
que mk

x e nkx são limitadas em Lr independente de k. Isto é,
#

}P k
x ptq}Lr ď K

}pαk´1
l qxptq}Lr ď K,

(2.144)

para todo t P r0, T0s, k P N e r ą 1.

Se r

r ´ 1 ď r, ou seja, r ě 2 então, usando a Desigualdade de Hölder (Proposi-
ção 1.42) e o Lema 1.44, obtemos

}rpαkl ´ α
k´1
l qP k

x sptq}
r
L1 ď

ˆ
ż 1

0
|αkl ´ α

k´1
l |

r
px, tqdx

˙ˆ
ż 1

0
|P k
x |

r
r´1 px, tqdx

˙r´1

ď

ˆ
ż 1

0
|αkl ´ α

k´1
l |

r
px, tqdx

˙ˆ
ż 1

0
|P k
x |
r
px, tqdx

˙r´1

ď K
rpr´1q

ˆ
ż 1

0
|αkl ´ α

k´1
l |

r
px, tqdx

˙

ď C

ˆ
ż 1

0

`

|mk
|
r
` |nk|r

˘

px, tqdx

˙

.

Na 3a. e 4a. desigualdades acima utilizamos (2.144)1 e (2.142)1, Lema 1.39, respectivamente.
Daí segue-se que

}rpαkl ´ α
k´1
l qP k

x sptq}L1 ď C
`

}mk
ptq}Lr ` }n

k
ptq}Lr

˘

(2.145)

e com um argumento análogo utilizado acima, temos

}rpαk´1
l qxpP

k
´ P k´1

qsptq}L1 ď C
`

}mk
ptq}Lr ` }n

k
ptq}Lr

˘

. (2.146)

Da Observação 2.4, |αk´1
l | ď 1, implica que

}rαk´1
l pP k

´ P k´1
qsptq}rLr “

ż 1

0
r|αk´1

l |
r

loomoon

ď1

|P k
´ P k´1

|
r
spx, tqdx

ď

ż 1

0
|P k

´ P k´1
|
r
px, tqdx

ď C

ˆ
ż 1

0

`

|mk
| ` |nk|

˘r
px, tqdx

˙

ď C

ˆ
ż 1

0

`

|mk
|
r
` |nk|r

˘

px, tqdx

˙

.
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Na 2a. e 3a. desigualdades acima utilizamos (2.142)2 e o Lema 1.39, respectivamente.

Assim,

}rαk´1
l pP k

´ P k´1
qsptq}Lr ď C

`

}mk
ptq}Lr ` }n

k
ptq}Lr

˘

(2.147)

e combinando (2.141), (2.145), (2.146) e (2.147), obtemos

}rukl ´ u
k´1
l sxptq}Lr ď

C

µl

`

}mk
ptq}Lr ` }n

k
ptq}Lr

˘

ď CAµ
`

}mk
ptq}Lr ` }n

k
ptq}Lr

˘

para todo t P r0, T0s, k P N e r ě 2.

Portanto,

}rukl ´ u
k´1
l sxptq}Lr ď CAµ

`

}mk
ptq}Lr ` }n

k
ptq}Lr

˘

e similarmente, temos

}rukg ´ u
k´1
g sxptq}Lr ď CAµ

`

}mk
ptq}Lr ` }n

k
ptq}Lr

˘

para todo t P r0, T0s, k P N e r ě 2.

Lema 2.20. Para todo k P N, temos

max
t P r0,T0s

 

}mk`1
ptq}rLr ` }n

k`1
ptq}rLr

(

ď
1
2 max
t P r0,T0s

 

}mk
ptq}rLr ` }n

k
ptq}rLr

(

. (2.148)

Além disso,

max
t P r0,T0s

 

}mk`1
ptq}rLr ` }n

k`1
ptq}rLr

(

ď C

ˆ

1
2

˙k´1

(2.149)

com r ě 2.

Demonstração. Primeiro vamos provar (2.148). Agrupando (2.130), (2.131) (Lema 2.18),
(2.138),(2.139) (Lema 2.19) e depois utilizando a Desigualdade de Young (Proposição 1.41),
com p “ r ě 2 e p1 “ r

r ´ 1 , segue-se que

d

dt
p}mk`1

ptq}rLr ` }n
k`1
ptq}rLrq ď CAµ

`

}mk`1
ptq}rLr ` }n

k`1
ptq}rLr

˘

` CAµ
`

}mk
ptq}Lr ` }n

k
ptq}Lr

˘ `

}mk`1
ptq}r´1

Lr ` }n
k`1
ptq}r´1

Lr

˘

ď CAµ
`

}mk`1
ptq}rLr ` }n

k`1
ptq}rLr

˘

` CAµ
`

}mk
ptq}Lr ` }n

k
ptq}Lr

˘r

` CAµ
`

}mk`1
ptq}r´1

Lr ` }n
k`1
ptq}r´1

Lr

˘
r
r´1

e aplicando o Lema 1.39 nos dois últimos termos da desigualdade acima, concluímos
d

dt
p}mk`1

ptq}rLr ` }n
k`1
ptq}rLrq ď CAµ

`

}mk
ptq}rLr ` }n

k
ptq}rLr

˘

` CAµ
`

}mk`1
ptq}rLr ` }n

k`1
ptq}rLr

˘

(2.150)
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para todo t P r0, T0s, k P N e com r ě 2.

Integrando ambos os lados de (2.150) sobre r0, ts, para um dado t P r0, T0s e
como mk`1

px, 0q “ nk`1
px, 0q “ 0, para todo x P r0, 1s [Ver (2.128)2 e (2.129)2], então

concluímos que

}mk`1
ptq}rLr ` }n

k`1
ptq}rLr ď CAµ

ż t

0

`

}mk
psq}rLr ` }n

k
psq}rLr

˘

ds

` CAµ

ż t

0

`

}mk`1
psq}rLr ` }n

k`1
psq}rLr

˘

ds

para todo t P r0, T0s, k P N e com r ě 2.

Tomando o máximo em ambos os lados da desigualdade acima, obtemos

max
tPr0,T0s

 

}mk`1
ptq}rLr ` }n

k`1
ptq}rLr

(

ď CAµT0 max
tPr0,T0s

 

}mk
ptq}rLr ` }n

k
ptq}rLr

(

`

` CAµT0 max
tPr0,T0s

 

}mk`1
ptq}rLr ` }n

k`1
ptq}rLr

(

e como T0 ď
1

3CAµ
, isto é, CAµT0 ď

1
3 segue que

max
tPr0,T0s

 

}mk`1
ptq}rLr ` }n

k`1
ptq}rLr

(

ď
1
3
 

}mk
ptq}rLr ` }n

k
ptq}rLr

(

`

`
1
3 max
tPr0,T0s

 

}mk`1
ptq}rLr ` }n

k`1
ptq}rLr

(

.

Portanto,

max
tPr0,T0s

 

}mk`1
ptq}rLr ` }n

k`1
ptq}rLr

(

ď
1
2 max
tPr0,T0s

 

}mk
ptq}rLr ` }n

k
ptq}rLr

(

para todo k P N e com r ě 2.

Por fim, vamos provar (2.149). Para tanto, utilizaremos o Princípio de In-
dução Finita. Sabemos que mk e nk são limitadas em Cpr0, T0s;W 1,r

q uniformemente
[vejam (2.116) e (2.117)]. Então

max
tPr0,T0s

 

}m2
ptq}rLr ` }n

2
ptq}rLr

(

ď C.

Daí segue-se que

max
tPr0,T0s

 

}m1`1
ptq}rLr ` }n

1`1
ptq}rLr

(

ď C

ˆ

1
2

˙1´1

e, assim, para k “ 1 a desigualdade (2.149) é verdadeira.

Suponha que para k “ l ´ 1 a desigualdade (2.149) seja verdadeira, isto é,

max
tPr0,T0s

 

}ml
ptq}rLr ` }n

l
ptq}rLr

(

ď C

ˆ

1
2

˙l´2

, com l P N. pHipótese de Induçãoq
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De (2.148) e da Hipótese de Indução, temos

max
tPr0,T0s

 

}ml`1
ptq}rLr ` }n

l`1
ptq}rLr

(

ď
1
2 max
tPr0,T0s

 

}ml
ptq}rLr ` }n

l
ptq}rLr

(

ď
1
2

«

C

ˆ

1
2

˙l´2
ff

“ C

ˆ

1
2

˙l´1

,

ou seja,

max
tPr0,T0s

 

}ml`1
ptq}rLr ` }n

l`1
ptq}rLr

(

ď C

ˆ

1
2

˙l´1

, com l P N.

Assim, a desigualdade (2.149) é verdadeira para k “ l e, pelo Princípio de Indução, (2.149)
vale para todo k P N e com r ě 2.

Proposição 2.21. Quando ki Ñ 8, temos

}uki´1
j ´ uj}L8pr0,T0s;W 1,r

0 q
ÝÑ 0 (2.151)

onde ul e ug são os encontrados na Proposição 2.16 e r ě 2.

Demonstração. Para todo t P r0, T0s, segue de (2.138) (Lema 2.19) que

}rukl ´ u
k´1
l sxptq}

r
Lr ď CArµ

`

}mk
ptq}rLr ` }n

k
ptq}rLr

˘

ď CArµ max
tPr0,T0s

 

}mk
ptq}rLr ` }n

k
ptq}rLr

(

ď CArµ

ˆ

1
2

˙k´2

.

Na 1a. desigualdades acima, utilizamos o Lema 1.39 e última desigualdade acima utilizamos
o Lema 2.20. E de modo análogo, obtemos

}rukg ´ u
k´1
g sxptq}

r
Lr ď CArµ

ˆ

1
2

˙k´2

.

para todo t P r0, T0s e k P N.

Logo,

}rukj ´ u
k´1
j sxptq}

r
Lr ď CArµ

ˆ

1
2

˙k´2

(2.152)

para todo t P r0, T0s, r ě 2, k P N e j “ l, g.

Sabemos que, para todo t P r0, T0s e k P N, temos

ukj ptq P W
1,r
0 , com j “ l, g.
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Então, da Desigualdade de Poincaré (Teorema 1.35) e (2.152) resulta

}rukj ´ u
k´1
j sptq}W 1,r ď Cr}ru

k
j ´ u

k´1
j sxptq}Lr ď CAµ

ˆ

1
2

˙k´2

para todo t P r0, T0s, r ě 2, k P N e j “ l, g.

Observe que o lado direito da desigualdade acima não depende de t, isso implica
que

}ukj ´ u
k´1
j }L8pr0,T0s;W 1,r

0 q
ď CAµ

ˆ

1
2

˙k´2

com j “ l, g e quando k Ñ 8. Então, obtemos

}ukj ´ u
k´1
j }L8pr0,T0s;W 1,r

0 q
ÝÑ 0,

isto é, a sequência
`

ukj
˘8

k“1 é de Cauchy no espaço L8
`

r0, T0s;W 1,r
0

˘

, com j “ l, g.

Já que o espaço L8
`

r0, T0s;W 1,r
0

˘

é Banach (Definição 1.50), então existem
a, b P L8

`

r0, T0s;W 1,r
0

˘

tais que

}ukl ´ a}L8pr0,T0s;W 1,r
0 q

ÝÑ 0 e }ukg ´ b}L8pr0,T0s;W 1,r
0 q

ÝÑ 0

quando k Ñ 8. Donde decorre que as subsequências
`

uki´1
l , uki´1

g

˘

e
`

ukil , u
ki
g

˘

de
`

ukl , u
k
g

˘

também convergem para pa, bq em L8
`

r0, T0s;W 1,r
0

˘

.

Por (2.119)1 e pela unicidade do limite fraco, obtemos

a “ ul e b “ ug

com isso concluímos que

}uki´1
j ´ uj}L8pr0,T0s;W 1,r

0 q
ÝÑ 0,

quando ki Ñ 8 com j “ l, g e r ě 2.

2.3.6 Existência da solução do Teorema Principal

Nesta subseção, vamos mostrar a existência da solução do Teorema 2.1, sabendo
que as sequências convergem, como provado na subseção 2.3.4 (ver Proposição 2.16) e na
subseção 2.3.5 (ver Proposição 2.21).

Proposição 2.22. Seja pul, ug, n,mq o limite da sequência encontrado na Proposição 2.16.
Então,

nt ` pnugqx “ 0

mt ` pmulqx “ 0
(2.153)

em quase todo p0, 1q ˆ p0, T0q.
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Demonstração. Seja Ω “ p0, 1q ˆ p0, T0q. Então, para ki pi “ 1, 2, 3, . . .q, temos

nkit `
`

nkiuki´1
g

˘

x
“ 0

isso acarreta

0 “
ż

Ω

”

nkit px, tq `
`

nkiuki´1
g

˘

x
px, tq

ı

ϕpx, tqdxdt

“

ż

Ω

`

nkit ϕ
˘

px, tqdxdt´

ż

Ω

“`

nkiuki´1
g

˘

ϕx
‰

px, tqdxdt (2.154)

para todo ϕ P DpΩq.

Vamos provar que
ż

Ω

`

nkit ϕ
˘

px, tqdxdt ÝÑ

ż

Ω
pntϕq px, tqdxdt (2.155)

e
ż

Ω

“`

nkiuki´1
g

˘

ϕx
‰

px, tqdxdt ÝÑ

ż

Ω
rpnugqϕxs px, tqdxdt (2.156)

quando ki Ñ 8 e ϕ P DpΩq qualquer.

Primeiro mostremos (2.155). Por (2.119)3, temos
`

nkit ´ nt
˘

á 0 fraca- ˚ em L8pr0, T0s;Lrq

e do Teorema 1.26, resulta
ż

Ω

“`

nkit ´ nt
˘

ϕ
‰

px, tqdxdt ÝÑ 0.

Assim,
ż

Ω

`

nkit ϕ
˘

px, tqdxdt ÝÑ

ż

Ω
pntϕq px, tqdxdt

quando ki Ñ 8 e ϕ P DpΩq qualquer.

Agora, vamos mostrar (2.156). Note que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

“`

nkiuki´1
g

˘

ϕx
‰

px, tqdxdt´

ż

Ω
rpnugqϕxs px, tqdxdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

“`

nki ´ n
˘

uki´1
g ϕx

‰

px, tqdxdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

“`

uki´1
g ´ ug

˘

nϕx
‰

px, tqdxdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

:“ L1 ` L2

(2.157)

para todo ϕ P DpΩq.
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Considerando a parte L1, nós temos

L1 “:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

“`

nki ´ n
˘

uki´1
g ϕx

‰

px, tqdxdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Ω

`

|nki ´ n| |uki´1
g | |ϕx|

˘

px, tq dxdt

ď }nki ´ n}Cpr0,1sˆr0,T0sq

ż

Ω

`

|uki´1
g | |ϕx|

˘

px, tq dxdt

ď }nki ´ n}Cpr0,1sˆr0,T0sq}ϕx}L8pΩq

ż

Ω
|uki´1
g |px, tq dxdt

ď C}nki ´ n}Cpr0,1sˆr0,T0sq,

pois }uki´1
g }L1pΩq ď C. Da desigualdade acima juntamente com (2.124)1 concluímos

L1 ÝÑ 0, quando ki Ñ 8. (2.158)

Agora, vamos considerar a parte L2. Afirmamos que nϕx P L1
pr0, T0s;W´1,r1

q,
onde r1 é o conjugado de r.

De fato, como n P L8pr0, T0s;W 1,r
q e ϕ P DpΩq, temos

nϕx P L
8
pr0, T0s;W 1,r

0 q

e imersão L8pr0, T0s;W 1,r
0 q Ă L1

pr0, T0s;W´1,r1
q, concluímos

nϕx P L
1
pr0, T0s;W´1,r1

q.

Sabemos por (2.151) (Proposição 2.21) que
`

uki´1
g ´ ug

˘

ÝÑ 0 em L8pr0, T0s;W 1,r
0 q

quando ki Ñ 8 e, além disso, sabemos que nϕx P L1
pr0, T0s;W´1,r1

q “
`

L8pr0, T0s;W 1,r
0

˘1.
Então, Teorema 1.26, resulta que

ż

Ω

“`

uki´1
g ´ ug

˘

nϕx
‰

px, tqdxdt ÝÑ 0

e daí obtemos

L2 “:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

“`

uki´1
g ´ ug

˘

nϕx
‰

px, tqdxdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÝÑ 0 quando ki Ñ 8. (2.159)

Logo, de (2.158) e (2.159), resulta

L1 ` L2 ÝÑ 0 quando ki Ñ 8.

E por (2.157), concluímos
ż

Ω

“`

nkiuki´1
g

˘

ϕx
‰

px, tqdxdt ÝÑ

ż

Ω
rpnugqϕxs px, tqdxdt
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quando ki Ñ 8 e todo ϕ P DpΩq.

Agora, aplicando o limite em ambos os lados de (2.154), temos

0 “ lim
kiÑ8

„
ż

Ω

`

nkit ϕ
˘

px, tqdxdt´

ż

Ω

“`

nkiuki´1
g

˘

ϕx
‰

px, tqdxdt



“ lim
kiÑ8

ż

Ω

`

nkit ϕ
˘

px, tqdxdt´ lim
kiÑ8

ż

Ω

“`

nkiuki´1
g

˘

ϕx
‰

px, tqdxdt.

e utilizando (2.155) e (2.156) na igualdade acima, segue que

0 “
ż

Ω
pntϕq px, tqdxdt´

ż

Ω
rpnugqϕxs px, tqdxdt

“

ż

Ω
pntϕq px, tqdxdt`

ż

Ω

“

pnugqx ϕ
‰

px, tqdxdt

“

ż

Ω
rpntpx, tq ` pnugqxpx, tqsϕpx, tqdxdt (2.160)

para todo ϕ P DpΩq com Ω “ p0, 1q ˆ p0, T0q.

Agora, do Teorema 1.18 e de (2.160), resulta

nt ` pnugqx “ 0 em quase todo p0, 1q ˆ p0, T0q.

Usando um raciocínio análogo ao anterior, obtemos

mt ` pmulqx “ 0 em quase todo p0, 1q ˆ p0, T0q

e concluímos a demonstração.

Lema 2.23. Quando ki Ñ 8, temos

pαkil , α
ki
g , P

kiq ÝÑ pαl, αg, P q em Cpr0, 1s ˆ r0, T0sq (2.161)

onde α1 “
m

ρl
, αg “

n

ρg
satisfazendo (2) e P satisfazendo (4) e (5).

Demonstração. Lembremos que

P k
“ P pmk, nkq “

a2
l

2

«

bk `

d

pbkq2 `
4a2

gc
k

a2
l

ff

, mk
“ αkl ρ

k
l e nk “ αkgρ

k
g ,

onde
$

’

&

’

%

bk
.
“ bpmk, nkq “ mk

`
a2
g

a2
l

nk ´ κ0,

ck
.
“ cpmk, nkq “ κ0n

k
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e
$

’

’

’

&

’

’

’

%

ρkg “
P k

a2
g

,

ρkl “ ρl,0 `
P k ´ p0

a2
l

ˆ

κ0 fi ρl,0 ´
p0

a2
l

ą 0
˙

para todo k P N. De (2.124) segue-se
$

’

’

&

’

’

%

lim
kiÑ8

bki “ b

em Cpr0, 1s ˆ r0, T0sq

lim
kiÑ8

cki “ c

e, consequentemente,

lim
kiÑ8

P ki “ P em Cpr0, 1s ˆ r0, T0sq.

Assim,
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

lim
kiÑ8

ρkig “ lim
kiÑ8

ˆ

P ki

a2
g

˙

“
P

a2
g

“ ρg

em Cpr0, 1s ˆ r0, T0sq

lim
kiÑ8

ρkil “ lim
kiÑ8

ˆ

ρl,0 `
P ki ´ p0

a2
l

˙

“ ρl,0 `
P ´ p0

a2
l

“ ρl

e sendo ρkil ě κ0 ą 0, para todo ki, então

lim
kiÑ8

αkil “ lim
kiÑ8

mk
i

ρkil
“
m

ρl
“ αl

em Cpr0, 1s ˆ r0, T0sq.

Da relação αkil ` αkig “ 1, decorre

lim
kiÑ8

αkig “ lim
kiÑ8

`

1´ αkil
˘

“ 1´ αl “ αg

em Cpr0, 1s ˆ r0, T0sq e o lema fica provado.

Proposição 2.24. Seja pul, ug, n,mq o limite da sequência encontrado na Proposição 2.16
e αl, αg, P dados no Lema 2.23. Então,

αgPx ` n g “ µg rugsxx

αlPx `m g “ µl rulsxx

(2.162)

em quase todo p0, 1q ˆ p0, T0q.
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Demonstração. Para ki pi “ 1, 2, 3, . . .q, temos

αkig P
ki
x ` n

kig ´ µg
“

ukig
‰

xx
“ 0

isso implica

0 “
ż

Ω

`

αkig P
ki
x ϕ

˘

px, tqdxdt` g

ż

Ω

`

nkiϕ
˘

px, tqdxdt´ µg

ż

Ω

´

“

ukig
‰

xx
ϕ
¯

px, tqdxdt

(2.163)

para todo ϕ P DpΩq com Ω “ p0, 1q ˆ p0, T0q.

Daí, precisamos mostrar os seguintes:
ż

Ω

`

nkiϕ
˘

px, tqdxdt ÝÑ

ż

Ω
pnϕq px, tqdxdt, (2.164)

ż

Ω

´

“

ukig
‰

xx
ϕ
¯

px, tqdxdt ÝÑ

ż

Ω

`

rugsxx ϕ
˘

px, tqdxdt (2.165)

e
ż

Ω

`

αkig P
ki
x ϕ

˘

px, tqdxdt ÝÑ

ż

Ω
pαgPxϕq px, tqdxdt (2.166)

quando ki Ñ 8 e todo ϕ P DpΩq.

Para (2.164), temos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

`

nkiϕ
˘

px, tqdxdt´

ż

Ω
pnϕq px, tqdxdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

“`

nki ´ n
˘

ϕ
‰

px, tqdxdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Ω

`

|nki ´ n| |ϕ|
˘

px, tqdxdt

ď }ϕ}L8pΩq }n
ki ´ n}Cpr0,1sˆr0,T0sq

e utilizando (2.124)1 no lado direito da desiguadade acima, concluímos (2.164).

Por (2.119)1, resulta
`

ukig ´ ug
˘

á 0 fraca- ˚ em L8pr0, T0s;W 2,r
q

quando ki Ñ 8. Então, pelo Teorema 1.26, em particular
ż

Ω

”

`

ukig ´ ug
˘

xx
ϕ
ı

px, tqdxdt ÝÑ 0

para todo ϕ P DpΩq, quando ki Ñ 8.

Logo,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

´

“

ukig
‰

xx
ϕ
¯

px, tqdxdt´

ż

Ω

`

rugsxx ϕ
˘

px, tqdxdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

”

`

ukig ´ ug
˘

xx
ϕ
ı

px, tqdxdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÝÑ 0
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e, consequentemente, vale (2.165).

Por fim, vamos mostrar (2.166). Temos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

`

αkig P
ki
x ϕ

˘

px, tqdxdt´

ż

Ω
pαgPxϕq px, tqdxdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

“`

αkig ´ αg
˘

P ki
x ϕ

‰

px, tqdxdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

“`

P ki ´ P
˘

x
pαgϕq

‰

px, tqdxdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“: L3 ` L4

para todo ϕ P DpΩq.

Já que |P ki
x | ď C

`

|mki
x | ` |n

ki
x |
˘

[Veja (2.143)], então

L3 : “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

“`

αkig ´ αg
˘

P ki
x ϕ

‰

px, tqdxdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Ω

`

|αkig ´ αg| |P
ki
x | |ϕ|

˘

px, tqdxdt

ď }αkig ´ αg}Cpr0,1sˆr0,T0sq}ϕ}L8pΩq

ż

Ω
|P ki
x |px, tqdxdt

ď }αkig ´ αg}Cpr0,1sˆr0,T0sq}ϕ}L8pΩq
`

}nkix ptq}L1 ` }mki
x ptq}L1

˘

e utilizando (2.108) no lado direito da desigualdade, obtemos

L3 ď C}αkig ´ αg}Cpr0,1sˆr0,T0sq (2.167)

onde C é uma constante positiva. Assim, de (2.161)1 e (2.167), resulta

L3 ÝÑ 0 quando ki Ñ 8.

Para todo ϕ P DpΩq, temos
ż

Ω

“`

P ki ´ P
˘

x
pαgϕq

‰

px, tqdxdt “ ´

ż

Ω

“`

P ki ´ P
˘

pαgϕqx
‰

px, tqdxdt

isso acarreta que

L4 : “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

“`

P ki ´ P
˘

x
pαgϕq

‰

px, tqdxdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

“`

P ki ´ P
˘

pαgϕqx
‰

px, tqdxdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(2.168)

ď

ż

Ω

`

|P ki ´ P | | pαgϕqx |
˘

px, tqdxdt ď }P ki ´ P }Cpr0,1sˆr0,T0sq

ż

Ω
| pαgϕqx |px, tqdxdt.

Afirmamos que
ż

Ω
|pαg ϕqx|px, tqdxdt ă 8

para todo ϕ P DpΩq. De fato, como

pαg ϕqx “ rαgsx ϕ` αg ϕx,
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temos

|pαg ϕqx| ď |rαgsx| |ϕ| ` |αg| |ϕx|.

Já que αg “
n

ρg
, então com um argumento análogo ao aplicado para provar que

|rαlsx| ď C p|mx| ` |nx|q em (2.143), obtemos

|rαgsx| ď C p|mx| ` |nx|q

e sendo |αl| ď 1, segue-se que
ż

Ω
p|pαg ϕqx|q px, tqdxdt ď

ż

Ω
p|rαgsx| |ϕ|q px, tqdxdt`

ż

Ω
p |αg|
loomoon

ď1

|ϕx|qpx, tqdxdt

ď }ϕ}L8pΩq

ż

Ω
|rαgsx|px, tqdxdt`

ż

Ω
|ϕx|px, tqdxdt

ď }ϕ}L8pΩq p}mxptq}L1 ` }nxptq}L1q ` }ϕx}L8pΩq (2.169)

para todo t P r0, T0s.

Segue da semicontinuidade inferior da norma e (2.108), podemos obter

}nxptq}L1 ` }mxptq}L1 ď lim
kÑ8

inf
`

}nkxptq}L1 ` }mk
xptq}L1

˘

ď eCI p}n0,x}L1 ` }m0,x}L1 ` 2Cq (2.170)

para todo t P r0, T0s. Assim, por (2.169) e (2.170), deduz-se
ż

Ω
|pαg ϕqx|px, tqdxdt ď C (2.171)

onde C é uma constante positiva.

Usando (2.171) no lado direito da desigualdade (2.168), obtemos

L4 ď C}P ki ´ P }Cpr0,1sˆr0,T0sq ÝÑ 0.

Donde decorre

L4 ÝÑ 0 quando ki Ñ 8,

já que P ki ÝÑ P em C pr0, 1s ˆ r0, T0sq [Veja (2.161)3].

Assim,

L3 ` L4 ÝÑ 0,

quando ki Ñ 8 e, portanto, provamos (2.166).
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Agora, tomando o limite em ambos os lados da igualdade de (2.163) e utilizando
(2.164),(2.165) e (2.166), obtemos

ż

Ω

“`

αgPx ` n g ´ µg rugsxx
˘

ϕ
‰

px, tqdxdt “ 0 (2.172)

para todo ϕ P DpΩq.

Aplicando o Teorema 1.18 em (2.172), concluímos

αgPx ` n g ´ µg rugsxx “ 0 em quase todo p0, 1q ˆ p0, T0q.

E com racíonicio análogo, obtemos

αlPx `m g ´ µl rulsxx “ 0 em quase todo p0, 1q ˆ p0, T0q.

Portanto,

αgPx ` n g “ µg rugsxx

αlPx `m g “ µl rulsxx

em quase todo p0, 1q ˆ p0, T0q.

Proposição 2.25. Seja pul, ug, n,mq o limite da sequência encontrado na Proposição 2.16.
Então,

mpx, 0q “ m0pxq, npx, 0q “ n0pxq

para todo x P r0, 1s. Além disso,

pm,nq P C
`

r0, T0s;W 1,r˘
X C1

pr0, T0s;Lrq e pug, ulq P C
`

r0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0
˘

.

Demonstração. De (2.69), temos

mkipx, 0q “ m0pxq e nkipx, 0q “ n0pxq

para todos x P r0, 1s e ki pi “ 1, 2, 3, . . .q e sabemos, por (2.124), que
$

’

&

’

%

nki Ñ n

em Cpr0, 1s ˆ r0, T0sq

mki Ñ m

quando ki Ñ 8. Então,

m0pxq “ lim
kiÑ8

mkipx, 0q “ mpx, 0q ùñ mpx, 0q “ m0pxq

n0pxq “ lim
kiÑ8

nkipx, 0q “ npx, 0q ùñ npx, 0q “ n0pxq @x P r0, 1s.
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Agora, segue da Proposição 2.17 [(2.125), (2.126) e (2.127)] que m e n são
funções limitadas em r0, 1s ˆ r0, T0s. Logo,

m,n P L8 pr0, 1s ˆ r0, T0sq ñ m,n P L8 pr0, T0s;Lrq

e com uma argumento análogo ao utilizado em (2.89),obtemos

mx, nx P L
8
pr0, T0s;Lrq .

Portanto,

m,n P L8
`

r0, T0s;W 1,r˘

e sabendo que n e m são soluções das equações (2.153)1 e (2.153)2 (ver Proposição 2.22),
respectivamente, com n0,m0 P W

1,r. Além disso, sabendo por (2.119)1 (ver Proposição 2.16)
que

ug, ul P L
8
`

r0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0
˘

.

Então, do Lema 2.6, deduzimos

n,m P Cpr0, T0s;W 1,r
q.

Por (2.161)3, temos

P “ P pm,nq “
a2
l

2

«

b`

d

b2 `
4a2

gc

a2
l

ff

.

Com um argumento semelhante ao utilizado para provar (2.93)1, uma vez que (2.125),
(2.126) e (2.127) valem, obtemos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bm
pm,nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C e

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BP

Bn
pm,nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C.

E, sabendo que n,m P Cpr0, T0s;W 1,r
q e ug, ul P L8

`

r0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0
˘

(Proposição
2.16) com ug e ul satisfazendo as equações (2.162)1 e (2.162)2 (Proposição 2.24), respecti-
vamente. Segue, do Lema 2.11, que

ug, ul P Cpr0, T s;W 2,r
XW 1,r

0 q.

Por fim, já que n,m P Cpr0, T0s;W 1,r
q e ug, ul P Cpr0, T s;W 2,r

XW 1,r
0 q, das

equações (2.153)1 e (2.153)2,obtemos

nt,mt P Cpr0, T0s;Lrq.

Logo,

pm,nq P Cpr0, T0s;W 1,r
q X C1

pr0, T0s;Lrq e pug, ulq P C
`

r0, T0s;W 2,r
XW 1,r

0
˘

.
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Portanto, das Proposições 2.22, 2.24 e 2.25, concluímos que o limite pm,n, ul, ugq
encontrado na Proposição 2.16 é solução do problema (3) em p0, 1q ˆ p0, T0q satisfazendo
as condições de fronteira e de dados iniciais (7) e (8), respectivamente, com

pm,nq P Cpr0, T0s;W 1,r
q X C1

pr0, T0s;Lrq e pul, ugq P Cpr0, T0s;W 2,r
q.

2.3.7 Unicidade da solução do Teorema Principal

Na subseção 2.3.6, mostramos o limite da sequência encontrado na subseção
2.3.4, Proposição 2.16, é solução do problema (3) em p0, 1q ˆ p0, T0q com as condições de
fronteira e de dados iniciais (7) e (8), respectivamente. Nesta subseção, vamos dedicar a
provar que tal solução é única.

Proposição 2.26. Sejam
`

m1, n1, u1l, u1g
˘

e
`

m2, n2, u2l, u2g
˘

duas soluções do Pro-
blema (3) com as mesmas condições de fronteira e de valor inicial, isto é,

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

pnjqt ` pnjujgqx “ 0
pmjqt ` pmjuj lqx “ 0
αjgrPjsx ` g nj “ µgrujgsxx

αj lrPjsx ` g mj “ µlruj lsxx

ujgpx “ 0, tq “ ujgpx “ 1, tq “ 0 @t P r0, T s
uj lpx “ 0, tq “ uj lpx “ 1, tq “ 0 @t P r0, T s
mjpx, t “ 0q “ m0pxq, njpx, t “ 0q “ n0pxq x P r0, 1s,

(2.173)

com

pmj, njq P Cpr0, T0s;W 1,r
q X C1

pr0, T0s;Lrq e puj l, ujgq P Cpr0, T0s;W 2,r
q,

para j “ 1 e 2. Então

n1 “ n2, m1 “ m2, u1l “ u2l e u1g “ u2g em r0, 1s ˆ r0, T0s.

Demonstração. Por (2.173), temos

pn1qt ´ pn2qt “ ´
“`

n1u1g
˘

x
´
`

n2u2g
˘

x

‰

“ ´
 

pn1qx
`

u1g ´ u2g
˘

` pn1 ´ n2qpu1gqx

` u2grpn1qx ´ pn2qxs ` n2
“`

u1g
˘

x
´
`

u2g
˘

x

‰(

. (2.174)

e

pm1qt ´ pm2qt “ ´ rpm1u1lqx ´ pm2u2lqxs “ ´ tpm1qx pu1l ´ u2lq ` pm1 ´m2qpu1lqx

` u2lrpm1qx ´ pm2qxs `m2 rpu1lqx ´ pu2lqxsu . (2.175)
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Utilizando o mesmo argumento que foi usado para mostrar (2.130) (Lema 2.18) em (2.174)
e (2.175), obtemos
d

dt
p}n1ptq ´ n2ptq}

r
Lrq ď C

`

}pu1g ´ u2gqxptq}Lr}n1ptq ´ n2ptq}
r´1
Lr ` }n1ptq ´ n2ptq}

r
Lr

˘

(2.176)
e
d

dt
p}m1ptq ´m2ptq}

r
LrqďC

`

}pu1l ´ u2lqxptq}Lr}m1ptq ´m2ptq}
r´1
Lr ` }m1ptq ´m2ptq}

r
Lr

˘

,

(2.177)

para todo t P r0, T0s.

Como

ru1lpx, tq ´ u2lsxpx, tq“
1
µl

ż x

0
rpα1l ´ α2lq pP1qξs pξ, tqdξ ´

1
µl

ż x

0
rα1lpP1 ´ P2qsξ pξ, tqdξ

`
1
µl

ż x

0

”

pα1lqξ pP1 ´ P2q
ı

pξ, tqdξ ` g

ż x

0
pm1 ´m2qpξ, tqdξ

´
1
µl

ż 1

0

ż y

0

“

pα1l ´ α2lqP1ξ
‰

pξ, tqdξdy `
1
µl

ż 1

0

ż y

0
rα1lpP1 ´ P2qsξ pξ, tqdξdy

´
1
µl

ż 1

0

ż y

0

”

pα1lqξ pP1 ´ P2q
ı

pξ, tqdξdy ´ g x

ż 1

0

ż y

0
pm1 ´m2qpξ, tqdξdy,

segue-se, com argumento semelhante ao utilizado em (2.138) (Lema 2.19), que

}pu1l ´ u2lqxptq}Lr ď Cµ p}m1ptq ´m2ptq}Lr ` }n1ptq ´ n2ptq}Lrq (2.178)

e de forma similar, temos

}pu1g ´ u2gqxptq}Lr ď Cµ p}m1ptq ´m2ptq}Lr ` }n1ptq ´ n2ptq}Lrq (2.179)

para todo t P r0, T0s e para toda Cµ constante positiva independente de t.

Combinando (2.176), (2.177), (2.178) e (2.179), obtemos
d

dt
p}n1ptq ´ n2ptq}

r
Lr ` }m1ptq ´m2ptq}

r
Lrq ď Cr}n1ptq ´ n2ptq}

r
Lr`}m1ptq ´m2ptq}

r
Lr

` p}m1ptq ´m2ptq}Lr ` }n1ptq ´ n2ptq}Lrq
`

}m1ptq ´m2ptq}
r´1
Lr ` }n1ptq ´ n2ptq}

r´1
Lr

˘

s

(2.180)

e utilizando a Desigualdade de Young (ver Proposição 1.41), com r1 “
r

r ´ 1 e r ě 2,
resulta
d

dt
p}n1ptq ´ n2ptq}

r
Lr ` }m1ptq ´m2ptq}

r
Lrq ď Cr}n1ptq ´ n2ptq}

r
Lr ` }m1ptq ´m2ptq}

r
Lr

`
1
r
p}n1ptq ´ n2ptq}Lr ` }m1ptq ´m2ptq}Lrq

r

`
r ´ 1
r

`

}n1ptq ´ n2ptq}
r´1
Lr ` }m1ptq ´m2ptq}

r´1
Lr

˘
r
r´1



.
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Por fim, aplicando o Lema 1.39 nos dois últimos termos do lado direito da desigualdade
acima, deduzimos
d

dt
p}n1ptq ´ n2ptq}

r
Lr ` }m1ptq ´m2ptq}

r
Lrq ď C p}n1ptq ´ n2ptq}

r
Lr ` }m1ptq ´m2ptq}

r
Lrq ,

para todo t P r0, T0s.

Dos valores iniciais rver (2.173)7s, segue

n1px, 0q ´ n2px, 0q “ n0pxq ´ n0pxq “ 0 e m1px, 0q ´m2px, 0q “ m0pxq ´m0pxq “ 0,

para todo x P r0, 1s. Daí deduz-se

}n1p0q ´ n2p0q}rLr
looooooooomooooooooon

“0

`}m1p0q ´m2p0q}rLr
loooooooooomoooooooooon

“0

“ 0.

Assim,

Ψ1
ptq ď C Ψptq e Ψp0q “ 0

onde Ψptq “ }n1ptq´n2ptq}
r
Lr `}m1ptq´m2ptq}

r
Lr , para todo t P r0, T0s e C uma constante

positiva.

Segue da Desigualdade de Gronwall (ver Proposição 1.45) que

}n1ptq ´ n2ptq}
r
Lr ` }m1ptq ´m2ptq}

r
Lr “ 0

para todo t P r0, T0s. Portanto,

n1px, tq “ n2px, tq e m1px, tq “ m2px, tq

para todo px, tq P r0, 1s ˆ r0, T0s.

Lembremos que

ρjg “
Pj
a2
g

, ρj l “ ρl,0 `
Pj ´ p0

a2
l

e Pj “ P pmj, njq “
a2
l

2

«

bj `

d

b2 `
4a2

g

a2
l

cj

ff

,

onde
$

&

%

bj
.
“ bpmj, njq “ mj `

a2
g

a2
l

nj ´ κ0,

cj
.
“ cpmj, njq “ κ0nj.

Já que n1 “ n2 e m1 “ m2, então

b1 “ b2 e c1 “ c2 ùñ P1 “ P2 ùñ ρ1g “ ρ2g e ρ1l “ ρ2l.

E sendo αjg “
nj
ρjg

, αj l “
mj

ρj l
, concluímos que

α1g “ α2g e α1l “ α2l.
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Provado que n1 “ n2, P1 “ P2 e α1g “ α2g, segue da equação (2.173)3 que

ru1gsxx “ ru2gsxx ùñ ru1g ´ u2gsx “ h1 ùñ ru1g ´ u2gs “ h1x` h2

com h1, h2 P R. Utilizando as condições de fronteira (2.173)5, obtemos

0 “ u1gp0, tq ´ u2gp0, tq “ h2 ùñ h2 “ 0
0 “ u1gp1, tq ´ u2gp1, tq “ h1 ùñ h1 “ 0

para todo t P r0, T0s. Donde concluímos que

u1gpx, tq ´ u2gpx, tq “ 0 ùñ u1gpx, tq “ u2gpx, tq.

De forma similar,

u1lpx, tq ´ u2lpx, tq “ 0 ùñ u1lpx, tq “ u2lpx, tq

para todo px, tq P r0, 1s ˆ r0, T0s.

Assim,

n1 “ n2, m1 “ m2, u1l “ u2l e u1g “ u2g em r0, 1s ˆ r0, T0s.

Portanto, das seções 2.3.6 e 2.3.7, concluímos que existe uma única solução
pm,n, ul, ugq em p0, 1q ˆ p0, T0q.
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