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Resumo:

O principal objetivo desta dissertacao foi mostrar varias caracterizacoes de variedades com cres-
cimento polinomial em suas codimensoes, tema no qual seguimos os trabalhos de Kemer, Giambruno
e Zaicev. Para este feito foi necessario um embasamento na teoria do PI expoente. Neste trabalho
provamos o famoso teorema de Giambruno e Zaicev sobre a existéncia do PI expoente, e para tal prova
foi necessario um grande embasamento nos trabalhos de Kemer sobre superalgebras e o Envelope de
Grassmann, bem como a bem desenvolvida teoria das representacgoes do grupo simétrico .S,,.

Palavras chaves: PI expoente, PI teoria, crescimento polinomial.



Abstract:

The main goal of this dissertation is to show several characterizations of varieties with polynomial
growth in their codimensions, following the works of Kemer, Giambruno and Zaicev. In order to
achieve this goal, it was necessary to develop a theoretical background on the theory of the PI exponent.
In this work we prove the famous theorem due Giambruno and Zaicev about the existence of the PI
exponent, and to this end it is necessary to have the foundation of the works of Kemer on superalgebras
and the Grassmann Envelope, as well as the theory of representations of the symmetric group 5, .

Keywords: PI exponent, PI theory, polynomial growth.
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Introducao

Um pouco de histéria

A pesquisa em &dlgebra comutativa possibilitou responder a uma série de problemas da geometria
algébrica, tais como encontrar os polindmios em varidveis comutativas que se anulam em um dado
conjunto de pontos no espago euclidiano, estudar as propriedades de um conjunto o qual é definido
como a solugao de um sistema de equagoes algébricas, ou ainda responder se sob certas condigoes existe
uma equivaléncia entre um dado sistema infinito de equagoes algébricas e algum sistema finito de tais
equagoes. Motivando-se destes, e de outros problemas classicos da geometria algébrica, a PI teoria
busca estudar questoes semelhantes as descritas acima, porém em um ambiente onde o conjunto
de pontos no espaco euclidiano é trocado por &lgebras associativas e os polinomios em varidveis
comutativas por aqueles nas varidveis nao comutativas, elementos da conhecida dlgebra associativa
livre (ou de maneira equivalente, dlgebra tensorial de um espago vetorial).

O pioneiro do estudo de édlgebras com identidades polinomiais pode ser considerado Sylvester o
qual em meados de 1880 resolveu por completo um problema na area de invariantes para matrizes
2x2. Em 1922 e 1936 Dehn e Wagner, respectivamente, em estudos sobre geometria projetiva, tiveram
um primeiro contato com resultados béasicos em PI algebras. Em 1943, em seu trabalho sobre planos
projetivos, Hall mostrou que apenas corpos em geral e a dlgebra generalizada dos quatérnios sobre
seu centro satisfaziam a identidade polinomial

(xy — yw)zz — z(zy — yz)? = 0.

Ressaltamos que esta mesma identidade foi revelada nos trabalhos de Dehn e de Wagner, no contexto
das matrizes de ordem 2.

Apoiado neste artigo, Kaplansky em 1948, em seu trabalho “Rings with a polynomial identity”,
sugeriu que a existéncia de uma identidade polinomial estava interligada de forma intrinseca com
alguma condicao de finitude da respectiva algebra. Este resultado motivou grande interesse no estudo
da Pl-teoria. Em meados dos anos 50, 60 e 70, Jacobson, Posner, Malcev, Shirshov, Kostrikin,
Kaplansky, Levitzki, Amitsur, Razmyslov, fizeram varias contribui¢des extremamente importantes na
area de PI-algebras.

Um marco importante nesta area foi quando Specht em 1950 prop6s um problema que anos depois
viria a ser conhecido como o famoso “problema de Specht”, no qual ele questionava se o T-ideal de
uma algebra associativa sobre um corpo de caracteristica 0 poderia ser finitamente gerado como um
T-ideal. Tal problema foi resolvido parcialmente (isto é, para algumas classes de dlgebras) por vérios
autores. Foi em 1984-1986 quando Kemer desenvolveu uma teoria extremamente complexa na qual
mostrava que os T-ideais se comportavam de forma semelhante aos ideais na dlgebra dos polindmios
em variaveis comutativas. Como consequéncia, Kemer resolveu em afirmativo o problema de Specht.
Entretanto, a prova de Kemer é uma prova de existéncia; na pratica tentar descrever um conjunto
finito gerador de um T-ideal de alguma &lgebra é uma tarefa extremamente complicada. Por exemplo
tal conjunto de geradores é conhecido apenas para as algebras das matrizes n xn, n < 2. Devido a este
impasse, foi necessaria uma outra abordagem para o estudo das identidades polinomiais, a conhecida
como “abordagem combinatéria”’a qual foi introduzida em 1972 por Regev, e é amplamente utilizada
até hoje. Posteriormente varios autores, utilizando esta abordagem, obtiveram avangos relevantes no
estudo das identidades polinomiais satisfeitas por uma élgebra, ou uma variedade de dlgebras. A seguir
iremos descrever alguns trabalhos que foram estudados neste texto, os quais sdo devidos a Kemer,
Giambruno e Zaicev. Vale ressaltar que embora deixemos de citar alguns, houve mais pesquisadores
que fizeram contribuigbes imensas nesta drea. Para mais informacoes histéricas indicamos fortemente

as bibliografias [10], [19].

Tema principal da dissertacao

Trabalhando com um corpo K de caracteristica 0, pode-se ver via o processo de linearizacao, que
dada uma identidade polinomial na dlgebra associativa livre K (X), esta é equivalente a um sistema
finito de identidades polinomiais multilineares. Seja P, o espaco vetorial dos polindmios multilineares
nas varidveis x1, ..., x, na algebra K(X), e seja R uma &lgebra sobre K. Dado que T-ideais sdo
invariantes por endomorfismos, pode-se ver que P,,, bem como P, N T(R), possuem estruturas de
Sp-médulos. Disto, segue que P, /P, NT(R) também tem a estrutura de um S,,-mdédulo, e portanto,
pode-se utilizar a teoria das representagoes de .S,, para decompor P, /P, NT(R) como soma direta de
Sp-médulos irredutiveis. Em particular, define-se a n-ésima codimensao de R como sendo ¢, (R) =
dim P,/ P,NT(R), e entao pode-se falar da sequéncia das codimensdes de uma &lgebra. Em [36], Regev
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mostrou que a sequéncia das codimensées (¢, (R)), é exponencialmente limitada, consequentemente,
como dim P,, = n!, e o crescimento fatorial é maior que o crescimento exponencial, conclui-se que para
n suficientemente grande, P,, N T(R) se torna quase que inteiramente P,. Portanto a dimensdo de
P, NT(R) se torna muito alta, de forma que nao é muito vidvel estudar tal espago, e uma alternativa
seria o estudo de P, /P,NT(R). Baseado nisso, tornou-se muito mais factivel estudar o comportamento
assintético das codimensoes de uma algebra ao invés de estudar de forma concreta os T-ideais. Ainda
quando R é uma algebra sobre K, uma das ferramentas mais poderosas para estudar comportamentos
assintéticos das codimensoes de R é o chamado PI expoente, o qual é definido por

expR = lim {/c,(R).
n—r oo

Em meados dos anos 80, Amitsur conjecturou que o limite acima sempre existia e era um inteiro ndao
negativo, tal conjectura foi confirmada por Giambruno e Zaicev, em [17], o qual é o famoso teorema
sobre a existéncia e integralidade do PI expoente. Vale ressaltar que Kemer ja havia mostrado que sé ha
duas possibilidades para o crescimento das codimensoes de uma algebra: crescimento exponencial ou
polinomial. Tendo em maos a existéncia do PI expoente, bem como sua integralidade, nosso objetivo
neste texto foi estudar caracterizacoes de variedades com crescimento polinomial, por exemplo uma
das caracterizagoes é que uma variedade ¥ tem crescimento polinomial se, e somente se, exp ¥ < 1.
Outras caracterizagoes, mais interessantes, mas que exigem mais conceitos, serdao dadas adiante.

Um breve passeio pelos capitulos

Os capitulos 1 e 2 sao dedicados a apresentagao de conceitos béasicos na teoria das dlgebras associ-
ativas e PI dlgebras respectivamente. No primeiro capitulo apresentamos conceitos fundamentais na
teoria dos médulos e na teoria das algebras sobre um corpo. Neste mesmo capitulo, nao poderiam
faltar os classicos teoremas de Wedderburn—Artin e o teorema de Wedderburn—Malcev, os quais iremos
brevemente discorrer.

O teorema de Wedderburn—Artin é de extrema importancia na teoria das algebras associativas pois
ele permite “transportar” problemas envolvendo algebras semissimples para problemas envolvendo uma
soma direta de algebras matriciais, pois o mesmo estabelece que uma algebra semissimples é isomorfa
a uma soma direta de algebras matriciais sobre determinados anéis de divisao.

O teorema de Wedderburn-Malcev pode ser pensado como uma decomposicao de uma algebra
em duas partes, uma parte que pode ser encarada como matrizes, ou pelo menos soma direta de
algebras matriciais, e a outra como sendo uma parte mais “dificil’de trabalhar mas que temos um
certo conhecimento a respeito. Em outras palavras, se A é uma &algebra sobre um corpo K pode-se
escrever A = B@®rad(A), onde B é uma dlgebra semissimples e rad(A) é o radical de Jacobson de A.
Observe que a decomposicao acima é soma direta de subespacos vetoriais, pois B nao precisa ser um
ideal em A. Se combinado ainda com o teorema de Wedderburn-Artin podemos escrever

A=A - ® A ®rad(A)

onde para cada 1 < i < k, existe n; € N e D; um anel de divisdo tal que 4; = M, (D;).

Em nosso texto utilizamos constantemente a combinagao destes dois teoremas, e de fato, sao eles
que permitem darmos um “palpite”de quem seria o PI expoente de uma algebra, como veremos no
capitulo 11, e tornar mais “brando”o estudo do PI expoente. As principais bibliografias utilizadas
aqui foram (7], [21], [43], [2], [28], [33], [41], [29)].

No capitulo 3 introduzimos um invariante numérico que é extremamente til na teoria das PI
algebras: as séries de Hilbert, as quais estao profundamente interligadas com a sequéncia das codi-
mensdes. Além disso, mostramos um resultado conhecido como “processo de linearizacao”, o qual diz
que em caracteristica 0, qualquer identidade polinomial na algebra associativa livre é equivalente a
um sistema finito de identidades multilineares. Este processo possibilita trabalhar com identidades
multilineares ao invés de identidades polinomiais quaisquer. Utilizamos para este capitulo o livro de
Drensky [10].

Ja nos capitulos 4,5 e 6, os principais feitos podem ser resumidos abaixo:

1. Identidades polinomiais na algebra de Grassmann.
2. Identidades polinomiais na dlgebra das matrizes triangulares superiores.
3. Matrizes genéricas

4. O teorema de Amitsur—Levitzki.
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5. Polinémios centrais: Construcao de Formanek.

Em 1. e 2. os principais resultados apresentados foram os teoremas 4.3 e 4.8, nos quais mostramos
que as identidades polinomiais [z1, z2, 23] = 0 e [x1, x2|[x3, x4] - - - [X2p—1, T2r] = 0 formam respectiva-
mente uma base das identidades polinomiais na algebra de Grassmann G e na algebra das matrizes
triangulares superiores k x k, Ui (K).

Trabalhamos também em 3. com as matrizes genéricas. Nesta se¢ao procuramos evidenciar a
maior parte dos detalhes, enfatizando a ideia de especializagao, e mostrando o classico isomorfismo da
algebra das matrizes genéricas R,, com F(varM, (K)), a dlgebra relativamente livre determinada por

No tépico 4. foi enfatizado o teorema de Amitsur—Levitzki, o qual estabelece que a identidade
standard sgp,(z1,...,2,) é, a menos de multiplos escalares, a tnica identidade polinomial de grau

2n na &lgebra das matrizes M, (K). Além disso, se houver alguma outra identidade em M, (K)
necessariamente o grau desta deve ser maior que 2n. Utilizamos a demonstracao dada por Rosset
em [40] a qual se baseia na ideia de reduzir o estudo para M, (Q) e posteriormente utilizar propriedades
envolvendo o trago de uma matriz e a dlgebra de Grassmann.

Em seguida, em 5. definimos o conceito de polinémios centrais, e utilizando a construcao de
Formanek, [11], construimos usando matrizes genéricas, um polinémio central na dlgebra das matrizes
M, (K), n > 1. Uma consequéncia facil disso é que se f(z1,...,x,) é central em M, (K), n > 1, entéo
f =0 é uma identidade polinomial em M,,_1(K).

Nos capitulos 7, 8 e 9, trés grandes tépicos foram elucidados, tais estao em ordem abaixo e serao,
de maneira breve, individualmente discorridos. O primeiro, o teorema da codimensao de Regev, foi
de extrema importancia pois como ja mencionamos, seu conteiido mostrou que era muito mais viavel
trabalhar com o quociente P,,/P, N T(R) de uma &lgebra R sobre K ao invés de P, N T(R). Este
teorema foi a base para mostrar que produto tensorial de duas PI dlgebras era de novo uma PI algebra,
o qual é o segundo topico em questao. E o ultimo deles é sobre as representacoes irredutiveis de S,
que foram a base para se construir o conteido dos capitulos seguintes. Nesta secdo as principais
referéncias foram [19], [7], [36] e [31].

1. O teorema da codimensao de Regev.
2. Produto tensorial de PI-algebras.
3. Representagoes do grupo simétrico S,, (n > 1) e aplicagoes destas as PI-dlgebras.

O teorema da codimensao de Regev afirma que se R é uma PI-dlgebra que possui uma identi-
dade polinomial de grau d > 1, entdo a sequéncia das codimensoes (¢, (R)),, é exponencialmente
limitada. Mais precisamente, mostramos que ¢, (R) < (d — 1)?", para cada n = 0, 1, ... Para sua
demonstracdo, nos baseamos naquela dada por Latyshev em [31] a qual faz uso do lema de Dilworth
e utiliza os conceitos de permutacdo d-good e d-bad para mostrar que P, /P, N T(R) é gerado por
Tr(1)Tr(2) " Tr(n) + Pn N T(R), onde 7 € S,, é uma permutagao d-good.

Em 2. mostramos dois resultados, o primeiro deles fornece uma cota superior para a sequéncia das
codimensoes (¢, (R® S)), do produto tensorial de duas PI-dlgebras Re S: ¢, (R®S) < ¢, (R)ey(5),
para cadan = 0, 1, ... Isso foi essencial para o teorema 7.10, que o produto tensorial de duas PI-
algebras é de novo uma PI-dlgebra. Nesta subsegao utilizamos o artigo [36]. Além disso, procuramos
detalhar a demonstragao de alguns resultados e evidenciando os pontos importantes do artigo. Como
tltima observagao sobre 1. e 2., vale mencionar que o corpo K em questao poderia ser tomado sendo
arbitrario.

No tépico 3. utilizando o livro de Curtis e Reiner ( [7]), fizemos uma revisdo da teoria das
representacoes do grupo simétrico S,. Para a demonstragao do principal resultado desta segao (te-
orema 8.39) usamos as tabelas e diagramas de Young. Posteriormente, na secdo 9 apresentamos
algumas aplicacoes da teoria de representagoes de S, as PI-algebras, como por exemplo estudamos
PL, = P, N L(X), dlgebra dos polindémios multilineares de Lie de grau n e as representagoes irre-
dutiveis do grupo geral linear GL,,(K).

O capitulo 10 é dedicado as superalgebras e ao envelope de Grassmann, conceitos que formam
o alicerce para a demonstracao no capitulo 11 do teorema de Giambruno e Zaicev. Para estes dois
utilizamos [16], [19] e [37]. Podemos resumir o capitulo 10 e 11 no esquema de demonstragéo deste
teorema:

1. Mostra-se que o resultado do teorema é valido para o envelope de Grassmann de alguma supe-
ralgebra, primeiro finitamente gerada, e depois de dimensao finita.

2. Utilizando técnicas desenvolvidas por Kemer, se demonstra o teorema para o caso geral.
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De forma extremamente resumida, no item 1. se faz o uso constante dos diagramas de Young na
obtencao de condigoes para que uma dada particao induza uma identidade no envelope de Grassmann
de uma superalgebra. Em relacao ao item 2. o que estd por tras é o teorema de Kemer: para
qualquer variedade nao trivial ¥, existe uma superalgebra de dimensao finita A = A @ AM tal que
¥V =wvar(G(A)).

Por fim, o capitulo 12 é o principal do nosso trabalho. Os tépicos abordados sao:
1. Separagao de T-ideais pela dlgebra de Grassmann.

2. Classificagao de variedades com crescimento quase polinomial.

3. Caracterizacao de variedades com crescimento polinomial.

O primeiro dos tépicos foi de extrema importancia para os demais, pois vimos como a algebra de
Grassmann G pode interferir no ideal de identidades de uma variedade apenas estando contida nela.
Mais precisamente, dentre as outras caracterizacoes apresentadas no teorema 12.5 vimos que se ¥ é
uma variedade nao prépria de dlgebras associativas, entdo ¥ é gerada por uma algebra de dimensdo
finita se, e somente se, G ¢ ¥. Este resultado foi utilizado em 3. para fornecer duas caracterizagoes
de variedades com crescimento polinomial: se ¥ é uma variedade nao prépria, entao ¥ tem cresci-
mento polinomial se, e somente se, exp ¥ < 1 e este ltimo se, e somente se, G, UTy ¢ ¥. Outras
duas caracterizagoes foram fornecidas e estas se encontram no teorema 12.21. Em relagao a 2. vimos
que existem variedades com crescimento exponencial, com a propriedade de que suas subvariedades
préprias tém crescimento polinomial, tais sdo chamadas de variedades com crescimento quase polino-
mial. Dois exemplos de tais variedades sdo var(G) e var(UT3). O mais interessante é que estas sio as
Unicas variedades com crescimento quase polinomial, ver teorema 12.14. Para o estudo de tais topicos
utilizamos os trabalhos de Kemer ( 23], [24]) Giambruno e Zaicev ( [18]).

Algumas palavras ao leitor

Para nosso propdsito na dissertagao, a caracterizagao de variedades com crescimento polinomial, tra-
balhamos sobre corpos de caracteristica 0. Entretanto, sempre que possivel, tentamos evidenciar caso
alguma parte do texto nao precisasse de restrigoes no corpo. Neste texto tentamos detalhar os re-
sultados e sempre que possivel demonstra-los. Porém as vezes, para nao fugir muito do objetivo do
texto, apenas referéncias foram dadas. Adicionamos no primeiro capitulo apenas algumas defini¢oes
pertinentes a nosso trabalho, como por exemplo a definicao de mddulos e algebras sobre um corpo,
logo é importante ressaltar que estaremos assumindo uma certa familiaridade do leitor com conceitos
introdutodrios basicos em algebras, tais como teoria dos grupos, dlgebra linear e rudimentos na teoria
das dlgebras comutativas. O leitor interessado pode ver estes conceitos bésicos em ( [2], [29), [41], [43]).
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1 Conceitos basicos em algebras associativas

Todos os anéis trabalhados aqui serao anéis com unidade, por isso as vezes iremos apenas considerar
um anel qualquer sem fazer qualquer alusdo ao fato deste possuir unidade. Aqui usamos os livros
de [28], [29], [41] e [21].

Definicao 1.1. Seja R um anel. Um R-mddulo a esquerda é um grupo abeliano aditivo M equipado
com um produto de R (multiplicagao escalar) -: Rx M — M, (r,m) — r-m, satisfazendo os sequintes
aziomas: Para quaisquer r;r’ € R em,m’ € M

e )r-(m+m)=r-m+r-m
e2)(r+7r) m=r-m+r-m
e 3) (rr')-m=r("-m)

e 4)1-m=m.

Notacgao: E comum na defini¢do acima escrever rm ao invés de r - m. Além disso, um R-mdédulo
a esquerda M é frequentemente denotado por r M.

e Se R é um anel qualquer, um R-mdédulo & direita N é um grupo aditivo abeliano munido de um
produto -: R x N — N, (r,n) — nr satisfazendo condigoes andlogas as estabelecidas em [1.1

e Se M é um R-médulo a esquerda, um subconjunto N C M é um submédulo de M se N tem
a estrutura de um R-médulo. Equivalentemente, N é um submédulo de M se, e somente se, N é
fechado pela adicao, e rN C N, para qualquer r € R.

Notagao: Se R é um anel qualquer e I é um ideal a esquerda em R, iremos escrever I <; R, e
caso I seja um ideal & direita, I <, R. Além disso, se I é um ideal bilateral (escreve-se apenas ideal),
a notacgao serd I < R. Por fim, se M é um R-médulo a esquerda ou a direita e N for um submddulo
de M, entao escreveremos N < M.

Definigao 1.2. Uma K-dlgebra ou dlgebra sobre o corpo K, é um espago vetorial A munido de uma
operacdo -: A x A — A satisfazendo
a-(b+c)=a-b+a-c
2y (b+c)-a=b-a+c-a
3) (aa) -b=a- (ab) = ala-b)
4) (a-b)-c=a-(b-c)
para quaisquer a, b, c€ A ea € K.

“won

Notagao: No contexto da defini¢do acima, é comum omitir , isto é, ao invés de a - b, escreve-se
simplesmente ab.

e Dada uma algebra A, o subconjunto S C A é uma subalgebra de A, se para quaisquer s, r € S,
sr € S. Além disso, I C A é um ideal & esquerda (respectivamente & direita) se I é subespago e
RI C I (respectivamente IR C I). Um subconjunto J C A que é um ideal & esquerda e a direita é
chamado de ideal bilateral ou simplesmente ideal.

e Um anel D é uma &algebra de divisao, se 1 # 0 e cada elemento nao nulo de D possui inverso
multiplicativo. Vejamos que se D é uma dlgebra de divisdo, entdo Z(D) é um corpo. Para isso, basta
verificar que se 0 # z € Z(D), entao x~! € Z(D). Dado y € D

-1 )—1 -1

ey =(azy )=y =yx

e assim, de fato, 271 € Z(D).
Exemplo 1.3. 1) O espaco vetorial M, (K) munido do produto usual de matrizes tem uma estrutura
de dlgebra.

2) Considere H um espago vetorial sobre R com base {1,4,j,k} e com um produto “”definido entre
os elementos da base pela tabela

i1 i | j ] k
(1] 4| 4 | k
ili| 1] k | —j
J i =k [ =1 i
k1k| j | —i| -1

A dlgebra real (H,-) € chamada de dlgebra dos quatérnios reais. Ela € de divisao.
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Definicao 1.4. Se R é um anel e M, N sdo R-mddulos a esquerda, entdo uma funcao f: M — N €
um homomorfismo de R-mddulos a esquerda se satisfaz

1) f(m+m/) = f(m)+ f(m/)

2) f(rm) =rf(m)

para quaisquer m, m' € M er € R.

Observagao: A definicao de um R-homomorfismo de mddulos a direita é andloga a feita na
definigao acima.

e Um homomorfismo de R-médulos a esquerda f é um monomorfismo (ou mergulho) caso f seja
injetor, um epimorfismo se for sobrejetor, e um isomorfismo se esta for uma fungao biunivoca.

Exemplo 1.5. A fun¢do L: R — End(rR), r— [L(r): R— R, aw ra] é um homomorfismo de
anéis.
Definigao 1.6. Sejam (A1, x*), (A2, *) duas dlgebras sobre um corpo K. Uma transformagao linear

¢: Ay — Ay € um homomorfismo de dlgebras se ¢p(a +b) = ¢(a) x ¢(b), para quaisquer a, b € A;.

e Os conceitos de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo para homomorfismo de algebras sao
andlogos aos estabelecidos ap6s a definigao [[.4]

Definicao 1.7. Seja R um anel e U C R um subconjunto qualquer. Considerando os conjuntos
QY ={IQR:UCI}, Q.={I<.R:UCI}, Q={I<R:UCI}

dizemos que os ideais unilaterais (U)1 = (\;eq, I, (U)r = Njeq, J sdo os ideias a esquerda e a direita,
respectivamente, gerados pelo conjunto U. Além disso, o ideal (U) =(\ycq Y € o ideal gerado por U.

Proposicao 1.8. Com as notagdes da definicao acima, temos

U ={>_mur, ™mERu\eU, [A[<oo}, (U)y={> urr, m€Ruyel, [A<oo}
AEA AEA

U) = {>_ sxuara, a8y € Rouy €U, A < oo},
AEA

e Seja M um R-médulo & esquerda e X C M, o submddulo (X) obtido pela intersecgao de todos
submédulos de M que contenham X é chamado de o submdédulo de M gerado por X. Segue que
(X) = {ZMGAUIMU ERzyeX |Al <oo}.

Definicao 1.9. (Mddulos livres) Um R-mddulo a esquerda F € livre se existe um conjunto (finito
ou ndo) de indices A tal que F = @, Ry onde Ry = (bx) = R para cada X € A. Além disso,
B={bx| A€ A} é uma base de F.

Proposicao 1.10. (Propriedade universal de mddulos livres) Seja F um R-mddulo & esquerda livre
com base B. Entao, para qualquer R-mddulo a esquerda M e cada fungao v: B — M existe um unico
R-homomorfismo de mddulos a esquerda g: F — M tal que o diagrama abaizo comuta, isto é, g |p= 7.

.

B ’VBM

1.1 O teorema de Wedderburn—Artin

Definicao 1.11. a) Diremos que um R-mddulo & esquerda M é simples, se os dnicos submddulos
de M sao os triviais, isto €, 0 e M.

b) Diremos que um R-mddulo a esquerda M é semissimples (ou completamente redutivel),
se para cada N < M, existe N' < M tal que M = N ® N'.

e Se M é semissimples e N < M, entdo N e M/N sao semissimples.

Definigao 1.12. Um anel R € simples se este ndo possui ideais bilaterais diferentes dos triviais.
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Teorema 1.13. Para um R-mddulo M, as afirmagoes sao equivalentes
1) M ¢ semissimples.
2) Ewiste uma familia de submddulos simples F tal que M = @y r N.
3) Eziste uma familia de submddulos simples G tal que M = ZUEQ U.

Definigao 1.14. Diz-se que um anel R é semissimples d esquerda, se R € semissimples como um
R-maodulo esquerda. Andlogo a direita.

Definicao 1.15. Dizemos que um R-mddulo a esquerda V € fiel se ndo existe 0 # r € R tal que
rv =0 para todo v € V.

Teorema 1.16. Para um anel R as afirmagdes sdo equivalentes

1) rR € semissimples.

2) Todos 0s R-mddulos a esquerda sdo semissimples.

3) Se 0 N M P 0 € uma sequéncia exata curt de R-mddulos a es-
querda, entao M = N @ P.

e Seja R um anel semissimples a esquerda. Entao, pode-se escrever R = @iG A Li, onde cada L; é
um ideal minimal a esquerda. Dessa forma, para cada i € A, existem e; € L; tais que 1 =3,/ e;.

Agora, vejamos que se 7 € Rer = ), 7, entdo, dado que r = 1r, segue que para cada i € A,
r; = re;, € como consequéncia tem-se que se e; = 0, entdo L; = 0, para cada i € A. Portanto, a menos
de indexacao, existe m e Ntalque R=L1 ® Lo ® - D Ly,.

e Segue em particular do item acima que se R é semissimples a esquerda, entdo R é artiniano e
noetheriano a esquerda.

Vamos agora descrever a estrutura de um anel semissimples.

e Um anel de divisao D é simples pois qualquer ideal nao nulo em D contém a unidade de D.
Além disso, pD é simples como um D-mddulo a esquerda. Em particular, qualquer espaco vetorial V'
sobre D é semissimples.

O teorema abaixo caracteriza os ideais bilaterais na algebras das matrizes.

Teorema 1.17. Seja R um anel e M,,(R) o anel das matrizes n x n sobre R. Entdo, se I < M,(R),
eziste ¥ <R tal que I = M, (7). Em particular, se R é simples, entao M, (R) € simples.

Observagao 1.18. Dado um anel R, definimos o anel oposto de R (e escreve-se R°P) definindo o
sequinte produto em R: zxy:=yx, z,y € R.

Seja V- um R-mddulo d esquerda e End(rV') o anel dos R-homomorfismos & esquerda de V. Ob-
servemos que escrevendo de forma natural a agdo de End(gV) em V, (f(v), v eV, f € End(rV)),
o grupo aditivo V' se torna um (End(grV))°P-mddulo & direita. De fato, é suficiente verificar a 4°)
condigdo na definicao de mddulos: Dados f, g € End(rV) ev € V, temos v(f xg) =v(gf) = gf(v),
(vf)g = f(v)g=g(f(v)) =gf(v).

Isso € equivalente a exigir que End(rV) aja em V & direita, isto €, podemos considerar (v)f ao
invés de f(v), f € End(gV),v € V. De forma andloga se faz isso para mddulos a direita. Neste caso,
se V € um R-mddulo a direita, entao End(Vg) age em V pela esquerda, ou seja, via a agao f(v),
f € End(Vg), v € V. Feita esta observagdo, podemos transitar livremente por estas duas nogaoes.

Proposicao 1.19. Seja D um anel de divisao e R = M, (D). Entdo
1) R € simples, semissimples a esquerda, artiniano & esquerda e noetheriano & esquerda.
2) R tem (a menos de isomorfismo) um dnico mddulo simples a esquerda V. Além disso, R age
de forma fiel sobre V e
rRERV=Vo®. . .-aV.
—_————

n

3) O anel End(rV') visto como um anel de operadores a direita em V € isomorfo a D.

Teorema 1.20. (Teorema de Wedderburn-Artin) Seja R um anel qualquer semissimples d esquerda.
Entao
R = Mn1 (Dl) DD Mnr(Dr)

onde Dq,...,D, sdo anéis de divisao adequados e ni,...,n, € Z~g. Além disso, para cada j €
{1,2,...,r}, n; e D; sdo unicamente determinados e hd exatamente r submddulos simples & esquerda
sobre R que sao dois a dois nao isomorfos.

. . f f fi fit1
1Uma sequéncia de médulos e homomorfismos Ny ! N 2o N; Nit1

é dita exata se para cada i, Im(f;) = Ker(fit1)- Uma sequéncia exata da forma

0 N ! M g P 0 é chamada de sequéncia exata curta.
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Antes de demonstrarmos o teorema de Wedderburn-Artin iremos fazer alguns resultados auxiliares
que irao nos ajudar na sua demonstragao.

Lema 1.21. Seja R um anel com ideais indecomponiveis By,...,B, e BY,...,B. tais que
R=B®---®B.=B|®---®B..
Entao r = s e existe 0 € S, tal que Bj = By(;y para cada i € {1,2,...,7}.

Demonstragao. Considerando a primeira soma R = B1®---@® B,., para cadai € {1,2,...,r} podemos
escrever B; = Re; R, onde e; é um idempotente central que atua como unidade em B;. Dessa forma,
By,...,B, podem ser considerados anéis e o ideal B} é da forma B; =, ®---@® I, onde I, ..., I, sdo
ideais respectivamente em B, ..., B,. Dado que Bj é indecomponivel, existe j; € {1,2,...,r} tal
que B =0&---1;, &0---40, ¢ assim, B C Bj,. Analogamente mostra-se que B, C By para algum
ke {1,2,...,r}, e como consequéncia, B} C Bj. Logo k = 1, e portanto B] = B;,. Procedendo
1 2
J1 J2

, r
dessa forma, conclui-se que r = s, e se tomarmos o = ( . ) teremos que para cada
T

1€ {1,2, R ,T} vale, B; = Bo(i)-

Lema 1.22. (Schur) Sejam R um anel e V- um R-mddulo a esquerda simples. Entao End(rV') é um
anel de divisdo.

Demonstragao. Dado 0 # f € End(rV) precisamos mostrar que f possui uma inversa. E claro que
se possuir esta deve estar em End(gV) pois f~1(rx) = f~1(f(ry)) =ry =rf1(f(y)) = rf ().
Agora, se f # 0 entdao f: gV — grV deve ser injetora pois como V é simples, Ker(f) = V ou
Ker(f) = 0, o primeiro caso nao pode ser verificado pois f nao é nula, s6 resta entdao Ker(f) = 0.
Analogamente se vé que Im(f) = V. Dessa forma, f é um isomorfismo e portanto f~! existe. O

Agora, seja a um ideal minimal & esquerda de um anel Re 2, = {b<{R: b—minimal gra = gb}.
Dessa forma, podemos considerar a soma B, := Zhe% b.

Lema 1.23. Utilizando a notag¢do acima temos:
a) By € um ideal de R.
b) Se a,0 sdo dois ideais minimais & esquerda em R ndo isomorfos, entdo BqBy = 0.

Demonstragao. Por conta da definigao de B, para mostrarmos a) é suficiente ver que para qualquer
ideal minimal & esquerda b € %, e qualquer r € R tem-se br C B,. Dado r € R considere o
homomorfismo de R-médulos T;.: b — br, b +— br.

Dessa forma, como b é minimal, T, = 0 (i.e br = 0) ou br &£ b = a. Em cada um dos casos,
br C B,.

Em b), notemos que se ad = 0, entdo para b € I, e ¢ € %5, temos be = 0. De fato, suponha por
absurdo que bc # 0. Dessa forma, existe 0 # z = bec € be, com b € b e ¢ € ¢, e portanto, se definirmos

P:b—c, y—yc

tem-se que ¥ é um homomorfismo de R-médulos nao trivial, e com isso, pelo lema de Schur, b = ¢, o
qual é um absurdo. Logo, bc = 0, e por arbitrariedade de b € Z, e ¢ € Z,, conclui-se que BBy = 0.

Com isso, do feito acima para se mostrar b), é suficiente ver que ad = 0. Suponha que exista d € D
tal que ad # 0. Dessa forma, ad = 0. Porém, analogamente ao visto na parte a), a = ad = 0. O

Lema 1.24. Seja V=V, ®--- BV, um R-mddulo a esquerda. Se Vi 2 Vo = ... 2V, =2 [ entdo
End(rV) & M, (End(grL)).
Demonstragao. Para cada i € {1,2,...,n} denote por ¢; um isomorfismo de V; para L. Defina
0: End(rV) — Mp(End(rV)), (é;m;fuidi )i

onde 7; e ¢; sao as projegoes e injecoes canodnicas respectivamente. Afirmamos que ¢ é um isomorfismo
de anéis. De fato, note que

0(f)0(g) = <Z(Gﬁﬂjg%(ﬁﬁl)(¢k7fkfbi¢i_1)> = (Z(fbﬂjgbkﬂkﬁ@i—l))

k k
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e assim

0(f)0(g) = <¢j7fj92(bk77k)fbi¢fl)> = <¢j7rjgf’/i¢i_1)> =0(f9)

z ij ij
pois >t € a identidade em End(rV). E imediato ver que 6 é homomorfismo de grupos aditivos.
Agora, seja A € M,,(End(gV)) = (yi;)ij. Observando que se ¢ # j, mt; # 0, defina f: V' — V por
f(CC) = Zh,s Lh¢}:1yhs¢sﬂ's-

E imediato que f é um homomorfismo de mddulos e além disso, para i,j € {1,2,...,n} temos

¢;m; th¢;1yhs¢sﬁsbi¢;1 = Z¢jﬂjbh¢;1yhs¢sﬂsbi¢;1 = Yij

h,s h,s
logo, 0(f) = A. Mostra-se facilmente que 6 é injetora. O

e A partir de um anel R, pode-se construir outro anel R°? no qual o conjunto base é o préprio R
mas o produto é definido
sxt:=ts, para quaisquer s,t¢€ R.

Tal anel é chamado de anel oposto de R.
A préxima proposicdo ndo serd demonstrada, porém o procedimento de sua prova é rotineiro e
pode ser encontrado na pagina 530 de [41].

Proposicao 1.25. Se R é um anel, entdo M, (R°P) = (M, (R))°?P.

Observagao 1.26. Observemos que R°? = End(rR). De fato, defina ¢: End(gR) — R°P por

o(f) = f(1) e vejamos que ¢(f o g) = fog(l) = f(g(1)) = f(g9(1) - 1) = g(1)f(1). Por outro lado, se
* denota o produto no anel oposto, i.e. sxt =ts, entdo ¢(f)*d(g9) = ¢(9)P(f) = g(1)f(1). Portanto

d(fog)=o(f)*d(g9) = d(g)p(f); o fato de ¢ ser biunivoca é imediato.

Corolario 1.27. Se V é um mddulo a esquerda sobre um anel de divisao D e dimp V = n, entdo
End(pV) = M, (D)°P.

Demonstra¢ao. Podemos decompor V' como soma direta de médulos de dimensao 1 sobre D da seguinte
forma V=V, @ .- ® V,. Além disso, como dimp V; = 1, para todo i € {1,2,...,n}, segue que
Viz...=2V, =D, e portanto, pelo lema

LL. 206l L1205l
>~

End(pV) = M, (End(pD)) & M, (D) & M, (D). O

Por fim, enunciaremos o teorema de Jordan—-Holder cuja demonstragio pode ser encontrada em [33]
(pag. 162).

Uma sequéncia de R-médulos da forma 0 = M, G M, 1 G --- G M1 G My = M que nao admite
nenhum refinamento préprio é uma sequéncia de composigao. Esta ultima condigao é equivalente a
exigir que para cada i € {0,1,2,...,7 — 1} o mddulo quociente M;/M;;1 seja simples.

Teorema 1.28. (Teorema de Jordan-Hélder) Sejam M um R-mddulo e
0=M,GM, 1G---GMGMg=M, 0=N;GN; 1 G---GNMGN=M

duas sequéncias de decomposicao em M. FEntao, r = s e existe uma permutacdo p do conjunto
{0,1,2,...,r — 1} tal que M;/Miy1 = Ny /Npy+1-

Vamos entdo & demonstragdo do teorema de Wedderburn-Artin.

Demonstragao. (Teorema de Wedderburn—Artin) Suponha que R seja semissimples. Dessa forma, por
definigao, podemos decompor g R como soma direta de ideais minimais a esquerda

RR=a1 D a0, P ---Da, (1)

Sem perda de generalidade pode-se assumir que {ay, ..., a,} é um sistema completo de ideais minimais
a esquerda, isto é, para cada i € {r+1,...,n}, a; é isomorfo a um dos a;, j € {1,2,...,r}, e os ideais
{ai,...,a,} ndo sao isomorfos entre si. Agora, definindo By = By,,..., B, = B,,, tem-se pelo lema
[[.21] que cada B; ¢ um ideal de R, B;B; = 0 para cada i # j e além disso R = B; © --- @ B,.

A Eq. [1linduz na seguinte sequéncia de decomposicao

0Ca1Ca®axC---Ca@Pax®---Pa; C---CarPax®---Pa, =R.
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Se a é outro ideal minimal & esquerda de R, podemos considerar outra sequéncia de composi¢ao
para R da forma 0 C a C Ay C --- C A, = R, e portanto, pelo teorema de Jordan—Holder, existe

ke {l,2,...,r} tal que a; = a, e assim, B, = Bi. Dado que R é artiniano & esquerda, B; também é,
para cada i € {1,2,...,r}.
Vamos mostrar agora que By, ..., B, sao simples. Dado i € {1,2,...,7}, seja 0 # I um ideal de

B;. Dado r € R escreva, r =711 +---+17,, € assim, se x € [
re=riz+---+rx---+---+rx=rx€ B,CR

e portanto, I é um ideal de R. Dessa forma, existe um ideal minimal & esquerda a C I. Como a C B;,
segue que B, = B;. Vamos mostrar que qualquer b € 2, deve necessariamente estar contido em
I. Seja b € 9, e considere um isomorfismo ®: a — b. Como a é um somando direto de R, existe
um elemento idempotente e € a tal que a = Re. Com isso ae = (Re)e = a e como implicagao,
b=®(a) = P(ae) = ap(e) C I. Segue entao que B; = B, C I e assim, [ = B;.

Dessa forma, podemos escrever R da forma R = By @ --- ® B, e assim

RP =~ E?’Ld(RR) = E?’Ld(RBl) D---D E?’Ld(RBT). (2)
Agora, pelo lemam para cada j € {1,2,...,r}, existe n; € N tal que
End(rBj) = My, (End(ra;))

por outro lado, pelo lema de Schur, D; := End(ra;) é um anel de divisao. Concluimos entao
que R? = M, (Dy) @ -+ & M,, (D,). Mas, pelo corolério [1.27]

R=(RP®)? =~ M, (D)@ - &M, (D.)? =M, (D*)® & M,, (DF)

e daf, primeira parte do teorema segue pois D{¥, ..., D% também sao anéis de divisdo. A parte da
unicidade do teorema segue pelo lema |1.21 O

1.2 O radical de Jacobson

Iremos aqui brevemente discorrer sobre o radical de Jacobson, o qual é um ideal de extrema im-
portancia no estudo dos anéis: supondo que o anel em questao é artiniano a esquerda, um anel é
semissimples se, e somente se, seu radical de Jacobson é nulo ) . Ele é utilizado para demonstrar
o teorema de Hopkins e Levitzki, o qual diz que se um anel é artiniano a esquerda, entao este é também
noetheriano a esquerda. A reciproca entretanto de tal resultado nao é verdadeira, basta considerar o
anel dos inteiros Z, este é noetheriano pelo teorema fundamental da aritmética porém nao é artiniano
pois por exemplo a cadeia decrescente: --- C 87 C 47 C 27 nao se estabiliza. Um outro exemplo

mais sofisticado é o anel triangular A = <% %) (para mais detalhes ver [28]).

Nota: Os resultados nesta subsegéo sao encontrados facilmente na literatura, por exemplo em [41],
e por esta razao nao iremos demonstra-los.

Definicao 1.29. Dado um anel R, o radical de Jacobson de R (denotado por rad(R)) é definido como
sendo a interse¢ao de todos os ideais maximais a esquerda em R.

Exemplo 1.30. 1) Se R = Z, como em qualquer dominio de fatoragdo unica os ideais primos sao
maximais, seque que
radZ)= (| p= (] (=0
pEeSpec(R) PEZ—primo
2) Se R é uma dlgebra afim sobre o corpo dos complexos C, i.e R € finitamente gerada como uma
C-dlgebra, entdo podemos escrever R = Clzy,...,xm]/a onde a é um ideal em Clzy,...,2Tm]. Se
definirmos o radical de a como sendo

Va={fe€Clxy,...,xn]: f"€a, paraalgum r € N}

pelo teorema de Hilbert Nullstellensatz ( [45], Theorem 14.6), \/a € a intersecdao de todos os ideais
mazimais de Clz1,...,xy] contendo a. Dessa forma, seque imediatamente que rad(R) = 1/(0).

3) Pode-se verificar (vide pdgina 61- exemplo (7) de [28]) rad(M,(R)) = My (rad(R)) para qual-
quer anel R en € N.
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Proposigcao 1.31. Dado um anel R, as condi¢coes sao equivalentes
a) z € rad(R)
b) Para cada r € R, o elemento y = 1 — rx tem uma inversa & esquerda.
¢) Dado qualquer R-mddulo simples a esquerda M xM = 0.

Proposicao 1.32. 1) Se R é um anel e I é um ideal & esquerda em R o qual € nilpotente, entdo
I Crad(R).
2) Se R é um anel artiniano & esquerda, entdo rad(R) é um ideal o esquerda nilpotente.

Embora tenhamos comecado a definicao do radical de Jacobson a partir de ideais maximais a
esquerda, poderiamos ter comegado este a partir dos ideais maximais a direita, e isto é garantido pelo
resultado abaixo, o qual implica que ambas as defini¢des coincidem. Em outras palavras, rad(R) é
um ideal bilateral de R.

Proposicao 1.33. 1) Se R é um anel e U(R) € o grupo (multiplicativo) dos elementos invertiveis de
R, entdo rad(R) ={r € R:1+raxs € U(R), para quaisquer r,s¢€ R}.
2) Se R € um anel e P € a intersecdo de todos seus ideais mazimais a direita, entdo P = rad(R).

Teorema 1.34. Um anel R é semissimples a esquerda se, e somente se, R € artiniano & esquerda e
rad(R) = 0.

e A condigao de cadeia decrescente é necessaria. De fato, seja R = Z, entao R nao é artiniano a
esquerda pois, por exemplo, a cadeia 27 D 227 2 237 D --- D 2"Z D --- é uma cadeia decrescente em
R que nao se estabiliza. Por outro lado, R nao é semissimples pois qualquer ideal J em R intersecta
2Z. Entretanto, como visto acima rad(R) = 0.

1.3 Anéis primos e semiprimos

Lembremos de alguns resultados sobre anéis comutativos com unidade.

Seja R um anel comutativo com unidade e p um ideal em R. Diz-se que p é um ideal primo de R
se p # R e além disso, dados a,b € R tais que ab € p, entao a € p ou b € p. Dizemos que um ideal n
em R é um ideal radical, se a seguinte condigao é satisfeita:

Sempre que a € R ¢é tal que existe m € N com a™ € n, entao a € n.

Proposicao 1.35. Seja R um anel comutativo com unidade. Entao um ideal proprio n < R € radical
se, e somente se, existe uma familia de ideais primos em R cuja intersecao é n. Se n = R, entao
considera-se que n € uma intersecao vazia de ideais primos.

Além disso, ainda no caso em que R é um anel comutativo com unidade, dado a < R, pelo lema
de Zorn, existe um ideal radical minimal contendo a, o qual denota-se por y/a. Além disso, pela
proposicao acima, v/a é a intersecao de todos os ideais primos de R que contém a. Por fim, lembrando
que o nilradical de uma algebra comutativa é o ideal dos elementos nilpotentes, tem-se que

Niup =V = ) »

peSpec(R)

Iremos agora focar em generalizar tais resultados para a classe dos anéis nao comutativos com unidade.
Daqui em diante nesta subsegao, R é um anel associativo qualquer com unidade.

Definigao 1.36. Um ideal p < R € um ideal primo em R se p # R e para quaisquer ideais I,J em
R, a inclusao IJ C p implica que I Cp ou J Cp.

e Dado a € R, iremos escrever (a) := RaR para o ideal gerado por a em R.

Proposigao 1.37. Para um ideal proprio p I R sao equivalentes
a) p € primo.

b) Para a, b € R, tem-se a propriedade: (a)b)Sp = acp ou bep.
¢) Para a, b € R, tem-se a propriedade: aRbCp = a€p ou bep.
d) Dados I, J <; R, tem-se a propriedade: IJCp = ICp ou JCp.
e) Dados I, J <, R, tem-se a propriedade: IJCp = ICyp ou JCp.

e Qualquer ideal maximal m em R é primo. De fato, sejam I, J dois ideais em R tais que I ¢ m e
J ¢ m. Entao, por maximalidade de m segue que [ + m =R =J+me assim, R = (I + m)(J +m) =
m + I.J donde segue que IJ ¢ m.
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Definicao 1.38. Um conjunto S # (), S C R, é um m-sistema, se para quaisquer a, b € S, existe
r € R tal que arb € S.

e Todo conjunto multiplicativamente fechado S C R é um m-sistema. A reciproca nao é verdadeira,
pois se 0 # a € R, entdo defina S = {a,a? a* a®,...}. Com isso, a, a> € S, mas a(a?) = a® ¢ S.
Entretanto, dado [ € N, se r = a, segue que ara® = a(a)an =a?t? = 20+ ¢ S,

Corolario 1.39. Seja p < R. Entao, p € primo se, e somente se, R\ p € um m-sistema.
Proposigao 1.40. Seja S C R um m-sistema e p um ideal mazimal com respeito a propriedade (*)
(%) LR tal que LNS=10.

Entao, p € um ideal primo de R.

Definicao 1.41. Dado I < R, denota-se o radical de I por
VI:={seR|cada m— sistema S>s, intersecta I}.

e Segue da definicao acima que vI C {s€R:s" €I paraalgum n >1}.
De fato, seja s € R e considere o m-sistema S = {s, 52,53, ..., ...}. Dado que s € S, SNT # 0,
e portanto, existe k > 1 tal que s* € I.

Observagao 1.42. Seja R um anel comutativo. Assuma que existe n € N tal que s™ € I e seja S
um m-sistema qualquer contendo s. Vejamos que por defini¢do de wm m-sistema, eziste 11 € R tal
que s’r1 = sr1s €S, 1o € R tal que s°ry € S e assim por diante. Em particular, existe r € R tal que
s"r € 8, donde seque que s"r € SNI. Assim, s € VI. Concluimos entdo que no caso comutativo a
definicao de radical de um ideal coincide com a definicao cldssica do mesmo. Além disso, neste caso
tem-se também que /I € um ideal de R.

Teorema 1.43. Seja R um anel qualquer e I um ideal em R. Entio, VI € igual a intersecio de
todos os ideais primos contendo I. Em particular, /I é um ideal de R.

Definicao 1.44. Dizemos que um ideal IR € semiprimo, se para qualquer ideal I de R satisfazendo
I? C q, tem-se que I C q.
Proposigao 1.45. Se q € um ideal de R, as afirmacdes sao equivalentes:

a) q € semiprimo.

b) Se a € R entio (a)? C q implica a € q.

c¢) Se a € R entdo aRa C q implica a € q.

d) Para qualquer ideal a esquerda J de R temos que J* C q implica J C q.

e) Para qualquer ideal d direita J de R temos que J? C q wmplica fg q.

Definigao 1.46. Diz-se que um conjunto N C R é um n-sistema, se para qualquer a € N, existe
r € R tal que ara € N.

e Segue da proposigao acima que um ideal ¢ < R é semiprimo se e somente se R\ q é um n-sistema.

Lema 1.47. Seja N um n-sistema em um anel R e seja a € N. Entdo, existe um m-sistema M C N
tal que a € M.

Teorema 1.48. Para qualquer ideal J < R, as afirmacoes sao equivalentes
1) J € um ideal semiprimo.
2) J é uma intersegao de ideais primos.

3) J=+J.
Corolério 1.49. Para qualquer ideal J em R, /J é o menor ideal semiprimo em R que contém J.

Definicao 1.50. Seja R um anel qualquer. Entao, o nilradical inferior de Baer € definido como sendo

Nil.R :=+/(0).

e O nilradical inferior de Baer Nil,R é o menor ideal semiprimo em R e além disso, se Spec(R)
denota o conjunto dos ideais primos em R, segue que

Nil.R= ()
peSpec(R)

O ideal Nil,R é chamado de radical primo de R.
e Como Nil, R é um nil ideal segue que Nil,R C rad(R).
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Definicao 1.51. Diremos que um anel R € primo (respectivamente semiprimo) se 0 é um ideal primo
(respectivamente semiprimo) em R.

Observacao 1.52. Em anéis comutativos, anéis primos correspondem a dominios e anéis semiprimos
a anéis reduzidos. Além disso, se A € um anel comutativo Nil,A = NilA.

Proposigao 1.53. As afirmagdes sdo equivalentes
a) R é um anel semiprimo.
b) Nil,R =0.
¢) R nao tem ideal nilpotente diferente de 0.
d) R nao tem ideal nilpotente o esquerda diferente de 0.

Vejamos que dominios sempre sao anéis primos, da mesma forma em que anéis reduzidos sao
semiprimos. Além disso, se R é um anel qualquer, entdo R/Nil,R é um anel semiprimo. De fato,
vejamos que Og/ni, r = Nil. R/Nil,R e assim

VOr/Nit.r = VNil.R/Nil.R = Nil.R/Nil,R = Og/ni, -

Se R é um anel J-semissimples, segue de Nil,R C rad(R) que Nil,R =0 e R é semiprimo.

Podemos caracterizar anéis primos em termos matriciais, como mostra o resultado abaixo. Além
disso, este é valido trocando-se a palavra “primo” por “semiprimo”e a demonstracao deste fato segue
as mesmas linhas da demonstragao do primeiro.

Proposic¢ao 1.54. Um anel R é primo se, e somente se, M,(R) € primo.

Lema 1.55. (Lema de Brauer) Seja I <; R minimal. Entdo, I> =0 ou I = Re, onde e € I é um
elemento nilpotente.

Corolario 1.56. Se I ¢ um ideal minimal a esquerda em um anel semiprimo R, seque que I = Re,
por algum elemento idempotente e € I.

Demonstracdo. Dado que I? # 0, o resultado segue do lema de Brauer m O

Teorema 1.57. Para qualquer anel R, as afirmagoes sdo equivalentes
a) R € semissimples.
b) R € semiprimo e artiniano d esquerda.

1.4 Estrutura dos anéis primitivos e o teorema da densidade de Jacobson

e Um anel semiprimitivo é um anel J-semissimples.
e Lembremos que um R-moédulo & esquerda N é fiel se, o tinico elemento r € R tal que rn = 0,
para todo n € N, é o zero de R.

Definicao 1.58. Um anel R € primitivo a esquerda (respectivamente a direita) se R tem um R-mddulo
a esquerda simples e fiel.

Proposicao 1.59. Um anel R é semiprimitivo se, e somente se, R tem um mddulo & esquerda
semissimples M o qual € fiel.

Adendo histérico: Em 1964, George Bergman construiu em [5] um exemplo de um anel primitivo
a esquerda que nao é primitivo a direita.

Defini¢ao 1.60. Um ideal J IR ¢é primitivo a esquerda (respectivamente direita) se R/J é primitivo
a esquerda (respectivamente direita).

Proposicao 1.61. Um ideal I < R € primitivo a esquerda se, e somente se, existe um R-mddulo a
esquerda M o qual € simples e além disso, I = ann(M).

Q.

Corolario 1.62. O radical de Jacobson rad(R) € a intersecao de todos os ideais de R primitivos
esquerda.

[

Proposigao 1.63. Um anel simples R € primitivo a esquerda. Além disso, um anel primitivo
esquerda € ambos, semiprimitivo e primo.

O diagrama abaixo resume bem as implicagoes de anéis primitivos & esquerda, simples, semissim-
ples, semiprimos, semiprimitivos e primos.
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Semissimples — Semiprimitivo = Semiprimo
(Se Artiniano) ﬂ ﬂ ﬂ
Simples = Primitivo & esquerda — Primo

O resultado abaixo mostra-nos que as implicagoes horizontais podem ser trocadas por equivaléncias
na classe dos anéis artinianos a esquerda.

Proposigao 1.64. Seja R um anel artiniano & esquerda.
1) R € semissimples se e somente se R € semiprimitivo e se e somente se R é semiprimo.
2) R € simples se e somente se R € primitivo 4 esquerda e se e somente se R € primo.

Proposigcao 1.65. Um anel comutativo R é um anel primitivo a esquerda < R é um corpo.

Seja D um anel de divisdo e Vp um D-espago vetorial a direita e seja E = End(Vp), o qual opera
a esquerda em Vp. Entao, vejamos que Vp é um F-mddulo a esquerda simples e fiel. Para a primeira
afirmagao, vejamos que se U é um submddulo nao trivial de Vp, entdo existe 0 # w € Vp \ U e assim,
seja u € U e B uma base de Vp tal que u € B. Dessa forma, existe uma transformacao linear ¢ € F
tal que ¢(v) = v para todo v € B\ {u} e ¢(u) = w.

Com isso, segue que ¢(U) € U, donde conclui-se que de fato, Vp é simples como um E-médulo. A
fieldade de Vp como um E-mdédulo é imediata. Mostramos entao que o anel E = End(Vp) é primitivo
a esquerda. Disto, se dimp Vp = oo, E é um anel primitivo & esquerda, nao comutativo, nao simples
e nem artiniano.

O préximo resultado ird nos mostrar que na classe dos anéis que possuem ideais minimais uni-
laterais, ser primitivo a esquerda é equivalente a ser primitivo a direita, sua demonstragao pode ser
encontrada em [28].

Teorema 1.66. Seja R um anel com um ideal minimal a esquerda I. Entdo, as afirmagdes sao
equivalentes:

1) R ¢é primo.

2) R ¢é primitivo a esquerda.

3) R € primitivo a direita.

Se estas propriedades se verificam, entdo R tem também um ideal minimal a direita J. Qualquer
R-mddulo a esquerda (respectivamente o direita) simples e fiel € isomorfo a rl (respectivamente Jg).

e Sejam R, A dois anéis e V' = rV4 um (R, A)-bimédulo. Entdo, se E = End(Vy), diz-se que
R age densamente em Vjy, se para qualquer f € E e quaisquer vq,...,v; € V, existe r € R tal que
rv; = f(v), 1€{1,2,...,k}

Lema 1.67. Na notag¢do acima, assuma que gM é um R-mddulo semissimples e A = End(gM).
Entao, qualquer R-submodulo W de V' € um E-submaddulo.

Teorema 1.68. (Teorema da densidade) Seja R um anel e V- um R-mddulo a esquerda semissimples.
Entao, se A= End(rV), seque que R age densamente em V.

e Seja Vp um espago vetorial & direita sobre um anel de divisdo D e seja F = End(Vp). Um
subconjunto S C E é chamado de m-transitivo em V se para qualquer conjunto linearmente inde-
pendentes {v1i,...,vr} (K < m) e {v],...,v;}, conjunto arbitrario de vetores, existe s € S tal que
s(v;) = v, i€ {1,2,...,k}.

e Com as notagoes do item acima, S C FE é denso no conjunto das transformagoes lineares de Vp
se S é m-transitivo para cada m € N.

Teorema 1.69. (Estrutura dos anéis primitivos & esquerda) Seja R um anel primitivo & esquerda e
V um R-mddulo d esquerda simples e fiel. Seja D o anel de divisdo End(grV). Entdo, R € isomorfo
a um anel denso no anel das transformacées lineares de V. Além disso

1) Se R € artiniano & esquerda, entdo n :=dimp V < oo e R = M, (D).

2) Se R nao € artiniano a esquerda, entdo dimp V' = oo e além disso, para qualquer n > 0, existe
um subanel R, de R o qual admite um epimorfismo de anéis sobre M, (D).

O préximo resultado mostra-nos como obter informagoes sobre a densidade de um subconjunto
das transformagoes lineares baseado apenas na 2-transitividade.
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Teorema 1.70. Seja D um anel de divisao e V um D-espago vetorial a direita. Entdo, se R € um
subanel de End(Vp), temos:

1) R € 1-transitivo se, e somente se, gV ¢é um R-mddulo a esquerda simples. Se este é o caso, R
€ um anel primitivo 4 esquerda.

2) As afirmagies sao equivalentes

2.1) R é 2-transitivo.

2.2) R ¢é 1-transitivo e D = End(RrV).

2.3) R é denso em E := End(Vp).

Exemplo 1.71. Seja V' um espago vetorial a direita sobre um anel de divisio D e E = End(Vp). Se
R é um subanel de E e 0 # I < R, entdo R € denso em E se, e somente se I € denso em E.

Demonstracao. E imediado que se [ for denso em FE, entao R também sera denso em E.

Suponha agora que R seja denso em E e sem perda de generalidade, assuma que I = (a) = RaR e
sejaw € V tal que aw # 0. Por um lado, dado m € N, {vy, ..., v, } conjunto linearmente independente
em Vp e {v],...,v],} um conjunto qualquer de vetores em Vp. Por outro lado, como R é denso em
E, tem-se que R(aw) = V e portanto, existem r1, ..., 1y, € R tais que r;(aw) = v}, j € {1,2,...,m}.
Mais uma vez pela densidade de R, existem s1, ..., s, € R tais que s,v; = d;;w, 4,5 € {1,2,...,m}.
Defina o = Zr,—asi € I. Assim, para qualquer j € {1,2,...,m}, av; = >, ras,v; = rja(w) =

i
ri(aw) = v}, O

1.5 Algebras centrais simples

Definigao 1.72. Seja A uma K-dlgebra. Diz-se que A é uma dlgebra central simples se A é simples
e Z(A) 2 K.

Lema 1.73. Se A é uma dlgebra central simples sobre K e B € uma dlgebra simples tal que K C Z(B)
(na realidade K € isomorfo a uma subalgebra de Z(B)) entdo A @ B € simples.

Veja acima que caso B nao seja simples, entao existe « # 0 tal que 0 # (1 @k B)z(l1®@x B) C 1T e
se I for um ideal minimal, existe 0 # = € I tal que I = (A ®k B)z(A ®k B).

Teorema 1.74. Se A, B sdo dlgebras centrais simples sobre K, entdo A @ B € central simples.

Teorema 1.75. Se D é uma dlgebra de divisao de dimensado finita sobre seu centro Z(D), entdo existe
m € N tal que dimyz(py D = m?.

Demonstra¢do. Considere Z (D) o fecho algébrico de Z(D). Como D é uma &lgebra de divisao,
segue que D é simples, e portanto, D é central simples. Dessa forma, segue pelo lema [L.73] que
D := D®gypyZ(D) é simples. Além disso, dimzpy D = dimmb. Como D é simples e de dimensao
finita sobre um corpo algebricamente fechado, pelo teorema de Werdderburn—Artin, existe m € N tal
que D = M,,(Z(D)). Conclui-se que dimzpy D = dimmﬁ =m?2. O

Corolario 1.76. Se A € uma dlgebra simples de dimensao finita sobre seu centro Z(A), entdo existe
n €N tal que dimzpy A = n?.

1.6 Algebras separaveis

Comecemos com um resultado cuja demonstragdo pode ser encontrada em [7] (teorema 69.4).

Teorema 1.77. Seja K/F extensao separdvel de corpos, e seja A uma dlgebra semissimples sobre F'.
Entao, Ap = AQp K é uma dlgebra semissimples sobre K.

e Em particular, se F' = K, o fecho algébrico de K, entdao Az = AQx K é uma dlgebra semissimples
caso A o seja.

Definigao 1.78. Dizemos que uma K-dlgebra A é separdvel se Ap = A Qg E é semissimples sobre
E para cada extensao E/K.

Teorema 1.79. Uma K-dlgebra A € separdvel se, e somente se, existem E/K eny, ..., n, € N, tais

que Ap = M, (E)® - © M, (E).

Vamos fornecer um critério mais refinado para se determinar se uma dada dlgebra é ou nao se-
pardvel, sem passarmos pelo problema de procurar uma extensao F/K tal que Ag é semissimples.
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Definicao 1.80. Uma K-dlgebra A € uma dlgebra de Frobenius, se existe uma forma bilinear nao
degenerada f: A x A — K tal que f(ab,c) = f(a,bc), para quaisquer a, b, ¢ € A.

Exemplo 1.81. Seja A uma K-dlgebra separdvel. Entdo, pelo teorema acima, existe E/K eny, ...,
n, € N tais que Ap = AQx E2X M, (E)®&---& M, (F).

Agora, para cada k € {1,2,... 1} seja S = {e(k) | 4,7 € {1,2,...,nt}} a base candnica de
M, (E). Dessa forma, . := A U---U.7. sem perda de generalidade pode ser considerada uma base

de Ag. Além disso, os elementos de . satisfazem ez(f)e,(,q) = 5k55”,e( )

Denote por fg € unica forma bilinear fr: Ap X A — K satisfazendo f( €j ,epq) = Oks0jp0iq-
Dado que [fg]s € a matriz identidade, tem-se que fr € nao degenerada. Agora, observemos que

Fe(eel) e = fu(udjaell, els)) = drudjafe(ely, e5)) = 61djadis0ap0iy.

Por outro lado
Fo(ed) elel)) = o) 61,85,el)) = 1,65 fu (el ) = 61655018 adiq
(k) (S) fE( (k) (l)

donde tem-se que fg(e;; s €4 BEPq €03 epq ) Assim, fr € associativa nos elementos bdsicos,
e portanto € associativa em Ag. E como zmplzcagao Ap € uma dlgebra de Frobenius.

A demonstragéo do teorema abaixo pode ser encontrada em [7] ( teorema 71.6).

Teorema 1.82. Seja A uma K-dlgebra de dimensdo finita n. Sao equivalentes:
a) A é uma dlgebra separdvel
b) A é uma dlgebra de Frobenius associada a wma forma bilinear f na qual

A) = {Zbiaai, a€e A}

onde {ay,...,an} e {b1,..., by} sdo bases de A duais em relagio a f.

1.7 O teorema de Wedderburn—Malcev

Comecemos com uma definigao algébrica que serd fundamental nesta se¢ao.

Definigao 1.83. Sejam A uma K-dlgebra e K C F uma extensdo de corpos de K. Diz-se que F €
um splitting field para A se Ap := ARk F € simples.

A prova da proposicao abaixo pode ser encontrada na pagina 106 de [28].

Proposigao 1.84. Utilizando a notacdo da definicdo acima temos:

a) F € um splitting field para A se, e somente se, Ap/rad(Ar) é uma soma direta de dlgebras
matriciais sobre K.

b) F é um splitting field para A se, e somente se, F' é um splitting field para A/rad(A).

c) K é um splitting field para A.

Lema 1.85. Seja I um ideal nil de A. Entao:

a) Cada elemento idempotente de A/I pode ser levantadcﬂ para um elemento idempotente de A.

b) Qualquer conjunto de elementos idempotentes ortogonais de AJ/I pode ser levantado para um
conjunto de elementos idempotentes ortogonais de A.

¢) Cada conjunto de matrizes unitdrias n x n de A/I pode ser levantado para um conjunto de
matrizes unitdrias n X n de A.

Demonstragdo. a) Seja € = e + I um elemento idempotente de A/I, isto é, &2

— € = 0, ou seja,
e? —e € I. Dado que I é nil, existe k € N tal que (€2 — €)¥ = 0 e utilizando o binémio de Newton,
existe f € K[z] tal que eF = e¥*1 f(e). Dessa forma, para cada t € N ¥ = ek *(f(e))".

E assim (ef(e))?* = (e?* f(e)*)f(e)k = e* f(e)¥ = (ef(e))*. Portanto b = (ef(e))* é idempotente.
De & = &% conclui-se que b = (ef(e))k =€ f(e) = ek f(e)k =e* =e.

b) Sejam fy, ..., fn € A/I idempotentes ortogonais. Suponha que fi1, ..., fn—1 podem ser
levantados para idempotentes ortogonais e1, ..., e,—1 € A. Defina ¢’ :=e;+---+e,_1. Por a) existe

2Seja I um ideal de uma &dlgebra A e T € A/I, dizemos que = pode ser levantado para um elemento de A se existe
a € Atalquea =7.
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um idempotente g € A com § = f,,. Notemos que €/g = (Z?;ll i)fn = fifo+ -+ fac1fn =0.
Logo €’g € I. Considere g1 := (1 —€’g)"1g(1 — €’g) e vejamos que

gi=01-¢eg) lg(l—eg)1—€g) gl —eg)=(1-€g) g1 —¢€g) =g

Além disso g1 = (1—¢€’'g)~1-g-(1—¢'g) =1-g-1 =7 = f,. Dado que ¢, g’ sdo idempotentes
e eg—ge €I, tem-se que ¢'g = ge’ e portanto (1 —e'g)g = g —" eg = g — g¢’ = g(1 — ge’), logo
g=(1—-¢€g)tg(1 —¢€'). Disso segue que g1g = g*>(1 —e')e’ = g(e/ — e?) = 0 e assim, definindo
en = (1 —€’)g1 conclui-se que €, = f,, e epe’ = €’e, = 0.

Por fim, para quaisquer ¢ € {1,2,...,n — 1} tem-se que €’e; = e;¢’ = e;, e como consequéncia

/ /
ene;i =epee; =0, ee, =¢eee, =0

o qual mostra que e, é o elemento idempotente desejado.

¢) Sejam f;; matrizes unitérias n x n em A/I. Por b), os elementos fi1, ..., fnn podem ser
levantados para ei1,. .., e, ortogonais idempotentes. Precisamos agora levantar f;; para e;; € A se
i # j. Seja a;; matriz n x n em A tal que a;; = f;; e defina e;; = ej;a41e11. Observemos que

€1 = €5 - @1 - e11 = fufifui = fufa = fa.

Agora, se definirmos b; = e1; — ay;€;1, entao b, = fi1 — fiifin = 0, e portanto b; € I, para todo i €

{1,2,...,n}, e isso nos mostra que 1 — b; é invertivel, para cada i € {1,2,...,n}. Com isso, definindo
e1; = djayies;, paracadai € {1,2,...,n}, tem-se que ey; = d; - a1; - €5 = f1ifii = f1i e além disso, para
cada i € {1, 2, e ,n} vale €1;€;1 = dialieiieﬂ = diaue“eu = di(eu — bi)eu = dl(l — bi)eu = €11-
Consequentemente (e;; — e;1€1;)? = €% — ejieiner; — eneriei + (ene1:)? = ey — e;req; é um idem-
potente em I, e e;; = e;1e1;. Definindo e;; := e;1e1; tem-se o resultado. O

Proposicao 1.86. Seja A uma K-dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo de caracteristica 0 e J
seu radical de Jacobson. Entdo, existe uma subalgebra semissimples B tal que A= B @ J.

Demonstragao. Passo 1: Suponha que K seja um corpo algebricamente fechado. Escrevendo A=
A/J, existem nq, ..., n, € N tais que A =M, (K)&--- & M, (K).

Sejam fi, ..., f» € A idempotentes ortogonais tais que 1 = f1 +- - -+ f,.. Dado que J é nilpotente,
pelo lema mexistem €1, ..., e € A idempotentes ortogonais tais que w(e;) = f;, i € {1,2,...,r},
onde m: A — A é a projegdo canonica. Para cada t € {1,2,...,r}, defina A; := e;Ae;.

Entdo, para cada t € {1,2,...,7}, A; = fiAfi = M,,(K)f; = M,,(K). Além disso, cada matriz
candnica unitdria e;; € M, (K) pode ser levantada a uma matriz unitaria :1:5;) de A;. Defina B; =
Ziva(-t) entdo By = M, (K) = A,.

3o

Dessa forma B = @,_, B; = @,_, 4; = A. E imediato que BN J = 0, pois para cada t €
{1,2,...,7} temos B;NJ = 0. Logo tem-se que (B+J)/J =~ B/BNJ=B=Aeassim, A=B&J.

Passo 2: Suponha que K seja um corpo arbitrdrio e J2 = 0. Seja {ai,...,a,} base de A sobre
K tal que {a; + J,...,am, + J} formem uma base de A = A/.J. Dados i,j € {1,2,...,n} escreva

n
k k
a;a; = Zagj)ak, O%('j) eK.
k=1

Disso segue que para i,j € {1,2,...,m} vale@; -a; =Y, _, Qg @R, Q€ K.
Para encontrarmos uma subalgebra C C A com CNJ = 0e C = A é suficiente encontrarmos
escalares z;; para os quais os elementos b; = a; + > xija4, 1 € {1,2 m}, sejam linearmente
ij P q i 7 j=m+1 Lg%, 3Ly ey , S€]
independentes sobre K, e possuam as mesmas constantes de estrutura que A. Isso ird nos fornecer
um isomorfismo entre C e A.

Para cada i, j € {1,2,...,m} podemos impor isto sob a forma do sistema
n n m n
(ai + Z xitat) (aj + Z xjtat) = Z (ak + Z xktat)
t=m+1 t=m+1 k=1 t=m+1

e dado que J? = 0 tem-se que

n n m n n
Z Z Z (k) Z Z
a;a; + Tjta;0¢ + Tt Q@ = Oy Ak + TrtQt
k=1

t=m-+1 t=m+1 k=1t=m++1
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€ por compara(;éo dos coeficientes em rela(;éo a ag, para ke {m + 1, A ,n} obtemos
n
k
R DR RS DRI S
t=m+1 t=m-+1

Portanto, procurar uma subalgebra C satisfazendo CNJ = 0 e C = A é equivalente a resolver o
sistema linear:

(k)—i— Z an xjt—i— Z atj wlt—Za sk, 1,7€{L,2,...,m}, ke{m+1,...,n} (3)

t=m+1 t=m-+1

Considere F = K, o qual é um splitting field para A (e portanto para A). Dessa forma a dlgebra
Ap = ARk F satisfaz n = dimgx A = dimp Ap e Ap/rad(Ar) = Ap/(JOxF) 2 A/JOkF = AQkF.
Pelo passo 1 pode-se decompor Ar = By @ rad(Ar) = B1 @ (A ®k F) onde By é uma subalgebra
semissimples de Ar. Observemos que sob a extensao de escalares as constantes de estrutura nao
mudam. De fato, {a; ® 1,a2 ® 1,...,a, ® 1} é uma base de Ar e assim, para quaisquer i, j €
{1,2,...,n}, vale (a; ® 1)(a; ®1) = a0, ® 1 = zk ol (@ @1).

Dado que Ap = By ® rad(Ar) o sistema (3 possu1 uma solugao em F'. Porém, como todos os
coeficientes de [3| estao em K, e as constantes de estrutura permaneceram as mesmas, segue que tal
solugao também estd em K. Como consequéncia, existe uma subalgebra semissimples C' C A tal que
A=CeaJ.

Passo 3: Caso geral. Vamos proceder por indugao. Comecemos observando que pelo passo 2
podemos assumir que J? # 0. Dessa forma, B = A/J? # A. Dado que dimyg B < dimg A, por
hip6tese de indugdo podemos escrever, B = D @ rad(B), onde D é uma subalgebra semissimples.
Agora, notando que rad(B) = rad(A)/J* = J/J? tem-se pelo teorema do isomorfismo que D =2
B/rad(B) = (A/J?)/(J]J?) = A/ J.

Seja m: A — B a projecao candnica de A em B = A/J? e defina P := 7—1(D). Com isso
mp : P — D ¢é sobrejetora cujo nicleo é PN J? e assim, pelo primeiro teorema do isomorfismo
D=P/PnJ%

Como rad(D) = 0 segue que rad(P) = PN J% Mais uma vez, por hipétese de indugao, existe uma
subalgebra T semissimples de P tal que P =T ®rad(P) =T ® (PNJ?)eT = P/PNJ?> = D.

Em suma, temos T = D = P/PNJ? = A/J, e P =T®(PNJ?). LogoT+J =T+ (PNJ?)+J =
P+J=AeTNJCTN(PNJ?) =0, donde segue que A =T & J. O

Observagao 1.87. Dado a existéncia de uma subalgebra semissimples B de A tal que A = B @ J,
garantida pela proposi¢ao[1.86}, pelo lema de Zorn pode-se escolher C' subalgebra mazimal semissimples
tal que A=C @ J.

Definigao 1.88. Sejam A uma K-dlgebra e N um (A, A)—bimddulo. Dizemos que uma transformagdao
linear f: A — N é uma derivagao generalizada, se f(ab) = af(b) + f(a)b, para quaisquer a, b € A.

Lema 1.89. Seja A uma K-dlgebra semissimples de dimensdo finita, e N um (A, A)—bimddulo. Se
K € um splitting field A e f: A — N é uma derivagao, entdo existe w € N tal que f(-) = [-, u].

Demonstracdo. A menos de considerar as componentes da soma direta de A como algebras simples,
pode-se assumir que A seja simples e portanto, como K é um splitting field A, tem-se que A = M, (K).
Agora, considere as bases de A dadas por

a={e11,€12,- .-, €1n,€21,-- - enn}, B ={(1/n)e11,(1/n)ear,...,(1/n)en1,(1/n)e1a,...,(1/n)enn}.

Temos 3, s eij(1/n)ej; = >0 (1/n) (3o, €i) = n-I/n = I onde I é a matriz identidade. Seja
a = (a;j)ij € A e note que e;;a = e;j(ar1€11 + 12€12 + -+ Qpnnn) = Y, Qji€i. Por outro
lado

a(l/n)ej; = (e + aigeiz + -+ + @nnenn))(1/n)ej; = Zakgem

Para visualizarmos melhor a propriedade acima, denote respectivamente por ay, ..., a,2 e aj, ...,
al », os elementos de av e 8. Entdo, o de cima nos diz que dado a € A

n2 TL2
— ! / 4
a;a = Yikar = aq; = Yki Q- (4)
k=1 k=1
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2
e além disso Y ., a;a; = I. Agora, se f: A — N é uma derivagao, defina u := Y ., a}f(a;). Dado
2 2 2
a € A pode-se escrever a = Y ., yi;a; e assim [a,u] = au —ua = Y., ad,f(a;) — > p_, aj,f(ag)a.

Como f é uma derivagao, a igualdade acima se torna

’I'L2

[a,u] = Z aaif(a;) — Z a; f(aia) + Z a;ai f(a)
i=1 i=1

=1

e assim, por tem-se que [a,u] =37, s ajy;if(ai) = 32, 5 ayij fa;) + fa) =0+ f(a) = f(a). O

Proposicao 1.90. Seja A uma K-dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo de caracteristica 0.
Sabe-se que podemos escrever A = By @ J, onde By € uma subalgebra semissimples de A maximal. Se
By for outra subalgebra semissimples de A mazimal, eziste u € J tal que Ba = (1 +u)By(1 +u)~ L.

Demonstracao. Passo 1: Suponha que K seja um corpo algebricamente fechado. Considere os ho-
momorfismos de K-élgebras 7: A — A/J a projecdo candnica, e para cada i = 1, 2, ¢;: A/J — A
definida por ¢;(a + J) = fi(a) onde f;: A — A é uma fungao linear que se anula em J e age como
identidade em B;. Vamos tornar J um (A/J, A/J)-bimédulo definindo z - @ = z¢2(a@), @ -z = ¢1(a)z,
zeld aecAlJ.

Além disso, defina f: A/J — A, @+~ ¢1(a) — ¢2(a). Notemos que f(A/J) C J. Dadoa € A/J,
temos 7(f(a)) = m(¢p1(a) — ¢2(@)) = mp1(a) — mpa(a) =@ —a = 0, onde a ultima igualdade segue do
fato de que wgp; = Ida, s, i = 1, 2. Também

f(@-b) = ¢1(a-b) — da(@-b) = ¢1(a)(d1(b) — 2(b)) + (¢1(@) — ¢2(a))¢2(a)

e assim f(@-b) = ¢1(@)f(b) + f(@)p2(b) =a- f(b) + f(@) - b, @, b € A/J, donde segue que f é uma
derivagao. Pelo lema [1.89] existe u € J tal que f(@) = ¢1(a) — ¢2(a) = [a,u] =a-u—u-a,ac A/J.
Em outras palavras

$1(a) — d2(@) = hr(@)u —ups(@), ac A/J (5)

Dado que 1 — u é invertivel, ¢1(a) = (1 — u)¢p2(a)(l —u)~', @€ A/J, o qual implica que By =
(1 —u)Bo(1 —u)~t.

Passo 2: Suponha que K seja um corpo de caracteristica 0. Sejam 7, ¢1, ¢ homomorfismos
como no passo 1. Seja F' = K e considere Ap = AQy F, Ap/(J @k F) = (A/J) @k F. Logo os
homomorfismos acima podem ser estendidos para homomorfismos 7', ¢}, ¢5: (A/J)@x F — A®k F.

O ponto chave para se demonstrar o passo 1 foi a existéncia de um elemento u € J satisfazendo a
equacao [5| Considerando uma base de A e base de J, como a dada na proposicao [L.86]a equacao [5] se
transforma num sistema de equagoes (avaliando as fungdes nos elementos bésicos). Nesta mesma base
escolhida, considere a base associada em A ® F. Utilizando os homomorfismos 7’,¢], ¢4 podemos
escrever um sistema analogo a[5] variando os elementos na base de A ® F'. Pelo passo 1 este tltimo
possui uma solugao em F. Porém, dado que todos os coeficientes deste sistema estao em K segue que
tal solugao pertence a K, o qual conclui o resultado. O

Os resultados nas proposigoes e podem ser resumidos no teorema abaixo, o qual é devido
a Wedderburn e Malcev.

Teorema 1.91. (Teorema de Wedderburn e Malcev) Seja A uma K-dlgebra de dimensdo finita sobre
um corpo de caracteristica 0 e J seu radical de Jacobson. Entao, existe uma subalgebra semissimples
mazimal B tal que A = B ® J. Além disso, se B' C A ¢ outra subalgebra semissimples mazximal tal
que A= B' @ J, entio existe x € J tal que B = (1 —x)B'(1 —x)~1.
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2 Conceitos basicos em PI—AlgebraS

Dado X um conjunto, denotemos por K(X) a dlgebra associativa com unidade livremente gerada por
X, isto é, K(X), é o espaco vetorial sobre K cujos elementos bésicos sdo palavras da forma

Ty T, Ty, €X, m=0,1,2,...
com multiplicagao definida em tais elementos por
@iy -+ @i, )(@gy - @,) = Tiy - T Ty T

Uma observagao extremamente importante é que K (X ( é livre no conjunto de todas as dlgebras
associativas com unidade. Em outras palavras, se A é qualquer algebra associativa com unidade, e
@ : X — A éuma fungdo, entao existe um tinico homomorfismo de dlgebras associativas ¢ : K(X) — A
satisfazendo ¢ x = ¢.

Fixe X = {z1,22,...,2Zpn,...}.

Definicao 2.1. Sejam f = f(x1,22,...,2,) € K(X) e R uma dlgebra associativa. Diz-se que f €
uma identidade polinomial para R se, f(ri,72,...,7,) =0  para todo r1, ro, ..., r, € R.
A dlgebra R é uma PI-dlgebra se existe 0 # f € K(X) tal que f =0 em R.

Lema 2.2. f € K(X) ¢ uma identidade polinomial para R se, e somente se, f pertence ao nicleo de

todo homomorfismo K(X) — R.

Demonstragdo. Basta notar que se ¢: K(X) — R é um homomorfismo de dlgebras associativas, entao
Ker() = {g(a1,...,2,) € K(X) | (1), .., ¥(x,)) = 0}. 0

Exemplo 2.3. Dado f(x1,x2) = [x1, 2], isto &, f(x1,22) = 2129 — 21, entdo R é uma dlgebra
comutativa se, e somente se, f € uma identidade polinomial para R.

Exemplo 2.4. Seja S, o grupo simétrico e suponha que dim(R) < n. Agora, consideremos a expressao

sn(rlv r2,... a'rn) = Z Sign(o—)TU(l) To(n)

O'ESn
entao, notemos que:
e s,(r1,...,m) € antissimétrico. De fato, se T = (i,j) € uma transposi¢ao, entdo
ToSp(T1y oo Tige ey Ty ) = Sp (s ey Ty, Tiy ooy T)
e portanto, dado que sign(oT) = —sign(o), seque que
Sp(T1y ey Ty ey Tig ey Tn) = —=Sp(T1, 0oy Tay oo Ty Th)
donde seque que s, € antissimétrica.
e Como dim(R) < n, quaisquer elementos i, ..., € R sdo linearmente dependentes, e portanto,
como $n(1r1,...,7s) € antissimétrica, seque que Sn(r1,...,r) = 0. (A demonstracao de tal fato é

exatamente igual a demonstracao de que o determinante de uma matriz n X n € nulo se as colunas,
ou as linhas, forem linearmente dependentes).
Dessa tltima observagao, concluimos que se dim(R) < n, o polindémio

sp(T1,20,...,2n) = Z $ign(o)To(1) *** To(n)
oeS,

€ uma identidade polinomial em R. Neste caso, diz-se que R satisfaz a identidade standard de
grau n.

Exemplo 2.5. (Identidade de Capelli) Nas condi¢cées do exemplo acima, defina o sequinte polinémio
dn(xh ceeyTnsYly e, yn—i-l) - Z Sign(o—)ylwo(l)yQ U YnTo(n)Ynt1-
€S,

Argumento semelhante ao do exemplo anterior mostra que d,, € antissimétrico em x1, ..., T, € que
d(x1,. o T Y1y - Ynt1) = 0 em R. Diz-se que R satisfaz a identidade de Capelli de grau n.

Exemplo 2.6. Dado que dim(M, (K)) = n?, seque que M, (K) satisfaz a identidade standard e a
identidade de Capelli de grau n? + 1.
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Mais adiante vamos ver o famoso resultado conhecido como teorema de Amitsur-Levitzki, o qual
diz que o conjunto das matrizes M, (K) satisfaz a identidade standard de grau 2n.

Definicao 2.7. Seja V' um espago vetorial com base ordenada {e1,ea,...,en,...}. A dlgebra de
Grassmann € a dlgebra associativa E = E(V) gerada por {ej,ea, ..., en,...} junto com as relagoes

eiej+eje;=0, ¢,j5=12,...
Lema 2.8. A dlgebra de Grassmann como espaco vetorial € gerada pelos vetores da forma

€i, € 1 <o <ig<---<tnp, n=>0.

Demonstra¢do. Notemos que para todos ¢, j € {1,2,...}, e;e; + eje; = 0 implica que e;e; = —eje;.
Agora, considere o monoémio u = e;, --- (eje;)e;, ---e;, onde i < j. Uma redugao em u produz o

elemento u' = —e;, -+~ (esej)e;, - - - €;,. Dessa forma, concluimos que para toda permutacao o € Sy, o

monomio e;, - - - ¢;,, pode ser levado por meio das redugoes em €,(;,) -+ - €4(;,)- Em outras palavras

(i) """ Colin) = Stgn(0)eq, - - €, .

Agora, como todo elemento y € FE é da forma y = Z Qky,... k) Eky * " €k,, cOm P C N subconjunto
K1,y ikop
p<|P|

finito, segue que de fato E é gerado pelos elementos como no enunciado. O

e Os geradores de E estabelecidos no lema [2.8] sao linearmente independentes. De fato, denote o
conjunto de tais geradores por € e considere o conjunto

F'e={meNU{0} |3 o1,....,, € K\{0} e wu,...,um €€ tais que Zaiuizo}.
i=1

Se I'¢ # {0}, pelo principio da boa ordenacao em N, existe um menor elemento m > 1, bem como a7,
sy am € K\{0} e uy, ..., um € € tais que Y ;" au; = 0.

Agora, seja e, € V tal que e, aparece em u; mas nao aparece em us. Dessa forma, segue que
e-u1; = 0 e portanto

m m
E oiepu; = E aw; =0, onde w; =eu;i€{2,...,m}
i=2 i=2

o qual é um absurdo pela minimalidade de m. Disto, conclui-se que I'e = {0}, e assim, os elementos
em € sao linearmente independentes.
Segue do tltimo item acima e do lema[2.§ que {1} U € é uma base de E sobre K.

Lema 2.9. Se J € o ideal em K(X) gerado pelos elementos x;x; + x;x;, i, j € {1,2,...}, entdo
K(X)/J>E.

Demonstracdo. Ja sabemos que E possui como base os elementos da forma

€i;Ciy " Cip i1<i2<"‘<ip pEN
Agora, considere o mapa X — FE dado por z; — e;. Como K(X) é uma dlgebra associativa livre,
existe um homomorfismo de dlgebras associativas ¢: K(X) — E tal que ¢(z;) = e;. Além disso, por
construgao de ¢, J C Ker(¢) e portanto, ¢ induz um mapa {/:: K(X) — FE dado por z + J — ¥(x).
Afirmamos que os vetores da forma x;, ©emy,, 11 < -+ < ip 520 linearmente independentes em
K(X). De fato, como 9 (x;, ---x;,) = e;, - - - €;,, uma dependéncia linear de alguns vetores da forma

@, -+ x;, implicaria uma dependéncia linear dos respectivos e;, - - - €;,, 0 que é um absurdo. Com isso,

concluimos que Ker(¢) = J e assim, ¢ é um isomorfismo de dlgebras associativas. O

Exemplo 2.10. O polinémio f(x1,xa,23) = [21, T2, 23] = [[T1,22], 23] € uma identidade polinomial
na dlgebra de Grassmann E. Para verificarmos isso, notemos inicialmente que f € linear em cada
entrada, portanto é suficiente provar o resultado para elementos da base de E. Considere os elementos

T = 61'1 --~ein € Tg = ejl, jl 7& {Zl,,Zn}
Temos [r1,72] = €5, -+ - €, €j, — €j,€;, -+~ €;,, logo, apds n transposi¢oes ao elemento ej e;, - --€;,
chegamos em ej,€;, ---€;, = (=1)"e;, ---e; €5, e [r,ra] = (1 — (=1)")e;, --- €5, €,

Portanto, se ro = ej,e;, ---e;, podemos proceder por indugdo em m > 0 para mostrar que
_ mn
[rira] = (L= (=1)"")es, - -ei,ej, €5, - €5,

Logo, [r1,m2] # 0 se, e somente se m en sido ambos fmpares, donde seque que [r1,r2] tem um tamanho
par. Consequentemente, para qualquer r3 = ey, - - - €, temos [[r1, 2], 73] = 0.
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Definicao 2.11. O comutador de Lie de comprimento n, com n > 1, € definido indutivamente por
1, oy Tt @0 = [[T1, - -+ s Tn-1], Tn].

Exemplo 2.12. O polinémio f(x1, 2,3, x4, T5) = [[T1,X2], [x3, T4], 5] € uma identidade polinomial
em E ® E. Neste caso, diz-se que E ® E satisfaz a propriedade central-por-metabeliana.

Exemplo 2.13. Sejam R = My(K), e;; a matriz que possui 1 nas entradas (3, j) e 0 nas outras. Por
verificagdo imediata, seque que

s4(z1, 2, T3, T4) = |21, T2] © [T, T4] + [T1, T3] © [T4, 2] + [x1, T4] O 22, T3]

onde o € um produto definido no conjunto das matrizes por ly oly = l1ls + 130y, 11,12 € R.
Considere agora a base de My(K) dada por B = {e,e11,e12,€21}, onde e = e11 + eaa.
Lembremos também que e;jer = djxeq, € que [e,e11] = [e, e12] = [e, ea1] = 0. Dessa forma, temos
que s4(e,e11,€12,e21) = 0. Portanto, como sq(x1,x2,x3,x4) € multilinear

S4(l‘1,$2,$3,l‘4) =0, =z, €R, 1€ {1,2,3,4}.

Exemplo 2.14. O polinémio de Hall definido por f(x1,x2,23) = [[x1,22]%, 23], € uma identidade
polinomial em R = M>(K). Para tal verifica¢io, lembremos que o polinémio caracteristico de uma
matriz v € R € dado por c.(x) = x? — tr(r)z + det(r).

Por outro lado, pelo teorema de Cayley—Hamilton 0 = c.(r) = r? —tr(r)r +det(r). Se r = [x1, x2]
temos que tr(r) = 0, e a expressio acima se torna [x1,x2]? +det(r) = 0, ou seja, [x1,72]? € K, donde
seque que f(x1,22,23) =0 para quaisquer x1, T2, T3 € R.

Definicao 2.15. Um ideal J I K(X) é dito um T-ideal se ¢(J) C J, para todos os endomorfismos ¢
em K(X).

Exemplo 2.16. Se R ¢ uma dlgebra, o conjunto T(R) de todas as identidades polinomiais de R €
um T-ideal em K(X). De fato, dado qualquer endomorfismo ¢ em K(X), seja w; = ¢(z;), para
1€ {1,2,...}. Dessa forma temos que ¢(f(x1,...,%m)) = f(wy,...,wy) =0. Por conta que T(R) ¢
um T-ideal, diz-se que T(R) é o T-ideal de R.

O préximo resultado mostra-nos que a partir de um T-ideal K (X) é possivel construir uma dlgebra
associativa na qual este ideal é um T-ideal.

Proposicao 2.17. Dado um ideal T-ideal U em K(X), existe uma dlgebra associativa R tal que
T(R)=U.

Demonstragao. Defina R := K(X)/U e seja f(x1,...,2m,) € U. Dados quaisquer elementos w; =
wy +U,..., Wy = wy, + U em R, por conta de U ser um T-ideal segue que f(wi,...,wy) € U e
portanto, f(w1, ..., Wy,) =0, e assim, U C T(R). Reciprocamente, se f(x1,...,2,) € K(X)e f ¢ U,
entao f(T1,...,%Tm) # 0 e isso implica que f ¢ T(R), ou seja, mostramos que T(R) C U. Do feito,
conclui-se que T(R) =U. O

Dada uma familia nao vazia F C K(X), a classe ¥ de todas as dlgebras associativas que satisfazem
as identidades polinomiais de F é chamada de variedade determinada por F . Além disso, se
F ={fi(z1,...,2n,) | i € I}, entdo denota-se por (f; | i € I)T o menor T-ideal que contém F, ou
seja, (fi | i € )T é a intersecgao de todos os T-ideais que contém F.

Sabe-se que para conhecer um endomorfismo ¢ em K(X) basta a imagem dos elementos em X
(pois K(X) é livre em X), isto é, basta saber quem sdo os ¢(z;), para todo i € {1,2,...}. Dessa
forma, se F = {f; | i € I}, entao os elementos em (f; | i € I)T sdo da forma

> wifilwiy, . wi, i, wigug v € K(X).
icl

Defini¢ao 2.18. Para um conjunto nao vazio Y fixado, a dlgebra Fy (¥) na variedade ¥ é uma
dlgebra relativamente livre de ¥ se esta satisfaz

i) Fy (V) € gerada porY .

it) By (V) é livre na classe V. Isto é, dada qualquer R € ¥, todo mapa Y — R pode ser estendido
para um homomorfismo de dlgebras associativas Fy (¥) — R.

Notagao: Se |Y| = m, entdo escreve-se F,,,(¥) := Fy(¥). Caso |Y| seja infinito enumerdvel,
escrevemos simplesmente F(¥) ao invés de Foo (7).
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Proposicao 2.19. (Existéncia de dlgebras relativamente livres em K(X)) Seja ¥ uma variedade
definida por wma familia F = {f; | i € I}. Entdo a_dlgebra F := K(X)/(fi | i € )T é uma dlgebra
relativamente livre de ¥ com conjunto de geradores X = {x + (f; |i € )T |z € X}.

Observagao: O resultado acima vale para qualquer conjunto Y. No caso geral, toma-se 0 quoci-
ente de K(Y) pelo ideal J gerado por {fi(g1,..-,9n,) :9; € K(Y), i€l}teY ={y+J:yeY}
como conjunto de geradores. (c.f. [10] pdg. 23).

Teorema 2.20. Eziste uma correspondéncia biunivoca  entre os T-ideais de K(X) e a variedade das
dlgebras associativas. Além disso, m € uma correspondéncia de Galois, isto €, para quaisquer T-ideais
Vi e Vo, Vi CV; se e somente se (Vo) C (V7).

Definicao 2.21. Se ¥ € uma variedade e R é uma dlgebra sobre K tal que T(U) = T(R), entdo
diz-se que U € uma variedade gerada por R, e escreve-se U = var(R).

e Dada uma variedade ¥, se R := K(X)/T(¥), entdao T(R) = T(¥).

Defini¢ao 2.22. Diz-se que uma identidade polinomial g(x1,...,Ty) € uma consequéncia das iden-
tidades polinomiais fi(x1,...,xn,), © € I, se qualquer dlgebra que satisfaz f; = 0, também satisfaz
g =0. Em outras palavras, g € (f; :i € I)T.



33

3 Invariantes Numéricos de T-Ideais

3.1 Séries de Hilbert

Defini¢ao 3.1. Considere f(x1,...,%m) = Zj QT - Ty, € K(X), a; € K.

a) f(x1,...,x,) € dito homogéneo de grau d se todos os monoémios x;, -+ - x;, com coeficientes

"
nao nulos, tem o mesmo grau d. ’

b) f(x1,...,xm) € dito multihomogéneo de multigrau (dy,...,dy,), se cada varidvel x; aparece
0 mesmo numero de vezes d; em todos 0s monoémios.

¢) f(x1,...,xm) € multilinear se € multihomogéneo de multigrau (1,1,...,1).

Exemplo 3.2. Na dlgebra associativa R{x1,xa, 3, z4)
a) f(x1, T2, 23, 24) = TT1T2037174 — 303047372 + 6230103 — 1324792173 € homogéneo de grau 5.

b) g(x1,T2,73,74) = T1222327 + Tom1247304 + 823T470m124 € multihomogéneo de multigrau
(3,1,0,2).
¢) h(zy, o, x3,24) = 8T1T2x32y + TT1T423T2 — T3Tox124 € multilinear de grau 4.
e Qualquer polindmio multilinear f(z1,...,2,;,) de grau m em K(X) tem a forma
fwe, . 2m) = Z UoTo(1)La(2) " To(m) (6)
o€ESH

onde a, € K para todo o € 5,,.

Teorema 3.3. Se f(x1,...,Zm,m) € um polinémio multilinear alternado de grau m, entdo f é um
maltiplo do polinomio standard.

Demonstragao. . Escrevefnos flar, ... xm) = Zaesm QoTg(1) """ Te(m)- Considere uma transposicao
da forma 7 = (7, j), entdo, como f é alternado temos

flxa, .oz, miy o xm) = (D)7 f(@1, - Ty o T, T)
e assim, em particular devemos ter
a‘rxl"'xi"'xj ...!’Em — (—1)7—a1m1...xi....’1/‘j...xm

logo, conclui-se que a; = (—1)Ta; e assim, por arbitrariedade da transposigdo tomada, segue que
para toda transposicdo p € Sy, oy = (—1) y.

Agora, dada uma permutagdo o € S, escreva 0 = 7. Assim, temos que f(T5(1),. .., To(m)) =
(=17 f(r(1),s - s Trgmy) = (=1)7(=1)"f(21,...,2m). E segue pelo mesmo raciocinio anterior que
a1 = (—1)°Ta,. Logo, ay = (—1)%ay. Disto, segue que f = ay5y,. O

Definigao 3.4. i) Um K -espago vetorial V' é graduado, se existem subespagos V) CV,n>0, tais
que V=8, V) e VM sio as componentes homogéneas de graun de V.

i1) Seja A uma K -dlgebra, dizemos que A € graduada se, A é graduada como um K -espago vetorial
e as componentes homogéneas satisfazem A™ A C Am+1)  parg quaisquer m, n € N.

Exemplo 3.5. a) O espaco vetorial K(x1, ..., xy,] é graduado. Seja V) := K e para cada n > 0,
defina V" = spang {a} ah? - xlm 03 n; =n}. Logo K[zy,...,7,] = ®D..>0 v,

.
Quando K(xy,...,zm] € soma direta dos subespagos definidos acima, este é graduado por grau.
b) Pode-se graduar o espago vetorial K{xy,...,2) de forma andloga feita no item a). Para ver

isso, seja No := NU {0}, e defina U®) := K e para cada n > 0
v = spang{zi, - i, (i1,...,1in) € Ng x Ng--- x Ny}

com isso, seque que K(x1,...,2,) =, ~¢ U™,
Mantendo as notagées de a) e b) notemos também queﬂ

n+m-—1

dim (V™) = ( )
m—

>, dim U™ = m™.

1Para se encontrar a dimensdo de V(™) utilizamos o fato de que existem (
para a equagao 1 + -+ Ty = N.

n+m71) solugdes inteiras nao negativas
m—1
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Definicao 3.6. i) Diremos que um K-espaco vetorial V. é multigraduado se é soma direta de
subespagos V(m-mm) - onde (n1y...ynm) € Ng x -+ x Ng = Nj*. Em outras palavras

V = @ V(nl,...,nm)

(n1,e.mm ) ENG®

Além disso, V("1-mm) ¢ chamado de uma componente de grau (N1, M)

i1) Seja A uma K-dlgebra, dizemos que A é multigraduada se A é multigraduada como um K-
espaco vetorial e além do mais, as componentes homogéneas satisfazem, AFtr—km) A1, nm)
Artna,okmtnm) - porg quaisquer ki, ..., km, 01, - .., Nn € N,

Exemplo 3.7. a) Em K(x1,...,zy], para cada m-upla (nq,...,ny,) € Ni* defina

Y (isnm) spang {aal? - ).

Com isso, concluimos que K[x1,...,Ty] = @ V(nonm) donde seque que Klzy,...,zm] €
(nlv---anm)EN(T]n
um espaco vetorial multigraduado.

b) Analogamente se mostra que K{x1,...,Zm) € multigraduado. A diferenga entretanto aqui, €
que define-se U"m) como o espago vetorial gerado pelos polindémios de multigrau (N1, ..oy Mm)
(no sentido de[3.1]).

Observemos ainda que para cada m-upla (n1, ..., ny) € Ng* dim(V(nm)y =1 ¢

dim(U 1)) = (m Fng 4ot nm>

ny,na,...,Nm

onde a dimensio de U-mm) ¢ exatamente o quantidade de polinémios distintos de multigrau
(n1,...,Nm) que hd em K{xy,... 7acm)ﬂ

Antes de prosseguirmos, relembremos alguns resultados combinatérios, os quais podem serem vistos
com mais detalhes em [39].

Resultado 3.8. Para cadat € K e d € N, seque da férmula do binémio de Newton que

e ()

k>0
Teorema 3.9. (Teorema Multinomial) Sejam t1,. .. t, elementos arbitrdrios num corpo K, entdo
Z n tn1tn2.“tnr:(t1+”.+t)n'
N1, N2, ..., Ny L2 r "

(n1,eeesmr)
ni+--Fny=n
Vamos ilustrar como pode-se calcular a dimensao de uma componente homogénea de grau n de
uma algebra graduada. Para efeito, considere A = K[z,y] e I = (2%y, 2%y*). Entdo, pode-se graduar
I da seguinte forma I = €, -, I™ onde para cada n > 0

1M = spang{xP T3yt p 4 g+ 4 =n} + spang{aPT2yT 0 p+q+6=n).

Em outras palavras, um elemento zPy9 constitui um gerador de I, se p4+¢+4 =n ou p+q+6 = n.
Por exemplo, se n = 6, uma base de I(®) ¢ dada por {z*y?, 2%y, 23y, x%y*}. Agora, observemos que

A/l = K[z] @ K[y @ spang {zy’ : j > 1} & spang {2*y, z*y*, 2°y*}

e portanto este recebe uma graduagio natural (por contagem de grau) induzida de cada soma direta
acima. Dessa forma, podemos colecionar no quadriculado abaixo os elementos bésicos de A de acordo
com a seguinte regra: Um par ordenado (p, ¢) representa o monémio xzPy?. Notemos que considerado
a j-ésima diagonal principal que passa pelo diagrama, a quantidade de quadrados que tal corta é
exatamente a dimensao da j-ésima componente homogénea de A. Além disso, os quadrados marcados
com X representam os elementos bésicos de A/I, enquanto que os ndo marcados representam os de I.

2Para calcular a dimensdo de U("1:--mm) utilizamos o fato de que a quantidade de anagramas com k posigoes que

se pode formar com a sequéncia x1,...,ZTm, levando em conta que x; se repete n; vezes é exatamente (nl S ),
2,5 m

1 s . . .
onde ( k ) = k! é chamado de coeficiente multinomial.
N1,M2,., Nm nylong!
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dy
X |X
XX
< XX
N
P dl\\\\\XX .
do> N XXX .
AN X [X N
\\
\XX\X \
zP XJX XXX X [X[X
N N
NN

Do diagrama acima, percebemos que da sexta componente homogénea de A/I em diante, a dimenséo
se estabiliza em 3 e portanto, a dimensao da n-ésima componente de I para n > 6, é dada pelo
nimero de elementos da diagonal do quadrado j + 1 X j + 1 menos 3 unidades. De outra forma,
dimI™ = (n+1) -3 =n—2.

Definicao 3.10. (Séries de Hilbert) Seja V' espaco vetorial graduado satisfazendo V = @nZO 142

onde dim(V (™) < oo para cada n > 0.
A série de poténcias formal Hilb(V,t) :==3_ < dim(V ™)t ¢ chamada de a série de Hilbert de V.

e Se f(t) é uma fungio qualquer, escrevemos Hilb(V,¢) = f(t) se a série Hilb(V,t) converge em
alguma vizinhanga aberta de 0, e além disso em tal vizinhanga Hilb(V,t) = f(¢).

Exemplo 3.11. Segue do exemplo a) e do resultado que

' 1
Hilb(K[x1, ..., xp],t) = (D

Por outro lado, seque de b) que

1

Definicao 3.12. (Série de Hilbert em vdrias varidveis) Seja V' espago vetorial multigraduado, tal que

V = @ V(nl,...,nm)

(1,01 ) ENG?

onde dim(V ("mm)) < 0o, para cada (ny,...,nm) € NI
Entao, a série de Hilbert de V € definida como sendo a série de poténcias formal

Hilb(V,ty, . otm) = Y dim(Veomm))ygin g,

Exemplo 3.13. Segue do exemplo a) que

Hilb(K[x1, ... &t tn) = Y et = ( > t’fl)-n( > tﬁ{”) =11 (ljtk)'
) ’

ni1>0 N >0 k=1

Da mesma forma, utilizando b) e o teorema binomial tem-se que

: nytne+-+nm\ . , n
Hilb(K{z1,...,Tm),t1,. - ) = Z ( 1n nQ . )tll"'tnl{”:Z(tl"‘“'-i-tm)
(M1 yeeyMm) L1825 - Bom n>0
1

donde seque queHilb(K(:z:l,...,ajm>,t1,...,tm):1 e
—(t -+t
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3.2 Processo de Linearizacgao

Dado n € N denotemos por P,, o espago vetorial dos polindmios em K(X) que sdo multilineares de
grau n. Os monodmios T, (1)Te(2) " * * To(n), @ € Sn, sdo distintos, e portanto linearmente independentes,
e assim, o conjunto {Z,(1)Ts(2) - To(n) | 0 € Sp} é uma base de P,, em particular, dim(P,) = n!.
Antes de prosseguir, relembremos um resultado que ird nos auxiliar no que segue.

Lema 3.14. (Determinante de Vandermonde) Sejam D um anel comutativo e &1, &2, ..., &, € D.
Entao L
1 & & ... ?—1
1 P S
0 A R | (GRR3

i<j

1 & & - 52.’1

Agora, suponha que K tenha infinitos elementos e considere um polinémio f € K(X) escrito da
seguinte forma

fl@1,. . zm) :Zfi(xl;-'-amm) € K(X)
=0

onde f; é a componente homogénea de f de grau i em x; (i.e x1 aparece i-vezes em cada monoémio

fi), i €{0,1,...,n}. Sejam J := (f)T e &, &1, ..., &, elementos distintos dois a dois em K. Dado
que J é um T-ideal, f(&gx1,...,x,) € J, para todo k € {0,1,...,n} (pois x; — &gz, x; — x4,0 £ 1, é
um endomorfismo). Ou seja, para cada k € {0,1,...,n}

f(gkxlax27"'7xn) = Zflicfl(xla .,$m) € J
=0

Dessa forma, médulo J, a equagao acima se torna

n

> Gfilar,. . wm) +J) = 0. (7)

=0

Por outro lado, a matriz associada do sistema [7] é

Lo&og - g
M= 1 & & - 5
1 fn fr% e 371

isto é, M é a matriz de Vandermonde. Portanto, pelo lema |3.14) det(M) = H(fj —&;) # 0, donde
i<j
segue que a matriz do sistema acima é invertivel. Portanto temos solugao tinica do mesmo, e assim
segue que para cada i € {0,1,...,n}, f; € J. Em outras palavras, as identidades polinomiais f; = 0,
i€{0,1,...,n}, seguem de f =0.

Por inducao, seguindo o raciocinio feito acima, temos

Proposigao 3.15. Seja K um corpo infinito. Se f(x1,...,zm) =0 € uma identidade polinomial para
a dlgebra associativa R, entdo cada componente homogénea de f € uma identidade polinomial para R.
Analogamente, cada componente multihomogénea de f é uma identidade polinomial para R.

Notagao: Se g(x1,...,Zy) é um polinémio homogéneo entdo o grau de g em relagdo a x;, j €
{1,2,...,m}, é denotado por deg, 9.

Proposicao 3.16. Se uma dlgebra R satisfaz uma identidade de grau I, entao R satisfaz também
uma identidade multilinear de grau <.

Demonstragao. Seja f(x1,...,Z,,) uma identidade polinomial para R. Se para cada j € {1,2,...,m},
a varidvel x; aparece com grau < 1 em cada monémio de f, entdo a menos de omitir algumas delas,
temos uma identidade multilinear para R. Sem perda de generalidade, assuma que deg, f=d>1e
considere o polinébmio

h(y17y23$27"'7xm) :f(yl +y2»$27~-~a$m>—f(y17ff2,~--a$m)_f(y27$2»~--7$m)-
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Dado que f é uma identidade polinomial para R, por definicao h também é. Vamos argumentar que
h # 0, suponha entdo por absurdo que h = 0. Como K(X) é livre em X, existe um endomorfismo
¢: K(X) — K(X) tal que ¢(y1) = ¢(y2) = x1, e ¢(x;) = x; para todo 2 < j < m. Entao

0= h(¢(yla¢(y2)7x27"- ;xm) = h(xlaxhx?,'-- ;xm) = f(2x17x2;-~-axm) —Qf(.f],l'g,...,l‘m)

isto é
2f(z1, 22y ..y Tm) = f(221, 22, ..., Tp) (8)

Escrevendo f = fo+ fi +---+ f4, onde f; é uma soma de monomios de f de grau j em z1, usando|§|
e o fato de que deg,, f = d, tem-se que

—fo+ (2> =2)fot+ -+ (2" =2)fs=0.

Mas isso implicaria que d < 1, absurdo. Segue que h # 0, e como deg, h = d — 1, temos o resultado
por indugao. O

Proposicao 3.17. Suponha que char(K) = 0 e considere f(x1,...,Zm) € K(X). Entdo f =0 ¢
equivalente a um conjunto de identidades polinomiais multilineares.

Demonstracdao. Pela proposicao é suficiente mostrar o resultado supondo que f é multihomogéneo.
Se deg,, f = 1, nao hd nada para provar. Suponha sem perda de generalidade que d := deg, f,d > 1
e por hipétese de inducao o resultado é vélido para polinémios de grau menor que d. Considere
também J := (f)T. Dado que f(y1 + y2,%2,...,Tm) € J, pois J é um T-ideal, podemos escrever

d

Flr +yo, w2, mm) = > filyn, 2, @2,y ) (9)
i=0

onde f; é a componente homogénea de grau ¢ em y;. Dado que deg,, f < d e deg,, f < d, por hipdtese
de indug¢ao, obtemos um conjunto de identidades polinomiais multilineares para cada i € {0,1,...,d}
que sao consequéncias de f;, e mais uma vez pela observagao acima, um conjunto de identida-
des polinomiais multilineares consequéncias de f = 0. Reciprocamente, aplicando o teorema do
binémio de Newton a f(y1 + y1, 2, ..., Zm), € comparando com @ tem-se que fi(y1,y1, T2, .., Tm) =

d

(,)f(yl,xg, ..., Tm), para cada i € {0,1,...,d}. E portanto, dado que char(K) = 0, segue que se
i

fi =0 para cada i € {0,1,...,d}, entdo f = 0. ]

O processo de redugao de uma identidade polinomial em um sistema de identidades polinomiais
multilineares feitos acima, é chamado de processo de linearizacao. Por conta de sempre
que tivermos char(K) = 0, muitos dos resultados serdo enunciados para identidades polinomiais
multilineares.

Corolario 3.18. Se char(K) =0, todo T-ideal é gerado por seus elementos multilineares.

Exemplo 3.19. Suponha que K = R, vamos encontrar um sistema de identidades polinomiais mul-
tilineares equivalentes a xixox1 + 2;6%1‘3 = 0. Notemos inicialmente que os monémios de [ sdo
g(x1,x2,23) = x12221 € p(X1, T, T3) = 230%1‘3, e além do mais, tais nao sao multilineares. Vamos
comegar linearizando g(x1,xs,x3):

Defina hy(y1,y2, T2, 23) = g(y1 + Y2, 2, 23) — g(y1, T2, 23) — g(y2, T2, 3), isto €, hi(y1, Y2, v2,x3) =
Y1T2Y2 + Yoxay1, 0 qual é um polindmio multilinear em R{x1,x2). Para linearizar p(x1,x2,x3) defi-
nimos

ha(x1, 91,92, 23) = p(@1, 41 + y2, 23) — (21, Y1, 23) — P(Z1, Y2, T3)

ou seja, ho(z1,29,23) = 212003 + 2021273, que é multilinear em R(xo,x3). Como consequéncia,
flx1,x0,23) = 0 € equivalente ao sistema de identidades multilineares

Yy1T2y2 + y222y1 = 0
Z129%3 + 292123 = 0

T
Se uy(x1, 2, x3) = T1X3T2 + Tax3x1 € ux(w1, T, T3) = T1TaX3 + T2X1T3, Seque que ui, us € (f)*.
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Exemplo 3.20. Suponha que char(K) = 0, vamos aplicar o processo de linearizacdo ao polindmio
p(z1, X2, x3) = [T1, T2][x2,23]. Considere o polinémio

q(z1,91, Y2, 73) = p(T1, 91 + Y2, 23) — p(T1,Y1,23) — p(*1, Y2, T3)
isto €, q(x1,y1,Y2,73) = [T1,y1 + yal[y1 + Y2, 3] — [z1, v1][y1, 23] — [21, y2][y2, 73], € assim
q(z1, 91,92, 3) = [21, Y1][y2, T3] + [21, y2][y1, 23]
e portanto, p(x1,x2,x3) = 0 € equivalente & identidade multilinear [x1, T2)[T3, x4] + [21, x3][T2, 4] = 0.
Definicao 3.21. (Codimensao) Seja R uma PI—dlgebra e T(R) seu T-ideal. Entdo o nimero
cn(R) :=dim(P,/P, NT(R)), n=0,1,2,...

é chamado de a n-ésima codimensao do T-ideal T(R). A série de codimensoes e série exponencial de
codimensoes de R sao definidas respectivamente por
~ t"
c(R,t) = ch(R)t”, ¢(R,t) = Z cn(R)a.

n>0 n>0

Se o T-ideal T(R) é multihomogéneo em K (X) denota-se por Hilb(Fy,(R),t1,...,tm) a série de
Hilbert de uma &lgebra relativamente livre de posto m em var(R). Se estamos interessados na série
de Hilbert de uma variavel escrevemos

Hilb,, (var(R),t) = Z dim(F(™ (R))t™.
n>0

Em caracteristica 0, devido ao processo de linearizagao, devemos estudar P, NT(R), n =0, 1, ...
Entretanto, o teorema de Regev [7.8] mostra-nos que isso nao é nada pratico, pois segundo este, se
T(R) # 0, existe uma constante a € N tal que

en(R) < a”

para cada n = 0, 1, ... Além disso, a sequéncia (a™) tem crescimento muito mais lento do que a
sequéncia fatorial (n!). E portanto, dado que dim P, = n!, para n suficientemente grande P, N T(R)
torna-se quase todo P, e por isso, é muito mais conveniente estudar o quociente P, /P, N T(R).

3.3 Breve introducao aos polinémios préprios

Definicao 3.22. Sejam L um espago vetorial sobre K e [-,-] : L x L — L uma funcdo. Diz-se que
[-,:] define em L uma estrutura de dlgebra de Lie (ou simplesmente que L é uma dlgebra de Lie) se:

1. [-,] € bilinear.

2. [z,x] =0 para qualquer x € L.

3. [z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [z, [x,y]] =0, para quaisquer x, y, z € L.

A ltima condicao que [+, -] precisa satisfazer é conhecida como identidade de Jacobi.

Definigao 3.23. Se R ¢ uma dlgebra associativa com unidade e uma dlgebra de Lie G é isomorfa a
uma subalgebra de R\, dizemos que R € um envelope da dlgebra de Lie G. A dlgebra associativa
unitdria U(G) € a dlgebra universal envolvente da dlgebra de Lie G, se G ¢ uma subalgebra de U(G)(~)
e U(G) tem a sequinte propriedade universal:

Propriedade Universal: Para qualquer dlgebra associativa R com unidade e qualquer homo-
morfismo de dlgebras de Lie ¢: G — R(7), existe winico homomorfismo de dlgebras associativas

Y: U(G) — R tal que g = ¢.

O préximo teorema garante-nos a existéncia de um envelope universal e mostra-nos ainda como
encontrar uma base de U(G) a partir de uma base de G.

Teorema 3.24. (Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt) Qualquer dlgebra de Lie G (sobre corpo) possui
dnico, a menos de isomorfismo, envelope universal U(G). Se G possui uma base {e; | i € I}, e o
conjunto de indices I possui uma rela¢do de ordem <, entdo o conjunto {1,e;, ---e;, | i1 <ipg <--- <
ip, k€l ep=12,...}, € uma base de U(G).
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Teorema 3.25. (Teorema de Witt) Considere L(X) a subalgebra de Lie de K(X)(™) gerada pelo
conjunto X. Entdo, se L é a dlgebra de Lie livre gerada por X, seque que L(X) = L. Além disso,
U(L(X)) = K(X).

Definigao 3.26. (Identidades polinomiais prdprias) Um polinomio f € K(X) é um polinémio prdprio
(ou comutador), se este € da forma

flxr, ... zm) = Zai,”_yj[xm vz, oz, aay € K.
e Denotamos por B o conjunto dos polinémios comutadores em K(X) e
B, :=BNK(z1,...,Ty), m=12 ...
é o conjunto dos polinémios comutadores em m varidveis;
I'y,:=BnNnPk, n=0,1,2,...

é o conjunto de todos os polinémios comutadores multilineares de grau n.
e Seja #1, uma base da dlgebra de Lie livre L(X) constituida por elementos da forma

T, Ty ooy [Tiys Tigls [T Tgs)s ooy [Thys Thos Thyl, - - -

Em Zp, considere a relagdo de ordem (<) na qual todas as varidveis precedem os comutadores e
sempre tem-se [2;,, T4,] < -+ < [21,,...,17,].

Proposicao 3.27. i) Considere L(X) a dlgebra de Lie livre com base PBr. Entao os elementos da
forma

ai ,.as Am . . 1b L c
Ty Tg™ t 0 Ty [‘Thaxlfz] I:zll""’xlp:l
onde ai, ..., Gm, b, ..., ¢ >0, formam uma base de K(X). Além disso, os elementos bdsicos de
K(X) com a; = -+ = ay, = 0 formam uma base do espago vetorial dos polindmios préprios.

it) Se R é uma PI-dlgebra com unidade sobre um corpo infinito K, entdo todas as identidades de
R seguem das identidades em T(R) N B. Ademais, se char(K) =0, entdo todas as identidades de R
sequem daquelas em T(R)NT,, n=2,3, ...

Demonstragao. i) Segue do teorema de Witt que U(L(X)) = K(X) e portanto a primeira parte de
1) segue do teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt aplicado em G = L(X). Agora, sempre que tivermos
produtos que estao na ordem errada, por exemplo

Ty e T [Tags ey Tag) s [Ty Toy) > [Tags - Tay)
entao, substituimos tal produto por
[bys- s T |[Tays - s Tar] = [Tags s Tap ) [Toys - s Ty ] = [[Toys -+ s Toy ]y [Tags -« s Tay]]

Dessa forma, dado que o segundo membro da soma acima pertence a L(X), por argumentos indutivos,
segue que os elementos de B sao combinagao linear de elementos da forma

[1'7;1,1131‘2}1) e [xl17' B 'Tlp]c

e assim, tem-se a ultima afirmacao de 7).
i1) Seja f(x1,...,2m) = 0 uma identidade polinomial de R. E suficiente pela proposigao
assumir que f é homogéneo em cada uma de suas varidaveis. Escreva f da forma

flze, ... xm) = Zaax‘fl T we (T, ., Tm), g €K

onde wg (1, .- .,Ty) é uma combinagao linear de
[xil,xiz]b ce [J?ll gee ,xlp]c.
Notemos agora que [z;,1] = 0 paratodoi =1, 2, ..., e portanto por inducdo segue que substituindo
1 em qualquer varidvel em um comutador da forma [z;,,...,z;,] este se anula. Segue pelo teorema
do binoémio de Newton e do fato de que f(1+ x1,x2,...,2,) =0 que

ai
Pk ) = San Y (T )elat st won, .. o) €T(R)
t=1
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A componente homogénea de menor grau com respeito a x; é obtida dos termos acima com ay
maximal entre aqueles com «, # 0, pois veja que seus mondmios sdo da forma a,z{x5? - 23 w,.
Assim, utilizando a proposigao [3.15] segue que

9(T1,. . Tm) = Z aoxlzy 2t wa (1, .. 2m) € T(R).

a1 max

Agora, fixando a; maximal como acima, suponha por hipétese de indugao que

Z arl282 - xrw, (21, ..., 2) € T(R).

j<ai

Dado que o polinémio h(z1,...,Zm) = f(1,...,2m) — 7 g(z1, ..., Ty ) envolve termos de valores
menores que aj, por hipdtese de indugao

Z Qax9? e we (21, ..., xm) € T(R)

a1 fixado
logo, we (1, ..., Zm) € T(R) e resultado do teorema segue. A parte multilinear é anéloga. O

A base de I';, dado no préximo teorema é chamada de base de Specht.
Notacgao: Dizemos que o comutator [z1,..., 2] é normado a esquerda se

[®1,.. . xs) = [[x1, .-y Ts—1], x5

Teorema 3.28. Uma base de I',,, para n > 2, consiste dos seguintes produtos de comutadores

[xil""’xik}”'[le?"'?le]
sujeito as restrigoes:
i) Todos os produtos sdo multilineares nas varidveis xy, ..., Tp.
it) Cada fator [zp,,...,xp,] € um comutador normado & esquerda de comprimento > 2 e além

disso, p1 > pa < -+ < Dps.
i1i) O comprimento dos termos de cada um dos produtos estd em ordem crescente.
iv) Se em um produto tiwermos - [Tp,, Tpys- - Tp,|[Tqrs Tapy - - - s Tq,| -+ entdo tem-se p1 < q1.

Agora, dada uma PI-algebra R sobre um corpo de caracteristica 0, para cada n € Ny defina,
I'h(R) :=T,/TnNT(R)) e n(R):=dimI,(R). A sequéncia (y,) é chamada de sequéncia de
codimensoes préprias. Analogamente ao feito anteriormente, define-se a série de codimensoes
proprias e a série exponencial de codimensoes préprias como sendo respectivamente

7(R7 t) - Z FY"(R)tn’ ﬁ(Rv t) = Z 'Vn(R)%n'
n20 n>0 :

Teorema 3.29. Seja a R uma PI-dlgebra sobre um corpo infinito K.
i) Se
€ :={w;(z1,...,2m) | j €N}

¢ uma base de B,,(R), onde

B, (R) := (K{(z1,...,2m) N B)/(T(R) N K(x1,...,2m) N B)
entao, o conjunto

D = A{x{* - xirg(xr,... ) g E€EF, 0, >0,i=1,2,...,m}

é uma base da dlgebra relativamente livre F,,(R).
i1) As séries de Hilbert da dlgebra relativamente livre F,,(R) e de seus elementos prdprios By, (R)
sao relacionadas por

Hilb(Fy(R), t1, ... tm) = Hilb(By (R), t1, .. tm) = Hilb(Bp(R), t1, ..., tm) [ |

i=1

1
1—-4;

Hilb(Fyn(R),1) = Hilb(B (R), t) 7.
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i13) Se o conjunto & = {up(x1,..., k) 1 J € {1,2,...,7(R)}} € uma base de I'y(R), entdo P,(R)
tem uma base formada por elementos da forma

xpl"'xpn,kujk(xqm"'7qu)? j:1727~-~7’Yk(R)a k:1a2a"'anap1<"'<pn—k7 q < - < Qg-

iv) Sobre codimensdes, séries de codimensdo e séries exponencial de codimensdo temos

en(R) = 2": (:)wc(R) n=0,1,2.... (R t)= 1;7<R, 1t_t> (R, 1) = !5 (R, D).



42

4 Identidades polinomiais de algumas algebras conhecidas

Iremos descrever bases para as identidades polinomiais das algebras de Grassmann e das matrizes
triangulares superiores sobre um corpo K de caracteristica 0. Iremos nos apoiar em [10], o qual utiliza
a teoria dos polinémios préprios afim de descrever os T-ideais das dlgebras supracitadas. Embora
seja muito dificil descrever de forma explicita o T-ideal de uma algebra qualquer (por exemplo nao
se tem ideia de qual seja uma base para as identidades polinomiais de M3(K), com char(K) = 0),
varios autores fizeram isso para algumas algebras classicas, bem como trabalharam em resultados
extremamente importantes que permeiam esta secao, abaixo descrevemos rapidamente alguns destes.

e Em [30], Latyshev encontrou uma base para as identidades polinomiais na dlgebra de Grassmann
em corpos de caracteristica 0, e posteriormente em [27], Krakowski e Regev, utilizando a teoria das
representacoes de S,,, fizeram este mesmo feito.

e Em [32] Maltsev exibiu uma base para as identidades polinomiais da dlgebra das matrizes trian-
gulares superiores.

e Siderov ( [44]), Kalyulaid( [22]), Polin ( [34]) e Vovsi ( [45]) descreveram o T-ideal da &dlgebra
das matrizes triangulares superiores sobre corpos arbitrarios.

e Em [35], Razmyslov exibiu uma base de T'(M3(K)), com K sendo um corpo de caracteristica 0.
Posteriormente, em [26], Koshlukov exibiu uma base para as identidades polinomiais de Ma(K) onde
K é um corpo infinito de caracteristica p # 2.

e Sobre corpos de caracteristica p > 0, Giambruno e Koshlukov em [14] descreveram uma base
para as identidades polinomiais da algebra de Grassmann.

e Em [12] Genov exibiu uma base para as identidades polinomiais de M3(F), e em [13] Genov e
Siderov fizeram o mesmo para My (F), quando F é corpo finito.

4.1 Identidades polinomiais na algebra de Grassmann

Lema 4.1. Considere o T-ideal H = {[x1,22,23])T. Entdo [x1,2s][xe, 23] € H e |21, 35][x3,24] +
[x1, z3][x2, 4] € H.

Observagao 4.2. Seu, v, w € K(X), entdo, abrindo os colchetes, temos que [uv, w] = [u, wv+ulv, w)
e [w,uv] = [w, ulv + ulw, v].

Demonstragdo. Considerando um endomorfismo que envia x; — x; se i # 2 e xo — T3, segue que
[x1,23, 23] € H.

Por outro lado, pela observagéo tem-se que [x1,23, 23] = [[x1,T2]w2 + 22[21, 72], 23]. Pela
bilinearidade do comutador

[[z1, z2)w2 + a2, To], 23] = [[T1, 2] T2, 23] + [22[21, 22], 23] € H
e mais uma vez aplicando a observagao na equagao acima
(1,22, x3]T2 + [21, X2 [w2, 23] + [w2, w3][1, T2] + @2[21, X2, 3] € H,

donde concluimos que [z1, xa][T2, 3] + [x2, x3][T1, x2] € H.
Agora, vejamos que

[x1, z2][x2, T3] + [T2, x3][x1, 2] = 2[x1, x2][w2, T3] + [[22, T3], [21, Z2]].
Se considerarmos o endomorfismo
WXy > To,  fi Tg > XT3, fh Ty [X1,x2] e promp e xg se i # {1,2,3}),
concluimos que [[z2, 3], [r1, 2]] = [T2, x5, [T1, T2]] = [p(z1), p(22), p(z3)] € H. Logo
[x1, z2][22, 23] € H.

Como visto no exemplo [x1, z2][x3, Ta] + [1, 23][T2, x4] € a linearizacdo de [z1, z2][x2, 23], €
como resultado, [x1, z2][x3, 24] + [21, 23][22, 24] € H. O

Teorema 4.3. Suponha que char(K) =0 e seja E a dlgebra de Grassmann (definida em de um
espaco vetorial de dimensao infinita. Entdo, temos:

a) T(E) = ([a1, 2, 23])"

b) As codimensdes de E satisfazem c,(E) = 2"t para todon =1, 2, ...;

14t _ tn
c(E,t) = Z en (BNt = T o ¢(E,t) = Z cn(E)ﬁ
n>0 n>0

1
= 5(1 + €2t).
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c) As séries de Hilbert da dlgebra relativamente livre F,,(E) sdo

144 1 1/1+4t¢
Hilb(Fp,(E), ty,...,t = Hilb(Fr(E),t) = 5 + 5 7
ilb(F(E), 11 1—t ilb(Fn(E),t) 2+2<1—t>
Observacgao 4.4. Seja V,,, um K—espago vetorial com base {e1,...,en} e considere a dlgebra de Gras-

smann E(V,,). Denotando por \* ( Vin) a k-ésima poténcia exterior em Vy,, tem-se a decomposicio de
E(Vp), E(V) = Ka N\ (Vi) a A2V, )@ - ®N" (V) e em particular, uma base de E(V,,) consiste
de 1 e dos elementos da forma: e; e, ---e;,, com 1<y <ip <---<ip<mepec{l,2,...,m}.

Portanto, definindo V¥*1-Fm) como sendo o espaco gerado pelos mondémios nos quais ej aparece
uma quantidade k; de vezes seque que E(Vy,) = @(kh k) Vkiskm) B imediato também que
dim(Vkrokm)y = 1 e que k; € {0,1}, para todo i € {1,2,...,m}, por defini¢io da dlgebra de
Grassmann. Logo, a série de Hilbert de E(V,,) € dada por

Hilb(E(Vip), b1, otm) =14 Y b4+ > tistiy - i, + o+ lita ot

1<j<m 1<iy <ig<-+-<ip<m

Para cada p € {1,2,...,m} temos

ep(tiy. .. tm) = > titiy -ty eolty, ... tm) =1,

1<y <ig<---<ip<m

onde e;(t1,...,tm) € 0 j-ésimo polindmio simétrico elementar. Conclui-se que
m
Hilb(E(Vi),t1, .o tm) = Y ej(tr, .ot
7=0

Por outro lado, dado que

m

ﬁ (x —t;) Z Fer(ty, ... tm)a™ " (10)
=0

tem-se em particular de|1(] que Z;n:o ei(tt, . tm) =TT (1 +t).
Com isso, chegamos finalmente a igualdade

Hllb( ( ) tl,..., iej tl,...7 ﬁ(l—f—ti). (11)

Demonstragdo. Pela proposicao [3.27] cada T-ideal é gerado por seus elementos préprios, isto é , as
identidades de E seguem de T(E) N B. Como char(K) = 0, o T-ideal T'(E) é homogéneo (pois todo
corpo de caracteristica 0 é em particular infinito).

a) Sabe-se do exemplo que [#1, 79, 23] = 0 em E, e assim, ([z1, xo,z3])T C T(E).

Considere agora um elemento da forma v = [z;,,..., %] [z}, .., ;] e sua imagem mddulo
([x1, 22, 23])"

T=[Tiy,- s Tip) [Ty oy Tjy)e

Se v & ([x1, 72, x3])T, entdo v é da forma v = [z, 75,] -+ [Tipy_1s Tiny)-

Dessa forma, por conta da anti-simetria de [, -] e do lema o elemento T altera apenas de sinal
mediante uma permutagao de variaveis, e assim, se em particular tivermos z;, igual a x;, em v, entao
v =0, isto é, v € ([r1,22,23])T. Concluimos que B/(B N ([x1,xa,x3])T) é gerado pelo conjunto %
formado por elementos da forma

[Tj17§j2]..'[ijp—17jj2p]7 jl <]2 <j2p—1 <j2p7 p:071a2a

Precisamos ainda mostrar que combinagao linear nao trivial de elementos em % nao pode ser uma
identidade polinomial em E. Cada elemento de % é unicamente determinado pelo seu multigrau, logo
é suficiente ver que nenhum elemento em % ¢ identidade em E. Para isso, basta vermos que para
cadap=0,1,2,...
[61, 62] e [egp_l, egp} = 2p61 cr€2p 7£ 0.
b) Segue do raciocinio acima que se k € N, T'y (E) é gerado por [z1, x2] - - - [xogp—_1, Tor] e Topr1(E) =
0. Portanto concluimos que

1n(E) = dmTo(E) = £(1+ (~1)")
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1
e portanto, y(F,t) = Zt2n =1 g
n>0

Segue do teorema iv) que

en(E) = zn: (Z) 1/2(1 + (—1)k) = ;kznjzo (Z) + % zn: (Z) (—1)% = %zn — on—1,

k=0

~ 1
e AF(E,t) = §(et +eh).

Usando as férmulas de v(E,t) e ¥(E,t) concluimos que

1+t t"

C(E,t)Zch(E)tnzm, E(E,t):ZCn(E)EZ%(l—FB%).
n>0 n>0 :

¢) Por a), segue que o conjunto
L= {[fiufzé] T [Eizk_lafi%} < <ig < <o <t <m, k=0,1,.. }
é uma base de B, (FE). Agora, denotemos por s; a ocorréncia de Z; num produto da forma
[T, Ty - [Ty Tigy)) 1 1 <y <ip < -ov <dggq <o <M

dado que Z; s6 pode aparecer em um dos comutadores acima, segue que se o comprimento do produto
de dois comutadores for k, entdao s; = 2¥. Por outro lado, como |£| < oo, dado uma m-upla
(n1,...,Mm), denotamos (caso exista) por e, . n,,) O Unico elemento em % no qual

n; =min{l,s;}, j€{1,2,...,m}.

onde s; é a ocorréncia de T, em e . Definimos U("1»"m) como sendo o espaco gerado por
J J (n1seymm)
€(n1,eomim) El No caso em que nao existe um elemento satisfazendo a condicao acima, para uma dada

m-upla (ky, ..., k), colocamos UF1Fm) = (),
Dessa forma, segue que

Bm(E) = @ U(nl,m,nm)

(n1,..smm)

e portanto

Hilb(Bp(E),t1, .. tm) =14 > titiy+-o+ > tistiy iy,

1<iy <ip<m 1<i1<iz<-<izp<m
onde p=m/2 se m é par e p= (m — 1)/2 se m é fmpar. Com isso, concluimos que
L/m m
Hilb(Bp(E), t1, .. tm) = ’§062k(t1, costm) = 3 (}:[1(1 —t) + };[1(1 + ti))
e assim, utilizando iii) segue que

14t
1—t;’

1 1/1 m
Hilb(Fm(E)7t)=2+<1+i) . O

11
Hilb(Fn(E)st1, - tm) = 5 + 3 !

i=1
Denote por Ej a algebra de Grassmann do espaco vetorial Vj, de dimensao finita k > 1.
Observagao 4.5. Seja n € N, entdo temos a seguinte representacdo
1 .
on z sign(0)[To(1); To2)]  ** [To(2n—1), To(2n)]- (12)

ocESap

52n(9317 e 71'2n) =

Veremos uma ideia de prova para o caso n = 2. Considere por exemplo o elemento | = x1xox314 +
ToT1X4T3 + ToX1T4T3 — T1T2X4T3 — TaX1T3T4, 0 qual € obtido de xixox324 vVia soma das agoes das
permutacgoes o1 = e, o9 = (1,2)(3,4),03 = (3,4),04 = (1,2) levando em conta seus sinais. Dessa
forma, notemos que

ay = Sign(al)[xalu), 9001(2)][3701(3), 5601(4)] = T1X2T3T4 — T1T2X4T3 — T2T1T3T4 + T2T1T423

3A condicdo imposta serd satisfeita quando a m-upla possui quase todos elementos nulos a menos de alguns em
algumas posicdes, além disso aqueles que no sio nulos, séo iguais e da forma 2! onde | € N
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az = Sign(02)[$02(2), 5302(2)][3702(3), »%2(4)] = ToT1T4T3 — T2X1X3T4 — T1T2T4X3 + T1T2T3%4
as = Sign(UB)[$a3(2), 5503(2)][5603(3), 3703(4)] = —(371332964373 — T1X2T3T4 — T2X1X4T3 + 3321713?3334)

a4 = sz’gn(a4)[azg4(2), %4(2)][9%4(3); %4(4)] = —(1‘2!1319631‘4 — T2X1T4T3 — T1X2X3T4 + $1$2$4$3)

e portanto seque que —2(a1 + as + a3 + aq) = . Procedendo dessa forma pode-se mostrar que para

todo n € N a equacgao @ € verificada.
Utilizando a Tepresentagdo eo lema conclui-se que mdédulo ([x1, w2, 23))T tem-se

2"son(x1, ..., xan) = (2n)[x1, 22] (3, 4] - - - [Ton—1, Tan) (13)

donde concluimos que se char(K) = p > 0 e p < 2k entdo Sa, € uma identidade na dlgebra de
Grassmann de dimensdo infinita. Se char(K) = 0 ou char(K) > 2n entdo mddulo {[z1,xa,23))T, as
identidades say, € [x1,x2][x3,x4] - [Ton—1,Tan] Sdo equivalentes.

Vejamos que a observagao [4.5| conta-nos que em caracteristica diferente de 0 algumas coisas podem
mudar uma vez que se char(K) = 0 entdo sa,(21,...,22,) ndo é uma identidade na &lgebra de
Grassmann de dimensao infinita, pois sa(e1,...,e2,) # 0. Na realidade, utilizando pode-se
mostrar que se char(K) = p > 0, s; é uma identidade polinomial na algebra de Grassmann se, e
somente se, k > p + 1. Latyshev mostrou em [30] que poderiamos ainda encarar todas as identidades
polinomiais na élgebra de Grassmann de dimensao infinita como sendo consequéncias da identidade
[£1,22,23] = 0 se a caracteristica de K for diferente de 2 e |K| = oco. O préximo teorema diz
exatamente isso, e sua demonstragdo pode ser encontrada em [14].

Teorema 4.6. Se K € um corpo infinito de caracteristica p # 2 e E € uma dlgebra de Grassmann de
dimensao infinita, entao todas as identidades polinomiais em E sdo consequéncias de [x1,x2,x3] = 0.

4.2 Identidades polinomiais das matrizes triangulares superiores

Antes de comegarmos, vamos mostrar um resultado que servird de motivagao para o que se segue.

Resultado 4.7. Seja UT, (K) a dlgebra das matrizes triangulares superiores n X n. Entao, UT, (K)
satisfaz as identidades polinomiais [x1,xa] - - [T2n—1,Ton] =0 € sop(21,...,2T2,) = 0.

Demonstra¢ao. Vamos dividir a prova em alguns passos.

Passo 1: Se ry, ry € UT,(K), entdo [r1,r2] € UT,(K), e além disso os elementos da diagonal de
[r1, 2] sdo todos nulos. Esta afirmacao é de facil verificacao, usando se as propriedades do produto
matricial.

Passo 2: O produto de n matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal, é nulo. Para
demonstrar esta afirmacdo, observamos que o produto de duas matrizes deste tipo (com zeros na
diagonal), vai ter zeros nas posicoes (1,2), (2,3), ..., (n —1,n). Multiplicando esta matriz com outra
matriz triangular superior com zeros na diagonal, vai resultar em matriz onde todas entradas (i,7),
(i,i+ 1), (4,7 + 2) s@o iguais a 0. Continuando este processo, obtemos o resultado.

Passo 3: Segue da observacao que Son(r1,...,T2,) = 0, para quaisquer xi, ..., To, €
UT,(K). O
Na realidade, como vamos ver mais adiante, so, (21, ..., 2Z2,) é uma identidade polinomial nao sé

em UT, (K), mas em todo M, (K), o qual é o conteido do teorema de Amitsur e Levitzki.
O préximo teorema fornece-nos uma base para as identidades polinomiais em UT,,(K) bem como
uma base para o espago vetorial da dlgebra relativamente livre F(UT, (K)).

Teorema 4.8. Sejam K um corpo infinito e UTy(K) a dlgebra das matrizes triangulares superiores
k x k. Entao
i) A identidade polinomial
[Il, CCQ] e [l‘gk_l, ll?gk] = 0 (14)

forma uma base das identidades polinomiais de UTy(K).
1) O conjunto de todos os produtos da forma

ai a . . . . . .
Ty Xy, [xluaxwla cee axlm1] [xhr?a:mm B xlpr’r}

onde o mimero de comutadores r é < k — 1, e os indices em cada comutador [T;,,, T4, ,. .., 2i, ]
satisfazem i1s > los <igs < -+ < 1y 5, forma uma base da dlgebra relativamente livre F(UTy(K)).
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A prova usa de novo os polindmios préprios, semelhante a feita para a algebra de Grassmann.

Ideia para demonstracgao:

(%) : Médulo a identidade cada elemento de K(X) é uma combinacdo linear de elementos
como na parte i¢) do enunciado.

(%) : Nenhuma combinagdo linear finita dos elementos citados em (x) é identidade em UTj(K).

Demonstragdo. Tendo em vista[4.7] precisamos mostrar apenas que todas as identidades polinomiais
de UT}(K) seguem da identidade (14]).

Dado que pela proposicio [3.27}44), as identidades polinomiais de UTy(K) seguem daquelas em
T(UT,(K)) N B, é suficiente trabalhar utilizando estas ultimas. Denote por ¥, a variedade definida
pela identidade polinomial [14] e considere a algebra relativamente livre F(T;) = K(X)/T (%)) onde
T(Zr) = ([w1,22] - - [w2r—1,72x])T. Vamos fornecer a demonstracio para os casos k = 2 e k = 3,
sendo o caso geral andlogo, embora tecnicamente mais complicado.

Caso k = 2: Dado que [z1, x2][z3,24] = 0 em F(%s2), concluimos que B(%3) é gerado por 1 e por
todos os comutadores da forma [x;,, %y, ...,z ], n>2.

Agora, notemos que em F(%2)

(@1, 22, 23, x4] — [21, X2, 24, x3] = [[T1, 2], [23, 24]] = [21, 22][w3, 24] — [¥3, 24][21, 2] =0

e dado que toda permutacao em S, (p > 2) pode ser escrita como um produto de transposicoes, segue
que para qualquer o € Sy,

[y17y271'o(1)7' . 'axo(p)] = [ylay%a:l,' . axp]a em F((IQ) (15)

Antes de prosseguirmos relembremos a identidade de Jacobi: Se f,g,h € K(X) entao

[f’ [gv h]] + [gv [hv f]] + [ha [fv g]] =0, (Jacabi).

Por outro lado, por conta da anti-simetria de [, -] e da identidade de Jacobi, segue que
[21, 22] = —[x2, 71] (16)
e
(23, T2, T1] = [23, 71, T2] — [T2, 71, T3]. (17)
Com isso, segue de e |17 que B(T2) é gerado por U, onde U consiste de 1 e os elementos da
forma [z, Tiy, Tig, - - -, X4, |, Ondei; > iy < iz <o <y

Resta-nos verificar que médulo o T-ideal de UT»(K), U é linearmente independente.
Considere a seguinte combinagao linear nao trivial de elementos em U

f(xl,...7xm):Zai[mil,xiz,...,xi”]:0. (18)

Fixemos agora um indice s; o qual é o maximal entre todos os primeiros indices com a propriedade
de que o coeficiente que acompanha o comutador no qual este pertence é nao nulo. Agora, defina

Tg, = e12 + &5, €22, T; = e, JF 1.
Note que se num comutador da forma [x;,,...,2;,] tivemos todos os indices diferentes de s1, entao
[Ziy,--.,@;,] = 0. Portanto, usando o fato de que eaze12 = 0 e ej2e22 = €12 concluimos que
f(l'lw-'val): ( E ai&iz"'gin>612
s1 fixado

e portanto, dado que K ¢ infinito, podemos fazer uma escolha dos elementos {{; : j # s1} de forma
que f(Z1,...,Zm) # 0, donde segue que todos os o} s emséo nulos. Por fim, o resultado do teorema
para k = 2 segue do teorema i).

Caso k = 3: Neste caso

[x1, xo][x3, T4][T5, 6] =0, em F(T3)

e por argumentos semelhantes aos feitos no caso k = 2, segue que se V é o conjunto formado por 1 e
os elementos da forma

[xilvmizw"vmin}v n > 2, [xi17xi27"""Eip][le7xj27"'7qu}7
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entdo V gera B(T3). Agora, dado que [[y1,yal, [y3, Y4l ys] = [[v1, Y2, ys], Y3, yall + [[y1, vzl (Y3, ya, ys]],
segue por inducdo que [[y1,---sYals [#15-- - 28], [t1, - - -, te]] € uma combinacdo linear de produtos de

dois comutadores. Além disso, mais uma vez pelos mesmos argumentos feitos no caso k =2, se V é o
conjunto contendo 1 e elementos da forma

[:cil,...,:cin], il >i2 S Sln, (19)
[zi17"'71'ip:||:1'j17"'71'j(]:| ip > g < - Sip jl >j2 < qu’ (20)

entao V gera B(%3). Portanto, para se concluir a demonstragdo do teorema no caso k = 3 é suficiente

mostrar que V é um conjunto linearmente independente. Agora, vejamos que qualquer combinagao
linear em V é de uma das formas abaixo

A: Combinagao linear somente de elementos do tipo
B: Combinagao linear somente de elementos do tipo [20]

C: Combinagao linear mista de elementos do tipo [I9 e 20]

Logo, se analisarmos uma determinada combinagao linear h(x1,...,x,) = 0 nao trivial do tipo A
ou C, e substituirmos as varidveis z; € Us(K), i € {1,2,...,m}, por matrizes 2 x 2 mergulhadas em
UTs(K), isto é, matrizes da forma

a b 0
0 ¢ O
0 0 0
entdo recairemos no caso k = 2 e o que permite-nos concluir que todos os coeficientes de h(x1, ..., Zm)

sao nulos. Dessa forma, precisamos apenas analisar combinagoes lineares do tipo B, isto é, da forma
f(xl,...,xm): E aij[xila"'7x7;p}[xj13"'7qu]:07 OéijEK. (21)

Da equacao considere um par maximal (s, r;) dentre todos aqueles em que a;; # 0, isto é, primeiro
selecionamos s; maximal como no caso k = 2 e posteriormente entre todos os pares (com s; fixado na
primeira coordenada) os maximais na segunda coordenada. E assim, se 11 # s; defina

T, = e1p +&s €2 Vs €33, Ty, = €23 + & €20 + 1y €33

Ty = e +1e33, | # 51,71, caso sy £ 7T

onde &g,,&r,,&1, Vs, v, € K. Caso 51 =1
Ty, = ez + €3 + &, €00 + Vg, €33
e dado que e;jer =ej se j =k e e;jep = ey =0 se j # k, segue que
F@rr @) = (D gy &, (Vs — &) -+ (v, — &) exs

e portanto, os nimeros {& : [ # s1,71} e {v; : | # s1,m1} podem ser tomados de forma que

f(@1,..., %) # 0, donde segue que todos os coeficientes de [21| sdo nulos e assim, o teorema para o
caso k = 3 segue mais uma vez por i). O

Exemplo 4.9. Seja K um corpo de caracteristica 0, e R a dlgebra das matrizes 3 X 3 triangulares
superiores, com entradas em K, da forma

A
0
0

S > *x
> % %

Entio T(R) = ([x1, v, 3], s4(x1, T2, ¥3,14)) T .

Primeiro vamos verificar que [x1,x9,23] = 0 e  s4(x1,22,23,24) = 0, sdo identidades po-
linomiais em R. Se e;; denota a (i,j)-matriz canénica de M3(K), entdo o conjunto de vetores
L:={e=e11 + e + €33,€12, €13, €23} forma uma base de R. Além do mais, por conta da multiline-
aridade do comutador e da anti-simetria, é suficiente verificarmos que [x1,x2,x3] = 0 nos elementos
de L. Este processo é candnico e para ilustrar, vamos calcular apenas uma igualdade.
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Vejamos que [e,e12,e13] = [e11, €12, e13] + [€22, €12, €13] + [e33, €12, €13] € dado que e;jer; = djreq,
temos [e11, e12] = €12, [€22, €12] = —e12, [e33, e12] = 0. Com isso concluimos que
le11, e12, e13] = [e12, €13] = 0, [e22, €12, €13] = —[e12,e13] = 0, [es3, €12, €13] = [0,€13] =0

donde seque que [e, e12, e13] = 0. Analogamente se faz nos outros casos. A identidade s4(x1, T2, T3, 14) =
0 segue do resultado . Dessa forma, concluimos que {[x1, T2, 23], s4(z1, 2, 23, 24))T C T(R).
Utilizando contas semelhantes as feitas no teoremal/.3, pode-se concluir que os elementos da forma
[{Eil,l'iQ] 11 < 19

constituem uma base de B/(B N ([x1, T2, 3], 54(x1, T2, 23, 24))T). Com isso, precisamos mostrar que
nenhuma combinagao linear dos elementos acima pode ser uma identidade em R. Dado que char(K) =
0, o ideal T(R) € homogéneo e portanto para mostrar que combinagdo linear dos elementos acima ndo
pode ser uma identidade em R, € suficiente mostrar que um elemento da forma [x;,, z;,] ndo pode ser
uma identidade em R, o qual seque por exemplo do fato de que [e12,ea3] = e13 # 0.
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5 Matrizes genéricas e o teorema de Amitsur-Levitzki

5.1 Matrizes genéricas

Notagao: Se .# C K(X), denota-se por var.# a variedade das dlgebras associativas que satisfazem
as identidades de .#. Se .# = T'(R), onde R é uma algebra associativa, escreve-se varR := var.?.
Iremos nesta secao estudar uma ferramenta que serd de extrema importancia para o estudo de
F(varM,(K)), onde K é um corpo e n € N.
e Dado n > 1, denota-se por (2, a K-dlgebra comutativa polinomial

Q =Ky |pg=1.2,...,n, i€N|.

e Se {e;; | 4,7 =1,2,...,n} sdo as matrizes canonicas de M, (K), as matrizes
LR
7 7 K]
- @) Ya1 Y2 - - - Yo .
Yi = Z Ypq €pa = . . o . s i€ N.
p,q=1 . . .o .
Y SN

sao chamadas de as matrizes genéricas n x n.

e Denota-se por R,, a élgebra gerada pelas matrizes genéricas {y; | © € N} e por R,q a dlgebra
gerada pelas primeiras d primeiras matrizes genéricas.

Considere o mapa p | X — R,, z; — y;. Dado que K(X) é livre em X, existe um (tinico)
homomorfismo de K-dlgebras p: K(X) — R, tal que pjx = p. Além disso, por definicdo, p ¢é
sobrejetor.

Observagao 5.1. (Especializacdo de matrizes genéricas) Seja C uma K -dlgebra comutativa. Dados

ai, ..., ap € Mp(C), onde a; = (a,(,iq))pq para cada i € {1,2,...,h}, por conta da dlgebra polinomial
ser livre no congunto das dlgebras comutativas, existe um homomorfismo de dlgebras v: Q, — C tal
que se i € {1,2,... h}, temos V(y,(fq)) = az(fq), p,g=1,2,....n,ev é€0 em yé{) j>h.

Dessa forma, o homomorfismo induzido
Un: Ry = My (C),  (ci5) = (v(cij))ig

é tal que v(y;) = a;, para cada i € {1,2,...,h}. O mapa v, € chamado de uma especializagcdo de
matrizes genéricas.

Proposicao 5.2. a) Se K € um corpo infinito e n > 1, entao R, = F(varM,(K)).
b) Se K é um corpo finito e P/K é uma extensdo infinita de K, entio R, = F(varM,(P)).

Demonstragdo. Seja P um corpo tal que K C P. Vamos mostrar apenas b), pois a) segue imediata-
mente fazendo K = P. Sejam 7: K(X) — F(varM,(P)) o homomorfismo candnico e p: K(X) — R,
o homomorfismo definido acima. Se mostrarmos que N = ker(m) = ker(p) entao o resultado segue
pois pelo primeiro teorema do isomorfismo F'(var(M,(P))) = K(X)/N = R,,.

Assim, para que ker(m) = ker(p) é suficiente mostrar que f(z1,...,2m,) é PI em M, (P) se e
somente se f(y1,...,Ym) =0 em R,.

Se f(z1,...,@m) é PI em M,(C) e f(y1,..-,ym) # 0, entdao, dado que P ¢ infinito, existe uma
especializacao v, : K{(X) — M, (C) tal que v,(f(y1,-.-,Yn)) = ¢ # 0 e portanto

0= f(Vn(yl)""’V(ym)) =vn(f(y1,- - Ym)) #0

o qual é um absurdo. Logo, segue que f(y1,-..,¥m) = 0. Reciprocamente, suponha que f(y1,...,ym) =
0 em R,. Dadas quaisquer matrizes 71, ..., rm € M, (C), considere a especializagao

i K(X) — M, (C), un(y:) =0, 1€{1,2,...,m}, pn(y;) =0, j>m.

Entdo, tem-se que f(ri,...,7m) = f(ln(y1)s- s tn(Ym)) = tn(f (Y1, - Ym)) = pn(0) = 0. 0
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Observagao 5.3. Considere a matriz

0 0 0
1 0 0 (6751
0 1 0 a3
a =
0 0 1 Ay —1
Entao, seque que
—Z 0 0 (o %))
1 — 0 aq
1 0 (65)
a—xl =
0 0 . . 1 ap1—=z

e portanto, pela expansao de Laplace
det(a — xI) = (=1)"ageg(x) + (—1)"arer () + - + (1 — 2)(=1)" e 1 (2)

onde €,(x) € a matriz obtida de a — xI retirando-se a k + 1-ésima linha e n-ésima coluna. Portanto
temos €o(z) = 1, ex(x) = (=1)Fz*, k€ {1,...,n — 1}, e assim

det(a —xI) = (=1)"(—ag — ax — - — 12" 1 +2™).
Logo det(a — xI) = (—=1)"(2" — (ap_12" 1 + 22" 2 + - - + 1z + ).

e Lembremos que se p(z) = ¢,2" 4 ¢,—12" "1 + -+ 4+ ¢12 + ¢g € K[2] é um polindémio qualquer,
entdo define-se o discriminante de p(z) como sendo o escalar D(p) := ¢2"~2 H?q (r; —rj)? onde 71,

..., Ty 880 as raizes de p(z) em K.
Lema 5.4. Os autovalores da matriz genérica n X n y; sao dois a dois distintos.

Demonstracdo. Dado que €2, mergulha de forma natural em seu corpo de fragoes, faz sentido con-
siderar as entradas de y; em frac(2,). Seja fy, (z) o polindmio caracteristico de y1, suponha por
contradicao que f,, tenha raizes de multiplicidade maior que 1. Entao, por defini¢ao de discriminante,
segue que D(f,,) = 0. Por outro lado, dada qualquer matriz a € M, (K), existe uma especializacao
Y: Ry, — My (K) tal que ¥(y1) = a,¢¥(Irn) = I, onde Ig, ¢ a matriz identidade em R, e assim, se
fa € o polinémio caracteristico de a

falw) = det(a — o) = det((y1) — 29(Ir,)) = det((y: — 21)).

Disso segue que D(f,) =0, pois se r1, ..., 1, 80 as raizes de fy,, entdo ¥(r1), ..., ¥(r,) sdo as
raizes de f,. Porém isso é um absurdo quando K ¢ infinito, pois podemos escolher 1, ..., l, € K tais
que em K, [; — I; # 0 para quaisquer 7 < j , e assim se a = diag(l1,...,[,), segue que D(f,) # 0.

Se K ¢ finito, sem perda de generalidade pode-se supor que K = F,, onde p é um ndmero primo,
e assim dado que qualquer extensao finita de corpos L/, é separdvel, pode-se escolher um polinémio
g € F,[x] irredutivel e com todas as rafzes de multiplicidade 1 e assim, se a é a matriz companheira

de g (pela[5.3) segue que D(f,) = D(g) # 0.

Concluimos entdao que de fato, f,, nao pode ter raizes de multiplicidade maior que 1. O

Observagao 5.5. Considere o corpo algebricamente fechado L, := frac(Q,). Dado que a matriz
y1 nao tem autovalores de multiplicidade maior que 1 em M, (L), tem-se que seu polinémio minimal
s6 possui fatores primos de grau 1 e assim, y; € diagonalizdvel, donde seque que existe z € M, (L)
invertivel tal que u; = 2z 'uyz € diagonal. Além disso, para cada i > 1 defina u; := 2z~ ly;z.

Dessa forma, se U, € a dlgebra gerada pelos elementos uy, ..., Uy, ... Seque que a fungdo
0: R, = Uy, g+ 2z Ygz fornece um isomorfismo entre U, e R,,.

Defina yj := 22:1 y](,;,)epp eyl =y, 1>1, eseja R), dlgebra gerada por estes elementos.

Proposicao 5.6. Nas notagoes do item acima, tem-se que R, =2 R,,.
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Demonstracao. Considere as notacoes da observagéo Dado que ¢}, ..., y,, ... sdo especializa¢oes
respectivamente de y1, ..., Yn, ..., existe um homomorfismo de K-dlgebras w: R, — R], tal que
w(y;) = y,, para todo ¢ € N. Analogamente, dado que u1, ..., u,, ... sao especializagoes de yj,

.y Yh, ..., por um argumento semelhante ao feito no comego da secao, existe v: R, — U, tal que
v(y;) = u;, para cada i € N. Segue que vow(y;) = v(y;) = u; = o(y;), para cada ¢ € N e portanto,
vow = p. Assim, ker(w) =0, e w é um isomorfismo, pois w é sobrejetora. O

Corolario 5.7. Pode-se assumir que em R, a primeira matriz genérica € diagonal e a sequnda tem
a mesma primeira linha e mesma primeira coluna.

Demonstra¢do. A menos de escrever uma notagao com mais indices, é suficiente provar esse resultado
para n = 3. Existe uma conjugacao por um elemento z € M3(L) tal que y| tem a forma desejada. A
segunda matriz genérica em R/, é wy = 2~ !ys2, a qual escrevemos na forma

w11 Wiz W13
Wz = | W21 W22 W23

w31 W32 W33

Considere a matriz diagonal D = diag(1, u,n) € M3(L), entao D~ 'wy D tem a forma

w11 pwiz2  Nwis
D lwsD = wlwey * *
n_1w31 * *

Escolhendo p como uma das raizes de 22wig — wey € L[z] e n como uma das raizes de 22wig — wsy €
L[z], temos que a matriz D~ wyD tem a forma do enunciado. Além do mais, D~1y; D é uma matriz
diagonal, e assim considerando a conjugagao por D obteremos uma dlgebra R!! que satisfaz as condigoes

impostas pelo coroldrio e R)! & R,,. O
Seja A uma élgebra de dimensao finita sobre um corpo infinito K com base A := {a1,...,an} €
defina Q4 = K[z |p=1,2,. i=1,2,...]. Dado i € N defina também z; := 3" | 2 ay.

Agora, assumindo que os elementos de Q A comutam com os elementos de A, faz sentido considerar
a algebra R4 gerada pelos elementos 21, za, ...

Observe que em R4 a multiplicacdo dos elementos de A é como em A.

e Considere o homomorfismo induzido {: R4 — Q4 ® A definido nos elementos {z1,...,2n,...}
por C(3_00, 2a,) = > oo 2" @ a,. Como os elementos de A sio linearmente independentes, segue
que ¢ é injetora e portanto R4 mergulha em Q4 ® A. Com isso, a multiplicacdo em R4 pode ser vista
como a induzida em Q4 ® A.

A demonstracao do préoximo resultado é andloga a de a Unica diferenca é que os homomorfismos
candnicos tomados no lugar de p e 7 sdo respectivamente K(X) — R4, K(X) — F(varA).

Proposicao 5.8. Sejam A, A e R4 como acima. Entdo Ry = F(varA).

5.2 O teorema de Amitsur—Levitzki

O objetivo desta se¢do é demonstrarmos o teorema de Amitsur-Levitzki. Iremos utilizar aqui [19)
e [9]. A demonstracdo original desse teorema foi dada em [1], a qual usava essencialmente fatos
combinatdrios, entretanto varias outras provas diferentes foram dadas. Aqui iremos nos concentrar
na demonstragdo dada por Rosset. Outra bem conhecida é a dada por Razmyslov, a qual pode ser
encontrada em [10] ou mesmo em [19].

Nesta se¢ao, fixemos n > 2. Foi introduzido nos exemplos e as identidades standard e de
Capelli. Além disso, vimos que M, (K) satisfaz a identidade standard e a identidade de Capelli de
grau n? 4+ 1. O lema abaixo estabelece o grau minimo para uma identidade em M, (K).

Lema 5.9. A dlgebra das matrizes M, (K) ndo satisfaz identidade polinomial de grau menor que 2n.

Demonstragao. a) Suponha que M, (K) satisfaz uma identidade polinomial de grau k < 2n entao

podemos escrever f(xq,..., E QoTe(1) " Tok) = 0, g € K. Considere os elementos da
€Sk
base canonica de M, (K): e11, e12, €22, €23, €33, €32, ..., €pq, Onde p = g ou p = ¢ — 1. Entéo de

eijerl = 0j€;, segue que

0= f(ellv €12, €22, €23, €33, €32, .. ., €pq) = Q(1)€1p
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e assim, o) = 0.

Podemos fazer um raciocinio andlogo para mostrar que «, = 0, para toda ¢ € Si. Por exemplo,
se quisermos mostrar que a(1,2) = 0, basta olhar para f(ei2,e11, €22, €23, €33, €32, . . ., €pg). Com isso,
concluimos que a unica identidade de grau < 2n em M, (K) é a identidade nula. O

Lema 5.10. Se so,(21,...,22,) € uma identidade polinomial em M, (Q), entdo para qualquer corpo
K, son(21,...,22n) € uma identidade em M, (K).

Demonstragdo. Suponha que char(K) = p > 0. Dado que sa,(z1,...,T2,) é uma identidade em
M, (Q), com coeficientes +1, segue que Sa,(21,...,T2,) é uma identidade em M, (Z). Considere
Z, o corpo com p elementos ¢ o homomorfismo ¢,: M, (Z) — M,(Z,), (a;;)ij — (ai; + pZ);;.
Se 71, ..., Ton € My(Zp), existem Ui, ..., lo, € My(Z) com ¢,(l;) = r; para cada j. Portanto
SQn(Tla B ;TZn) = 82n(¢p(ll)a AR ¢p(12n)) = ¢p(52n(11» LR lZn)) = ¢p(0) =0. LOgO, SQn(xlv s 71'271)
¢ uma identidade polinomial em M, (Z,). Seja P C K tal que P = Z,, pela multilinearidade de

Son(x1,...,%2p) é suficiente mostrar que s, se anula nos elementos canénicos {e;; | ¢, j}. Como cada
ei; € M, (P) C M, (K), o resultado segue. Faz-se o mesmo raciocinio se char(K) = 0. O
Lema 5.11. i) Sejam &1, ..., &, os autovalores da matriz a € M, (K) e seja eq(&1,-..,&n) 0 g-ésimo
polinémio simétrico em &1, ..., &,. Entdo

@+ 3 (~1)leq(r - 6)a™ =0, tr(a?) = €0 4+ 4+ €8
q=1

i1) Quando char(K) = 0 os coeficientes eq(&1, ..., &,) podem ser expressos como polindémios com
coeficientes racionais de tr(a?), g =1,2,...,n.

Demonstragdo. i) O polindmio caracteristico ¢(z) de a é ¢(z) = [, (z —&;) e portanto, pelo teorema

de Cayley-Hamilton a” + Y0_, (a — &) = Y_y (~1)9e4(&r, . .£n)a™ % = 0. A igualdade do trago
segue imediatamente da forma de Jordan de a. (Este fato pode ser demonstrado diretamente, sem
usar a forma de Jordan.)

ii) Considere os polindémios de Newton p, = pg(&1,...,&) =&+ -+ &1, ¢=1,2, ..., n. Pelas
férmulas de Newton, se ¢ < n entdo p, — e1pg—1 + €2pg—2 + - + (=1)7"'ge, = 0, e cada e, é um
polinémio em termos de p,. O

e Segue do lema acima que em caracterfstica 0, se a € M, (K) é tal que tr(a) = tr(a?) = --- =
tr(a™) = 0 entdo a™ = 0.

Lema 5.12. Seja C uma dlgebra comutativa sobre Q e a € M,(C). Se tr(a?) = 0 para q €
{1,2,...,n}, entdo a™ = 0.

Demonstragio. Seja a € M,(C). Sabe-se do lema [5.11| que a™ = 22:1 aga" "9, onde oy é um
polinémio sem termo constante e com coeficientes racionais, em tr(a”), onde r = 1,2,...,q. Se Y
é um conjunto qualquer e K é um corpo, entdo a mesma férmula acima é verificada em K[Y] pois
K[Y] mergulha em frac(K[Y]) (via 2 — x/1). Dado que a dlgebra polinomial é livre na variedade
de todas as dlgebras comutativas, existe um homomorfismo de dlgebras comutativas ¢: K[C] — C tal
que ¢(z) = x, para todo x € C. Aqui consideramos K[C|] como sendo C' ®q K. Dessa forma, 1 induz
um homomorfismo ¢: M, (K[C]) — M, (C) definido por qz((aij)ij) = (¢(aij)))ij-
Por definicio de ¢ segue que se a € M, (K[C]) entdo tr(¢(a)) = ¢(tr(a)). Isso implica que

a" = ay(@(tr(@)), ... d(tr(a?))a" 1

donde segue que se tr(a?) = 0 para todo ¢ € {1,2,...,n}, entdo a™ = 0. O

Teorema 5.13. (Teorema de Amitsur-Levitzki [1]) Se K é um corpo qualquer, entao saon(x1,. .., Tan)
¢ uma identidade polinomial em M, (K).

Antes da demonstracao do teorema/5.13|vamos fixar algumas notagoes e fazer algumas observagoes.

e Seja F a dlgebra de Grassman sobre Q. Entao E = Ey® E, onde Ej é o subespaco de F gerado
pelos mondmios com uma quantidade par de e;s e E; é o subespago de G gerado pelos monémios com
uma quantidade impar de €}s.

e Sea, be M,(E;), entdo tr(ab) = —tr(ba). Isso segue do fato de que se w e u sd@o dois monémios
em FE7, entao wu = —uw.
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Observagao 5.14. Sejam I > 1 e ty, ..., toy € M, (D), onde D € um corpo de caracteristica # 2.
Entao t’l‘(Sgl(tl, . ,tgl)) =0.
De fato, considere em M, (E1) o elemento t = Zflzl tie;. Se p € Sop, wvale e,y ey =
(—1)" ey ---ey. Logo tem-se que t2 = Z (=) t,1) - tuper - -ea = sar(te, ... ta)er - -~ €.
HE S
Por outro lado tr(t?) = tr(tt?'=1) = —tr(t3 =) = —tr(t*), e como char(D) # 2, concluimos que
tr(t?) = 0. Consequentemente 0 = tr(t?) = tr(sy(t1,...,ta))e1 - ea, donde tr(sy(ty, ..., ta)).

Demonstragao. (do Teorema

Do lema [5.10} é suficiente considerar K = Q. Agora, mantendo as notagoes E, Ey, Fq do dltimo
item, segue do desenvolvimento do exemplo queser; =e; ---¢e;, €Ty = ej; ---€; entao obtemos
[r1,7m2) = (1= (=1)")ei, - - - €, €,€5, - - - €5, . Logo se r1, ro € Ey, entdo r1ry = rory, isto é, Ey é uma

subdlgebra comutativa de E. Sejam rq, ..., 1o, € M,(Q), e defina b :=rie; + - - - +ropea, € My (F1).
Da argumentagao da observagao segue que b?" = s9,(r1,...,T2n)€1 €2, € portanto, como
e1 - - eay é elemento da base de E, temos s, (71, ...,72,) = 0 se e somente se b?" = 0.

Para concluirmos a demonstracdo do teorema é suficiente verificar que v*® = 0. Para isso, ob-
servemos que se « € {1,2,...,n}, entdo tr(b?>*) = tr(bb**=1) = —tr(b?*71b) = —tr(b>*) e assim,
tr(b?®) = 0. Dessa forma, se a := b*> € M, (FEy), temos tr(a) = tr(a?) = --- = tr(a™) = 0. Portanto,
pelo lema[5.12, a™ = 0, isto é, b*" = 0. O

Sabemos entao que o menor grau de uma identidade polinomial em M, (K) é 2n, e pelo teorema
de Amitsur-Levitzki, sq, € T(M,(K)). Porém, poderfamos nos perguntar se hd mais alguma outra
identidade de grau 2n e se existe alguma relacdo desta com sg,. O resultado abaixo responde tais
questoes quando o corpo K em questao tem caracteristica diferente de 2.

Proposicao 5.15. Suponha que char(K) # 2. Se f(x1,...,%2,) € uma identidade multilinear de

grau 2n em M, (K), entio f(x1,...,%2,) = asan(T1,...,%2,), @ € K.
Demonstragdo. Considere g(71,...,%2,) = ) eg, QoTo(1) " To(2n) = 0 uma identidade polinomial
de grau 2n em M, (K). Avaliando g respectivamente na 2n-upla (e11, €11, €12,€22; ..., €n—1.n,€nn)

tem-se que os Unicos termos de g que nao sao nulos sdo os associados a o = (1) e o = (1,2), logo
segue que

g(e11, e11,€12,€22, -+, €n—1,n, €nn) = Q(1)€1n + A(1,2)€1n = (a(1) + @(1,2))€1n =0

donde segue que a9y = —a(1) = (—1)(1’2)a(1). Sel<i<2n

glei1, €12, €22, €23, . .. y €i—1,iy €iis €44y i1y -+ -5 En—1,m; €nn) = (04(1) + 0(21—1,21‘))€1n =0
e portanto a (a1, = (—1)@1%a = —layyy. Por outro lado, se 1 <k < 2n
g(e12,€22,€23, ..., €i 1, Chis ks - - s En—1,n) Enns En1) = (1) + Q(2k—2,2k—1))€1n

e assim oop_22k-1) = (—1)(%_2’%_1)04(1) = —lay.
Em suma, concluimos que para todas as transposigoes da forma 7 = (i,i + 1), 1 < i < 2n — 1,

temos a; = (—1)"a() = —a(y). Agora, dado p € Sy, vejamos que

0= F(@u(r)s- s Tuam) = D, WoTpuo(1) " Tpo(an) = D, Uu1pTp(1) - " Tp(2n)-
o€San pESan

Substituindo acima o por ¢! e comparando 0s mondmios a,xi - - - Tay, € QopTp(1) ** " Tp(2n), Onde

p = (i,i+1) chegamos que ay(; ;1) = (—1)* " a,. E dado que Sz, = ((1,2),(2,3),...,(2n—1,2n)),
conclui-se que o, = (—1)7a(y). O

Em resumo, nesta se¢ao obtemos:
1. Se K é um corpo qualquer s, é uma identidade polinomial para M, (K).
2. M, (K) nao satisfaz nenhuma identidade polinomial de grau menor que 2n.

3. Se char(K) # 2, entao qualquer identidade polinomial em M, (K) de grau 2n é multiplo de sg,.
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6 Polinomios centrais na algebra das matrizes

Definicao 6.1. Seja R uma dlgebra. O polindmio c(xy,...,Tm) € K(X) € um polinémio central
para R, se c(xy,...,x,) satisfaz
e ¢(x1,...,Tm) ndo tem termo constante.

e ¢(r1,...,1m) € Z(R), para todos r1,...,mm € R.
e c(x1,...,Zm) =0 nao € uma identidade polinomial em R.

e J4 vimos no exemplo que o polindomio de Hall f(z1, 2, 23) = [[x1, 22]?, 23] é uma identidade
polinomial em My(K) e portanto, se definirmos c(z1,x2) := [x1,22]? segue que para quaisquer 7y,
ro € My(K) vale ¢(r1,ra) € Z(Ma(K)).

Por outro lado, ¢(z1,22) = 0 ndo é uma identidade polinomial em Ms(K) pois

clera, ea1) = [e12, €01]? = (e11 — €a2)? # 0

donde conclui-se que c(z1,22) é um polinémio central em My(K). O polindémio c(x1,z2) = [1, 22]
serd chamado de o polindmio de Wagner-Hall.

e De forma andloga a feita no exemplo anterior, utilizando o exemplo concluimos que ¢(z1, x2) =
[z1, 23] é um polindmio central para a dlgebra de Grassmann E.

Adendo histérico: Por muitos anos, o polinomio de Wagner-Hall era o tinico polinomio central
conhecido para a algebra matricial My (K) e até entdo nao tinha informacoes a respeito de polinémios
centrais em M, (K) para n > 2. Em meados de 1956 Kaplansky levantou o seguinte problema

(®) Problema de Kaplansky para polinémios centrais (P.K.P.C): Existem polindmios centrais na
algebra matricial M, (K) se n > 27

O problema (®) foi resolvido de forma independente por Formanek e por Razmyslov. Nesta breve
secdo, iremos discutir a construcao de Formanek [11] de um polinémio central em M, (K) para n > 2.

Notagao: Mantendo fixo o corpo K, lembremos que R,, é a dlgebra gerada pelas matrizes genéricas
XN (Y1, Yny - )

Sabemos pelo que os autovalores da matriz genérica y; sdo dois a dois distintos. Além de tudo,
segue da prova de [5.4] que os autovalores de y; sdao algebricamente independentes sobre K.

Proposicao 6.2. Seja f(x1,...,2m) € K(X) tal que f(yi,Y2,---,Ym) € uma matriz nio nula e
escalar, onde y; foi definida anteriormente como yy = Y7, yz%)epp. Entio f(xz1,...,2m) € um
polinémio central em M, (K).

Demonstragao. Seja T := {yg) |1 <i,j <n,te{l,2,...,m}} e considere o fecho algébrico P :=
K(Y). Segue do Lema que existe uma matriz invertivel a tal que z; := a“l'y;a é uma matriz
diagonal. Defina z; := a=ly;a, t€{2,...,m}.

Entao, usando a especializagao ¢: yj — z1 € @: y; — 2;,i > 1, tem-se que

a_lf(ylv cee aym)a = f(a_lylava_lyQGJa ceey a_lyma’) = Qp(f(yivy% s vym))

e portanto, por hipétese, f(y1,...,¥ym) é¢ uma matriz escalar diferente de 0. Agora, por especializagao
emyi, ..., Ym, conclui-se que f(a,...,an) € Z(M,(K)) para quaisquer ay, ..., ay € M,(K), donde
segue que f(x1,...,2m,) é um polindémio central em M, (K). O

Teorema 6.3. (Formanek [11|]) Para cada n > 1, M, (K) tem um polinémio central.

Demonstragao. Seja K[&1,...,&n+1] 0 anel polinomial nas varidveis comutativas &1, ..., &,4+1 € con-
sideremos K((,x1,...,2,). Considere o homomorfismo ¢: K[{1,...,&11] = K{((,21,...,2,) de
K-espagos vetoriais, definido nos monémios de K[£1,...,&,+1] pela regra

(&7, 6 = (MM ag 1 (O, (O

e estendido por linearidade. Definimos
9, &n1) = < IT @ =) - fi)) < I «- §l)2> (22)
2<i<n 2<j<i<n
e G(C 21, ., 2n) = ©(g(&1, ..., &nt+1)). Vamos mostrar que o polindémio

f(C?xla"'vxn) = G(C,xl,...,xn)—I—G(ng,...,xn,xl)—l—-“—I—G(mexl,...,xn,l)
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é um polindémio central para M, (K). Defina inicialmente (o= EZ:1 Epepp-

Segue da proposi¢ao que para mostrar que f (¢, z1,...,2,) é um polindmio central em M, (K),
é suficiente ver que f (Z“ , Y2, -+, Yn) € uma matriz escalar ndo nula. Nossos monomios sdo os seguintes:
C"x1(®2xy - - p_1C" 2, O+, Segue que cada termo de f((,x1,...,2,) é linear em z;, para cada
i€ {1,2,...,n}, e assim f((,z1,...,x,) é linear em cada z;, i € {1,2,...,n}. Concluimos que para
mostrarmos que f(g, Y1, .-, Yn) é uma matriz escalar ndo nula, basta verificar que f(g, €irjrr- e Cinjn)
¢ uma matriz escalar nao nula.

Vejamos agora que (% = 22:1 5;” epp, Para cada j € {1,2,...,n} e assim, conclui-se que

~ ~ ~ ~ o
Caleiljl Caz Cizgo " Can Cinjn Can+1 = 5?11 fg; to é'la”nf ‘:_He’iljl Cisjo """ Cingn

donde segue que G((,€iys---s€in4n) = 9y 2 &insEjn)€irgs  Cingn- € iy € {1,2,...,n} € j, #
i1 por defini¢do de g, 9(&,,..-,&,.&,) = 0. Caso j, = i1, concluimos que g(&;,,...,&:.,,&,.) =
H1§s<t§n(£5 — &;)?, e assim, na situacio j; = is, jo = 13,...,Jn_1 = in,jn = i1 temos

GG eisnei) = ] (& —&) e

1<s<t<n

Logo G é nulo em todos os outros casos. Repetindo o raciocinio para G((,xa,...,2Tn,21), ..,
G(¢, zp,21,...,Tn_1), concluimos que f(Z7 €iys- -, €in5,) = al, onde I, é a matriz identidade n x n
ea = Jlicocpenlés — &)?. Como &,...,&, sdo distintos, a # 0 e f é um polindmio central para
M, (K). O

Observagao 6.4. Dado n > 1, seja a € M,,_1(K) e defina u(a) € M, (K) por

an aia S a1(n—1) 0
as1 aso - a2(n—1) 0
u(a) =
An—1)1 Gm-1)2 - - - GOm-1)n-1) 0
0 . .. 0 0 0

entao a transformagdo K-linear
t: Mp_1(K) = My(K), a— u(a)
define um mergulho de M, _1(K) em M, (K).

Proposicao 6.5. Se f(x1,...,2,) € um polinémio central em M, (K) (n > 1), entdo f € uma
identidade polinomial em M, _1(K).

Demonstragdo. Sabe-se pela observagao acima que M,,_1(K) mergulha em M, (K). Como M,,_1(K)
é fechado em relagdo ao produto usual em M, (K), segue que f(ay,...,am) € M,_1(K), para
quaisquer ai, ..., ay € M,_1(K). Por outro lado, como Z(M,,(K)) = K1, segue que f(ay,...,am) €
M,_1(K) N KI, = {0} e portanto, f(ai,...,an) = 0, donde segue que f(z1,...,2m) = 0 é uma
identidade em M,,_1(K). O



56

7 O teorema da codimensao de Regev e sua aplicacao ao pro-
duto tensorial de PI-algebras

7.1 O teorema da codimensao de Regev

Iremos mostrar nesta subsecao que a sequéncia das codimensoes de uma PI-dlgebra qualquer é ex-
ponencialmente limitada. Iremos nos apoiar em [19] o qual se baseou da demonstracao dada por
Latyshev em [31]. Além disso, nesta segdo o corpo base K serd arbitrario.

Lembremos que se R é uma PI-dlgebra e T(R) é seu T-ideal, entdo para cada m € Ny o nimero

em(R) = dim(P,, /P, N T(R))

é chamado de m-ésima codimensao de T(R) (ou de R). Aqui P, é o espago vetorial dos polinémios
em K(X) que sdo multilineares de grau m. Além disso, (¢,,) é a sequéncia das codimensoes de R.

A nogao de conjunto parcialmente ordenado, bem como de cadeia ou anticadeia, serdao também
relembrados abaixo.

e Dado um conjunto & e uma relacio <, diz-se que & é parcialmente ordenado se < satisfaz

1) (Transitividade) Dados a, b, ¢ € & tais que a < b e b < ¢, entdo a < c.

3) (Antissimetria) Se a, b € & sdo tais que a < b e b < a, entdo a = b.

Notagao: Comumente se diz que (£, <) é parcialmente ordenado.

e Se (£, <) é parcialmente ordenado, dizemos que os elementos ai, ..., @ € & formam uma
cadeia, se a menos de ordenacao a; < as < -+ < ay.
e Se (£, <) é parcialmente ordenado, dizemos que os elementos ay, ..., ¢y € & formam uma

anticadeia, se nao hé entre eles dois elementos comparéveis (na relagio <).
O resultado abaixo é conhecido como lema de Dilworth, sua demonstragao pode ser encontrada na
pdgina 82 de [20].

Lema 7.1. (Lema de Dilworth) Seja & um conjunto parcialmente ordenado e suponha que exista
Il € N tal que & contenha uma anticadeia com | elementos e nao contenha nenhuma com | + 1
elementos. Entdo, existem | cadeias disjuntas Iy, ..., I} em 2 tais que para todo x € &P, existe
je{1,2,...,1} tal que x € I;.

Definicao 7.2. Dado um inteiro 2 < d < n, uma permutacao o € S, € d-ruim se existem inteiros
1<y <ig <+ <ig <ntais que o(i1) > o(iz) > -+ > o(ig).

Caso contrdrio, isto é, se para quaisquer inteiros 1 < i1 < iy < --- < ig < n existem indices
1<k <l<d tais que o(ix) < o(i;), a permutacio o é chamada de d-boa.

Para os préximos resultados, fixamos o conjunto A" = {1,2,...,n}.

Observagao 7.3. Dado o € S, defina em A = {1,2,...,n} a relagio: i < j quando i < j e
o(i) < o(j).

Entao, (N, <) € parcialmente ordenado. A antissimetria € imediata. Verificaremos a transitivi-
dade. Sei <jej=<l,entioi<j<leo(i)<o(j)<o(l), eassim, i <1l.

Lema 7.4. Sejam 2 < d < n e o € S, uma permutacao d-boa. Entao, existe um numero k < d —1
tal que A =1, U--- Ul com a sequinte propriedade: Para todo j € {1,2,...,k} ea, b € I;, com
a < b, seque que o(a) < o(b).

Demonstrag¢ao. Considere em A4 a relagdo < definida na observacao Por outro lado, dado que o
é d-boa, em todo subconjunto {ui,...,uq} C A existem u; e u; com u; < uj e o(u;) < o(u;), isto é
u; < u;. Segue que .4 nao contém nenhuma anticadeia de comprimento d, e portanto pelo lema
existem k <d—1e I, ..., I} cadeias disjuntas em A4 tais que A = I; U--- U I.

Logo para cada i € {1,2,...,k} ea, b € I;, com a < b temos o(a) < o(b). O

Lema 7.5. Dado 2 < d < n, denote por B, o conjunto de todas as permutagoes em S, que sao d-boa.
Entdo |B4| < (d — 1)%".

Demonstrag¢do. Seja o uma permutacao d-boa. Pelo mesmo argumento usado na demonstragdo do

lema anterior, existem em 4" cadeias I, ..., [k, com k < d—1 tais que A = 11 U---u Ik',
Para cada j € {1,2,...,k} escreva I; = {i",...,i%}, onde r; e Ne 1 < i) < ... <i¥9) < p,

Definimos as fungoes

o: N = {1,2,...,d—=1}, e O,: /= {1,2,...,d—1}
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por gg(i](gj)) =7, Hg(a(i(j))) =j,ondel1<p<r;,eje{l,2,... k}

Suponha que o e 7 sejam duas permutagoes d-boa tais que ¢, = ¢, € 0, = 6,. Entao, se existissem
r, s € {1,2,...,n} tais que o(s) < o(r) e w(r) < m(s), entdo r e s ndo poderiam estar nas mesmas
cadeias das respectivas decomposicoes de .47, e isso implicaria em particular a ndo igualdade das
funcoes acima, um absurdo. Concluimos que ¢ = 7. E assim tem-se que cada permutagao d-boa
determina um tnico par de fungoes (s,,0,). Por outro lado, dado que existem exatamente (d — 1)"
fungoes f: A — {1,2,...,d — 1}, segue que |By| < (d —1)?". O

e Um monémio Zy(1) - To(m) € Pn é chamado de d-bom (respectivamente d-ruim) se a per-
mutagao o for d-boa (respectivamente d-ruim).

Observagao 7.6. (Ordem lexicogrdfica) Seja R uma PI-dlgebra. Podemos definir uma ordem lexi-
cogrdfica nos monémios em P, /P, NT(R) da seguinte forma

To(1)  To(n) + (PnNT(R)) <71y Zrn) + (P NT(R))
quando eziste k € {1,2,...,n} tal que o(1) =7(1),...,0(k) =7(k),0(k+1) < 7(k+1).

Lema 7.7. Seja R uma PI-dlgebra com uma identidade polinomial de grau d > 1. Entdo, para cada
n € No, P, € gerado mddulo P, N T(R) por mondémios da forma Ty - Tx(n), onde m é d-boa.

Demonstracao. Pelo processo de linearizagao, é suficiente supor que R satisfaga uma identidade mul-
tilinear de grau d da forma

Ty Tq — Z AoTy(1)* To(d) = 0.
0€Sq,0#1

Agora, suponha por absurdo que P,, /P, NT(R) néo sera gerado por polinémios d-bons. Em relagao
a ordem lexicografica definida em [7.6] escolhemos um mon6émio minimal d-ruim

flxy, ... zn) =xy - 2y, + (P, NT(R)).

n

Entao, em particular a permutagao p € S, tal que u(j) = i;, para cada j € {1,2,...,n}, é d-ruim. E
assim, existem d fndices 1 < 8 < -+ < g < n tais que p(B1) > -+ > u(Ba)-
Dado que §; € {i1,...,in}, para cada j € {1,2,...,d}, definimos

§o =iy - Ty, 1) + (P NT(R)),

§1=Tu()  Tup-1) T (P NT(R))
& = Tp(B2) " Tu(Bz—1) + (Pn n T(R))

fd = w,u(ﬁd) .- '.’Ein + (P’I’L ﬂT(R))

Pela ordem lexicografica, segue que §; > - -+ > g, e portanto, para cada 1 # o € Sq, {0€o(1) ** * Eo(a) <
ISEERTEE

Pela minimalidade de f, segue que para qualquer 1 # o € Sy4, §oéo(1) " - §5(a) € Uma combinagao
linear de monomios d-bons. Como

f(xla"'axn) :5051"'§d = Z O‘UfOfo(l) ""fo(d)a

oc€Sq,0#1

concluimos que f é uma combinagado linear de mondémios d-bons em P, NT(R) o qual é um absurdo
por hipétese. Disto, concluimos que P, /P, N T(R) é gerado por mondmios d-bouns. O

Teorema 7.8. (Teorema da codimensao de Regev) Seja R wma PI-dlgebra com uma identidade
polinomial de grau d > 1. Entdo, para cada n € Ny vale ¢, (R) < (d — 1)*".

Demonstragdo. Para cada n € Ny, denotemos por G4, 0 conjunto dos monémios em P,/P,, N T(R)
da forma 2(1) - - - Zr(n), onde 7 é d-boa. Pelo lema para cada n € Ny temos dim(P,, /P, NT(R)) =
dim(span(Gy,p)). Lema [7.5/implica em dim(span(Gqan)) < (d — 1),

Logo, conclui-se que ¢, (R) < (d — 1)*", para cada n € Np. O
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7.2 Produto tensorial de PI-algebras

Vamos mostrar que o problema de Kaplansky sobre se produto tensorial de PI-algebras é de novo
uma PI-dlgebra, tem resposta afirmativa. A prova deste fato foi dada por Regev em 1971 em |[36].

Teorema 7.9. Sejam R, S duas PI-dlgebras sobre um corpo arbitrdrio K. Entao, para cada n € N,

en(R®S) < cp(R)en(9).

Demonstra¢do. Fixemos n > 1. Sejam F(R) e F(S) as algebras relativamente livres de posto
enumeravel, com seus respectivos geradores livres U = {uj,uz,...} e V = {v1,vq,...}. Definimos
p:=cn(R) e q := ¢, (S), bem como

Lp,={mi(ur,...,upn),....,mp(u,...,uy))}, My, ={r1(v1,- ., 00)s ..y Tp(V1, ..., 0p)) }

bases de P,,/(P, NT(R)) e P,/(P, NT(S)) respectivamente. Dessa forma, o conjunto
Ry ={mi(ur,...,un) @r;(v1,...,05) 1€ {1,2,...,p} e j€{1,2,...,q}}

é uma base de (P,/(P, NT(R))) ® (P,/(P, NT(S))). Em particular, o polinémio multilinear
flz1,.oy20) = Z QoZe(1) " Za(n), € tal que f(uy ® vi,...,up ® v,) é uma combinacdo linear

ocES,
dos elementos em R,, pois

Fur®v1,. .ty @) = D Aoty @ Vo)) - (Uo(n) @ Va(n))
oESy

e como para cada o € S, temos (Uy(1) ® Vp(1)) - - - (Uo(n) ® Vo(n)) = (Uo(1) -+ Us(n)) @ (Vo(1) = Vo(n)),
segue que

f(ul @V, UR @ Un) = Zao(uo(l) e 'ua(n)) ® (UU(I) e 'Uo(n))'

E assim, dados quaisquer polindomios multilineares fi, ..., fpq+1, existem elementos 31, ..., Bpg+1 €
K, os quais nao sao todos nulos, tais que (S1f1 + -+ + Bpgtifpgr1) (U1 @ v1,...,up, ® v,) = 0 em
F(R) ® F(B). Agora, dados 61, ..., 0, € Re vy, ..., Y, €5, como F(R) e F(S) sao livres em U e
em )V respectivamente, segue que existem homomorfismos ¢y : F(R) — R e ¢y: F(S) — S tais que

0;, se i€{l,2,...,n} 9, se i1€{l,2,...,n}
¢u(uz)—{07 se i>n ) ¢V(Uz)—{0’ se i>n

Estendendo por bilinearidade, definimos ¢: F(R) x F(S) - R® S o qual age nos elementos bésicos
de F(R) x F(S) via a regra ¢(u;,v;) = ¢u(uw;) @ oy (v;), 4,5 €{1,2,...,n}.

Pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma fun¢ao linear ¢: F(R)® F(S) - R®S
tal que 1) o ® = ¢. Logo, escrevendo g := 1 f1 + -+ + Bpg+1fpg+1 concluimos que

901 @91, ...,0,@9,) = g(W(ur @v1),..., V(up ®vy)) = Y(g(ur @v1,...,up @ vy)) =0.

Como g é multilinear, segue que este é uma identidade polinomial em R® .S. Para concluir a demons-
tragdo do teorema, notemos que se a dimensao de P,,/(P, NT(R ® S)) excedesse pq, entao deveriam

existir monémios multilineares fi, ..., fpq+1 tais que c1fi + -+ + cpgr1fpg+1 = 0 em R® S se, e
somente se, c; = -+ = cpg+1 = 0. Mas isso é um absurdo devido a construgao acima. Conclui-se que
de fato ¢, (R® S) < cn(R)en(S). O

Teorema 7.10. (Teorema de Regev) Se R e S sdo suas PI-dlgebras, entio R ® S também é uma
PI-dlgebra.

Demonstragao. Pelo teorema da codimensao de Regev existem d, [ € Z tais que ¢,(R) < d" e
cn(S) < 1™, para todo n € N. Logo, por cn(R®S) < (dl)™ para cada n € N. Por outro lado, para
cada k € N, existe n € N tal que n! > k™. Com isso, existe mg € N tal que mg! > (dl)™°, e assim
Cmo (R ® S) < my!, e portanto, R ® S satisfaz uma identidade polinomial multilinear ndo trivial de
grau mg. O
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8 Representacoes do grupo simétrico S,

Nesta secao iremos revisar resultados em teoria de representacoes de grupos finitos, bem como descre-
ver as representagoes do grupo simétrico S,,. Iremos utilizar as bibliografias [10], [42] e |7]. O corpo
K em questao aqui serd assumido ser algebricamente fechado e de caracteristica zero.

8.1 Algumas definigoes e resultados basicos da teoria de grupos

Definigao 8.1. Dado um grupo G, os elementos x, y € G sdo conjugados se existe g € G tal que
y=g lzg.
e Se G é um grupo, a relacdo ~ definida por z ~ y quando z e y sdo conjugados, é uma relagao
de equivaléncia em G. Denota-se por 2 a classe de conjugacao de z € G em relacdo a ~.

e Podemos escrever G como a unido disjunta G = (J .4 z¢.

e Se G é um grupo abeliano, 2% = {z}, para todo z € G.

e Seja Dg = (r,s | r® = s> =1, s 'rs=r"1) o grupo diedral de ordem 6, isto é, D¢ sdo todas

as simetrias de um triangulo equildtero. Por definicio Dg = {1,7,72, s,7s,7%5} e as classes de
conjugacio de Dg sdo 17 = {1}, rPs = {r r2}, sPs = {5 rs,72s}.

Definigao 8.2. Seja G um grupo, o conjunto Cg(z) = {g € G : zg = ga} € o centralizador de x
em G.

Observagio: E comum denotar o centralizador de 2 em G por Stg(z).
e Se G 6 um grupo e z € G, temos |2%| = [G : Cg(x)]. Em particular, || divide |G|.
e Se Z(@) é o centro de G, entdo |2%| = 1 se, e somente se, grg~! =z < z € Z(G).

e (Equagao de classe) Seja G um grupo finito, e z1, . . ., z; representantes das classes de conjugagao.
Entéo |G| = |Z(G)| + X, ¢2(0) |z¥|. A equagio abaixo é a equagao de classe de G.

Gl =12(@)|+ Y [G:Cqlw)]. (23)
i ¢Z(G)
Proposigao 8.3. Seja x € S, um k-ciclo, isto é, x = (i1,...,i1) e seja g € S,. Entio grg™! =

(g(il)’ tee ’g(ik»'

Teorema 8.4. Dada o € S,,, a classe de conjugacdo o
tipo ciclico de o.

Sn consiste de todas as permutacoes do mesmo

Defini¢ao 8.5. Uma parti¢io de n (em nao mais que k partes) é uma k-tupla de inteiros nao negativos
A= (\1,...,A\k) em ordem decrescente, \y > Ao > -+ A > 0 tal que A\ + Ao+ -+ A\ = n.
Notagcao: A+ n, ou A € Part(n).

Notagoes: Duas particoes sao identificadas se elas diferem apenas por uma sequéncia de zeros. Por
exemplo (5,4,2,0,0,0) = (5,4,2,0) = (5,4,2). Escrevemos um elemento elevado a alguma poténcia
natural para indicar a quantidade de vezes que este ocorre em tal particdo, por exemplo (4,23,17) =
(4,2,2,2,1,1,1,1,1,1,1).

8.2 Representagoes de grupos finitos

Definicao 8.6. Sejam V um espaco vetorial sobre K e G um grupo. Uma representacao de G em 'V €
um homomorfismo de grupos p: G — GL(V). O grau de uma representacao de G em V € a dimensdo

de V.

Exemplo 8.7. Seja G o grupo diedral Dg = {a,b | a* = b*> = 1,b=rab = a™'), o grupo de simetrias

de um quadrado. Sejam
0 1 1 0
A_<—1 0) ¢ B‘(o —1>'

Como A* = B? =1 ¢ B 'AB = A1, temos que p: G — GLo(K), a't/ — A'BI é um homomorfismo
de grupos, e portanto p € uma representacdo de G de grau 2.
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Definicao 8.8. (Algebra do grupo) Seja G um grupo. A K-dlgebra KG com base {g | g € G} e com
multiplicacao entre elementos induzida pelo produto de G, € chamada de dlgebra do grupo G. Mais
explicitamente KG := D, Kg. Além disso (3_,cq ag9)  (Xpeqbnh) =3 (X gn=- agbn)z para
quaisquer deg agg €Y peq bnh em KG.

Exemplo 8.9. Se G = (z) é um grupo ciclico infinito, entio {1,2*' 2%2 ...} é uma base de KG e
a multiplicag¢do € induzida por zFz! = x**, k, 1 € Z. Temos a identificacio de KG com a K-dlgebra
das séries de Laurent K[z, z71].

Definicao 8.10. Sejam G um grupo e V. um espaco vetorial sobre K.

a) Uma representacdo p: G — GL(V') € dita fiel se Ker(p) = {e}, onde e é o elemento neutro de
G.

b) Se p: G = GL(V) e p: G — GL(T/) sao representacoes de um grupo G, entdo p e p sdo
isomorfas (equivalentes), (p = p) se existe um isomorfismo 0: V — V tal que (60 p(g)) = (5(g) o 6),
para todo g € G.

¢) Dados um subespago W C V' e uma representacio p: G — GL(V) tal que p(g)(W) = W,
para todo g € G, a representagdo ¢¥: G — GL(W), g p(g)jw € uma sub-representacdo de ¢.
Ademais, ¥ € prépria se W nao € trivial, isto é, se W £ {0} e W £ V.

e Sejam p: G — GL(V) e v: G — GL(U) duas representagoes de G, entdo o homomorfismo de
grupos p@®v: G — GL(V @ U), dado por p @ v(g)(v,u) = p(g)(v) ® v(g)(u) é a soma direta de
pev.

e Na mesma notagao do item acima, o homomorfismo p ® v: G — GL(V ® U) definido por
p@v(g)(veu)=p(g)(v) ®r(g)(u) é o produto tensorial das representagoes p e v.

Defini¢ao 8.11. Uma representacdo p: G — GL(V) € irredutivel se esta nao admite sub-representagies
proprias. Diz-se que p é completamente redutivel se existem representacoes irredutiveis cuja soma
direta € p.

Se p: G — GL(V) é uma representacao de G em V, entdo existe uma agao natural de G em V

induzida por p, a saber
gv:=p(g)(v), g€G e veV. (24)

Assim o espago vetorial V' se torna um KG-médulo (ou um G-médulo). Reciprocamente, se existe
uma agao de um grupo num espago vetorial, esta induz uma representacao no mesmo sentido natural.
Portanto diz-se que V' é um G-médulo ao invés de deixar explicito a representacao p: G — GL(V).

e (Representacdo regular) Dado um grupo G, o homomorfismo de grupos rg: G — GL(KG)
definido por ra(9)(>_peqanh) = > hecqangh onde g € G e Y, nanh € KG é a representagao
regular de G.

Observagao 8.12. A representa¢ao reqular de um grupo G induz naturalmente em KG uma estrutura
de um G-maodulo a esquerda. Daqui em diante, sempre iremos assumir que G age em KG dessa forma.

e Uma representagdo p: G — GL(V) é decomponivel se ela possui uma sub-representagao
prépria, e é redutivel se p é soma direta de sub-representagoes proprias.

Proposicao 8.13. Seja p: G — GL(V) uma representacdo de um grupo V num espago vetorial de
dimensao m. Entdo ¢ é decomponivel se, e somente se, existe uma base {v1,...,Vk, Vkt1,-.,Um} tal
que todas as matrizes ¢(g), g € G tém a forma

onde ag, by € cg sio matrizes de tamanho k x k, (m—k) x k e (m —k) x (m — k) respectivamente.

Teorema 8.14. (Teorema de Maschke) Se G € um grupo finito, a K-dlgebra KG € semissimples.
Isto €, se U é um G-submddulo de KG, existe um G-submddulo W de KG tal que KG=U & W.

e Observamos que o teorema de Maschke é vilido em situagdo mais geral: o corpo K pode ser de
caracteristica positiva p, desde que p nao divida a ordem de G.

e Se K ¢ algebricamente fechado, segue do teorema de Maschke e do teorema de Wedderburn—
Artin que existem inteiros nao negativos ds,..., d, tais que KG = My, (K) ® My, (K) ®
<@ Mg, (K).
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e Se (G é um grupo finito, entao toda representacao de G é semissimples.

Seja V um G-mddulo irredutivel e v € V'\ {0}. Defina um homomorfismo de G-médulos, ¢: KG — V,
deG agg — deG aggv. Como Ker(¢) é um G-submdédulo de KG, pelo teorema de Maschke, existe
um G-submédulo m de KG tal que

KG = Ker(¢) ® m. (25)

Os G-submédulos de K G séao ideais a esquerda em K G, logo Ker(¢) e m sdo ideais a esquerda em
KG. Temos KG/Ker(¢) = V. Por outro lado, de (25), KG/Ker(¢) = m, e assim, concluimos que
V=m

Como V é irredutivel, segue que m é um ideal minimal & esquerda em KG. Podemos resumir isso
acima no seguinte resultado

Proposigcao 8.15. Seja G um grupo finito. Entao, todo G-mddulo irredutivel V' € isomorfo a um
ideal minimal a esquerda em KG.

Proposicao 8.16. Sejam G um grupo finito e di,. .., d, € Z>( tais que
KG= My, (K)® - & Mgy, (K). (26)

Se V' é um G-mddulo irredutivel, entao V é um espago vetorial de dimensdo d;, para algum i €
{1,2,...,7}, com a agdo canonica de Mg, (K) < KG e tal que se j #i e x € Mg, (K), entio x-v =0,
para todo v € V.

Corolario 8.17. Se G é um grupo finito, existe apenas uma quantidade finita de representagies
irredutiveis de G que ndo sejam isomorfas.

e Segue do corolario que dado um grupo finito G, existe um sistema de G-mdédulos irredutiveis
(V1,...,V,) tal que qualquer G-médulo irredutivel V' é isomorfo a algum dos V;, i € {1,2,...,r}. Seja
agora W um G-moédulo, e Wy, ..., W G-subméddulos irredutiveis de W tal que W = W1 aWo®- - - W5,

Entao, se m; é a quantidade de submdédulos W7, ..., Wy que sdo isomorfos a V;, i € {1,2,...,r},
denotamos W =mi Vi &ma @ Vo & -+ & m,. V.
Além disso, my, ..., m, sdo chamados de multiplicidades de V1, ..., V, respectivamente em W.

Proposicao 8.18. (Lema de Schur) Sejam p: G — GL(V), p': G — GL(V') duas representagdes
irredutiveis de G e f: V. — V' uma transformagao linear satisfazendo p'(g)of = fop(g), para qualquer
g € G. Entao

1) Se p e p’ nao sdo equivalentes, f = 0.

2)Se V=V p=p, entio f = Ay, onde A € K.

Em relacao ao lema de Schur observemos que V e V' podem ser considerados G-médulos se
definirmos as respectivas acgoes: g-v := p(g)(v) e gxv' := p'(g)(v"), para quaisquer g € G, v € V e
v eV'. Se f:V — V' é uma transformagao linear satisfazendo p’(g) o f = f o p(g), para qualquer
g € G, entao dadosv eV ege G

flg-v) = flp(g)(v) = p'(9)(f(v) = g * f(v)

e assim, f é um homomorfismo de G-médulos. Dessa forma, pelo lema de Schur [1.22] o homomorfismo
f 86 pode ser nulo ou V = V' e existe a inversa de f. Agora, seja A um autovalor de f (existe pois
estamos assumindo que K é algebricamente fechado) e defina f' = f — Aly. Em particular, como f
tem inversa, f’ também tem, e assim, Ker(f') = V. Logo, f' = 0 e portanto f = Aly. Conclui-se
entao que [8.18| pode ser considerado um corolario do resultado mais geral

Proposicao 8.19. Sejam R = My(K) e & o conjunto dos ideais d esquerda em R que sao minimais.

i) Se I € .7, existe k € I tal que K? = kK, isto é, existe um elemento idempotente em I.

ii) Se L € um ideal minimal & esquerda em KG, entdo existe um elemento idempotente e € L tal
que L = (KG)e.
Definicao 8.20. Seja ¢: G — GL(V) uma representagdo de dimensao finita de um grupo G. A
funcao

X¢: G =K, g trv(o(g))

¢ chamada de cardcter de ¢. Se ¢ € irredutivel, x4 ¢é chamada de cardcter irredutivel de ¢.
Proposicao 8.21. a) Seja ¢: G — GL(V) uma representag¢ao de dimensao finita de um grupo G.
Entao, se h, g € G sdo conjugados, seque que X4(g9) = X4(h).

b) Se ¢: G — GL(V) ev: G — GL(W) sao duas representagdes de dimensdo finita de G, entdo
Xooy = Xo T Xy € Xooy = X¢X¢-
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Teorema 8.22. Seja G um grupo finito e seja K um corpo algebricamente fechado.

a) Toda representagdo de dimensao finita de G € determinada, a menos de isomorfismo, por seu
cardcter.

b) Se (Vi,...,V,) € o sistema de representacées irredutiveis de G, seque que r é exatamente o
numero de classes de conjugacao de G.

Proposigao 8.23. Seja K um corpo algebricamente fechado e rg a representa¢do reqular de um grupo
finito G.
G|, g=e

a) Xrq(9) = {o, 440

b) Se x1, ..., Xr SG0 0s caracteres irredutiveis de G cujos graus sdo dy, ..., d, respectivamente.
Entao, tem-se que Xy, = dix1 + -+ drXr-

, onde e € o elemento neutro em G.

Considere p: @ — GL(V) uma representagao irredutivel do grupo abeliano Q. Notemos que em
virtude da comutatividade de @ p(g)p(h) = p(gh) = p(hg) = p(h)p(g), para quaisquer g,h € Q.

Agora, fixemos h € Q qualquer e considere o isomorfismo f: V. — V, f(v) = p(h)(v). Entao,
pelo lema de Schur existe A\, € K tal que f(v) = A\yv para qualquer v € V.

Dessa forma, por arbitrariedade de h € @, conclui-se que para qualquer g € Q p(g) = A\g1v.

Se dim(V) > 1, entdo considere W um subespago préprio de V. Por conta da condigdo acima,
conclui-se que p(g)(W) = W para qualquer g € @, porém isso é um absurdo dado que V é um
Q-médulo irredutivel. Dessa forma, segue que dim(V) = 1. Resumindo:

Proposigao 8.24. Cada representacdo irredutivel de um grupo finito abeliano @Q sobre K tem grau 1.

Agora, se Q é um grupo abeliano o conjunto @ = Hom(Q, K*) dos homomorfismos do grupo
Q@ no grupo multiplicativo K*, munido do produto xx'(a) = x(a)x'(a), x,x' € Q, a € Q, tem
estrutura de monoide, cuja identidade é o homomorfismo y;: Q@ — K*, x — 1. Por outro lado,
dado x € Hom(Q, K*) defina ¥: Q — K* por X(g9) = x(g~!). Dessa forma, como X € Hom(Q, K*)
e XX = XX = X1, pela arbitrariedade de y, tem-se que @ munido do produto acima é um grupo.
Usando Teorema [3.22] concluimos que o nimero de representacoes irredutiveis de @ ¢ exatamente
|Q| e assim, como todos os elementos de @ sdo homomorfismos irredutiveis de @ em K* segue que
@ ={x1,.--.xr}, onde x;, j € {1,2,...,r}, s@o os caracteres irredutiveis de Q) ¢ x1 é o cardcter
trivial.

Teorema 8.25. Se QQ € um grupo abeliano finito e @ € o grupo definido acima, @ ~Q.

e (Tabela de Caracteres) Para grupos de ordem pequena, podemos organizar as representagoes
irredutiveis de tal grupo utilizando uma tabela T, a qual é montada da seguinte forma

e As linhas de T representam os caracteres irredutiveis de G.
e As colunas de T representam as classes de conjugacao de G.

e As entradas de T sao os valores dos caracteres nas respectivas classes de conjugacao.

Exemplo 8.26. Se G = Dg € o grupo diedral (exemplo , entio G = {1,r,r%r3 s,rs,r?s,r3s}.

As classes de conjugacio de G sio {1}, {r?}, {r,r®}, {s,r?s}, {rs,r3s}. Entio Tq € dada
por

Gl1]r]r ] s [rs
x1 | 1] 1 1| 1
x2 | 1| 1 |-1| 1|1
xs | 1| 1| 1]|-1]-1
xa | 1] 1 |-1]-1]1
xs | 2| 2101 01| 0

8.3 Representagoes do grupo simétrico S,

Queremos descrever as representacoes irredutiveis do grupo S,, isto é, os S,-médulos irredutiveis.
Primeiro estudamos os diagramas de Young. Nos baseamos em [7]. Primeiro observamos que no
caso de S, em caracteristica 0, o corpo dos racionais QQ cinde. Isto é, as representacoes irredutiveis
sobre Q permanecem irredutiveis sobre qualquer corpo K de caracteristica 0. Ainda mais, um sistema
completo de representacoes irredutiveis e nao isomorfas sobre K sempre pode ser definido sobre Q.
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Definicao 8.27. ( Tabela de Young) Seja A = (M1, Az, ... \g) Fn, a tabela de Young associado a X\ €
um subconjunto finito de Z2, definido como sendo o conjunto

Th={(,j)€Z*|i=1,2,....k, j=1,2,...,\}

Uma das notagoes do diagrama de Young é a de representar os elementos por blocos organizados
em linhas e colunas. O arranjo de blocos segue a seguinte regra

(%) A primeira coordenada i (indexamento de linha) cresce de cima para baixo

(%) : O indexamento na segunda coordenada j (i.e, indice das colunas ) cresce da esquerda para
a direita.

Por exemplo, se A = (5,4,2,1) é uma partigdo de n = 12, entao

T(5,4,2,1) = ‘

e Um diagrama de Young D de uma particao A = n é um preenchimento dos blocos de T com os
ntmeros {1,2,...,n} em uma ordem qualquer.
Considerando o diagrama T(s 4 2 1), podemos preenche-lo por exemplo da forma

p_|1]2]8]9]4
6711
3 (10

12

Dado um diagrama D associado a uma particdo A de n, denotemos seus elementos por l;;. Diz-se
que uma permutacao p € S, é uma permutacao de linha de D se a imagem de cada linha de D, via
agao de p, permanece nesta mesma linha. Em outras palavras, se [A;,,...,A; | é uma linha qualquer
de D, entao p(Ai;) € {Xiy, Niy, ..., As } para cada j € {1,2,...,r} e p fixa todos os niimeros nas
demais linhas de D. Se p € S,, é uma permutacao de linha de D, iremos escrever p — (R.P). Dessa
forma, podemos definir

R(D):={pe S, |p—(R.P)}.

Analogamente, define-se a permutagao de coluna de um diagrama de Young D e denota-se o conjunto
de tais permutagoes por C'(D). Além disso, R(D) e C(D) sao subgrupos de S,,.

Exemplo 8.28. Considere o sequinte diagrama de Young associado a parti¢ao A = (3,2,1) den = 6:

D= 7]

’Qn-.kN

Se m < n, Sy, mergulha em S, logo R(D) = (1,2,3)S3 ® (4,6)S2 e C(D) = (1,4,5)55 & (2,6)S55.

e Se D é um diagrama de Young associado a uma parti¢io A F n, entdo R(D) N C(D) = (1). De
fato, se o € R(D) N C(D), o fixa todos os elementos fora de uma linha ¢ de D, e portanto segue que
o=(1).

e Sep, p € R(D)egq, ¢ € C(D), entao pg = p'q’ implica que p = p’ e ¢ = ¢’. Basta notarmos
que pg = p'q’ se e somente se (p')"1p = ¢~'¢’. Portanto, de R(D) N C(D) = (1), segue que p = p’ e
q=q.

Agora, se D e um diagrama de Young associado a particdo A = (A,..., Ag), definimos o simetri-
zador de Young associado a D como sendo

()= Y <—1>qpq=( > p)( T (_qu) (27)
pER(D),qeC(D) pER(D) qeC(D)

onde (—1)7 := sign(q). Veja que e(D) € KS, e além do mais, pelo ultimo item acima, segue que
e(D) #0. Se p1 € R(D) e ¢1 € C(D), entédo

p1e(D) =Y (~1)'pipg =e(D) e e(D)gr =Y (—1)pgqr = (—1)"e(D).

p,q p.q
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Agora, dada uma partigdo A F n, associamos o ideal & esquerda (K S, )e(D), onde D é qualquer
diagrama obtido a partir da tabela de Young 7). Vamos mostrar que os ideais da forma acima
sdo minimais e que se D e D’ sdo diagramas de Young associados & tabela de Young T), entdo
(KSp)e(D) = (KSy)e(D'), e que diferentes tabelas produzem ideais minimais néo isomorfos.

Lema 8.29. Sejam D' = gD e h € S,,. Se a entrada (i,5) de D estd na posi¢ao (i',7') de hD, entdo
a entrada (i,j) de D' estd na posicio (i',j') de ghg=*D’.

Demonstrag¢do. Suponha que « seja o nimero na posigio (z,j) de D que estd na posicao (i/,5') de
hD. Entéo, segue que se 8 é o niimero na posigao (i’,5’) de D, temos h(8) = a. Por outro lado, o
elemento na posigao (i,j) de D’ é g(a), e assim, este se encontra na posigao (i’,5’) de ghg=*D’. De
fato, dado que g(/3) se encontra na posigao (i’,j’) de D', temos que ghg~*(g(3)) = gh(8) = g(a). O

Corolario 8.30. Dado g € S, e D um diagrama de Young associado a uma particao A = n, temos
a) R(gD) = gR(D)g™"
b) C(gD) = gC(D)g~!
c) e(gD) = ge(D)g~".

Demonstrag¢do. Vamos provar a), sendo que b) segue pelo mesmo argumento e c) segue usando (27)).
Seja p € R(D), entdo se « é o elemento na posi¢ao (i,1) de D, segue que p(«) estd na posigao (i, k)
e portanto, pelo lema acima, gpg~—! move um elemento da linha (i,1) de gD para a posicao (i, k) de
gpg~t(gD). Assim

p € R(D) = gpg~" € R(gD), (®)

e por um argumento semelhante, segue que
gpg~' € R(gD) = p€ R(D)  (®®).

Dessa forma, se ¢ € R(gD), de (®®), segue que g(9-'qg)g~* € R(gD), logo g~tqg € R(D) e
q € gR(D)g~!. A reciproca é imediata por (®). O

Observagao 8.31. Seja A - n, D e D' diagramas de Young associados a . Entio (KSy)e(D) e
>~ (K Sy)e(D') sao isomorfos como Sy-mddulos.
Seja T € Sy, tal que TD = D', entdo pelo c), seque que

(KS,)e(D') = (KS,)e(tD) = (KS,)(te(D)r™1) = (KSH)G(D)Til

pois (KS,)T = KS,. Defina ¢: (KS,)e(D) = (KS,)e(D'"), xw xg~'. Entdo 1 é um homomor-
fismo de S, -mddulos. Notemos que g~ ! = x'g~! se e somente se x = x'.

Logo v € injetora. Segue do fato de que (KS,)e(D') = (KS,)e(D)g™! que v é sobrejetora, e
portanto Y € um isomorfismo.

Para o proximo lema vale fazermos as seguintes notagoes
e Diz-se que z, y € D sao colineares se eles estao na mesma linha.
e Diz-se que x, y € D sao co-colunares se eles estao na mesma coluna.

Lema 8.32. Seja D um diagrama de Young associado a uma particao A + n. Entdo, se x € S,,
existem p € R(D) e q € C(D) tais que x = pq se, e somente se, nenhum dos elementos colineares em
D sao co-colunares em xD.

Demonstragao. Seja x = pq,p € R(D) e g € C(D) e s, r dois elementos colineares em D. Segue que
estes sdo colineares em pD também. Como 2D = pgD = (pgp~')pD, e pgp~! é uma permutacio de
colunas de pD, segue que 7 e s devem estar em colunas diferentes de = (pgp~!)pD, donde segue que
7 € § Nao sao co-colunares.

Reciprocamente, vamos assumir que nao existem elementos colineares em D que sejam co-colunares
em x D, e portanto se «, (3 sao co-colunares em x D, estes podem serem colineares em D. Em particular,
se Iy = [a11,a921,-..,a,1] é a primeira coluna de gD, segue que os elementos de /; devem necessaria-
mente estar em linhas diferentes e assim, existe p; € R(D) tal que para todo j € {1,2,...,7}, pi(a;1)
deve pertencer & primeira coluna de p;D. Repetindo esse processo, concluimos que existe p € R(D)
tal que as colunas de xD e de pD consistem dos mesmos elementos os quais eventualmente estarao
em diferentes posigoes. Logo, existe ¢ € C(pD) tal que D = ¢'(pD).

O coroldrio[8.30|implica que ¢’ = pgp~! para algum ¢ € C(D). Entao 2D = ¢'(pD) = pgp~*(pD) =
pqD e com isso, conclui-se que x = pq. O
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Notagao: Sejam A = (A1,...,An) e X = (M,...,\}) sdo ambas partigdes de n. Se no primeiro
indice 4 no qual as tabelas diferem tivermos A; > A, entao iremos escrever
M, > {0, AL

Lema 8.33. Sejam A = (A1,...,An) e X = (X,...,\,) particoes de n tais que {A1,...Ap} >
{M,..., AL}, e D, D' diagramas de Young associados respectivamente a X e X'. Entao e(D')e(D) = 0.

Demonstragdo. Vamos mostrar que existem dois elementos que sao colineares em D e co-colunares
em D’. Suponha por absurdo que nao ha dois elementos que sao colineares em D e co-colunares em
D', e assim em particular, as A\; entradas de D devem ocorrer em colunas diferentes de D’, e portanto
A1 < A}, donde segue que \; = \|. Além disso, existe 7 € S, tal que D” = 7D’ tem a primeira linha
igual a de D, e assim, pelo mesmo argumento acima, Ay = A,. Repetindo esse processo, concluimos
que A1 = A}, A2 = A), ..., A = A, 0 qual é um absurdo. Disto, segue que existem « e 3 elementos
colineares em D que sdo co-colunares em D’. Agora, se t = (a, ) entdo t € R(D) e t € C(D') entao
segue que

e(D)e(D) = e(D')(1)e(D) = e(D')tte(D) = (~1)%e(D')e(D) = —e(D')e(D)
e portanto e(D’)e(D) = 0. O

Vejamos agora que se D é um diagrama de Young associado a uma partigdo A de n e p € R(D),
g € C(D) entao dado v € K, tem-se que pye(D)g = (—1)%ve(D). O resultado abaixo mostra-nos que
a propriedade acima caracteriza e(D), e sua demonstragdo pode ser encontrada em [19)].

Lema 8.34. Sejam D um diagrama de Young e x € KS,, satisfazendo pxq = (—1)%z, para todo
p € R(D) e qe C(D). Entao, existe vy € K tal que © = ve(D).

Proposicao 8.35. Eziste 0 # v € K tal que e(D)? = ~ve(D).

Demonstragdo. Se p € R(D) e ¢ € C(D) entao pe(D)?q = pe(D)e(D)q = (—1)%e(D) e portanto, pelo
lema [8.34] existe v € K tal que e(D)? = ve(D).

Falta mostrarmos que v # 0. Considere o S,-homomorfismo de médulos 7: KS,, — KS,,, x —
ze(D).

Seja B := {01 = (1),09,...,0n,} uma base de KS,, sobre K. Se e(D) = Z;ﬂ:l a;oj, segue que
T(01) = (1)e(D) = e(D), T(02) = @105 + Y71, ;020

Isto é, para cada i € {1,2,...,nl} T(0;) = a0y + > ;4 @;o;0;. Portanto o trago da matriz
de T em relagdo a B é n!l, pois oy = 1, j4 que (1) ocorre com coeficiente (1) em e(D). Agora,
seja d := dimg (K S,)e(D), entdo, d > 1 e existe A := {vy,...,vq} base de (KS,)e(D) sobre K.
Considere um completamento de A até uma base C = {v1,...,04, V441, .., } de KS,. Notemos
que se x € (KSy,)e(D), entdo = ae(D), e assim, ze(D) = ae(D)e(D) = yae(D). Segue T'(v;) = yvj,
para cada j € {1,2,...,d}.

Dado que T'(v;) € (KSy)e(D), para cada i € {d+1,...,n!}, a matriz de T em relagdo & base C é

(0 s )
Oni—dyxd  Omi—d)x (n!—d)

e L é uma matriz d x (n! — d). Em particular, o traco de tal matriz é dy. Como o trago nao depende
da base de K S, escolhida, segue que vd = n!, donde tem-se que 7y # 0. O

Antes de prosseguirmos, vamos relembrar um resultado classico da teoria das algebras.

Proposicao 8.36. Um ideal d esquerda (K Sy)e gerado por um elemento idempotente e, é minimal
se, e somente se, e(KSy)e € um anel de divisdo.

Proposigao 8.37. Seja D um diagrama de Young de alguma parti¢ao de n. Entdo, o ideal a esquerda
(KS,)e(D) é minimal em KS,.

Demonstracdo. Seja v como na proposicao e u=~"lte(D) # 0. Entdo, segue que
u? =7 le(D)y te(D) =771y le(D)? =y le(D) = u

e portanto u é idempotente. Além disso (KS,)u = (KSy)e(D) e u(KSy)u=e(D)(KSy)e(D).
Para mostrarmos que (K.S,)u é um ideal minimal & esquerda em K, é suficiente mostrar que
w(KSp)u é um anel de divisdo, isto é U(u(KSy)u) = u(KS,)u \ {0}. Seja x € u(KSy,)u, entdo
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existe y € K S, tal que x = e(D)ye(D), logo prq = pe(D)ye(D)q = e(D)ye(D)(—1)? = (—1)%x, para
quaisquer p € R(D) e ¢ € C(D). Segue do lema que existe (z) € K tal que = &(x)e(D).
Consequentemente u(KS,)u = Ku = K, donde segue que u(K.S,,)u é um corpo e em particular um
anel de divisdo. Como (K Sy,)u é minimal, segue que (K .S, )e(D) é minimal em K S,,, pois ambos sdo
iguais, como visto acima. O

Proposigao 8.38. Secjam D e D' diagramas de Young associados a diferentes tabelas. Entao,
(KSp)e(D) e (KSy)e(D") nio sao isomorfos.

Demonstracdo. Sejam y e ' tais como na proposicao[8.35] Entdo, se u =y~ te(D) e u’ = (7/)te(D’),
é suficiente mostrar que (KS,)u e (KSy,)u ndo sdo isomorfos. Suponha por absurdo que (KS,)u
e (KS,)u' sejam isomorfos. Dado que (KS,)u e (KS,)u' sdo ideais minimais & esquerda, existe
a € KS, tal que (KSp)u = ((KS,)u')a. Logo existe b € K.S,, tal que u = bu'a, donde

u=u? = bu'au. (28)

Por outro lado, se g € S,, segue que u'gu = u'(gug~1)g = (u'gug—')g. Segue do lema e do

corolério m que u'gug~! = 0. Assim, da equacdo [28] tem-se que u = 0, o que é um absurdo. O
Podemos resumir e no teorema abaixo.
Teorema 8.39. (Representacdes irredutiveis de S,) A cada particgo X = (A1,..., ;) tem-se uma

tabela de Young associada, e além disso, cada tabela dd origem a um diagrama de Young. Para cada
diagrama de Young D, definindo

e(Dy= > (-1)pq

pER(D),qeC(D)

temos que:

a) Cada ideal & esquerda (K Sy)e(D) é minimal em K Sy, e portanto (KSy,)e(D) é um Sy,-mddulo
irredutivel. Além do mais, existe u € K S, idempotente tal que (KSy,)u = (KSy)e(D).

b) Se D e D' sio dois diagramas de Young associados a& mesma tabela de Young, entdo (K.Sy,)e(D)
(KSp)e(D).

¢) Se D e D' sao associados a tabelas de Young diferentes, entdo (KSy)e(D) e (KSy)e(D') ndo sdo
isomorfos. Portanto, o conjunto abaixo fornece-nos um sistema completo de Sy,-mddulos irredutiveis

o~

{(KSn)e(D) | D €T}

onde T' € o conjunto de todos os diagramas de Young provenientes de tabelas de Young distintas
(apenas um diagrama relacionado a cada tabela).

Notacao: Dada uma partigdo A\ F n, denota-se respectivamente por M(A) e xn o S,-médulo
irredutivel associado a A e seu caracter.

e Um diagrama de Young D ¢é semistandard se suas entradas nao decrescem da esquerda
para a direita nas linhas e crescem de cima para baixo nas colunas. Por exemplo a tabela abaixo é
semistandard

1 2

2

4
enquanto que

3 2

1

4

nao ¢ semistandard.
e Diz-se que um diagrama de Young D ¢é standard se este é semistandard e além disso, cada
nimero natural 1,2,...,n aparece apenas uma vez em D. Por exemplo

4

’Cﬁ[\)»—‘
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é um diagrama standard.

e Seja T) uma tabela de Young associada a partigdo A = (A1,..., Ax), denota-se por A} o compri-
mento da j-ésima coluna de T. Além disso, se X' = (A\],...,]), entdo A’ e sua tabela de Young T
sao chamados de conjugados de A e T) respectivamente.

e Dada uma tabela de Young T}, o (7, j)-gancho de T), consiste da j-ésima caixa da i-ésima linha
de T’ juntamente com as \; —j caixas a direita e as )\; —1 caixas abaixo. Além do mais, o comprimento

do (4, j)-gancho de T}, denotado por h;j, é exatamente h;; = A\; + A} —i — j + 1. Por exemplo, se

Ty =

entdo o (1,2)-gancho de T} é

O teorema abaixo mostra como calcular a dimensao dos S,,-médulos irredutiveis M(A).

Teorema 8.40. Seja A uma particio de n. i) A dimensdo dy := dimg M(X) € igual ao nimero de
diagramas standards associados a parti¢cao A.
it) (Férmula do Gancho) Seja B(\) o conjunto das caizas (i,j) da tabela de Young Tx. Entao

n!

[T n

(i,5)eB(N)

dy =

A demonstracao do item b) do teorema acima é puramente combinatéria. Vamos dar uma ideia da
prova considerando uma particao A do ntiimero 6, dada por A = (3,2, 1). Dado qualquer preenchimento
de T), digamos

bc‘

Dy =2
d|e
f

entao a probabilidade ¢ de D) ser um diagrama standard é dada pelo produto das probabilidades do
nimero preenchido em cada caixa de D) ser o menor em seu gancho, isto é

o=Pla<ba<da<ca<f)Pb<cb<e)P(d<ed<}f)

e assim, segue que

1 1 1
P(a<b,a<d,a<c,a<f):g7 P(b<c,b<e):§, P(d<e,d<f):§.

111 1
Portanto o = 5331 Agora, dado que

_ # diag.total 6!
°= #  diag.standard ~ # diag.standard

6!
tem-se que # diag.standard = Y 16.

Os dois lemas abaixo irao nos auxiliar nas préximas secoes, suas demonstracgoes sao encontradas
na pégina 52 de [19].

Lema 8.41. Seja M um S,,-mddulo a esquerda irredutivel com cardcter xpr = Xx, A n E| Entao,
existe 0 £ g € M e um diagrama de Young Dy associado a A tal que M = (K S, )e(D))g.
Se DY ¢é outro diagrama de Young associado a A, existe 0 # g’ € M tal que M = (KS,)e(D})g’.
3Seja R uma &lgebra de dimenséo finita sobre K e M um R-médulo & esquerda também de dimensdo finita sobre

um corpo K, define-se o cardcter x(M) = xpr: R — K por xp(a) = tr(Lg), onde Lq é 0 endomorfismo em M cuja
imagem de cadam € M é am € M.
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Lema 8.42. Seja D) um diagrama de Young associado a wma particio A = n. Seja M um S, -mddulo
tal que M = My & --- & M,,, onde para cada j € {1,2,...,m}, M; € um S,-submddulo irredutivel
de M tal que xn; = xa- Entdo m € a cardinalidade do maior conjunto linearmente independente
{91,---,9m} € M tal que 0g; = g;, para cada i € {1,2,...,m} e o € R(D,).

Finalizamos esta se¢do enunciando o teorema das “ramificacoes” (em inglés, “Branching’s The-
orem”), o qual serd utilizado no resultado que precede o teorema de Giambruno e Zaicev sobre a
existéncia do PI-expoente.

Seja G um grupo finito e H subgrupo de G. Qualquer G-médulo V' pode ser considerado um
H-médulo via restrigao da agao a H, o qual é denotado por V' | H. Reciprocamente, se V é um H-
médulo, entdo KG @k y V tem uma estrutura natural de um G-mddulo (via a acao g- (>, oy )o®@v :=
(>, aso ®v)). Este ltimo G-mddulo é denotado por V 1 G.

Observagao 8.43. O grupo S,, merqulha em Sy,11 via 0 monomorfismo k: S, — Sp11 definido por
(12 o m\_ (1 2 o+l
11 12 o in T\ i - in n+1)°
Teorema 8.44. (Teorema das ramificagées) Considere o grupo simétrico S, mergulhado em Sp41
via a fungdo definida na observagao[8.43
a) Se A n, entdo
Myt Snp1 2= Y M,
HENT
onde AT € o conjunto de todas as particoes de n + 1 nos quais os diagramas de Young sdo obtidos de
T\ adicionando-se uma caiza.
b) Se pkFn+1, entdo
M 18,2 Y My
Aep~
onde u~ € o conjunto de todas as particoes de n nos quais os diagramas de Young sdo obtidos de T},
excluindo-se uma caiza.
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9 Aplicacoes da teoria de representacoes do grupo simétrico
S, as Pl-algebras

Assim como na sec¢ao anterior, o corpo K em questao serd assumido de caracteristica 0. Nosso objetivo
serd examinar a agdo de S, em P, e transferir alguns problemas de Pl-dlgebras na linguagem das
representagoes do grupo simétrico S,.

e P, denota o conjunto de todos os polinémios multilineares de grau n em K (X).

Dado o € S,,, defina a seguinte agao de S,, em P,

J(Zaixil %n) = Zaixa(il) o Tg(in), onde Ty -xi, € Py e o € K. (29)

Nao é dificil ver que (29) define em P, uma estrutura de S,-médulo & esquerda. Vamos mostrar no
préximo resultado que na realidade, como S,-mddulos a esquerda, P, e KS,, sdo isomorfos.

Proposicao 9.1. Como S,,-mddulos a esquerda P, = K.S,.

Demonstragdo. Sabe-se que F := {1y - Tpy(n) | 4 € Sy} é uma base de P,. A funcdo ¢: KS,, — P,
¢ definido estendendo-se por linearidade a regra € K.Sy, = (1) Tpn) € Pa-
Ademais, dado que

k k k k
L(U(Zaiai)> = L(Zaiugi) = Zaixuai(l)  Tuoi(n) = N(Zaizﬁ(l) e zm‘(n))
=1 1=1 =1 =1

concluimos que ¢ é um homomorfismo de S,-médulos também.
Considere u = Z?Zl ajo; € KS,, com ¢(u) = 0, segue que 0 = 25:1 AjTg,(1) """ To;(n)- OO
a; = ag = --- = ag = 0. A sobrejetividade de ¢ é imediata da definicao.

e Se U é um T-ideal de K(X), entdo U N P, é um submédulo de P,. E suficiente mostrarmos
quese o € S, e f(x1,...,xm) € UNP,, entdo of € UN P,. Para vermos isso, note que como U é
invariante por qualquer endomorfismo de K(X). Segue que qualquer rearranjo das varidveis x1, ...,
Ty em f, permanece em U, em particular o(f(z1,...,2m)) = f(To), -+ Tom)) € UN Py,

e Considere a dlgebra de Lie livre L(X), como uma subalgebra de Lie de K(X), a qual foi es-
tabelecida no teorema de Witt Denota-se por PL, := P, N L(X) o conjunto dos polinémios
multilineares de Lie de grau n.

Proposigao 9.2. Utilizando a notagao estabelecida logo apds o teorema [8.39, seque que como S, -
mddulos a esquerda

a) PL; =2 M(1)

b) PLy & M(1,1).

¢) PLy = M(2,1).

Demonstragdo. a) Imediato pois PLy é gerado por x; e S; tem somente a representagio trivial.

b) Dado que PLy é gerado por [z3,x1] conclui-se que dim PLy =1 e assim, PLy é um Sp-mddulo
irredutivel. Seja agora x o cardcter irredutivel de PLy. De (1,2)[z1,22] = —[z1, z2] conclui-se que
X = sign, onde sign é o cardcter sinal em Sa, e assim PLy = M(1,1).

¢) Lembremos inicialmente da tabela de caracteres de S3

53 (1) (172) (172a3)

3) 1 1 1
2,1 | 2 0 1
L) | 1| -1 1

Vamos mostrar que PL3 é um S3-mddulo irredutivel. Seja M um submoédulo irredutivel de PL3 e
0# f € M. Como PL3 é gerado por [xa, z1,x3] e [x3, 21, x2], existem a,b € K tais que f(z1,x2,23) =
alxe, x1,x3] + blas, 1, 22]. Pela identidade de Jacobi

[T1, 2, 23] = —[v2, ¥1, 23] + [23, 71, 22]. (30)

Por outro lado

(1,2)[%2,,@1,3?3} = [1'17.1‘2,.’)33] = [[1'171‘2],%3] = —[[.’)32,,@1}7.%‘3] = —[1‘2,{)31,333 .
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Também, utilizando [30] segue que
(1,2)f(z1, 22, 23) = —(a + b)[z2, 21, 23] + bz, 21, T2].

Sabendo que f,(1,2) € M, conclui-se das contas acima que (2a + b)[z2,z1,23] € M. E assim, se
204+b#0eb#0, [x2,21,x3], [x3,21,22] € M. Logo, M = PL3. Se b = 0, entdo f(x1,x9,23) =
alxe, x1,x3] € (2,3)f(x1,x2,23) = a|zs, 1, 22|, donde segue que M = PLs.

Finalmente, se 2a+b = 0, sem perda de generalidade pode-se supor que a = 1 e b = —2, e disto, tem-
se que f(x1,x2,x3) = [T2, 1, 23] — 2[r3, x1,T2] € (2,3) f(x1, 22, x3) = —2[xa, 21, 23] + [T2, 21, 23] € M.
Logo, segue que se 1 e Iy € K sdo tais que 1 f +12(2,3)f = 0, entao Iy =1ls = 0. Como M C PL3
e dim PL3 = 2, tem-se que M = PL3. Mostramos entao que PL3s é um Ss-mddulo irredutivel de
dimensao 2. Por outro lado, a menos de isomorfismo M(2,1) é o tnico Sz-mdédulo irredutivel de
dimensao 2, logo temos PL3 = M(2,1). O

Observacao 9.3. Na demonstragao da pmposigdo analizamos no item b) o cardcter do Sy-mddulo

PLy para se concluir que PLy = M(1,1). Poderiamos ter utilizado este mesmo método no item c).

Seja x o cardcter de PL3 associado & representagdo natural p: S3 — GL(PL3). Denotando por vy :=

[x2,x1,x3] € vy := [x3,x1,T2], 08 elementos da base de PLg, seque que (2,3)vy = vy e (2,3)ve = v1.
0 1

Logo u((2,3)) = (1 O). Logo x((2,3)) = tr(u((2,3))) = 0 ¢ x((1,2)) = x((2,3)) = x((1,3)).

Por outro lado, segue de que (1,2,3)v1 = —v1 + v e (1,2,3)vy = —v1. Entdo p((1,2,3)) =
(‘11 _01> Assim x((1,2,3)) = x((1,3,2)) = —1.

Vemos que x = x(2,1) € portanto PL3 = M(2,1).
Proposigao 9.4. Como isomorfismo de Sy-mddulos temos PLy = M(3,1) ® M(2,1,1).

Demonstra¢ao. Usamos o método da observagao [9.3| e o fato de que o caracter de qualquer repre-
sentagdo de um grupo G é uma combinagao linear dos caricteres irredutiveis de G. Lembremos que
a tabela de caracteres de Sy é

Sy (1) | (1,2) | (1,2,3) | (1,2,3,4) | (1,2)(3,4)
(4) 1 1 1 1
(3,1) 3 1 0 -1 -1
(2,2) 2 0 -1 0 2
(2,1,1) 3 -1 0 1 -1
(1,1,1,1) | 1 -1 1 -1 1
Se x é o caracter de PLy, entao existem aq, as, ..., as € Z tais que

X = a1X(4) T Q2X(3,1) T ®3X(2,2) T QaX(2,1,1) T ¥5X(1,1,1,1)

e avaliando nos representantes das classes de conjugacao chegamos ao sistema linear

-1 0 1 -1 oy
-1 2 -1 1 as

x((1)) 1 3 2 3 1\ [

x((1,2)) 1 1 0 -1 —1|[a

1,2,3) |=|1 0 -1 0 1 ]|]as (31)
1
1

Para resolvermos o sistema precisamos encontrar o valor de x nos elementos do lado esquerdo de
- Os vetores U1 = [I2,$1,$3,$4], Vg = [$3,$’1,I’2,£L’4], U3 = [LL‘4,$1,£L’2,$3}, Vg = H‘TQ?le [33471'3]},
vs = [[x3, 21, [T, T2]], v6 = [[T4, 1], [X3, 22]] formam uma base de PL, e dim PLy = 6. Segue que
x((1)) = 6. Notemos que

[z,9, 2,w] = [[2,, 2], w] = [[[z,y], 2}, w] = [[z, y], 2, w]. (32)

E assim, temos as analises nas classes de conjugagao:
19) classe ((1,2)):
(37 4)”1 == [IEQ, T1,%4,T3
Ademais

Ba
1= [[r2, 71], 24, 23] = v4 + [[22, 21], 23, 4] = 04 + V1.

(374)U2 = [$4,$17$2,$3] =3

(3,4)vs = [z3, 21, T2, T4) = Vo
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(3, 4)1}4 = [[1‘2, 1‘1], [$3,$4H = —U4
(374)1}5 = [[1‘4, 171}, [133,582]] = Vs
(3,4)ve = [[zs, 1], [v4, x2]] = vs.

29) classe ((1,2,3)):
(2,4,3)v1 = |14, 21,72, 23] = v3

(2,4,3)vy = [x2, 1, T4, T3] = [X2, 21, T4, T3] = V4 + V1

(2,4,3)v3 = [x3, %1, %4, 2] = [[3, T1], Ta, X2) = —[[T4, 2], [X3, 21]] + [[T3, 1], T2, 4] = V5 + V2

(2,4, 3)1}4 = [[.’1,‘4,.131], [l‘g,l‘g]] = Vg

(274a 3)105 = H‘T27x1]3 [933,1’4]] = Vg
(2,4,3)v6 = [[x3, 1], [X2, 24]] = —[[23, 71], [T4, 2]] = —05.
39) classe ((1,2,3,4)):
(1a27473)vl = [%4,.%2,’1}1,1’3] @7[1'23:1:13‘%471‘3] + [.’E4,’I’1,I’2,ZL'3] = —v1 — U4+ V3
(1,2,4,3)vy = [x1, 2, T4, T3] = —[T2,T1, T4, T3] = —v1 — 4
(1,2,4,3)vs = [x3, 2, x4, 1) = [[T3, T2], 21, T4] @*Uﬁ + [x3, T2, 1, 24] |3£II*06 — V1 — V2
(1,2,4,3)’[}4 = [[x47x2]7 [$3,$1]] = —Us

(1, 2,4, 3)’1}5 = Hxl,l‘g], [1‘3, 1‘4}] = U4

(17 2,4, 3)'06 = [[x37x2]’ [Il,:E4]] = Ue-
4°9) classe ((1,2)(3,4)):
(1,2)(3,4)v1 = @1, %2, T4, 23) = —vg4 — V1
(1,2)(3,4)vs = [x4, 2, 21, 23] = —v1 —v4 + V3
(1,2)(3,4)vs = [x3, 22,21, 24] = —v1 — V2

(17 2)(374)’[}4 = [[$1,$2]7 [$3,CL'4]] = V4
(1,2)(3,4)vs = [[4, x2], [¥3, 21]] = —v5
(172)(374)U6 = [[1’371’2], [IL‘4,£ZE1“ = —Vg.

Com isso, segue que

x((1,2)(3,4))=—-14+0+0+1-1-1=-2
e portanto a solugdo de (31) é
a1 0
Q9 1
Q3 = 0
(a7} 1
(6751 0
Segue que x = x3,1 + x2,1,1- Concluimos que PLy = M (3,1) & M(2,1,1). O

Vamos agora descrever a estrutura do espago das identidades polinomiais na linguagem das re-
presentagoes de S,,. A demonstracdo de tais resultados podem ser encontradas nas paginas 56 e 57
de [19].

Teorema 9.5. Sejam fi(z1,...,%n),. ., fr(@1, . Zn),g1(T1, -, Tn)y oy gs(T1, . - ., Tpn) polindmios
em P,. Entio (f1,...,fr)T = {g1,...,95)" se, e somente se @;_,(KSn)fi = D;_,(KSy)g:-
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Teorema 9.6. Dado qualquer polinomio multilinear f € Py, existem polinéomios g1, ..., g € P, €
diagramas de Young Dy, ..., D, associados respectivamente o particoes X\(1), ..., A(r) de n tais que

(KSn)f = @)1 (KSn)e(D;)g;-

Recordamos alguns fatos sobre as representagoes irredutiveis do grupo dos operadores lineares
invertiveis (General linear group). Seja U um espago vetorial, GL(U) é o grupo dos operadores
lineares invertiveis g: U — U. Se d = dim U, escrevemos GL4(K) := GL(U).

e Quando dimU = m < oo, GL,(K) é isomorfo ao grupos das matrizes invertiveis m x m com
entradas em K.

Definigao 9.7. Sejam GLs(K) = GL(W) e ¢: GL,,(K) = GLs(K) uma representacao de GL4(K).
Dizemos que ¢ é polinomial (e W é um GL,,-mddulo polinomial), se as entradas de ¢(g), onde
g € GL4(K), sdo fungées polinomiais das entradas de g. Em outras palavras, se ¢(g) = (¢dpq(9))pq €
g = (a;;)ij entdo ¢pq(g) € um polinémio nas entradas a;; de g.

Daqui em diante, fixamos um espago vetorial V,,, sobre K com base A = {x1,..., %} € escrevemos
K(Vip) = K(x1,...,Zm).

e Mantendo as notagoes da defini¢ao acima, ¢ é representacdo polinomial homogénea de grau
d se para todos 1 < p,q <n, e g € GL,,(K), ¢pq(g) é homogéneo de grau d.

e Podemos estender a agao natural de GL,,(K) nos mondémios de K{(V,,) (e como consequéncia,
em todo elemento de K(V,,)) da seguinte forma g(z;, ---x;,) = g(ziy)---9(zi,), g € GLnp(K) e
Ty T, € K(Vin).

Esta acéo define em K(V,,) uma estrutura de G'L,,(K)-médulo.

Proposigio 9.8. Considerando o GL,(K)-médulo K (V;,) e denotando por (K (Vi)™ a componente
homogénea de grau n em K(V,,), para n € Ny temos:

i) Para cada n € Ny, (K(V;,))™ é um GLy,(K)-submédulo de K (V).

ii) Para cada T-ideal U de K(X), os espagos vetoriais UNK (Vy,) e UN(K (V)™ sdo submddulos
de K{V,,).

1) Cada submédulo W de K{(Vy,) € uma soma direta de suas componentes homogéneas W N
(5 (V).

Demonstracdo. i) Basta mostrar que a agao de GL,,(K) em (K (V;,))™ é GL,,(K)-invariante. Seja
Xy -+, um mondémio de grau n. Se g € GL,,(K), como g é invertivel, {g(z1),...,9(zm)} é uma
base de V,,, e assim g(x;,) - - g(z;,) é um mondémio de grau n.

ii) Assim, como em i), mostraremos que U N K (V,,,) e U N (K (V;,))™ sdo GL,,(K)-invariantes.
Seja f € UNK(Vy,); como U é completamente invariante, g(f(z1,...,2m)) = f(g(x1),...,9(xm)) €U
para g € GL,,(K). Logo UNK(V,,) é GL,,(K)-invariante. Utilizando o mesmo argumento feito para
UNK(Vy), e item i), segue que U N (K (V;,))™ é GL,,(K)-invariante.

i7i) Seja W um submédulo de K(V;,,) e f € W. Se k = deg f temos f = fo+ f1+---+ fx, onde f,
é a componente homogénea de grau n de f. Sejam 0 # « € K e I, a matriz identidade de GL,,(K).
Se x;, -+ x;, ¢ um mondmio de fp, temos (aly,)(ziy - i,) = (axy) - (ax;,) = @y - @4

Para cadan € {0,1,...,k}, temos (aly,)frn = o™ fn.

Agora, sejam ay, ..., a, € K\ 0 dois a dois distintos. Dado que W é um GL,,(K) médulo, temos
que (ajln)f = fo+ o fi —i—a?fg—i—--wi—a?f,{ € W, para cada j € {0,1,...,k}.

A equacdo acima é (f0+W)+aj(f1+W)+a?(f2+W)+~~+o<?(f,€+W) =0, paracada j€
{0,1,...,k}, médulo W.

A matriz a associada ao sistema acima é

"

1 a9 o3 - - - aof
1 a; o - - - aof
a=
1 o, o oy
e pelo lema deta = J[;_;(aj — ;) # 0. Logo f; + W = 0, para cada j € {0,1,...,x}. Em
outras palavras f; € W, para cada j € {0,1,...,x}. Como f € W é arbitrdrio, concluimos que
W= @neNo wn (K<Vm>)(n) O

Teorema 9.9. i) Cada representagao polinomial de GL,,(K) é uma soma direta de sub-representagioes
polinomiais homogéneas que sdo irredutiveis.

1) Cada GL,,(K)-mddulo polinomial homogéneo irredutivel de grau n > 0 € isomorfo a um
submddulo de (K (Vy,))™.
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e Seja A = (A1,..., ;) F n, um diagrama de Young D tem conteido a = (ai,...,qp), onde
o1+ -+ ap =n, se D é preenchido com «; nimeros 1, ap nimeros 2 e assim por diante.

Teorema 9.10. i) As representagdes nao isomorfas homogéneas polinomiais irredutiveis de GL,,(K)
de graun > 0 estdo em correspondéncia biunivoca com as particoes A = (A1, ..., A\p) den. Denota-se
por Wi () 0 GLy (K)-mddulo irredutivel associado a M.

it) Seja A = (A1,..., ) B n. O GL,(K)-mddulo W, (X) € isomorfo a um submddulo de
(K(Viu))™. O GLy(K)—mddulo (K (Vi)™ tem uma decomposicio (K (Vi)™ =37 cq daWin(N),

onde 2 € o conjunto das particoes A = (A\1,...,A\,) tais que k < m, e dy € a dimensdo do S,-mddulo
irredutivel M ().

iii) O espaco vetorial W,,(\) é multihomogéneo, visto como um subespago de (K (Vi,))™. A
dimensdao de suas componentes homogéneas Wr(r:“""’n’”) € igual ao numero de diagramas de Young
semistandards associados a A, de contetido (n1,...,Mm)-

iv) Dados p1, ..., pim € Z, defina em Klt1, ..., ty,] o sequinte polindémio

t*fl tgl e tfnl_l thl
th thr ot e

D(p1, ..., 1) = det

Hm—1 Hm—1 Hm—1 Hm—1
O SRR
m m m Hm,
tl t2 et tm—l tmm

A série de Hilbert Hilb(Wp,(X),t1,...,tm) = > dim ng"“’"m)t’fl -+ tm € wm polinémio simétrico e

. D()\l+m—1,)\2+m—2,...,)\m_1+1,)\m)
Hilb(Wyu(A), b1, ) = IS m——y .

o A funcao Si(t1,...,tm) = Hilb(Wp(N), t1,. .., tm) do teorema acima é chamada de funcao de
Schur associada a A.

Vamos encontrar a fungdo de Schur associada as parti¢oes (n) e (1™). Primeiro encontramos a
funcao de Schur para a particdo de 3, A = (2,1).

Exemplo 9.11. Utilizando a notagio do teorema[9.9 seja n = m = 3. Precisamos ver quantos sao
os diagramas de Young semistandard de conteido o = (a1, q2,a3), onde a; + as + az = 3, com
a1 > ag > ag. As dnicas possibilidades de triplas sio (1,1,1) ou (2,1,0).

Diagramas semistandards de conteiddo (1,1,1) : As dnicas possibilidades sao

12\7 1] 3]

3 2

Diagramas semistandards de contetido (2,1,0) : A dnica possibilidade de diagrama é

1] 1]
2
Segue que dim Wél’l’l) =2 e dim W3(271’0) =1 e como S3,1) € simélrico, tem-se que

Sy (ty, ta, ts) = 2titats + 15 + 1115 + 11t + 1115 + t5t3 + tat3.

Exemplo 9.12. Vejamos que se A = (n), n > 0, entdo a tabela de Young é composta apenas de uma
linha com n caizas. Dessa forma, dado m € N hd exatamente

#{(nla"'an’m)‘n1+"'+nm:na annZZan}

possibilidades de m-uplas para os conteidos. Além disso, fizado um tal conteiddo (n1,...,nm), hd
apenas uma possibilidade de disposi¢cao de seus elementos. Disto, seque que dim W,S@m’”""m) =1, e

assim
Sy(try-ootm) = Y etn

ni+-+nm=n

Para A = (1™), T\ € composto de uma coluna com n caizas e cada linha é composta apenas de uma
dUnica caiza. E por defini¢do de diagramas semistandards, dado m < n ndo se pode preencher todas as
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caizas de Ty (pois isso implicaria que alguns elementos irao se repetir e em diagramas semistandards
as colunas crescem de cima para bairvo) o qual implica que S(1ny(t1,. .., tm) = 0. Por outro lado, dado
m > n temos exatamente

#{(n1,...onm):1<n; <ng<---<my, <m}

possibilidades de conteidos e além disso, em cada um hd apenas uma unica disposicao de elementos
em Ty, consequentemente

Samy(ty .. stm) = Sty ot

1<ip < <ip<m
o qual € o polindmio simétrico e, (t1,... tm).

Uma das principais aplicagdes da teoria das representacoes de GL,,(K) é mostrar que ha uma equi-
valéncia nos resultados obtidos nas identidades multilineares e naqueles de identidades homogéneas em
GL,(K). O teorema abaixo foi provado primeiramente por Berele em [3] e posteriormente, utilizando
outros métodos, por Drensky em [8]. Uma demonstragdo para este resultado pode ser encontrada
em [10].

Teorema 9.13. Seja ¥ uma variedade de dlgebras associativas e considere para cadan € Ng, P, (V) =
P,/P,NT(Y), com decomposi¢io P, (V) = @D,,, maM(X).

Entio Fp,(7V) = B,,50 Parm MA\Wn(N). Mais ainda, my = m) para cada X = (A1,...,\,) €
mh =0 sempre que Ap11 > 0.
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10 Envelope de Grassmann de uma superalgebra

Nesta segao iremos estudar algumas estruturas especiais que se podem adicionar em uma algebra a fim
de estudar suas identidades polinomiais. Iremos introduzir aqui conceitos classicos como, graduagao
por grupos, G-acao, e o envelope de Grassmann. Embora ha resultados extremamente importantes no
que tange algebras graduadas, nosso objetivo serd classificar uma cole¢ao particular de graduacoes em
algebras, as chamadas superalgebras, ou dlgebras Z,-graduadas sobre um corpo K de caracteristica 0 e
algebricamente fechado. Iremos dar um enfoque para uma construcao que envolve produtos tensoriais
de uma &lgebra A e a édlgebra de Grassmann,o chamado envelope de Grassmann de A. A razdo para
tal estudo ¢ o teorema[I0.31] o qual afirma que estudar as identidades polinomiais satisfeitas por uma
variedade, é equivalente a estudar as identidades polinomiais de um envelope de Grassmann de uma
superalgebra de dimensao finita. Este é um resultado devido a Kemer.

Neste trabalho consideramos algebras associativas. Ressaltamos que a teoria de Kemer nao se
estende imediatamente para algebras nao associativas.

10.1 Graduacao de algebras por grupos
Iremos comegar trabalhando com uma dlgebra A sobre um corpo K e G um grupo qualquer.

Definicao 10.1. A dlgebra A é G-graduada se para cada g € G, existe um subespaco AW C A tal
que

1) A:@geGA(g)

2) Para quaisquer g, h € G tem-se A9 AR C Al9h)

Os espagos AW, g € G, sio chamados de componentes homogéneas de A; um elemento 0 #
a € A é chamado de homogéneo de grau h, se a € AN,

e Um ideal / < A é graduado se I = (I N A)). Analogamente se definem subespagos e
subalgebras graduadas.

e Se H < G, entdo B := P A™ & uma subalgebra graduada de A.

e Sejam A = @gec AW e B = GagEG B duas élgebras G-graduadas. Uma funcdo ® : A — B
é um homomorfismo de algebras G-graduadas se ® é um homomorfismo de algebras e ® preserva a
graduagao, isto €, @(A(g)) C B, para cada g € G.

Exemplo 10.2. (Graduacgio trivial ) Seja A uwma dlgebra e G um grupo. Definindo A := A,
AW =0, se g # e onde e ¢ o elemento neutro de G, temos uma G-graduacio para A. Ela é chamada
de graduacao trivial.

Exemplo 10.3. 1) Se A = K(X) definimos uma Z-gradua¢io para A assim: A™ =0 sen >0 e
AM™ = spang{x;, ---xp, cxiy, ... 1, € X}

2) A dlgebra de grupo A = KG pode ser naturalmente graduada por G definido-se, para cada
g€ G, AY = spang{g}.

Exemplo 10.4. Considere A = M,(K), onde K € um corpo contendo uma n-ésima raiz primitiva
da unidade € e G := {(a) x (b), onde |a| =n e |[b| =n. Vamos mostrar que podemos definir em A uma
G-graduagdo. Para isso, considere as matrizes

01 0 0
0 0 1 0
S = diag(e" ™, e" 2, ... ,en—(n=1), 1), T=

0 0 O 1

1 00 0
Cdlculo direto mostra que

ST =¢eTS, S"=T"=1. (33)

O conjunto B = {S*T7 :i,j € {1,2,...,n}} € uma base de M,,(K): como |B| = n?, basta verificar
que seus elementos sao linearmente independentes. Sejam z1, ..., zp varidveis tais que

29+ 29524+ -+ 2,57 = 0. (34)
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Como S € diagonal, S = diag(e™™~t,et"=2t ... 1). Logo, o sistema fica

Zlfn_l +22(€n—1)2 +Z3(€n—1)

2’1€n72 +22(€n72)2 +Z3(€n72)

z1+2z+z3+-+2,=0

A matriz do sistema € a matriz de Vandermonde cujo determinante € dado por . Como ¢
€ uma n-ésima raiz primitiva da unidade, o determinante € # 0. Segue que temos solugcao tunica
para (39), 21 = 20 = -+ = 2z, = 0. Assim S,S%,...,8" sdo linearmente independentes. Por
outro lado, detT = (—=1)"tt #£ 0. Se j € {1,2,...,n} e a1, ..., an, € K ndo sdo todos nulos,
a18TI + 0 8?T7 + - -+, S"T7 # 0. Disto, seque que B € linearmente independente e portanto uma
base de M, (K).

Por fim, para cada g = a’t’ € G, denote por Mn(K)(g) 0 espaco

M, (K)9 = spang{S'T’}.

E imediato que
M, (K) =P M.
geG

Além disso, utilizando seque que se b= S'T7 e ¢ = SFT! entdo
be = (SZT])(Sle) — Elk(siTj)(Tlsk) _ ElksiTj—i-lsk — Elkgn—(jk—i-lk)si—i-ij—&-l — En—jksi+ij+l
e portanto, tem-se que
M (K)? My (K)" © M, (K)%"
e assim, M, (K) possui uma estrutura de G-graduagdo.
Seja G um grupo abeliano de ordem n e A uma algebra sobre um corpo K, de caracteristica 0 e
contendo uma n-ésima raiz primitiva da unidade. Assumimos que G C Aut(A); usamos a notagao

exponencial a9 := g(a), g € G,a € A.
A agdo de G em A descrita acima estende para uma agao de F'G em A da seguinte forma

@t tangn — g g9 4o fapa?, gi,...,gn €G, a €A ai,...,a, € K.

Seja G = {X1,--,Xn} 0 conjunto dos cardcteres irredutiveis de G. Como vimos na observagio apds
a proposicao 8.24L o conjunto G munido do produto (x;x;)(9) = xi(9)x;(9), &, j € {1,2,...,n},

~

g € G, 6 um grupo. Pelo teorema tem-se que G = G. Pela proposicao 8.15 de [28], para cada
n

i € {1,2,...,n}, os elementos f; = — g x,»(gj_l)gj sao os idempotentes centrais minimais de KG.
n
i=1
Isto é

KG=@fi(KG) e fi(KG)=M,(K), n;eN, ie{l,2,. .. n}
i=1

Sejam v, ¢: G — K e defina (¢ | ¥) := |—é| Z #(9)¢(g7"). Pode-se mostrar que (¢ | ¢) é um

9eG
produto interno, veja [42].

Proposicao 10.5. Os caracteres irredutiveis de wm grupo finito G, constituem uma base ortonormal
das fungdes de classe de G para K com rela¢ao ao produto interno (- | -).

Vejamos agora que se g € Ge i€ {1,2,...,n}

9fi = g(i in(gj‘l)gjg> = % Zx(g*gjlg)gjg =x(g) <Zx(glg}1)gjg> = x(9)fi-

Para i € {1,2,...,n}, definimos AX:) = {a € A| a9 = x;(g)a, para todo g € G}.

Lema 10.6. Para cada i € {1,2,...,n} temos AX) = spany{ali | a € A}.
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Demonstracdo. Seja a € AX) por um lado 1 = f; +--- + fn. Logoa =a' =aft +--- +al», ese
g € G, vale a9 = a9t + - 4 a97n.
Isso é equivalente a
a? = x1(9)a” + -+ xa(g)a’". (35)
Por outro lado, como a € AX) | temos a? = x;(g)a.
Agora, se I € {1,2,...,n}, da dltima igualdade, de e do fato de que f;f; = d;;, segue 0 =
(x1(9) — xi(g))a’t. Disto, segue que a/t =0 sel # i, e portanto a = a. O

Segue em particular de [10.6] que
A= AN (36)

xe@

Se x, ¥ € é, a€ AX e be AW para qualquer g € G vale a9 = x(g)a, e b=1(g)b. Logo
(ab)? = g(ab) = g(a)g(b) = a”b? = x(9)¥(g)ab = (x))(g)ab.

Segue que AX)AY C AXY) Pela observacio acima e 1} concluimos que A é @—graduada e, como
G = @, podemos resumir como segue.

Proposigcao 10.7. Para G ¢ K como acima, qualquer dlgebra A sobre K com uma G-ag¢do admite
uma G-graduagao. A reciproca também vale.

Demonstragdo. Basta mostrar a veracidade da reciproca. Seja C' = @, C () uma glgebra graduada
por um grupo abeliano H de ordem k. Se H = {t1,...,¢1}, define-se uma a—agéio em C por
Yi(a) = EgEG Yi(g)ag, L €{1,2,...,k},ea= dec ag, ag € A) para cada g € G.

Dado que G = G, usamos o isomorfismo w: G — G para definir uma G-agdo em A da seguinte
forma g - a := w(g)(a). O

Teorema 10.8. Seja G um grupo abeliano finito e K um corpo que contém uma |G|-ésima raiz
primitiva da unidade. Entao, mediante a a—agdo numa dlgebra G-graduada A, como na proposi¢cao
acima, um subespagco V- C A € graduado se, e somente se, V € invariante sob a G-agao. Um elemento
a € A é homogéneo na G-graduacdo se, e somente se, a € um autovetor para todo x € G.

Demonstracdo. Suponha V um subespaco graduado cujas componentes homogéneas sao V@), g € G.
Se a € V9, segue que a = a,, donde temos que x(a) = x(g)a,.

Logo x(V9) C VW, Se a, € V9, defina b = (x(g)) 'ay, entdo x(b) = a,, e x(V@) = V),
Portanto x(V) = V.

Reciprocamente se V' nao é um subespago G graduado, existe v € V tal que v = vy, + -+ 4+ vg,,
leN, g1,..., 9 €G,eparatodo j € {1,2,...,0} temos vy, ¢ V.

Seja y € G tal que x(g1) = X e x(g92) = p, A # p. Como V é invariante sob a acdo de G, segue
que z = Av — x(v) € V, o que implica que a soma comegando de vy, (pois v, néo aparece em z)

pertence a V. Procedendo dessa forma, concluimos que existe s € {1,2,...,1} tal que vy, € V', 0 que
é um absurdo. Para a ultima afirmacdo do teorema, basta considerar V' = spank{a}, entdo a € A é
homogéneo se, e somente se, para qualquer x € G, existe A, € K tal que x(a) = A\ya. O

Exemplo 10.9. Considere o grupo ciclico de ordem 2, G = {p) = Zo. A tabela de caracteres de G €

G|0|1
x | 1] 1
v | 1| -1

e assim G = {x,¥}. Se A € uma dlgebra com G-agao, A tem uma Zo-graduacgdo estabelecida por
A=A g AW onde A ={ac A:p(a) =a}, AV ={ac A:p(a) =—a}.
Se AS ¢ o conjunto dos ponto fizos por G, A = A Vejamos também que sequndo a @-agdo
r se xzeAD

definida acima (z) = —x se ze AW

Definicao 10.10. As dlgebras Zs-graduadas sdo chamadas de superalgebras. Se A é uma superal-
gebra com A = A @ AD | entio A® e ANV sqo chamadas de as componentes par e impar de A
respectivamente.
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Observagdo 10.11. Seja A = A© ¢ AW yma superalgebra sobre o corpo K, com char(K) = 0.
Entio, o operador linear f: A — A definido por f(ag + a1) = ao — a1, ag € A e a; € AD ¢
1, se A=A0O

) , onde |u| € a ordem de um elemento u em
2, se AN £0

um automorfismo tal que |f| = {
Aut(A).

10.2 Algebras livres com G-agao

Definicao 10.12. Seja A uma dlgebra sobre um corpo K. Um operador linear invertivel ¢: A — A
é um antiautomorfismo se ¢p(ab) = ¢(b)p(a), para quaisquer a, b € A.

e O conjunto dos antiautomorfismos e automorfismos de uma algebra A é denotado por Aut*(A).
Com a operagao usual de composicao, este torna-se um grupo e Aut(A4) < Aut*(A).

e Se A é uma algebra comutativa, entdo é imediato que Aut*(A) = Aut(A) e neste caso [Aut*(A) :
Aut(A)] = 1.

Observagao 10.13. Notemos que se p, ¥ sao dois antiautomorfismos, entdo po(ab) = p(¥ (b)Y (a)) =
(pow)(a)(po)(b), para quaisquer a, b € A. Logo o € Aut(A). Se ¢ é um antiautomorfismo, sua
inversa também o €.

Se [Aut*(A) : Aut(A)] > 2, existem antiautomorfismos ¢, ¢ € Aut*(A) tais que pAut(A) #
pAut(A). Pela observacao acima ¢~ ¢ € Aut(A), donde tem-se que pAut(A) = pAut(A), o qual é
uma contradigdo. Concluimos que [Aut*(A) : Aut(A)] < 2.

Agora, seja G um grupo finito e H < G tal que [G : H] < 2. Se X é um conjunto no qual G age,
denotamos por K(X | G) a élgebra K(Z), onde Z = {29 |z € X, g€ G}.

Definimos em Z uma G-a¢ao, estendemos para os monémios de K(X | G), e por linearidade para
os elementos de K (X | G). Explicitamente a G-acdo em Z fica (29)" = 2", x € X, h, g € G. E se

9i g 9 < : A
v=axpt gt w = Brpt -2y sdo dois monomios em K (X | G) pomos

11 1k

(vw)" = (el - affatt - afe )t = aBlap!™ - ap? )@ - alt), se heG\H

{(Uw)h (aﬁxg” . xZ’;xifl coeaphe ) = aﬁ(xhg” - xh”“)(aczlgpl ---ngps), se heH
11 Zk

o A dlgebra K(X | G) é chamada de dlgebra livre em X com G-ac¢do. Os elementos de K(X | G)
sdo chamados de G-polinomios.

Adendo: Embora K(X | G) ndo carregue a notagao de H, é importante notarmos que este esté
de forma intrinseca associado a H, uma vez que a G-acao é definida levando-se em conta a separagao
dos elementos que estao em H. Na proxima proposigao, H serd a parte apenas dos automorfismos do
grupo G, isto é, H ira “separar”os antiautomorfismos de G.

Exemplo 10.14. Seja X = {x1,29,23}, G = S3, H = A3 = ((1,2,3)) ev = 151’2)x(22’3)x§1’2’3) um
mondémio em K(X | Ss). Entdo (1,2,3)v = xgl’z’d)(la)xél’z’d)(z’d)xél’z’d)(l’zg) = m§1’3)x§1’2)x§1’3’2)
pois (1,2,3) € H e (1,2)v = (1 2(1.2) (2 3)(1’2)xé1’2’3)(1’2) = zg1)x§1,3,2)x§1,3)’ pois (1,2) € S3\ H.

Proposicao 10.15. (Propriedade universal) Seja A uma K-dlgebra e G < Aut*(A) um grupo finito.

Se H = Aut(A) NG, entdo |G : H] <2 e além disso, K(X | G) tem a sequinte propriedade universal:
Para cada fun¢io p: X — A, existe um unico homomorfismo de algebms ¢: K(X|G) = A tal que

d(v9) = ()@ para cada monémio v € K(X | G), e além do mais, ¢|X = ¢.

e Seja F(X, A) o conjunto das fun(;oeb de X em A, baseados na proposu;ao acima podemos definir

a colecdo de homomorfismos ® = {qb ¢ € F(X,A)}. O ideal Id%(A ﬂ Ker(¢) é o ideal das
ped

G-identidades de A. Um polinémio f(x7',...,z%") é uma G-identidade para A se f(ai',...,ad") =0,

para quaisquer aj, ..., a, € A. Neste caso, escrevemos f = 0. Com essa notacdo, o ideal das

G-identidades de A é escrito como Id9(A) ={f € K(X |G) | f=0, em A}.

e Se w € K(X | G) é um mondmio, define-se o grau de w em relacdo a varidvel = (e escreve-se
como deg, w), z € X, como sendo o nimero de vezes que 9 aparece em w, sem considerar o elemento
g €q.

Resultado 10.16. Seja A uma dlgebra sobre o corpo K e G C Aut*(A) um grupo abeliano finito.
Entdo, se f1, ..., fia| sdo os idempotentes centrais minimais de KG, seque que K(X | G) € livremente

gerado como uma dlgebra pelo conjunto {x/1 ... zfiel 1 x € X}.
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Demonstracdo. Observe que dado z € X, x = ' = ght+the = gh 4+ ... 4 zfiel ¢ assim, se
g € G, x99 = g9 = gp9hittfia) = g9t ... 4 g9fial. Portanto, spang{z? | g € G,z € X} =
spang{x’, ... xficl | 2 € X}, donde segue que K(X | G) é livremente gerado como uma &lgebra
pelo conjunto {z/1,... zfiel |z € X}. O

Observagao 10.17. Seja Y um conjunto enumerdvel, k € N e (:' Y — N uma bije¢cdo entre Y e
N. Dado j € {0,1,...,k — 1}, defina N; = {m € N| m =j mod k} e M; := ("' (N;). Entdo

k—1
k—1
N=UZgN;, eY = U;.
j=0

Considere K(X), com X enumerdvel e G um grupo finito. Para cada g € G, pela observacao[10.17]

para cada g € G, escrevemos X, = {chg), xgg)7 . ,x%g), ...} e apresentamos X como a unido disjunta

X = U Xg4. Os elementos de X, sao chamados homogéneos de grau g.
geG

Dado um mondmio w = :vz(»lgl) . «-xl(-f*) € K(X), define-se o grau homogéneo de w como sendo
g1 g+ e denota-se por K (X >(9) o subespago de K (X) gerado pelos monémios cujo grau homogéneo
¢ g. Isso define uma G-graduacio em K(X) pois K(X) = @ 4 K(X)9 e K(X)WK (X)) C
K(X)lh),

Denota-se a dlgebra acima, munida de tal G-graduagdo, por K(X)9". Esta é chamada de dlgebra
livre G-graduada de posto enumeravel sobre K.

Proposigao 10.18. 1) A dlgebra K(X)9" tem a propriedade universal: Dada uma dlgebra G-graduada
A e uma fungio : X — A tal que P(X,) C AW | existe wm dnico homomorfismo de dlgebras G-
graduadas ¢: K(X)9" — A tal que ¢ x = 1. Denotamos por ¥ o conjunto desses homomorfismos.

2) O conjunto Id9"(A) = {f € K(X) | f =0 em A} € um ideal; além disso Id9"(A) =
ﬂie‘i Ker(w).

A préxima proposicao relaciona K(X | G) e K(X)9", veja sua demonstragido em [19].

Proposicao 10.19. Seja A uma K-dlgebra e G C Aut*(A) um grupo abeliano finito. Se char(K) =0
e K contém uma |G|-ésima raiz primitiva da unidade, entio K(X | G) = @, .5 K(X | GYX) ¢ q

dlgebra livre G-graduada sobre K e 1dC(A) = Id9"(A).

Seja ¢ € Aut*(A) tal que ¢? = 1, considere P = (¢), um grupo finito de ordem 2 e X = {1, 22, ...}
um conjunto enumeravel. Usando a tabela de caracteres do exemplo [10.9] os idempotentes centrais

1 1-—
minimais de K'P sdo f; = %¢, fo= T(b Pelo resultado |10.16] K (X | P) é livremente gerada

pelo conjunto X; := {x; + xf’,xi - xf’ i€{1,2,...}}isto é K(X | P) = K(X3).

Para cada i € {1,2,...} definimos y; : x; + xf, Zi = X — x?, Y ={wy1,y2,...}, Z = {z1,22,...}.
Logo K(Z,Y) = K(X1) = K(X | P).

Segue que K(Y,Z) é uma superalgebra, mais explicitamente K(Y,Z) = K(Y, Z)(0 @ K(Y,Z)®")
onde K(Y,Z >(0) é gerado pelos mondmios com uma quantidade par de varidveis de Z (aqueles que
possuem grau homogéneo 0) e K(Y,Z)(!) gerado pelos monomios tendo uma quantidade fmpar de
varidveis de Z (aqueles que possuem grau homogéneo 1). Por exemplo y2y42124Y721Y923 ¢ um mondémio
em K(Y,Z)® pois 1 +14+1+1=0em Zs.

e A superalgebra K(Y,Z) é chamada de superalgebra livre em Y e Z sobre K.

10.3 Descricao das superalgebras simples de dimensao finita sobre um
corpo algebricamente fechado e de caracteristica 0.

Vamos recordar a descrigao das superalgebras simples de dimensao finita sobre corpos algebricamente
fechados e de caracteristica zero. Esta foi dada por C.T.C. Wall, nés seguimos a exposigao de [19)].

Assuma K algebricamente fechado e char(K) = 0. J4 vimos no teorema de Wedderburn—Artin
que qualquer algebra semissimples A é isomorfa a soma direta de dlgebras matriciais sobre anéis de
divisdo, isto é, existem pares (D1,n1), ..., (D, n,), onde D; é um anel de divisao e n; € N, tais que
A M, (D)®--- &M, (D,). Se A tem dimensao finita sobre K e K é algebricamente fechado
D; =K, paracada j € {1,2,...,r}. Eassim, A= M, ,(K)&---& M, (K).

Observacao 10.20. Em wvirtude do exemplo dada uma dlgebra A com ¢ € Aut(A) tal que
¢* =1, A pode ser vista como wma superalgebra. Reciprocamente, devido & observacio [10.11], dada
uma superalgebra A, A # 0, existe ¢ € Aut(A) tal que ¢*> = 1.
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Definigao 10.21. a) Dada uma dlgebra A e ¢ € Aut(A), diz-se que A é p—simples se A% # 0 e para
cada I QA tal que I =1, entdo I = A ou I =0.

b) Se A é uma superalgebra, ela é uma superalgebra simples quando A% # 0 e A nao tem ideais
proprios homogéneos.

O resultado abaixo é uma generalizacdo do teorema de Wedderburn—Artin e do teorema de
Wedderburn-Malcev.

Teorema 10.22 ( [19], Theorem 3.4.4). Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo K
com um automorfismo ou antiautomorfismo ¢ € Aut*(A) tal que ¢* = 1. Entdo

a) rad(A)? = rad(A)

b) Se A é uma dlgebra p-simples, entao ou A € simples, ou existe uma subdlgebra simples B C A
tal que A = B & B®.

c) Se A é semissimples, existem subalgebras p-simples Ay, ..., Ay, tais que A= A1 ®--- D Apy,.

d) Se char(K) =0, entao existe uma subalgebra semissimples mazimal tal que BY = B.

Vamos fornecer alguns exemplos de superalgebras simples de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado K de caracteristica 0. Em seguida veremos que a menos de isomorfismo estas
s8o as Unicas superalgebras simples de dimensao finita.

Exemplo 10.23. Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0.

(1) Se A= M, (K), entdo A admite uma estrutura de Zy-graduagdo trivial definida por A®) = A,
AN = 0. Dado que M, (K) ¢ simples, A é uma superalgebra simples de dimensdo finita.

(2) Sejam k>1>0 e

A= MkJ(K) = { (g g) |P € Mk(K),Q S MkJ(K%R € Ml,k(K),S S MI(K)}

com Zo-graduacao definida por

e-( ) o-{69)

Demonstra-se que A € uma superalgebra simples de dimensao finita.
(3) Considere A = M, (K @ cK), onde ¢* = 1 com Zy-graduagio dada por A®) = M, (K),
AN = M, (K). Nao é dificil ver que A ¢ semissimples e ndo tem ideais graduados.

Os lemas abaixo bem como o teorema [10.22| sdo utilizados para demonstrar o principal resultado
desta segao.

Lema 10.24. Seja A uma superalgebra simples de dimensao finita sobre um corpo algebricamente
fechado K com char(K) = 0. Entio, A®) ¢é semissimples.

Lema 10.25. Seja A = M, (K) com elemento unidade e € A e seja B = M, (K) uma subalgebra de
A tal que e € B. Entao, se Ca(B) € o centralizador de B em A, tem-se que A = BC4(B).

Teorema 10.26. Seja A uma superalgebra simples de dimensdo finita sobre um corpo algebricamente
fechado K com char(K) = 0. Entdo uma e apenas uma das opg¢oes abaizo € verificada

a) A= M,(K).

b) A= My (K), k>1>0.

c) A= M, (K ®cK), ,ondec®*=1.

10.4 Envelope de Grassmann

Vamos relembrar um pouco sobre variedades, as quais foram discutidas no capitulo 2. E imediato da
defini¢do de um T-ideal gerado por um conjunto F C K(X) que se ¥ (F) é a variedade determinada
por F, entdao ¥ (F) = ¥ ((F)T). Utilizando a proposica; 2.17} mostra-se que (F)" =y ) T(A).

Recordemos que se ¥ é uma variedade e R é uma K-algebra com T(R) = T(¥), entdo ¥ é a
variedade gerada por R e escreve-se ¥ = var(R).

Considere a superalgebra livre K(Y, Z) = K(Y, Z)(O @ K(Y, Z)("), definida no final da subsecio
10.2. Se A = A @ AM ¢ uma superalgebra, um polinémio f(y1,. .., Yn, 21, - -, 2m) € K(Y, Z) é uma
su(p)eridentidade de A se f(ay,...,an,b1,...,by) = 0, para quaisquer ay,...,a, € AO e by by €
AW,

Um ideal graduado I = I©) @ IV de K(Y,Z) é um Ty-ideal se ¢(I) C I, para todo endomor-
fismo graduado ¢: K(Y,Z) — K(Y,Z). Um exemplo de Ts-ideal é Id9"(A), o ideal graduado das
superidentidades de A.
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Definigdo 10.27. Dado um conjunto nio vazio S = S USW de K(X), a classe de todas as
superalgebras A tais que f =0 em A, para todo f € S é chamada de supervariedade definida por S.

Se G é a algebra de Grassmann, ja vimos que G possui uma Zs-graduagao natural dada por
G =G gaM. Aqui GO ¢ o subespaco de G gerado por todos os mondémios de comprimento par e
EW ¢é o gerado por aqueles de comprimento fmpar.

Definigao 10.28. (Envelope de Grassmann) Se A= A©) @ ANV ¢ uma superalgebra, a dlgebra
G(A) = (AD GO @ (4D @ GW)
€ chamada de o envelope de Grassmann de A.

Vamos relacionar as identidades graduadas multilineares de A com as de G(A). Denotemos por
Py, m 0 espago dos polinémios multilineares de K(Y,Z) nas varidveis y1, ..., Y € 21, ..., 2Zm. S€
f € Py m pode-se escrever

f(yla"'7ykazl7"-7zm) = Z Ao WWOZs (1)W1 * - Wm—1Z2¢(m)Wm

gESm
W=(wo, w1, ;wm)

onde wy, wi, ..., Wy, sd0 mondémios multilineares em ¥, ..., yr € a,w € K. Por exemplo, se
k =m = 3, o polinémio f(y1, Y2, Y3, 21, 22, 23) = Y121Y2y32223 pertence a Ps 3.
A transformacao linear ~: Py, — Py m, f — f onde f é definida por

Fyts e Yk, 21, ooy 2m) = E (—1)7 o, W W0 Zer (1)W1 = * * Win—1 25 (1) Win
gESH,
W:(w07w17~~;w'm,)

é um isomorfismo de espagos vetoriais.

Lema 10.29. Seja f € Py . Entdo

1) f é uma identidade multilinear graduada de G(A) se, e somente se, f € uma identidade multi-
linear graduada de A.

2) f=f.

Demonstragdo. 1) Sejam Gy, ..., Uy, € AO z %, € AD elementos homogéneos de A e g, ...,
gr € GO hy, ..., hyp € G elementos homogéneos em G. Fixe um monémio

w=ao(Y1, - Yk)2e(1) " Zo(m)@m (Y1, > Yk)

e seja
w = w(yl ®91752®925"'a?k®gk721 ®h17azm®hm)

Temos que g1, ..., gx € Z(G) e que hq, ..., hy, anticomutam. Logo
w = ao(yla s a?k)zl n 'zma(yla cee 7?1@) ®g1-- 'gkha(l) o ha(m)~

Como hy(1) - ho(m) = (—=1)7h1 - - hy, segue que

w = (_I)UGO(yb s ayky)zo’(l) o 'Ea(m)am(yla s 7?771) g1 'gkhl c N

portanto, se f € Py ,, entao

f(yl ®gl,~~-;yk®gk,zl®h1,~~-,§m®hm) :f(ylw"ayk)®gl"’gkh1"’hm'
Logo f =0 em G(A) se, e somente se, fz 0 em A. O

Os dois teoremas abaixo sdo de extrema importancia nos capitulos subsequentes. Em particular,
o teorema [10.31] é uma “melhoria”’de [10.30, Ambos sao devidos a Kemer, sendo o primeiro deles
estabelecido em 1984 em [6] e o segundo em [25].

Teorema 10.30. (Teorema de Kemer-1984) Dada qualquer variedade nao trivial ¥, existe uma
superalgebra finitamente gerada A = A©) @ AN tal que ¥ = var(G(A)). Além disso, A visto como
uma dlgebra no sentido usual, satisfaz uma identidade polinomial nao trivial.

Teorema 10.31. (Teorema de Kemer-1988) Para qualquer variedade nao trivial ¥, existe uma su-
peralgebra de dimensdo finita A = A @ AW tal que ¥ = var(G(A)).
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11 Resultados principais 1: Existéncia e integralidade do PI-
expoente de uma PI-algebra

11.1 cocaracteres de PlI-algebras

Se R é uma PI-dlgebra, P, é um S,-médulo & esquerda, e P,(R) = P,/T(R) N P, também ¢é um
S,p-modulo & esquerda.

Definicao 11.1. Seja R uma PI-dlgebra, para cada n € N, o cardcter

Xn(R) = XpP,(rR) = ZmA(R)X/\
An

onde xx € o cardcter de M(\) e my(R) é a multiplicidade com que M (\) aparece em P, (R), é chamado
de o n-ésimo cocardcter de R. A sequéncia (xn(R))n € chamada de a sequéncia dos cocaracteres de

R.

Exemplo 11.2. Se R é comutativa com unidade, temos T(R) = K(X)[K(X), K(X)|K(X). Con-
sidere a funcio ¢: K(X) — KI[X]| definida sobre os monémios de K(X) por o(x; i 2;,) =
x’flx§2 -o-xknonde para cada j € {1,2,...,n}, k; € a quantidade de vezes que o termo x; aparece
em i, x;, -+ &4, . Depois estendemos ¢ por linearidade. Entao ¢ é um homomorfismo de dlgebras e
Ker(p) = T(R). Segue pelo primeiro teorema do isomorfismo que F(R) = K(X)/T(R) = K[X], e
portanto para cadan € Ny temos P,(R) = spang{xy---x,}. Sec € S, entdo o(xy - xy) = X1+ Xy,
logo P,(R) € o médulo trivial de S, e assim Xn(R) = X(n)-

Teorema 11.3. Seja R uma PI-dlgebra com n-ésimo cocardcter x,(R). Para wma parti¢ao it n, a
multiplicidade m,(R) € nula se, e somente se, para qualquer diagrama de Young D, e para qualquer
polinémio f = f(x1,...,2,) € Pn, a dlgebra R satisfaz a identidade polinomial e(D,)f = 0.

Demonstragdo. Sabemos pelos resultados da secao 1.1 que KS,, = @,,,, Bx e para cada A F n, o
ideal bilateral minimal By é dado por By = @?Ll(KSn)e(Dj). Aqui D1, Dy, ..., Dg, sao todos os
diagramas standard de Young associados a A. Além disso, temos a decomposicdo P, = Q @ J, onde
Q=P,NT(R)eJ = P,(R). Se p+ n, m,(R) é nulo se, e somente se, M(x) ndo é um somando
direto de P,(R), isto é, se, e somente se, B,,J = 0. Agora, notemos que B, J = 0 implica que

SeDj, ..., Dt’i“ sao os diagramas standard de Young associados a p, segue que B, P, C @) se e somente
se e(D})f € Q, para qualquer j € {1,2,...,d,} e f € P,.

Portanto, dado um diagrama de Young D,,, tem-se que e(D,)f = 0 é uma identidade polinomial
em R. O

e Um polinémio multilinear f € P, corresponde a D), o diagrama de Young associado a A, se
existe fo € P, tal que f = e(D,)fo. Procedemos com o conhecido teorema do gancho, demonstrado
por Amitsur e Regev em [38].

Se (d,l,t) é uma tripla de nimeros inteiros positivos, definimos a particdo

hd 0, t) = (+t1+t,... 0 +tLl,....0) (37)
———

d t

cujo diagrama de Young de h(d,l,t) tem a forma abaixo.

A
d
X v
t
< R -
v
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Se d, 1 >0 o conjunto H(d,l) = J,>1{A = (A1, A2,...) Fn | Ag41 <1} é o gancho infinito de brago
d e perna [. O gancho infinito H(d,[) é o conjunto de todos as tabelas de Young que vivem na regiao
esbocada abaixo.

Uma particio A - n pertence ao gancho infinito H(d,!) e escreve-se A € H(d,l) se a correspondente
tabela de Young T pertence a H(d,[). Logo uma parti¢ao em H (d,[) nao pode exceder [ apés o d+ 1-
ésimo termo de A. Ainda, se M é um S,-médulo com cardcter xpr = > ,.,, MaXx entdo, escreve-se
xm C H(d, 1) se p € H(d,!l) para todas partigbes p - n com m,, # 0.

Teorema 11.4. (Teorema do Gancho) Se R é uma PI-dlgebra, existem inteiros d, | > 0 tais que
para cadan € N x,(R) => arn ma(R)Xx.
AEH(d,l)

No Exemplo definimos o polinémio de Capelli de grau n como sendo

A1, T3 YLy Yng1) = D SIGN(O)1Ta(1)Y2 ** YnTo(n)Ynt1-
oESy

Uma élgebra R satisfaz a identidade de Capelli de grau n se R satisfaz d,,(z1,. .., Tn; Y1, -+, Ynt1)
com qualquer atribui¢do de 1’s nos y.s.

Segue o teorema da faixa (Strip theorem) o qual caracteriza a sequéncia de cocardcteres de todas as
PI-algebras que satisfazem a identidade de Capelli de grau n. A demonstracao pode ser encontrada
em [37]. Antes porém uma notacao: Se A = (Aq,...,A\) b n é uma partigdo de n, denota-se o
comprimento m de A por h(\) = m.

Teorema 11.5. (Teorema da Faiza) Seja R uma PI-dlgebra e seja xn(R) = >\, ma(R)xx seu
n-ésimo cocardcter. Entao, R satisfaz a identidade de Capelli de grau k se, e somente se my = 0 para
toda particao A+ n tal que h(\) > k.

Seja R uma &lgebra com dim(R) = k, entdo como visto no exemplo R satisfaz uma identidade
de Capelli de grau k + 1 e assim, por temos o resultado abaixo.

Teorema 11.6. Se dim(R) = k, entdo, para cadan € N x,(R) = ()\)—)n mx(R)xx-
h(\)<k

Exemplo 11.7. Por e qualquer cocardcter da dlgebra das matrizes My, (K) se encontra numa
faiza de altura k2.

11.2 Pl-expoente de uma PI-algebra

Seja R uma PI-algebra sobre um corpo K de caracteristica 0 e seja (c,(R)) a sequéncia de suas
codimensoes. Sem perda de generalidade pode-se assumir que R nao é nilpotente. Caso contrario,
existe N € N tal que z1x2 - - £y = 0 é uma identidade polinomial em R, e portanto P, C T(R), para
todo n > N. Logo P,(R) =0, paratodon > N. Assim, para cadan > N, ¢,(R) = 0.

Assumimos R nao nilpotente, ¢, (R) # 0, para todo n € N. Pelo teorema de Regev existe uma
constante a € N tal que 1 < ¢,(R) < a™. Isso implica que a sequéncia ( {/c,(R))y é limitada.
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Definicao 11.8. Nas condigoes acima, define-se o expoente inferior de R como sendo expR =

liminf, 0 ¥/cn(R) e o expoente superior de R como sendo eXpR = limsup /¢, (R).

n—oo
Quando expR = expR entio ({/c,(R))n € convergente, e define-se o PI-expoente de R como

sendo exp R = li_>m Ven(R).

Aqui desenvolvemos ferramentas para que possamos demonstrar o teorema de Giambruno e Za-
ceiv |17] que garante a existéncia do PI-expoente para PI-dlgebras sobre corpos de caracteristica 0,
conjecturado por Amitsur em 1980.

Se ¥ é uma variedade e x,(¥) = Z mxXx é seu n-ésimo cocarécte define-se o n-ésimo co-

A—n
comprimento de ¥ como sendo o ndmero 1, (¥) = Z my.

A—n
O préximo teorema é devido a Berele e Regev, e sua demonstragdo pode ser encontrada em [4]

ou em [19]. Iremos demonstrar apenas um dos resultados que é utilizado em sua demonstragao; sua
demonstracao serd necessaria mais adiante.

Lema 11.9. Seja ¥ uma variedade nao trivial e seja H(d,l) um gancho infinito tal que xn(?) C

H(d,!l), para todo n € N. Entdo, o nimero de particées A\ + n para o qual my # 0 € limitado por
(n + 1)d+l.

Demonstragdo. A inclusdo A € H(d,l) implica que as caixas da tabela de Young T se encontram nas
d primeiras linhas e [ colunas. O comprimento das d primeiras linhas de T}, isto é, os inteiros Ay, ...,
A\g satisfazem 0 < \; < n, para cada i € {1,2,...,d}. Portanto, temos no méximo (n 4 1)¢ opgoes
para os valores \j, ..., A\g. Similarmente, temos (n + 1)! opcdes para a escolha dos comprimentos de
das [ primeiras colunas de T (ou equivalentemente as [ primeiras linhas da tabela conjugada T)/).
Logo o niimero total de tabelas de Young T\ de A € H(d,l) é limitado por (n + 1)4+L. O

Teorema 11.10. (Berele e Regev) Se ¥ uma variedade ndo trivial, existem ¢ >0 e k > 0 tais que

L.(Y) = Zm,\ < enk.

AFn

O teorema abaixo mostra-nos que a codimensao de uma dlgebra de dimensao finita ndo excede sua
dimensao elevado a alguma poténcia natural.

Teorema 11.11. Seja R uma dlgebra de dimensao finita d. Entdo, para cadan € N, ¢, (R) < d".

Segue que se d = dim R < oo, entdo expR < d: exp(R) = limsup {/c,(R) = inf sup {/c,(R)

n— 00 NeN n>N
Portanto, pelo teorema anterior ezp(R) = inf sup v/c¢,(R) < inf d =d.
NeNp>N NeN

Adendo desta segdo: Fixamos A uma superalgebra de dimenséo finita sobre K, A = A© @AM,
Fixamos K algebricamente fechado e de caracteristica 0, por exemplo, K = C.

Denote por ¢ € Aut(A) o automorfismo de ordem 2 associado a A (10.11). Pelo teorema de
Wedderburn-Malcev , pode-se escrever A = Ay; @ J, onde J = rad(A) e Ass é uma subalgebra
maximal semissimples. Entao J é um ideal Z2—graduadcﬂ e além disso, por conta do teorema
sem perda de generalidade pode-se supor que A%, = A, e assim, segue que Ay é Zp-graduada.
Fixemos Ay = A1 & - - @ Ag, onde A; sdo superalgebras simples.

Dado que m := dim A < oo, A é artiniana a esquerda e portanto J é um ideal nilpotente, isto é,
existe p > 0 tal que JP = 0.

Seja © o conjunto de todos os produtos da forma

ByJBaJ - JBy #0 (38)

ondet €N, By, ..., By € {A1,..., Ay} e além disso, B; # B; se i # j. Defina

g= max{dim(Bl @ ®B,) | BiJBa - JB, € @}.

3Se ¥ é uma variedade nao trivial e U é uma PI-dlgebra tal que ¥ = var(U), entdo o n-ésimo cocardcter de ¥ é
definido como sendo o n-ésimo cocaracter de U.

4Suponha que exista x € J tal que © = xo+=x1, onde xg, x1 ¢ J. Entdo, como ¢(J) = J, segue que ¢(x1)+¢(z2) € J,
isto é, zg — x1 € J. Como consequéncia, (zo — z1) +x € J, o qual implica que zg € J, mas isso é um absurdo por
hipétese. Logo, J é um ideal Za-graduado.
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Lema 11.12. Sejam Bi, ..., B; superalgebras simples ndo necessariamente distintas provenientes
do conjunto {Aq, ..., At}. Se
ByJByJ---JB #£0 (39)

entdo dim(B; @ --- ® B;) < gq.

Demonstra¢do. Se em alguma superalgebra, digamos Bj, aparece mais de uma vez, podemos
supor que B; = By, para 1 < j <t. Como B1J, JB; C J, o produto B1JByJ ---JB1J---JBy #0

pode ser reduzido a um produto em O, e portanto dim(B; & --- @ B;) < q. O
Observacao 11.13. Seja C = CO UC™ uma base homogénea de A a qual é uwma unido das bases
homogéneas de Ay, ..., Ai e J respectivamente. Sejam c1, ..., ¢s elementos homogéneos distintos
de C N Ags e suponha que s > q. Entdo, qualquer produto de A que contém os elementos cy, ..., ¢
deve ser nulo em A. De fato, se o produto € da forma cix1coxo - Ts_1Cs, Onde T1, ..., Ts_1 € J,
pelo lema [I1.19 tem-se que c1x1coxa - - T5—1¢5 = 0.

Pela defini¢io de q, para cadai € {1,2,...,k}, dim A; < q. Concluimos que c1, ..., cs nao podem
estar simultaneamente numa mesma A;. Suponha que existam mondmios my, ..., ms ( alguns dos

quais podem ser o mondmio 1 ) em A tais que M = micimaocy -+ mgcsmgr1 7 0.

Escreva mo = xmb e suponha que ¢c; € A1. Como A;A; =0, para i # j, entdo x ndo pode estar em
nenhum A; comi # 1, logo x € Ay oux € J. Sex € J, entdo mo € J e assim temos c1maocs = c1jCa,
j € J. Caso ma € Ay, entio cy deve também estar em A;. Analogamente, escrevendo ms = ymj
vé-se que y ou estd na mesma componente de cy ou este pertence a J. Procedendo dessa forma,
iremos concluir uma das trés possibilidades, ou c1, ..., ¢cs € A1 ou micyma - csmgir1 € da forma
MICIMY -+ CsMgpl = MICI1T2C2 -+ TsCsMst1, T2, ..., Ts € J, ou ainda teriamos uma intercala¢do
de produtos da forma c'jc, onde j € J e c, ¢ estdo em componentes diferentes, juntamente com um
produto pertencente a uma mesma componente. Os dois primeiros casos saGo impossiveis como visto
acima. No ultimo caso, suponha s = g+ 1. O produto que precisamos ver se € nulo ou nao, tem a
forma

2 1= €1J1€2J2€3J3C4 * * * Ca—1JaCat1Mat1Catl ** * MsCs,

onde v >1,¢c1 € Ay, co € Ao, ..., Cq € An, Catly -5 Cs € Aqt1 €01, -+, Ja € J.

Se a = 1 entdo ca, ..., cs € Ay e meste caso s — 1 < dim Ay < q. Mas isso € um absurdo
pois s — 1 = q. Logo por inducdo basta analisar o caso o = 2, entdo c3, ..., cs € Az, donde
dim As > s — 2. Mas dim A3 < s — 2, pois caso contrdrio, A1 ou Ag seriam 0, logo, dim A3 = s — 2.
Consequentemente, dado que dim(A; & --- & Ag) = s, conclui-se que Ay = A5 = -+ = A, =0. F

portanto, dimA; =dim Ay, =1, e dim A3z =s— 2. Dessa forma, como
dim A; + dim A3 + dim A3 = s > ¢
temos que A1 JAsJAs =0, e em particular, z = 0.

Para o préximo lema, lembremos que se A = (A,...,Ax) F nep = (u1,...,14t) B m, entéo
escreve-se A< usek <teX < pg,..., < k-

Relembramos que G(A) = (E(® @ A®) @ (EM @ AM) é o envelope de Grassmann de A.

A observacgao é utilizada na demonstrac¢ao do préximo lema, esta pode ser encontrada em |19,
Lemma 6.2.2].

Lema 11.14. ([19, Lemma 6.2.2]) Seja X\ > h(d,l,t), onde d+1 > q, t > (d+1)m+p, m é a dimensao
de A, p o indice de nilpoténcia do radical de Jacobson de A e q definido como na observagdo anterior.
Se f € um polinomio multilinear correspondente a Dy, entio f € T(G(A)).

Como S,-médulos a esquerda, P, é identificado com K, logo P, = KS,, = ®rnly, onde
{I)\}Arn s@0 os ideais minimais bilaterais.

Corolério 11.15. Suponhad+1=q+1 et= (m+1)?, m = dim A. Entdo @ I, CT(G(A)).
A>h(d,Lt)

Demonstragao. Seja A > h(d,l,t). Dado que ¢ < m e p < m, tem-se que
t=m+1)2=m?+2m+1=m*+m+m+1>m?*+m+p+l=mm+1)+p+1>m(g+1)+p+1

e assim, tem-se que t > (d+1)m+p. Pelo lema dado um diagrama de Young Dy, e(D))K S, C
T(G(A)). Segue que I = (K S,)e(D))(KS,) C T(G(A)). O

O préximo lema diz-nos que a soma das dimensées das representacoes irredutiveis de .S, associadas
a diagramas de Young que se encontram dentro do gancho infinito H(d, ), é polinomialmente limitada.
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Lema 11.16. Sejam AFn e pbn', tais que p < X. Sen —n’ <¢, entio d, < dy < n°d,.

Lema 11.17. Ezistem constantes C > 0 e r > 0 tais que Z dy <Cn"(d+1)".

AEn

NEH (d,1)
Além disso, existem a, b > 0 tais que a igualdade assintétic dp(dir) ~ an®(d+1)", com h(d, 1, k) -
n € verificada.

Observagao 11.18. Seja x,(G(A)) = ZmAXA 0 n-ésimo cocardcter de G(A). Se A n € tal que
AFn

A > h(d,l,t), onded+1=q+1 et > (m+1)2, entio pelo coroldrio seque que e(Dy)K S, C

T(G(A)) e portanto pelo teorema[11.3, conclui-se que my = 0.

Proposigao 11.19. Seja A uma superalgebra de dimensao finita m e seja q definido como anterior-
mente. Entao, existem constantes Cy, r1 > 0 dependendo apenas de m, tais que para cada n € N,
en(G(A)) < Cin"tg™.

Demonstragdo. Seja xn(G(A)) = >\, maXxr 0 n-ésimo cocardcter de G(A). Se A F n é tal que
A>h(d,l,t) comd+1=q+1et=(m+1)? entdo pela observa(;éosegue que my = 0.

Se A # n é tal que my # 0, entdo a tabela de Young Ty estd contida em H(d,q — d) U (s7),
para algum d > 0, (o qual é representado na figura abaixo), onde s = (m + 1)2+m —qg+d e
B=(m+1)2+m—d.

De fato, escreva A = (A1, ..., A.) F n e suponha que exista i € {1,2,...,r} tal que \; > (m+1)?+m.
Seja d € {1,2,...,r} o maior inteiro tal que Ay > (m + 1)2 + m. Se d > ¢, segue que a tabela de
Young T, estd fora da tabela de Young de h(q+ 1,0, (m + 1)2), isto é, A > h(q+ 1,0, (m + 1)2), mas
isso implicaria que my = 0, um absurdo. Se A¢,41)24my1 = ¢ — d + 1, entao a tabela de Young T)
contém o diagrama T}, onde

n=((m+1)%+m+1,....(m+1)2+m+1,g—d+1,...,q—d+1).

k (m+1)24+m+1—d

Como (m+1)2+m+1—-(g—d+1)>m+1)2e(m+1)2+m+1—d>(m+1)2 segue que vale
n > h(d,q—d+1,(m+1)?), donde A > n > h(d,q—d+1,(m+1)?). Assim, my = 0, o que é mais uma
vez um absurdo. Portanto A(my,41)24m+1 < ¢ —d, e T estd contido em H(d,q— d). Como implicacao,
sem perda de generalidade assumimos que A\; < (m+1)%+m (se A ndo satisfazer tal condicao, pode-se
tomar um sub-diagrama p que o satisfaz). Além disso, A(p41)24m+1 < ¢, caso contrédrio my = 0, pois
terfamos A > h(0, (¢ + 1), (m + 1)2). Conclui-se que Ty esta contido em H(0,q) U (s?).

Segue que se my # 0, existe u = n/, n’ € N, tal que T), C T}, e este tltimo estd contido em
H(d,q — d), para algum d > 0. Portanto n — n’ < ¢, onde ¢ = s3. A figura abaixo ilustra esta iltima
passagem.

f(n)

5Diz-se que f(n) e g(n) sdo iguais assintoticamente, e escreve-se f(n) ~ g(n) se lim == =1

g(n)
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Pelo lema [I1.16]
du < d)\ < ncdu- (40)

Agora, seja Z = {A\ F m) # 0} e notemos que pelo teorema de Berele e Regev [11.10} existe M € N
tal que my < nM, para todo A € Z. Segue c,(G(A)) = Y oaenMady < n™ 3"\, dy e da equacdo
ez

q n q n
{@0) . (G(A)) < TLM+CZ Z ( Z du) \S/ nM+CZ Z C(n')"¢". Mas n' < n, logo
5 :

J=0n'=1 - T i=0n=1
MGPIIL( ilq ) o
q n q n
Cn(G(A)) < nMJcm Z Cn™q™ = nM+chrqn<Z 1) ( Z 1) — CnM+c+rqnn(q + 1),

j=0mn'=1 §=0 n'=1
donde segue que ¢, (G(A)) < C(q+ 1)nMretrtign Logo, para concluir a demonstracao, basta tomar
Ci=C@+1l)erir=M+c+r+1 O
Lema 11.20. Sejam A uma superalgebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado K
e BiJBsJ ---JB, # 0, para algumas subalgebras Zs-graduadas distintas By, ..., B.. Sejam f1, ...,
fr polindmios multilineares em varidveis distintas tais que para cada i € {1,2,...,r}, fi ¢ T(G(B;)).
Entao, se uy, v, wi, ..., Wr_1, Uy, U $SG0 NOvVAs varidveis, o polinomio multilinear

uy frorwiug fovaws -+ Wr—1 Uy frop
nao € uma identidade de G(A).

Demonstracao. Pela classificacao das superalgebras de dimensao finita, podemos supor, sem perda de
generalidade, que A é uma dlgebra do tipo a),b) ou ¢) de

Por hipétese, existem matrizes homogéneas (as quais podem ser tomadas como sendo da forma
ei; ou ce;;, dependendo se B; é isomorfa a My, ;(K) ou My (K & cK) respectivamente) by € By, ...
b- € Breey, ...,e._1 € J tais que biejby - --e,_ 1b #0.

Para cada i € {1,2,...,r} escreva f; = fl(fzr1 b ng)), onde n; € N. Como f; ¢ T(G(B;)),

existem elementos homogéneos xg ), ey :155“) € B, e gg ), ey gﬁbl) € G tais que fz(igl) ®g§i), .. xﬁf} ®

gnl)#o

Os polinémios f1, ..., fr podem ser considerados graduados considerando em cada i € {1,2,...,r}

)

que uma variavel f;i) é par caso 5;7) € B; ©) o impar caso contrario. Dessa forma, pelo final da prova
do lema@ segue que fz(ffgl) ®g§i) :CS“) ®g£fi)) = f(fgi), . ,E%)) ®g§i) - 'gv(z?. e tem-se também
que by = f(@",...,70) #0.

Se a;, ¢; € B; sao tais que a{lg ¢; = b; # 0. Com isso, o polinémio gi(ui,xgi), e a;SZ}, v;) = ulﬁvz

é tal que gi(a“xgl), .. 5; ,¢i) = b;.
Sejam h;, hi, t; € G de mesmo grau homogéneo que a;, €; € ¢; respectivamente. Entao, para cada
1e{1,2,...;r— 1}, obtemos
(i ® h) i@ @ g1, .70 0 gD) (e @ ) (e @ 1) = aifu(@ ... .7 )eiei © higy” - gD i,

donde segue que

(@i @ ha) i@ @ g\, .. 70 @ D) (e @ B (e; @ 1) = bie; @ higt - -~ gl bt
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Como dim G = oo, existem h;, h}, t;, g%j), R gg), i, j€{1,2,...,r}, tais que

hlgil) e g(l)h/ltlh29§2) N 9(2)hl2t2 e t'rflhrggr) e g'g’;)h:’ 7{ 0.

ni n2
Consequentemente, se o polinémio wuq f1vywius fovows « - - wy_1u. frv, for avaliado em

ui:ai®hi7 rUi:Ci®h27 wi:ei®ti7 xg]):ﬁZ)@gy)a,335;):55;)@9%)7 i€{172a"'37ﬁ}

obtemos o resultado do lema. O

Faremos uma alusao ao processo de colagem de diagramas de Young e evidenciar dois resultados
que sao utilizados na demonstracao do teorema principal desta secao.

Exemplo introdutério 1: Sejam Ay = (6,6,3,2,1) - 18 e A2 = (2,1) F 3. Considere as
respectivas tabelas de Young Ty, e Th,:

)\1:

h(2, 3,3) Az h(1,1,1)

as quais sao inseridas em h(2, 3,3) e h(1,1,1) respectivamente. Entao, podemos “colar” (sindénimo aqui
de justaposicao) Ty, e T, via a regra

e Colar a primeira linha de Ty, a (2 + 1)-ésima linha de T}, .
e Colar a segunda linha de Ty, a (2 4 2)-ésima linha de T),.

E com isso, obtemos o diagrama abaixo, o qual é denotado por T, T},

A
T)\l*TAQ
notemos além disso que A F 21.
Construgao geral da tabela de Young:
Considere as partigoes A\ - ny, Ao F ng, ..., A F n, e suponha que elas satisfazem
h(di,li,tifsi) < )\1 < h(dl,l“tl), para todo 1€ {1,2,...,7“} (41)
onde hy, l;, t; sdo inteiros positivos, ¢ € {1,2,...,r}, e além disso
ti—si >tiv1+liv1, e t;—s;>ti41+d;+1 paratodo i€ {1, 2,... ,’I“}. (42)
Denote por 11 =T}, ..., T, =T}, os respectivos diagramas de Young e L4, ..., £, os comprimentos
das primeiras dy, ..., d, linhas de T, ..., T} respectivamente. Andlogo para as colunas, onde Ky,
..., K denota os comprimentos das primeiras [y, ..., [, colunas de Ti, ..., T, respectivamente. A

condigao diz-nos que I; +t; —s; < L; < l; + t;, para cada i € {1,2,...,7}, e similarmente
di +t; —s; <K; <d; +t;, paracadai € {1,2,...,r}.
A condigao [42| permite-nos colar os diagramas seguindo a seguinte regra

e Colar a primeira linha de T a di + 1-ésima linha de T7.

e Colar a segunda linha de T a dj + 2-ésima linha de T7.

e assim por diante. Isto é, juntamos a j-ésima linha de 75 a dj + j-ésima linha de 77. O mesmo
processo se faz com T; e T, onde formamos a tabela denotada por T; x T; 11, cujo nimero de caixas
é n; +n;y1. Por indugdo, formamos a tabela Ty =Ty xTo - -+ % T, onde A F (ny + -+ +n,.). Abaixo
ilustramos essa colagem de tabelas.
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B
<>,
A

Vamos agora mostrar como podemos fazer colagem de diagramas de Young, para isso, iremos nos
apoiar no exemplo anterior.

Exemplo introdutério 2: Sejam A\; = (6,6,3,2,1) F 18 e Ay = (2,1) + 3. Considere os
diagramas de Young

518 [9 [11
4 3 [17]18]15]16 Dy, = |13
Dy, = 7[14]12 2 |
13]10
6

Baseados na construgdo acima, podemos “colar” Dy, em D), da mesma forma com que fizemos com
a tabela de Young, porém antes fazendo a seguinte modificagao:

Adiciona-se n; = 18 a cada entrada de D),

e assim, obtemos um novo diagrama:

19 21|

bu= 1%

Posteriormente adicionamos (analogamente ao feito acima) Dy, e D}, , obtendo o diagrama Dy, x D},

12158 Jo [11

4 |3 [17]18]15]16
Dy, x D}, = 7] 14]12{19]21
13[10[20
6

Construcao geral do diagrama de Young:

Sejam Dy, ..., D, diagramas de Young correspondentes a A1, ..., A.. Para cada j € {1,2,...,r},
denote por ) as entradas de Dj e escreva D; = Tj(ozq(fv)).

Se j € {2,...,r}, formamos o diagrama D’ = Tj(aq(ﬂ,) +ni+mn2+---+nj_1). Com isso temos
D} = Tg(al(fv) +mn1), D = T3(Oé$1§}) +n1+ng2), D) = T4(Oz1(ﬁ;) +mn1 +n2+n3). Analogamente & colagem
de tabelas feita acima, construimos o diagrama Dy = Dy x Dy x---x D..

{1,2,...,m} se j=1

Agora, definimos N; =
& / {{n1+-~'+nj_1+1,...,n1+‘~+nj}, se je{2,...,n}.



90

Se N = {1,2,...,n} temos a unido disjunta N = Ny U---U N,. Para cada j € {1,2,...,r},
considere Sy,; o grupo simétrico agindo sobre N;, e portanto K'S,,,, ..., K.S,, podem ser mergulhados
em KS,. Além disso KS,,, N KS,,, = Ke, para quaisquer i # j.

Lema 11.21. Suponha que A1, ..., A\, satisfazem as condigoes[{1] e[f4 e D1, ..., D, sdio os diagramas
de Young correspondentes. Se Dy = Dy * Dy % ---x D,., entdao e(Dy) = e(D1)---e(D,) + b onde b é
uma combinagao linear de o € Sy, que satisfazem o(N;) € N;, para algum i € {1,2,...,7}.

O préximo lema serd usado para demonstrar o teorema de Giambruno e Zaicev sobre a existéncia
e integralidade do PI expoente. As demonstragoes de [11.21] e [11.22| podem ser encontradas em [17]
ou [19].

Lema 11.22. Seja A uma superalgebra de dimensdo finita sobre um corpo algebricamente fechado K.

Sejam By, ..., B, subalgebras Zo-graduadas de A tais que B1JBsJ ---JB. #0 e
d=dim(B" & e B®), 1=dmB" & ..o BW).

Entdo, para todo inteiro positivo t > 2dim A, existe uma particio A+ n com h(d, 1, 2t—s) < Ah(d, 1, 2t),
onde s = 4dim A. Além disso, existe um diagrama de Young Dy tal que e(Dy)f ¢ T(G(A)) onde
flx1, ..., xy) € algum polinémio multilinear com deg f < n + 3dim A.

Lema 11.23. Seja A uma superalgebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado de
caracteristica 0. Seja ¢ > 0 como definido apos @ Entao, existem constantes Cy, Ca, 71, 72 que
dependem de dim A tais que Co # 0, e para cada n suficientemente grande, valem as desigualdades

Con™q" < ¢, (G(A)) < Cin™q".
Em particular, exp G(A) ezxiste.

Demonstra¢do. Sejam d := dim(B%O) e Bﬁo)), l:= dim(Bgl) @ Bﬁl)) e m = dim A.

Se N € Ncom N > 7m?+3m, pelo algoritmo de Euclides pode-se escrever N —dl—3m = t(2q) +r,
onde 0 < 7 < 2¢g — 1. Observamos que t(2q) + 1 + dl + 3m > Tm? + 3m < t(2q) +r + dl > Tm?.

Por outro lado, como d+1 = ¢, tem-se que d < g e | < g e portanto dl < ¢%, em particular dl < m?.
Segue que t(2m) +2m +m? > t(2q) +r + dl > Tm? se e somente se 2t + 2 +m > Tm, se e somente se
2t 42 > 6m e se e somente se t > 3m — 1. Como (3m —1) —2m =m —1 > 0, concluimos que ¢t > 2m.
Pelo lemaexistem n, At n com h(d, 1,2t —4m) < X < h(d, 1, 2t).

Existe f um polinémio multilinear, tal que n < deg f < n + 3m, e um diagrama de Young D)
satisfazendo e(D,)f ¢ T(G(A)). Se ¢ = deg f, definimos

Fixy, oo ey Tort, ooy tn) = f(T1, 0o Te) Tyl TN-

Segue que se T; = z; ® h;, onde z; € A e h; € G sado elementos homogéneos, para i € {1,2,...,N},
entao

fl(:rl@hl""5‘Tc®hcaxc+l®hc+17~--axN®hN) :f(:cl®h1,...,wc®hc):cc+1~~xN®hC+1~~hN,

Pela definigcao de fsegue que f'(x1 @ h1y. .. Te @ hey Tey1 @ heg1,. ., 2y @ hy) = (f(xl,...,:tc) ®
hi---he)xesr TN @ heg1 -~ hy, isto é

F 1 @hi,. ., 2e@he,Tey1 @ ety Ny @hy) = f(T1, -, Te)Tey1 TN @Ay -+ hy.

Em particular

e(DA)f (1 @h1, ..., 8 @he, Tey1 @ heqr,...,xan Qhy) = e(Dy)f(z1,...,2e)Teq1 TN @by -+ hy.

—_~—

Dado que e(Dy)f = e(D,)f, a igualdade acima se torna

—_~—

e(DA)f/(xl ®h1, .o, Te @ hey Teta ®hc+1;~-~,xN®hN) = €<D)\)f(.’£1,...71'c)1'6+1~--xN®h1~.~hN,

—~—

Como e(Dy)f ¢ T(G(A)), pelo lema |10.29] e(Dy)f ¢ T(A) e assim, existem elementos homogéneos
wi, ..., we € A tais que e(Dy) f(ws,...,w:) # 0.

—_~—

Existe elemento homogéneo da forma b = e;; ou b = ce;; tal que e(Dy) f(wr, ..., we)b # 0. Assim,
S€ Wep1 =b € Weqa = -+ = WyN = €55 temos que

—_~— —_—

e(Dx)f(wi, ..., We)Wep1Weq2 - - wn = e(Dy) f(wr, ..., we)bej; = e(Dy) f(wi, ..., we)b#0.
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Por outro lado, como dim G = oo, existem g1, ..., gy € G tais que g7 --- gy # 0. Logo

F (w1 ® g1,y We ® Gey Wer1 ® Gett, -, WN @ gn) 7 0.

Isto é, e(Dy)f ¢ T(G(A)).
Como A < h(d,1,2t), T\ estd contido no diagrama

A
gd
K v
§2t
< ........ g >
"
< ........... >

e assim (2t+1)d+2tl = 2td+1d+2t1+2¢(d+1)+1d = 2tq+1ld > n. Analogamente, de A > h(d, 1, 2t—4m)
segue que n > d(2t —4dm + 1) + (2t — 4m)l = 2t(l + d) — 4md + dl — 4ml = 2tq — 4mq + dl. Pelo
teorema da ramificacao [8.44| segue que K Sye(Dy)f C @ I,f', onde I, ¢ o ideal minimal bilateral

puEN
u>N

de K Sy correspondente a u. Consequentemente, existe u > A e um diagrama de Young D, tal que
KSne(D,)f" € T(G(A)).
Em particular, ey (g(A)) # 0 e além disso ey (G(A)) > dy > dp(a,1,2¢—am)- Observemos que

N — |h(d,1,2t — 4m)| = N — (2tq — 4mq + dl) = 2tq + dl 4+ 3mr — 2tq + 4mq — dl = 3m + r + 4mg.

Como 7 < 2¢ < 2m, temos N — |h(d, 1,2t — 4m)| = 3m + r + 4mq < 3m + 2m + 4m? = 4m? + 5m.
Pelo lema |11.16} d,, > N‘4m2_3mdh(d)l’2t,4m).

Agora por (11.17, dp(q,1,2t—am) ko0 akb(d + 1)* = akbq" donde existe kg € N tal que k > ko e
dn(d,1,2t—am) = ak’q".

Se n > max{N, ko}, conclui-se que existem constantes Cs, 12, com Cs # 0, as quais dependem
somente de m = dim A, e tais que ¢, (G(A)) > Can™q".

A outra desigualdade segue da proposicao [[1.19] O

Estamos j4 em posicao para demonstrar o teorema de existéncia do PI-expoente. Entretanto,
gostariamos de retirar a hipétese de o corpo K ser algebricamente fechado. Para tanto relacionamos
a codimensao da dlgebra A®p K com a de A, onde F' denota um corpo de caracteristica 0 e K é uma
extensao de F. O préoximo resultado ira fazer isso. Nao iremos demonstra-lo aqui.

Teorema 11.24. ( [19]) Sejam F wum corpo de caracteristica 0 e A uma F-dlgebra. Se K € uma
extensao de F', com K wm corpo algebricamente fechado, entao c,(AQp K) = ¢,(A), para cadan € N.
Além disso m (A ®p K) = mx(A), para cada n € N.

Teorema 11.25. (Teorema de Giambruno e Zaicev) Seja R uma PI-dlgebra sobre um corpo K de
caracteristica 0. Entdo, existe um inteiro ¢ > 0 e constantes Cy, Ca, 11, 12, com C1, Co € Z>qg €
Csy # 0, tais que para n suficientemente grande

Con™q" < ¢, (R) < Cin™¢".
Em particular, exp R existe e exp R € Z>.

Demonstracao. Pelo teorema pode-se assumir sem perda de generalidade que K é um corpo
algebricamente fechado. Por outro lado, pelo teorema de Kemer existe A uma superalgebra de
dimensao finita sobre K tal que T(R) = T(G(A)) e em particular, para todo n € N ¢, (R) = ¢, (G(A)).
O resultado segue imediatamente do lema [11.23 O

Proposigao 11.26. a) Se % C ¥ sao variedades de dlgebras, entdo exp % < exp ¥ .
b) Se A, B sao PI-dlgebras, entio exp A @ B = max{exp A4, exp B}.
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Exemplo 11.27. Dada uma lista de inteiros (dy,...,dm) € Zso, denota-se por UT(dy,...,dy) o
subcongunto de Mg, ...q, (K) consistindo das matrizes triangulares superiores em blocos

Ll Ce Olm
A= B
0 - Ln
onde Ly, ..., Ly, sao matrizes quadradas de ordem dy X dy, ..., dp X dy, respectivamente, e Cj;

sao matrizes retangulares de tamanhos apropriados. Denotando por B;; o subespaco das matrizes de
mesma ordem que Cjj, por abuso de notagdo pode-se escrever

My, (K) Bz - Bim
0 Mg, (K) - Bom
UT(dy,...,dn) = ' ' '
0 0 <o Mg (K)
Entdao UT(dy,...,dn) € uma subdlgebra de Mg, +...1q, (K). Suponha que m = 2, vamos primeiro

calcular exp UT (dy1, dg). Considere o ideal H de UT(d1,d2) dado por

o 0 312
H(O O).

Uma base de H é H={e;;: 1<i<dy, di<j<di+ds}.
Seque que H é um nil ideal, e portanto, H C rad(UT(d1,ds)). Considere agora a fun¢ao

v U ) > M) M) (5 0) = (5 ¢)-

E imediato que ¥ € um epimorfismo de dlgebras e além disso, Ker(y)) = H. Pelo primeiro teorema
do isomorfismo seque que UT (d1,d2)/H = My, (K) ® Mg, (K). Como My, (K)® Mg, é semissimples,
seque que rad(UT(dy,d2)/H) = rad(UT(dy,d2))/H = 0 donde tem-se que rad(UT(d1,ds)) C H e
portanto que rad(UT(dy,d2)) = H.

Notemos agora que €11€1,d, +1€dy+1,d1+1 = €dy+1.,d,+1 € seque que Mg, (K)B12Mg,(K) # 0. Logo

exp UT(dy, dy) = dim My, (K) + dim My, (K) = d} + d3.

No caso geral o resultado seque de forma andloga, notando que rad(UT(d1,...,dn)) = ®i<;jB;j. De
fato, qualquer matriz

0 Biz -+ Bin

0 0 - Bopy

Ae@G, onde = e .

o 0 - 0
¢ nilpotente, donde tem-se que rad(UT(dy,...,dy,)) € G. Pelo mesmo raciocinio feito na construgdo
da fungao ¢ acima, conclui-se que rad(UT(dy,...,dpn)) = G = @Kj B;j. Consequentemente, segue

que expUT(dy,...,dp) =d?+ - +d2,.

Teorema 11.28. Seja A uma dlgebra de dimensdo finita K de caracteristica 0. Entdo

a) expA < dim A

b) Considere Q2 o conjunto de todas as subdlgebras simples B C A e d = max{dimyp) B : B € Q}.
Se B € Q) € tal que dimyp) B = d, seque que exp A = dimypy B.

Em particular, se A € simples exp A = dimz(4) A.

c) A dlgebra A € central e simples sobre K se, e somente se, exp A = dimg A.
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12 Resultados principais 2: Caracterizacao das variedades de
algebras associativas cujas codimensoes tém crescimento
polinomial

Nesta secao iremos fornecer caracterizagoes de variedades com crescimento polinomial das suas co-
dimensoes, o principal resultado é teorema [12.21] o qual fornece 4 caracterizacées. Os resultados
trabalhados aqui sdo devidos a Giambruno, Zaicev ( [18]) e Kemer ( [24]).

12.1 Separacao de T-ideais de PI-algebras pela algebra de Grassmann

Proposicao 12.1. Seja G a dlgebra de Grassmann sobre K. FEntao, cada S,-mddulo irredutivel
aparece com multiplicidade 1 em P,/P, NT(G), para cada n € N, e além disso todas as parti¢oes
associadas estao em H(1,1). Em outras palavras, para cada n € N

xn(G) = Z XA+
AEn
ACH(L,1)

Demonstragdo. Seja A uma particio de n com A C H(1,1). Entdo A = (k,1,1,...,1) = (k,1"7F).
Considere o diagrama de Young D, dado por

1 2 ... ... k

k+1

n—1

n

Nas notagoes da secao 8 segue que R(Dy) = Sk, e C(Dy) = (1,k+1,...,n)Sn—kt1.
Considere agora um mondémio w = x1 - - - &,. Vejamos que se w, = e(D))w, entdo como 7 € C(Dy)
fixa os elementos {2,3,...,k}, temos

we=( Y, o) > (“D)Taray@a BkEreg)  Trn))-

oc€R(D)) T7€C(Dy)

Vamos mostrar que wy ¢ T(G). Isso implica que na soma x,,(G) = >, mMuXy, todas as particoes
da forma u*) = (k,1"*) sao tais que m,m > 1. Considere os elementos T1 = €1, Tg11 = €2, ...,

Tp = €n_kt1, € T2 = €y k1260 k43, T3 = Cn k4 dCnkt5s -+ -5 Tho1 = €n_1€n41, Th = Cnik—2€ntk—1-
Como 7, ..., T € GO segue que
Wi (T -+ Tn) = ( E O'>EQ"'gk<5n—k+1(51a‘%k‘+l7~-~7§'n))-
oc€R(Dy)
Por outro lado, $p—k4+1(T1, Tgt1,.--Zn) = (m—k+ 1)le - ep_py1 # 0, donde tem-se que

wk(%lw"vgn) = (n_k+l)!< Z U>52“'5n(n_k+1)!61'“6nk+1~

o€Sk

Logo wi(Z1,...,Tn) = (n—k+ 1)kle; - epyp—1 #0.
Sabe-se do teorema 4.3 que ¢, (G) = 2”1, para todo n € N e também que ¢, (G) = Z deg x -

AbFn
Para cada u*) F n, em cada entrada de T, o comprimento do gancho (,7) é dado por

hi=k-14n—-k+1=n, h;=75-1, jG{Q,...,k}, hp=1-1, lE{k‘-ﬁ-l,...,’l’L}

e pela féormula do gancho [8.40)

gX/L(’“)_Hhij _nzk_lkn—l o (n—k)']{:' o E—1/)

.3
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Como Y., degx» > Ez;ll (#71) = 2771, conclui-se que x»(G) = > ;_, Xuto = 2 O

An XA
ACH(1,1)
Resumimos no teorema abaixo os resultados conhecidos sobre a dlgebra de Grassmann sobre corpos
de caracteristica 0. Foram estabelecidos na secao 4.1 bem como na proposigao [12.1

Teorema 12.2. Seja G uma dlgebra de Grassmann sobre um corpo K de caracteristica 0. Entdo, sao
verificados:

a) T(G) = ([[z1, z2], 23])"

b) cn(G) =2""1, para todo n € N.

¢) xn(G) = Z XA-
AFn
ACH(1,1)
Segue de imediato de ¢) que l,(G) = n, para todo n € N.

Proposigao 12.3. Seja ¥ wma variedade de dlgebras associativas sobre um corpo de caracteristica
0. Entdo, ¥ satisfaz uma identidade standard se, e somente se ¥ nao contém G.

Antes da demonstracao da proposicao acima, precisamos de alguns fatos.

Dado k > 1, sabe-se que e(x) = desk(—l)aa. Considere 7,] > 0 tais que r+1l+1=kea
subdivisao {i1,...,4r,J1,---,J1,t} = {1,2,...,k}.

Afirmamos que e(yry[[zi, -+ @4, , 25, x5, ], 2] = 0.

Ao invés de agir com Sy no conjunto {i1, ..., j1,--.,Ji,t}, é suficiente supormos que i; =1, ...,
ip =71 =7+, ..., 51 = k—1,t = k. Notemos que se p(x1,...,7x) = eqn)[[1 - Tp, Try1 -+ Tp_1), 71,
entdo p(z1,...,25) = A+ B+ C+ D onde

A=x1 2, B=—Tpp1 - Tp—121 - 2, C = =221 -+ X1, D = TpTpi1 - D121+ T
Por conta do teorema existe a € K tal que ex)p(@1, ..., 2Tx) = asg(r1,...,71). Dessa forma
6(1k)A + €(1k)B + 6(1k)C + 6(1)kD = Qe(1)k Sk = aklsy

logo, os monomios de e(1xyA+e(1x) B +ex)C +e(1yr D possuem o mesmo coeficiente em e(yx), e assim,
basta calcularmos o coeficiente a € K de x1 - - - ) em e(1#)P- Se aa, ap, ac, ap sdo os coeficientes de
Ty T €m 6(1k)A, e(lk)B, 6(1k)C7 6(1k)D respectivamente, entao a4 +ap + ac +ap = a.

Note agora que para se obter x1To - T;Tpq1 - - Th—1T 41 - - - Tk Precisa-se agir em B com exata-
mente p = k — r — 1 transposigoes, e disto, conclui-se que ag = —(—1)".

De forma andloga mostra-se que ac = (—1)*"Leap = (—=1)"P(=1)*"1. Comoas =1lek—1=p+r
tem-se que

a=1- (=17 —(=D""+ ()P0 =1 (1)) (1 - (1))

donde segue que a = 0 pois niao importa a paridade de p,r, ou (—=1)"” =1 ou (—1)"*? = 1.
Vamos entao para a demonstracao da proposi¢ao acima.

Demonstracio. (=) : Suponha que ¥ satisfaca a identidade standard de grau m.
Dado que sy, (e1,...,em) =mler -+ - ey # 0, segue que G ¢ V.
(<) : Suponha que f é um polindémio multilinear, f € T(¥) e f ¢ T(G). Notemos que se p,q,a e
b sdo monomios em K (X), pela observagao 4.2 segue que [[p, q|, ab] = [[p, q], alb + al[p, q], b].
Por outro lado, por temos que os elementos de T(G) podem ser escritos como combinagao
linear de elementos da forma
a[[xh C Ty, Ty "'le]’xr]b (43)

onde a, b sao monomios de grau > 0.
Lema implica que para cada n € N, P,,/P, NT(G) é gerado por elementos da forma
Ly o Ly, [zjl ) x]é] T [Ijszl ) sz»m] + P, N T(G) (44)
com
i1<"'<ika jl <j2"'j2’m7 2m+k:n7 € {ila"'7ik}m{j17"'aj2m}:Q- (45)

Dado que f € P, mas f ¢ T(G), pode-se assumir sem perda de generalidade que um elemento da
forma
Ty T [Thgr, Trga) o [Tt T (46)



95

aparece na soma de f com coeficiente 1. Substituindo em f os elementos 1, ..., xj por respectivamente
[z1,91]), .-, [Tk, Y], obtemos o polinémio g(z1,...,%n,Y1,--.,Yx) 0 qual é também uma identidade
de ¥. Qualquer avaliagdo ¢: X — K(X) em ¢ é ainda uma identidade polinomial, e além disso, se

{i1, ik, J1s -y dom} # {1,2,...,n}, pelo lema segue que

Liy w0 iy, [le ) mjz] T [ij'rnfl7xj21n] € T(G)
Portanto g(z1,...,Zn,Y1,---,Yk) = [T1,91] [Tk Uk)[Tht1, Thpo] - - [Tn-1,Zn] + h, onde h € P, N
T(G). Renomeando as varidveis, temos g = [x1, 2] - - - [T29—1, T2¢] + h, onde h € Py NT(G) é uma
combinagao linear de elementos da forma Vejamos que se {i1,... ik, J1,---,41,7} € {1,2,...,2q}
e ainda se Sg;, i, ji....5,r) denota o conjunto das permutagdes do conjunto {iy, ..., ik, j1,- -, Ji,7},

entao denotaremos

v= > (-1)%0.

TES iq, o yiggod1serdpor}

Entao existe a € K Sy, tal que e(;2¢) = av.
Sem perda de generalidade podemos supor h = a[[z;, - - - 4, , &}, - - - T;,], )b, onde a, b sdo mondmios
de grau > 0. Pelo argumento utilizado apés o enunciado da proposigao, tem-se que e(j2qyh = avh = 0.
1 1
Pela observacao H 2—(16(124)9 = —qe(lzq)[:vl, To] -+ - [T2g—1, Tag] = S2q-

2
Segue que sy, ¢ uma identidade em ¥ O

Corolario 12.4. Seja A = A©®) @ AN uma superalgebra tal que G(A) satisfaz uma identidade stan-
dard. Entdo o ideal AAM A ¢ nilpotente.

Demonstracdo. Suponha primeiro que K seja um corpo algebricamente fechado. E suficiente mos-
trarmos que A1) C J, onde J = rad(A).

Vamos analisar primeiro o caso em que A é semissimples e A1) # 0. Pelo teorema de Wedderburn-
Artin e o teorema de classificacdo de superalgebras simples de dimensao finita A pode ser
escrito como uma soma direta de superalgebras simples, as quais sdo da forma My (K), My, (K)
ou My(K ®cK), com ¢? =1. Como AM £ 0, pelo menos uma das componentes da soma direta de
A é da forma My ;(K) ou My (K & cK).

Se My ;(K) é uma dessas élgebras simples da decomposicao de A, e k > [ > 1, considere o
homomorfismo de algebras

b
Y My (K) = M, (K) ((z d) — aei,1 +ber g1+ cepyi1 + derr1 pt1-

Dado que ¢ ¢ injetor, segue que M; 1 = 1)(M 1)). Dessa forma, sem perda de generalidade pode-se
supor que M 1 (K) é uma subalgebra de My, ;(K), e portanto G(A) contém a subalgebra

F = (K(en +e2)®G0) @ (K(e1a +ex) @ GV).

Dado que G mergulha em F' e dim F' = dim G, conclui-se que F' 2 G. Porém isso é um absurdo pois
G nao satisfaz nenhuma identidade standard. Logo, M}, ;(K) nao é uma dessas algebras.

Caso My (K @ cK) seja uma destas dlgebras simples, entdo como K @ cK pode ser considerado
uma subalgebra de My (K @ cK), segue que G(A) contém a subalgebra

GEK®cK)=(KocK)2 GV e (KacK)oGW)

a qual é isomorfa a G pois dim(K ®cK) = 1, e assim, como no caso anterior, obtemos uma contradigao.
E assim, M (K @ cK) ndo pode ser uma dessas dlgebras simples. Consequentemente, A ndo pode ser
semissimples.

Como A nao é semissimples, seu radical de Jacobson .J é nao nulo, e assim, podemos considerar a
algebra A/J a qual é semissimples e G(A/.J) satisfaz também uma identidade standard. Consequen-
temente, pelo feito acima, A /J = 0, donde tem-se que A1) C J.

Resta-nos ainda considerar o caso em que K é um corpo qualquer de caracteristica 0. Nesta
situacdo, se L = K é o fecho de K, defina A; = A®x L e G, = G @k L. Entdo, como

Gr(AL) = ((AO GCMQL® L) T <(A(1>) GV QL L),

tem-se que G(Ayr) satisfaz a identidade standard se, e somente se, G(A) satisfaz a identidade stan-
dard. E assim, aplica-se a primeira parte a G e Af. O
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O préximo teorema é o principal desta subsecao, ele caracteriza variedades que sao geradas por
algebras de dimensao finita em termos da dlgebra de Grassmann. De maneira menos formal, pode-se
dizer que a algebra de Grassmann separa T-ideais de variedades geradas por algebras de dimensao
finita.

Teorema 12.5. Dada uma variedade V', sao equivalentes:
a) ¥ =wvar(A), onde A é uma dlgebra de dimensao finita.
b) ¥ satisfaz uma identidade de Capelli.
¢) Para todo n € N, x,(¥) C H(d,0), para algum d > 1.
d) ¥ satisfaz uma identidade standard.

e)G¢V.

Demonstragdo. A implicagdo a) = b) segue por b) e ¢) sao equivalentes por Se uma varie-
dade satisfaz uma identidade de Capelli, entao por definicao, esta satisfaz uma identidade standard,
donde segue que b) implica d). Por outro lado, pela proposigéotem—se que d), e) sdo equivalentes.
Resta mostrar que e) implica a). Pelo segundo teorema de Kemer existe uma superalgebra
A=A ¢ AN de dimensao finita tal que ¥ = var(G(A)).

Pelo corolério o ideal AAM A é nilpotente, portanto, I = G(A)(AM) @ GM)G(A) também
é nilpotente, e existe m € N tal que I"™ = 0. Logo qualquer produto contendo m fatores da forma
a®g,ac AV ge G, deve ser nulo. Seja {ay,as,...,a,} uma base de A e t = max{k,m}, se
{e1,...,é€n,...} representa os geradores de G, defina & = {a;®e; : 1 <i <k, 1<j <t} Considere
C a subalgebra de G(A) gerada por A ® 1 juntamente com &. Entdo C tem a forma

CZ{ZO&jT1’j~'-7‘nj,j||J<OO, Tl’j,...,T‘nj’jE(AO@)l)U@@, Oé]‘EK}.
jeJ

Além disso, C = C© @ CM) e dim C' < co. Vamos mostrar que ¥ = var(C). , Notemos que isso
equivale a T'(¥) = T(C).

Dado que C é uma subdlgebra de G(A), e T(¥) = T(G(A)), segue que T'(C) C T(G(A)). Portanto,
é suficiente ver que se f ¢ T(G(A)), entao f ¢ T(C). Para isso, considere f ¢ T(G(A)). Existem by,

b €A g g, €GO ay, o a, € AV by by € GO tais que
f(bl & gi,---, bs & Gs, Qiy 0y hla vy Qg ® h’n—s) 7é 0. (47)
Reagrupando os elementos da avaliagdo em [47] obtemos um polinémio u(x1, ..., z,) tal que

f(b1®glv"-abs®gsaai1 ®h1a"~aain_s®hn—s) == u(bl,“'7bsyai17"-aain_s)®gl "'gshl "'hn—s 7é 0

(48)
Conclui-se de 48| que em particular (gq - - gs)h1 - - hn—s # 0. Disso segue que n — s < m < t. Dessa
forma, podemos avaliar f(x1,...,2,) nos elementos by ® 1, ..., bs®1, a;; ®ey, ..., a;,_ . Qep_s € C.

Assim
f(b1 9 1, ;bs 29 1,@1‘1 ®h1,... ,ai”fs ®hn,5) = U(bl,.. .,bs,ail,...,ainfs) ®h1 "'hn,S 7é 0
implicando que f ¢ T'(C). Concluimos entdao que T(G(A)) = T(C) e portanto ¥ = var(C). O

12.2 Caracterizacoes de variedades de crescimento polinomial

Primeiro estabelecemos alguns resultados a respeito dos elementos idempotentes que definem as re-
presentacoes irredutiveis de S, bem como alguns fatos classicos sobre o PI-expoente.

Lema 12.6. Sejam AtFn e pukn’, comn’ <n, e suponha A > p. Seja Dy o diagrama de Young no
qual os inteiros 1,2,...,n' sao arranjados em um subdiagrama D,,. Entdo, existem a, b € K.S, com
ep, = ae(D,)b.

Demonstragdo. Por hipétese, R(D,) e C(D,) sao subgrupos de R(Dy) e C(D),) respectivamente.
Dessa forma, tem-se a uniao disjunta em classes laterais a esquerda e a direita respectivamente

R(Dy) ZUTiR(Du), e C(Dy) ZUC(DM)Ui.

Dessa forma, como

e(Dy) = (—1)“702( Z T)( Z (—1)”0)
)

TER(Dy),0€C(Dy) oceC(Dy
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segue que
wo0=(To)( £ A F cvre)(Senea)
B r€R(D,,) 0eC(D,) j
eassim, sea =3 ;7 eb=>3(-1)%0;, entdo e(Dy) = ae(D,)b. O

A demonstragao do préximo lema pode ser encontrada na pagina 139 de [19].

Lema 12.7. Seja d um inteiro positivo e A = n, com A = (k%), onde kd = n. Entdo, existe kg € N
mn

tal que para todo k > ko dy = deg x > -1
Lema 12.8. a) Se % C V¥ sao variedades de dlgebras, entio, para todo n € N, ¢, (%) < ¢, (V) e
portanto, exp % < exp¥ .

b) Se R e S sao duas PI-dlgebras, entao, para todo n € N, c,(R® S) < ¢p(R) + cn(S). Segue
disso que exp R ® S = max{exp A, exp B}.

Teorema 12.9. Dada uma PI-dlgebra R, sao equivalentes:
a) A sequéncia (¢, (R))n € polinomialmente limitada.
b)expR<1

¢) Existe uma constante ¢ € N tal que xn(R) = arn  maxx onde para cada A F n, |A| — A\
[A=X1<q
denota a quantidade de cairas que estdao abaizo da primeira coluna da tabela de Young T).

Demonstragdo. a) = b) : Por hipétese, existem C,t > 0 tais que c¢,(R) < Cn', para todo n € N.
Dessa forma, segue que exp R = lim, o0 {/¢n(R) < limy, 0o VOt = 1.

Suponha sem perda de generalidade que para qualquer ¢ > 0 existe N € N e A\ - N tal que
A2 :=m > q e my # 0 na decomposicao de xny(R). Considere agora D) o diagrama de Young obtido
preenchendo-se a primeira linha da esquerda pra direita (comegando na posigao (1,1)) com os niimeros
1,3,...2m — 1 e na segunda linha (comecando em (2,1)) com 2,4,...,2m. Tal diagrama é esbogado
na figura abaixo.

Jom -1

Dado que m) # 0, pelo teorema [11.3] existe um diagrama de Young D) e um polinémio f € Py tal
que e(Dy)f nao é uma identidade em R. Sem perda de generalidade, pode-se assumir que f é da
forma f(z1,...,zN) = AT 5(1) "+ T (N) onde w € Sy. Considere agora Ss,, mergulhado como um
subgrupo de Sy via

t: Sopm — SN, 0¢—>< 1 2 2m 2m + 1 N>

o(l) o(2) -+ o@2m) 2m+1 ---N

Se pp = (m,m) F 2m, entdo p < X. Assim, se D, é o diagrama associado a p, pelo lema m
segue que e(Dy) pode ser escrito como uma combinagao linear de elementos da forma 7e(D,)o,
onde 7,0 € Sy. Dado que e(D))f ndo é uma identidade em R, existe um polinémio multilinear g
(0 qual também pode ser assumido ser um monémio) tal que e(D,)g nao é uma identidade em R.
Escreva g(1,...,2n) = GoTe(1)01 - - G2m—1T¢(2m)d2m, onde £ € Sop € ag, ..., G2, S0 MoONOMIos
em Tomy1, ..., oy de grau > 0. Considere agora as novas varidveis ¢, ..., ¢o;,—1 definidas da
seguinte forma: ¢; ¢ uma nova indeterminada caso dega; > 1 e ¢; = 1, caso dega; = 0. Dessa forma,
dado que e(D,,)g nao ¢ uma identidade em R, conclui-se que e(D,)h = e(D,)T¢(1)S1 - - S2m—1T¢(2m),

onde h = T¢(1)S1 - S2m—1T¢(2m)- Portanto, h é um polindmio multilinear em 1, ..., xy, onde
2m < k < 4m. Considere agora M o Sa,,—submédulo irredutivel de Pj gerado por e(D,)h. Dado
22m Pk 22m 2%

Logo ¢x(R) = dim —————— > — > —

que XM = Xu, pelo lema |12.7 d,, = degx, > P, NT(R) 2m k

2m

k
pois ) < 2m < k. Com isso, mostramos que dado g > 0, existe k € N, com 2¢ < 2m < k tal que

(VI)* V2

e portanto ¥/ci(R) > —= > 1.

i

Ck(R) >
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Mas isso contraria o fato de que exp R < 1. Conclui-se que todos os caracteres irredutiveis que
aparecem com multiplicidade # 0 em x,,(R), para todo n € N, correspondem a diagramas de Young
onde a segunda linha é limitada por uma constante C, isto é, para cada A F n, entao Ay < C.
Agora, dado que expR < 1 e expG = 2 ( teorema segue que G ¢ var(R), pois caso contrario
expG < exp R o que é um absurdo. Pela proposicao temos que R satisfaz alguma identidade
standard, e assim, pelo teorema [12.5] existe d > 0 tal que para todo A F n, n € N, com m) # 0, vale
A € H(d,0) implicando que se ¢ = Cd, temos |A| — A\; < g o qual prova c).

¢) = a) : Suponha que para todo n > 1 vale x,(R) = Z MAXA-

AEn
[A|=A1<q

Fixe um n > 1. Dado que A; > n — ¢, se h;; denota o (i, j)-gancho de T segue que h11 > n —gq,
hio>n—q—1, ..., h;y, > 1. Pela formula do gancho (8.40))
| |
dy = n! < n! <.
H hij (TL - Q)'

(i,5)€B(N)

Como P, = KS,, € Xreg = 2y, daX, temos my < dy < nf. Portanto ¢, (R) = )_,,,, mrdegx <
HN: A n,n— )\ < gin?e

Porém #{A | A = n,n — A1 < ¢} < ¢® uma vez que para cada A - n com n — \; < ¢, Ty estd
contido no diagrama de Young T}, onde n = (¢"). Conclui-se que ¢, (A) < ¢*n?? donde segue a). [

Vejamos que pela prova do teorema acima, se ¥ é uma variedade tal que exp? < 1, entdo existe
d > 0 tal que para todo n > 1, x,(¥) C H(d,0) e com isso, pelo teorema existe uma PI-dlgebra
de dimensao finita A satisfazendo ¥ = varA.

Coroldrio 12.10. Se ¥ ¢é uma variedade com exp ¥ < 1, existe uma PI-dlgebra de dimensdo finita
A tal que ¥V = varA.

Uma variedade ¥ ¢é dita ter crescimento polinomial se a sequéncia de codimensoes (¢, (¥)), é
polinomialmente limitada. Em seguida, vamos fornecer uma caracterizagao de tais variedades.

Teorema 12.11. (Kemer-1979) Dada uma variedade V', temos que exp ¥ < 1 se, e somente se, G,
UL(K)¢ V.

Demonstragdo. Sabe-se ji que expG = 2, e expUT,(K) = 2, pelo exemplo uma vez que
UT»(K)=UT(1,1). Logo se exp¥ < 1, entdo G, UTH(K) ¢ V.

Reciprocamente, assuma que G, UT2(K) ¢ ¥. Como G ¢ ¥, pelo teoremaexiste uma 4lgebra
de dimensdo finita A tal que ¥ = varA. Pelo teorema de Wedderburn-Malcev, pode-se escrever
A=A ©---Ap @ J onde para cada j € {1,2,...,k}, A; é uma subalgebra simples e A; = M,, (K).

Suponha que exista i € {1,2,...,k} tal que n; > 1. Nestas condigdes, UT,(K) pode ser visto como
uma subalgebra de M,,, (K) (colocando as matrizes de UT»(K) no canto superior esquerdo das matrizes
em M, (K) que possuem todas as outras entradas nulas), e assim, UT,(K') pode ser considerado uma
subalgebra de A, porém isso é um absurdo pois UTy ¢ ¥. Segue Ay =2 Ay = - A 2 M (K) 2 K.

Suponha que existam «, 8 € {1,2,...,k} tais que Ay JAg # 0, e sejam €1, 2 as unidades em A,
e Ap respectivamente. Se para todo x € J, e1xzeo = 0, dados a € A, e b € Ag, arb = agjxeab = 0,
donde segue que A, JAg = 0, o que é um absurdo por hipétese. Dessa forma, existe € J tal que
y = ejxeq # 0.

Considere B a subalgebra de A gerada por {e1,e2,y}. Entao

m
B = {Zaisl,i Sty @ €Kt €Ny s, 8, € {e1,62,y), mE€ N}
i=1

e além disso
E1€2 = O, E9€1 = O, 61(613?62) = £€1XE9, E1TEQEQ = £1XE2 (49)
Considere a tnica transformagao linear ¢ : B — UTs satisfazendo ¢(e1) = e11, p(g2) = eaa, ¢(y) =
€12.
Pelas equagoes estabelecidas em (49)), segue que ¢ é um homomorfismo de dlgebras. Como ¢ é
sobrejetora e dim B = dim UTy = 3, concluimos que ¢ é um isomorfismo. Porém, isso implicaria que
UTs € ¥ o qual é um absurdo. Isso nos mostra que

q:max{dim(Bl@---@BT)|BlJBgJ---JBT e@} <1,

onde © é o conjunto de todas as dlgebras distintas dois a dois By, ..., B, € {41,..., A}
Dessa forma, por definicao do PI-expoente de A, temos que exp A < 1, e assim, exp ¥ < 1. O
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Definicao 12.12. Uma wvariedade ¥ tem crescimento quase polinomial se ¥ tem crescimento
exponencial, mas qualquer subvariedade M g ¥V tem crescimento polinomial.

Exemplo 12.13. As variedades, var(G), var(UTy) sao de crescimento quase polinomial. De fato,
seja M uma subvariedade prépria de var(G). Se G € M, entao T(#) =T(G), o que implicaria que
M = var(G). Dessa forma, tem-se que G ¢ M e portanto, pelo teorema existe uma K-dlgebra de
dimensao finita Q tal que A = var(Q), isto é, T (M) =T(Q). Pelo teorema de Wedderburn-Malcev
podemos escrever Q@ = Q1B+ B Qm Drad(Q) onde Q1, ..., Qm sao K-dlgebras simples de dimensdo
finita. Como na prova do teorema[I2.11, K pode ser assumido algebricamente fechado, e assim, para
cada i € {1,2,...,m}, existe n; € N tal que Q; = M, (K).

Caso algum n; > 1, teriamos cdpias de Ma(K) em Q, porém isso extrapola o crescimento polino-
mial de var(G), uma vez que dim Mo(K) =4 eexpG = 2. Seque Q1 = Q2 = -+ =2 Q,, = K.

Por outro lado, se existissem k,l € {1,2,...,m} tais que Qurad(Q)Qx # 0, entdo como vimos
na demonstrag¢do do teorema acima, Q conteria copias de UTs, e assim UTy € M C var(G). Segue
que T(G) C T(UTy), em particular, [x1,x2|[xs,24] € uma identidade de G. Porém, vejamos que
se G = G(V), onde V é um espago vetorial sobre K com base {e1,ea,...,en,...}, entdo, como
char(K) = 0 [e1, ea][es, e4] = dejeseseq # 0, um absurdo. Seque que exp .# < 1. Analogamente se
mostra que var(UTy) é uma variedade de crescimento quase polinomial.

O préximo resultado nos mostra que as variedades de crescimento quase polinomial sao apenas as
do exemplo acima.

Teorema 12.14. var(G), var(UTs) sao as inicas variedades de crescimento quase polinomial.

Demonstragao. Seja & uma variedade de crescimento quase polinomial a qual é diferente de var(G) e
var(UTy). Entao, em particular, tem-se que exp J > 1 e portanto, por G ou UTs estdo em .
Porém, isso implicaria que var(G) ou var(UT3) seriam subvariedades de .77, mas isso é um absurdo
pois expG = expUT, = 2.

O

O teorema abaixo fornece-nos uma outra caracterizacao de variedades de crescimento polinomial.

Teorema 12.15. (Giambruno e Zaicev-2001, [18]) Seja ¥V uma variedade de dlgebras sobre um corpo
algebricamente fechado K. Entao, exp ¥ < 1 se, e somente se, ¥ = var(A), onde A é uma dlgebra
de dimensdo finita satisfazendo os itens abaizo:
1) Existem K-dlgebras Ag, A1, ..., Am, tais que A; = B; + J;, onde B; 2 K e J; é um ideal
nilpotente de A;, 0s quais sao ideais d direita em A, para cadai € {1,2,...,m}, e A= AgDA; - -BA,,.
2) Para cada k,1 € {1,2,...,m}, coml # k AjA =0, BjAg = 0. Neste caso T(A) = T(A; &
Ag)N - NT(Am ® Ag) NT(J), onde J € o radical de Jacobson de A.

Demonstrag¢ao. Suponha primeiro que exp? < 1. Pelo corolario [12.10] existe uma &dlgebra de di-
mensao finita A tal que ¥ = var(A). Pelo teorema de Wedderburn-Malcev, A = B1 & --- B, & J,

onde By, ..., B,, sao algebras simples. Dado que exp A < 1, pela construgao do PI-expoente, devemos
ter B;JBy, = 0, para quaisquer [ # k. Além disso dim By, = 1, para todo k € {1,2,...,m}.
Seja B = B1®---®B,, e considere {ey, ..., e, } conjunto de idempotentes ortogonais e centrais em

B, isto ée? = e;, €; € Z(B), e;e; = 0, para quaisquer i, j € {1,2,...,m}, e também 1g = e+ -+ey,.
Aqui 15 é a unidade de B.

Dessa forma, para cadai € {1,2,...,m} ;B = B; & K. Observemos que se B.J = 0, entao pode-se
tomar no enunciado J; = --- = J,, =0 e Ay = J, donde temos a soma direta A = AgPA1B--- DA,
a qual satisfaz 2) trivialmente. Caso contrdrio, isto é, se BJ # 0, notemos que dado 0 # z € BJ C J,
existem x € J e b € B tais que

z=bxr=(e1b+ - enpb)r =erbr + - -epbr =equ+---epu, u=brecJ

Definindo J; :=e;J, para cada i € {1,2,...,m} temos que BJ = J; + -+ + Jp,.

Além disso, se z € J; N Ji, com i # k, entdo x = e;2 = ez, 2z € J donde segue que 0 = e;epz =
e;e;z = e;z = x. Por outro lado, dados w,u € J, temos (e;w)(epu) = (e;we)u = 0, pois B;J By = 0.
Logo, podemos escrever BJ = J; & --- & J,,. Como consequéncia, podemos decompor J da seguinte
forma J=J, & - & J & Jy, onde Jy = {xz € J | Bz = 0}.

Notemos que dado I # k, b; € By, by, € Bg, x, y € J

(b + e1x) (b + exy) = by + biery + eyxby + ejxrery = ejepbiby + biejery + ejxby, + ejrey, = 0,

pois B;JB, = 0 e ee, = 0. Por definigdo, B;Jy = 0, para cada i € {1,2,...,m}. Dessa forma, se
Ao = Jo, A1 = B1+ 1, ..., Ay = B+ J, entao estes satisfazem 2) e também A = Ag®A1D- - - DA,.
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E imediato também que Ji, ..., Jp, sao ideais a direita nilpotentes, pois cada um destes estd em J o
qual é nilpotente pois dim A < oo.

Reciprocamente, suponha que ¥ = varA, onde A é uma algebra de dimenséo finita satisfazendo
1) e 2). Segue de 2) que para quaisquer ! # k vale BjJ, = BBy = J;Jx, = J;Br = 0, e além disso,
para cada i € {1,2,...,m}, B;Ag = 0. Entao J := Ay ® J, & --- B J,,, é um ideal nilpotente de A.
Além disso, temos a decomposi¢ao A = By ® - -- B, ® J. Notemos também que

B, JB, = BiAoBy, + B;J1By, + - + BiJ By, = BiJ; B, = 0.

Segue que B;J By = 0 para quaisquer [ # k e portanto, por definicdo do PI-expoente, e pelo fato de
que dim B; = 1, para todo ¢ € {1,2,...,m}, tem-se que exp ¥ =exp A < 1.

Agora vamos demonstrar a segunda parte. Se f € T'(A), entdo f € T(A1DAo)N---NT(An®Ao)N
T(J). Logo, basta mostrar a reciproca. Suponha que exista f € T(A; ® Ag)N---NT (A & Ag) NT(J)
multilinear tal que f ¢ T(A). Escreva f(x1,...,z5) = Z ArTr(1) " Tr(s)- S€jam r1,...,7s € A

TES,
tais que f(rq,...,7rs) # 0. Como f € T(J), existe rg € {ry,...,rs} tal que rg ¢ J. Por linearidade,
podemos assumir rg € By, com n € {1,2,...,m}, e os demais ;s estdao em componentes A’s. Assim,
existe mondmio M (x1,...,xs) de f tal que

M = arr-qy---1gTrs) # 0. (50)

Afirmamos que para cada [ € {1,2,...,k}, A; é um ideal & direita em A. De fato, para cada k €
{1,2,...,m} com k #1 A;By, = AjJ,, = 0, e também, como J; é ideal & direita em A e B4y =0,

AjAg = (Bi + Ji1)Ag = BiAo + J1Ag = J1Ag C J,.

Se existisse algum indice, digamos ¢t € {1,2,...,m}, tal que 7.4 ¢ A, U Ao, entdo r., estaria a
direita ou a esquerda de 7g. No primeiro caso

M — 707_(1) ...lr-lB ...frT(t) . -.TT(m) — 707_(1) ...arr-T(t) ...TT(m) — 07

pois a =15 7r,4_1) € A, No segundo caso, mais uma vez terfamos M = 0, e portanto ambas sao
absurdas pois M # 0. Conclui-se que r1, ..., 7g—1, T8+1, -- -, 'm € Ay U Ao.
Logo f ¢ T(A, & Ag), o que é um absurdo por hipétese. O

Corolario 12.16. Seja ¥ wma variedade de dlgebras sobre um corpo algebricamente fechado K.
Entdo, exp? < 1 se, e somente se, ¥ = var(Co @ --- & Cy,), onde Cy, ..., Cyp, sio K-dlgebras de
dimensao finita tais que dim(C;/rad(C;)) < 1, para todo i € {0,1,...,m}.

Demonstra¢ao. Suponha que exp? < 1, entdo existe uma K-dlgebra de dimensao finita A tal que
¥V =wvar(A) e além disso, A=Ay ® - P A, onde Ag = Jy, Ay =B1® Jy, ..., Ay, = By @ Jip s80
como no teorema [12.15] Temos também que

T(¥) = T(A; ® Ag) N T(As & Ag) N+ N T (A @ Ag) NT(J). (51)

Para cadai € {1,...,m}, defina C; := A, @ Ag=B; & J; & Ay e Cy:=J.

Notemos que para cada i € {1,2,...,m}, J; ® Ag é um ideal em C;. Sabemos que Ay, J; sdo ideais
a direita em A, e portanto, é suficiente mostrarmos que estes sao ideais a esquerda em C;. Porém,
(J; ® Ag)(J; ® Ag) C J; & Ay, logo é suficiente ver que B;(J; ® Ag) C J; ® Ag. Para isso, notemos que

Pelo teorema Ji e Ap s@o nilpotentes, e portanto J; & Ag C rad(C;). Por outro lado
Ci/(J; ® Ag) & B; 2 K e assim, rad(C;/J; ® Ag) = 0. Segue que rad(C;) C J; & Ay, e como
consequéncia, rad(C;) = J; @ Ay.

Entao dim C;/rad(C;) = 1.

Caso i =0, rad(Cp) = J e dim Cy/rad(Cy) = 0 < 1. Por fim, de [51] tem-se que

T(#) = T(Co) NT(C) M-+ NT(Co) = T(Co & - & Cr).

Reciprocamente, suponha que ¥ = var(Co & C1 @ --- & C,,), onde Cy, C1, ..., Cp, sdo K-élgebras
de dimenséo finita tais que dim(C;/rad(C;)) < 1, para cada ¢ € {0,1,...,m}. Pode-se escrever
C; = D; ® rad(C;), onde D; = K, para cada i € {0,1,...,m}.

Pelo teorema expC; < 1, para todo i € {0,1,...,m}. Dessa forma, pelo lema [12.8] temos
que exp ¥ =exp(Co@®---Cp,) < 1. O
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Iremos demonstrar um anédlogo ao corolario [12.16] para corpos quaisquer de caracteristica zero.
Daqui em diante, o corpo K em questao sera de caracteristica 0.

Lema 12.17. Seja D uma K-dlgebra semissimples de dimensdo finita. Entdo, existe uma base
{u1,...,um} de D sobre K tal que suas constantes de estruturas sao racionais. Isto €, para quaisquer
i, 7 €{1,2,...,m} wiu; = >, ozfjuk, com afj € Q, para todo k € {1,2,...,m}.

Demonstragdo. Pelo teorema de Wedderburn-Artin, D = M, (K) @ --- & M, (K) para alguns ni,
, ns € N.
Para cada k € {1,2,...,s}, seja B := {egf) | i,5 € {1,2,...,n%}} a base canénica de M,, (K).
Dessa forma, 8 = ;U B2 U---U By é uma base de M,,, (K)® - @& M, (K). Além disso, esta satisfaz
etk )e(r) = 5kr(5jpe(-k) (52)

i iq

e as constantes de estrutura de 3 sdo racionais. Logo, se ¢ M, (K)®- - -®M,_(K) — D éisomorfismo,
segue que o = () é uma base de D a qual satisfaz

k k
b(ely Yolefs)) = il efs)) = ddipi(ely)
donde segue que as constantes de estrutura de « sao racionais. O

Lema 12.18. Se R, S, Ry, S1 sdo K-dlgebras tais que var(R) = var(Ry), var(S) = var(Sy), entdo
var(R & S) = var(Ry & S1).

Demonstrag¢io. Como var(R) = var(Ry), e var(S) = var(S1), concluimos que I := T(R) = T'(Ry),
P :=1T(S) = T(S1), e portanto T(R® R1) = INP = T(S ® S1). Segue que var(R ® Ry) =
var(S @ Sh). O

Lema 12.19. Seja A uma K-dlgebra de dimensdo finita sobre K. Entdo, existe wuma dlgebra de
dimensao finita C' sobre K tal que var(A) = var(C) e dimg C/rad(C) = dimg A/J, onde J € o
radical de Jacobson de A.

Demonstracdo. Pelo teorema de Wedderburn-Malcev pode-se escrever A = B & J, onde B é uma
algebra de dimensdo finita semissimples sobre K e .J é o radical de Jacobson de A. Pelo lema
existe uma base o = {uy,...,u,} de B sobre K cujas constantes de estrutura sio racionais. Logo,
V = spang{ui,...,un} é uma K-dlgebra de dimensao finita. Agora, seja v = {v1,...,v,} uma base
de J sobre K e seja C' a K-subalgebra de A gerada por a U~. Como J é um ideal nilpotente em
A, existe k € N tal que J*¥ = 0 e portanto, qualquer produto com uma quantidade maior ou igual
que k de elementos de J deve ser nulo. Mas as constantes de estrutura de {uq,...,u,,} estdo em K,
segue dimyg C' < oo. Seja I o ideal de C gerado por v, e suponha que {v1,...,v4} seja uma base
de C sobre K. Como J é ideal, e V é uma K-dlgebra, sem perda de generalidade podemos supor
VI = ULy ooy U = U € 08 outros vj, para j € {m+1,...,p}, sdo produtos de elementos de . Se
T 6 o ideal gerado por v em C, entdo necessariamente deve-se ter I = rad(C), pois se y € rad(C) \ T
entdo y € V, porém isso é um absurdo pois y é nilpotente. Consequentemente rad(C) = I ¢ assim
dimg (C/rad(C)) = dimg B = dim(A/J).

Para a primeira afirmagdo, vejamos que T(A) C T(C), pois C C A. Reciprocamente, seja

f(z1,...,2;) uma identidade multilinear em C. Para quaisquer yi, ...,y € aU~y, f(y1,...,y) = 0.
Logo, por linearidade f é uma identidade em A, e assim T'(A4) = T C), e portanto var(A4) =
var(C). O

Teorema 12.20. Dada uma variedade de dlgebras V', entdo exp ¥ < 1 se, e somente se, existem K-
dlgebras Ay, ..., Ay, de dimensdo finita sobre K tais que ¥ = var(A1®- - Ay,) e dim (AMTad(A,;)) <
1 para todo i € {1,2,...,m}.

Demonstracdo. Suponha que exp? < 1. Pelo corolario [12.10] existe uma K-dlgebra A de dimensao
finita tal que ¥ = var(A). Considere a K-dlgebra A = A @k K, entao var(Az) = var(A), e pelo
teorema[11.24] ¢, (A%) = ¢n(A), paratodon € N. Como (¢, (A)) é polinomialmente limitada, segue
que Az gera uma variedade de crescimento polinomial sobre K, isto é, var(Ax) = # comexp # < 1.
Pelo corolario existem K-dlgebras de dimensdo finita Ly, ..., L, tais que # = var(Ax %) =
var(Ly & -+ & Lm). Além disso dim(Ly/rad(Ly)) < 1, para qualquer k € {1,2,...,m}.

Como A e Az tém as mesmas K-identidades polinomiais, segue que L1 @ - - - & Ly, também possui
as mesmas K-identidades polinomiais, e # = var(L; @ - - - Ly,) = var(Ag) = var(4) = 7.

Para cada j € {1,2,...,m}, pelo lema existe uma K-dlgebra de dimensdo finita, A;, tal
que var(4;) = var(L; ), e dlmK(A /rad(A )) = dimg(L;/rad(L;)). Portanto, pelo lema
var(A1 @ - - ® Ap) =var(L1® - & Ly,) = 7/. O
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Podemos refinar o resultado do teorema [[2.9| e colecionar as outras caracterizacoes de variedades
de crescimento polinomial obtidas até aqui no tltimo e principal teorema do nosso trabalho.

Teorema 12.21. Dada uma variedade de dlgebras V', as sequintes condi¢des sao equivalentes:

a) Para todo n € N, existem constantes C,t € N tais que c,(?) < Cn'.

b) exp¥ < 1.

C) G, UT, ¢ V.

d) Existem K-dlgebras de dimensao finita Ay, ..., Ay tais que ¥ = var(A1 @ --- A,,) e para cada
ie{L,2,...,m} vale dim(A;/rad(A;)) < 1.

e) Se ¥ = wvar(A), onde A é uma K-dlgebra de dimensdo finita, e ¢ € N € tal que rad(A)? = 0,
entao xn(¥) = Z mxXx, para todon € N.

AEn
IAl=A1<q

Demonstragao. Por [12.912.10] [12.11] e [12.20} tem-se que a), b), ¢) e d) s@o equivalentes. Precisamos
entdo mostrar que d) implica e), e depois que e) implica a).

Segue de e do fato de que rad(A @k K)? = rad(A)? @k K = 0, que rad(A)? = 0, que é
suficiente supor que K é um corpo algebricamente fechado. Pelo teorema e) implica a). Assim,

basta mostrarmos que se exp ¥ < 1, entdo x,(¥) = Z maxx, paratodon €N, ondeqgeNEé

AEn
[Al=A1<q

tal que rad(A)? = 0. Suponha que existam n € N e A n tais que |A| — Ay > ¢ e my # 0.

Pelo teorema existe um diagrama de Young D) e um polinémio multilinear f € P, tais que
e(Dx)f ¢ T(A). Considere A = (A}, A5, ..., A} (t = A1) a partico conjugada de A. Sem perda de
generalidade, suponha f(z1,...,2,) = Tr1) - Tr(n), T € Sy, entao

e(D,\)f(x1,...,$n) = Z (_1)qpxq7'(1) © Lgr(n)

pER(D)
qeC(Dy)
Suponha que na k-ésima coluna de Dy (i.e, A}) tenham os nimeros a;,, ..., ai,, - E para cada
p € R(D,), observe que se 0 € (a;,, ..., a;,, )Sn,, entao
(_1)0’0_ Z (_1)‘1])1:7_(1)...xq(ail)...xq(aiz)...xq(aij)...xq(ai"k)...x‘r(n)
qE(ail,...,amk )S"k
é igual a
> (=1)71Pr(1)  Toglas,) * Toglasy) " Toalar,) * Togla, ) Tr(n)-
qe(ail,...,aink)Snk
O ciclo (@, ..., ai,, ) € Sy, € transitivo, logo a tltima soma ¢ igual a
Z (=1)"pxr) -+ To(ar,) " To(aiy) “Tq(aiy) T Talaiy, ) T Tr(n)

q€(ai, s @iy )Sn,

Dessa forma, conclui-se que e(D))f é uma combinagcao linear de polindmios alternados em ¢ conjuntos

disjuntos de varidveis \|, ..., A} respectivamente. Denote um destes polindémios por g.
Considere a decomposicao de Wedderburn-Malcev A = B1 @ --- @ B,,, ® J, onde J = rad(A). Seja
o =P U UPBy U _F uma base de A, uma unido de bases de By, ..., By, e J respectivamente.

Como ja sabemos, para quaisquer i, j com i # j

Segue de do fato de que |A| > ¢, e J? = 0, que para se ter uma avaliacio ndo nula em g
devemos substituir as varidveis por elementos de apenas uma componente, digamos B; e as restantes
de J. Como dim B; = 1, em cada um dos ¢t conjuntos de varidveis nos quais g é alternado podemos
substituir apenas um elemento de By (caso contrdrio obteriamos 0 pois qualquer polinémio alternado
quando substituido em dois valores miltiplos um do outro deve se anular) . Dessa forma, restam-nos
[A| — ¢ = |\| = A1 avaliagGes em elementos de .J. Porém isso implicaria que g = 0 em A, pois estamos
assumindo que |[A| — A; > ¢ e J? = 0, mas isso é um absurdo. Logo, por arbitrariedade do polinémio
g acima conclui-se o resultado. O
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Uma K-dlgebra A é dita ter crescimento linear se existe C' > 0 tal que ¢,(A) < Cn, para todo
n € N. Considere agora as algebras matriciais definidas por

A b ¢
M1: KK s MQZ 0 K s M3: 0 N d Z)\,b,C,dGK
0 O 0 K
0 0 A
K K K 0 K K 0 K K
Mi=[0 0 K|, Ms=|0 0 K|, Mg=|0 K K
0 0 O 0 0 K 0 0 O
e
A b oc
M7:{ 00 d :)\,b,c,deK}.
0 0 A

Em [15], Giambruno e La Mattina forneceram 2 caracterizagoes para algebras de crescimento linear
em termos das algebras acima.

Teorema 12.22. (Giambruno-La Mattina) Seja A uma K-dlgebra. Sao equivalentes:

a) A tem crescimento linear.

b) Mg, M4, M5, M6, M7 ¢ UGT(A).

¢) var(A) =var(Y), onde Y € uma das dlgebras: N, C& N, My & N, My & N ou My & M ® N,
onde N € uma dlgebra nilpotente e C' € uma dlgebra comutativa.
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