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Kauê Orlando Pereira

Identidades polinomiais e seus invariantes numéricos

Dissertação apresentada ao Instituto de Matemática,
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nos momentos mais dif́ıceis da carreira, sempre me mantendo confiante, sem medo, e acima de tudo,
fortificando meu coração para cada obstáculo que poderia ocorrer.

Agradeço aos meus pais Cláudio e Ana, e minha tia Luciana, por todo apoio, principalmente nos
primeiros anos de graduação.

Agradeço a meu orientador Plamen pela dedicação para com meu trabalho, sempre me auxiliando
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gramaticais.
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Flaviano (Juba), Júlio, Guilherme (da praia), Pedro, Leonardo (Leu), Ever, Sebastian, e meu amigo
de longa data Severino.

Agradeço a todos os professores do IMECC, em especial ao Marcelo Santos, Adriano Moura, Lucio
Centrone, Gabriel Ponce, Dessislava Hristova, Artem Lopatin, Douglas Duarte, Paulo Ruffino e Diego
Ledesma, por todo o incentivo até hoje.
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Resumo:

O principal objetivo desta dissertação foi mostrar varias caracterizações de variedades com cres-
cimento polinomial em suas codimensões, tema no qual seguimos os trabalhos de Kemer, Giambruno
e Zaicev. Para este feito foi necessário um embasamento na teoria do PI expoente. Neste trabalho
provamos o famoso teorema de Giambruno e Zaicev sobre a existência do PI expoente, e para tal prova
foi necessário um grande embasamento nos trabalhos de Kemer sobre superalgebras e o Envelope de
Grassmann, bem como a bem desenvolvida teoria das representações do grupo simétrico Sn.

Palavras chaves: PI expoente, PI teoria, crescimento polinomial.



Abstract:

The main goal of this dissertation is to show several characterizations of varieties with polynomial
growth in their codimensions, following the works of Kemer, Giambruno and Zaicev. In order to
achieve this goal, it was necessary to develop a theoretical background on the theory of the PI exponent.
In this work we prove the famous theorem due Giambruno and Zaicev about the existence of the PI
exponent, and to this end it is necessary to have the foundation of the works of Kemer on superalgebras
and the Grassmann Envelope, as well as the theory of representations of the symmetric group Sn.

Keywords: PI exponent, PI theory, polynomial growth.
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3.1 Séries de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2 Processo de Linearização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Introdução

Um pouco de história

A pesquisa em álgebra comutativa possibilitou responder a uma série de problemas da geometria
algébrica, tais como encontrar os polinômios em variáveis comutativas que se anulam em um dado
conjunto de pontos no espaço euclidiano, estudar as propriedades de um conjunto o qual é definido
como a solução de um sistema de equações algébricas, ou ainda responder se sob certas condições existe
uma equivalência entre um dado sistema infinito de equações algébricas e algum sistema finito de tais
equações. Motivando-se destes, e de outros problemas clássicos da geometria algébrica, a PI teoria
busca estudar questões semelhantes às descritas acima, porém em um ambiente onde o conjunto
de pontos no espaço euclidiano é trocado por álgebras associativas e os polinômios em variáveis
comutativas por aqueles nas variáveis não comutativas, elementos da conhecida álgebra associativa
livre (ou de maneira equivalente, álgebra tensorial de um espaço vetorial).

O pioneiro do estudo de álgebras com identidades polinomiais pode ser considerado Sylvester o
qual em meados de 1880 resolveu por completo um problema na área de invariantes para matrizes
2×2. Em 1922 e 1936 Dehn e Wagner, respectivamente, em estudos sobre geometria projetiva, tiveram
um primeiro contato com resultados básicos em PI álgebras. Em 1943, em seu trabalho sobre planos
projetivos, Hall mostrou que apenas corpos em geral e a álgebra generalizada dos quatérnios sobre
seu centro satisfaziam a identidade polinomial

(xy − yx)2z − z(xy − yx)2 = 0.

Ressaltamos que esta mesma identidade foi revelada nos trabalhos de Dehn e de Wagner, no contexto
das matrizes de ordem 2.

Apoiado neste artigo, Kaplansky em 1948, em seu trabalho “Rings with a polynomial identity”,
sugeriu que a existência de uma identidade polinomial estava interligada de forma intŕınseca com
alguma condição de finitude da respectiva álgebra. Este resultado motivou grande interesse no estudo
da PI-teoria. Em meados dos anos 50, 60 e 70, Jacobson, Posner, Malcev, Shirshov, Kostrikin,
Kaplansky, Levitzki, Amitsur, Razmyslov, fizeram varias contribuições extremamente importantes na
área de PI-álgebras.

Um marco importante nesta área foi quando Specht em 1950 propôs um problema que anos depois
viria a ser conhecido como o famoso “problema de Specht”, no qual ele questionava se o T -ideal de
uma álgebra associativa sobre um corpo de caracteŕıstica 0 poderia ser finitamente gerado como um
T -ideal. Tal problema foi resolvido parcialmente (isto é, para algumas classes de álgebras) por vários
autores. Foi em 1984–1986 quando Kemer desenvolveu uma teoria extremamente complexa na qual
mostrava que os T -ideais se comportavam de forma semelhante aos ideais na álgebra dos polinômios
em variáveis comutativas. Como consequência, Kemer resolveu em afirmativo o problema de Specht.
Entretanto, a prova de Kemer é uma prova de existência; na prática tentar descrever um conjunto
finito gerador de um T -ideal de alguma álgebra é uma tarefa extremamente complicada. Por exemplo
tal conjunto de geradores é conhecido apenas para as álgebras das matrizes n×n, n ≤ 2. Devido a este
impasse, foi necessária uma outra abordagem para o estudo das identidades polinomiais, a conhecida
como “abordagem combinatória”a qual foi introduzida em 1972 por Regev, e é amplamente utilizada
até hoje. Posteriormente vários autores, utilizando esta abordagem, obtiveram avanços relevantes no
estudo das identidades polinomiais satisfeitas por uma álgebra, ou uma variedade de álgebras. A seguir
iremos descrever alguns trabalhos que foram estudados neste texto, os quais são devidos a Kemer,
Giambruno e Zaicev. Vale ressaltar que embora deixemos de citar alguns, houve mais pesquisadores
que fizeram contribuições imensas nesta área. Para mais informações históricas indicamos fortemente
as bibliografias [10], [19].

Tema principal da dissertação

Trabalhando com um corpo K de caracteŕıstica 0, pode-se ver via o processo de linearização, que
dada uma identidade polinomial na álgebra associativa livre K〈X〉, esta é equivalente a um sistema
finito de identidades polinomiais multilineares. Seja Pn o espaço vetorial dos polinômios multilineares
nas variáveis x1, . . . , xn na álgebra K〈X〉, e seja R uma álgebra sobre K. Dado que T -ideais são
invariantes por endomorfismos, pode-se ver que Pn, bem como Pn ∩ T (R), possuem estruturas de
Sn-módulos. Disto, segue que Pn/Pn ∩ T (R) também tem a estrutura de um Sn-módulo, e portanto,
pode-se utilizar a teoria das representações de Sn para decompor Pn/Pn ∩ T (R) como soma direta de
Sn-módulos irredut́ıveis. Em particular, define-se a n-ésima codimensão de R como sendo cn(R) =
dimPn/Pn∩T (R), e então pode-se falar da sequência das codimensões de uma álgebra. Em [36], Regev
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mostrou que a sequência das codimensões (cn(R))n é exponencialmente limitada, consequentemente,
como dimPn = n!, e o crescimento fatorial é maior que o crescimento exponencial, conclúı-se que para
n suficientemente grande, Pn ∩ T (R) se torna quase que inteiramente Pn. Portanto a dimensão de
Pn ∩ T (R) se torna muito alta, de forma que não é muito viável estudar tal espaço, e uma alternativa
seria o estudo de Pn/Pn∩T (R). Baseado nisso, tornou-se muito mais fact́ıvel estudar o comportamento
assintótico das codimensões de uma álgebra ao invés de estudar de forma concreta os T -ideais. Ainda
quando R é uma álgebra sobre K, uma das ferramentas mais poderosas para estudar comportamentos
assintóticos das codimensões de R é o chamado PI expoente, o qual é definido por

expR = lim
n→∞

n
√
cn(R).

Em meados dos anos 80, Amitsur conjecturou que o limite acima sempre existia e era um inteiro não
negativo, tal conjectura foi confirmada por Giambruno e Zaicev, em [17], o qual é o famoso teorema
sobre a existência e integralidade do PI expoente. Vale ressaltar que Kemer já havia mostrado que só há
duas possibilidades para o crescimento das codimensões de uma álgebra: crescimento exponencial ou
polinomial. Tendo em mãos a existência do PI expoente, bem como sua integralidade, nosso objetivo
neste texto foi estudar caracterizações de variedades com crescimento polinomial, por exemplo uma
das caracterizações é que uma variedade V tem crescimento polinomial se, e somente se, exp V ≤ 1.
Outras caracterizações, mais interessantes, mas que exigem mais conceitos, serão dadas adiante.

Um breve passeio pelos caṕıtulos

Os caṕıtulos 1 e 2 são dedicados à apresentação de conceitos básicos na teoria das álgebras associ-
ativas e PI álgebras respectivamente. No primeiro caṕıtulo apresentamos conceitos fundamentais na
teoria dos módulos e na teoria das álgebras sobre um corpo. Neste mesmo caṕıtulo, não poderiam
faltar os clássicos teoremas de Wedderburn–Artin e o teorema de Wedderburn–Malcev, os quais iremos
brevemente discorrer.

O teorema de Wedderburn–Artin é de extrema importância na teoria das álgebras associativas pois
ele permite “transportar”problemas envolvendo álgebras semissimples para problemas envolvendo uma
soma direta de álgebras matriciais, pois o mesmo estabelece que uma álgebra semissimples é isomorfa
a uma soma direta de álgebras matriciais sobre determinados anéis de divisão.

O teorema de Wedderburn–Malcev pode ser pensado como uma decomposição de uma álgebra
em duas partes, uma parte que pode ser encarada como matrizes, ou pelo menos soma direta de
álgebras matriciais, e a outra como sendo uma parte mais “dif́ıcil”de trabalhar mas que temos um
certo conhecimento a respeito. Em outras palavras, se A é uma álgebra sobre um corpo K pode-se
escrever A = B⊕ rad(A), onde B é uma álgebra semissimples e rad(A) é o radical de Jacobson de A.
Observe que a decomposição acima é soma direta de subespaços vetoriais, pois B não precisa ser um
ideal em A. Se combinado ainda com o teorema de Wedderburn-Artin podemos escrever

A = A1 ⊕ · · · ⊕Ak ⊕ rad(A)

onde para cada 1 ≤ i ≤ k, existe ni ∈ N e Di um anel de divisão tal que Ai ∼= Mni(Di).
Em nosso texto utilizamos constantemente a combinação destes dois teoremas, e de fato, são eles

que permitem darmos um “palpite”de quem seria o PI expoente de uma álgebra, como veremos no
caṕıtulo 11, e tornar mais “brando”o estudo do PI expoente. As principais bibliografias utilizadas
aqui foram [7], [21], [43], [2], [28], [33], [41], [29].

No caṕıtulo 3 introduzimos um invariante numérico que é extremamente útil na teoria das PI
álgebras: as séries de Hilbert, as quais estão profundamente interligadas com a sequência das codi-
mensões. Além disso, mostramos um resultado conhecido como “processo de linearização”, o qual diz
que em caracteŕıstica 0, qualquer identidade polinomial na álgebra associativa livre é equivalente a
um sistema finito de identidades multilineares. Este processo possibilita trabalhar com identidades
multilineares ao invés de identidades polinomiais quaisquer. Utilizamos para este caṕıtulo o livro de
Drensky [10].

Já nos caṕıtulos 4,5 e 6, os principais feitos podem ser resumidos abaixo:

1. Identidades polinomiais na álgebra de Grassmann.

2. Identidades polinomiais na álgebra das matrizes triangulares superiores.

3. Matrizes genéricas

4. O teorema de Amitsur–Levitzki.
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5. Polinômios centrais: Construção de Formanek.

Em 1. e 2. os principais resultados apresentados foram os teoremas 4.3 e 4.8, nos quais mostramos
que as identidades polinomiais [x1, x2, x3] = 0 e [x1, x2][x3, x4] · · · [x2k−1, x2k] = 0 formam respectiva-
mente uma base das identidades polinomiais na álgebra de Grassmann G e na álgebra das matrizes
triangulares superiores k × k, Uk(K).

Trabalhamos também em 3. com as matrizes genéricas. Nesta seção procuramos evidenciar a
maior parte dos detalhes, enfatizando a ideia de especialização, e mostrando o clássico isomorfismo da
álgebra das matrizes genéricas Rn com F (varMn(K)), a álgebra relativamente livre determinada por
Mn(K).

No tópico 4. foi enfatizado o teorema de Amitsur–Levitzki, o qual estabelece que a identidade
standard s2n(x1, . . . , xn) é, a menos de múltiplos escalares, a única identidade polinomial de grau
2n na álgebra das matrizes Mn(K). Além disso, se houver alguma outra identidade em Mn(K)
necessariamente o grau desta deve ser maior que 2n. Utilizamos a demonstração dada por Rosset
em [40] a qual se baseia na ideia de reduzir o estudo para Mn(Q) e posteriormente utilizar propriedades
envolvendo o traço de uma matriz e a álgebra de Grassmann.

Em seguida, em 5. definimos o conceito de polinômios centrais, e utilizando a construção de
Formanek, [11], constrúımos usando matrizes genéricas, um polinômio central na álgebra das matrizes
Mn(K), n ≥ 1. Uma consequência fácil disso é que se f(x1, . . . , xn) é central em Mn(K), n > 1, então
f = 0 é uma identidade polinomial em Mn−1(K).

Nos caṕıtulos 7, 8 e 9, três grandes tópicos foram elucidados, tais estão em ordem abaixo e serão,
de maneira breve, individualmente discorridos. O primeiro, o teorema da codimensão de Regev, foi
de extrema importância pois como já mencionamos, seu conteúdo mostrou que era muito mais viável
trabalhar com o quociente Pn/Pn ∩ T (R) de uma álgebra R sobre K ao invés de Pn ∩ T (R). Este
teorema foi a base para mostrar que produto tensorial de duas PI álgebras era de novo uma PI álgebra,
o qual é o segundo tópico em questão. E o último deles é sobre as representações irredut́ıveis de Sn,
que foram a base para se construir o conteúdo dos caṕıtulos seguintes. Nesta seção as principais
referências foram [19], [7], [36] e [31].

1. O teorema da codimensão de Regev.

2. Produto tensorial de PI-álgebras.

3. Representações do grupo simétrico Sn (n ≥ 1) e aplicações destas às PI-álgebras.

O teorema da codimensão de Regev afirma que se R é uma PI-álgebra que possui uma identi-
dade polinomial de grau d ≥ 1, então a sequência das codimensões (cn(R))n, é exponencialmente
limitada. Mais precisamente, mostramos que cn(R) ≤ (d − 1)2n, para cada n = 0, 1, . . . Para sua
demonstração, nos baseamos naquela dada por Latyshev em [31] a qual faz uso do lema de Dilworth
e utiliza os conceitos de permutação d-good e d-bad para mostrar que Pn/Pn ∩ T (R) é gerado por
xπ(1)xπ(2) · · ·xπ(n) + Pn ∩ T (R), onde π ∈ Sn é uma permutação d-good.

Em 2. mostramos dois resultados, o primeiro deles fornece uma cota superior para a sequência das
codimensões (cn(R⊗S))n do produto tensorial de duas PI-álgebras R e S: cn(R⊗S) ≤ cn(R)cn(S),
para cada n = 0, 1, . . . Isso foi essencial para o teorema 7.10, que o produto tensorial de duas PI-
álgebras é de novo uma PI-álgebra. Nesta subseção utilizamos o artigo [36]. Além disso, procuramos
detalhar a demonstração de alguns resultados e evidenciando os pontos importantes do artigo. Como
última observação sobre 1. e 2., vale mencionar que o corpo K em questão poderia ser tomado sendo
arbitrário.

No tópico 3. utilizando o livro de Curtis e Reiner ( [7]), fizemos uma revisão da teoria das
representações do grupo simétrico Sn. Para a demonstração do principal resultado desta seção (te-
orema 8.39) usamos as tabelas e diagramas de Young. Posteriormente, na seção 9 apresentamos
algumas aplicações da teoria de representações de Sn às PI-álgebras, como por exemplo estudamos
PLn = Pn ∩ L(X), álgebra dos polinômios multilineares de Lie de grau n e as representações irre-
dut́ıveis do grupo geral linear GLm(K).

O caṕıtulo 10 é dedicado às superalgebras e ao envelope de Grassmann, conceitos que formam
o alicerce para a demonstração no caṕıtulo 11 do teorema de Giambruno e Zaicev. Para estes dois
utilizamos [16], [19] e [37]. Podemos resumir o caṕıtulo 10 e 11 no esquema de demonstração deste
teorema:

1. Mostra-se que o resultado do teorema é válido para o envelope de Grassmann de alguma supe-
ralgebra, primeiro finitamente gerada, e depois de dimensão finita.

2. Utilizando técnicas desenvolvidas por Kemer, se demonstra o teorema para o caso geral.
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De forma extremamente resumida, no item 1. se faz o uso constante dos diagramas de Young na
obtenção de condições para que uma dada partição induza uma identidade no envelope de Grassmann
de uma superalgebra. Em relação ao item 2. o que está por trás é o teorema de Kemer: para
qualquer variedade não trivial V , existe uma superalgebra de dimensão finita A = A(0)⊕A(1) tal que
V = var(G(A)).

Por fim, o caṕıtulo 12 é o principal do nosso trabalho. Os tópicos abordados são:

1. Separação de T -ideais pela álgebra de Grassmann.

2. Classificação de variedades com crescimento quase polinomial.

3. Caracterização de variedades com crescimento polinomial.

O primeiro dos tópicos foi de extrema importância para os demais, pois vimos como a álgebra de
Grassmann G pode interferir no ideal de identidades de uma variedade apenas estando contida nela.
Mais precisamente, dentre as outras caracterizações apresentadas no teorema 12.5 vimos que se V é
uma variedade não própria de álgebras associativas, então V é gerada por uma álgebra de dimensão
finita se, e somente se, G /∈ V . Este resultado foi utilizado em 3. para fornecer duas caracterizações
de variedades com crescimento polinomial: se V é uma variedade não própria, então V tem cresci-
mento polinomial se, e somente se, exp V ≤ 1 e este último se, e somente se, G, UT2 /∈ V . Outras
duas caracterizações foram fornecidas e estas se encontram no teorema 12.21. Em relação a 2. vimos
que existem variedades com crescimento exponencial, com a propriedade de que suas subvariedades
próprias têm crescimento polinomial, tais são chamadas de variedades com crescimento quase polino-
mial. Dois exemplos de tais variedades são var(G) e var(UT2). O mais interessante é que estas são as
únicas variedades com crescimento quase polinomial, ver teorema 12.14. Para o estudo de tais tópicos
utilizamos os trabalhos de Kemer ( [23], [24]) Giambruno e Zaicev ( [18]).

Algumas palavras ao leitor

Para nosso propósito na dissertação, a caracterização de variedades com crescimento polinomial, tra-
balhamos sobre corpos de caracteŕıstica 0. Entretanto, sempre que posśıvel, tentamos evidenciar caso
alguma parte do texto não precisasse de restrições no corpo. Neste texto tentamos detalhar os re-
sultados e sempre que posśıvel demonstrá-los. Porém às vezes, para não fugir muito do objetivo do
texto, apenas referências foram dadas. Adicionamos no primeiro caṕıtulo apenas algumas definições
pertinentes a nosso trabalho, como por exemplo a definição de módulos e álgebras sobre um corpo,
logo é importante ressaltar que estaremos assumindo uma certa familiaridade do leitor com conceitos
introdutórios básicos em álgebras, tais como teoria dos grupos, álgebra linear e rudimentos na teoria
das álgebras comutativas. O leitor interessado pode ver estes conceitos básicos em ( [2], [29], [41], [43]).
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1 Conceitos básicos em álgebras associativas

Todos os anéis trabalhados aqui serão anéis com unidade, por isso às vezes iremos apenas considerar
um anel qualquer sem fazer qualquer alusão ao fato deste possuir unidade. Aqui usamos os livros
de [28], [29], [41] e [21].

Definição 1.1. Seja R um anel. Um R-módulo à esquerda é um grupo abeliano aditivo M equipado
com um produto de R (multiplicação escalar) · : R×M →M , (r,m) 7→ r ·m, satisfazendo os seguintes
axiomas: Para quaisquer r,r′ ∈ R e m,m′ ∈M

• 1) r · (m+m′) = r ·m+ r ·m′

• 2) (r + r′) ·m = r ·m+ r′ ·m

• 3) (rr′) ·m = r(r′ ·m)

• 4) 1 ·m = m.

Notação: É comum na definição acima escrever rm ao invés de r ·m. Além disso, um R-módulo
à esquerda M é frequentemente denotado por RM .
• Se R é um anel qualquer, um R-módulo á direita N é um grupo aditivo abeliano munido de um

produto · : R×N → N , (r, n) 7→ nr satisfazendo condições análogas às estabelecidas em 1.1.
• Se M é um R-módulo à esquerda, um subconjunto N ⊆ M é um submódulo de M se N tem

a estrutura de um R-módulo. Equivalentemente, N é um submódulo de M se, e somente se, N é
fechado pela adição, e rN ⊆ N , para qualquer r ∈ R.

Notação: Se R é um anel qualquer e I é um ideal à esquerda em R, iremos escrever I �l R, e
caso I seja um ideal à direita, I �r R. Além disso, se I é um ideal bilateral (escreve-se apenas ideal),
a notação será I � R. Por fim, se M é um R-módulo à esquerda ou à direita e N for um submódulo
de M , então escreveremos N ≤M .

Definição 1.2. Uma K-álgebra ou álgebra sobre o corpo K, é um espaço vetorial A munido de uma
operação · : A×A→ A satisfazendo

1) a · (b+ c) = a · b+ a · c
2) (b+ c) · a = b · a+ c · a
3) (αa) · b = a · (αb) = α(a · b)
4) (a · b) · c = a · (b · c)

para quaisquer a, b, c ∈ A e α ∈ K.

Notação: No contexto da definição acima, é comum omitir “· ”, isto é, ao invés de a · b, escreve-se
simplesmente ab.
• Dada uma álgebra A, o subconjunto S ⊆ A é uma subálgebra de A, se para quaisquer s, r ∈ S,

sr ∈ S. Além disso, I ⊆ A é um ideal à esquerda (respectivamente à direita) se I é subespaço e
RI ⊆ I (respectivamente IR ⊆ I). Um subconjunto J ⊆ A que é um ideal à esquerda e à direita é
chamado de ideal bilateral ou simplesmente ideal.
• Um anel D é uma álgebra de divisão, se 1 6= 0 e cada elemento não nulo de D possui inverso

multiplicativo. Vejamos que se D é uma álgebra de divisão, então Z(D) é um corpo. Para isso, basta
verificar que se 0 6= x ∈ Z(D), então x−1 ∈ Z(D). Dado y ∈ D

x−1y = (xy−1)−1 = (y−1x)−1 = yx−1

e assim, de fato, x−1 ∈ Z(D).

Exemplo 1.3. 1) O espaço vetorial Mn(K) munido do produto usual de matrizes tem uma estrutura
de álgebra.

2) Considere H um espaço vetorial sobre R com base {1, i, j, k} e com um produto “·”definido entre
os elementos da base pela tabela

· 1 i j k
1 1 i j k
i i −1 k −j
j j −k −1 i
k k j −i −1

A álgebra real (H, ·) é chamada de álgebra dos quatérnios reais. Ela é de divisão.
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Definição 1.4. Se R é um anel e M , N são R-módulos à esquerda, então uma função f : M → N é
um homomorfismo de R-módulos à esquerda se satisfaz

1) f(m+m′) = f(m) + f(m′)
2) f(rm) = rf(m)
para quaisquer m, m′ ∈M e r ∈ R.

Observação: A definição de um R-homomorfismo de módulos à direita é análoga à feita na
definição acima.
• Um homomorfismo de R-módulos à esquerda f é um monomorfismo (ou mergulho) caso f seja

injetor, um epimorfismo se for sobrejetor, e um isomorfismo se esta for uma função biuńıvoca.

Exemplo 1.5. A função L : R→ End(RR), r 7→ [L(r) : R→ R, a 7→ ra] é um homomorfismo de
anéis.

Definição 1.6. Sejam (A1, ∗), (A2, ?) duas álgebras sobre um corpo K. Uma transformação linear
φ : A1 → A2 é um homomorfismo de álgebras se φ(a ∗ b) = φ(a) ? φ(b), para quaisquer a, b ∈ A1.

• Os conceitos de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo para homomorfismo de álgebras são
análogos aos estabelecidos após a definição 1.4.

Definição 1.7. Seja R um anel e U ⊆ R um subconjunto qualquer. Considerando os conjuntos

Ωl = {I �l R : U ⊆ I}, Ωr = {I �r R : U ⊆ I}, Ω = {I �R : U ⊆ I}

dizemos que os ideais unilaterais (U)l =
⋂
I∈Ωl

I, (U)r =
⋂
J∈Ωr

J são os ideias à esquerda e à direita,
respectivamente, gerados pelo conjunto U . Além disso, o ideal (U) =

⋂
Y ∈Ω Y é o ideal gerado por U .

Proposição 1.8. Com as notações da definição acima, temos

(U)l = {
∑
λ∈Λ

rλuλ, rλ ∈ R, uλ ∈ U, |Λ| <∞}, (U)r = {
∑
λ∈Λ

uλrλ, rλ ∈ R, uλ ∈ U, |Λ| <∞}

e
(U) = {

∑
λ∈Λ

sλuλrλ, rλ, sλ ∈ R, uλ ∈ U, |Λ| <∞}.

• Seja M um R-módulo à esquerda e X ⊆ M , o submódulo (X) obtido pela intersecção de todos
submódulos de M que contenham X é chamado de o submódulo de M gerado por X. Segue que
(X) = {

∑
µ∈Λ rλxλ, rλ ∈ R, xλ ∈ X |Λ| <∞}.

Definição 1.9. (Módulos livres) Um R-módulo à esquerda F é livre se existe um conjunto (finito
ou não) de ı́ndices Λ tal que F ∼=

⊕
λRλ onde Rλ = (bλ) ∼= R para cada λ ∈ Λ. Além disso,

B = {bλ | λ ∈ Λ} é uma base de F .

Proposição 1.10. (Propriedade universal de módulos livres) Seja F um R-módulo à esquerda livre
com base B. Então, para qualquer R-módulo à esquerda M e cada função γ : B →M existe um único
R-homomorfismo de módulos à esquerda g : F →M tal que o diagrama abaixo comuta, isto é, g |B= γ.

F

B M

i

γ

g

1.1 O teorema de Wedderburn–Artin

Definição 1.11. a) Diremos que um R-módulo à esquerda M é simples, se os únicos submódulos
de M são os triviais, isto é, 0 e M .

b) Diremos que um R-módulo à esquerda M é semissimples (ou completamente redut́ıvel),
se para cada N ≤M , existe N ′ ≤M tal que M = N ⊕N ′.

• Se M é semissimples e N ≤M , então N e M/N são semissimples.

Definição 1.12. Um anel R é simples se este não possui ideais bilaterais diferentes dos triviais.
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Teorema 1.13. Para um R-módulo M , as afirmações são equivalentes
1) M é semissimples.
2) Existe uma famı́lia de submódulos simples F tal que M =

⊕
N∈F N .

3) Existe uma famı́lia de submódulos simples G tal que M =
∑
U∈G U .

Definição 1.14. Diz-se que um anel R é semissimples à esquerda, se R é semissimples como um
R-módulo esquerda. Análogo à direita.

Definição 1.15. Dizemos que um R-módulo à esquerda V é fiel se não existe 0 6= r ∈ R tal que
rv = 0 para todo v ∈ V .

Teorema 1.16. Para um anel R as afirmações são equivalentes
1) RR é semissimples.
2) Todos os R-módulos à esquerda são semissimples.

3) Se 0 // N // M // P // 0 é uma sequência exata curta1 de R-módulos à es-
querda, então M ∼= N ⊕ P .

• Seja R um anel semissimples à esquerda. Então, pode-se escrever R =
⊕

i∈Λ Li, onde cada Li é
um ideal minimal à esquerda. Dessa forma, para cada i ∈ Λ, existem ei ∈ Li tais que 1 =

∑
i∈Λ ei.

Agora, vejamos que se r ∈ R e r =
∑
i∈Λ ri, então, dado que r = 1r, segue que para cada i ∈ Λ,

ri = rei, e como consequência tem-se que se ei = 0, então Li = 0, para cada i ∈ Λ. Portanto, a menos
de indexação, existe m ∈ N tal que R = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lm.
• Segue em particular do item acima que se R é semissimples à esquerda, então R é artiniano e

noetheriano à esquerda.
Vamos agora descrever a estrutura de um anel semissimples.
• Um anel de divisão D é simples pois qualquer ideal não nulo em D contém a unidade de D.

Além disso, DD é simples como um D-módulo à esquerda. Em particular, qualquer espaço vetorial V
sobre D é semissimples.

O teorema abaixo caracteriza os ideais bilaterais na álgebras das matrizes.

Teorema 1.17. Seja R um anel e Mn(R) o anel das matrizes n× n sobre R. Então, se I �Mn(R),
existe J �R tal que I = Mn(J ). Em particular, se R é simples, então Mn(R) é simples.

Observação 1.18. Dado um anel R, definimos o anel oposto de R (e escreve-se Rop) definindo o
seguinte produto em R: x ? y := yx, x, y ∈ R.

Seja V um R-módulo à esquerda e End(RV ) o anel dos R-homomorfismos à esquerda de V . Ob-
servemos que escrevendo de forma natural a ação de End(RV ) em V , (f(v), v ∈ V, f ∈ End(RV )),
o grupo aditivo V se torna um (End(RV ))op-módulo à direita. De fato, é suficiente verificar a 4º)
condição na definição de módulos: Dados f , g ∈ End(RV ) e v ∈ V , temos v(f ? g) = v(gf) = gf(v),
(vf)g = f(v)g = g(f(v)) = gf(v).

Isso é equivalente a exigir que End(RV ) aja em V à direita, isto é, podemos considerar (v)f ao
invés de f(v), f ∈ End(RV ), v ∈ V . De forma análoga se faz isso para módulos à direita. Neste caso,
se V é um R-módulo à direita, então End(VR) age em V pela esquerda, ou seja, via a ação f(v),
f ∈ End(VR), v ∈ V . Feita esta observação, podemos transitar livremente por estas duas noções.

Proposição 1.19. Seja D um anel de divisão e R = Mn(D). Então
1) R é simples, semissimples à esquerda, artiniano à esquerda e noetheriano à esquerda.
2) R tem (a menos de isomorfismo) um único módulo simples à esquerda V . Além disso, R age

de forma fiel sobre V e

RR ∼= nV = V ⊕ · · · ⊕ V︸ ︷︷ ︸
n

.

3) O anel End(RV ) visto como um anel de operadores à direita em V é isomorfo a D.

Teorema 1.20. (Teorema de Wedderburn-Artin) Seja R um anel qualquer semissimples à esquerda.
Então

R ∼= Mn1
(D1)⊕ · · · ⊕Mnr (Dr)

onde D1,. . . ,Dr são anéis de divisão adequados e n1,. . . ,nr ∈ Z>0. Além disso, para cada j ∈
{1, 2, . . . , r}, nj e Dj são unicamente determinados e há exatamente r submódulos simples à esquerda
sobre R que são dois a dois não isomorfos.

1Uma sequência de módulos e homomorfismos // N1
f1 // N2

f2 // · · · Ni
fi // Ni+1

fi+1 // · · ·
é dita exata se para cada i, Im(fi) = Ker(fi+1). Uma sequência exata da forma

0 // N
f // M

g // P // 0 é chamada de sequência exata curta.
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Antes de demonstrarmos o teorema de Wedderburn-Artin iremos fazer alguns resultados auxiliares
que irão nos ajudar na sua demonstração.

Lema 1.21. Seja R um anel com ideais indecompońıveis B1,. . . ,Br e B′1,. . . ,B′s tais que

R = B1 ⊕ · · · ⊕Br = B′1 ⊕ · · · ⊕B′s.

Então r = s e existe σ ∈ Sr tal que B′i = Bσ(i) para cada i ∈ {1, 2, . . . , r}.

Demonstração. Considerando a primeira soma R = B1⊕· · ·⊕Br, para cada i ∈ {1, 2, . . . , r} podemos
escrever Bi = ReiR, onde ei é um idempotente central que atua como unidade em Bi. Dessa forma,
B1,. . . ,Br podem ser considerados anéis e o ideal B′1 é da forma B′1 = I1⊕· · ·⊕Ir, onde I1, . . . , Ir são
ideais respectivamente em B1, . . . , Br. Dado que B′1 é indecompońıvel, existe j1 ∈ {1, 2, . . . , r} tal
que B′1 = 0⊕· · · Ij1 ⊕0 · · ·⊕0, e assim, B′1 ⊆ Bj1 . Analogamente mostra-se que Bj1 ⊆ B′k para algum
k ∈ {1, 2, . . . , r}, e como consequência, B′1 ⊆ B′k. Logo k = 1, e portanto B′1 = Bj1 . Procedendo

dessa forma, conclúı-se que r = s, e se tomarmos σ =

(
1 2 · · · r
j1 j2 · · · jr

)
teremos que para cada

i ∈ {1, 2, . . . , r} vale, B′i = Bσ(i).

Lema 1.22. (Schur) Sejam R um anel e V um R-módulo à esquerda simples. Então End(RV ) é um
anel de divisão.

Demonstração. Dado 0 6= f ∈ End(RV ) precisamos mostrar que f possui uma inversa. É claro que
se possuir esta deve estar em End(RV ) pois f−1(rx) = f−1(f(ry)) = ry = rf−1(f(y)) = rf−1(x).

Agora, se f 6= 0 então f : RV → RV deve ser injetora pois como V é simples, Ker(f) = V ou
Ker(f) = 0, o primeiro caso não pode ser verificado pois f não é nula, só resta então Ker(f) = 0.
Analogamente se vê que Im(f) = V . Dessa forma, f é um isomorfismo e portanto f−1 existe.

Agora, seja a um ideal minimal à esquerda de um anelR e Da = {b�lR : b−minimal Ra ∼= Rb}.
Dessa forma, podemos considerar a soma Ba :=

∑
b∈Da

b.

Lema 1.23. Utilizando a notação acima temos:
a) Ba é um ideal de R.
b) Se a, d são dois ideais minimais à esquerda em R não isomorfos, então BaBd = 0.

Demonstração. Por conta da definição de Ba, para mostrarmos a) é suficiente ver que para qualquer
ideal minimal à esquerda b ∈ Da e qualquer r ∈ R tem-se br ⊆ Ba. Dado r ∈ R considere o
homomorfismo de R-módulos Tr : b→ br, b 7→ br.

Dessa forma, como b é minimal, Tr ≡ 0 (i.e br = 0) ou br ∼= b ∼= a. Em cada um dos casos,
br ⊆ Ba.

Em b), notemos que se ad = 0, então para b ∈ Da e c ∈ Dd, temos bc = 0. De fato, suponha por
absurdo que bc 6= 0. Dessa forma, existe 0 6= x = bc ∈ bc, com b ∈ b e c ∈ c, e portanto, se definirmos

ψ : b→ c, y 7→ yc

tem-se que ψ é um homomorfismo de R-módulos não trivial, e com isso, pelo lema de Schur, b ∼= c, o
qual é um absurdo. Logo, bc = 0, e por arbitrariedade de b ∈ Da e c ∈ Dd, conclúı-se que BaBd = 0.

Com isso, do feito acima para se mostrar b), é suficiente ver que ad = 0. Suponha que exista d ∈ d
tal que ad 6= 0. Dessa forma, ad = d. Porém, analogamente ao visto na parte a), a ∼= ad = d.

Lema 1.24. Seja V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn um R-módulo à esquerda. Se V1
∼= V2

∼= · · · ∼= Vn ∼= L, então

End(RV ) ∼= Mn(End(RL)).

Demonstração. Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} denote por φi um isomorfismo de Vi para L. Defina

θ : End(RV )→Mn(End(RV )), (φjπjfιiφ
−1
i )ij

onde πj e ιi são as projeções e injeções canônicas respectivamente. Afirmamos que θ é um isomorfismo
de anéis. De fato, note que

θ(f)θ(g) =

(∑
k

(φjπjgιkφ
−1
k )(φkπkfιiφ

−1
i )

)
ij

=

(∑
k

(φjπjgιkπkfιiφ
−1
i )

)
ij
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e assim

θ(f)θ(g) =

(
φjπjg

∑
k

(ιkπk)fιiφ
−1
i )

)
ij

=

(
φjπjgfιiφ

−1
i )

)
ij

= θ(fg)

pois
∑
k ιkπk é a identidade em End(RV ). É imediato ver que θ é homomorfismo de grupos aditivos.

Agora, seja A ∈ Mn(End(RV )) = (yij)ij . Observando que se i 6= j, πiιj 6= 0, defina f : V → V por
f(x) =

∑
h,s ιhφ

−1
h yhsφsπs.

É imediato que f é um homomorfismo de módulos e além disso, para i, j ∈ {1, 2, . . . , n} temos

φjπj
∑
h,s

ιhφ
−1
h yhsφsπsιiφ

−1
i =

∑
h,s

φjπjιhφ
−1
h yhsφsπsιiφ

−1
i = yij

logo, θ(f) = A. Mostra-se facilmente que θ é injetora.

• A partir de um anel R, pode-se construir outro anel Rop no qual o conjunto base é o próprio R
mas o produto é definido

s ? t := ts, para quaisquer s, t ∈ R.

Tal anel é chamado de anel oposto de R.
A próxima proposição não será demonstrada, porém o procedimento de sua prova é rotineiro e

pode ser encontrado na página 530 de [41].

Proposição 1.25. Se R é um anel, então Mn(Rop) ∼= (Mn(R))op.

Observação 1.26. Observemos que Rop ∼= End(RR). De fato, defina φ : End(RR) → Rop por
φ(f) = f(1) e vejamos que φ(f ◦ g) = f ◦ g(1) = f(g(1)) = f(g(1) · 1) = g(1)f(1). Por outro lado, se
? denota o produto no anel oposto, i.e. s ? t = ts, então φ(f) ? φ(g) = φ(g)φ(f) = g(1)f(1). Portanto
φ(f ◦ g) = φ(f) ? φ(g) = φ(g)φ(f); o fato de φ ser biuńıvoca é imediato.

Corolário 1.27. Se V é um módulo à esquerda sobre um anel de divisão D e dimD V = n, então

End(DV ) ∼= Mn(D)op.

Demonstração. Podemos decompor V como soma direta de módulos de dimensão 1 sobreD da seguinte
forma V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn. Além disso, como dimD Vi = 1, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}, segue que
V1
∼= · · · ∼= Vn ∼= D, e portanto, pelo lema 1.24

End(DV ) ∼= Mn(End(DD))
1.26∼= Mn(Dop)

1.25∼= Mn(D)op.

Por fim, enunciaremos o teorema de Jordan–Hölder cuja demonstração pode ser encontrada em [33]
(pág. 162).

Uma sequência de R-módulos da forma 0 = Mr $ Mr−1 $ · · · $ M1 $ M0 = M que não admite
nenhum refinamento próprio é uma sequência de composição. Esta última condição é equivalente a
exigir que para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , r − 1} o módulo quociente Mi/Mi+1 seja simples.

Teorema 1.28. (Teorema de Jordan-Hölder) Sejam M um R-módulo e

0 = Mr $Mr−1 $ · · · $M1 $M0 = M, 0 = Ns $ Ns−1 $ · · · $ N1 $ N0 = M

duas sequências de decomposição em M . Então, r = s e existe uma permutação µ do conjunto
{0, 1, 2, . . . , r − 1} tal que Mi/Mi+1

∼= Nµ(i)/Nµ(i)+1.

Vamos então à demonstração do teorema de Wedderburn-Artin.

Demonstração. (Teorema de Wedderburn–Artin) Suponha que R seja semissimples. Dessa forma, por
definição, podemos decompor RR como soma direta de ideais minimais à esquerda

RR = a1 ⊕ · · · ar ⊕ · · · ⊕ an (1)

Sem perda de generalidade pode-se assumir que {a1, . . . , ar} é um sistema completo de ideais minimais
à esquerda, isto é, para cada i ∈ {r+ 1, . . . , n}, ai é isomorfo a um dos aj , j ∈ {1, 2, . . . , r}, e os ideais
{a1, . . . , ar} não são isomorfos entre si. Agora, definindo B1 = Ba1

, . . . , Br = Bar , tem-se pelo lema
1.21 que cada Bi é um ideal de R, BiBj = 0 para cada i 6= j e além disso R = B1 ⊕ · · · ⊕Br.

A Eq. 1 induz na seguinte sequência de decomposição

0 ⊆ a1 ⊆ a1 ⊕ a2 ⊆ · · · ⊆ a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ aj ⊆ · · · ⊆ a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ an = R.
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Se a é outro ideal minimal à esquerda de R, podemos considerar outra sequência de composição
para R da forma 0 ⊆ a ⊆ A1 ⊆ · · · ⊆ An = R, e portanto, pelo teorema de Jordan–Hölder, existe
k ∈ {1, 2, . . . , r} tal que ak = a, e assim, Ba = Bk. Dado que R é artiniano à esquerda, Bi também é,
para cada i ∈ {1, 2, . . . , r}.

Vamos mostrar agora que B1, . . . , Br são simples. Dado i ∈ {1, 2, . . . , r}, seja 0 6= I um ideal de
Bi. Dado r ∈ R escreva, r = r1 + · · ·+ rr, e assim, se x ∈ I

rx = r1x+ · · ·+ rix · · ·+ · · ·+ rrx = rix ∈ Bi ⊆ R

e portanto, I é um ideal de R. Dessa forma, existe um ideal minimal à esquerda a ⊆ I. Como a ⊆ Bi,
segue que Ba = Bi. Vamos mostrar que qualquer b ∈ Da deve necessariamente estar contido em
I. Seja b ∈ Da e considere um isomorfismo Φ: a → b. Como a é um somando direto de R, existe
um elemento idempotente e ∈ a tal que a = Re. Com isso ae = (Re)e = a e como implicação,
b = Φ(a) = Φ(ae) = aφ(e) ⊆ I. Segue então que Bi = Ba ⊆ I e assim, I = Bi.

Dessa forma, podemos escrever R da forma R = B1 ⊕ · · · ⊕Br e assim

Rop ∼= End(RR) ∼= End(RB1)⊕ · · · ⊕ End(RBr). (2)

Agora, pelo lema 1.24, para cada j ∈ {1, 2, . . . , r}, existe nj ∈ N tal que

End(RBj) ∼= Mnj (End(Raj))

por outro lado, pelo lema de Schur, 1.22 Dj := End(Raj) é um anel de divisão. Conclúımos então
que Rop ∼= Mn1(D1)⊕ · · · ⊕Mnr (Dr). Mas, pelo corolário 1.27

R = (Rop)op ∼= Mn1
(D1)op ⊕ · · · ⊕Mnr (Dr)

op ∼= Mn1
(Dop

1 )⊕ · · · ⊕Mnr (D
op
r )

e dáı, primeira parte do teorema segue pois Dop
1 , . . . , Dop

r , também são anéis de divisão. A parte da
unicidade do teorema segue pelo lema 1.21.

1.2 O radical de Jacobson

Iremos aqui brevemente discorrer sobre o radical de Jacobson, o qual é um ideal de extrema im-
portância no estudo dos anéis: supondo que o anel em questão é artiniano à esquerda, um anel é
semissimples se, e somente se, seu radical de Jacobson é nulo (1.34 ) . Ele é utilizado para demonstrar
o teorema de Hopkins e Levitzki, o qual diz que se um anel é artiniano à esquerda, então este é também
noetheriano à esquerda. A rećıproca entretanto de tal resultado não é verdadeira, basta considerar o
anel dos inteiros Z, este é noetheriano pelo teorema fundamental da aritmética porém não é artiniano
pois por exemplo a cadeia decrescente: · · · ⊆ 8Z ⊆ 4Z ⊆ 2Z não se estabiliza. Um outro exemplo

mais sofisticado é o anel triangular A =

(
Q Q
0 Z

)
(para mais detalhes ver [28]).

Nota: Os resultados nesta subseção são encontrados facilmente na literatura, por exemplo em [41],
e por esta razão não iremos demonstrá-los.

Definição 1.29. Dado um anel R, o radical de Jacobson de R (denotado por rad(R)) é definido como
sendo a interseção de todos os ideais maximais à esquerda em R.

Exemplo 1.30. 1) Se R = Z, como em qualquer domı́nio de fatoração única os ideais primos são
maximais, segue que

rad(Z) =
⋂

p∈Spec(R)

p =
⋂

p∈Z−primo
(p) = 0.

2) Se R é uma álgebra afim sobre o corpo dos complexos C, i.e R é finitamente gerada como uma
C-álgebra, então podemos escrever R ∼= C[x1, . . . , xm]/a onde a é um ideal em C[x1, . . . , xm]. Se
definirmos o radical de a como sendo

√
a = {f ∈ C[x1, . . . , xm] : fr ∈ a, para algum r ∈ N}

pelo teorema de Hilbert Nullstellensatz ( [43], Theorem 14.6),
√
a é a interseção de todos os ideais

maximais de C[x1, . . . , xm] contendo a. Dessa forma, segue imediatamente que rad(R) =
√

(0).
3) Pode-se verificar (vide página 61- exemplo (7) de [28]) rad(Mn(R)) = Mn(rad(R)) para qual-

quer anel R e n ∈ N.
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Proposição 1.31. Dado um anel R, as condições são equivalentes
a) x ∈ rad(R)
b) Para cada r ∈ R, o elemento y = 1− rx tem uma inversa à esquerda.
c) Dado qualquer R-módulo simples à esquerda M xM = 0.

Proposição 1.32. 1) Se R é um anel e I é um ideal à esquerda em R o qual é nilpotente, então
I ⊆ rad(R).

2) Se R é um anel artiniano à esquerda, então rad(R) é um ideal à esquerda nilpotente.

Embora tenhamos começado a definição do radical de Jacobson a partir de ideais maximais à
esquerda, podeŕıamos ter começado este a partir dos ideais maximais à direita, e isto é garantido pelo
resultado abaixo, o qual implica que ambas as definições coincidem. Em outras palavras, rad(R) é
um ideal bilateral de R.

Proposição 1.33. 1) Se R é um anel e U(R) é o grupo (multiplicativo) dos elementos invert́ıveis de
R, então rad(R) = {x ∈ R : 1 + rxs ∈ U(R), para quaisquer r, s ∈ R}.

2) Se R é um anel e P é a interseção de todos seus ideais maximais à direita, então P = rad(R).

Teorema 1.34. Um anel R é semissimples à esquerda se, e somente se, R é artiniano à esquerda e
rad(R) = 0.

• A condição de cadeia decrescente é necessária. De fato, seja R = Z, então R não é artiniano à
esquerda pois, por exemplo, a cadeia 2Z ) 22Z ) 23Z ) · · · ) 2nZ ) · · · é uma cadeia decrescente em
R que não se estabiliza. Por outro lado, R não é semissimples pois qualquer ideal J em R intersecta
2Z. Entretanto, como visto acima rad(R) = 0.

1.3 Anéis primos e semiprimos

Lembremos de alguns resultados sobre anéis comutativos com unidade.
Seja R um anel comutativo com unidade e p um ideal em R. Diz-se que p é um ideal primo de R

se p 6= R e além disso, dados a, b ∈ R tais que ab ∈ p, então a ∈ p ou b ∈ p. Dizemos que um ideal n
em R é um ideal radical, se a seguinte condição é satisfeita:

Sempre que a ∈ R é tal que existe m ∈ N com am ∈ n, então a ∈ n.

Proposição 1.35. Seja R um anel comutativo com unidade. Então um ideal próprio n�R é radical
se, e somente se, existe uma famı́lia de ideais primos em R cuja interseção é n. Se n = R, então
considera-se que n é uma interseção vazia de ideais primos.

Além disso, ainda no caso em que R é um anel comutativo com unidade, dado a � R, pelo lema
de Zorn, existe um ideal radical minimal contendo a, o qual denota-se por

√
a. Além disso, pela

proposição acima,
√
a é a interseção de todos os ideais primos de R que contém a. Por fim, lembrando

que o nilradical de uma álgebra comutativa é o ideal dos elementos nilpotentes, tem-se que

Nil(R) =
√

(0) =
⋂

p∈Spec(R)

p.

Iremos agora focar em generalizar tais resultados para a classe dos anéis não comutativos com unidade.
Daqui em diante nesta subseção, R é um anel associativo qualquer com unidade.

Definição 1.36. Um ideal p � R é um ideal primo em R se p 6= R e para quaisquer ideais I, J em
R, a inclusão IJ ⊆ p implica que I ⊆ p ou J ⊆ p.

• Dado a ∈ R, iremos escrever (a) := RaR para o ideal gerado por a em R.

Proposição 1.37. Para um ideal próprio p�R são equivalentes
a) p é primo.
b) Para a, b ∈ R, tem-se a propriedade: (a)(b) ⊆ p ⇒ a ∈ p ou b ∈ p.
c) Para a, b ∈ R, tem-se a propriedade: aRb ⊆ p ⇒ a ∈ p ou b ∈ p.
d) Dados I, J �l R, tem-se a propriedade: IJ ⊆ p ⇒ I ⊆ p ou J ⊆ p.
e) Dados I, J �r R, tem-se a propriedade: IJ ⊆ p ⇒ I ⊆ p ou J ⊆ p.

• Qualquer ideal maximal m em R é primo. De fato, sejam I, J dois ideais em R tais que I * m e
J * m. Então, por maximalidade de m segue que I + m = R = J + m e assim, R = (I + m)(J + m) =
m + IJ donde segue que IJ * m.
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Definição 1.38. Um conjunto S 6= ∅, S ⊆ R, é um m-sistema, se para quaisquer a, b ∈ S, existe
r ∈ R tal que arb ∈ S.

• Todo conjunto multiplicativamente fechado S ⊆ R é um m-sistema. A rećıproca não é verdadeira,
pois se 0 6= a ∈ R, então defina S = {a, a2, a4, a8, . . .}. Com isso, a, a2 ∈ S, mas a(a2) = a3 /∈ S.
Entretanto, dado l ∈ N, se r = a, segue que ara2l = a(a)a2l = a2l+2 = a2(l+1) ∈ S.

Corolário 1.39. Seja p�R. Então, p é primo se, e somente se, R \ p é um m-sistema.

Proposição 1.40. Seja S ⊆ R um m-sistema e p um ideal maximal com respeito a propriedade (∗)

(∗) L�R tal que L ∩ S = ∅.

Então, p é um ideal primo de R.

Definição 1.41. Dado I �R, denota-se o radical de I por
√
I := {s ∈ R | cada m− sistema S 3 s, intersecta I}.

• Segue da definição acima que
√
I ⊆ {s ∈ R : sn ∈ I para algum n ≥ 1}.

De fato, seja s ∈ R e considere o m-sistema S = {s, s2, s3, . . . , sk, . . .}. Dado que s ∈ S, S ∩ I 6= ∅,
e portanto, existe k ≥ 1 tal que sk ∈ I.

Observação 1.42. Seja R um anel comutativo. Assuma que existe n ∈ N tal que sn ∈ I e seja S
um m-sistema qualquer contendo s. Vejamos que por definição de um m-sistema, existe r1 ∈ R tal
que s2r1 = sr1s ∈ S, r2 ∈ R tal que s3r2 ∈ S e assim por diante. Em particular, existe r ∈ R tal que
snr ∈ S, donde segue que snr ∈ S ∩ I. Assim, s ∈

√
I. Conclúımos então que no caso comutativo a

definição de radical de um ideal coincide com a definição clássica do mesmo. Além disso, neste caso
tem-se também que

√
I é um ideal de R.

Teorema 1.43. Seja R um anel qualquer e I um ideal em R. Então,
√
I é igual a interseção de

todos os ideais primos contendo I. Em particular,
√
I é um ideal de R.

Definição 1.44. Dizemos que um ideal q�R é semiprimo, se para qualquer ideal I de R satisfazendo
I2 ⊆ q, tem-se que I ⊆ q.

Proposição 1.45. Se q é um ideal de R, as afirmações são equivalentes:
a) q é semiprimo.
b) Se a ∈ R então (a)2 ⊆ q implica a ∈ q.
c) Se a ∈ R então aRa ⊆ q implica a ∈ q.
d) Para qualquer ideal à esquerda J de R temos que J2 ⊆ q implica J ⊆ q.

e) Para qualquer ideal à direita J̃ de R temos que J̃2 ⊆ q implica J̃ ⊆ q.

Definição 1.46. Diz-se que um conjunto N ⊆ R é um n-sistema, se para qualquer a ∈ N , existe
r ∈ R tal que ara ∈ N .

• Segue da proposição acima que um ideal q�R é semiprimo se e somente se R\q é um n-sistema.

Lema 1.47. Seja N um n-sistema em um anel R e seja a ∈ N . Então, existe um m-sistemaM⊆ N
tal que a ∈M.

Teorema 1.48. Para qualquer ideal J �R, as afirmações são equivalentes
1) J é um ideal semiprimo.
2) J é uma interseção de ideais primos.
3) J =

√
J .

Corolário 1.49. Para qualquer ideal J em R,
√
J é o menor ideal semiprimo em R que contém J .

Definição 1.50. Seja R um anel qualquer. Então, o nilradical inferior de Baer é definido como sendo

Nil∗R :=
√

(0).

• O nilradical inferior de Baer Nil∗R é o menor ideal semiprimo em R e além disso, se Spec(R)
denota o conjunto dos ideais primos em R, segue que

Nil∗R =
⋂

p∈Spec(R)

p.

O ideal Nil∗R é chamado de radical primo de R.
• Como Nil∗R é um nil ideal segue que Nil∗R ⊆ rad(R).
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Definição 1.51. Diremos que um anel R é primo (respectivamente semiprimo) se 0 é um ideal primo
(respectivamente semiprimo) em R.

Observação 1.52. Em anéis comutativos, anéis primos correspondem a domı́nios e anéis semiprimos
a anéis reduzidos. Além disso, se A é um anel comutativo Nil∗A = NilA.

Proposição 1.53. As afirmações são equivalentes
a) R é um anel semiprimo.
b) Nil∗R = 0.
c) R não tem ideal nilpotente diferente de 0.
d) R não tem ideal nilpotente à esquerda diferente de 0.

Vejamos que domı́nios sempre são anéis primos, da mesma forma em que anéis reduzidos são
semiprimos. Além disso, se R é um anel qualquer, então R/Nil∗R é um anel semiprimo. De fato,
vejamos que 0R/Nil∗R = Nil∗R/Nil∗R e assim√

0R/Nil∗R =
√
Nil∗R/Nil∗R = Nil∗R/Nil∗R = 0R/Nil∗R.

Se R é um anel J-semissimples, segue de Nil∗R ⊆ rad(R) que Nil∗R = 0 e R é semiprimo.
Podemos caracterizar anéis primos em termos matriciais, como mostra o resultado abaixo. Além

disso, este é válido trocando-se a palavra “primo”por “semiprimo”e a demonstração deste fato segue
as mesmas linhas da demonstração do primeiro.

Proposição 1.54. Um anel R é primo se, e somente se, Mn(R) é primo.

Lema 1.55. (Lema de Brauer) Seja I El R minimal. Então, I2 = 0 ou I = Re, onde e ∈ I é um
elemento nilpotente.

Corolário 1.56. Se I é um ideal minimal à esquerda em um anel semiprimo R, segue que I = Re,
por algum elemento idempotente e ∈ I.

Demonstração. Dado que I2 6= 0, o resultado segue do lema de Brauer 1.55.

Teorema 1.57. Para qualquer anel R, as afirmações são equivalentes
a) R é semissimples.
b) R é semiprimo e artiniano à esquerda.

1.4 Estrutura dos anéis primitivos e o teorema da densidade de Jacobson

• Um anel semiprimitivo é um anel J-semissimples.
• Lembremos que um R-módulo à esquerda N é fiel se, o único elemento r ∈ R tal que rn = 0,

para todo n ∈ N , é o zero de R.

Definição 1.58. Um anel R é primitivo à esquerda (respectivamente à direita) se R tem um R-módulo
à esquerda simples e fiel.

Proposição 1.59. Um anel R é semiprimitivo se, e somente se, R tem um módulo à esquerda
semissimples M o qual é fiel.

Adendo histórico: Em 1964, George Bergman construiu em [5] um exemplo de um anel primitivo
à esquerda que não é primitivo à direita.

Definição 1.60. Um ideal J �R é primitivo à esquerda (respectivamente direita) se R/J é primitivo
à esquerda (respectivamente direita).

Proposição 1.61. Um ideal I � R é primitivo à esquerda se, e somente se, existe um R-módulo à
esquerda M o qual é simples e além disso, I = ann(M).

Corolário 1.62. O radical de Jacobson rad(R) é a interseção de todos os ideais de R primitivos à
esquerda.

Proposição 1.63. Um anel simples R é primitivo à esquerda. Além disso, um anel primitivo à
esquerda é ambos, semiprimitivo e primo.

O diagrama abaixo resume bem as implicações de anéis primitivos à esquerda, simples, semissim-
ples, semiprimos, semiprimitivos e primos.
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O resultado abaixo mostra-nos que as implicações horizontais podem ser trocadas por equivalências
na classe dos anéis artinianos à esquerda.

Proposição 1.64. Seja R um anel artiniano à esquerda.
1) R é semissimples se e somente se R é semiprimitivo e se e somente se R é semiprimo.
2) R é simples se e somente se R é primitivo à esquerda e se e somente se R é primo.

Proposição 1.65. Um anel comutativo R é um anel primitivo à esquerda ⇔ R é um corpo.

Seja D um anel de divisão e VD um D-espaço vetorial à direita e seja E = End(VD), o qual opera
à esquerda em VD. Então, vejamos que VD é um E-módulo à esquerda simples e fiel. Para a primeira
afirmação, vejamos que se U é um submódulo não trivial de VD, então existe 0 6= w ∈ VD \U e assim,
seja u ∈ U e B uma base de VD tal que u ∈ B. Dessa forma, existe uma transformação linear φ ∈ E
tal que φ(v) = v para todo v ∈ B \ {u} e φ(u) = w.

Com isso, segue que φ(U) * U , donde conclúı-se que de fato, VD é simples como um E-módulo. A
fieldade de VD como um E-módulo é imediata. Mostramos então que o anel E = End(VD) é primitivo
à esquerda. Disto, se dimD VD =∞, E é um anel primitivo à esquerda, não comutativo, não simples
e nem artiniano.

O próximo resultado irá nos mostrar que na classe dos anéis que possuem ideais minimais uni-
laterais, ser primitivo à esquerda é equivalente a ser primitivo à direita, sua demonstração pode ser
encontrada em [28].

Teorema 1.66. Seja R um anel com um ideal minimal à esquerda I. Então, as afirmações são
equivalentes:

1) R é primo.
2) R é primitivo à esquerda.
3) R é primitivo à direita.
Se estas propriedades se verificam, então R tem também um ideal minimal à direita J . Qualquer

R-módulo à esquerda (respectivamente à direita) simples e fiel é isomorfo à RI (respectivamente JR).

• Sejam R,A dois anéis e V = RVA um (R,A)-bimódulo. Então, se E = End(VA), diz-se que
R age densamente em VA, se para qualquer f ∈ E e quaisquer v1, . . . , vk ∈ V , existe r ∈ R tal que
rvi = f(vi), i ∈ {1, 2, . . . , k}.

Lema 1.67. Na notação acima, assuma que RM é um R-módulo semissimples e A = End(RM).
Então, qualquer R-submódulo W de V é um E-submódulo.

Teorema 1.68. (Teorema da densidade) Seja R um anel e V um R-módulo à esquerda semissimples.
Então, se A = End(RV ), segue que R age densamente em VA.

• Seja VD um espaço vetorial à direita sobre um anel de divisão D e seja E = End(VD). Um
subconjunto S ⊆ E é chamado de m-transitivo em V se para qualquer conjunto linearmente inde-
pendentes {v1, . . . , vk} (k ≤ m) e {v′1, . . . , v′k}, conjunto arbitrário de vetores, existe s ∈ S tal que
s(vi) = v′i, i ∈ {1, 2, . . . , k}.
• Com as notações do item acima, S ⊆ E é denso no conjunto das transformações lineares de VD

se S é m-transitivo para cada m ∈ N.

Teorema 1.69. (Estrutura dos anéis primitivos à esquerda) Seja R um anel primitivo à esquerda e
V um R-módulo à esquerda simples e fiel. Seja D o anel de divisão End(RV ). Então, R é isomorfo
a um anel denso no anel das transformações lineares de VD. Além disso

1) Se R é artiniano à esquerda, então n := dimD V <∞ e R ∼= Mn(D).
2) Se R não é artiniano à esquerda, então dimD V =∞ e além disso, para qualquer n > 0, existe

um subanel Rn de R o qual admite um epimorfismo de anéis sobre Mn(D).

O próximo resultado mostra-nos como obter informações sobre a densidade de um subconjunto
das transformações lineares baseado apenas na 2-transitividade.
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Teorema 1.70. Seja D um anel de divisão e V um D-espaço vetorial à direita. Então, se R é um
subanel de End(VD), temos:

1) R é 1-transitivo se, e somente se, RV é um R-módulo à esquerda simples. Se este é o caso, R
é um anel primitivo à esquerda.

2) As afirmações são equivalentes
2.1) R é 2-transitivo.
2.2) R é 1-transitivo e D = End(RV ).
2.3) R é denso em E := End(VD).

Exemplo 1.71. Seja V um espaço vetorial à direita sobre um anel de divisão D e E = End(VD). Se
R é um subanel de E e 0 6= I �R, então R é denso em E se, e somente se I é denso em E.

Demonstração. É imediado que se I for denso em E, então R também será denso em E.
Suponha agora que R seja denso em E e sem perda de generalidade, assuma que I = (a) = RaR e

seja w ∈ V tal que aw 6= 0. Por um lado, dado m ∈ N, {v1, . . . , vm} conjunto linearmente independente
em VD e {v′1, . . . , v′m} um conjunto qualquer de vetores em VD. Por outro lado, como R é denso em
E, tem-se que R(aw) = V e portanto, existem r1, . . . , rm ∈ R tais que rj(aw) = v′j , j ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Mais uma vez pela densidade de R, existem s1, . . . , sm ∈ R tais que sivj = δijw, i, j ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Defina α =

∑
i

riasi ∈ I. Assim, para qualquer j ∈ {1, 2, . . . ,m}, αvj =
∑
i riasivj = rja(w) =

rj(aw) = v′j .

1.5 Álgebras centrais simples

Definição 1.72. Seja A uma K-álgebra. Diz-se que A é uma álgebra central simples se A é simples
e Z(A) ∼= K.

Lema 1.73. Se A é uma álgebra central simples sobre K e B é uma álgebra simples tal que K ⊆ Z(B)
(na realidade K é isomorfo a uma subalgebra de Z(B)) então A⊗K B é simples.

Veja acima que caso B não seja simples, então existe x 6= 0 tal que 0 6= (1⊗K B)x(1⊗K B) ⊆ I e
se I for um ideal minimal, existe 0 6= x ∈ I tal que I = (A⊗K B)x(A⊗K B).

Teorema 1.74. Se A,B são álgebras centrais simples sobre K, então A⊗K B é central simples.

Teorema 1.75. Se D é uma álgebra de divisão de dimensão finita sobre seu centro Z(D), então existe
m ∈ N tal que dimZ(D)D = m2.

Demonstração. Considere Z(D) o fecho algébrico de Z(D). Como D é uma álgebra de divisão,
segue que D é simples, e portanto, D é central simples. Dessa forma, segue pelo lema 1.73 que
D := D⊗Z(D)Z(D) é simples. Além disso, dimZ(D)D = dim

Z(D)
D. Como D é simples e de dimensão

finita sobre um corpo algebricamente fechado, pelo teorema de Werdderburn–Artin, existe m ∈ N tal
que D ∼= Mm(Z(D)). Conclúı-se que dimZ(D)D = dim

Z(D)
D = m2.

Corolário 1.76. Se A é uma álgebra simples de dimensão finita sobre seu centro Z(A), então existe
n ∈ N tal que dimZ(D)A = n2.

1.6 Álgebras separáveis

Comecemos com um resultado cuja demonstração pode ser encontrada em [7] (teorema 69.4).

Teorema 1.77. Seja K/F extensão separável de corpos, e seja A uma álgebra semissimples sobre F .
Então, AF = A⊗F K é uma álgebra semissimples sobre K.

• Em particular, se F = K, o fecho algébrico de K, então AK = A⊗KK é uma álgebra semissimples
caso A o seja.

Definição 1.78. Dizemos que uma K-álgebra A é separável se AE = A ⊗K E é semissimples sobre
E para cada extensão E/K.

Teorema 1.79. Uma K-álgebra A é separável se, e somente se, existem E/K e n1, . . . , nr ∈ N, tais
que AE ∼= Mn1

(E)⊕ · · · ⊕Mnr (E).

Vamos fornecer um critério mais refinado para se determinar se uma dada álgebra é ou não se-
parável, sem passarmos pelo problema de procurar uma extensão E/K tal que AE é semissimples.
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Definição 1.80. Uma K-álgebra A é uma álgebra de Frobenius, se existe uma forma bilinear não
degenerada f : A×A→ K tal que f(ab, c) = f(a, bc), para quaisquer a, b, c ∈ A.

Exemplo 1.81. Seja A uma K-álgebra separável. Então, pelo teorema acima, existe E/K e n1, . . . ,
nr ∈ N tais que AE = A⊗K E ∼= Mn1

(E)⊕ · · · ⊕Mnr (E).

Agora, para cada k ∈ {1, 2, . . . , r} seja Sk = {e(k)
ij | i, j ∈ {1, 2, . . . , nk}} a base canônica de

Mnk(E). Dessa forma, S := S1 ∪ · · · ∪Sr sem perda de generalidade pode ser considerada uma base

de AE. Além disso, os elementos de S satisfazem e
(k)
ij e

(s)
pq = δksδjpe

(k)
iq .

Denote por fE é única forma bilinear fE : AE ×AE → K satisfazendo f(e
(k)
ij , e

(s)
pq ) = δksδjpδiq.

Dado que [fE ]S é a matriz identidade, tem-se que fE é não degenerada. Agora, observemos que

fE(e
(k)
ij e

(l)
αβ , e

(s)
pq ) = fE(δklδjαe

(l)
iβ , e

(s)
pq ) = δklδjαfE(e

(l)
iβ , e

(s)
pq ) = δklδjαδlsδβpδiq.

Por outro lado

fE(e
(k)
ij , e

(l)
αβe

(s)
pq ) = fE(e

(k)
ij , δlsδβpe

(l)
αq) = δlsδβpfE(e

(k)
ij , e

(l)
αq) = δlsδβpδklδjαδiq

donde tem-se que fE(e
(k)
ij , e

(l)
αβe

(s)
pq ) = fE(e

(k)
ij e

(l)
αβ , e

(s)
pq ). Assim, fE é associativa nos elementos básicos,

e portanto é associativa em AE. E como implicação, AE é uma álgebra de Frobenius.

A demonstração do teorema abaixo pode ser encontrada em [7] ( teorema 71.6).

Teorema 1.82. Seja A uma K-álgebra de dimensão finita n. São equivalentes:
a) A é uma álgebra separável
b) A é uma álgebra de Frobenius associada a uma forma bilinear f na qual

Z(A) =
{∑

i

biaai, a ∈ A
}

onde {a1, . . . , an} e {b1, . . . , bn} são bases de A duais em relação a f .

1.7 O teorema de Wedderburn–Malcev

Comecemos com uma definição algébrica que será fundamental nesta seção.

Definição 1.83. Sejam A uma K-álgebra e K ⊆ F uma extensão de corpos de K. Diz-se que F é
um splitting field para A se AF := A⊗K F é simples.

A prova da proposição abaixo pode ser encontrada na página 106 de [28].

Proposição 1.84. Utilizando a notação da definição acima temos:
a) F é um splitting field para A se, e somente se, AF /rad(AF ) é uma soma direta de álgebras

matriciais sobre K.
b) F é um splitting field para A se, e somente se, F é um splitting field para A/rad(A).
c) K é um splitting field para A.

Lema 1.85. Seja I um ideal nil de A. Então:
a) Cada elemento idempotente de A/I pode ser levantado2 para um elemento idempotente de A.
b) Qualquer conjunto de elementos idempotentes ortogonais de A/I pode ser levantado para um

conjunto de elementos idempotentes ortogonais de A.
c) Cada conjunto de matrizes unitárias n × n de A/I pode ser levantado para um conjunto de

matrizes unitárias n× n de A.

Demonstração. a) Seja e = e + I um elemento idempotente de A/I, isto é, e2 − e = 0, ou seja,
e2 − e ∈ I. Dado que I é nil, existe k ∈ N tal que (e2 − e)k = 0 e utilizando o binômio de Newton,
existe f ∈ K[x] tal que ek = ek+1f(e). Dessa forma, para cada t ∈ N ek = ek+t(f(e))t.

E assim (ef(e))2k = (e2kf(e)k)f(e)k = ekf(e)k = (ef(e))k. Portanto b = (ef(e))k é idempotente.

De ek = e2k conclúı-se que b = (ef(e))k = ekf(e)
k

= e2kf(e)k = ek = e.
b) Sejam f1, . . . , fn ∈ A/I idempotentes ortogonais. Suponha que f1, . . . , fn−1 podem ser

levantados para idempotentes ortogonais e1, . . . , en−1 ∈ A. Defina e′ := e1 + · · ·+ en−1. Por a) existe

2Seja I um ideal de uma álgebra A e x ∈ A/I, dizemos que x pode ser levantado para um elemento de A se existe
a ∈ A tal que a = x.
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um idempotente g ∈ A com g = fn. Notemos que e′g =
(∑n−1

i=1 fi

)
fn = f1fn + · · · + fn−1fn = 0.

Logo e′g ∈ I. Considere g1 := (1− e′g)−1g(1− e′g) e vejamos que

g2
1 = (1− e′g)−1g(1− e′g)(1− e′g)−1g(1− e′g) = (1− e′g)−1g(1− e′g) = g1.

Além disso g1 = (1− e′g)−1 · g · (1− e′g) = 1 · g · 1 = g = fn. Dado que e′, g′ são idempotentes
e e′g − ge′ ∈ I, tem-se que e′g = ge′ e portanto (1 − e′g)g = g −′ eg = g − ge′ = g(1 − ge′), logo
g = (1 − e′g)−1g(1 − e′). Disso segue que g1g = g2(1 − e′)e′ = g(e′ − e′2) = 0 e assim, definindo
en := (1− e′)g1 conclúı-se que en = fn e ene

′ = e′en = 0.
Por fim, para quaisquer i ∈ {1, 2, . . . , n− 1} tem-se que e′ei = eie

′ = ei, e como consequência

enei = ene
′ei = 0, eien = eie

′en = 0

o qual mostra que en é o elemento idempotente desejado.
c) Sejam fij matrizes unitárias n × n em A/I. Por b), os elementos f11, . . . , fnn podem ser

levantados para e11, . . . , enn ortogonais idempotentes. Precisamos agora levantar fij para eij ∈ A se
i 6= j. Seja aij matriz n× n em A tal que aij = fij e defina ei1 = eiiai1e11. Observemos que

ei1 = eii · ai1 · e11 = fiifi1f11 = fiifi1 = fi1.

Agora, se definirmos bi = e11 − a1iei1, então bi = f11 − f1ifi1 = 0, e portanto bi ∈ I, para todo i ∈
{1, 2, . . . , n}, e isso nos mostra que 1− bi é invert́ıvel, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Com isso, definindo
e1i = dia1ieii, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, tem-se que e1i = di ·a1i ·eii = f1ifii = f1i e além disso, para
cada i ∈ {1, 2, . . . , n} vale e1iei1 = dia1ieiiei1 = dia1iei1e11 = di(e11 − bi)e11 = di(1− bi)e11 = e11.

Consequentemente (eii − ei1e1i)
2 = e2

ii − eiiei1e1i − ei1e1ieii + (ei1e1i)
2 = eii − ei1e1i é um idem-

potente em I, e eii = ei1e1i. Definindo eij := ei1e1j tem-se o resultado.

Proposição 1.86. Seja A uma K-álgebra de dimensão finita sobre um corpo de caracteŕıstica 0 e J
seu radical de Jacobson. Então, existe uma subalgebra semissimples B tal que A = B ⊕ J .

Demonstração. Passo 1: Suponha que K seja um corpo algebricamente fechado. Escrevendo A :=
A/J , existem n1, . . . , nr ∈ N tais que A = Mn1(K)⊕ · · · ⊕Mnr (K).

Sejam f1, . . . , fr ∈ A idempotentes ortogonais tais que 1A = f1 +· · ·+fr. Dado que J é nilpotente,
pelo lema 1.85, existem e1, . . . , er ∈ A idempotentes ortogonais tais que π(ei) = fi, i ∈ {1, 2, . . . , r},
onde π : A→ A é a projeção canônica. Para cada t ∈ {1, 2, . . . , r}, defina At := etAet.

Então, para cada t ∈ {1, 2, . . . , r}, At = ftAft = Mnt(K)ft = Mnt(K). Além disso, cada matriz

canônica unitária eij ∈ Mnt(K) pode ser levantada a uma matriz unitária x
(t)
ij de At. Defina Bt =∑

ij Kx
(t)
ij , então Bt ∼= Mnt(K) ∼= At.

Dessa forma B =
⊕r

i=1Bi
∼=
⊕r

i=1Ai
∼= A. É imediato que B ∩ J = 0, pois para cada t ∈

{1, 2, . . . , r} temos Bt ∩ J = 0. Logo tem-se que (B + J)/J ∼= B/B ∩ J ∼= B ∼= A e assim, A = B ⊕ J .
Passo 2: Suponha que K seja um corpo arbitrário e J2 = 0. Seja {a1, . . . , an} base de A sobre

K tal que {a1 + J, . . . , am + J} formem uma base de A = A/J . Dados i, j ∈ {1, 2, . . . , n} escreva

aiaj =

n∑
k=1

α
(k)
ij ak, α

(k)
ij ∈ K.

Disso segue que para i, j ∈ {1, 2, . . . ,m} vale ai · aj =
∑n
k=1 α

(k)
ij ak, α

(k)
ij ∈ K.

Para encontrarmos uma subalgebra C ⊆ A com C ∩ J = 0 e C ∼= A é suficiente encontrarmos
escalares xij para os quais os elementos bi = ai +

∑n
j=m+1 xijaj , i ∈ {1, 2, . . . ,m}, sejam linearmente

independentes sobre K, e possuam as mesmas constantes de estrutura que A. Isso irá nos fornecer
um isomorfismo entre C e A.

Para cada i, j ∈ {1, 2, . . . ,m} podemos impor isto sob a forma do sistema

(
ai +

n∑
t=m+1

xitat

)(
aj +

n∑
t=m+1

xjtat

)
=

m∑
k=1

(
ak +

n∑
t=m+1

xktat

)
e dado que J2 = 0 tem-se que

aiaj +

n∑
t=m+1

xjtaiat +

n∑
t=m+1

xitataj =

m∑
k=1

α
(k)
ij ak +

n∑
k=1

n∑
t=m+1

xktat
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e por comparação dos coeficientes em relação a ak, para k ∈ {m+ 1, . . . , n} obtemos

α
(k)
ij +

n∑
t=m+1

α
(k)
it xjt +

n∑
t=m+1

α
(k)
tj xit =

m∑
s=1

α
(s)
ij xsk.

Portanto, procurar uma subalgebra C satisfazendo C ∩ J = 0 e C ∼= A é equivalente a resolver o
sistema linear:

α
(k)
ij +

n∑
t=m+1

α
(k)
it xjt +

n∑
t=m+1

α
(k)
tj xit =

m∑
s=1

α
(s)
ij xsk, i, j ∈ {1, 2, . . . ,m}, k ∈ {m+ 1, . . . , n} (3)

Considere F = K, o qual é um splitting field para A (e portanto para A). Dessa forma a álgebra
AF = A⊗KF satisfaz n = dimK A = dimF AF e AF /rad(AF ) ∼= AF /(J⊗KF ) ∼= A/J⊗KF = A⊗KF .
Pelo passo 1 pode-se decompor AF = B1 ⊕ rad(AF ) = B1 ⊕ (A ⊗K F ) onde B1 é uma subalgebra
semissimples de AF . Observemos que sob a extensão de escalares as constantes de estrutura não
mudam. De fato, {a1 ⊗ 1, a2 ⊗ 1, . . . , an ⊗ 1} é uma base de AF e assim, para quaisquer i, j ∈
{1, 2, . . . , n}, vale (ai ⊗ 1)(aj ⊗ 1) = aiaj ⊗ 1 =

∑n
k=0 α

(k)
ij (ak ⊗ 1).

Dado que AF = B1 ⊕ rad(AF ) o sistema 3 possui uma solução em F . Porém, como todos os
coeficientes de 3 estão em K, e as constantes de estrutura permaneceram as mesmas, segue que tal
solução também está em K. Como consequência, existe uma subalgebra semissimples C ⊆ A tal que
A = C ⊕ J .

Passo 3: Caso geral. Vamos proceder por indução. Comecemos observando que pelo passo 2
podemos assumir que J2 6= 0. Dessa forma, B = A/J2 6= A. Dado que dimK B < dimK A, por
hipótese de indução podemos escrever, B = D ⊕ rad(B), onde D é uma subalgebra semissimples.
Agora, notando que rad(B) = rad(A)/J2 = J/J2 tem-se pelo teorema do isomorfismo que D ∼=
B/rad(B) = (A/J2)/(J/J2) ∼= A/J .

Seja π : A → B a projeção canônica de A em B = A/J2 e defina P := π−1(D). Com isso
π|P : P → D é sobrejetora cujo núcleo é P ∩ J2 e assim, pelo primeiro teorema do isomorfismo
D ∼= P/P ∩ J2.

Como rad(D) = 0 segue que rad(P ) = P ∩J2. Mais uma vez, por hipótese de indução, existe uma
subalgebra T semissimples de P tal que P = T ⊕ rad(P ) = T ⊕ (P ∩ J2) e T ∼= P/P ∩ J2 ∼= D.

Em suma, temos T ∼= D ∼= P/P∩J2 ∼= A/J, e P = T⊕(P∩J2). Logo T+J = T+(P∩J2)+J =
P + J = A, e T ∩ J ⊆ T ∩ (P ∩ J2) = 0, donde segue que A = T ⊕ J .

Observação 1.87. Dado a existência de uma subalgebra semissimples B de A tal que A = B ⊕ J ,
garantida pela proposição 1.86, pelo lema de Zorn pode-se escolher C subalgebra maximal semissimples
tal que A = C ⊕ J .

Definição 1.88. Sejam A uma K-álgebra e N um (A,A)−bimódulo. Dizemos que uma transformação
linear f : A→ N é uma derivação generalizada, se f(ab) = af(b) + f(a)b, para quaisquer a, b ∈ A.

Lema 1.89. Seja A uma K-álgebra semissimples de dimensão finita, e N um (A,A)−bimódulo. Se
K é um splitting field A e f : A→ N é uma derivação, então existe u ∈ N tal que f(·) = [·, u].

Demonstração. A menos de considerar as componentes da soma direta de A como álgebras simples,
pode-se assumir que A seja simples e portanto, como K é um splitting field A, tem-se que A = Mn(K).
Agora, considere as bases de A dadas por

α = {e11, e12, . . . , e1n, e21, . . . , enn}, β = {(1/n)e11, (1/n)e21, . . . , (1/n)en1, (1/n)e12, . . . , (1/n)enn}.

Temos
∑
i,j eij(1/n)eji =

∑n
j=1(1/n)(

∑n
i=1 eii) = n · I/n = I onde I é a matriz identidade. Seja

a = (αij)ij ∈ A e note que eija = eij(α11e11 + α12e12 + · · ·+ · · ·+ αnnenn) =
∑n
l=1 αjleil. Por outro

lado

a(1/n)eji = ((α11e11 + α12e12 + · · ·+ · · ·+ αnnenn))(1/n)eji =

n∑
k=1

αkjeki.

Para visualizarmos melhor a propriedade acima, denote respectivamente por a1, . . . , an2 e a′1, . . . ,
a′n2 , os elementos de α e β. Então, o de cima nos diz que dado a ∈ A

aia =

n2∑
k=1

yikak ⇒ aa′i =

n2∑
k=1

ykia
′
k. (4)
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e além disso
∑n2

i=1 aia
′
i = I. Agora, se f : A → N é uma derivação, defina u :=

∑n
i=1 a

′
if(ai). Dado

a ∈ A pode-se escrever a =
∑n2

i=1 yijaj e assim [a, u] = au − ua =
∑n2

i=1 aa
′
if(ai) −

∑n2

k=1 a
′
kf(ak)a.

Como f é uma derivação, a igualdade acima se torna

[a, u] =

n2∑
i=1

aa′if(ai)−
n2∑
i=1

a′if(aia) +

n2∑
i=1

a′iaif(a)

e assim, por 4 tem-se que [a, u] =
∑
i,j a

′
jyjif(ai)−

∑
i,j a

′
iyijf(aj) + f(a) = 0 + f(a) = f(a).

Proposição 1.90. Seja A uma K-álgebra de dimensão finita sobre um corpo de caracteŕıstica 0.
Sabe-se que podemos escrever A = B1⊕J , onde B1 é uma subalgebra semissimples de A maximal. Se
B2 for outra subalgebra semissimples de A maximal, existe u ∈ J tal que B2 = (1 + u)B1(1 + u)−1.

Demonstração. Passo 1: Suponha que K seja um corpo algebricamente fechado. Considere os ho-
momorfismos de K-álgebras π : A → A/J a projeção canônica, e para cada i = 1, 2, φi : A/J → A
definida por φi(a + J) = fi(a) onde fi : A → A é uma função linear que se anula em J e age como
identidade em Bi. Vamos tornar J um (A/J,A/J)-bimódulo definindo x · a = xφ2(a), a · x = φ1(a)x,
x ∈ J, a ∈ A/J .

Além disso, defina f : A/J → A, a 7→ φ1(a)− φ2(a). Notemos que f(A/J) ⊆ J . Dado a ∈ A/J ,
temos π(f(a)) = π(φ1(a)− φ2(a)) = πφ1(a)− πφ2(a) = a− a = 0, onde a última igualdade segue do
fato de que πφi = IdA/J , i = 1, 2. Também

f(a · b) = φ1(a · b)− φ2(a · b) = φ1(a)(φ1(b)− φ2(b)) + (φ1(a)− φ2(a))φ2(a)

e assim f(a · b) = φ1(a)f(b) + f(a)φ2(b) = a · f(b) + f(a) · b, a, b ∈ A/J , donde segue que f é uma
derivação. Pelo lema 1.89 existe u ∈ J tal que f(a) = φ1(a)− φ2(a) = [a, u] = a · u− u · a, a ∈ A/J .
Em outras palavras

φ1(a)− φ2(a) = φ1(a)u− uφ2(a), a ∈ A/J (5)

Dado que 1 − u é invert́ıvel, φ1(a) = (1 − u)φ2(a)(1 − u)−1, a ∈ A/J , o qual implica que B1 =
(1− u)B2(1− u)−1.

Passo 2: Suponha que K seja um corpo de caracteŕıstica 0. Sejam π, φ1, φ2 homomorfismos
como no passo 1. Seja F = K e considere AF = A ⊗K F , AF /(J ⊗K F ) ∼= (A/J) ⊗K F . Logo os
homomorfismos acima podem ser estendidos para homomorfismos π′, φ′1, φ

′
2 : (A/J)⊗K F → A⊗K F .

O ponto chave para se demonstrar o passo 1 foi a existência de um elemento u ∈ J satisfazendo a
equação 5. Considerando uma base de A e base de J , como a dada na proposição 1.86 a equação 5 se
transforma num sistema de equações (avaliando as funções nos elementos básicos). Nesta mesma base
escolhida, considere a base associada em A ⊗K F . Utilizando os homomorfismos π′,φ′1, φ′2 podemos
escrever um sistema análogo a 5 variando os elementos na base de A⊗K F . Pelo passo 1 este último
possui uma solução em F . Porém, dado que todos os coeficientes deste sistema estão em K segue que
tal solução pertence a K, o qual conclui o resultado.

Os resultados nas proposições 1.86 e 1.90 podem ser resumidos no teorema abaixo, o qual é devido
a Wedderburn e Malcev.

Teorema 1.91. (Teorema de Wedderburn e Malcev) Seja A uma K-álgebra de dimensão finita sobre
um corpo de caracteŕıstica 0 e J seu radical de Jacobson. Então, existe uma subalgebra semissimples
maximal B tal que A = B ⊕ J . Além disso, se B′ ⊆ A é outra subalgebra semissimples maximal tal
que A = B′ ⊕ J , então existe x ∈ J tal que B = (1− x)B′(1− x)−1.
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2 Conceitos básicos em PI-Álgebras

Dado X um conjunto, denotemos por K〈X〉 a álgebra associativa com unidade livremente gerada por
X, isto é, K〈X〉, é o espaço vetorial sobre K cujos elementos básicos são palavras da forma

xi1 · · ·xin , xij ∈ X, n = 0, 1, 2, . . .

com multiplicação definida em tais elementos por

(xi1 · · ·xin)(xj1 · · ·xjm) = xi1 · · ·xinxj1 · · ·xjm .

Uma observação extremamente importante é que K〈X〈 é livre no conjunto de todas as álgebras
associativas com unidade. Em outras palavras, se A é qualquer álgebra associativa com unidade, e
ϕ̃ : X → A é uma função, então existe um único homomorfismo de álgebras associativas ϕ : K〈X〉 → A
satisfazendo ϕ|X = ϕ̃.

Fixe X = {x1, x2, . . . , xn, . . .}.

Definição 2.1. Sejam f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K〈X〉 e R uma álgebra associativa. Diz-se que f é
uma identidade polinomial para R se, f(r1, r2, . . . , rn) = 0 para todo r1, r2, . . . , rn ∈ R.

A álgebra R é uma PI-álgebra se existe 0 6= f ∈ K〈X〉 tal que f ≡ 0 em R.

Lema 2.2. f ∈ K〈X〉 é uma identidade polinomial para R se, e somente se, f pertence ao núcleo de
todo homomorfismo K〈X〉 → R.

Demonstração. Basta notar que se ψ : K〈X〉 → R é um homomorfismo de álgebras associativas, então
Ker(ψ) = {g(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 | g(ψ(x1), . . . , ψ(xn)) = 0}.

Exemplo 2.3. Dado f(x1, x2) = [x1, x2], isto é, f(x1, x2) = x1x2 − x2x1, então R é uma álgebra
comutativa se, e somente se, f é uma identidade polinomial para R.

Exemplo 2.4. Seja Sn o grupo simétrico e suponha que dim(R) < n. Agora, consideremos a expressão

sn(r1, r2, . . . , rn) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)rσ(1) · · · rσ(n)

então, notemos que:
• sn(r1, . . . , rn) é antissimétrico. De fato, se τ = (i, j) é uma transposição, então

τ · sn(r1, . . . , ri, . . . , rj , . . . , rn) = sn(r1, . . . , rj , . . . , ri, . . . , rn)

e portanto, dado que sign(στ) = −sign(σ), segue que

sn(r1, . . . , rj , . . . , ri, . . . , rn) = −sn(r1, . . . , ri, . . . , rj , . . . , rn)

donde segue que sn é antissimétrica.
• Como dim(R) < n, quaisquer elementos r1, . . . , rn ∈ R são linearmente dependentes, e portanto,

como sn(r1, . . . , rn) é antissimétrica, segue que sn(r1, . . . , rn) = 0. (A demonstração de tal fato é
exatamente igual a demonstração de que o determinante de uma matriz n × n é nulo se as colunas,
ou as linhas, forem linearmente dependentes).

Dessa última observação, conclúımos que se dim(R) < n, o polinômio

sn(x1, x2, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)xσ(1) · · ·xσ(n)

é uma identidade polinomial em R. Neste caso, diz-se que R satisfaz a identidade standard de
grau n.

Exemplo 2.5. (Identidade de Capelli) Nas condições do exemplo acima, defina o seguinte polinômio

dn(x1, . . . , xn; y1, . . . , yn+1) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)y1xσ(1)y2 · · · ynxσ(n)yn+1.

Argumento semelhante ao do exemplo anterior mostra que dn é antissimétrico em x1, . . . , xn e que
d(x1, . . . , xn; y1, . . . , yn+1) = 0 em R. Diz-se que R satisfaz a identidade de Capelli de grau n.

Exemplo 2.6. Dado que dim(Mn(K)) = n2, segue que Mn(K) satisfaz a identidade standard e a
identidade de Capelli de grau n2 + 1.
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Mais adiante vamos ver o famoso resultado conhecido como teorema de Amitsur-Levitzki, o qual
diz que o conjunto das matrizes Mn(K) satisfaz a identidade standard de grau 2n.

Definição 2.7. Seja V um espaço vetorial com base ordenada {e1, e2, . . . , en, . . .}. A álgebra de
Grassmann é a álgebra associativa E = E(V ) gerada por {e1, e2, . . . , en, . . .} junto com as relações

eiej + ejei = 0, i, j = 1, 2, . . .

Lema 2.8. A álgebra de Grassmann como espaço vetorial é gerada pelos vetores da forma

ei1 · · · ein : i1 < i2 < i3 < · · · < in, n ≥ 0.

Demonstração. Notemos que para todos i, j ∈ {1, 2, . . .}, eiej + ejei = 0 implica que eiej = −ejei.
Agora, considere o monômio u = ei1 · · · (ejei)eis · · · eip onde i < j. Uma redução em u produz o

elemento u′ = −ei1 · · · (eiej)eis · · · eip . Dessa forma, conclúımos que para toda permutação σ ∈ Sn, o
monômio ei1 · · · ein , pode ser levado por meio das reduções em eσ(i1) · · · eσ(is). Em outras palavras

eσ(i1) · · · eσ(in) = sign(σ)ei1 · · · ein .

Agora, como todo elemento y ∈ E é da forma y =
∑

k1,...,kp
p≤|P |

α(k1,...,kp)ek1 · · · ekp , com P ⊆ N subconjunto

finito, segue que de fato E é gerado pelos elementos como no enunciado.

• Os geradores de E estabelecidos no lema 2.8 são linearmente independentes. De fato, denote o
conjunto de tais geradores por E e considere o conjunto

ΓE = {m ∈ N ∪ {0} | ∃ α1, . . . , αm ∈ K \ {0} e u1, . . . , um ∈ E tais que

n∑
i=1

αiui = 0}.

Se ΓE 6= {0}, pelo prinćıpio da boa ordenação em N, existe um menor elemento m > 1, bem como α1,
. . . , αm ∈ K \ {0} e u1, . . . , um ∈ E tais que

∑m
i=1 αiui = 0.

Agora, seja er ∈ V tal que er aparece em u1 mas não aparece em u2. Dessa forma, segue que
eru1 = 0 e portanto

m∑
i=2

αierui =

m∑
i=2

αiwi = 0, onde wi = erui, i ∈ {2, . . . ,m}

o qual é um absurdo pela minimalidade de m. Disto, conclúı-se que ΓE = {0}, e assim, os elementos
em E são linearmente independentes.

Segue do último item acima e do lema 2.8 que {1} ∪ E é uma base de E sobre K.

Lema 2.9. Se J é o ideal em K〈X〉 gerado pelos elementos xixj + xjxi, i, j ∈ {1, 2, . . .}, então
K〈X〉/J ∼= E.

Demonstração. Já sabemos que E possui como base os elementos da forma

eiiei2 · · · eip , i1 < i2 < · · · < ip p ∈ N.
Agora, considere o mapa X → E dado por xi 7→ ei. Como K〈X〉 é uma álgebra associativa livre,

existe um homomorfismo de álgebras associativas ψ : K〈X〉 → E tal que ψ(xi) = ei. Além disso, por

construção de ψ, J ⊆ Ker(ψ) e portanto, ψ induz um mapa ψ̃ : K〈X〉 → E dado por x+ J 7→ ψ(x).
Afirmamos que os vetores da forma xi1 · · ·xip , i1 < · · · < ip são linearmente independentes em

K〈X〉. De fato, como ψ(xi1 · · ·xip) = ei1 · · · eip , uma dependência linear de alguns vetores da forma
xi1 · · ·xip implicaria uma dependência linear dos respectivos ei1 · · · eip , o que é um absurdo. Com isso,

conclúımos que Ker(ψ) = J e assim, ψ̃ é um isomorfismo de álgebras associativas.

Exemplo 2.10. O polinômio f(x1, x2, x3) = [x1, x2, x3] = [[x1, x2], x3] é uma identidade polinomial
na álgebra de Grassmann E. Para verificarmos isso, notemos inicialmente que f é linear em cada
entrada, portanto é suficiente provar o resultado para elementos da base de E. Considere os elementos
r1 = ei1 · · · ein e r2 = ej1 , j1 6= {i1, . . . , in}.

Temos [r1, r2] = ei1 · · · einej1 − ej1ei1 · · · ein , logo, após n transposições ao elemento ej1ei1 · · · ein
chegamos em ej1ei1 · · · ein = (−1)nei1 · · · einej1 e [r1, r2] = (1− (−1)n)ei1 · · · einej1 .

Portanto, se r2 = ej1ej1 · · · ejm podemos proceder por indução em m > 0 para mostrar que

[r1, r2] = (1− (−1)mn)ei1 · · · einej1ej1 · · · ejm .

Logo, [r1, r2] 6= 0 se, e somente se m e n são ambos ı́mpares, donde segue que [r1, r2] tem um tamanho
par. Consequentemente, para qualquer r3 = ek1 · · · ekl temos [[r1, r2], r3] = 0.
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Definição 2.11. O comutador de Lie de comprimento n, com n > 1, é definido indutivamente por
[x1, . . . , xn−1, xn] = [[x1, . . . , xn−1], xn].

Exemplo 2.12. O polinômio f(x1, x2, x3, x4, x5) = [[x1, x2], [x3, x4], x5] é uma identidade polinomial
em E ⊗ E. Neste caso, diz-se que E ⊗ E satisfaz a propriedade central-por-metabeliana.

Exemplo 2.13. Sejam R = M2(K), eij a matriz que possui 1 nas entradas (i, j) e 0 nas outras. Por
verificação imediata, segue que

s4(x1, x2, x3, x4) = [x1, x2] ◦ [x3, x4] + [x1, x3] ◦ [x4, x2] + [x1, x4] ◦ [x2, x3]

onde ◦ é um produto definido no conjunto das matrizes por l1 ◦ l2 = l1l2 + l2l1, l1, l2 ∈ R.
Considere agora a base de M2(K) dada por B = {e, e11, e12, e21}, onde e = e11 + e22.
Lembremos também que eijekl = δjkeil, e que [e, e11] = [e, e12] = [e, e21] = 0. Dessa forma, temos

que s4(e, e11, e12, e21) = 0. Portanto, como s4(x1, x2, x3, x4) é multilinear

s4(x1, x2, x3, x4) = 0, xi ∈ R, i ∈ {1, 2, 3, 4}.

Exemplo 2.14. O polinômio de Hall definido por f(x1, x2, x3) = [[x1, x2]2, x3], é uma identidade
polinomial em R = M2(K). Para tal verificação, lembremos que o polinômio caracteŕıstico de uma
matriz r ∈ R é dado por cr(x) = x2 − tr(r)x+ det(r).

Por outro lado, pelo teorema de Cayley–Hamilton 0 = cr(r) = r2 − tr(r)r+ det(r). Se r = [x1, x2]
temos que tr(r) = 0, e a expressão acima se torna [x1, x2]2 +det(r) = 0, ou seja, [x1, x2]2 ∈ K, donde
segue que f(x1, x2, x3) = 0 para quaisquer x1, x2, x3 ∈ R.

Definição 2.15. Um ideal J �K〈X〉 é dito um T -ideal se φ(J) ⊆ J , para todos os endomorfismos φ
em K〈X〉.

Exemplo 2.16. Se R é uma álgebra, o conjunto T (R) de todas as identidades polinomiais de R é
um T -ideal em K〈X〉. De fato, dado qualquer endomorfismo φ em K〈X〉, seja wi = φ(xi), para
i ∈ {1, 2, . . .}. Dessa forma temos que φ(f(x1, . . . , xm)) = f(w1, . . . , wm) = 0. Por conta que T (R) é
um T -ideal, diz-se que T (R) é o T -ideal de R.

O próximo resultado mostra-nos que a partir de um T -ideal K〈X〉 é posśıvel construir uma álgebra
associativa na qual este ideal é um T -ideal.

Proposição 2.17. Dado um ideal T -ideal U em K〈X〉, existe uma álgebra associativa R tal que
T (R) = U .

Demonstração. Defina R := K〈X〉/U e seja f(x1, . . . , xm) ∈ U . Dados quaisquer elementos w1 =
w1 + U ,. . . , wm = wm + U em R, por conta de U ser um T -ideal segue que f(w1, . . . , wm) ∈ U e
portanto, f(w1, . . . , wm) = 0, e assim, U ⊆ T (R). Reciprocamente, se f(x1, . . . , xm) ∈ K〈X〉 e f /∈ U ,
então f(x1, . . . , xm) 6= 0 e isso implica que f /∈ T (R), ou seja, mostramos que T (R) ⊆ U . Do feito,
conclúı-se que T (R) = U .

Dada uma famı́lia não vazia F ⊆ K〈X〉, a classe V de todas as álgebras associativas que satisfazem
as identidades polinomiais de F é chamada de variedade determinada por F . Além disso, se
F = {fi(x1, . . . , xni) | i ∈ I}, então denota-se por 〈fi | i ∈ I〉T o menor T -ideal que contém F , ou
seja, 〈fi | i ∈ I〉T é a intersecção de todos os T -ideais que contêm F .

Sabe-se que para conhecer um endomorfismo φ em K〈X〉 basta a imagem dos elementos em X
(pois K〈X〉 é livre em X), isto é, basta saber quem são os φ(xi), para todo i ∈ {1, 2, . . .}. Dessa
forma, se F = {fi | i ∈ I}, então os elementos em 〈fi | i ∈ I〉T são da forma∑

i∈I
uifi(wi1 , . . . , wini )vi, wij , ui, vi ∈ K〈X〉.

Definição 2.18. Para um conjunto não vazio Y fixado, a álgebra FY (V ) na variedade V é uma
álgebra relativamente livre de V se esta satisfaz

i) FY (V ) é gerada por Y .
ii) FY (V ) é livre na classe V . Isto é, dada qualquer R ∈ V , todo mapa Y → R pode ser estendido

para um homomorfismo de álgebras associativas FY (V )→ R.

Notação: Se |Y | = m, então escreve-se Fm(V ) := FY (V ). Caso |Y | seja infinito enumerável,
escrevemos simplesmente F (V ) ao invés de F∞(V ).



32

Proposição 2.19. (Existência de álgebras relativamente livres em K〈X〉) Seja V uma variedade
definida por uma famı́lia F = {fi | i ∈ I}. Então a álgebra F := K〈X〉/〈fi | i ∈ I〉T é uma álgebra
relativamente livre de V com conjunto de geradores X = {x+ 〈fi | i ∈ I〉T | x ∈ X}.

Observação: O resultado acima vale para qualquer conjunto Y . No caso geral, toma-se o quoci-
ente de K〈Y 〉 pelo ideal J gerado por {fi(g1, . . . , gni) : gj ∈ K〈Y 〉, i ∈ I} e Y := {y + J : y ∈ Y }
como conjunto de geradores. (c.f. [10] pág. 23).

Teorema 2.20. Existe uma correspondência biuńıvoca π entre os T -ideais de K〈X〉 e a variedade das
álgebras associativas. Além disso, π é uma correspondência de Galois, isto é, para quaisquer T -ideais
V1 e V2, V1 ⊆ V2 se e somente se π(V2) ⊆ π(V1).

Definição 2.21. Se V é uma variedade e R é uma álgebra sobre K tal que T (V) = T (R), então
diz-se que V é uma variedade gerada por R, e escreve-se V = var(R).

• Dada uma variedade V , se R := K〈X〉/T (V ), então T (R) = T (V ).

Definição 2.22. Diz-se que uma identidade polinomial g(x1, . . . , xm) é uma consequência das iden-
tidades polinomiais fi(x1, . . . , xni), i ∈ I, se qualquer álgebra que satisfaz fi = 0, também satisfaz
g = 0. Em outras palavras, g ∈ 〈fi : i ∈ I〉T .
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3 Invariantes Numéricos de T -Ideais

3.1 Séries de Hilbert

Definição 3.1. Considere f(x1, . . . , xm) =
∑
j αjxi1 · · ·xidj ∈ K〈X〉, αj ∈ K.

a) f(x1, . . . , xm) é dito homogêneo de grau d se todos os monômios xi1 · · ·xidj com coeficientes

não nulos, tem o mesmo grau d.
b) f(x1, . . . , xm) é dito multihomogêneo de multigrau (d1, . . . , dm), se cada variável xi aparece

o mesmo número de vezes di em todos os monômios.
c) f(x1, . . . , xm) é multilinear se é multihomogêneo de multigrau (1, 1, . . . , 1).

Exemplo 3.2. Na álgebra associativa R〈x1, x2, x3, x4〉
a) f(x1, x2, x3, x4) = 7x1x2x3x1x4 − 3x2

1x4x3x2 + 6x3
2x1x3 − x3x4x2x1x3 é homogêneo de grau 5.

b) g(x1, x2, x3, x4) = x1x2x
2
1x

2
4 + x2x1x4x

2
1x4 + 8x2

1x4x2x1x4 é multihomogêneo de multigrau
(3, 1, 0, 2).

c) h(x1, x2, x3, x4) = 8x1x2x3x4 + 7x1x4x3x2 − x3x2x1x4 é multilinear de grau 4.

• Qualquer polinômio multilinear f(x1, . . . , xm) de grau m em K〈X〉 tem a forma

f(x1, . . . , xm) =
∑
σ∈Sm

aσxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(m) (6)

onde aσ ∈ K para todo σ ∈ Sm.

Teorema 3.3. Se f(x1, . . . , xm) é um polinômio multilinear alternado de grau m, então f é um
múltiplo do polinômio standard.

Demonstração. Escrevemos f(x1, . . . , xm) =
∑
σ∈Sm ασxσ(1) · · ·xσ(m). Considere uma transposição

da forma τ = (i, j), então, como f é alternado temos

f(x1, . . . xj , . . . xi, . . . xm) = (−1)τf(x1, · · ·xi, . . . xj , · · ·xm)

e assim, em particular devemos ter

ατx1 · · ·xi · · ·xj · · ·xm = (−1)τα1x1 · · ·xi · · ·xj · · ·xm

logo, conclúı-se que ατ = (−1)τα1 e assim, por arbitrariedade da transposição tomada, segue que
para toda transposição µ ∈ Sm, αµ = (−1)µα1.

Agora, dada uma permutação σ ∈ Sm, escreva σ = σ̃τ . Assim, temos que f(xσ(1), . . . , xσ(m)) =

(−1)σ̃f(xτ(1), . . . , xτ(m)) = (−1)σ̃(−1)τf(x1, . . . , xm). E segue pelo mesmo racioćınio anterior que

α1 = (−1)σ̃τασ. Logo, ασ = (−1)σα1. Disto, segue que f = α1sm.

Definição 3.4. i) Um K-espaço vetorial V é graduado, se existem subespaços V (n) ⊆ V , n ≥ 0, tais
que V =

⊕
n≥0 V

(n), e V (n) são as componentes homogêneas de grau n de V .
ii) Seja A uma K-álgebra, dizemos que A é graduada se, A é graduada como um K-espaço vetorial

e as componentes homogêneas satisfazem A(m)A(n) ⊆ A(m+n), para quaisquer m, n ∈ N.

Exemplo 3.5. a) O espaço vetorial K[x1, . . . , xm] é graduado. Seja V (0) := K e para cada n > 0,
defina V (n) = spanK{xn1

1 xn2
2 · · ·xnmm :

∑
i ni = n}. Logo K[x1, . . . , xm] =

⊕
n≥0 V

(n).
Quando K[x1, . . . , xm] é soma direta dos subespaços definidos acima, este é graduado por grau.
b) Pode-se graduar o espaço vetorial K〈x1, . . . , xm〉 de forma análoga feita no item a). Para ver

isso, seja N0 := N ∪ {0}, e defina U (0) := K e para cada n > 0

U (n) = spanK{xi1 · · ·xin : (i1, . . . , in) ∈ N0 × N0 · · · × N0}

com isso, segue que K〈x1, . . . , xr〉 =
⊕

n≥0 U
(n).

Mantendo as notações de a) e b) notemos também que1

dim(V (n)) =

(
n+m− 1

m− 1

)
, dimU (n) = mn.

1Para se encontrar a dimensão de V (n) utilizamos o fato de que existem
(n+m−1

m−1

)
soluções inteiras não negativas

para a equação x1 + · · ·+ xm = n.
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Definição 3.6. i) Diremos que um K-espaço vetorial V é multigraduado se é soma direta de
subespaços V (n1,...,nm), onde (n1, . . . , nm) ∈ N0 × · · · × N0 = Nm0 . Em outras palavras

V =
⊕

(n1,...,nm)∈Nm0

V (n1,...,nm)

Além disso, V (n1,...,nm) é chamado de uma componente de grau (n1, . . . , nm).
ii) Seja A uma K-álgebra, dizemos que A é multigraduada se A é multigraduada como um K-

espaço vetorial e além do mais, as componentes homogêneas satisfazem, A(k1,...,km)A(n1,...,nm) ⊆
A(k1+n1,...,km+nm), para quaisquer k1, . . . , km, n1, . . . , nm ∈ N.

Exemplo 3.7. a) Em K[x1, . . . , xm], para cada m-upla (n1, . . . , nm) ∈ Nm0 defina

V (n1,...,nm) = spanK{xn1
1 xn2

2 · · ·xnmm }.

Com isso, conclúımos que K[x1, . . . , xm] =
⊕

(n1,...,nm)∈Nm0

V (n1,...,nm) donde segue que K[x1, . . . , xm] é

um espaço vetorial multigraduado.
b) Analogamente se mostra que K〈x1, . . . , xm〉 é multigraduado. A diferença entretanto aqui, é

que define-se U (n1,...,nm) como o espaço vetorial gerado pelos polinômios de multigrau (n1, . . . , nm)
(no sentido de 3.1).

Observemos ainda que para cada m-upla (n1, . . . , nm) ∈ Nm0 dim(V (n1,...,nm)) = 1 e

dim(U (n1,...,nm)) =

(
n1 + n2 + · · ·+ nm
n1, n2, . . . , nm

)
onde a dimensão de U (n1,...,nm) é exatamente a quantidade de polinômios distintos de multigrau
(n1, . . . , nm) que há em K〈x1, . . . , xm〉2

Antes de prosseguirmos, relembremos alguns resultados combinatórios, os quais podem serem vistos
com mais detalhes em [39].

Resultado 3.8. Para cada t ∈ K e d ∈ N, segue da fórmula do binômio de Newton que

1

(1− t)d
=
∑
k≥0

(
d+ k − 1

d− 1

)
tk.

Teorema 3.9. (Teorema Multinomial) Sejam t1,. . . ,tr elementos arbitrários num corpo K, então∑
(n1,...,nr)

n1+···+nr=n

(
n

n1, n2, . . . , nr

)
tn1
1 tn2

2 · · · tnrr = (t1 + · · ·+ tr)
n.

Vamos ilustrar como pode-se calcular a dimensão de uma componente homogênea de grau n de
uma álgebra graduada. Para efeito, considere A = K[x, y] e I = (x3y, x2y4). Então, pode-se graduar
I da seguinte forma I =

⊕
n≥0 I

(n) onde para cada n ≥ 0

I(n) = spanK{xp+3yq+1 : p+ q + 4 = n}+ spanK{xp+2yq+4 : p+ q + 6 = n}.

Em outras palavras, um elemento xpyq constitui um gerador de I(n), se p+ q+4 = n ou p+ q+6 = n.
Por exemplo, se n = 6, uma base de I(6) é dada por {x4y2, x5y, x3y3, x2y4}. Agora, observemos que

A/I ∼= K[x]⊕K[y]⊕ spanK{xyj : j ≥ 1} ⊕ spanK{x2y, x2y2, x2y3}

e portanto este recebe uma graduação natural (por contagem de grau) induzida de cada soma direta
acima. Dessa forma, podemos colecionar no quadriculado abaixo os elementos básicos de A de acordo
com a seguinte regra: Um par ordenado (p, q) representa o monômio xpyq. Notemos que considerado
a j-ésima diagonal principal que passa pelo diagrama, a quantidade de quadrados que tal corta é
exatamente a dimensão da j-ésima componente homogênea de A. Além disso, os quadrados marcados
com X representam os elementos básicos de A/I, enquanto que os não marcados representam os de I.

2Para calcular a dimensão de U(n1,...,nm) utilizamos o fato de que a quantidade de anagramas com k posições que
se pode formar com a sequência x1, . . . , xm, levando em conta que xi se repete ni vezes é exatamente

( k
n1,n2,...,nm

)
,

onde
( k
n1,n2,...,nm

)
= k!

n1!···nm!
é chamado de coeficiente multinomial.
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X X

xp

yp

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

d0

X X X X X X X X

d1

d7

X

Do diagrama acima, percebemos que da sexta componente homogênea de A/I em diante, a dimensão
se estabiliza em 3 e portanto, a dimensão da n-ésima componente de I para n ≥ 6, é dada pelo
número de elementos da diagonal do quadrado j + 1 × j + 1 menos 3 unidades. De outra forma,
dim I(n) = (n+ 1)− 3 = n− 2.

Definição 3.10. (Séries de Hilbert) Seja V espaço vetorial graduado satisfazendo V =
⊕

n≥0 V
(n)

onde dim(V (n)) <∞ para cada n ≥ 0.
A série de potências formal Hilb(V, t) :=

∑
n≥0 dim(V (n))tn é chamada de a série de Hilbert de V .

• Se f(t) é uma função qualquer, escrevemos Hilb(V, t) = f(t) se a série Hilb(V, t) converge em
alguma vizinhança aberta de 0, e além disso em tal vizinhança Hilb(V, t) = f(t).

Exemplo 3.11. Segue do exemplo 3.5 a) e do resultado 3.8 que

Hilb(K[x1, . . . , xm], t) =
1

(1− t)m
.

Por outro lado, segue de 3.5 b) que

Hilb(K〈x1, . . . , xm〉, t) =
∑
n≥0

dim(U (n))tn =
∑
n≥0

(mt)n =
1

1−mt
.

Definição 3.12. (Série de Hilbert em várias variáveis) Seja V espaço vetorial multigraduado, tal que

V =
⊕

(n1,...,nm)∈Nm0

V (n1,...,nm)

onde dim(V (n1,...,nm)) <∞, para cada (n1, . . . , nm) ∈ Nm0 .
Então, a série de Hilbert de V é definida como sendo a série de potências formal

Hilb(V, t1, . . . , tm) =
∑

(n1,...,nm)∈Nm0

dim(V (n1,...,nm))tn1
1 · · · tnmm .

Exemplo 3.13. Segue do exemplo 3.7 a) que

Hilb(K[x1, . . . , xm], t1, . . . , tm) =
∑

(n1,...,nm)

tn1
1 · · · tnmm =

( ∑
n1≥0

tn1
1

)
· · ·
( ∑
nm≥0

tnmm

)
=

m∏
k=1

1

(1− tk)
.

Da mesma forma, utilizando 3.7-b) e o teorema binomial (3.9) tem-se que

Hilb(K〈x1, . . . , xm〉, t1, . . . , tm) =
∑

(n1,...,nm)

(
n1 + n2 + · · ·+ nm
n1, n2, . . . , nm

)
tn1
1 · · · tnmm =

∑
n≥0

(t1 + · · ·+ tm)n

donde segue que Hilb(K〈x1, . . . , xm〉, t1, . . . , tm) =
1

1− (t1 + · · ·+ tm)
.
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3.2 Processo de Linearização

Dado n ∈ N denotemos por Pn o espaço vetorial dos polinômios em K〈X〉 que são multilineares de
grau n. Os monômios xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n), σ ∈ Sn, são distintos, e portanto linearmente independentes,
e assim, o conjunto {xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n) | σ ∈ Sn} é uma base de Pn, em particular, dim(Pn) = n!.
Antes de prosseguir, relembremos um resultado que irá nos auxiliar no que segue.

Lema 3.14. (Determinante de Vandermonde) Sejam D um anel comutativo e ξ1, ξ2, . . . , ξn ∈ D.
Então

det


1 ξ1 ξ2

1 · · · ξn−1
1

1 ξ2 ξ2
2 · · · ξn−1

2

· · · · · · ·
1 ξn ξ2

n · · · ξn−1
n

 =
∏
i<j

(ξj − ξi)

Agora, suponha que K tenha infinitos elementos e considere um polinômio f ∈ K〈X〉 escrito da
seguinte forma

f(x1, . . . , xm) =

n∑
i=0

fi(x1, . . . , xm) ∈ K〈X〉

onde fi é a componente homogênea de f de grau i em x1 (i.e x1 aparece i-vezes em cada monômio
fi), i ∈ {0, 1, . . . , n}. Sejam J := 〈f〉T e ξ0, ξ1, . . . , ξn elementos distintos dois a dois em K. Dado
que J é um T -ideal, f(ξkx1, . . . , xn) ∈ J , para todo k ∈ {0, 1, . . . , n} (pois xi 7→ ξkx, xi 7→ xi, i 6= 1, é
um endomorfismo). Ou seja, para cada k ∈ {0, 1, . . . , n}

f(ξkx1, x2, . . . , xn) =

n∑
i=0

ξikfi(x1, . . . , xm) ∈ J.

Dessa forma, módulo J , a equação acima se torna

n∑
i=0

ξik(fi(x1, . . . , xm) + J) = 0. (7)

Por outro lado, a matriz associada do sistema 7 é

M =


1 ξ1 ξ2

1 · · · ξn−1
1

1 ξ2 ξ2
2 · · · ξn−1

2

· · · · · · ·
1 ξn ξ2

n · · · ξn−1
n


isto é, M é a matriz de Vandermonde. Portanto, pelo lema 3.14, det(M) =

∏
i<j

(ξj − ξi) 6= 0, donde

segue que a matriz do sistema acima é invert́ıvel. Portanto temos solução única do mesmo, e assim
segue que para cada i ∈ {0, 1, . . . , n}, fi ∈ J . Em outras palavras, as identidades polinomiais fi = 0,
i ∈ {0, 1, . . . , n}, seguem de f = 0.

Por indução, seguindo o racioćınio feito acima, temos

Proposição 3.15. Seja K um corpo infinito. Se f(x1, . . . , xm) = 0 é uma identidade polinomial para
a álgebra associativa R, então cada componente homogênea de f é uma identidade polinomial para R.
Analogamente, cada componente multihomogênea de f é uma identidade polinomial para R.

Notação: Se g(x1, . . . , xm) é um polinômio homogêneo então o grau de g em relação a xj , j ∈
{1, 2, . . . ,m}, é denotado por degxj g.

Proposição 3.16. Se uma álgebra R satisfaz uma identidade de grau l, então R satisfaz também
uma identidade multilinear de grau ≤ l.

Demonstração. Seja f(x1, . . . , xm) uma identidade polinomial para R. Se para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m},
a variável xj aparece com grau ≤ 1 em cada monômio de f , então a menos de omitir algumas delas,
temos uma identidade multilinear para R. Sem perda de generalidade, assuma que degx1

f = d > 1 e
considere o polinômio

h(y1, y2, x2, . . . , xm) = f(y1 + y2, x2, . . . , xm)− f(y1, x2, . . . , xm)− f(y2, x2, . . . , xm).
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Dado que f é uma identidade polinomial para R, por definição h também é. Vamos argumentar que
h 6= 0, suponha então por absurdo que h ≡ 0. Como K〈X〉 é livre em X, existe um endomorfismo
φ : K〈X〉 → K〈X〉 tal que φ(y1) = φ(y2) = x1, e φ(xj) = xj para todo 2 ≤ j ≤ m. Então

0 = h(φ(y1, φ(y2), x2, . . . , xm) = h(x1, x1, x2, . . . , xm) = f(2x1, x2, . . . , xm)− 2f(x1, x2, . . . , xm)

isto é
2f(x1, x2, . . . , xm) = f(2x1, x2, . . . , xm) (8)

Escrevendo f = f0 + f1 + · · ·+ fd, onde fj é uma soma de monômios de f de grau j em x1, usando 8
e o fato de que degx1

f = d, tem-se que

−f0 + (22 − 2)f2 + · · ·+ (2d − 2)fd = 0.

Mas isso implicaria que d ≤ 1, absurdo. Segue que h 6= 0, e como degy1 h = d− 1, temos o resultado
por indução.

Proposição 3.17. Suponha que char(K) = 0 e considere f(x1, . . . , xm) ∈ K〈X〉. Então f = 0 é
equivalente a um conjunto de identidades polinomiais multilineares.

Demonstração. Pela proposição 3.15 é suficiente mostrar o resultado supondo que f é multihomogêneo.
Se degx1

f = 1, não há nada para provar. Suponha sem perda de generalidade que d := degx1
f , d > 1

e por hipótese de indução o resultado é válido para polinômios de grau menor que d. Considere
também J := 〈f〉T . Dado que f(y1 + y2, x2, . . . , xm) ∈ J , pois J é um T -ideal, podemos escrever

f(y1 + y2, x2, . . . , xm) =

d∑
i=0

fi(y1, y2, x2, . . . , xm) (9)

onde fi é a componente homogênea de grau i em y1. Dado que degy1 f < d e degy2 f < d, por hipótese
de indução, obtemos um conjunto de identidades polinomiais multilineares para cada i ∈ {0, 1, . . . , d}
que são consequências de fi, e mais uma vez pela observação acima, um conjunto de identida-
des polinomiais multilineares consequências de f = 0. Reciprocamente, aplicando o teorema do
binômio de Newton a f(y1 + y1, x2, . . . , xm), e comparando com 9, tem-se que fi(y1, y1, x2, . . . , xm) =(
d

i

)
f(y1, x2, . . . , xm), para cada i ∈ {0, 1, . . . , d}. E portanto, dado que char(K) = 0, segue que se

fi = 0 para cada i ∈ {0, 1, . . . , d}, então f = 0.

O processo de redução de uma identidade polinomial em um sistema de identidades polinomiais
multilineares feitos acima, é chamado de processo de linearização. Por conta de 3.17, sempre
que tivermos char(K) = 0, muitos dos resultados serão enunciados para identidades polinomiais
multilineares.

Corolário 3.18. Se char(K) = 0, todo T -ideal é gerado por seus elementos multilineares.

Exemplo 3.19. Suponha que K = R, vamos encontrar um sistema de identidades polinomiais mul-
tilineares equivalentes a x1x2x1 + 2x2

2x3 = 0. Notemos inicialmente que os monômios de f são
g(x1, x2, x3) = x1x2x1 e p(x1, x2, x3) = 2x2

2x3, e além do mais, tais não são multilineares. Vamos
começar linearizando g(x1, x2, x3):

Defina h1(y1, y2, x2, x3) = g(y1 +y2, x2, x3)−g(y1, x2, x3)−g(y2, x2, x3), isto é, h1(y1, y2, x2, x3) =
y1x2y2 + y2x2y1, o qual é um polinômio multilinear em R〈x1, x2〉. Para linearizar p(x1, x2, x3) defi-
nimos

h2(x1, y1, y2, x3) = p(x1, y1 + y2, x3)− p(x1, y1, x3)− p(x1, y2, x3)

ou seja, h2(z1, z2, x3) = z1z2x3 + z2z1x3, que é multilinear em R〈x2, x3〉. Como consequência,
f(x1, x2, x3) = 0 é equivalente ao sistema de identidades multilineares{

y1x2y2 + y2x2y1 = 0

z1z2x3 + z2z1x3 = 0
.

Se u1(x1, x2, x3) = x1x3x2 + x2x3x1 e u2(x1, x2, x3) = x1x2x3 + x2x1x3, segue que u1, u2 ∈ 〈f〉T .
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Exemplo 3.20. Suponha que char(K) = 0, vamos aplicar o processo de linearização ao polinômio
p(x1, x2, x3) = [x1, x2][x2, x3]. Considere o polinômio

q(x1, y1, y2, x3) = p(x1, y1 + y2, x3)− p(x1, y1, x3)− p(x1, y2, x3)

isto é, q(x1, y1, y2, x3) = [x1, y1 + y2][y1 + y2, x3]− [x1, y1][y1, x3]− [x1, y2][y2, x3], e assim

q(x1, y1, y2, x3) = [x1, y1][y2, x3] + [x1, y2][y1, x3]

e portanto, p(x1, x2, x3) = 0 é equivalente à identidade multilinear [x1, x2][x3, x4]+[x1, x3][x2, x4] = 0.

Definição 3.21. (Codimensão) Seja R uma PI−álgebra e T (R) seu T -ideal. Então o número

cn(R) := dim(Pn/Pn ∩ T (R)), n = 0, 1, 2, . . .

é chamado de a n-ésima codimensão do T -ideal T (R). A série de codimensões e série exponencial de
codimensões de R são definidas respectivamente por

c(R, t) =
∑
n≥0

cn(R)tn, c̃(R, t) =
∑
n≥0

cn(R)
tn

n!
.

Se o T -ideal T (R) é multihomogêneo em K〈X〉 denota-se por Hilb(Fm(R), t1, . . . , tm) a série de
Hilbert de uma álgebra relativamente livre de posto m em var(R). Se estamos interessados na série
de Hilbert de uma variável escrevemos

Hilbm(var(R), t) =
∑
n≥0

dim(F (n)
m (R))tn.

Em caracteŕıstica 0, devido ao processo de linearização, devemos estudar Pn ∩ T (R), n = 0, 1, . . .
Entretanto, o teorema de Regev 7.8 mostra-nos que isso não é nada prático, pois segundo este, se
T (R) 6= 0, existe uma constante a ∈ N tal que

cn(R) ≤ an

para cada n = 0, 1, . . . Além disso, a sequência (an) tem crescimento muito mais lento do que a
sequência fatorial (n!). E portanto, dado que dimPn = n!, para n suficientemente grande Pn ∩ T (R)
torna-se quase todo Pn e por isso, é muito mais conveniente estudar o quociente Pn/Pn ∩ T (R).

3.3 Breve introdução aos polinômios próprios

Definição 3.22. Sejam L um espaço vetorial sobre K e [·, ·] : L × L → L uma função. Diz-se que
[·, ·] define em L uma estrutura de álgebra de Lie (ou simplesmente que L é uma álgebra de Lie) se:

1. [·, ·] é bilinear.

2. [x, x] = 0 para qualquer x ∈ L.

3. [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0, para quaisquer x, y, z ∈ L.

A última condição que [·, ·] precisa satisfazer é conhecida como identidade de Jacobi.

Definição 3.23. Se R é uma álgebra associativa com unidade e uma álgebra de Lie G é isomorfa a
uma subalgebra de R(−), dizemos que R é um envelope da álgebra de Lie G. A álgebra associativa
unitária U(G) é a álgebra universal envolvente da álgebra de Lie G, se G é uma subalgebra de U(G)(−)

e U(G) tem a seguinte propriedade universal:
Propriedade Universal: Para qualquer álgebra associativa R com unidade e qualquer homo-

morfismo de álgebras de Lie φ : G → R(−), existe único homomorfismo de álgebras associativas
ψ : U(G)→ R tal que ψ|G = φ.

O próximo teorema garante-nos a existência de um envelope universal e mostra-nos ainda como
encontrar uma base de U(G) a partir de uma base de G.

Teorema 3.24. (Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt) Qualquer álgebra de Lie G (sobre corpo) possui
único, a menos de isomorfismo, envelope universal U(G). Se G possui uma base {ei | i ∈ I}, e o
conjunto de ı́ndices I possui uma relação de ordem ≤, então o conjunto {1, ei1 · · · eip | i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤
ip, ik ∈ I e p = 1, 2, . . .}, é uma base de U(G).
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Teorema 3.25. (Teorema de Witt) Considere L(X) a subalgebra de Lie de K〈X〉(−) gerada pelo

conjunto X. Então, se L̂ é a álgebra de Lie livre gerada por X, segue que L(X) ∼= L̂. Além disso,
U(L(X)) = K〈X〉.

Definição 3.26. (Identidades polinomiais próprias) Um polinômio f ∈ K〈X〉 é um polinômio próprio
(ou comutador), se este é da forma

f(x1, . . . , xm) =
∑

αi,...,j [xi1 , . . . , xip ] · · · [xj1 , . . . , xjq ], ai,...,j ∈ K.

• Denotamos por B o conjunto dos polinômios comutadores em K〈X〉 e

Bm := B ∩K〈x1, . . . , xm〉, m = 1, 2, . . .

é o conjunto dos polinômios comutadores em m variáveis;

Γn := B ∩ Pn, n = 0, 1, 2, . . .

é o conjunto de todos os polinômios comutadores multilineares de grau n.
• Seja BL uma base da álgebra de Lie livre L(X) constitúıda por elementos da forma

x1, x2, . . . , [xi1 , xi2 ], [xj1 , xj2 ], . . . , [xk1 , xk2 , xk3 ], . . .

Em BL, considere a relação de ordem (<) na qual todas as variáveis precedem os comutadores e
sempre tem-se [xi1 , xi2 ] < · · · < [xl1 , . . . , xlp ].

Proposição 3.27. i) Considere L(X) a álgebra de Lie livre com base BL. Então os elementos da
forma

xa11 xa22 · · ·xamm [xi1 , xi2 ]b · · · [xl1 , . . . , xlp ]c

onde a1, . . . , am, b, . . . , c ≥ 0, formam uma base de K〈X〉. Além disso, os elementos básicos de
K〈X〉 com a1 = · · · = am = 0 formam uma base do espaço vetorial dos polinômios próprios.

ii) Se R é uma PI-álgebra com unidade sobre um corpo infinito K, então todas as identidades de
R seguem das identidades em T (R) ∩ B. Ademais, se char(K) = 0, então todas as identidades de R
seguem daquelas em T (R) ∩ Γn, n = 2, 3, . . .

Demonstração. i) Segue do teorema de Witt que U(L(X)) = K〈X〉 e portanto a primeira parte de
i) segue do teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt aplicado em G = L(X). Agora, sempre que tivermos
produtos que estão na ordem errada, por exemplo

· · · [xb1 , . . . , xbl ][xa1 , . . . , xak ] · · · , [xb1 , . . . , xbl ] > [xa1 , . . . , xak ]

então, substitúımos tal produto por

[xb1 , . . . , xbl ][xa1 , . . . , xak ] = [xa1 , . . . , xak ][xb1 , . . . , xbl ]− [[xb1 , . . . , xbl ], [xa1 , . . . , xak ]]

Dessa forma, dado que o segundo membro da soma acima pertence a L(X), por argumentos indutivos,
segue que os elementos de B são combinação linear de elementos da forma

[xi1 , xi2 ]b · · · [xl1 , . . . , xlp ]c

e assim, tem-se a última afirmação de i).
ii) Seja f(x1, . . . , xm) = 0 uma identidade polinomial de R. É suficiente pela proposição 3.15

assumir que f é homogêneo em cada uma de suas variáveis. Escreva f da forma

f(x1, . . . , xm) =
∑

αax
a1
1 · · ·xamm wa(x1, . . . , xm), αa ∈ K

onde wa(x1, . . . , xm) é uma combinação linear de

[xi1 , xi2 ]b · · · [xl1 , . . . , xlp ]c.

Notemos agora que [xi, 1] = 0 para todo i = 1, 2, . . . , e portanto por indução segue que substituindo
1 em qualquer variável em um comutador da forma [xi1 , . . . , xip ] este se anula. Segue pelo teorema
do binômio de Newton e do fato de que f(1 + x1, x2, . . . , xm) = 0 que

f(1 + x1, x2, . . . , xm) =
∑

αa

a1∑
t=1

(
a1

t

)
xt1x

a2
2 · · ·xamm wa(x1, . . . , xm) ∈ T (R).
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A componente homogênea de menor grau com respeito a x1 é obtida dos termos acima com a1

maximal entre aqueles com αa 6= 0, pois veja que seus monômios são da forma αax
0
1x
a2
2 · · ·xamm wa.

Assim, utilizando a proposição 3.15 segue que

g(x1, . . . , xm) =
∑

a1 max

αax
0
1x
a2
2 · · ·xamm wa(x1, . . . , xm) ∈ T (R).

Agora, fixando a1 maximal como acima, suponha por hipótese de indução que∑
j<a1

αax
j
1x
a2
2 · · ·xamm wa(x1, . . . , xm) ∈ T (R).

Dado que o polinômio h(x1, . . . , xm) = f(x1, . . . , xm) − xa11 g(x1, . . . , xm) envolve termos de valores
menores que a1, por hipótese de indução∑

a1 fixado

αax
a2
2 · · ·xamm wa(x1, . . . , xm) ∈ T (R)

logo, wa(x1, . . . , xm) ∈ T (R) e resultado do teorema segue. A parte multilinear é análoga.

A base de Γn dado no próximo teorema é chamada de base de Specht.
Notação: Dizemos que o comutator [x1, . . . , xs] é normado à esquerda se

[x1, . . . , xs] = [[x1, . . . , xs−1], xs].

Teorema 3.28. Uma base de Γn, para n ≥ 2, consiste dos seguintes produtos de comutadores

[xi1 , . . . , xik ] · · · [xj1 , . . . , xjl ]

sujeito as restrições:
i) Todos os produtos são multilineares nas variáveis x1, . . . , xn.
ii) Cada fator [xp1 , . . . , xps ] é um comutador normado à esquerda de comprimento ≥ 2 e além

disso, p1 > p2 < · · · < ps.
iii) O comprimento dos termos de cada um dos produtos está em ordem crescente.
iv) Se em um produto tivermos · · · [xp1 , xp2 , . . . , xps ][xq1 , xq2 , . . . , xqs ] · · · então tem-se p1 < q1.

Agora, dada uma PI-álgebra R sobre um corpo de caracteŕıstica 0, para cada n ∈ N0 defina,
Γn(R) := Γn/(Γn ∩ T (R)) e γn(R) := dim Γn(R). A sequência (γn) é chamada de sequência de
codimensões próprias. Analogamente ao feito anteriormente, define-se a série de codimensões
próprias e a série exponencial de codimensões próprias como sendo respectivamente

γ(R, t) =
∑
n≥0

γn(R)tn, γ̃(R, t) =
∑
n≥0

γn(R)
tn

n!
.

Teorema 3.29. Seja a R uma PI-álgebra sobre um corpo infinito K.
i) Se

C := {wj(x1, . . . , xm) | j ∈ N}

é uma base de Bm(R), onde

Bm(R) := (K〈x1, . . . , xm〉 ∩B)/(T (R) ∩K〈x1, . . . , xm〉 ∩B)

então, o conjunto

D := {xa11 · · ·xamm g(x1, . . . , xm) : g ∈ C , ai ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m}

é uma base da álgebra relativamente livre Fm(R).
ii) As séries de Hilbert da álgebra relativamente livre Fm(R) e de seus elementos próprios Bm(R)

são relacionadas por

Hilb(Fm(R), t1, . . . , tm) = Hilb(Bm(R), t1, . . . , tm) = Hilb(Bm(R), t1, . . . , tm)

m∏
i=1

1

1− ti

e

Hilb(Fm(R), t) = Hilb(Bm(R), t)
1

1− t
.
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iii) Se o conjunto E = {ujk(x1, . . . , xk) : j ∈ {1, 2, . . . , γk(R)}} é uma base de Γk(R), então Pn(R)
tem uma base formada por elementos da forma

xp1 · · ·xpn−kujk(xq1 , . . . , xqk), j = 1, 2, . . . , γk(R), k = 1, 2, . . . , n, p1 < · · · < pn−k, q1 < · · · < qk.

iv) Sobre codimensões, séries de codimensão e séries exponencial de codimensão temos

cn(R) =

n∑
k=0

(
n

k

)
γk(R) n = 0, 1, 2, . . . , c(R, t) =

1

1− t
γ

(
R,

t

1− t

)
, c̃(R, t) = etγ̃(R, t).
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4 Identidades polinomiais de algumas álgebras conhecidas

Iremos descrever bases para as identidades polinomiais das álgebras de Grassmann e das matrizes
triangulares superiores sobre um corpo K de caracteŕıstica 0. Iremos nos apoiar em [10], o qual utiliza
a teoria dos polinômios próprios afim de descrever os T -ideais das álgebras supracitadas. Embora
seja muito dif́ıcil descrever de forma explicita o T -ideal de uma álgebra qualquer (por exemplo não
se tem ideia de qual seja uma base para as identidades polinomiais de M3(K), com char(K) = 0),
vários autores fizeram isso para algumas álgebras clássicas, bem como trabalharam em resultados
extremamente importantes que permeiam esta seção, abaixo descrevemos rapidamente alguns destes.
• Em [30], Latyshev encontrou uma base para as identidades polinomiais na álgebra de Grassmann

em corpos de caracteŕıstica 0, e posteriormente em [27], Krakowski e Regev, utilizando a teoria das
representações de Sn, fizeram este mesmo feito.
• Em [32] Maltsev exibiu uma base para as identidades polinomiais da álgebra das matrizes trian-

gulares superiores.
• Siderov ( [44]), Kalyulaid( [22]), Polin ( [34]) e Vovsi ( [45]) descreveram o T -ideal da álgebra

das matrizes triangulares superiores sobre corpos arbitrários.
• Em [35], Razmyslov exibiu uma base de T (M2(K)), com K sendo um corpo de caracteŕıstica 0.

Posteriormente, em [26], Koshlukov exibiu uma base para as identidades polinomiais de M2(K) onde
K é um corpo infinito de caracteŕıstica p 6= 2.
• Sobre corpos de caracteŕıstica p > 0, Giambruno e Koshlukov em [14] descreveram uma base

para as identidades polinomiais da álgebra de Grassmann.
• Em [12] Genov exibiu uma base para as identidades polinomiais de M3(F), e em [13] Genov e

Siderov fizeram o mesmo para M4(F), quando F é corpo finito.

4.1 Identidades polinomiais na álgebra de Grassmann

Lema 4.1. Considere o T -ideal H := 〈[x1, x2, x3]〉T . Então [x1, x2][x2, x3] ∈ H e [x1, x2][x3, x4] +
[x1, x3][x2, x4] ∈ H.

Observação 4.2. Se u, v, w ∈ K〈X〉, então, abrindo os colchetes, temos que [uv,w] = [u,w]v+u[v, w]
e [w, uv] = [w, u]v + u[w, v].

Demonstração. Considerando um endomorfismo que envia xi 7→ xi se i 6= 2 e x2 7→ x2
2, segue que

[x1, x
2
2, x3] ∈ H.

Por outro lado, pela observação 4.2, tem-se que [x1, x
2
2, x3] = [[x1, x2]x2 + x2[x1, x2], x3]. Pela

bilinearidade do comutador

[[x1, x2]x2 + x2[x1, x2], x3] = [[x1, x2]x2, x3] + [x2[x1, x2], x3] ∈ H

e mais uma vez aplicando a observação na equação acima

[x1, x2, x3]x2 + [x1, x2][x2, x3] + [x2, x3][x1, x2] + x2[x1, x2, x3] ∈ H,

donde conclúımos que [x1, x2][x2, x3] + [x2, x3][x1, x2] ∈ H.
Agora, vejamos que

[x1, x2][x2, x3] + [x2, x3][x1, x2] = 2[x1, x2][x2, x3] + [[x2, x3], [x1, x2]].

Se considerarmos o endomorfismo

µ : x1 7→ x2, µ : x2 7→ x3, µ : x3 7→ [x1, x2] e µ : xi 7→ xi se i 6= {1, 2, 3},

conclúımos que [[x2, x3], [x1, x2]] = [x2, x3, [x1, x2]] = [µ(x1), µ(x2), µ(x3)] ∈ H. Logo

[x1, x2][x2, x3] ∈ H.

Como visto no exemplo 3.20, [x1, x2][x3, x4] + [x1, x3][x2, x4] é a linearização de [x1, x2][x2, x3], e
como resultado, [x1, x2][x3, x4] + [x1, x3][x2, x4] ∈ H.

Teorema 4.3. Suponha que char(K) = 0 e seja E a álgebra de Grassmann (definida em 2.7) de um
espaço vetorial de dimensão infinita. Então, temos:

a) T (E) = 〈[x1, x2, x3]〉T .
b) As codimensões de E satisfazem cn(E) = 2n−1, para todo n = 1, 2, . . . ;

c(E, t) =
∑
n≥0

cn(E)tn =
1 + t

1− 2t
, c̃(E, t) =

∑
n≥0

cn(E)
tn

n!
=

1

2
(1 + e2t).
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c) As séries de Hilbert da álgebra relativamente livre Fm(E) são

Hilb(Fm(E), t1, . . . , tm) =
1

2
+

1

2

m∏
i=1

1 + ti
1− ti

, Hilb(Fm(E), t) =
1

2
+

1

2

(
1 + t

1− t

)m
.

Observação 4.4. Seja Vm um K-espaço vetorial com base {e1, . . . , em} e considere a álgebra de Gras-

smann E(Vm). Denotando por
∧k

(Vm) a k-ésima potência exterior em Vm, tem-se a decomposição de

E(Vm), E(Vm) = K⊕
∧1

(Vm)⊕
∧2

(Vm)⊕· · ·⊕
∧m

(Vm) e em particular, uma base de E(Vm) consiste
de 1 e dos elementos da forma: ei1ei2 · · · eip , com 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip ≤ m e p ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Portanto, definindo V (k1,...,km) como sendo o espaço gerado pelos monômios nos quais ej aparece

uma quantidade kj de vezes segue que E(Vm) =
⊕

(k1,...,km) V
(k1,...,km). É imediato também que

dim(V (k1,...,km)) = 1 e que ki ∈ {0, 1}, para todo i ∈ {1, 2, . . . ,m}, por definição da álgebra de
Grassmann. Logo, a série de Hilbert de E(Vm) é dada por

Hilb(E(Vm), t1, . . . , tm) = 1 +
∑

1≤j≤m

tj + · · ·+
∑

1≤i1<i2<···<ip≤m

ti1ti2 · · · tip + · · ·+ t1t2 · · · tm.

Para cada p ∈ {1, 2, . . . ,m} temos

ep(t1, . . . , tm) =
∑

1≤i1<i2<···<ip≤m

ti1ti2 · · · tip , e0(t1, . . . , tm) = 1,

onde ej(t1, . . . , tm) é o j-ésimo polinômio simétrico elementar. Conclui-se que

Hilb(E(Vm), t1, . . . , tm) =

m∑
j=0

ej(t1, . . . , tm).

Por outro lado, dado que

m∏
i=0

(x− ti) =

m∑
k=0

(−1)kek(t1, . . . , tm)xm−k (10)

tem-se em particular de 10 que
∑m
j=0 ej(t1, . . . , tm) =

∏m
i=1(1 + ti).

Com isso, chegamos finalmente a igualdade

Hilb(E(Vm), t1, . . . , tm) =

m∑
j=0

ej(t1, . . . , tm) =

m∏
i=1

(1 + ti). (11)

Demonstração. Pela proposição 3.27 cada T -ideal é gerado por seus elementos próprios, isto é , as
identidades de E seguem de T (E) ∩ B. Como char(K) = 0, o T -ideal T (E) é homogêneo (pois todo
corpo de caracteŕıstica 0 é em particular infinito).

a) Sabe-se do exemplo 2.10 que [x1, x2, x3] = 0 em E, e assim, 〈[x1, x2, x3]〉T ⊆ T (E).
Considere agora um elemento da forma v = [xi1 , . . . , xik ] · · · [xj1 , . . . , xjl ] e sua imagem módulo

〈[x1, x2, x3]〉T
v = [xi1 , . . . , xik ] · · · [xj1 , . . . , xjl ].

Se v /∈ 〈[x1, x2, x3]〉T , então v é da forma v = [xi1 , xi2 ] · · · [xi2k−1
, xi2k ].

Dessa forma, por conta da anti-simetria de [·, ·] e do lema 4.1, o elemento v altera apenas de sinal
mediante uma permutação de variáveis, e assim, se em particular tivermos xiq igual a xip em v, então
v = 0, isto é, v ∈ 〈[x1, x2, x3]〉T . Conclúımos que B/(B ∩ 〈[x1, x2, x3]〉T ) é gerado pelo conjunto U
formado por elementos da forma

[xj1 , xj2 ] · · · [xj2p−1
, xj2p ], j1 < j2 · · · < j2p−1 < j2p, p = 0, 1, 2, . . .

Precisamos ainda mostrar que combinação linear não trivial de elementos em U não pode ser uma
identidade polinomial em E. Cada elemento de U é unicamente determinado pelo seu multigrau, logo
é suficiente ver que nenhum elemento em U é identidade em E. Para isso, basta vermos que para
cada p = 0, 1, 2, . . .

[e1, e2] · · · [e2p−1, e2p] = 2pe1 · · · e2p 6= 0.

b) Segue do racioćınio acima que se k ∈ N, Γ2k(E) é gerado por [x1, x2] · · · [x2k−1, x2k] e Γ2k+1(E) =
0. Portanto conclúımos que

γn(E) = dim Γn(E) =
1

2
(1 + (−1)n)
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e portanto, γ(E, t) =
∑
n≥0

t2n =
1

1− t2
e γ̃(E, t) =

1

2
(et + e−t).

Segue do teorema 3.29-iv) que

cn(E) =

n∑
k=0

(
n

k

)
1/2(1 + (−1)k) =

1

2

n∑
k=0

(
n

k

)
+

1

2

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k =

1

2
2n = 2n−1.

Usando as fórmulas de γ(E, t) e γ̃(E, t) conclúımos que

c(E, t) =
∑
n≥0

cn(E)tn =
1 + t

1− 2t
, c̃(E, t) =

∑
n≥0

cn(E)
tn

n!
=

1

2
(1 + e2t).

c) Por a), segue que o conjunto

L := {[xi1 , xi2 ] · · · [xi2k−1
, xi2k ] : 1 ≤ i1 < i2 < · · · < i2k−1 < i2k ≤ m, k = 0, 1, . . .}

é uma base de Bm(E). Agora, denotemos por sj a ocorrência de xj num produto da forma

{[xi1 , xi2 ] · · · [xi2k−1
, xi2k ] : 1 ≤ i1 < i2 < · · · < i2k−1 < i2k ≤ m

dado que xj só pode aparecer em um dos comutadores acima, segue que se o comprimento do produto
de dois comutadores for k, então sj = 2k. Por outro lado, como |L | < ∞, dado uma m-upla
(n1, . . . , nm), denotamos (caso exista) por e(n1,...,nm) o único elemento em L no qual

nj = min{1, sj}, j ∈ {1, 2, . . . ,m}.

onde sj é a ocorrência de xj em e(n1,...,nm). Definimos U (n1,...,nm) como sendo o espaço gerado por
e(n1,...,nm)

3. No caso em que não existe um elemento satisfazendo a condição acima, para uma dada

m-upla (k1, . . . , km), colocamos U (k1,...,km) = (0).
Dessa forma, segue que

Bm(E) =
⊕

(n1,...,nm)

U (n1,...,nm)

e portanto

Hilb(Bm(E), t1, . . . , tm) = 1 +
∑

1≤i1<i2≤m

ti1ti2 + · · ·+
∑

1≤i1<i2<···<i2p≤m

ti1ti2 · · · ti2p

onde p = m/2 se m é par e p = (m− 1)/2 se m é ı́mpar. Com isso, conclúımos que

Hilb(Bm(E), t1, . . . , tm) =
∑
k≥0

e2k(t1, . . . , tm) =
1

2

( m∏
i=1

(1− ti) +

m∏
i=1

(1 + ti)

)
e assim, utilizando 3.29-iii) segue que

Hilb(Fm(E), t1, . . . , tm) =
1

2
+

1

2

m∏
i=1

1 + ti
1− ti

, Hilb(Fm(E), t) =
1

2
+

1

2

(
1 + t

1− t

)m
.

Denote por Ek a álgebra de Grassmann do espaço vetorial Vk de dimensão finita k > 1.

Observação 4.5. Seja n ∈ N, então temos a seguinte representação

s2n(x1, . . . , x2n) =
1

2n

∑
σ∈S2n

sign(σ)[xσ(1), xσ(2)] · · · [xσ(2n−1), xσ(2n)]. (12)

Veremos uma ideia de prova para o caso n = 2. Considere por exemplo o elemento l = x1x2x3x4 +
x2x1x4x3 + x2x1x4x3 − x1x2x4x3 − x2x1x3x4, o qual é obtido de x1x2x3x4 via soma das ações das
permutações σ1 = e, σ2 = (1, 2)(3, 4), σ3 = (3, 4), σ4 = (1, 2) levando em conta seus sinais. Dessa
forma, notemos que

a1 := sign(σ1)[xσ1(1), xσ1(2)][xσ1(3), xσ1(4)] = x1x2x3x4 − x1x2x4x3 − x2x1x3x4 + x2x1x4x3

3A condição imposta será satisfeita quando a m-upla possui quase todos elementos nulos a menos de alguns em
algumas posições, além disso aqueles que não são nulos, são iguais e da forma 2l onde l ∈ N
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a2 := sign(σ2)[xσ2(2), xσ2(2)][xσ2(3), xσ2(4)] = x2x1x4x3 − x2x1x3x4 − x1x2x4x3 + x1x2x3x4

a3 := sign(σ3)[xσ3(2), xσ3(2)][xσ3(3), xσ3(4)] = −
(
x1x2x4x3 − x1x2x3x4 − x2x1x4x3 + x2x1x3x4

)
a4 := sign(σ4)[xσ4(2), xσ4(2)][xσ4(3), xσ4(4)] = −

(
x2x1x3x4 − x2x1x4x3 − x1x2x3x4 + x1x2x4x3

)
e portanto segue que

1

22
(a1 + a2 + a3 + a4) = l. Procedendo dessa forma pode-se mostrar que para

todo n ∈ N a equação 12 é verificada.
Utilizando a representação 12 e o lema 4.1 conclúı-se que módulo 〈[x1, x2, x3]〉T tem-se

2ns2n(x1, . . . , x2n) = (2n)![x1, x2][x3, x4] · · · [x2n−1, x2n] (13)

donde conclúımos que se char(K) = p > 0 e p < 2k então s2n é uma identidade na álgebra de
Grassmann de dimensão infinita. Se char(K) = 0 ou char(K) > 2n então módulo 〈[x1, x2, x3]〉T , as
identidades s2n e [x1, x2][x3, x4] · · · [x2n−1, x2n] são equivalentes.

Vejamos que a observação 4.5 conta-nos que em caracteŕıstica diferente de 0 algumas coisas podem
mudar uma vez que se char(K) = 0 então s2n(x1, . . . , x2n) não é uma identidade na álgebra de
Grassmann de dimensão infinita, pois s2n(e1, . . . , e2n) 6= 0. Na realidade, utilizando 13 pode-se
mostrar que se char(K) = p > 0, sk é uma identidade polinomial na álgebra de Grassmann se, e
somente se, k ≥ p+ 1. Latyshev mostrou em [30] que podeŕıamos ainda encarar todas as identidades
polinomiais na álgebra de Grassmann de dimensão infinita como sendo consequências da identidade
[x1, x2, x3] = 0 se a caracteŕıstica de K for diferente de 2 e |K| = ∞. O próximo teorema diz
exatamente isso, e sua demonstração pode ser encontrada em [14].

Teorema 4.6. Se K é um corpo infinito de caracteŕıstica p 6= 2 e E é uma álgebra de Grassmann de
dimensão infinita, então todas as identidades polinomiais em E são consequências de [x1, x2, x3] = 0.

4.2 Identidades polinomiais das matrizes triangulares superiores

Antes de começarmos, vamos mostrar um resultado que servirá de motivação para o que se segue.

Resultado 4.7. Seja UTn(K) a álgebra das matrizes triangulares superiores n× n. Então, UTn(K)
satisfaz as identidades polinomiais [x1, x2] · · · [x2n−1, x2n] = 0 e s2n(x1, . . . , x2n) = 0.

Demonstração. Vamos dividir a prova em alguns passos.
Passo 1: Se r1, r2 ∈ UTn(K), então [r1, r2] ∈ UTn(K), e além disso os elementos da diagonal de

[r1, r2] são todos nulos. Esta afirmação é de fácil verificação, usando se as propriedades do produto
matricial.

Passo 2: O produto de n matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal, é nulo. Para
demonstrar esta afirmação, observamos que o produto de duas matrizes deste tipo (com zeros na
diagonal), vai ter zeros nas posições (1, 2), (2, 3), . . . , (n− 1, n). Multiplicando esta matriz com outra
matriz triangular superior com zeros na diagonal, vai resultar em matriz onde todas entradas (i, i),
(i, i+ 1), (i, i+ 2) são iguais a 0. Continuando este processo, obtemos o resultado.

Passo 3: Segue da observação 4.5 que s2n(x1, . . . , x2n) = 0, para quaisquer x1, . . . , x2n ∈
UTn(K).

Na realidade, como vamos ver mais adiante, s2n(x1, . . . , x2n) é uma identidade polinomial não só
em UTn(K), mas em todo Mn(K), o qual é o conteúdo do teorema de Amitsur e Levitzki.

O próximo teorema fornece-nos uma base para as identidades polinomiais em UTn(K) bem como
uma base para o espaço vetorial da álgebra relativamente livre F (UTn(K)).

Teorema 4.8. Sejam K um corpo infinito e UTk(K) a álgebra das matrizes triangulares superiores
k × k. Então

i) A identidade polinomial
[x1, x2] · · · [x2k−1, x2k] = 0. (14)

forma uma base das identidades polinomiais de UTk(K).
ii) O conjunto de todos os produtos da forma

xa11 · · ·xamm [xi11 , xi21 , . . . , xip11
] · · · [xi1r , xi2r , . . . , xiprr ]

onde o número de comutadores r é ≤ k − 1, e os ı́ndices em cada comutador [xi1s , xi2s , . . . , xipss ]
satisfazem i1s > i2s ≤ i3s ≤ · · · ≤ ipss, forma uma base da álgebra relativamente livre F (UTk(K)).
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A prova usa de novo os polinômios próprios, semelhante a feita para a álgebra de Grassmann.
Ideia para demonstração:
(?) : Módulo a identidade (14) cada elemento de K〈X〉 é uma combinação linear de elementos

como na parte ii) do enunciado.
(??) : Nenhuma combinação linear finita dos elementos citados em (?) é identidade em UTk(K).

Demonstração. Tendo em vista 4.7, precisamos mostrar apenas que todas as identidades polinomiais
de UTk(K) seguem da identidade (14).

Dado que pela proposição 3.27-ii), as identidades polinomiais de UTk(K) seguem daquelas em
T (UTk(K)) ∩ B, é suficiente trabalhar utilizando estas últimas. Denote por Tk a variedade definida
pela identidade polinomial 14 e considere a álgebra relativamente livre F (Tk) = K〈X〉/T (Tk) onde
T (Tk) = 〈[x1, x2] · · · [x2k−1, x2k]〉T . Vamos fornecer a demonstração para os casos k = 2 e k = 3,
sendo o caso geral análogo, embora tecnicamente mais complicado.

Caso k = 2: Dado que [x1, x2][x3, x4] = 0 em F (T2), conclúımos que B(T2) é gerado por 1 e por
todos os comutadores da forma [xi1 , xi2 , . . . , xin ], n ≥ 2.

Agora, notemos que em F (T2)

[x1, x2, x3, x4]− [x1, x2, x4, x3] = [[x1, x2], [x3, x4]] = [x1, x2][x3, x4]− [x3, x4][x1, x2] = 0

e dado que toda permutação em Sp (p ≥ 2) pode ser escrita como um produto de transposições, segue
que para qualquer σ ∈ Sp

[y1, y2, xσ(1), . . . , xσ(p)] = [y1, y2, x1, . . . , xp], em F (T2). (15)

Antes de prosseguirmos relembremos a identidade de Jacobi: Se f, g, h ∈ K〈X〉 então

[f, [g, h]] + [g, [h, f ]] + [h, [f, g]] = 0, (Jacobi).

Por outro lado, por conta da anti-simetria de [·, ·] e da identidade de Jacobi, segue que

[x1, x2] = −[x2, x1] (16)

e
[x3, x2, x1] = [x3, x1, x2]− [x2, x1, x3]. (17)

Com isso, segue de 15, 16 e 17 que B(T2) é gerado por U , onde U consiste de 1 e os elementos da
forma [xi1 , xi2 , xi3 , . . . , xin ], ondei1 > i2 ≤ i3 ≤ · · · ≤ in.

Resta-nos verificar que módulo o T -ideal de UT2(K), U é linearmente independente.
Considere a seguinte combinação linear não trivial de elementos em U

f(x1, . . . , xm) =
∑
i

αi[xi1 , xi2 , . . . , xin ] = 0. (18)

Fixemos agora um ı́ndice s1 o qual é o maximal entre todos os primeiros ı́ndices com a propriedade
de que o coeficiente que acompanha o comutador no qual este pertence é não nulo. Agora, defina

x̃s1 = e12 + ξs1e22, x̃j = ξje22, j 6= s1.

Note que se num comutador da forma [xi1 , . . . , xin ] tivemos todos os ı́ndices diferentes de s1, então
[x̃i1 , . . . , x̃in ] = 0. Portanto, usando o fato de que e22e12 = 0 e e12e22 = e12 conclúımos que

f(x̃1, . . . , x̃m) =

( ∑
s1 fixado

αiξi2 · · · ξin

)
e12

e portanto, dado que K é infinito, podemos fazer uma escolha dos elementos {ξj : j 6= s1} de forma
que f(x̃1, . . . , x̃m) 6= 0, donde segue que todos os α′is em 18 são nulos. Por fim, o resultado do teorema
para k = 2 segue do teorema 3.29-i).

Caso k = 3: Neste caso

[x1, x2][x3, x4][x5, x6] = 0, em F (T3)

e por argumentos semelhantes aos feitos no caso k = 2, segue que se V é o conjunto formado por 1 e
os elementos da forma

[xi1 , xi2 , . . . , xin ], n ≥ 2, [xi1 , xi2 , . . . , xip ][xj1 , xj2 , . . . , xjq ],
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então V gera B(T3). Agora, dado que [[y1, y2], [y3, y4], y5] = [[y1, y2, y5], [y3, y4]] + [[y1, y2], [y3, y4, y5]],
segue por indução que [[y1, . . . , ya], [z1, . . . , zb], [t1, . . . , tc]] é uma combinação linear de produtos de

dois comutadores. Além disso, mais uma vez pelos mesmos argumentos feitos no caso k = 2, se Ṽ é o
conjunto contendo 1 e elementos da forma

[xi1 , . . . , xin ], i1 > i2 ≤ · · · ≤ in, (19)

[xi1 , . . . , xip ][xj1 , . . . , xjq ] i1 > i2 ≤ · · · ≤ ip j1 > j2 ≤ · · · ≤ jq, (20)

então Ṽ gera B(T3). Portanto, para se concluir a demonstração do teorema no caso k = 3 é suficiente

mostrar que Ṽ é um conjunto linearmente independente. Agora, vejamos que qualquer combinação
linear em Ṽ é de uma das formas abaixo

A: Combinação linear somente de elementos do tipo 19.

B: Combinação linear somente de elementos do tipo 20.

C: Combinação linear mista de elementos do tipo 19 e 20.

Logo, se analisarmos uma determinada combinação linear h(x1, . . . , xm) = 0 não trivial do tipo A
ou C, e substituirmos as variáveis xi ∈ U3(K), i ∈ {1, 2, . . . ,m}, por matrizes 2× 2 mergulhadas em
UT3(K), isto é, matrizes da forma a b 0

0 c 0
0 0 0


então recairemos no caso k = 2 e o que permite-nos concluir que todos os coeficientes de h(x1, . . . , xm)
são nulos. Dessa forma, precisamos apenas analisar combinações lineares do tipo B, isto é, da forma

f(x1, . . . , xm) =
∑

αij [xi1 , . . . , xip ][xj1 , . . . , xjq ] = 0, αij ∈ K. (21)

Da equação 21 considere um par maximal (s1, r1) dentre todos aqueles em que αij 6= 0, isto é, primeiro
selecionamos s1 maximal como no caso k = 2 e posteriormente entre todos os pares (com s1 fixado na
primeira coordenada) os maximais na segunda coordenada. E assim, se r1 6= s1 defina

x̂s1 = e12 + ξs1e22 + νs1e33, x̂r1 = e23 + ξr1e22 + νr1e33

e
x̂l = ξle22 + νle33, l 6= s1, r1, caso s1 6= r1

onde ξs1 , ξr1 , ξl, νs1 , νr1 ∈ K. Caso s1 = r1

x̂r1 = e12 + e23 + ξs1e22 + νs1e33

e dado que eijekl = eil se j = k e eijekl = eil = 0 se j 6= k, segue que

f(x̂1, . . . , x̂m) =
(∑

αijξi2 · · · ξip(νj2 − ξj2) · · · (νjq − ξjq )
)
e13

e portanto, os números {ξl : l 6= s1, r1} e {νl : l 6= s1, r1} podem ser tomados de forma que
f(x̂1, . . . , x̂m) 6= 0, donde segue que todos os coeficientes de 21 são nulos e assim, o teorema para o
caso k = 3 segue mais uma vez por 3.29-i).

Exemplo 4.9. Seja K um corpo de caracteŕıstica 0, e R a álgebra das matrizes 3 × 3 triangulares
superiores, com entradas em K, da forma λ ∗ ∗

0 λ ∗
0 0 λ

 .

Então T (R) = 〈[x1, x2, x3], s4(x1, x2, x3, x4)〉T .
Primeiro vamos verificar que [x1, x2, x3] = 0 e s4(x1, x2, x3, x4) = 0, são identidades po-

linomiais em R. Se eij denota a (i, j)-matriz canônica de M3(K), então o conjunto de vetores
L := {e = e11 + e22 + e33, e12, e13, e23} forma uma base de R. Além do mais, por conta da multiline-
aridade do comutador e da anti-simetria, é suficiente verificarmos que [x1, x2, x3] = 0 nos elementos
de L. Este processo é canônico e para ilustrar, vamos calcular apenas uma igualdade.



48

Vejamos que [e, e12, e13] = [e11, e12, e13] + [e22, e12, e13] + [e33, e12, e13] e dado que eijekl = δjkeil,
temos [e11, e12] = e12, [e22, e12] = −e12, [e33, e12] = 0. Com isso conclúımos que

[e11, e12, e13] = [e12, e13] = 0, [e22, e12, e13] = −[e12, e13] = 0, [e33, e12, e13] = [0, e13] = 0

donde segue que [e, e12, e13] = 0. Analogamente se faz nos outros casos. A identidade s4(x1, x2, x3, x4) =
0 segue do resultado 4.7. Dessa forma, conclúımos que 〈[x1, x2, x3], s4(x1, x2, x3, x4)〉T ⊆ T (R).

Utilizando contas semelhantes às feitas no teorema 4.3, pode-se concluir que os elementos da forma

[xi1 , xi2 ] : i1 < i2

constituem uma base de B/(B ∩ 〈[x1, x2, x3], s4(x1, x2, x3, x4)〉T ). Com isso, precisamos mostrar que
nenhuma combinação linear dos elementos acima pode ser uma identidade em R. Dado que char(K) =
0, o ideal T (R) é homogêneo e portanto para mostrar que combinação linear dos elementos acima não
pode ser uma identidade em R, é suficiente mostrar que um elemento da forma [xi1 , xi2 ] não pode ser
uma identidade em R, o qual segue por exemplo do fato de que [e12, e23] = e13 6= 0.
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5 Matrizes genéricas e o teorema de Amitsur-Levitzki

5.1 Matrizes genéricas

Notação: Se I ⊆ K〈X〉, denota-se por varI a variedade das álgebras associativas que satisfazem
as identidades de I . Se I = T (R), onde R é uma álgebra associativa, escreve-se varR := varI .

Iremos nesta seção estudar uma ferramenta que será de extrema importância para o estudo de
F (varMn(K)), onde K é um corpo e n ∈ N.
• Dado n ≥ 1, denota-se por Ωn a K-álgebra comutativa polinomial

Ωn := K
[
y(i)
pq | p, q = 1, 2, . . . , n, i ∈ N

]
.

• Se {eij | i, j = 1, 2, . . . , n} são as matrizes canônicas de Mn(K), as matrizes

yi :=

n∑
p,q=1

y(i)
pq epq =


y

(i)
11 y

(i)
12 . . . y

(i)
1n

y
(i)
21 y

(i)
22 . . . y

(i)
2n

. . . . . .

. . . . . .

y
(i)
n1 y

(i)
n2 . . . y

(i)
nn

 , i ∈ N.

são chamadas de as matrizes genéricas n× n.
• Denota-se por Rn a álgebra gerada pelas matrizes genéricas {yi | i ∈ N} e por Rnd a álgebra

gerada pelas primeiras d primeiras matrizes genéricas.
Considere o mapa ρ̃ | X → Rn, xi 7→ yi. Dado que K〈X〉 é livre em X, existe um (único)

homomorfismo de K-álgebras ρ : K〈X〉 → Rn tal que ρ|X = ρ̃. Além disso, por definição, ρ é
sobrejetor.

Observação 5.1. (Especialização de matrizes genéricas) Seja C uma K-álgebra comutativa. Dados

a1, . . . , ah ∈ Mn(C), onde ai = (a
(i)
pq )pq para cada i ∈ {1, 2, . . . , h}, por conta da álgebra polinomial

ser livre no conjunto das álgebras comutativas, existe um homomorfismo de álgebras ν : Ωn → C tal

que se i ∈ {1, 2, . . . , h}, temos ν
(
y

(i)
pq

)
= a

(i)
pq , p, q = 1, 2, . . . , n, e ν é 0 em y

(j)
pq , j > h.

Dessa forma, o homomorfismo induzido

νn : Rn →Mn(C), (cij) 7→ (ν(cij))ij

é tal que ν(yi) = ai, para cada i ∈ {1, 2, . . . , h}. O mapa νn é chamado de uma especialização de
matrizes genéricas.

Proposição 5.2. a) Se K é um corpo infinito e n ≥ 1, então Rn ∼= F (varMn(K)).
b) Se K é um corpo finito e P/K é uma extensão infinita de K, então Rn ∼= F (varMn(P )).

Demonstração. Seja P um corpo tal que K ⊆ P . Vamos mostrar apenas b), pois a) segue imediata-
mente fazendo K = P . Sejam π : K〈X〉 → F (varMn(P )) o homomorfismo canônico e ρ : K〈X〉 → Rn
o homomorfismo definido acima. Se mostrarmos que N = ker(π) = ker(ρ) então o resultado segue
pois pelo primeiro teorema do isomorfismo F (var(Mn(P ))) ∼= K〈X〉/N ∼= Rn.

Assim, para que ker(π) = ker(ρ) é suficiente mostrar que f(x1, . . . , xm) é PI em Mn(P ) se e
somente se f(y1, . . . , ym) = 0 em Rn.

Se f(x1, . . . , xm) é PI em Mn(C) e f(y1, . . . , ym) 6= 0, então, dado que P é infinito, existe uma
especialização νn : K〈X〉 →Mn(C) tal que νn(f(y1, . . . , yn)) = c 6= 0 e portanto

0 = f(νn(y1), . . . , ν(ym)) = νn(f(y1, . . . , ym)) 6= 0

o qual é um absurdo. Logo, segue que f(y1, . . . , ym) = 0. Reciprocamente, suponha que f(y1, . . . , ym) =
0 em Rn. Dadas quaisquer matrizes r1, . . . , rm ∈Mn(C), considere a especialização

µn : K〈X〉 →Mn(C), µn(yi) = 0, i ∈ {1, 2, . . . ,m}, µn(yj) = 0, j > m.

Então, tem-se que f(r1, . . . , rm) = f(µn(y1), . . . , µn(ym)) = µn(f(y1, . . . , ym)) = µn(0) = 0.
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Observação 5.3. Considere a matriz

a =



0 0 . . 0 α0

1 0 . . 0 α1

0 1 . . 0 α2

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .
0 0 . . 1 αn−1


Então, segue que

a− xI =



−x 0 . . 0 α0

1 −x . . 0 α1

0 1 . . 0 α2

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .
0 0 . . 1 αn−1 − x


e portanto, pela expansão de Laplace

det(a− xI) = (−1)n+1α0ε0(x) + (−1)n+2α1ε1(x) + · · ·+ (αn−1 − x)(−1)n+nεn−1(x)

onde εk(x) é a matriz obtida de a− xI retirando-se a k + 1-ésima linha e n-ésima coluna. Portanto
temos ε0(x) = 1, εk(x) = (−1)kxk, k ∈ {1, . . . , n− 1}, e assim

det(a− xI) = (−1)n(−α0 − αx− · · · − αn−1x
n−1 + xn).

Logo det(a− xI) = (−1)n(xn − (αn−1x
n−1 + αn−2x

n−2 + · · ·+ α1x+ α0)).

• Lembremos que se p(z) = cnz
n + cn−1z

n−1 + · · · + c1z + c0 ∈ K[z] é um polinômio qualquer,
então define-se o discriminante de p(z) como sendo o escalar D(p) := c2n−2

n

∏n
i<j(ri − rj)2 onde r1,

. . . , rn são as ráızes de p(z) em K.

Lema 5.4. Os autovalores da matriz genérica n× n y1 são dois a dois distintos.

Demonstração. Dado que Ωn mergulha de forma natural em seu corpo de frações, faz sentido con-
siderar as entradas de y1 em frac(Ωn). Seja fy1(x) o polinômio caracteŕıstico de y1, suponha por
contradição que fy1 tenha ráızes de multiplicidade maior que 1. Então, por definição de discriminante,
segue que D(fy1) = 0. Por outro lado, dada qualquer matriz a ∈ Mn(K), existe uma especialização
ψ : Rn → Mn(K) tal que ψ(y1) = a, ψ(IRn) = I, onde IRn é a matriz identidade em Rn, e assim, se
fa é o polinômio caracteŕıstico de a

fa(x) = det(a− xI) = det(ψ(y1)− xψ(IRn)) = det(ψ(y1 − xI)).

Disso segue que D(fa) = 0, pois se r1, . . . , rn são as ráızes de fy1 , então ψ(r1), . . . , ψ(rn) são as
ráızes de fa. Porém isso é um absurdo quando K é infinito, pois podemos escolher l1, . . . , ln ∈ K tais
que em K, li − lj 6= 0 para quaisquer i < j , e assim se a = diag(l1, . . . , ln), segue que D(fa) 6= 0.

Se K é finito, sem perda de generalidade pode-se supor que K = Fp, onde p é um número primo,
e assim dado que qualquer extensão finita de corpos L/Fp é separável, pode-se escolher um polinômio
g ∈ Fp[x] irredut́ıvel e com todas as ráızes de multiplicidade 1 e assim, se a é a matriz companheira
de g (pela 5.3) segue que D(fa) = D(g) 6= 0.

Conclúımos então que de fato, fy1 não pode ter ráızes de multiplicidade maior que 1.

Observação 5.5. Considere o corpo algebricamente fechado Ln := frac(Ωn). Dado que a matriz
y1 não tem autovalores de multiplicidade maior que 1 em Mn(L), tem-se que seu polinômio minimal
só possui fatores primos de grau 1 e assim, y1 é diagonalizável, donde segue que existe z ∈ Mn(L)
invert́ıvel tal que u1 = z−1u1z é diagonal. Além disso, para cada i > 1 defina ui := z−1yiz.

Dessa forma, se Un é a álgebra gerada pelos elementos u1, . . . , un, . . . segue que a função
% : Rn → Un, g 7→ z−1gz fornece um isomorfismo entre Un e Rn.

Defina y′1 :=
∑n
p=1 y

(1)
pp epp e y′i := yi, i > 1, e seja R′na álgebra gerada por estes elementos.

Proposição 5.6. Nas notações do item acima, tem-se que R′n
∼= Rn.
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Demonstração. Considere as notações da observação 5.5. Dado que y′1, . . . , y′n, . . . são especializações
respectivamente de y1, . . . , yn, . . . , existe um homomorfismo de K-álgebras ω : Rn → R′n tal que
ω(yi) = y′i, para todo i ∈ N. Analogamente, dado que u1, . . . , un, . . . são especializações de y′1,
. . . , y′n, . . . , por um argumento semelhante ao feito no começo da seção, existe ν : R′n → Un tal que
ν(y′i) = ui, para cada i ∈ N. Segue que ν ◦ ω(yi) = ν(y′i) = ui = %(yi), para cada i ∈ N e portanto,
ν ◦ ω = %. Assim, ker(ω) = 0, e ω é um isomorfismo, pois ω é sobrejetora.

Corolário 5.7. Pode-se assumir que em Rn a primeira matriz genérica é diagonal e a segunda tem
a mesma primeira linha e mesma primeira coluna.

Demonstração. A menos de escrever uma notação com mais ı́ndices, é suficiente provar esse resultado
para n = 3. Existe uma conjugação por um elemento z ∈M3(L) tal que y′1 tem a forma desejada. A
segunda matriz genérica em R′n é w2 = z−1y2z, a qual escrevemos na forma

w2 =

w11 w12 w13

w21 w22 w23

w31 w32 w33

 .

Considere a matriz diagonal D = diag(1, µ, η) ∈M3(L), então D−1w2D tem a forma

D−1w2D =

 w11 µw12 ηw13

µ−1w21 ∗ ∗
η−1w31 ∗ ∗

 .

Escolhendo µ como uma das ráızes de x2w12 −w21 ∈ L[x] e η como uma das ráızes de x2w13 −w31 ∈
L[x], temos que a matriz D−1w2D tem a forma do enunciado. Além do mais, D−1y1D é uma matriz
diagonal, e assim considerando a conjugação porD obteremos uma álgebra R′′n que satisfaz as condições
impostas pelo corolário e R′′n

∼= Rn.

Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo infinito K com base A := {a1, . . . , am} e

defina ΩA = K[z
(i)
p | p = 1, 2, . . . ,m i = 1, 2, . . .]. Dado i ∈ N defina também zi :=

∑m
p=1 z

(i)
p ap.

Agora, assumindo que os elementos de ΩA comutam com os elementos de A, faz sentido considerar
a álgebra RA gerada pelos elementos z1, z2, . . .

Observe que em RA a multiplicação dos elementos de A é como em A.
• Considere o homomorfismo induzido ζ : RA → ΩA ⊗ A definido nos elementos {z1, . . . , zn, . . .}

por ζ(
∑m
p=1 z

(i)
p ap) =

∑m
p=1 z

(i)
p ⊗ ap. Como os elementos de A são linearmente independentes, segue

que ζ é injetora e portanto RA mergulha em ΩA⊗A. Com isso, a multiplicação em RA pode ser vista
como a induzida em ΩA ⊗A.

A demonstração do próximo resultado é análoga à de 5.2, a única diferença é que os homomorfismos
canônicos tomados no lugar de ρ e π são respectivamente K〈X〉 → RA, K〈X〉 → F (varA).

Proposição 5.8. Sejam A,A e RA como acima. Então RA ∼= F (varA).

5.2 O teorema de Amitsur–Levitzki

O objetivo desta seção é demonstrarmos o teorema de Amitsur–Levitzki. Iremos utilizar aqui [19]
e [9]. A demonstração original desse teorema foi dada em [1], a qual usava essencialmente fatos
combinatórios, entretanto varias outras provas diferentes foram dadas. Aqui iremos nos concentrar
na demonstração dada por Rosset. Outra bem conhecida é a dada por Razmyslov, a qual pode ser
encontrada em [10] ou mesmo em [19].

Nesta seção, fixemos n ≥ 2. Foi introduzido nos exemplos 2.4 e 2.5 as identidades standard e de
Capelli. Além disso, vimos que Mn(K) satisfaz a identidade standard e a identidade de Capelli de
grau n2 + 1. O lema abaixo estabelece o grau mı́nimo para uma identidade em Mn(K).

Lema 5.9. A álgebra das matrizes Mn(K) não satisfaz identidade polinomial de grau menor que 2n.

Demonstração. a) Suponha que Mn(K) satisfaz uma identidade polinomial de grau k < 2n então

podemos escrever f(x1, . . . , xk) =
∑
σ∈Sk

ασxσ(1) · · ·xσ(k) = 0, ασ ∈ K. Considere os elementos da

base canônica de Mn(K): e11, e12, e22, e23, e33, e32, . . . , epq, onde p = q ou p = q − 1. Então de
eijekl = δjkeil, segue que

0 = f(e11, e12, e22, e23, e33, e32, . . . , epq) = α(1)e1p
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e assim, α(1) = 0.
Podemos fazer um racioćınio análogo para mostrar que ασ = 0, para toda σ ∈ Sk. Por exemplo,

se quisermos mostrar que α(1,2) = 0, basta olhar para f(e12, e11, e22, e23, e33, e32, . . . , epq). Com isso,
conclúımos que a única identidade de grau < 2n em Mn(K) é a identidade nula.

Lema 5.10. Se s2n(x1, . . . , x2n) é uma identidade polinomial em Mn(Q), então para qualquer corpo
K, s2n(x1, . . . , x2n) é uma identidade em Mn(K).

Demonstração. Suponha que char(K) = p > 0. Dado que s2n(x1, . . . , x2n) é uma identidade em
Mn(Q), com coeficientes ±1, segue que s2n(x1, . . . , x2n) é uma identidade em Mn(Z). Considere
Zp o corpo com p elementos e o homomorfismo φp : Mn(Z) → Mn(Zp), (aij)ij 7→ (aij + pZ)ij .
Se r1, . . . , r2n ∈ Mn(Zp), existem l1, . . . , l2n ∈ Mn(Z) com φp(lj) = rj para cada j. Portanto
s2n(r1, . . . , r2n) = s2n(φp(l1), . . . , φp(l2n)) = φp(s2n(l1, . . . , l2n)) = φp(0) = 0. Logo, s2n(x1, . . . , x2n)
é uma identidade polinomial em Mn(Zp). Seja P ⊆ K tal que P ∼= Zp, pela multilinearidade de
s2n(x1, . . . , x2n) é suficiente mostrar que s2n se anula nos elementos canônicos {eij | i, j}. Como cada
eij ∈Mn(P ) ⊆Mn(K), o resultado segue. Faz-se o mesmo racioćınio se char(K) = 0.

Lema 5.11. i) Sejam ξ1, . . . , ξn os autovalores da matriz a ∈Mn(K) e seja eq(ξ1, . . . , ξn) o q-ésimo
polinômio simétrico em ξ1, . . . , ξn. Então

an +

n∑
q=1

(−1)qeq(ξ1, . . . , ξn)an−q = 0, tr(aq) = ξq1 + · · ·+ ξqn.

ii) Quando char(K) = 0 os coeficientes eq(ξ1, . . . , ξn) podem ser expressos como polinômios com
coeficientes racionais de tr(aq), q = 1, 2, . . . , n.

Demonstração. i) O polinômio caracteŕıstico c(x) de a é c(x) =
∏n
i=1(x−ξi) e portanto, pelo teorema

de Cayley–Hamilton an +
∑n
q=1(a − ξq) =

∑n
q=1(−1)qeq(ξ1, . . . , ξn)an−q = 0. A igualdade do traço

segue imediatamente da forma de Jordan de a. (Este fato pode ser demonstrado diretamente, sem
usar a forma de Jordan.)

ii) Considere os polinômios de Newton pq = pq(ξ1, . . . , ξn) = ξq1 + · · ·+ ξqn, q = 1, 2, . . . , n. Pelas
fórmulas de Newton, se q ≤ n então pq − e1pq−1 + e2pq−2 + · · · + (−1)q−1qeq = 0, e cada eq é um
polinômio em termos de pq.

• Segue do lema acima que em caracteŕıstica 0, se a ∈ Mn(K) é tal que tr(a) = tr(a2) = · · · =
tr(an) = 0 então an = 0.

Lema 5.12. Seja C uma álgebra comutativa sobre Q e a ∈ Mn(C). Se tr(aq) = 0 para q ∈
{1, 2, . . . , n}, então an = 0.

Demonstração. Seja a ∈ Mn(C). Sabe-se do lema 5.11 que an =
∑n
q=1 αqa

n−q, onde αq é um
polinômio sem termo constante e com coeficientes racionais, em tr(ar), onde r = 1, 2, . . . , q. Se Y
é um conjunto qualquer e K é um corpo, então a mesma fórmula acima é verificada em K[Y ] pois
K[Y ] mergulha em frac(K[Y ]) (via x 7→ x/1). Dado que a álgebra polinomial é livre na variedade
de todas as álgebras comutativas, existe um homomorfismo de álgebras comutativas φ : K[C]→ C tal
que φ(x) = x, para todo x ∈ C. Aqui consideramos K[C] como sendo C ⊗QK. Dessa forma, ψ induz

um homomorfismo φ̃ : Mn(K[C])→Mn(C) definido por φ̃((aij)ij) = (φ(aij)))ij .

Por definição de φ̃ segue que se a ∈Mn(K[C]) então tr(φ̃(a)) = φ(tr(a)). Isso implica que

an =

n∑
q=1

αq(φ(tr(a)), . . . , φ(tr(aq))an−q

donde segue que se tr(aq) = 0 para todo q ∈ {1, 2, . . . , n}, então an = 0.

Teorema 5.13. (Teorema de Amitsur-Levitzki [1]) Se K é um corpo qualquer, então s2n(x1, . . . , x2n)
é uma identidade polinomial em Mn(K).

Antes da demonstração do teorema 5.13 vamos fixar algumas notações e fazer algumas observações.
• Seja E a álgebra de Grassman sobre Q. Então E = E0⊕E1, onde E0 é o subespaço de E gerado

pelos monômios com uma quantidade par de e′is e E1 é o subespaço de G gerado pelos monômios com
uma quantidade ı́mpar de e′is.
• Se a, b ∈Mn(E1), então tr(ab) = −tr(ba). Isso segue do fato de que se w e u são dois monômios

em E1, então wu = −uw.
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Observação 5.14. Sejam l ≥ 1 e t1, . . . , t2l ∈ Mn(D), onde D é um corpo de caracteŕıstica 6= 2.
Então tr(s2l(t1, . . . , t2l)) = 0.

De fato, considere em Mn(E1) o elemento t =
∑2l
i=1 tiei. Se µ ∈ S2l, vale eµ(1) · · · eµ(2l) =

(−1)µe1 · · · e2l. Logo tem-se que t2l =
∑
µ∈S2l

(−1)µtµ(1) · · · tµ(2l)e1 · · · e2l = s2l(t1, . . . , t2l)e1 · · · e2l.

Por outro lado tr(t2l) = tr(tt2l−1) = −tr(t2l−1t) = −tr(t2l), e como char(D) 6= 2, conclúımos que
tr(t2l) = 0. Consequentemente 0 = tr(t2l) = tr(s2l(t1, . . . , t2l))e1 · · · e2l, donde tr(s2l(t1, . . . , t2l)).

Demonstração. (do Teorema 5.13)
Do lema 5.10, é suficiente considerar K = Q. Agora, mantendo as notações E, E0, E1 do último

item, segue do desenvolvimento do exemplo 2.10 que se r1 = ei1 · · · ein e r2 = ej1 · · · ejm então obtemos
[r1, r2] = (1− (−1)mn)ei1 · · · einej1ej1 · · · ejm . Logo se r1, r2 ∈ E0, então r1r2 = r2r1, isto é, E0 é uma
subálgebra comutativa de E. Sejam r1, . . . , r2n ∈Mn(Q), e defina b := r1e1 + · · ·+ r2ne2n ∈Mn(E1).
Da argumentação da observação 5.14 segue que b2n = s2n(r1, . . . , r2n)e1 · · · e2n e portanto, como
e1 · · · e2n é elemento da base de E, temos s2n(r1, . . . , r2n) = 0 se e somente se b2n = 0.

Para concluirmos a demonstração do teorema é suficiente verificar que b2n = 0. Para isso, ob-
servemos que se α ∈ {1, 2, . . . , n}, então tr(b2α) = tr(bb2α−1) = −tr(b2α−1b) = −tr(b2α) e assim,
tr(b2α) = 0. Dessa forma, se a := b2 ∈ Mn(E0), temos tr(a) = tr(a2) = · · · = tr(an) = 0. Portanto,
pelo lema 5.12, an = 0, isto é, b2n = 0.

Sabemos então que o menor grau de uma identidade polinomial em Mn(K) é 2n, e pelo teorema
de Amitsur-Levitzki, s2n ∈ T (Mn(K)). Porém, podeŕıamos nos perguntar se há mais alguma outra
identidade de grau 2n e se existe alguma relação desta com s2n. O resultado abaixo responde tais
questões quando o corpo K em questão tem caracteŕıstica diferente de 2.

Proposição 5.15. Suponha que char(K) 6= 2. Se f(x1, . . . , x2n) é uma identidade multilinear de
grau 2n em Mn(K), então f(x1, . . . , x2n) = αs2n(x1, . . . , x2n), α ∈ K.

Demonstração. Considere g(x1, . . . , x2n) =
∑
σ∈S2n

ασxσ(1) · · ·xσ(2n) = 0 uma identidade polinomial
de grau 2n em Mn(K). Avaliando g respectivamente na 2n-upla (e11, e11, e12, e22, . . . , en−1,n, enn)
tem-se que os únicos termos de g que não são nulos são os associados a σ = (1) e σ = (1, 2), logo
segue que

g(e11, e11, e12, e22, . . . , en−1,n, enn) = α(1)e1n + α(1,2)e1n = (α(1) + α(1,2))e1n = 0

donde segue que α(1,2) = −α(1) = (−1)(1,2)α(1). Se 1 ≤ i ≤ 2n

g(e11, e12, e22, e23, . . . , ei−1,i, eii, eii, ei,i+1, . . . , en−1,n, enn) = (α(1) + α(2i−1,2i))e1n = 0

e portanto α(2i−1,2i) = (−1)(2i−1,2i)α(1) = −1α(1). Por outro lado, se 1 ≤ k ≤ 2n

g(e12, e22, e23, . . . , ei−1,i, ekk, ekk, . . . , en−1,n, enn, en,1) = (α(1) + α(2k−2,2k−1))e1n

e assim α(2k−2,2k−1) = (−1)(2k−2,2k−1)α(1) = −1α(1).
Em suma, conclúımos que para todas as transposições da forma τ = (i, i + 1), 1 ≤ i ≤ 2n − 1,

temos ατ = (−1)τα(1) = −α(1). Agora, dado µ ∈ S2n, vejamos que

0 = f(xµ(1), . . . , xµ(2n)) =
∑
σ∈S2n

ασxµσ(1) · · ·xµσ(2n) =
∑
ρ∈S2n

αµ−1ρxρ(1) · · ·xρ(2n).

Substituindo acima σ por σ−1 e comparando os monômios ασx1 · · ·x2n e ασρxρ(1) · · ·xρ(2n), onde

ρ = (i, i+1) chegamos que ασ(i,i+1) = (−1)(i,i+1)ασ. E dado que S2n = 〈(1, 2), (2, 3), . . . , (2n−1, 2n)〉,
conclúı-se que ασ = (−1)σα(1).

Em resumo, nesta seção obtemos:

1. Se K é um corpo qualquer s2n é uma identidade polinomial para Mn(K).

2. Mn(K) não satisfaz nenhuma identidade polinomial de grau menor que 2n.

3. Se char(K) 6= 2, então qualquer identidade polinomial em Mn(K) de grau 2n é múltiplo de s2n.
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6 Polinômios centrais na álgebra das matrizes

Definição 6.1. Seja R uma álgebra. O polinômio c(x1, . . . , xm) ∈ K〈X〉 é um polinômio central
para R, se c(x1, . . . , xn) satisfaz

• c(x1, . . . , xm) não tem termo constante.

• c(r1, . . . , rm) ∈ Z(R), para todos r1, . . . , rm ∈ R.

• c(x1, . . . , xm) = 0 não é uma identidade polinomial em R.

• Já vimos no exemplo 2.14 que o polinômio de Hall f(x1, x2, x3) = [[x1, x2]2, x3] é uma identidade
polinomial em M2(K) e portanto, se definirmos c(x1, x2) := [x1, x2]2 segue que para quaisquer r1,
r2 ∈M2(K) vale c(r1, r2) ∈ Z(M2(K)).

Por outro lado, c(x1, x2) = 0 não é uma identidade polinomial em M2(K) pois

c(e12, e21) = [e12, e21]2 = (e11 − e22)2 6= 0

donde conclúı-se que c(x1, x2) é um polinômio central em M2(K). O polinômio c(x1, x2) = [x1, x2]2

será chamado de o polinômio de Wagner-Hall.
•De forma análoga a feita no exemplo anterior, utilizando o exemplo 2.10 conclúımos que c(x1, x2) =

[x1, x2] é um polinômio central para a álgebra de Grassmann E.
Adendo histórico: Por muitos anos, o polinômio de Wagner-Hall era o único polinômio central

conhecido para a álgebra matricial M2(K) e até então não tinha informações a respeito de polinômios
centrais em Mn(K) para n > 2. Em meados de 1956 Kaplansky levantou o seguinte problema

(~) Problema de Kaplansky para polinômios centrais (P.K.P.C): Existem polinômios centrais na
álgebra matricial Mn(K) se n > 2?

O problema (~) foi resolvido de forma independente por Formanek e por Razmyslov. Nesta breve
seção, iremos discutir a construção de Formanek [11] de um polinômio central em Mn(K) para n > 2.

Notação: Mantendo fixo o corpo K, lembremos que Rn é a álgebra gerada pelas matrizes genéricas
n× n (y1, . . . , yn, . . .).

Sabemos pelo 5.4 que os autovalores da matriz genérica y1 são dois a dois distintos. Além de tudo,
segue da prova de 5.4 que os autovalores de y1 são algebricamente independentes sobre K.

Proposição 6.2. Seja f(x1, . . . , xm) ∈ K〈X〉 tal que f(y′1, y2, . . . , ym) é uma matriz não nula e

escalar, onde y′1 foi definida anteriormente como y′1 =
∑n
p=1 y

(1)
pp epp. Então f(x1, . . . , xm) é um

polinômio central em Mn(K).

Demonstração. Seja Υ := {y(t)
ij | 1 ≤ i, j ≤ n, t ∈ {1, 2, . . . ,m}} e considere o fecho algébrico P :=

K(Υ). Segue do Lema 5.4 que existe uma matriz invert́ıvel a tal que z1 := a−1y1a é uma matriz
diagonal. Defina zt := a−1yta, t ∈ {2, . . . ,m}.

Então, usando a especialização ϕ : y′1 7→ z1 e ϕ : yi 7→ zi, i > 1, tem-se que

a−1f(y1, . . . , ym)a = f(a−1y1a, a
−1y2a, . . . , a

−1yma) = ϕ(f(y′1, y2, . . . , ym))

e portanto, por hipótese, f(y1, . . . , ym) é uma matriz escalar diferente de 0. Agora, por especialização
em y1, . . . , ym, conclúı-se que f(a1, . . . , am) ∈ Z(Mn(K)) para quaisquer a1, . . . , am ∈Mn(K), donde
segue que f(x1, . . . , xm) é um polinômio central em Mn(K).

Teorema 6.3. (Formanek [11]) Para cada n ≥ 1, Mn(K) tem um polinômio central.

Demonstração. Seja K[ξ1, . . . , ξn+1] o anel polinomial nas variáveis comutativas ξ1, . . . , ξn+1 e con-
sideremos K〈ζ, x1, . . . , xn〉. Considere o homomorfismo ϕ : K[ξ1, . . . , ξn+1] → K〈ζ, x1, . . . , xn〉 de
K-espaços vetoriais, definido nos monômios de K[ξ1, . . . , ξn+1] pela regra

ϕ(ξa11 , . . . , ξ
an+1

n+1 ) = ζa1x1ζ
a2x2 · · ·xn−1ζ

anxnζ
an+1

e estendido por linearidade. Definimos

g(ξ1, . . . , ξn+1) =

( ∏
2≤i≤n

(ξ1 − ξi)(ξi+1 − ξi)

)( ∏
2≤j<l≤n

(ξj − ξl)2

)
(22)

e G(ζ, x1, . . . , xn) = ϕ(g(ξ1, . . . , ξn+1)). Vamos mostrar que o polinômio

f(ζ, x1, . . . , xn) := G(ζ, x1, . . . , xn) +G(ζ, x2, . . . , xn, x1) + · · ·+G(ζ, xn, x1, . . . , xn−1)
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é um polinômio central para Mn(K). Defina inicialmente ζ̃ :=
∑n
p=1 ξpepp.

Segue da proposição 6.2 que para mostrar que f(ζ, x1, . . . , xn) é um polinômio central em Mn(K),

é suficiente ver que f(ζ̃, y2, . . . , yn) é uma matriz escalar não nula. Nossos monômios são os seguintes:
ζa1x1ζ

a2x2 · · ·xn−1ζ
anxnζ

an+1 . Segue que cada termo de f(ζ, x1, . . . , xn) é linear em xi, para cada
i ∈ {1, 2, . . . , n}, e assim f(ζ, x1, . . . , xn) é linear em cada xi, i ∈ {1, 2, . . . , n}. Conclúımos que para

mostrarmos que f(ζ̃, y1, . . . , yn) é uma matriz escalar não nula, basta verificar que f(ζ̃, ei1j1 , . . . , einjn)
é uma matriz escalar não nula.

Vejamos agora que ζ̃aj =
∑n
p=1 ξ

aj
p epp, para cada j ∈ {1, 2, . . . , n} e assim, conclui-se que

ζ̃a1ei1j1 ζ̃
a2ei2j2 · · · ζ̃aneinjn ζ̃an+1 = ξa1i1 ξ

a2
i2
· · · ξanin ξ

an+1

jn
ei1j1ei2j2 · · · einjn

donde segue que G(ζ̃, ei1 , . . . , einjn) = g(ξi1 , . . . , ξin , ξjn)ei1j1 · · · einjn . Se ij ∈ {1, 2, . . . , n} e jn 6=
i1 por definição de g, g(ξi1 , . . . , ξin , ξjn) = 0. Caso jn = i1, conclúımos que g(ξi1 , . . . , ξin , ξjn) =∏

1≤s<t≤n(ξs − ξt)2, e assim, na situação j1 = i2, j2 = i3, . . . , jn−1 = in, jn = i1 temos

G(ζ̃, ei1 , . . . , einjn) =
∏

1≤s<t≤n

(ξs − ξt)2ei1i1 .

Logo G é nulo em todos os outros casos. Repetindo o racioćınio para G(ζ, x2, . . . , xn, x1), . . . ,

G(ζ, xn, x1, . . . , xn−1), conclúımos que f(ζ̃, ei1 , . . . , einjn) = αIn onde In é a matriz identidade n× n
e α =

∏
1≤s<t≤n(ξs − ξt)2. Como ξ1, . . . , ξn são distintos, α 6= 0 e f é um polinômio central para

Mn(K).

Observação 6.4. Dado n > 1, seja a ∈Mn−1(K) e defina u(a) ∈Mn(K) por

u(a) =


a11 a12 . . . a1(n−1) 0
a21 a22 . . . a2(n−1) 0
. . . . . .
. . . . . .

a(n−1)1 a(n−1)2 . . . a(n−1)(n−1) 0
0 . . . 0 0 0


então a transformação K-linear

ι : Mn−1(K)→Mn(K), a 7→ u(a)

define um mergulho de Mn−1(K) em Mn(K).

Proposição 6.5. Se f(x1, . . . , xm) é um polinômio central em Mn(K) (n > 1), então f é uma
identidade polinomial em Mn−1(K).

Demonstração. Sabe-se pela observação acima que Mn−1(K) mergulha em Mn(K). Como Mn−1(K)
é fechado em relação ao produto usual em Mn(K), segue que f(a1, . . . , am) ∈ Mn−1(K), para
quaisquer a1, . . . , am ∈Mn−1(K). Por outro lado, como Z(Mn(K)) = KIn, segue que f(a1, . . . , am) ∈
Mn−1(K) ∩ KIn = {0} e portanto, f(a1, . . . , am) = 0, donde segue que f(x1, . . . , xm) = 0 é uma
identidade em Mn−1(K).
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7 O teorema da codimensão de Regev e sua aplicação ao pro-
duto tensorial de PI-álgebras

7.1 O teorema da codimensão de Regev

Iremos mostrar nesta subseção que a sequência das codimensões de uma PI-álgebra qualquer é ex-
ponencialmente limitada. Iremos nos apoiar em [19] o qual se baseou da demonstração dada por
Latyshev em [31]. Além disso, nesta seção o corpo base K será arbitrário.

Lembremos que se R é uma PI-álgebra e T (R) é seu T -ideal, então para cada m ∈ N0 o número

cm(R) = dim(Pm/Pm ∩ T (R))

é chamado de m-ésima codimensão de T (R) (ou de R). Aqui Pm é o espaço vetorial dos polinômios
em K〈X〉 que são multilineares de grau m. Além disso, (cm) é a sequência das codimensões de R.

A noção de conjunto parcialmente ordenado, bem como de cadeia ou anticadeia, serão também
relembrados abaixo.
• Dado um conjunto P e uma relação ≺, diz-se que P é parcialmente ordenado se ≺ satisfaz
1) (Transitividade) Dados a, b, c ∈P tais que a ≺ b e b ≺ c, então a ≺ c.
3) (Antissimetria) Se a, b ∈P são tais que a ≺ b e b ≺ a, então a = b.
Notação: Comumente se diz que (P,≺) é parcialmente ordenado.
• Se (P,≺) é parcialmente ordenado, dizemos que os elementos a1, . . . , al ∈ P formam uma

cadeia, se a menos de ordenação a1 ≺ a2 ≺ · · · ≺ al.
• Se (P,≺) é parcialmente ordenado, dizemos que os elementos a1, . . . , al ∈ P formam uma

anticadeia, se não há entre eles dois elementos comparáveis (na relação ≺).
O resultado abaixo é conhecido como lema de Dilworth, sua demonstração pode ser encontrada na

página 82 de [20].

Lema 7.1. (Lema de Dilworth) Seja P um conjunto parcialmente ordenado e suponha que exista
l ∈ N tal que P contenha uma anticadeia com l elementos e não contenha nenhuma com l + 1
elementos. Então, existem l cadeias disjuntas I1, . . . , Il em P tais que para todo x ∈ P, existe
j ∈ {1, 2, . . . , l} tal que x ∈ Ij.

Definição 7.2. Dado um inteiro 2 ≤ d ≤ n, uma permutação σ ∈ Sn é d-ruim se existem inteiros
1 ≤ i1 < i2 < · · · < id ≤ n tais que σ(i1) > σ(i2) > · · · > σ(id).

Caso contrário, isto é, se para quaisquer inteiros 1 ≤ i1 < i2 < · · · < id ≤ n existem ı́ndices
1 ≤ k < l ≤ d tais que σ(ik) < σ(il), a permutação σ é chamada de d-boa.

Para os próximos resultados, fixamos o conjunto N = {1, 2, . . . , n}.

Observação 7.3. Dado σ ∈ Sn, defina em N = {1, 2, . . . , n} a relação: i ≺ j quando i < j e
σ(i) < σ(j).

Então, (N ,≺) é parcialmente ordenado. A antissimetria é imediata. Verificaremos a transitivi-
dade. Se i ≺ j e j ≺ l, então i < j < l e σ(i) < σ(j) < σ(l), e assim, i ≺ l.

Lema 7.4. Sejam 2 ≤ d ≤ n e σ ∈ Sn uma permutação d-boa. Então, existe um número k ≤ d − 1
tal que N = I1 ∪ · · · ∪ Ik com a seguinte propriedade: Para todo j ∈ {1, 2, . . . , k} e a, b ∈ Ij, com
a < b, segue que σ(a) < σ(b).

Demonstração. Considere em N a relação ≺ definida na observação 7.3. Por outro lado, dado que σ
é d-boa, em todo subconjunto {u1, . . . , ud} ⊆ N existem ui e uj com ui < uj e σ(ui) < σ(uj), isto é
ui ≺ uj . Segue que N não contém nenhuma anticadeia de comprimento d, e portanto pelo lema 7.1,
existem k ≤ d− 1 e I1, . . . , Ik cadeias disjuntas em N tais que N = I1 ∪ · · · ∪ Ik.

Logo para cada i ∈ {1, 2, . . . , k} e a, b ∈ Ii, com a < b temos σ(a) < σ(b).

Lema 7.5. Dado 2 ≤ d ≤ n, denote por Bd o conjunto de todas as permutações em Sn que são d-boa.
Então |Bd| ≤ (d− 1)2n.

Demonstração. Seja σ uma permutação d-boa. Pelo mesmo argumento usado na demonstração do
lema anterior, existem em N cadeias I1, . . . , Ik, com k ≤ d− 1 tais que N = I1 ∪ · · · ∪ Ik.

Para cada j ∈ {1, 2, . . . , k} escreva Ij = {i(j)1 , . . . , i
(j)
rj }, onde rj ∈ N e 1 ≺ i(j)1 ≺ · · · ≺ i(j)rj ≺ n.

Definimos as funções

ςσ : N → {1, 2, . . . , d− 1}, e θσ : N → {1, 2, . . . , d− 1}
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por ςσ(i
(j)
p ) = j, θσ(σ(i

(j)
p )) = j, onde 1 ≤ p ≤ rj , e j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Suponha que σ e π sejam duas permutações d-boa tais que ςσ ≡ ςπ e θσ ≡ θπ. Então, se existissem
r, s ∈ {1, 2, . . . , n} tais que σ(s) < σ(r) e π(r) < π(s), então r e s não poderiam estar nas mesmas
cadeias das respectivas decomposições de N , e isso implicaria em particular a não igualdade das
funções acima, um absurdo. Conclúımos que σ ≡ π. E assim tem-se que cada permutação d-boa
determina um único par de funções (ςσ, θσ). Por outro lado, dado que existem exatamente (d − 1)n

funções f : N → {1, 2, . . . , d− 1}, segue que |Bd| ≤ (d− 1)2n.

• Um monômio xσ(1) · · ·xσ(m) ∈ Pm é chamado de d-bom (respectivamente d-ruim) se a per-
mutação σ for d-boa (respectivamente d-ruim).

Observação 7.6. (Ordem lexicográfica) Seja R uma PI-álgebra. Podemos definir uma ordem lexi-
cográfica nos monômios em Pn/Pn ∩ T (R) da seguinte forma

xσ(1) · · ·xσ(n) + (Pn ∩ T (R)) < xτ(1) · · ·xτ(n) + (Pn ∩ T (R))

quando existe k ∈ {1, 2, . . . , n} tal que σ(1) = τ(1), . . . , σ(k) = τ(k), σ(k + 1) < τ(k + 1).

Lema 7.7. Seja R uma PI-álgebra com uma identidade polinomial de grau d ≥ 1. Então, para cada
n ∈ N0, Pn é gerado módulo Pn ∩ T (R) por monômios da forma xπ(1) · · ·xπ(n), onde π é d-boa.

Demonstração. Pelo processo de linearização, é suficiente supor que R satisfaça uma identidade mul-
tilinear de grau d da forma

x1 · · ·xd −
∑

σ∈Sd,σ 6=1

ασxσ(1) · · ·xσ(d) ≡ 0.

Agora, suponha por absurdo que Pn/Pn∩T (R) não sera gerado por polinômios d-bons. Em relação
à ordem lexicográfica definida em 7.6, escolhemos um monômio minimal d-ruim

f(x1, . . . , xn) = xi1 · · ·xin + (Pn ∩ T (R)).

Então, em particular a permutação µ ∈ Sn tal que µ(j) = ij , para cada j ∈ {1, 2, . . . , n}, é d-ruim. E
assim, existem d ı́ndices 1 ≤ β1 < · · · < βd ≤ n tais que µ(β1) > · · · > µ(βd).

Dado que βj ∈ {i1, . . . , in}, para cada j ∈ {1, 2, . . . , d}, definimos

ξ0 = xi1 · · ·xµ(β1−1) + (Pn ∩ T (R)),

ξ1 = xµ(β1) · · ·xµ(β2−1) + (Pn ∩ T (R))

ξ2 = xµ(β2) · · ·xµ(β3−1) + (Pn ∩ T (R))

...

ξd = xµ(βd) · · ·xin + (Pn ∩ T (R)).

Pela ordem lexicográfica, segue que ξ1 > · · · > ξd, e portanto, para cada 1 6= σ ∈ Sd, ξ0ξσ(1) · · · ξσ(d) <
ξ0ξ1 · · · ξd = f .

Pela minimalidade de f , segue que para qualquer 1 6= σ ∈ Sd, ξ0ξσ(1) · · · ξσ(d) é uma combinação
linear de monômios d-bons. Como

f(x1, . . . , xn) = ξ0ξ1 · · · ξd =
∑

σ∈Sd,σ 6=1

ασξ0ξσ(1) · · · ξσ(d),

conclúımos que f é uma combinação linear de monômios d-bons em Pn ∩ T (R) o qual é um absurdo
por hipótese. Disto, conclúımos que Pn/Pn ∩ T (R) é gerado por monômios d-bons.

Teorema 7.8. (Teorema da codimensão de Regev) Seja R uma PI-álgebra com uma identidade
polinomial de grau d ≥ 1. Então, para cada n ∈ N0 vale cn(R) ≤ (d− 1)2n.

Demonstração. Para cada n ∈ N0, denotemos por Gd,n o conjunto dos monômios em Pn/Pn ∩ T (R)
da forma xπ(1) · · ·xπ(n), onde π é d-boa. Pelo lema 7.7, para cada n ∈ N0 temos dim(Pn/Pn∩T (R)) =
dim(span(Gd,n)). Lema 7.5 implica em dim(span(Gd,n)) ≤ (d− 1)2n.

Logo, conclúı-se que cn(R) ≤ (d− 1)2n, para cada n ∈ N0.
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7.2 Produto tensorial de PI-álgebras

Vamos mostrar que o problema de Kaplansky sobre se produto tensorial de PI-álgebras é de novo
uma PI-álgebra, tem resposta afirmativa. A prova deste fato foi dada por Regev em 1971 em [36].

Teorema 7.9. Sejam R,S duas PI-álgebras sobre um corpo arbitrário K. Então, para cada n ∈ N,
cn(R⊗ S) ≤ cn(R)cn(S).

Demonstração. Fixemos n ≥ 1. Sejam F (R) e F (S) as álgebras relativamente livres de posto
enumerável, com seus respectivos geradores livres U = {u1, u2, . . .} e V = {v1, v2, . . .}. Definimos
p := cn(R) e q := cn(S), bem como

Ln = {m1(u1, . . . , un), . . . ,mp(u1, . . . , un))}, Mn = {r1(v1, . . . , vn), . . . , rp(v1, . . . , vn))}

bases de Pn/(Pn ∩ T (R)) e Pn/(Pn ∩ T (S)) respectivamente. Dessa forma, o conjunto

Rn = {mi(u1, . . . , un)⊗ rj(v1, . . . , vn) | i ∈ {1, 2, . . . , p} e j ∈ {1, 2, . . . , q}}

é uma base de (Pn/(Pn ∩ T (R))) ⊗ (Pn/(Pn ∩ T (S))). Em particular, o polinômio multilinear

f(z1, . . . , zn) =
∑
σ∈Sn

ασzσ(1) · · · zσ(n), é tal que f(u1 ⊗ v1, . . . , un ⊗ vn) é uma combinação linear

dos elementos em Rn pois

f(u1 ⊗ v1, . . . , un ⊗ vn) =
∑
σ∈Sn

ασ(uσ(1) ⊗ vσ(1)) · · · (uσ(n) ⊗ vσ(n))

e como para cada σ ∈ Sn temos (uσ(1) ⊗ vσ(1)) · · · (uσ(n) ⊗ vσ(n)) = (uσ(1) · · ·uσ(n))⊗ (vσ(1) · · · vσ(n)),
segue que

f(u1 ⊗ v1, . . . , un ⊗ vn) =
∑
σ

ασ(uσ(1) · · ·uσ(n))⊗ (vσ(1) · · · vσ(n)).

E assim, dados quaisquer polinômios multilineares f1, . . . , fpq+1, existem elementos β1, . . . , βpq+1 ∈
K, os quais não são todos nulos, tais que (β1f1 + · · · + βpq+1fpq+1)(u1 ⊗ v1, . . . , un ⊗ vn) = 0 em
F (R)⊗ F (B). Agora, dados θ1, . . . , θn ∈ R e ϑ1, . . . , ϑn ∈ S, como F (R) e F (S) são livres em U e
em V respectivamente, segue que existem homomorfismos φU : F (R)→ R e φV : F (S)→ S tais que

φU (ui) =

{
θi, se i ∈ {1, 2, . . . , n}
0, se i ≥ n

, φV(vi) =

{
ϑi, se i ∈ {1, 2, . . . , n}
0, se i ≥ n

.

Estendendo por bilinearidade, definimos ϕ : F (R)× F (S) → R ⊗ S o qual age nos elementos básicos
de F (R)× F (S) via a regra ϕ(ui, vj) = φU (ui)⊗ φV(vj), i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma função linear ψ : F (R)⊗F (S)→ R⊗S
tal que ψ ◦ ⊗ = ϕ. Logo, escrevendo g := β1f1 + · · ·+ βpq+1fpq+1 conclúımos que

g(θ1 ⊗ ϑ1, . . . , θn ⊗ ϑn) = g(ψ(u1 ⊗ v1), . . . , ψ(un ⊗ vn)) = ψ(g(u1 ⊗ v1, . . . , un ⊗ vn)) = 0.

Como g é multilinear, segue que este é uma identidade polinomial em R⊗S. Para concluir a demons-
tração do teorema, notemos que se a dimensão de Pn/(Pn ∩ T (R⊗ S)) excedesse pq, então deveriam
existir monômios multilineares f1, . . . , fpq+1 tais que c1f1 + · · · + cpq+1fpq+1 = 0 em R ⊗ S se, e
somente se, c1 = · · · = cpq+1 = 0. Mas isso é um absurdo devido à construção acima. Conclúı-se que
de fato cn(R⊗ S) ≤ cn(R)cn(S).

Teorema 7.10. (Teorema de Regev) Se R e S são suas PI-álgebras, então R ⊗ S também é uma
PI-álgebra.

Demonstração. Pelo teorema da codimensão de Regev 7.8, existem d, l ∈ Z tais que cn(R) ≤ dn e
cn(S) ≤ ln, para todo n ∈ N. Logo, por 7.9, cn(R⊗S) ≤ (dl)n para cada n ∈ N. Por outro lado, para
cada k ∈ N, existe n ∈ N tal que n! > kn. Com isso, existe m0 ∈ N tal que m0! > (dl)m0 , e assim
cm0

(R ⊗ S) < m0!, e portanto, R ⊗ S satisfaz uma identidade polinomial multilinear não trivial de
grau m0.
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8 Representações do grupo simétrico Sn

Nesta seção iremos revisar resultados em teoria de representações de grupos finitos, bem como descre-
ver as representações do grupo simétrico Sn. Iremos utilizar as bibliografias [10], [42] e [7]. O corpo
K em questão aqui será assumido ser algebricamente fechado e de caracteŕıstica zero.

8.1 Algumas definições e resultados básicos da teoria de grupos

Definição 8.1. Dado um grupo G, os elementos x, y ∈ G são conjugados se existe g ∈ G tal que
y = g−1xg.

• Se G é um grupo, a relação ∼ definida por x ∼ y quando x e y são conjugados, é uma relação
de equivalência em G. Denota-se por xG a classe de conjugação de x ∈ G em relação a ∼.

• Podemos escrever G como a união disjunta G =
⋃
x∈G x

G.

• Se G é um grupo abeliano, xG = {x}, para todo x ∈ G.

• Seja D6 = 〈r, s | r3 = s2 = 1, s−1rs = r−1〉 o grupo diedral de ordem 6, isto é, D6 são todas
as simetrias de um triângulo equilátero. Por definição D6 = {1, r, r2, s, rs, r2s} e as classes de
conjugação de D6 são 1D6 = {1}, rD6 = {r, r2}, sD6 = {s, rs, r2s}.

Definição 8.2. Seja G um grupo, o conjunto CG(x) = {g ∈ G : xg = gx} é o centralizador de x
em G.

Observação: É comum denotar o centralizador de x em G por StG(x).

• Se G é um grupo e x ∈ G, temos |xG| = [G : CG(x)]. Em particular, |xG| divide |G|.

• Se Z(G) é o centro de G, então |xG| = 1 se, e somente se, gxg−1 = x⇔ x ∈ Z(G).

• (Equação de classe) Seja G um grupo finito, e x1, . . . , xl representantes das classes de conjugação.
Então |G| = |Z(G)|+

∑
xi /∈Z(G) |xGi |. A equação abaixo é a equação de classe de G.

|G| = |Z(G)|+
∑

xi /∈Z(G)

[G : CG(xi)]. (23)

Proposição 8.3. Seja x ∈ Sn um k-ciclo, isto é, x = (i1, . . . , ik) e seja g ∈ Sn. Então gxg−1 =
(g(i1), . . . , g(ik)).

Teorema 8.4. Dada σ ∈ Sn, a classe de conjugação σSn consiste de todas as permutações do mesmo
tipo ćıclico de σ.

Definição 8.5. Uma partição de n (em não mais que k partes) é uma k-tupla de inteiros não negativos
λ = (λ1, . . . , λk) em ordem decrescente, λ1 ≥ λ2 ≥ · · ·λk ≥ 0 tal que λ1 + λ2 + · · ·+ λk = n.

Notação: λ ` n, ou λ ∈ Part(n).

Notações: Duas partições são identificadas se elas diferem apenas por uma sequência de zeros. Por
exemplo (5, 4, 2, 0, 0, 0) = (5, 4, 2, 0) = (5, 4, 2). Escrevemos um elemento elevado a alguma potência
natural para indicar a quantidade de vezes que este ocorre em tal partição, por exemplo (4, 23, 17) =
(4, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1).

8.2 Representações de grupos finitos

Definição 8.6. Sejam V um espaço vetorial sobre K e G um grupo. Uma representação de G em V é
um homomorfismo de grupos ρ : G→ GL(V ). O grau de uma representação de G em V é a dimensão
de V .

Exemplo 8.7. Seja G o grupo diedral D8 = 〈a, b | a4 = b2 = 1, b−1ab = a−1〉, o grupo de simetrias
de um quadrado. Sejam

A =

(
0 1
−1 0

)
e B =

(
1 0
0 −1

)
.

Como A4 = B2 = 1 e B−1AB = A−1, temos que ρ : G→ GL2(K), aibj 7→ AiBj é um homomorfismo
de grupos, e portanto ρ é uma representação de G de grau 2.
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Definição 8.8. (Álgebra do grupo) Seja G um grupo. A K-álgebra KG com base {g | g ∈ G} e com
multiplicação entre elementos induzida pelo produto de G, é chamada de álgebra do grupo G. Mais
explicitamente KG :=

⊕
g∈GKg. Além disso (

∑
g∈G agg) · (

∑
h∈G bhh) :=

∑
z∈G(

∑
gh=z agbh)z para

quaisquer
∑
g∈G agg e

∑
h∈G bhh em KG.

Exemplo 8.9. Se G = 〈x〉 é um grupo ćıclico infinito, então {1, x±1, x±2, . . .} é uma base de KG e
a multiplicação é induzida por xkxl = xk+l, k, l ∈ Z. Temos a identificação de KG com a K-álgebra
das séries de Laurent K[x, x−1].

Definição 8.10. Sejam G um grupo e V um espaço vetorial sobre K.
a) Uma representação ρ : G→ GL(V ) é dita fiel se Ker(ρ) = {e}, onde e é o elemento neutro de

G.
b) Se ρ : G → GL(V ) e ρ̃ : G → GL(Ṽ ) são representações de um grupo G, então ρ e ρ̃ são

isomorfas (equivalentes), (ρ ∼= ρ̃) se existe um isomorfismo θ : V → Ṽ tal que (θ ◦ ρ(g)) ≡ (ρ̃(g) ◦ θ),
para todo g ∈ G.

c) Dados um subespaço W ⊆ V e uma representação ρ : G → GL(V ) tal que ρ(g)(W ) = W,
para todo g ∈ G, a representação ψ : G → GL(W ), g 7→ ρ(g)|W é uma sub-representação de φ.
Ademais, ψ é própria se W não é trivial, isto é, se W 6= {0} e W 6= V .

• Sejam ρ : G → GL(V ) e ν : G → GL(U) duas representações de G, então o homomorfismo de
grupos ρ⊕ ν : G→ GL(V ⊕ U), dado por ρ⊕ ν(g)(v, u) = ρ(g)(v)⊕ ν(g)(u) é a soma direta de
ρ e ν.

• Na mesma notação do item acima, o homomorfismo ρ ⊗ ν : G → GL(V ⊗ U) definido por
ρ⊗ ν(g)(v ⊗ u) = ρ(g)(v)⊗ ν(g)(u) é o produto tensorial das representações ρ e ν.

Definição 8.11. Uma representação ρ : G→ GL(V ) é irredut́ıvel se esta não admite sub-representações
próprias. Diz-se que ρ é completamente redut́ıvel se existem representações irredut́ıveis cuja soma
direta é ρ.

Se ρ : G → GL(V ) é uma representação de G em V , então existe uma ação natural de G em V
induzida por ρ, a saber

gv := ρ(g)(v), g ∈ G e v ∈ V. (24)

Assim o espaço vetorial V se torna um KG-módulo (ou um G-módulo). Reciprocamente, se existe
uma ação de um grupo num espaço vetorial, esta induz uma representação no mesmo sentido natural.
Portanto diz-se que V é um G-módulo ao invés de deixar explicito a representação ρ : G→ GL(V ).
• (Representação regular) Dado um grupo G, o homomorfismo de grupos rG : G → GL(KG)

definido por rG(g)(
∑
h∈G ahh) =

∑
h∈G ahgh onde g ∈ G e

∑
h∈G ahh ∈ KG é a representação

regular de G.

Observação 8.12. A representação regular de um grupo G induz naturalmente em KG uma estrutura
de um G-módulo à esquerda. Daqui em diante, sempre iremos assumir que G age em KG dessa forma.

• Uma representação ρ : G → GL(V ) é decompońıvel se ela possui uma sub-representação
própria, e é redut́ıvel se ρ é soma direta de sub-representações próprias.

Proposição 8.13. Seja ρ : G → GL(V ) uma representação de um grupo V num espaço vetorial de
dimensão m. Então φ é decompońıvel se, e somente se, existe uma base {v1, . . . , vk, vk+1, .., vm} tal
que todas as matrizes φ(g), g ∈ G têm a forma

φ(g) =

(
ag 0
bg cg

)
onde ag, bg e cg são matrizes de tamanho k × k, (m− k)× k e (m− k)× (m− k) respectivamente.

Teorema 8.14. (Teorema de Maschke) Se G é um grupo finito, a K-álgebra KG é semissimples.
Isto é, se U é um G-submódulo de KG, existe um G-submódulo W de KG tal que KG = U ⊕W .

• Observamos que o teorema de Maschke é válido em situação mais geral: o corpo K pode ser de
caracteŕıstica positiva p, desde que p não divida a ordem de G.

• Se K é algebricamente fechado, segue do teorema de Maschke e do teorema de Wedderburn–
Artin 1.20 que existem inteiros não negativos d1,. . . , dr tais que KG ∼= Md1(K) ⊕Md2(K) ⊕
· · · ⊕Mdr (K).
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• Se G é um grupo finito, então toda representação de G é semissimples.

Seja V um G-módulo irredut́ıvel e v ∈ V \{0}. Defina um homomorfismo de G-módulos, φ : KG→ V ,∑
g∈G agg 7→

∑
g∈G aggv. Como Ker(φ) é um G-submódulo de KG, pelo teorema de Maschke, existe

um G-submódulo m de KG tal que
KG = Ker(φ)⊕m. (25)

Os G-submódulos de KG são ideais à esquerda em KG, logo Ker(φ) e m são ideais à esquerda em
KG. Temos KG/Ker(φ) ∼= V . Por outro lado, de (25), KG/Ker(φ) ∼= m, e assim, conclúımos que
V ∼= m.

Como V é irredut́ıvel, segue que m é um ideal minimal à esquerda em KG. Podemos resumir isso
acima no seguinte resultado

Proposição 8.15. Seja G um grupo finito. Então, todo G-módulo irredut́ıvel V é isomorfo a um
ideal minimal à esquerda em KG.

Proposição 8.16. Sejam G um grupo finito e d1,. . . , dr ∈ Z≥0 tais que

KG ∼= Md1(K)⊕ · · · ⊕Mdr (K). (26)

Se V é um G-módulo irredut́ıvel, então V é um espaço vetorial de dimensão di, para algum i ∈
{1, 2, . . . , r}, com a ação canônica de Mdi(K) ≤ KG e tal que se j 6= i e x ∈Mdj (K), então x · v = 0,
para todo v ∈ V .

Corolário 8.17. Se G é um grupo finito, existe apenas uma quantidade finita de representações
irredut́ıveis de G que não sejam isomorfas.

• Segue do corolário 8.17 que dado um grupo finito G, existe um sistema de G-módulos irredut́ıveis
(V1, . . . , Vr) tal que qualquer G-módulo irredut́ıvel V é isomorfo a algum dos Vi, i ∈ {1, 2, . . . , r}. Seja
agoraW umG-módulo, eW1, . . . , Ws G-submódulos irredut́ıveis deW tal queW = W1⊕W2⊕· · ·⊕Ws.

Então, se mi é a quantidade de submódulos W1, . . . , Ws que são isomorfos a Vi, i ∈ {1, 2, . . . , r},
denotamos W = m1V1 ⊕m2 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕mrVr.

Além disso, m1, . . . , mr são chamados de multiplicidades de V1, . . . , Vr respectivamente em W .

Proposição 8.18. (Lema de Schur) Sejam ρ : G → GL(V ), ρ′ : G → GL(V ′) duas representações
irredut́ıveis de G e f : V → V ′ uma transformação linear satisfazendo ρ′(g)◦f = f ◦ρ(g), para qualquer
g ∈ G. Então

1) Se ρ e ρ′ não são equivalentes, f ≡ 0.
2) Se V = V ′, ρ = ρ′, então f = λ1V , onde λ ∈ K.

Em relação ao lema de Schur 8.18, observemos que V e V ′ podem ser considerados G-módulos se
definirmos as respectivas ações: g · v := ρ(g)(v) e g ? v′ := ρ′(g)(v′), para quaisquer g ∈ G, v ∈ V e
v′ ∈ V ′. Se f : V → V ′ é uma transformação linear satisfazendo ρ′(g) ◦ f = f ◦ ρ(g), para qualquer
g ∈ G, então dados v ∈ V e g ∈ G

f(g · v) = f(ρ(g)(v)) = ρ′(g)(f(v)) = g ? f(v)

e assim, f é um homomorfismo de G-módulos. Dessa forma, pelo lema de Schur 1.22, o homomorfismo
f só pode ser nulo ou V = V ′ e existe a inversa de f . Agora, seja λ um autovalor de f (existe pois
estamos assumindo que K é algebricamente fechado) e defina f ′ = f − λ1V . Em particular, como f
tem inversa, f ′ também tem, e assim, Ker(f ′) = V . Logo, f ′ ≡ 0 e portanto f = λ1V . Conclúı-se
então que 8.18 pode ser considerado um corolário do resultado mais geral 1.22.

Proposição 8.19. Sejam R = Md(K) e I o conjunto dos ideais à esquerda em R que são minimais.
i) Se I ∈ I , existe κ ∈ I tal que κ2 = κ, isto é, existe um elemento idempotente em I.
ii) Se L é um ideal minimal à esquerda em KG, então existe um elemento idempotente e ∈ L tal

que L = (KG)e.

Definição 8.20. Seja φ : G → GL(V ) uma representação de dimensão finita de um grupo G. A
função

χφ : G→ K, g 7→ trV (φ(g))

é chamada de carácter de φ. Se φ é irredut́ıvel, χφ é chamada de carácter irredut́ıvel de φ.

Proposição 8.21. a) Seja φ : G → GL(V ) uma representação de dimensão finita de um grupo G.
Então, se h, g ∈ G são conjugados, segue que χφ(g) = χφ(h).

b) Se φ : G → GL(V ) e ψ : G → GL(W ) são duas representações de dimensão finita de G, então
χφ⊕ψ = χφ + χψ e χφ⊗ψ = χφχψ.
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Teorema 8.22. Seja G um grupo finito e seja K um corpo algebricamente fechado.
a) Toda representação de dimensão finita de G é determinada, a menos de isomorfismo, por seu

carácter.
b) Se (V1, . . . , Vr) é o sistema de representações irredut́ıveis de G, segue que r é exatamente o

número de classes de conjugação de G.

Proposição 8.23. Seja K um corpo algebricamente fechado e rG a representação regular de um grupo
finito G.

a) χrG(g) =

{
|G|, g = e

0, g 6= 0
, onde e é o elemento neutro em G.

b) Se χ1, . . . , χr são os caracteres irredut́ıveis de G cujos graus são d1, . . . , dr respectivamente.
Então, tem-se que χrG = d1χ1 + · · ·+ drχr.

Considere ρ : Q → GL(V ) uma representação irredut́ıvel do grupo abeliano Q. Notemos que em
virtude da comutatividade de Q ρ(g)ρ(h) = ρ(gh) = ρ(hg) = ρ(h)ρ(g), para quaisquer g, h ∈ Q.

Agora, fixemos h ∈ Q qualquer e considere o isomorfismo f : V → V, f(v) = ρ(h)(v). Então,
pelo lema de Schur 8.18, existe λh ∈ K tal que f(v) = λhv para qualquer v ∈ V .

Dessa forma, por arbitrariedade de h ∈ Q, conclúı-se que para qualquer g ∈ Q ρ(g) ≡ λg1V .
Se dim(V ) > 1, então considere W um subespaço próprio de V . Por conta da condição acima,

conclúı-se que ρ(g)(W ) = W para qualquer g ∈ Q, porém isso é um absurdo dado que V é um
Q-módulo irredut́ıvel. Dessa forma, segue que dim(V ) = 1. Resumindo:

Proposição 8.24. Cada representação irredut́ıvel de um grupo finito abeliano Q sobre K tem grau 1.

Agora, se Q é um grupo abeliano o conjunto Q̂ = Hom(Q,K∗) dos homomorfismos do grupo

Q no grupo multiplicativo K∗, munido do produto χχ′(a) = χ(a)χ′(a), χ, χ′ ∈ Q̂, a ∈ Q, tem
estrutura de monoide, cuja identidade é o homomorfismo χ1 : Q → K∗, x 7→ 1. Por outro lado,
dado χ ∈ Hom(Q,K∗) defina χ : Q → K∗ por χ(g) = χ(g−1). Dessa forma, como χ ∈ Hom(Q,K∗)

e χχ = χχ = χ1, pela arbitrariedade de χ, tem-se que Q̂ munido do produto acima é um grupo.
Usando Teorema 8.22 conclúımos que o número de representações irredut́ıveis de Q é exatamente
|Q| e assim, como todos os elementos de Q̂ são homomorfismos irredut́ıveis de Q em K∗ segue que

Q̂ = {χ1, . . . , χr}, onde χj , j ∈ {1, 2, . . . , r}, são os caracteres irredut́ıveis de Q e χ1 é o carácter
trivial.

Teorema 8.25. Se Q é um grupo abeliano finito e Q̂ é o grupo definido acima, Q̂ ∼= Q.

• (Tabela de Caracteres) Para grupos de ordem pequena, podemos organizar as representações
irredut́ıveis de tal grupo utilizando uma tabela TG, a qual é montada da seguinte forma

• As linhas de TG representam os caracteres irredut́ıveis de G.

• As colunas de TG representam as classes de conjugação de G.

• As entradas de TG são os valores dos caracteres nas respectivas classes de conjugação.

Exemplo 8.26. Se G = D8 é o grupo diedral (exemplo 8.7), então G = {1, r, r2, r3, s, rs, r2s, r3s}.
As classes de conjugação de G são {1}, {r2}, {r, r3}, {s, r2s}, {rs, r3s}. Então TG é dada
por

G 1 r2 r s rs

χ1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 -1 1 1
χ3 1 1 1 -1 -1
χ4 1 1 -1 -1 1
χ5 2 2 0 0 0

8.3 Representações do grupo simétrico Sn

Queremos descrever as representações irredut́ıveis do grupo Sn, isto é, os Sn-módulos irredut́ıveis.
Primeiro estudamos os diagramas de Young. Nos baseamos em [7]. Primeiro observamos que no
caso de Sn, em caracteŕıstica 0, o corpo dos racionais Q cinde. Isto é, as representações irredut́ıveis
sobre Q permanecem irredut́ıveis sobre qualquer corpo K de caracteŕıstica 0. Ainda mais, um sistema
completo de representações irredut́ıveis e não isomorfas sobre K sempre pode ser definido sobre Q.
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Definição 8.27. ( Tabela de Young) Seja λ = (λ1, λ2, . . . λk) ` n, a tabela de Young associado a λ é
um subconjunto finito de Z2, definido como sendo o conjunto

Tλ = {(i, j) ∈ Z2 | i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , λi}.

Uma das notações do diagrama de Young é a de representar os elementos por blocos organizados
em linhas e colunas. O arranjo de blocos segue a seguinte regra

(?) A primeira coordenada i (indexamento de linha) cresce de cima para baixo
(??) : O indexamento na segunda coordenada j (i.e, ı́ndice das colunas ) cresce da esquerda para

a direita.
Por exemplo, se λ = (5, 4, 2, 1) é uma partição de n = 12, então

T(5,4,2,1) =

• Um diagrama de Young D de uma partição λ ` n é um preenchimento dos blocos de Tλ com os
números {1, 2, . . . , n} em uma ordem qualquer.

Considerando o diagrama T(5,4,2,1), podemos preenche-lo por exemplo da forma

D =
1 2 8 9 4

5 6 7 11

3 10

12

Dado um diagrama D associado a uma partição λ de n, denotemos seus elementos por lij . Diz-se
que uma permutação p ∈ Sn é uma permutação de linha de D se a imagem de cada linha de D, via
ação de p, permanece nesta mesma linha. Em outras palavras, se [λi1 , . . . , λir ] é uma linha qualquer
de D, então p(λij ) ∈ {λi1 , λi2 , . . . , λir} para cada j ∈ {1, 2, . . . , r} e p fixa todos os números nas
demais linhas de D. Se p ∈ Sn é uma permutação de linha de D, iremos escrever p − (R.P ). Dessa
forma, podemos definir

R(D) := {p ∈ Sn | p− (R.P )}.

Analogamente, define-se a permutação de coluna de um diagrama de Young D e denota-se o conjunto
de tais permutações por C(D). Além disso, R(D) e C(D) são subgrupos de Sn.

Exemplo 8.28. Considere o seguinte diagrama de Young associado a partição λ = (3, 2, 1) de n = 6:

D =
1 2 3

4 6

5

.

Se m < n, Sm mergulha em Sn, logo R(D) = (1, 2, 3)S3 ⊕ (4, 6)S2 e C(D) = (1, 4, 5)S3 ⊕ (2, 6)S2.

• Se D é um diagrama de Young associado a uma partição λ ` n, então R(D) ∩ C(D) = (1). De
fato, se σ ∈ R(D) ∩ C(D), σ fixa todos os elementos fora de uma linha i de D, e portanto segue que
σ = (1).
• Se p, p′ ∈ R(D) e q, q′ ∈ C(D), então pq = p′q′ implica que p = p′ e q = q′. Basta notarmos

que pq = p′q′ se e somente se (p′)−1p = q−1q′. Portanto, de R(D) ∩ C(D) = (1), segue que p = p′ e
q = q′.

Agora, se D e um diagrama de Young associado a partição λ = (λ1, . . . , λk), definimos o simetri-
zador de Young associado a D como sendo

e(D) =
∑

p∈R(D),q∈C(D)

(−1)qpq =

( ∑
p∈R(D)

p

)( ∑
q∈C(D)

(−1)qq

)
(27)

onde (−1)q := sign(q). Veja que e(D) ∈ KSn e além do mais, pelo último item acima, segue que
e(D) 6= 0. Se p1 ∈ R(D) e q1 ∈ C(D), então

p1e(D) =
∑
p,q

(−1)qp1pq = e(D) e e(D)q1 =
∑
p,q

(−1)qpqq1 = (−1)q1e(D).
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Agora, dada uma partição λ ` n, associamos o ideal à esquerda (KSn)e(D), onde D é qualquer
diagrama obtido a partir da tabela de Young Tλ. Vamos mostrar que os ideais da forma acima
são minimais e que se D e D′ são diagramas de Young associados à tabela de Young Tλ, então
(KSn)e(D) ∼= (KSn)e(D′), e que diferentes tabelas produzem ideais minimais não isomorfos.

Lema 8.29. Sejam D′ = gD e h ∈ Sn. Se a entrada (i, j) de D está na posição (i′, j′) de hD, então
a entrada (i, j) de D′ está na posição (i′, j′) de ghg−1D′.

Demonstração. Suponha que α seja o número na posição (i, j) de D que está na posição (i′, j′) de
hD. Então, segue que se β é o número na posição (i′, j′) de D, temos h(β) = α. Por outro lado, o
elemento na posição (i, j) de D′ é g(α), e assim, este se encontra na posição (i′, j′) de ghg−1D′. De
fato, dado que g(β) se encontra na posição (i′, j′) de D′, temos que ghg−1(g(β)) = gh(β) = g(α).

Corolário 8.30. Dado g ∈ Sn e D um diagrama de Young associado a uma partição λ ` n, temos
a) R(gD) = gR(D)g−1

b) C(gD) = gC(D)g−1

c) e(gD) = ge(D)g−1.

Demonstração. Vamos provar a), sendo que b) segue pelo mesmo argumento e c) segue usando (27).
Seja p ∈ R(D), então se α é o elemento na posição (i, l) de D, segue que p(α) está na posição (i, k)
e portanto, pelo lema acima, gpg−1 move um elemento da linha (i, l) de gD para a posição (i, k) de
gpg−1(gD). Assim

p ∈ R(D)⇒ gpg−1 ∈ R(gD), (~)

e por um argumento semelhante, segue que

gpg−1 ∈ R(gD)⇒ p ∈ R(D) (~~).

Dessa forma, se q ∈ R(gD), de (~~), segue que g(g−1qg)g−1 ∈ R(gD), logo g−1qg ∈ R(D) e
q ∈ gR(D)g−1. A rećıproca é imediata por (~).

Observação 8.31. Seja λ ` n, D e D′ diagramas de Young associados a λ. Então (KSn)e(D) e
∼= (KSn)e(D′) são isomorfos como Sn-módulos.

Seja τ ∈ Sn tal que τD = D′, então pelo 8.30-c), segue que

(KSn)e(D′) = (KSn)e(τD) = (KSn)(τe(D)τ−1) = (KSn)e(D)τ−1

pois (KSn)τ = KSn. Defina ψ : (KSn)e(D) → (KSn)e(D′), x 7→ xg−1. Então ψ é um homomor-
fismo de Sn-módulos. Notemos que xg−1 = x′g−1 se e somente se x = x′.

Logo ψ é injetora. Segue do fato de que (KSn)e(D′) = (KSn)e(D)g−1 que ψ é sobrejetora, e
portanto ψ é um isomorfismo.

Para o próximo lema vale fazermos as seguintes notações
• Diz-se que x, y ∈ D são colineares se eles estão na mesma linha.
• Diz-se que x, y ∈ D são co-colunares se eles estão na mesma coluna.

Lema 8.32. Seja D um diagrama de Young associado a uma partição λ ` n. Então, se x ∈ Sn,
existem p ∈ R(D) e q ∈ C(D) tais que x = pq se, e somente se, nenhum dos elementos colineares em
D são co-colunares em xD.

Demonstração. Seja x = pq, p ∈ R(D) e q ∈ C(D) e s, r dois elementos colineares em D. Segue que
estes são colineares em pD também. Como xD = pqD = (pqp−1)pD, e pqp−1 é uma permutação de
colunas de pD, segue que r e s devem estar em colunas diferentes de x = (pqp−1)pD, donde segue que
r e s não são co-colunares.

Reciprocamente, vamos assumir que não existem elementos colineares em D que sejam co-colunares
em xD, e portanto se α, β são co-colunares em xD, estes podem serem colineares em D. Em particular,
se l1 = [a11, a21, . . . , ar1] é a primeira coluna de gD, segue que os elementos de l1 devem necessaria-
mente estar em linhas diferentes e assim, existe p1 ∈ R(D) tal que para todo j ∈ {1, 2, . . . , r}, p1(aj1)
deve pertencer à primeira coluna de p1D. Repetindo esse processo, conclúımos que existe p ∈ R(D)
tal que as colunas de xD e de pD consistem dos mesmos elementos os quais eventualmente estarão
em diferentes posições. Logo, existe q′ ∈ C(pD) tal que xD = q′(pD).

O corolário 8.30 implica que q′ = pqp−1 para algum q ∈ C(D). Então xD = q′(pD) = pqp−1(pD) =
pqD e com isso, conclúı-se que x = pq.
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Notação: Sejam λ = (λ1, . . . , λh) e λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
k) são ambas partições de n. Se no primeiro

ı́ndice i no qual as tabelas diferem tivermos λi > λ′i então iremos escrever

{λ1, . . . , λh} > {λ′1, . . . , λ′k}.

Lema 8.33. Sejam λ = (λ1, . . . , λh) e λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
k) partições de n tais que {λ1, . . . λh} >

{λ′1, . . . , λ′k}, e D, D′ diagramas de Young associados respectivamente a λ e λ′. Então e(D′)e(D) = 0.

Demonstração. Vamos mostrar que existem dois elementos que são colineares em D e co-colunares
em D′. Suponha por absurdo que não há dois elementos que são colineares em D e co-colunares em
D′, e assim em particular, as λ1 entradas de D devem ocorrer em colunas diferentes de D′, e portanto
λ1 ≤ λ′1, donde segue que λ1 = λ′1. Além disso, existe τ ∈ Sn tal que D′′ = τD′ tem a primeira linha
igual a de D, e assim, pelo mesmo argumento acima, λ2 = λ′2. Repetindo esse processo, conclúımos
que λ1 = λ′1, λ2 = λ′2, . . . , λh = λ′k, o qual é um absurdo. Disto, segue que existem α e β elementos
colineares em D que são co-colunares em D′. Agora, se t = (α, β) então t ∈ R(D) e t ∈ C(D′) então
segue que

e(D′)e(D) = e(D′)(1)e(D) = e(D′)tte(D) = (−1)te(D′)e(D) = −e(D′)e(D)

e portanto e(D′)e(D) = 0.

Vejamos agora que se D é um diagrama de Young associado a uma partição λ de n e p ∈ R(D),
q ∈ C(D) então dado γ ∈ K, tem-se que pγe(D)q = (−1)qγe(D). O resultado abaixo mostra-nos que
a propriedade acima caracteriza e(D), e sua demonstração pode ser encontrada em [19].

Lema 8.34. Sejam D um diagrama de Young e x ∈ KSn satisfazendo pxq = (−1)qx, para todo
p ∈ R(D) e q ∈ C(D). Então, existe γ ∈ K tal que x = γe(D).

Proposição 8.35. Existe 0 6= γ ∈ K tal que e(D)2 = γe(D).

Demonstração. Se p ∈ R(D) e q ∈ C(D) então pe(D)2q = pe(D)e(D)q = (−1)qe(D) e portanto, pelo
lema 8.34 existe γ ∈ K tal que e(D)2 = γe(D).

Falta mostrarmos que γ 6= 0. Considere o Sn-homomorfismo de módulos T : KSn → KSn, x 7→
xe(D).

Seja B := {σ1 = (1), σ2, . . . , σn!} uma base de KSn sobre K. Se e(D) =
∑n!
j=1 αjσj , segue que

T (σ1) = (1)e(D) = e(D), T (σ2) = α1σ2 +
∑n!
j=2 αjσ2σj .

Isto é, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n!} T (σi) = α1σi +
∑
j 6=1 αjσiσj . Portanto o traço da matriz

de T em relação a B é n!, pois α1 = 1, já que (1) ocorre com coeficiente (1) em e(D). Agora,
seja d := dimK(KSn)e(D), então, d ≥ 1 e existe A := {v1, . . . , vd} base de (KSn)e(D) sobre K.
Considere um completamento de A até uma base C = {v1, . . . , vd, vd+1, . . . , vn!} de KSn. Notemos
que se x ∈ (KSn)e(D), então x = ae(D), e assim, xe(D) = ae(D)e(D) = γae(D). Segue T (vj) = γvj ,
para cada j ∈ {1, 2, . . . , d}.

Dado que T (vi) ∈ (KSn)e(D), para cada i ∈ {d+ 1, . . . , n!}, a matriz de T em relação à base C é(
γId L

0(n!−d)×d 0(n!−d)×(n!−d)

)
e L é uma matriz d× (n!− d). Em particular, o traço de tal matriz é dγ. Como o traço não depende
da base de KSn escolhida, segue que γd = n!, donde tem-se que γ 6= 0.

Antes de prosseguirmos, vamos relembrar um resultado clássico da teoria das álgebras.

Proposição 8.36. Um ideal à esquerda (KSn)e gerado por um elemento idempotente e, é minimal
se, e somente se, e(KSn)e é um anel de divisão.

Proposição 8.37. Seja D um diagrama de Young de alguma partição de n. Então, o ideal à esquerda
(KSn)e(D) é minimal em KSn.

Demonstração. Seja γ como na proposição 8.35 e u = γ−1e(D) 6= 0. Então, segue que

u2 = γ−1e(D)γ−1e(D) = γ−1γ−1e(D)2 = γ−1e(D) = u

e portanto u é idempotente. Além disso (KSn)u = (KSn)e(D) e u(KSn)u = e(D)(KSn)e(D).
Para mostrarmos que (KSn)u é um ideal minimal à esquerda em KSn é suficiente mostrar que

u(KSn)u é um anel de divisão, isto é U(u(KSn)u) = u(KSn)u \ {0}. Seja x ∈ u(KSn)u, então
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existe y ∈ KSn tal que x = e(D)ye(D), logo pxq = pe(D)ye(D)q = e(D)ye(D)(−1)q = (−1)qx, para
quaisquer p ∈ R(D) e q ∈ C(D). Segue do lema 8.34 que existe ε(x) ∈ K tal que x = ε(x)e(D).
Consequentemente u(KSn)u = Ku ∼= K, donde segue que u(KSn)u é um corpo e em particular um
anel de divisão. Como (KSn)u é minimal, segue que (KSn)e(D) é minimal em KSn, pois ambos são
iguais, como visto acima.

Proposição 8.38. Sejam D e D′ diagramas de Young associados a diferentes tabelas. Então,
(KSn)e(D) e (KSn)e(D′) não são isomorfos.

Demonstração. Sejam γ e γ′ tais como na proposição 8.35. Então, se u = γ−1e(D) e u′ = (γ′)−1e(D′),
é suficiente mostrar que (KSn)u e (KSn)u′ não são isomorfos. Suponha por absurdo que (KSn)u
e (KSn)u′ sejam isomorfos. Dado que (KSn)u e (KSn)u′ são ideais minimais à esquerda, existe
a ∈ KSn tal que (KSn)u = ((KSn)u′)a. Logo existe b ∈ KSn tal que u = bu′a, donde

u = u2 = bu′au. (28)

Por outro lado, se g ∈ Sn, segue que u′gu = u′(gug−1)g = (u′gug−1)g. Segue do lema 8.33 e do
corolário 8.30 que u′gug−1 = 0. Assim, da equação 28 tem-se que u = 0, o que é um absurdo.

Podemos resumir 8.31,8.37 e 8.38 no teorema abaixo.

Teorema 8.39. (Representações irredut́ıveis de Sn) A cada partição λ = (λ1, . . . , λk) tem-se uma
tabela de Young associada, e além disso, cada tabela dá origem a um diagrama de Young. Para cada
diagrama de Young D, definindo

e(D) =
∑

p∈R(D),q∈C(D)

(−1)qpq

temos que:
a) Cada ideal à esquerda (KSn)e(D) é minimal em KSn, e portanto (KSn)e(D) é um Sn-módulo

irredut́ıvel. Além do mais, existe u ∈ KSn idempotente tal que (KSn)u = (KSn)e(D).
b) Se D e D′ são dois diagramas de Young associados à mesma tabela de Young, então (KSn)e(D) ∼=

(KSn)e(D′).
c) Se D e D′ são associados a tabelas de Young diferentes, então (KSn)e(D) e (KSn)e(D′) não são

isomorfos. Portanto, o conjunto abaixo fornece-nos um sistema completo de Sn-módulos irredut́ıveis

{(KSn)e(D) | D ∈ Γ}

onde Γ é o conjunto de todos os diagramas de Young provenientes de tabelas de Young distintas
(apenas um diagrama relacionado a cada tabela).

Notação: Dada uma partição λ ` n, denota-se respectivamente por M(λ) e χλ o Sn-módulo
irredut́ıvel associado a λ e seu carácter.
• Um diagrama de Young D é semistandard se suas entradas não decrescem da esquerda

para a direita nas linhas e crescem de cima para baixo nas colunas. Por exemplo a tabela abaixo é
semistandard

1 2 2

2 5

4

enquanto que

3 2 2

1 5

4

não é semistandard.
• Diz-se que um diagrama de Young D é standard se este é semistandard e além disso, cada

número natural 1, 2, . . . , n aparece apenas uma vez em D. Por exemplo

1 3 4

2 5

6
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é um diagrama standard.
• Seja Tλ uma tabela de Young associada a partição λ = (λ1, . . . , λk), denota-se por λ′j o compri-

mento da j-ésima coluna de Tλ. Além disso, se λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
l), então λ′ e sua tabela de Young Tλ′

são chamados de conjugados de λ e Tλ respectivamente.
• Dada uma tabela de Young Tλ, o (i, j)-gancho de Tλ, consiste da j-ésima caixa da i-ésima linha

de Tλ juntamente com as λi−j caixas a direita e as λ′j−i caixas abaixo. Além do mais, o comprimento
do (i, j)-gancho de Tλ, denotado por hij , é exatamente hij = λi + λ′j − i− j + 1. Por exemplo, se

Tλ =

então o (1, 2)-gancho de Tλ é

X X X X

X

X

.

O teorema abaixo mostra como calcular a dimensão dos Sn-módulos irredut́ıveis M(λ).

Teorema 8.40. Seja λ uma partição de n. i) A dimensão dλ := dimKM(λ) é igual ao número de
diagramas standards associados a partição λ.

ii) (Fórmula do Gancho) Seja B(λ) o conjunto das caixas (i, j) da tabela de Young Tλ. Então

dλ =
n!∏

(i,j)∈B(λ)

hij
.

A demonstração do item b) do teorema acima é puramente combinatória. Vamos dar uma ideia da
prova considerando uma partição λ do número 6, dada por λ = (3, 2, 1). Dado qualquer preenchimento
de Tλ, digamos

Dλ = a b c

d e

f

então a probabilidade % de Dλ ser um diagrama standard é dada pelo produto das probabilidades do
número preenchido em cada caixa de Dλ ser o menor em seu gancho, isto é

% = P (a < b, a < d, a < c, a < f).P (b < c, b < e)P (d < e, d < f)

e assim, segue que

P (a < b, a < d, a < c, a < f) =
1

5
, P (b < c, b < e) =

1

3
, P (d < e, d < f) =

1

3
.

Portanto % =
1

5

1

3

1

3
=

1

45
. Agora, dado que

% =
# diag.total

# diag.standard
=

6!

# diag.standard

tem-se que # diag.standard =
6!

45
= 16.

Os dois lemas abaixo irão nos auxiliar nas próximas seções, suas demonstrações são encontradas
na página 52 de [19].

Lema 8.41. Seja M um Sn-módulo à esquerda irredut́ıvel com carácter χM = χλ, λ ` n 3 Então,
existe 0 6= g ∈M e um diagrama de Young Dλ associado a λ tal que M = (KSn)e(Dλ)g.

Se D′λ é outro diagrama de Young associado a λ, existe 0 6= g′ ∈M tal que M = (KSn)e(D′λ)g′.
3Seja R uma álgebra de dimensão finita sobre K e M um R-módulo à esquerda também de dimensão finita sobre

um corpo K, define-se o carácter χ(M) = χM : R → K por χM (a) = tr(La), onde La é o endomorfismo em M cuja
imagem de cada m ∈M é am ∈M .
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Lema 8.42. Seja Dλ um diagrama de Young associado a uma partição λ ` n. Seja M um Sn-módulo
tal que M = M1 ⊕ · · · ⊕Mm, onde para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m}, Mj é um Sn-submódulo irredut́ıvel
de M tal que χMj

= χλ. Então m é a cardinalidade do maior conjunto linearmente independente
{g1, . . . , gm} ⊆M tal que σgi = gi, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m} e σ ∈ R(Dλ).

Finalizamos esta seção enunciando o teorema das “ramificações”(em inglês, “Branching’s The-
orem”), o qual será utilizado no resultado que precede o teorema de Giambruno e Zaicev sobre a
existência do PI-expoente.

Seja G um grupo finito e H subgrupo de G. Qualquer G-módulo V pode ser considerado um
H-módulo via restrição da ação à H, o qual é denotado por V ↓ H. Reciprocamente, se V é um H-
módulo, então KG⊗KH V tem uma estrutura natural de um G-módulo (via a ação g ·(

∑
σ ασ)σ⊗v :=

(
∑
σ ασσ ⊗ v)). Este último G-módulo é denotado por V ↑ G.

Observação 8.43. O grupo Sn mergulha em Sn+1 via o monomorfismo κ : Sn → Sn+1 definido por

κ

(
1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

)
=

(
1 2 · · · n n+ 1
i1 i2 · · · in n+ 1

)
.

Teorema 8.44. (Teorema das ramificações) Considere o grupo simétrico Sn mergulhado em Sn+1

via a função definida na observação 8.43.
a) Se λ ` n, então

Mλ ↑ Sn+1
∼=
∑
µ∈λ+

Mµ

onde λ+ é o conjunto de todas as partições de n+ 1 nos quais os diagramas de Young são obtidos de
Tλ adicionando-se uma caixa.

b) Se µ ` n+ 1, então

Mµ ↓ Sn ∼=
∑
λ∈µ−

Mλ

onde µ− é o conjunto de todas as partições de n nos quais os diagramas de Young são obtidos de Tµ
excluindo-se uma caixa.
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9 Aplicações da teoria de representações do grupo simétrico
Sn às PI-álgebras

Assim como na seção anterior, o corpo K em questão será assumido de caracteŕıstica 0. Nosso objetivo
será examinar a ação de Sn em Pn e transferir alguns problemas de PI-álgebras na linguagem das
representações do grupo simétrico Sn.
• Pn denota o conjunto de todos os polinômios multilineares de grau n em K〈X〉.
Dado σ ∈ Sn, defina a seguinte ação de Sn em Pn

σ
(∑

αixi1 · · ·xin
)

:=
∑

αixσ(i1) · · ·xσ(in), onde xi1 · · ·xin ∈ Pn e αi ∈ K. (29)

Não é dif́ıcil ver que (29) define em Pn uma estrutura de Sn-módulo à esquerda. Vamos mostrar no
próximo resultado que na realidade, como Sn-módulos à esquerda, Pn e KSn são isomorfos.

Proposição 9.1. Como Sn-módulos à esquerda Pn ∼= KSn.

Demonstração. Sabe-se que F := {xµ(1) · · ·xµ(n) | µ ∈ Sn} é uma base de Pn. A função ι : KSn → Pn
é definido estendendo-se por linearidade a regra µ ∈ KSn 7→ xµ(1) · · ·xµ(n) ∈ Pn.

Ademais, dado que

ι

(
µ
( k∑
i=1

aiσi

))
= ι

(
k∑
i=1

aiµσi

)
=

k∑
i=1

aixµσi(1) · · ·xµσi(n) = µ
( k∑
i=1

aixσi(1) · · ·xσi(n)

)
conclúımos que ι é um homomorfismo de Sn-módulos também.

Considere u =
∑k
j=1 ajσj ∈ KSn, com φ(u) = 0, segue que 0 =

∑k
j=1 ajxσj(1) · · ·xσj(n). Logo

a1 = a2 = · · · = ak = 0. A sobrejetividade de φ é imediata da definição.

• Se U é um T -ideal de K〈X〉, então U ∩ Pn é um submódulo de Pn. É suficiente mostrarmos
que se σ ∈ Sn e f(x1, . . . , xm) ∈ U ∩ Pn, então σf ∈ U ∩ Pn. Para vermos isso, note que como U é
invariante por qualquer endomorfismo de K〈X〉. Segue que qualquer rearranjo das variáveis x1, . . . ,
xm em f , permanece em U , em particular σ(f(x1, . . . , xm)) = f(xσ(1), . . . , xσ(m)) ∈ U ∩ Pn.
• Considere a álgebra de Lie livre L(X), como uma subalgebra de Lie de K〈X〉, a qual foi es-

tabelecida no teorema de Witt 3.25. Denota-se por PLn := Pn ∩ L(X) o conjunto dos polinômios
multilineares de Lie de grau n.

Proposição 9.2. Utilizando a notação estabelecida logo após o teorema 8.39, segue que como Sn-
módulos à esquerda

a) PL1
∼= M(1)

b) PL2
∼= M(1, 1).

c) PL3
∼= M(2, 1).

Demonstração. a) Imediato pois PL1 é gerado por x1 e S1 tem somente a representação trivial.
b) Dado que PL2 é gerado por [x2, x1] conclúı-se que dimPL2 = 1 e assim, PL2 é um S2-módulo

irredut́ıvel. Seja agora χ o carácter irredut́ıvel de PL2. De (1, 2)[x1, x2] = −[x1, x2] conclúı-se que
χ = sign, onde sign é o carácter sinal em S2, e assim PL2

∼= M(1, 1).
c) Lembremos inicialmente da tabela de caracteres de S3

S3 (1) (1, 2) (1, 2, 3)

(3) 1 1 1
(2, 1) 2 0 -1

(1, 1, 1) 1 -1 1

Vamos mostrar que PL3 é um S3-módulo irredut́ıvel. Seja M um submódulo irredut́ıvel de PL3 e
0 6= f ∈M . Como PL3 é gerado por [x2, x1, x3] e [x3, x1, x2], existem a, b ∈ K tais que f(x1, x2, x3) =
a[x2, x1, x3] + b[x3, x1, x2]. Pela identidade de Jacobi

[x1, x2, x3] = −[x2, x1, x3] + [x3, x1, x2]. (30)

Por outro lado

(1, 2)[x2, x1, x3] = [x1, x2, x3] = [[x1, x2], x3] = −[[x2, x1], x3] = −[x2, x1, x3].
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Também, utilizando 30 segue que

(1, 2)f(x1, x2, x3) = −(a+ b)[x2, x1, x3] + b[x3, x1, x2].

Sabendo que f, (1, 2) ∈ M , conclúı-se das contas acima que (2a + b)[x2, x1, x3] ∈ M . E assim, se
2a + b 6= 0 e b 6= 0, [x2, x1, x3], [x3, x1, x2] ∈ M . Logo, M = PL3. Se b = 0, então f(x1, x2, x3) =
a[x2, x1, x3] e (2, 3)f(x1, x2, x3) = a[x3, x1, x2], donde segue que M = PL3.

Finalmente, se 2a+b = 0, sem perda de generalidade pode-se supor que a = 1 e b = −2, e disto, tem-
se que f(x1, x2, x3) = [x2, x1, x3]− 2[x3, x1, x2] e (2, 3)f(x1, x2, x3) = −2[x2, x1, x3] + [x2, x1, x3] ∈M .
Logo, segue que se l1 e l2 ∈ K são tais que l1f + l2(2, 3)f = 0, então l1 = l2 = 0. Como M ⊆ PL3

e dimPL3 = 2, tem-se que M = PL3. Mostramos então que PL3 é um S3-módulo irredut́ıvel de
dimensão 2. Por outro lado, a menos de isomorfismo M(2, 1) é o único S3-módulo irredut́ıvel de
dimensão 2, logo temos PL3

∼= M(2, 1).

Observação 9.3. Na demonstração da proposição 9.2 analizamos no item b) o carácter do S2-módulo
PL2 para se concluir que PL2

∼= M(1, 1). Podeŕıamos ter utilizado este mesmo método no item c).
Seja χ o carácter de PL3 associado à representação natural µ : S3 → GL(PL3). Denotando por v1 :=
[x2, x1, x3] e v2 := [x3, x1, x2], os elementos da base de PL3, segue que (2, 3)v1 = v2 e (2, 3)v2 = v1.

Logo µ((2, 3)) =

(
0 1
1 0

)
. Logo χ((2, 3)) = tr(µ((2, 3))) = 0 e χ((1, 2)) = χ((2, 3)) = χ((1, 3)).

Por outro lado, segue de 30 que (1, 2, 3)v1 = −v1 + v2 e (1, 2, 3)v2 = −v1. Então µ((1, 2, 3)) =(
−1 −1
1 0

)
. Assim χ((1, 2, 3)) = χ((1, 3, 2)) = −1.

Vemos que χ = χ(2,1) e portanto PL3
∼= M(2, 1).

Proposição 9.4. Como isomorfismo de S4-módulos temos PL4
∼= M(3, 1)⊕M(2, 1, 1).

Demonstração. Usamos o método da observação 9.3 e o fato de que o carácter de qualquer repre-
sentação de um grupo G é uma combinação linear dos carácteres irredut́ıveis de G. Lembremos que
a tabela de caracteres de S4 é

S4 (1) (1, 2) (1, 2, 3) (1, 2, 3, 4) (1, 2)(3, 4)

(4) 1 1 1 1 1
(3, 1) 3 1 0 -1 -1
(2, 2) 2 0 -1 0 2

(2, 1, 1) 3 -1 0 1 -1
(1, 1, 1, 1) 1 -1 1 -1 1

.

Se χ é o carácter de PL4, então existem α1, α2, . . . , α5 ∈ Z tais que

χ = α1χ(4) + α2χ(3,1) + α3χ(2,2) + α4χ(2,1,1) + α5χ(1,1,1,1)

e avaliando nos representantes das classes de conjugação chegamos ao sistema linear
χ((1))
χ((1, 2))
χ((1, 2, 3))
χ((1, 2, 3, 4))
χ((1, 2)(3, 4))

 =


1 3 2 3 1
1 1 0 −1 −1
1 0 −1 0 1
1 −1 0 1 −1
1 −1 2 −1 1



α1

α2

α3

α4

α5

 . (31)

Para resolvermos o sistema precisamos encontrar o valor de χ nos elementos do lado esquerdo de
(31). Os vetores v1 = [x2, x1, x3, x4], v2 = [x3, x1, x2, x4], v3 = [x4, x1, x2, x3], v4 = [[x2, x1], [x4, x3]],
v5 = [[x3, x1], [x4, x2]], v6 = [[x4, x1], [x3, x2]] formam uma base de PL4 e dimPL4 = 6. Segue que
χ((1)) = 6. Notemos que

[x, y, z, w] = [[x, y, z], w] = [[[x, y], z], w] = [[x, y], z, w]. (32)

E assim, temos as análises nas classes de conjugação:
1º) classe ((1, 2)):

(3, 4)v1 = [x2, x1, x4, x3]
32
= [[x2, x1], x4, x3]

30
= v4 + [[x2, x1], x3, x4]

32
= v4 + v1.

Ademais
(3, 4)v2 = [x4, x1, x2, x3] = v3

(3, 4)v3 = [x3, x1, x2, x4] = v2
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(3, 4)v4 = [[x2, x1], [x3, x4]] = −v4

(3, 4)v5 = [[x4, x1], [x3, x2]] = v6

(3, 4)v6 = [[x3, x1], [x4, x2]] = v5.

2º) classe ((1, 2, 3)):
(2, 4, 3)v1 = [x4, x1, x2, x3] = v3

(2, 4, 3)v2 = [x2, x1, x4, x3] = [x2, x1, x4, x3] = v4 + v1

(2, 4, 3)v3 = [x3, x1, x4, x2] = [[x3, x1], x4, x2] = −[[x4, x2], [x3, x1]] + [[x3, x1], x2, x4] = v5 + v2

(2, 4, 3)v4 = [[x4, x1], [x3, x2]] = v6

(2, 4, 3)v5 = [[x2, x1], [x3, x4]] = v4

(2, 4, 3)v6 = [[x3, x1], [x2, x4]] = −[[x3, x1], [x4, x2]] = −v5.

3º) classe ((1, 2, 3, 4)):

(1, 2, 4, 3)v1 = [x4, x2, x1, x3]
30
= −[x2, x1, x4, x3] + [x4, x1, x2, x3] = −v1 − v4 + v3

(1, 2, 4, 3)v2 = [x1, x2, x4, x3] = −[x2, x1, x4, x3] = −v1 − v4

(1, 2, 4, 3)v3 = [x3, x2, x4, x1] = [[x3, x2], x1, x4]
30
= −v6 + [x3, x2, x1, x4]

30
= −v6 − v1 − v2

(1, 2, 4, 3)v4 = [[x4, x2], [x3, x1]] = −v5

(1, 2, 4, 3)v5 = [[x1, x2], [x3, x4]] = v4

(1, 2, 4, 3)v6 = [[x3, x2], [x1, x4]] = v6.

4º) classe ((1, 2)(3, 4)):

(1, 2)(3, 4)v1 = [x1, x2, x4, x3] = −v4 − v1

(1, 2)(3, 4)v2 = [x4, x2, x1, x3] = −v1 − v4 + v3

(1, 2)(3, 4)v3 = [x3, x2, x1, x4] = −v1 − v2

(1, 2)(3, 4)v4 = [[x1, x2], [x3, x4]] = v4

(1, 2)(3, 4)v5 = [[x4, x2], [x3, x1]] = −v5

(1, 2)(3, 4)v6 = [[x3, x2], [x4, x1]] = −v6.

Com isso, segue que
χ((1, 2)) = 1 + 0 + 0− 1 + 0 + 0 = 0

χ((1, 2, 3)) = 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 0

χ((1, 2, 3, 4)) = −1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 1 = 0

χ((1, 2)(3, 4)) = −1 + 0 + 0 + 1− 1− 1 = −2

e portanto a solução de (31) é 
α1

α2

α3

α4

α5

 =


0
1
0
1
0

 .

Segue que χ = χ3,1 + χ2,1,1. Conclúımos que PL4
∼= M(3, 1)⊕M(2, 1, 1).

Vamos agora descrever a estrutura do espaço das identidades polinomiais na linguagem das re-
presentações de Sn. A demonstração de tais resultados podem ser encontradas nas páginas 56 e 57
de [19].

Teorema 9.5. Sejam f1(x1, . . . , xn), . . . , fr(x1, . . . , xn), g1(x1, . . . , xn), . . . , gs(x1, . . . , xn) polinômios
em Pn. Então 〈f1, . . . , fr〉T = 〈g1, . . . , gs〉T se, e somente se

⊕r
i=1(KSn)fi =

⊕s
i=1(KSn)gi.
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Teorema 9.6. Dado qualquer polinômio multilinear f ∈ Pn, existem polinômios g1, . . . , gr ∈ Pn e
diagramas de Young D1, . . . , Dr associados respectivamente à partições λ(1), . . . , λ(r) de n tais que
(KSn)f =

⊕r
j=1(KSn)e(Dj)gj.

Recordamos alguns fatos sobre as representações irredut́ıveis do grupo dos operadores lineares
invert́ıveis (General linear group). Seja U um espaço vetorial, GL(U) é o grupo dos operadores
lineares invert́ıveis g : U → U . Se d = dimU , escrevemos GLd(K) := GL(U).
• Quando dimU = m < ∞, GLm(K) é isomorfo ao grupos das matrizes invert́ıveis m ×m com

entradas em K.

Definição 9.7. Sejam GLs(K) = GL(W ) e φ : GLm(K)→ GLs(K) uma representação de GLs(K).
Dizemos que φ é polinomial ( e W é um GLm-módulo polinomial), se as entradas de φ(g), onde
g ∈ GLd(K), são funções polinomiais das entradas de g. Em outras palavras, se φ(g) = (φpq(g))pq e
g = (aij)ij então φpq(g) é um polinômio nas entradas aij de g.

Daqui em diante, fixamos um espaço vetorial Vm sobre K com base A = {x1, . . . , xm} e escrevemos
K〈Vm〉 = K〈x1, . . . , xm〉.
• Mantendo as notações da definição acima, φ é representação polinomial homogênea de grau

d se para todos 1 ≤ p, q ≤ n, e g ∈ GLm(K), φpq(g) é homogêneo de grau d.
• Podemos estender a ação natural de GLm(K) nos monômios de K〈Vm〉 (e como consequência,

em todo elemento de K〈Vm〉) da seguinte forma g(xi1 · · ·xin) = g(xi1) · · · g(xin), g ∈ GLm(K) e
xi1 · · ·xin ∈ K〈Vm〉.

Esta ação define em K〈Vm〉 uma estrutura de GLm(K)-módulo.

Proposição 9.8. Considerando o GLm(K)-módulo K〈Vm〉 e denotando por (K〈Vm〉)(n) a componente
homogênea de grau n em K〈Vm〉, para n ∈ N0 temos:

i) Para cada n ∈ N0, (K〈Vm〉)(n) é um GLm(K)-submódulo de K〈Vm〉.
ii) Para cada T -ideal U de K〈X〉, os espaços vetoriais U∩K〈Vm〉 e U∩(K〈Vm〉)(n) são submódulos

de K〈Vm〉.
iii) Cada submódulo W de K〈Vm〉 é uma soma direta de suas componentes homogêneas W ∩

(K〈Vm〉)(n).

Demonstração. i) Basta mostrar que a ação de GLm(K) em (K〈Vm〉)(n) é GLm(K)-invariante. Seja
xi1 · · ·xin um monômio de grau n. Se g ∈ GLm(K), como g é invert́ıvel, {g(x1), . . . , g(xm)} é uma
base de Vm, e assim g(xi1) · · · g(xin) é um monômio de grau n.

ii) Assim, como em i), mostraremos que U ∩K〈Vm〉 e U ∩ (K〈Vm〉)(n) são GLm(K)-invariantes.
Seja f ∈ U∩K〈Vm〉; como U é completamente invariante, g(f(x1, . . . , xm)) = f(g(x1), . . . , g(xm)) ∈ U
para g ∈ GLm(K). Logo U ∩K〈Vm〉 é GLm(K)-invariante. Utilizando o mesmo argumento feito para
U ∩K〈Vm〉, e item i), segue que U ∩ (K〈Vm〉)(n) é GLm(K)-invariante.

iii) Seja W um submódulo de K〈Vm〉 e f ∈W . Se κ = deg f temos f = f0 +f1 + · · ·+fκ, onde fn
é a componente homogênea de grau n de f . Sejam 0 6= α ∈ K e Im a matriz identidade de GLm(K).
Se xi1 · · ·xin é um monômio de fn, temos (αIm)(xi1 · · ·xin) = (αxi1) · · · (αxin) = αnxi1 · · ·xin .

Para cada n ∈ {0, 1, . . . , κ}, temos (αIm)fn = αnfn.
Agora, sejam α0, . . . , ακ ∈ K \ 0 dois a dois distintos. Dado que W é um GLm(K) módulo, temos

que (αjIm)f = f0 + αjf1 + α2
jf2 + · · ·+ ακj fκ ∈W , para cada j ∈ {0, 1, . . . , κ}.

A equação acima é (f0 +W ) +αj(f1 +W ) +α2
j (f2 +W ) + · · ·+ακj (fκ+W ) = 0, para cada j ∈

{0, 1, . . . , κ}, módulo W .
A matriz a associada ao sistema acima é

a =


1 α0 α2

0 · · · ακ0
1 α1 α2

1 · · · ακ1
· · · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·
1 ακ α2

κ · · · ακκ


e pelo lema 3.14 det a =

∏
i<j(αj − αi) 6= 0. Logo fj + W = 0, para cada j ∈ {0, 1, . . . , κ}. Em

outras palavras fj ∈ W , para cada j ∈ {0, 1, . . . , κ}. Como f ∈ W é arbitrário, conclúımos que
W =

⊕
n∈N0

W ∩ (K〈Vm〉)(n).

Teorema 9.9. i) Cada representação polinomial de GLm(K) é uma soma direta de sub-representações
polinomiais homogêneas que são irredut́ıveis.

ii) Cada GLm(K)-módulo polinomial homogêneo irredut́ıvel de grau n ≥ 0 é isomorfo a um
submódulo de (K〈Vm〉)(n).
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• Seja λ = (λ1, . . . , λk) ` n, um diagrama de Young D tem conteúdo α = (α1, . . . , αp), onde
α1 + · · ·+ αp = n, se D é preenchido com α1 números 1, α2 números 2 e assim por diante.

Teorema 9.10. i) As representações não isomorfas homogêneas polinomiais irredut́ıveis de GLm(K)
de grau n ≥ 0 estão em correspondência biuńıvoca com as partições λ = (λ1, . . . , λm) de n. Denota-se
por Wm(λ) o GLm(K)-módulo irredut́ıvel associado a λ.

ii) Seja λ = (λ1, . . . , λm) ` n. O GLm(K)-módulo Wm(λ) é isomorfo a um submódulo de
(K〈Vm〉)(n). O GLm(K)−módulo (K〈Vm〉)(n) tem uma decomposição (K〈Vm〉)(n) ∼=

∑
λ∈Ω dλWm(λ),

onde Ω é o conjunto das partições λ = (λ1, . . . , λk) tais que k ≤ m, e dλ é a dimensão do Sn-módulo
irredut́ıvel M(λ).

iii) O espaço vetorial Wm(λ) é multihomogêneo, visto como um subespaço de (K〈Vm〉)(n). A

dimensão de suas componentes homogêneas W
(η1,...,ηm)
m é igual ao número de diagramas de Young

semistandards associados a λ, de conteúdo (η1, . . . , ηm).
iv) Dados µ1, . . . , µm ∈ Z, defina em K[t1, . . . , tm] o seguinte polinômio

D(µ1, . . . , µ) = det



tµ1

1 tµ1

2 . . . tµ1

m−1 tµ1
m

tµ2

1 tµ2

2 . . . tµ2

m−1 tµ2
m

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .
t
µm−1

1 t
µm−1

2 . . . t
µm−1

m−1 t
µm−1
m

tµm1 tµm2 . . . tµmm−1 tµmm


.

A série de Hilbert Hilb(Wm(λ), t1, . . . , tm) =
∑

dimW
(η1,...,ηm)
m tη11 · · · tηmm é um polinômio simétrico e

Hilb(Wm(λ), t1, . . . , tm) =
D(λ1 +m− 1, λ2 +m− 2, . . . , λm−1 + 1, λm)

D(m− 1,m− 2, . . . , 1, 0)
.

• A função Sλ(t1, . . . , tm) = Hilb(Wm(λ), t1, . . . , tm) do teorema acima é chamada de função de
Schur associada a λ.

Vamos encontrar a função de Schur associada às partições (n) e (1n). Primeiro encontramos a
função de Schur para a partição de 3, λ = (2, 1).

Exemplo 9.11. Utilizando a notação do teorema 9.9 seja n = m = 3. Precisamos ver quantos são
os diagramas de Young semistandard de conteúdo α = (α1, α2, α3), onde α1 + α2 + α3 = 3, com
α1 ≥ α2 ≥ α3. As únicas possibilidades de triplas são (1, 1, 1) ou (2, 1, 0).

Diagramas semistandards de conteúdo (1, 1, 1) : As únicas possibilidades são

1 2

3
,

1 3

2
.

Diagramas semistandards de conteúdo (2, 1, 0) : A única possibilidade de diagrama é

1 1

2
.

Segue que dimW
(1,1,1)
3 = 2 e dimW

(2,1,0)
3 = 1 e como S(2,1) é simétrico, tem-se que

S(2,1)(t1, t2, t3) = 2t1t2t3 + t21 + t1t
2
2 + t21t3 + t1t

2
3 + t22t3 + t2t

2
3.

Exemplo 9.12. Vejamos que se λ = (n), n > 0, então a tabela de Young é composta apenas de uma
linha com n caixas. Dessa forma, dado m ∈ N há exatamente

#{(n1, . . . , nm) | n1 + · · ·+ nm = n, n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nm}

possibilidades de m-uplas para os conteúdos. Além disso, fixado um tal conteúdo (n1, . . . , nm), há

apenas uma possibilidade de disposição de seus elementos. Disto, segue que dimW
(n1,...,nm)
m = 1, e

assim
S(n)(t1, . . . , tm) =

∑
n1+···+nm=n

tn1
1 · · · tnmm .

Para λ = (1n), Tλ é composto de uma coluna com n caixas e cada linha é composta apenas de uma
única caixa. E por definição de diagramas semistandards, dado m < n não se pode preencher todas as
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caixas de Tλ (pois isso implicaria que alguns elementos irão se repetir e em diagramas semistandards
as colunas crescem de cima para baixo) o qual implica que S(1n)(t1, . . . , tm) = 0. Por outro lado, dado
m ≥ n temos exatamente

#{(n1, . . . , nm) : 1 ≤ n1 < n2 < · · · < nn ≤ m}

possibilidades de conteúdos e além disso, em cada um há apenas uma única disposição de elementos
em Tλ, consequentemente

S(1n)(t1, . . . , tm) =
∑

1≤i1<···<in≤m

ti1 · · · tin

o qual é o polinômio simétrico en(t1, . . . , tm).

Uma das principais aplicações da teoria das representações de GLn(K) é mostrar que há uma equi-
valência nos resultados obtidos nas identidades multilineares e naqueles de identidades homogêneas em
GLn(K). O teorema abaixo foi provado primeiramente por Berele em [3] e posteriormente, utilizando
outros métodos, por Drensky em [8]. Uma demonstração para este resultado pode ser encontrada
em [10].

Teorema 9.13. Seja V uma variedade de álgebras associativas e considere para cada n ∈ N0, Pn(V ) =
Pn/Pn ∩ T (V ), com decomposição Pn(V ) ∼=

⊕
λ`nmλM(λ).

Então Fn(V ) ∼=
⊕

m≥0

⊕
λ`mm

′
λWn(λ). Mais ainda, mλ = m′λ para cada λ = (λ1, . . . , λn) e

m′λ = 0 sempre que λn+1 > 0.
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10 Envelope de Grassmann de uma superalgebra

Nesta seção iremos estudar algumas estruturas especiais que se podem adicionar em uma álgebra a fim
de estudar suas identidades polinomiais. Iremos introduzir aqui conceitos clássicos como, graduação
por grupos, G-ação, e o envelope de Grassmann. Embora há resultados extremamente importantes no
que tange álgebras graduadas, nosso objetivo será classificar uma coleção particular de graduações em
álgebras, as chamadas superalgebras, ou álgebras Z2-graduadas sobre um corpo K de caracteŕıstica 0 e
algebricamente fechado. Iremos dar um enfoque para uma construção que envolve produtos tensoriais
de uma álgebra A e a álgebra de Grassmann,o chamado envelope de Grassmann de A. A razão para
tal estudo é o teorema 10.31, o qual afirma que estudar as identidades polinomiais satisfeitas por uma
variedade, é equivalente a estudar as identidades polinomiais de um envelope de Grassmann de uma
superalgebra de dimensão finita. Este é um resultado devido a Kemer.

Neste trabalho consideramos álgebras associativas. Ressaltamos que a teoria de Kemer não se
estende imediatamente para álgebras não associativas.

10.1 Graduação de álgebras por grupos

Iremos começar trabalhando com uma álgebra A sobre um corpo K e G um grupo qualquer.

Definição 10.1. A álgebra A é G-graduada se para cada g ∈ G, existe um subespaço A(g) ⊆ A tal
que

1) A =
⊕

g∈GA
(g)

2) Para quaisquer g, h ∈ G tem-se A(g)A(h) ⊆ A(gh).
Os espaços A(g), g ∈ G, são chamados de componentes homogêneas de A; um elemento 0 6=

a ∈ A é chamado de homogêneo de grau h, se a ∈ A(h).

• Um ideal I E A é graduado se I =
⊕

g∈G(I ∩ A(g)). Analogamente se definem subespaços e
subalgebras graduadas.
• Se H ≤ G, então B :=

⊕
h∈GA

(h) é uma subalgebra graduada de A.

• Sejam A =
⊕

g∈GA
(g) e B =

⊕
g∈GB

(g) duas álgebras G-graduadas. Uma função Φ : A → B
é um homomorfismo de álgebras G-graduadas se Φ é um homomorfismo de álgebras e Φ preserva a
graduação, isto é, Φ(A(g)) ⊆ B(g), para cada g ∈ G.

Exemplo 10.2. (Graduação trivial ) Seja A uma álgebra e G um grupo. Definindo A(e) := A,
A(g) := 0, se g 6= e onde e é o elemento neutro de G, temos uma G-graduação para A. Ela é chamada
de graduação trivial.

Exemplo 10.3. 1) Se A = K〈X〉 definimos uma Z-graduação para A assim: A(n) = 0 se n ≥ 0 e
A(n) = spanK{xi1 · · ·xin : xi1 , . . . , xin ∈ X}.

2) A álgebra de grupo A = KG pode ser naturalmente graduada por G definido-se, para cada
g ∈ G, A(g) = spanK{g}.

Exemplo 10.4. Considere A = Mn(K), onde K é um corpo contendo uma n-ésima raiz primitiva
da unidade ε e G := 〈a〉 × 〈b〉, onde |a| = n e |b| = n. Vamos mostrar que podemos definir em A uma
G-graduação. Para isso, considere as matrizes

S = diag(εn−1, εn−2, . . . , εn−(n−1), 1), T =



0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
· · · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·
0 0 0 · · · 1
1 0 0 · · · 0


.

Cálculo direto mostra que
ST = εTS, Sn = Tn = I. (33)

O conjunto B = {SiT j : i, j ∈ {1, 2, . . . , n}} é uma base de Mn(K): como |B| = n2, basta verificar
que seus elementos são linearmente independentes. Sejam z1, . . . , zn variáveis tais que

z1S + z2S
2 + · · ·+ znS

n = 0. (34)
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Como S é diagonal, St = diag(εtn−t, εtn−2t, . . . , 1). Logo, o sistema (34) fica
z1ε

n−1 + z2(εn−1)2 + z3(εn−1)3 + · · ·+ zn = 0

z1ε
n−2 + z2(εn−2)2 + z3(εn−2)3 + · · ·+ zn = 0

· · ·
z1 + z2 + z3 + · · ·+ zn = 0

A matriz do sistema é a matriz de Vandermonde cujo determinante é dado por (3.14). Como ε
é uma n-ésima raiz primitiva da unidade, o determinante é 6= 0. Segue que temos solução única
para (33), z1 = z2 = · · · = zn = 0. Assim S, S2, . . . , Sn são linearmente independentes. Por
outro lado, detT = (−1)n+1 6= 0. Se j ∈ {1, 2, . . . , n} e α1, . . . , αn ∈ K não são todos nulos,
α1ST

j +α2S
2T j + · · ·+αnS

nT j 6= 0. Disto, segue que B é linearmente independente e portanto uma
base de Mn(K).

Por fim, para cada g = aibj ∈ G, denote por Mn(K)(g) o espaço

Mn(K)(g) = spanK{SiT j}.

É imediato que

Mn(K) =
⊕
g∈G

M (g)
n .

Além disso, utilizando 33 segue que se b = SiT j e c = SkT l então

bc = (SiT j)(SkT l) = εlk(SiT j)(T lSk) = εlkSiT j+lSk = εlkεn−(jk+lk)Si+kT j+l = εn−jkSi+kT j+l

e portanto, tem-se que
Mn(K)gMn(K)h ⊆Mn(K)gh

e assim, Mn(K) possui uma estrutura de G-graduação.

Seja G um grupo abeliano de ordem n e A uma álgebra sobre um corpo K, de caracteŕıstica 0 e
contendo uma n-ésima raiz primitiva da unidade. Assumimos que G ⊆ Aut(A); usamos a notação
exponencial ag := g(a), g ∈ G,a ∈ A.

A ação de G em A descrita acima estende para uma ação de FG em A da seguinte forma

aα1g1+···+αngn = α1a
g1 + · · ·+ αna

gn , g1, . . . , gn ∈ G, a ∈ A, α1, . . . , αn ∈ K.

Seja Ĝ = {χ1, . . . , χn} o conjunto dos carácteres irredut́ıveis de G. Como vimos na observação após

a proposição 8.24, o conjunto Ĝ munido do produto (χiχj)(g) = χi(g)χj(g), i, j ∈ {1, 2, . . . , n},
g ∈ G, é um grupo. Pelo teorema 8.25, tem-se que Ĝ ∼= G. Pela proposição 8.15 de [28], para cada

i ∈ {1, 2, . . . , n}, os elementos fi =
1

n

n∑
j=1

χi(g
−1
j )gj são os idempotentes centrais minimais de KG.

Isto é

KG =

n⊕
i=1

fi(KG) e fi(KG) ∼= Mni(K), ni ∈ N, i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Sejam ψ, φ : G → K e defina (φ | ψ) :=
1

|G|
∑
g∈G

φ(g)ψ(g−1). Pode-se mostrar que (φ | ψ) é um

produto interno, veja [42].

Proposição 10.5. Os caracteres irredut́ıveis de um grupo finito G, constituem uma base ortonormal
das funções de classe de G para K com relação ao produto interno (· | ·).

Vejamos agora que se g ∈ G e i ∈ {1, 2, . . . , n}

gfi = g

(
1

n

n∑
j=1

χi(g
−1
j )gjg

)
=

1

n

n∑
j=1

χ(g−1g−1
j g)gjg = χ(g)

(
n∑
j=1

χ(g−1g−1
j )gjg

)
= χ(g)fi.

Para i ∈ {1, 2, . . . , n}, definimos A(χi) = {a ∈ A | ag = χi(g)a, para todo g ∈ G}.

Lema 10.6. Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} temos A(χi) = spanK{afi | a ∈ A}.
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Demonstração. Seja a ∈ A(χi), por um lado 1 = f1 + · · · + fn. Logo a = a1 = af1 + · · · + afn , e se
g ∈ G, vale ag = agf1 + · · ·+ agfn .

Isso é equivalente a
ag = χ1(g)af1 + · · ·+ χn(g)afn . (35)

Por outro lado, como a ∈ A(χi), temos ag = χi(g)a.
Agora, se l ∈ {1, 2, . . . , n}, da última igualdade, de 35 e do fato de que fifj = δij , segue 0 =

(χl(g)− χi(g))afl . Disto, segue que afl = 0 se l 6= i, e portanto a = afi .

Segue em particular de 10.6 que

A =
⊕
χ∈Ĝ

A(χ) (36)

Se χ, ψ ∈ Ĝ, a ∈ A(χ) e b ∈ A(ψ), para qualquer g ∈ G vale ag = χ(g)a, e b = ψ(g)b. Logo

(ab)g = g(ab) = g(a)g(b) = agbg = χ(g)ψ(g)ab = (χψ)(g)ab.

Segue que A(χ)Aψ ⊆ A(χψ). Pela observação acima e (36) conclúımos que A é Ĝ-graduada e, como

Ĝ ∼= G, podemos resumir como segue.

Proposição 10.7. Para G e K como acima, qualquer álgebra A sobre K com uma G-ação admite
uma G-graduação. A rećıproca também vale.

Demonstração. Basta mostrar a veracidade da rećıproca. Seja C =
⊕

h∈H C
(h) uma álgebra graduada

por um grupo abeliano H de ordem k. Se Ĥ = {ψ1, . . . , ψk}, define-se uma Ĝ-ação em C por
ψl(a) =

∑
g∈G ψl(g)ag, l ∈ {1, 2, . . . , k}, e a =

∑
g∈G ag, ag ∈ A(g) para cada g ∈ G.

Dado que G ∼= Ĝ, usamos o isomorfismo $ : G → Ĝ para definir uma G-ação em A da seguinte
forma g · a := $(g)(a).

Teorema 10.8. Seja G um grupo abeliano finito e K um corpo que contém uma |G|-ésima raiz

primitiva da unidade. Então, mediante a Ĝ-ação numa álgebra G-graduada A, como na proposição
acima, um subespaço V ⊆ A é graduado se, e somente se, V é invariante sob a Ĝ-ação. Um elemento
a ∈ A é homogêneo na G-graduação se, e somente se, a é um autovetor para todo χ ∈ Ĝ.

Demonstração. Suponha V um subespaço graduado cujas componentes homogêneas são V (g), g ∈ G.
Se a ∈ V (g), segue que a = ag, donde temos que χ(a) = χ(g)ag.

Logo χ(V (g)) ⊆ V (g). Se ag ∈ V (g), defina b = (χ(g))−1ag, então χ(b) = ag, e χ(V (g)) = V (g),
Portanto χ(V ) = V .

Reciprocamente se V não é um subespaço G graduado, existe v ∈ V tal que v = vg1 + · · · + vgl ,
l ∈ N, g1, . . . , gl ∈ G, e para todo j ∈ {1, 2, . . . , l} temos vgj /∈ V .

Seja χ ∈ Ĝ tal que χ(g1) = λ e χ(g2) = µ, λ 6= µ. Como V é invariante sob a ação de Ĝ, segue
que z = λv − χ(v) ∈ V , o que implica que a soma começando de vg2 (pois vg1 não aparece em z)
pertence a V . Procedendo dessa forma, conclúımos que existe s ∈ {1, 2, . . . , l} tal que vgs ∈ V , o que
é um absurdo. Para a última afirmação do teorema, basta considerar V = spanK{a}, então a ∈ A é

homogêneo se, e somente se, para qualquer χ ∈ Ĝ, existe λχ ∈ K tal que χ(a) = λχa.

Exemplo 10.9. Considere o grupo ćıclico de ordem 2, G = 〈ϕ〉 ∼= Z2. A tabela de caracteres de G é

G 0 1

χ 1 1
ψ 1 -1

e assim Ĝ = {χ, ψ}. Se A é uma álgebra com G-ação, A tem uma Z2-graduação estabelecida por
A = A(0) ⊕A(1) onde A(0) = {a ∈ A : ϕ(a) = a}, A(1) = {a ∈ A : ϕ(a) = −a}.

Se AG é o conjunto dos ponto fixos por G, A(0) = AG. Vejamos também que segundo a Ĝ-ação

definida acima ψ(x) =

{
x se x ∈ A(0)

−x se x ∈ A(1)
.

Definição 10.10. As álgebras Z2-graduadas são chamadas de superalgebras. Se A é uma superal-
gebra com A = A(0) ⊕ A(1), então A(0) e A(1) são chamadas de as componentes par e ı́mpar de A
respectivamente.
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Observação 10.11. Seja A = A(0) ⊕ A(1) uma superalgebra sobre o corpo K, com char(K) = 0.
Então, o operador linear f : A → A definido por f(a0 + a1) = a0 − a1, a0 ∈ A(0) e a1 ∈ A(1) é

um automorfismo tal que |f | =

{
1, se A = A(0)

2, se A(1) 6= 0
, onde |u| é a ordem de um elemento u em

Aut(A).

10.2 Álgebras livres com G-ação

Definição 10.12. Seja A uma álgebra sobre um corpo K. Um operador linear invert́ıvel φ : A → A
é um antiautomorfismo se φ(ab) = φ(b)φ(a), para quaisquer a, b ∈ A.

• O conjunto dos antiautomorfismos e automorfismos de uma álgebra A é denotado por Aut∗(A).
Com a operação usual de composição, este torna-se um grupo e Aut(A) ≤ Aut∗(A).
• Se A é uma álgebra comutativa, então é imediato que Aut∗(A) = Aut(A) e neste caso [Aut∗(A) :

Aut(A)] = 1.

Observação 10.13. Notemos que se ϕ, ψ são dois antiautomorfismos, então ϕ◦ψ(ab) = ϕ(ψ(b)ψ(a)) =
(ϕ ◦ ψ)(a)(ϕ ◦ ψ)(b), para quaisquer a, b ∈ A. Logo ϕψ ∈ Aut(A). Se ϕ é um antiautomorfismo, sua
inversa também o é.

Se [Aut∗(A) : Aut(A)] > 2, existem antiautomorfismos φ, ϕ ∈ Aut∗(A) tais que φAut(A) 6=
ϕAut(A). Pela observação acima ϕ−1φ ∈ Aut(A), donde tem-se que φAut(A) = ϕAut(A), o qual é
uma contradição. Conclúımos que [Aut∗(A) : Aut(A)] ≤ 2.

Agora, seja G um grupo finito e H ≤ G tal que [G : H] ≤ 2. Se X é um conjunto no qual G age,
denotamos por K〈X | G〉 a álgebra K〈Z〉, onde Z = {xg | x ∈ X, g ∈ G}.

Definimos em Z uma G-ação, estendemos para os monômios de K〈X | G〉, e por linearidade para
os elementos de K〈X | G〉. Explicitamente a G-ação em Z fica (xg)h = xhg, x ∈ X, h, g ∈ G. E se
v = αx

gi1
i1
· · ·xgikik , w = βx

gp1
p1 · · ·x

gps
ps são dois monômios em K〈X | G〉 pomos{

(vw)h = (αβx
gi1
i1
· · ·xikikx

gp1
p1 · · ·x

gps
ps )h = αβ(x

hgi1
i1
· · ·xhikik )(x

hgp1
p1 · · ·xhgpsps ), se h ∈ H

(vw)h = (αβx
gi1
i1
· · ·xikikx

gp1
p1 · · ·x

gps
ps )h = αβ(x

hgp1
p1 · · ·xhgpsps )(x

hgi1
i1
· · ·xhikik ), se h ∈ G \H

.

• A álgebra K〈X | G〉 é chamada de álgebra livre em X com G-ação. Os elementos de K〈X | G〉
são chamados de G-polinômios.

Adendo: Embora K〈X | G〉 não carregue a notação de H, é importante notarmos que este está
de forma intŕınseca associado a H, uma vez que a G-ação é definida levando-se em conta a separação
dos elementos que estão em H. Na próxima proposição, H será a parte apenas dos automorfismos do
grupo G, isto é, H irá “separar”os antiautomorfismos de G.

Exemplo 10.14. Seja X = {x1, x2, x3}, G = S3, H = A3 = 〈(1, 2, 3)〉 e v = x
(1,2)
1 x

(2,3)
2 x

(1,2,3)
3 um

monômio em K〈X | S3〉. Então (1, 2, 3)v = x
(1,2,3)(1,2)
1 x

(1,2,3)(2,3)
2 x

(1,2,3)(1,2,3)
3 = x

(1,3)
1 x

(1,2)
2 x

(1,3,2)
3

pois (1, 2, 3) ∈ H e (1, 2)v = x
(1,2)(1,2)
1 x

(2,3)(1,2)
2 x

(1,2,3)(1,2)
3 = x

(1)
1 x

(1,3,2)
2 x

(1,3)
3 , pois (1, 2) ∈ S3 \H.

Proposição 10.15. (Propriedade universal) Seja A uma K-álgebra e G ≤ Aut∗(A) um grupo finito.
Se H = Aut(A)∩G, então [G : H] ≤ 2 e além disso, K〈X | G〉 tem a seguinte propriedade universal:
Para cada função ϕ : X → A, existe um único homomorfismo de álgebras ϕ̃ : K〈X | G〉 → A tal que

φ̃(vg) = φ̃(v)(g) para cada monômio v ∈ K〈X | G〉, e além do mais, φ̃|X = φ.

• Seja F(X,A) o conjunto das funções de X em A, baseados na proposição acima podemos definir

a coleção de homomorfismos Φ̃ = {φ̃ : φ ∈ F(X,A)}. O ideal IdG(A) =
⋂
φ̃∈Φ̃

Ker(φ̃) é o ideal das

G-identidades de A. Um polinômio f(xg11 , . . . , x
gn
n ) é uma G-identidade para A se f(ag11 , . . . , a

gn
n ) = 0,

para quaisquer a1, . . . , an ∈ A. Neste caso, escrevemos f ≡ 0. Com essa notação, o ideal das
G-identidades de A é escrito como IdG(A) = {f ∈ K〈X | G〉 | f ≡ 0, em A}.
• Se w ∈ K〈X | G〉 é um monômio, define-se o grau de w em relação a variável x (e escreve-se

como degx w), x ∈ X, como sendo o número de vezes que xg aparece em w, sem considerar o elemento
g ∈ G.

Resultado 10.16. Seja A uma álgebra sobre o corpo K e G ⊆ Aut∗(A) um grupo abeliano finito.
Então, se f1, . . . , f|G| são os idempotentes centrais minimais de KG, segue que K〈X | G〉 é livremente

gerado como uma álgebra pelo conjunto {xf1 , . . . , xf|G| : x ∈ X}.
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Demonstração. Observe que dado x ∈ X, x = x1 = xf1+···+f|G| = xf1 + · · · + xf|G| e assim, se
g ∈ G, xg = xg1 = xg(f1+···+f|G|) = xgf1 + · · · + xgf|G| . Portanto, spanK{xg | g ∈ G, x ∈ X} =
spanK{xf1 , . . . , xf|G| | x ∈ X}, donde segue que K〈X | G〉 é livremente gerado como uma álgebra
pelo conjunto {xf1 , . . . , xf|G| | x ∈ X}.

Observação 10.17. Seja Y um conjunto enumerável, k ∈ N e ζ : Y → N uma bijeção entre Y e
N. Dado j ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, defina Nj = {m ∈ N | m ≡ j mod k} e Mj := ζ−1(Nj). Então

N =
⋃k−1
j=0 Nj, e Y =

k−1⋃
j=0

Uj.

Considere K〈X〉, com X enumerável e G um grupo finito. Para cada g ∈ G, pela observação 10.17,

para cada g ∈ G, escrevemos Xg = {x(g)
1 , x

(g)
2 , . . . , x

(g)
n , . . .} e apresentamos X como a união disjunta

X =
⋃
g∈G

Xg. Os elementos de Xg são chamados homogêneos de grau g.

Dado um monômio w = x
(g1)
i1
· · ·x(gt)

it
∈ K〈X〉, define-se o grau homogêneo de w como sendo

g1 · · · gt e denota-se por K〈X〉(g) o subespaço de K〈X〉 gerado pelos monômios cujo grau homogêneo
é g. Isso define uma G-graduação em K〈X〉 pois K〈X〉 =

⊕
g∈GK〈X〉(g) e K〈X〉(g)K〈X〉(h) ⊆

K〈X〉(gh).
Denota-se a álgebra acima, munida de tal G-graduação, por K〈X〉gr. Esta é chamada de álgebra

livre G-graduada de posto enumerável sobre K.

Proposição 10.18. 1) A álgebra K〈X〉gr tem a propriedade universal: Dada uma álgebra G-graduada
A e uma função ψ : X → A tal que ψ(Xg) ⊆ A(g), existe um único homomorfismo de álgebras G-

graduadas ψ̃ : K〈X〉gr → A tal que ψ̃|X = ψ. Denotamos por Ψ̃ o conjunto desses homomorfismos.
2) O conjunto Idgr(A) = {f ∈ K〈X〉 | f ≡ 0 em A} é um ideal; além disso Idgr(A) =⋂

ψ̃∈Ψ̃Ker(ψ̂).

A próxima proposição relaciona K〈X | G〉 e K〈X〉gr, veja sua demonstração em [19].

Proposição 10.19. Seja A uma K-álgebra e G ⊆ Aut∗(A) um grupo abeliano finito. Se char(K) = 0
e K contém uma |G|-ésima raiz primitiva da unidade, então K〈X | G〉 =

⊕
χ∈ĜK〈X | G〉

(χ) é a

álgebra livre Ĝ-graduada sobre K e IdG(A) = Idgr(A).

Seja φ ∈ Aut∗(A) tal que φ2 = 1, considere P = 〈φ〉, um grupo finito de ordem 2 e X = {x1, x2, . . .}
um conjunto enumerável. Usando a tabela de caracteres do exemplo 10.9, os idempotentes centrais

minimais de KP são f1 =
1 + φ

2
, f2 =

1− φ
2

. Pelo resultado 10.16, K〈X | P 〉 é livremente gerada

pelo conjunto X1 := {xi + xφi , xi − x
φ
i : i ∈ {1, 2, . . .}} isto é K〈X | P 〉 = K〈X1〉.

Para cada i ∈ {1, 2, . . .} definimos yi : xi + xφi , zi = xi − xφi , Y = {y1, y2, . . .}, Z = {z1, z2, . . .}.
Logo K〈Z, Y 〉 = K〈X1〉 = K〈X | P 〉.

Segue que K〈Y,Z〉 é uma superalgebra, mais explicitamente K〈Y,Z〉 = K〈Y, Z〉(0) ⊕K〈Y,Z〉(1)

onde K〈Y,Z〉(0) é gerado pelos monômios com uma quantidade par de variáveis de Z (aqueles que
possuem grau homogêneo 0) e K〈Y,Z〉(1) gerado pelos monômios tendo uma quantidade ı́mpar de
variáveis de Z (aqueles que possuem grau homogêneo 1). Por exemplo y2y4z1z4y7z1y9z3 é um monômio
em K〈Y, Z〉(0) pois 1 + 1 + 1 + 1 = 0 em Z2.
• A superalgebra K〈Y, Z〉 é chamada de superalgebra livre em Y e Z sobre K.

10.3 Descrição das superalgebras simples de dimensão finita sobre um
corpo algebricamente fechado e de caracteŕıstica 0.

Vamos recordar a descrição das superalgebras simples de dimensão finita sobre corpos algebricamente
fechados e de caracteŕıstica zero. Esta foi dada por C.T.C. Wall, nós seguimos a exposição de [19].

Assuma K algebricamente fechado e char(K) = 0. Já vimos no teorema de Wedderburn–Artin
que qualquer álgebra semissimples A é isomorfa a soma direta de álgebras matriciais sobre anéis de
divisão, isto é, existem pares (D1, n1), . . . , (Dr, nr), onde Di é um anel de divisão e ni ∈ N, tais que
A ∼= Mn1

(D1) ⊕ · · · ⊕Mrr (Dr). Se A tem dimensão finita sobre K e K é algebricamente fechado
Dj = K, para cada j ∈ {1, 2, . . . , r}. E assim, A ∼= Mn1(K)⊕ · · · ⊕Mnr (K).

Observação 10.20. Em virtude do exemplo 10.9, dada uma álgebra A com φ ∈ Aut(A) tal que
φ2 = 1, A pode ser vista como uma superalgebra. Reciprocamente, devido à observação 10.11, dada
uma superalgebra A, A(1) 6= 0, existe φ ∈ Aut(A) tal que φ2 = 1.
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Definição 10.21. a) Dada uma álgebra A e φ ∈ Aut(A), diz-se que A é φ−simples se A2 6= 0 e para
cada I �A tal que Iφ = I, então I = A ou I = 0.

b) Se A é uma superalgebra, ela é uma superalgebra simples quando A2 6= 0 e A não tem ideais
próprios homogêneos.

O resultado abaixo é uma generalização do teorema de Wedderburn–Artin e do teorema de
Wedderburn–Malcev.

Teorema 10.22 ( [19], Theorem 3.4.4). Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo K
com um automorfismo ou antiautomorfismo ϕ ∈ Aut∗(A) tal que ϕ2 = 1. Então

a) rad(A)ϕ = rad(A)
b) Se A é uma álgebra ϕ-simples, então ou A é simples, ou existe uma subálgebra simples B ⊆ A

tal que A = B ⊕Bϕ.
c) Se A é semissimples, existem subalgebras ϕ-simples A1, . . . , Am tais que A = A1 ⊕ · · · ⊕Am.
d) Se char(K) = 0, então existe uma subalgebra semissimples maximal tal que Bϕ = B.

Vamos fornecer alguns exemplos de superalgebras simples de dimensão finita sobre um corpo
algebricamente fechado K de caracteŕıstica 0. Em seguida veremos que a menos de isomorfismo estas
são as únicas superalgebras simples de dimensão finita.

Exemplo 10.23. Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica 0.
(1) Se A = Mn(K), então A admite uma estrutura de Z2-graduação trivial definida por A(0) = A,

A(1) = 0. Dado que Mn(K) é simples, A é uma superalgebra simples de dimensão finita.
(2) Sejam k ≥ l > 0 e

A = Mk,l(K) =

{(
P Q
R S

)
| P ∈Mk(K), Q ∈Mk,l(K), R ∈Ml,k(K), S ∈Ml(K)

}
com Z2-graduação definida por

A(0) =

{(
P 0
0 S

)}
, A(1) =

{(
0 Q
R 0

)}
.

Demonstra-se que A é uma superalgebra simples de dimensão finita.
(3) Considere A = Mn(K ⊕ cK), onde c2 = 1 com Z2-graduação dada por A(0) = Mn(K),

A(1) = cMn(K). Não é dif́ıcil ver que A é semissimples e não tem ideais graduados.

Os lemas abaixo bem como o teorema 10.22 são utilizados para demonstrar o principal resultado
desta seção.

Lema 10.24. Seja A uma superalgebra simples de dimensão finita sobre um corpo algebricamente
fechado K com char(K) = 0. Então, A(0) é semissimples.

Lema 10.25. Seja A ∼= Mn(K) com elemento unidade e ∈ A e seja B = Mr(K) uma subalgebra de
A tal que e ∈ B. Então, se CA(B) é o centralizador de B em A, tem-se que A = BCA(B).

Teorema 10.26. Seja A uma superalgebra simples de dimensão finita sobre um corpo algebricamente
fechado K com char(K) = 0. Então uma e apenas uma das opções abaixo é verificada

a) A ∼= Mn(K).
b) A ∼= Mk,l(K), k ≥ l > 0.
c) A ∼= Mn(K ⊕ cK), , onde c2 = 1.

10.4 Envelope de Grassmann

Vamos relembrar um pouco sobre variedades, as quais foram discutidas no caṕıtulo 2. É imediato da
definição de um T -ideal gerado por um conjunto F ⊆ K〈X〉 que se V (F) é a variedade determinada
por F , então V (F) = V (〈F〉T ). Utilizando a proposição2.17, mostra-se que 〈F〉T =

⋂
A∈V (F) T (A).

Recordemos que se V é uma variedade e R é uma K-álgebra com T (R) = T (V ), então V é a
variedade gerada por R e escreve-se V = var(R).

Considere a superalgebra livre K〈Y,Z〉 = K〈Y, Z〉(0) ⊕K〈Y,Z〉(1), definida no final da subseção
10.2. Se A = A(0)⊕A(1) é uma superalgebra, um polinômio f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ K〈Y, Z〉 é uma
superidentidade de A se f(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) = 0, para quaisquer a1,. . . ,an ∈ A(0) e b1,. . . ,bm ∈
A(1).

Um ideal graduado I = I(0) ⊕ I(1) de K〈Y,Z〉 é um T2-ideal se φ(I) ⊆ I, para todo endomor-
fismo graduado φ : K〈Y, Z〉 → K〈Y,Z〉. Um exemplo de T2-ideal é Idgr(A), o ideal graduado das
superidentidades de A.
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Definição 10.27. Dado um conjunto não vazio S = S(0) ∪ S(1) de K〈X〉, a classe de todas as
superalgebras A tais que f ≡ 0 em A, para todo f ∈ S é chamada de supervariedade definida por S.

Se G é a álgebra de Grassmann, já vimos que G possui uma Z2-graduação natural dada por
G = G(0) ⊕G(1). Aqui G(0) é o subespaço de G gerado por todos os monômios de comprimento par e
E(1) é o gerado por aqueles de comprimento ı́mpar.

Definição 10.28. (Envelope de Grassmann) Se A = A(0) ⊕A(1) é uma superalgebra, a álgebra

G(A) = (A(0) ⊗G(0))⊕ (A(1) ⊗G(1))

é chamada de o envelope de Grassmann de A.

Vamos relacionar as identidades graduadas multilineares de A com as de G(A). Denotemos por
Pk,m o espaço dos polinômios multilineares de K〈Y, Z〉 nas variáveis y1, . . . , yk e z1, . . . , zm. Se
f ∈ Pk,m pode-se escrever

f(y1, . . . , yk, z1, . . . , zm) =
∑
σ∈Sm

W=(w0,w1,...,wm)

ασ,Ww0zσ(1)w1 · · ·wm−1zσ(m)wm

onde w0, w1, . . . , wm são monômios multilineares em y1, . . . , yk e ασ,W ∈ K. Por exemplo, se
k = m = 3, o polinômio f(y1, y2, y3, z1, z2, z3) = y1z1y2y3z2z3 pertence a P3,3.

A transformação linear ∼ : Pk,m → Pk,m, f 7→ f̃ onde f̃ é definida por

f̃(y1, . . . , yk, z1, . . . , zm) =
∑
σ∈Sm

W=(w0,w1,...,wm)

(−1)σασ,Ww0zσ(1)w1 · · ·wm−1zσ(m)wm

é um isomorfismo de espaços vetoriais.

Lema 10.29. Seja f ∈ Pk,m. Então

1) f é uma identidade multilinear graduada de G(A) se, e somente se, f̃ é uma identidade multi-
linear graduada de A.

2)
˜̃
f = f .

Demonstração. 1) Sejam y1, . . . , yk ∈ A(0), z1, . . . , zm ∈ A(1) elementos homogêneos de A e g1, . . . ,
gk ∈ G(0), h1, . . . , hm ∈ G(1) elementos homogêneos em G. Fixe um monômio

w = a0(y1, . . . , yk)zσ(1) · · · zσ(m)am(y1, . . . , yk)

e seja
w = w(y1 ⊗ g1, y2 ⊗ g2, . . . , yk ⊗ gk, z1 ⊗ h1, . . . , zm ⊗ hm).

Temos que g1, . . . , gk ∈ Z(G) e que h1, . . . , hm anticomutam. Logo

w = a0(y1, . . . , yk)z1 · · · zma(y1, . . . , yk)⊗ g1 · · · gkhσ(1) · · ·hσ(m).

Como hσ(1) · · ·hσ(m) = (−1)σh1 · · ·hm, segue que

w = (−1)σa0(y1, . . . , yk)zσ(1) · · · zσ(m)am(y1, . . . , ym)⊗ g1 · · · gkh1 · · ·hm

portanto, se f ∈ Pk,m, então

f(y1 ⊗ g1, . . . , yk ⊗ gk, z1 ⊗ h1, . . . , zm ⊗ hm) = f̃(y1, . . . , yk)⊗ g1 · · · gkh1 · · ·hm.

Logo f ≡ 0 em G(A) se, e somente se, f̃ ≡ 0 em A.

Os dois teoremas abaixo são de extrema importância nos caṕıtulos subsequentes. Em particular,
o teorema 10.31 é uma “melhoria”de 10.30. Ambos são devidos a Kemer, sendo o primeiro deles
estabelecido em 1984 em [6] e o segundo em [25].

Teorema 10.30. (Teorema de Kemer-1984) Dada qualquer variedade não trivial V , existe uma
superalgebra finitamente gerada A = A(0) ⊕ A(1) tal que V = var(G(A)). Além disso, A visto como
uma álgebra no sentido usual, satisfaz uma identidade polinomial não trivial.

Teorema 10.31. (Teorema de Kemer-1988) Para qualquer variedade não trivial V , existe uma su-
peralgebra de dimensão finita A = A(0) ⊕A(1) tal que V = var(G(A)).
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11 Resultados principais 1: Existência e integralidade do PI-
expoente de uma PI-álgebra

11.1 cocarácteres de PI-álgebras

Se R é uma PI-álgebra, Pn é um Sn-módulo à esquerda, e Pn(R) = Pn/T (R) ∩ Pn também é um
Sn-módulo à esquerda.

Definição 11.1. Seja R uma PI-álgebra, para cada n ∈ N, o carácter

χn(R) = χPn(R) =
∑
λ`n

mλ(R)χλ

onde χλ é o carácter de M(λ) e mλ(R) é a multiplicidade com que M(λ) aparece em Pn(R), é chamado
de o n-ésimo cocarácter de R. A sequência (χn(R))n é chamada de a sequência dos cocaracteres de
R.

Exemplo 11.2. Se R é comutativa com unidade, temos T (R) = K〈X〉[K〈X〉,K〈X〉]K〈X〉. Con-
sidere a função ϕ : K〈X〉 → K[X] definida sobre os monômios de K〈X〉 por ϕ(xi1xi2 · · ·xin) =
xk11 x

k2
2 · · ·xknn , onde para cada j ∈ {1, 2, . . . , n}, kj é a quantidade de vezes que o termo xj aparece

em xi1xi2 · · ·xin . Depois estendemos ϕ por linearidade. Então ϕ é um homomorfismo de álgebras e
Ker(ϕ) = T (R). Segue pelo primeiro teorema do isomorfismo que F (R) = K〈X〉/T (R) ∼= K[X], e
portanto para cada n ∈ N0 temos Pn(R) ∼= spanK{x1 · · ·xn}. Se σ ∈ Sn então σ(x1 · · ·xn) = x1 · · ·xn,
logo Pn(R) é o módulo trivial de Sn, e assim χn(R) = χ(n).

Teorema 11.3. Seja R uma PI-álgebra com n-ésimo cocarácter χn(R). Para uma partição µ ` n, a
multiplicidade mµ(R) é nula se, e somente se, para qualquer diagrama de Young Dµ e para qualquer
polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ Pn, a álgebra R satisfaz a identidade polinomial e(Dµ)f ≡ 0.

Demonstração. Sabemos pelos resultados da seção 1.1 que KSn =
⊕

λ`nBλ e para cada λ ` n, o

ideal bilateral minimal Bλ é dado por Bλ =
⊕dλ

j=1(KSn)e(Dj). Aqui D1, D2, . . . , Ddλ são todos os
diagramas standard de Young associados a λ. Além disso, temos a decomposição Pn = Q ⊕ J , onde
Q = Pn ∩ T (R) e J ∼= Pn(R). Se µ ` n, mµ(R) é nulo se, e somente se, M(µ) não é um somando
direto de Pn(R), isto é, se, e somente se, BµJ = 0. Agora, notemos que BµJ = 0 implica que

BµPn = Bµ(Q⊕ J) = BµQ⊕BµJ = BµQ ⊆ Q

Se D′1, . . . , D′dµ são os diagramas standard de Young associados a µ, segue que BµPn ⊆ Q se e somente

se e(D′j)f ∈ Q, para qualquer j ∈ {1, 2, . . . , dµ} e f ∈ Pn.
Portanto, dado um diagrama de Young Dµ, tem-se que e(Dµ)f ≡ 0 é uma identidade polinomial

em R.

• Um polinômio multilinear f ∈ Pn corresponde a Dλ, o diagrama de Young associado a λ, se
existe f0 ∈ Pn tal que f = e(Dλ)f0. Procedemos com o conhecido teorema do gancho, demonstrado
por Amitsur e Regev em [38].

Se (d, l, t) é uma tripla de números inteiros positivos, definimos a partição

h(d, l, t) = (l + t, l + t, . . . , l + t︸ ︷︷ ︸
d

l, l, . . . , l)︸ ︷︷ ︸
t

(37)

cujo diagrama de Young de h(d, l, t) tem a forma abaixo.

d

t

t

l
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Se d, l ≥ 0 o conjunto H(d, l) =
⋃
n≥1{λ = (λ1, λ2, . . .) ` n | λd+1 ≤ l} é o gancho infinito de braço

d e perna l. O gancho infinito H(d, l) é o conjunto de todos as tabelas de Young que vivem na região
esboçada abaixo.

l

d

Uma partição λ ` n pertence ao gancho infinito H(d, l) e escreve-se λ ∈ H(d, l) se a correspondente
tabela de Young Tλ pertence a H(d, l). Logo uma partição em H(d, l) não pode exceder l após o d+1-
ésimo termo de λ. Ainda, se M é um Sn-módulo com carácter χM =

∑
λ`nmλχλ então, escreve-se

χM ⊆ H(d, l) se µ ∈ H(d, l) para todas partições µ ` n com mµ 6= 0.

Teorema 11.4. (Teorema do Gancho) Se R é uma PI-álgebra, existem inteiros d, l ≥ 0 tais que
para cada n ∈ N χn(R) =

∑
λ`n

λ∈H(d,l)
mλ(R)χλ.

No Exemplo 2.5 definimos o polinômio de Capelli de grau n como sendo

dn(x1, . . . , xn; y1, . . . , yn+1) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)y1xσ(1)y2 · · · ynxσ(n)yn+1.

Uma álgebra R satisfaz a identidade de Capelli de grau n se R satisfaz dn(x1, . . . , xn; y1, . . . , yn+1)
com qualquer atribuição de 1′s nos y′is.

Segue o teorema da faixa (Strip theorem) o qual caracteriza a sequência de cocarácteres de todas as
PI-álgebras que satisfazem a identidade de Capelli de grau n. A demonstração pode ser encontrada
em [37]. Antes porém uma notação: Se λ = (λ1, . . . , λm) ` n é uma partição de n, denota-se o
comprimento m de λ por h(λ) = m.

Teorema 11.5. (Teorema da Faixa) Seja R uma PI-álgebra e seja χn(R) =
∑
λ`nmλ(R)χλ seu

n-ésimo cocarácter. Então, R satisfaz a identidade de Capelli de grau k se, e somente se mλ = 0 para
toda partição λ ` n tal que h(λ) ≥ k.

Seja R uma álgebra com dim(R) = k, então como visto no exemplo 2.5, R satisfaz uma identidade
de Capelli de grau k + 1 e assim, por 11.5 temos o resultado abaixo.

Teorema 11.6. Se dim(R) = k, então, para cada n ∈ N χn(R) =
∑

λ`n
h(λ)≤k

mλ(R)χλ.

Exemplo 11.7. Por 2.6 e 11.6, qualquer cocarácter da álgebra das matrizes Mk(K) se encontra numa
faixa de altura k2.

k2

11.2 PI-expoente de uma PI-álgebra

Seja R uma PI-álgebra sobre um corpo K de caracteŕıstica 0 e seja (cn(R)) a sequência de suas
codimensões. Sem perda de generalidade pode-se assumir que R não é nilpotente. Caso contrário,
existe N ∈ N tal que x1x2 · · ·xN = 0 é uma identidade polinomial em R, e portanto Pn ⊆ T (R), para
todo n ≥ N . Logo Pn(R) = 0, para todo n ≥ N . Assim, para cada n ≥ N , cn(R) = 0.

Assumimos R não nilpotente, cn(R) 6= 0, para todo n ∈ N. Pelo teorema de Regev 7.8 existe uma
constante a ∈ N tal que 1 ≤ cn(R) ≤ an. Isso implica que a sequência ( n

√
cn(R))n é limitada.
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Definição 11.8. Nas condições acima, define-se o expoente inferior de R como sendo expR =

lim infn→∞
n
√
cn(R) e o expoente superior de R como sendo expR = lim sup

n→∞

n
√
cn(R).

Quando expR = expR então ( n
√
cn(R))n é convergente, e define-se o PI-expoente de R como

sendo expR = lim
n→∞

n
√
cn(R).

Aqui desenvolvemos ferramentas para que possamos demonstrar o teorema de Giambruno e Za-
ceiv [17] que garante a existência do PI-expoente para PI-álgebras sobre corpos de caracteŕıstica 0,
conjecturado por Amitsur em 1980.

Se V é uma variedade e χn(V ) =
∑
λ 7→n

mλχλ é seu n-ésimo cocarácter3, define-se o n-ésimo co-

comprimento de V como sendo o número ln(V ) =
∑
λ7→n

mλ.

O próximo teorema é devido a Berele e Regev, e sua demonstração pode ser encontrada em [4]
ou em [19]. Iremos demonstrar apenas um dos resultados que é utilizado em sua demonstração; sua
demonstração será necessária mais adiante.

Lema 11.9. Seja V uma variedade não trivial e seja H(d, l) um gancho infinito tal que χn(V ) ⊆
H(d, l), para todo n ∈ N. Então, o número de partições λ ` n para o qual mλ 6= 0 é limitado por
(n+ 1)d+l.

Demonstração. A inclusão λ ∈ H(d, l) implica que as caixas da tabela de Young Tλ se encontram nas
d primeiras linhas e l colunas. O comprimento das d primeiras linhas de Tλ, isto é, os inteiros λ1, . . . ,
λd satisfazem 0 ≤ λi ≤ n, para cada i ∈ {1, 2, . . . , d}. Portanto, temos no máximo (n + 1)d opções
para os valores λ1, . . . , λd. Similarmente, temos (n+ 1)l opções para a escolha dos comprimentos de
das l primeiras colunas de Tλ (ou equivalentemente as l primeiras linhas da tabela conjugada Tλ′).
Logo o número total de tabelas de Young Tλ de λ ∈ H(d, l) é limitado por (n+ 1)d+l.

Teorema 11.10. (Berele e Regev) Se V uma variedade não trivial, existem c > 0 e k > 0 tais que

ln(V ) =
∑
λ`n

mλ ≤ cnk.

O teorema abaixo mostra-nos que a codimensão de uma álgebra de dimensão finita não excede sua
dimensão elevado a alguma potência natural.

Teorema 11.11. Seja R uma álgebra de dimensão finita d. Então, para cada n ∈ N, cn(R) ≤ dn.

Segue que se d = dimR < ∞, então expR ≤ d: exp(R) = lim sup
n→∞

n
√
cn(R) = inf

N∈N
sup
n≥N

n
√
cn(R)

Portanto, pelo teorema anterior exp(R) = inf
N∈N

sup
n≥N

n
√
cn(R) ≤ inf

N∈N
d = d.

Adendo desta seção: Fixamos A uma superalgebra de dimensão finita sobre K, A = A(0)⊕A(1).
Fixamos K algebricamente fechado e de caracteŕıstica 0, por exemplo, K = C.

Denote por φ ∈ Aut(A) o automorfismo de ordem 2 associado a A (10.11). Pelo teorema de
Wedderburn-Malcev 1.91 , pode-se escrever A = Ass ⊕ J , onde J = rad(A) e Ass é uma subalgebra
maximal semissimples. Então J é um ideal Z2-graduado4, e além disso, por conta do teorema 10.22,
sem perda de generalidade pode-se supor que Aφss = Ass, e assim, segue que Ass é Z2-graduada.
Fixemos Ass = A1 ⊕ · · · ⊕Ak, onde Ai são superalgebras simples.

Dado que m := dimA < ∞, A é artiniana à esquerda e portanto J é um ideal nilpotente, isto é,
existe p > 0 tal que Jp = 0.

Seja Θ o conjunto de todos os produtos da forma

B1JB2J · · · JBt 6= 0 (38)

onde t ∈ N, B1, . . . , Bt ∈ {A1, . . . , Ak} e além disso, Bi 6= Bj se i 6= j. Defina

q = max
{

dim(B1 ⊕ · · · ⊕Br) | B1JB2J · · · JBr ∈ Θ
}
.

3Se V é uma variedade não trivial e U é uma PI-álgebra tal que V = var(U), então o n-ésimo cocarácter de V é
definido como sendo o n-ésimo cocarácter de U .

4Suponha que exista x ∈ J tal que x = x0+x1, onde x0, x1 /∈ J . Então, como φ(J) = J , segue que φ(x1)+φ(x2) ∈ J ,
isto é, x0 − x1 ∈ J . Como consequência, (x0 − x1) + x ∈ J , o qual implica que x0 ∈ J , mas isso é um absurdo por
hipótese. Logo, J é um ideal Z2-graduado.
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Lema 11.12. Sejam B1, . . . , Bt superalgebras simples não necessariamente distintas provenientes
do conjunto {A1, . . . , At}. Se

B1JB2J · · · JBt 6= 0 (39)

então dim(B1 ⊕ · · · ⊕Bt) ≤ q.

Demonstração. Se em (39) alguma superalgebra, digamos B1, aparece mais de uma vez, podemos
supor que Bj = B1, para 1 < j ≤ t. Como B1J , JB1 ⊆ J , o produto B1JB2J · · · JB1J · · · JBt 6= 0
pode ser reduzido a um produto em Θ, e portanto dim(B1 ⊕ · · · ⊕Bt) ≤ q.

Observação 11.13. Seja C = C(0) ∪ C(1) uma base homogênea de A a qual é uma união das bases
homogêneas de A1, . . . , Ak e J respectivamente. Sejam c1, . . . , cs elementos homogêneos distintos
de C ∩ Ass e suponha que s > q. Então, qualquer produto de A que contém os elementos c1, . . . , cs
deve ser nulo em A. De fato, se o produto é da forma c1x1c2x2 · · ·xs−1cs, onde x1, . . . , xs−1 ∈ J ,
pelo lema 11.12 tem-se que c1x1c2x2 · · ·xs−1cs = 0.

Pela definição de q, para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}, dimAi ≤ q. Conclúımos que c1, . . . , cs não podem
estar simultaneamente numa mesma Ai. Suponha que existam monômios m1, . . . , ms ( alguns dos
quais podem ser o monômio 1 ) em A tais que M = m1c1m2c2 · · ·mscsms+1 6= 0.

Escreva m2 = xm′2 e suponha que c1 ∈ A1. Como AjAi = 0, para i 6= j, então x não pode estar em
nenhum Ai com i 6= 1, logo x ∈ A1 ou x ∈ J . Se x ∈ J , então m2 ∈ J e assim temos c1m2c2 = c1jc2,
j ∈ J . Caso m2 ∈ A1, então c2 deve também estar em A1. Analogamente, escrevendo m3 = ym′3
vê-se que y ou está na mesma componente de c2 ou este pertence a J . Procedendo dessa forma,
iremos concluir uma das três possibilidades, ou c1, . . . , cs ∈ A1 ou m1c1m2 · · · csms+1 é da forma
m1c1m2 · · · csms+1 = m1c1x2c2 · · ·xscsms+1, x2, . . . , xs ∈ J , ou ainda teŕıamos uma intercalação
de produtos da forma c′jc, onde j ∈ J e c, c′ estão em componentes diferentes, juntamente com um
produto pertencente a uma mesma componente. Os dois primeiros casos são imposśıveis como visto
acima. No último caso, suponha s = q + 1. O produto que precisamos ver se é nulo ou não, tem a
forma

z := c1j1c2j2c3j3c4 · · · cα−1jαcα+1mα+1cα+1 · · ·mscs,

onde α ≥ 1, c1 ∈ A1, c2 ∈ A2, . . . , cα ∈ Aα, cα+1, . . . , cs ∈ Aα+1 e j1, . . . , jα ∈ J .
Se α = 1 então c2, . . . , cs ∈ A2 e neste caso s − 1 ≤ dimA2 < q. Mas isso é um absurdo

pois s − 1 = q. Logo por indução basta analisar o caso α = 2, então c3, . . . , cs ∈ A3, donde
dimA3 ≥ s− 2. Mas dimA3 ≤ s− 2, pois caso contrário, A1 ou A2 seriam 0, logo, dimA3 = s− 2.
Consequentemente, dado que dim(A1 ⊕ · · · ⊕ Ak) = s, conclúı-se que A4 = A5 = · · · = Ak = 0. E
portanto, dimA1 = dimA2 = 1, e dimA3 = s− 2. Dessa forma, como

dimA1 + dimA2 + dimA3 = s > q

temos que A1JA2JA3 = 0, e em particular, z = 0.

Para o próximo lema, lembremos que se λ = (λ1, . . . , λk) ` n e µ = (µ1, . . . , µt) ` m, então
escreve-se λ ≤ µ se k ≤ t e λ1 ≤ µ1, . . . , λk ≤ µk.

Relembramos que G(A) = (E(0) ⊗A(0))⊕ (E(1) ⊗A(1)) é o envelope de Grassmann de A.
A observação 11.13 é utilizada na demonstração do próximo lema, esta pode ser encontrada em [19,

Lemma 6.2.2].

Lema 11.14. ( [19, Lemma 6.2.2]) Seja λ ≥ h(d, l, t), onde d+l > q, t > (d+l)m+p, m é a dimensão
de A, p o ı́ndice de nilpotência do radical de Jacobson de A e q definido como na observação anterior.
Se f é um polinômio multilinear correspondente a Dλ, então f ∈ T (G(A)).

Como Sn-módulos à esquerda, Pn é identificado com KSn, logo Pn ≡ KSn = ⊕λ`nIλ, onde
{Iλ}λ`n são os ideais minimais bilaterais.

Corolário 11.15. Suponha d+ l = q + 1 e t = (m+ 1)2, m = dimA. Então
⊕

λ≥h(d,l,t)

Iλ ⊆ T (G(A)).

Demonstração. Seja λ ≥ h(d, l, t). Dado que q ≤ m e p < m, tem-se que

t = (m+1)2 = m2 +2m+1 = m2 +m+m+1 > m2 +m+p+1 = m(m+1)+p+1 ≥ m(q+1)+p+1

e assim, tem-se que t > (d+ l)m+p. Pelo lema 11.14, dado um diagrama de Young Dλ, e(Dλ)KSn ⊆
T (G(A)). Segue que Iλ = (KSn)e(Dλ)(KSn) ⊆ T (G(A)).

O próximo lema diz-nos que a soma das dimensões das representações irredut́ıveis de Sn associadas
a diagramas de Young que se encontram dentro do gancho infinito H(d, l), é polinomialmente limitada.
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Lema 11.16. Sejam λ ` n e µ ` n′, tais que µ ≤ λ. Se n− n′ ≤ c, então dµ ≤ dλ ≤ ncdµ.

Lema 11.17. Existem constantes C > 0 e r > 0 tais que
∑
λ`n

λ∈H(d,l)

dλ ≤ Cnr(d+ l)n.

Além disso, existem a, b > 0 tais que a igualdade assintótica5 dh(d,l,k) ' anb(d+l)n, com h(d, l, k) `
n é verificada.

Observação 11.18. Seja χn(G(A)) =
∑
λ`n

mλχλ o n-ésimo cocarácter de G(A). Se λ ` n é tal que

λ ≥ h(d, l, t), onde d + l = q + 1 e t > (m + 1)2, então pelo corolário 11.15 segue que e(Dλ)KSn ⊆
T (G(A)) e portanto pelo teorema 11.3, conclúı-se que mλ = 0.

Proposição 11.19. Seja A uma superalgebra de dimensão finita m e seja q definido como anterior-
mente. Então, existem constantes C1, r1 > 0 dependendo apenas de m, tais que para cada n ∈ N,
cn(G(A)) ≤ C1n

r1qn.

Demonstração. Seja χn(G(A)) =
∑
λ`nmλχλ o n-ésimo cocarácter de G(A). Se λ ` n é tal que

λ ≥ h(d, l, t) com d+ l = q + 1 e t = (m+ 1)2, então pela observação 11.18 segue que mλ = 0.
Se λ 6= n é tal que mλ 6= 0, então a tabela de Young Tλ está contida em H(d, q − d) ∪ (sβ),

para algum d ≥ 0, (o qual é representado na figura abaixo), onde s = (m + 1)2 + m − q + d e
β = (m+ 1)2 +m− d.

d

q − d

β

s

De fato, escreva λ = (λ1, . . . , λr) ` n e suponha que exista i ∈ {1, 2, . . . , r} tal que λi > (m+ 1)2 +m.
Seja d ∈ {1, 2, . . . , r} o maior inteiro tal que λd > (m + 1)2 + m. Se d > q, segue que a tabela de
Young Tλ está fora da tabela de Young de h(q + 1, 0, (m+ 1)2), isto é, λ ≥ h(q + 1, 0, (m+ 1)2), mas
isso implicaria que mλ = 0, um absurdo. Se λ(m+1)2+m+1 ≥ q − d + 1, então a tabela de Young Tλ
contém o diagrama Tη, onde

η = ((m+ 1)2 +m+ 1, . . . , (m+ 1)2 +m+ 1︸ ︷︷ ︸
k

, q − d+ 1, . . . , q − d+ 1︸ ︷︷ ︸
(m+1)2+m+1−d

).

Como (m+ 1)2 +m+ 1− (q − d+ 1) ≥ (m+ 1)2 e (m+ 1)2 +m+ 1− d ≥ (m+ 1)2, segue que vale
η ≥ h(d, q−d+1, (m+1)2), donde λ ≥ η ≥ h(d, q−d+1, (m+1)2). Assim, mλ = 0, o que é mais uma
vez um absurdo. Portanto λ(m+1)2+m+1 ≤ q− d, e Tλ está contido em H(d, q− d). Como implicação,
sem perda de generalidade assumimos que λ1 ≤ (m+1)2 +m (se λ não satisfazer tal condição, pode-se
tomar um sub-diagrama µ que o satisfaz). Além disso, λ(m+1)2+m+1 ≤ q, caso contrário mλ = 0, pois

teŕıamos λ ≥ h(0, (q + 1), (m+ 1)2). Conclúı-se que Tλ está contido em H(0, q) ∪ (sβ).
Segue que se mλ 6= 0, existe µ ` n′, n′ ∈ N, tal que Tµ ⊆ Tλ, e este último está contido em

H(d, q − d), para algum d ≥ 0. Portanto n− n′ ≤ c, onde c = sβ. A figura abaixo ilustra esta última
passagem.

5Diz-se que f(n) e g(n) são iguais assintoticamente, e escreve-se f(n) ' g(n) se lim
f(n)

g(n)
= 1
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d

q − d

β

s

Tµ

Tλ

Pelo lema 11.16
dµ ≤ dλ ≤ ncdµ. (40)

Agora, seja R = {λ ` mλ 6= 0} e notemos que pelo teorema de Berele e Regev 11.10, existe M ∈ N
tal que mλ ≤ nM , para todo λ ∈ R. Segue cn(G(A)) =

∑
λ`nmλdλ ≤ nM

∑
λ`n
λ∈R

dλ e da equação

(40) cn(G(A)) ≤ nM+c

q∑
j=0

n∑
n′=1

( ∑
µ`n′

µ∈H(j,q−j)

dµ

)
≤︸︷︷︸

Lema.11.17

nM+c

q∑
j=0

n∑
n′=1

C(n′)rqn
′
. Mas n′ ≤ n, logo

cn(G(A)) ≤ nM+c

q∑
j=0

n∑
n′=1

Cnrqn = nM+cCnrqn

(
q∑
j=0

1

)(
n∑

n′=1

1

)
= CnM+c+rqnn(q + 1),

donde segue que cn(G(A)) ≤ C(q+ 1)nM+c+r+1qn. Logo, para concluir a demonstração, basta tomar
C1 = C(q + 1) e r1 = M + c+ r + 1.

Lema 11.20. Sejam A uma superalgebra de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado K
e B1JB2J · · · JBr 6= 0, para algumas subalgebras Z2-graduadas distintas B1, . . . , Br. Sejam f1, . . . ,
fr polinômios multilineares em variáveis distintas tais que para cada i ∈ {1, 2, . . . , r}, fi /∈ T (G(Bi)).
Então, se u1, v1, w1, . . . , wr−1, ur, vr são novas variáveis, o polinômio multilinear

u1f1v1w1u2f2v2w2 · · ·wr−1urfrvr

não é uma identidade de G(A).

Demonstração. Pela classificação das superalgebras de dimensão finita, podemos supor, sem perda de
generalidade, que A é uma álgebra do tipo a), b) ou c) de 10.26.

Por hipótese, existem matrizes homogêneas (as quais podem ser tomadas como sendo da forma
eij ou ceij , dependendo se Bj é isomorfa a Mk,l(K) ou Mk(K ⊕ cK) respectivamente) b1 ∈ B1, . . . ,
br ∈ Br e e1, . . . , er−1 ∈ J tais que b1e1b2 · · · er−1br 6= 0.

Para cada i ∈ {1, 2, . . . , r} escreva fi = fi(x
(i)
1 , . . . , x

(i)
ni ), onde ni ∈ N. Como fi /∈ T (G(Bi)),

existem elementos homogêneos x̃
(i)
1 , . . . , x̃

(i)
ni ∈ Bi e g

(i)
1 , . . . , g

(i)
ni ∈ G tais que fi(x̃

(i)
1 ⊗ g

(i)
1 , . . . , x̃

(i)
ni ⊗

g
(i)
ni ) 6= 0.

Os polinômios f1, . . . , fr podem ser considerados graduados considerando em cada i ∈ {1, 2, . . . , r}
que uma variável x̃

(i)
j é par caso x̃

(i)
j ∈ B

(0)
i e ı́mpar caso contrário. Dessa forma, pelo final da prova

do lema 10.29, segue que fi(x̃
(i)
1 ⊗g

(i)
1 , . . . , x̃

(i)
ni ⊗g

(i)
ni ) = f̃(x̃

(i)
1 , . . . , x̃

(i)
ni )⊗g(i)

1 · · · g
(i)
ni . e tem-se também

que b̃i = f̃(x̃
(i)
1 , . . . , x̃

(i)
ni ) 6= 0.

Se ai, ci ∈ Bi são tais que aib̃ici = bi 6= 0. Com isso, o polinômio gi(ui, x
(i)
1 , . . . , x

(i)
ni , vi) = uif̃ivi

é tal que gi(ai, x̃
(i)
1 , . . . , x̃

(i)
ni , ci) = bi.

Sejam hi, h
′
i, ti ∈ G de mesmo grau homogêneo que ai, ei e ci respectivamente. Então, para cada

i ∈ {1, 2, . . . , r − 1}, obtemos

(ai ⊗ hi)fi(x̃(i)
1 ⊗ g

(i)
1 , . . . , x̃(i)

ni ⊗ g
(i)
ni )(ci ⊗ h′i)(ei ⊗ ti) = aif̃i(x̃

(i)
1 , . . . , x̃(i)

ni )ciei ⊗ hig
(i)
1 · · · g(i)

ni h
′
iti,

donde segue que

(ai ⊗ hi)fi(x̃(i)
1 ⊗ g

(i)
1 , . . . , x̃(i)

ni ⊗ g
(i)
ni )(ci ⊗ h′i)(ei ⊗ ti) = biei ⊗ hig(i)

1 · · · g(i)
ni h
′
iti.
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Como dimG =∞, existem hi, h
′
i, ti, g

(j)
1 , . . . , g

(j)
ni , i, j ∈ {1, 2, . . . , r}, tais que

h1g
(1)
1 · · · g(1)

n1
h′1t1h2g

(2)
1 · · · g(2)

n2
h′2t2 · · · tr−1hrg

(r)
1 · · · g(r)

nr h
′
r 6= 0.

Consequentemente, se o polinômio u1f1v1w1u2f2v2w2 · · ·wr−1urfrvr for avaliado em

ui = ai ⊗ hi, vi = ci ⊗ h′i, wi = ei ⊗ ti, x
(j)
1 = x̃

(i)
1 ⊗ g

(i)
1 , . . . , x(i)

ni = x̃(i)
ni ⊗ g

(i)
ni , i ∈ {1, 2, . . . , r}

obtemos o resultado do lema.

Faremos uma alusão ao processo de colagem de diagramas de Young e evidenciar dois resultados
que são utilizados na demonstração do teorema principal desta seção.

Exemplo introdutório 1: Sejam λ1 = (6, 6, 3, 2, 1) ` 18 e λ2 = (2, 1) ` 3. Considere as
respectivas tabelas de Young Tλ1 e Tλ2 :

h(2, 3, 3)
λ1 :

λ2 :
h(1, 1, 1)

as quais são inseridas em h(2, 3, 3) e h(1, 1, 1) respectivamente. Então, podemos “colar”(sinônimo aqui
de justaposição) Tλ1

e Tλ2
via a regra

• Colar a primeira linha de Tλ2 a (2 + 1)-ésima linha de Tλ1 .

• Colar a segunda linha de Tλ2 a (2 + 2)-ésima linha de Tλ1 .

E com isso, obtemos o diagrama abaixo, o qual é denotado por Tλ1
? Tλ2

λ :

Tλ1
?Tλ2

notemos além disso que λ ` 21.
Construção geral da tabela de Young:
Considere as partições λ1 ` n1, λ2 ` n2, . . . , λr ` nr e suponha que elas satisfazem

h(di, li, ti − si) ≤ λi ≤ h(di, li, ti), para todo i ∈ {1, 2, . . . , r} (41)

onde hi, li, ti são inteiros positivos, i ∈ {1, 2, . . . , r}, e além disso

ti − si ≥ ti+1 + li+1, e ti − si ≥ ti+1 + di+1 para todo i ∈ {1, 2, . . . , r}. (42)

Denote por T1 = Tλ1 , . . . , Tr = Tλr os respectivos diagramas de Young e L1, . . . , Lr os comprimentos
das primeiras d1, . . . , dr linhas de T1, . . . , Tr respectivamente. Análogo para as colunas, onde K1,
. . . , Kr denota os comprimentos das primeiras l1, . . . , lr colunas de T1, . . . , Tr respectivamente. A
condição (41) diz-nos que li + ti − si ≤ Li ≤ li + ti, para cada i ∈ {1, 2, . . . , r}, e similarmente
di + ti − si ≤ Ki ≤ di + ti, para cada i ∈ {1, 2, . . . , r}.

A condição 42 permite-nos colar os diagramas seguindo a seguinte regra

• Colar a primeira linha de T2 a d1 + 1-ésima linha de T1.

• Colar a segunda linha de T2 a d1 + 2-ésima linha de T1.

...

e assim por diante. Isto é, juntamos a j-ésima linha de T2 a d1 + j-ésima linha de T1. O mesmo
processo se faz com Ti e Ti+1, onde formamos a tabela denotada por Ti ? Ti+1, cujo número de caixas
é ni + ni+1. Por indução, formamos a tabela Tλ = T1 ? T2 ? · · · ? Tr, onde λ ` (n1 + · · ·+ nr). Abaixo
ilustramos essa colagem de tabelas.
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d1

d2

l1
l2

· · ·

...

lr

dr

Vamos agora mostrar como podemos fazer colagem de diagramas de Young, para isso, iremos nos
apoiar no exemplo anterior.

Exemplo introdutório 2: Sejam λ1 = (6, 6, 3, 2, 1) ` 18 e λ2 = (2, 1) ` 3. Considere os
diagramas de Young

1 2

3

5 8 9 11

4 17 18 15 16

7 14 12

13 10

6

1 3

2Dλ1 =
Dλ2 =

Baseados na construção acima, podemos “colar”Dλ1 em Dλ2 da mesma forma com que fizemos com
a tabela de Young, porém antes fazendo a seguinte modificação:

Adiciona-se n1 = 18 a cada entrada de Dλ2

e assim, obtemos um novo diagrama:

19 21

20
D′λ2

=

Posteriormente adicionamos (analogamente ao feito acima) Dλ1
e D′λ2

, obtendo o diagrama Dλ1
?D′λ2

19 21

20

1 2

3

5 8

4 17 18

7 14 12

13 10

6

9 11

15 16
Dλ1

? D′λ2
=

Construção geral do diagrama de Young:
Sejam D1, . . . , Dr diagramas de Young correspondentes a λ1, . . . , λr. Para cada j ∈ {1, 2, . . . , r},

denote por α
(j)
uv as entradas de Dj e escreva Dj = Tj(α

(j)
uv ).

Se j ∈ {2, . . . , r}, formamos o diagrama D′j = Tj(α
(j)
uv + n1 + n2 + · · · + nj−1). Com isso temos

D′2 = T2(α
(2)
uv +n1), D′3 = T3(α

(3)
uv +n1 +n2), D′4 = T4(α

(4)
uv +n1 +n2 +n3). Analogamente à colagem

de tabelas feita acima, constrúımos o diagrama Dλ = D1 ? D
′
2 ? · · · ? D′r.

Agora, definimos Nj =

{
{1, 2, . . . , n1} se j = 1

{n1 + · · ·+ nj−1 + 1, . . . , n1 + · · ·+ nj}, se j ∈ {2, . . . , n}.
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Se N = {1, 2, . . . , n} temos a união disjunta N = N1 ∪ · · · ∪ Nr. Para cada j ∈ {1, 2, . . . , r},
considere Snj o grupo simétrico agindo sobre Nj , e portanto KSn1

, . . . , KSnr podem ser mergulhados
em KSn. Além disso KSnj ∩KSni = Ke, para quaisquer i 6= j.

Lema 11.21. Suponha que λ1, . . . , λr satisfazem as condições 41 e 42 e D1, . . . , Dr são os diagramas
de Young correspondentes. Se Dλ = D1 ? D2 ? · · · ? Dr, então e(Dλ) = e(D1) · · · e(Dr) + b onde b é
uma combinação linear de σ ∈ Sn que satisfazem σ(Ni) * Ni, para algum i ∈ {1, 2, . . . , r}.

O próximo lema será usado para demonstrar o teorema de Giambruno e Zaicev sobre a existência
e integralidade do PI expoente. As demonstrações de 11.21 e 11.22 podem ser encontradas em [17]
ou [19].

Lema 11.22. Seja A uma superalgebra de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado K.
Sejam B1, . . . , Br subalgebras Z2-graduadas de A tais que B1JB2J · · · JBr 6= 0 e

d = dim(B
(0)
1 ⊕ · · · ⊕B(0)

r ), l = dim(B
(1)
1 ⊕ · · · ⊕B(1)

r ).

Então, para todo inteiro positivo t ≥ 2 dimA, existe uma partição λ ` n com h(d, l, 2t−s) ≤ λh(d, l, 2t),
onde s = 4 dimA. Além disso, existe um diagrama de Young Dλ tal que e(Dλ)f /∈ T (G(A)) onde
f(x1, . . . , xn) é algum polinômio multilinear com deg f ≤ n+ 3 dimA.

Lema 11.23. Seja A uma superalgebra de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado de
caracteŕıstica 0. Seja q ≥ 0 como definido após (38). Então, existem constantes C1, C2, r1, r2 que
dependem de dimA tais que C2 6= 0, e para cada n suficientemente grande, valem as desigualdades

C2n
r2qn ≤ cn(G(A)) ≤ C1n

n1qn.

Em particular, expG(A) existe.

Demonstração. Sejam d := dim(B
(0)
1 ⊕ · · ·B(0)

r ), l := dim(B
(1)
1 ⊕ · · ·B(1)

r ) e m := dimA.
Se N ∈ N com N > 7m2 +3m, pelo algoritmo de Euclides pode-se escrever N−dl−3m = t(2q)+r,

onde 0 ≤ r ≤ 2q − 1. Observamos que t(2q) + r + dl + 3m > 7m2 + 3m⇔ t(2q) + r + dl > 7m2.
Por outro lado, como d+ l = q, tem-se que d ≤ q e l ≤ q e portanto dl ≤ q2, em particular dl < m2.

Segue que t(2m) + 2m+m2 > t(2q) + r+ dl > 7m2 se e somente se 2t+ 2 +m > 7m, se e somente se
2t+ 2 > 6m e se e somente se t > 3m− 1. Como (3m− 1)− 2m = m− 1 ≥ 0, conclúımos que t > 2m.
Pelo lema 11.22 existem n, λ ` n com h(d, l, 2t− 4m) ≤ λ ≤ h(d, l, 2t).

Existe f um polinômio multilinear, tal que n ≤ deg f ≤ n + 3m, e um diagrama de Young Dλ

satisfazendo e(Dλ)f /∈ T (G(A)). Se c = deg f , definimos

f ′(x1, . . . , xc, xc+1, . . . , xN ) = f(x1, . . . , xc)xc+1 · · ·xN .

Segue que se x̂i = xi ⊗ hi, onde xi ∈ A e hi ∈ G são elementos homogêneos, para i ∈ {1, 2, . . . , N},
então

f ′(x1 ⊗ h1, . . . , xc ⊗ hc, xc+1 ⊗ hc+1, . . . , xN ⊗ hN ) = f(x1 ⊗ h1, . . . , xc ⊗ hc)xc+1 · · ·xN ⊗ hc+1 · · ·hN .

Pela definição de f̃ segue que f ′(x1 ⊗ h1, . . . , xc ⊗ hc, xc+1 ⊗ hc+1, . . . , xN ⊗ hN ) = (f̃(x1, . . . , xc) ⊗
h1 · · ·hc)xc+1 · · ·xN ⊗ hc+1 · · ·hN , isto é

f ′(x1 ⊗ h1, . . . , xc ⊗ hc, xc+1 ⊗ hc+1, . . . , xN ⊗ hN ) = f̃(x1, . . . , xc)xc+1 · · ·xN ⊗ h1 · · ·hN .

Em particular

e(Dλ)f ′(x1 ⊗ h1, . . . , xc ⊗ hc, xc+1 ⊗ hc+1, . . . , xN ⊗ hN ) = e(Dλ)f̃(x1, . . . , xc)xc+1 · · ·xN ⊗ h1 · · ·hN .

Dado que ˜e(Dλ)f = e(Dλ)f̃ , a igualdade acima se torna

e(Dλ)f ′(x1 ⊗ h1, . . . , xc ⊗ hc, xc+1 ⊗ hc+1, . . . , xN ⊗ hN ) = ˜e(Dλ)f(x1, . . . , xc)xc+1 · · ·xN ⊗ h1 · · ·hN .

Como e(Dλ)f /∈ T (G(A)), pelo lema 10.29, ˜e(Dλ)f /∈ T (A) e assim, existem elementos homogêneos

w1, . . . , wc ∈ A tais que ˜e(Dλ)f(w1, . . . , wc) 6= 0.

Existe elemento homogêneo da forma b = eij ou b = ceij tal que ˜e(Dλ)f(w1, . . . , wc)b 6= 0. Assim,
se wc+1 = b e wc+2 = · · · = wN = ejj temos que

˜e(Dλ)f(w1, . . . , wc)wc+1wc+2 · · ·wN = ˜e(Dλ)f(w1, . . . , wc)bejj = ˜e(Dλ)f(w1, . . . , wc)b 6= 0.
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Por outro lado, como dimG =∞, existem g1, . . . , gN ∈ G tais que g1 · · · gN 6= 0. Logo

f ′(w1 ⊗ g1, . . . , wc ⊗ gc, wc+1 ⊗ gc+1, . . . , wN ⊗ gN ) 6= 0.

Isto é, e(Dλ)f ′ /∈ T (G(A)).
Como λ ≤ h(d, l, 2t), Tλ está contido no diagrama

d

2t

2t

l

e assim (2t+l)d+2tl = 2td+ld+2tl+2t(d+l)+ld = 2tq+ld > n. Analogamente, de λ ≥ h(d, l, 2t−4m)
segue que n ≥ d(2t − 4m + l) + (2t − 4m)l = 2t(l + d) − 4md + dl − 4ml = 2tq − 4mq + dl. Pelo

teorema da ramificação 8.44 segue que KSNe(Dλ)f ′ ⊆
⊕
µ`N
µ≥N

Iµf
′, onde Iµ é o ideal minimal bilateral

de KSN correspondente a µ. Consequentemente, existe µ ≥ λ e um diagrama de Young Dµ tal que
KSNe(Dµ)f ′ * T (G(A)).

Em particular, cN (g(A)) 6= 0 e além disso cN (G(A)) ≥ dµ ≥ dh(d,l,2t−4m). Observemos que

N − |h(d, l, 2t− 4m)| = N − (2tq − 4mq + dl) = 2tq + dl + 3mr − 2tq + 4mq − dl = 3m+ r + 4mq.

Como r < 2q < 2m, temos N − |h(d, l, 2t − 4m)| = 3m + r + 4mq < 3m + 2m + 4m2 = 4m2 + 5m.

Pelo lema 11.16, dµ ≥ N−4m2−3mdh(d,l,2t−4m).

Agora por 11.17, dh(d,l,2t−4m) 'k→∞ akb(d + l)k = akbqk donde existe k0 ∈ N tal que k > k0 e

dh(d,l,2t−4m) ≥ akbqk.
Se n > max{N, k0}, conclúı-se que existem constantes C2, r2, com C2 6= 0, as quais dependem

somente de m = dimA, e tais que cn(G(A)) ≥ C2n
r2qn.

A outra desigualdade segue da proposição 11.19.

Estamos já em posição para demonstrar o teorema de existência do PI-expoente. Entretanto,
gostaŕıamos de retirar a hipótese de o corpo K ser algebricamente fechado. Para tanto relacionamos
a codimensão da álgebra A⊗F K com a de A, onde F denota um corpo de caracteŕıstica 0 e K é uma
extensão de F . O próximo resultado irá fazer isso. Não iremos demonstrá-lo aqui.

Teorema 11.24. ( [19]) Sejam F um corpo de caracteŕıstica 0 e A uma F -álgebra. Se K é uma
extensão de F , com K um corpo algebricamente fechado, então cn(A⊗FK) = cn(A), para cada n ∈ N.

Além disso mλ(A⊗F K) = mλ(A), para cada n ∈ N.

Teorema 11.25. (Teorema de Giambruno e Zaicev) Seja R uma PI-álgebra sobre um corpo K de
caracteŕıstica 0. Então, existe um inteiro q ≥ 0 e constantes C1, C2, r1, r2, com C1, C2 ∈ Z≥0 e
C2 6= 0, tais que para n suficientemente grande

C2n
r2qn ≤ cn(R) ≤ C1n

r1qn.

Em particular, expR existe e expR ∈ Z≥0.

Demonstração. Pelo teorema 11.24, pode-se assumir sem perda de generalidade que K é um corpo
algebricamente fechado. Por outro lado, pelo teorema de Kemer (10.31) existe A uma superalgebra de
dimensão finita sobre K tal que T (R) = T (G(A)) e em particular, para todo n ∈ N cn(R) = cn(G(A)).
O resultado segue imediatamente do lema 11.23.

Proposição 11.26. a) Se U ⊆ V são variedades de álgebras, então exp U ≤ exp V .
b) Se A, B são PI-álgebras, então expA⊕B = max{expA, expB}.
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Exemplo 11.27. Dada uma lista de inteiros (d1, . . . , dm) ∈ Z>0, denota-se por UT (d1, . . . , dm) o
subconjunto de Md1+···dm(K) consistindo das matrizes triangulares superiores em blocos

A =


L1 · · · C1m

. · · · .

. · · · .
0 · · · Lm


onde L1, . . . , Lm são matrizes quadradas de ordem d1 × d1, . . . , dm × dm respectivamente, e Cij
são matrizes retangulares de tamanhos apropriados. Denotando por Bij o subespaço das matrizes de
mesma ordem que Cij, por abuso de notação pode-se escrever

UT (d1, . . . , dm) =


Md1(K) B12 · · · B1m

0 Md2(K) · · · B2m

. . · · · .

. . · · · .

. . · · · .
0 0 · · · Mdm(K)

 .

Então UT (d1, . . . , dm) é uma subálgebra de Md1+···+dm(K). Suponha que m = 2, vamos primeiro
calcular expUT (d1, d2). Considere o ideal H de UT (d1, d2) dado por

H =

(
0 B12

0 0

)
.

Uma base de H é H = {eij : 1 ≤ i ≤ d1, d1 < j ≤ d1 + d2}.
Segue que H é um nil ideal, e portanto, H ⊆ rad(UT (d1, d2)). Considere agora a função

ψ : UT (d1, d2)→Md1(K)⊕Md2(K), ψ

(
A B
0 C

)
=

(
A 0
0 C

)
.

É imediato que ψ é um epimorfismo de álgebras e além disso, Ker(ψ) = H. Pelo primeiro teorema
do isomorfismo segue que UT (d1, d2)/H ∼= Md1(K)⊕Md2(K). Como Md1(K)⊕Md2 é semissimples,
segue que rad(UT (d1, d2)/H) = rad(UT (d1, d2))/H = 0 donde tem-se que rad(UT (d1, d2)) ⊆ H e
portanto que rad(UT (d1, d2)) = H.

Notemos agora que e11e1,d1+1ed1+1,d1+1 = ed1+1,d1+1 e segue que Md1(K)B12Md2(K) 6= 0. Logo

expUT (d1, d2) = dimMd1(K) + dimMd2(K) = d2
1 + d2

2.

No caso geral o resultado segue de forma análoga, notando que rad(UT (d1, . . . , dm)) ∼= ⊕i<jBij. De
fato, qualquer matriz

A ∈ G, onde G =


0 B12 · · · B1m

0 0 · · · B2m

. . · · · .

. . · · · .
0 0 · · · 0


é nilpotente, donde tem-se que rad(UT (d1, . . . , dm)) ⊆ G. Pelo mesmo racioćınio feito na construção
da função ψ acima, conclúı-se que rad(UT (d1, . . . , dm)) = G ∼=

⊕
i<j Bij. Consequentemente, segue

que expUT (d1, . . . , dm) = d2
1 + · · ·+ d2

m.

Teorema 11.28. Seja A uma álgebra de dimensão finita K de caracteŕıstica 0. Então
a) expA ≤ dimA
b) Considere Ω o conjunto de todas as subálgebras simples B ⊆ A e d = max{dimZ(B)B : B ∈ Ω}.

Se B ∈ Ω é tal que dimZ(B)B = d, segue que expA = dimZ(B)B.
Em particular, se A é simples expA = dimZ(A)A.
c) A álgebra A é central e simples sobre K se, e somente se, expA = dimK A.
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12 Resultados principais 2: Caracterização das variedades de
álgebras associativas cujas codimensões têm crescimento
polinomial

Nesta seção iremos fornecer caracterizações de variedades com crescimento polinomial das suas co-
dimensões, o principal resultado é teorema 12.21, o qual fornece 4 caracterizações. Os resultados
trabalhados aqui são devidos a Giambruno, Zaicev ( [18]) e Kemer ( [24]).

12.1 Separação de T -ideais de PI-álgebras pela álgebra de Grassmann

Proposição 12.1. Seja G a álgebra de Grassmann sobre K. Então, cada Sn-módulo irredut́ıvel
aparece com multiplicidade 1 em Pn/Pn ∩ T (G), para cada n ∈ N, e além disso todas as partições
associadas estão em H(1, 1). Em outras palavras, para cada n ∈ N

χn(G) =
∑
λ`n

λ⊆H(1,1)

χλ.

Demonstração. Seja λ uma partição de n com λ ⊆ H(1, 1). Então λ = (k, 1, 1, . . . , 1) = (k, 1n−k).
Considere o diagrama de Young Dλ dado por

1

k + 1

...

n− 1

n

2 · · · · · · k

Nas notações da seção 8 segue que R(Dλ) = Sk, e C(Dλ) = (1, k + 1, . . . , n)Sn−k+1.
Considere agora um monômio w = x1 · · ·xn. Vejamos que se wk = e(Dλ)w, então como τ ∈ C(Dλ)

fixa os elementos {2, 3, . . . , k}, temos

wk = (
∑

σ∈R(Dλ)

σ)(
∑

τ∈C(Dλ)

(−1)τxτ(1)x2 · · ·xkxτ(k+1) · · ·xτ(n)).

Vamos mostrar que wk /∈ T (G). Isso implica que na soma χn(G) =
∑
µ`nmµχµ, todas as partições

da forma µ(k) = (k, 1n−k) são tais que mµ(k) ≥ 1. Considere os elementos x̃1 = e1, x̃k+1 = e2, . . . ,
x̃n = en−k+1, e x̃2 = en−k+2en−k+3, x̃3 = en−k+4en−k+5, . . . , x̃k−1 = en−1en+1, x̃k = en+k−2en+k−1.

Como x̃2, . . . , x̃k ∈ G(0) segue que

wk(x̃1, . . . , x̃n) =

( ∑
σ∈R(Dλ)

σ

)
x̃2 · · · x̃k

(
sn−k+1(x̃1, x̃k+1, . . . , x̃n)

)
.

Por outro lado, sn−k+1(x̃1, x̃k+1, . . . , x̃n) = (n− k + 1)!e1 · · · en−k+1 6= 0, donde tem-se que

wk(x̃1, . . . , x̃n) = (n− k + 1)!

( ∑
σ∈Sk

σ

)
x̃2 · · · x̃n(n− k + 1)!e1 · · · en−k+1.

Logo wk(x̃1, . . . , x̃n) = (n− k + 1)!k!e1 · · · en+k−1 6= 0.

Sabe-se do teorema 4.3 que cn(G) = 2n−1, para todo n ∈ N e também que cn(G) =
∑
λ`n

degχλ.

Para cada µ(k) ` n, em cada entrada de Tµ(k) o comprimento do gancho (i, j) é dado por

h11 = k − 1 + n− k + 1 = n, h1j = j − 1, j ∈ {2, . . . , k}, hl1 = l − 1, l ∈ {k + 1, . . . , n}

e pela fórmula do gancho 8.40

degχµ(k) =
n!∏

i,j

hij
=

n!

n · 2 · · · k − 1 · · · k · · ·n− 1
=

n!

(n− k)!k!
=

(
n− 1

k − 1

)
.
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Como
∑
λ`n degχλ ≥

∑n−1
k=1

(
n−1
k−1

)
= 2n−1, conclúı-se que χn(G) =

∑n
k=1 χµ(k) =

∑
λ`n

λ⊆H(1,1)
χλ.

Resumimos no teorema abaixo os resultados conhecidos sobre a álgebra de Grassmann sobre corpos
de caracteŕıstica 0. Foram estabelecidos na seção 4.1 bem como na proposição 12.1.

Teorema 12.2. Seja G uma álgebra de Grassmann sobre um corpo K de caracteŕıstica 0. Então, são
verificados:

a) T (G) = 〈[[x1, x2], x3]〉T
b) cn(G) = 2n−1, para todo n ∈ N.

c) χn(G) =
∑
λ`n

λ⊆H(1,1)

χλ.

Segue de imediato de c) que ln(G) = n, para todo n ∈ N.

Proposição 12.3. Seja V uma variedade de álgebras associativas sobre um corpo de caracteŕıstica
0. Então, V satisfaz uma identidade standard se, e somente se V não contém G.

Antes da demonstração da proposição acima, precisamos de alguns fatos.
Dado k ≥ 1, sabe-se que e(1k) =

∑
σ∈Sk(−1)σσ. Considere r, l ≥ 0 tais que r + l + 1 = k e a

subdivisão {i1, . . . , ir, j1, . . . , jl, t} = {1, 2, . . . , k}.
Afirmamos que e(1k)[[xi1 · · ·xir , xj1 · · ·xjl ], xt] = 0.
Ao invés de agir com Sk no conjunto {i1, . . . , ir, j1, . . . , jl, t}, é suficiente supormos que i1 = 1, . . . ,

ir = r, j1 = r+1, . . . , jl = k−1, t = k. Notemos que se p(x1, . . . , xk) = e(1k)[[x1 · · ·xr, xr+1 · · ·xk−1], xk],
então p(x1, . . . , xk) = A+B + C +D onde

A = x1 · · ·xk, B = −xr+1 · · ·xk−1x1 · · ·xrxk, C = −xkx1 · · ·xk−1, D = xkxr+1 · · ·xk−1x1 · · ·xr.

Por conta do teorema 3.3, existe α ∈ K tal que e(1k)p(x1, . . . , xk) = αsk(x1, . . . , xk). Dessa forma

e(1k)A+ e(1k)B + e(1k)C + e(1)kD = αe(1)ksk = αk!sk

logo, os monômios de e(1k)A+e(1k)B+e(1k)C+e(1)kD possuem o mesmo coeficiente em e(1k), e assim,
basta calcularmos o coeficiente a ∈ K de x1 · · ·xk em e(1k)p. Se aA, aB , aC , aD são os coeficientes de
x1 · · ·xk em e(1k)A, e(1k)B, e(1k)C, e(1k)D respectivamente, então aA + aB + aC + aD = a.

Note agora que para se obter x1x2 · · ·xjxr+1 · · ·xk−1xj+1 · · ·xk precisa-se agir em B com exata-
mente p = k − r − 1 transposições, e disto, conclúı-se que aB = −(−1)rp.

De forma análoga mostra-se que aC = (−1)k−1 e aD = (−1)rp(−1)k−1. Como aA = 1 e k−1 = p+r
tem-se que

a = 1− (−1)rp − (−1)r+p + (−1)rp(−1)r+p = (1− (−1)rp)(1− (−1)r+p)

donde segue que a = 0 pois não importa a paridade de p, r, ou (−1)rp = 1 ou (−1)r+p = 1.
Vamos então para a demonstração da proposição acima.

Demonstração. (⇒) : Suponha que V satisfaça a identidade standard de grau m.
Dado que sm(e1, . . . , em) = m!e1 · · · em 6= 0, segue que G /∈ V .
(⇐) : Suponha que f é um polinômio multilinear, f ∈ T (V ) e f /∈ T (G). Notemos que se p, q, a e

b são monômios em K〈X〉, pela observação 4.2 segue que [[p, q], ab] = [[p, q], a]b+ a[[p, q], b].
Por outro lado, por 12.2 temos que os elementos de T (G) podem ser escritos como combinação

linear de elementos da forma
a[[xi1 · · ·xik , xj1 · · ·xjl ], xr]b (43)

onde a, b são monômios de grau ≥ 0.
Lema 4.1 implica que para cada n ∈ N, Pn/Pn ∩ T (G) é gerado por elementos da forma

xi1 · · ·xik [xj1 , xj2 ] · · · [xj2m−1
, xj2m ] + Pn ∩ T (G) (44)

com
i1 < · · · < ik, j1 < j2 · · · j2m, 2m+ k = n, e {i1, . . . , ik} ∩ {j1, . . . , j2m} = ∅. (45)

Dado que f ∈ Pn mas f /∈ T (G), pode-se assumir sem perda de generalidade que um elemento da
forma

x1 · · ·xk[xk+1, xk+2] · · · [xn−1, xn] (46)
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aparece na soma de f com coeficiente 1. Substituindo em f os elementos x1, . . . , xk por respectivamente
[x1, y1], . . . , [xk, yk], obtemos o polinômio g(x1, . . . , xn, y1, . . . , yk) o qual é também uma identidade
de V . Qualquer avaliação φ : X → K〈X〉 em g é ainda uma identidade polinomial, e além disso, se
{i1, . . . , ik, j1, . . . , j2m} 6= {1, 2, . . . , n}, pelo lema 4.1, segue que

xi1 · · ·xik [xj1 , xj2 ] · · · [xj2m−1 , xj2m ] ∈ T (G).

Portanto g(x1, . . . , xn, y1, . . . , yk) = [x1, y1] · · · [xk, yk][xk+1, xk+2] · · · [xn−1, xn] + h, onde h ∈ Pn ∩
T (G). Renomeando as variáveis, temos g = [x1, x2] · · · [x2q−1, x2q] + h, onde h ∈ P2q ∩ T (G) é uma
combinação linear de elementos da forma 43. Vejamos que se {i1, . . . , ik, j1, . . . , jl, r} ⊆ {1, 2, . . . , 2q}
e ainda se S{i1,...,ik,j1,...,jl,r} denota o conjunto das permutações do conjunto {i1, . . . , ik, j1, . . . , jl, r},
então denotaremos

v =
∑

σ∈S{i1,...,ik,j1,...,jl,r}

(−1)σσ.

Então existe a ∈ KS2q tal que e(12q) = av.
Sem perda de generalidade podemos supor h = a[[xi1 · · ·xik , xj1 · · ·xjl ], xr]b, onde a, b são monômios

de grau ≥ 0. Pelo argumento utilizado após o enunciado da proposição, tem-se que e(12q)h = avh = 0.

Pela observação 4.5,
1

2q
e(12q)g =

1

2q
e(12q)[x1, x2] · · · [x2q−1, x2q] = s2q.

Segue que s2q é uma identidade em V .

Corolário 12.4. Seja A = A(0) ⊕ A(1) uma superalgebra tal que G(A) satisfaz uma identidade stan-
dard. Então o ideal AA(1)A é nilpotente.

Demonstração. Suponha primeiro que K seja um corpo algebricamente fechado. É suficiente mos-
trarmos que A(1) ⊆ J , onde J = rad(A).

Vamos analisar primeiro o caso em que A é semissimples e A(1) 6= 0. Pelo teorema de Wedderburn-
Artin e o teorema de classificação de superalgebras simples de dimensão finita 10.26, A pode ser
escrito como uma soma direta de superalgebras simples, as quais são da forma Mk(K), Mk,l(K)
ou Mk(K ⊕ cK), com c2 = 1. Como A(1) 6= 0, pelo menos uma das componentes da soma direta de
A é da forma Mk,l(K) ou Mk(K ⊕ cK).

Se Mk,l(K) é uma dessas álgebras simples da decomposição de A, e k ≥ l > 1, considere o
homomorfismo de álgebras

ψ : M1,1(K)→Mk,l(K)

(
a b
c d

)
7→ ae1,1 + be1,k+1 + cek+1,1 + dek+1,k+1.

Dado que ψ é injetor, segue que M1,1
∼= ψ(M(1,1)). Dessa forma, sem perda de generalidade pode-se

supor que M1,1(K) é uma subalgebra de Mk,l(K), e portanto G(A) contém a subalgebra

F = (K(e11 + e22)⊗G(0))⊕ (K(e12 + e21)⊗G(1)).

Dado que G mergulha em F e dimF = dimG, conclúı-se que F ∼= G. Porém isso é um absurdo pois
G não satisfaz nenhuma identidade standard. Logo, Mk,l(K) não é uma dessas álgebras.

Caso Mk(K ⊕ cK) seja uma destas álgebras simples, então como K ⊕ cK pode ser considerado
uma subalgebra de Mk(K ⊕ cK), segue que G(A) contém a subalgebra

G(K ⊕ cK) = ((K ⊕ cK)⊗G(0))⊕ ((K ⊕ cK)⊗G(1))

a qual é isomorfa a G pois dim(K⊗cK) = 1, e assim, como no caso anterior, obtemos uma contradição.
E assim, Mk(K ⊕ cK) não pode ser uma dessas álgebras simples. Consequentemente, A não pode ser
semissimples.

Como A não é semissimples, seu radical de Jacobson J é não nulo, e assim, podemos considerar a
álgebra A/J a qual é semissimples e G(A/J) satisfaz também uma identidade standard. Consequen-
temente, pelo feito acima, A(1)/J = 0, donde tem-se que A(1) ⊆ J .

Resta-nos ainda considerar o caso em que K é um corpo qualquer de caracteŕıstica 0. Nesta
situação, se L = K é o fecho de K, defina AL = A⊗K L e GL = G⊗K L. Então, como

GL(AL) ∼=

(
(A0 ⊗G(0))⊗ L⊗ L

)⊕(
(A(1))⊗G(1) ⊗ L⊗ L

)
,

tem-se que GL(AL) satisfaz a identidade standard se, e somente se, G(A) satisfaz a identidade stan-
dard. E assim, aplica-se a primeira parte à GL e AL.
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O próximo teorema é o principal desta subseção, ele caracteriza variedades que são geradas por
álgebras de dimensão finita em termos da álgebra de Grassmann. De maneira menos formal, pode-se
dizer que a álgebra de Grassmann separa T -ideais de variedades geradas por álgebras de dimensão
finita.

Teorema 12.5. Dada uma variedade V , são equivalentes:
a) V = var(A), onde A é uma álgebra de dimensão finita.
b) V satisfaz uma identidade de Capelli.
c) Para todo n ∈ N, χn(V ) ⊆ H(d, 0), para algum d ≥ 1.
d) V satisfaz uma identidade standard.
e) G /∈ V .

Demonstração. A implicação a)⇒ b) segue por 11.6; b) e c) são equivalentes por 11.5. Se uma varie-
dade satisfaz uma identidade de Capelli, então por definição, esta satisfaz uma identidade standard,
donde segue que b) implica d). Por outro lado, pela proposição 12.3 tem-se que d), e) são equivalentes.
Resta mostrar que e) implica a). Pelo segundo teorema de Kemer 10.31, existe uma superalgebra
A = A(0) ⊕A(1) de dimensão finita tal que V = var(G(A)).

Pelo corolário 12.4, o ideal AA(1)A é nilpotente, portanto, I = G(A)(A(1) ⊗ G(1))G(A) também
é nilpotente, e existe m ∈ N tal que Im = 0. Logo qualquer produto contendo m fatores da forma
a ⊗ g, a ∈ A(1), g ∈ G(1), deve ser nulo. Seja {a1, a2, . . . , ak} uma base de A(1) e t = max{k,m}, se
{e1, . . . , en, . . .} representa os geradores de G, defina E = {ai⊗ej : 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ t}. Considere
C a subalgebra de G(A) gerada por A(0) ⊗ 1 juntamente com E . Então C tem a forma

C =

{∑
j∈J

αjr1,j · · · rnj ,j | |J | <∞, r1,j , . . . , rnj ,j ∈ (A0 ⊗ 1) ∪ E , αj ∈ K

}
.

Além disso, C = C(0) ⊕ C(1) e dimC <∞. Vamos mostrar que V = var(C). , Notemos que isso
equivale a T (V ) = T (C).

Dado que C é uma subálgebra de G(A), e T (V ) = T (G(A)), segue que T (C) ⊆ T (G(A)). Portanto,
é suficiente ver que se f /∈ T (G(A)), então f /∈ T (C). Para isso, considere f /∈ T (G(A)). Existem b1,
. . . , bs ∈ A(0), g1, . . . , gs ∈ G(0), ai1 , . . . , ain−s ∈ A(1), h1, . . . , hn−s ∈ G(1) tais que

f(b1 ⊗ g1, . . . , bs ⊗ gs, ai1 ⊗ h1, . . . , ain−s ⊗ hn−s) 6= 0. (47)

Reagrupando os elementos da avaliação em 47 obtemos um polinômio u(x1, . . . , xn) tal que

f(b1⊗g1, . . . , bs⊗gs, ai1⊗h1, . . . , ain−s⊗hn−s) = u(b1, . . . , bs, ai1 , . . . , ain−s)⊗g1 · · · gsh1 · · ·hn−s 6= 0.
(48)

Conclúı-se de 48 que em particular (g1 · · · gs)h1 · · ·hn−s 6= 0. Disso segue que n − s < m ≤ t. Dessa
forma, podemos avaliar f(x1, . . . , xn) nos elementos b1⊗ 1, . . . , bs⊗ 1, ai1 ⊗ e1, . . . , ain−s ⊗ en−s ∈ C.
Assim

f(b1 ⊗ 1, . . . , bs ⊗ 1, ai1 ⊗ h1, . . . , ain−s ⊗ hn−s) = u(b1, . . . , bs, ai1 , . . . , ain−s)⊗ h1 · · ·hn−s 6= 0

implicando que f /∈ T (C). Conclúımos então que T (G(A)) = T (C) e portanto V = var(C).

12.2 Caracterizações de variedades de crescimento polinomial

Primeiro estabelecemos alguns resultados a respeito dos elementos idempotentes que definem as re-
presentações irredut́ıveis de Sn, bem como alguns fatos clássicos sobre o PI-expoente.

Lema 12.6. Sejam λ ` n e µ ` n′, com n′ ≤ n, e suponha λ ≥ µ. Seja Dλ o diagrama de Young no
qual os inteiros 1, 2, . . . , n′ são arranjados em um subdiagrama Dµ. Então, existem a, b ∈ KSn com
eDλ = ae(Dµ)b.

Demonstração. Por hipótese, R(Dµ) e C(Dµ) são subgrupos de R(Dλ) e C(Dλ) respectivamente.
Dessa forma, tem-se a união disjunta em classes laterais à esquerda e à direita respectivamente

R(Dλ) =
⋃
i

τiR(Dµ), e C(Dλ) =
⋃
i

C(Dµ)σi.

Dessa forma, como

e(Dλ) =
∑

τ∈R(Dλ),σ∈C(Dλ)

(−1)στσ =

( ∑
τ∈R(Dλ)

τ

)( ∑
σ∈C(Dλ)

(−1)σσ

)
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segue que

e(Dλ) =

(∑
i

τi

)( ∑
τ∈R(Dµ)

τ

)( ∑
σ∈C(Dµ)

(−1)σσ

)(∑
j

(−1)σjσj

)

e assim, se a =
∑
i τi e b =

∑
j(−1)σjσj , então e(Dλ) = ae(Dµ)b.

A demonstração do próximo lema pode ser encontrada na página 139 de [19].

Lema 12.7. Seja d um inteiro positivo e λ ` n, com λ = (kd), onde kd = n. Então, existe k0 ∈ N

tal que para todo k > k0 dλ = degχλ >
dn

n1/2d(d−1)
.

Lema 12.8. a) Se U ⊆ V são variedades de álgebras, então, para todo n ∈ N, cn(U ) ≤ cn(V ) e
portanto, exp U ≤ exp V .

b) Se R e S são duas PI-álgebras, então, para todo n ∈ N, cn(R ⊕ S) ≤ cn(R) + cn(S). Segue
disso que expR⊕ S = max{expA, expB}.

Teorema 12.9. Dada uma PI-álgebra R, são equivalentes:
a) A sequência (cn(R))n é polinomialmente limitada.
b) expR ≤ 1
c) Existe uma constante q ∈ N tal que χn(R) =

∑
λ`n

|λ|−λ1≤q
mλχλ onde para cada λ ` n, |λ| − λ1

denota a quantidade de caixas que estão abaixo da primeira coluna da tabela de Young Tλ.

Demonstração. a) ⇒ b) : Por hipótese, existem C, t > 0 tais que cn(R) ≤ Cnt, para todo n ∈ N.
Dessa forma, segue que expR = limn→∞

n
√
cn(R) ≤ limn→∞

n
√
Cnt = 1.

Suponha sem perda de generalidade que para qualquer q > 0 existe N ∈ N e λ ` N tal que
λ2 := m ≥ q e mλ 6= 0 na decomposição de χN (R). Considere agora Dλ o diagrama de Young obtido
preenchendo-se a primeira linha da esquerda pra direita (começando na posição (1, 1)) com os números
1, 3, . . . 2m− 1 e na segunda linha (começando em (2, 1)) com 2, 4, . . . , 2m. Tal diagrama é esboçado
na figura abaixo.

1 3 5 · · ·
2 4 6

· · · 2m− 1

2m· · ·

Dado que mλ 6= 0, pelo teorema 11.3 existe um diagrama de Young Dλ e um polinômio f ∈ PN tal
que e(Dλ)f não é uma identidade em R. Sem perda de generalidade, pode-se assumir que f é da
forma f(x1, . . . , xN ) = αx$(1) · · ·x$(N) onde $ ∈ SN . Considere agora S2m mergulhado como um
subgrupo de SN via

ι : S2m → SN , σ 7→
(

1 2 · · · 2m 2m+ 1 · · ·N
σ(1) σ(2) · · · σ(2m) 2m+ 1 · · ·N

)
.

Se µ = (m,m) ` 2m, então µ ≤ λ. Assim, se Dµ é o diagrama associado a µ, pelo lema 12.6
segue que e(Dλ) pode ser escrito como uma combinação linear de elementos da forma τe(Dµ)σ,
onde τ, σ ∈ SN . Dado que e(Dλ)f não é uma identidade em R, existe um polinômio multilinear g
(o qual também pode ser assumido ser um monômio) tal que e(Dµ)g não é uma identidade em R.
Escreva g(x1, . . . , xn) = a0xξ(1)a1 · · · a2m−1xξ(2m)a2m, onde ξ ∈ S2m e a0, . . . , a2m são monômios
em x2m+1, . . . , xN de grau ≥ 0. Considere agora as novas variáveis ς1, . . . , ς2m−1 definidas da
seguinte forma: ςj é uma nova indeterminada caso deg aj ≥ 1 e ςj = 1, caso deg aj = 0. Dessa forma,
dado que e(Dµ)g não é uma identidade em R, conclúı-se que e(Dµ)h = e(Dµ)xξ(1)ς1 · · · ς2m−1xξ(2m),
onde h = xξ(1)ς1 · · · ς2m−1xξ(2m). Portanto, h é um polinômio multilinear em x1, . . . , xk, onde
2m ≤ k ≤ 4m. Considere agora M o S2m−submódulo irredut́ıvel de Pk gerado por e(Dµ)h. Dado

que χM = χµ, pelo lema 12.7 dµ = degχµ >
22m

2m
. Logo ck(R) = dim

Pk
Pk ∩ T (R)

>
22m

2m
>

2
k
2

k

pois
k

2
< 2m ≤ k. Com isso, mostramos que dado q > 0, existe k ∈ N, com 2q ≤ 2m ≤ k tal que

ck(R) >
(
√

2)k

k
, e portanto k

√
ck(R) >

√
2

k
√
k
> 1.
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Mas isso contraria o fato de que expR ≤ 1. Conclui-se que todos os caracteres irredut́ıveis que
aparecem com multiplicidade 6= 0 em χn(R), para todo n ∈ N, correspondem a diagramas de Young
onde a segunda linha é limitada por uma constante C, isto é, para cada λ ` n, então λ2 ≤ C.
Agora, dado que expR ≤ 1 e expG = 2 ( teorema 12.2) segue que G /∈ var(R), pois caso contrário
expG ≤ expR o que é um absurdo. Pela proposição 12.3, temos que R satisfaz alguma identidade
standard, e assim, pelo teorema 12.5, existe d > 0 tal que para todo λ ` n, n ∈ N, com mλ 6= 0, vale
λ ∈ H(d, 0) implicando que se q = Cd, temos |λ| − λ1 ≤ q o qual prova c).

c)⇒ a) : Suponha que para todo n ≥ 1 vale χn(R) =
∑
λ`n

|λ|−λ1≤q

mλχλ.

Fixe um n ≥ 1. Dado que λ1 ≥ n− q, se hij denota o (i, j)-gancho de Tλ segue que h11 ≥ n− q,
h12 ≥ n− q − 1, . . . , h1λ1

≥ 1. Pela formula do gancho (8.40)

dλ =
n!∏

(i,j)∈B(λ)

hij
≤ n!

(n− q)!
≤ nq.

Como Pn ≡ KSn e χreg =
∑
λ`n dλχλ, temos mλ ≤ dλ ≤ nq. Portanto cn(R) =

∑
λ`nmλ degχλ ≤

#{λ : λ ` n, n− λ1 ≤ q}n2q.
Porém #{λ | λ ` n, n − λ1 ≤ q} ≤ q2 uma vez que para cada λ ` n com n − λ1 ≤ q, Tλ está

contido no diagrama de Young Tη, onde η = (qn). Conclúı-se que cn(A) ≤ q2n2q donde segue a).

Vejamos que pela prova do teorema acima, se V é uma variedade tal que exp V ≤ 1, então existe
d > 0 tal que para todo n ≥ 1, χn(V ) ⊆ H(d, 0) e com isso, pelo teorema 12.5 existe uma PI-álgebra
de dimensão finita A satisfazendo V = varA.

Corolário 12.10. Se V é uma variedade com exp V ≤ 1, existe uma PI-álgebra de dimensão finita
A tal que V = varA.

Uma variedade V é dita ter crescimento polinomial se a sequência de codimensões (cn(V ))n é
polinomialmente limitada. Em seguida, vamos fornecer uma caracterização de tais variedades.

Teorema 12.11. (Kemer-1979) Dada uma variedade V , temos que exp V ≤ 1 se, e somente se, G,
UT2(K) /∈ V .

Demonstração. Sabe-se já que expG = 2, e expUT2(K) = 2, pelo exemplo 11.27, uma vez que
UT2(K) = UT (1, 1). Logo se exp V ≤ 1, então G, UT2(K) /∈ V .

Reciprocamente, assuma que G, UT2(K) /∈ V . Como G /∈ V , pelo teorema 12.5 existe uma álgebra
de dimensão finita A tal que V = varA. Pelo teorema de Wedderburn-Malcev, pode-se escrever
A = A1 ⊕ · · ·Ak ⊕ J onde para cada j ∈ {1, 2, . . . , k}, Aj é uma subalgebra simples e Aj ∼= Mnj (K).

Suponha que exista i ∈ {1, 2, . . . , k} tal que ni > 1. Nestas condições, UT2(K) pode ser visto como
uma subalgebra de Mni(K) (colocando as matrizes de UT2(K) no canto superior esquerdo das matrizes
em Mni(K) que possuem todas as outras entradas nulas), e assim, UT2(K) pode ser considerado uma
subalgebra de A, porém isso é um absurdo pois UT2 /∈ V . Segue A1

∼= A2
∼= · · ·Ak ∼= M1(K) ∼= K.

Suponha que existam α, β ∈ {1, 2, . . . , k} tais que AαJAβ 6= 0, e sejam ε1, ε2 as unidades em Aα
e Aβ respectivamente. Se para todo x ∈ J , ε1xε2 = 0, dados a ∈ Aα e b ∈ Aβ , axb = aε1xε2b = 0,
donde segue que AαJAβ = 0, o que é um absurdo por hipótese. Dessa forma, existe x ∈ J tal que
y := ε1xε2 6= 0.

Considere B a subalgebra de A gerada por {ε1, ε2, y}. Então

B =
{ m∑
i=1

ais1,i · · · sti,i, ai ∈ K, ti ∈ N, s1,i, . . . , sti,i ∈ {ε1, ε2, y}, m ∈ N
}

e além disso
ε1ε2 = 0, ε2ε1 = 0, ε1(ε1xε2) = ε1xε2, ε1xε2ε2 = ε1xε2 (49)

Considere a única transformação linear ϕ : B → UT2 satisfazendo ϕ(ε1) = e11, ϕ(ε2) = e22, ϕ(y) =
e12.

Pelas equações estabelecidas em (49), segue que ϕ é um homomorfismo de álgebras. Como ϕ é
sobrejetora e dimB = dimUT2 = 3, conclúımos que ϕ é um isomorfismo. Porém, isso implicaria que
UT2 ∈ V o qual é um absurdo. Isso nos mostra que

q = max
{

dim(B1 ⊕ · · · ⊕Br) | B1JB2J · · · JBr ∈ Θ
}
≤ 1,

onde Θ é o conjunto de todas as álgebras distintas dois a dois B1, . . . , Br ∈ {A1, . . . , Ak}.
Dessa forma, por definição do PI-expoente de A, temos que expA ≤ 1, e assim, exp V ≤ 1.
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Definição 12.12. Uma variedade V tem crescimento quase polinomial se V tem crescimento
exponencial, mas qualquer subvariedade M $ V tem crescimento polinomial.

Exemplo 12.13. As variedades, var(G), var(UT2) são de crescimento quase polinomial. De fato,
seja M uma subvariedade própria de var(G). Se G ∈M , então T (M ) = T (G), o que implicaria que
M = var(G). Dessa forma, tem-se que G /∈M e portanto, pelo teorema 12.5 existe uma K-álgebra de
dimensão finita Q tal que M = var(Q), isto é, T (M ) = T (Q). Pelo teorema de Wedderburn-Malcev
podemos escrever Q = Q1⊕· · ·⊕Qm⊕rad(Q) onde Q1, . . . , Qm são K-álgebras simples de dimensão
finita. Como na prova do teorema 12.11, K pode ser assumido algebricamente fechado, e assim, para
cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}, existe ni ∈ N tal que Qi ∼= Mni(K).

Caso algum ni > 1, teŕıamos cópias de M2(K) em Q, porém isso extrapola o crescimento polino-
mial de var(G), uma vez que dimM2(K) = 4 e expG = 2. Segue Q1

∼= Q2
∼= · · · ∼= Qm ∼= K.

Por outro lado, se existissem k, l ∈ {1, 2, . . . ,m} tais que Qlrad(Q)Qk 6= 0, então como vimos
na demonstração do teorema acima, Q conteria cópias de UT2, e assim UT2 ∈M ⊆ var(G). Segue
que T (G) ⊆ T (UT2), em particular, [x1, x2][x3, x4] é uma identidade de G. Porém, vejamos que
se G = G(V ), onde V é um espaço vetorial sobre K com base {e1, e2, . . . , en, . . .}, então, como
char(K) = 0 [e1, e2][e3, e4] = 4e1e2e3e4 6= 0, um absurdo. Segue que exp M ≤ 1. Analogamente se
mostra que var(UT2) é uma variedade de crescimento quase polinomial.

O próximo resultado nos mostra que as variedades de crescimento quase polinomial são apenas as
do exemplo acima.

Teorema 12.14. var(G), var(UT2) são as únicas variedades de crescimento quase polinomial.

Demonstração. Seja T uma variedade de crescimento quase polinomial a qual é diferente de var(G) e
var(UT2). Então, em particular, tem-se que exp T > 1 e portanto, por 12.11, G ou UT2 estão em T .
Porém, isso implicaria que var(G) ou var(UT2) seriam subvariedades de T , mas isso é um absurdo
pois expG = expUT2 = 2.

O teorema abaixo fornece-nos uma outra caracterização de variedades de crescimento polinomial.

Teorema 12.15. (Giambruno e Zaicev-2001, [18]) Seja V uma variedade de álgebras sobre um corpo
algebricamente fechado K. Então, exp V ≤ 1 se, e somente se, V = var(A), onde A é uma álgebra
de dimensão finita satisfazendo os itens abaixo:

1) Existem K-álgebras A0, A1, . . . , Am, tais que Ai = Bi + Ji, onde Bi ∼= K e Ji é um ideal
nilpotente de Ai, os quais são ideais à direita em A, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}, e A = A0⊕A1 · · ·⊕Am.

2) Para cada k, l ∈ {1, 2, . . . ,m}, com l 6= k AlAk = 0, BlA0 = 0. Neste caso T (A) = T (A1 ⊕
A0) ∩ · · · ∩ T (Am ⊕A0) ∩ T (J), onde J é o radical de Jacobson de A.

Demonstração. Suponha primeiro que exp V ≤ 1. Pelo corolário 12.10, existe uma álgebra de di-
mensão finita A tal que V = var(A). Pelo teorema de Wedderburn-Malcev, A = B1 ⊕ · · ·Bm ⊕ J ,
onde B1, . . . , Bm são álgebras simples. Dado que expA ≤ 1, pela construção do PI-expoente, devemos
ter BlJBk = 0, para quaisquer l 6= k. Além disso dimBk = 1, para todo k ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Seja B = B1⊕· · ·⊕Bm e considere {e1, . . . , em} conjunto de idempotentes ortogonais e centrais em
B, isto é e2

i = ei, ei ∈ Z(B), eiej = 0, para quaisquer i, j ∈ {1, 2, . . . ,m}, e também 1B = e1+· · ·+em.
Aqui 1B é a unidade de B.

Dessa forma, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m} eiB = Bi ∼= K. Observemos que se BJ = 0, então pode-se
tomar no enunciado J1 = · · · = Jm = 0 e A0 = J , donde temos a soma direta A = A0⊕A1⊕· · ·⊕Am,
a qual satisfaz 2) trivialmente. Caso contrário, isto é, se BJ 6= 0, notemos que dado 0 6= z ∈ BJ ⊆ J ,
existem x ∈ J e b ∈ B tais que

z = bx = (e1b+ · · · emb)x = e1bx+ · · · embx = e1u+ · · · emu, u = bx ∈ J.

Definindo Ji := eiJ , para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m} temos que BJ = J1 + · · ·+ Jm.
Além disso, se x ∈ Ji ∩ Jk, com i 6= k, então x = eiz = ekz, z ∈ J donde segue que 0 = eiekz =

eieiz = eiz = x. Por outro lado, dados w, u ∈ J , temos (eiw)(eku) = (eiwek)u = 0, pois BiJBk = 0.
Logo, podemos escrever BJ = J1 ⊕ · · · ⊕ Jm. Como consequência, podemos decompor J da seguinte
forma J = J1 ⊕ · · · ⊕ Jm ⊕ J0, onde J0 = {x ∈ J | Bx = 0}.

Notemos que dado l 6= k, bl ∈ Bl, bk ∈ Bk, x, y ∈ J

(bl + elx)(bk + eky) = blbk + bleky + elxbk + elxeky = elekblbk + bleleky + elxbk + elxek = 0,

pois BlJBk = 0 e elek = 0. Por definição, BiJ0 = 0, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Dessa forma, se
A0 = J0, A1 = B1+J1, . . . , Am = Bm+Jm, então estes satisfazem 2) e também A = A0⊕A1⊕· · ·⊕Am.
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É imediato também que J1, . . . , Jm são ideais à direita nilpotentes, pois cada um destes está em J o
qual é nilpotente pois dimA <∞.

Reciprocamente, suponha que V = varA, onde A é uma álgebra de dimensão finita satisfazendo
1) e 2). Segue de 2) que para quaisquer l 6= k vale BlJk = BlBk = JlJk = JlBk = 0, e além disso,
para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}, BiA0 = 0. Então J := A0 ⊕ J1 ⊕ · · · ⊕ Jm é um ideal nilpotente de A.
Além disso, temos a decomposição A = B1 ⊕ · · ·Bm ⊕ J . Notemos também que

BlJBk = BlA0Bk +BlJ1Bk + · · ·+BlJmBk = BlJlBk = 0.

Segue que BlJBk = 0 para quaisquer l 6= k e portanto, por definição do PI-expoente, e pelo fato de
que dimBi = 1, para todo i ∈ {1, 2, . . . ,m}, tem-se que exp V = expA ≤ 1.

Agora vamos demonstrar a segunda parte. Se f ∈ T (A), então f ∈ T (A1⊕A0)∩· · ·∩T (Am⊕A0)∩
T (J). Logo, basta mostrar a rećıproca. Suponha que exista f ∈ T (A1⊕A0)∩· · ·∩T (Am⊕A0)∩T (J)

multilinear tal que f /∈ T (A). Escreva f(x1, . . . , xs) =
∑
τ∈Ss

aτxτ(1) · · ·xτ(s). Sejam r1, . . . , rs ∈ A

tais que f(r1, . . . , rs) 6= 0. Como f ∈ T (J), existe rβ ∈ {r1, . . . , rs} tal que rβ /∈ J . Por linearidade,
podemos assumir rβ ∈ Bη, com η ∈ {1, 2, . . . ,m}, e os demais r′is estão em componentes A′js. Assim,
existe monômio M(x1, . . . , xs) de f tal que

M = aτrτ(1) · · · rβ · · · rτ(s) 6= 0. (50)

Afirmamos que para cada l ∈ {1, 2, . . . , k}, Al é um ideal à direita em A. De fato, para cada k ∈
{1, 2, . . . ,m} com k 6= l AlBk = AlJk = 0, e também, como Jl é ideal à direita em A e BlA0 = 0,

AlA0 = (Bl + Jl)A0 = BlA0 + JlA0 = JlA0 ⊆ Jl.

Se existisse algum ı́ndice, digamos t ∈ {1, 2, . . . ,m}, tal que rτ(t) /∈ Aη ∪ A0, então rτ(t) estaria à
direita ou à esquerda de rβ . No primeiro caso

M = rτ(1) · · · rβ · · · rτ(t) · · · rτ(m) = rτ(1) · · · arτ(t) · · · rτ(m) = 0,

pois a = rβ · · · rτ(t−1) ∈ Aη. No segundo caso, mais uma vez teŕıamos M = 0, e portanto ambas são
absurdas pois M 6= 0. Conclúı-se que r1, . . . , rβ−1, rβ+1, . . . , rm ∈ Aη ∪A0.

Logo f /∈ T (Aη ⊕A0), o que é um absurdo por hipótese.

Corolário 12.16. Seja V uma variedade de álgebras sobre um corpo algebricamente fechado K.
Então, exp V ≤ 1 se, e somente se, V = var(C0 ⊕ · · · ⊕ Cm), onde C0, . . . , Cm são K-álgebras de
dimensão finita tais que dim(Ci/rad(Ci)) ≤ 1, para todo i ∈ {0, 1, . . . ,m}.

Demonstração. Suponha que exp V ≤ 1, então existe uma K-álgebra de dimensão finita A tal que
V = var(A) e além disso, A = A0 ⊕ · · · ⊕Am, onde A0 = J0, A1 = B1 ⊕ J1, . . . , Am = Bm ⊕ Jm são
como no teorema 12.15. Temos também que

T (V ) = T (A1 ⊕A0) ∩ T (A2 ⊕A0) ∩ · · · ∩ T (Am ⊕A0) ∩ T (J). (51)

Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, defina Ci := Ai ⊕A0 = Bi ⊕ Ji ⊕A0 e C0 := J .
Notemos que para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}, Ji⊕A0 é um ideal em Ci. Sabemos que A0, Ji são ideais

a direita em A, e portanto, é suficiente mostrarmos que estes são ideais à esquerda em Ci. Porém,
(Ji⊕A0)(Ji⊕A0) ⊆ Ji⊕A0, logo é suficiente ver que Bi(Ji⊕A0) ⊆ Ji⊕A0. Para isso, notemos que
Bi(Ji ⊕A0) = BiJi ⊕BiA0 = BiJi ⊆ Ji.

Pelo teorema 12.15, Ji e A0 são nilpotentes, e portanto Ji ⊕ A0 ⊆ rad(Ci). Por outro lado
Ci/(Ji ⊕ A0) ∼= Bi ∼= K e assim, rad(Ci/Ji ⊕ A0) = 0. Segue que rad(Ci) ⊆ Ji ⊕ A0, e como
consequência, rad(Ci) = Ji ⊕A0.

Então dimCi/rad(Ci) = 1.
Caso i = 0, rad(C0) = J e dimC0/rad(C0) = 0 ≤ 1. Por fim, de 51 tem-se que

T (V ) = T (C0) ∩ T (C1) ∩ · · · ∩ T (Cm) = T (C0 ⊕ · · · ⊕ Cm).

Reciprocamente, suponha que V = var(C0 ⊕ C1 ⊕ · · · ⊕ Cm), onde C0, C1, . . . , Cm são K-álgebras
de dimensão finita tais que dim(Ci/rad(Ci)) ≤ 1, para cada i ∈ {0, 1, . . . ,m}. Pode-se escrever
Ci = Di ⊕ rad(Ci), onde Di

∼= K, para cada i ∈ {0, 1, . . . ,m}.
Pelo teorema 12.15, expCi ≤ 1, para todo i ∈ {0, 1, . . . ,m}. Dessa forma, pelo lema 12.8, temos

que exp V = exp(C0 ⊕ · · ·Cm) ≤ 1.
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Iremos demonstrar um análogo ao corolário 12.16 para corpos quaisquer de caracteŕıstica zero.
Daqui em diante, o corpo K em questão será de caracteŕıstica 0.

Lema 12.17. Seja D uma K-álgebra semissimples de dimensão finita. Então, existe uma base
{u1, . . . , um} de D sobre K tal que suas constantes de estruturas são racionais. Isto é, para quaisquer
i, j ∈ {1, 2, . . . ,m} uiuj =

∑m
k=1 α

k
ijuk, com αkij ∈ Q, para todo k ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Demonstração. Pelo teorema de Wedderburn-Artin, D ∼= Mn1(K) ⊕ · · · ⊕Mns(K) para alguns n1,
. . . , ns ∈ N.

Para cada k ∈ {1, 2, . . . , s}, seja βk := {e(k)
ij | i, j ∈ {1, 2, . . . , nk}} a base canônica de Mnk(K).

Dessa forma, β = β1 ∪ β2 ∪ · · · ∪ βs é uma base de Mn1
(K)⊕ · · · ⊕Mns(K). Além disso, esta satisfaz

e
(k)
ij e

(r)
pq = δkrδjpe

(k)
iq (52)

e as constantes de estrutura de β são racionais. Logo, se ψ : Mn1
(K)⊕· · ·⊕Mns(K)→ D é isomorfismo,

segue que α = ψ(β) é uma base de D a qual satisfaz

ψ(e
(k)
ij )ψ(e(r)

pq ) = ψ(e
(k)
ij e

(r)
pq ) = δkrδjpψ(e

(k)
iq )

donde segue que as constantes de estrutura de α são racionais.

Lema 12.18. Se R, S, R1, S1 são K-álgebras tais que var(R) = var(R1), var(S) = var(S1), então
var(R⊕ S) = var(R1 ⊕ S1).

Demonstração. Como var(R) = var(R1), e var(S) = var(S1), conclúımos que I := T (R) = T (R1),
P := T (S) = T (S1), e portanto T (R ⊕ R1) = I ∩ P = T (S ⊕ S1). Segue que var(R ⊕ R1) =
var(S ⊕ S1).

Lema 12.19. Seja A uma K-álgebra de dimensão finita sobre K. Então, existe uma álgebra de
dimensão finita C sobre K tal que var(A) = var(C) e dimK C/rad(C) = dimK A/J , onde J é o
radical de Jacobson de A.

Demonstração. Pelo teorema de Wedderburn-Malcev pode-se escrever A = B ⊕ J , onde B é uma
álgebra de dimensão finita semissimples sobre K e J é o radical de Jacobson de A. Pelo lema 12.17,
existe uma base α = {u1, . . . , um} de B sobre K cujas constantes de estrutura são racionais. Logo,
V = spanK{u1, . . . , um} é uma K-álgebra de dimensão finita. Agora, seja γ = {v1, . . . , vn} uma base
de J sobre K e seja C a K-subalgebra de A gerada por α ∪ γ. Como J é um ideal nilpotente em
A, existe k ∈ N tal que Jk = 0 e portanto, qualquer produto com uma quantidade maior ou igual
que k de elementos de J deve ser nulo. Mas as constantes de estrutura de {u1, . . . , um} estão em K,

segue dimK C < ∞. Seja Ĩ o ideal de C gerado por γ, e suponha que {ν1, . . . , νd} seja uma base
de C sobre K. Como J é ideal, e V é uma K-álgebra, sem perda de generalidade podemos supor
ν1 = u1, . . . , νm = um e os outros νj , para j ∈ {m + 1, . . . , p}, são produtos de elementos de γ. Se

Î é o ideal gerado por γ em C, então necessariamente deve-se ter Ĩ = rad(C), pois se y ∈ rad(C) \ Ĩ
então y ∈ V , porém isso é um absurdo pois y é nilpotente. Consequentemente rad(C) = Ĩ e assim
dimK(C/rad(C)) = dimK B = dimK(A/J).

Para a primeira afirmação, vejamos que T (A) ⊆ T (C), pois C ⊆ A. Reciprocamente, seja
f(x1, . . . , xl) uma identidade multilinear em C. Para quaisquer y1, . . . , yl ∈ α ∪ γ, f(y1, . . . , yl) = 0.
Logo, por linearidade f é uma identidade em A, e assim T (A) = T (C), e portanto var(A) =
var(C).

Teorema 12.20. Dada uma variedade de álgebras V , então exp V ≤ 1 se, e somente se, existem K-

álgebras A1, . . . , Am de dimensão finita sobre K tais que V = var(A1⊕· · ·Am) e dim
(
Ai/rad(Ai)

)
≤

1 para todo i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Demonstração. Suponha que exp V ≤ 1. Pelo corolário 12.10, existe uma K-álgebra A de dimensão
finita tal que V = var(A). Considere a K-álgebra AK = A ⊗K K, então var(AK) = var(A), e pelo
teorema 11.24, cn(AK) = cn(A), para todo n ∈ N. Como (cn(A)) é polinomialmente limitada, segue
que AK gera uma variedade de crescimento polinomial sobre K, isto é, var(AK) = W com exp W ≤ 1.
Pelo corolário 12.16, existem K-álgebras de dimensão finita L1, . . . , Lm tais que W = var(AK) =
var(L1 ⊕ · · · ⊕ Lm). Além disso dim(Lk/rad(Lk)) ≤ 1, para qualquer k ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Como A e AK têm as mesmas K-identidades polinomiais, segue que L1⊕· · ·⊕Lm também possui
as mesmas K-identidades polinomiais, e W = var(L1 ⊕ · · ·Lm) = var(AK) = var(A) = V .

Para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m}, pelo lema 12.19 existe uma K-álgebra de dimensão finita, Aj , tal
que var(Aj) = var(Lj), e dimK(Aj/rad(Aj)) = dimK(Lj/rad(Lj)). Portanto, pelo lema 12.18,
var(A1 ⊕ · · · ⊕Am) = var(L1 ⊕ · · · ⊕ Lm) = V .
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Podemos refinar o resultado do teorema 12.9 e colecionar as outras caracterizações de variedades
de crescimento polinomial obtidas até aqui no último e principal teorema do nosso trabalho.

Teorema 12.21. Dada uma variedade de álgebras V , as seguintes condições são equivalentes:
a) Para todo n ∈ N, existem constantes C, t ∈ N tais que cn(V ) ≤ Cnt.
b) exp V ≤ 1.
c) G, UT2 /∈ V .
d) Existem K-álgebras de dimensão finita A1, . . . , Am tais que V = var(A1⊕· · ·Am) e para cada

i ∈ {1, 2, . . . ,m} vale dim(Ai/rad(Ai)) ≤ 1.
e) Se V = var(A), onde A é uma K-álgebra de dimensão finita, e q ∈ N é tal que rad(A)q = 0,

então χn(V ) =
∑
λ`n

|λ|−λ1<q

mλχλ, para todo n ∈ N.

Demonstração. Por 12.9,12.10, 12.11 e 12.20, tem-se que a), b), c) e d) são equivalentes. Precisamos
então mostrar que d) implica e), e depois que e) implica a).

Segue de 11.24 e do fato de que rad(A ⊗K K)q = rad(A)q ⊗K K = 0, que rad(A)q = 0, que é
suficiente supor que K é um corpo algebricamente fechado. Pelo teorema 12.9, e) implica a). Assim,

basta mostrarmos que se exp V ≤ 1, então χn(V ) =
∑
λ`n

|λ|−λ1<q

mλχλ, para todo n ∈ N, onde q ∈ N é

tal que rad(A)q = 0. Suponha que existam n ∈ N e λ ` n tais que |λ| − λ1 ≥ q e mλ 6= 0.
Pelo teorema 11.3, existe um diagrama de Young Dλ e um polinômio multilinear f ∈ Pn tais que

e(Dλ)f /∈ T (A). Considere λ′ = (λ′1, λ
′
2, . . . , λ

′
t) (t = λ1) a partição conjugada de λ. Sem perda de

generalidade, suponha f(x1, . . . , xn) = xτ(1) · · ·xτ(n), τ ∈ Sn, então

e(Dλ)f(x1, . . . , xn) =
∑

p∈R(Dλ)
q∈C(Dλ)

(−1)qpxqτ(1) · · ·xqτ(n)

Suponha que na k-ésima coluna de Dλ (i.e, λ′k) tenham os números ai1 , . . . , aink . E para cada
p ∈ R(Dλ), observe que se σ ∈ (ai1 , . . . , aink )Snk , então

(−1)σσ
∑

q∈(ai1 ,...,aink
)Snk

(−1)qpxτ(1) · · ·xq(ai1 ) · · ·xq(ai2 ) · · ·xq(aij ) · · ·xq(aink ) · · ·xτ(n)

é igual a ∑
q∈(ai1 ,...,aink

)Snk

(−1)σqpxτ(1) · · ·xσq(ai1 ) · · ·xσq(ai2 ) · · ·xσq(aij ) · · ·xσq(aink ) · · ·xτ(n).

O ciclo (ai1 , . . . , aink ) ∈ Snk é transitivo, logo a última soma é igual a∑
q∈(ai1 ,...,aink

)Snk

(−1)qpxτ(1) · · ·xq(ai1 ) · · ·xq(ai2 ) · · ·xq(aij ) · · ·xq(aink ) · · ·xτ(n).

Dessa forma, conclúı-se que e(Dλ)f é uma combinação linear de polinômios alternados em t conjuntos
disjuntos de variáveis λ′1, . . . , λ

′
t respectivamente. Denote um destes polinômios por g.

Considere a decomposição de Wedderburn-Malcev A = B1⊕ · · ·⊕Bm⊕ J , onde J = rad(A). Seja
A = B1 ∪ · · · ∪Bm ∪J uma base de A, uma união de bases de B1, . . . , Bm e J respectivamente.
Como já sabemos, para quaisquer i, j com i 6= j

dimBi = 1, BiBj = 0 = BiJBj . (53)

Segue de 53, do fato de que |λ| ≥ q, e Jq = 0, que para se ter uma avaliação não nula em g
devemos substituir as variáveis por elementos de apenas uma componente, digamos B1 e as restantes
de J . Como dimB1 = 1, em cada um dos t conjuntos de variáveis nos quais g é alternado podemos
substituir apenas um elemento de B1 (caso contrário obteŕıamos 0 pois qualquer polinômio alternado
quando substitúıdo em dois valores múltiplos um do outro deve se anular) . Dessa forma, restam-nos
|λ| − t = |λ| − λ1 avaliações em elementos de J . Porém isso implicaria que g ≡ 0 em A, pois estamos
assumindo que |λ| − λ1 ≥ q e Jq = 0, mas isso é um absurdo. Logo, por arbitrariedade do polinômio
g acima conclúı-se o resultado.
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Uma K-álgebra A é dita ter crescimento linear se existe C > 0 tal que cn(A) ≤ Cn, para todo
n ∈ N. Considere agora as álgebras matriciais definidas por

M1 =

(
K K
0 0

)
, M2 =

(
0 K
0 K

)
, M3 =

{λ b c
0 λ d
0 0 λ

 : λ, b, c, d ∈ K

}

M4 =

K K K
0 0 K
0 0 0

 , M5 =

0 K K
0 0 K
0 0 K

 , M6 =

0 K K
0 K K
0 0 0


e

M7 =

{λ b c
0 0 d
0 0 λ

 : λ, b, c, d ∈ K

}
.

Em [15], Giambruno e La Mattina forneceram 2 caracterizações para álgebras de crescimento linear
em termos das álgebras acima.

Teorema 12.22. (Giambruno-La Mattina) Seja A uma K-álgebra. São equivalentes:
a) A tem crescimento linear.
b) M3, M4, M5, M6, M7 /∈ var(A).
c) var(A) = var(Y ), onde Y é uma das álgebras: N , C ⊕N , M1 ⊕N , M2 ⊕N ou M1 ⊕M2 ⊕N ,

onde N é uma álgebra nilpotente e C é uma álgebra comutativa.
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