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Resumo

Neste trabalho, apresentamos métodos de regressao para dados que possuem algum tipo
de imprecisao na medida tomada. Antes de realizar a regressao, a imprecisao dos dados é

modelada na forma de intervalos ou de niimeros fuzzy.

Os métodos de regressao transversal seguem diretamente do método de anédlise sensitiva,
que é definido de forma indireta através de uma definicdo de conjunto. Apresentamos,
porém, uma expressao que usa a aritmética intervalar que fornece as previsoes dadas
pela regressao de forma explicita. Além disso, através da aritmética para nimeros fuzzy,

apresentamos métodos adequados para quando os dados possuem essa natureza.

Como método de regressao para dados longitudinais apresentamos uma adaptacao do
método de andlise sensitiva para construir um método linear misto em dois estagios para

dados imprecisos.

Apresentamos também os métodos propostos aplicados aos dados de um estudo que inves-
tiga a variacao do volume corporal de um grupo de orcas-pigmeias quando se aproximaram
das aguas costeiras da baia de Ma’alaea, no Maui, em setembro e outubro de 2019. Um
estudo sobre a poluicao atmosférica na cidade de Sao Paulo também tem seus dados usados

para construir exemplos a partir do método transversal.

Palavras-chave: fuzzy. intervalar. regressao. transversal. longitudinal.



Abstract

In this work, we present regression methods for data with some type of inaccuracy in the
measure taken. Before performing the regression, the inaccuracy of the data with the form

of intervals or fuzzy numbers.

Cross-sectional regression methods directly follow the sensitive analysis method, which
is defined indirectly through a set definition. However, we present an expression that
uses interval arithmetic that provides the predictions given by the regression explicitly.
Furthermore, through arithmetic for fuzzy numbers, we present the methods when the

data have this nature.

As a regression method for longitudinal data, we show an adaptation of the sensitive

analysis method to build a mixed two-stage linear method for inaccurate data.

We also present the proposed methods applied to data from a study that investigated
the variation in body volume of a group of pygmy killer whales when they approached
the coastal waters of Ma’alaea Bay, Maui, in September and October 2019. A study on
atmospheric pollution in the city of Sado Paulo also has its data used to build examples

from cross-sectional methods.

Keywords: fuzzy. interval. regression. cross-sectional. longitudinal.
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13

Introducao

Para estudar determinado fendmeno, coletamos dados referentes a ele para
analise e criagao de modelos. No entanto, devido a situagoes diversas, esses dados obtidos
contém algum tipo de imprecisao ou incerteza, nao fazemos distin¢ao entre esses dois
termos ao longo do texto. Uma das decisoes que o pesquisador deve tomar ao iniciar o
estudo sobre determinado fendmeno é qual o tratamento dara para essas imprecisoes. Uma
das formas ¢ tratar essas imprecisoes como parte de um erro, de uma variacao, entre os
dados reais e os previstos pelo modelo. Outra forma, a qual se fard presente ao longo deste
texto, serd o uso de conjuntos fuzzy, conceito introduzido por ZADEH (1965). Também é

possivel tratar essas imprecisoes tratando os dados na forma de intervalos.

Para a construgao de um modelo o pesquisador pode escolher usar métodos
estatisticos de andlise de regressao. Nesses métodos sao estudados o comportamento da
média dos dados juntamente da variagdo dos dados em torno dela. Atrelado a escolha desses
métodos ¢é necessario realizar também uma série de decisoes em torno de dependéncia
e independéncia entre os dados, decisdes que se refletem na complexidade dos modelos
ou em como se chega até eles. “Fundamentalmente, quando se procede a uma analise de
dados, busca-se alguma forma de regularidade ou padrao ou, ainda, modelo, presente nas
observagoes”(MORETTIN; BUSSAB, 2017).

Outra caracteristica dos dados que o método pode levar em consideracao é
quando temos mais de uma medicao para cada individuo, gerando assim dados com medidas
repetidas, os chamados dados longitudinais. Decidir tratar os dados como longitudinais traz
ao modelo a possibilidade de entender melhor o comportamento isolado de um individuo ao
longo de determinada situacao, ao longo da unidade de tempo, espaco, temperatura, entre
outras. Segundo Fitzmaurice (2011) é possivel compreender as mudangas que ocorrem

intra-individuo através de medidas repetidas dos individuos.

Este texto tem como objetivo trazer uma nova abordagem para problemas de
regressao que trabalhem com dados que, por alguma razao, sao imprecisos. Englobando
tanto o caso em que todas as medigoes sao independentes, caso transversal, quanto o caso

onde os dados sao longitudinais.

Na area de biomatematica usamos modelos matematicos para explicar proble-
mas envolvendo diversas areas da biologia. Como exemplo motivador, usaremos o estudo
apresentado por Currie et al. (2021). Este estudo usou varios métodos para medir o volume
corporal de orcas-pigmeias (Feresa attenuata) ao longo de 17 dias nas dguas costeiras da
baia de Ma’alaea, no Maui, com o objetivo de entender o impacto da presenca humana

na busca por alimentos desses animais. Na Figura 2 sdo apresentados o volume corporal
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Figura 1 — Nem sempre é possivel realizar as medi¢oes na natureza de forma direta.

Fonte: (Pixabay GmbH, n.d.)(adaptado)

de 6 diferentes orcas-pigmeias medidos em 4 diferentes ocasides com diversas técnicas de
medi¢ao nas aguas costeiras da baia de Ma’alaea, no Maui, em setembro e outubro de
2019. Nesse exemplo temos dois individuos que tiveram seu volume medido nas 4 ocasioes,
outros dois possuem trés medidas enquanto outros dois possuem duas. Também é notorio
que a imprecisao das medidas, mensurada pelo desvio padrao, apresentado nas medidas
varia bastante, ou seja, temos medidas bem precisas e outras com uma incerteza bem mais
aparente. Essas diferencas se devem aos diferentes métodos usados para coletar essa medida.
Usando imagens aéreas se tem medidas menos precisas, com uma imprecisao que pode
passar de 10%. Enquanto as medidas post-mortem, tomadas de individuos encontrados

mortos ao encalhar na costa, ¢ bem mais precisa. Esse estudo aponta que esses animais

Figura 2 — Volume corporal e desvio padrao de 6 diferentes orcas-pigmeias medidos em
4 diferentes ocasices com diversas técnicas de medi¢ao nas dguas costeiras da
baia de Ma’alaea, no Maui, em setembro e outubro de 2019.

0.16

0.15 *ﬁ-.

NN .
N

. AN
N

Volume (m?)

0.1
12 3 45 6 7 8 9 101112 13 14 15 16 17
© 2] A »
s O Days ¥ &
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Fonte: (CURRIE et al., 2021)
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podem perder até 27% de seu volume corporal nesse periodo de 17 dias em que estd
sofrendo com a presenca humana. Porém, podemos também criar modelos para tentar

responder a este e a outros questionamentos:

o Como se comporta o volume médio da populacao de orcas-pigmeias ao longo desse

periodo de tempo?

o Como se comporta o volume médio de cada orca-pigmeia ao longo desse periodo de

tempo?

e Orcas-pigmeias com diferentes volumes corporais no inicio evoluem ao longo do
tempo do mesmo modo? Ou o impacto é maior, ou menor dependendo do tamanho

do animal ao chegar na area costeira?

o Modelar a imprecisao através de intervalos ou de niimeros fuzzy oferece algum ganho

para a interpretagao dos dados?
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1 Regressao Linear

1.1 Introducao

O tema central desse trabalho é o conceito de analise de regressao. Temos como
objetivo encontrar a relagao entre uma variavel resposta Y e certas variaveis explicativas.

Podemos definir o processo de andlise de regressao como (EVERITT, 2006):

Uma técnica estatistica usada como base para estudar e caracterizar um
sistema de interesse, formulando um modelo matematico razoavel da relagao
entre uma variavel resposta Y e um conjunto de ¢ variaveis explicativas
Xi,..., X, [...] De forma geral esses modelos podem ser considerados da
forma y = f(¢4,...,9,) + e, onde a fungdo f reflete a relagdo verdadeira,
porém, desconhecida entre Y e as varidveis explicativas. [...] O objetivo é

formular uma funcio f (Y1, ...,79,) que é uma aproximacao razoavel de f.

Everitt (2006) usa o termo modelo matematico, porém, pode ser mais apropriado
o uso do termo modelo estatistico. Modelos na forma y = f(¢,...,9,) + e sdo mais
corretamente chamados de modelos de regressao aditivos (BUJA; HASTIE; TIBSHIRANI,
1989). Também ¢é possivel denotar como Y = f(¢,...,9,) + e, reforcando o fato de Y ser

uma variavel aleatoria.

Ao obter-se um modelo para andlise de regressao é necessario realizar testes
estatisticos para comprovar que o modelo obtido atende as hipdteses impostas sobre os
dados.

Esse Capitulo trata da andlise de regressao na forma de regressao linear. Usamos

os conceitos de regressao linear simples e regressao linear multipla.

Em ambos os métodos a média é apresentada através de uma funcdo linear e é
usada a hipotese de que os erros sao independentes e identicamente distribuidos, ou seja,
o conjunto dos erros ¢;,7 = 1,...,n tem valor esperado igual a zero e variancia constante,
denotamos por (FAHRMEIR et al., 2013):

E(e;) =0 e Var(e;) = 0°, para todo i =1,...,n. (1.1)

Para estimar os parametros do modelo usamos o processo de minimos quadrados,

onde o objetivo é minimizar a soma dos quadrados dos erros 2 e; (FAHRMEIR et al.,
i=1

2013). Mais detalhes sao apresentados nas Se¢oes 1.2 e 1.3.
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Apos a obter a estimativa do modelo f nao temos ainda garantia da qualidade
do mesmo. Precisamos de “formas de avaliar se o modelo linear postulado é adequado
ou nao, dadas as suposigoes que fizemos sobre ele” (MORETTIN; BUSSAB, 2017). Para
verificar se o0 modelo de fato é um bom modelo é necessario realizar testes. A Secao 1.4
apresenta o coeficiente de determinacao que é a medida usada ao longo do texto para

avaliar a qualidade dos modelos de regressao.

1.2 Regressao Linear Simples

Segundo Fahrmeir et al. (2013) a regressao linear simples busca encontrar uma
funcao linear que modele a relagdo de duas variaveis aleatorias Y e X. Nesse trabalho

chamamos Y de variavel resposta e X de variavel explicativa.

Na regressao linear simples, segundo Fahrmeir et al. (2013), dado um conjunto

de observagoes de duas variaveis aleatorias Y e X na forma:
sy, i=1,..m. (1:2)
Queremos encontrar o modelo linear:

yi:ﬁo‘F 51331‘-1- €i,i:1,...,n. (13)

Levando em conta a hipotese dos erros serem independentes e identicamente
distribuidos:
E(e;) =0 e Var(e;) = o (1.4)

Estimados 3y e (31, pelos valores Bo e 51, respectivamente, obtemos o modelo
f() = By + G109 que estima o valos esperado de Y dado X = . Ou seja:

B(Y|X = 9) = £(9) = fo+ Buv. (L5)

Desta forma podemos predizer Y através de f(i}). Denotamos por ¢; a estimativa do

A

individuo i, ou seja, §; = f(x;).

O modelo é construido encontrando Sy e $; que minimizem a soma dos quadra-

dos dos erros:

Z e; = Z(BD + B — ). (1.6)
i=0 i=0

Para realizar essa minimizagao de forma matricial, usamos a matriz de planeja-

mento X e o vetor y:

X =1: (1.7)
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e
n
y=|: (1.8)
Yn
Denotando .
N Bo
B=1|,1],
I3
temos que
Bo + Bz Y1 Bo + Bixi —
A Bo + 315172 Y2 Bo + leZ — Y2
XB-y= : | . |= :
BO + len Un BO + len — Yn

Assim podemos reescrever a Equagao 1.6 como:
n ) n . R 9 R T R
Y6t = Db+ b —y)? = (XB-y) (XB-y)
i=0 i=0

e expandir a expressao na forma:

5 T A ATy~ AT T T~ A T
(Xﬁ—y) (Xﬁ—y) = X' XB-8Xy-y XB+y'y
- B XTXB-28 XTy+yTy.

O objetivo é encontrar ,@ que seja um ponto de minimo de
A A T A
s(8) = (xB-y) (xB-y).

Segundo Dineen (2014), um ponto B ser4 um ponto de minimo quando o

o o 0s(B) 2s(B)”

gradiente de s(8), Vs(B8) = Y assumir o valor zero e sua matriz hessiana, YRR

for uma matriz positiva definida.

Derivamos s(f3) em relagdo a B e igualamos a zero. Depois isolamos o 8 na

equagao.

I
o

2 (00 0)" (x-9)

a A A A
— <6TXTXB — ZBTXTy + yTy> = 0

B

2XTXB - 2XTy+0 -0
2X"X} = 2X"Ty
X'Xp = X"y

A 1

B = (X'X) X"y
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Assim obtemos (FAHRMEIR et al., 2013):

B = (ﬁ()) — (X"X)"' XTy. (1.9)

A

Para provar que se trata realmente de um ponto de minimo, verificamos a

matriz Hessiana: )

&l
B
2 04

A A

| )

<2XTX6 2XTy> — oxTX,

matriz que de fato é p081tlva definida. Tome um vetor w # 0, como X tem posto completo

temos que Xw # 0 e também que:
TeX"X)w=2(w'X"Xw) =2(Xw)" (Xw) > 0.

Provando assim que o B dado na Equagao 1.9 é ponto de minimo.

1.3 Regressao Linear Miltipla

O modelo de regressao linear multipla é bastante similar ao modelo linear
simples, a diferenca mais visivel é que no lugar de uma variavel explicativa X teremos ¢
variaveis explicativas. Segundo Fahrmeir et al. (2013) a regressao linear multipla busca
encontrar uma funcao linear que modele a relacdo entre uma variavel resposta Y e ¢

variaveis explicativas Xi,..., X,.

A regressao linear miltipla, segundo Fahrmeir et al. (2013), dado um conjunto

de observacoes da varidvel resposta Y e das varidveis explicativas X1, ..., X, na forma:
{ziv;. . wig vit, 1=1,...,n. (1.10)
Queremos encontrar o modelo linear:
Y =00+ Bizipx +--+ Bexig +e, 1=1,...,n (1.11)
Deste modo temos:

=Bo+ Biwig+ -+ ByTig *e, i=1,...,n. (1.12)

Levando em conta a hipdétese dos erros serem independentes e identicamente
distribuidos:
E(e;) =0 e Var(e;) = o (1.13)
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Estimados os 3;,7 = 0, ..., n, pelos valores @, obtemos o modelo f(¥4,...,7,) =
Bo + @1191 + Bqﬁq que estima o valos esperado de Y dados X; = v4,..., X, = 9,;. Ou

seja:
EY|Xy=v,....,X,=9,) = f(O1,...,9y) = Bo + b1t + -+ + BV, (1.14)
Desta forma podemos predizer Y através de f(?4,...,9,). Denotamos por §; a estimativa
do individuo 4, ou seja, §; = f(:vm, ey Tig).
O modelo é estimado encontrando f;,7 = 1,...,q, que minimizem a soma dos

quadrados dos erros:
Z ezz = Z(BO + lem e qui,q - Z/z’)2~ (1.15)
i=0 i=0

Para realizar essa minimizacao, usamos a matriz de planejamento X e o vetor

1 11 ... i,
X=1| + . (1.16)
1 xpn1 ... Ty
e
Y1
y=1|:1. (1.17)
Yn

O objetivo é minimizar
n

y ¢; 22(304-31%1 +"'+qui7q_yi)2 = <XB—Q>T (XB—@/)-
=0

1=0

(2

Do mesmo modo visto na Se¢ao 1.2, calculamos (FAHRMEIR et al., 2013):

Bo
A ﬁl T -1 T
B=1|.|=(X"X) X"y (1.18)
By
1.4 Avaliacao dos Modelos
Apds se construir um modelo de regressao para um conjunto de dados vy, . . ., Yn,

com previsoes 91, . . ., Jn, definimos o coeficiente de determinagao (MORETTIN; BUSSAB,
2017):

2 _ 1 Z?:l@z’ - ?/z’)2
SRR N (149
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1 n
onde y = — Z y;. O valor 0 < R? < 1 estima a proporcao da variacdo de Y que é explicada
n
=1

pelas varidveis explicativas. Um valor de R? mais préximo de 1 indica melhor qualidade

do modelo.

Também podemos analisar se as hipdteses feitas sobre os residuos estao sendo
atendidas pelo modelo. E necessario analisar se a hipétese da média dos erros ser nula com
varidncia constante é vélida, em outras palavras, se E(e;) = 0 e Var(e;) = 0. Segundo
Dodge (2009), o grafico quantil-quantil pode ser usado para comparar a distribui¢ao de um
conjunto de dados com uma distribuicao especifica. Desta forma verificamos a normalidade

do conjunto formado pelos erros e; = §; — v;.

Como pode ser visto em Gutiérrez e Aguilera (2010), esse processo consiste em
ordenar o conjunto dos erros em ordem crescente, obtendo o conjunto a; < as < -+ < a,.

Tomamos também o conjunto com n quantis da distribuicao normal com média ;e desvio

padrao o, by < by < --- < b,. Esses quantis sao obtidos através da inversa da funcao de
S| 1/t—u\”

distribuigao acumulada, F'(z) = J ——exp | —= o dt, assim cada b; é dado
oo O 2T 2 o

1
por b; = F~! (22)
n

Montamos entao o grafico quantil-quantil com os pontos (a;; b;) juntamente
da reta y = . Se os erros ¢; estdo normalmente distribuidos, entdo os pontos (a;; b;) se
encontram proximos da reta y = = (DODGE, 2009). Como temos por hipdtese que os erros
estao normalmente distribuidos com média em zero, temos que p = 0. Ainda precisamos

de um valor para o, propomos usar o desvio padrao do conjunto dos erros, dado por

(e — M) i=1€i
;o \/ Zica (6= M)y - Zim & (DODGE, 2009).

n—1 n

1.5 Conclusao

Os modelos de regressao linear oferecem uma ferramenta simples para realizar
a inferéncia sobre dados que pode ser resumida em construir a matriz de planejamento
para o modelo, encontrar B8 através do processo de quadrados minimos, calcular o valor

dos erros e; = ¢; — y; e validar a normalidade desse conjunto de erros.

Validar a normalidade dos erros é o que separa a regressao linear de técnicas

de ajuste de curvas, sendo assim uma parte importante do processo.
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2 Dados Longitudinais

2.1 Introducao

O capitulo 1 apresenta métodos de regressao para dados onde todas as medidas
sao independentes. Esses tipos de dados sao chamados na literatura como dados transversais,
como pode ser visto em Davidian (1995), Crowder (1990) e Fitzmaurice (2011). Esses
mesmos autores, dentre outros, definem o que sao dados longitudinais, ou também chamados

de dados com medidas repetidas.

Dados longitudinais organizam os dados observados em medidas repetidas de
um mesmo individuo, permitindo construir modelos que levam em conta que essas medidas

tem essa relacao.

2.2 Dados Longitudinais

Segundo Everitt (2006), dados longitudinais tratam de quando cada individuo
representa uma variavel observada em diferentes instantes de tempo'. Dessa forma, as
medidas de cada individuo sdo representadas por um vetor que contém as diferentes
observagoes deste individuo em diferentes pontos do tempo. Denotamos:

Yia

)

Yio
vi-| " (2.1)

Yim

’ mixl

Em que Y; é chamado de individuo i ou i-ésimo individuo e cada Y; ; é a medida desse
individuo no instante ;. O conjunto de tempos t1, ..., %, é fixo. O valor m; é o niimero de
linhas do vetor Y;. O individuo nao precisa ter observagoes em todos os tempos ty, ..., t,,,

alguns podem estar ausentes, isso faz o valor m,; variar para cada individuo.

Por exemplo, podemos ter o individuo Y5 com as medidas tomadas nos tempos
tl, ey t52

outras grandezas podem ser usadas além do tempo
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onde m3z = 5.

Agora, pode ocorrer de um individuo Y'; nao possuir medida num instante ¢;,

assim a medida Y; ; nao existe. Por exemplo, seja o individuo Y7, com as medidas tomadas

nos tempos t1,...,t;. Caso a medida para o tempo ¢, nao exista, temos:
Y71
Y
Y,=| "], (2.3)
Y74
Y75

onde my; = 4. Também podemos ter o individuo Y4 sem as medidas em tq, t3 e t5. Neste

caso:

Y = “, (2.4)

onde mg = 2.

Conjuntos de dados onde alguns individuos tem dados faltantes é chamado de
um conjunto desbalanceado. Em dados de problemas reais é comum que dados estejam

faltando, por isso a importancia de deixar claro a estrutura da representagdo dos mesmos.

Dados longitudinais sao caracterizados por duas medidas obtidas de um mesmo
individuo poderem ser correlacionadas, ou seja, a correlacao pode ser nao nula entre as
medidas Y;; e Y, com j # k. Pelo fato de termos observagoes Y; ; realizadas sobre um
mesmo individuo, como esclarece (FITZMAURICE, 2011):

Quando temos m medidas repetidas sobre um mesmo individuo, nao devemos
assumir que essas medidas repetidas sejam independentes. Resulta disso que
deve ser considerada a distribuicao de probabilidade conjunta para o vetor de
medidas repetidas. Observe, no entanto, que os vetores de medidas repetidas

sao assumidos como sendo independentes uns dos outros.

Para dados longitudinais assumimos que as variaveis aleatérias Y; sao inde-
pendentes e normalmente distribuidas em uma distribuicao de probabilidade conjunta.
Podemos assumir que essa distribuicao ¢ a distribuicdo normal multivariada com média
w; € R™ e matriz de varidncia-covariancia 3; de dimensao m; x m;. Denotamos por
Y, ~ N (u;, X;). Adotamos aqui essa abordagem, porém, existem vérias outras opgoes

para tal.

Fitzmaurice (2011) apresenta exemplos de aplicagoes na area da saude, como
relacionar a capacidade pulmonar ao longo do tempo de criangas com os indices de poluicao
das cidades, estudar o aumento do indice de gordura corporal em meninas apds a primeira

menstruagdo e em ensaios clinicos controlados aleatérios para o teste de medicamentos.
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2.3 Modelo Linear Misto em Dois Estagios

Segundo Fitzmaurice (2011), o modelo linear misto em dois estagios parte da
premissa de que certo subconjunto de parametros no modelo variam de acordo com cada
individuo. Deste modo cada individuo tera o seu proprio modelo para a média, formado
por dois termos, sendo um efeito fixo, que modela caracteristicas pertencentes a populagao

por inteiro, e um efeito aleatorio que modela as caracteristicas de cada individuo:

Y, = Xi\B+ Zb + e , (2.5)
—— —~~ ——
efeito efeito erro

fixo aleatdrio

onde X; ¢ a matriz de planejamento X sem as linhas correspondentes aos tempos em que
as observacoes nao existem para Y ;. 8 é um vetor coluna com os coeficientes do modelo
linear da média da populacao, esse vetor tem o ntimero de linhas igual ao nimero de
colunas de X ;. Z; é uma outra matriz de planejamento que modela o efeito individual que
o individuo Y; tem além da média populacional. b; é um vetor coluna com os coeficientes
do modelo linear do efeito aleatorio do individuo Y';, esse vetor tem o niimero de linhas
igual ao nimero de colunas de Z; e; ¢ um vetor coluna em que cada elemento contém o

erro entre as medidas e o valor correspondente a estas no modelo.

O efeito fixo é a média da populagao para cada instante de tempo, denotamos:
n=Xg.

Nesse modelo, cada individuo ¢ com valores observados Y; tem seu valor
esperado expresso por uma fungao f;(t), com a qual é possivel realizar o processo de

predicao para este individuo em especifico. Por exemplo, com:

1t t] L 4
X = e Z = ) (2 6)
1 t, t2 Lty
terfamos:
fi(t) = (1 t t2> B+ (1 t) bi = fo + Pt + Bat”® + big + biat. (2.7)

De forma geral, denotamos a funcao de inferéncia como:
fi(t) = g:(t)" B + g:(t)"bi. (2.8)

Em que a i—ésima linha de X é dada por g,(t;)” e a i—ésima linha de Z ¢é dada

por g.(t;)". As matrizes de planejamento X e Z podem possuir tantas colunas quanto o
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pesquisador ache necessario para o modelo. Nesse trabalho assumimos que os elementos
da primeira coluna sao sempre 1 e que as colunas formam um conjunto linearmente

independente.

Encontrar as fungoes f;(t) servem como inferéncia sobre o valor esperado para
o individuo 7 com as observagoes Y;. O valor f;(¢) dé o valor esperado para o individuo i

no tempo t.

Apresentamos aqui um método para estimar os parametros desse modelo como
exemplo. Outros métodos com outras suposi¢oes e outras técnicas numéricas existem na

literatura.

Seja um conjunto longitudinal com n individuos com observagoes nos tempos

ty,...,tr. Queremos encontrar estimativas 3 e by, ..., b, para o modelo:

Yz' = XWB + Zlbz + e;. (29)

Este modelo pressupoe que os valores observados para os individuos estao

identicamente distribuidos na distribuicao normal:

com média X ;B e matriz de varidncia-covaridncia ¥; = o°1 myxm; T ZiDZZT.

Os valores 0® e D podem ser conhecidos previamente. Nesse caso obtemos as
estimativas para 8 e b; (LAIRD; WARE, 1982):

B=> (xTsx,) " Y XTnyY, (2.10)
=1 =1
€
b, = DZ'S, (Yi - XZ-B) . (2.11)

Caso esses valores nao sejam conhecidos é possivel encontra-los pelo processo
de méxima verossimilhanca. Encontramos as estimativas 3, 6% e D usando a log-méxima

verossimilhanca (HARVILLE, 1977), (WU, 2009):
B,02,D

arg max (—;2 <10g (det (273;)) + (Y, — X, 8)" =71 (Y, — Xﬁ))) : (2.12)

com a restricao de que 62 > 0 e que D seja uma matriz positiva definida. Com esses

valores os b; podem ser encontrados pela Equagao 2.11.
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2.4 Exemplos

Exemplo 1. Seja o conjunto de dados longitudinais:

10 9 6 4
14 12 8 7 5
Y, = Y, = Yy = Y, = e Y= : 2.13
LR NN R T R TN A 9 ° 8 (2.13)
25 929 12 11 10

com as medidas tomadas nos temposty =1, ty =2, t3 =3 ety =4.

Como todos os individuos possuem todas as medidas, podemos usar 0os mesmos
X e Z para todos eles, ou seja, X1 = Xo=X3=Xy=XeZ\=2Zy,=235=424,= 2.

O modelo pode tomar muitas formas distintas, dependendo de quais matrizes
de planejamento X e Z sejam escolhidas, porém, quais sao as matrizes mais apropriadas

para cada caso € decisao de quem estd construindo o modelo.
Para ilustrar o modelo apresentamos aqui duas situacoes distintas.

Na primeira situacao, tomamos:

(2.14)

|
— s s
—_ = =

N

Neste caso a matriz D assumird a forma de uma matriz com uma linha e uma

D= (dm) .

A matriz de variancia-covariancia assume assim a forma:

coluna:

1 000 1
0100 1
> = o + (dy1) (1 11 1)
0010 1
0 001 1
dig +0° di, dy dia
_ dyq dig+0° di; dyq
dy 4 di di1 + o’ dy 4
dy s di 1 di 1 di1 + o?

Usando a Equagdo 2.12 encontramos:
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~ (Bo) (280
- (3)-(2)

52267 e D= (17,56).

E com a Equacao 2.11:

b (5) - (55 6= (1) - () - o) - (109
by = (134,0) — (—3,18) e by = (85,()) - (—4,62) .

O grafico referente a essa primeira escolha estd presente na Figura 3(a). Note
como os grdficos de f;(t) = 2,80 + 3,30t + Bi,() sao paralelos. Aqui temos um modelo
com intercepto 2,80 e coeficiente angular 3,30 para o valor esperado da populagdo e
cada individuo tem como efeito individual uma alteracio desse intercepto, por exemplo, o

individuo 1 tem um intercepto 5,73 unidades maior que o intercepto da populagdo.

fi(t) = 2,80 43,30t  +5,73
fo(t) = 2,80+ 3,30t  +4,05
f3(t) = 2,80+3,30t —1,98
fa(t) = 2,80+ 3,30t 3,18 (2.15)
fs(t) = 2,80+3,30t —4,62
\_\f‘_/ \_\/-_/
efeito efeito
fixo aleatorio
Na segunda situacao, adotamos:
11 11
12 12
X = e Z = (2.16)
1 3 13
1 4 1 4

Neste caso a matriz D assumird a forma de uma matriz com duas linhas e

d d
D LGz
da1 dao

A matriz de varidncia-covariancia assume assim a forma:

duas colunas:
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dig dig 1111
day doo 1 2 3 4/
Usando a Equagdo 2.12 encontramos:

s [Bo) (2,80
()G

. 2.99 1,27
&2:0,31eD=(’ ’ )

o O O =

o O = O

o = O O

= O O O
+

— = =

O

1,27 1,41

E com a Equacao 2.11:

. bio 1,79\ . bao 1,26\ bs.o 0,58
bl = ~ ' = 0 b2 = ~ ' = B b3 = ~ ’ = B
b171 ]_, 66 b271 ]_, 17 b371 —]., 08
. b —0,89 . b —2.73
b, — A4,0 _ ) e b — A5,o _ ) -
ba —0,96 bs.1 —0,79

O grifico referente a essa sequnda escolha estd presente na Figura 3(b). Note
como os grificos de f;(t) = 2,80 + 3,30t + lA)Z-,O + lAamt nao sao paralelos. Aqui temos um
modelo com intercepto 2,80 e coeficiente angular 3,30 para o valor esperado da populacao
e cada individuo tem como efeito individual uma alteracao no intercepto e no coeficiente
angular, por exemplo, o individuo 1 tem um intercepto 1,79 unidades maior que o intercepto
da populacio com o crescimento dado pelo coeficiente angular 1,66 unidades maior que o

da populacao.

fi(t) = 2,80+ 3,30t +1,79+ 1,66t
fo(t) = 2,80+ 3,30t +1,26+ 1,17t
fa(t) = 2,80+ 3,30t +0,58 —1,08¢
fa(t) = 2,80+ 3,30t —0,89 — 0,96t (2.17)
fs(t) = 2,80+ 3,30t —2,73 —0,79¢
efeito efeito
fixo aleatorio

Uma duvida que pode surgir é se todo esse processo oferece um resultado

diferente do processo, que seria bem mais simples, de realizar a regressao linear por
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quadrados minimos separadamente para cada individuo. A resposta para essa duvida é

que o resultado é sim diferente.

Neste caso teriamos como resultado as retas:

gmi(t) = 4,5+ 5,0t
gme(t) = 4,0+ 4,5t
gms(t) = 4,04 2,0t
qmy(t) = 2,0+ 2,3t
gms(t) = —0,5+ 2,7t,

que ¢é um resultado diferente dos dois casos apresentados no exemplo. Isso se deve ao fato
de que realizando o processo de quadrados minimos separadamente nao se leva em conta o
efeito do comportamento da populacao na modelagem de cada individuo. Exibindo assim
um pouco da importancia e do ganho ao se realizar a regressao de dois estagios para o

estudo de dados longitudinais.
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Figura 3 — Graficos do Exemplo 1. As pequenas figuras geométricas ( @, %, 4 & ¢ <
) apresentam os pontos referentes aos valores observados dos individuos em
cada tempo t;. As retas f;(t) apresentam a reta estimada do valor esperado
dos individuos em cada tempo t.

[ ] Y,
gp | — () ®

—
[S]
w
e
—
2
w
=N

Fonte: O autor.

2.5 Conclusao

Diferente do Capitulo 1, podemos tratar os dados como sendo medidas repetidas
de um mesmo individuo. O modelo linear misto em dois estagios, Se¢ao 2.3, ndo somente
leva em conta a existéncia de medidas repetidas como também permite a construcao de

um modelo para a inferéncia de valores para cada individuo.

Ainda mais, o modelo de regressao em dois estagios oferece modelos para cada
individuo que levam em conta o comportamento da populagao como um todo. Isso permite
realizar melhores previsoes para individuos que tenham dados faltantes, além de varias

outras vantagens apresentadas por Fitzmaurice (2011).
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3 Aritmética Intervalar

3.1 Introducao

Nesse trabalho denotamos os intervalos fechados reais como simbolos com uma

barra superior e inferior. Por exemplo, em
z = [a;b], (3.1)

Z denota o intervalo real [a; b].

Barros, Bassanezi e Lodwick (2017) exibe o conceito de aritmética intervalar,
onde temos operagoes de soma, subtragao, multiplicacao e divisao para intervalos. Esse

capitulo exibe esse conceito.

3.2 Operacoes Aritméticas entre Intervalos
Definimos o conceito de aritmética intervalar, onde temos operagoes de soma,
subtracao, multiplicacao, multiplicacao por escalar e divisao para intervalos.

Barros, Bassanezi e Lodwick (2017) define as operagoes entre intervalos reais.

Sejam o nimero real A e os intervalos @ = [a;;as] e b = [by; by], definimos as operagoes:

4 @+E=[a1+bl;a2—|—bg].
e a—b=[a—byas—bi].

B [Aai; Aas], se A =0
] Q:

—

[Aag; Aaq], se A< 0

o ab = [minP;maxP], onde P = {a1by, aiby, asby, asbs}.

- 1 1 _
o a/b=[a;a1] lb2; bl], com 0 ¢ b.

Exemplo 2. Alguns exemplos de soma de intervalos:

[1; 2]+ [3; 4] = [(1) + (3); (2) + (4)] = [4; 6].

[2; 5]+ [-1; 1] =[(2) + (=1); (5) + (1)] = [1; 6].

o [=3; =2]+[7; 15] = [(=3) + (7); (=2) + (15)] = [4; 13].
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Exemplo 3. Alguns exemplos de subtragdo de intervalos:

o [L 2] =3 4] =[(1) = (4); (2) =) =[-3 —1].

e [2 5] = [-1; 1] =1[(2) = (1); () = (=] =1[1; 6].

o [=3; 2] = [7 18] = [(=3) = (15); (=2) = (7)] = [-18; —9].

o [=5 3] -2 —1] = [(=5) = (=1); (=3) = (=2)] = [-4 —1].
e [0; 1] = [0; 1] = [(0) = (1); (=3) = (=2)] = [-4; —1].

o [ 2] - [1 2] = [(1) = (2); 2)—-D)]=[-1 1].

e [=5; 5] = [-5; 5] = [(=5) = (5); (B) — (=5)] = [-10; 10].

o [=3 -1 =[=3 1] =[(=3) = (=1); (=)= (=3)]=1[-2 2].

Exemplo 4. Alguns exemplos de multiplicagdo de intervalos por escalar:

e 11 2] = [1(1); 1(2)] = [1; 2].

e 2[1; 2] = [2(1); 2(2)] = [2; 4].

e =3[1; 2] = [-3(2); =3(1)] = [-6; —3].
« O[1; 2] = [0(1); 0(2)] = [0; 0].

o 1[-1; 1] = [1(=1); 1(1)] = [-1; 1].

e 2[-1; 1] = [2(=1); 2(1)] = [-2; 2].

e =31 1] = [=3(1); =3(=1)] = [-3; 3].
e 0[-1; 1] =[0(=1); 0(1)] = [0; O].

o 1[=3 2] = [1(=3); 1(=2)] = [-3; —2].
¢ 2[=3; —2] = [2(=3); 2(-2)] = [-6; —4].
o —3[-3; 2] = [-3(-2); =3(=3)] = [6; 9].
e 0[=3; —2] = [0(=3); 0(=2)] = [0; 0].

Exemplo 5. Alguns exemplos de multiplicagdo de intervalos:

e [1; 2][3; 4] = [minP,maxP] = [3; 8], onde:
P={1) (3),(1) (4),(2) (3),(2) (4)} = {3, 4, 6, 8}.
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[=1; 1] = [minP, mazP] = [~5; 5], onde:
P ={(2) (-1),(2) (1), () (=1),(5) ()} ={-2, 2, =5, 5}.
e [-3; —2][7; 15] = [minP, mazP] = [-45; —14], onde:
P ={(=3) (7),(-3) (15),(=2) (7),(=2) (15)} = {—21, —45, —14, —30}.
. [-5;
P

~3][-2; —1] = [minP,mazP] = [3; 10], onde:
{(=5) (=2),(=5) (=1),(=3) (=2),(=3) (=1)} = {10, 5, 6, 3}.
[-1; 3][~1; 3] = [minP, mazP] = [~3; 9], onde:

P={(-1) (-1),(=1) (3),(3) (=1),(3) B)} = {1, =3, =3, 9}.

Exemplo 6. Alguns exemplos de divisio de intervalos:

[ 2]/[3: 4] = [1; 2] H ;] _ [minP, mazP] - [ g] onde:

o () () s O)-40 )

e [2; 5]/[—1; 1] ndo é possivel ser realizado, pois 0 €

(=3 —9]/[7: 15] = [-3: —2] [115 ;] _ [minP, mazP] — [—~ —], onde:

r<fen ()0 ()0 (3) o ()
:{_1 32 _2}
5 7 157 T

(=5 —3]/[-2 —1] = [-5: —3] [—1; —;] _ [minP, mazP] — l‘;’ 5], onde:

P={e5 (0.09) (-3). 9 0.3 (-5)b={5 58 5]

3.3 Auséncia de Algumas Propriedades e Diferenca de Hukuhara

Segundo Barros, Bassanezi e Lodwick (2017) essas operagoes sobre intervalos
nao oferecem ao espaco dos intervalos todas as propriedades de espaco vetorial. Isso se

deve ao fato de nao existir o elemento oposto, ou seja:

quando @ é um intervalo nao degenerado. Por exemplo:

[1; 2] —[1; 2] =[(1) = (2); (2) = (1] =[~1; 1] #0.
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Colocar um intervalo em evidéncia e uma expressao na forma A;a— A»a também

pode levar a um resultado nao desejado:

5[0; 1] = 3[0; 1] = [0; 5] —[0; 3] = [0 —3; 5—0] = [-3; 5]
(5—3)[0; 1] = 2[0; 1] = [0; 2] '

Ao longo do texto os modelos sofrerao com essa rigidez nos célculos, necessitando

que nunca se realize o processo de colocar em evidéncia um intervalo.

Para determinadas situagoes pode ser mais conveniente usar outras formas de

subtracao. A diferenca de Hukuhara, por exemplo, quando existe um intervalo ¢ tal que
@ = b+ ¢ denota essa diferenca como (BARROS; BASSANEZI; LODWICK, 2017):

[S]
|
T
S
I
Il

Como a diferenca de Hukuhara nem sempre existe usaremos o conceito de
diferenga de Hukuhara generalizada que para intervalos assume a forma (STEFANINI,
2010):

@O,n b= [min{a; — by, as — by}; max{a; — by, as — ba}], (3.2)

onde @ = [a1; as] e onde b= [by; bs].

Exemplo 7. Alguns ezemplos de diferenca de Hukuhara generalizada entre intervalos:

[1; 2] Oy [3; 4] = [minG, mazG] = [-2; 2], onde:
G={1)-3),(2) - @)} ={-2 -2}

. [ 5] ©gnt [~ 1; 1] = [minG, mazG] = [3; 4], onde:
={(2) - (-1),(5) = (1)} = {3, 4}.

3: =21 Oy [7; 15] = [minG, mazG] = [-17; —10], onde:
{(=3) = (7),(=2) = (15)} = {-10, —17}.

[=5; —3]©ym [-2; —1] = [minG, mazG] = [-3; 2], onde:
G={(-5) = (=2),(=3) = (-1} = {3, =2}.

[0; 1] O [0; 1] = [minG, mazG] = [0; 0], onde:

G ={(0)—(0),(1) = (1)} = {0, 0}.

[1; 2] ©gn [1; 2] = [minG, mazG] = [0; 0], onde:
G={1)-(1),(2) - (2)}={0, 0}

[—5; 5] O [-5; 5] = [minG,mazG] = [0; 0], onde:

G ={(-5) = (-5),(5) = (5)} = {0, O}.

[—
G
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e [-3; —1]©yn [—3; —1] = [minG, mazG] = [0; 0], onde:
G ={(=3) = (=3),(=1) = (=1)} = {0, 0}.
A propriedade
aSgna=[0; 0] =0

faz a diferenca de Hukuhara generalizada ser mais adequada para calcular o erro dos

modelos com dados intervalares. Ela é usada na Secao 6.5 com esse intuito.

3.4 Principio de Extensao para Intervalos
Além das operacoes aritméticas também é possivel estender as fungoes reais
para aplica-las em intervalos.

Seja uma funcao f : D — R, com D € R. O principio de extensao para
intervalos oferece um resultado para a funcao f aplicada num intervalo @ € D (BARROS;
BASSANEZI; LODWICK, 2017):

f@) ={f(a) : aca}.

Segundo Barros, Bassanezi e Lodwick (2017) no caso em que f é uma fungao
continua f(a) assume também a forma de intervalo. No caso particular de f ser continua e

crescente o principio de extensao para intervalos assume a forma (BARROS; BASSANEZI,
LODWICK, 2017):

f@) = f(la1; az]) = [f(a1); flaz)]. (3.3)

Exemplo 8. Alguns exemplos de principio de extensdo para intervalos:

o f(x) = 2*, funcio crescente e continua na parte real positiva, f([2; 3]) = [4; 9].

v, fungio crescente e continua na parte real positiva, f([0; 9]) = [0; 3].

[ ]
g
B

I

o f(x) = €", fungdo crescente e continua, f([—10; 10]) = [e°; €'°].

o f(x) = 2%, funcgio continua, f([—1; 3]) = [0; 9], o resultado é um intervalo po-

rém note que a funcdao nao € crescente na parte real negativa. Note também que
[—1; 3][—1; 3] =[-3; 9] possui um resultado diferente.

Na Secao 6.5 o principio de extensao para intervalos é usado para calcular f(a)
para f(z) = 2% e f(x) = v/z. Explicitamente:

[a%; a3], para a; =0,
([ar; aa])® = { [a3; ai], para as <0, (3.4)

[0; max{a?,a3}], para a; <0 e ay > 0.
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[Var; vas). (3.5)

[Ch; CLQ]

3.5 Conclusao

Definir operagoes aritméticas para intervalos oferece ferramentas para tratar

dados na forma de intervalos e para a construcao de modelos envolvendo esse tipo de dado.
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4 Conjuntos e Nimeros Fuzzy

4.1 Introducao

Conjuntos fuzzy sao uma extensao do conceito classico de conjunto, conceito
apresentado por ZADEH (1965). Os chamados ntimeros fuzzy serdao um objeto central

neste trabalho, estes sdo um tipo particular de conjuntos fuzzy.

Segundo Viertl (2011), chamamos de fuzzy a todo tipo de dado que nao pode
Ser expresso como um nuimero preciso, tanto dados na forma de uma descricao linguistica,
como temperatura alta ou pressao sanguinea alta, quanto medidas de uma variavel continua

que sao sempre imprecisas em maior ou menor grau.

4.2 Conjuntos Fuzzy

Barros, Bassanezi e Lodwick (2017) explica conjuntos fuzzy através da fungao
caracteristica, comecando pela func¢ao caracteristica para conjuntos classicos. Segundo
Barros, Bassanezi e Lodwick (2017), dado um conjunto universo nao vazio U e um

subconjunto A de U, a fungao caracteristica, y4 — {0,1}, de A é dada por:

lsexe A
Xal(@) = {0 se ZL‘¢A. (4.1)

A funcao caracteristica de um subconjunto classico assume apenas os valores 1

ou 0, indicando a presenca ou nao do elemento de U no subconjunto A.

Segundo Barros, Bassanezi e Lodwick (2017), dado um conjunto universo nao

vazio U, um subconjunto F' de U é caracterizado por sua funciao de pertinéncia dada por:

onde o valor pp(z) € [0,1] indica o grau com que o elemento = de U pertence ao conjunto
fuzzy F. pp(x) = 1 significa que o elemento pertence certamente ao conjunto enquanto
wr(z) = 0 significa que o elemento nao pertence ao conjunto de forma alguma. Dados dois
elementos x e y, se pr(x) > pr(y), entdo o elemento x é mais propenso a pertencer ao

conjunto do que o elemento y.

Exemplo 9 (Nimeros préximos de 2). Barros, Bassanezi e Lodwick (2017) mostra, como
exemplo, algumas formas de definir o conjunto dos numeros reais prorimos de 2. Seja

U = R, o conjunto fuzzy dos nimeros proximos de 2 pode ser definido pela fungdo de
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pertinéncia:

¢F(x):{(1—yx—2\) sel<z<3 (43)

0 sex¢[1,3]
x € R, de onde temos que ¢r(2,001) = 0,999, enquanto pp(7) = 0. Dizemos entio que

x = 2,001 € proximo a 2 com um grau de proximidade 0,999 e que x = 7 nao é proximo a
2.

Outra fungao de pertinéncia exibida por Barros, Bassanezi e Lodwick (2017)

para o conjunto dos niumeros proximos de 2 é:
vp(z) = exp [—(z — 2)?], (4.4)
onde vp(2,001) = 0,99999 e vp(7) = 1,388 x 1071,
Segundo Barros, Bassanezi e Lodwick (2017), dado um subconjunto fuzzy A de
um conjunto universo U, onde U é um espaco topoldgico, o conjunto suporte de A é dado

por:
supp A= {zxeU: pas(x) >0}, (4.5)

enquanto para a € [0, 1], o a-nivel do subconjunto A é o conjunto classico [A]* de U

definido por:

[A]a:{{er:goA(x)>oz} para0<a<1, (4.6)

supp A para a = 0
onde supp A é o fecho de supp A.

4.3 Nuiameros Fuzzy

Ao longo deste trabalho o conceito de nimero fuzzy tem um papel central.
Numeros fuzzy sao um tipo especial de conjunto fuzzy cujo dominio é o conjunto dos
numeros reais. Neste trabalho denotamos os ntimeros fuzzy com um asterisco, notacao
adotada por Viertl (2011).

Segundo Barros, Bassanezi e Lodwick (2017), um nimero fuzzy a* é um conjunto

fuzzy onde U = R, tal que:

e todos os a-niveis de a* sao ndo vazios para 0 < o < 1.
e todos os a-niveis de a* sao intervalos fechados de R.

o supp a* = {r R : p,«(x) > 0} é limitado.

O conjunto de todos os nimeros fuzzy é denotado por F(R). Como notac¢ao usamos:

[a*]* = [i{a), r(a)], (4.7)
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onde [ : [0,1] - R e r :[0,1] — R sdo fungdes numéricas que nos dao os limites dos

intervalos de cada a-nivel.

Tabela 1 — Tipos particulares de niimeros fuzzy exibidos por Barros, Bassanezi e

Lodwick (2017).

. taga . ) ~ oA
tipo pr;iti&::(ﬁ(;r a-nivel grafico da funcao de pertinéncia
1
triangular (a;u;c) [(u—a)a+a;(u—c)a+c]

P S

trapezoidal (a;b;¢;d) [(b—a)a+a;(c—d)a+d]

[ S
Y —

crisp 7 [r;7]

H
e |

Fonte: (BARROS; BASSANEZI; LODWICK, 2017). Imagens produzidas pelos autores.

Nas Tabelas 1 e 2 estao presentes alguns exemplos de tipos particulares de

nimeros fuzzy apresentados por Barros, Bassanezi e Lodwick (2017).

As operagoes aritméticas dos nimeros reais classicos podem se estendidas
para os numeros fuzzy. Ao longo deste trabalho usamos as operagoes bésicas de adigao,

subtracao, multiplicacao e divisao entre ntimeros fuzzy diversas vezes.

Barros, Bassanezi e Lodwick (2017) define as operagoes aritméticas de niimeros
fuzzy através das operagoes aritméticas intervalares, vistas na Se¢ao 3.2, sobre os seus

a-niveis.

Sejam a* e b* € F(R) e X € R, definimos as operacoes aritméticas entre ntimeros
)

fuzzy como:
o [a® +0%]" = [a®]" + [b7]%,
o [a® =0%]" = [a®]" — [b7]".

o [a®0%]" = [a"]*[b"]".
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Tabela 2 — Tipos particulares de niimeros fuzzy exibidos por Barros, Bassanezi e Lodwick

(2017).
tipo funcéo de pertinéncia grafico da funcéo de pertinéncia
T a 1
+ , sea<zx<u
u—a a—1u
. 1 se T =1u
triangular Yax(x) = z "o
, seu<x<c
u—c c—u
0, caso contrario o
T a 1
, sea<zxz<b
b—a a-—0b
. 1 seb<zxr<c
trapezoidal Pax () = x ¢ ST
, seu<gx<c
c—d c—
0, caso contrario o
1 *
1
i
cris (z) 1, ser=rn !
* = s . 1
b Ya 0, caso contrario !
|
1
1
r

Fixados u, a e ¢, a funcao de pertinéncia é:

. 2
sino T—u
exp | — , selr—ul<9d
@a*(m): p( < a ) ) | |

0, caso contrario

2

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
! T
u u+d

T
u-b

com @ = exp(—(d/a)?)

Fonte: (BARROS; BASSANEZI; LODWICK, 2017). Imagens produzidas pelos autores.

e se 0¢ supp b, entao definimos [Z*] = [a*]*/[b*]".
o [Na¥]* =) a¥]”.

Os mesmos problemas apontados na Se¢ao 3.3 para as operagoes com intervalos
também estao presentes nas operagoes com niimeros fuzzy. Assim também temos a auséncia
de elemento oposto e a falta da propriedade distributiva, deixando assim os modelos, ao

longo do texto, rigidos em relacao a ordem das operagoes.

Ao longo desse trabalho sdo usadas as operagoes de soma, subtracao e multipli-
cacao por escalar. Tomando como exemplo os nimeros triangulares fuzzy a* = (2;3;5)
e b* = (0;1;2). Seus a-niveis sao dados por [a*]* = [2 + a;5 — 2a] e [b*]* = [a;2 — a].
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Para encontrar o valor de ¢* tal que ¢* = a* + 2b* tratamos dos a-niveis de ¢*.

c* =a*+2b*
2+ ;5 —2a] +2[e;2 — o

]

[c*]

[c*] [ (48)
[¢*]* = [2 + a;5 — 2a] + [2054 — 2a/]

[c*]* =2+ a+ (20);5 —2a + (4 — 2a)]

[c*]* = [2 + 3a;9 — 4a].

Assim obtemos a expressao por a-niveis de ¢* = a* 4+ 2b*. Dado que [2+ 3«a;9 —
da) = [(5—2)a + 2; (5 — 9)a + 9], é possivel observar que ¢* é o nimero triangular fuzzy
= (2;5;9).
Um conceito importante usado nesse trabalho é o processo chamado de defuzzi-
ficagao.

Segundo Barros, Bassanezi e Lodwick (2017), o processo de defuzzifica¢ao
determina um nimero real que melhor represente um nimero fuzzy. Dentre as diversas
formas de se realizar esse processo, escolhemos arbitrariamente o método do centro de

gravidade:
) = SR UPgs (u)du

defuzz(a™ .
( SR Yo (u)du

(4.9)
O ntmero real defuzz(a*) divide a fungao de pertinéncia em duas partes em
que a area entre ela e o eixo dos nimeros reais ¢ igual. Nas aplicagoes o pesquisador pode

escolher o método de defuzzificagdo mais conveniente.

4.4 Conclusao

Do mesmo modo que definir operagoes para intervalos, Capitulo 3, oferece
ferramentas para a construcdo de modelos, também os niimeros fuzzy podem ser usados

com esse mesmo intuito.
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5 Modelando Imprecisao através de Interva-

los e de NUmeros Fuzzy

5.1 Introducao

Segundo Barros, Bassanezi e Lodwick (2017), quando um dado é proveniente
de uma medicao ele é suscetivel a imprecisao, originada do equipamento, de quem esta
coletando os dados ou de diversas outras fontes. Viertl (2011) reforga que toda medida

tomada de uma quantidade continua sempre esta associada a algum grau de imprecisao.

Barros, Bassanezi e Lodwick (2017) propoe o uso de ntimeros fuzzy para modelar
a imprecisao de uma medida em R de um dado. Quando uma medida é aproximadamente

determinado valor, usamos um numero fuzzy como modelo.

COUSO e DUBOIS (2014) categoriza os modelos mateméticos em onticos e
epistémicos. Um modelo 6ntico é uma representacao precisa da realidade mesmo que tenha
algum tipo de erro. Um modelo epistémico é uma representacao que leva em conta a

precisao limitada da nossa capacidade de medicao.

No contexto deste trabalho usamos intervalos e niimeros fuzzy como um modelo

epistémico de representar medidas que contenham imprecisao.

5.2 Modelando Imprecisao

Comegando com um exemplo simples. Suponha que a altura de uma pessoa
tenha sido medida com uma fita métrica com a precisdo de 1 centimetro. Se a medida
obtida foi de 175 centimetros podemos levar em conta que a imprecisao da fita métrica,
que é de 1 centimetro, coloca um certo grau de incerteza nessa medida. A interferéncia de
quem estd medindo também pode nos dar um maior grau de imprecisao nessa medida.
Sao 175 por que a altura estava um pouco abaixo de 1757 Ou estava um pouco acima? Ou
bem acima, porém, sem alcangar o ponto de 1767 Todas essas caracteristicas de imprecisao
podem ser modeladas através de nimeros fuzzy. Na Tabela 3 apresentamos diversas formas

de modelar este exemplo através de nimeros fuzzy.

Pinto et al. (2018) modela dados que tenham uma média m e um desvio padrao

o através de nimeros fuzzy triangulares na forma (m — o; m; m + o).

Seguindo essa mesma linha de raciocinio, podemos também criar outras formas
de modelar esses dados como, por exemplo, nimeros trapezoidais na forma (m — 20;m —

o; m+o0; m+20). Ou, na forma de intervalos, como [m —o; m+ o] ou [m —20; m+ 20].
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Tabela 3 — Diferentes modos de modelar uma medida proxima de 175cm através de
numeros fuzzy

descrigao numero fuzzy grafico da funcao de pertinéncia

10

Numero fuzzy triangular simétrico
dando pertinéncias para os valores (174;175;176) 05 1
entre 174 e 176.

0.0 T T T
174.0 1745 175.0 1755 176.0

10

Nuamero fuzzy triangular simétrico
dando pertinéncias para os valores (174,25;175;175,75) 05 1
entre 174,25 e 175,75.

0.0 T T T
174.0 1745 175.0 1755 176.0

10

Ntmero fuzzy triangular dando
pertinéncias para os valores entre
174.7 e 175.7. Dando pertinéncias (174,7;175;175,7) 05 1
para mais valores maiores do que
menores que 175.

0.0 T T T
174.0 1745 175.0 1755 176.0

10

Nuamero fuzzy genérico dando
pertinéncias para os valores entre )
174,5 e 175, 5, porém, tendendo a [175,5 + @; 176,5— OL] 031

dar pertinéncias maiores para 2
ntimeros maiores que 175.

0.0 T T T
174.0 1745 175.0 1755 176.0

Fonte: Os autores.

Segundo Wagner e Tyler (2011), no cuidado de cavalos no campo, diversas
vezes uma balanca para determinar o peso do animal ndo é acessivel. E essencial saber a
massa corporal do cavalo para a administracao de medicamentos ou a prescricao de dietas
ao animal e na falta de uma balanca é possivel estimar a mesma com o uso de uma fita

métrica. A férmula habitual para determinar a massa corporal de cavalos com uma fita

métrica ¢ (CARROLL; HUNTINGTON, 1988):

g*>xb
11, 880cm3’
onde M apresenta a massa em quilogramas, g o perimetro toracico em centimetros e b

o comprimento do corpo do cavalo. CARROLL e HUNTINGTON (1988) apresenta um

desvio padrao que pode variar entre 37,2 e 42,7 dependendo do grupo de cavalos no seu

(5.1)

estudo.
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Com essa estimativa da massa corporal temos nao apenas a imprecisao da fita
métrica e da medi¢ao em si, mas também o fato de ser uma estimativa coloca uma grande
imprecisao nesse valor. Podemos modelar essa imprecisao também com ntmeros fuzzy,
como, por exemplo, com o nimero trapezoidal (M — 80; M — 40; M + 40; M + 80), com
M dado pela equacao 5.1.

Outras situacoes similares onde as grandezas sao estimadas de forma indireta
e suscetivel a imprecisdes podem também, a critério do pesquisador, ser modeladas na
forma de numeros fuzzy. Ao longo deste trabalho varios exemplos de medidas na forma de

numeros fuzzy estao presentes.

O valor do erro padrao, o/4/n;, que é o desvio padrao da distribui¢do amostral,
(EVERITT, 2006), também pode ser usado para modelar a imprecisao. Por exemplo, se
a medida da observacao foi tomada n, vezes, com média m e desvio padrao o, podemos

modelar um nimero fuzzy usando o erro padrao: (m — o/\/ng; m; m + o/y/ng).

5.3 Conclusao

Os processos onde as observacoes sao tomadas usando métodos com algum
grau de imprecisao podem ser modelados usando intervalos ou niimeros fuzzy. Isso permite

um olhar distinto para a construcao de modelos para esses conjuntos de dados.
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6 Métodos para Dados Fuzzy

6.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos alguns métodos presentes na literatura que esten-
dem os conceitos de métodos lineares usuais para dados onde a variavel resposta tem a

forma de nimeros fuzzy. Também apresenta alguns exemplos na tultima secao.

Para o caso simples, os métodos para dados fuzzy apresentam uma aproximacao
da relacdo entre a varidvel explicativa X e a variavel resposta Y*. Esse método estima
modelos por uma fungao f*: R — F(R) que tem como argumento o nimero real ¥ e como
imagem um nimero fuzzy. Denotamos as observacoes como pares ordenados na forma
(x;; yF). Por exemplo, a primeira observagao é denotada como (x1; y7), o que significa
que para Y* foi observado um valor na forma de nimero fuzzy y; com a varidvel X tendo

o valor z;.

Para o caso multiplo temos ¢ varidveis explicativas, X;,..., X, e a variavel

resposta Y*. Esse método estima modelos por uma funcao f*(¢4,...,7,), f* : R? - F(R),

que tem como argumento ¢ ntimeros reais vy, ..., ¥, e como imagem um numero fuzzy.
Denotamos as observagoes como tuplas ordenadas na forma (z;1; . ..; ;4 y;). Por exemplo,
a primeira observagao é denotada como (z11;...;%1,4; Y;), 0 que significa que para Y™ foi

observado um valor na forma de nimero fuzzy yi com a variavel X; tendo o valor x; 1, a

variavel Xy tendo o valor z; 5 e, assim por diante até X, tendo o valor z; 4.

Diamond e Tanaka (1998) divide os métodos para dados fuzzy em duas cate-
gorias: métodos possibilisticos e métodos de minimos quadrados. J& COUSO e DUBOIS
(2014) inclui estas e mais duas categorias: regressao quantilica e andlise sensitiva. Deste

modo podemos dividir os métodos de regressao fuzzy em quatro categorias:

e métodos possibilisticos
o métodos de quadrados minimos
e regressao quantilica

e analise sensitiva

COUSO e DUBOIS (2014) usa essa classificacao também para métodos onde

as observagoes possuem a forma de intervalos.
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6.2 Meétodos Possibilisticos

Segundo COUSO e DUBOIS (2014), os métodos possibilisticos apresentam
restri¢oes na forma de inclusdo de conjuntos entre os dados observados y; e as previsoes
f*(xiq,...,2:4). No caso intervalar, a restricdo pode impor que o intervalo previsto E(%)

esteja sempre contido no intervalo y. observado.

COUSO e DUBOIS (2014) continua explicando alguns pontos sobre esses

métodos:

e Sao métodos que nao pressupoem uma leitura Ontica ou epistémica dos dados.
Caso os dados sejam Onticos, as previsoes dadas pelo modelo se mantém Onticas.
Caso os dados sejam epistémicos, as previsdes manterao a imprecisao presente nas
observagoes, pois o resultado da regressao é um ntmero fuzzy, assim as previsoes sao

epistémicas com imprecisao tal qual sao as observacoes.

o Esses métodos nao estendem de forma clara os conceitos da regressao linear para
dados na forma de niimeros reais. Por exemplo, nenhuma hipétese é feita sobre os

eITros.

o Esses métodos apresentam modelos com um comportamento nao natural ao tornar
as previsoes dadas por f*(dy,...,9,) com o suporte mais largo quando o médulo
dos valores atribuidos as varidveis ¥ aumentam. Ou seja, com a,b € R se |a| < |b],

entdo supp f*(b) é um intervalo com comprimento maior do que supp f*(a).

o Esses métodos apresentam restricao para o tipo de dado fuzzy. Por exemplo, alguns

métodos aceitam apenas dados na forma de nimeros fuzzy triangulares.

O método possibilistico Min Problem (TANAKA; UEJIMA; ASAI, 1982) é
obtido para um conjunto de n observagdes (z;1;...;%iq; ¥i), ¢ = 1,...,n, onde os
Tii,...,%;q SA0 nUmeros reais e os y; sdo ndimeros triangulares fuzzy simétricos y; =

(m; — a;;my;m; + a;). Temos o modelo:

[0, 0) = Brvn + -+ B0, (6.1)

onde os 3] = (b; — r;; b;; b; —r;), sdo nimeros fuzzy triangulares simétricos, com r; = 0, e
V1, ...,0, sdo os argumentos da funcdo f*: R? — F(R), 87, ..., 3, sdo os parametros a
serem estimados para o modelo, o que ¢ feito através de um programa de otimizacao linear.

Fixado um h arbitrario, com 0 < h < 1, os coeficientes 3] do modelo sao encontrados com:

n

o 0 Dl ke gl ) o

Sujeito a: 7, =0 e [f*(zin, ..., 7iq)]" S [yf]" Vi.
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n
Apesar da fungao objetivo Z (|zia] r1 + -+ + |@iq4| 74) ndo apresentar os valores
i=1
~ .~ %
b;, estes estdo presentes nas restrigdoes do problema, uma vez que f*(x;1,...,%;,) =

Biwin + -+ Bywig e B = (bi — 15 by by —ry).
O Exemplo 10 da Se¢ao 6.6 trata deste método.

Fixado o valor h, a restricao diz respeito aos a-niveis h dos dados observados e
do valor da fungdo do modelo no ponto correspondente, ou seja, [y¥]" e [f*(zi1, - .., zig)]",
respectivamente. A restricdo [f*(zi1,...,7iq)]" < [yf]" Vi obriga que o a-nivel & da

previsao f*(x;1,..., i) esteja contido na observacao y; .

As restricoes [f*(zi1, ..., xi)]" < [y]" podem ser reescritas como desigual-
IR ) 4 2
dades. Sejam dois niimeros fuzzy triangulares simétricos, a* = (m, — 74;Ma; My — 74) €

b* = (my — ry;mp;mp — 13), a [a*]" < [b*]" é dada pelas desigualdades:

o (L= )y — 7). (63)

my < mq + (1= h)(ry, —ra)
=Zm
Tanaka, Hayashi e Watada (1989) apresenta também este método além de mais

dois métodos possibilisticos diferentes deste.

Pinto et al. (2018) realiza um processo possibilistico para dados fuzzy usando
defini¢oes proprias da teoria fuzzy para conceitos andlogos a correlacao e dados longitudinais.
Assim como o conceito de nimeros fuzzy interativos. Sendo um trabalho com o foco distinto

da intencao do presente trabalho.

6.3 Meétodos de Quadrados Minimos

Segundo COUSO e DUBOIS (2014), os métodos de quadrados minimos fuzzy
sao baseados em algum tipo de distancia entre o modelo e os valores observados, geralmente
minimizando o quadrado da distancia. Explica também que este método trata os dados

como entidades onticas e que existe uma grande variedade de métodos deste tipo.

KORNER e NATHER (1998) apresenta alguns métodos de regressao para
dados na forma de nimeros fuzzy. Apresentamos aqui dois dos seus métodos, um que de
alguma forma estende a regressao por quadrados minimos classica vista no Capitulo 1, ja

o segundo usa de fato um conceito de distancia entre os niimeros fuzzy no modelo.

Chamamos aqui o primeiro método apresentado de KORNER e NATHER
(1998) de método classico estendido. Neste método os valores fuzzy das observagoes sao
usados no lugar dos valores classicos na férmula de quadrados minimos classica, visto no
Capitulo 1.

KORNER e NATHER (1998) apresenta o método classico estendido. Seja um



Capitulo 6. Meétodos para Dados Fuzzy 49

conjunto de observagoes fuzzy (T11,...,21.4;Y1)s - (Tn1, ..., Tng; Ys), 08 coeficientes do

modelo classico de quadrados minimos estendido para dados fuzzy,

FH @1, mg) = B + Bim + ... + Bl (6.4)

sao dados por:

D% % %
By =wi1 Yy + 0+ Wi Yy,

oL * *
By =wa1 Yy + o+ Wap Y,

: (6.5)
5; = Wq,1 yi‘_*—"'"’_wq,n y:
onde
w11 W12 ... Win
Wg,1 W22 ... Wa -1
w=| " o = (xTX)T X7 (6.6)
wq71 ’LUn72 RN wqm
sendo X a matriz
1 11 ... Tig
X=1: : : . (6.7)
1 wpn ..o Ty

Este modelo nao restringe os niimeros fuzzy das observagoes para alguma forma

especifica, como, por exemplo, se limitar a apenas nimeros fuzzy triangulares.
O Exemplo 11 da Segao 6.6 trata deste método.

KORNER e NATHER (1998) apresenta um método de quadrados minimos
para dados para diversas formas de ntimeros fuzzy. Por simplicidade apresentamos esse

método para o caso particular em que os numeros fuzzy sejam triangulares simétricos.

Como caso particular do método de quadrados minimos para nimeros fuzzy
apresentado por KORNER e NATHER (1998), seja um conjunto de observagoes fuzzy
(X115 321g0 YY), ooy (Tnas e Tng, Un), onde 08 X1, . . ., T; 4 SAO NUMeEros reais e os y;

sdo numeros fuzzy triangulares simétricos y;* = (m; — r;; my; m; + ;). O modelo

FrOr, . 0g) = BE + Bior + ... + B, (6.8)
tem seus coeficientes Bi, 1=20,1,...,q, dados por:
. 1 S Ak A A *
inf —Zd2(50 + 01 wig + o+ Bimig, Y, (6.9)

ﬂ§76f776(}k n 1

onde d*(a*,b*) é o quadrado da distancia entre os niimeros fuzzy triangulares simétricos

a* = (Mg — Ta;Mg; Mg + 74) € b* = (my — 1 mp; My, + 1) dada por:

(Ta — rb)Q

d2(a*, b*) = (mg — mb)2 + 3

(6.10)
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O Exemplo 12 da Sec¢ao 6.6 trata deste método.

Existe uma grande diversidade de exemplos de diferentes métodos de quadrados
minimos para nimeros fuzzy na literatura (COUSO; DUBOIS, 2014). Outro exemplo mais
profundo é encontrado em Sanchez (2012), que usa outros conceitos de distancia e base

tedrica mais elaborada que garante convergéncia, existéncia e unicidade das solugoes.

Neto (2012) apresenta processos por minimos quadrados para dados intervalares.
No entanto, usa as variaveis explicativas também na forma de intervalo, o que foge do
nosso escopo. Caso parecido aparece em Colubi et al. (2007) que apresenta um método
para variaveis explicativas fuzzy, porém, levando em conta os conceitos relacionados a

variaveis aleatorias fuzzy.

6.4 Regressao Quantilica e Analise Sensitiva

COUSO e DUBOIS (2014) define a regressao quantilica como um método
epistémico que fornece intervalos de confianca que contém o valor y(z) com determinado
grau de confianga e que pode ser modelada através de nimeros fuzzy que tenham como

a-niveis esses intervalos. Nao nos aprofundaremos nesses métodos.

J&, sobre a andlise sensitiva, COUSO e DUBOIS (2014) a classifica como uma
abordagem que pode ser genuinamente classificada como epistémica e a resume como o
problema que toma n observacoes (21;71), - - -, (¥n; ¥n) onde T sdo os intervalos 7; = [y, Ui

e tem o modelo dado por:

f) = {aﬁ + b;

n (6.11)
Va,b que minimize Z (az; +b—y;)* Yy, € ly, Til, i =1,... ,n},
i=1
assim f(1) se torna o conjunto das estimativas f(1) para todas as combinagdes possiveis

ao se escolher um ponto do intervalo de cada observagao.

[ () terd a forma de um intervalo real. Exibindo na forma de grafico, como
vemos na Figura 6 do Exemplo 13 da Secao 6.6, se nota que os intervalos postos lado a

lado formam uma regiao do plano onde estao os pontos encontrados nesse modelo.

Ja o grafico dessa regidao serda a uniao de todas as retas na forma av + b
n

— . 2 . , .

Va,b que minimizem 2 (ax; +b— ;)" , Yy € yi, wi], i = 1,...,n. Porém, o modelo nao
i=1

se trata de uma familia de curvas, mas sim da unido de todos os pontos dessas curvas,

tomando para cada ¥ o intervalo correspondente como estimativa do modelo.
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COUSO e DUBOIS (2014) expoe ainda que Loquin e Dubois (2010) usa este

método para realizar o processo da geoestatistica chamado de krigagem, ou krigeagem.

6.5 Avaliacao dos Modelos

Do mesmo modo visto na Secao 1.4 é necessario ter uma forma de avaliar a
qualidade de um modelo de regressao. Viertl (2011) propoe o uso do principio da extensao
de Zadeh, que estende fungoes reais para conjuntos fuzzy, para estender os testes estatisticos
para modelos que tratam de dados na forma de nimeros fuzzy. Desta forma o valor dado
por um teste estatistico se torna um nimero fuzzy também, o qual tem o seu a-nivel

analisado.

Usamos aqui a aritmética intervalar e o principio da extensao para intervalos,

do Capitulo 3, para estender o teste estatistico do coeficiente de determinacao.

Para o coeficiente de determinagao:

2 Z?:l(gz - yz)2
R - ]' n —\9 )
21 (Wi —9)
onde = — -
Y n & Y
No caso intervalar, com observacoes g, ..., ¥ e previsoes @1, ey @n usamos:
_ " (U OunT.)?
B2 =[1; 1] ©gn Z’n‘l(gj = %)2 : (6.12)
Zizl(yi SHE))
doi_ L Z”:
onde §y = — .
y= i:1yz
No caso fuzzy, com observagoes vy, ..., Y, e previsoes §;, ..., U, usamos:
_ " (110 %102

21 (W10 O [#1°)*
1 n
onde y* = Eny
i—1

Em ambos os casos ©yp ¢ a diferenca de Hukuhara generalizada da Equacao 3.2
e (@)? é calculado usando o principio de extensdo para intervalos, Equacdo 3.4. Para as
somas e divisdes usamos as operacdes aritméticas entre intervalos da Secdo 3.2. [a*]° é o

a-nivel 0 de a*, Equagao 4.6.

Para testar a normalidade dos erros, primeiramente definimos como calcular os

erros para os casos onde os dados sao intervalares ou na forma de nimeros fuzzy.

No caso intervalar, com observacoes g, ...,y e previsdesy,, ..., Yy, definimos:
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€ = @ Ogn Y-

No caso fuzzy, com observagoes yi, ..., y» e previsoes §;, ..., § definimos:

& = [571° ©gn [y 1"

Na Secao 1.4 definimos o grafico quantil-quantil para o caso em que os erros
sao na forma de niimeros reais. Propomos aqui uma forma de construir uma versao desse
grafico para o caso em que os erros sao na forma de intervalos. Seja um conjunto com
n erros na forma intervalar, €7, ..., €,. Ordenamos esse conjunto, obtendo um conjunto
ai, ..., a, de forma que os respectivos pontos médios m, estejam em ordem crescente.
Essa ordenacao nao é unica, pois diferentes intervalos podem ter o mesmo valor como

ponto médio. Tomamos o conjunto de n quantis da distribuicdo normal com média zero

iy (mi — M)” iy —3
e desvio padrdo o = \/Zl:l (m ) ,com M = Zzzilm, b, = 1 (22), onde,

n—1 n n
2

* 1
F(z) = ———exp | ——— | dt. Por simplicidade tomamos o desvio padrao dos pontos
(2) JOO o P ( 202) p p p

médios dos intervalos, outras formas de se encontrar o desvio padrao para um conjunto de

intervalos nao sao descartadas e podem ser usadas.

Propomos construir o grafico quantil-quantil para o caso de erros na forma
intervalar exibindo os pontos (a;;b;) para todo a; € @;, exibindo também em destaque os
pontos (m;;b;) juntamente da reta y = z. Da mesma forma do caso cléssico, os pontos

(a;; b;) estarem préximos da reta y = z indica que os erros estao distribuidos normalmente.

Ao longo do texto exploramos esse tipo de grafico em diversos exemplos. Junto

ao valor do intervalo R2 o usaremos para avaliar a qualidade dos modelos construidos.

Em adicdo aos graficos quantil-quantil e ao R? é possivel definir também outras
formas de avaliagdo dos modelos. Como o uso de bandas de confianca nos graficos quantil-
quantil. Ou o uso de outras medidas de ajuste para os modelos que o pesquisador tenha

por adequado.

6.6 Exemplos

Esta secao tem como objetivo apresentar alguns exemplos dos quatro métodos
apresentados neste capitulo. Nenhum deles tera seu significado aprofundado, este intuito
estard presente na Parte de Casos de Uso, onde estdao presentes casos de uso para os
métodos propostos neste trabalho e comparagoes entre estes e os métodos da bibliografia

apresentados aqui.
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Usamos como exemplo os dados da Tabela 4, que é um exemplo simples e com
apenas 5 observagoes. Deste modo somos capazes de exibir alguns detalhes nos célculos
para a obtencao dos modelos, porém, mesmo para esse caso pequeno é preferivel usar

ajuda computacional.

Tabela 4 — Dados usados para os Exemplos 10, 11, 12
e 14. Os valores y; sdo ntimeros fuzzy trian-
gulares simétricos.

T yz* = (mz Qiy My, My +az)
=1 yik = (6727 8a0a 938)

Ty =2 ys = (4,2; 6,4; 8,6)

r3 =3 vy =(6,9; 9,5; 12,1)
rq=4 y¥ = (10,9; 13,5; 16,1)

T5 =05 yr = (10,6; 13,0; 15,4)

Fonte: Tanaka, Hayashi e Watada (1989)

Exemplo 10 (Método Possibilistico Min Problem). Sejam os dados apresentados na

Tabela 4, queremos encontrar o modelo possibilistico da Equacdo .

Como o objetivo é encontrar o modelo possibilistico da Equacao 10:
FH(9) = s + 051, (6.14)

com 55 = (bg — 10;bo; b0 + 19) € By = (by — r1;b1;b1 + 1) nimeros fuzzy triangulares
simétricos, adicionado o termo [ para o intercepto. Para encontrar os coeficientes 3 e
B7 para h = 0,5, resolvemos do problema de programacao linear:

5

. e
bo.broro.rs £ (ro + il 1) (6.15)

Sujeito a: 7; =0 e [f*(x:)]" < [yf]" Vi,
que pode ser reescrito como

min (1o + |z1| r1 + 1o + 22| r1 4+ 1o+ |x3| r1 4 ro + |x4| v+ 10 + |25 1)
bo,b1,70,71 (616)
Sujeito a: ;=0 e [f*(x:)]"° < [yF]>° Vi,

min (ro+1r +ro+2r+ro+3 7 +ro+4dr+7r9+571)
bo,b1,70,71 (6.17)
Sujeito a: r; =0 e [f*(z:)]"° < [y7]>° Vi,

min  (5rg + 15 ry)
bo,b1,r0,m1 (618)
Sujeito a: ;=0 e [f*(z:)]"° < [yF]>® Vi.

Usando a Equacdo 6.3, podemos transformar as restrigdes [f* ()] < [y/]%°

em desigualdades. Para i = 3, por exemplo, temos que [f*(x3)]"° < [y5]*°. Como
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f*(l'g) = f*(3) = Bg + 33;‘ = (bo + 3()1 — To — 3T1;b0 + 3bl;bo + 361 + 19 + 37’1) [§
ys = (6,9; 9,5; 12,1) = (9,5—2,6; 9,5; 9,5+ 2,6) podemos reescrever a restrigdo como:

bo +3b1 < 9,5+ (1 —0,5)(ro + 311 — 2,6) (6.19)
>9,5 |

b0+3b1 —(1—0,5)(T0+3T1—2,6).

?

Do mesmo modo e possivel reescrever as outras restrigoes e assim completar o problema

de programacao linear.

Obtemos, com ajuda computacional, o resultado BS = (—1,42; 4,15; 9.72) e

By = (1,97; 1,97; 1,97). Estimando assim o modelo:

FE9) = (—1,42; 4,15: 9.72) + 9 (1,97; 1,97; 1,97). (6.20)

A Figura 4(a) apresenta um grafico comparando a funcao f*(¢) com os dados
observados na Tabela 4. A escala de cinza nos graficos apresenta a pertinéncia dos niimeros
fuzzy. Cada ponto (9,y) do grafico apresenta a pertinéncia do ponto y no ntimero fuzzy
f*(0), ou seja, @9y (y). Além da escala de cinza temos também as curvas de nivel para
0,0,5e 1.

Os dados observados y = (m; — a;; m;; m; + a;) estdo apresentados na forma de segmentos
de reta verticais com um pequeno circulo no seu centro. Essas retas verticais sao formadas
pelos pontos (x;,y) tais que a pertinéncia de y em y; seja maior que zero, ou seja,
Py (y) > 0. O pequeno circulo apresenta o “topo” do ntimero fuzzy y, ou seja, é o ponto
(x;,m;). Essas barras nao seguem a escala de cinza. A Tabela 5 também compara os
valores observados com as estimativas correspondentes para 1 = x;. Note como o modelo
superestima os suportes dos dados observados, por exemplo, [y3]° = [4,2; 8,6] é um
intervalo de comprimento 4,4 enquanto a estimativa dada por f*(zs) tem por suporte
f*(x2) = [2,52; 13,66], um intervalo de comprimento 11, 14. O coeficiente de determinagao
R2 = [-2,23; 1] aponta para uma baixa qualidade do modelo, pois apresenta valores

negativos no seu intervalo.

Podemos analisar também os erros do modelo. Usando a diferenga de Hukuhara

generalizada, Equacao 3.2, podemos calcular esses erros do modo discutido na Se¢ao 6.5:

e =071 Spn i’ =
— [0,55; 11,69] S,u [6,2; 9,8] =
= [min{0,55 — 6,2; 11,69 — 9,8}; maz{0,55 — 6,2; 11,69 — 9,8}] =
— [-5,65; 1,89].

& =[51" e [15]" =
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=[2,52; 13,66] ©,un [4,2; 8,6] =
= [min{2,52 — 4,2; 13,66 — 8,6}; max{2,52 —4,2; 13,66 — 8,6}] =
— [~1,68; 5,06].

e = (33" O [13]° =
— [4,49; 15,63] ©,u [6,9; 12,1] =
= [min{4,49 — 6,9: 15,63 — 12,1}; maz{4,49 —6,9; 15,63 — 12,1}] =
= [-2,41; 3,53].

e = [951" Ogn [yi]” =
— [6,46; 17,6] O, [10,9; 16,1] =
= [min{6,46 — 10,9; 17,6 — 16, 1}; max{6,46 — 10,9; 17,6 — 16,1}] =

= [—4,44; 1,5].

& = [55]" S (3] =

— [8,43; 19,57] ©,u [10,6; 15,4] =
— [min{8,43 — 10,6; 19,57 — 15,4}; ma=z{8,43 — 10,6; 19,57 — 15,4}] =
= [-2,17; 4,17].

No geral todos esses erros sao intervalos com grande comprimento. Isso ja
indica uma baixa qualidade do modelo. Podemos investigar também se esses erros estao
normalmente distribuidos, apesar do modelo possibilistico Min Problem nao se comprometer
com esse aspecto. Para tal usamos o grafico quantil-quantil, como proposto na Se¢ao 6.5.
A Figura 5(a) apresenta esse gréfico. E possivel notar que os pontos médios dos intervalos
que representam os erros nao estao tao distantes da reta y = x. No entanto, os extremos
dos intervalos se distanciam bastante desta reta. Interpretamos assim que esses erros nao

estao normalmente distribuidos.

Exemplo 11 (Método Classico Estendido). Sejam os dados apresentados na Tabela 4.

Como exemplo queremos encontrar o modelo cldssico estendido da Equacao 6.4 na Segao 6.2.

Esse modelo é expresso na forma:

F*(0) = B¢ + 95t (6.21)
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Tabela 5 — Comparacao das estimativas dadas pelo modelo do Exemplo 10, mé-
todo possibilistico Min Problem, com as observacoes correspondentes

da Tabela 4.
estimativa f*(¥) dados observados  distancia (Equacao 6.10)
fH(@1) = f*(1) = (0,55; 6,12; 11,69) (6,2; 8,0; 9,8) 2,88
fH(z2) = f*(2) = (2,52; 8,09; 13,66) (4,2; 6,4; 8,6) 2,57
F*(zs) = f*(3) = (4,49; 10,06; 15,63)  (6,9; 9,5; 12,1) 1,80
F¥(x4) = f¥(4) = (6,46; 12,03; 17,60) (10,9; 13,5; 16,1) 9,27
F*(xs) = f*(5) = (8,43; 14,00; 19,57) (10,6; 13,0; 15,4) 2,08

Fonte: O autor.

A matriz X é dada por:

(6.22)

I

I
e e
T = W N =

com ela podemos encontrar a matriz W':

W (X7X) " XT (1 111 1)
12345

11111}
1 23 45

e T T
Tt = W NN =

<11111>:
12345 (6.23)
(1
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Figura 4 — Graficos dos modelos f*(¢) dos Exemplos 10, 11, 12, e 14,
(a) Exemplo 10.
(b) Exemplo 11.
(c) Exemplo 12.
(d) Exemplo 14.

Fonte: O autor.

"Pf*(t?)(y)
1,0

0,8
0,6
0,4
0,2

0,0
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Figura 5 — Graficos quantil-quantil dos erros dos modelos dos Exemplos 10, 11, 12, 13 e

14.

(a) Exemplo 10 (Min Problem,).

(b) Exemplo 11 (clédssico estendido).

(¢) Exemplo 12 (quadrados minimos).
(d) Exemplos 13 e 14 (analise sensitiva).

2
g 1 +
< 07
[=]
z 71
_2 T T T T T T T
=10.0 —7.5 =5.0 —=2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Erros
(a)
2
E 14 +
01
[=]
Ela
_2 T T T T T T T
-10.0 —7.5 =5.0 —2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Erros
(b)
2
=) o
R 19
plCh o
[=]
=z 17
_2 T T T T T T T
—-10.0 —7.5 -=5.0 —2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
erros
(c)
2
™) o
® 19
~ 0_
5
= 17
_2 T T T T T T T
—-10.0 —7.5 —=5.0 —2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

()

Fonte: O autor.
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Assim podemos obter Bg e Bf :

A # * * * *
By =win Yy Fwig Yo + Wiz Ys +Wig Yy + Wi Y5 =
* *

Z*y*+—y*+3y*+_—y + oy =
1071 1072 107 107 107°

8 5 2
= —(6,2; 8,0; 9,8) +-(4,2; 6,4; 8,6) + -—(6,9; 9,5; 12,1
10(77 V) 7)+1O(71 ) 7)+10(7? ) 7)+

—1 —4

—(10,9; 13,5 16,1) + —(10,6; 13,0; 15,4) =
+75(10,9; 13,5 16,1) + (10,6; 13,0; 15,4)
8

5 2
= —(6,2; 8,0; 9,8) + -——(4,2; 6,4; 8,6) +-—(6,9; 9,5; 12,1
10(77 V) 7>+1O(71 ) 7)+10(7? ) 7)+

—1 —4
~—(10,9; 13,5; 16,1) + —(10,6; 13,0; 15,4) =
+75(10,9; 13,5 16,1) + —(10,6; 13,0; 15,4)

= (4,96; 6,4; 7,84) + (2,10; 3,20; 4,3) + (1,38; 1,90; 2,42)+
+(—1,61; —1,35; —1,09) + (—6,16; —5,2; —4,24) =
= (0,67; 4,95; 9,23) e

A% * % * % *
BY = wo1 Yy + W2 Yy + W3 Y3 + Was Yy + Was Yz =

-2 -1 0 1 2
s O R, S R i S T, 6.24
1Oy1+10y2+10y3+10y4+10y5 ( )

= (0,39; 1,71; 3,03).

Temos assim o modelo:

F5(0) = (0,67; 4,95; 9,23) +9(0,39; 1,71; 3,03). (6.25)

A Figura 4(b) apresenta um grafico comparando a func¢ao f*(¢) com os dados
observados na Tabela 4. A Tabela 6 também compara os valores observados com as
estimativas correspondentes para v = z;. Note como o modelo superestima, neste caso,
ainda mais que o modelo do Exemplo 10 os suportes dos dados observados, por exemplo,
[y2]° = [10,6; 15,4] é um intervalo de comprimento 4,8 enquanto a estimativa dada por
f*(x5) tem por suporte [f*(x5)]° = [2,62; 24,38], um intervalo de comprimento 21, 76.
Note que a distancia entre as observacoes e as estimativas sao maiores, como ¢é visto na
ultima coluna da Tabela 5 em comparacao com a Tabela 6, isso é refletido na métrica do
coeficiente de determinacdo R? = [~7,02; 1] aponta para uma baixa qualidade do modelo,

pois apresenta valores negativos no seu intervalo.

Para analisar os erros, calculamos do mesmo modo discutido na Se¢ao 6.5:

1 = [911" Opu [y1]" =
— [1,06; 12,26] &, [6,2; 9,8] =
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= [min{1,06 — 6,2; 12,26 — 9,8}; maz{1,06 — 6,2; 12,26 — 9,8}] =

= [-5,14; 2,46].

e =0:1Cun [y3]° =
— [1,45; 15,29] ©,u [4,2; 8,6] =
= [min{1,45 — 4,2; 15,29 — 8,6}; maz{l1,45 —4,2; 15,29 — 8,6}] =
—[-2,75; 6,69].

e = (331" O [15]° =
— [1,84; 18,32] ©,u [6,9; 12,1] =
= [min{1,84 —6,9; 18,32 — 12,1}; maxz{1,84 —6,9; 18,32 — 12,1}] =

— [-5,06; 6,22].

e = (911" O [¥i]° =
— [2,23; 21,25] ©,u [10,9; 16,1] =
= [min{2,23 — 10,9; 21,25 — 16,1}; maz{2,23 — 10,9; 21,25 — 16,1}] =

— [-8,67; 5,15].

e = 0:1°Opn [43]° =
— [2,62; 24,38] O,y [10,6; 15,4] =
= [min{2,62 — 10,6; 24,38 — 15,4}; maz{2,62 — 10,6; 24,38 — 15,4}] =
= [-7,98; 8,98].

Esse modelo apresenta intervalos com comprimento ainda maiores que o exemplo
anterior. Esse aspecto ja ¢ suficiente para levantar duividas quanto a qualidade do modelo.
Na Figura 5(b) apresentamos o grafico quantil-quantil desse conjunto de erros. Devido
ao comprimento dos intervalos esse conjunto de erros possui muitos pontos longe da reta

y = x, concluimos assim que esse conjunto de erros nao estd normalmente distribuido.

Exemplo 12 (Quadrados Minimos para Numeros Triangulares Fuzzy Simétricos). Sejam
os dados apresentados na Tabela 4. Como exemplo queremos encontrar o modelo de minimos

quadrados da Fquacdo da Secio 6.5.
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Tabela 6 — Comparacao das estimativas dadas pelo modelo do Exemplo 11,
método classico estendido, com as observacoes correspondentes da
Tabela 4.
estimativa f*(¥) dados observados  distancia (Equacao 6.10)
f*(x1) = f*(1) = (1,06; 6,66; 12,26) (6,2; 8,05 9,8) 2,57
f*(x2) = f*(2) = (1,45; 8,37; 15,29) (4,2; 6,4; 8,6) 3,36
F*(xs) = f*(3) = (1,84; 10,08; 18,32)  (6,9; 9,5; 12,1) 3,31
FE(xg) = F*(4) = (2,23; 11,79; 21,35)  (10,9; 13,5; 16,1) 4,37
FE(xs) = f*(5) = (2,62; 13,50; 24,38)  (10,6; 13,0; 15,4) 4,92
R2 = [—7,02; 1]
Fonte: O autor.
Esse modelo é dado por:
fr(0) = By + 9B, (6.26)
com BS‘ = (bgp — ro;bo; by + 10) € Bf = (by — r1;b1;01 + 1) nimeros fuzzy triangulares

simétricos. 5 e (] s@o encontrados através da minimizagao:

inf 72d2 (B + Bras, yb),
B BE D

(6.27)

essa minimizacao sera realizada computacionalmente, porém, podemos exibir alguns passos

para melhor entendimento. Podemos escrever:

= d*( (bo — ro; bo; bo + 70) + (b1 — 715015 b1 + 1)@y, (my — ag;mg;my + ai)) =
= d2 (bo — To; bo, bo + To) + (l’lbl — |$Z’T1,$Zb1,$lb1 + |l’i‘7"1), (ml — Qyy My MMy + Ojl)> =
= d2 (b() + [L’ibl — (7“() + |1’¢|’f’1); b[) + [L’ibl;bo + l'ibl + (7’0 + |£L‘Z'|’I“1)), (77’LZ — Q;; M m; + al)> =

(ro + |mi|r1 — a)?

= (bo + xibl — mi)Q + 3

(6.28)
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Deste modo temos:

o e
P+ B, 47) = (o + 1 — 8,07 + Lo 1Y)

3 7
A L A 2y — 2,2)?
P + s, v3) = (b + 20y — 6,47 (222D
4 A 3r — 2,6)?
dQ(ﬁg + 5?%3, y;) = (bo + 3b1 — 9,5)2 + (TO + T; ’ ) s (629)
a3 4y —2,6)?
d*(By + Bfwa, yi) = (bo + 4by — 13,5) + (ro + T; .6) e
N A 5ry — 2,4)2
P + s, v3) = (b + 50y — 13,002 4 0TI 2AT
Ao se realizar a minimizac¢ao computacionalmente, obtermos:
B3 = (3,11; 4,95; 6,79) (6.30)
e
Bt = (1,55; 1,71; 1,87), (6.31)
obtendo assim o modelo:
fH(09) = (3,11; 4,95; 6,79) + ¢ (1,55; 1,71; 1,87). (6.32)

A Figura 4(c) apresenta um gréafico comparando a fungao f*(¢) com os dados
observados na Tabela 4. A Tabela 7 também compara os valores observados com as
estimativas correspondentes para ¢ = x;. Diferentemente dos modelos vistos nos Exemplos
10 e 11, aqui vemos um modelo que o comprimento do suporte das previsdes sao bem
préximas ao dos dados observados. Essas caracteristicas se refletem na métrica R =
[0,67; 0,83]. O coeficiente de determinacio R2 é um intervalo que contém todos os valores

proximos de 1, o que indica que o modelo explica bem a variancia dos dados observados.

Como definido na Secao 6.5, calculamos os erros na forma de intervalos:

e =[971" e [y’ =
— [4,66; 8,66] S, [6,2: 9,8] =
— [min{4,66 — 6,2; 8,66 —9,8}: maz{4,66—6,2; 8,66—9,8}] =
= [~1,54; —1,14].

& =[]’ Oon (131" =
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— [6,21; 10,53] Opn [4,2; 8,6] =
= [min{6,21 — 4,2; 10,53 — 8,6}; max{6,21 —4,2; 10,53 — 8,6}] =
— [1,93; 2,01].

e = [33]" Ogn [y3]" =
— [7,76; 12,4] ©,1 [6,9; 12,1] =
= [min{7,76 — 6,9; 12,4 — 12,1}; max{7,76 —6,9; 12,4 — 12,1}] =
—[0,3; 0,86].

e = [01° Opn i’ =
— [9,31; 14,27] ©,u [10,9; 16,1] =
= [min{9,31 —10,9; 14,27 — 16,1}; maz{9,31 — 10,9; 14,27 — 16,1}] =

—[-1,83; —1,59].

& = [55]" S (3] =

— [10,86; 16,14] ©,4 [10,6; 15,4] =
= [min{10,86 — 10,6; 16,14 — 15,4}; maz{10,86 — 10,6; 16,14 — 15,4}] =
= [0,26; 0,74].

Esse conjunto de erros possui comprimento bem menor que os anteriores. Na
Figura 5(c) apresentamos o grafico quantil-quantil deles. Observe que além dos intervalos
serem curtos, todos os pontos estdo bem proximos da reta y = x. Considerando que se trata
de um conjunto com apenas 5 erros, podemos considerar satisfatéria a proximidade dos
erros a reta y = x, concluindo assim que a hipotese do modelo possuir erros normalmente

distribuidos nao pode ser descartada.

Exemplo 13 (Andlise Sensitiva). Sejam os dados apresentados na Tabela 8. Eles sdo
apenas uma adaptacao dos dados da Tabela 4 tomando como dados os intervalos corres-
pondestes ao a-nivel 0 dos dados. Como exemplo queremos encontrar o modelo por andlise

sensitiva da Fquacao 6.11.

Ao contrario dos Exemplos 10, 11 e 12, esse modelo nao é definido na forma
de uma expressao. Aqui para cada 1 teremos um intervalo f(ﬁ) dado por um processo

infinito:
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Tabela 7 — Comparacao das estimativas dadas pelo modelo do Exemplo 12,
quadrados minimos para nimeros triangulares fuzzy simétricos, com
as observagoes correspondentes da Tabela 4.

estimativa f*(19) dados observados  distancia (Equagao 6.10)
F*(x1) = f*(1) = (4,66; 6,66; 8,66) (6,2; 8,0; 9,8) 1,34
£ (x2) = f¥(2) = (6,21; 8,37; 10,53) (4,2; 6,4; 8,6) 1,97
F¥(zs) = f¥(3) = (7,76; 10.08; 12,40)  (6,9; 9,5; 12,1) 0, 60
FHa) = F5(4) = (9.31: 11,79; 14,27)  (10,9: 13,5; 16,1) 1,71
F*(ws) = F*(5) = (10,86; 13,50; 16,14)  (10,6; 13,0; 15,4) 0,51

RZ = [0,67; 0,83]

Fonte: O autor.

Tabela 8 — Dados usados para o Exemplo 13. Os
valores 7. sdo intervalos reais.

X; gz

xp =1 ¥, =16,2; 9,8]
To =2 v, =[4,2; 8,6]
x5 =3 7, = [6,9; 12,1]
vy =4 7, = [10,9; 16,1]
x5 =5 Y, = [10,6; 15,4]

Fonte: Tanaka, Hayashi e Watada (1989) (adaptado)

f©) = {dﬁ + b;

n
Va,b que minimizem Z (ax; +b—1y;)* Yy, € lyo, Wil i=1,...,n
i=1

Podemos, por exemplo, tomar os valores y1 = 7€y, Yo =5€Y,, ys =T€Y,, ya = 11 €7,

e ys = 11 € g, temos que a minimizagao de Z (ax; +b— yi)Q, encontrada por minimos
i=1

~ 7 7T _
quadrados, sera dada por @ =4 e b = —. Assim 49 + R € f(¢¥). Porém, calcular todas as
combinacoes de pontos é impossivel. Apesar disto podemos encontrar o resultado através
de problemas de programacao linear.

Cada intervalo () pode ser calculado usando dois programas de otimizagao

. . . 2

linear, um para cada extremo do intervalo. Como minimizar Z (ax; +b—y;)” é um
i=1

problema de quadrados minimos, podemos encontrar esse minimo como é exibido na

Secao 1.2, com a mesma matriz de planejamento apresentada no Exemplo 11. Podemos

reescrever f(d) como:
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) 1
Coma—Toyl+Toyz+Ey3+Ey4+Toy5e
L B O S
—103/1 103/2 10y3 10294 103/57

vyl € [yHE]?Z = 17"'7”}7

Assim o intervalo F(9) = [£(9); 7(9)] onde f(8) = 110 (=201 — o + ya + 2u5) O+

1
0 (8y1 + bya + 2y3 — ys — 4ys) com os y; dados por

1

1
yl,ygl/;%z;,ys 10 (—2y1 — Yo+ ya + 2y5) 0 + 10 (8y1 + Bya + 2ys — ya — 4ys)

Sujeito a: y; <y; <¥;, i=1,...,5,

— 1 1
e f(¥) = M (—2y1 — Yo + ys + 2y5) U + 10 (8y1 + 5ya + 2y3 — ys — 4ys) com os y; dados

por

1 1
o ax oo (—2y1 —y2 +ys + 2y5) 0 + 10 (8y1 + dy2 + 2y — ys — 4ys)

Sujeito a: y; <y; <¥;, t=1,...,5.

Na Figura 6 apresentamos esse resultado em comparagao com os intervalos
observados. O coeficiente de determinacio R2 = [0, 50; 0, 86] indica boa representacio da

variancia dos dados.

Quanto aos erros, podemos calcula-los usando o definido na Secao 6.5:

€ = @ Oy Y1 =
=[3,7; 9,62] ©,n [6,2; 9,8] =
= [min{3,7—-6,2; 9,62 —9,8}; max{3,7—6,2; 9,62 —9,8}] =
=[-2,5; —0,18].

=V O T2 =
—[6,21; 10,53] S, [4.2; 8,6] =
— [min{6,21 — 4,2; 10,53 — 8,6}; max{6,21 —4,2; 10,53 — 8,6}]
— [1,93; 2,01].
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&3 = @ Oyr Y3z =
—[7,76; 12,4] O, [6,9; 12,1] =
= [min{7,76 — 6,9; 12,4 — 12,1}; max{7,76 —6,9; 12,4 — 12,1}] =
— [0,3; 0,86].

— [9,31; 14,27] S, [10,9; 16,1] =
= [min{9,31 — 10,9; 14,27 — 16, 1}; maz{9,31 — 10,9; 14,27 — 16,1}] =
—[-1,83; —1,59].

€ =Us OgH

— [10,14; 16,86] S,u [10,6; 15,4] =

[

= [min{10, 14 — 10,6; 16,86 — 15,4}; maz{10,14 — 10,6; 16,86 — 15,4}] =
— [-0,46; 1,46].

No grafico quantil-quantil, Figura 5(d), é possivel perceber que os intervalos
sao proximos a reta y = x, assim a hipotese de que o conjunto de erros é normalmente

distribuido nao pode ser descartada.

Figura 6 — Grafico do modelo do Exemplo 13, que modela os dados da Tabela 8 pela
Equagdo 6.11. A faixa cinza do grafico contém os pontos (¢, y) tais que y € f(0).
As linhas verticais apresentam os intervalos observados y,, mals especificamente
eles apresentam os pontos (z;,y) tais que y € Y, a

20

154

3
8

Fonte: O autor.
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Exemplo 14 (Andlise Sensitiva). Sejam os dados apresentados na Tabela 4. Podemos

extrapolar o método da Equagdo 6.11 aplicando o método para cada a-nivel.

Obtemos o modelo apresentado na Figura 4(d). A Tabela 7 também compara

os valores observados com as estimativas correspondentes para ¥ = x;.

Para esse exemplo esse modelo se mostra mais proximo dos dados observados
do que os Exemplos 10 e 11, porém, nao tao ajustados quanto os do Exemplo 12. O
coeficiente de determinacio R2 = [0, 50; 0,86] indica boa representacio da variancia dos
dados. Como os erros sao exatamente os mesmos do exemplo anterior, Exemplo 13, a
analise dos erros é a mesma e concluimos que nao podemos descartar a hipétese dos erros
estarem normalmente distribuidos. A Figura 5(d) apresenta o grafico quantil-quantil desse

conjunto de erros.

Tabela 9 — Comparagao das estimativas dadas pelo modelo do Exemplo 14,
analise sensitiva, com as observagoes correspondentes da Tabela 4.

estimativa f* () dados observados  distancia (Equagéo 6.10)
f*(xl) = f*(l) (33 70; 6, 66; 9362) (672; 8,0; 978) 1,50
F*(@2) = F4(2) = (6,21; 8,37; 10,53) (4,2; 6,4; 8,6) 1,97
[*(x3) = f*(3) = (7,76; 10,08; 12,40) (6,9; 9,5; 12,1) 0,60
[ (zg) = f*(4) = (9,31; 11,79; 14,27)  (10,9; 13,5; 16,1) 1,71
[*(x5) = f*(5) = (10,14; 13,50; 16,86) (10,6; 13,0; 15,4) 0,75

R2 = [0,50; 0,86]

Fonte: O autor.

6.7 Conclusao

Na literatura encontramos uma variedade de métodos lineares que estendem
os conceitos da regressao linear da estatistica para os conceitos de dados intervalares
ou na forma de niimeros fuzzy. Alguns superestimam a imprecisao, como é o caso do
método possibilistico min problem ou do método classico estendido, além de apresentar o
comportamento nao natural das previsoes longe da origem, tendo maior imprecisao, como
citado por COUSO e DUBOIS (2014). Outros apresentam o problema de ambiguidade
apontado por KORNER e NATHER (1998), como os problemas de quadrados minimos
que apresentam resultados distintos ao se reescalar os valores das variaveis explicativas,

apesar da qualidade dos modelos se manter.

O método de analise sensitiva ndo possui esses problemas e oferece uma defini¢ao
que facilita a extensdo do modelo para casos mais complexos. E razodvel, entdo, usé-lo
como base para a construcao de novos modelos. Isso nao invalida a importancia e a
existéncia dos demais modelos, porém, a analise sensitiva serda o foco para a construcao de

novos modelos ao longo deste trabalho.



68

Parte |l

Proposta de Modelos para Dados Intervalares

e Fuzzy



69

7 Proposta de Modelos Transversais para Da-

dos Intervalares e Fuzzy

7.1 Introducao

No Capitulo 6 apresentamos diversos modelos de regressao para dados fuzzy
ou intervalares presentes na literatura. Esses modelos sao divididos em quatro categorias:
modelos possibilisticos, modelos de quadrados minimos, modelos de regressao quantilica e

modelos de anélise sensitiva.

Os modelos nos casos possibilistico e quadrados minimos se diferenciam apenas
na forma com que os coeficientes 3 sdo encontrados e sao apresentados na forma de uma

funcao linear com coeficientes fuzzy

[y, mg) = By + Bien + ...+ By,

Ja o modelo de analise sensitiva se apresenta na formas:

f) = {&19 + b;

~

n
N . 2 .
Va,b que minimize Z (az; +b—v)" Yyi € [y, Tl i = 1,...,np,
i=1
onde a funcao de regressao nao é apresentada como uma funcao linear, mas sim na forma
de um conjunto para cada valor da variavel explicativa /. Mais explicitamente, o modelo
de andlise sensitiva ¢ a uniao de todos os resultados de regressao linear por quadrados

minimos @ + b de todas as combinagoes de pontos tomados de cada intervalo, y; € [y, Ti].

Esse modelo pode ser estendido, ou seja, a sua definicdo pode ser ampliada
para outros modelos. Na Secao 7.4 apresentamos a extensao desse modelo para o modelo

de regressao multipla e no Capitulo 8 apresentamos a extensao para o modelo longitudinal.

Porém, partir direto da defini¢do para calcular os conjuntos f(ﬂ) nao é eficiente,
pois, mesmo usando apenas um conjunto finito de pontos de cada intervalo, o que nos
levaria apenas a uma aproximacao do resultado, se teria uma quantidade muito grande de
operagoes matematicas para se encontrar o resultado. Para o caso onde, por exemplo, o
conjunto de dados fosse composto por 20 intervalos e usassemos 10 pontos de cada intervalo
para realizar a aproximacao precisariamos resolver o problema de quadrados minimos

classico 10%° vezes. Se tratando de um valor bastante alto para uma aproximacao que usa
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uma quantidade de pontos bem pequena de cada intervalo. Assim resolver esse problema
diretamente da defini¢ao nao ¢ eficiente de forma alguma. Uma maneira mais eficiente
seria resolver, para cada 1, dois problemas de programacao linear, um para o maximo e
outro para o minimo, encontrando os extremos superior e inferior de cada intervalo E(ﬁ)

Mesmo assim, ainda nao temos garantia de que f(ﬁ) seja de fato um intervalo.

O problema de encontrar os conjuntos f(ﬁ) pode ser atacado de varias maneiras
diferentes. Propomos neste capitulo uma forma de encontrar esses valores usando as
operagoes basicas de multiplicagdo por escalar e soma de intervalos, chamamos essa forma
de modelo base e o apresentamos na Se¢ao 7.2. Essa abordagem nao s6 permite encontrar
E(z?) de forma mais eficiente que partindo da defini¢do, ou até mesmo usando problemas
de programacao linear, como também permite usar o mesmo método para o caso em que

os dados tenham a forma de ntimeros fuzzy.

7.2 Modelo Base

Esta secao apresenta um modelo base que pode ser usado para reescrever
o modelo de analise sensitiva e construir modelos para o caso miltiplo e longitudinal.

Inicialmente é necessario demonstrar a seguinte igualdade:

(Y150-5Yn) € YLXXYn

Z; {a; 7} = U z; {ai vi}

A seguir apresentamos alguns resultados preliminares necessarios para demons-

trar essa propriedade.

Lema 1. Sejam o nimero real x e o intervalo real @ = [a; a]. Temos que:

a€a = ar € ar. (7.1)
Demonstracao.
_ _ ar < ar <axr,se =0
aegﬁggaga: B E =
ar <ar <ar,se x <0
a € |ax; ax],se =0 _
a € [ax; ax],se v <0

Lema 2. Sejam os intervalos reais @ = [a; @] e b= [b; b]. Temos que:

aca ebeb = a+bea+b. (7.2)
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Demonstracao.
_ - a<a<a R
a€Ea e beb = _ = a+b<a+b<a+b =
b<b<b
= a+bela+b a+b = a+bea+b

]

Lema 3. Sejam os nimeros reais r e s e os intervalos reais a = [a; @] e b = [b; b]. Temos

que:

wear +bs = exzistemaca e beb tais que w = ar + bs. (7.3)

Demonstracio. Tome o retangulo no plano cartesiano com o eixo das abscissas @ e o eixo
das ordenadas b. Neste plano tome a regido formada pelo retangulo de vértices (a,b), (a,b),
(a’ B) S (Q7 B)

Parar >0es > 0:
Sewear+bs, r>0es >0, temos que:
ar + bs < w < ar + bs. (7.4)

Tome as retas dadas pelas equagoes:

ar + bs = ar + bs, (7.5)
ar +bs =w (7.6)

e
ar + bs = ar + bs, (7.7)

como ar +bs < w < ar +bs, a reta ar +bs = w esté na regido delimitada pelas outras duas

retas. E do fato de r e s serem os coeficientes das trés retas segue que elas sdo paralelas.

Note também que a reta ar + bs = ar + bs passa pelo ponto (a,b) e a reta
ar + bs = ar + bs passa pelo ponto (@,b). Como esses pontos sao vértices opostos do
retangulo formado pelos vértices (a,b), (a,b), (@,b) e (a,b) temos que esse estd contido na
regido entre as retas ar +bs = ar +bs e ar + bs = ar + bs e como o retangulo ¢ uma regido
continua segue que a intersecao entre ele e a reta ar + bs = w é nao vazia. Provando assim

o resultado para r > 0 e s > 0. A Figura 7 apresenta um exemplo dessa situacao.

Para outras combinagoes dos sinais de r e s a demonstracao do resultado é
analogo. Por exemplo, para r > 0 e s < 0 teremos ar + bs < w < ar + bs e os vértices

tocados pelas retas serdo os (a,b) e (a,b).
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Figura 7 — Imagem ilustrando a demonstracao do Lema 3.
e
Gp
s
h >,
fe f’“g:_
\\\
b -
"
’ @ \\\-../‘"
a 7
i

Fonte: O autor.
Lema 4. Sejam os nimeros reais v, i = 1,...n e os intervalos reais a; = [a;; @;]. Temos
que:

n
Zgﬂ’“izl, N =—=
i=1 . (7.8)
= existem aq;€q;,t=1,...,n tais que w = Zaﬂ‘i.
i=1

Demonstracao. De forma analoga ao Lema 3, tome o espago R™ com coordenadas @;. Tome

o hiperretangulo que contem os pontos (cy, . ..
Parar;, >0, i =1,...

Tome os trés hiperplanos:

n
Note que esses trés hiperplanos sao paralelos, com o hiperplano Zam
1

,

n n
Zaﬂ”i = ZQirh
1 1

n
Zain =W

1

n n
Z a;T; = Zaﬂ’i.
1 1

,Cn) tais que @; < ¢; < Ty, 1 =

1,....,n.

(7.9)

(7.10)

(7.11)

= w estando

n n
no espaco delimitado pelos outros dois. O hiperplano Z a;r; = Z a,;r; passa pelo ponto
1 1
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n n

(ay,...,a,) enquanto o hiperplano Z a;r; = Zdﬂ“i passa pelo ponto (ay,...,a,). Esses

1 1
pontos sao dois vértices opostos do hiperretangulo, assim esse fica contido entre esses

dois hiperplanos, tocando ambos e como o hiperretdngulo é uma figura continua ele tera
n

intersecao nao vazia com o hiperplano Z a;T; = w que também esta entre os dois. Assim
1
provamos o resultado para r; > 0,2 =1,...,n.

Para outras combinagoes dos sinais de r; a demonstracao é andloga.

Com esses resultados é possivel demonstrar a propriedade desejada.

Proposicao 1. Seja um conjunto de n intervalos 7; e n numeros reais a;, temos que:

; {Gi @} = U le {a; v}

(Y15e-5Yn) € YLXXYn

Demonstragdo. Para demonstrar esse resultado dividimos a proposicao em duas inclusoes

de conjuntos.

n n
Primeiro demonstramos que Z {ai @} c Z {a; y;}
i=1 (Y1,Yn) € YrX--xyn \i=1
n
Seja w € Z {ai @} segue do Lema 4 que existem r; € 7, ¢ = 1,...,n tais que
. i=1
w = Z {a; r;}. Porém, como (r1,...,r,) € T1 X - X ¥, temos também que

=1

Z {a; ri} < Z {a; yi}

(Y1,-yn) € YLX - XYn

Segue assim que

wezn:{aig}zwe Z{aiyi} )

=1 (Y15-5Yn) € GLxXPn \t=1

o que demonstra essa primeira inclusao.

A segunda inclusao é Z {ai @} - Z {a; y;}
=1 (Y15-Yn) € Yrx-Xyn \i=1
Seja w € U Z {a; y;} |, existem assim y; € U1, ..., Yn € Yy, tais

(Y150-5Yn) € YLX-XYn \t=1

que w = Z {ai yi}.
i=1
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Segue do Lema 1 que

Yi €Yi = Q;Y; € A;Yi,

e do Lema 2 que
Z{ai Yi} € Z {a; 7} -
i=1 i=1

Segue assim que

w e (Z{azyz}) EWEZ{CM@},
(Y15Yn) € GLX-XPn \i=1 i=1

o que demonstra essa segunda inclusao e completa a demonstracao.

O

Dados n intervalos 7; e n funcoes reais f; : R™ — R nas m variaveis ;.

Definimos como modelo base:

[, 0n) = i{fi(ﬂl,...,ﬂm) i} (7.12)

Lembrando que nao existe a propriedade associativa para intervalos, logo esse

somatoério deve ser calculado sempre sem o uso dessa propriedade.

Segue da Proposicao 1 que:

i{fz‘(l%,...,ﬁm) @} = <i {fi(W1,. .., 0m) Zh}) .

(W15-5Yn) € YLX-XYn

Ou seja, o modelo base é equivalente a unido de todas as possibilidades de

soma 2 {fi(V1,...,9m) yi} onde y; € T;. Desta forma qualquer modelo que tenha como
i=1
definicdo a uniao dos resultados de todas as possibilidades de escolha de pontos y; de

n
intervalos 7; e que possa ser reescrito na forma Z { fiW, .o 0) E} permite usar essa
i=1
equacao para calcular o modelo.
Como as operagoes aritméticas dos nimeros fuzzy vem diretamente das opera-
¢oes aritméticas de intervalos, como visto na Secao 4.3, o modelo base pode ser reescrito

para o caso em que sao dados n numeros fuzzy e n funcgdes reais f; : R™ — R nas m

variaveis 1;:

P i) = )0 0) ). 713
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Em termos dos a-niveis, segue da Proposicao 1:

£ P =
2 AL 0) [71) =

( (0 0) [yf]a}) |
(W15-yn) € [yFloex-x[yFle \i=1

Nas proximas segoes o modelo base, tanto na forma intervalar como na forma
de nimeros fuzzy, é usada para definir, para os casos intervalar e fuzzy, o modelo linear

simples e multiplo assim como o modelo linear em dois estagios para dados longitudinais.

7.3 Modelo Linear Simples para Dados Intervalares e Fuzzy

Na Secao 1.2 é apresentado o modelo linear simples, onde um conjunto de
dados na forma {z;;y;},7 = 1,...,n é modelado através de uma fungao f(J) = Bo + P19

Para encontrar os termos [y e #; usamos a matriz de planejamento X e o vetor y:

1 T
X - .
1 z,
e
Y1
u—|
Yn
Denotando .
N Bo
B=1|,],
51
obtemos:

B = (50) — (XTX) " X"y.

A

Suponha agora que os dados observados tem a forma de intervalos, ou seja:

{vs 7}, i=1,...,n.

O modelo de analise sensitiva, Equacao 6.11, se apresenta na forma:
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Va, b que minimize Z (ax; + b — yi)2 Vi€l wili=1,. .. ,n},
i=1
onde z(ﬁ) ¢ a uniao de todos os resultados da regressao linear simples para todas as

possibilidades de escolha de y; € 7;.

n

Esse modelo pode ser reescrito de forma a atender ao modelo base Z { fi(9) @}

=1
Desta forma a uniao de todas as possibilidades se resume a calcular o intervalo resultante

do modelo base.

Para reescrever esse modelo, inicialmente reescrevemos o modelo classico f() =

BO + 3119~

g = -8 (1) = (1) xm)’ (3)

Seja W = (XTX)_1 X7, temos:

<(XTx)_1XTy>T (;) _ Wy (719) - (;) )

T
n w1 + Ywa

Y2 w2 + Vwa o

Y3 wy g+ Jwaz | = Z {(w1,; + Jway) yi} -
) . i—1

)

Yn wl,n + ﬁwQ,n

Definindo f;(¥) = w1, + Ywsy,; obtemos:

n

F@) = Q2 {(wi + dwag) wid = 3 { Sy}

i=1

Com essa expressao podemos reescrever o modelo de analise sensitiva como:

1(19) = U (i {fi(ﬂ) yz}> :

(Y1,-¥n) € PLXxPn \i=1

Segue entao da Proposicao 1 que:
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F0) = Y {0 7}

Com isso podemos definir o modelo para o caso intervalar. Note que este é o

modelo da Equacao 6.11 reescrito de outra forma. Seja um conjunto de dados na forma

{r:;7i}, 1 =1,...,n. O modelo linear simples para dados intervalares ¢ dado por:
i=1
onde
wip W co. Wig -
W — 1,1 Wig 1n) _ (XTX) IXT,
W1 W22 ... Wap
com
1 I
X _ 1 )
1 =z,
Do mesmo modo podemos definir o modelo com os dados na forma de ntimeros
fuzzy. Seja um conjunto de dados na forma {z;;y’}, i = 1,...,n. O modelo linear simples

para dados fuzzy é dado por:

=1

onde W = (XTX) " X7, com

1 T
x| "2
1 =z,

7.3.1 Exemplos

Tendo definidos o modelo linear simples para dados intervalares e para dados
fuzzy, equacdes 7.14 e 7.15, apresentamos dois exemplos com a intencao de apresentar
somente como o modelo funciona para fins didaticos. Logo nao ha intencao de interpretar
os modelos aqui. Interpretacoes e reflexdes estdo presentes sobre os modelos apresentados

nas aplicagoes da Parte III.

Exemplo 15 (modelo linear simples para dados intervalares). Sejam os dados apresentados
na Tabela 10.

Como exemplo queremos encontrar o modelo linear simples para dados interva-

lares da Equagdao 7.14.
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Tabela 10 — Dados usados para o Exemplo 15. Os
valores g, sao intervalos reais.

Ty Yi

1 =1 71 =[6,2; 9,8]
2y =2 % = [4,2; 8,6]
x5 =3 Us = [6,9; 12,1]
x4 =4 71 = [10,9; 16,1]
x5 =5 75 = [10,6; 15,4]

Fonte: Tanaka, Hayashi e Watada (1989) (adaptado)

A matriz X € dada por:

1 = 11
1 9 1 2
X=11 z3|=11 3], (7.16)
1 Ty 1 4
1 Ts 1 5
com ela podemos encontrar a matriz W :
8 5 2 -1 —4
W — (XTX)—l X7 _ 10 10 10 10 10 (7.17)

Assim temos o modelo:

g
+
%

§

=
|

+
(2 ) (2o ) (S o x L) e
~\ 10 102710 1027\ 10 10/ % (7.18)
1
_.I_

- 8 9 5 1 2 0
) = (S ox e (2o Vw2 v2x— )5
5(2) (10+ X1o>y1+(1oJr ><10)92+(10+ ><10)‘%‘+
>

- 1 4
10 02 (o X10)5 (7.19)
(AN (BN (2 (MY s () e =
“\10/ 27 \10) 27 \10) BT \10) 2T \10) BT
— [6,21; 10,53]

A Figura 8 mostra o grifico desse exemplo.
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Figura 8 — Grafico do modelo do Exemplo 15. A faixa cinza do grafico contém os pontos
(9, y) tais que y € S(¢9). As linhas verticais apresentam os intervalos observados
Ui, mais especificamente eles apresentam os pontos (x;,y) tais que y € 7;. Esse
gréfico coincide com o gréafico da Figura 6. N

20

15 1

Fonte: O autor.

Tabela 11 — Dados usados para o Exemplo 16.

T yi = (mi —as; mg; my +
ai)

xp =1 yi = (6,2; 8,0; 9,8)

To = y; = (4v27 6747 876)

x3 =3 yy =(6,9; 9,5; 12,1)

Ty = yI = (10,9; 13,5; 16,1)

r5 =5 yr = (10,6; 13,0; 15,4)

Fonte: Tanaka, Hayashi e Watada (1989)

Exemplo 16 (modelo linear simples para dados fuzzy). Sejam os dados apresentados na

Tabela 11.

Como exemplo queremos encontrar o modelo linear simples para dados fuzzy

da FEquagdao 7.15.

Como no Exemplo 15, obtemos a matriz W :

8 5 2 -1 —4
10 10 10 10 10

W=l oo 2 (7.20)
10 10 10 10 10

Assim o modelo toma a forma:

S*(W) = (wi +Ywan) Yy + -+ (wis +Vwas) Y, =
_ é_‘_ﬁxﬁ *_|_ 3+19><;1 *+ 3+19X£ *+
~\10 10 )% 10 10 )72 " 10 10) Y (7.21)

(o B (2o 2y
— X — — X — :
10 10) % "\ 10 10) %



Capitulo 7. Proposta de Modelos Transversais para Dados Intervalares e Fuzzy 80

Podemos, por exemplo, calcular:

8 9 5 1 2 0
) = (o r1x )y [ 2rix g (S Ix )y
(1) (10+ ><1(J)yl+(1()+ ><1())y2+(10+ Xlo)y3+
+ _1+1><1 P+ _4+1><2 P =
10 10) 7" 10 10)%~ (7.22)

(N (AN (2N e (O (22 e
10/t \q0)%2 " 10)% \10)% T \10)% ~

— (3,70; 6,66; 9,62),

valor préozimo ao valor de yf = (6,2; 8,0; 9,8). A Figura 4 mostra o grifico desse exemplo.

Figura 9 — Gréfico do modelo S*(¢) do Exemplo 16. A escala de cinza nos graficos apresenta

a pertinéncia dos ntmeros fuzzy. Cada ponto (¥,y) do gréafico apresenta a
pertinéncia do ponto y no nimero fuzzy S*(V), ou seja, pgx)(y). Além da
escala de cinza temos também as curvas de nivel para 0, 0,5 e 1.
Os dados observados y; = (m; — a;; m;; m; + a;) estdo apresentados na forma
de segmentos de reta verticais com um pequeno circulo no seu centro. Essas
retas verticais sao formadas pelos pontos (z;,y) tais que a pertinéncia de y
em y; seja maior que zero, ou seja, Py (y) > 0. O pequeno circulo apresenta o
“topo” do ntimero fuzzy y;, ou seja, é o ponto (x;, m;). Essas barras nao seguem
a escala de cinza. Esse grafico coincide com o da Figura 4(d) da Segao 6.6.

@) (Y)
1.0

Fonte: O autor.

A Figura 10 apresenta o grafico para um modelo linear com 9 dados intervalares
tais que o centro de cada um dos intervalos fica na origem, exemplificando que esse caso
nao é excecao. Ja a Figura 11 apresenta o grafico para um conjunto de dados com 1900
intervalos, note que claramente o modelo linear simples nao é o mais adequado para esse
conjunto de dados e que o conjunto de intervalos nao forma uma sequéncia mondtona.
Com esses dois exemplos reforcamos o fato do método estar bem definido para qualquer

conjuntos de dados intervalares.
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Figura 10 — Grafico para um modelo linear com 9 dados intervalares centrados na origem.

[-2,0; 2,0
[-2,5; 2,51 [-2.5; 2.5
-4
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
9
Fonte: O autor.
Figura 11 — Gréfico para um modelo com 1900 dados intervalares.
400
350 A I I|I' || ||=: III‘I f’l Ilfll“iull"bl'. | FI
1 |I HI [
300 1 S .n h.., j.lH M J.M.ll ”
Jr‘zso_'l,l“' {F 1k “| , y |I'I N
1 ThiAS i My i o !
8 h|| || ! 1

200 Kl 0y '

P
150
100 T T T T T T T

25 50 75 100 125 150 175 200
9

Fonte: O autor.

7.4 Modelo Linear Mdltiplo para Dados Intervalares e Fuzzy

Na Secao 1.3 é apresentado o método linear multiplo, onde um conjunto de dados

na forma {z; ;...

X e o vetor y:

S Tigi Uil
Bo+ G191+ - -+ B,9,. Para encontrar os termos [y, . . .

1 11 ... Ti1g

1wy ... Ty

i=1,...,n é modelado através da funcao f(d,...

77911) =

, B4 usamos a matriz de planejamento
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e
Y1
y—|
Yn
Denotando A
Bo
B=1|:1
Bq
obtemos: R
Bo
B=1|:|=(Xx"X)" X"y
Bq
Usando
wWi,1 wWi,2 Ce W1,n
Wa 1 wz2 ... Wap
w=| : CoL = (xTXx) T X,
wq,l wq72 Ce wq,n
Wg+1,1 Wg412 -+ Werln
reescrevemos o modelo:
FO1,...,0) = Bo+ By + - + B0, =
1 1 1 1
AT 191 _ T 191 791 191
=8| = (x0T xTy) | = vy | =W || =
Uq Uq Uq Uq
T
Y1 wy g+ way + -+ VgWesa
Yo wig + Viweo + -+ VgWyy 2 n
= | Ys wi g + Dwez + -+ Vgwep3 | = Z {(wr; + Nwa; + -+ Vqwer1,) Y} -
. ) i=1
Yn Wi + Way + -+ VgWegim
Assim temos a regressao linear miltipla reescrita na forma:
F@r, o 0) = Y {(wig + Drwa + -+ + Dgwern ) yi} (7.23)
i=1

Tendo reescrito dessa forma o modelo classico de regressao linear multipla

podemos definir o modelo para o caso em que os dados observados tem a forma de
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intervalos. Dado um conjunto de n dados {z;1;...:%i; %}, ¢ = 1,...,n, tomamos como
modelo a unidao de todas as possibilidades de regressao linear multipla ao se tomar um

elemento y; pertencente a cada intervalo 7;, ou seja,

S(W1,...,9,) = {&0 + 4101 + -+ a0;
n
Yay,...,a, que minimize 2 (Gp + aaVh + - - + a0, — yi)?,
i=1

Vy, € ¥i 1t = 1,...,n},

onde S(¥4,...,9,) é a unido de todos os resultados da regressdo linear miltipla para todas

as possibilidades de escolha de y; € ;.

Usando a Equacao 7.23 podemos reescrever como:

i=1

5(191, Ce ,?9,1) = (Z {(wl,i + 19110271' + -+ ﬁqqurl,i) yz}> .
(Y15--Yn) € YLX - XYn

Porém, pela Proposicao 1, esse modelo é equivalente a

5(191, A ,ﬁq) = {(wl,i + T911U27i + -+ ﬁqwqﬂ,i) @} .

-

@
Il
—

Desta forma definimos o modelo linear multiplo para dados intervalares. Seja
um conjunto de dados na forma {x;1;...;2;4 %}, ¢ = 1,...,n, o modelo linear multiplo

para dados intervalares é dado por:

n
ﬁ(ﬁl, Ce ,19q) = 2 {(wl,i + 191’11}272' + -+ ﬁqwq+17i) @} s (724)
i=1
onde
wl,l w1’2 PN w17n
W21 W2 2 Ce W2 n -1
W = = (X'X) X7,
Wy+1,1 Wer12 -+ Wetln
com
1 11 .. Tigq
X =
1wy ... Ty

Do mesmo modo podemos definir o modelo com os dados na forma de ntimeros

fuzzy. Seja um conjunto de dados na forma {x;1;...;2; 4y}, ¢ = 1,...,n, 0 modelo linear
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simples para dados fuzzy é dado por:

n

S* (W1, 0g) = Y {(wr + Drwa + -+ + Vgwgirs) vl (7.25)

=1

onde W = (XTX) ™" X7, com

1 11 .- Tig
X =

1wy ... Ty

7.5 Interpretando o Modelo como uma Média Ponderada

E importante interpretar o significado dos modelos. O modelo linear simples
n

para dados intervalares, S(v) = Z {(w1,; + Yws;) i}, e 0 modelo linear multiplo para
i—1

dados intervalares, S(dy,...,9,) = Z {(wl,i + Dwe; + -+ - + VqWys1,) @} podem ser in-
-1

terpretados como uma média aritmética ponderada. Segundo Everitt (2006) uma média

aritmética ponderada é:

Uma média de valores aos quais uma série de pesos foram atribuidos para
permitir uma consideragao apropriada da importancia relativa desses valores.

Por exemplo, uma média aritmética ponderada de um conjunto de observagoes,
n
Zi=1 pia;

2?21 Di ‘

ai; as; ...; ay, COM PESOS Pi; P2; ...; Pn, € dada por

n
. "y .
2ioi Piti adotando w; P Deste modo a média

D1 Pi N Z?:l Dj

n n
aritmética ponderada é dada por Z u;a; e obtemos a propriedade de que Z u; = 1:
i=1 i=1

Podemos reescrever

N ,: N Di _ Z?:1pi _1

j=1Dj

n
Assim, se provarmos que Z (wy; + Ywe,;) = 1, para o caso linear simples e que
i=1

n
2 (wy; + Vwe,; + - -+ + Jywy1,4) = 1 para o caso linear multiplo segue que os modelos
i—1

(]
lineares simples e multiplo para dados intervalares podem ser interpretados como uma

média ponderada.

Retomando o modelo linear miltiplo para dados intervalares, seja um conjunto

de dados na forma {x;1;...;2;4;%}, ¢ = 1,...,n, o modelo linear miltiplo para dados
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intervalares é dado por:

3(191, . ,19q) = Z {(’LULZ' + 191?,(}272' + -+ ﬁqwqﬂﬂ-) @} ,
i=1

onde
wl,l w1’2 R wLn
W21 W2 2 Ce W2 n 1
W = _ = (X"Xx) X7,
Wg4+1,1 Wg4+12 -+ Werin
com
1 11 .- Tigq
X =
1 xp1 ... Ty

n
Queremos mostrar que Z (wi,; + D1we,; + -+ - + Vqwys1,) = 1. Para isso, seja a
i=1
matriz E é um vetor coluna com todas as n entradas iguais a 1, temos que:

n
2,
i—1

n
2, i
i=1

: (7.26)
2, W
=1

Z Wq41,5

i=1

Por outro lado podemos demonstrar que:

. . 0 . 0
(X™X)"'X"E= (X"X)"'X"X | | = (X*X)"'X"E=| | —

0
— WE=| | (7.27)
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Das equacgoes 7.26 e 7.27 segue que:

n
S
=1

L 1
Yo | [y
=1

n
2 W
%

=1
wq+1,i

1=

[y

Ou seja, temos:

n
Zwu =1,
i=1
n
szi =0,
i=1

: (7.28)
qu,i =0 e
i=1
Z Wot1, = 0.
i=1
Desta forma finalmente provamos:
Z (wl,i + 191’LU27Z' + -+ ﬁqquJ) =
=3 (7.29)

= Zwlﬂ' +?912w2’1‘"' +19q2wq+1,i =1 +1910"' +19q0 =1.
i=1 i=1 i=1

Desta forma concluimos que o modelo linear multiplo para dados intervalares,
Sy,...,9,) = Z {(wu + Dyway; + -+ + Dgwyi1) @}, ¢ uma média ponderada dos da-
i=1

dos 7;. Tanto o caso simples quanto o caso fuzzy, e a té mesmo o caso real, sdio demonstrados

de forma analoga.

Sabendo que os modelos se tratam de médias ponderadas dos dados observados
podemos tirar algumas conclusoes sobre os modelos. Primeiro o fato que fixados os valores
dos ¥;, temos como resultado de S(¥,...,9,) a soma ponderada dos dados observados
onde o individuo i tem peso w;; + Vywe; + - - - + Vgwe41,,. Quanto maior o peso mais o

dado observado tem influéncia no resultado final naquele ponto.

Pesos negativos sao presentes nos modelos e o significado destes precisa ser
investigado. Uma possibilidade ¢ que eles incorporam uma maior imprecisao ao modelo

nas regioes onde estao presentes. Retomando o Exemplo 15 onde o modelo tem a forma:
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S<19) = (wl,l + 19?1)2’1) @ + - (w1 5 + 1911)2 5)

\@\

8 -2 5 —1
Fi — —
, leado ¥, temos que 10—1—19? 10 é o peso de yl,io—l—él ><210 ¢ o peso de 7,
1—O+19><1—0e0pesodey3, 10—i—"ﬁxﬁeopesodeyz;eﬁ%—ﬁxEeopesode%

Note que para valores de ¥ menores do que 2 o peso de 75 ¢ menor do que zero,
assim como que para valores maiores que 4 o peso de 77 se torna menor que zero. Como 0s

dados observados estao no intervalo ¢ € [1; 5] o fato de ter pesos negativos neste intervalo

se destaca. Na Figura 8 podemos notar o aumento do comprimento dos intervalos S(¢) a

medida que 9 diminui para valores menores que 2 ou aumenta para valores maiores que

4. Tendo esse fato em vista podemos supor que os pesos negativos agregam no modelo

regioes onde a imprecisdao da previsao S(J) aumenta.

Figura 12 — Grafico apresentando os valores dos pesos dados a cada observacao quando

_ 8 -2 5 —1
interpretamos o modelo S(¥) = (10 + 9 x 10) U1+ <10 + U x 10) Y2

+ 2 + 9 x 0 + -1 + 9 x 1 + 4 1+ x 2
10 10)% "\ 10 10)% "\ 10 10 ) %5 como uma
média ponderada.
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Fonte: O autor.

Na Figura 13 temos o mesmo exemplo da Figura 11, com dados na forma

(7i; x;), porém, usando ¥, = ¥ e ¥, = ¥? para realizar a regressdo na forma polinomial,
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usamos a matriz de planejamento:

2
1 = ]

2
1 21900 Tigg

Figura 13 — Exemplo polinomial com 1900 dados. Note o melhor ajuste em comparacao
com a Figura 11.
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Fonte: O autor.

7.6 Conclusao

Esse capitulo apresentou dois modelos lineares para dados intervalares e

dois para dados na forma de nimeros fuzzy. Apesar do modelo linear simples, S(9) =

Z {(wu + Jws ;) @}, Equagao 7.14, possuir o mesmo resultado do modelo de anélise
i=1
sensitiva, Equacao 6.11, oferece, no entanto, uma férmula fechada para encontrar os

intervalos S(19).

Esses modelos vem da uniao de todas as possibilidades de casos classicos
tomando valores reais pertencentes aos intervalos, ou aos a-niveis dos nimeros fuzzy, o

que oferece a esses modelos certa robustez herdada dos modelos classicos.

Podemos realizar uma pequena analise da quantidade de operac¢oes que sao
necessarias para calcular esse modelo, tendo assim ideia de quanto trabalho tera um
computador para calculé-lo.

I xT

Calcular X7 X tem um ntmero de operagdes proporcional a n, pois sdo realizadas 4 vezes

Primeiro é necessario, uma tunica vez, calcular a matriz W = (X Tx )

o produto escalar entre dois vetores de tamanho n. A matriz resultante é uma matriz 2 x 2,
que tem um nimero de operacoes fixo para realizar a sua inversao e o produto desta inversa
por X7 também é proporcional ao niimero de colunas de X7, que é n. Logo a quantidade

de operagoes para calcular a matriz W é proporcional ao niimero n de observagoes.
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Ja, para cada intervalo S() a expressao (wl,i + Yws;)y; é calculada n vezes,
assim no total temos n multiplicagoes por escalar, n operagoes de soma e n operagoes
de multiplicacdo de um intervalo por um nimero real. Apds essas operacoes é necessario
realizar a soma dos n intervalos resultantes, o que significa realizar n— 1 somas de intervalos.
Deste modo a quantidade de operagoes ao se realizar essa soma é proporcional ao niimero

n de observagoes.

Para o caso miltiplo a matriz X X serd de dimensio (¢ + 1) x (g + 1), o que
dificulta um pouco o calculo de sua inversa, porém, é possivel evitar esse calculo ao se
realizar o calculo através da solucio do sistema linear (X” X)M = X”, onde a matriz
M é a incognita. Porém, continuamos com um ntmero de operagoes proporcionais a n.
Apesar do caso multiplo ter mais operagoes de soma e multiplicacao por escalar para cada
expressao (wy; + Vywa; + -+ - + V,wei1,), €ssa expressao se repete n vezes, o restante do

calculo é idéntico ao realizado no caso simples, sendo assim também proporcional a n.

Outra vantagem que os modelos apresentados nesse capitulo tem é que os
modelos definidos para dados na forma de intervalos servem também para o caso em que os
dados tem a forma de nimeros fuzzy, pelo fato das operacoes aritméticas destes derivarem

das operacgoes daqueles.

Encerramos assim nao s6 a apresentacado dos modelos lineares para dados
transversais que tenham os dados na forma de intervalos ou ntimeros fuzzy mas também
a discussao sobre a utilidade dos mesmos. Na Parte III sao exibidos alguns exemplos de

aplicagoes dos modelos tratados nesse capitulo.
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8 Modelo Linear Misto em Dois Estagios

para Dados Imprecisos

8.1 Introducao

Na Secao 2.3 é apresentado o modelo linear misto em dois estagios para dados
longitudinais classico, isto é, os individuos tem suas medidas tomadas de forma repetida
em diferentes instantes de tempo, t1, ..., t,,, porém, nao necessariamente em todos os

instantes ¢;. Representa-se os dados de um individuo como:

Yia

Yim
onde Y; ; ¢ a medida do individuo ¢ tomada no tempo t;.

O modelo de dois estagios assume a forma:
com as suposicoes de que Y; ~ N(X;8,%;), em que 3; = 021, xm, + ZiDZiT, e, ~
N(0,0°I,,,xm,) € bi ~ N(0, D).

Este capitulo tem como objetivo propor um modelo onde as medidas Y; ; sao
intervalos ou nimeros fuzzy, que representam medidas imprecisas, como discutido no
Capitulo 5.

Para o caso intervalar os dados tem a forma:

=

e

z:

=
3

onde Z ¢ a medida intervalar do individuo ¢ tomada no tempo ¢;.

Para o caso de dados na forma de nimeros fuzzy representamos aqui esses

dados na forma:
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*
i,m

onde Y, é a medida do individuo i tomada no tempo ¢;.
Para construir esses modelos escolhemos adaptar o processo de analise sensitiva

da Equacao 6.11 da Secao 6.4 e utilizar a Proposi¢ao 1 da Segao 7.2 para escrever o modelo

como soma de intervalos ou como soma de ntimeros fuzzy.

8.2 Proposta de Modelo para o caso Intervalar

Na Equacao 6.11 da Secao 6.4 é apresentado o processo de andlise sensitiva,
que trata do caso transversal simples. Nesse caso, tomando n observacoes (z1;71), - - -,

(7,,;n) onde ; sao os intervalos ¥; = [ys,7i|, esse modelo é dado por:

f@) = {&19 + b;

Va,be R que minimize Z (azx; +b— yi)Q Yy € [y Wil i = 1,...,n}.
i1

Assim, o intervalo () é o conjunto das estimativas f (1) para todas as combi-

nacoes possiveis ao se escolher um ponto do intervalo de cada observacao.

Na Secao 7.4 esse processo foi adaptado para ser usado no caso transversal
miltiplo. Onde dado um conjunto de n dados {z;1;...;%;¢; %}, @ = 1,...,n, tomamos
como modelo a unidao de todas as possibilidades de regressao linear miltipla ao se tomar

um elemento y; pertencente a cada intervalo 7;, ou seja,

S(ﬂl,...,ﬁq) = {d0+&1191+"'+&q79q;
n
Yao,...,a, que minimize Z (Gp + ayVy + - - + a0, — yi)2 5
i=1

Vy, € ¥i,t = 1,...,n},

onde S(94,...,9,) é a unido de todos os resultados da regressdo linear miltipla para todas

as possibilidades de escolha de y; € 7;.
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Em ambos os casos as equagoes do caso classico reescritas foram usadas para

apresentar os modelos na forma do modelo base da Equagao 7.13 através da Proposi-

¢ao 1. O caso simples assume a forma f Z { fi(v yi} e o caso multiplo a forma
i=1

Fhs. ) — Zn:{fi(ﬁl,...,ﬂm) 7

Do mesmo modo feito para o caso transversal multiplo, é possivel adaptar o
modelo de andalise sensitiva para o caso longitudinal e reescrever o modelo na forma do

modelo base.

Comecando pelo modelo classico, o caso em que as observagoes sao nimeros
reais. Na Secao 2.3 é apresentado o modelo linear misto em dois estagios para dados
longitudinais. Supondo conhecidos ou estimados de alguma forma prévia, os valores de 52

e D E O'QImiXmi + ZiDZZ-T, e com as matrizes de planejamento

L gea(t1) oo Gag(t1) ga(t1)"
X =]: : : = :
1 g:ﬁ,l(tm) coo Gxky (tm) gz (tm)T
(§]
L ogat) -0 ger.(tr) g:(t1)
1 gZ,l(tm) <o Gzk, (tm) g- (tm)

tais que as suas linhas formem um conjunto linearmente independente. Assim as estimativas

dos coeficientes B e b;, i =1,...,n, do modelo Y; = X ;8 + Z;b; + e; sao dadas por

i=1 i=1
e
.= DZTS, (Y _ X, ﬁ)
Para o caso em que n individuos tem observagoes em forma de intervalos nos
tempos t1, ..., ty:
Yia
_ Yo
Vi |~
Yim

)

propomos realizar um processo semelhante ao realizado no modelo de anélise sensitiva,

Equagao 6.11, avaliando todas as possibilidades onde os dados reais estao contidos nos
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intervalos:
( T A TA A
g=(t)" B+ g-(t)" by,
onde:
n 1 -1, 1
a T T
B=|D. XIS X Y X;%,Y,
Si(t) = < =1 p=l - (8.1)
T e

b, = DZ7$ " <Yi _ XZ-B> ;

VY onde Y}, € WJ,

k=1,...,n e j=1,...,m, tais que 3E~J

\

Podemos reescrever a expressao gm(t)TB + gz(t)TBZ- em termos dos Yj ;.

g.(t)T B pode ser reescrito como:

A " A —1
g.1)"'8 = g.(t)" (Z X% X,
)

I
Q
8
=
S
-~
s
o
~H
M
=
la

=Y aw" (Wl W L owh)y, |-
k=1 ~ ~~ -
apenas W;k) tais que EIE
=3 (90" (W W W) y,) -
k=1
n Yk,l
= | 9" (WY“ wy o Wﬁ,";)) Cl =
k=1 kam
ZZ Z {Qx(t)TW§k)Yk,j}
k=1 jHE

Ja gz(t)TlA)Z- pode ser dividido em duas parcelas:

A

9.6 —g.(0)" (DZTE" (Y- X:B)) =
—g.(0)" (DZIS'Y) — g.(t)"
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~~

n n .1 .1
= > |e-0)"VOX; [ Y XIS X, | X[8, Y| =
k=1 =1
- M | 0.()"VOX, <W§k> Wi ngc)) Y, |=
k=1 R - 9
apenas W;.k) tais que HE.
" Y1
=Y a0 vox, (WP w o oww) | |-
ket Yk,m
S S fervoxmwin,)
k=1 J13Y%,;
(1) B+ g.(t)"b; =
O <gw(t)TW§.’“>+5i,k g:(t) V§i)—gz(t)TV(i)XiW§-k)> Y
k=1j|3E
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Assim é possivel reescrever S;(t) como:

b ) (a7 W 4 o) (5,5 VI - VOX W) ) i,
F=1313%
com
Si(t) = 4 o\ b (82)
= (Z xTs, 1Xl> xTs" e
vO - Dz’
LVYME&, k=1,....,n e j=1,...,m, tais que EIE
Pela Proposicao 1 da Subsec¢ao 7.2 temos que
Z {a: 7} = U <2 {a; yz}) ;
i=1 (Y1eyn) € FrxxFn \i=1
logo podemos reescrever como:
S =3 3 (g0WH 4 0.0 (56 VI - VOXWI)) V5 (83)
kZlJHE
com
" —1
wk) — (Z Xle;f)g) xrs,
=1
e
vO = DzTs

Porém, é necessario levantar a questiao sobre quais 6> e D usar nesse modelo.
Uma primeira opcao é usar valores previamente calculados ou conhecidos. Porém, nem
sempre esses valores estarao disponiveis. Neste caso optamos por usar os mesmos valores

obtidos pelo modelo linear misto em dois estagios visto na Se¢do 2.3 para o conjunto de
dados:

Y, = o], i=1,...,n, (8.4)
Yim
onde Y;] ¢ o ponto médio do intervalo zi,j' Desta forma adotamos o valor de um caso

classico como aproximagao para o caso intervalar. Porém, o método apresentado aqui

independe da forma como &% e D foram obtidos.



Capitulo 8. Modelo Linear Misto em Dois Estdgios para Dados Imprecisos 96

8.3 Proposta de Modelo para o caso Fuzzy

Definimos o modelo para o caso em que n individuos tem observac¢oes em forma

de ntimeros fuzzy nos tempos ti, ..., ty:
Vi
-
como:
= k (2 7 k
St =Y Y (g0 WP 4 0.0 (5 VI - VOX W) ) (85)
=1 313Y5,
com

Escolhidas as fungoes g, (t) e g.(t) podemos montar as matrizes de planejamento

ng(tl) ng<t1)

E preciso também encontrar 62 e D, caso ndo sejam conhecidas previamente.

Como no caso intervalar propomos usar os valores encontrados no modelo classico com

onde Y;] = defuzz (Y;*j), pelo processo de defuzzificagcdo visto na Equacao 4.9 da Secao 4.3.

8.4 Exemplos

Tendo definidos o modelo linear misto em dois estagios para dados intervalares
e também para dados na forma de nimeros fuzzy, Equacoes 8.3 e 8.5 apresentamos um

exemplo com a inten¢ao de apresentar somente como o modelo funciona para fins didaticos.
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Exemplo 17. Seja um conjunto de dados longitudinais com as observagoes na forma de

intervalos:
[12,0 8&,0] [10,0 8&,0] [8,0 4,0]
— 15,5 12,5] | — 14,0 10,0] | <~ 10,0 6,0
- [20,0 18,0] | — [19,0 17,0] | — [11,5 8,5]
[26,5 23,5] [24,5 19,5] [13,0 11,0]
[5,5 2,5] [2,5 1,5]
— 8.5 5,5 — 6,5 3,5
Y, = 3, ] e Y5 = [ ] (8.7)
- [11,0 7,0] - [10,0 6,0]
[11,5 10,5] [11,0 9,0]
O conjunto de dados longitudinais com os pontos médios é dado por:
10 9 6 2
R Il IR el S O I v (8.8)
= 5 = ) - ) - € - :
SR N i ST R TV A ’
25 22 12 11 10
Adotando
1 1
z(t) = e g,(t) =
0 @ (1 (t>
obtemos as matrizes de planejamento
11 11
1 2 1 2
X = e Z = ) (8.9)
1 3 1 3
1 4 1 4

podemos tomar os & e D obtidos no modelo linear misto de dois estagios, como no

Exemplo 1 da Subsegao 2.4:

. 2,99 1,27
6°=0,31e D=["" ’ : (8.10)
1,27 1,41

Usando estas 2 e D definimos o modelo para cada individuo na forma:

S (t) i D ( b g.t)" (M Vi y XW““))Y,”,

kzlJH k,j
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com
= 1 o 1
= (Z XT3 Xl> XTI

=1

(§
A T A —1
v = DZTS
Como X1==X5=X,2Z1=-=25=2Ze¢3, =3 =3, temos

de forma mais simples:

com

Obtemos as matrizes:

w—(w, w, w, W4)=<

0,695 0,361 0,027 —0.306

v-(vi v, vy V4>=< )

0,192 0,051 0,09 0,231

A Figura 14 apresenta os graficos de S;(t).

Si(t) = (0.756 —0.214t)  Yi; + (0.380 —0.061t) Yo+
+(0.022 +0.092)  Yis + (—0.345+0.245) Y.+
+(0.061 — 0.022t) Yo, + (0.028—0.010t) Yoo+
+(—0.005 +0.002) Yas + (—0.039+0.014t) Ya,+
+(0.061 —0.022t) Y31 + (0.028—0.010f) Yo+
+(=0.005+0.002t) Yas + (—0.039+0.014) Yau+
+(0.061 — 0.022t)  Yi, + (0.028—0.010t) Yio+
+(—0.005 +0.002t) Yis + (—0.039+0.014t) Yi.+
+(0.061 —0.022t) Va1 + (0.028—0.010f) Yo+
+(—0.005+0.002t) Va5 + (—0.039+0.014t) Ys.

0,2 01 0 -0,1
~0,06 —0,02 0,02 0,06
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Para exemplificar o célculo dos termos do modelo, tome o termo (0.756 —
0.214t) Y3,1, que é dado por (9" W1+ g.(t)" (611 V1i— VXW))) Yii

( gm(t)TWI + gz(t)T ((5171 V1 — VXW1>) E =

(09 ()0 (55) - (50))) -
(00 ()0 (o) (m))) -
(0 ()0 9 () -

= ((0,2 — 0,06t) + (0,556 — 0,154t)) Y1, =

= (0,756 — 0,214t) Y.

Na Figura 14 apresentamos o grafico S;(t) para cada individuo 4, assim como o

n
grafico da média Z Z (g:(t)" W) Y%,;- Da mesma forma como discutido na Segéo 2.3
k=1 j|3@
essa média diz respeito apenas ao efeito fixo presente em toda a populacao. Note que cada
individuo possui o seu préprio modelo S;(¢), porém, o modelo trata de toda a populagio

para cria-lo.
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Figura 14 — Gréficos S;(t) para os individuos 1, 2 ,3 , 4 e 5 do Exemplo 17. A &rea
cinza apresenta os pontos (¢,y) tais que y € S;(t). As linhas verticais apre-
sentam os intervalos observados W], ou seja, os dados, mais especificamente
eles apresentam os pontos (t;; v;;),i = 1,...,5 e j = 1,...,4, tais que
yij € Y;;. O tltimo grafico apresenta o valor médio da populagdo, ou seja,

3 (0.0 W) Ve

k=137 ;
Individuo 1 Individuo 2
30 30
20 20
Yy
10 10
0 0
0 1 2 3 5 0 1 2 3 5
t t
Individuo 3 Individuo 4
30 30 1
20 20 4
Yy
10 10
0 0
0 1 2 3 5 0 1 2 3 5
t t
Individuo 5 Média
30 A 30
20 A 20
Yy
10 4 10
0 0
0 1 2 3 5 0 1 2 3 5
t t

Fonte: O autor.

8.5 Conclusao

Esse capitulo apresentou um modelo linear misto em dois estagios para dados
intervalares e um para dados na forma de nimeros fuzzy. Fixadas as matrizes Se ﬁ,
esses modelos vem da unido de todas as possibilidades de casos classicos tomando valores
reais pertencentes aos intervalos, ou aos a-niveis dos nimeros fuzzy, o que oferece a esses

modelos certa robustez herdada dos modelos classicos.
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Para a escolha das matrizes 3 e D ¢ proposto tomar as estimativas do modelo
classico tomando os pontos médios dos intervalos ou usando os valores defuzzificados.
Para o proposito de apresentar o modelo linear misto em dois estagios deste capitulo esse
método é suficiente. Porém, essa nao é a tnica forma possivel. Por exemplo, Denoeux
(2011) propoe um método de maxima verossimilhanca para dados fuzzy. Esse método
talvez possa ser adaptado para realizar a maxima verossimilhanca com a restricao de que
0S ZAL' tenham a forma ﬁli = O'QImixmi + ZZ-DZ;fF.

Estimar os X; e o D precisa ser realizado apenas uma vez, porém, dependendo
da quantidade de dados e da forma escolhida para realizar esses calculos podemos ter

maior ou menor esforco computacional nesse passo inicial.

Ainda antes de calcular S;(t) ainda ¢ necessédrio calcular as matrizes w® e
v,

-1

we = (VN xT8 x| xIs]
=1

W — Pz
VW =DZ'%, .
Para calcular as inversas de cada 3; temos a quantidade inerente de operagoes
para calcular a inversa de uma matriz m; x m;. No entanto, a estrutura 3; = oI myxm;

Z iDZZT pode facilitar e reduzir o niimero de operagoes necessarias.

Os calculos de todas as matrizes W% possuem em comum a parte
-1
- —1
XIS X,
=)

. ~ . , ~A—1
assim essa expressao precisa ser calculada apenas uma vez. O célculo de X lTEl X
independe de n, pois é uma multiplicagao de matrizes de dimensao (k, + 1) x my, m; x my
e my x (k; +1). O nimero de operagoes da soma dessas n matrizes por sua vez ¢é

proporcional a n. O cédlculo dessa inversa pode ser substituido pela resolucao do sistema

n
. & 71 & 71 . V4 . /7 . ~
linear ZXZTZZ X, | wih = X{3, , onde a matriz W®) ¢ a incégnita da equacio.
=)
E necessério calcular n, ou menos, matrizes W® tornando o célculo de todas elas

proporcional a n.

. A ~A—1

Calcular as matrizes VW = DZT$ " se trata de uma multiplicacdo de matrizes
de dimensao (k, +1) x (k, +1), (k,+1) x m; e m; x m;. Essa multiplicagdo tem um ntmero
de operagoes independente de n. Porém, é necessario calcular n, ou menos, matrizes V(i),

tornando o calculo de todas elas proporcional a n.

Dessa forma, para calcular as matrizes necesséarias para calcular os S;(t) tem

um numero de operacgoes proporcional a n, ao nimero de individuos.
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Enfim, fixado t, para calcular

Si(t) Z > (g0 WP+ g.0) (6, VI - VOXWI) ) Vi,

k=1 JHYI@,]

¢é necessario fazer nm, ou menos, vezes a operagao

gt W 4 g. ()7 (m vy >XZW§’“>) ,

onde m é o maximo dos valores m;. gw(t)TW§- e g.(t < V(i)Xiwg-k)) Sa0
produtos internos entre vetores do R". Desta forma a soma final tera uma quantidade de

operacoes proporcionais a n.

Para o caso em que as observagoes tem a forma de ntmeros fuzzy também
temos um numero de operagdes proporcionais a n. Desta forma os modelos possuem
uma complexidade proporcional ao nimero de individuos, o que indica um baixo esforgo

computacional.

Encerramos assim a apresentacao do modelo linear misto em dois estagios para
os casos em que os dados tenham a forma de intervalos ou na forma de nimeros fuzzy. Na

Parte 111 sao exibidos alguns exemplos de aplicagoes dos modelos tratados nesse capitulo.
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Aplicacoes
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9 Volume Corporal de Orcas-Pigmeias

9.1 Introducao

O estudo apresentado por Currie et al. (2021), usado como exemplo motivador
no capitulo de Introducao, pagina 13, trata de um 6timo exemplo de estudo longitudinal
com imprecisao nos valores das medidas. Em quatro ocasides diferentes, dias 1, 7, 11
e 17 o volume corporal de orcas-pigmeias de seis diferentes individuos foi medido. Em
cada ocasiao as medig¢oes algum grau de imprecisao, dependendo do método de medicao

utilizado juntamente das condi¢des do momento em que a medida foi tomada.

Um dos métodos usados por Currie et al. (2021) para as medigoes foi a
fotogrametria usando um veiculo aéreo nao tripulado. Para determinar o volume corporal
do individuo ¢ no dia j foram tomadas fotografias ao longo do dia. A partir de cada
fotografia o volume corporal do individuo naquele dia foi calculado, gerando assim medidas
repetidas no mesmo dia. Foram calculados entao a média e o desvio padrao destas medidas.
Deste modo os valores apresentados tomam a forma de uma média acompanhada de um
desvio padrao:

volume(m?) + SD.

Como discutido no Capitulo 5 podemos modelar essa imprecisao na forma de

intervalos ou em forma de nimeros fuzzy, como é realizado por Pinto et al. (2018).

Figura 15 — Currie et al. (2021), através de imagens tomadas por um veiculo aéreo nao
tripulado, estimou o volume corporal de um grupo de orcas-pigmeias. Para
cada foto o volume corporal é estimado e ao final sdo usados o valor médio e
o desvio-padrao destas estimativas.

Fonte: (Pixabay GmbH, n.d.)(adaptado)
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A Figura 16 apresenta o gréfico original de Currie et al. (2021). A Tabela 12
apresenta uma aproximagao dos valores apresentados no estudo, em decimetros ciibicos. Os
valores apresentados nao sao os valores exatos do trabalho original, tendo como objetivo

apresentar o problema com valores mais didaticos.

Figura 16 — Volume corporal e desvio padrao de 6 diferentes orcas-pigmeias medidos em 4
diferentes ocasides com diversas técnicas de medi¢ao nas aguas costeiras da
baia de Ma’alaea, no Maui, em Setembro e Outubro de 2019.
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Fonte: (CURRIE et al., 2021)

Tabela 12 — Valores aproximados dos apresentados em
Currie et al. (2021).

Medigio Individuo Dia Volume (dm?) Desvio Padrio

1 1 1 159,4 4,5
2 2 1 151,1 1,9
3 3 1 153,3 3,7
4 4 1 151,1 1,9
5 5 1 144,3 3,7
6 6 1 137,4 4,6
7 1 7 149, 1 6,0
8 2 7 149,1 4,9
9 3 7 134,1 0,9
10 4 7 132,5 2,5
11 5 7 123,0 1,9
12 6 7 123,0 3,9
13 1 11 134,1 0,9
14 2 11 144,9 5,1
15 5 11 105,6 2,5
16 6 11 115,1 3,9
17 1 17 129,5 0,5
18 2 17 131,2 0,0

Fonte: Currie et al. (2021) (adaptado)
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9.2 Modelagem da Imprecisao

A Tabela 12 apresenta os dados do problema junto ao desvio padrao que
representa a imprecisao da medida obtida. v é o valor do volume de uma medida e d o desvio
padrdo da mesma, uma proposta de como incluir essa imprecisdo ao modelo é na forma de
intervalo [v — d; v + d]. Usando ntimeros fuzzy é possivel modelar essa imprecisao também
e de diversas formas. Como primeira forma optamos por usar nimeros fuzzy triangulares

na forma (v — d; v; v+ d), que tem centro e suporte coincidentes ao da forma intervalar

3 1 3
usada. Na forma fuzzy trapezoidal optamos por (v — §d; v — §d; v+ §d; v+ Qd), que

tem um suporte um pouco maior que o triangular (v — d; v; v + d), sendo assim um

modelo mais permissivo que admite valores fora do intervalo [v — d; v + d]. A Tabela 13

apresenta os dados modelados nessas trés formas.

Tabela 13 — Dados do problema modelados na forma de intervalos, nimeros fuzzy triangu-
lares e nimeros fuzzy trapezoidais.

medicdo individuo dia intervalo fuzzy triangular fuzzy trapezoidal
1 1 1 [154,9; 163,9] (154,9; 159,4; 163,9) (152,6; 157,1; 166, 1; 161,6)
2 1 2 [149,2; 153,0] (149,2; 151,1; 153,0) (148,3; 150,2; 154,0; 152,0)
3 1 3 [149,6; 157,0] (149,6; 153,3; 157,0) (147,7; 151,4; 158,9; 155,1)
4 1 4 [149,2; 153,0] (149,2; 151,1; 153,0) (148,3; 150,2; 154,0; 152,0)
5 1 5 [140,6; 148,0] (140,6; 144,3; 148,0) (138,8; 142,5; 149,8; 146,2)
6 1 6 [132,8; 142,0] (132,8; 137,4; 142,0) (130,5; 135,1; 144,3; 139,7)
7 7 1 [143,1; 155,1] (143,1; 149,1; 155,1) (140,1; 146,1; 158,1; 152,1)
8 7 2 [144,2; 154,0] (144,2; 149,1; 154,0) (141,8; 146,7; 156,4; 151,6)
9 7 3 [133,2; 135,0] (133,2; 134,1; 135,0) (132,8; 133,6; 135,4; 134,6)
10 7 4 [130,0; 135,0] (130,0; 132,5; 135,0) (128,8; 131,2; 136,2; 133,8)
11 7 5 [121,1; 124,9] (121,1; 123,0; 124,9) (120,2; 122,0; 125,8; 124,0)
12 7 6 [119,1; 126,9] (119,1; 123,0; 126,9) (117,2; 121,0; 128,9; 125,0)
13 11 1 [133,2; 135,0] (133,2; 134,1; 135,0) (132,8; 133,6; 135,4; 134,6)
14 11 2 [139,8; 150,0] (139,8; 144,9; 150,0) (137,2; 142,4; 152,6; 147,4)
15 11 5 [103,1; 108,1] (103,1; 105,6; 108,1) (101,8; 104,4; 109,4; 106,8)
16 11 6 [111,2; 119,0] (111,2; 115,1; 119,0) (109,2; 113,2; 121,0; 117,0)
17 17 1 [129,0; 130,0] (129,0; 129,5; 130,0) (128,8; 129,2; 130,2; 129, 8)
18 17 2 [131,2; 131,2] (131,2; 131,2; 131,2) (131,2; 131,2; 131,2; 131,2)

Fonte: Currie et al. (2021) (adaptado)

9.3 Caso Transversal

Chamamos de transversal o caso onde os dados sdao tratados como todos
independentes. Usando os dados na forma de niimeros reais, isto €, o caso classico, podemos
realizar o processo de regressao linear simples, como visto na Secao 1.2. Para os casos

intervalar e fuzzy usamos os modelos apresentados na Segao 7.3.
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9.3.1 Dados na forma de nimeros reais

Para o caso classico podemos realizar uma regressao linear simples, usando a
variavel ¢ como o tempo medido em dias: t; =1, ty =7, t3 = 11 e t4, = 17. Para encontrar

um modelo na forma f(t) = By + (1t, usamos a matriz de planejamento:

11

}seis linhas
1 7

}seis linhas
1 11

}quatro linhas
1 17

} duas linhas

Obtemos entdo a matriz

Wz(XTX)‘lXT=(W1 W, ... W18)-

Realizando as operacdes basicas de matrizes na expressio (X X) !XT obte-
mos a matriz W. Essa matriz possui 18 colunas, denotadas W, ..., Wg, muitas delas

possuem valores iguais, apresentamos aqui os valores dessas colunas:

0,14306
Wl = = W6 = ’ 5
0, 01250
0,05556
)
0
9.1)
0, 00278
Wia == Wap = '
13 10 < 0,00833>
0, 09028
Wy=Wygs=| .
. ' ( 0,02083)

Usando os dados do problema na forma de um vetor coluna y:
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159, 4
151, 1
153,3
151, 1
144,3
137,4
149, 1
149, 1
134, 1
132,5
123,0
123,0
134, 1
144,9
105, 6
115,1
129,5
131,2

podemos usar a Equacao 1.9, B = (XTX)_lXTy, para encontrar a estimativa B:

. 3 148, 3846
B = BP = (XTX)'XTy = Wy = ’ ,
B —1,612

obtendo assim o modelo:

A

F(t) = 148,3846 — 1,612t (9.2)

O coeficiente angular do modelo —1,612 informa que com o passar do tempo o
volume corporal dos individuos diminui. A Figura 18(a) apresenta o grafico desse modelo.
A Tabela 14 apresenta os valores dos dados observados, y;, das estimativas, ¢; e os erros,
e; = U; — y;- A Figura 19(a) apresenta esses erros de forma gréfica. J4 a Figura 20(a)
apresenta o grafico quantil-quantil para esse conjunto de erros, onde a proximidade dos

pontos a reta y = x é satisfatoria.

Note que o caso classico trata os dados como niimeros reais, portanto sem uma
modelagem da imprecisao. Dessa forma temos o valor esperado, a média, ou seja, o valor
f(t), apresentada pelo modelo da mesma forma como um ntimero real. E necessério levar
em conta que esse modelo foi feito de forma transversal, ou seja, medidas que pertencem a
um mesmo individuo estao sendo tratadas como independentes. Esse mesmo problema se

faz presente nos modelos onde a imprecisao dos dados é modelada.
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Tabela 14 — Dados, estimativas e erros dados pelo modelo
da Equacao 9.2, f(t) = 148,3846 — 1, 612¢.

medicao dado estimativa erro

1 Y1 =159.4 = f(1) = 146,77 e, = —12,63
2 Y = 151,1  go = f(1) = 146,77 ey = —4,33
3 ys = 153,3 g3 = f(1) = 146,77  e35 = —6,53
4 ys = 151,1 gy = f(1) = 146,77  es = —4,33

5 ys = 1443 s = f(1) = 146,77  e5 = 2,47

6 Yo = 137,4 g6 = f(1) = 146,77 e = 9,37

7 yr =149.1 ;= f(7) = 137,10 ey = —12,00
8 ys = 1491 gs = f(7) = 137,10  es = —12,00
9 yo = 134,1  gg = f(7) = 137,10  eg = 3,00

10 Y10 = 132,5 G0 = f(7) =137,10  eyo = 4,60
11 yi1 =123,0 g1 = f(7) =137,10 ey = 14,10
12 Y12 = 123,0 G2 = f(7) = 137,10 ey = 14,10
13 Y15 = 134,1 g3 = f(11) = 130,65 e13 = —3,45
14 Yia = 144,9  G1g = f(11) = 130,65 ey = —14,25
15 Y15 = 105,6  f15 = f(11) = 130,65 15 = 25,05
16 Y16 = 115,1 g1 = f(11) = 130,65 ey = 15,55
17 Y17 =129,5 g7 = f(17) = 120,98 17 = —8,52
18 y1s = 131,2  dhs = f(17) = 120,98 ey5 = —10,22

Fonte: O autor.

9.3.2 Dados Imprecisos

Para os trés casos em que a imprecisao estda modelada como intervalo, ntimero
fuzzy triangular ou trapezoidal temos casos muito semelhantes. Nos trés casos é usada
a matriz W da Equacgao 9.1 para obter o modelo da Equagao 7.14 ou o modelo da

Equacao 7.15. A diferenca entre os trés casos é a forma como os dados estao modelados.

Nos trés casos cada dado i tem peso (Wy,; +t Wa;) no instante ¢:

Wi+t Wey = 0,14306 — 0,01250¢,

Wi+t Waes = 0,14306 — 0,01250¢,

Wir+tWar = 0,05556,

Wiig +t Waga = 0,05556, (9.3)
Wiz +t W3 = —0,00278 + 0,00833t,

W1716 +1 W2716 = —0, 00278 + O, 00833t,

W1’17 +1 W2717 = —0, 09028 + O, 02083t e

Wiis +t Wais = —0,09028 + 0, 02083t¢.
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O grafico apresentando esses pesos esta presente na Figura 17.

O peso dado as medidas 1 a 6 no instante ¢ é dado por 0, 14306 — 0,01250¢.
Assim observamos que a influéncia que estes individuos tem no resultado final diminui ao
se aumentar o valor de t. Para ¢t = 1 o peso é de 0, 13056, esse peso decresce linearmente
assumindo valor zero em ¢t = 11,4448 e assume em t = 17 o valor de —0.069440. Inter-
pretamos assim que estes dados possuem maior influéncia no resultado final quando t é
pequeno. Notamos que para t > 11,4448 o peso dado a essas observagoes é negativo, nessa
regiao esses dados possuem entao o papel de aumentar a imprecisao do modelo, tornando

os intervalos, ou conjunto suporte nos casos fuzzy, com comprimento maior.

O peso dado as medidas 7 a 12 é constante igual a 0,05556. Desta forma para
qualquer valor de t esses individuos possuem sempre a mesma importancia naquele ponto

para o modelo.

As medidas 13 a 16 possuem o peso W13 = —0, 00278 + 0, 00833¢. Aqui temos
valores negativos para os pesos para valores de t menores que 0, 3337, agregando maior
imprecisao aos valores dados pelo modelo nessa regiao. Quando ¢t aumenta o peso dado a

esses individuos também aumenta, assim a sua influéncia no modelo também aumenta.

As medidas 17 e 18 possuem pesos negativos para t < 4,334. Assim essas
medidas contribuem para o aumento da imprecisao para essa regiao. Seu peso também

aumenta a medida que ¢ aumenta.

Essa andlise dos termos W ; +t Wy ; ¢ valida para os trés modelos apresentados

nessa secao.

Figura 17 — Gréfico dos pesos Wy ; +t Wy ,; da Equacao 9.3.
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Fonte: O autor.
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9.3.2.1 Dados na Forma de Intervalos

No caso onde as observagoes estao modeladas como intervalos, usamos os dados
na forma [v — d; v + d], onde v é o valor do volume de uma medida e d o desvio padrao

da mesma. Temos assim o conjunto de dados:

Y: = [154,9; 163,9],
Y, = [149,2; 153,0],
Y3 = [149,6; 157,0],
Y, = [149,2; 153,0],
Y5 = [140,6; 148,0],
Ys = [132,8; 142,0],
Y7 = [143,1; 155,1],

[144,2; |

[ |

Y1z = [129,0; 130,0] e

Yis = [131,2; 131,2].

Com a matriz W da Equacgao 9.1, segue diretamente da féormula dada pela

Equagao 7.14 o modelo:

18
S(t) ZW12+L‘WQZ£ (9.4)

A Figura 18(b) exibe o grafico obtido nesse caso enquanto a Figura 19(b)
mostra de forma gréfica o valor dos erros €; = Y; ©,x Y;, conforme o discutido na Segao 6.5.

Por exemplo, o dado Y; = [154,9; 163,9] se refere a uma medida tomada no tempo ¢ = 1.
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Assim a previsao dada pelo modelo é ﬁ = S(1) = [142,902; 150, 643]. O erro nesse caso é

dado por:

z@gH z =
= [min{142,902 — 154, 9; 150, 643 — 163,9}; max{142,902 — 154,9; 150, 643 — 163,9}] =
= [—13,257; —11,998].

19
I

A Figura 20(b) apresenta o gréafico quantil-quantil para esse conjunto de erros,
onde a proximidade dos pontos a reta y = x é satisfatéria. A Tabela 15 apresenta os
valores observados na forma de intervalos, os valores estimados no instante correspondente
e o valor dos erros. Note que neste caso os dados, as estimativas e os erros aparecem
na forma de intervalos. Também ¢é notavel a queda no volume corporal dos golfinhos,

passando de S(1) = [142,902; 150, 643] no primeiro dia para S(17) = [116,599; 125, 360]

no décimo sétimo dia. No primeiro dia o modelo indica que o valor esperado do volume
corporal dos golfinhos estd no intervalo [142,902; 150, 643], assim sendo podemos dizer
que o valor esperado é maior que 142,902dm?*. J4 no dia 17 o valor esperado estd no
intervalo [116,599; 125,360], o que indica que o valor esperado é menor que 125,360. O
fato de no primeiro dia termos os valores maiores que 142,902 e no dia 17 valores menores

que 125,360 evidenciando que os valores diminuiram nesse periodo.
18 B
E importante apontar que o modelo na forma Z<WM +t W3,)Y; ndo possui
i=1
nenhum parametro que indique imediatamente uma tendéncia de queda ou de subida dos

valores. Todos os parametros indicam apenas como se comporta o peso dado a cada dado

no modelo final.
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Tabela 15 — Dados, estimativas e erros dados pelo modelo da Equagao 9.4, S(t) =
18

DWW+t Wa,)Y,

=1
erro

medicao dado estimativa (Q _ ﬁ Ount Yz)
1 Vi = [154,9; 163,9] Y; = S(1) = [142,902; 150,643] & = [—13,257; —11,998]
2 Yy = [149,2; 153,0] Y, = S(1) = [142,902; 150,643] &3 = [—6,298; —2,357]
3 Y; = [149,6; 157,0] Y5 = S(1) = [142,902; 150,643] &3 = [—6,698; —6,357]
4 Y: = [149,2; 153,0]  Y; = S(1) = [142,902; 150,643] &5 = [—6,298; —2,357]
5 s = [140,6; 148,0] Y5 = S(1) = [142,902; 150,643] &5 = [2,302; 2,643]
6 Vo = [132,8; 142,0] Vg = S(1) = [142,902; 150,643] & = [8,643; 10,102]
7 Vs = [143,1; 155,1] Yz = S(7) = [134,139; 140,061] & = [—15,039; —8,961]
8 Vs = [144,2; 154,0] Y3 = S(7) = [134,139; 140,061] &g = [—13,939; —10,061]
9 Yo = [133,2; 135,0] Yy = S(7) = [134,139; 140,061] & = [0,939; 5,061]
10 Yig = [130,0; 135,0] 1o = S(7) = [134,139; 140,061] €10 = [4,139; 5,061]
11 Yii =[121,1; 124,9] Yy = 5(7) = [134,139; 140,061] &3 = [13,039; 15,161]
12 Yoy = [119,1; 126,9] Y1 = 5(7) = [134,139; 140,061] &1z = [13,161; 15,039]
13 V15 = [133,2; 135,0] Vi3 = S(11) = [128,251; 133,053] e13 = [—4,949; —1,947]
14 Yia = [139,8; 150,0] Yig = S(11) = [128,251; 133,053] &g = [—16,947; —11,549]
15 Y15 = [103,1; 108,1] Y15 = S(11) = [128,251; 133,053] &5 = [24,953; 25,151]
16 Yis = [111,2; 119,0] Yig — S(11) = [128,251; 133,053] &1 = [14,053; 17,051]
17 Yi7 = [129,0; 130 0] Yir = S(17) = [116,599; 125,360] er7r = [—12,401; —4, 640]
18 Yis = [131,2 2] Yis = S(17) = [116,599; 125,360] &5 = [—14,601; —5,840]

Fonte: O autor.

9.3.2.2 Dados na Forma de Ndmeros Fuzzy Triangulares

Com os dados modelados na forma de nimeros fuzzy triangulares:

Y = (154,9; 159,4; 163,9),
Y = (149,2; 151,1; 153,0),
Y = (149,6; 153,3; 157,0),

Y = (149,2; 151,1; 153,0),

( )
( )
( )
( )
Yz = (140,6; 144,3; 148,0),
Yz = (132,8; 137,4; 142,0),
Y = (143,1; 149,1; 155,1),
Ve = (144,2; 149,1; 154,0),
( 0)

Y = (133,2; 134,1; 135,

>
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Y = (130,0; 132,5; 135,0),

Y = (121,1; 123,0; 124,9),
Y = (119,1; 123,0; 126,9),

)
)
)
)
)
)
)

=)

Vi = (139,8: 144,9; 150,0),

*
Yi5 =

(
(
(

Vi = (133,2; 134,1; 135,
(
(103,1; 105,6; 108,1),
(

Y = (111,2; 115,1; 119,0),

Y = (129,0; 129,5; 130,0) e
Vi = (131,2: 131,2; 131,2).

Usando a matriz W da Equacgao 9.1, segue diretamente da férmula da Equa-

¢ao 7.15 o modelo:

18
FrE) = D (Wi +t W)Y, (9.5)

i=1
A Figura 18(c) exibe o grafico obtido nesse caso e Figura 19(c) exibe de forma
grafica o valor dos erros g = [V;*]° ©yn [Y;*]°. J4 a Figura 20(b) apresenta o gréfico
quantil-quantil para esse conjunto de erros, onde a proximidade dos pontos a reta y = x é
satisfatoria. A Tabela 16 apresenta os valores observado modelados na forma de intervalos,
os valores estimados no instante correspondente e o valor dos erros. Note que os erros
coincidem com os do modelo intervalar, isso se deve ao fato de que os nimeros fuzzy
triangulares tem, nesse caso, o a-nivel zero idéntico aos intervalos do modelo anterior. A

queda do volume corporal dos golfinhos também ¢é visto nos valores dados pelo modelo

pode ser observado do mesmo modo que foi feito no caso intervalar. Reforcamos que
18

nenhum dos parametros do modelo Z(le +t W5,)Y;* tem como objetivo apresentar a

i=1
tendéncia de queda ou de subida dos dados ao longo do tempo, mas sim cada funcao linear

Wi+t Wy, indica o peso dado a cada dado para a média ponderada para cada valor de ¢.
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Tabela 16 — Dados, estimativas e erros dados pelo

18

modelo da Equagao 9.5,

FrE) = D (Wh +t W)Y,
i=1

. i erro
i dado (V}¥) estimativa (Y;*) (E — [P ey [Yz*]0>
1 (154,9; 159,4; 163,9) (142,902; 146,773; 150,643) [—13,257; —11,998]
2 (149,2; 151,1; 153,0) (142,902; 146,773; 150,643) [—6,298; —2,357]
3 (149,6; 153,3; 157,0) (142,902; 146,773; 150,643) [—6,698; —6,357]
4 (149,2; 151,1; 153,0) (142,902; 146,773; 150,643) [—6,298; —2,357]
5 (140.6; 144,3; 148.0) (142,902 146,773: 150.643) [2,302; 2,643]
6 (132,8; 137,4; 142,0) (142,902; 146,773; 150,643) [8,643; 10,102]
7 (143,1; 149,1; 155,1) (134,139; 137,100; 140,061) [—15,039; —8,961]
8 (144,2; 149,1; 154,0) (134,139; 137,100; 140,061) [—13,939; —10,061]
9 (133,2; 134,1; 135,0) (134,139; 137,100; 140,061) [0,939; 5,061]
10 (130,0; 132,5; 135,0) (134,139; 137,100; 140,061) [4,139; 5,061]
11 (121,1; 123,0; 124,9) (134,139; 137,100; 140,061) [13,039; 15,161]
12 (119,1; 123,0; 126,9) (134,139; 137,100; 140,061) [13,161; 15,039]
13 (133,2; 134,1; 135,0) (128,251; 130,652; 133,053) [—4,949; —1,947]
14 (139,8; 144,9; 150,0) (128,251; 130,652; 133,053) [—16,947; —11,549]
15 (103,1; 105,6; 108,1) (128,251; 130,652; 133,053) [24,953; 25, 151]
16 (111,2; 115,1; 119,0) (128,251; 130,652; 133,053) [14,053; 17,051]
17 (129,0; 129,5; 130,0) (116,599; 120,979; 125,360) [—12,401; —4,640]
18  (131,2; 131,2; 131,2) (116,599; 120,979; 125,360) [—14,601; —5,840]

Fonte: O autor.

9.3.2.3 Dados na Forma de Nimeros Fuzzy Trapezoidais

Outra forma de modelar a imprecisao desse caso é usando nimeros fuzzy

3 1 1 3
trapezoidais na forma (U — Qd; v — §d; v+ id; v+ Qd). Diferente dos casos intervalar

e triangular usamos nesse modelo um a-nivel zero um pouco mais largo, representando

uma possivel maior imprecisao nos dados. Usando ) no lugar de Y apenas para diferenciar

do modelo com ntimeros fuzzy triangulares da subse¢ao anterior, apresentamos esses dados

na forma;

Q7 = (152,6; 157,1;
QF = (148,3; 150,2;
Q5 = (147,7; 151, 4;
QF = (148,3; 150,2;
QF = (138,8; 142,5;
Qg = (130, 5; 135,1;
Q5 = (140, 1; 146, 1,
QF = (141,8; 146,7;

161, 6;
152, 0;
155, 1;
152, 0;
146, 2;
139, 7;
152, 1;
151, 6;

166, 1
154, 0
158,9
154, 0
149, 8
144,3
158, 1
156, 4

b

3

b

b

b

3

b

~— O~ ~— Y ~— S ~—

b
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Qr = (132,8: 133,6; 134,6; 135,4),
Q*, = (128,8; 131,2; 133,8; 136,2

QF = (120,2; 122,0; 124,0; 125,8),

(

(

Qr, = (117,2; 121,0; 125,0; 128,9),

Q*, = (137,2; 142,4; 147,4; 152,6),
(

)
)
)
Q% = (132,8; 133,6; 134,6; 135,4),
)
Q%5 = (101,8; 104,4; 106,8; 109,4),
)

Q% = (109,2; 113,2; 117,0; 121,0),
Qr, = (128,8; 129,2; 129,8; 130,2) e
Q¥ = (131,2; 131,2; 131,2; 131,2).

Novamente com a matriz W da Equacao 9.1, segue diretamente da féormula da

Equacao 7.15 o modelo:
18

q*(t) = Z(le +t Wa)Q5 (9.6)
i=1

A Figura 18(d) exibe o grafico obtido nesse caso. A Figura 19(d) exibe de

forma gréfica o valor dos erros & = [QF]° S, [QF]°. J4 a Figura 20(c) apresenta o grafico
quantil-quantil para esse conjunto de erros, onde a proximidade dos pontos a reta y = x é
satisfatoria. A Tabela 17 apresenta os valores observado modelados na forma de intervalos,
os valores estimados no instante correspondente e o valor dos erros. Na A Figura 18(d) ¢ vi-
sivel que a faixa de valores do modelo se torna mais larga, sendo assim um modelo com mais
possibilidades para o peso real dos individuos em cada instante. Apesar dessas diferencas
esse modelo também apresenta uma tendéncia de queda no volume corporal dos individuos
com o passar do tempo. Para t = 1 temos ¢*(1) = (140, 97; 144, 84; 148, 71; 152, 58), situa-
¢do em que apenas valores maiores que 140,97 tem pertinéncia maior que zero enquanto
para t = 17 temos ¢*(17) = (114, 41;118,79;123,17; 127, 55), onde apenas valores menores
que 127,55 possuem pertinéncia maior que zero no numero fuzzy. Deste modo é evidente

que o valor previsto para t = 1 é maior que o valor previsto para t = 17.
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18
Tabela 17 — Dados, estimativas e erros dados pelo modelo da Equacao 9.6, ¢*(t) = Z(WLH'
i=1
t Way)Q5
) . . . f erTo
i dado (Q]) estimativa (QF) (@ — O e [Qf]0>
1 (152,65;157,15;161,65; 166,15)  (140,97; 144, 84;148,71;152,58) [—13,57; —11,68]
2 (148,25;150,15;152,05;153,95) (140, 97; 144, 84; 148, 71;152,58)  [~7,28; —1,37]
3 (147,75;151,45; 155, 15; 158,85) (140, 97; 144, 84; 148, 71; 152,58)  [—6,78; —6,27]
4 (148,25;150,15;152,05;153,95)  (140,97; 144, 84;148,71;152,58) [-7,28; —1,37]
5 (138,75;142,45; 146,15, 149,85)  (140,97; 144, 84; 148, 71; 152,58)  [2,22; 2, 73]
6 (130,50;135,10;139,70;144,30) (140,97; 144, 84; 148, 71;152,58)  [8,28;10,47]
7 (140,10;146,10; 152, 10; 158,10) (132, 66; 135, 62; 138, 58;141,54)  [—16,56; —7, 44]
8  (141,75;146,65; 151, 55;156,45)  (132,66;135,62;138,58;141,54) [—14,91; —9,09]
9 (132,75;133,65;134,55;135,45) (132, 66; 135, 62; 138, 58; 141,54)  [—0,09; 6, 09]
10 (128,75;131,25;133,75;136,25) (132,66;135,62;138,58;141,54) [3,91;5,29]
11 (120,15;122,05;123,95;125,85) (132, 66; 135, 62; 138, 58; 141,54)  [12,51;15,69]
12 (117,15;121,05; 124,95, 128,85) (132, 66; 135, 62; 138, 58; 141,54)  [12, 69; 15, 51]
13 (132,75;133,65;134,55;135,45)  (127,05;129,45; 131, 85;134,25)  [~5,70; —1, 20]
14 (137,25;142,35;147,45;152,55) (127, 05;129,45; 131,85;134,25)  [—18, 30; —10, 20]
15 (101, 85;104, 35; 106, 85;109,35)  (127,05;129,45;131,85;134,25)  [24, 90; 25, 20]
16 (109,25;113,15;117,05;120,95) (127,05;129,45;131,85;134,25) [13,30;17,80]
17 (128,75;129,25;129,75;130,25)  (114,41;118,79;123,17;127,55) [—14,34; -2, 70]
18 (131,20;131,20;131,20;131,20) (114,41;118,79;123,17;127,55) [—16,79; —3,65]

Fonte: O autor.

9.3.2.4 Figuras e Consideracoes

na forma de nimeros reais, f(t)

Apresentamos quatro modelos nessa se¢ao. O modelo classico com os dados
= 148,3846 — 1,612¢t. O modelo intervalar, S(t) =

18 18

Z(Wl’i +t Wa,)Y;. O modelo com niimeros fuzzy triangulares, f*(t) = Z(le +t Wa )Y/

i=1 18 i=1

E o modelo com nimeros fuzzy trapezoidais, ¢*(t) = Z(Wu +t Wa,;)Q;. Tanto o modelo
i=1

intervalar quanto os dois modelos fuzzy diferem apenas na forma em que os dados sao
apresentados, os pesos Wy ; +t Wy ; sao os mesmos. Deste modo nao é visivel nenhuma
forma de ganho em usar os dados de forma intervalar ou fuzzy, porém, a forma como a
imprecisao se faz presente no modelo agrega informacao ao caso real. Obtemos tanto a
informacao da imprecisdo em cada ponto quanto a informacao do peso que cada dado tem

em cada instante ¢ no resultado final.

Todos os modelos apresentados nessa se¢ao tratam os dados observados como
independentes, porém, é possivel usar o conhecimento de que certas medidas pertencem
a um mesmo individuo para realizar outro tipo de modelo. A préxima segao apresenta
modelos que tratam esses dados de forma longitudinal, o que oferece uma visao diferente

do problema.
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Figura 18 — Graficos para as regressoes em diferentes formas de modelagem dos dados.
(a) Dados reais.
(b) Dados modelados como intervalos reais. Linhas verticais representam os
intervalos, a faixa cinza apresenta o intervalo do modelo de regressao para
cada ponto ¢t no tempo.
(c) Dados modelados como nimeros fuzzy triangulares. As linhas verticais
apresentam o a-nivel zero dos ntimeros fuzzy, o ponto no centro dos mesmos
apresenta o seu a-nivel 1. A curva de nivel apresenta a pertinéncia dos nimeros
fuzzy do modelo de regressio em cada ponto (t,y).

(d) Dados modelados como ntmeros fuzzy trapezoidais.As linhas verticais
mais finas apresentam o a-nivel zero dos nimeros fuzzy, as linhas mais grossas
no centro dos mesmos apresenta o seu a-nivel 1. A curva de nivel apresenta a
pertinéncia dos nimeros fuzzy do modelo de regressdo em cada ponto (t,y).
Os dados foram tomados nos tempos 1, 7, 11 e 17, nos graficos eles apresentam
alguma variagao nesses valores para melhor visualizagao.
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Fonte: O autor.
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Figura 19 — Graficos exibindo os erros para as regressoes em diferentes formas de modela-
gem dos dados.
(a) Dados reais.
(b) Dados modelados como intervalos reais.
(¢) Dados modelados como niimeros fuzzy triangulares.
(d) Dados modelados como ntmeros fuzzy trapezoidais.
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Figura 20 — Graficos quantil-quantil para as regressoes em diferentes formas de modelagem
dos dados.
(a) Dados reais.
(b) Dados modelados como intervalos reais e dados modelados como nimeros
fuzzy triangulares.
(¢) Dados modelados como nimeros fuzzy trapezoidais.
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9.4 Caso Longitudinal

Outra forma de tratar o problema do volume corporal das orcas-pigmeias
¢ levando em conta que medidas de um mesmo individuo nao sejam independentes,
considerando que existe certa correlacao entre as mesmas. Os dados tratados dessa forma
sao denominados longitudinais, como discutido no Capitulo 2, para o caso classico, e no

Capitulo 8, com os casos intervalar e fuzzy.

9.4.1 Modelagem Classica

Para o caso longitudinal cléssico denotamos os dados como:

Yia 159, 4 Yoq 151, 1
Y] 149, 1 Y: 149, 1 Y- 153, 3
Y1 _ 1,2 _ ) , Y2 _ 2,2 _ ) , Y3 _ 3,1 _ ) ,
Yis 134,1 Yo 144, 9 Y30 134,1
Yi4 129,5 Yo 131,2
Ys1 144, 3 Y1 137, 4
Yis 151,1 ’ ’
Y4 = ’ = s Y5 = Y:r,g = 123,0 e Yﬁ = YE:‘.Q = 123,0 y
Yia 132,5 ’ 7
Y53 105, 6 Yo.3 115, 1

onde Y ; é a medida tomada do individuo ¢ no tempo t;. Nesse problema temos ¢; = 1,
t2=7,t3=116t4=17.

Como discutido na Segao 2.3, usacamos o modelo na forma:

Yi = XZ,B + ZzbZ + €;.

Levando em conta que os vetores Y; sao identicamente distribuidos com
distribuigoes normais Y; ~ N(X;3,%;), com média X ;3 e matriz de varidncia-covariancia
>, =01 mixm; + ZZ-DZiT. Como os Y; sdo independentes encontramos estimativas para

os valores B, b;, 0% e D através de maxima verossimilhanca, como discutido na Secéo 2.3.

Escolhemos arbitrariamente as fungoes g, (t) e g, (t) para assim obter as matrizes

de planejamento X; e Z;. Escolhemos assim as fungoes:

9.(1) = (1) e 0.0 = (1)

Desta forma g,(t) indica que foi escolhido para a média geral do modelo uma

fungao linear na forma Sy + 51t e g.(t) que o efeito individual é dado por apenas b;.
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Com g,(t) e g.(t) obtemos as matrizes de planejamento:

gz(t1) g (1) 11
X, = X, - gm(t2> _ gm(7) _ L7
9z(13) g.(11) 1 11|
9a(ts) 9= (17) 1 17
g:(t1) g-(1) 1
z,—z,- |0 | _| (D |_ (1
g-(ts) g-(11 1|
g:(ts) g-(17) 1

ga(t1) g (1 11
X5=X6=|9z(t2) | = | 9=(7 =11 7
gm(t3> gm(ll) I 1
€
g:(t1) gx(1) 1
Zs=Zs=|g:(t2) [= | g:(7) [= |1
g-(t3) g-(11) 1

Realizando assim a méaxima verossimilhanca, Equacao 2.12 da Secao 2.3:

18
arﬂg’;l;lx <—2 ; <10g (det (27%)) + (Y, — X,8) =71 (Y, — X,B))) ,

onde 3; = 0%T mixm; + 4 iDZZT ¢ uma matriz positiva definida. Obtemos entao as estima-

. 150, 33
ﬁ<—105)’

&% = 30,76

tivas:

A

D- (91,90).
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Desta forma, usando X; = oI mixm; + 24 Z-DZZ-T, temos as matrizes de variancia-

covariancia para cada individuo:

122,66 91,9 91,9 91,9
91,9 122,66 91,9 91,9
91,9 91,9 122,66 91,9
91,9 91,9 91,9 122,66

P 122,66 91,9
S, =3, = ’ ’
91,9 122,66

£ - %, -

122,66 91,9 91,9
$5=%= | 91,9 122,66 91,9
91,9 91,9 122,66
Todas as variancias tem o valor de 122,6 e as covariancias um valor de 91, 9.
91,9
£/122,64/122,6

O que nos fornece uma correlacao de = 0,75 entre medidas de tempos t;

distintos.

A

Usando as matrizes 3; podemos obter os b, = ﬁZZTEADZ_l <YZ- — XZ,8>

b, = (10,31), by = (11,28), bs = (1,35),
by = (—0,27), by = (—11,72) e bs = (—10,94).
Essa escolha nos fornece um modelo na forma de uma funcao afim para a média

global, o valor esperado para um individuo desse conjunto de dados para cada instante .

Essa média para os valores ¢; ¢ dada por:

11 148,28

N ~ |1 7 [[150,33 135, 98

p=XB= = :
1 11|\ —2,05 127,78
117 115, 48

ou seja, a média para o instante t; = 1 é de 148, 28, para o instante t, = 7 é de 135, 98,
para o instante t3 = 11 é de 127,78 e para t4, = 17 é de 115,48. Para outros instantes de
tempo podemos usar a funcio u(t) = go(t)" 8 = 150,33 — 2,05¢. O gréafico dessa funcao
esta presente na Figura 27 junto das medidas dos individuos.

Obtemos também as estimativas f’z = X; ,3 +7Z 282 para cada um dos individuos:
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Via 158, 59 Yau 159, 56
. Y, 146,29 [ Y- 147,26 | & Y. 149, 63
Y1 _ A1,2 _ ) , Y2 _ A2,2 _ ) , Y3 _ A3,l _ ) ,
Yis 138,09 Y3 139, 06 Yso 137,33
Vi 125,79 Yau 126,76
. Vs 136, 56 Yer 137,34
A n 1 148’ 0]. A A ’ A A ’
v,= |2 = L, Ys=|Vio|=124.26| e Yo=| V5o | =] 125,04
Yio 135,71 N N
’ Y53 116, 06 Ys.3 116,84
Ou na forma de funcio f;(t) = ga(t)" B + g (1) bi: f1(t) = 9o (1) B + 9. ()b,
fo(t) = go(®)"B + g-(t)"bsy, f3(t) = gu(t)"B + g=(t)"bs, fa(t) = gu(t)"B + g=(t) by,

f5(t) = gm(t)Tﬁ + Qz(t)TIA% e fo(t) = gm(t)TB + gz(t)TlA)G. Obtemos:

150,33 — 2,05t + 10, 31
150,33 — 2,05¢ + 11,28
150,33 — 2,05t + 1,35
150,33 — 2,05t — 0,27
150,33 — 2,05t — 11,72
150,33 — 2,05t — 10, 94

160, 64 — 2, 05¢,
— 161,61 — 2,05,
— 151,68 — 2,05,
— 150,06 — 2, 05¢,
— 138,61 — 2,05¢
— 139,39 — 2, 05¢.

e

As Figuras 21 até 26 apresentam os graficos dessas func¢oes juntamente das

medidas dos individuos. Note que nesse modelo todas as fungées possuem o mesmo

coeficiente angular, —2,05, porém, cada individuo possui o seu proprio valor para o

intercepto. Esse modelo prevé que cada individuo chega ao litoral com o seu préprio

volume corporal, porém, todos diminuem com a mesma taxa de —2,05 ao dia.

Diferente de como tratamos os dados na forma transversal, note que com a

metodologia longitudinal obtemos uma funcao de regressao para cada individuo, assim as

previsoes, sendo individuais, respeitam as particularidades de cada um. E também mesmo

a média global, pu(t) = 150,33 — 2, 05¢, atende melhor as caracteristicas de cada individuo

pelo fato de levar em consideragao a correlagao presente entre medidas de um mesmo

individuo.
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Figura 21 — Gréfico de fi(t) = 160,64 — 2,05¢, linha cheia. Os = apresentam as medidas
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160 +

150 +

140 +

130 +

120 +

110 4

100

1 7 11
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Fonte: O autor.

17

Figura 22 — Gréfico de fy(t) = 161,61 — 2,05¢, linha cheia. Os = apresentam as medidas
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Fonte: O autor.
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Figura 23 — Gréfico de f3(t) = 151,68 — 2,05¢, linha cheia. Os = apresentam as medidas

volume (dm?)

170

do individuo 3.

160 +

150 +

140 +

130 +

120 +

110 4

100

1 7 11
tempo (dias)

Fonte: O autor.

17
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Figura 24 — Gréfico de f4(t) = 150,06 — 2, 05¢, linha cheia. Os = apresentam as medidas
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Fonte: O autor.

Figura 25 — Gréfico de f5(t) = 138,61 — 2,05¢, linha cheia. Os * apresentam as medidas
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Fonte: O autor.

Figura 26 — Gréfico de fg(t) = 139,39 — 2,05¢, linha cheia. Os = apresentam as medidas
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Fonte: O autor.
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Figura 27 — Gréfico de u(t) = 150,33 — 2,05¢, linha cheia. Os * apresentam as medidas
dos individuos, os quais estao ligados por linhas tracejadas as medidas que

volume (dm?3)

pertencem ao mesmo individuo. .
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Fonte: O autor.
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9.4.2 Modelagem Intervalar

Como apresentado no Capitulo 8 também podemos tratar esses dados como
intervalos e com a metodologia longitudinal. Modelando as observacoes na forma de
intervalos [v — d; v + d], onde v é o valor do volume de uma medida e d o desvio padrao
da mesma, obtemos as medidas na forma Z Organizando as medidas dos individuos Yy

obtemos os dados longitudinais intervalares:

Vi) ([154,9 163,9]
B v [143,1; 155, 1]
}fl =\l 1 )
=7 s | [ 133.2; 135,0)
Vi)  \[129,0; 130,0]
Yo\ [1149,2; 153,0]
| [144,2; 154,0]
}/2 =\ 1|~ )
S [139,8; 150, 0]
Vou [131,2; 131,2]
(v [149,6; 157, 0]
Y;=[=—=| =
=7 \15a)  \[133,2: 135,0]

In{

I
~ | =<
2 H«“: |

[149,2; 153,0]
[130,0; 135, 0]

I
I
S [
3y
I

[140,6; 148, 0]
[121,1; 124 9)
Vs [103,1; 108, 1
You [132,8; 142,0]
Yo = | You [119,1; 126,9]
Yos [111,2; 119,0]

Escolhemos arbitrariamente, como na subsegao anterior, as funcoes g,(t) e
g:(1):

g=(t) = (1) e g.(t) = <1)

Obtemos assim os mesmos X; e Z,. E usando os valores de maxima verossimi-

lhanca 6% = 30,76 e D= (91, 90) obtemos os mesmos 33;.

Usamos entao a expressao da Equacao 8.3 da Segao 8.2:

S (t) i D ( W g (1) (M Vi y XW““))Y,”,

kzlJH k,j
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com y
W = (ZX?El 1Xz> xrs,!
=1
e
VO _ pzrs;
Calculando os W® | obtemos:
w — w® — 0,16 0,07 0,01 —0,08
-0,02 0 0,01 0,02/’
w6 — w@ _ 0,13 0,04
—0,01 0,01
e
wo _we _ [ 014 0,05 -0,02)
—-0,01 0 0,01
Assim como os V©:
v —v® (0,23 0,23 0,23 0,23),
v —v® — (0,43 0,43)
e

VO —y© _ (0,3 0.3 0,3).

Figura 28 — Gréfico de Si(t), 4rea cinza. As linhas verticais em preto apresentam as
medidas do individuo 1.
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Fonte: O autor.
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Figura 29 — Gréfico de Sy(t), drea cinza. As linhas verticais em preto apresentam as
medidas do individuo 2.

O
o

tempo (dias)

Fonte: O autor.

Figura 30 — Grafico de E(t), area cinza. As linhas verticais em preto apresentam as
medidas do individuo 3.
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Fonte: O autor.

Figura 31 — Gréfico de Sy(t), drea cinza. As linhas verticais em preto apresentam as
medidas do individuo 4.
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Fonte: O autor.
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Figura 32 — Gréfico de S5(t), drea cinza. As linhas verticais em preto apresentam as
medidas do individuo 5.

tempo (dias)

Fonte: O autor.

Figura 33 — Gréfico de Sg(t), drea cinza. As linhas verticais em preto apresentam as
medidas do individuo 6.

170
160 -

—~ 150
&
S 140
O 130 A
1
35 120
(o]
> 110 A
100 4
90

tempo (dias)

Fonte: O autor.
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A Tabela 18 apresenta os valores das observagoes comparadas com os valores

das estimativas, apresentando o erro. Por exemplo, podemos calcular o erro ey :

A

i1 =Y119qu Yi1=

— [152,416; 164,753] ©,u [154,9; 163,9] =

= [min{152,416 — 154,9; 164,753 — 163,9}; max{152,416 — 154,9; 164,753 — 163,9}] =
— [-2,484; 0,853].

Uma andlise interessante é a estimativa para os individuos que nao tiveram as
medidas tomadas no tempo t, = 17. @ = [109, 705; 123,871], @ = [107,837; 122,483],
m = [97,374; 110,051] e ﬁ = [97,1; 111,884]. Note que todas essas estimativas sao
gda mais pessimistas que?apresentada na subsecao anterior, Equacao 9.4, S(17) =

[116,599; 125,360]. Por pessimistas nos referimos ao fato do volume corporal das orcas-

pigmeias previsto estar em um intervalo com valores ainda menores.
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Tabela 18 — Tabela comparando as observagoes E com as estimativas Y; ;.

observacio estimativa (i Si(t; )) erro (@ = z@gh{ Z)
Vi1 = [154,9; 163,9] Yi = [152,416; 164,753 o1 = [-2,484; 0,853]
Yia = [143,1; 155,1] Y: ., = [143,669; 150,805] o5 = [—4,295; 0,560]
Yis = [133,2; 135,0] Yis = [124,437; 133,772] &5 = [-8,763; —1,228]
Yia = [129,0; 130,0] Y. = [107,837; 122,483] eri=[-21,163; —7,517]
Yo = [149,2; 153,0] Yoo = [152,416; 164,753 &1 = [3,216; 11,753]
Yoo = [144,2; 154,0] Yas = [143,669; 150,805] o33 = [-3,195; —0,531]
Yo = [139,8; 150,0] Yoo = [124,437; 133,772 o3 = [16,228; —15,363]
You = [131,2; 131,2] Yo = [107,837; 122, 483] o1 = [-23,363; —8,717]
a1 = [149,6; 157,0] Yo = [152,416; 164,753] o1 = [2,816; 7,753]
Vaz = [133,2; 135,0] Yz = [143,669; 150,805] &3 = [10,469; 15,805]
ndo existe Yas = [124,437; 133,772 néio existe
nao existe YAA = [109, 705; 123,871] nao existe
Va1 = [149,2; 153,0] Y. = [152,416; 164,753 o1 = [3,216; 11,753]
Yiz = [130,0; 135,0] Y.z = [143,669; 150,805] 13 = [13,669; 15,805]
nfio existe Yis = [122,743; 132,21] néio existe
nao existe Y;A = [107,837; 122,483] nao existe
~1 = [140,6; 148, 0] Yo = [152,416; 164,753 &1 = [11,816; 16,753]
— = [121,1; 124, 9] Ys = [143,669; 150,805] o535 = [22,560; 25,905]
Y53 = [103,1; 108,1] Vs = [124,437; 133,772 @53 = [21,337; 25,672]
no existe Y1 = [97,374; 110,051] néio existe
Yoo = [132,8; 142,0] Yo = [152,416; 164,753] 21 = [19,616; 22,753]
Yoo = [119,1; 126,9] Yo = [143,669; 150,805] 753 — [23,905; 24,569]
You = [111,2; 119,0] Yo = [124,437; 133,772] o3 = [13,237; 14,772]
nao existe YA74 =[97,1; 111,884] :io existe

Fonte: O autor.

95 Conclusao

Quanto a situacao das orcas-pigmeias a conclusao é a mesma apresentada por
Currie et al. (2021) de que os animais perderam volume corporal ao longo dos dias em que
foram observadas. Pela Equacdo 9.2, f (t) = 148,3846 — 1,612t, do método de regressao
linear da Subsecao 9.3.1.

Os modelos para dados intervalares ou fuzzy estimados nos dois casos, trans-
versal e longitudinal, apresentam comportamento similar aos modelos para ntimeros reais.
Consequéncia do fato dos modelos imprecisos apresentados serem uma extensao dos mo-
delos classicos. Ou seja, caso se use dados na forma de niimeros reais para os métodos
intervalares ou fuzzy propostos neste trabalho se obtera o mesmo resultado dos métodos

classicos.
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10 Poluicao Atmosférica na Cidade de Sao

Paulo

10.1 Introducao

Conceigao et al. (2001) apresenta dados sobre a polui¢do atmosférica na cidade
de Sao Paulo entre os anos de 1994 e 1997. O trabalho, obviamente, nao apresenta um valor
para a poluicao propriamente dita, mas sim a concentracao de determinados poluentes
no ar, sendo eles o ozonio (O3), as particulas sélidas no ar menores que 10um (PM), o

mondxido de carbono (CO) e o diéxido de enxofre (SOs).

Os dados sobre as concentragoes de ozdnio (Osz) sao usados por Pinto et al.
(2018) que modela os valores na forma de ntmeros fuzzy triangulares simétricos. Usando
a média m e o desvio padrao ¢ anual dos dados apresentados constréi os niimeros fuzzy
triangulares na forma (m — o; m; m + o). Cabe ressaltar que nesse caso nao temos
exatamente uma medida imprecisa mas sim uma modelagem da média anual na forma de

numero fuzzy.

No Capitulo 6 discutimos a classificagdo dos modelos para dados fuzzy em quatro
categorias: modelos possibilisticos, modelos de quadrados minimos, regressao quantilica e
analise sensitiva. O modelo apresentado por Pinto et al. (2018) se encaixa na categoria de
modelo possibilistico. Usando conceitos préprios apenas da teoria fuzzy para a construcgao
do mesmo. Desta forma usamos aqui apenas a forma como o trabalho modelou os dados

na forma de nimeros fuzzy, deixando de lado a fungao f* : R — F(R) que é apresentada.

E possivel modelar todos os valores apresentados por Conceicao et al. (2001) do
mesmo modo que Pinto et al. (2018) fez para os dados do ozonio. A Tabela 19 apresenta a

modelagem desses dados na forma de niimeros fuzzy triangulares.

O objetivo desse capitulo é explorar melhor o modelo linear simples para dados

fuzzy, S* (V) = Z {(w1,; + Ywa;) yj'}, visto na Segao 7.3. Assim como usar o modelo linear
i—1

n
multiplo para dados fuzzy, S*(94,...,9,) = Z {(wy; + Dway; + -+ + Dgwgi14) Yy}, da
i=1
Secao 7.4 para realizar regressao polinomial nesses dados.
Esses dados nao se encaixam na definicao de dados longitudinais entao nao é

possivel construir modelos linear mistos para estes como os apresentados no Capitulo 8.
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Tabela 19 — Dados de polui¢ao na cidade de Sao Paulo modelados como ntimeros
fuzzy triangulares.

1994 (z, = 1) 1995 (25 = 2) 1996 (23 = 3) 1997 (24 = 4)
O3 of = 05 = o5 = oy =

(17, 6; 57; 96, 4) (25,3:60,7:96,1)  (34,8:76,3:117,8) (29, 5;63;96,5)
PMyy pf = p; = p3 = pi =

(30,6;67,0;103,4)  (43,0;73,8;104,6) (33,7:63,8;93,9) (35, 1;60,3;85,5)

coO cf = = ch = ch =
(2,7;5,1;7,5) (2,7;5,1;7,5) (1,9;3,9;5,9) (2,1;3,7;5,3)

SO, st = sy = sy = sy =
(7,5;14,9;22,3) (14,7,27,5; 40, 3) (11, 8;23; 34,2) (9,3;19,6;29,9)

Fonte: (PINTO et al., 2018) e Conceicao et al. (2001) (adaptado).

10.2 Modelos de Regressao

Para cada um dos conjuntos de dados da Tabela 19 apresentaremos um modelo

simples e dois modelos polinomiais usando o modelo de regressao multiplo.

Os dados foram observados em quatro diferentes anos. Adotamos x1 = 1, x5 = 2,
r3 = 3, x4 = 4 para representar os anos 1994, 1995, 1996 e 1997, respectivamente. Dessa

forma para o modelo de regressao fuzzy simples utilizamos a matriz de planejamento:

1 2 11
1 2o 1 2
X = - ,
].(L’g 1 3
1 24 1 4

com a qual construimos a matriz:

W=(XTX)_1XT=< L0 0 _0’5).

-0,3 -0,1 0,1 0,3

Usando essa matriz W podemos construir modelos para cada um dos conjuntos
de dados usando a Equacao 7.15 S* () = (w11 + Ywer) yi + -+ - + (w1, + Jway) yir.

Para os dados o}, 03, 0} e o} referentes ao Ozonio na Tabela 19, obtemos o

modelo:

O (x) = (1 =0,3z)of + (0,5 —0,1z)o; + (0 + 0, 1x)o} + (—0,5 + 0, 3x)0j.

Do mesmo modo obtemos modelos para os demais poluentes.
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Particulas PM;q:

Pi(x) = (1-0,3z)p} + (0,5 —0,1z)p; + (0 + 0, 12)p*3,(—0,5 + 0, 3z)pj.

Monéxido de carbono (CO):

Ci(x) = (1-0,3z)cy + (0,5 —0,1x)c; + (0+ 0,1x)c; + (—=0,5 + 0, 3z)c].

Diéxido de enxofre (SOs):

S7(x) = (1—-0,3z)s7 + (0,5 —0,1x)s5 + (0 + 0, 1z)s5 + (—0,5 + 0, 3z)s].

O gréfico de Of(z) ¢é apresentado na Figura 37(a). O grafico de Py (z) é
apresentado na Figura 38(a). O grafico de Cy (z) é apresentado na Figura 39(a). O gréfico
de &5 (z) é apresentado na Figura 40(a).

A Figura 34 apresenta os graficos com os pesos desses modelos. No que se refere
aos pesos dados as observagoes os quatro modelos sao idénticos, desta forma podemos
avaliar apenas OF(x) O peso dado & 0*1 é dado pela reta 1 — 0, 3z, uma reta decrescente.
Assim este peso decresce ao longo de z, por exemplo, ao se calcular OF (1) o peso dado
a 01 é 0,7, para O (2) o peso é 0,4, para Of(3) é 0,1 e para Of(4) é —0,2. Do mesmo
modo o peso dado para o5 também é uma reta decrescente, 0,5 — 0, 1z, enquanto os pesos

de 0} e oy é dado por retas crescentes, 0 + 0, 1z e —0,5 + 0, 3z, respectivamente.

Deste modo os dados tendem a possuir maior influéncia para x proximo do
valor de x no qual ele foi tomado. Deste modo o] possui maior influéncia em z =1 e 0}
possui maior influéncia em = = 4. O mesmo nao acontece com o3, em relagdo a x = 2 e 03,
para x = 3, com o mesmo impacto devido a limitacdo que uma linha reta possui de nao

poder ser maior em x = 2 do que em x = 1 e x = 3 a0 mesmo tempo.

Tabela 20 — Pesos do modelo Of (x) para
alguns valores de .

r=1 =2 x=3 x=4
1-0,3x 0,7 0,4 0,1 —0,2
0,5—0,1x 0,4 0,3 0,2 0,1
0+0,1z 0,1 0,2 0,3 0,4
-0,5+0,3z —-0,2 0,1 0,4 0,7

Fonte: O autor.

Usando a regressao miultipla para dados fuzzy da Equagao 7.25 da Segao 7.4

f*<191, Ce ,ﬁq) = (wl,l + "ﬁlwm + -+ ﬁqqurl,l) yf"i‘
4+ 4
+ (Wi + 1w + -+ DgWas1n) Ui,
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Figura 34 — Pesos dos modelos Of (), P;(z), Ci (z) e S§(x). O primeiro grafico apresenta
os pesos 1 — 0,3z, 0,5 —0,1z, 0+ 0,1z e —0,5 + 0, 3x num mesmo grafico e

os demais apresentam cada uma dessas fungoes em separado.

peso

peso

peso

peso

peso

1_
Ty 1t L
01 =55== =
T T I I
14 1-0,3z
0 — ==
T T I I
1 - 0,5-0,1z
N it tenteeP e
T T I I
1 1 0+0,1z
04 ===
T T I I
1 - —0,54 0,3z
0_ —_-'—— =
T T I I
1 2 3 !

Fonte: O autor.

usando ¥, = x e Y5 = 2% montamos a matriz de planejamento

1 2] 11
X — 1 zy 23 |12
1 x3 a2 13 9/
1 x4 ) 1 4 16
com a qual construimos a matriz:
2,25 0,75 —1,25 0,75
W= (X"X)"'Xx"=[-15 1,15 1,35 -0,9
0,25 —0,25 —0,25 0,25

Para os dados da Tabela 19, obtemos os modelos.
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Ozo6nio Os:

Oi(x) = (2,25 — 1,552 + 0,2522)0* + (—0,75 + 1,152 — 0, 252%) 0%+
+(—1,25 4+ 1,352 — 0,252%)0% + (0,75 — 0,95z + 0, 252%)0}.

Particulas PM;g:

Pi(x) = (2,25 — 1,552 + 0,2522)p* + (—0,75 + 1,152 — 0, 252%)pi +
+(—1,25 + 1,352 — 0, 252%)p% + (0,75 — 0,952 + 0, 252°)pj.

Monéxido de carbono (CO):

Ci(x) = (2,25 — 1,552 +0,252%)cf + (—0,75 + 1,15z — 0,252%)c+
+(—1,25 + 1,352 — 0,252%)ci + (0,75 — 0,95z + 0, 252%)c.

Diéxido de enxofre (SOs):

Si(x) = (2,25 — 1,55z + 0,252%)sF + (—0,75 + 1, 15z — 0,252%)s5+
+(—1,25 + 1,352 — 0,252%)s5 + (0,75 — 0,95z + 0, 252%)s}.

O grafico de O3 (z) é apresentado na Figura 37(b). O grafico de Py (z) é
apresentado na Figura 38(b). O gréfico de C;(z) é apresentado na Figura 39(b). O grafico
de &5 (z) é apresentado na Figura 40(b).

A Figura 35 apresenta os graficos com os pesos desses modelos. No que se refere
aos pesos dados as observagoes os quatro modelos sao idénticos, desta forma podemos

avaliar apenas Oj(x) Os pesos nesse modelo estdo na forma de pardbolas.

O peso dado & 0*1 é dado pela pardbola 2,25 — 1,55z + 0, 2522, Esse dado
foi tomado para x = 1, onde para O5(1) o peso de of é de 0,95. Note, na Figura 35 e
na Tabela 21, que ao menos na regiao 1 < x < 4 o peso de o} é maior para valores de x

préoximos de x;, porém, o peso dos demais dados continua tendo influéncia no valor de
*

Assim o modelo O (z) aparenta representar melhor os dados observados do
que o modelo O3 (z). Nas Figuras 41(a) e 41(b) estao presentes os graficos quantil-quantil
de OF(z) e O3 (x), respectivamente. A maior proximidade dos intervalos a reta y = x no
grafico quantil-quantil de O3 (z) em relagao ao de Oj (z) também indica melhor qualidade

do modelo dado por O (z).

Apresentamos também uma terceira forma usando ¥, = z, ¥y = 2° e 5 = 23

montamos a matriz de planejamento

1z 27 o 11 1 1
X:1x2x§x§:1248

1 x5 22 23 13 9 21|

1 x4 3 23 1 4 16 64
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Figura 35 — Pesos dos modelos O (), P;(z), C5(x) e S5 (x). O primeiro grafico apresenta
0s pesos 2,25—1, 552 +0, 2522, —0,75+1, 152 —0, 2522, —1,25+1, 352—0, 252>
e 0,75 — 0,95z + 0,252 num mesmo grafico e os demais apresentam cada
uma dessas fungoes em separado.

1_ \\ '4'
@] ~ - — e —— — 4/
3 ST TRSRTS L
30— <:j/‘— \\\ _A/’—‘ \'\?)'
/' N e e e m ———== ;&____-——"\
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I 2,25 — 1,552 + 0, 2522
2 S~
a >~
0_ \‘5—___———74’
T T T T
1A —0,75+ 1,152 — 0, 2522
2 n——- —--—
g /—/' \.\"\
0 <
T T T T
11 —1,25+1,352 —0,2522
2 —-— - —-
- S~
30_ i ~.
/f
T T T T
L9 0,75 -0,952 + 0,2522
o i
3 -7
24 = L
T T T T
1 2 3 4
X

Fonte: O autor.

com a qual construimos a matriz:

13 1 11
zy
W= (X"X)" X" =
3, T
2 2
ol

Para os dados da Tabela 19, obtemos os modelos.
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Tabela 21 — Pesos do modelo O (z) para alguns valores

de x.
r=1 x=2 x=3 x=4
2,25 — 1,55z + 0, 252> 0,95 0,15 -0,15 0,05
—0,75+ 1,15z — 0,25z% 0,15 0,55 0,45 —0,15
—1,25+ 1,35z — 0,252 —0,15 0,45 0,55 0,15
0,75 — 0,95z + 0, 252> 0,05 -0,15 0,15 0,95

Fonte: O autor.

Ozo6nio Os:

13 3 1 19 1
Oj(z) = <4 3 + 5352 - 6:(:3) o7 + <—6 5T 42° + 2x3> 05+

7 1 11 1
+ (4— Tx + §x2 - 2x3) 05 + (—1 + gx—a:Q + 6x3> 0.

Particulas PM;q:

7 1 11 1
+ (4— Tr + §$2 - 2933> p; + <—1 T z* + 6:E3) Dy

Monoéxido de carbono (CO):

13 3 1 19 1
Ci(z) = (4 gt §I2 — 6:53) o+ (—6 5T 4a® + 2x3) 5+

7 1 11 1
+ (4— Tr + 51‘2 — 2x3> cy + (—1 g z? + 61'3) -
Diéxido de enxofre (SOs):

13 3 1 19 1
Si(x) = (4 gt 5952 — 6x3> st + (—6 T 42° + 2:53) S5+

7 1 11 1
+ (4— e + 5.7}2 - 21:3) s3 + (—1 + 57 —z* + 61;3) Sy
O grafico de Oj(z) é apresentado na Figura 37(c). O grafico de Pj(z) é
apresentado na Figura 38(c). O gréfico de C3(x) é apresentado na Figura 39(c). O grafico
de 83 (x) é apresentado na Figura 40(c).

A Tabela 23 apresenta os valores de R2 segundo o definido na Subsecdo 6.5.

Os modelos O%(z), Pi(z), Ci(z) e Si(z) apresentam R2 = 1, pois eles tem estimativas
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Figura 36 — Pesos dos modelos O} (z), P; (z), C5(x) e S5 (x). O primeiro grafico apresenta
1

0s pesos 4 — —x + 5372 — éx?’, —6 + 537 — 42% + 5:103, 4 —Tx + 5372 — §x3 e
11 5 14 [ .
-1+ F:L‘ —x°+ 630 num mesmo grafico e os demais apresentam cada uma
dessas fungoes em separado.
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Q_O 4 s ——s . ~N = — \.’
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0 .
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Fonte: O autor.

exatamente iguais as observagoes, porém, longe de ser um sinal de ser um bom modelo
aqui se trata de um caso de modelo sobre-ajustado, que ¢ um modelo com mais parametros
do que deveria (VIERTL, 2011). Isso é evidenciado na Tabela 22 onde vemos que para
cada x; o peso dado para o é exatamente 1 enquanto para os demais dados o peso dado é

Zero.

A Figura 41 apresenta os graficos quantil-quantil dos erros associados aos
modelos OF (z), O3 (x), Pf(x), Py (x), Ci(x), C5(x), S (x) e S (x). Comparando os graficos
quantil-quantil de Oj (z) e Oj(z), Figura 41 (a) e (b), é notével que o segundo possui os
pontos centrais dos intervalos mais proximos da reta y = x. O comprimento dos intervalos
que representam os erros do segundo sao mais uniformes, mais parecidos uns com os

outros, podemos supor que essa caracteristica é indicio de melhor qualidade do modelo,
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Tabela 22 — Pesos do modelo Oj (z) para alguns va-
lores de .

r=1 =2 xx=3 x=4

13 3, 1.,

—6+?x7— 42 1+§x3 0 1 0 0
4— T+ -2 — 223 0 0 1 0
2 2
—1+Ex—m2+1x3 0 0 0 1
6 6

Fonte: O autor.

porém, nao temos base tedrica para tal afirmagdo. Comparado os graficos quantil-quantil
de Py (x) e Py (x), Figura 41 (c) e (d), de Cj(z) e C3(z), Figura 41 (e) e (f), e de Sj(z) e
S5 (z), Figura 41 (e) e (f), chegamos as mesmas conclusées. Concluimos que os erros dos
modelos Of (x), Py (z), Ci(z) e S (z) aparentam seguir melhor uma distribui¢do normal

com média em zero do que os modelos O} (z), Py (x), C5(x) e S5 (x).

Para os modelos Oj (z), P3(x), Ci(x) e S;(x) tem todos os erros iguais a zero,
devido ao problema de sobre-ajuste. Para esses modelos nao é interessante realizar o
testes sobre a normalidade dos erros, pois é imediato que nao se trata de um conjunto

normalmente distribuido.

Tabela 23 — Avaliacao dos modelos segundo os métodos da Subsecao 6.5. O
coeficiente de determinacio R2, Equacao 6.13, indica a proporcio
da variagao dos dados que é explicada pelo modelo. Valores mais
proximos de 1 indicam melhor qualidade dos modelos.

modelo R?

05 (x) [~10,35; 0,92]
(’)?’:Ex; %—9,23; 5,0]
O3 (x 1,0; 1,0
Pi(x) [—7,54; 0,91]
P{Ex% FS, 17, 5,0]
Ps(x 1,0; 1,0
CQ:E:U; %—4,85; 5,0]
Cs(x 1,0; 1,0

S5 (x) [~2,4; 1,0]
S5 () [1,0; 1,0]

Fonte: O autor.
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Figura 37 — Gréficos dos modelos O (z), (a), O3 (), (b), e O (z), (c), na forma de escala
de cinza e curvas de nivel. Os dados observados o] estao apresentados na
forma de segmentos de reta verticais com um pequeno circulo no seu centro.
Essas retas verticais sao formadas pelos pontos (z;,y) tais que a pertinéncia de
Y em o) seja maior que zero, ou seja, Po* (y) > 0. O pequeno circulo apresenta
o “topo” do nimero fuzzy o .
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Fonte: O autor.
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Figura 38 — Gréficos dos modelos Py (z), (a), Ps(z), (b), e Pi(x), (c), na forma de escala
de cinza e curvas de nivel. Os dados observados p; estdo apresentados na
forma de segmentos de reta verticais com um pequeno circulo no seu centro.
Essas retas verticais sao formadas pelos pontos (z;,y) tais que a pertinéncia de
y em p; seja maior que zero, ou seja, Pp* (y) > 0. O pequeno circulo apresenta
o “topo” do nimero fuzzy p;.
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Fonte: O autor.
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Figura 39 — Gréficos dos modelos Cj(z), (a), C5(x), (b), e C5(z), (c), na forma de escala
de cinza e curvas de nivel. Os dados observados ¢ estao apresentados na forma
de segmentos de reta verticais com um pequeno circulo no seu centro. Essas
retas verticais sdo formadas pelos pontos (x;,y) tais que a pertinéncia de y
em ¢; seja maior que zero, ou seja, P (y) > 0. O pequeno circulo apresenta o
“topo” do ntmero fuzzy c;.
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Figura 40 — Gréficos dos modelos S5 (z), (a), S5 (z), (b), e S5(x), (c), na forma de escala
de cinza e curvas de nivel. Os dados observados s; estao apresentados na
forma de segmentos de reta verticais com um pequeno circulo no seu centro.
Essas retas verticais sao formadas pelos pontos (z;,y) tais que a pertinéncia de
y em S; seja maior que zero, ou seja, P (y) > 0. O pequeno circulo apresenta

o “topo” do nimero fuzzy s;.
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Figura 41 — Gréaficos quantil-quantil dos erros associados aos modelos Of (z), (a

(b), Pi(2), (¢), Py(x), (d), Ci (), (e), C3(x), (f), Si (), (8),

Conforme definido na Subsecao 6.5.
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10.3 Conclusao

O presente capitulo investigou mais profundamente os modelos propostos no
Capitulo 7 assim como o uso do coeficiente de determinacao e de graficos quantil-quantil

adaptados para o caso de erros na forma de intervalos, discutidos na Subsec¢ao 6.5.

De um modo geral os graficos quantil-quantil apontam que os modelos O} (),
P;(x), C3(x) e S5 (x) representam melhor os dados do que Of (), Ps(z), Ci(z) e S;(x),
respectivamente. Enquanto os valores obtidos como coeficiente de determinagao nao sao tao
distintos, assim nesse quesito todos esses modelos tem avaliacdo semelhante. O sobre-ajuste
dos modelos Q% (z), Pi(x), Ci(x) e Si(z), evidenciado pelo fato de que R2 = [1,0; 1,0],

leva ao descarte desses modelos.

Concluimos que dentre os modelos construidos aqui os O3 (x), Ps(z), C5(x) e
S5 (x) tem qualidade superior. Observando o peso dado a cada observagao nesses exemplos
podemos chegar a conclusao de que bons modelos possuem pesos maiores proximos do x
onde o dado foi observado, porém, ainda possui certa influéncia dos dados tomados em

outros valores de x.

Como os numeros fuzzy dos dados observado foram obtidos, de certa forma,
da média anual dos valores de cada poluente nao cabe uma interpretagao destes modelos

como um problema real.
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11 Comentarios Finais

Reservamos este capitulo para os comentarios finais, dado que cada capitulo
ao longo do texto possui suas conclusoes especificas na se¢ao “Conclusao”. Apresentamos

aqui uma breve linha do tempo dos trabalhos relacionados a este trabalho.

Nos séculos 19 e 20 a pesquisa na area de regressao teve boa parte do seu
desenvolvimento. Partindo do ajuste de curvas, evoluindo para as questoes estatisticas de

regressao e para a analise de dados longitudinais.

O método de quadrados minimos foi proposto por Adrien-Marie Legendre em
1805. Neste ponto o processo era completamente algébrico, sem relagao com estatistica.
Esse ajuste de curvas foi justificado estatisticamente mais tarde por Carl Friedrich Gauss,
Pierre-Simon Laplace, Augustin-Louis Cauchy, Thorvald Nicolai Thiele, entre outros,
(FAREBROTHER, 2001).

Segundo Stanton (2001), em 1875, Sir Francis Galton relacionou a massa de
sementes de ervilha de cheiro de duas geragoes diferentes. Dividiu as sementes “maes” em
7 grupos, cada grupo com sementes de massa semelhante entre si. Percebeu assim que
a relacao entre a mediana da massa das sementes “filhas” e a massa das suas sementes
“maes” era bem explicada por uma funcao linear. Mais tarde, em 1896, Karl Pearson tratou

de forma mais rigorosa os conceitos de regressao e correlacao.

Alguns dos primeiros métodos propostos para analisar dados longitudinais
foram propostos por Ronald Aylmer Fisher no inicio do século 20, (FITZMAURICE, 2011).

A partir de 1965 a teoria fuzzy tomou forma e comegou a ser aplicada nas mais
diversas areas. Na década de 1980 os primeiros modelos de regressao possibilistica, que
podemos ver como ajustes de curva usando a teoria fuzzy, surgiram. Ao final dos anos
1990 a teoria se apresenta mais firme, com a presenca dos modelos de quadrados minimos

e com o surgimento de ideias mais diversas para o tema.

A teoria de conjuntos fuzzy foi introduzida por Lotfali Askar-Zadeh em 1965,
(ZADEH, 1965). Um conjunto fuzzy permite que a relagdo de um elemento pertencer ou
nao a um conjunto deixe de ser bindria e seja expressa como um numero real do intervalo
[0; 1], chamado de pertinéncia. Mais tarde, em 1975, com a finalidade de usar esses
conjuntos para expressar variaveis linguisticas, introduziu o conceito de niimeros fuzzy,
(ZADEH, 1975). Deste modo é possivel expressar termos como muito jovem, jovem, nao

tao jovem, nao tao velho, velho, muito velho, entre outros, através de nimeros fuzzy.

Em 1982 Hideo Tanaka apresentou uma proposta de regressao linear onde

as variaveis resposta tem a forma de nimeros fuzzy triangulares simétricos, (TANAKA;
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UEJIMA; ASAI, 1982). O modelo é apresentado como uma funcao linear fuzzy, ou seja,
y*(z1,...,2,) = ajxy + - - - + a}x,, onde os pardmetros a; sdo nimeros fuzzy triangulares
simétricos obtidos através de um problema de programacao linear que otimiza o modelo
usando restri¢coes que se referem a teoria fuzzy. No ano de 1989 propds mais dois modelos,
(TANAKA; HAYASHI; WATADA, 1989), os quais usam restri¢oes diferentes do anterior.

Esse tipo de modelo é batizado como regressao linear possibilistica nesse segundo trabalho.

Em 1998 Ralf Kérner e Wolfgang Néther apresentam um estudo sobre regressao
linear para dados fuzzy discutindo o modelo classico estendido assim como modelos de
quadrados minimos, (KORNER; NATHER, 1998). Os modelos apresentados sdo também
na forma de funcao linear fuzzy e sao explorados os problemas de o conjunto de todos os

niumeros fuzzy, F(R), ndo ser um espago linear.

Também em 1998, Phil Diamond, junto a Hideo Tanaka, compilam os modelos
de regressao para dados fuzzy dividindo nas categorias de modelos possibilisticos e de
quadrados minimos, (DIAMOND; TANAKA, 1998).

Inés Couso Blanco e Luciano Sanchez Ramos, ainda em 1998, propoem um
modelo classificado como regressao quantilica, (RAMOS; BLANCO, 1998). Mais tarde, em
2014, com Didier Dubois, classifica os modelos nas quatro categorias: quadrados minimos,
possibilisticos, quantilicos e por analise sensitiva, (COUSO; DUBOIS, 2014).

O presente trabalho propoe métodos para estimar modelos na forma f* : R? —
F(R) para realizar regressao para dados onde as observagoes tem a forma de ntmeros fuzzy
e as variaveis explicativas sdo ntmeros reais. No Capitulo 7 sdo apresentados métodos
para modelos simples e multiplo para dados transversais. A ideia dos métodos em si nao é
inédita, ambos provém diretamente dos métodos classificados como analise sensitiva. No
entanto, apresentamos os modelos na forma de expressoes fechadas, para o caso intervalar e
fuzzy, e adicionamos a interpretagdo dos modelos como médias ponderadas das observagoes.
Ja no Capitulo 8 apresentamos um método para estimar o modelo linear misto em dois
estagios para dados longitudinais intervalares e na forma de ntimeros fuzzy. Um ponto
forte dos métodos apresentados é que os modelos herdam as caracteristicas dos modelos
classicos, por conta de serem a uniao de todas as possibilidades em se tomar valores reais
de cada observagao. O que também implica que para o caso de todas as observagoes serem

valores reais classicos o modelo coincide com os vigentes usados na estatistica.

Outra contribuicao aparece na Se¢do 6.5 com a proposta de uma forma de
grafico quantil-quantil para testar a normalidade de um conjunto de erros na forma de
intervalos. Temos assim uma ferramenta visual para avaliar a qualidade dos modelos de
regressao transversais com dados intervalares ou na forma de nimeros fuzzy. Apontamos a

clara necessidade de melhorar os testes estatisticos para esse caso.

Como possiveis trabalhos futuros podemos citar a adequacao de diversos testes
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estatisticos para os modelos construidos com os métodos propostos ou a producao de
métodos semelhantes para outras formas de dados, como interseccao de ntimeros fuzzy ou

para numeros fuzzy tipo-2.

O problema do volume corporal das orcas-pigmeias apresentado no Capitulo 9
possui a caracteristica da medicao dos dados ter um carater impreciso. Essa imprecisao
vem do objetivo de ndo causar problemas ambientais, como causar incomodo, ferimentos
ou até mesmo a morte dos individuos estudados. O volume corporal das orcas-pigmeias
sendo estimado por imagens aéreas, permite que os dados sejam coletados sem estressar,
ferir ou levar o animal a 6bito. Arvores podem ter a sua massa estimada sem a necessidade
de remové-las do chao. Os modelos apresentados possuem a capacidade de incorporar essa
imprecisao aos dados observados, desta forma varios problemas na area de biomatemaética
podem se beneficiar deles. Outras areas em que os dados tenham natureza imprecisa

também podem se beneficiar doa modelos.

Outra possivel aplicacio é que através do modelo base, apresentado na Segao 7.2,
outros métodos estatisticos podem ser adaptados para dados intervalares ou na forma de
numeros fuzzy. Problemas de outras areas talvez também possam ser tratados através do
modelo base como, por exemplo, problemas da area de equacoes diferenciais ordinarias.

Problemas esses que tem também diversas aplicagoes em biomatematica.
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