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RESUMO

Neste trabalho analisamos um projeto de extensao desenvolvido na Universidade
Estadual de Campinas (Unicamp), com alunos de 8° e 9° anos do Ensino
Fundamental de municipios proximos a cidade de Campinas. O foco do projeto € o
treinamento para Olimpiadas de Matematica através de uma pratica centrada na
resolugcao de problemas. A investigacdo é de natureza qualitativa e se caracteriza
como um estudo observacional. O objetivo do estudo & analisar, do ponto de vista
heuristico, os problemas propostos pelo programa nas disciplinas de algebra e
teoria dos numeros e descrever o processo de desenvolvimento das habilidades
para resolver problemas dos alunos participantes a partir de uma analise
longitudinal. Os dados foram coletados através de observagdes e aplicagdo de
problemas a serem resolvidos individualmente. Nossa hipotese € que a partir da
participagdo no projeto, ocorra um desenvolvimento no uso da linguagem
matematica pelos alunos e consequentemente um avango no grau de complexidade
das estratégias apresentadas. Além disso, enfatizamos o importante papel de
metodologias de ensino baseadas na resolugé&o de problemas para um processo de

aprendizagem significativo.

Palavras-chave: Resolucao de Problemas, Estratégias Heuristicas, Olimpiadas de

Matematica, Estudo Observacional.



ABSTRACT

In this thesis, we analyze an extension project developed at the State University of
Campinas (Unicamp), with students from the 8th and 9th grades of middle schools
from towns surrounding the city of Campinas. The focus of the project is the training
of said students for the Mathematical Olympiad through a practice centered on
problem solving. The objective of the research is to describe the process of
developing heuristic skills, by the participating students, to solving problems. This
investigation is qualitative in nature, characterized as an observational study. The
data were collected through observations and the application of problems to be
solved individually by the students. The analysis of the data collected points to the
development of a better understanding and proficiency with heuristic processes by
the students throughout their participation in the project. In addition, it emphasizes
the important role of problem-based teaching methodologies for a meaningful

learning process.

Keywords: Problem Solving, heuristic strategies, Mathematical Olympics,

Observational Study.
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MEMORIAL

A escolha do tema deste trabalho esta intimamente ligada a minha trajetoria
académica. Fui aluno da rede publica de ensino durante toda a minha vida escolar,
realizando toda a educacgao basica na rede estadual de Sado Paulo e graduagéo na
Universidade Estadual de Campinas.

Durante o ensino médio, tive contato com a Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), da qual fui medalhista em 2012 e tive a
oportunidade de participar do Programa de Iniciagdo Cientifica Jr., o PIC, que é um
projeto que visa dar acesso aos alunos a cultura matematica basica, além de
orientar no rigor da leitura e da escrita de resultados, independéncia do raciocinio
analitico, nas técnicas e métodos, etc. A participagdo no projeto, sem duvidas,
modificou a minha percepg¢éao do que é a Matematica e influenciou na minha escolha
do curso de graduagdo em Matematica.

A decisao pela licenciatura veio depois, pois ainda nao havia tido a dimensao
da importancia da carreira docente. As deficiéncias da escola publica ndo me
permitiriam acessar um ensino superior de qualidade e gratuito. Também em 2012,
conheci o projeto de educagao popular “Cursinho Professor Chico Pogo” que visa
preparar alunos da rede publica para os exames de vestibular. Nesse espacgo, o
fascinio pela Matematica foi complementado pelo amor ao ensino. Talvez tenha sido
a primeira vez que tive a percepcao da importancia do acesso ao conhecimento
historicamente produzido para a formagao cidada.

Ja na Universidade, tive a certeza de que o conhecimento que estava
adquirindo so faria sentido se o compartilhasse. Entdo, comecei a dar aulas nesse
mesmo projeto de preparagao para o vestibular no segundo ano da graduagéo e em
seguida, optei pela modalidade licenciatura. Nao havia mais duvidas.

Ao ingressar no Programa de Pos Graduacdo em Ensino de Ciéncias e
Matematica, também na Unicamp, tive a oportunidade de auxiliar na coordenagao
do programa Polo Olimpico de Treinamento Intensivo, o POTI, que € o foco deste
trabalho. O POTI une trés pontos ja mencionados neste memorial que me fazem

acreditar e querer falar sobre ele: Matematica, Ensino e acesso ao conhecimento.



17

INTRODUGAO

A resolugdo de problemas tem sido bastante abordada em pesquisas em
educacdo matematica nas ultimas décadas na América Latina e no mundo
(D’Ambrosio, 2007; Torner, Schoenfeld and Reiss, 2007). As abordagens sdo das
mais diversas, enfocando desde questbes mais filosdéficas, passando por aspectos
psicologicos e outras direcionadas a praticas pedagodgicas que se utilizam da
resolugao de problemas para o processo de aprendizagem matematico.

Nosso enfoque neste trabalho sdo as competi¢gées olimpicas de matematica e
as estratégias heuristicas utilizadas por alunos participantes de um projeto de
extensdo da Universidade Estadual de Campinas, a Unicamp, criado pelo Instituto
de Matematica Pura e Aplicada, IMPA, chamado Polos Olimpicos de Treinamento
Intensivo, POTI. O polo apresentado neste trabalho oferece treinamento para as
provas olimpicas a alunos de 8° e 9° anos.

A pratica pedagogica utilizada no projeto é completamente focada na
resolugdo de problemas e preza pela autonomia dos alunos na proposicdo de
estratégias para solucionar os problemas propostos. O objetivo € que os alunos
sejam capazes de adquirir habilidades gerais para resolver problemas diversos.

Uma parte significativa das aulas é realizada em grupos, com cerca de dez
alunos, para a discussao de problemas propostos de acordo com o tépico abordado
em cada encontro. Cada grupo € acompanhado por um mediador cuja funcao €&
auxiliar, a partir de perguntas, na elaboragdo de estratégias para solucionar os
problemas.

Os dados que serdo apresentados neste trabalho foram coletados em um
segundo momento das aulas, no qual os alunos resolvem os problemas
individualmente, a fim de realizar um estudo longitudinal do processo de
desenvolvimento de habilidades na resolu¢do de problemas de cada individuo, tais
dados foram coletados ao longo de um ano completo do projeto.

A investigacdo se caracteriza como um estudo observacional descritivo.
Nossa proposta é apresentar o conjunto de problemas sugeridos pelo POTI,
caracterizando e descrevendo os problemas do ponto de vista das possiveis

estratégias heuristicas utilizadas para abordar os problemas, visando possibilitar
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aos alunos uma atuacdo autbnoma no processo. Além disso, apresentamos

algumas estratégias emergidas dos dados coletados.

CAPITULO 1 - Contextualizando

1.1 Polos Olimpicos de Treinamento Intensivo (POTI)

O programa Polos Olimpicos de Treinamento Intensivo (POTI) € uma
iniciativa do Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) que visa incentivar a
participacdo e melhorar o desempenho dos alunos nas provas OBMEP e OBM.

Atualmente, o projeto conta com 68 polos presenciais espalhados pelo Brasil,
distribuidos por todas as regiées do pais (Figura 1). Além desses, o POTI oferece
também a modalidade virtual, que visa atender aos alunos de estados ou municipios
que nao possuam polos presenciais. A participagao é gratuita e os alunos podem se

inscrever de forma independente, sem a necessidade do intermédio da escola.

Figura 1 - Polos presenciais do POTI no Brasil
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Os polos possuem total autonomia para as escolhas metodolégicas de ensino
e para a organizagédo do cronograma de atividades. A unica exigéncia é a aplicagao
de avaliagbes no decorrer do ano, preparadas pelo IMPA para registro da
participacdo dos alunos. O material proposto para estudo esta disponibilizado na
integra no site do programa’.

O Instituto de Matematica Pura e Aplicada também é responsavel pela
organizagdo da Olimpiada Brasileira de Matematica e outros diversos programas

que visam atrair os alunos para um olhar diferenciado sobre o fazer matematica;

1.2 Olimpiadas de Matematica

As principais Olimpiadas Brasileiras de Matematica no pais (OBM e OBMEP)
atingem milhares de estudantes, sendo consideradas umas das maiores do mundo,
e 0 objetivo principal é estimular o estudo da matematica e revelar talentos na area.
Segundo uma investigacdo publicada na revista The Teaching of Mathematics
(DIMAKOS, 2012), as competicdes matematicas sdo o principal fator que influencia
os alunos a fazerem Matematica em nivel superior.

De acordo com D’Ambrésio (2007), problemas desafiadores apresentados
nessas competicbes matematicas atraem possiveis matematicos. Ainda aponta que
a Hungria foi uma das pioneiras em utilizar concursos como estratégia educacional,
citando a competicdo Eoétvos, criada no inicio do século XX, como um exemplo
dessa pratica.

A influéncia desse tipo de pratica atravessou o século XX nas propostas
pedagogicas europeias. No entanto, o uso de problemas matematicos esteve quase
sempre vinculado aos topicos dos curriculos (D’AMBROSIO, 2007).

O projeto apresentado neste trabalho nao se limita as diretrizes apresentadas
nos documentos oficiais e, por ser uma atividade nao formal, temos bastante
liberdade para abordar os conteudos matematicos sugeridos pela coordenagéo de
uma maneira construtiva e que faca sentido para o desenvolvimento de estratégias

por parte dos alunos.

' https://poti.impa.br/index.php/site/material
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Na secdo seguinte, apresentamos o0 polo de treinamento instalado na
Universidade Estadual de Campinas, pontuando as estratégias pedagdgicas
adotadas, somente com o objetivo de contextualizar o projeto, ja que essa

investigagao se centra na resolugao de problemas realizada pelos alunos.

1.3 POTI-UNICAMP

Em 2018, o Instituto de Matematica, Estatistica e Computacdo Cientifica
(IMECC) da Unicamp abriu um polo para sediar as atividades do programa,
oferecendo aulas e atividades com foco nas provas olimpicas para alunos de 8° e 9°
anos finais do Ensino Fundamental.

Em 2019, ano de coleta dos dados, o POTI-UNICAMP contou com a
colaboragao de cerca de 20 alunos de graduacgao, sendo principalmente alunos da
licenciatura em Matematica que atuaram como monitores e 8 alunos da
pos-graduacdo em Matematica que participaram como tutores, preparando o
material das aulas e apresentando o conteudo a ser trabalhado em cada encontro.
As atividades tém como base o conceito de circulos de matematica, inspirado nas
experiéncias da cultura matematica da Europa Oriental, onde existem ha mais de
um século em paises como Russia e Hungria. Os circulos de matematica séo
encontros ordinarios nos quais os alunos se reunem sob a orientacdo de um
professor, com o propdsito de discutir problemas matematicos de forma coletiva.

O polo ja atingiu cerca de 200 alunos nos anos de 2018 e 2019 de diversos
municipios da regidao de Campinas. O transporte dos alunos é de responsabilidade
dos pais, no entanto algumas escolas conseguiram apoio das prefeituras locais para
financiar o transporte. Fator que, sem duvidas, influenciou no sucesso dos indices
de permanéncia dos alunos.

Outro fator importante para garantir a permanéncia € o financiamento do
lanche durante todo o ano letivo que, em 2018, foi garantido por uma campanha de
financiamento coletivo através da plataforma Kickante e, em 2019, foi financiado
pela Pr6 Reitoria de Extensdo da Unicamp. O espaco fisico utilizado nos encontros
€ dividido com os alunos participantes de outro projeto vinculado a OBMEP,

intitulado Programa de Iniciagao Cientifica Jr. (Figura 2).
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Figura 2 - Alunos e monitores dos programas POTI e PIC 2019
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Fonte: http://www.ime.unicamp.br/~laurarifo/poti.html (2019)

Os encontros semanais s&o divididos em dois momentos de
aproximadamente 1h45 com 30 min de intervalo entre eles. A tabela 1 apresenta o
cronograma do ano de 2019 que é o periodo de coleta de dados deste trabalho,
com a distribuicdo das aulas realizadas em cada um dos encontros. O projeto se
divide em quatro disciplinas (Algebra, Teoria dos Numeros, Combinatéria e
Geometria) cada uma delas sendo avaliada em trés simulados ao longo do ano,

resultando em um total de doze avaliagdes.

Tabela 1 - Cronograma de atividades POTI 2019

30/03 Combinatéria/Geometria
06/04 Geometria/Simulado 1
13/04 Algebra/Combinatéria
27/04 Combinatéria/Simulado 2
04/05 Algebra/Simulado 3
11/05 Geometria/Teoria dos Nimeros
18/05 Teoria dos Numeros/Simulado 4
01/06 Geometria/Simulado 5
08/06 Algebra/Combinatéria
15/06 Combinatéria/Simulado 6
29/06 Algebra/Simulado 7
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10/08 Algebra/Teoria dos Numeros
17/08 Teoria dos Numeros/Simulado 8
24/08 Combinatoria/Geometria
31/08 Geometria/Simulado 9
14/09 Combinatéria/Simulado 10
21/09 Teoria dos NUimeros/Algebra
28/09 Algebra/Simulado 11

05/10 Teoria dos Numeros

19/10 Teoria dos Numeros/Simulado 12

Fonte: http://www.ime.unicamp.br/~laurarifo/poti.html (2019)

O foco das aulas é a Resolugéo de Problemas e o objetivo principal € que os
alunos desenvolvam estratégias heuristicas em grupos a fim de deliberar possiveis
solugbes para os problemas propostos em cada encontro. Cada grupo, com
aproximadamente dez alunos, € acompanhado por um monitor que realiza a
mediacdo do processo de resolugao. A formacdo dos monitores sera discutida de
forma mais aprofundada ao longo do trabalho, no entanto ja destacamos que € parte
fundamental do éxito do projeto.

Os primeiros 15 minutos de cada parte das aulas é dedicado a uma breve
exposicao do conteudo ou conceito que sera abordado na lista de problemas
elaborada pelo professor responsavel pela aula. Em seguida, os alunos séao
orientados a se reunirem em grupos, tendo cerca de 1h15 para a resolugdo dos
problemas. Por fim, os ultimos 15 minutos sao dedicados a discussao de um ou dois
problemas que tenha gerado mais conflitos, apontado pelos monitores que

acompanharam cada grupo.
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A dindmica de aplicacdo dos simulados ocupa a segunda parte de alguns
encontros. A proposta desse momento € verificar o que os alunos sao capazes de
realizar individualmente, foco da andlise que sera apresentada nesse trabalho, sem
a mediagao dos monitores e/ou dos pares. Cada simulado prop&e cinco problemas
€ os alunos tém 45 minutos para resolvé-los.

Os problemas propostos nessas avaliagdes sido selecionados pelo IMPA e
influenciam na preparacao das aulas e das listas elaboradas pelos professores, a
partir de direcionamentos sugeridos pela coordenadora do projeto. Vale ressaltar
que os professores ndao tém acesso direto aos problemas contidos nos simulados, a

fim de evitar que sejam influenciados na escolha dos problemas.

1.4 Formacgao dos mediadores

Um momento fundamental da nossa pratica, como citado anteriormente,
ocorre durante as resolugdes de problemas em grupo. Os licenciandos que atuam
como mediadores no projeto sdo uma figura chave para guiar esse processo.

Para Vigotski, a relagdo do homem com o mundo n&o € uma relagao direta,
mas, fundamentalmente, uma relacdo mediada. Essa mediacido ocorre por meio de
produtos culturais, como signos, instrumentos e pelo "outro" (Oliveira, 1993,
p.26-27), a partir dos quais se tornam possiveis 0os processos de interagdo entre os
sujeitos.

O processo de ensino-aprendizagem, sendo uma interagao social, ocorre
também através de mediagdes, normalmente, realizadas pelo papel do Professor
quando tratamos da educagao escolar. A questdo que surge é: como realizar essa
mediacdo de modo a auxiliar o desenvolvimento mental dos alunos de forma
efetiva? Ou ainda, como "mapear" esse processo de desenvolvimento interno de
modo a que possamos orientar as praticas docentes?

Essas questdes sao fios condutores que guiam a formacgao realizada com os
mediadores que atuam junto ao nosso polo de treinamento. Para isso, os monitores
participam de reunides formativas regulares nas quais sao discutidas praticas de
mediagdo que conduzam os alunos no caminho para solucionar um determinado

problema.
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As reunides consistem na discussdo em grupo de um problema escolhido
dentre aqueles que serao propostos aos alunos no encontro seguinte. Cada monitor
apresenta a sua resolugao para aquele problema e, em seguida, elencamos
algumas perguntas que possam ser realizadas aos alunos de modo a guia-lo em
sua resolucao autbnoma.

Ressaltamos que o protagonismo do processo de resolugéo esta focado na
figura do aluno e que o papel dos mediadores € possibilitar que ele ocorra. No
proximo capitulo, apontamos alguns conceitos acerca da resolugéo de problemas

que elucidardo a maneira como entendemos essa pratica.
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CAPITULO 2 - Marcos Teoéricos

2.1 Resolugao de Problemas

A resolugdo de problemas como metodologia de ensino tem sido tema de
muitos estudos nos ultimos anos. Toérner, Schoenfeld e Reiss (2007), citado em
Carrillo e Cruz (2016), apontam que o tépico tem ocupado uma posi¢cao de destaque
no campo de investigagcbes em educagao matematica e também nos documentos
oficiais ao redor do mundo.

Por sua vez, D’Ambrésio (2007) aponta que a resolugcao de problemas tem
deixado de aparecer como assunto especifico nos curriculos e como tema em
simpoésios e conferéncias no Brasil. As pesquisas apresentadas frequentemente
envolvem assuntos mais restritos, como habilidades em resolver problemas
especificos em determinadas areas da matematica. Outras pesquisas encontradas
investigam sobre o uso de ferramentas, como softwares dos mais diversos tipos, no
entanto o objetivo € sempre obter as respostas para os problemas.

Tal apontamento nos leva a importancia de definirmos o que € um problema
matematico e a abordagem pedagogica que trataremos nesta investigagdo quando
nos referirmos a resolugao de problemas.

Para Carrillo (1998),

o conceito de problema deve estar associado a aplicagédo
significativa (ndo mecanica) do conhecimento matematico a
situagcbes ndo familiares, a consciéncia de tal situagao, a existéncia
de dificuldade na hora de se enfrentar tal situagcao e a possibilidade
de resolvé-la aplicando o conhecimento (CARRILLO, 1998a, p.87,
tradugédo nossa)?.

Destacamos nessa definicdo algumas questbes que nos sdo de extrema
importancia. A primeira delas é referente a aplicagao significativa do conhecimento

matematico, ou seja, ndo nos interessa a proposicédo de exercicios matematicos

2 El concepto de problema debe asociarse a la aplicacion significativa (no mecanica) del
conocimiento matematico a situaciones no familiares, la consciencia de tal situacién, la existencia de
dificultad a la hora de enfrentarse a ella y la posibilidad de ser resuelta aplicando dicho conocimiento.
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mecanicos que sejam resolvidos com a aplicagdo direta de algoritmos. Como
reforcam Krulik e Rudnik (1993), um problema é uma situagédo com que se defronta
um individuo para a qual ndo tem prontamente uma resposta.

A segunda questdo que destacamos € em relacdo a existéncia de dificuldade
para enfrentar o problema. Essa afirmacgéo exige que distinguamos os conceitos de
questao, exercicio e problema. Para Krulik e Rudnik (1993), o conceito de questao
matematica usualmente apela a memorizagado e perguntas que exigem respostas
diretas. Um exercicio matematico tem um enfoque no treinamento de algoritmos ja
aprendidos anteriormente. J& a nocao de problema necessariamente passa pela
ideia de desafio, ou seja, o0 que é um problema para um determinado aluno nao
necessariamente seja um problema para outro. Por exemplo, o seguinte problema:
‘Uma avd tem 12 biscoitos e gostaria de dividi-los com seus 4 netos. Quantos
biscoitos cada neto recebera?”. E um problema de reparto muito simples para
alunos que conhecem a divisao, portanto para eles seria um simples exercicio, no
entanto para um aluno que esta nos anos iniciais do ensino primario essa questao
seria possivelmente um problema.

Além disso, as Normas para o Curriculo e a Avaliacdo em Matematica
Escolar (NCTM, 1991) destacam que

um problema genuino é uma situagdo em que, para o individuo ou
para o grupo em questdo, uma ou mais solugbes apropriadas
precisam ainda ser encontradas. A situacdo deve ser
suficientemente complicada para constituir um desafio, mas nao tao
complexa que surja como insoltvel (NCTM, 1991, p.11).

Ou seja, o nivel do problema deve ser adequado a capacidade daqueles a
quem se prop0e para que seja considerado um problema. Tampouco faria sentido
propor a alunos do ensino secundario que resolvessem um problema envolvendo
calculos diferenciais.

Blum e Niss (1991), citado em Carrillo (1998) diferenciam a ideia de problema
em problemas puros e problemas aplicados, o primeiro se referindo a problemas
imersos nas ideias matematicas e o segundo emergente de contextos reais.

Polya (1986) também diferencia o conceito em dois grupos, sendo eles

problemas para resolver, sendo aqueles que pedem que se encontre uma incognita,
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e problemas para demonstrar, que diz respeito a problemas que tem como objetivo
realizar uma demonstragao ou mostrar a veracidade de alguma afirmagéo.

Com esses conceitos aclarados, podemos comegar a discutir a importancia
do uso da resolugéo de problemas como uma potente ferramenta pedagdgica para
um ensino significativo da matematica.

Para Brown (1978), o que distingue a resolugdo de problemas de tarefas
como a memorizagao, a aprendizagem de algoritmos e de conceitos é “o fato de
poder ser um veiculo de aprendizagem, ndo somente de fatos e habilidades, mas
também de estruturas conceituais, estratégias gerais e qualidades pessoais”
(Brown, 1978, apud Carrillo, 1998, tradugdo nossa)®.

Para discutir o tema de maneira mais profunda, é impossivel nao falar
George Polya (1887-1985). Em uma de suas mais conhecidas obras, A arte de
resolver problemas (1945), Polya apresenta uma abordagem de heuristicas para a
resolucdo de problemas que nos fornece uma ampla base para alicercar nossa

pratica investigativa que discutiremos mais a fundo na sec¢éo seguinte.

2.2 Estratégias Heuristicas

O termo “heuristica” dentro do contexto pedagégico, de acordo com o
dicionario Houaiss*, tem como definicdo “método educacional que consiste em fazer
descobrir pelo aluno o que se lhe quer ensinar’. Em outras palavras, heuristica é o
estudo do processo solucionador de um determinado problema, buscando
compreender as operagdes mentais que tenham sido Uteis para levar a sua solugao.

Neste trabalho, quando nos referirmos a heuristica, estaremos nos referindo
aos métodos e regras empregadas para conduzir a resolugdo de um problema.
Entender esse processo nos da ferramentas para compreender o desempenho dos
alunos quando se deparam com um determinado problema. De acordo com Polya
(1978),

3 (...) es el hecho de poder ser vehiculo del aprendizaje, no solo de hechos y destrezas, sino también
de estructuras conceptuales, estrategias generales y cualidades personales.
* HOUAISS, Antonio et al. Dicionario Houaiss da Lingua Portuguesa. Rio de Janeiro: Objetiva, 2001.
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O estudo da heuristica tem como objetivos praticos: uma melhor
compreensdo das operagdes mentais tipicamente uUteis na resolugéo
de problemas que poderia exercer uma influéncia benéfica sobre o
ensino, especialmente sobre o ensino da Matematica. (POLYA,
1978, p. 84)

O passo a passo apresentado por Polya para a resolu¢gdo de um problema
consiste em etapas que nos sao Uteis para orientar a formacao dos mediadores que

atuaram juntos aos alunos na resolugao dos problemas propostos. Sao elas:

12 - Compreensao do Problema -. O primeiro passo € entender o
enunciado e para isso é importante fazer perguntas, pois a resposta
para essas perguntas pode ser o meio para esse fim. Perguntas
como: qual é a incognita? Ou seja, o que se quer resolver? O que
deve ser calculado? Quais sdo os dados? Qual é a condicionante?
Ou seja, quais sao as condi¢gdes que possuimos e que podemos
usar. E possivel satisfazer as condigdes? Elas sao suficientes ou ndo
para determinar a incognita? Existem condi¢des redundantes ou
contraditérias? Faga uma figura. Introduza notagdo adequada.
Separe as condigbes em partes. Estas perguntas sdo necessarias
para a compreensao das informagdes contidas no enunciado.

22 - Fazer a relagcédo entre os dados e a incégnita. Nesta etapa, é
importante fazer as seguintes perguntas. Ja o viu antes? Ou ja viu o
mesmo problema apresentado de uma forma um pouco diferente?
Neste momento devemos buscar uma relagao entre o que vocé esta
se propondo resolver e algum outro correlato ja resolvido, e que
possa servir de orientagdo para a construgdo da sua solugao.
Conhece algum problema correlato? Caso vocé encontre um
semelhante ao seu e que vocé sabe resolver, tente aproveita-lo
analisando os caminhos percorridos até a sua solugéo e verificando
as adaptagdes necessarias para fazer o seu. Considere a incognita?
Caso nao exista nenhuma atividade parecida, divida o que vocé esta
trabalhando em partes, fazendo a conex&o entre a incognita e os
dados correspondentes, inclusive criando incégnitas auxiliares para
cada parte (POLYA, 2006, p. 4-7).

Essas etapas descritas por Polya mostram uma sistematizagdo de um
processo que nao €& mecanico, buscando guiar os alunos na aquisicdo de
estratégias que os levem a solucionar um determinado problema. Nesse contexto, o
ensino de matematica segue um caminho diferente do tradicional, levando o aluno a
uma compreensao significativa do conceito/conteddo que desejamos trabalhar.

Polya (1978) ainda diz que
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(...) um ensino que se reduz ao treinamento de técnicas, ao
desenvolvimento mecanico de atividades fica bem abaixo do nivel do
livro de cozinha, pois as receitas culinarias sempre deixam alguma
coisa para a imaginagdo e analise do cozinheiro, mas as receitas
matematicas ndo deixam nada disso. (POLYA, 1978, p. 12)

Carrillo (1998) sistematiza uma série de heuristicos, baseados em fases
gerais para a resolugdo de problemas matematicos, deixando claro que esta de
acordo com Schoenfeld (1987) quando afirma que ndo existe uma divisdo perfeita
em fases, mas sim que “concebe as fases como estados pelos quais os alunos
passam e as quais podem voltar durante o processo de resolu¢cdo de problemas”
(CARRILLO, 1998, p. 104). As fases apresentadas sao: 0. Identificacdo; 1.
Compreenséo, 2. Planificacdo e exploragdo; 3. Execucgéo; 4. Verificacao

Descreveremos de forma sucinta as fases apresentadas acima a fim de
apresentar os heuristicos caracteristicos de cada uma delas. Na fase 0, nomeada
de fase de identificacdo, o aluno detecta a existéncia de um problema. Aqui nesse
ponto, & importante ressaltarmos a subjetividade da definicdo de problema
comentada anteriormente e como cada um se posiciona perante uma situagao
problematica apresentada. Carrillo (Op.Cit.) traz como exemplo um problema de
divisdo de uma quantidade impar de balas em duas partes iguais, apresentado a
uma classe de inicio da educagdo primaria. Alguns alunos podem dizer que €
impossivel realizar tal divisdo de forma igualitaria e que um dos grupos teve ma
sorte em ficar com uma quantidade menor, e outros podem observar que existe uma
série de quantidades as quais néo é possivel dividir em dois grupos iguais.

A fase 1, referente a compreensao do problema, é o estado no qual o aluno
se apropria do problema, criando uma ideia mental da situacdo apresentada. Os
heuristicos para essa fase sao: C1 - Organizar a informacgao; C2 - Exemplificar; C3 -
Expressar em outras palavras.

A fase 2, de planificagdo e exploracdo, € o momento em que o resolutor
elabora um plano para solucionar o problema proposto. Carrillo (1998) aponta que
muitas vezes a fase de planificagao e exploragcao sdo apresentadas separadamente,

no entanto, do ponto de vista metacognitivo, o autor defende que devam ser
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apresentadas juntas, ja que o objetivo do aluno em ambas € obter informacdes que
possibilitem desenvolver uma estratégia para fornecer uma solugéo coerente. Os
heuristicos para essa fase sdo: PE1 - Simplificar; PE2 - Estimar; PE3 - Buscar
regularidades com a intencdo de generalizar; PE3a - testar valores; PE4 -
Considerar problemas equivalentes; PES - Argumentar por contradicdo; PEG6 -
Assumir a solugéo; PE7 - Partir do que se sabe; PES8 - Planejar hierarquicamente a
solugao; PE9 - Decompor o problema; PE10 - Explorar problemas similares; PE11 -
Conjecturar.

A fase 3, de execugao, é o estado em que se encontra enquanto desenvolve
o plano elaborado na fase anterior. Aqui, vale frisar que nao existe uma fronteira
muito clara entre as fases. Elas podem ocorrer de forma simultanea e se
retroalimentarem.

Por fim, a fase 4, de verificagdo, € o0 momento em que se verifica se a

solucdo encontrada faz sentido para o problema que foi proposto.

Como os dados que analisaremos nesta investigagdo consistem somente nos
documentos entregues pelos alunos com as resolu¢des dos problemas propostos,
nao é possivel identificar e descrever com precisdo como o aluno passou por cada
uma das fases. A principio, apresentaremos uma analise dos problemas propostos,
indicando a disciplina na qual esta inserido, o conteudo especifico abordado no
modulo, uma sugestdo de solugdo para o problema, uma sequéncia de heuristicos
como sugestdo para auxiliar no processo de mediagdo da resolugdo e algumas
estratégias de resolugdo que emergiram da analise dos dados.

Em seguida, apresentaremos uma analise longitudinal das resolugbes dos

problemas realizadas por dois alunos elencados dentre os participantes.
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CAPITULO 3 - Metodologia de Pesquisa

3.1 Coleta dos dados

Os sujeitos dessa pesquisa aceitaram e foram autorizados pelos
responsaveis a participar da coleta de dados a serem analisados. Os responsaveis
foram informados da pesquisa através do Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido (TCLE), aprovado pelo CEP - Unicamp, anexado ao fim deste trabalho.
(Anexo 1)

A tarefa de organizar os dados, embora pareca facil, € bastante complexa,
pois os materiais coletados nem sempre sdo faceis de serem separados ou
codificados. Tal tarefa envolve varios passos, e nossa dindmica consistiu
inicialmente em separar o material coletado por data e disciplina para, em seguida,
selecionar os alunos que formariam parte do corpus de analise. O critério utilizado
para essa selecao foi optar por alunos que participaram de todos os momentos de
coleta de dados para que fosse possivel realizar uma analise longitudinal mais
completa.

Além disso, também selecionamos, dentre as quatro disciplinas trabalhadas
no projeto, Algebra e Teoria dos Numeros. Utilizamos como critério para realizar
essa escolha em parte pela qualidade dos dados, uma vez que os alunos
explicitaram melhor suas estratégias nas resolugbes dos problemas dessas duas
areas e em outra pelas intersegdes em alguns conteudos abordados em ambas.

A categorizagdo das solugdes se apoia apenas no material coletado:
resolugdes escritas entregues pelos alunos para a descricdo das resolugdes
emergidas das respostas dadas.

A partir das resolugdes escritas foi possivel sistematizar os resultados dos
problemas aplicados, realizando as interpretagées das estratégias empregadas
pelos alunos, categorizando-as a partir das respostas fornecidas pelos alunos aos
problemas propostos e agrupando as diferentes estratégias em categorias. O

processo de analise dos dados sera descrito na se¢ao seguinte.



33

3.2 Analise das resolugoes

A investigacdo apresentada neste trabalho se caracteriza como um estudo
observacional descritivo, visto que tem o objetivo de descrever o processo de
resolucdo de problemas sem realizar intervencoes diretas.

Optamos pelo estudo observacional porque entendemos que é a melhor
maneira de explorar de forma mais aprofundada as especificidades do contexto em
que realizamos a investigagdo. Além disso, destacamos que o objetivo € estudar um
grupo especifico de estudantes e ndo temos a pretensao de fazer generalizagées.

A analise realizada se caracteriza como analise de conteudo e embasamos
alguns passos da analise nos escritos de Bardin (2011) sobre o tema. Segundo a
teoria de analise de conteudo apresentada pela autora, a analise foi dividida em trés
etapas: a pré-analise, exploracdo do material e tratamento dos resultados e sua
interpretacao.

A pré-analise consistiu em organizar as resolugdes, selecionando quais
documentos seriam submetidos a analise. O critério utilizado nesse passo foi a
consisténcia das respostas apresentadas pelos estudantes, de modo a possibilitar
uma discussao das estratégias. Em seguida, foram escolhidos aqueles problemas
que possuiam uma quantidade significativa de resolugdes legiveis e consistentes.

Ainda na pré-analise, iniciamos o esboco de algumas hipoteses que nos
auxiliaram na elaboragdo dos objetivos e de indicadores para fundamentar a
interpretacao final a partir da leitura “flutuante” dos dados (Bardin, 2011).

A primeira classificacdo obtida foi a criacdo de trés grupos: Respondidas
corretamente, respondidas parcialmente (ou incorretas) e questdes em branco.

Inicialmente, tentamos quantificar dentro desses trés grupos o erro do aluno
numa escala de 0 a 1. No entanto, verificamos a impossibilidade de mensurar com
uma mesma régua erros que se apresentaram de naturezas diversas. Além disso,
observamos que as diferentes estratégias abordadas pelos alunos nos forneceriam
uma analise mais rica dentro do caminho que tragamos na investigagao.

Optamos, entdo, por classificar os dados coletados em categorias de
estratégias utilizadas pelos alunos, aplicando o critério de semelhanga. A

calibragem dessas categorias se deu por meio da analise por pares de uma



34

pequena amostra dos dados. Esse processo resultou na criagao de trés grupos de
estratégias, chamados daqui em diante de categorias 1, 2 e 3, que serdo
apresentados no capitulo seguinte.

A exploracdo do material consistiu na aplicagdo sistematica dos critérios
desenvolvidos na pré-analise, bem como a codificacao dos dados para facilitar sua
exploragédo. O tratamento dos resultados e sua interpretagao foi realizada com o

apoio do referencial tedrico abordado anteriormente.

CAPITULO 4 - Analise dos Problemas Propostos

Neste capitulo, apresentamos uma analise dos problemas selecionados,
propondo uma resolugéo e elencando possiveis estratégias heuristicas para auxiliar
em suas resolugdes. Além disso, apresentamos as categorias de estratégias de
resolugao que emergiram dos dados analisados.

A elaboragao das sugestdes dos possiveis heuristicos foram baseadas na
analise das resolugdes dos alunos e acreditamos ser um bom auxilio na mediacao
do processo, de modo a desenvolver a autonomia dos alunos na pratica de

resolucdo de problemas.

4.1 Apresentagao dos Problemas

Legenda: T=Teoria dos Numeros; A=Algebra. O nimero que acompanha a letra se
refere ao numero do simulado em questdo e separado por hifen esta o numero do
problema dentro de cada simulado. Assim, T4-1, por exemplo, indica a primeira

questao de Teoria dos Numeros aplicada no quarto simulado do programa.

T4-1 Ao dividir o namero inteiro 20 + x por 11 obtemos resto 7. Qual é o
menor valor inteiro positivo de x?
(a)10 (b)9 (c)6 (d)4 (e)2

Fonte: IMPA (2019)
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Disciplina: Teoria dos Numeros

Tema abordado no simulado: Divisibilidade

Sugestao de resolugao:

Escrevendo o algoritmo de Euclides para a divisdo na forma 20 + x = 11q + 7,
onde q representa os possiveis quocientes para a divisdo e atribuindo possiveis
valores para q, obtemos as seguintes possibilidades para a expressao 20 + x: 7,
se q =0; 18, se g = 1; 29, se q = 2; 40, se q = 3 e assim por diante. Como o
problema pede o menor valor de x que cumpra as condi¢des, descartamos o0s
valores de g > 2. Descartamos também q = 0 e g = 1, pois nesses casos o valor
de x é negativo, portanto o valor correto a ser escolhido € g = 2. Sendo assim,

para 20 + x = 29,temos x = 9.

Possiveis heuristicos:
e Fase 1 (de Compreensao):

o C2 - Exemplificar: exemplificar a situagdo do enunciado utilizando
valores numéricos para a divisdo, buscando compreender o significado
dos elementos da divisdo apresentada.

e Fase 2 (de Planificacdo e Exploracao):
o PE3a - testar valores: atribuir valores numéricos a variavel x a fim de

encontrar uma solugao que satisfaga o enunciado.

Categoria 1: Dentre as diferentes estratégias escolhidas pelos alunos, a mais
recorrente foi a atribuicdo, sistematica ou ndo, de valores a incognita até que a
divisdo por 11 deixasse resto 7. Dentro dessa categoria, alguns alunos testaram
todos os valores inteiros positivos a partir do 1 e analisaram o resto em cada caso e
outros testaram algum valor especifico para observar o que aconteceria com o resto

e em seguida escolheram valores que se aproximavam do desejado.
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Figura 5 - Exemplo de resolu¢ao do problema T4-1 categoria 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Categoria 2: Outra estratégia apresentada, que consideramos mais elaborada
matematicamente, foi a algebrizacdo do problema, escrevendo o algoritmo de
Euclides para a divisdo na forma 20 + x = 11q + 7, que representa 0s possiveis
quocientes para a divisdo. Nesse ponto € interessante observar que o aluno insere
uma nova incognita para auxiliar na resolugdo do problema, como sugerido por

Polya.

Figura 6 - Exemplo de solug&o do problema T4-1 categoria 2

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Categoria 3: Uma terceira estratégia que apareceu de forma menos recorrente, no
entanto interessante do ponto de vista de estratégias heuristicas foi iniciar o
raciocinio a partir do divisor 11. Nesse caso, o aluno realiza a divisdo através de

subtracdes sucessivas, retirando 11 do dividendo 20 + x e obtendo 9 + x. Para
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que o resto seja 0 ao retirar 11 mais uma vez, o valor de x deve ser 2. Entdo, para

queorestoseja7,temosx =7 + 2 = 0.

Figura 7 - Exemplo de solugéo do problema T4-1 categoria 3

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

T4-2 Pedro afirma que exatamente 25% dos seus livros sdo de ficgao
cientifica e 1/9 dos seus livros sao de comédia. Sabendo que Pedro possui
entre 50 e 100 livros, quantos livros ele possui?

(A) 50 (B) 56 (C)64 (D) 72 (E)96

Fonte: IMPA (2019)

Disciplina: Teoria dos Numeros

Tema abordado no simulado: Divisibilidade

Sugestao de resolugao:

Para encontrar o valor solicitado, devemos buscar por um numero inteiro, dado
que o enunciado se refere a quantidade de livros, entre 50 e 100, que seja
divisivel por 4 (para que 25% seja inteiro) e por 9 (para que 1/9 seja inteiro).

Como, os multiplos de 4 e 9 sdo (36, 72, 108, ...), a quantidade procurada é 72.

Possiveis heuristicos:
e Fase 1 (de Compreensao):
o C1 - Organizar a informagcdo: o problema apresenta algumas

condicbes que devem ser satisfeitas pela solugdo procurada. Um
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primeiro passo para a compreensao do problema é identificar essas
condicoes.

o C3 - Expressar em outras palavras: complementando o passo anterior,
uma maneira de facilitar o entendimento da situacdo é expressar
essas condigbes em outros termos como, por exemplo, na resolugéo
proposta.

e Fase 2 (de Planificagcado e Exploragéo):

o PE6 - Assumir a solugédo: uma estratégia apresentada pelos alunos foi
assumir uma das alternativas como solucdo e entdo verificar se esse
valor satisfazia as condicbes. Esse heuristico se apoia também na
fase 4 de verificagao.

Categoria 1: A estratégia mais recorrente seguida pelos alunos nesse problema
envolveu o teste de valores na divisdo por 4 e 9, o que revela um entendimento
claro do problema. No entanto, por ser um problema de multipla escolha, por muitas
vezes nao fica claro se eles de fato comprovaram se a resposta era Unica ou se
simplesmente testaram os valores das alternativas até obter um valor que
satisfizesse as condigbes. A primeira categoria diz respeito aos alunos que
encontraram um valor entre 50 e 100 divisivel por 4 e 9, testando a divisdo das

alternativas pelos dois valores e verificando o resto.

Figura 8 - Exemplo de solugéo do problema T4-2 categoria 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
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Categoria 2: Nessa segunda categoria, apesar de o aluno se referir as alternativas
como um direcionamento na busca da solugao, ele ndo o faz de forma aleatéria,
mas utilizando o critério de divisibilidade por 9 e em seguida verifica se a alternativa
também satisfaz a condicdo de ser um numero inteiro para os livros de ficcao

cientifica, que representam 25% do total.

Figura 9 - Exemplo de solugéo do problema T4-2 categoria 2

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Categoria 3: Uma outra estratégia que foi apresentada utiliza como caminho para
encontrar o valor que satisfaga as condigbes a ideia de minimo multiplo comum
(MMC). Consideramos essa estratégia a mais elaborada matematicamente, uma
vez que o problema pede um numero que seja multiplo de dois valores
simultaneamente. O protocolo do aluno em questdo ndo deixa muito claro se ele de
fato entende o caminho que esta seguindo, além de cometer alguns erros no uso da
notacdo matematica. Vale ressaltar aqui que esse é um dos primeiros simulados
aplicado a eles, portanto ainda estdo adquirindo linguagem para expressarem seus

raciocinios.
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Figura 10 - Exemplo de solug&o do problema T4-2 categoria 3

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

A7-1 Na subtragao abaixo, cada letra representa um algarismo diferente.

Qual é o algarismo que C representa?
ABA
- CA
AB

(@) 2 (b)4 (c)5 (d)7 (e)9

Fonte: IMPA (2019)

Disciplina: Algebra

Tema abordado no simulado: Equacgdes e Sistemas

Sugestao de resolugao:

Analisando o algoritmo da subtragdo apresentado, concluimos que
A—A=B=0. Em seguida, B—C=10—-C = A, visto que B =0, é
necessario transferir uma das A centenas para a casa das dezenas, obtendo dez
dezenas. Para encontrar o valor de C, observamos que o resultado da subtracao

contém zero centenas, portanto A = 1. E assim, C = 9.

Possiveis heuristicos:
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e Fase 1 (de Compreenséao):

o C1 - Organizar a informagéo: o problema apresenta as informacdes
ocultadas através do algoritmo da subtragdo. Organizar essas
informacbes € uma maneira de facilitar a busca pelo valor que
satisfaca as condi¢des apresentadas.

e Fase 2 (de Planificagdo e Exploragao):

o PES8 - Planejar hierarquicamente a solugao: a partir da organizagao
das informacgdes na fase anterior, hierarquizar os passos da solugao é
um caminho para encontrar as delimitagcbes que levam a solugao

procurada.

Categoria 1: Seguindo o padréao das estratégias classificadas como pertencentes a
categoria 1, incluimos as resolugées que buscaram atribuir valores as letras de
modo a satisfazer as condi¢ées do enunciado. Fica evidente, nesse caso, que esse
tipo de estratégia impde obstaculos na resolugédo de problemas mais complexos. Em
muitos casos, o0s alunos comegam a testar valores e desistem por ndo conseguirem
sistematizar a busca ou realizam algum passo inconsistente matematicamente na

escolha dos valores, conforme exemplificado nas duas resolugdes abaixo.

Figura 11 - Exemplo 1 de solugdo do problema A7-1 categoria 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
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Figura 12 - Exemplo 2 de solugdo do problema A7-1 categoria 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Categoria 2: Incluimos na segunda categoria, as resolugbes que sistematizaram as
informagdes contidas na aplicagdo do algoritmo da subtragdo apresentada. Nesse
caso, a resposta ndo € imediata, sendo necessario buscar algumas relagdes entre
os valores desconhecidos. Todas as resolugdes incluidas nessa categoria

chegaram, em diferentes ordens, nas conclusdes contidas na resolugéo proposta.

Figura 13 - Exemplo de solugdo do problema A7-1 categoria 2

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

A7-2 Janaina escreveu no quadro-negro dois numeros cuja soma € igual a
1357. Ela observou que um desses numeros poderia ser obtido apagando o
algarismo das unidades do outro. Qual é esse algarismo?

(a)4 (b)5 (c)6 (d)7 (e)8

Fonte: IMPA (2019)

Disciplina: Algebra

Tema abordado no simulado: Equagdes e Sistemas
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Sugestao de resolugao:

Buscamos dois numeros cuja soma é 1357, sabendo que um deles é da forma
ABCD e o outro ABC, com A, B, C e D representando os algarismos que formam
esses numeros. Sabemos que A=1, pois o resultado da adicdo ABCD+ABC possui
uma dezena. A partir disso, temos que B+A = 3 e portanto B=2, pois B é um
algarismo, portanto menor que 9. Do mesmo modo, C+B = 5, obtendo C = 3 e por
fim, D+C=7, concluindo que D=4. Dai, temos que ABCD = 1234 e o algarismo das

unidades é 4.

Possiveis heuristicos:

e Fase 1 (de Compreensao):

o C3 - Expressar em outras palavras: reescrever a situacdo do
enunciado utilizando a linguagem matematica, inserindo simbolos que
representem os valores desconhecidos. Expressar a soma citada na
forma do algoritmo usual da adig¢ao.

e Fase 2 (de Planificagao e Exploragéo):

o PE8 - Planejar hierarquicamente a solugdo: a partir da reescrita
sugerida acima, hierarquizar os passos da solugédo € um caminho para
encontrar as delimitacbes que levam a solugcdo procurada,

identificando em qual ordem os passos devem ser executados.

Categoria 1: Incluimos nessa categoria as resolugdes nao sistematicas, ou seja,
que chegaram em uma solugdo do problema através de palpites de valores que

satisfazem as condi¢des do enunciado.
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Figura 14 - Exemplo de solu¢do do problema A7-2 categoria 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Os alunos nao apresentaram outras estratégias, além da apontada na categoria 1.

T8-1 Um guarda trabalha durante 4 dias consecutivos e descansa no dia
seguinte. Apos cada dia de descanso ele volta a repetir esse processo,
trabalhar 4 dias e descansar 1 dia. Se em certo domingo ele descansa,
quantos dias de trabalho o guarda tera até que ele volte a descansar num
domingo?

()35 (b)28 (c)24 (d)20 (e) 16

Fonte: IMPA (2019)

Disciplina: Teoria dos Numeros

Tema abordado no simulado: Congruéncia

Sugestao de resolugao:

Comegando a contagem dos dias trabalhados a partir de uma segunda-feira, os
dias de descanso serao representados pelos multiplos de 5, ou seja, sabemos
que um determinado dia n sera um dia de folga se for da forma 5k, com k inteiro.
Analogamente, os domingos seréo representados pelos multiplos de 7.

Sendo assim, queremos encontrar o primeiro dia no qual coincidam os fatos de
ser um dia de folga e domingo. Ou seja, queremos um dia que seja representado
pelo menor numero inteiro que seja multiplo de 5 e 7. MMC(5,7)=35.

Portanto, apds 35 dias, o guarda folgara novamente em um domingo. Como a
proporcao entre dias de folga e dias trabalhados é de 1:4, temos que ele tera
trabalhado 28 dias.
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Possiveis heuristicos:

e Fase 1 (de Compreensao):

o

C1 - Organizar a informagado: uma sugestéo para auxiliar o processo
de compreenséo do problema é reorganizar os dados em uma tabela
(ou calendario) de modo a facilitar a visualizagdo das informacgdes

fornecidas. Representaremos por T os dias trabalhados e por F os dias

de folga.

Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab
F T T T T F T

T T T F T T T

T F T T T T F

T T T T F T T

T T F T T T T

F

(@]

C2 - Exemplificar: uma outra abordagem possivel para compreender o
problema é listar alguns dias de folga a partir do processo descrito no

enunciado.

e Fase 2 (de Planificagao e Exploragéo):

O

PE3 - Buscar regularidades com a intengéo de generalizar: um plano
para enfrentar esse problema é observar a regularidade existente
entre os dias de folga, percebendo que sdo multiplos de 5, e a
regularidade existente na quantidade de dias contidos em uma
semana.

PE3a - testar valores: complementando o item anterior, podemos
buscar alguns palpites e verificar se estes valores satisfazem as
condigbes observadas.

PE11 - Conjecturar. A partir da observacado realizada no passo

anterior, algumas conjecturas podem surgir acerca da “forma” do
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numero que representara o proximo dia de folga em um domingo. Por

exemplo, que esse numero deve ser multiplode 5 e 7.

Categoria 1: Inclui as solugbes que utilizaram a abordagem apresentada no
heuristico C1, listando todos os dias trabalhados e de folga até encontrar o dia

procurado.

Figura 15 - Exemplo de solugdo do problema T8-1 categoria 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
Categoria 2: inclui solugdes que abordaram o problema a partir de alguma

sistematizacdo das informagbdes do enunciado, formulando conjecturas sobre a

solugao procurada.

Figura 16 - Exemplo de solugéo do problema T8-1 categoria 2

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Obs.: 7 representa os sabados, comegando a contar de um domingo e 4 é o total de
dias trabalhados por bloco, que deve ser multiplo de 4 para que o dia seguinte seja

uma folga.

Categoria 3: inclui as solugdes que identificaram que o préximo dia de folga em um
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domingo ocorreria apos uma quantidade de dias multiplode 5 e 7.

Figura 17 - Exemplo de solug&o do problema T8-1 categoria 3

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

T8-2 Paula deseja colocar dois algarismos nos espacgos livres do numero de
quatro digitos 2 _ _ 8 de modo que o numero obtido seja divisivel por 3. De
quantas maneiras ela pode fazer isso?

(a) 19 (b) 20 (c) 29 (d) 30 (e) 33

Disciplina: Teoria dos Numeros

Tema abordado no simulado: Congruéncia

Sugestao de resolugao:

Sabemos que um numero é divisivel por 3 se, e somente se, a soma dos seus
algarismos € divisivel por 3. Assim, sejam x e y os algarismos das centenas e das

dezenas, respectivamente. Assim, temos 2+x+y+8=3k, com Kk inteiro. Dai,




48

x+y=3k-10.(x+y+10=3k)
Obs.: A soma x+y € limitada por 18, pois x e y representam algarismos.
Portanto, temos que x+y pode assumir os valores 2, 5, 8, 11, 14, 17. Analisando
cada uma das possibilidades:
e Xx+y=2 (3 maneiras)
o x=0;y=2
o x=1;y=1
o x=2;y=0
e Xx+y=5 (6 maneiras)
o x=0;y=5
o x=1;y=4
o x=2;y=3
o x=3;y=5
o x=4;y=1
o x=5;y=0
e x+y=8 (9 maneiras)
o x=0;y=8
o x=1;y=7
o X=2;y=6
o x=3;y=5
o x=4;y=4
o x=5;y=3
o X=6;y=2
o x=7;y=1
o x=8;y=0
e x+y=11 (8 maneiras)
o x=2;y=9
o x=3;y=8
o x=4;y=7
o Xx=95;y=6
o x=6;y=5
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o Xx=7;y=4
o x=8;y=3
o x=9;y=2
e x+y=14 (5 maneiras)
o x=5;y=9
o Xx=6;y=8
o Xx=7;y=7
o x=8;y=6
o x=9;y=5
e Xx+y=17 (2 maneiras)
o x=8;y=9
o x=9;y=8

Totalizando 33 maneiras.

Possiveis heuristicos:
e Fase 1 (de Compreensao):

o C2 - Exemplificar: substituir as lacunas com valores numéricos e
verificar a divisibilidade por 3 a fim de identificar algum critério.

o C3 - Expressar em outras palavras: a partir dos exemplos do heuristico
anterior, buscar uma sentenca, matematica ou ndo, que expresse as
condicdes do enunciado como na resolugao proposta.

e Fase 2 (de Planificagao e Exploragao):

o PES3 - Buscar regularidades com a intengéo de generalizar: caso néao
seja conhecido o critério de divisibilidade por 3, o resolutor do
problema deve analisar alguns casos com o objetivo de encontrar uma
regularidade nos valores que satisfazem a condigdo do enunciado.

m PE3a - testar valores: a partir da identificacdo deste
regularidade, testar valores para verificar sua veracidade.

o PE9 - Decompor o problema: encontrado um critério para identificar os
valores desejados, decompor a busca em passos auxilia na

sistematizacao da resolucgao.
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Categoria 1: Essa categoria inclui os alunos que buscaram as solugdes possiveis

listando os valores que satisfizessem as condi¢gées do enunciado.

Figura 18 - Exemplo de solugéo do problema T8-2 categoria 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Nao foram identificadas outras categorias para esse problema.

T8-3 Um inteiro é especifico quando deixa resto 2 na divisao por 6, resto 5
quando dividido por 9 e resto 7 quando dividido por 11. Existem quantos
inteiros positivos especificos de trés algarismos?

(@)5 (b)4 (c)3 (d)2 (e)1

Disciplina: Teoria dos Numeros

Tema abordado no simulado: Congruéncia

Sugestao de resolugao:

Seja n um inteiro especifico. Ou seja, n = 6.q1+2; n = 9.q2+5; n = 11.q3+7. Assim,
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queremos n inteiro com trés algarismos que satisfaga as trés condigbes acima.

99<n<1000

Note que ao adicionar 4 a n, ele deixara resto 6 na divisao por 6, resto 9 na
divisdo por 9 e resto 11 na divis&o por 11. Mas igualar o resto ao divisor equivale a
zerar o resto. Ou seja, n+4 € multiplo de 6, 9 e 11. Assim, os multiplos de 6, 9 e 11
com trés algarismos sao {198, 396, 594, 792, 990}.

Portanto, os valores para n sao {194, 392, 590, 788, 986} e existem 5 valores que

satisfazem as condicoes.

Possiveis heuristicos:
e Fase 1 (de Compreensao):
o C3 - Expressar em outras palavras: traduzir as informagdes do
enunciado utilizando o algoritmo de euclides € uma sugestao para

facilitar a sistematizagao das informacgdes.

e Fase 2 (de Planificagao e Exploragéo):

o PE1 - Simplificar: o primeiro passo dado na solugao proposta foi o de
manipular as equacgbes obtidas a fim de simplificar a busca pelos
valores desejados.

o PE3 - Buscar regularidades com a intengédo de generalizar: a partir da
simplificacdo das trés informagdes do enunciado, a busca por
regularidades entre elas € um caminho que pode auxiliar para
encontrar as solugdes.

m PE3a - testar valores: concomitantemente, atribuir valores as

variaveis também é um caminho para generalizar.

Categoria 1: As resolucdes incluidas nessa categoria sao aquelas que conseguiram
sistematizar as informagdes do enunciado utilizando o algoritmo da divisdo. No

entanto, nenhum aluno conseguiu avangar no sentido de encontrar a solugéo
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procurada.

Somente a partir das equagdes encontradas para cada informagdo do
enunciado nao € facil encontrar uma solugéo que as satisfaga. Um préximo passo
possivel em direcdo a solucdo do problema seria perceber que o “x” buscado nao é
multiplo de 6, 9 ou 11, pois em todos os casos deixa resto, mas x+4 o &, porém

nenhum dos alunos atingiu essa etapa.

Figura 19 - Exemplo de solugéo do problema T8-3 para a categoria 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Nao foram apresentadas outras estratégias de resolugao.

T8-4 O numero 3> — 1 tem exatamente dois divisores que sao maiores do
que 75 e menores que 85. Qual é o produto desses dois divisores?
(a) 5852 (b) 6560 (c) 6804 (d) 6888 (e) 6972

Disciplina: Teoria dos Numeros

Tema abordado no simulado: Congruéncia

Sugestao de resolugao:

~ 532
Fatorando a expresséo 3 — 1, temos
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32 123" - 1.3+ 1) = -D.3+ .3+ 1=
=3 -3 +0.3+0D.3°+1)
Como os divisores procurados estdo entre 75 e 85, temos (34 — 1)=80 e

(34 + 1) = 82. Portanto, o produto procurado é 80.82 = 6560.

Possiveis heuristicos:
e Fase 1 (de Compreensao):
o C3 - Expressar em outras palavras: este problema apresenta um

enunciado e uma pergunta bastante objetiva. A Unica sugestdo aqui é

subdividir o problema em dois: quem sao os divisores de 3% _ 1 entre
75 e 857 E qual é o produto desses valores?
e Fase 2 (de Planificagao e Exploragéo):

o PE9 - Decompor o problema: a partir da primeira pergunta elencada na
fase anterior, uma sugestdo para elaboragdo de um plano é
novamente subdividir o problema em dois: encontrar a fatoragdo do
numero em questao e em seguida buscar os divisores que satisfazem
as condigdes apresentadas. Por fim, realizar o produto dos valores

encontrados.

Categoria 1: Resolugdes que calcularam as poténcias de 3 para identificar os

divisores da expressao.

Figura 20 - Exemplo de solugéo do problema T8-4 categoria 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
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Categoria 2: Resolugdes que iniciaram o desenvolvimento fatorando a expressao

no produto da soma pela diferenga dos termos.

Figura 21 - Exemplo de solugdo do problema T8-4 categoria 2 - Parte 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Figura 21 - Exemplo de solug&o do problema T8-4 categoria 2 - Parte 2

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Nao foram identificadas outras estratégias de resolugéao.

A11-1 Paula cortou uma folha de papel em 10 partes. Depois pegou uma
dessas partes e voltou a corta-la em mais 10 partes. Ela repetiu este mesmo
processo mais trés vezes, fazendo cinco vezes no total. No final, quantos
pedagos de papel ela obteve?

(a) 36 (b) 40 (c) 46 (d) 50 (e) 56

Disciplina: Algebra

Tema abordado no simulado: Recorréncias
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Sugestao de resolugao:

Em cada etapa, com excegao da ultima, Paula separa 9 pedacos e o décimo é
repartido em outros 10 pedacos. Assim, em cinco etapas, teremos
9+9+9+9+10=46.

Possiveis heuristicos:
e Fase 1 (de Compreensao):

o C2 - Exemplificar: uma maneira de compreender a situacao
apresentada é observar o que ocorre em uma etapa ou mais. Muitas
resolugdes utilizaram-se de desenhos para ilustrar a situacao.

e Fase 2 (de Planificagado e Exploragéo):

o PES3 - Buscar regularidades com a intengao de generalizar: a partir da

etapa de compreensdo, buscar alguma regularidade entre as

quantidades obtidas em cada passo da recorréncia.

Categoria 1: Resolugcdes que listaram as etapas da recorréncia descrita pelo
enunciado.

Figura 22 - Exemplo de solug&o do problema A11-1 categoria 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
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Obs.: Existe um erro de interpretagdo dos passos da recorréncia. Nessa resolugao,
o aluno pega sempre um novo pedago do papel inicial e ndo dos novos pedagos
obtidos. No entanto, os dois caminhos levam ao mesmo resultado para esse caso.
O resolutor encontraria um problema caso esse processo fosse repetido por mais de
10 vezes, pois o0s pedagos iniciais acabariam. O erro pode estar vinculado a

formulagao imprecisa do enunciado.

N&o foram encontradas outras estratégias de resolugao.

A11-2 Pedrinho deseja subir uma escada com 6 degraus. Ele pode subir 1
degrau ou 2 degraus de cada vez. De quantas maneiras diferentes Pedrinho
pode subir essa escada? Por exemplo, uma maneira é subir 1 degrau quatro
vezes e, em seguida, 2 degraus uma vez. Outra maneira é subir 2 degraus no
comecgo e entdo subir 1 degrau quatro vezes.

(a)5 (b)6 (c)8 (d)9 (e) 13

Disciplina: Algebra

Tema abordado no simulado: Recorréncias

Sugestao de resolugao:

Podemos dividir a analise em 4 casos, considerando 1, 2, 3, 4, 5 e 6 como os
degraus dessa escada:

1° - Subindo de 1 em 1 degrau

1-2-3-4-5-6

2° - Subindo 2 degraus uma vez

2-3-4-5-6

1-3-4-5-6

1-2-4-5-6
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1-2-3-5-6

1-2-3-4-6

3° - Subindo 2 degraus duas vezes
2-4-5-6

2-3-5-6

2-3-4-6

1-3-5-6

1-3-4-6

1-2-4-6
4° - Subindo 2 degraus trés vezes
2-4-6

Totalizando 13 possibilidades.

Possiveis heuristicos:
e Fase 1 (de Compreensao):
o C2 - Exemplificar: uma maneira de compreender a situagao
apresentada é observar o que ocorre em cada um dos casos possiveis
a partir de exemplos.
e Fase 2 (de Planificagao e Exploragao):
o PE9 - Decompor o problema: a estratégia utilizada para contar os
casos totais foi subdividir em casos de acordo com as possiveis

maneiras de subir a escada.

Categoria 1: Nenhuma estratégia apresentada levou a resposta correta por falta de

sistematizagdo na contagem dos casos.



Figura 23 - Exemplo de solugéo do problema A11-2 categoria 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
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A11-3 Na sequéncia que comega com 17, 18, 19, ..., cada termo apés o
terceiro é calculado subtraindo seu anterior da soma dos dois termos que
vieram imediatamente antes desse anterior. Por exemplo, o quarto termo é
17+18-19=16. Qual é o vigésimo termo dessa sequéncia?

Dica: calcule alguns termos até perceber um padrao.

(a) -20 (b) -10 (c)-2 (d) 0 (e) 35

Disciplina: Algebra

Tema abordado no simulado: Recorréncias

Sugestao de resolugao:

Calculando alguns termos dessa sequéncia, obtemos:
a4=17+18—19=16

a5=18+19—16=21
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a6=19+16—21=14
a7=16+21—14=23

A partir disso, podemos observar que a sequéncia pode ser dividida em duas
subsequéncias. Uma para n par que € uma PA decrescente de razéo 2. E outra
para n impar que é uma PA crescente de razéo 2.

Assim, podemos escrever duas expressoes

a, =a,— 2(n—-1)

a, ,=a + 2(n—-1)

Portanto, a, =a, =a,= 2(10 - 1) = 18-18=0

2

Possiveis heuristicos:
e Fase 1 (de Compreensao):

o C2 - Exemplificar: como o préprio enunciado sugere, calcular alguns
termos como exemplo auxilia na compreensdo do comportamento da
sequéncia.

e Fase 2 (de Planificagéo e Exploragao):

o PE9 - Decompor o problema: a partir da identificacdo do
comportamento da sequéncia, a estratégia empregada € a divisdo do
problema em duas subsequéncias.

Categoria 1: Resolugdes que tiveram como estratégia calcular todos os termos até
0 20°.

Figura 25 - Exemplo de solugéo do problema A11-3 categoria 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
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Categoria 2: Resolugdes que identificaram o padrao da sequéncia e calcularam o

20° termo a partir desse padrao.

Figura 26 - Exemplo de solugéo do problema A11-3 categoria 2

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

T12-1 Determine o numero de pares ordenados (a,b) de inteiros positivos
tais que a*-b?=91.
(@)0 (b)1 (c)2 (d)3 (e) 4

Disciplina: Teoria dos Numeros

Tema abordado no simulado: Equagdes Diofantinas

Sugestao de resolugao:

Fatorando o lado esquerdo da igualdade, temos - b= (a + b).(a — b).
Como a fatoragcdo em primos de 91 dada por 7 x 13 & Unica sem consideraro 1 e
a e b sao inteiro positivos, podemos concluir que

a+b=13ea—-—b=70ua+b=91ea—-b =1
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Assim,a = 10eb = 30ua = 91 e b = 0 sao as unicas solugbes para o sistema

linear acima.

Possiveis heuristicos:
e Fase 1 (de Compreensao):
o C2 - Exemplificar: buscar escrever a diferengca entre quadrados de
numeros inteiros para compreender o problema.
e Fase 2 (de Planificagao e Exploragao):
o PE7 - Partir do que se sabe: utilizar informag¢des prévias, como o
teorema fundamental da aritmética para tirar conclusbes acerca da

solucdo do problema.

Categoria 1: Resolugdes que utilizaram a fatoragdo de 91 em primos e testaram

valores para a e b.

Figura 27 - Exemplo de solugéo do problema A12-1 categoria 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Nao foram apresentadas outras estratégias.

T12-2 Considere a seguinte igualdade 2" + 2" = 3** — 3”, comx ey
inteiros. Entao x é igual a
(@)3 (b)2 (c)1 (d)0 (e) -1

Disciplina: Teoria dos Numeros

Tema abordado no simulado: Equagdes Diofantinas
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Sugestao de resolugao:

Aplicando as propriedades de poténcia em ambos os termos da igualdade, temos
2.2 + 2" =3".3* = 3°. Colocando os fatores comuns em evidéncia, obtemos a
seguinte igualdade

3.2°=3".2°

Como MDC(2,3)=1, podemos concluir que x=3 e y=1.

Possiveis heuristicos:
e Fase 1 (de Compreensao):

o C3 - Expressar em outras palavras: o enunciado deixa subentendido a
existéncia de um unico valor de x que satisfaga a igualdade. Uma
sugestao é expressar a pergunta de forma mais direta para facilitar a
compreensao: “Qual é o unico numero inteiro x que satisfaz a seguinte
igualdade?”

e Fase 2 (de Planificacédo e Exploragéo):

o PES3 - Buscar regularidades com a intengdo de generalizar: diferente
da solugdo proposta, as resolucbes apresentadas pelos alunos
utilizam-se da analise dos valores que cada membro da equacao pode
assumir a partir do heuristico PE3a - testar valores. Buscando assim
identificar critérios que os levem a solucéo.

Categoria 1: Resolugdes que encontraram o valor procurado atribuindo valores
paraxey.

Figura 28 - Exemplo de solugdo do problema A12-2 categoria 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
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Nao foram apresentadas outras estratégias.

4.2 Categorias encontradas

Na secgao anterior, apresentamos os problemas propostos aos alunos e as
diferentes estratégias utilizadas por eles para soluciona-los. Classificamos, quando
possivel, as estratégias em trés categorias.

A categoria 1 agrupou estratégias que abordavam o problema a partir de
palpites ou tentativas, aleatdrias ou sistematicas, de encontrar valores que
satisfizessem as condigdes descritas no enunciado, listando exemplos ou
encontrando casos particulares. Listamos abaixo alguns heuristicos que
caracterizam essa categoria, lembrando que nosso foco foi nas fases de
compreensao, exploragao e planificagdo por serem as que ficam evidenciadas nas
resolucdes escritas.

e (2 - Exemplificar
e PE3 - Buscar regularidades com a intengéo de generalizar;
o PE3a - testar valores;

e PEG - Assumir a solugéo

A categoria 2 incluiu estratégias mais sistematicas que utilizam ferramentas
matematicas mais elaboradas para abordar os problemas. Os alunos com
frequéncia organizam e reescrevem as informagbes do enunciado com mais
clareza, possibilitando a criacdo de um plano de resolucdo para os problemas.
Alguns heuristicos tipicos dessa categoria foram

e (C1 - Organizar a informacao;
e C3 - Expressar em outras palavras;
e PES8 - Planejar hierarquicamente a solugao;

e PE9 - Decompor o problema;

A categoria 3 ficou reservada a estratégias criativas que, por vezes, se
aproximam do heuristico PE3a, no entanto apresentam insights que consideramos

de um grau maior de sofisticagcdo matematica.
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CAPITULO 5 - Analise Longitudinal

O objetivo deste capitulo é apresentar uma analise longitudinal das
estratégias empregadas pelos alunos ao longo da participagao no projeto.

Para isso, selecionamos dois alunos que consideramos bons informantes,
levando em consideragé&o dois critérios: dados robustos e resolucdes legiveis.

A proposta da andlise € identificar se houve amadurecimento no uso da
linguagem algébrica para a resolugéo de problemas. A nossa hipotese era que os
alunos, ao longo da participagado no projeto e do contato com estratégias diversas
para a resolugdo de problemas, incorporassem uma linguagem mais precisa e
matematica que possibilitassem encarar os problemas construindo estratégias mais

elaboradas.

5.1 Resolugodes do aluno 3

T4-1 (aplicado em 18/05)

Ao dividir o numero inteiro 20 + x por 11 obtemos resto 7. Qual € o menor valor
inteiro positivo de x?
(@) 10 (b)9 (c)6 (d)4 (e)2

Fonte: IMPA (2019)

Figura 29 - Resolugéo do problema T4-1 do aluno 3

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
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Andlise: apresenta dominio do algoritmo de euclides e o plano para resolugao &
consistente, realizando o teste das alternativas. N&o apresenta dominio da
linguagem algébrica para equacionar o problema como auxilio para encontrar a
solucéo.

T4-2 (aplicado em 18/05)

Pedro afirma de que exatamente 25% dos seus livros sdo de ficcao cientifica e
1/9dos seus livros sdo de comédia. Sabendo que Pedro possui entre 50 e 100
livros, quantos livros ele possui?

(A)50 (B)56 (C)64 (D)72 (E)96

Fonte: IMPA (2019)

Figura 30 - Resolugéo do problema T4-2 do aluno 3

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Analise: testou as alternativas buscando encontrar uma quantidade que satisfaz as

condi¢cdes do enunciado.
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A7-1 (aplicado em 29/06)

Na subtracdo abaixo, cada letra representa um algarismo diferente. Qual é o

algarismo que C representa?
ABA

- CA
AB

(@2 (b)4 (c)5 (d)7 (e)9

Fonte: IMPA (2019)

Figura 31 - Resolugéo do problema A7-1 do aluno 3

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Analise: apresenta bom dominio das propriedades basicas dos numeros inteiros e a
estratégia € bem organizada, apesar de nao apresentar uma justificativa clara para

o uso de A=1.

AT7-2 (aplicado em 29/06)

Janaina escreveu no quadro-negro dois numeros cuja soma € igual a 1357. Ela
observou que um desses numeros poderia ser obtido apagando o algarismo das
unidades do outro. Qual é esse algarismo?

(@)4 (b)5 (c)6 (d)7 (e)8

Fonte: IMPA (2019)
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Figura 32 - Resolugéo do problema A7-2 do aluno 3

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Analise: ndo desenvolveu

T8-1 (aplicado em 17/08)

Um guarda trabalha durante 4 dias consecutivos e descansa no dia seguinte.
Apbs cada dia de descanso ele volta a repetir esse processo, trabalhar 4 dias e
descansar 1 dia. Se em certo domingo ele descansa, quantos dias de trabalho o
guarda tera até que ele volte a descansar num domingo?

()35 (b)28 (c)24 (d)20 (e)16

Fonte: IMPA (2019)

Figura 33 - Resolugéo do problema T8-1 do aluno 3

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
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Analise: optou por organizar a informagdo no formato de uma tabela, listando os
dias de trabalho e descanso até encontrar um dia que satisfizesse as condi¢des do
enunciado, apresentando uma resolucdo por extensao, com descrigdo sistematica,

sem buscar por padrdes.

T8-2 (aplicado em 17/08)

Paula deseja colocar dois algarismos nos espagos livres do numero de quatro
digitos 2_ _8 de modo que o numero obtido seja divisivel por 3. De quantas
maneiras ela pode fazer isso?

(@) 19 (b) 20 (c)29 (d) 30 (e) 33

Fonte: IMPA (2019)

Figura 34 - Resolugéo do problema T8-2 do aluno 3 - Parte 1

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
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Figura 35 - Resolucéo do problema T8-2 do aluno 3 - Parte 2

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Anadlise: entende o critério a ser utilizado e tem um bom plano para a resolugéao.
Apresentou uma boa sistematizagdo, fixando algarismos e estudando as

possibilidades para os demais, no entanto esqueceu de contabilizar alguns casos.

T8-3 (aplicado em 17/08)

Um inteiro é especifico quando deixa resto 2 na divisao por 6, resto 5 quando
dividido por 9 e resto 7 quando dividido por 11. Existem quantos inteiros positivos
especificos de trés algarismos?

(@5 (b)4 (c)3 (d)2 (e) 1

Fonte: IMPA (2019)

Figura 36 - Resolugao do problema T8-3 do aluno 3

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
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Analise: Nao desenvolveu, mas foi capaz de reescrever o valor desconhecido

algebricamente com as trés informagdes do enunciado.

T8-4 (aplicado em 17/08)

O numero 3% — 1 tem exatamente dois divisores que sao maiores do que 75 e
menores que 85. Qual é o produto desses dois divisores?
(a) 5852 (b) 6560 (c) 6804 (d) 6888 (e) 6972

Fonte: IMPA (2019)

Figura 37 - Resolugao do problema T8-3 do aluno 3

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Analise: utilizou incorretamente as propriedades basicas de poténcia, tentando
reduzir o expoente com a propriedade da multiplicagdo dos expoentes, no entanto
nao identificou o produto notavel esperado para facilitar a resolugéo e, portanto, nao

encontrou a solugao correta.

A11-1 (aplicado em 28/09)

Paula cortou uma folha de papel em 10 partes. Depois pegou uma dessas partes
e voltou a corta-la em mais 10 partes. Ela repetiu este mesmo processo mais trés
vezes, fazendo cinco vezes no total. No final quantos pedagos de papel ela
obteve?

(a) 36 (b)40 (c)46 (d)50 (e) 56

Fonte: IMPA (2019)
Analise: o aluno nao estava presente na data de aplicagao.
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A11-2 (aplicado em 28/09)

Pedrinho deseja subir uma escada com 6 degraus. Ele pode subir 1 degrau ou 2
degraus de cada vez. De quantas maneiras diferentes Pedrinho pode subir essa
escada? Por exemplo, uma maneira é subir 1 degrau quatro vezes e, em seguida,
2 degraus uma vez. Outra maneira € subir 2 degraus no comego e entao subir 1
degrau quatro vezes.

(@)5 (b)6 (c)8 (d)9 (e) 13

Fonte: IMPA (2019)

Analise: o aluno nao estava presente na data de aplicacao.

A11-3 (aplicado em 28/09)

Na sequéncia que comeca com 17, 18, 19, ..., cada termo apos o terceiro é
calculado subtraindo seu anterior da soma dos dois termos que vieram
imediatamente antes desse anterior. Por exemplo, o quarto termo é 17+18-19=16.
Qual é o vigésimo termo dessa sequéncia?

Dica: calcule alguns termos até perceber um padréo.

(a)-20 (b)-10 (c)-2 (d)0 (e) 35

Fonte: IMPA (2019)
Analise: o aluno ndo estava presente na data de aplicacao.

T12-1 (aplicado em 19/10)

T12-1 Determine o numero de pares ordenados (a,b) de inteiros positivos tais que
a%-b?=91.
(@0 (b)1 (c)2 (d)3 (e)4

Fonte: IMPA (2019)

Figura 38 - Resolugéo do problema T12-1 do aluno 3

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
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Analise: encontrou a fatoracdo em primos do numero 91, mas aparentemente nao
utiizou essa informagdo para garantir a unicidade da solugdo encontrada.
Consistentemente com solugdes anteriores, usou tentativa para encontrar um par

(a,b) que fosse solugao.

T12-2 (aplicado em 19/10)

T12-2 Considere a seguinte igualdade 2" + 2 = 3**

— 3%, com x e y inteiros.
Entdo x é igual a

(@3 (b)2 (c)1 (d)0 (e)-1

Fonte: IMPA (2019)

Figura 39 - Resolugéo do problema T12-2 do aluno 3

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Anadlise: a estratégia foi atribuir valores as variaveis x e y, novamente por tentativa,

mas cometeu um erro ao calcular a poténcia 33, o que levou a solugao incorreta.

Apesar do aumento da complexidade das questdes ao longo dos simulados,
o aluno 3 apresentou uma boa capacidade de elaborar planos consistentes de
resolugdo, ainda que na maioria das vezes a estratégia principal tenha sido a
tentativa de encontrar solugdes a partir de palpites. Nao foi possivel verificar se o
aluno se apropriou de novas ferramentas matematicas para resolver os problemas,
mas vale ressaltar que o aluno passou a utilizar a escrita algébrica para sistematizar

as informagdes do enunciado como, por exemplo, nos problemas T4-1 e T8-3.
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5.2 Resolugodes do aluno 36

T4-1 (aplicado em 18/05)

Ao dividir o numero inteiro 20 + x por 11 obtemos resto 7. Qual é o menor valor
inteiro positivo de x?
(@) 10 (b)9 (c)6 (d)4 (e)2

Fonte: IMPA (2019)

Figura 40 - Resolugéo do problema T4-1 do aluno 36

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Analise: O aluno utilizou tentativa para encontrar a solugdo que satisfizesse as
condigbes do enunciado, possivelmente guiado pelas alternativas apresentadas e

verificou a resposta corretamente.

T4-2 (aplicado em 18/05)

Pedro afirma de que exatamente 25% dos seus livros sdo de ficcdo cientifica e
1/9dos seus livros sao de comédia. Sabendo que Pedro possui entre 50 e 100
livros, quantos livros ele possui?

(A)50 (B)56 (C)64 (D)72 (E)96

Fonte: IMPA (2019)
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Figura 41 - Resolugéo do problema T4-2 do aluno 36

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Analise: Novamente, o aluno buscou a alternativa que satisfizesse as condigbes

exigidas pelo enunciado, ser divisivel por 4 e por 9, e verificou corretamente.

A7-1 (aplicado em 29/06)

Na subtragdo abaixo, cada letra representa um algarismo diferente. Qual é o

algarismo que C representa?
ABA

- CA
A B

(@)2 (b)4 (c)5 (d)7 (e)9

Fonte: IMPA (2019)

Figura 42 - Resolugéo do problema A7-1 do aluno 36

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
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Analise: Concluiu corretamente que B=0 a partir da subtracdo das unidades. Nao
argumenta com clareza qual foi o raciocinio utilizado para concluir que A=1 e C=9.

Aparentemente, utilizou tentativa e verificou se o palpite satisfazia as condig¢des.

AT7-2 (aplicado em 29/06)

Janaina escreveu no quadro-negro dois numeros cuja soma € igual a 1357. Ela
observou que um desses numeros poderia ser obtido apagando o algarismo das
unidades do outro. Qual é esse algarismo?

(@)4 (b)5 (c)6 (d)7 (e)8

Fonte: IMPA (2019)
Figura 43 - Resolugéo do problema A7-2 do aluno 36

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Analise: O aluno apresenta uso inadequado da linguagem algébrica e do raciocinio
I6gico-dedutivo, ao concluir que y=x. As informag¢des do enunciado ndao foram

algebrizadas corretamente.

T8-1 (aplicado em 17/08)

Um guarda trabalha durante 4 dias consecutivos e descansa no dia seguinte.
ApoOs cada dia de descanso ele volta a repetir esse processo, trabalhar 4 dias e
descansar 1 dia. Se em certo domingo ele descansa, quantos dias de trabalho o
guarda tera até que ele volte a descansar num domingo?

(@)35 (b)28 (c)24 (d)20 (e)16

Fonte: IMPA (2019)



76

Figura 44 - Resolugéo do problema T8-1 do aluno 36

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Anadlise: observou que cada ciclo tem 5 dias e buscou quantos ciclos foram

necessarios para finalizar em um domingo.

T8-2 (aplicado em 17/08)

Paula deseja colocar dois algarismos nos espacos livres do numero de quatro
digitos 2_ 8 de modo que o numero obtido seja divisivel por 3. De quantas
maneiras ela pode fazer isso?

(a) 19 (b) 20 (c)29 (d) 30 (e) 33

Fonte: IMPA (2019)

Figura 45 - Resolugao do problema T8-2 do aluno 36

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
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Analise: testou os valores que tornavam o numero divisivel por 3, fixando o
segundo algarismo e variando o terceiro. Observou alguns casos e generalizou, sem
levar em conta que se a escolha do segundo algarismo tornar a soma um multiplo
de 3, o terceiro algarismo pode também ser 0, totalizando quatro possibilidades
nesses casos. Por exemplo, se a escolha do segundo algarismo for 2, a soma dos
algarismos ¢ igual a 12 e o terceiro algarismo pode ser igual a 0, 3, 6 ou 9

garantindo a divisibilidade por 3.

T8-3 (aplicado em 17/08)

Um inteiro é especifico quando deixa resto 2 na divisdo por 6, resto 5 quando
dividido por 9 e resto 7 quando dividido por 11. Existem quantos inteiros positivos
especificos de trés algarismos?

(@)5 (b)4 ()3 (d)2 (e)1

Fonte: IMPA (2019)

Analise: o aluno deixou a questao em branco.

T8-4 (aplicado em 17/08)

O numero 3** — 1 tem exatamente dois divisores que sao maiores do que 75 e
menores que 85. Qual é o produto desses dois divisores?
(a) 5852 (b) 6560 (c) 6804 (d) 6888 (e) 6972

Fonte: IMPA (2019)

Analise: o aluno deixou a questao em branco.

A11-1 (aplicado em 28/09)

Paula cortou uma folha de papel em 10 partes. Depois pegou uma dessas partes
e voltou a corta-la em mais 10 partes. Ela repetiu este mesmo processo mais trés
vezes, fazendo cinco vezes no total. No final quantos pedagos de papel ela
obteve?

(a) 36 (b)40 (c)46 (d)50 (e)56

Fonte: IMPA (2019)
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Figura 46 - Resolug&o do problema A11-1 do aluno 36

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Analise: apesar do uso impreciso da notagdo matematica, o raciocinio esta correto

e o aluno também verificou a solu¢gdo com a conta indicada ao lado esquerdo.

A11-2 (aplicado em 28/09)

Pedrinho deseja subir uma escada com 6 degraus. Ele pode subir 1 degrau ou 2
degraus de cada vez. De quantas maneiras diferentes Pedrinho pode subir essa
escada? Por exemplo, uma maneira é subir 1 degrau quatro vezes e, em seguida,
2 degraus uma vez. Outra maneira € subir 2 degraus no comec¢o e entao subir 1
degrau quatro vezes.

(@)5 (b)6 (c)8 (d)9 (e) 13

Fonte: IMPA (2019)
Figura 47 - Resolugéo do problema A11-2 do aluno 36

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
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Andlise: a estratégia do aluno é consistente, considerando inicialmente o total de
passos, avangando somente um degrau; depois considera o total de passos
avancando somente dois degraus; em seguida, faz uma combinagao linear destes
casos, sabendo que o total € igual a seis passos. A falta de organizacéo faz ele se

perder na contagem dos casos.

A11-3 (aplicado em 28/09)

Na sequéncia que comeg¢a com 17, 18, 19, ..., cada termo apds o terceiro é
calculado subtraindo seu anterior da soma dos dois termos que vieram
imediatamente antes desse anterior. Por exemplo, o quarto termo é 17+18-19=16.
Qual é o vigésimo termo dessa sequéncia?

Dica: calcule alguns termos até perceber um padrao.

(a)-20 (b)-10 (c)-2 (d)0 (e) 35

Fonte: IMPA (2019)

Figura 48 - Resolugéo do problema A11-3 do aluno 36

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Analise: erro de interpretagdo do problema. O aluno nado compreendeu a regra de
formagao da sequéncia, apesar de buscar um padréo na sequéncia e tentar chegar

a uma resposta usando esse padrao.
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T12-1 (aplicado em 19/10)

T12-1 Determine o numero de pares ordenados (a,b) de inteiros positivos tais que
a%-b?=91.
(@0 (b)1 (c)2 (d)3 (e)4

Fonte: IMPA (2019)

Figura 49 - Resolugéo do problema T12-1 do aluno 36

DI e

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)

Analise: encontrou uma das solugdes possiveis. Ndo encontrou uma estratégia que

mostrasse que essa solugao € unica ou se existem outras.

T12-2 (aplicado em 19/10)

T12-2 Considere a seguinte igualdade My = P 3”, com x e y inteiros.

Entao x é igual a
(@3 (b)2 (c)1 (d)0 (e)-1

Fonte: IMPA (2019)
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Figura 50 - Resolugdo do problema T12-2 do aluno 36

Fonte: dados coletados pelo autor (2019)
Analise: atribuiu valores as variaveis (na ordem 1, 2, 3) e encontrou um par que

satisfizesse a equacgdo. Aparentemente, sua tentativa foi guiada pelas alternativas

apresentadas pelo problema.

O aluno cria bons planos de resolugdo, envolvendo tentativa e erro ou
construgao. Ao longo dos problemas é possivel perceber a introdugédo de elementos
algébricos na organizagéao da resolucao, inclusive facilitando os palpites como, por

exemplo, no problema A11-2.

De modo geral, néo foi possivel identificar os avangos dos alunos ao longo da
participagdo no projeto. Atribuimos essa dificuldade ao aumento do grau de
dificuldade dos problemas propostos ao longo da coleta de dados, impossibilitando

que os alunos apresentassem solugbes a grande parte destes.
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Na seg¢do seguinte, apresentamos algumas sugestbes de caminhos
alternativos que poderiam levar a dados mais consistentes e, consequentemente, a

analises mais completas.

Consideragoes finais

Os desafios de um estudo observacional perpassam por varios niveis. O
primeiro deles é definir o que se pretende analisar. O segundo é desenhar a coleta
de dados de modo a responder as perguntas pretendidas.

Nossa proposta inicial era caracterizar as habilidades dos alunos
participantes na resolugéo dos problemas propostos. No entanto, percebemos que
os dados coletados eram insuficientes para levar a conclusbes acerca do
desenvolvimento dessas habilidades por dois motivos. Primeiramente, os problemas
aplicados aos alunos eram elaborados pelo programa de treinamento e nao foi
possivel desenhar problemas que possibilitassem uma analise dos tipos de
estratégias heuristicas abordados no marco teorico. Além disso, o0 aumento no grau
de dificuldade dos problemas propostos, por vezes, impossibilitou que os alunos
apresentassem solugdes, tornando inviavel uma analise longitudinal.

Uma alternativa a ser aplicada em futuros trabalhos aborda os seguintes
pontos: desenho prévio do caso, propondo problemas que evidenciem determinadas
estratégias. Analise imediata dos dados coletados para possiveis ajustes no
método. Aplicagdo de entrevistas com os sujeitos de pesquisa para complementar
as analises realizadas.

O caminho que optamos seguir foi o de realizar uma analise descritiva mais
focada nos problemas propostos, utilizando a teoria apresentada sobre resolucédo de
problemas. Desse modo, o ponto central estudado neste trabalho se deslocou para
os problemas matematicos, focado no material disponibilizado pelo IMPA.

Acreditamos que o material apresentado € de grande utilidade para direcionar
futuras investigagdes que explorem olimpiadas cientificas, nas quais o
desenvolvimento de um trabalho que preza pela autonomia dos estudantes na

resolucao de problemas é fundamental.
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Com o apoio de dados mais robustos, seria possivel identificar e,
simultaneamente, incentivar a apropriagdo de novas estratégias heuristicas através
de mediagdes direcionadas, bem como descobrir novas perguntas que auxiliem na
formacgao dos professores que atuam como mediadores deste processo, trazendo a
teoria apresentada para a pratica e a observacao da pratica para fundamentar a
formacéao tedrica.

O uso da teoria Vygotskyana, citada neste trabalho, acerca da zona de
desenvolvimento proximal certamente auxiliaria na compreensdo do processo de
aquisicao de tais habilidades ao analisar a mediagao realizada pelos monitores e
pelos pares durante a resolugcdo de problemas em grupos. Uma sugestdo para
investigacdes futuras é dar foco as perguntas mediadoras e como elas auxiliam na
incorporagdo de novas estratégias, mapeando as etapas que o estudante atingiu
sozinho, chamada por Vygotsky de nivel de desenvolvimento real, e as etapas
alcancadas apds o processo de mediacao, chamada de nivel de desenvolvimento
potencial.

Por fim, este trabalho implicou em mudangas diretas na pratica utilizada nas
aulas do POTI. Atualmente, os monitores passaram a discutir e elaborar as listas de
problemas propostas aos alunos, visando um alinhamento entre o proposto e o
observado durante as mediagbes. As reunides de formagédo seguem o formato
citado na secdo 1.4, porém com a possibilidade de realizar modificagdes nos
problemas de acordo com as necessidades emergidas da discussdo. Desse modo,
tornou-se possivel o desenho de problemas que proporcionem as estratégias

heuristicas desejadas.
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Anexos

Anexo I-TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO AOS RESPONSAVEIS

Polo Olimpico de Treinamento Intensivo: Habilidades desenvolvidas na preparagao de
alunos para Olimpiadas de Matematica

Jheovany Henrique Martins Pereira
Laura Rifo
Numero do CAAE: 86136818.5.0000.8142

Vocé esta sendo convidado a participar como voluntario de uma pesquisa. Este
documento, chamado Termo de Consentimento Livre e Esclarecido, visa assegurar seus
direitos como participante e é elaborado em duas vias, uma que devera ficar com vocé e outra
com o pesquisador.

Por favor, leia com atencdo e calma, aproveitando para esclarecer suas duvidas. Se 3
houver perguntas antes ou mesmo depois de assina-lo, vocé podera esclarecé-las com o
pesquisador. Se preferir, pode levar este Termo para casa e consultar seus familiares ou outras
pessoas antes de decidir participar. Nao havera nenhum tipo de penalizagdo ou prejuizo se
vocé nao aceitar participar ou retirar sua autorizacédo em qualquer momento.

Justificativa e objetivos:

Os objetivos deste estudo consistem em identificar e mensurar os impactos no
desenvolvimento de habilidades matematicas em alunos do ensino basico pela participacao
nas atividades do programa POTI. Caso vocé autorize, seu(sua) filho(a) ira participar de
atividades que possibilitem verificar o seu desempenho. A participacao dele(a) nédo é
obrigatéria e, a qualquer momento, podera desistir da participagcdo. Tal recusa nao trara
prejuizos em sua relagdo com o pesquisador ou com o Programa. Tudo foi planejado para
minimizar os riscos de sua participagao na pesquisa, porém se ele(a) sentir desconforto com as
perguntas, dificuldade ou desinteresse podera interromper a participagéo e, se for o caso,
conversar com o pesquisador sobre o assunto.

Procedimentos:

Participando do estudo vocé estd sendo convidado a: -Preencher um questionario
visando obter informacdes sobre a escola e seu rendimento, preferéncia por tipos de atividades
que poderiam ser realizadas no programa, o ambiente familiar e as expectativas do aluno a
respeito do programa e dos seus estudos futuros; -Avaliagdo inicial com a intengdo de mapear
e mensurar as habilidades selecionadas a partir dos Parametros Curriculares Nacionais, dos
alunos ao inicio do programa; -Aplicagdo de desafios matematicos que possibilitem avaliar o
nivel de raciocinio loégico; -Acompanhamento constante das atividades presenciais e das
atividades a serem realizadas no forum online; -Avaliagao final a ser comparada a primeira.

Desconfortos e riscos:

Vocé nao deve participar deste estudo se sentir desconforto com as perguntas,
dificuldade ou desinteresse. Caso ocorra, ele podera interromper a participacéo e, se houver
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interesse, conversar com o pesquisador sobre o assunto. A participagdo néo € obrigatéria €, a
qualquer momento, o sujeito podera desistir da participagdo. Tal recusa nao trara prejuizos em
sua relagdo com o pesquisador ou com o Programa.

Beneficios:

A participagdo podera contribuir para um melhor entendimento do processo de
aprendizagem da Matematica.

Acompanhamento e assisténcia:

Ao identificar dificuldades no desempenho do participante no programa, serdo tomadas
as medidas necessarias para auxiliar na permanéncia e bem-estar do aluno no projeto. Ao fim
do projeto, os participantes receberdo os resultados das analises com suas identidades
devidamente preservadas.

Sigilo e privacidade:

Vocé tem a garantia de que sua identidade sera mantida em sigilo e nenhuma
informacdo sera dada a outras pessoas que ndo fagam parte da equipe de pesquisadores. Na
divulgagao dos resultados desse estudo, seu nome nao sera citado.

Ressarcimento e Indenizagao:

A pesquisa sera realizada durante o decorrer do programa, ndo havendo alteragao na
rotina do participante. Vocé tera a garantia ao direito a indenizagédo diante de eventuais danos
decorrentes da pesquisa.

Contato:

Em caso de duvidas sobre a pesquisa, vocé podera entrar em contato com o pesquisador
Jheovany Henrique Martins Pereira, residente em Rua Gilberto Pattaro, 150-Barao
Geraldo/Campinas, (11)976902395, jheovany.martins@gmail.com. Em caso de denuncias ou
reclamacgdes sobre sua participagao e sobre questdes éticas do estudo, vocé podera entrar em
contato com a secretaria do Comité de Etica em Pesquisa (CEP) da UNICAMP das 08:30hs as
11:30hs e das 13:00hs as 17:00hs na Rua: Tessalia Vieira de Camargo, 126; CEP 13083-887
Campinas — SP; telefone (19) 3521-8936 ou (19) 3521-7187; e-mail: cep@fcm.unicamp.br. O
Comité de Etica em Pesquisa (CEP). O papel do CEP é avaliar e acompanhar os aspectos
éticos de todas as pesquisas envolvendo seres humanos. A Comissdo Nacional de Etica em
Pesquisa (CONEP), tem por objetivo desenvolver a regulamentagéo sobre protegdo dos seres
humanos envolvidos nas pesquisas. Desempenha um papel coordenador da rede de Comités
de Etica em Pesquisa (CEPs) das instituices, além de assumir a funcéo de 6rgéo consultor na
area de ética em pesquisas Consentimento livre e esclarecido: Apds ter recebido
esclarecimentos sobre a natureza da pesquisa, seus objetivos, métodos, beneficios previstos,
potenciais riscos e 0 incdbmodo que esta possa acarretar, aceito participar:

Nome do(a) participante:

Data: / /
(Assinatura do participante ou nome e assinatura do seu RESPONSAVEL LEGAL)

Responsabilidade do Pesquisador: Asseguro ter cumprido as exigéncias da resolucdo
466/2012 CNS/MS e complementares na elaboragao do protocolo e na obtengédo deste Termo
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de Consentimento Livre e Esclarecido. Asseguro, também, ter explicado e fornecido uma via
deste documento ao participante. Informo que o estudo foi aprovado pelo CEP perante o qual o
projeto foi apresentado e pela CONEP, quando pertinente. Comprometo-me a utilizar o material
e os dados obtidos nesta pesquisa exclusivamente para as finalidades previstas neste
documento ou conforme o consentimento dado pelo participante.

Data: / /

(Assinatura do pesquisador)
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