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Resumo

O Problema de Completamento de Matrizes (PCM) consiste em estimar as entradas em
falta de uma matriz, a partir de um subconjunto de entradas conhecidas. Esse problema
pode ser formulado como um problema de otimizacao com a condi¢ao de que a matriz
a ser completada tenha posto reduzido. Além disso, em algumas aplicagdes, o posto
da matriz alvo é conhecido a priori e esta informacao pode ser 1util para o processo de
completamento da matriz. Esta tese concentra-se no estudo de métodos de otimizacao para
o completamento de matrizes de posto conhecido. Inicialmente, propomos um método que
utiliza a informacao do posto alvo e uma decomposicao SVD truncada em cada iteracao.
Estabelecemos uma condigao sob a qual a sequéncia gerada pelo método é quasi-Fejér
convergente para o conjunto solugao do problema. Em seguida, incluimos um mecanismo de
aceleragao semelhante a aceleracao de Nesterov para obter uma heuristica que, embora nao
tenha garantia de convergéncia, pode ser usada para a obtencao de um bom ponto inicial,
bem como um valor para o parametro de regularizacdo para um método de gradiente
proximal acelerado que visa resolver um problema de quadrados minimos regularizado pela
norma nuclear. Uma segunda contribuicdo da tese consiste na aplicacdo de um método
de gradiente projetado para resolver um problema de otimizagao com restricao de posto
que modela o PCM. O principal desafio dessa abordagem esta na escassez de resultados
de convergéncia para o gradiente projetado (GP) em conjuntos nao-convexos, que sejam
baseados em hipdteses razoaveis na pratica. Utilizando a propriedade de isometria restrita,
bem como, assumindo conhecido o posto da matriz alvo, mostramos que a sequéncia
gerada pelo algoritmo de GP proposto converge para a solugdao do problema. Todos os
métodos propostos foram testados, tanto com dados sintéticos, quanto em conjuntos de
dados reais usualmente utilizados na area. Os resultados computacionais obtidos mostram
que os métodos propostos tém desempenho similar aos principais métodos da literatura,

com a vantagem de controlar o posto da matriz resultante.

Palavras-chave: Completamento de Matrizes. Matrizes de posto reduzido. Matrizes de

posto conhecido. Gradiente Proximal. Gradiente Projetado.



Abstract

The Matrix Completion Problem (MCP) consists in estimating the missing entries of a
matrix from a subset of known entries. This problem can be formulated as an optimization
problem with the condition that the matrix to be completed has a low rank. Furthermore,
in some applications, the rank of the target matrix is known in advance; this information
can be helpful during the matrix completion process. This thesis focuses on the study of
optimization methods for the completion of matrices that have known rank. Initially, we
propose a method that uses the target rank information and a truncated SVD decomposition
at each iteration. We establish a condition under which the generated sequence is quasi-Fejér
convergent to the solution set of the problem. We then include an acceleration mechanism
similar to Nesterov’s acceleration to obtain a heuristic that, although the convergence is
not guaranteed, can be used to obtain a good starting point, as well as a value for the
regularization parameter for an accelerated proximal gradient method that aims to solve
a nuclear norm regularized least squares problem. A second contribution of the thesis
consists of the application of a projected gradient method to solve a rank-constrained
optimization problem that models the PCM. The main challenge of this approach lies in
the scarcity of convergence results for the projected gradient (GP) on non-convex sets that
are based on reasonable assumptions in practice. Using the restricted isometry property, as
well as, assuming that the rank of the target matrix is known, we show that the sequence
generated by the proposed GP algorithm converges to the solution of the problem. All
the proposed methods have been tested, both with synthetic data and on real data sets
commonly used in the field. The computational results obtained show that the proposed
methods perform similarly to the main methods in the literature, with the advantage of

controlling the rank of the resulting matrix.

Keywords: Matrix Completion. Low-rank matrices. Known-rank matrices. Proximal
Gradient. Projected Gradient.
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Introducao

O problema de recuperar uma matriz a partir de uma fragdo de suas entradas
é conhecido como Problema de Completamento de Matrizes (PCM) e tem despertado o
interesse de muitos pesquisadores nas tultimas décadas. Em geral, o PCM é um problema
mal-posto [16], uma vez que, dada uma amostra aleatéria de entradas conhecidas de uma
matriz, havera infinitas possibilidades de completamento das entradas em falta. Nesse
sentido, Candés e Recht [15] dao uma contribui¢do importante para a area ao mostrarem
que é possivel recuperar matrizes de posto reduzido a partir de um conjunto relativamente
pequeno de entradas conhecidas. Assim, o PCM geralmente assume a hipétese de que a

matriz alvo tem posto reduzido.

Ha diversas aplicagoes que podem ser analisadas sob a 6tica de completamento
de matrizes. Na area de filtragem colaborativa [13, 36], podemos citar os sistemas de
recomendacao [33], que sdo ferramentas utilizadas por empresas para recomendar novos
produtos a seus clientes utilizando o histérico de informacoes dos usuarios armazenado
no sistema. Neste caso, acredita-se que poucos fatores colaboram para a preferéncia
dos usuarios, resultando em uma matriz de posto baixo. Outras aplicagoes importantes
incluem o problema de predicao de link [59, 9], machine learning [21] e alguns problemas

em processamento de imagem [24].

Esta tese tem enfoque no estudo de métodos de otimizacao para completamento
de matrizes de posto conhecido a priori. A motivagdo advém de aplicagoes reais cuja
matriz associada possui posto conhecido, tais como o problema de localizacao em rede
de sensores [45]. Neste problema, o objetivo é determinar as posi¢oes de sensores na rede
a partir de uma amostra de distdncias entre alguns pares de sensores [43]. Um passo
intermediario para sua resolu¢ao é completar as entradas (distancias) faltantes em uma

Matriz de Distancias. Tais matrizes possuem posto reduzido e conhecido [20].

As contribuigbes desse trabalho estdo concentradas nos dois tltimos capitulos

e sao sintetizadas a seguir:

e Propomos um algoritmo de duas fases, a primeira das quais é uma heuristica baseada
em uma iteragdo de ponto fixo que usa a informacao do posto da matriz alvo para
estimar um parametro de regularizacdo e um bom ponto inicial para um método de
gradiente proximal acelerado [46] (segunda fase), que visa resolver um problema de
quadrados minimos regularizado pela norma nuclear (mais detalhes na Segao 3.2).

Parte dos resultados deste estudo foi apresentada em [3, 4] e publicada no artigo [2].

o Estudamos um método de gradiente projetado para determinar uma matriz de posto
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no maximo r que melhor se ajuste as entradas conhecidas de uma matriz alvo de
posto r. Mostramos que a sequéncia gerada converge para uma solucao do problema
sob uma condicao relaxada do pardmetro de isometria restrita. Além disso, incluimos
um mecanismo de aceleragao similar a aceleragao de Nesterov, que fornece bons
resultados numéricos quando comparado com outros métodos para completamento

estudados neste trabalho. Um resultado desse estudo foi apresentado em [1].

Essa tese esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 1, apresentamos uma
revisao de alguns resultados importantes que sao comumente explorados em estudos de
métodos de completamento de matrizes. O Capitulo 2 é dedicado ao estudo do Problema
de Completamento de Matrizes de Posto Reduzido e a revisao de alguns métodos para
completamento que serdao usados como benchmark nos préximos capitulos. No Capitulo 3,
propomos um algoritmo de duas fases para recuperacao de matrizes de posto conhecido
a priori, o qual ¢ inspirado em uma heuristica para completamento de matrizes de
posto conhecido, e comparamos os resultados numéricos com os métodos estudados no
capitulo anterior. No Capitulo 4, estudamos um método de gradiente projetado para
completamento de matrizes. Mais especificamente, aplicamos o GP para resolver um
problema de otimizac¢ao com restricao de posto e utilizando a funcao especifica do problema
mostramos a convergéncia do método sob uma condicao de isometria restrita. Além disso,
incluimos um mecanismo de aceleracao de Nesterov e obtivemos uma heuristica com
bons resultados numéricos. No Capitulo 5, apresentamos as conclusoes, uma sintese das
contribuigoes dessa tese e elencamos alguns tépicos que serdao considerados em pesquisas

futuras.
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1 Fundamentos tedricos

Neste capitulo revisitamos algumas defini¢oes e resultados que consideramos
essenciais para o desenvolvimento deste trabalho. Comecamos apresentando a classe
das fungoes convexas, as quais possuem importantes propriedades que sao comumente
exploradas em formulagoes de problemas de completamento de matrizes. Em seguida,
apresentamos alguns resultados de dlgebra matricial, dando énfase a conceitos importantes
no contexto deste trabalho, como a Decomposicdo em Valores Singulares (SVD'), a norma
nuclear, entre outros. Finalmente, apresentamos o método do gradiente proximal, o qual
estd diretamente relacionado com uma de nossas contribuigdes. Algumas referéncias para
este capitulo sao [6, 14, 22, 38, 46, 49, 50, 55, 56, 57].

1.1 Funcoes convexas

Convexidade é um conceito fundamental em otimizacdo e os conjuntos convexos
constituem um dominio natural para as fungdes convexas. Geometricamente, um conjunto
S ¢é dito convexo se todo ponto do segmento de reta que une dois pontos quaisquer de S

pertence a S.

Definicao 1.1 (Conjunto convexo). O conjunto S < R"™ é chamado um conjunto convexo

se para quaisquer x,y € S e para todo X € [0, 1], tem-se Ax + (1 — Ny € S.

Defini¢do 1.2 (Fungao convexa). Seja S < R" um conjunto convero. Dizemos que a

fungao f:R" — R é convera em S quando

Oz + (1 =XNy) <Af(2)+ (1 =X2f(y), (1.1)

para todos x,y € S e A€ [0, 1].

Quando a desigualdade (1.1) é satisfeita estritamente para quaisquer =,y € S
e A€ (0,1), diz-se que f é uma funcao estritamente convera. Além disso, dizemos que
f:R"™ - R é fortemente convera no conjunto convexo S < R", com mddulo ¢, quando

existe uma constante ¢ > 0 tal que

Oz + (1= XNy) < Af(2) + (1 =N)f(y) - ng =Nz —yls, (1.2)

quaisquer que sejam z,y € S e A € [0,1]. Uma consequéncia imediata de (1.2) é que

toda funcao fortemente convexa é estritamente convexa. Entretanto, a reciproca nao é

1" Do inglés Singular Value Decomposition.



Capitulo 1. Fundamentos teoricos 18

verdadeira. Por exemplo, a fungdo f(x) = e”, definida em R, é estritamente convexa, mas

nao é fortemente convexa.

Embora a definicao de fungao convexa parega simples, nem sempre é facil
mostrar que uma fungao f é convexa usando a desigualdade (1.1). No entanto, quando f

é diferenciavel, sua convexidade pode ser caracterizada pelo teorema a seguir.

Teorema 1.1. /38, Teorema 3.1.7] Sejam f:R™ — R uma fungdo diferencidvel e S < R"

um conjunto convero. A fungdo f € convexa em S se, e somente se,

fy) = f(@) + <V f(x),y — ), (1.3)

para todos x,y € S.

A Figura 1 fornece a interpretacao geométrica para a desigualdade (1.3). Observe
que a expressao do lado direito de (1.3) é uma aproximagao de Taylor de primeira ordem
de f em torno de x. A desigualdade nos diz que, para uma funcao convexa, a aproximagao
de Taylor de primeira ordem ¢é de fato um limitante inferior global de f. Outra propriedade
imediata de (1.3), é que, se (Vf(x),y —x) > 0,Vy € C, entao f(y) = f(z) , Yy € C, isto é,

2 ¢ um minimizador global de f em S.

Figura 1 — Aproximacao linear de f

Com efeito, o resultado a seguir mostra que todo minimizador local de f
convexa ¢ minimizador global. Aqui lembramos a definicao de minimizador local. Dados
uma funcdo f : R" - R e a e S < R", dizemos que a é um minimizador local de f
em S quando existe § > 0, tal que f(a) < f(x), para todo = € B(a,0) n S, em que
B(a,8) = {x e R" : ||z —a|» < §} . Quando f(a) < f(z) para todo x € S, dizemos que a é

um minimizador global de f em S.

Teorema 1.2. [49, Teorema 3.12] Seja S < R" e f : S — R uma fungdo conveza. Se

a €S € um minimizador local de f, entao a é um minimizador global de f.
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Ha muitos problemas nos quais a funcao que se deseja minimizar é nao-convexa.
Nestes casos, pode ser razoavel tentar encontrar uma funcao convexa que se aproxima
de tal funcao e tentar minimiza-la em seu lugar. Isto nos leva ao conceito de envelope
convexo de uma fung¢ado. Para definirmos tal conceito, precisamos de algumas defini¢oes e

resultados preliminares.

Definigao 1.3 (Envelope convexo de um conjunto). Seja S um subconjunto do R™. O
conjunto formado pela intersecao de todos os conjuntos converos que contém S é chamado

de envelope convero de S e serd denotado por conv S.

Definicao 1.4. Seja S < R". O epigrafo de uma fungio f : S — [—o0, +o0], denotado por

epi f, é definido como
epi f={(z,t):xe S teR, f(x)<t}.
O epigrafo de uma funcao f é composto pelo grafico de f e os pontos que estao

acima do grafico. Uma funcao f é convexa em S quando seu epigrafo é um subconjunto

convexo de R™™. Na Figura 2 temos uma ilustracio do epigrafo de uma funcio f.

Figura 2 — O epigrafo da funcao f representado pela cor cinza. A fronteira inferior, em
vermelho, é o grafico de f.

O dominio efetivo de uma func¢ao f : R" .S — [—o0, +o0], que toma valores
na reta real estendida [—o0, +00] = R U {£o0}, é a projecao do epigrafo de f no espago

R", isto é,
dom f = {z: existet, (x,t) €epi f} ={xeR": f(z) < +w0}.

Teorema 1.3. /28, Proposicio 2.5.1] Seja a fungio f: R"™ — R U {+w0} tal que f # +o0,
e existe uma fungao afim minorante de f em R", isto €, para algum (s,b) € R" xR, tem-se

f(z) = {s,z) + b para todo x € R". Entao, as fungoes

g1(x) =inf {t: (z,t) € conv epi f}, (1.4)
g2(x) = sup {h(x),h é convera, h < f}, (1.5)

sao convexas e coincidem no R™.
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Defini¢do 1.5 (Envelope convexo de uma fungao). O envelope convexo de uma fungao
f:R" > R U {+w} que satisfaz as hipdteses do Teorema 1.3 é qualquer uma das fungoes

g1(z) e g2(x) definidas nas equagoes (1.4)-(1.5).

Intuitivamente, o envelope convexo de uma funcao f é a maior fungao g tal
que g(z) < f(z), para todo x € R". A Figura 3 apresenta uma ilustragdo geométrica para

a envelope convexo da fungao f da figura anterior.

Figura 3 — Interpretagdo geométrica do envelope convexo de uma fungao. A fungao g (azul)
é o envelope convexo de f (vermelho).

Dado um conjunto S < R", diz-se que um ponto a € R" é aderente a .S quando
a for limite de uma sequéncia de pontos z" € S. O fecho do conjunto S, denotado por S, é
o conjunto de todos os pontos aderentes a S. Obviamente, S ¢ S. No caso de ser S = S,

diz-se que S é um conjunto fechado.

Definicao 1.6 (Funcao fechada). Uma fungao f : R™ — [—o0, +0] € fechada se, e somente

se, seu epigrafo é um conjunto fechado.

Defini¢ao 1.7 (Fungao prépria). Uma fungao f : R" — [—o0, 40| € dita propria se ela
nao atinge o valor —oo e eziste pelo menos um x € R" tal que f(x) < +00, isto €, dom f

¢ ndo-vazio.

Defini¢ao 1.8 (Conjugado convexo). Seja a fungio f: R"™ — R U {+0} tal que f # +o0,
e existe uma funcao afim minorante de f em R"™. O conjugado convexo f*, da funcio f, é
definido por

F*y) = sup (. 2) = f(x)). (1.6)

x€R™

em que y € R™ € um ponto arbitrdrio.
Definicdo 1.9 (Biconjugado). O biconjugado, f**, de uma fungio f satisfazendo as
hipoteses da Defini¢io 1.8 € definido por: para todo x € R",

[ () = () (x) = sup ((y, 2) — f* () - (1.7)

yeR™
Exemplo 1.1. Considere a funcio f : R — R, definida por f(x) = |z — 2x|.

O conjugado de f € dado por
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+ 2)?
(y4)’ sey < —2ouy =2
[(y) = 0, se —2<y<0
2y, se 0 <y < 2.
e o biconjugado de f é dado por
x? — 2z, sex <0 oux =2
[ (@) =
0, se 0 <z < 2.

A figura, a sequir, mostra os grdaficos de f e f**.

Figura 4 — Os gréaficos da fungao f (vermelho) e seu biconjugado f** (azul tracejado).

25
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Observacao 1.1. Se uma funcgdo f satisfaz as hipéteses do Teorema 1.3, entdo usando as
equagoes (1.6) e (1.7) mostra-se que f**(x) < f(x) para todo x € R™. Além disso, f** € a
maior fungao convexa tal que f**(x) < f(x), de modo que se uma fung¢io convezra h é tal
que h < f, para todo x € R", entdo h < f** (para mais detalhes consulte [28, Capitulo EJ).

Definigao 1.10 (Subgradiente). Seja f : R" — R wma fungao convexa. Dizemos que

g € R" € um subgradiente de f no ponto xy € R", se

f(@) = f(xo) + g, — o), (1.8)

para todo x € R". O conjunto de todos os subgradientes de f em xq é chamado de

subdiferencial de f em zq e é denotado por 0f(xo).

O subdiferencial pode ser utilizado para estabelecer uma condi¢do necessaria e

suficiente para um minimizador de uma fungdo convexa f, da seguinte maneira:
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Lema 1.1. [/2, Teorema 3.1.20] Um ponto x* é um minimizador de uma fung¢do convera

[ se, e somente se, f é subdiferencidvel em x* e 0 € 0f(x*).

A proéxima segao trata dos conceitos e resultados de dlgebra matricial que serao

usados ao longo dos préximos capitulos.

1.2 Nocoes de algebra matricial

Defini¢ao 1.11 (Combinagao linear). Sejam o conjunto de vetores V- = {vy, v, ..., v,} <

R™ e o conjunto de escalares {ay,aq,...,an,} < R. A expressao dada por
ov1 + QU9 + -+ - + Uy
chamamos de combinagao linear dos elementos de V.

Definicdo 1.12 (Dependéncia e independéncia linear). Dizemos que o conjunto V =
{v1,v9,...,0,} € R™ € linearmente independente (LI), ou que os vetores vy, va, ..., v, SG40
LI, se a equagao

vy + Uy + -+ Uy = 0, (1.9)

implica oy = ag = --- = «a,, = 0. No caso em que exista algum o; # 0, dizemos que o

conjunto V' € linearmente dependente (LD).

Defini¢ao 1.13 (Posto de uma matriz). Seja a matriz A € R™*". O posto de A, denotado

por posto(A), € o nimero mdzimo de linhas ou colunas linearmente independentes.

Dois vetores u, v € R" sdo ditos ortogonais quando {(u,v) = 0. Um conjunto de
vetores {vy, vg, ..., vy} < R™ é dito ortornormal quando seus vetores sdo ortogonais dois a
dois e ||v;|| = 1 para cada i; isto é, (v;,v;) = 0, quando ¢ # j e {v;,v;) = 1, quando i = j.
Uma matriz Q € R™™ ¢ dita ortogonal se Q'Q = QQT = I, em que I é a
matriz identidade de ordem m. Em uma matriz ortogonal as linhas (colunas) sao vetores

ortonormais. Além disso, se ) é uma matriz ortogonal, entdo Q' = Q.

Teorema 1.4. (SVD [23, Teorema 2.4.1]) Seja A € R™*™ wuma matriz de posto r. Entdo,
A pode ser escrita na forma
A=UxV", (1.10)

em que U € R™*™ e V e R™™" sdo matrizes ortogonais e 3 € R™*" € dada por

ir X7 Or x(n—r)

¥ = : (1.11)

O(mfr) XT O(mfr) x{n—r)

em que Yy, = diag(o1,09,...,0,), com oy =09 = -++ = 0, > 0.
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Na decomposigao (1.10), as colunas de U e V' sdo vetores ortonormais e sao
chamados de vetores singulares a esquerda de A e vetores singulares a direita de A,
respectivamente. Os niimeros reais o; sdo as raizes quadradas positivas dos autovalores de

ATA ou AAT e sdo chamados de valores singulares da matriz A.

O préximo resultado segue imediatamente do Teorema 1.4, escrevendo-se a

SVD da matriz A em blocos adequados e eliminando-se os blocos desnecessarios.

Teorema 1.5. (SVD compacta [57, Teorema 4.1.10]) Seja A € R™*™ uma matriz de posto
r. Entao, existem matrizes U e R™", X e R™" e Ve R™", em que U eV sdo matrizes
com colunas ortonormais e X é uma matriz diagonal com as entradas da diagonal principal

dadas por o1 = 09 = --- = 0, > 0, tais que

A=UxV". (1.12)

Uma forma interessante de apresentar a SVD de uma matriz A e que segue

escrevendo-se a equagao (1.12) na forma

01 UlT
A:[ul U ... U,r:l ) ? )
v
oy
¢é dada por
A= Z ajujv;. (1.13)
j=1

Uma outra consequéncia imediata da SVD é que o posto de um matriz A é dado
pela quantidade de valores singulares nao-nulos. Este fato esta formalizado no teorema a

seguir, cujo resultado advém do fato que U e V' sao matrizes de posto completo.

Teorema 1.6. [56, Teorema 5.1] Seja A € R™*™. O posto de A é dado pela quantidade de

valores singulares nao-nulos.

Definigao 1.14 (Norma matricial). Uma norma matricial é uma fung¢io que associa a

cada matriz A € R™"™ um nimero real | Al e satisfaz as sequintes propriedades:

1. |A =20 e ||A =0 < A=0.
2. ||aA||l = |a|||Al], para todo escalar .

3. |A+ Bl < [[Al + Bl
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Sao exemplos de normas matriciais a norma de Frobenius de uma matriz

1/2
|aij|2> ;
j=1

[All2 = max | Az]s.
[

A e R™" que é definida por

A = (i

=

[y

e a norma-2, definida por

Teorema 1.7. [23, Corolario 2.4.5] Seja A € R™" e ¢ = min(m,n). Entao,

Al =01 e [A|Z=02+ 402

Dada uma matriz X € R™" e seja ¢ = min {m, n}, define-se a norma nuclear
q

de X como a soma dos valores singulares de X, isto é, || X, = Z 0r(X). O Teorema
k=1
1.8, que apresentaremos a seguir, garante que a fungao |||, é de fato uma norma. Antes,

precisaremos de um resultado auxiliar.

Lema 1.2. [50, Corolario 3.4.3] Sejam A, B € R™*" matrizes tais que 01(A) = 09(A) =
- =20,(A)=0e01(B)=03(B) =---=0,B) =20, ¢ =min(m,n) e sejam o1(A+ B) =
02(A+ B) == 0,(A+ B) =0 os valores singulares ordenados de A+ B. Entdio,

k k

oi(A+B) <Y o(A)+ Y 0i(B), k=1,....q (1.14)

1 i=1 i=1

(2

A desigualdade (1.14) garante que a soma dos k maiores valores singulares é

sub-aditiva. Entretanto, exceto para o maior valor singular oy, valores singulares individuais

10
em geral nao satisfazem tal desigualdade. Para ver isto, considere as matrizes A = ]
00
00
e B= , e repare que 09(A + B) = 1, enquanto que 09(A) + 09(B) =0+ 0 = 0.
01

Teorema 1.8. [50, Coroldrio 3.4.4] Para uma matriz X € R™", sejam ¢ = min {m, n}
e Sk(X) = 01(X) + 02(X) + - - - + 01(X) a soma dos k maiores valores singulares de X .
Entdo, Si(-) satisfaz as propriedades 1, 2 e 3 da Defini¢ao 1.1/, para k =1,...,q.

Demonstragio. Como o;(X) >0,V i=1,...,k, segue que Si(X) = 0. Se X =0, entao
oi(X) =0,YVi=1,...,q logo S,(X) = 0. Por outro lado, 0 = Si(X) > 01(X) =
| X |2 = 0, implica X = 0, o que prova a propriedade 1. Para provar a propriedade 2,
considere um escalar a e note que (aX)" (aX) = a*X T X, logo 0;(aX) = 4/\(a2XTX) =
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A 2N XTX) = |ajv/M(XTX) = |a]o;(X), em que A\(XTX) =0 é o i-ésimo autovalor

de X' X. Portanto, Si(aX) = |a|Sk(X). A propriedade 3 segue do Lema 1.2. O

A norma nuclear desempenha um papel importante na area de completamento
de matrizes. Parte disso, deve-se ao teorema seguinte, o qual relaciona tal conceito com o

posto de uma matriz A.

Teorema 1.9. [22, Teorema 1] No conjunto S = {X € R™" | ||X||» < 1}, o envelope
convezo da fungao ¢(X) = posto(X) € a fungao f(X) = || X||«.

Demonstragio. A prova é feita em duas partes e consiste em mostrar que ¢** = f no

conjunto S. O resultado segue da Observacao 1.1 e do Teorema 1.3.

Parte 1 (Célculo de ¢*): Sejam ¢(X) = posto(X) e S = {X e R™" | [ X[, < 1}. Pela
equagao (1.6) tem-se

6" (¥) = sup ((¥. X) = 9(X)). (1.15)

em que (Y,X) = Tr (Y'X) e Tr(A) = Za“ ¢ o trago da matriz A € R™*". Seja

q = min(m, n), pelo teorema do trago de von Neumann (veja a Se¢do 3.3 em [50]), tem-se
a
T (Y7X) < 2 (1.16)

em que 0;(Y) e 0;(X) sdo os i—ésimos maiores valores singulares de Y e X, respectivamente.
Dada uma matriz Y € R™*" pode-se mostrar, usando as propriedades do traco de uma
matriz, que a igualdade em (1.16) é atingida fazendo-se Uy = Uy e Vx = Vy, em que
Y = UyXyVy e X = UxSxVy sdoas SVDs de Y e X, respectivamente. O termo ¢(X) em
(1.15) nao depende de Ux e V. Portanto, o supremo pode ser encontrado maximizando-se
o primeiro termo, isto é, fazendo-se Ux = Uy e Vx = Vi-. Dessa forma, a equagao (1.15)
pode ser reescrita como
q
¢*(Y) = sup (Z oi(Y)oi(X) — posto(X)) : (1.17)
Xes \;
Agora, vamos considerar apenas as matrizes X € S cujo posto r é no maximo
q. Note que, se posto(X) = 0, entdao ¢*(Y) = 0, para todo Y € R™*". Por outro lado, se
posto(X) = r, com 1 < r < ¢, tomamos 0;(X) = 1 parat =1,...,r e 0;(X) = 0 para
i=r4+1,...,q, e entdo a expressao em (1.17) se reduz a ¢*(YV) = Zai(Y) — 7. Como

i=1
temos que considerar todos os casos para r = 0, ..., q, a expressao de ¢*(Y) fica

r

¢*(Y) = max (0,01(Y) L. ) e(Y) =1, ,Zai(Y) - q> . (1.18)

=1
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Repare que, se ||Y]2 < 1, entdo 0;(Y) < 1 e, portanto, segue de (1.18) que
¢*(Y) = 0. Por outro lado, para Y]]z > 1, o maior termo de (1.18) é aquele que soma
todos os termos positivos (o;(Y) — 1) e isto ocorre quando 0,.(Y) > 1 e 0,,1(Y) < 1.

Portanto, temos

se [[Y]2 <1

0,
¢"(Y) = Zrlo,-(Y) —r, o (Y)>leo,a(Y)<1, se |[Y[z>1 (1.19)

:Z (:(Y) - 1), , (1.20)

em que t; = max(t,0).

Parte 2 (Calculo de ¢™*): Usando o raciocinio anterior, podemos escrever o conjugado de

¢*, como

Y \i=1

¢**(Z) = sup <Z 0i(Z)oi(Y) = ¢*(Y)> : (1.21)

Vamos considerar dois casos, |Z|z > 1 e [Z]2 < 1

Se || Z]s > 1, podemos escolher o1 (Y') grande o bastante para que ¢**(Z) — oo.

Para ver isso, note que, em

¢**(Z) = sup (Z 0i(2)ai(YV) = ) (o:(Y) — 1)+> (1.22)

Y i=1

= sup ((01(2) —Dor(Y) + D oi(Z)oi(Y) — Z (0;(Y) — 1)+> , (1.23)

Y i=2

o coeficiente de o1 (Y") é igual ao ntimero positivo (01(Z)—1) e, como Y é irrestrito, pode-se
tomar o1 (Y') tdo grande quanto se queira.
Agora, seja | Z|2 < 1. Se |Y |2 < 1, entéo segue que ¢*(Y) = 0 e o supremo é

atingido para o;(Y) =1,7=1,...,¢q, fornecendo
q
¢**(2) = Y, 042) = |Z] ..
i—1

Agora mostraremos que, se ||Y|z > 1, o argumento do supremo é sempre menor
q

ou igual que o valor acima. Adicionando e subtraindo Z 0i(Z) = |Z|« e rearranjando os
i=1
termos, temos, segundo (1.19)
q T
oi(Z)oi(Y) = D (0i(YV) = 1)y =D 0i(Z)os(Y) = D (oY) = 1)

i=1 i=1 i=1 i=1

=2, 0i(D)ai(¥) = Y (@i (Y) = 1) = 3 oilZ) +] 2]
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T q

=2 (0i(2) = DoY) = D) + D (oi(Y) = Doi(2) + [ 2]«
i=1 i=r+1
<|Z]«

A desigualdade acima segue dos fatos: |Z|, < 1 implica 0;(Z) — 1 < 0 para
i=1,....,r,0.(Y)>1leo;(Y)<lparai=r-+1,...,q. Assim

T q

D0i(2) = DoY) = 1) + ). (0:(Y) — Doi(Z) < 0.

=1 i=r+1

O

Os resultados do teorema acima podem ser estendidos [22] para o conjunto limi-
tado S = {X e R™" | || X||, < M}. Neste caso, o envelope convexo da funcao posto(X)

1 1
no conjunto S é a fungao M”XH*, isto é, posto(X) = MHXH* para todo X € S.

Definigao 1.15 (Soft-thresholding). Seja A € R™*" uma matriz de posto r, cuja SVD €
dada por

A=UXV",

em que U € R™" Y e R™" eV e R"™". Para cada X\ > 0, define-se o operador soft-

thresholding S\(-) da sequinte forma:
S\(A) = US\V ', (1.24)
em que X = diag[(o1 — A)4, -+, (0, — A)4], com t; = max(0,1).

Teorema 1.10. [1/, Teorema 2.1] Seja A € R™*™ uma matriz de posto r e A = 0. A
solugcao do problema de otimizacao
1
in —[|X — Al|% + M| X|. 1.25
Jain o 17 + A XT], (1.25)

¢ dada por S\(A).

Demonstragio. Seja f(X) = ;HX — A% + M| X]|+. Como f é a soma de uma funcio
fortemente convexa e uma funcdo convexa, ela é uma func¢do estritamente convexa e,
portanto, possui um unico minimizador, digamos X. Resta mostrar que X=9 A\(A). Para
A = 0, o resultado segue fazendo-se X=4A= So(A). Suponha agora que A > 0. Pelo Lema
1.1 basta mostrar que

0edf(X)=X—A+AX|.,

em que d|X |, é o subdiferencial da norma nuclear em X. Seja X € R™ " uma matriz
arbitraria e UXV " sua SVD. E possivel mostrar [58] que

X[« ={UVT+W :WeR™™" U'W=0 WV =0, [W|[<1}.
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Tomemos X := S (A) e consideremos a SVD de A como A = UpXo V' +U 2, V',
em que Uy, Vp (U1, V1) sdo os vetores singulares associados com os valores singulares maiores

que A (menores ou iguais que \). Assim, X =0, (3o — M) Vj e, portanto,
A-X =XV +W), W=x"'Us, V.

Por construcao de Uy, Vp, Uy, Vi, tem-se que UOTW =0e WV, =0, e uma vez que os
elementos da diagonal de X; tém magnitudes limitadas por A, segue que |[W|, < 1.
Consequentemente, A — X € A\0| X[, = 0e X — A+ M| X||., o que conclui a prova. [

Encerramos esta secdo com o resultado que mostra que o operador soft-

thresholding é nao-expansivo e, consequentemente, uniformemente continuo.

Lema 1.3. /39, Lema 3] Para todos X,Y € R™" tem-se
[S\(X) = S\(V)F < [X =Y

1.3 O método do gradiente proximal

Dada uma fungdo convexa, prépria e fechada f: R" — R u {+0}, o operador

proximal prox, : R" — R" de f ¢ definido por

prox;(v) = arg min {;Hx — |3 + f(a:)} , (1.26)

em que ||-||2 ¢ a norma Euclidiana usual. Note que a expressao que estd sendo minimizada
do lado direito (1.26) é fortemente convexa e nao é identicamente igual a +oo (pela

defini¢do de f), de modo que ela possui um tnico minimizador para todo v € R™.

1
Exemplo 1.2. Seja f : R" — R definida por f(x) = ixTAx +b'x+cem que Ae RV™ ¢

simétrica definida positiva, b€ R" e ce R. O vetor proxf(v) ¢ o minimizador do problema

1 1
mxin{QHx—ng + QxTAJ:—i-bTx—l—c} (1.27)

A solugao dtima de (1.27) é atingida quando o gradiente da funcao objetivo é
tqual a zero:

Ar+b+z—v =0,

isto é, quando
(A+ Dz =v—b,

logo,
prox;(v) = (A+1)"'(v—b).
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Neste trabalho, utilizaremos o operador proximal da funcao escalada tf, com

t > 0, que é definido por

prox, ;(v) = arg min {21t||x — |3 + f(:v)} . (1.28)

Geometricamente, prox,;(v) ¢ um ponto que minimiza f e ainda se mantém
proximo de v. O fator de escala t controla a extensao com que o operador proximal mapeia

pontos na direcdo do minimo de f.

Agora que ja definimos o conceito de operador proximal e fornecemos sua

interpretacao geométrica, podemos apresentar o método do gradiente proximal.

Considere o problema de otimizagao da soma de duas fungdes dado por

min f(x) = g(z) + h(x), (1.29)

zeR"
em que assumimos as seguintes hipoteses:

H1: h: R" - R U {+0oo} é uma fungao prépria, fechada e convexa, ndo necessariamente

diferenciavel;

H2: ¢ : R" — R é uma funcado convexa e continuamente diferenciavel, com gradiente

Lipschitz continuo com constante L > 0:
IVg(x) =Vg)ll2 < Lllz —yl2s Va,yeRY

H3: O conjunto 6timo de (1.29) é ndo-vazio, isto é, X* = argmin,, f(x) # .

Repare que, se f fosse diferenciavel, entdo com o intuito de resolver (1.29)

poderiamos considerar o método classico do gradiente:

? e R, aFTt =2k PV (2. (1.30)

Como f nao é diferenciavel (ja que h pode nao o ser), o que se faz é minimizar

a aproximagao quadréatica Qi(x,y) de f em torno de um ponto arbitrario y: para t > 0
1
Qulz,y) = 9(v) + (Vo) — vy + ol =yl + h(x). (1.31)

Note que Q4(+, y) é fortemente convexa, pois é a soma de uma fungao fortemente
convexa e uma funcao convexa. Consequentemente, Q;(z, y) admite um tinico minimizador,

digamos p,;, (y). Assim,
Pun (y) = arg min {Q(z, y)} (1.32)

 argmin { o) + (Talu) 2 =5y + gl ~ vl + i)} (183
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= arg min {;tllw — (y—tVgW)|z + h(z) + gly) — ;Vg(y)H%} (1.34)
~argain { e = (o~ (V)3 + (o) (135
= proxy, (y —tVg(y)) (1.36)

em que a equivaléncia entre (1.34) e (1.35) se d4 eliminando-se o termo constante g(y) —

t
§||Vg(y)H§ Portanto, o método do gradiente proximal é descrito como,
e R, 2F*! = prox,, (:Bk — th(xk)) : (1.37)

em que t > 0 e prox,, (-) é o operador proximal. A equagao (1.37) é calculada em dois
passos: primeiro se computa a atualizacao pelo gradiente de g e, em seguida, o operador
proximal. Com isto, garante-se que o ponto z°! se move na direcdo do minimo de h e ao

mesmo tempo permanece proximo da atualizacao do gradiente de g.

Uma das vantagens do método do gradiente proximal é que prox,,(-) pode ser
calculado analiticamente para algumas fungoes importantes. Por outro lado, a implementa-
¢ao pode ser computacionalmente cara dependendo da funcao h, o que pode comprometer

a performance do método.

A convergéncia do método descrito em (1.37) é dada pelo teorema:

Teorema 1.11. [6, Teorema 3.1] Sejam f uma fungao satisfazendo as hipdteses do
problema (1.29) e {xk} a sequéncia gerada por (1.37). Entao, para um tamanho de passo
fizo t € (0,1/L] e qualquer k = 1 tem-se

O — a3

& R
X 1.
SYTRE Vr*e (1.38)

fah) = fa*) <

Uma versao do Teorema 1.11 para o caso em que o tamanho de passo é
encontrado em uma busca linear pode ser vista em [46]. A desigualdade (1.38) nos diz
que, dado um numero real € > 0, o nimero k de iteragoes necessarias para se obter um
z, tal que f(2) — f(z*) < e, é dado por [C/e], com C = M. Isto ¢, o método
do gradiente proximal tem taxa de convergéncia de O(1/k) ou complexidade de iteragao

O(1/e).

H4, ainda, a versao acelerada do método descrito em (1.37), conhecida como

gradiente proximal acelerado, no qual se considera o sistema de equagoes [6, 46] dado por

2"t = prox, (2% — tVg(2"))

(1.39)
S ($k+1 _ xk) ’

em que w® é um pardmetro de extrapolacdo, o qual deve ser escolhido de modo adequado

para que haja convergéncia e aceleracdo do método. Neste trabalho, usaremos w* =

(k—1)/(k +2), com o qual a taxa de convergéncia de (1.39) é dada pelo teorema, a seguir.
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Teorema 1.12. [6, Teorema 4.4] Sejam f uma fungao satisfazendo as hipdteses do
problema (1.29) e {xk} e {Zk} sequéncias geradas por (1.39). Entdo, para um tamanho de
passo fizo t € (0,1/L] e qualquer k =1 tem-se

f(l‘k) . f(I*) < 2”‘7:0 B LE*H%

e X~ 1.4
eSS (1.40)

Encerramos esta se¢do apresentando um exemplo importante, no qual conhece-

mos uma férmula fechada para o operador proximal.

Exemplo 1.3 (LASSO [54]). Dados um vetor de resultados b € R™ e uma matriz de

varidveis preditoras M € R™*P . Considere o problema de otimizagdo dado por
(1
argmln{2||b—M5||§+)\||B||1}, (1.41)
BeRP

onde A = 0 é um parametro de reqularizagio do modelo. O problema (1.41) é conhecido
como LASSO? e € uma ferramenta bastante usada para se encontrar estimativas para os

coeficientes em um modelo de regressao linear com dados esparsos.

. 1
Definindo-se g(3) = 5lb— MBI e h(8) = N|6ll, tem-se Vg(5) = —M" (b~
Mp) e o operador proximal dado por

) 1
pros(5) = avgmin{ 51 = 518 + Nlel |

= Sxe(B),
em que Sx(B) € o operador soft-thresholding aplicado ao vetor B, cuja expressio, neste

caso (vetorial), é dada por

57; — /\t, se Bl > At
[Sxe(B)]: = 4 0, se —M< B <M
Bi + At, se [ < —\t.

Portanto, a atualizacdo do gradiente proximal é dada por

B = Sy (BF +tMT(b— MBY)) .

No Capitulo 2, apresentaremos o Problema de Completamento de Matrizes e
formulacoes envolvendo o posto de uma matriz e a norma nuclear como sua relaxagao
convexa. A Decomposicao em Valores Singulares serd usada para explorar a nocgao de
(in)coeréncia de uma matriz, a qual é usada para medir o “espalhamento” de suas entradas
nao-nulas. Por fim, alguns algoritmos para o problema de completamento serao apresentados
e os resultados das Sec¢oes 1.2 e 1.3 serdo usados na Se¢ao 2.3.3 para mostrar que o algoritmo

Soft-Impute [39] é um método de gradiente proximal.
2

Acronimo para Least Absolute Shrinkage and Selection Operator.
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2 Completamento de Matrizes de Posto Re-

duzido

Este capitulo introduz o Problema de Completamento de Matrizes de Posto
Reduzido, bem como as principais defini¢oes e resultados pertinentes ao tema. Discutimos,
detalhadamente, o papel do posto para o problema de completamento e fornecemos um
estudo sobre as hipoteses comumente usadas na literatura de completamento de matrizes, no
qual conceitos importantes como incoeréncia e isometria restrita sao explorados. Em seguida,
apresentamos uma breve revisao de alguns algoritmos bem estabelecidos na literatura
e que servirao de benchmark em capitulos posteriores. Na tltima sec¢ao, mostramos
algumas aplicagoes préaticas importantes. As principais referéncias para este capitulo sao
[15, 16, 31, 44, 47, 48].

2.1 O Problema de Completamento de Matrizes

O Problema de Completamento de Matrizes consiste em completar/recuperar
uma matriz a partir de uma amostra de suas entradas. Em geral, obter uma recuperacao
precisa é uma tarefa impossivel. No entanto, assumir que a matriz desconhecida tem posto
baixo é um passo importante, pois torna a busca por solugdes uma tarefa possivel. O

exemplo, a seguir, nos da uma noc¢ao do papel do posto no contexto de completamento.

Exemplo 2.1. Considere as matrizes M e N dadas por

17 —1 2 3 7 2 —7/3
79 7 6 75 7 ?

M = ) e N= )
7T 7 710 7 ?
5 7 7 7 9 7 -6 7

Gwn

em que representa as entradas em falta de M e N. Estd claro que sem hipdteses
adicionais haveriam infinitas possibilidades de completar as entradas desconhecidas de
M e N. Entretanto, assumindo-se que posto(M) = 1, pode-se facilmente completar as

entradas em falta de M, de modo a obter-se uma unica solucao

1 3 =1 2
3 9 -3 6
-7 =21 7 14
5 15 =5 10

M:
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Por outro lado, mesmo assumindo-se que a matriz N tem posto igual 1, verifica-se que
¢ impossivel obtermos uma recuperacdo unica para tal matriz. Alguns completamentos

possiveis para N sao

-3 1 2 -7/3 -3 —10/3 2 —17/3

~15 5 10 —35/3 45 5 -3 35
N, = 5} o/ e Ny 0

—30 10 20 —70/3 9 10 -6 7

9 -3 —6 7 9 10 -6 7

Assim, em virtude da importancia do posto para o Problema de Completamento,
uma maneira comum de aborda-lo é em termos do problema de minimizacao do posto
[15, 44], dado por

min  posto(X)
XeRmxn (21)
sujeito a  Po(X) = Po(A),
em que X é a variavel de decisao e €2 é o conjunto de indices das entradas conhecidas da

matriz A e Py(-) é o operador projecgao, definido como

Xij, se (Z,j)EQ

[Po(X)]i; := (2.2)

0, caso contrario,

com Pq (-) dado por Py (X) = X — Py(X).

O raciocinio subjacente a formula¢do acima é o seguinte: se a informacao
(entradas conhecidas) estd concentrada nas r := posto(A) « min(m,n) colunas (linhas)
linearmente independentes da matriz A, entdo o restante das colunas (linhas) sdo combi-
nacoes lineares de tais colunas (linhas) de A e, portanto, podem ser recuperadas, desde
que algumas condigoes sejam satisfeitas. Apesar de sua importancia teérica, o problema
(2.1) é ndo-convexo e combinatoriamente dificil para conjuntos 2 gerais [44, 51]. Além
disso, todos os algoritmos que fornecem solugoes exatas para este problema requerem um

tempo exponencial na dimensao n (supondo que m = n) da matriz [15, 18].

Uma forma de driblar as dificuldades da formulacao (2.1), é considerar a norma

nuclear como uma relaxagdo convexa para a fungao posto(X). Assim, temos

min || X,
XeR (23)
sujeito a  Po(X) = Po(A).
Antes de prosseguirmos, cabe ressaltar que o conjunto viavel do problema

(2.3) nao é limitado. Logo, as hipéteses do Teorema 1.9 e da discussao subsequente nao
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sao satisfeitas e, portanto, a norma nuclear nao é o envelope convexo da func¢ao posto.
Entretanto, o ponto-chave, neste caso, é que a norma nuclear ¢ uma funcao convexa
que pode ser minimizada eficientemente usando algumas técnicas de otimizagao como a

programagao semidefinida [16].

Outros modelos consideram que as entradas da matriz sdo obtidas por meio
de processos ruidosos. Nesses casos, pode ser util considerar uma tolerancia associada ao
nivel de ruido nas entradas conhecidas da matriz. Assim, uma formulacao alternativa ao
problema (2.3) pode ser dada por

min || X«

XeRmxmn (24)
sujeito a || Po(X — A)||% < 6,

em que ¢ = 0 controla o nivel de ruido nas entradas conhecidas. Note que, se § = 0, entao
(2.4) se reduz a (2.3).

O Exemplo 2.1 deixa claro que somente a hipdtese de que a matriz desconhecida
tenha posto baixo nao é suficiente para garantir que o problema de completamento tenha
solucao tnica. Com efeito, veremos que condi¢oes adicionais sobre a quantidade minima de
entradas conhecidas e também sobre a posi¢ao de tais entradas sdo hipoteses fundamentais

para o sucesso do completamento.

2.2 Hipoteses comuns no problema de completamento

Ja vimos, no Exemplo 2.1, que a hipo6tese do posto reduzido nao é suficiente para
garantir o sucesso do completamento. Nesta secao, discorreremos sobre as propriedades

intrinsecas do problema de completamento.

2.2.1 Quantidade minima de entradas conhecidas

A quantidade minima de entradas conhecidas que uma matriz alvo deve possuir,
para que possa ser completada eficientemente, pode ser determinada a partir de uma nocao
de grau de liberdade, que se trata do niimero de varidveis que sao escolhidas livremente

em uma matriz [16, 44].

Vamos analisar o nimero de graus de liberdade de uma matriz. Para isto, seja
A e R™"™ uma matriz de posto . Como o posto de A é r, podemos escolher livremente os
valores para as entradas das r colunas linearmente independentes de A, resultando em mr
graus de liberdade para essas r colunas. Uma vez que r colunas linearmente independentes,
digamos Aj, ..., A,, sdo construidas, cada uma das n — r colunas restantes é escrita como
uma combinagao linear de Aq,..., A,. Assim, para cada coluna A; = a; A1 + - -+ + a4 A,

com ¢ =71+ 1,...,n, pode-se escolher livremente os valores dos r coeficientes oy, . . ., ;.



Capitulo 2. Completamento de Matrizes de Posto Reduzido 35

Assim, o ntiimero de graus de liberdade para as n—r colunas é (n—r)r. Portanto, o niimero

de graus de liberdade de uma matriz A € R™*" de posto r é dado pela férmula [44]

(m +n)r —r2 (2.5)

Agora, podemos usar a férmula (2.5) para calcular o nimero de graus de
liberdade das matrizes M e N do Exemplo 2.1. Com efeito, supondo que tais matrizes
tenham posto igual a 1, entao o nimero de graus de liberdade de M e N é 7. Por outro
lado, foi possivel completar M de maneira Unica com apenas 7 entradas conhecidas,
enquanto que N nao tem recuperacao unica, embora possamos observar 8 entradas na

matriz (quantidade maior que o nimero de graus de liberdade de V).

Assim, o nimero de graus de liberdade é fundamental, pois ele d4 a quantidade
minima de entradas conhecidas que uma matriz deve possuir (supondo que nao se estabelega
condigoes sobre as posigoes das entradas) para que possamos completé-la. Se a quantidade
de entradas observadas |Q| é tal que [ < (m +n)r —r?, entdo ndo importa quais entradas
de A estao disponiveis, havera infinitas possibilidades de completamento e a obtencao de

uma solugdo tnica é impossivel [16].

Observagao 2.1. Apesar de alguns trabalhos afirmarem [16, 20, 44] que o nimero de graus
de liberdade estabelece uma quantidade minima de entradas conhecidas que uma matriz
deve ter para que possa ser recuperada, veremos, a sequir, que hd outros resultados com

limitantes inferiores que dependem da forma como as entradas conhecidas sao amostradas.

2.2.2 Posicoes das entradas conhecidas

Como vimos na discussao acima, dispor de uma quantidade suficiente de
entradas conhecidas é importante, mas, para evitar que o problema seja mal-posto, caso
em que admite infinitas solugoes, é preciso estarmos atentos as posig¢oes de tais entradas

na matriz.

Uma situagao critica para o problema é quando a matriz tem uma linha ou

coluna inteira de entradas desconhecidas. Nesse caso, é impossivel recuperamos a matriz.

T

Para ver isso, considere a matriz de posto unitario B = uv ', com u € R™ e v € R". Assim,

U1 Uv2 ... WUV; ... UIUp

U2V UV ... UV; ... UUp
B =

U; V1 UV2 ... UV; ... UVp

UmV1 UpV2 ... UpVU; ... UpUy
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Note que u; s6 aparece na linha i e v; s6 aparece na coluna j. Assim, ¢ impossivel determinar
o valor de u;, se a linha ¢ for desconhecida. O mesmo vale para v;. Portanto, para que
uma matriz possa ser completada, é necessario que ela tenha pelo menos uma entrada

observada em cada linha ou coluna.

2.2.3 Espalhamento das entradas da matriz

Seja M € R™*"™ uma matriz de posto r. Se M tiver suas entradas nao-nulas
concentradas em uma determinada regido da matriz, é possivel que tenhamos uma amostra
de entradas pertencente ao espago nulo de P, inviabilizando sua recuperagao. O exemplo

(cléssico) a seguir ilustra essa situagao.

Exemplo 2.2. Considere a sequinte matriz M € R™"™ (com n grande) de posto unitdrio

000 ... 0

Note que, se todas as entradas dessa matriz forem conhecidas, exceto as quatro
entradas nao-nulas do canto superior esquerdo, entao é impossivel recuperar essa matriz,

mesmo que tenhamos quase 100% de entradas conhecidas.

Uma maneira de medir a concentracao das entradas nao-nulas de uma matriz é

através da noc¢ao de coeréncia.

Definicao 2.1 (Coeréncia [15]). Seja U um subespago de R"™ de dimensao r e Py a projegio
ortogonal sobre U. A coeréncia de U (com relagio a base candnica (e;)) é definida como
_ " 12

p(U) = max | P (2.6

n
Pode-se mostrar que 1 < p(U) < — (veja [15, p. 6]). Quanto maior o valor de

r
wu(U) mais coerente o subespaco U é em relagdo base canonica (e;), no sentido de que os
vetores da base de U podem estar quase alinhados com os vetores canonicos, resultando em
um valor de p(U) grande. Como P é um projetor ortogonal, segue que |Pre|3 < |e;l3,

logo u(U) atinge seu valor méximo quando U contém algum vetor canonico.

No caso matricial, a andlise é feita nos vetores singulares da matriz. Para isso,
seja M € R™*™ uma matriz de posto r, com sua Decomposicao em Valores Singulares

compacta dada por
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M=UxV" =) ouv,. (2.7)
j=1

Agora, considere as seguintes matrizes

Py =UU", P,=VV' e E=UVT, (2.8)

em que Py e Py sdo os projetores ortogonais no espaco coluna e espaco linha de M,

respectivamente.

Usando a expressio de Py definida em (2.8) podemos escrever | Pye;|3 em (2.6)

como

| Poeills = (Pues) ' (Pue:)

=e; P, Pye;
zeiTUUTUUTei
=e,UU"e;, U'U=1
=|Uil3,

em que U; é a i-ésima linha de U.

Assim, podemos escrever (2.6) como

n
u(U) = — max |U]5. (2.9)

r 1<isng

Por outro lado, U é uma matriz com r colunas ortonormais, o que implica
que 0 < |Uy;> < 1 e |Ui]5 < r. Assim, numa situacio de baixa coeréncia (ideal), ou seja,
quando u(U) é proximo de 1, teremos que ter max |Us||5 préximo de r/n; (relembre que
r & np) e isto impde que as colunas de U nao tenham muitas entradas iguais a zero.

Em geral, a coeréncia é maximizada quando ha uma concentracao de entradas
nao-nulas em poucas linhas ou em poucas colunas da matriz. Entao, é importante garantir

que ambos, o espaco linha e o espaco coluna da matriz, possuam baixa coeréncia. Veja o

exemplo a seguir:

Exemplo 2.3. Considere a matriz M € R0 q4dq por
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e sejam R(M) o espago coluna de M e R(M ") o espago linha de M. Tem-se que p(R(M)) =
1 epu(R(MT)) =1000. Note que, neste caso, R(M) tem coeréncia minima (ideal), enquanto

que R(M") tem coeréncia alta.

Agora que ja fornecemos os requisitos do problema de completamento, vamos
apresentar os principais teoremas da literatura sobre a garantia de recuperacao de uma
matriz em termos de probabilidades. Para isto, considere as seguintes hipéteses para as

matrizes descritas em (2.7) e (2.8).
A1: A coeréncia obedece max(u(U), u(V)) < po, para algum .

A2: Existe 1 > 0 tal que V(7,7) € {1,...,ni}x{1,....,m}e (k1) e{l,...,no}x{1,... no}

tem-se

r r

ei, Pyejy — ali=j <,u1:£ (2.10)
r T

(ex, Prery — TTL@:Z <,u1\nf, (2.11)
2 2

em que 1;_; = 1 se s = j e 0, caso contrario.

A3: Existe po > 0 tal que V(7,7) € {1,...,n1} x {1,...,no}

vr (2.12)

Ei;| < .
| 2J|\M2m

Note que, se Al é satisfeita, entdo desigualdade (2.12) sempre vale para ps =

foy/T. Com efeito, pela Desiguldade de Cauchy-Schwarz temos

r r r ,le)r
Uik Vjk < |um|2 . \/ |Ujk;|2 < . (213)

Assim, para valores de r pequenos, js € [ s80 comparaveis. Na pratica, isso

|Eij| =

permite que uo seja maior que pg, permitindo um limitante superior maior para os valores

absolutos das entradas da matriz F.

Definicao 2.2. Dizemos que uma matriz M ¢é incoerente relativa aos parametros jig > 0
e fo > 0 se A1 e A3 sao satisfeitas. Por outro lado, M é dita fortemente incoerente com

relagio ao parametro uz > 0, se A1 e A2 sao satisfeitas, com max(pg, 1) < 3.
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O teorema a seguir é considerado um dos principais resultados da area e talvez
tenha sido um dos primeiros a estabelecer condi¢oes para a recuperacao de uma matriz de

forma tnica:

Teorema 2.1. [15, Teorema 1.3] Seja M € R™*"™ uma matriz incoerente de posto r, defina
n := max(ny, ). Suponha que observamos m entradas de M com posi¢oes amostradas
aleatoriamente com distribuicao uniforme. Entao existem constantes positivas C e c¢ tais

que, se

m = C'max(yi3, 15" 2, pon )y (Blog m),

para algum > 2, entdo o minimizador para o problema (2.3) € unico e igual a M com

probabilidade no minimo de 1 — en™". Para r < ,ualnl/5 essa estimativa melhora para

m = C’uon6/5rﬁ logn,

com a mesma probabilidade de sucesso.

O préximo teorema melhora o resultado anterior, mas sob a condicao de

incoeréncia forte, a qual é mais restritiva que a hip6tese A1 [47].

Teorema 2.2. [16, Teorema 1.1] Seja M € R™*" uma matriz de posto r, obedecendo
a propriedade de incoeréncia forte relativa ao pardmetro uz e defina n := max(ny,ns).
Suponha que observamos m entradas de M com posicoes amostradas aleatoriamente com

distribuicao uniforme. Entdo existe uma constante positiva C tal que, se

m = Cpign(logn)?,

entao o minimizador para o problema (2.3) € dnico e igual a M com probabilidade no

minimo de 1 — n=3.

Por fim, apresentamos o Teorema 2.3 que melhora os resultados anteriores.

Teorema 2.3. [/7, Teorema 2] Seja M € R™*™ wma matriz de posto r satisfazendo A1 e
A3. Imponha, sem perda de generalidade, que ny < ng. Suponha que m entradas de M sao

observadas com posicoes amostradas aleatoriamente com distribuicdio uniforme. Se

m = 32 max (o, p2)r(ny + na)Blog?(2ns),

e

para algum > 1, entdo o minimizador para o problema (2.3) € unico e igual a M com

probabilidade no minimo de 1 — 6log(ng)(ny + ng)*= — ng(li 2
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2.2.4 Propriedade de Isometria Restrita (RIP)

Outra propriedade utilizada por alguns métodos de completamento de matrizes
é a isometria restrita (ou RIP, do inglés Restricted Isometry Property), cuja definigao

segue.

Definicdo 2.3 (RIP [48]). Uma transformagio afim o7 : R™*™ — R? satisfaz a propriedade
de isometria restrita de ordem r (r-RIP) com constante 0, € [0,1), se, para todas as matrizes

X e R™"™ de posto no mdxzimo r, vale

(1= 0)IX]E < | (X)) < (1 + 6| X]E. (2.14)

A condigao (2.14) geralmente é analisada a partir de uma nocao de incoeréncia
mais restritiva que a apresentada na Definicao 2.2, a qual chamaremos de pu-incoeréncia e

cuja definigao segue.

Definigdo 2.4 (p-incoeréncia [31]). Uma matriz X € R™*" com SVD X = UXV' ¢

u-incoerente se
max |Uy| < 4 /2, max|V,| < «/ﬂ- (2.15)
5 nq ,J P

Note que as desigualdades em (2.15) implicam que

M omax U2 <p e 2 max |Vil2<p, (2.16)

r l<ism r 1<i<ng

em que U; e V; sdo i-ésimas linhas de U e V, respectivamente. Assim, a condi¢ao Al vale
com pig = p. Por outro lado, definindo a matriz E' como em (2.8), usando a desigualdade

triangular e as desigualdades em (2.15), temos

T

< ) lusope] <
k=1

ur
|Eij| = (2.17)

ning

T
Z Uik Vjk
k=1

Assim, a p-incoeréncia pede que as entradas da matriz E sejam limitadas em valor absoluto

por um limitante menor que o da Definicao 2.2.

Conforme discutido anteriormente, se p for um nimero muito pequeno, entao
as desigualdades em (2.15) garantem que as entradas nao-nulas de U e V estao “bem
espalhadas” (em outras palavras, as entradas nao-nulas de X nao estao concentradas em
um nimero pequeno de linhas e/ou colunas). Logo, uma amostra aleatéria de entradas de

X deve fornecer informagao suficiente para a reconstrugao da matriz inteira [31].

Em geral, o operador Po(-) ndo satisfaz a desigualdade (2.14). Contudo, para

matrizes X € R"*"2 de posto reduzido e u-incoerentes, tal operador satisfaz a desigualdade
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(quase isometria),

(1= 0)p| X[ < [Pa(X)|p < (1 +0)pIX]E, (2.18)

com p := |Q]/(ninz), em que || é a cardinalidade de Q. Esse resultado esté formalizado

no teorema a seguir, adaptado de [31] para matrizes quadradas de ordem n.

Teorema 2.4. [31, Teorema 4.2] Para p > 1, n = 3, existe C =0 e 6 € (0,1), tal que
se Q < {l,...,n} x {1,...,n} é escolhido de acordo com o modelo de Bernoulli, com
densidade p = Cpu*r*logn/d°n, entdo Pq obedece a desigualdade (2.18) com probabilidade
no minimo de 1 — exp(—nlogn), para todas as matrizes u—incoerentes X de posto no

mdaximo r.

Fixados os parametros u,r,0 e C', o teorema acima estabelece o valor minimo
de p para que P, satisfaga a desigualdade (2.18) para matrizes pu—incoerentes X de posto
no maximo r, com alta probabilidade. A Figura 5, mostra o valor minimo de p para

C=005pu=3r=5ed=1/3.

Figura 5 — Valor minimo para p de acordo com o Teorema 2.4.
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2.3 Alguns métodos de completamento de matrizes

Nesta se¢ao apresentaremos alguns algoritmos bem estabelecidos na literatura

e que serao usados como benchmark nos proximos capitulos.
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2.3.1 Fixed Point Continuation (FPC)

O FPC é um algoritmo de primeira ordem que explora o seguinte problema de

otimizacao,

min | X ]«
XER’an (219)
sujeito a  ||.27(X) — b||% < 0,

em que a transformacdo afim o7 : R™*" — R? ¢ o vetor b € R? sdo dados ¢ § = 0 é um

parametro que controla o nivel de ruido nas entradas de b.

Observagao 2.2. No problema de completamento o7 (X) = vec(Po(X)) e b = vec(Po(A)),
em que vec(B) € o vetor resultante ao se empilhar as colunas da matriz B. Assim, o

Problema (2.4) pode ser visto como um caso particular do Problema (2.19).

O problema (2.19) tem a seguinte formulacao Lagrangiana
. 1
min o[l (X) = bl + A Xl =2 £(X), (2.20)
eRan 2

em que A > 0 é um parametro de regularizacao.

1
Seja g(X) = §||M(X) — b||%. Em [37] os autores propdem o processo iterativo

VP = XF +tvg(XF)
X SV, (2.21)

que converge para uma solu¢ao do problema (2.20).

Inspirados em [26], os autores ainda propoem uma técnica de continuagao para
acelerar a convergéncia de (2.21), a qual consiste em estabelecer valores decrescentes para

o parametro de regularizacao A da seguinte forma,
)\z’—i-l = max(n)\i,)\o)7 1= 1,...,j,

em que 7 € (0, 1) controla a taxa de decrescimento de \g. Assim, na k-ésima iteracao, o
FPC resolve o problema (2.20) para A = \; fixo. Este processo é descrito no Algoritmo 1

abaixo:

Por fim, apresentamos o teorema que garante a convergéncia de (2.21). Para
isso, considere o/ (X) = Avec(X), em que vec(X) é o vetor resultante do empilhamento

das colunas da matriz X e A é a matriz correspondente a transformacao <.

Teorema 2.5. [37, Teorema 4] A sequéncia {X*} gerada em (2.21) com 0 < t <
2/Amax (AT A) converge para uma solugio do problema (2.20).
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Algoritmo 1 — Fixed Point Continuation (FPC) [37]
Entrada: A\g > 0, o tamanho de passo t e a tolerancia € > 0.

1. Inicialize X°.

2. Escolha escalares Ay > Ay > --- > \; = A.
3.paral=1,2,...,7 faca

4. para k=0,1,2,... faca

YF = X" +tVg(X*)

XEL =G, L (V)

se o critério de parada for atingido, termine.

fim

XO _ XkJrl'

© »®» N > w

10. im
Saida: X*

2.3.2  Singular Value Thresholding (SVT)

Em [14], baseado no método de Uzawa (veja Secao 2.4 em [14]) para encontrar
pontos de sela do Lagrangiano, os autores apresentam um algoritmo, chamado Singular

Value Thresholding (SVT), e provam que a sequéncia gerada por

Xk: _ ST(kal)

e e o (2.22)
YFE = YFl 44, Po(A — XF),

em que t; ¢ o tamanho de passo, converge para a Unica solu¢ao do seguinte problema de
otimizacgao

. 1 2
ain Tl X A+ SIX R

sujeito a  Po(X) = Po(A),

(2.23)

onde 7 > 0 é um pardmetro de regulariza¢ao. O primeiro termo 7|| X ||. na fun¢do objetivo
, ~ 2

é a relaxagdo convexa para o posto(X), enquanto que §||X I é um termo fortemente
convexo que garante que (2.23) tem uma tnica solugdo. Devido a sua importancia tedrica
e computacional, o algoritmo SVT é uma importante referéncia em completamento de

matrizes e é frequentemente comparado com outros métodos.
A convergéncia do Algoritmo 2 é garantida pelo seguinte teorema.
Teorema 2.6. [1/, Teorema 4.2] Suponha que a sequéncia de tamanho de passos obedega

0 <inft, <supty < 2. Entao, a sequéncia {X’“} gerada por (2.22) converge para a tunica
solugao do problema (2.23).
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Algoritmo 2 — Singular Value Thresholding (SVT) [14]

Entrada: Matriz com entradas em falta A € R™*", 7 > 0, o tamanho de passo t;, a
tolerancia € > 0.

1. Inicialize Y° = 0.

2.para k=1,2,... faga

3. Xk =8 (Y

4. VE=Y* 4 4,P (A - XP)

5. se o critério de parada for atingido, termine.
6. fim

Saida: X*

E importante ressaltar que apesar da garantia de convergéncia do Algoritmo 2
ser restrita ao tamanho de passo t; € (0,2), na pratica os autores usam a férmula

mn

te=1.2—
€2

em que || é a cardinalidade do conjunto Q2 e m e n sdo as dimensoes da matriz A. Repare
que se a quantidade de entradas conhecidas for muito pequena, (como ocorre em muitas
situagoes reais), o valor de ¢ pode ser muito maior que 2, resultando na perda de garantia
da convergéncia tedrica do método. Por outro lado, para um tamanho de passo t; € (0, 2)

o Algoritmo 2 apresenta uma reducao na velocidade de convergéncia empirica.

Outro fato interessante é que, apesar da formulagao (2.23) ser diferente da
relaxacao nuclear, é possivel mostrar que para 7 suficientemente grande, a sequéncia {X k}
gerada em (2.22) converge para a solugao do problema (2.3). O teorema a seguir formaliza

estes fatos:

Teorema 2.7. [1/, Teorema 3.1] Sejam X* a solugio do problema (2.23) e X4 a solugdo

de norma de Frobenius minima do problema (2.3). Entao,

lim | X* — Xo|p = 0.

T—00

2.3.3  Soft-Impute (SI)

Fazendo 7 (X) = Pqo(X) e Po(A) = b, o problema (2.20) e o processo iterativo

em (2.21) se reduzem, respectivamente a

. 1
i —{|Po(X) = Po(A) %+ Al X, = 1(X), (2.24)
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YF = XF 1Py (A — XF)

(2.25)
XM= S (YF).

O Algoritmo Soft-Impute foi proposto por Mazumder et al [39] e sua iteracao é
obtida a partir das equagoes em (2.25) , fixando-se o tamanho de passo t = 1. Assim, o

processo iterativo do SI é descrito como

YE = X5 4 Po(A — X*) = Po(A) + Pg(X")
XE = G (Y), (226)
em que a sequéncia {X k} converge para uma solu¢ao do problema (2.24).
Como ocorre com o FPC, o SI também depende de uma sequéncia pré-

especificada de valores do parametro de regularizacao Ay > --- > A;.

Algoritmo 3 — Soft-Impute (SI) [39]

Entrada: Matriz com entradas em falta A € R™*" e a tolerdncia € > 0.

1. Inicialize X° = 0.

2. Escolha escalares Ay > Ay > --- > \; = A.

3.paral=1,2,...,7 faca

4. para k=0,1,2,... faca
5. Y* = Po(A) + Py (X")
6. XF = 8, (YF)
Xk+1 _Xk 2
7. se | T s < ¢, termine.
[ X* %
8 fim
9. X0 = xhrt
10. fim
Saida: X*

Para analisar a convergéncia de (2.26), considere a fungao @, definida da

seguinte forma: dada uma matriz X e A > 0 fixo
~ 1 ~
X, X) = §HPQ(A)+P5(X)—XH?+>\HXH*- (2.27)

Agora defina a sequéncia {X f\“} como

XF = argminy Qx (X, X¥), (2.28)
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em que Xg é um ponto inicial. Tem-se os seguintes teoremas que garantem a convergéncia

de (2.26).

Teorema 2.8. [39, Teorema 1] Para todo A > 0 fizo, a sequéncia {X}} gerada em (2.28)

converge para um ponto limite X3 que resolve (2.24).

O teorema a seguir estabelece a taxa de convergéncia nao-assintética de (2.26).

Teorema 2.9. [39, Teorema 2/ Seja A > 0 um nidmero fizo. A sequéncia {X/]\“} gerada em

(2.28), no pior caso, tem a sequinte taza de convergéncia ndo-assintdtica:

20 X3 - X3

XS = f(xF) < S5

(2.29)

2.3.4 O Soft-Impute como um método de gradiente proximal

Nesta secao mostraremos que o Soft-Impute é um caso particular do método
de gradiente proximal aplicado ao problema (2.24), com um tamanho de passo fixo (esse
resultado serd usado no préximo capitulo). De fato, repare que o problema de otimizagao

dado pela equagao (2.24) é um caso particular do problema (1.29).

Para fungao h(X) = A||X]||«, o operador proximal é definido como
) 1
prox (M) = arganin { o[ ~ X[+ AL}
cuja solugao é dada pelo Teorema 1.10 (com At no lugar de ) por

prox,, (M) = Sy (M) . (2.30)

Agora, considere a iteragdo do Soft-Impute descrita em (2.26). Para o pro-
1
blema (2.24), observe que g(X) = §||PQ(A) — Po(X)||%, e assim L = 1. Como

X = Vg(x*) = X* — (Pa(X") — Pa(4)) = Pa(A) + P4 (X*) = V¥,

segue de (1.37) e (2.30), com ¢ = 1, que X**' = prox, (Y*) = S, (Y*), o que mostra que
de fato (2.26) corresponde a iteracdo de um método de gradiente proximal aplicado a
(2.24).

2.3.5 Fixed-Rank Soft-Impute (FRSI)

O algoritmo Fixed-Rank Soft-Impute (FRSI) [41] tem como motivagao o fato
de que em alguns problemas o posto da matriz a ser completada é conhecido a priori. O
algoritmo também considera a formulacao (2.24) e foi inspirado no SI. Mais especificamente,

considere a iteracao do Soft-Impute dada por

X' =5, (Po(A) + Py(X*). (2.31)
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Como foi visto anteriormente, tanto o FPC quanto o SI se utilizam de uma
sequéncia pré-especificada de valores decrescentes do pardmetro de regularizacao. A
proposta do FRSI é baseada em experimentos numéricos e consiste em atualizar o valor

de X em (2.31) através da expressao
A = B0,11 (Po(A) + Po(X*Y), com Be(0,1), (2.32)

e usd-lo como o thresholding para o calculo de X*™'. Como em geral a sequéncia gerada
por (2.32) é decrescente (pelo menos empiricamente), a partir de um certo nimero de

iteracoes, segue que cada iterada X**! tem posto aproximadamente igual a r.

Algoritmo 4 — Fixed-Rank Soft-Impute (FRSI)

Entrada: Matriz com entradas em falta A € R™*™, o posto de A, a tolerancia e,
e (0,1), A > 0 e o nimero maximo de iteragoes kmax-

1. Inicialize X° = 0.

2. para k =1,2,...,kn. faca

3. X* =S\ (Po(A) + Po (XM 1) .

4. A = Bo,s1 (Pa(A) + Py (XF).

D. se o critério de parada for atingido, termine.
6. fim

Saida: X*.

Esta nova forma de calcular o valor do parametro de regularizagao garantiu
bons resultados numéricos ao FRSI quando comparado com os outros métodos até aqui
apresentados. Repare que diferentemente do SI, que resolve o problema (2.24) para cada
Ax fixo até a convergéncia das iteragoes internas, o Algoritmo 4 resolve o problema (2.24)
com \ = )\; apenas uma vez, para cada k. O método proposto no Algoritmo 4 ainda nao

possui prova de convergéncia e, portanto, é considerado apenas uma heuristica.

Encerramos este capitulo com alguns problemas que podem ser analisados sob

a Otica de completamento de matrizes.

2.4 Aplicacoes do problema de completamento

Existem muitas situacoes praticas nas quais a matriz associada possui entradas
em falta e, felizmente, em algumas dessas situagoes tal matriz possui posto baixo, o que
torna possivel a recuperagao das entradas em falta através de técnicas de completamento

de matrizes. A seguir, apresentaremos alguns cenarios em que isto ocorre.
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2.4.1 Sistemas de recomendacdo

Um sistema de recomendacao usa o historico de informacoes fornecidas por
diversos usuarios e que estao armazenadas em um sistema para gerar uma lista de opcoes
das quais o usuario possa se interessar [33]. Como exemplo, podemos citar os bancos de
dados da Netflix [8, 7] e o MovieLens [40], que sao frequentemente usados em experimentos
de completamento de matrizes. Neles, cada usuario avalia diversos filmes, atribuindo notas
variando no conjunto {1,2, 3,4, 5}, que sdo armazenadas em uma matriz de avaliagoes do
tipo usudrio-item, como na Figura 6. Podemos ver que cada linha representa um usuario e
cada coluna representa um filme. Em geral, ha centenas ou milhares de filmes e o usuério
avalia alguns poucos filmes (aqueles que ji assistiu), resultando em uma matriz com
pouquissimas entradas observadas (coloridas). A tarefa consiste em estimar as entradas

em falta (em branco).

Figura 6 — Matriz de avaliacoes de um sistema de recomendacao

® 2
o 1]
=)
1]
2
S5 m 4 2 4
n 3 2

Filmes

Uma hipdtese importante aqui é assumir que essa matriz tem posto reduzido.
A justificativa para essa hipdtese é que se acredita que ha poucos fatores que controlam as
preferéncias dos usuarios, como por exemplo, o género do filme e os personagens que estao

atuando.

2.4.2 O problema de predicao de link

Outro tépico que pode ser visto sob a 6tica do completamento de matrizes
é o problema de predi¢ao de link [59, 9]. Em redes sociais como Facebook, Instagram
ou Twitter, um usudrio pode seguir ou nao seguir (bloquear) outros usuérios. A Figura
7a ilustra esta interacao. Nela, +1 indica que dois usuarios estao seguindo um ao outro,
enquanto —1 indica eles nao estao se seguindo. Assim como no problema anterior, essas
informacoes podem ser apresentadas em uma matriz de adjacéncia, ilustrada na Figura 7b.
Como o nimero de interacoes de cada usuario é muito limitado, essa matriz possui varias

entradas em falta. O objetivo da predicao de link é identificar, com base nas conexoes
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observadas (conhecidas), se dois usudrios, que a principio nao tém conexao entre si (por
exemplo, os usudrios C e E), irdo formar um link ou ndo no futuro [35]. Como as pessoas

tendem a formar grupos, é comum assumir que a matriz de adjacéncia possui posto
reduzido [17, 59].

Figura 7 — Ilustragao do problema de predigao de link

(a) Interacdo na rede social (b) Matriz de adjacéncia
Usuarios
A B C D E F G
> +1 +1
o +1 +1 | -1 -1
w O +1 -1
2
‘B O -1 -1 +1 | +1
2
S m +1 -1
£ | +1 +1 | -1 -1
) -1 -1

2.4.3 Modelagem com Matrizes de Distancias Euclidianas

Uma matriz de distincias D = (df;) € R™" é dita Euclidiana se existem

z,eRE i=1,...,n> K, tais que D;; = ||z; — z|.

Um resultado importante acerca dessa classe de matrizes é que o posto de
uma EDM é no méaximo K + 2 [20], em que K é a dimensao do espago ao qual os pontos
pertencem. Repare que este resultado nos diz que o posto de uma EDM independe da
quantidade de pontos. Por exemplo, se tomarmos 1.000 pontos no espaco R?, entio teremos
uma EDM de dimensao 1.000 x 1.000 cujo posto é no maximo 5. Assim, o posto de uma

EDM ¢é reduzido e conhecido a priori.

H&a problemas praticos que podem ser modelados por meio de Matrizes de
Distancias Euclidianas (EDM). A titulo de exemplificagdo, podemos citar o problema de
localizagao em rede de sensores [45], no qual se assume que cada sensor tem um raio de
comunicacao limitado e, portanto, um sensor qualquer s6 conhece as posi¢oes de outros
sensores que estao dentro do seu raio de comunicagao. Nesse caso, a tarefa é determinar as
posigoes de todos os sensores na rede, a partir do conhecimento de uma amostra de posi¢oes
de alguns sensores e informagcoes de conectividade entres os sensores préximos [43]. A
Figura 8 ilustra o problema. As setas indicam as distancias conhecidas e as circunferéncias
representam o raio de comunicacao de cada sensor. Outras aplicagoes praticas podem ser

consultadas com mais detalhes em [20, 27, 53].

Neste capitulo, introduzimos o Problema de Completamento e exploramos

algumas de suas propriedades intrinsecas. Também apresentamos algumas aplicagoes
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Figura 8 — Ilustracao do problema de localizacao em rede de sensores
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praticas do problema, bem como, alguns algoritmos de completamento, entre os quais o
FRSI. No préximo capitulo, propomos um algoritmo de duas fases inspirado no FRSI e

que considera a versao acelerada do Soft-Impute, apresentada na Secao 2.3.3.



o1

3 Um algoritmo de duas fases para completa-

mento de matrizes de posto conhecido

No capitulo anterior, vimos algumas aplicagoes nas quais o posto da matriz a
ser completada ¢ conhecido a priori. Vimos, por exemplo, que o problema de localizacao
de sensores em redes pode ser modelado por meio de matrizes de distancias Euclidianas,

que sao matrizes de posto reduzido e conhecido a priori.

Neste capitulo, inspirados no FRSI, apresentamos uma heuristica baseada
na informagao do posto (o qual supomos ser conhecido a priori) e estabelecemos uma
condigao sob a qual a sequéncia gerada é quasi-Fejér convergente [19] ao conjunto solugéo

do problema.

Em seguida, incluimos um mecanismo de aceleracao semelhante a aceleracao de
Nesterov [6] e obtemos uma nova heuristica. Embora a convergéncia dessa nova heuristica
nao possa ser garantida em geral, ela pode ser muito 1til como uma fase de “warm-start”
(Fase 1), fornecendo uma estimativa adequada para o parametro de regularizagdo do
problema (2.24) e um bom ponto de partida para um algoritmo de gradiente proximal

acelerado (Fase 2).

Finalmente, apresentamos alguns resultados numéricos com dados sintéticos e
reais e comparamos com alguns algoritmos para completamento de matrizes estudados no

capitulo anterior.

Parte dos resultados deste capitulo foi publicada no artigo [2].

3.1 Revisitando o Fixed-Rank Soft-Impute (FRSI)

Seja A € R™*™ uma matriz com entradas em falta e posto r, o qual assumimos
ser conhecido a priori. A iteragdo do FRSI [41], com a atualizagao de A dada pela equagao

(2.32), pode ser escrita como

A = Bori (PalA) + P (X*7) (3.1)
X*1 = 8y (Po(A) + Py (X)) . '

Note que na expressio (3.1) nao é possivel garantir que X*** tera posto r

ao longo das iteragoes. De fato, nos estudos feitos em [41], os melhores resultados do

processo iterativo (3.1) sao obtidos quando 8 = 0,85. Para este valor de 3, observa-se

que os valores de A\ sdo decrescentes ao longo das iteragoes, de modo que em geral se tem
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011 (Po(A) + Py(X"*)) diferente do valor de A e pela defini¢do de Sy a matriz X**' terd

um posto 7 diferente de r (em geral 7 é maior que 7).

Uma forma de garantir que X**! tenha posto no maximo r e ainda manter os

bons resultados da itera¢ao (3.1) é considerar a seguinte expressao para A

A = 0,41 (Pa(A) + Py (X")) (3.2)

isto é, A é igual ao (r + 1)-ésimo maior valor singular de Pq(A) + Py (X¥). Assim, segue

da definicio de Sy em (1.24) que cada iterada X*** terd posto no méximo 7.

Deste modo, ao invés de (3.1), iremos considerar o seguinte processo iterativo:

X =011 (Pa(A) + Py (X5))

(3.3)
XFH = 8y (Po(A) + Py (XM)).

1
Definindo g(X) = §||PQ(X — A)|%, o processo iterativo (3.3) pode ser escrito
como
XM =5, L (xrmvgixiy (X5 — Vg(XF)). (3.4)

A fim de estudar o comportamento da sequéncia gerada por (3.4), vamos

considerar o operador

T(X) = SUT+1(X7VQ(X)) (X — Vg(X)) .

Proposigao 3.1. Seja T : R™" — R™*" o operador definido acima e assuma que

posto(A) = r. Entao, as sequintes propriedades valem:

(i) T(A) = A.
(1) Se B € R™" € tal que posto(B) <r e Po(B) = Po(A), entio T(B) = B.
(i4i) T(Py(A)) = A.

(iv) T(0) = T'(Pa(A)).
Demonstragio. Observe que Vg(X) = Po(X — A). (i) Assim, como Vg(A) = 0, e
posto(A) = r, segue da definigdo do operador soft-thresholding e do fato de o, ,1(A) =0,

que T(A) = A, isto é, A é um ponto fixo de T'. O mesmo raciocinio se aplica & matriz B
tal que Po(B) = Po(A) e posto(B) < r, provando (ii).

Note também que

PH(A) = Vg(PE(A)) = Pi(A) = Po (PE(A) — A) = PE(A) + Pol4) = A,
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e assim T'(Pg(A)) = A, mostrando (iii). Finalmente, uma vez que

Po(A) = Vg(Po(A)) = Po(A) — Po (Po(A) — A) = Po(A) =0—Po (0— A) = 0—Vg(0),

concluimos (iv): 7(0) = T'(Pa(A)). O
Portanto, ndo apenas a matriz alvo A é um ponto fixo de T, mas qualquer

outra matriz B, de posto no maximo r, tal que Po(B) = Pq(A) também o é. Talvez mais

surpreendente ¢é o fato de que T' também admite pontos fixos X tais que Po(X) # Po(A),

como mostrado na préxima proposicao.

Proposicao 3.2. Seja X € R™*" uma matriz de posto no mdzimo r, com X = UXV"
sua SVD truncada no posto r + 1. Se Vg(X) = —~UVT — U2, V], em que as colunas
de U, e V| sao bases ortonormais para o complemento ortogonal da imagem de U eV,

respectivamente, ey > 0 com 0" <7, para i =r +2,..., min{m,n}, entio X = T(X).
Demonstracao. Observe que
X-VyX)=UE+19L )V +UZ, V],

em que I, é a matriz identidade de ordem 7+ 1. Entdo, como 0,41(X —Vg(X)) = v > o7,
segue que T(X) = ULV = X.

U

Das proposigoes acima, vemos que, embora a matriz alvo A seja um ponto fixo
de T', o que é desejavel, o operador T geralmente nao possui um tnico ponto fixo e, mais

ainda, podem existir pontos fixos X tais que Po(X) # Po(A).

No entanto, mostraremos que, se a sequéncia dos valores singulares o, 1 (X k_
Vg(X")) vai a zero suficientemente rapido, entdo podemos provar que a sequéncia {X*} é

quasi-Fejér convergente para o conjunto
X' ={X e R™" | posto(X) <1, Po(X) = Po(A)}.

Definigéo 3.1. [19, Definigio 1.1] Uma sequéncia {X*} em R™ " ¢ quasi-Fejér conver-
gente para C < R™™ se, para cada X* € C, existe uma sequéncia somadvel nao-negativa
{ex} tal que

IXF = X*|p < IXF' = X p+er, k=1,2,...

Proposigao 3.3. [52, Proposicio 2.1] Seja C = R™*™ um conjunto ndo vazio e {X*}

uma sequéncia quasi-Fejér convergente para C'. Entdo,

1. {X*} ¢ limitada.

2. Se {X*} tem um ponto de acumulagio X € C, entio a sequéncia {X*} converge para

X.
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Teorema 3.1. Seja {X*} uma sequéncia gerada por X* = T(X*™), com X° e R™*". Se
a sequéncia {o,41(X* — Vg(X*)} é somdvel, entio {X*} ¢ uma sequéncia quasi-Fejér

convergente para o conjunto X*.

Demonstragdo. Seja X* € X*. Considere a notagio oF , = 0,1 (X" — Vg(X*)) e of =
0;(X™). Entao,

| X* = X p = | T(X?) = T(X)||r
= S5, 1, (xt—wg(xin (XF = Vg(X*)) = Sy, (x0y (X e
< S5, 4 (- wgein (XF = Vg(XF)) = S, (xe—wgiemy (X ) e
+ S0, 1 (xt - waxin (X7) = So, 1y x (XT) |

T

1/2
< [XF = Vg(X*) = X p + (Z((OZ — o)t — 02)2>

i=1

<[ Po(XF = X)|p + oy, < |XP = X p + Viog, (3.5)

em que usamos o fato de X* ser um ponto-fixo de T, a desigualdade triangular e a
nao-expansividade do operador S\(-) (Lema 1.3), com A\ = 0,,1(X" — Vg(X")) fixo.
Consequentemente, se a sequéncia {o% ;} é somdvel, entdo a sequéncia {X"} ¢ quasi-Fejér

convergente para X*. ]

Portanto, desde que

o0
Do (XF = Vg(X*)) < o, (3.6)
k=0

a sequéncia {X*} gerada por (3.4) serd quasi-Fejér convergente para X* e, de acordo com a

Proposicao 3.3, se ela tem um ponto de acumulagao neste conjunto, entao toda a sequéncia

ird convergir para ele. Infelizmente, a condigao (3.6) é admitidamente forte e nao vale

em geral (falha para uma porcentagem de entradas conhecidas muito baixa e matrizes de
posto mais alto, por exemplo, n = m = 1000,r = 50 e porcentagem de apagamento de

90%). Por esta razao, a iteragao (3.4), deve ser tratada como uma heuristica.

3.2 Um algoritmo de duas fases baseado na informacao do posto

Embora o processo iterativo em (3.4) possa nao convergir para uma matriz
em X*, aqui nés propomos usa-lo por um numero fixo de iteracées, como uma fase de
“warm-start” para obtermos um bom ponto inicial e a0 mesmo tempo estimar o parametro
de regularizagdo A do problema (2.24) antes de usarmos um método de gradiente proximal

para resolver (2.24).

Isso é motivado por nossa experiéncia numérica com o processo iterativo (3.4).

Observamos que quando {X k} nao converge para um elemento em X, ele normalmente
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converge para um X como na Proposicio 3.2 que, embora néo satisfaca Po(X) = Po(A), é
tal que || X||s < [|A]., sugerindo X como um minimizador de §||PQ(X) — Po(A)|5 + M| X].

para um valor apropriado de A > 0.

Primeiro, inspirados na versao acelerada do método do gradiente proximal
vista no Capitulo 1, nés incluimos uma acelera¢ao para a heuristica (3.4), resultando no

Algoritmo 5. Esta fase de warm-start serd chamada de Fase 1.

Algoritmo 5 — Fase 1: Warm-Start
Entrada: Entradas conhecidas de A € R™*" indexadas por 2, o posto r, € > 0,
weN,ef>0.

1. Inicialize X° =0, Z' =0 e py =

2.para j=1,2,... w faga:

3. Compute a (r + 1)-SVD truncada de Po(A) + Py (Z7)
4. Defina p; = 0,.1(Pa(A) + Py (Z7))

5. se |p; — pj—1]/(1 + pj—1) < € entdo saia.

6. Compute X7 — S, (Po(A) + Py (Z7))

7. ZARRSD CIN j :L 3 (X7 — X971

8. fim

Saida: X7, p;.

A primeira fase roda por um ntimero pré-especificado w de iteragoes ou até o
critério de parada ser atingido. O tltimo valor de p; da Fase 1 ¢ usado como o parametro
de regularizacao A para a segunda fase, que consiste de um método de gradiente proximal

acelerado para o problema (2.24), iniciando de X?™'. A Fase 2 é descrita no Algoritmo 6.

Algoritmo 6 — Fase 2: Soft-Impute Acelerado

Entrada: Entradas conhecidas de A € R™*" indexadas por €2, o posto r, € > 0,
itmax € N, A > 0 e X0 € R™™,

1. Inicialize Z! = X

2. para k =1,... ity faca

3. Compute X* « Sy (Po(A) + Py (Z"))

4. se algum critério de parada é verificado pare
kE—1

5. ZM — X* 4 Xk Xkt
k+2 ( )

6. fim

Saida: X*
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Observacgao 3.1. Diferentemente da Fase 1, na qual uma SVD truncada no posto (r+1) foi
suficiente para calcular o operador soft-thresholding (porque o valor limiar era exatamente
o (r + 1)-ésimo maior singular de Po(A) + Py (Z*)), na Fase 2, o valor de \ ¢ fizo e
pode ser diferente de o,,1(Po(A) + Py(Z")). Como resultado, nés precisamos manter
uma estimativa do posto 1y, que é atualizada em cada iteragao (comegcando com ry =1).
Para isso, computamos uma SVD truncada com os (ri + 1) maiores valores singulares de
Po(A) + Py (Z%). Se o (ry + 1)-ésimo valor singular jd estd abaivo do valor limiar \, nds
mantemos a estimativa do posto r,. Caso contrdrio, aumentamos ry (para ry + 5, como
fizemos em nossos experimentos numéricos, por exemplo) e repetimos a SVD truncada.
Finalmente, riy1 € definido para o niumero de valores singulares positivos deslocados apos
a ultima SVD truncada (note que, neste caso, o posto recuperado pode ser maior que o

posto alvo). Um esquema semelhante foi usado em [1/].

Algoritmo 7 — Algoritmo de Duas Fases baseado no posto

Entrada: Entradas conhecidas de A € R™*" indexadas por €2, o posto r, € > 0,
W, itmax € N, € 8> 0.

1. Chame o Algoritmo 5 fornecendo A, Q, r, e >0, we >0 > Fase 1
2. Defina A = p;, X° = XJ

3. Chame o Algoritmo 6 fornecendo A, Q, 7, € > 0, itmax, A € X° > Fase 2
Saida: X*

O Algoritmo 7 resume o algoritmo de duas fases baseado na informagao do
posto, o qual usa o Algoritmo 5 como uma fase de warm-start (Fase 1) e, entao, chama
um Algoritmo de Gradiente Proximal Acelerado (Algoritmo 6) na segunda fase. Como
sera visto nos experimentos numéricos da Secao 3.3, o Algoritmo 7 nao apenas supera
o Fixed-Rank Soft-Impute[41], como também é competitivo com outros algoritmos para

completamento de matrizes de posto reduzido que revisamos no Capitulo 2.

Além disso, o Algoritmo 7 tem garantia de convergéncia para uma solugao de
1
i —|Po(X) — Po(A)|? A X )
i - S[Pa(X) = Pa(A)|r + ps)X] (3.7)
(em que p; é a saida da Fase 1), porque a Fase 1 roda por um nimero finito de iteragoes e
a Fase 2 é um método de gradiente proximal acelerado aplicado ao problema (3.7). Vale
ressaltar que embora os iterados X7 da Fase 1 tenham sempre o posto alvo r, niao temos

esta garantia para os iterados da Fase 2, uma vez que neste o valor de A é fixo.

3.2.1 Complexidade do algoritmo proposto

Cada fase do algoritmo proposto requer o calculo de uma decomposicao em valo-

res singulares a cada iteracdo. O cdlculo da SVD de uma matriz X € R™*" requer O(mn?)



Capitulo 3. Um algoritmo de duas fases para completamento de matrizes de posto conhecido 57

flops e isso torna alguns métodos baseados em SVD computacionalmente inadequados

para problemas de grande porte.

Uma vantagem importante do método proposto é que em cada iteracao a matriz
da qual serd obtida a SVD possui a estrutura especial “esparsa + posto baixo” e podemos
usar o pacote PROPACK [34] (mais especificamente, uma rotina lansvd que implementa
uma variante do algoritmo de Lanczos, projetada para grandes matrizes com estrutura
esparsa + posto baixo) para calcular apenas os principais valores/vetores singulares da

matriz.

Faremos a anélise da complexidade da Fase 1 do algoritmo proposto. Primeiro,
note que em cada iteracao dessa fase é necessario obter uma SVD truncada no posto
7+ 1 da matriz Y7 := Py(A) + Py (Z7) (veja o passo 3). Mostraremos que essa matriz
possui estrutura esparsa + posto baixo. Com efeito, fazendo X° = X! = 0e Z7 =

(1+¢;) X" — ¢; X772 a matriz Y7 pode ser escrita como
Y7 = Po(A) + Py(Z7)
= Po(A—Z))+ 77
= Po(A—Z7) + (1 + ¢;) X771 — ¢; X772 (3.8)
J=2
j+6-1

Segue da definicio de Py que Po(A — Z7) é uma matriz esparsa e, como as

e a equacdo (3.8) segue da atualizacio de Z7**

em que ¢; = no passo 7.

matrizes X7 ! e X7 2 tém postos menores ou iguais a r « min(m, n), segue que a matriz
(1+ cj)XJ’1 — ch]’Q tem posto menor ou igual a 2r, o que ainda é considerado um posto

baixo, quando comparado com as dimensoes da matriz.

Agora, assuma que X7 ' e X7 ? tenham postos 7;_; e 7;_5 e suas SVDs sejam
dadas por Uj_lEj_ﬂ/;-T_l e Uj_QZj_Q‘/;-—EQ, respectivamente. Um passo importante para o
calculo da SVD, por meio da rotina lansvd, sio multiplicacoes da forma Y7v e (Y7) u.
Para reduzir custo computacional dessas operagoes, o que se faz é aproveitar a estrutura

das matrizes envolvidas, por meio das féormulas

Vv = Po(A=Z) v + (1 + ¢))Ujm1 Bj-1 (Vjmv) = ¢Uj—2%2(V; o), (3.9)

J
(YN T = Po(A—Z) u+ (1+ cj)vj_lzj_l(UjT_lu) — cjvj_szT_2(U]T_2u). (3.10)

Para computar Y7v em (3.9), precisamos construir Po(A—Z7) e calcular produto
Po(A— Z7)v e ambos resultam em O(|2]) flops. Por outro lado, (1 + ¢;)U;_15;_1(V;_1v) e
¢;Uj 255 5(V;  yv) necessitam de O((m + n)(rj_1 + rj_2)) operagdes. O mesmo vale para
a equagao (3.10). Assim, para obter cada valor/vetor singular é necessario um total de
O(19]) + O((m +n)(rj—1 +rj_z)) flops. Como em cada iteracao da Fase 1 sdo computados
exatamente r + 1 valores/vetores singulares, segue que o niimero total de operagoes para

se obter uma SVD truncada no posto r + 1 é dado por
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O((r+ 1)) + O((m +n)(rj—1 +1j—2)(r + 1)) (3.11)

No Algoritmo 6 (Fase 2) a estimativa do niimero de operagoes pode ser maior

que em (3.11), em fungdo do exposto na Observagao 3.1.

Na Tabela 1 comparamos as complexidades para uma iteracao de cada um dos
algoritmos apresentados no capitulo anterior?. Relembre que os algoritmos SI, SVT e FPC
nao necessitam da informacao do posto, entao 7 é uma estimativa para o posto da matriz
resultante em cada iteracao. Para o FPC estamos considerando .«7 = P e isso nao destréi
a estrutura esparsa + posto baixo da matriz. J& no caso do SVT, a matriz resultante
em cada iteracao tem a estrutura esparsa + esparsa e a SVD ¢ obtida de uma matriz de

mesma esparsidade que Py(A), com complexidade O(|2|7).

Tabela 1 — Comparacao da complexidade de uma iteracao do algoritmo proposto com os
algoritmos SI, SVT e FPC.

Algoritmo Complexidade de uma iteragao
Alg. 5 O(Q(r+1)) + O((m + n)(rj_1 + rj—2)(r + 1))
FRSI O(Q(r +1)) + O((m +n)r(r + 1))
Soft-Impute O(|Q|7) + O((m + n)7?)
SvVT O(|Q7)
FPC O(I7) + O((m + n)#?)

Podemos observar que o SV'T possui a menor complexidade por iteracao. Isto se
deve ao fato da matriz resultante em cada iteracdo ter a estrutura esparsa + esparsa. Por
outro lado, o Soft-Impute e o FPC possuem a mesma complexidade por iteracdo, enquanto
que o FRSI e o Algoritmo 5 sdo os mais caros computacionalmente. Vale ressaltar que,
a estimativa do nimero de operagoes por iteragdo da Fase 2 (Algoritmo 6) pode ser um
pouco maior que o numero de operagdes da Fase 1 (nos casos em que o posto recuperado
for maior que o posto alvo) . No entanto, a Fase 2 roda um ntmero pequeno de iteragoes
e o custo computacional total do algoritmo proposto é mais do que compensado pela

aceleragao na taxa de convergéncia, como sera visto nos experimentos numéricos.

3.3 Resultados numéricos

Nesta se¢ao, realizamos experimentos de completamento de matrizes com dados
sintéticos e com o banco de dados MowvieLens®. Além disso, fornecemos um estudo empirico

para a escolha do pardmetro de acelera¢ao  na Fase 1 (Algoritmo 5).

2 Na&o inclui o niimero de operacoes internas da rotina lansvd, o qual supomos ser aproximadamente o

mesmo para todos os algoritmos.
Um banco de dados que é largamente utilizado em experimentos de completamento de matrizes e esta
disponivel em https://grouplens.org/datasets/movielens/.
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Todos os algoritmos foram implementados em linguagem Matlab e todos os

resultados numéricos foram realizados em um PC com processador Intel Core i7-7500U e

16 GB RAM.

O Algoritmo 7 proposto é comparado com os métodos mencionados na Secgao 2.3:
FRSI, SVT e FPC. Todos estes métodos usam o pacote PROPACK para calcular apenas

um numero pré-determinado de valores/vetores singulares da matriz.

Como critério de parada para o Algoritmo 6, nés definimos

(A = AEET]XE - X
m{ AR X }<

para uma tolerancia dada €, > 0, em que f) é a fun¢do objetivo do problema (2.24). Para

o algoritmo FRSI usamos

. {HPQ(X’“—A)HF ||Xk“—Xk||F}
min , ; < €y,
| Po (A)]|r | X*]|

como critério de parada.

Para algoritmo SVT nés seguimos a recomendagao em [14] e usamos

| P (X% — A)||p )
X C2-
| Po (A)l|r

Por outro lado, para o FPC foi usado o critério de parada

HXk-H _ XkHF
k < 637
max {1, || X*|[p}

conforme recomendado em [37].

O procedimento a seguir foi usado para gerar o conjunto de dados sintéticos:
nds geramos matrizes n x n de posto r <« n da forma A = MN € R"*", em que as entradas
de M € R"™" e N € R"™" sao amostradas independentes e identicamente distribuidas da
distribuicao normal padrao. Entao, deletamos, aleatoriamente, uma porcentagem p_ de

entradas (entradas desconhecidas) de A.

Antes de apresentarmos alguns resultados numéricos para dados sintéticos e o

MovieLens, daremos uma visao geral de como definir o parametro g no Algoritmo 5.

3.3.1 Ajustando o parametro (3

Para avaliar a sensibilidade do Algoritmo 5 ao parametro (3, realizamos extensos
experimentos numéricos no conjunto de dados sintéticos. Definimos um limite de w = 1.000
iteracoes e variamos a dimensao do problema n, o posto r, a porcentagem de dados faltantes

p_ e a tolerancia . Os resultados sao uma média de cinco simulagoes. Os experimentos
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mostram que o nimero (médio) de iteragdes do Algoritmo 5 (Fase 1) pode ser altamente
reduzido por uma escolha adequada do parametro /3, principalmente quando o nimero de

entradas observadas é muito pequeno.

A Figura 9 mostra o nimero de iteragbes como uma fungao do parametro g
considerando a porcentagem de dados faltantes p_ € {92%,85%, 72%, 50%}, n = 1000,
r =5, and ¢ = 107%. Como pode ser visto, para 3 > 19, Algoritmo 5 atinge o niimero
minimo de iteracoes nos quatro cendrios. Além disso, para p_ = 92% o ntimero de iteracoes

é reduzido em 79% com respeito a escolha de § = 2 (valor padrao).

Figura 9 — Ntmero de iteracdes versus 8 para n = 1000, r = 5, ¢ = 10 % e p_ €
{92%, 85%, 72%, 50%} .
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Também fizemos experimentos variando a dimensao n da matriz no conjunto
{500, 1000, 2000, 4000} fixando r = 5, ¢ = 107%, e p_ = 40%. A Figura 10 mostra que o

numero minimo de iteragoes em todos os cendrios ocorreu para [3 = 20.

A Figura 11 nos d4 uma intuicdo de como definir o valor de S quando o posto
r varia. Para este experimento, nés fixamos (n,e,p_) = (1()00, 10’5,50%) e variamos
r € {3,5,10, 30,50, 80,100}. Como pode ser visto, quanto maior o posto da matriz alvo,

menor sera o valor “6timo” de £.

3.3.2 Experimentos com dados sintéticos

Agora, voltemos nossa aten¢ao para experimentos com dados sintéticos, gerados
conforme descrito no inicio da Secao 3.3. Para esses experimentos, definimos n = 1000,
p = 40% e o posto r assume valores no conjunto {10, 15,20,40,80,100}. Nos critérios
de parada, usamos as tolerancias ¢ = ¢; = g5 = 104, g5 = 102, ¢, = 10 % e para o
SVT, seguindo [14], fixamos 7 = 5n e t, = 1.2n/|Q|, em que || é a cardinalidade de

Q). Para o FPC usamos a estratégia padrao para atualizar o parametro de regularizagao:
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Figura 10 — Ntimero de iteraces versus 3 para n € {500, 1000, 2000, 4000}, 7 = 5,¢ = 10 ®

e p_ = 40%.
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Figura 11 — Valor 6timo de 3 com n = 1000, r € {3,5,10,30,50,80,100}, ¢ = 107" e
p_ = 50%.
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Ao = || Pa(A)||2, Ax = max {0.25M\;_1,0.01} e ¢, = 1.99, conforme recomendado em [37]. No
Algoritmo 7, definimos o niimero maximo de iteracoes da Fase 1 como w = 500, bem como
o limite de iteracao para a Fase 2 igual a it,,,,x = 500. Para o parametro de aceleragao 3

usamos {13, 13,12, 10, 5,5}, respectivamente (seguindo o estudo da Se¢do 3.3.1).

Para a avaliacdo de desempenho, usamos o erro relativo, definido por Rer =

|A = A|lz/|Allp, em que A é a matriz recuperada e A é a matriz alvo.

Os resultados sao mostrados na Tabela 2, na qual r denota o posto alvo, IT é
o nimero total de iteragoes (para o Algoritmo 7, o nimero de iteragoes da Fase 2 estd

apresentado entre parénteses) e t(s) o tempo em segundos. Neste primeiro conjunto de

)
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experimentos, destacamos que todos os algoritmos recuperaram corretamente o posto
subjacente. Como pode ser visto, nosso algoritmo converge mais rapido que os outros
algoritmos. Além disso, quanto maior o posto r da matriz desejada, melhor é o desempenho
do Algoritmo 7, quando comparado com FRSI que, por sua vez, é consistentemente mais
rapido que SVT e FPC. Em termos de erro relativo, o Algoritmo 7 foi sempre o primeiro

ou o segundo melhor.

Ressaltamos que a maioria das iteragoes do Algoritmo 7 corresponde as iteragoes
da Fase 1 (warm-start). Depois de mudar para a segunda fase, apenas algumas iteragoes

sao necessarias para atingir o critério de parada.

Tabela 2 — Comparagao do Algortimo 7 com FRSI, SVT e FPC. Avaliagdo de performance
para n = 1,000, p_ = 40%, r toma valor no conjunto {10, 15, 20,40, 80, 100} e

p e {13,13,12,10,5, 5}, respectivamente.

r método IT t(s) Rer
Alg. 7 16 (1) 1.80 5.84¢-06
10 FRSI 18 2.04 1.68e-04
SVT 43 5.78 1.09e-04
FPC 74 9.68 1.70e-05
Alg. 7 18 (1) 1.77 6.90e-06
15 FRSI 20 2.15 1.49e-04
SVT 47 5.82 1.07e-04
FPC 81 13.04 1.72e-05
Alg. 7 18 (2) 1.80 1.12e-06
20 FRSI 21 2.89 1.95e-04
SVT ol 6.60 1.13e-04
FPC 91 15.62 1.78e-05
Alg. 7 25 (1) 2.77 1.63e-06
40 FRSI 28 3.85 2.90e-04
SVT 64 11.15 1.26e-04
FPC 125 56.49 1.83e-05
Alg.7 | 31(3) 7.08 1.766-05
30 FRSI 42 10.03 5.71e-04
SVT 93 34.44 1.47e-04
FPC 212 165.98 2.04e-05
Alg. 7 38 (2) | 12.26 5.42¢-05
100 FRSI 46 20.51 1.21e-04
SVT 144 68.41 1.76e-04
FPC 361 415.25 2.38e-05

Nos também realizamos experimentos em matrizes maiores com pouquissimas
entradas observadas. Os experimentos foram conduzidos sob os mesmos parametros de
antes e estabelecemos um limite de tempo de uma hora. Comparamos os resultados
apenas com o SVT, pois, neste caso, ele é mais rapido que os algoritmos FRSI e FPC. Os

resultados sao exibidos na Tabela 3. Pode-se observar que ambos os algoritmos apresentam
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desempenho competitivo para os casos testados. Nessa tabela, fornecemos uma coluna

adicional com o posto recuperado 7.

O Algoritmo 7 geralmente supera o SVT em termos de erro relativo e é mais
rapido para matrizes com posto maior. Ressaltamos que o tempo do Algoritmo 7 nunca é
maior que 2,15 vezes o tempo do SVT, mas pode ser muito menor nos casos em que 7 €
grande. Além disso, observamos que o posto 7 da matriz recuperada pelo SVT pode ser
maior que o posto da matriz original, enquanto que o Algoritmo 7 recuperou uma matriz
com o posto correto para este conjunto de experimentos. Por outro lado, o SVT tende
a apresentar melhor desempenho para valores menores do posto e quando o nimero de
entradas faltantes ndo é muito alto. No entanto, torna-se consideravelmente lento quando
o posto aumenta e a porcentagem de entradas conhecidas diminui. Em alguns casos, como
(1000,20,90%) e (10000,40,97%), tivemos que mudar o tamanho de passo para a escolha
conservadora de t, = 1,99, para o qual SVT tem garantias de convergéncia tedrica, ao

invés de ¢, = 1.2n?/|9)|, para evitar exceder o limite de tempo.

Tabela 3 — Comparacao do Algoritmo 7 com o SVT para diferentes valores de (n,r,p_) e
p e {13,12,19,12,19,12,19, 10}, respectivamente.

(n,r,p_) método IT t(s) Rer 7
Alg. 7 116 (3) 5,45 1.36e-04 10
(1000,10,90%) SVT 174 5.26 1.44e-04 10
Alg. 7 102 (1) 7.34 3.25¢-01 20
(1000,20,90%) SVT 500 279.56 2.23e-01 168
Alg. 7 86 (2) 12.54 3.68e-05 10
(2000,10,90%) SVT 83 9.55 1.39e-04 10
Alg. 7 147 (5) 28.11 1.59¢-04 20
(2000,20,92%) SVT 262 168.62 1.51e-04 31
Alg. 7 69 (1) 63.4 2.36e-05 10
(5000,10,90%) SVT 53 33.7 1.18e-04 10
Alg. 7 215 (4) 149.89 1.62e-04 25
(5000,25,96%) SVT 297 1355.23 2.34e-04 50
Alg. 7 65 (3) 245.13 8.27e-06 10
(10000,10,90%) SVT 43 113.84 1.07e-04 10
Alg. 7 256 (12) 1018.56 8.01e-04 40
(10000,40,97%) SVT 677 3600 4.13e-02 95

3.3.3 Experimentos com o banco de dados Movielens

O banco de dados MovieLens é um sistema de recomendac¢do bem conhecido
que é frequentemente usado em experimentos de completamento de matrizes [59]. Ele
contém avaliagoes (variando no conjunto {1, 2,3,4,5}) de diferentes usuérios em filmes. A

Tabela 4 apresenta as caracteristicas dos conjuntos de dados utilizados nos experimentos.
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Tabela 4 — Bancos de dados do MowvieLens utilizados nos experimentos

banco de dados | # usuarios | # filmes | # avaliagoes
MovieLens-100k 943 1,682 100,000
MovieLens-1M 6,040 3,952 1,000,209

Seja Qo conjunto de indices de entradas observadas (avaliagdes) em um banco
de dados. Dividimos aleatoriamente  em dois conjuntos disjuntos Q e ' de modo que
Q=QuQelQ = 190|Q| As entradas observadas correspondentes a {2 sdo passadas como
entrada para os algoritmos, enquanto que as de Q' sao usadas para avaliar o desempenho

pela raiz do erro quadratico médio (RMSE):

RMSE = /| Pa(A = A)|3/1].

Como o Algoritmo 7 e o FRSI precisam da informacao do posto, nds realizamos
alguns experimentos para diferentes valores de r e definimos r = 130 para MovieL.ens-100k
e r = 340 para MovieLens-1M porque essas opcoes fornecem o menor RMSE para ambos
os métodos. Observe que, neste caso, r € um valor grande e usando a Figura 11 nés fixamos
o parametro de aceleracdo do Algoritmo 7 em [ = 2. Nesses experimentos, definimos as
tolerdncias € = 61 = g9 = €3 = 1072, 6, = 1072, ¢ para SV'T fixamos t; = 1.99 e, como
m # n, definimos 7 = 8y/mn como sugerido em [14] . Além disso, estabelecemos um limite

de tempo de uma hora para todos os algoritmos.

Os resultados (média de cinco execugoes) sao mostrados na Tabela 5. Como
podemos ver, o Algoritmo 7 requer muito menos tempo de computagao para atingir um
valor de RMSE razoavel (em comparagao com os algoritmos considerados). Observamos
que, para o banco de dados MovieLens-1M, o Algoritmo 7 foi o tinico capaz de atingir os

critérios de parada em menos de uma hora.

Tabela 5 — Resultados numeéricos no banco de dados MowvieLens

, 100k M
meétodo T TRMSE | TT | i(s) | RMSE
Alg. 7 | 35 (2) | 16.50 | 0.9852 | 40 (3) | 565.91 | 0.91833
FRSI | 272 |196.95 | 0.9808 | 176 | 3600 | 0.95236
SVT | 2000 | 2186 | 1.0037 | 929 | 3600 |0.9088

FPC 557 1042 | 1.0163 183 3600 | 0.94424

Encerramos este capitulo com algumas consideragoes acerca dos resultados
nele apresentados. Os experimentos numéricos mostram que a Fase 1 (Algoritmo 5) foi
responsavel pela maior parte das iteragoes e, além disso, o niimero de iteragoes dessa
fase pode ser bastante reduzido pela escolha adequada do parametro 5 (veja o passo 7),

conforme mostramos na Segao 3.3.1. Assim, duas linhas de trabalho futuro sao (a) provar
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a convergéncia da Fase 1, evitando possiveis casos em que o posto recuperado pela Fase 2
é diferente do posto alvo (veja Observagao 3.1) e (b) investigar outras expressoes para

usar no lugar do pardmetro de extrapolacio w’ = (j —1)/(j + A).
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4 Gradiente projetado para completamento

de matrizes

Neste capitulo, consideramos um método de Gradiente Projetado (GP) aplicado

ao problema de otimizacao com restricao de posto dado por

: 1 5
min S la/(X) — b3

(4.1)
sujeito a posto(X) <,

em que o/ : R™" — R? é uma transformacéio afim, b € R? e r é o posto da matriz alvo,

o qual supomos ser conhecido a priori. No problema de completamento, podemos tomar

o/ = vec(Pyg) em virtude da Observagao 2.2.

Como o conjunto vidvel do problema (4.1) é ndo-convexo, muitos dos resultados
classicos de teoria de convergéncia do Gradiente Projetado para o caso convexo nao se

aplicam a este problema.

A seguir, apresentamos uma revisao do método de gradiente projetado, primeiro
em conjuntos convexos e depois em conjuntos nao-convexos. Em seguida, aplicamos um
método de gradiente projetado ao problema (4.1) e mostramos que, se & = vec(FPq)
satisfaz 2r-RIP (veja a Defini¢ao 2.3) com pardmetro dy,. € (0,1/2), entdo, a sequéncia
gerada pelo método converge para a solucao do problema. Finalmente, apresentamos alguns
resultados numéricos do método e também considerando um mecanismo de aceleracao

similar ao estudado no método de gradiente proximal acelerado.

As principais referéncias para este capitulo sao [25, 30, 31, 32].

4.1 Gradiente projetado em conjuntos convexos

O método do gradiente projetado ¢ uma maneira simples e padrao para resolver
problemas de otimizacao com restri¢ao e utiliza o conceito de proje¢ao, que consiste em

resolver o problema

. 1 9
min =z —z|;

x 2 (4.2)
sujeitoa xe X < R",

que ¢é conhecido como o problema de projecao de z em X.

A partir de agora, usaremos a nota¢ao Py(z) para denotar a projegao de um

ponto z no conjunto X.
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Nesta secao, consideramos o caso em que X é nao-vazio, fechado e convexo, o
que permite provar alguns resultados importantes para projecao e que estao resumidos na

proposicao a seguir.

Proposicao 4.1. [10, Proposicio 2.1.3] Seja X um subconjunto ndo-vazio, fechado e

convezo de R™.

. . o]
(a) Para cada z € R", existe um tnico x* € X que minimiza ~||z — z|3 em X. O vetor

x* € chamado de projecao de z no conjunto X e é denotado por Px(z).

(b) Dado algum z € R", um vetor x* € X € igual a Px(2) se, e somente se,
=z —2") <0, VeelX.
(¢c) A projecio Px(-) é continua e nao-expansiva, isto é,
|Px(z) = Px(y)]2 < |z —yll2, Va,yeR"
Sejam f : R"™ — R uma funcao continuamente diferencidavel com gradiente

Lipschitz continuo de constante L > 0 e X < R™ um conjunto nao-vazio, fechado e convexo.

Considere o seguinte problema de otimizacao

min x
/@) (4.3)
sujeitoa x e X.
A iteracao do método de gradiente projetado é descrita como
e X, 2" =Py (aF —nfV (")), (4.4)

em que n” é o tamanho de passo e Py (z) é a projecao do ponto z no conjunto X, dada por

. 1
Py (z) = argmin, §Hx — zH% (4.5)

Quando a fungao f é convexa e considerando i(x) a funcao indicadora de

conjunto X definida como

. 0, sexe X
i(x) = (4.6)
+o0, sex ¢ X,

tem-se
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1 1
prox;(z) = arg min {2”2 — |5 + z(x)} = arg min {ZHZ — J;H%} = Py(2),
zeX

TeR™

e podemos escrever (4.3) como

min f(z) + i(x), (4.7)

TreR™

o que mostra que, neste caso, o gradiente projetado é um caso especial de gradiente

proximal.

Métodos de gradiente projetado tém sido aplicados com sucesso em problemas
de otimizacdo convexa, por exemplo, em [11, 12, 29]. Para esses casos, a continuidade e
unicidade da projegao permitem demonstrar que a sequéncia gerada por (4.4)-(4.5) converge
para uma solugdo do problema (4.3), mediante uma escolha adequada do tamanho de

passo, o que pode ser feita por meio de uma busca de Armijo [29].

No entanto, a aplicagdo do gradiente projetado ao problema (4.1) torna-se
um desafio, pois seu conjunto vidvel C' = {X € R™*" | rank(X) < r} é ndo-convexo e a
continuidade e unicidade da projecao nao valem, em geral. Esse problema serd abordado

na proxima secao.

4.2 Gradiente projetado em conjuntos nao-convexos

Os resultados da Proposicao 4.1 permitem derivar a convergéncia do processo
iterativo (4.4)-(4.5) no cendario convexo. Entretanto, tais resultados nao valem quando
X é apenas fechado, o que torna a andlise da convergéncia do gradiente projetado em

conjuntos nao-convexos mais complexa.

Nesta secao, fornecemos alguns resultados preliminares envolvendo a projecéo e o
método de gradiente projetado em conjuntos nao-convexos. Note que, neste caso, a projecao

P+ (z) nao é tnica. A Figura 12 ilustra essa situacao - neste caso, Py(z) = {uy, ug, us}.

Agora, vamos considerar o problema (4.3) para o caso em que o conjunto X’ é
fechado e nao-convexo. Como a projecao pode nao ser Unica, assumiremos que o método
do gradiente projetado tomard qualquer elemento do conjunto Py (z). Ou seja, a iteragao

do GP em conjuntos nao-convexos pode ser dada por:

P eXx, 2"'e Py (aF —ntVf(Eh)), (4.8)
com Py definido em (4.5).

k+

De (4.8) e (4.5) pode-se mostrar que z**! é solugdo do seguinte problema

1
: k Lk k2
min  (Vf(@"),z —2%) + o |z — 2%[3.
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Figura 12 — Ilustragdo do conjunto Px(z). Os pontos uy, uy € ug sdo as projegoes do ponto
z no conjunto X.

Desse modo, segue que

1
2nk

(Vf(a"), 2" —a®) < = 23 (4.9)

Usando a desigualdade acima e o fato de f ter gradiente Lipschitz continuo, obtemos
L
FE) < @) + (0 f@t), 2 = ab) 4 St =t

1 L
< ) = ol = aHP o S - o B

—ph g (L= ) It - (4.10)

Isso mostra que, para 7 < 1/L, a sequéncia {f(2*)} é monétona nio-crescente. Mais
ainda, desde que |z — 2*[y # 0 e m, < 1/L, temos que f(z"™) < f(z").

Agora, assuma que z* € X' é uma solugao para o problema (4.3), com X nao-
convexo, ou seja, f(z) = f(x*),Vo € X. Como f ¢é limitada inferiormente em X por f(x*),

temos entdo que {f(z¥)} é convergente. Mas, novamente por (4.10), para n* = n € (0,1/L],

temos que
5 (5= 2) 1k = ot < 1 - s, (4.11)
que implica
lim |lz* Tt — 2k |y = 0. (4.12)

Em outras palavras
. . ko _
klgglo dist (z, Py (2" =9V f(21))) =0,

em que
dist(z, C) = minfllz —yll2 [ y € C},

é a distancia do ponto x € R" ao conjunto fechado C.
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Se X fosse convexo, pela Proposigdo 4.1 (a) Px(-) seria tnica, e de (4.12)
teriamos

klim |z" — Py (2" =V f(2")) |2 = 0.

k

Mais ainda, caso = — Z, poderfamos usar a continuidade de Px(-) (Proposigao 4.1 (¢))

para obter
| Px (z =0V f(z)) — 2], =0, (4.13)

que é uma condi¢ao necessaria de otimalidade.

A propriedade (b) da Proposi¢ao 4.1 também pode nao valer quando X é
nao-convexo, isto é, o dngulo formado pelos vetores z — Py (z) e © — Px(2) pode ser menor

que o angulo reto. Neste caso, temos o seguinte resultado.
Lema 4.1. Seja X um conjunto nao-vazio, fechado e nao-convezro. Entao, Px(2) € tal que

(= Pz o~ Py(2) < o — Pa(2)f}, Vae X (4.14)

Demonstracao. Primeiro note que
2(z = Px(2),x — Px(2)) = |2 = Px(2) |5 + |x = Px(2)[3 = |2 — 5.
Agora, como Px(z) é minimizador global de |z — z|j3 em X, temos que
|z = Px(2)|3 < |z —zlz  Vozed,
logo
(o= Px(z) o~ Px(2)y < o - Pa(2)l},  VaeX.
O

Lema 4.2. [25, Lema 2.5] Seja X ndo-vazio e fechado. Se 2" — z* e y* € Px(2") ¢ tal
que y* — y*, entdo y* € Py(2*).

k

Teorema 4.1. Seja {a:k} a sequéncia gerada pelo GP. Suponha que x" — x. Entdo

dist(z, Px(& — 1V f(%))) = 0. (4.15)

Demonstragio. Seja {z*} < X sequéncia gerada pelo GP e assuma que ¥ — z. Claramente
r e X ja que X é fechado. Como V f é continua, temos que
k_ ok k - =
2 =a" =V f(x") >z —nVf(x)=:2Z

k+1

Perceba que 24! € Py (zk) e como """ — x, pelo Lema 4.2 temos que

T e Py(2) = Py(z —nV f(T)),

e, portanto,
dist(z, Px(Z — nV f(z))) = 0.
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Observacao 4.1. Mesmo com f convexa, quando X nao é convexo, infelizmente a condi¢cdo
da equagdo (4.15) nao configura uma condigcdo suficiente de otimalidade. Por exemplo,
considere o problema de minimizar f(z) = c'x, com ¢ # 0, sujeito a X = {x e R" | [z], =
1}. Veja que qualquer constante L > 0 serve como constante de Lipschitz e com uma
escolha adequada de n < 1/L € possivel mostrar que um maximizador cumpre tal condigao,
i.e, T —nVf(Z) =0, com 'z > c'z,Yo € X. Com efeito, temos Vf(z) = c e f(x) <|c[
para todo x € X. Assim, escolhendo n = 1/|c|z2, seque que & =nV f(Z) = ¢/|c|€ X é o
mazimizador de f em X, com T —nV f(Z) = 0. Por outro lado, como & € Px(x —nV f(Z)),

verifica-se que T cumpre a condigao (4.15).

Em relagao a complexidade de iteracao, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.2. Para n* =1 < 1/L, em no mdzimo
2(f(«") — f (=)
(1/n—L)e?

k+1

iteragoes do gradiente projetado, teremos ||x oF| < e.

Demonstragio. Segue de (4.11) que

2
a1 = < (1) ),
Seja k o primeiro indice tal que |2°*! — 2¥|, < ¢. Entdo para j =0,1,...,k — 1, temos
que
<l =l () — )
que implica em
2 4 2
ke? < f(2?) — f(z?™) = f(z®) — f(zF
= S~ 1) = 16 - 16

2 0 *
<m(f($)—f($ ))-

4.3 Completamento de matrizes usando gradiente projetado

Seja A uma matriz de posto r. Nessa segdo, vamos considerar o problema (4.1)
para o caso especifico em que &7 = vec (Py) e b = vec (Po(A)). Assim, o problema (4.1)

se reduz a

min - S(X) = S1Pa(X) - PalA)[}

XeRmxn (4.16)

sujeito a  posto(X) < r.
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Embora o conjunto viavel de (4.16) seja nao-convexo, uma projegdo de uma

matriz Y sobre tal conjunto é dada por [32]

SVD,(Y) = Y o, (4.17)
i=1
De agora em diante vamos considerar a seguinte iteracao de gradiente projetado

Zk-‘rl _ Xk . vf(Xk)

(4.18)
Xk+1 _ PC(Zk+1),

em que P (Z%™) =SVD,.(Z"™) e Vf(X) = Po(X — A) é o gradiente da fungao f definida
no problema (4.16).

Proposicao 4.2. Sejam X,Y € R™*". As sequintes propriedades valem para o operador
PQ N

(i) [Po(X)[? < X2
(it) P3(X) = Po+ Po(X) = Pa(Pa(X)) = Pa(X).

(ii) (Pa(X),Y) = (X, Po(Y)).
Demonstracao. Consequéncia imediata da definicao de Fj. O

Jain e Kar [30] propoem um algoritmo de gradiente projetado que visa resolver
o problema geral (4.1) e mostram que se o operador 7 satisfaz RIP de ordem 2r com um

pardmetro dy,. € (0,1/3), entdo o método converge para uma solugao do problema.

O préximo resultado mostra que o valor de o, pode ser maior no caso especifico
em que &/ = vec(Pq) e [ é a fungdo objetivo do problema (4.16). Com efeito, o teorema a
seguir mostra que se Py satisfaz RIP de ordem 2r com um pardmetro s, € (0,1/2), entao

a sequéncia {X k} gerada por (4.18) converge para a solugao do problema (4.16).

Teorema 4.3. Suponha que o operador Pq satisfaz RIP de ordem 2r com parametro
0 < 09 < 1/2. Sejam X* uma solugio dtima do problema (4.16) tal que Po(X™) = Po(A)
e {X*} a sequéncia gerada por (4.18). Entdo, o processo iterativo (4.18) gera uma matriz

X de posto no mdzimo r, tal que | X — X*|% < e, em no mdzimo

| Po(X° —X*)%)

gy o
log (1 — 52r) (1 — 52r)5

627"

iteracoes.
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1
Demonstragio. Sejam f(X) = §||PQ(X — XM|3 e ZF = XF - Po(X* — X*). Temos,

1 .
FxF) = gl\PQ(X’““ - X%
1
— §HPQ(Xk+1 — Xk 4 xF - X%
1 . 1 .
= §HPQ(X’“ - XN|F + §HPQ(X’“+1 — XM)|F + (Po(XFT — XM), Po(XF — X))
. 1
< F(XF) + (Po(XFT — X), Po(XF — X*)) + 5HX"?+1 — X*|%, (4.19)

em que a desigualdade (4.19) segue aplicando a propriedade (i) da Proposicao 4.2 a
matriz X* — X" Agora, escrevendo iHXkH — X*|3 = §||X]““Jrl — ZkrL 4 ZR  XR|S
e expandindo o lado direito de (4.19), obtemos
ka+1 <ka +( Py Xk+1_Xk , Po Xk_X* +1 Xk+1_zk+1+Zk+l_Xk 2
5 F
1 1 X
= f(X*) + §\|Xk+1 —ZFE + gl\ZkH — XF|F 4 (Po(XFH = X7), Po(X" = X))
+ <Xk+1 _ Zk+1 Zk+1 _ Xk>
1 1 X
= f(X*) + §\|Xk+1 —ZFE + §|\2k+1 — XF|F 4 (Po(XF = XP), Po(X" = X))
+ (X XF 4 P (XE — X*), XP — Po(XF - X*) - XF)

1 1 N
= FOX8) 4 I = ZE ] 28— X (X - X Py (X - X))

+ (XM XE 4 Po(XF - X%, XF - Po(XF - X*) — X (4.20)
1 1

= f(X*) + §HX’““ - 7MY - §|\P9(Xk - X%
- 1 .

< f(XF) + S IX™ = ZM% - §HPQ(X’“ - X[ (4.21)

A desigualdade (4.20) segue de (i7) e (iii) da Proposi¢ao 4.2 e da expressao de
ZF1 A desigualdade (4.21) segue do fato de que X*+! é a projecao de Z*! e, portanto,
|XF — ZF2 < | X* — ZFT 2. Usando novamente a expressao de Z*™ no lado direito

da desigualdade (4.21) e, em seguida, as propriedades (ii) e (iii) da Proposigao 4.2, temos

FOXH) < 0 + 5K XF 4 Pa(X = X3~ S Pa(X* — X
= X 4 51X = XE 4 Pa(X* = X% — L Pa(X* — X[}
= X 4 51X — XM+ S Pa(X — X7V — S1Pa(X* — X[}
+(X* = XF Po(X* — X7))
= FX%) 4 SIX = XF — (XF - X, Po(XE — X))

1 * *
= f(X") + S IX* = XF5 = |Po(X" = X[ (4.22)
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Finalmente, aplicando RIP & matriz X* — X* em (4.22), obtemos

_
2(1— 0y

- (wmy ) 1o
b

R 52r)f(X"").

Como 0 < dy. < 1/2, segue que 0 < d9,./(1 — dz,) < 1. Assim, a sequéncia

FXP) < F(XF) + [Pa(X* = X)[E — 2 (XF)

{f(X*)} converge geometricamente e podemos escrever

52r
1 - 52r

FXF) < kf(XO)' (4.23)
(%)

Agora, da RIP aplicada & matriz X*— X*, temos (1—da, )| X* —X*||3 < 2f(X"),

resultando na desigualdade

* 1 5 T g *
- X < g (125) 1A= X (1.24)

completando a prova. O

Observacgao 4.2. A andlise do Teorema 4.3 se aplica a qualquer matriz X* do conjunto
X" = {X,posto(X) <rePqo(X) = Po(A)}. Assim, usando este fato e notando que a
sequéncia {Z’“H} ¢ a mesma para qualquer elemento de X*, pode-se mostrar que a

sequéncia {Xk} converge para a solu¢io unica do problema (4.16).

O método estudado nesta secao estd sintetizado no Algoritmo 8.

Algoritmo 8 — Gradiente projetado (GP)
Entrada: Entradas conhecidas de A € R™*" indexadas por €2, o posto r, € > 0.

1. Inicialize X' = 0.

2.para k =1,2,... faga:

3. ZFHE e XF — Po(XF — A).

4. Compute X*™ « SVD, (Z*1).

D. Se algum critério de parada for atingido entao termine.
6. fim

Saida: X*.
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4.4 Experimentos numéricos

Nesta secao, apresentamos os resultados numéricos para o método estudado.
Para isso, geramos matrizes de dados sintéticos utilizando o mesmo protocolo descrito na
Secao 3.3.

Com o intuito de compararmos os resultados numéricos desse capitulo com
os resultado do Algoritmo 7, que foram apresentados no Capitulo 3, nés realizamos os
experimentos dessa se¢ao considerando os mesmos parametros utilizados nas simulagoes
daquele capitulo e utilizamos o critério de parada

| P (Xk _ A)HF <.
[Po(Mlr

Primeiro nés avaliamos quao restritiva é a propriedade de isometria restrita
no contexto de completamento de matrizes. Para isso, geramos matrizes com r = 10
fixo, n € {500, 1000, 1500, 2000, . ..,4000}, p_ € {95%, 85%, 70%, 55%, 40%} e ¢ = 10~* ¢
estimamos o valor minimo de d5, para o qual a matriz X* — X* satisfaz RIP de ordem 2r.

O resultado pode ser visto na Figura 13.

Figura 13 — Valor de 6, para o qual matriz X* — X* satisfaz 2r—RIP. Simula-
gdo para r = 10 fixo, n € {500,1000,1500,2000,...,4000}, p_ €
{95%, 85%, 70%, 55%, 40%} e € = 107*.

L — [ —— In— T
T e p=95%
09 —n—p_=85%

p =70%

08 - p_=55%

q —p_=40%
S

0.6

0.5

04 I I I I I I
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

n (Dimensao da matriz)

Como podemos observar, a condi¢ao é considerada forte, uma vez que ela requer
um apagamento pequeno para que o valor de dy,. fique abaixo de 1/2. Por outro lado, o
resultado do Teorema 4.3 representa um avango, uma vez que relaxa o valor de dy, de 1/3
para 1/2, fornecendo garantia de convergéncia tedrica para os casos em hé uma quantidade

relativamente grande de entradas conhecidas.

Nas proximas se¢oes apresentamos os resultados numéricos com dados sintéticos
por meio de tabelas nas quais r denota o posto alvo, I'T é o ntimero total de iteragoes
(para o Algoritmo 7, o nimero de iteragoes da Fase 2 estd apresentado entre parénteses),

t(s) o tempo em segundos e Rer é o erro relativo (o mesmo usado no Capitulo 3).
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4.4.1 Gradiente projetado sem aceleracao

Nessa se¢ao, recuperamos matrizes de dados sintéticos gerados de acordo com
as tabelas da Secao 3.3.2. Para um primeiro experimento, ndés geramos matrizes com
n = 1000, p. = 40%, ¢ = 10 * e r variando no conjunto {10, 15,20, 40, 80,100}. Os
resultados estao descritos na Tabela 6. Como pode ser visto, neste cendario, no qual a
porcentagem de entradas conhecidas é relativamente alta, o Algoritmo 8 possui resultados

levemente inferiores aos obtidos pelo Algoritmo 7.

Tabela 6 — Resultados numéricos para o Gradiente Projetado (GP) e o Algoritmo 7.
Avaliacdo de performance para n = 1000, p_ = 40%, ¢ = 10™*, e r variando no

conjunto {10, 15, 20, 40, 80, 100}.

r método IT t(s) Rer
0 Alg. 7 16 (1) 1.80 5.84¢-06
GP 13 1.89 1.01e-04
; Alg. 7 18 (1) 177 6.90e-06
GP 14 2.15 1.03e-04
2 Alg. 7 18 (2) 1.80 1.126-06
GP 15 3.09 9.84e-05
0 Alg. 7 25 (1) 277 1.63e-06
GP 19 4.28 9.99¢-05
% Alg. 7 31 (3) 7.08 1.766-05
GP 27 10.01 1.56e-04
100 Alg. 7 38 (2) 12.26 5.42¢-05
GP 33 16.74 1.56e-04

Encerramos essa se¢ao com os resultados numéricos para matrizes geradas
com r = 10, p_ = 90%, € = 10~ e n variando no conjunto {1000,2000, 5000, 10000}. Os
resultados s@o mostrados na Tabela 7. Podemos observar que neste cenario o Algoritmo 7
tem resultados melhores que o GP, tanto em tempo quanto em niimero de iteragoes e erro

relativo.

Tabela 7 — Resultados numéricos para o Gradiente Projetado (GP) e Algoritmo 7. Avaliacao
de performance para r = 10, p_ = 90%, € = 10™*, e n variando no conjunto
{1000, 2000, 5000, 10000}

n método IT t(s) Rer
1000 Alg. 7 116 (3) 5,45 1.36e-04
GP 239 7.40 1.91e-04
2000 Alg. 7 86 (2) 12.54 3.68¢-05
GP 156 18.82 1.45e-04
000 Alg. 7 69 (1) 63.40 2.360-05
GP 116 90.81 1.18e-04
L0000 Alg. 7 65 (3) 245.13 8.27¢-06
Gp 103 359.23 1.08e-04
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4.4.2 Gradiente projetado com aceleracao

Nessa secao, apresentamos resultados numéricos incluindo no gradiente proje-

tado o mesmo mecanismo de aceleragao de Nesterov utilizado no passo 7 do Algoritmo 5,

isto é,
k—1
ZMt— xXF 4~ — (XF— X)) com =2
X o
Dessa vez, geramos matrizes com posto r = 10, p_ = 90%, ¢ = 10~ %, n variando

no conjunto {1000, 2000, 5000, 10000} e obtivemos resultados para diferentes valores de 3.
Podemos observar, na Tabela 8, que o método converge mais rapido para valores maiores
de (3, convergindo para a solu¢ao mais rapido que o Algoritmo 7, quando usamos o mesmo

valor de [ para ambos.

Tabela 8 — Comparacao dos resultados do Gradiente Projetado Acelerado (GPA) e do

Algoritmo 7. Simulacdo para r = 10, p_ = 90%, ¢ = 10™*, n variando no
conjunto {1000, 2000, 5000, 10000} e para diferentes valores de f.
n método B IT t(s) Rer

Alg. 7 13 116 (3) 5,45 1.36e-04

1000 ap 2 157 4.90 1.76e-04
13 67 2.05 1.77e-04

Alg. 7 19 86 (2) 12.54 3.68¢-05

2000 ap 2 118 14.25 1.36e-04
19 53 6.33 1.37e-04

Alg. 7 19 69 (1) 63.40 2.36e-05

5000 GP 2 97 74.95 1.16e-04
19 44 34.08 9.49e-05

Alg. 7 19 | 65(3) 245.13 | 8.27c-06

10000 Gp 2 90 311.63 1.07e-04
19 41 141.93 1.07e-04

Tabela 9 — Comparagio dos resultados do Gradiente Projetado Acelerado (GPA) e do
Algoritmo 7. Tabela gerada para matrizes geradas com r € {20,25,40}, p_ €
{92%, 96%, 97%}, ¢ = 10~*, n variando no conjunto {2000, 5000, 10000} e 3
variando no conjunto {12, 12, 10}.

(n,r,p_) método 6} IT t(s) Rer

Alg. 7 12 147 (5) 28.11 1.59¢-04

(2000, 20, 92%) Gp 2 204 24.43 1.83e-04
12 81 9.89 1.86e-04

Alg. 7 12 215 (4) 149.89 1.62e-04

(5000, 25,96%) GP 2 359 190.74 1.82e-04
12 120 62.77 1.82e-04

Alg. 7 10 | 256 (12) | 101856 | 8.0le-04

(10000, 40, 97%) ap 2 462 1266.43 | 1.850-04
10 151 410.43 1.86e-04
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Também realizamos experimentos variando a porcentagen de apagamento e o
posto da matriz. Para isso, geramos matrizes como r € {20, 25,40}, p_ € {92%, 96%, 97%},
e = 10~*, n variando no conjunto {2000, 5000, 10000} e 3 variando no conjunto {12,12, 10}.
Os resultados da Tabela 9 mostram que o gradiente projetado acelerado consegue recuperar

matrizes de posto mais alto e ainda possui resultados melhores que o Algoritmo 7.
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5 Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho, estudamos a aplicacdo de métodos de gradiente proximal e
de gradiente projetado para completamento de matrizes de posto conhecido a priori.
As principais contribuigoes originais desta tese concentram-se nos capitulos 3 e 4 e sao

sintetizadas na sequéncia.

No Capitulo 3, definimos uma iteragao tipo ponto fixo inspirada na heuris-
tica Fixed-rank Soft-Impute (FRSI) para resolver um problema de quadrados minimos

regularizado (QMR) pela norma nuclear que modela o completamento de matrizes.

Uma decomposicao SVD parcial é utilizada a cada iteragao e leva em conta
a informagao do posto da matriz resultante. Mostramos que, se a sequéncia dos valores
singulares subjacentes é soméavel, entao a sequéncia gerada pelo processo iterativo é quasi-
Fejér convergente para a solugao do problema de QMR. Independente dessa condi¢ao, uma
versao acelerada da heuristica pode ser utilizada como uma fase de warm-start para um

algoritmo de gradiente proximal acelerado.

Essa ideia deu origem a um algoritmo de duas fases, descrito na Secao 3.2.
Experimentos numéricos realizados com dados sintéticos e reais indicam que o algoritmo
proposto supera a heuristica FRSI [41] e tem desempenho comparavel com algoritmos
bem estabelecidos na literatura de completamento de matrizes, como o SVT e FPC. Estes

resultados estdao publicados no artigo [2].

No Capitulo 4, propomos a aplicacao de um método de gradiente projetado
para resolver um problema de otimizac¢ao com restri¢cdo de posto, como uma formulacao
alternativa para completamento de matrizes. O principal desafio nessa abordagem refere-
se ao uso de uma abordagem de gradiente projetado em conjuntos nao-convexos, cuja

literatura é limitada e nao ha garantia de convergéncia para o caso geral.

Nao obstante, seguindo algumas referéncias da literatura, utilizamos a proprie-
dade de isometria restrita para mostrar que a sequéncia gerada pelo algoritmo proposto
converge para a solu¢ao do problema. Em particular, no Teorema 4.3 mostramos que é
possivel relaxar o pardmetro da isometria restrita (do,) de 1/3, como usado em trabalhos
anteriores [30], para 1/2. Apesar de pequena, essa diferenca pode ser bastante relevante nos
experimentos numéricos, conforme mostramos nas simulagoes. Além disso, propomos tam-
bém um mecanismo similar & aceleragao de Nesterov para o método de gradiente projetado

que, embora nao tenha garantia de convergéncia, possui bons resultados numéricos.

Além das contribui¢oes destacadas neste capitulo e dos demais resultados que

compoem esta tese, diversas ideias surgiram ao longo do desenvolvimento deste trabalho
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e, por limitacao de tempo e escopo, nao foi possivel explora-las. Algumas dessas ideias
constituem desdobramentos dos resultados aqui apresentados e serao consideradas em

termos de trabalhos futuros.

Embora a primeira fase do Algoritmo 7 seja considerada uma heuristica, nos
resultados numéricos apresentados na Secao 3.3, ela foi responsavel pela maioria das
iteragoes. Assim, uma linha de investigacao futura consiste em estudar a convergéncia

tedrica da fase 1 sob condig¢oes mais fracas.

Na Secao 4.3 aplicamos um método de gradiente projetado para completamento
de matrizes e mostramos que a sequéncia gerada converge para uma solugdo do problema
sob uma condicao de isometria restrita admitidamente forte nesse contexto. Diante disso,
uma outra linha de estudo futuro seria investigar as propriedades do conjunto viavel
do problema (4.16) e tentar derivar resultados para a projegdo que permitam analisar a

convergéncia do método abrindo mao da propriedade de isometria restrita.
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