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Resumo
O Problema de Completamento de Matrizes (PCM) consiste em estimar as entradas em
falta de uma matriz, a partir de um subconjunto de entradas conhecidas. Esse problema
pode ser formulado como um problema de otimização com a condição de que a matriz
a ser completada tenha posto reduzido. Além disso, em algumas aplicações, o posto
da matriz alvo é conhecido a priori e esta informação pode ser útil para o processo de
completamento da matriz. Esta tese concentra-se no estudo de métodos de otimização para
o completamento de matrizes de posto conhecido. Inicialmente, propomos um método que
utiliza a informação do posto alvo e uma decomposição SVD truncada em cada iteração.
Estabelecemos uma condição sob a qual a sequência gerada pelo método é quasi-Fejér
convergente para o conjunto solução do problema. Em seguida, incluímos um mecanismo de
aceleração semelhante à aceleração de Nesterov para obter uma heurística que, embora não
tenha garantia de convergência, pode ser usada para a obtenção de um bom ponto inicial,
bem como um valor para o parâmetro de regularização para um método de gradiente
proximal acelerado que visa resolver um problema de quadrados mínimos regularizado pela
norma nuclear. Uma segunda contribuição da tese consiste na aplicação de um método
de gradiente projetado para resolver um problema de otimização com restrição de posto
que modela o PCM. O principal desafio dessa abordagem está na escassez de resultados
de convergência para o gradiente projetado (GP) em conjuntos não-convexos, que sejam
baseados em hipóteses razoáveis na prática. Utilizando a propriedade de isometria restrita,
bem como, assumindo conhecido o posto da matriz alvo, mostramos que a sequência
gerada pelo algoritmo de GP proposto converge para a solução do problema. Todos os
métodos propostos foram testados, tanto com dados sintéticos, quanto em conjuntos de
dados reais usualmente utilizados na área. Os resultados computacionais obtidos mostram
que os métodos propostos têm desempenho similar aos principais métodos da literatura,
com a vantagem de controlar o posto da matriz resultante.

Palavras-chave: Completamento de Matrizes. Matrizes de posto reduzido. Matrizes de
posto conhecido. Gradiente Proximal. Gradiente Projetado.



Abstract
The Matrix Completion Problem (MCP) consists in estimating the missing entries of a
matrix from a subset of known entries. This problem can be formulated as an optimization
problem with the condition that the matrix to be completed has a low rank. Furthermore,
in some applications, the rank of the target matrix is known in advance; this information
can be helpful during the matrix completion process. This thesis focuses on the study of
optimization methods for the completion of matrices that have known rank. Initially, we
propose a method that uses the target rank information and a truncated SVD decomposition
at each iteration. We establish a condition under which the generated sequence is quasi-Fejér
convergent to the solution set of the problem. We then include an acceleration mechanism
similar to Nesterov’s acceleration to obtain a heuristic that, although the convergence is
not guaranteed, can be used to obtain a good starting point, as well as a value for the
regularization parameter for an accelerated proximal gradient method that aims to solve
a nuclear norm regularized least squares problem. A second contribution of the thesis
consists of the application of a projected gradient method to solve a rank-constrained
optimization problem that models the PCM. The main challenge of this approach lies in
the scarcity of convergence results for the projected gradient (GP) on non-convex sets that
are based on reasonable assumptions in practice. Using the restricted isometry property, as
well as, assuming that the rank of the target matrix is known, we show that the sequence
generated by the proposed GP algorithm converges to the solution of the problem. All
the proposed methods have been tested, both with synthetic data and on real data sets
commonly used in the field. The computational results obtained show that the proposed
methods perform similarly to the main methods in the literature, with the advantage of
controlling the rank of the resulting matrix.

Keywords: Matrix Completion. Low-rank matrices. Known-rank matrices. Proximal
Gradient. Projected Gradient.



Lista de ilustrações

Figura 1 – Aproximação linear de f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
Figura 2 – O epígrafo da função f representado pela cor cinza. A fronteira inferior,

em vermelho, é o gráfico de f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
Figura 3 – Interpretação geométrica do envelope convexo de uma função. A função

g (azul) é o envelope convexo de f (vermelho). . . . . . . . . . . . . . . 20
Figura 4 – Os gráficos da função f (vermelho) e seu biconjugado f�� (azul trace-

jado). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Figura 5 – Valor mínimo para p de acordo com o Teorema 2.4. . . . . . . . . . . . 41
Figura 6 – Matriz de avaliações de um sistema de recomendação . . . . . . . . . . 48
Figura 7 – Ilustração do problema de predição de link . . . . . . . . . . . . . . . . 49
Figura 8 – Ilustração do problema de localização em rede de sensores . . . . . . . 50
Figura 9 – Número de iterações versus β para n � 1000, r � 5, ε � 10�8 e

p� P t92%, 85%, 72%, 50%u. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
Figura 10 – Número de iterações versus β para n P t500, 1000, 2000, 4000u, r � 5,

ε � 10�8, e p� � 40%. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
Figura 11 – Valor ótimo de β com n � 1000, r P t3, 5, 10, 30, 50, 80, 100u, ε � 10�5

e p� � 50%. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
Figura 12 – Ilustração do conjunto PX pzq. Os pontos u1, u2 e u3 são as projeções

do ponto z no conjunto X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
Figura 13 – Valor de δ2r para o qual matriz Xk � X� satisfaz 2r�RIP. Simu-

lação para r � 10 fixo, n P t500, 1000, 1500, 2000, . . . , 4000u, p� P
t95%, 85%, 70%, 55%, 40%u e ϵ � 10�4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75



Lista de tabelas

Tabela 1 – Comparação da complexidade de uma iteração do algoritmo proposto
com os algoritmos SI, SVT e FPC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

Tabela 2 – Comparação do Algortimo 7 com FRSI, SVT e FPC. Avaliação de
performance para n � 1, 000, p� � 40%, r toma valor no conjunto
t10, 15, 20, 40, 80, 100u e β P t13, 13, 12, 10, 5, 5u, respectivamente. . . . 62

Tabela 3 – Comparação do Algoritmo 7 com o SVT para diferentes valores de
pn, r, p�q e β P t13, 12, 19, 12, 19, 12, 19, 10u, respectivamente. . . . . . . 63

Tabela 4 – Bancos de dados do MovieLens utilizados nos experimentos . . . . . . 64
Tabela 5 – Resultados numéricos no banco de dados MovieLens . . . . . . . . . . 64
Tabela 6 – Resultados numéricos para o Gradiente Projetado (GP) e o Algoritmo 7.

Avaliação de performance para n � 1000, p� � 40%, ε � 10�4, e r

variando no conjunto t10, 15, 20, 40, 80, 100u. . . . . . . . . . . . . . . 76
Tabela 7 – Resultados numéricos para o Gradiente Projetado (GP) e Algoritmo 7.

Avaliação de performance para r � 10, p� � 90%, ε � 10�4, e n

variando no conjunto t1000, 2000, 5000, 10000u . . . . . . . . . . . . . 76
Tabela 8 – Comparação dos resultados do Gradiente Projetado Acelerado (GPA)

e do Algoritmo 7. Simulação para r � 10, p� � 90%, ε � 10�4, n

variando no conjunto t1000, 2000, 5000, 10000u e para diferentes valores
de β. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

Tabela 9 – Comparação dos resultados do Gradiente Projetado Acelerado (GPA)
e do Algoritmo 7. Tabela gerada para matrizes geradas com r P
t20, 25, 40u, p� P t92%, 96%, 97%u, ε � 10�4, n variando no conjunto
t2000, 5000, 10000u e β variando no conjunto t12, 12, 10u. . . . . . . . 77



Lista de símbolos

Rm�n Conjunto das matrizes de ordem m� n com entradas reais

I Matriz identidade

AJ Transposta da matriz A

TrpAq Traço da matriz A

}A}F Norma de Frobenius da matriz A

}A}2 Norma espectral da matriz A

}A}� Norma nuclear da matriz A

}v}p Norma-p do vetor v

Sλ Operador Soft-Thresholding

∇f Gradiente da função f

Ω Conjunto dos índices dos valores observados

PΩ Operador projeção

PK
Ω Operador projeção complementar

f� Conjugado da função f

f�� Biconjugado da função f

epi f Epígrafo da função f

Bfpxq Subdiferencial de f em x

proxf Operador proximal da função

rxs Menor inteiro maior que x.

λmaxpAq Maior autovalor da matriz A.



Sumário

Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1 Fundamentos teóricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.1 Funções convexas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.2 Noções de álgebra matricial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.3 O método do gradiente proximal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2 Completamento de Matrizes de Posto Reduzido . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.1 O Problema de Completamento de Matrizes . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.2 Hipóteses comuns no problema de completamento . . . . . . . . . . . . . . 34

2.2.1 Quantidade mínima de entradas conhecidas . . . . . . . . . . . . . 34
2.2.2 Posições das entradas conhecidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2.3 Espalhamento das entradas da matriz . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.2.4 Propriedade de Isometria Restrita (RIP) . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.3 Alguns métodos de completamento de matrizes . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.3.1 Fixed Point Continuation (FPC) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.3.2 Singular Value Thresholding (SVT) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.3.3 Soft-Impute (SI) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.3.4 O Soft-Impute como um método de gradiente proximal . . . . . . . 46
2.3.5 Fixed-Rank Soft-Impute (FRSI) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.4 Aplicações do problema de completamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.4.1 Sistemas de recomendação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.4.2 O problema de predição de link . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.4.3 Modelagem com Matrizes de Distâncias Euclidianas . . . . . . . . . 49

3 Um algoritmo de duas fases para completamento de matrizes de posto
conhecido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.1 Revisitando o Fixed-Rank Soft-Impute (FRSI) . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.2 Um algoritmo de duas fases baseado na informação do posto . . . . . . . . 54

3.2.1 Complexidade do algoritmo proposto . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.3 Resultados numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.3.1 Ajustando o parâmetro β . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.3.2 Experimentos com dados sintéticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.3.3 Experimentos com o banco de dados MovieLens . . . . . . . . . . . 63

4 Gradiente projetado para completamento de matrizes . . . . . . . . . . . . 66
4.1 Gradiente projetado em conjuntos convexos . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.2 Gradiente projetado em conjuntos não-convexos . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.3 Completamento de matrizes usando gradiente projetado . . . . . . . . . . . 71
4.4 Experimentos numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75



4.4.1 Gradiente projetado sem aceleração . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.4.2 Gradiente projetado com aceleração . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5 Conclusões e trabalhos futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81



15

Introdução

O problema de recuperar uma matriz a partir de uma fração de suas entradas
é conhecido como Problema de Completamento de Matrizes (PCM) e tem despertado o
interesse de muitos pesquisadores nas últimas décadas. Em geral, o PCM é um problema
mal-posto [16], uma vez que, dada uma amostra aleatória de entradas conhecidas de uma
matriz, haverá infinitas possibilidades de completamento das entradas em falta. Nesse
sentido, Candés e Recht [15] dão uma contribuição importante para a área ao mostrarem
que é possível recuperar matrizes de posto reduzido a partir de um conjunto relativamente
pequeno de entradas conhecidas. Assim, o PCM geralmente assume a hipótese de que a
matriz alvo tem posto reduzido.

Há diversas aplicações que podem ser analisadas sob a ótica de completamento
de matrizes. Na área de filtragem colaborativa [13, 36], podemos citar os sistemas de
recomendação [33], que são ferramentas utilizadas por empresas para recomendar novos
produtos a seus clientes utilizando o histórico de informações dos usuários armazenado
no sistema. Neste caso, acredita-se que poucos fatores colaboram para a preferência
dos usuários, resultando em uma matriz de posto baixo. Outras aplicações importantes
incluem o problema de predição de link [59, 9], machine learning [21] e alguns problemas
em processamento de imagem [24].

Esta tese tem enfoque no estudo de métodos de otimização para completamento
de matrizes de posto conhecido a priori. A motivação advém de aplicações reais cuja
matriz associada possui posto conhecido, tais como o problema de localização em rede
de sensores [45]. Neste problema, o objetivo é determinar as posições de sensores na rede
a partir de uma amostra de distâncias entre alguns pares de sensores [43]. Um passo
intermediário para sua resolução é completar as entradas (distâncias) faltantes em uma
Matriz de Distâncias. Tais matrizes possuem posto reduzido e conhecido [20].

As contribuições desse trabalho estão concentradas nos dois últimos capítulos
e são sintetizadas a seguir:

• Propomos um algoritmo de duas fases, a primeira das quais é uma heurística baseada
em uma iteração de ponto fixo que usa a informação do posto da matriz alvo para
estimar um parâmetro de regularização e um bom ponto inicial para um método de
gradiente proximal acelerado [46] (segunda fase), que visa resolver um problema de
quadrados mínimos regularizado pela norma nuclear (mais detalhes na Seção 3.2).
Parte dos resultados deste estudo foi apresentada em [3, 4] e publicada no artigo [2].

• Estudamos um método de gradiente projetado para determinar uma matriz de posto
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no máximo r que melhor se ajuste às entradas conhecidas de uma matriz alvo de
posto r. Mostramos que a sequência gerada converge para uma solução do problema
sob uma condição relaxada do parâmetro de isometria restrita. Além disso, incluímos
um mecanismo de aceleração similar à aceleração de Nesterov, que fornece bons
resultados numéricos quando comparado com outros métodos para completamento
estudados neste trabalho. Um resultado desse estudo foi apresentado em [1].

Essa tese está organizada da seguinte forma: no Capítulo 1, apresentamos uma
revisão de alguns resultados importantes que são comumente explorados em estudos de
métodos de completamento de matrizes. O Capítulo 2 é dedicado ao estudo do Problema
de Completamento de Matrizes de Posto Reduzido e à revisão de alguns métodos para
completamento que serão usados como benchmark nos próximos capítulos. No Capítulo 3,
propomos um algoritmo de duas fases para recuperação de matrizes de posto conhecido
a priori, o qual é inspirado em uma heurística para completamento de matrizes de
posto conhecido, e comparamos os resultados numéricos com os métodos estudados no
capítulo anterior. No Capítulo 4, estudamos um método de gradiente projetado para
completamento de matrizes. Mais especificamente, aplicamos o GP para resolver um
problema de otimização com restrição de posto e utilizando a função específica do problema
mostramos a convergência do método sob uma condição de isometria restrita. Além disso,
incluímos um mecanismo de aceleração de Nesterov e obtivemos uma heurística com
bons resultados numéricos. No Capítulo 5, apresentamos as conclusões, uma síntese das
contribuições dessa tese e elencamos alguns tópicos que serão considerados em pesquisas
futuras.
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1 Fundamentos teóricos

Neste capítulo revisitamos algumas definições e resultados que consideramos
essenciais para o desenvolvimento deste trabalho. Começamos apresentando a classe
das funções convexas, as quais possuem importantes propriedades que são comumente
exploradas em formulações de problemas de completamento de matrizes. Em seguida,
apresentamos alguns resultados de álgebra matricial, dando ênfase a conceitos importantes
no contexto deste trabalho, como a Decomposição em Valores Singulares (SVD1), a norma
nuclear, entre outros. Finalmente, apresentamos o método do gradiente proximal, o qual
está diretamente relacionado com uma de nossas contribuições. Algumas referências para
este capítulo são [6, 14, 22, 38, 46, 49, 50, 55, 56, 57].

1.1 Funções convexas
Convexidade é um conceito fundamental em otimização e os conjuntos convexos

constituem um domínio natural para as funções convexas. Geometricamente, um conjunto
S é dito convexo se todo ponto do segmento de reta que une dois pontos quaisquer de S

pertence a S.

Definição 1.1 (Conjunto convexo). O conjunto S � Rn é chamado um conjunto convexo
se para quaisquer x, y P S e para todo λ P r0, 1s, tem-se λx� p1� λqy P S.

Definição 1.2 (Função convexa). Seja S � Rn um conjunto convexo. Dizemos que a
função f : Rn Ñ R é convexa em S quando

fpλx� p1� λqyq ¤ λfpxq � p1� λqfpyq, (1.1)

para todos x, y P S e λ P r0, 1s.

Quando a desigualdade (1.1) é satisfeita estritamente para quaisquer x, y P S

e λ P p0, 1q, diz-se que f é uma função estritamente convexa. Além disso, dizemos que
f : Rn Ñ R é fortemente convexa no conjunto convexo S � Rn, com módulo c, quando
existe uma constante c ¡ 0 tal que

fpλx� p1� λqyq ¤ λfpxq � p1� λqfpyq � c

2λp1� λq}x� y}2
2, (1.2)

quaisquer que sejam x, y P S e λ P r0, 1s. Uma consequência imediata de (1.2) é que
toda função fortemente convexa é estritamente convexa. Entretanto, a recíproca não é
1 Do inglês Singular Value Decomposition.
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verdadeira. Por exemplo, a função fpxq � ex, definida em R, é estritamente convexa, mas
não é fortemente convexa.

Embora a definição de função convexa pareça simples, nem sempre é fácil
mostrar que uma função f é convexa usando a desigualdade (1.1). No entanto, quando f

é diferenciável, sua convexidade pode ser caracterizada pelo teorema a seguir.

Teorema 1.1. [38, Teorema 3.1.7] Sejam f : Rn Ñ R uma função diferenciável e S � Rn

um conjunto convexo. A função f é convexa em S se, e somente se,

fpyq ¥ fpxq � x∇fpxq, y � xy, (1.3)

para todos x, y P S.

A Figura 1 fornece a interpretação geométrica para a desigualdade (1.3). Observe
que a expressão do lado direito de (1.3) é uma aproximação de Taylor de primeira ordem
de f em torno de x. A desigualdade nos diz que, para uma função convexa, a aproximação
de Taylor de primeira ordem é de fato um limitante inferior global de f . Outra propriedade
imediata de (1.3), é que, se x∇fpxq, y � xy ¥ 0, @y P C, então fpyq ¥ fpxq , @y P C, isto é,
x é um minimizador global de f em S.

Figura 1 – Aproximação linear de f

fpxq � x∇fpxq, y � xy

px, fpxqq

fpyq

Com efeito, o resultado a seguir mostra que todo minimizador local de f

convexa é minimizador global. Aqui lembramos a definição de minimizador local. Dados
uma função f : Rn Ñ R e a P S � Rn, dizemos que a é um minimizador local de f

em S quando existe δ ¡ 0, tal que fpaq ¤ fpxq, para todo x P Bpa, δq X S, em que
Bpa, δq � tx P Rn : }x� a}2   δu . Quando fpaq ¤ fpxq para todo x P S, dizemos que a é
um minimizador global de f em S.

Teorema 1.2. [49, Teorema 3.12] Seja S � Rn e f : S Ñ R uma função convexa. Se
a P S é um minimizador local de f , então a é um minimizador global de f .
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Há muitos problemas nos quais a função que se deseja minimizar é não-convexa.
Nestes casos, pode ser razoável tentar encontrar uma função convexa que se aproxima
de tal função e tentar minimizá-la em seu lugar. Isto nos leva ao conceito de envelope
convexo de uma função. Para definirmos tal conceito, precisamos de algumas definições e
resultados preliminares.

Definição 1.3 (Envelope convexo de um conjunto). Seja S um subconjunto do Rn. O
conjunto formado pela interseção de todos os conjuntos convexos que contém S é chamado
de envelope convexo de S e será denotado por conv S.

Definição 1.4. Seja S � Rn. O epígrafo de uma função f : S Ñ r�8,�8s, denotado por
epi f , é definido como

epi f � tpx, tq : x P S, t P R, fpxq ¤ tu .

O epígrafo de uma função f é composto pelo gráfico de f e os pontos que estão
acima do gráfico. Uma função f é convexa em S quando seu epígrafo é um subconjunto
convexo de Rn�1. Na Figura 2 temos uma ilustração do epígrafo de uma função f .

Figura 2 – O epígrafo da função f representado pela cor cinza. A fronteira inferior, em
vermelho, é o gráfico de f .

epi f

f

O domínio efetivo de uma função f : Rn � S Ñ r�8,�8s, que toma valores
na reta real estendida r�8,�8s � R Y t�8u, é a projeção do epígrafo de f no espaço
Rn, isto é,

dom f � tx : existe t, px, tq P epi fu � tx P Rn : fpxq   �8u .

Teorema 1.3. [28, Proposição 2.5.1] Seja a função f : Rn Ñ RY t�8u tal que f � �8,
e existe uma função afim minorante de f em Rn, isto é, para algum ps, bq P Rn�R, tem-se
fpxq ¥ xs, xy � b para todo x P Rn. Então, as funções

g1pxq � inf tt : px, tq P conv epi fu , (1.4)
g2pxq � sup thpxq, h é convexa, h ¤ fu , (1.5)

são convexas e coincidem no Rn.
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Definição 1.5 (Envelope convexo de uma função). O envelope convexo de uma função
f : Rn Ñ RY t�8u que satisfaz as hipóteses do Teorema 1.3 é qualquer uma das funções
g1pxq e g2pxq definidas nas equações (1.4)-(1.5).

Intuitivamente, o envelope convexo de uma função f é a maior função g tal
que gpxq ¤ fpxq, para todo x P Rn. A Figura 3 apresenta uma ilustração geométrica para
a envelope convexo da função f da figura anterior.

Figura 3 – Interpretação geométrica do envelope convexo de uma função. A função g (azul)
é o envelope convexo de f (vermelho).

f

g

Dado um conjunto S � Rn, diz-se que um ponto a P Rn é aderente a S quando
a for limite de uma sequência de pontos xn P S. O fecho do conjunto S, denotado por S̄, é
o conjunto de todos os pontos aderentes a S. Obviamente, S � S̄. No caso de ser S � S̄,
diz-se que S é um conjunto fechado.

Definição 1.6 (Função fechada). Uma função f : Rn Ñ r�8,�8s é fechada se, e somente
se, seu epígrafo é um conjunto fechado.

Definição 1.7 (Função própria). Uma função f : Rn Ñ r�8,�8s é dita própria se ela
não atinge o valor �8 e existe pelo menos um x P Rn tal que fpxq   �8, isto é, dom f

é não-vazio.

Definição 1.8 (Conjugado convexo). Seja a função f : Rn Ñ RY t�8u tal que f � �8,
e existe uma função afim minorante de f em Rn. O conjugado convexo f�, da função f , é
definido por

f�pyq � sup
xPRn

pxy, xy � fpxqq , (1.6)

em que y P Rn é um ponto arbitrário.

Definição 1.9 (Biconjugado). O biconjugado, f��, de uma função f satisfazendo as
hipóteses da Definição 1.8 é definido por: para todo x P Rn,

f��pxq � pf�q�pxq � sup
yPRn

pxy, xy � f�pyqq . (1.7)

Exemplo 1.1. Considere a função f : RÑ R, definida por fpxq � |x2 � 2x|.
O conjugado de f é dado por
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f�pyq �

$'''&
'''%

py � 2q2
4 , se y ¤ �2 ou y ¥ 2

0, se � 2   y ¤ 0

2y, se 0   y   2.

e o biconjugado de f é dado por

f��pxq �
$&
%x2 � 2x, se x ¤ 0 ou x ¥ 2

0, se 0   x   2.

A figura, a seguir, mostra os gráficos de f e f��.

Figura 4 – Os gráficos da função f (vermelho) e seu biconjugado f�� (azul tracejado).

Observação 1.1. Se uma função f satisfaz as hipóteses do Teorema 1.3, então usando as
equações (1.6) e (1.7) mostra-se que f��pxq ¤ fpxq para todo x P Rn. Além disso, f�� é a
maior função convexa tal que f��pxq ¤ fpxq, de modo que se uma função convexa h é tal
que h ¤ f , para todo x P Rn, então h ¤ f�� (para mais detalhes consulte [28, Capítulo E]).

Definição 1.10 (Subgradiente). Seja f : Rn Ñ R uma função convexa. Dizemos que
g P Rn é um subgradiente de f no ponto x0 P Rn, se

fpxq ¥ fpx0q � xg, x� x0y, (1.8)

para todo x P Rn. O conjunto de todos os subgradientes de f em x0 é chamado de
subdiferencial de f em x0 e é denotado por Bfpx0q.

O subdiferencial pode ser utilizado para estabelecer uma condição necessária e
suficiente para um minimizador de uma função convexa f , da seguinte maneira:
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Lema 1.1. [42, Teorema 3.1.20] Um ponto x� é um minimizador de uma função convexa
f se, e somente se, f é subdiferenciável em x� e 0 P Bfpx�q.

A próxima seção trata dos conceitos e resultados de álgebra matricial que serão
usados ao longo dos próximos capítulos.

1.2 Noções de álgebra matricial
Definição 1.11 (Combinação linear). Sejam o conjunto de vetores V � tv1, v2, . . . , vnu �
Rm e o conjunto de escalares tα1, α2, . . . , αnu � R. A expressão dada por

α1v1 � α2v2 � � � � � αnvn

chamamos de combinação linear dos elementos de V.

Definição 1.12 (Dependência e independência linear). Dizemos que o conjunto V �
tv1, v2, . . . , vnu � Rm é linearmente independente (LI), ou que os vetores v1, v2, . . . , vn são
LI, se a equação

α1v1 � α2v2 � � � � � αnvn � 0, (1.9)

implica α1 � α2 � � � � � αn � 0. No caso em que exista algum αi � 0, dizemos que o
conjunto V é linearmente dependente (LD).

Definição 1.13 (Posto de uma matriz). Seja a matriz A P Rm�n. O posto de A, denotado
por postopAq, é o número máximo de linhas ou colunas linearmente independentes.

Dois vetores u, v P Rn são ditos ortogonais quando xu, vy � 0. Um conjunto de
vetores tv1, v2, . . . , vmu � Rn é dito ortornormal quando seus vetores são ortogonais dois a
dois e }vi} � 1 para cada i; isto é, xvi, vjy � 0, quando i � j e xvi, vjy � 1, quando i � j.

Uma matriz Q P Rm�m é dita ortogonal se QJQ � QQJ � I, em que I é a
matriz identidade de ordem m. Em uma matriz ortogonal as linhas (colunas) são vetores
ortonormais. Além disso, se Q é uma matriz ortogonal, então Q�1 � QJ.

Teorema 1.4. (SVD [23, Teorema 2.4.1]) Seja A P Rm�n uma matriz de posto r. Então,
A pode ser escrita na forma

A � UΣV J, (1.10)

em que U P Rm�m e V P Rn�n são matrizes ortogonais e Σ P Rm�n é dada por

Σ �
�

Σr�r 0r�pn�rq

0pm�rq�r 0pm�rq�pn�rq

�
, (1.11)

em que Σr�r � diagpσ1, σ2, . . . , σrq, com σ1 ¥ σ2 ¥ � � � ¥ σr ¡ 0.
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Na decomposição (1.10), as colunas de U e V são vetores ortonormais e são
chamados de vetores singulares à esquerda de A e vetores singulares à direita de A,
respectivamente. Os números reais σi são as raízes quadradas positivas dos autovalores de
AJA ou AAJ e são chamados de valores singulares da matriz A.

O próximo resultado segue imediatamente do Teorema 1.4, escrevendo-se a
SVD da matriz A em blocos adequados e eliminando-se os blocos desnecessários.

Teorema 1.5. (SVD compacta [57, Teorema 4.1.10]) Seja A P Rm�n uma matriz de posto
r. Então, existem matrizes U P Rm�r, Σ P Rr�r e V P Rn�r, em que U e V são matrizes
com colunas ortonormais e Σ é uma matriz diagonal com as entradas da diagonal principal
dadas por σ1 ¥ σ2 ¥ � � � ¥ σr ¡ 0, tais que

A � UΣV J. (1.12)

Uma forma interessante de apresentar a SVD de uma matriz A e que segue
escrevendo-se a equação (1.12) na forma

A �
�
u1 u2 . . . ur

�
�
�������

σ1

σ2

. . .

σr

�
�������

�
�����

vJ1

vJ2

. . .

vJr

�
����� ,

é dada por

A �
ŗ

j�1
σjujv

J
j . (1.13)

Uma outra consequência imediata da SVD é que o posto de um matriz A é dado
pela quantidade de valores singulares não-nulos. Este fato está formalizado no teorema a
seguir, cujo resultado advém do fato que U e V são matrizes de posto completo.

Teorema 1.6. [56, Teorema 5.1] Seja A P Rm�n. O posto de A é dado pela quantidade de
valores singulares não-nulos.

Definição 1.14 (Norma matricial). Uma norma matricial é uma função que associa a
cada matriz A P Rm�n um número real ∥A∥ e satisfaz as seguintes propriedades:

1. ∥A∥ ¥ 0 e ∥A∥ � 0 ðñ A � 0.

2. ∥αA∥ � |α|∥A∥, para todo escalar α.

3. ∥A�B∥ ¤ ∥A∥� ∥B∥.
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São exemplos de normas matriciais a norma de Frobenius de uma matriz
A P Rm�n, que é definida por

}A}F �
�

m̧

i�1

ņ

j�1
|aij|2

�1{2

,

e a norma-2, definida por

}A}2 � max
}x}2

}Ax}2.

Teorema 1.7. [23, Corolário 2.4.3] Seja A P Rm�n e q � minpm, nq. Então,

}A}2 � σ1 e }A}2
F � σ2

1 � � � � � σ2
q .

Dada uma matriz X P Rm�n e seja q � min tm, nu, define-se a norma nuclear

de X como a soma dos valores singulares de X, isto é, ∥X∥� �
q̧

k�1
σkpXq. O Teorema

1.8, que apresentaremos a seguir, garante que a função ∥�∥� é de fato uma norma. Antes,
precisaremos de um resultado auxiliar.

Lema 1.2. [50, Corolário 3.4.3] Sejam A, B P Rm�n matrizes tais que σ1pAq ¥ σ2pAq ¥
� � � ¥ σqpAq ¥ 0 e σ1pBq ¥ σ2pBq ¥ � � � ¥ σqpBq ¥ 0, q � minpm, nq e sejam σ1pA�Bq ¥
σ2pA�Bq ¥ � � � ¥ σqpA�Bq ¥ 0 os valores singulares ordenados de A�B. Então,

ķ

i�1
σipA�Bq ¤

ķ

i�1
σipAq �

ķ

i�1
σipBq, k � 1, . . . , q. (1.14)

A desigualdade (1.14) garante que a soma dos k maiores valores singulares é
sub-aditiva. Entretanto, exceto para o maior valor singular σ1, valores singulares individuais

em geral não satisfazem tal desigualdade. Para ver isto, considere as matrizes A �
�

1 0

0 0

�

e B �
�

0 0

0 1

�
, e repare que σ2pA�Bq � 1, enquanto que σ2pAq � σ2pBq � 0� 0 � 0.

Teorema 1.8. [50, Corolário 3.4.4] Para uma matriz X P Rm�n, sejam q � min tm, nu
e SkpXq � σ1pXq � σ2pXq � � � � � σkpXq a soma dos k maiores valores singulares de X.
Então, Skp�q satisfaz as propriedades 1, 2 e 3 da Definição 1.14, para k � 1, . . . , q.

Demonstração. Como σipXq ¥ 0, @ i � 1, . . . , k, segue que SkpXq ¥ 0. Se X � 0, então
σipXq � 0, @ i � 1, . . . , q, logo SkpXq � 0. Por outro lado, 0 � SkpXq ¥ σ1pXq �
}X}2 ¥ 0, implica X � 0, o que prova a propriedade 1. Para provar a propriedade 2,
considere um escalar α e note que pαXqJpαXq � α2XJX, logo σipαXq �

a
λipα2XJXq �
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a
α2λipXJXq � |α|

a
λipXJXq � |α|σipXq, em que λipXJXq ¥ 0 é o i-ésimo autovalor

de XJX. Portanto, SkpαXq � |α|SkpXq. A propriedade 3 segue do Lema 1.2.

A norma nuclear desempenha um papel importante na área de completamento
de matrizes. Parte disso, deve-se ao teorema seguinte, o qual relaciona tal conceito com o
posto de uma matriz A.

Teorema 1.9. [22, Teorema 1] No conjunto S �  
X P Rm�n | ∥X∥2 ¤ 1

(
, o envelope

convexo da função ϕpXq � postopXq é a função fpXq � ∥X∥�.

Demonstração. A prova é feita em duas partes e consiste em mostrar que ϕ�� � f no
conjunto S. O resultado segue da Observação 1.1 e do Teorema 1.3.

Parte 1 (Cálculo de ϕ�): Sejam ϕpXq � postopXq e S �  
X P Rm�n | ∥X∥2 ¤ 1

(
. Pela

equação (1.6) tem-se
ϕ�pY q � sup

XPS
pxY, Xy � ϕpXqq , (1.15)

em que xY, Xy � Tr
�
Y JX

�
e TrpAq �

¸
aii é o traço da matriz A P Rm�n. Seja

q � minpm, nq, pelo teorema do traço de von Neumann (veja a Seção 3.3 em [50]), tem-se

Tr
�
Y JX

� ¤ q̧

i�1
σipY qσipXq, (1.16)

em que σipY q e σipXq são os i�ésimos maiores valores singulares de Y e X, respectivamente.
Dada uma matriz Y P Rm�n, pode-se mostrar, usando as propriedades do traço de uma
matriz, que a igualdade em (1.16) é atingida fazendo-se UX � UY e VX � VY , em que
Y � UY ΣY V J

Y e X � UXΣXV J
X são as SVDs de Y e X, respectivamente. O termo ϕpXq em

(1.15) não depende de UX e VX . Portanto, o supremo pode ser encontrado maximizando-se
o primeiro termo, isto é, fazendo-se UX � UY e VX � VY . Dessa forma, a equação (1.15)
pode ser reescrita como

ϕ�pY q � sup
XPS

�
q̧

i�1
σipY qσipXq � postopXq

�
. (1.17)

Agora, vamos considerar apenas as matrizes X P S cujo posto r é no máximo
q. Note que, se postopXq � 0, então ϕ�pY q � 0, para todo Y P Rm�n. Por outro lado, se
postopXq � r, com 1 ¤ r ¤ q, tomamos σipXq � 1 para i � 1, . . . , r e σipXq � 0 para

i � r � 1, . . . , q, e então a expressão em (1.17) se reduz a ϕ�pY q �
ŗ

i�1
σipY q � r. Como

temos que considerar todos os casos para r � 0, . . . , q, a expressão de ϕ�pY q fica

ϕ�pY q � max
�

0, σ1pY q � 1, . . . ,
ŗ

i�1
σipY q � r, . . . ,

q̧

i�1
σipY q � q

�
. (1.18)
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Repare que, se }Y }2 ¤ 1, então σipY q ¤ 1 e, portanto, segue de (1.18) que
ϕ�pY q � 0. Por outro lado, para }Y }2 ¡ 1, o maior termo de (1.18) é aquele que soma
todos os termos positivos pσipY q � 1q e isto ocorre quando σrpY q ¡ 1 e σr�1pY q ¤ 1.
Portanto, temos

ϕ�pY q �

$'&
'%

0, se }Y }2 ¤ 1
ŗ

i�1
σipY q � r, σrpY q ¡ 1 e σr�1pY q ¤ 1, se }Y }2 ¡ 1

(1.19)

�
q̧

i�1
pσipY q � 1q� , (1.20)

em que t� � maxpt, 0q.
Parte 2 (Cálculo de ϕ��): Usando o raciocínio anterior, podemos escrever o conjugado de
ϕ�, como

ϕ��pZq � sup
Y

�
q̧

i�1
σipZqσipY q � ϕ�pY q

�
. (1.21)

Vamos considerar dois casos, }Z}2 ¡ 1 e }Z}2 ¤ 1:

Se }Z}2 ¡ 1, podemos escolher σ1pY q grande o bastante para que ϕ��pZq Ñ 8.
Para ver isso, note que, em

ϕ��pZq � sup
Y

�
q̧

i�1
σipZqσipY q �

q̧

i�1
pσipY q � 1q�

�
(1.22)

� sup
Y

�
pσ1pZq � 1qσ1pY q �

q̧

i�2
σipZqσipY q �

q̧

i�2
pσipY q � 1q�

�
, (1.23)

o coeficiente de σ1pY q é igual ao número positivo pσ1pZq�1q e, como Y é irrestrito, pode-se
tomar σ1pY q tão grande quanto se queira.

Agora, seja }Z}2 ¤ 1. Se }Y }2 ¤ 1, então segue que ϕ�pY q � 0 e o supremo é
atingido para σipY q � 1, i � 1, . . . , q, fornecendo

ϕ��pZq �
q̧

i�1
σipZq � }Z}�.

Agora mostraremos que, se }Y }2 ¡ 1, o argumento do supremo é sempre menor

ou igual que o valor acima. Adicionando e subtraindo
q̧

i�1
σipZq � }Z}� e rearranjando os

termos, temos, segundo (1.19)
q̧

i�1
σipZqσipY q �

q̧

i�1
pσipY q � 1q� �

q̧

i�1
σipZqσipY q �

ŗ

i�1
pσipY q � 1q

�
q̧

i�1
σipZqσipY q �

ŗ

i�1
pσipY q � 1q �

q̧

i�1
σipZq � }Z}�



Capítulo 1. Fundamentos teóricos 27

�
ŗ

i�1
pσipZq � 1qpσipY q � 1q �

q̧

i�r�1
pσipY q � 1qσipZq � }Z}�

¤}Z}�

A desigualdade acima segue dos fatos: }Z}2 ¤ 1 implica σipZq � 1 ¤ 0 para
i � 1, . . . , r, σrpY q ¡ 1 e σipY q ¤ 1 para i � r � 1, . . . , q. Assim

ŗ

i�1
pσipZq � 1qpσipY q � 1q �

q̧

i�r�1
pσipY q � 1qσipZq ¤ 0.

Os resultados do teorema acima podem ser estendidos [22] para o conjunto limi-
tado S �  

X P Rm�n | ∥X∥2 ¤ M
(
. Neste caso, o envelope convexo da função postopXq

no conjunto S é a função 1
M
}X}�, isto é, postopXq ¥ 1

M
}X}� para todo X P S.

Definição 1.15 (Soft-thresholding). Seja A P Rm�n uma matriz de posto r, cuja SVD é
dada por

A � UΣV J,

em que U P Rm�r, Σ P Rr�r e V P Rn�r. Para cada λ ¡ 0, define-se o operador soft-
thresholding Sλp�q da seguinte forma:

SλpAq :� UΣλV J, (1.24)

em que Σλ � diagrpσ1 � λq�, � � � , pσr � λq�s, com t� � maxp0, tq.

Teorema 1.10. [14, Teorema 2.1] Seja A P Rm�n uma matriz de posto r e λ ¥ 0. A
solução do problema de otimização

min
XPRm�n

1
2∥X � A∥2

F � λ∥X∥�, (1.25)

é dada por SλpAq.

Demonstração. Seja fpXq � 1
2∥X � A∥2

F � λ∥X∥�. Como f é a soma de uma função
fortemente convexa e uma função convexa, ela é uma função estritamente convexa e,
portanto, possui um único minimizador, digamos X̂. Resta mostrar que X̂ � SλpAq. Para
λ � 0, o resultado segue fazendo-se X̂ � A � S0pAq. Suponha agora que λ ¡ 0. Pelo Lema
1.1 basta mostrar que

0 P BfpX̂q � X̂ � A� λB}X̂}�,
em que B}X̂}� é o subdiferencial da norma nuclear em X̂. Seja X P Rm�n uma matriz
arbitrária e UΣV J sua SVD. É possível mostrar [58] que

B}X}� �
 
UV J �W : W P Rm�n, UJW � 0, WV � 0, }W }2 ¤ 1

(
.
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Tomemos X̂ :� SλpAq e consideremos a SVD de A como A � U0Σ0V
J

0 �U1Σ1V
J

1 ,
em que U0, V0 pU1, V1q são os vetores singulares associados com os valores singulares maiores
que λ (menores ou iguais que λ). Assim, X̂ � U0 pΣ0 � λIqV0 e, portanto,

A� X̂ � λ
�
U0V

J
0 �W

�
, W � λ�1U1Σ1V

J
1 .

Por construção de U0, V0, U1, V1, tem-se que UJ
0 W � 0 e WV0 � 0, e uma vez que os

elementos da diagonal de Σ1 têm magnitudes limitadas por λ, segue que }W }2 ¤ 1.
Consequentemente, A� X̂ P λB}X̂}� ñ 0 P X̂ � A� λB}X̂}�, o que conclui a prova.

Encerramos esta seção com o resultado que mostra que o operador soft-
thresholding é não-expansivo e, consequentemente, uniformemente contínuo.

Lema 1.3. [39, Lema 3] Para todos X, Y P Rm�n, tem-se

}SλpXq � SλpY q}2
F ¤ }X � Y }2

F .

1.3 O método do gradiente proximal
Dada uma função convexa, própria e fechada f : Rn Ñ RY t�8u, o operador

proximal proxf : Rn Ñ Rn de f é definido por

proxf pvq � arg min
x

"
1
2∥x� v∥2

2 � fpxq
*

, (1.26)

em que ∥�∥2 é a norma Euclidiana usual. Note que a expressão que está sendo minimizada
do lado direito (1.26) é fortemente convexa e não é identicamente igual a �8 (pela
definição de f), de modo que ela possui um único minimizador para todo v P Rn.

Exemplo 1.2. Seja f : Rn Ñ R definida por fpxq � 1
2xJAx� bJx� c em que A P Rn�n é

simétrica definida positiva, b P Rn e c P R. O vetor proxf pvq é o minimizador do problema

min
x

"
1
2∥x� v∥2

2 �
1
2xJAx� bJx� c

*
(1.27)

A solução ótima de (1.27) é atingida quando o gradiente da função objetivo é
igual a zero:

Ax� b� x� v � 0,

isto é, quando
pA� Iqx � v � b,

logo,
proxf pvq � pA� Iq�1pv � bq.
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Neste trabalho, utilizaremos o operador proximal da função escalada tf , com
t ¡ 0, que é definido por

proxtf pvq � arg min
x

"
1
2t

∥x� v∥2
2 � fpxq

*
. (1.28)

Geometricamente, proxtf pvq é um ponto que minimiza f e ainda se mantém
próximo de v. O fator de escala t controla a extensão com que o operador proximal mapeia
pontos na direção do mínimo de f .

Agora que já definimos o conceito de operador proximal e fornecemos sua
interpretação geométrica, podemos apresentar o método do gradiente proximal.

Considere o problema de otimização da soma de duas funções dado por

min
xPRn

fpxq � gpxq � hpxq, (1.29)

em que assumimos as seguintes hipóteses:

H1: h : Rn Ñ RY t�8u é uma função própria, fechada e convexa, não necessariamente
diferenciável;

H2: g : Rn Ñ R é uma função convexa e continuamente diferenciável, com gradiente
Lipschitz contínuo com constante L ¡ 0:

∥∇gpxq �∇gpyq∥2 ¤ L∥x� y∥2, @x, y P Rn;

H3: O conjunto ótimo de (1.29) é não-vazio, isto é, X � � arg minx fpxq � H.

Repare que, se f fosse diferenciável, então com o intuito de resolver (1.29)
poderíamos considerar o método clássico do gradiente:

x0 P Rn, xk�1 � xk � tk∇fpxkq. (1.30)

Como f não é diferenciável (já que h pode não o ser), o que se faz é minimizar
a aproximação quadrática Qtpx, yq de f em torno de um ponto arbitrário y: para t ¡ 0

Qtpx, yq � gpyq � x∇gpyq, x� yy � 1
2t
}x� y}2

2 � hpxq. (1.31)

Note que Qtp�, yq é fortemente convexa, pois é a soma de uma função fortemente
convexa e uma função convexa. Consequentemente, Qtpx, yq admite um único minimizador,
digamos pth pyq. Assim,

pth pyq :� arg min
x

tQtpx, yqu (1.32)

� arg min
x

"
gpyq � x∇gpyq, x� yy � 1

2t
}x� y}2

2 � hpxq
*

(1.33)
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� arg min
x

"
1
2t
}x� py � t∇gpyqq}2

2 � hpxq � gpyq � t

2}∇gpyq}2
2

*
(1.34)

� arg min
x

"
1
2t
}x� py � t∇gpyqq}2

2 � hpxq
*

(1.35)

� proxth py � t∇gpyqq , (1.36)

em que a equivalência entre (1.34) e (1.35) se dá eliminando-se o termo constante gpyq �
t

2}∇gpyq}2
2. Portanto, o método do gradiente proximal é descrito como,

x0 P Rn, xk�1 � proxth

�
xk � t∇gpxkq� , (1.37)

em que t ¡ 0 e proxth p�q é o operador proximal. A equação (1.37) é calculada em dois
passos: primeiro se computa a atualização pelo gradiente de g e, em seguida, o operador
proximal. Com isto, garante-se que o ponto xk�1 se move na direção do mínimo de h e ao
mesmo tempo permanece próximo da atualização do gradiente de g.

Uma das vantagens do método do gradiente proximal é que proxthp�q pode ser
calculado analiticamente para algumas funções importantes. Por outro lado, a implementa-
ção pode ser computacionalmente cara dependendo da função h, o que pode comprometer
a performance do método.

A convergência do método descrito em (1.37) é dada pelo teorema:

Teorema 1.11. [6, Teorema 3.1] Sejam f uma função satisfazendo as hipóteses do
problema (1.29) e

 
xk
(

a sequência gerada por (1.37). Então, para um tamanho de passo
fixo t P p0, 1{Ls e qualquer k ¥ 1 tem-se

fpxkq � fpx�q ¤ ∥x0 � x�∥2
2

2tk
, @x� P X �. (1.38)

Uma versão do Teorema 1.11 para o caso em que o tamanho de passo é
encontrado em uma busca linear pode ser vista em [46]. A desigualdade (1.38) nos diz
que, dado um número real ε ¡ 0, o número k de iterações necessárias para se obter um
x̂, tal que fpx̂q � fpx�q ¤ ε, é dado por rC{εs, com C � ∥x0 � x�∥2

2
2t

. Isto é, o método
do gradiente proximal tem taxa de convergência de Op1{kq ou complexidade de iteração
Op1{εq.

Há, ainda, a versão acelerada do método descrito em (1.37), conhecida como
gradiente proximal acelerado, no qual se considera o sistema de equações [6, 46] dado por

xk�1 � proxth

�
zk � t∇gpzkq�

zk�1 � xk�1 � ωk
�
xk�1 � xk

�
,

(1.39)

em que ωk é um parâmetro de extrapolação, o qual deve ser escolhido de modo adequado
para que haja convergência e aceleração do método. Neste trabalho, usaremos ωk �
pk� 1q{pk� 2q, com o qual a taxa de convergência de (1.39) é dada pelo teorema, a seguir.
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Teorema 1.12. [6, Teorema 4.4] Sejam f uma função satisfazendo as hipóteses do
problema (1.29) e

 
xk
(

e
 
zk
(

sequências geradas por (1.39). Então, para um tamanho de
passo fixo t P p0, 1{Ls e qualquer k ¥ 1 tem-se

fpxkq � fpx�q ¤ 2∥x0 � x�∥2
2

tpk � 1q2 , @x� P X �. (1.40)

Encerramos esta seção apresentando um exemplo importante, no qual conhece-
mos uma fórmula fechada para o operador proximal.

Exemplo 1.3 (LASSO [54]). Dados um vetor de resultados b P Rn e uma matriz de
variáveis preditoras M P Rn�p . Considere o problema de otimização dado por

arg min
βPRp

"
1
2∥b�Mβ∥2

2 � λ∥β∥1

*
, (1.41)

onde λ ¥ 0 é um parâmetro de regularização do modelo. O problema (1.41) é conhecido
como LASSO2 e é uma ferramenta bastante usada para se encontrar estimativas para os
coeficientes em um modelo de regressão linear com dados esparsos.

Definindo-se gpβq � 1
2∥b�Mβ∥2

2 e hpβq � λ∥β∥1, tem-se ∇gpβq � �MJpb�
Mβq e o operador proximal dado por

proxthpβq � arg min
x

"
1
2t

∥x� β∥2
2 � λ∥x∥1

*
� Sλtpβq,

em que Sλtpβq é o operador soft-thresholding aplicado ao vetor β, cuja expressão, neste
caso (vetorial), é dada por

rSλtpβqsi �

$'''&
'''%

βi � λt, se βi ¡ λt

0, se � λt ¤ βi ¤ λt

βi � λt, se βi   �λt.

Portanto, a atualização do gradiente proximal é dada por

βk�1 � Sλt

�
βk � tMJpb�Mβkq� .

No Capítulo 2, apresentaremos o Problema de Completamento de Matrizes e
formulações envolvendo o posto de uma matriz e a norma nuclear como sua relaxação
convexa. A Decomposição em Valores Singulares será usada para explorar a noção de
(in)coerência de uma matriz, a qual é usada para medir o “espalhamento” de suas entradas
não-nulas. Por fim, alguns algoritmos para o problema de completamento serão apresentados
e os resultados das Seções 1.2 e 1.3 serão usados na Seção 2.3.3 para mostrar que o algoritmo
Soft-Impute [39] é um método de gradiente proximal.
2 Acrônimo para Least Absolute Shrinkage and Selection Operator.
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2 Completamento de Matrizes de Posto Re-
duzido

Este capítulo introduz o Problema de Completamento de Matrizes de Posto
Reduzido, bem como as principais definições e resultados pertinentes ao tema. Discutimos,
detalhadamente, o papel do posto para o problema de completamento e fornecemos um
estudo sobre as hipóteses comumente usadas na literatura de completamento de matrizes, no
qual conceitos importantes como incoerência e isometria restrita são explorados. Em seguida,
apresentamos uma breve revisão de alguns algoritmos bem estabelecidos na literatura
e que servirão de benchmark em capítulos posteriores. Na última seção, mostramos
algumas aplicações práticas importantes. As principais referências para este capítulo são
[15, 16, 31, 44, 47, 48].

2.1 O Problema de Completamento de Matrizes
O Problema de Completamento de Matrizes consiste em completar/recuperar

uma matriz a partir de uma amostra de suas entradas. Em geral, obter uma recuperação
precisa é uma tarefa impossível. No entanto, assumir que a matriz desconhecida tem posto
baixo é um passo importante, pois torna a busca por soluções uma tarefa possível. O
exemplo, a seguir, nos dá uma noção do papel do posto no contexto de completamento.

Exemplo 2.1. Considere as matrizes M e N dadas por

M �

�
�����

1 ? �1 2
? 9 ? 6
? ? 7 ?
5 ? ? ?

�
����� e N �

�
�����
�3 ? 2 �7{3
? 5 ? ?
? 10 ? ?
9 ? �6 7

�
����� ,

em que “?” representa as entradas em falta de M e N . Está claro que sem hipóteses
adicionais haveriam infinitas possibilidades de completar as entradas desconhecidas de
M e N . Entretanto, assumindo-se que postopMq � 1, pode-se facilmente completar as
entradas em falta de M , de modo a obter-se uma única solução

M �

�
�����

1 3 �1 2
3 9 �3 6
�7 �21 7 �14
5 15 �5 10

�
����� .
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Por outro lado, mesmo assumindo-se que a matriz N tem posto igual 1, verifica-se que
é impossível obtermos uma recuperação única para tal matriz. Alguns completamentos
possíveis para N são

N1 �

�
�����
�3 1 2 �7{3
�15 5 10 �35{3
�30 10 20 �70{3

9 �3 �6 7

�
����� e N2 �

�
�����
�3 �10{3 2 �7{3
4.5 5 �3 3.5
9 10 �6 7
9 10 �6 7

�
����� .

Assim, em virtude da importância do posto para o Problema de Completamento,
uma maneira comum de abordá-lo é em termos do problema de minimização do posto
[15, 44], dado por

min
XPRm�n

postopXq
sujeito a PΩpXq � PΩpAq,

(2.1)

em que X é a variável de decisão e Ω é o conjunto de índices das entradas conhecidas da
matriz A e PΩp�q é o operador projeção, definido como

rPΩpXqsij :�
$&
%Xij, se pi, jq P Ω

0, caso contrário,
(2.2)

com PK
Ω p�q dado por PK

Ω pXq � X � PΩpXq.
O raciocínio subjacente à formulação acima é o seguinte: se a informação

(entradas conhecidas) está concentrada nas r :� postopAq ! minpm, nq colunas (linhas)
linearmente independentes da matriz A, então o restante das colunas (linhas) são combi-
nações lineares de tais colunas (linhas) de A e, portanto, podem ser recuperadas, desde
que algumas condições sejam satisfeitas. Apesar de sua importância teórica, o problema
p2.1q é não-convexo e combinatoriamente difícil para conjuntos Ω gerais [44, 51]. Além
disso, todos os algoritmos que fornecem soluções exatas para este problema requerem um
tempo exponencial na dimensão n (supondo que m � n) da matriz [15, 18].

Uma forma de driblar as dificuldades da formulação p2.1q, é considerar a norma
nuclear como uma relaxação convexa para a função postopXq. Assim, temos

min
XPRm�n

∥X∥�

sujeito a PΩpXq � PΩpAq.
(2.3)

Antes de prosseguirmos, cabe ressaltar que o conjunto viável do problema
(2.3) não é limitado. Logo, as hipóteses do Teorema 1.9 e da discussão subsequente não
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são satisfeitas e, portanto, a norma nuclear não é o envelope convexo da função posto.
Entretanto, o ponto-chave, neste caso, é que a norma nuclear é uma função convexa
que pode ser minimizada eficientemente usando algumas técnicas de otimização como a
programação semidefinida [16].

Outros modelos consideram que as entradas da matriz são obtidas por meio
de processos ruidosos. Nesses casos, pode ser útil considerar uma tolerância associada ao
nível de ruído nas entradas conhecidas da matriz. Assim, uma formulação alternativa ao
problema (2.3) pode ser dada por

min
XPRm�n

∥X∥�

sujeito a ∥PΩpX � Aq∥2
F ¤ δ,

(2.4)

em que δ ¥ 0 controla o nível de ruído nas entradas conhecidas. Note que, se δ � 0, então
(2.4) se reduz a (2.3).

O Exemplo 2.1 deixa claro que somente a hipótese de que a matriz desconhecida
tenha posto baixo não é suficiente para garantir que o problema de completamento tenha
solução única. Com efeito, veremos que condições adicionais sobre a quantidade mínima de
entradas conhecidas e também sobre a posição de tais entradas são hipóteses fundamentais
para o sucesso do completamento.

2.2 Hipóteses comuns no problema de completamento
Já vimos, no Exemplo 2.1, que a hipótese do posto reduzido não é suficiente para

garantir o sucesso do completamento. Nesta seção, discorreremos sobre as propriedades
intrínsecas do problema de completamento.

2.2.1 Quantidade mínima de entradas conhecidas

A quantidade mínima de entradas conhecidas que uma matriz alvo deve possuir,
para que possa ser completada eficientemente, pode ser determinada a partir de uma noção
de grau de liberdade, que se trata do número de variáveis que são escolhidas livremente
em uma matriz [16, 44].

Vamos analisar o número de graus de liberdade de uma matriz. Para isto, seja
A P Rm�n uma matriz de posto r. Como o posto de A é r, podemos escolher livremente os
valores para as entradas das r colunas linearmente independentes de A, resultando em mr

graus de liberdade para essas r colunas. Uma vez que r colunas linearmente independentes,
digamos A1, . . . , Ar, são construídas, cada uma das n� r colunas restantes é escrita como
uma combinação linear de A1, . . . , Ar. Assim, para cada coluna Ai � α1iA1 � � � � � αriAr,
com i � r � 1, . . . , n, pode-se escolher livremente os valores dos r coeficientes α1i, . . . , αri.
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Assim, o número de graus de liberdade para as n�r colunas é pn�rqr. Portanto, o número
de graus de liberdade de uma matriz A P Rm�n de posto r é dado pela fórmula [44]

pm� nqr � r2. (2.5)

Agora, podemos usar a fórmula (2.5) para calcular o número de graus de
liberdade das matrizes M e N do Exemplo 2.1. Com efeito, supondo que tais matrizes
tenham posto igual a 1, então o número de graus de liberdade de M e N é 7. Por outro
lado, foi possível completar M de maneira única com apenas 7 entradas conhecidas,
enquanto que N não tem recuperação única, embora possamos observar 8 entradas na
matriz (quantidade maior que o número de graus de liberdade de N).

Assim, o número de graus de liberdade é fundamental, pois ele dá a quantidade
mínima de entradas conhecidas que uma matriz deve possuir (supondo que não se estabeleça
condições sobre as posições das entradas) para que possamos completá-la. Se a quantidade
de entradas observadas |Ω| é tal que |Ω|   pm�nqr� r2, então não importa quais entradas
de A estão disponíveis, haverá infinitas possibilidades de completamento e a obtenção de
uma solução única é impossível [16].

Observação 2.1. Apesar de alguns trabalhos afirmarem [16, 20, 44] que o número de graus
de liberdade estabelece uma quantidade mínima de entradas conhecidas que uma matriz
deve ter para que possa ser recuperada, veremos, a seguir, que há outros resultados com
limitantes inferiores que dependem da forma como as entradas conhecidas são amostradas.

2.2.2 Posições das entradas conhecidas

Como vimos na discussão acima, dispor de uma quantidade suficiente de
entradas conhecidas é importante, mas, para evitar que o problema seja mal-posto, caso
em que admite infinitas soluções, é preciso estarmos atentos às posições de tais entradas
na matriz.

Uma situação crítica para o problema é quando a matriz tem uma linha ou
coluna inteira de entradas desconhecidas. Nesse caso, é impossível recuperamos a matriz.
Para ver isso, considere a matriz de posto unitário B � uvJ, com u P Rm e v P Rn. Assim,

B �

�
�����������

u1v1 u1v2 . . . u1vj . . . u1vn

u2v1 u2v2 . . . u2vj . . . u2vn

... ... . . . ... . . . ...
uiv1 uiv2 . . . uivj . . . uivn

... ... . . . ... . . . ...
umv1 umv2 . . . umvj . . . umvn

�
�����������

.
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Note que ui só aparece na linha i e vj só aparece na coluna j. Assim, é impossível determinar
o valor de ui, se a linha i for desconhecida. O mesmo vale para vj. Portanto, para que
uma matriz possa ser completada, é necessário que ela tenha pelo menos uma entrada
observada em cada linha ou coluna.

2.2.3 Espalhamento das entradas da matriz

Seja M P Rm�n uma matriz de posto r. Se M tiver suas entradas não-nulas
concentradas em uma determinada região da matriz, é possível que tenhamos uma amostra
de entradas pertencente ao espaço nulo de PΩ, inviabilizando sua recuperação. O exemplo
(clássico) a seguir ilustra essa situação.

Exemplo 2.2. Considere a seguinte matriz M P Rn�n (com n grande) de posto unitário

M �

�
��������

1 1 0 . . . 0
1 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 0

�
��������

.

Note que, se todas as entradas dessa matriz forem conhecidas, exceto as quatro
entradas não-nulas do canto superior esquerdo, então é impossível recuperar essa matriz,
mesmo que tenhamos quase 100% de entradas conhecidas.

Uma maneira de medir a concentração das entradas não-nulas de uma matriz é
através da noção de coerência.

Definição 2.1 (Coerência [15]). Seja U um subespaço de Rn de dimensão r e PU a projeção
ortogonal sobre U . A coerência de U (com relação à base canônica peiq) é definida como

µpUq � n

r
max
1¤i¤n

}PUei}2
2. (2.6)

Pode-se mostrar que 1 ¤ µpUq ¤ n

r
(veja [15, p. 6]). Quanto maior o valor de

µpUq mais coerente o subespaço U é em relação base canônica peiq, no sentido de que os
vetores da base de U podem estar quase alinhados com os vetores canônicos, resultando em
um valor de µpUq grande. Como PU é um projetor ortogonal, segue que }PUei}2

2 ¤ }ei}2
2,

logo µpUq atinge seu valor máximo quando U contém algum vetor canônico.

No caso matricial, a análise é feita nos vetores singulares da matriz. Para isso,
seja M P Rn1�n2 uma matriz de posto r, com sua Decomposição em Valores Singulares
compacta dada por
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M � UΣV J �
ŗ

j�1
σjujv

J
j . (2.7)

Agora, considere as seguintes matrizes

PU � UUJ, PV � V V J e E � UV J, (2.8)

em que PU e PV são os projetores ortogonais no espaço coluna e espaço linha de M ,
respectivamente.

Usando a expressão de PU definida em (2.8) podemos escrever }PUei}2
2 em (2.6)

como

}PUei}2
2 �pPUeiqJ pPUeiq
�eJi PJ

U PUei

�eJi UUJUUJei

�eJi UUJei, UJU � I

�}Ui}2
2,

em que Ui é a i-ésima linha de U .

Assim, podemos escrever (2.6) como

µpUq � n1

r
max

1¤i¤n1
}Ui}2

2. (2.9)

Por outro lado, U é uma matriz com r colunas ortonormais, o que implica
que 0 ¤ |Uij|2 ¤ 1 e }Ui}2

2 ¤ r. Assim, numa situação de baixa coerência (ideal), ou seja,
quando µpUq é próximo de 1, teremos que ter max

1¤i¤n1
}Ui}2

2 próximo de r{n1 (relembre que
r ! n1) e isto impõe que as colunas de U não tenham muitas entradas iguais a zero.

Em geral, a coerência é maximizada quando há uma concentração de entradas
não-nulas em poucas linhas ou em poucas colunas da matriz. Então, é importante garantir
que ambos, o espaço linha e o espaço coluna da matriz, possuam baixa coerência. Veja o
exemplo a seguir:

Exemplo 2.3. Considere a matriz M P R1000�1000 dada por

M �

�
��������

1 0 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0
... ... ... . . . ...
1 0 0 . . . 0

�
��������

,
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e sejam RpMq o espaço coluna de M e RpMJq o espaço linha de M . Tem-se que µpRpMqq �
1 e µpRpMJqq � 1000. Note que, neste caso, RpMq tem coerência mínima (ideal), enquanto
que RpMJq tem coerência alta.

Agora que já fornecemos os requisitos do problema de completamento, vamos
apresentar os principais teoremas da literatura sobre a garantia de recuperação de uma
matriz em termos de probabilidades. Para isto, considere as seguintes hipóteses para as
matrizes descritas em (2.7) e (2.8).

A1: A coerência obedece maxpµpUq, µpV qq ¤ µ0, para algum µ0.

A2: Existe µ1 ¡ 0 tal que @pi, jq P t1, . . . , n1u�t1, . . . , n1u e pk, lq P t1, . . . , n2u�t1, . . . , n2u
tem-se

xei, PUejy � r

n1
1i�j ¤µ1

?
r

n1
(2.10)

xek, PV ely � r

n2
1k�l ¤µ1

?
r

n2
, (2.11)

em que 1i�j � 1 se i � j e 0, caso contrário.

A3: Existe µ2 ¡ 0 tal que @pi, jq P t1, . . . , n1u � t1, . . . , n2u

|Eij| ¤ µ2

?
r?

n1n2
. (2.12)

Note que, se A1 é satisfeita, então desigualdade (2.12) sempre vale para µ2 �
µ0
?

r. Com efeito, pela Desiguldade de Cauchy-Schwarz temos

|Eij| �
�����

ŗ

k�1
uikvjk

����� ¤
d

ŗ

k�1
|uik|2 �

d
ŗ

k�1
|vjk|2 ¤ µ0r?

n1n2
. (2.13)

Assim, para valores de r pequenos, µ2 e µ0 são comparáveis. Na prática, isso
permite que µ2 seja maior que µ0, permitindo um limitante superior maior para os valores
absolutos das entradas da matriz E.

Definição 2.2. Dizemos que uma matriz M é incoerente relativa aos parâmetros µ0 ¡ 0
e µ2 ¡ 0 se A1 e A3 são satisfeitas. Por outro lado, M é dita fortemente incoerente com
relação ao parâmetro µ3 ¡ 0, se A1 e A2 são satisfeitas, com maxpµ0, µ1q ¤ µ3.
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O teorema a seguir é considerado um dos principais resultados da área e talvez
tenha sido um dos primeiros a estabelecer condições para a recuperação de uma matriz de
forma única:

Teorema 2.1. [15, Teorema 1.3] Seja M P Rn1�n2 uma matriz incoerente de posto r, defina
n :� maxpn1, n2q. Suponha que observamos m entradas de M com posições amostradas
aleatoriamente com distribuição uniforme. Então existem constantes positivas C e c tais
que, se

m ¥ C maxpµ2
2, µ

1{2
0 µ2, µ0n

1{4qnrpβ log nq,

para algum β ¡ 2, então o minimizador para o problema (2.3) é único e igual a M com
probabilidade no mínimo de 1� cn�β. Para r ¤ µ�1

0 n1{5 essa estimativa melhora para

m ¥ Cµ0n
6{5rβ log n,

com a mesma probabilidade de sucesso.

O próximo teorema melhora o resultado anterior, mas sob a condição de
incoerência forte, a qual é mais restritiva que a hipótese A1 [47].

Teorema 2.2. [16, Teorema 1.1] Seja M P Rn1�n2 uma matriz de posto r, obedecendo
a propriedade de incoerência forte relativa ao parâmetro µ3 e defina n :� maxpn1, n2q.
Suponha que observamos m entradas de M com posições amostradas aleatoriamente com
distribuição uniforme. Então existe uma constante positiva C tal que, se

m ¥ Cµ4
3nplog nq2,

então o minimizador para o problema (2.3) é único e igual a M com probabilidade no
mínimo de 1� n�3.

Por fim, apresentamos o Teorema 2.3 que melhora os resultados anteriores.

Teorema 2.3. [47, Teorema 2] Seja M P Rn1�n2 uma matriz de posto r satisfazendo A1 e
A3. Imponha, sem perda de generalidade, que n1 ¤ n2. Suponha que m entradas de M são
observadas com posições amostradas aleatoriamente com distribuição uniforme. Se

m ¥ 32 maxpµ0, µ2
2qrpn1 � n2qβ log2p2n2q,

para algum β ¡ 1, então o minimizador para o problema (2.3) é único e igual a M com
probabilidade no mínimo de 1� 6 logpn2qpn1 � n2q2p1�βq � n

2p1�
?

βq

2 .
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2.2.4 Propriedade de Isometria Restrita (RIP)

Outra propriedade utilizada por alguns métodos de completamento de matrizes
é a isometria restrita (ou RIP, do inglês Restricted Isometry Property), cuja definição
segue.

Definição 2.3 (RIP [48]). Uma transformação afim A : Rm�n Ñ Rd satisfaz a propriedade
de isometria restrita de ordem r (r-RIP) com constante δr P r0, 1q, se, para todas as matrizes
X P Rm�n de posto no máximo r, vale

p1� δrq}X}2
F ¤ }A pXq}2

2 ¤ p1� δrq}X}2
F . (2.14)

A condição (2.14) geralmente é analisada a partir de uma noção de incoerência
mais restritiva que a apresentada na Definição 2.2, a qual chamaremos de µ-incoerência e
cuja definição segue.

Definição 2.4 (µ-incoerência [31]). Uma matriz X P Rn1�n2 com SVD X � UΣV J é
µ-incoerente se

max
i,j

|Uij| ¤
c

µ

n1
, max

i,j
|Vij| ¤

c
µ

n2
. (2.15)

Note que as desigualdades em (2.15) implicam que

n1

r
max

1¤i¤n1
}Ui}2

2 ¤ µ e n2

r
max

1¤i¤n2
}Vi}2

2 ¤ µ, (2.16)

em que Ui e Vi são i-ésimas linhas de U e V , respectivamente. Assim, a condição A1 vale
com µ0 � µ. Por outro lado, definindo a matriz E como em (2.8), usando a desigualdade
triangular e as desigualdades em (2.15), temos

|Eij| �
�����

ŗ

k�1
uikvjk

����� ¤
ŗ

k�1
|uikvjk| ¤ µr

n1n2
. (2.17)

Assim, a µ-incoerência pede que as entradas da matriz E sejam limitadas em valor absoluto
por um limitante menor que o da Definição 2.2.

Conforme discutido anteriormente, se µ for um número muito pequeno, então
as desigualdades em (2.15) garantem que as entradas não-nulas de U e V estão “bem
espalhadas” (em outras palavras, as entradas não-nulas de X não estão concentradas em
um número pequeno de linhas e/ou colunas). Logo, uma amostra aleatória de entradas de
X deve fornecer informação suficiente para a reconstrução da matriz inteira [31].

Em geral, o operador PΩp�q não satisfaz a desigualdade (2.14). Contudo, para
matrizes X P Rn1�n2 de posto reduzido e µ-incoerentes, tal operador satisfaz a desigualdade
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(quase isometria),

p1� δqp}X}2
F ¤ }PΩpXq}2

F ¤ p1� δqp}X}2
F , (2.18)

com p :� |Ω|{pn1n2q, em que |Ω| é a cardinalidade de Ω. Esse resultado está formalizado
no teorema a seguir, adaptado de [31] para matrizes quadradas de ordem n.

Teorema 2.4. [31, Teorema 4.2] Para µ ¥ 1, n ¥ 3, existe C ¥ 0 e δ P p0, 1q, tal que
se Ω � t1, . . . , nu � t1, . . . , nu é escolhido de acordo com o modelo de Bernoulli, com
densidade p ¥ Cµ2r2 log n{δ2n, então PΩ obedece a desigualdade (2.18) com probabilidade
no mínimo de 1 � expp�n log nq, para todas as matrizes µ�incoerentes X de posto no
máximo r.

Fixados os parâmetros µ, r, δ e C, o teorema acima estabelece o valor mínimo
de p para que PΩ satisfaça a desigualdade (2.18) para matrizes µ�incoerentes X de posto
no máximo r, com alta probabilidade. A Figura 5, mostra o valor mínimo de p para
C � 0.05, µ � 3, r � 5 e δ � 1{3.

Figura 5 – Valor mínimo para p de acordo com o Teorema 2.4.
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2.3 Alguns métodos de completamento de matrizes
Nesta seção apresentaremos alguns algoritmos bem estabelecidos na literatura

e que serão usados como benchmark nos próximos capítulos.
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2.3.1 Fixed Point Continuation (FPC)

O FPC é um algoritmo de primeira ordem que explora o seguinte problema de
otimização,

min
XPRm�n

∥X∥�

sujeito a ∥A pXq � b∥2
F ¤ δ,

(2.19)

em que a transformação afim A : Rm�n Ñ Rd e o vetor b P Rd são dados e δ ¥ 0 é um
parâmetro que controla o nível de ruído nas entradas de b.

Observação 2.2. No problema de completamento A pXq � vecpPΩpXqq e b � vecpPΩpAqq,
em que vecpBq é o vetor resultante ao se empilhar as colunas da matriz B. Assim, o
Problema (2.4) pode ser visto como um caso particular do Problema (2.19).

O problema (2.19) tem a seguinte formulação Lagrangiana

min
XPRm�n

1
2∥A pXq � b∥2

F � λ∥X∥� �: fλpXq, (2.20)

em que λ ¡ 0 é um parâmetro de regularização.

Seja gpXq � 1
2∥A pXq � b∥2

F . Em [37] os autores propõem o processo iterativo

Y k � Xk � t∇gpXkq
Xk�1 � SλtpY kq,

(2.21)

que converge para uma solução do problema (2.20).

Inspirados em [26], os autores ainda propõem uma técnica de continuação para
acelerar a convergência de (2.21), a qual consiste em estabelecer valores decrescentes para
o parâmetro de regularização λ da seguinte forma,

λi�1 � maxpηλi, λ0q, i � 1, . . . , j,

em que η P p0, 1q controla a taxa de decrescimento de λk. Assim, na k-ésima iteração, o
FPC resolve o problema (2.20) para λ � λk fixo. Este processo é descrito no Algoritmo 1
abaixo:

Por fim, apresentamos o teorema que garante a convergência de (2.21). Para
isso, considere A pXq � AvecpXq, em que vecpXq é o vetor resultante do empilhamento
das colunas da matriz X e A é a matriz correspondente à transformação A .

Teorema 2.5. [37, Teorema 4] A sequência
 
Xk

(
gerada em (2.21) com 0   t  

2{λmaxpAJAq converge para uma solução do problema (2.20).
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Algoritmo 1 – Fixed Point Continuation (FPC) [37]
Entrada: λ0 ¡ 0, o tamanho de passo t e a tolerância ε ¡ 0.

1. Inicialize X0.

2. Escolha escalares λ1 ¡ λ2 ¡ � � � ¡ λj � λ0.

3. para ℓ � 1, 2, . . . , j faça

4. para k � 0, 1, 2, . . . faça

5. Y k � Xk � t∇gpXkq
6. Xk�1 � SλℓtpY kq
7. se o critério de parada for atingido, termine.

8. fim

9. X0 � Xk�1.

10. fim

Saída: Xk

2.3.2 Singular Value Thresholding (SVT)

Em [14], baseado no método de Uzawa (veja Seção 2.4 em [14]) para encontrar
pontos de sela do Lagrangiano, os autores apresentam um algoritmo, chamado Singular
Value Thresholding (SVT), e provam que a sequência gerada por

Xk � Sτ pY k�1q
Y k � Y k�1 � tkPΩpA�Xkq,

(2.22)

em que tk é o tamanho de passo, converge para a única solução do seguinte problema de
otimização

min
XPRm�n

τ∥X∥� � 1
2∥X∥2

F

sujeito a PΩpXq � PΩpAq,
(2.23)

onde τ ¡ 0 é um parâmetro de regularização. O primeiro termo τ∥X∥� na função objetivo
é a relaxação convexa para o postopXq, enquanto que 1

2∥X∥2
F é um termo fortemente

convexo que garante que (2.23) tem uma única solução. Devido a sua importância teórica
e computacional, o algoritmo SVT é uma importante referência em completamento de
matrizes e é frequentemente comparado com outros métodos.

A convergência do Algoritmo 2 é garantida pelo seguinte teorema.

Teorema 2.6. [14, Teorema 4.2] Suponha que a sequência de tamanho de passos obedeça
0   inf tk ¤ sup tk   2. Então, a sequência

 
Xk

(
gerada por (2.22) converge para a única

solução do problema (2.23).
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Algoritmo 2 – Singular Value Thresholding (SVT) [14]
Entrada: Matriz com entradas em falta A P Rm�n, τ ¡ 0, o tamanho de passo tk, a
tolerância ε ¡ 0.

1. Inicialize Y 0 � 0.

2. para k � 1, 2, . . . faça

3. Xk � Sτ pY k�1q
4. Y k � Y k�1 � tkPΩ

�
A�Xk

�
5. se o critério de parada for atingido, termine.

6. fim

Saída: Xk

É importante ressaltar que apesar da garantia de convergência do Algoritmo 2
ser restrita ao tamanho de passo tk P p0, 2q, na prática os autores usam a fórmula

tk � 1.2mn

|Ω| ,

em que |Ω| é a cardinalidade do conjunto Ω e m e n são as dimensões da matriz A. Repare
que se a quantidade de entradas conhecidas for muito pequena, (como ocorre em muitas
situações reais), o valor de tk pode ser muito maior que 2, resultando na perda de garantia
da convergência teórica do método. Por outro lado, para um tamanho de passo tk P p0, 2q
o Algoritmo 2 apresenta uma redução na velocidade de convergência empírica.

Outro fato interessante é que, apesar da formulação (2.23) ser diferente da
relaxação nuclear, é possível mostrar que para τ suficientemente grande, a sequência

 
Xk

(
gerada em (2.22) converge para a solução do problema (2.3). O teorema a seguir formaliza
estes fatos:

Teorema 2.7. [14, Teorema 3.1] Sejam X�
τ a solução do problema (2.23) e X8 a solução

de norma de Frobenius mínima do problema (2.3). Então,

lim
τÑ8

}X�
τ �X8}F � 0.

2.3.3 Soft-Impute (SI)

Fazendo A pXq � PΩpXq e PΩpAq � b, o problema (2.20) e o processo iterativo
em (2.21) se reduzem, respectivamente a

min
XPRm�n

1
2∥PΩpXq � PΩpAq∥2

F � λ∥X∥� �: fλpXq, (2.24)

e
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Y k � Xk � tPΩpA�Xkq
Xk�1 � SλtpY kq.

(2.25)

O Algoritmo Soft-Impute foi proposto por Mazumder et al [39] e sua iteração é
obtida a partir das equações em (2.25) , fixando-se o tamanho de passo t � 1. Assim, o
processo iterativo do SI é descrito como

Y k � Xk � PΩpA�Xkq � PΩpAq � PK
Ω pXkq

Xk�1 � SλpY kq,
(2.26)

em que a sequência
 
Xk

(
converge para uma solução do problema (2.24).

Como ocorre com o FPC, o SI também depende de uma sequência pré-
especificada de valores do parâmetro de regularização λ1 ¡ � � � ¡ λj.

Algoritmo 3 – Soft-Impute (SI) [39]
Entrada: Matriz com entradas em falta A P Rm�n e a tolerância ε ¡ 0.

1. Inicialize X0 � 0.

2. Escolha escalares λ1 ¡ λ2 ¡ � � � ¡ λj � λ0.

3. para ℓ � 1, 2, . . . , j faça

4. para k � 0, 1, 2, . . . faça

5. Y k � PΩpAq � PK
Ω pXkq

6. Xk�1 � SλℓtpY kq

7. se ∥Xk�1 �Xk∥2
F

∥Xk∥2
F

  ϵ, termine.

8. fim

9. X0 � Xk�1.

10. fim

Saída: Xk

Para analisar a convergência de (2.26), considere a função Qλ definida da
seguinte forma: dada uma matriz X̃ e λ ¡ 0 fixo

QλpX, X̃q � 1
2∥PΩpAq � PK

Ω pX̃q �X∥2
F � λ∥X∥�. (2.27)

Agora defina a sequência
 
Xk

λ

(
como

Xk�1
λ :� arg minX QλpX, Xk

λq, (2.28)
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em que X0
λ é um ponto inicial. Tem-se os seguintes teoremas que garantem a convergência

de (2.26).

Teorema 2.8. [39, Teorema 1] Para todo λ ¡ 0 fixo, a sequência
 
Xk

λ

(
gerada em (2.28)

converge para um ponto limite X8
λ que resolve (2.24).

O teorema a seguir estabelece a taxa de convergência não-assintótica de (2.26).

Teorema 2.9. [39, Teorema 2] Seja λ ¡ 0 um número fixo. A sequência
 
Xk

λ

(
gerada em

(2.28), no pior caso, tem a seguinte taxa de convergência não-assintótica:

fλpXk
λ
q � fλpX8

λ
q ¤ 2∥X0

λ �X8
λ ∥2

2
k � 1 . (2.29)

2.3.4 O Soft-Impute como um método de gradiente proximal

Nesta seção mostraremos que o Soft-Impute é um caso particular do método
de gradiente proximal aplicado ao problema (2.24), com um tamanho de passo fixo (esse
resultado será usado no próximo capítulo). De fato, repare que o problema de otimização
dado pela equação (2.24) é um caso particular do problema (1.29).

Para função hpXq � λ∥X∥�, o operador proximal é definido como

proxthpMq � arg min
X

"
1
2t

∥M �X∥2
F � λ∥X∥�

*
,

cuja solução é dada pelo Teorema 1.10 (com λt no lugar de λ) por

proxthpMq � Sλt pMq . (2.30)

Agora, considere a iteração do Soft-Impute descrita em (2.26). Para o pro-
blema (2.24), observe que gpXq � 1

2∥PΩpAq � PΩpXq∥2
F , e assim L � 1. Como

Xk �∇gpXkq � Xk � pPΩpXkq � PΩpAqq � PΩpAq � PK
Ω pXkq �: Y k,

segue de (1.37) e (2.30), com t � 1, que Xk�1 � proxhpY kq � Sλ

�
Y k

�
, o que mostra que

de fato (2.26) corresponde a iteração de um método de gradiente proximal aplicado a
(2.24).

2.3.5 Fixed-Rank Soft-Impute (FRSI)

O algoritmo Fixed-Rank Soft-Impute (FRSI) [41] tem como motivação o fato
de que em alguns problemas o posto da matriz a ser completada é conhecido a priori. O
algoritmo também considera a formulação (2.24) e foi inspirado no SI. Mais especificamente,
considere a iteração do Soft-Impute dada por

Xk � Sλ

�
PΩpAq � PK

Ω pXk�1q� . (2.31)
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Como foi visto anteriormente, tanto o FPC quanto o SI se utilizam de uma
sequência pré-especificada de valores decrescentes do parâmetro de regularização. A
proposta do FRSI é baseada em experimentos numéricos e consiste em atualizar o valor
de λ em (2.31) através da expressão

λ � βσr�1
�
PΩpAq � PK

Ω pXk�1q� , com β P p0, 1q, (2.32)

e usá-lo como o thresholding para o calculo de Xk�1. Como em geral a sequência gerada
por (2.32) é decrescente (pelo menos empiricamente), a partir de um certo número de
iterações, segue que cada iterada Xk�1 tem posto aproximadamente igual a r.

Algoritmo 4 – Fixed-Rank Soft-Impute (FRSI)
Entrada: Matriz com entradas em falta A P Rm�n, o posto de A, a tolerância ϵ,
β P p0, 1q, λ ¡ 0 e o número máximo de iterações kmax.

1. Inicialize X0 � 0.

2. para k � 1, 2, . . . , kmax faça

3. Xk � Sλ

�
PΩpAq � PK

Ω pXk�1q� .

4. λ � βσr�1
�
PΩpAq � PK

Ω pXk�1q�.
5. se o critério de parada for atingido, termine.

6. fim

Saída: Xk.

Esta nova forma de calcular o valor do parâmetro de regularização garantiu
bons resultados numéricos ao FRSI quando comparado com os outros métodos até aqui
apresentados. Repare que diferentemente do SI, que resolve o problema (2.24) para cada
λk fixo até a convergência das iterações internas, o Algoritmo 4 resolve o problema (2.24)
com λ � λk apenas uma vez, para cada k. O método proposto no Algoritmo 4 ainda não
possui prova de convergência e, portanto, é considerado apenas uma heurística.

Encerramos este capítulo com alguns problemas que podem ser analisados sob
a ótica de completamento de matrizes.

2.4 Aplicações do problema de completamento
Existem muitas situações práticas nas quais a matriz associada possui entradas

em falta e, felizmente, em algumas dessas situações tal matriz possui posto baixo, o que
torna possível a recuperação das entradas em falta através de técnicas de completamento
de matrizes. A seguir, apresentaremos alguns cenários em que isto ocorre.
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2.4.1 Sistemas de recomendação

Um sistema de recomendação usa o histórico de informações fornecidas por
diversos usuários e que estão armazenadas em um sistema para gerar uma lista de opções
das quais o usuário possa se interessar [33]. Como exemplo, podemos citar os bancos de
dados da Netflix [8, 7] e o MovieLens [40], que são frequentemente usados em experimentos
de completamento de matrizes. Neles, cada usuário avalia diversos filmes, atribuindo notas
variando no conjunto t1, 2, 3, 4, 5u, que são armazenadas em uma matriz de avaliações do
tipo usuário-item, como na Figura 6. Podemos ver que cada linha representa um usuário e
cada coluna representa um filme. Em geral, há centenas ou milhares de filmes e o usuário
avalia alguns poucos filmes (aqueles que já assistiu), resultando em uma matriz com
pouquíssimas entradas observadas (coloridas). A tarefa consiste em estimar as entradas
em falta (em branco).

Figura 6 – Matriz de avaliações de um sistema de recomendação

Uma hipótese importante aqui é assumir que essa matriz tem posto reduzido.
A justificativa para essa hipótese é que se acredita que há poucos fatores que controlam as
preferências dos usuários, como por exemplo, o gênero do filme e os personagens que estão
atuando.

2.4.2 O problema de predição de link

Outro tópico que pode ser visto sob a ótica do completamento de matrizes
é o problema de predição de link [59, 9]. Em redes sociais como Facebook, Instagram
ou Twitter, um usuário pode seguir ou não seguir (bloquear) outros usuários. A Figura
7a ilustra esta interação. Nela, �1 indica que dois usuários estão seguindo um ao outro,
enquanto �1 indica eles não estão se seguindo. Assim como no problema anterior, essas
informações podem ser apresentadas em uma matriz de adjacência, ilustrada na Figura 7b.
Como o número de interações de cada usuário é muito limitado, essa matriz possui várias
entradas em falta. O objetivo da predição de link é identificar, com base nas conexões
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observadas (conhecidas), se dois usuários, que a princípio não têm conexão entre si (por
exemplo, os usuários C e E), irão formar um link ou não no futuro [35]. Como as pessoas
tendem a formar grupos, é comum assumir que a matriz de adjacência possui posto
reduzido [17, 59].

Figura 7 – Ilustração do problema de predição de link
(a) Interação na rede social (b) Matriz de adjacência

2.4.3 Modelagem com Matrizes de Distâncias Euclidianas

Uma matriz de distâncias D � pd2
ijq P Rn�n é dita Euclidiana se existem

xi P RK , i � 1, . . . , n ¡ K, tais que Dij � }xi � xj}2.

Um resultado importante acerca dessa classe de matrizes é que o posto de
uma EDM é no máximo K � 2 [20], em que K é a dimensão do espaço ao qual os pontos
pertencem. Repare que este resultado nos diz que o posto de uma EDM independe da
quantidade de pontos. Por exemplo, se tomarmos 1.000 pontos no espaço R3, então teremos
uma EDM de dimensão 1.000� 1.000 cujo posto é no máximo 5. Assim, o posto de uma
EDM é reduzido e conhecido a priori.

Há problemas práticos que podem ser modelados por meio de Matrizes de
Distâncias Euclidianas (EDM). A título de exemplificação, podemos citar o problema de
localização em rede de sensores [45], no qual se assume que cada sensor tem um raio de
comunicação limitado e, portanto, um sensor qualquer só conhece as posições de outros
sensores que estão dentro do seu raio de comunicação. Nesse caso, a tarefa é determinar as
posições de todos os sensores na rede, a partir do conhecimento de uma amostra de posições
de alguns sensores e informações de conectividade entres os sensores próximos [43]. A
Figura 8 ilustra o problema. As setas indicam as distâncias conhecidas e as circunferências
representam o raio de comunicação de cada sensor. Outras aplicações práticas podem ser
consultadas com mais detalhes em [20, 27, 53].

Neste capítulo, introduzimos o Problema de Completamento e exploramos
algumas de suas propriedades intrínsecas. Também apresentamos algumas aplicações
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Figura 8 – Ilustração do problema de localização em rede de sensores

práticas do problema, bem como, alguns algoritmos de completamento, entre os quais o
FRSI. No próximo capítulo, propomos um algoritmo de duas fases inspirado no FRSI e
que considera a versão acelerada do Soft-Impute, apresentada na Seção 2.3.3.
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3 Um algoritmo de duas fases para completa-
mento de matrizes de posto conhecido

No capítulo anterior, vimos algumas aplicações nas quais o posto da matriz a
ser completada é conhecido a priori. Vimos, por exemplo, que o problema de localização
de sensores em redes pode ser modelado por meio de matrizes de distâncias Euclidianas,
que são matrizes de posto reduzido e conhecido a priori.

Neste capítulo, inspirados no FRSI, apresentamos uma heurística baseada
na informação do posto (o qual supomos ser conhecido a priori) e estabelecemos uma
condição sob a qual a sequência gerada é quasi-Fejér convergente [19] ao conjunto solução
do problema.

Em seguida, incluímos um mecanismo de aceleração semelhante à aceleração de
Nesterov [6] e obtemos uma nova heurística. Embora a convergência dessa nova heurística
não possa ser garantida em geral, ela pode ser muito útil como uma fase de “warm-start”
(Fase 1), fornecendo uma estimativa adequada para o parâmetro de regularização do
problema (2.24) e um bom ponto de partida para um algoritmo de gradiente proximal
acelerado (Fase 2).

Finalmente, apresentamos alguns resultados numéricos com dados sintéticos e
reais e comparamos com alguns algoritmos para completamento de matrizes estudados no
capítulo anterior.

Parte dos resultados deste capítulo foi publicada no artigo [2].

3.1 Revisitando o Fixed-Rank Soft-Impute (FRSI)
Seja A P Rm�n uma matriz com entradas em falta e posto r, o qual assumimos

ser conhecido a priori. A iteração do FRSI [41], com a atualização de λ dada pela equação
(2.32), pode ser escrita como

λ � βσr�1
�
PΩpAq � PK

Ω pXk�1q�
Xk�1 � Sλ

�
PΩpAq � PK

Ω pXkq� .
(3.1)

Note que na expressão (3.1) não é possível garantir que Xk�1 terá posto r

ao longo das iterações. De fato, nos estudos feitos em [41], os melhores resultados do
processo iterativo (3.1) são obtidos quando β � 0, 85. Para este valor de β, observa-se
que os valores de λ são decrescentes ao longo das iterações, de modo que em geral se tem



Capítulo 3. Um algoritmo de duas fases para completamento de matrizes de posto conhecido 52

σr�1
�
PΩpAq � PK

Ω pXkq� diferente do valor de λ e pela definição de Sλ a matriz Xk�1 terá
um posto r̂ diferente de r (em geral r̂ é maior que r).

Uma forma de garantir que Xk�1 tenha posto no máximo r e ainda manter os
bons resultados da iteração (3.1) é considerar a seguinte expressão para λ

λ � σr�1
�
PΩpAq � PK

Ω pXkq� (3.2)

isto é, λ é igual ao pr � 1q-ésimo maior valor singular de PΩpAq � PK
Ω pXkq. Assim, segue

da definição de Sλ em (1.24) que cada iterada Xk�1 terá posto no máximo r.

Deste modo, ao invés de (3.1), iremos considerar o seguinte processo iterativo:

λ � σr�1
�
PΩpAq � PK

Ω pXkq�
Xk�1 � Sλ

�
PΩpAq � PK

Ω pXkq� .
(3.3)

Definindo gpXq � 1
2}PΩpX � Aq}2

F , o processo iterativo (3.3) pode ser escrito
como

Xk�1 � Sσr�1pXk�∇gpXkqq

�
Xk �∇gpXkq� . (3.4)

A fim de estudar o comportamento da sequência gerada por (3.4), vamos
considerar o operador

T pXq :� Sσr�1pX�∇gpXqq pX �∇gpXqq .

Proposição 3.1. Seja T : Rm�n Ñ Rm�n o operador definido acima e assuma que
postopAq � r. Então, as seguintes propriedades valem:

piq T pAq � A.

piiq Se B P Rm�n é tal que postopBq ¤ r e PΩpBq � PΩpAq, então T pBq � B.

piiiq T pPK
Ω pAqq � A.

pivq T p0q � T pPΩpAqq.

Demonstração. Observe que ∇gpXq � PΩpX � Aq. (i) Assim, como ∇gpAq � 0, e
postopAq � r, segue da definição do operador soft-thresholding e do fato de σr�1pAq � 0,
que T pAq � A, isto é, A é um ponto fixo de T . O mesmo raciocínio se aplica à matriz B

tal que PΩpBq � PΩpAq e postopBq ¤ r, provando (ii).

Note também que

PK
Ω pAq �∇gpPK

Ω pAqq � PK
Ω pAq � PΩ

�
PK

Ω pAq � A
� � PK

Ω pAq � PΩpAq � A,
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e assim T pPK
Ω pAqq � A, mostrando (iii). Finalmente, uma vez que

PΩpAq �∇gpPΩpAqq � PΩpAq � PΩ pPΩpAq � Aq � PΩpAq � 0� PΩ p0� Aq � 0�∇gp0q,

concluímos (iv): T p0q � T pPΩpAqq.

Portanto, não apenas a matriz alvo A é um ponto fixo de T , mas qualquer
outra matriz B, de posto no máximo r, tal que PΩpBq � PΩpAq também o é. Talvez mais
surpreendente é o fato de que T também admite pontos fixos X tais que PΩpXq � PΩpAq,
como mostrado na próxima proposição.

Proposição 3.2. Seja X P Rm�n uma matriz de posto no máximo r, com X � UΣV J

sua SVD truncada no posto r � 1. Se ∇gpXq � �γUV J � UKΣKV J
K , em que as colunas

de UK e VK são bases ortonormais para o complemento ortogonal da imagem de U e V ,
respectivamente, e γ ¡ 0 com σKi   γ, para i � r � 2, . . . , mintm, nu, então X � T pXq.

Demonstração. Observe que

X �∇gpXq � UpΣ� γIr�1qV J � UKΣKV J
K ,

em que Ir�1 é a matriz identidade de ordem r�1. Então, como σr�1pX�∇gpXqq � γ ¡ σKi ,
segue que T pXq � UΣV J � X.

Das proposições acima, vemos que, embora a matriz alvo A seja um ponto fixo
de T , o que é desejável, o operador T geralmente não possui um único ponto fixo e, mais
ainda, podem existir pontos fixos X tais que PΩpXq � PΩpAq.

No entanto, mostraremos que, se a sequência dos valores singulares σr�1pXk �
∇gpXkqq vai a zero suficientemente rápido, então podemos provar que a sequência tXku é
quasi-Fejér convergente para o conjunto

X � � tX P Rm�n | postopXq ¤ r, PΩpXq � PΩpAqu.

Definição 3.1. [19, Definição 1.1] Uma sequência tXku em Rm�n é quasi-Fejér conver-
gente para C � Rm�n se, para cada X� P C, existe uma sequência somável não-negativa
tεku tal que

}Xk �X�}F ¤ }Xk�1 �X�}F � εk, k � 1, 2, . . .

Proposição 3.3. [52, Proposição 2.1] Seja C � Rm�n um conjunto não vazio e tXku
uma sequência quasi-Fejér convergente para C. Então,

1. tXku é limitada.

2. Se tXku tem um ponto de acumulação X̄ P C, então a sequência tXku converge para
X̄.
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Teorema 3.1. Seja tXku uma sequência gerada por Xk � T pXk�1q, com X0 P Rm�n. Se
a sequência tσr�1pXk � ∇gpXkqqu é somável, então tXku é uma sequência quasi-Fejér
convergente para o conjunto X �.

Demonstração. Seja X� P X �. Considere a notação σk
r�1 � σr�1pXk � ∇gpXkqq e σ�i �

σipX�q. Então,

}Xk�1 �X�}F � }T pXkq � T pX�q}F

� }Sσr�1pXk�∇gpXkqqpXk �∇gpXkqq � Sσr�1pX�qpX�q}F

¤ }Sσr�1pXk�∇gpXkqqpXk �∇gpXkqq � Sσr�1pXk�∇gpXkqqpX�q}F

� }Sσr�1pXk�∇gpXkqqpX�q � Sσr�1pX�qpX�q}F

¤ }Xk �∇gpXkq �X�}F �
�

ŗ

i�1
ppσ�i � σk

r�1q� � σ�i q2
�1{2

¤ }PK
Ω pXk �X�q}F �

?
rσk

r�1 ¤ }Xk �X�}F �
?

rσk
r�1, (3.5)

em que usamos o fato de X� ser um ponto-fixo de T , a desigualdade triangular e a
não-expansividade do operador Sλp�q (Lema 1.3), com λ � σr�1pXk � ∇gpXkqq fixo.
Consequentemente, se a sequência tσk

r�1u é somável, então a sequência tXku é quasi-Fejér
convergente para X �.

Portanto, desde que
8̧

k�0
σr�1pXk �∇gpXkqq   8, (3.6)

a sequência tXku gerada por (3.4) será quasi-Fejér convergente para X � e, de acordo com a
Proposição 3.3, se ela tem um ponto de acumulação neste conjunto, então toda a sequência
irá convergir para ele. Infelizmente, a condição (3.6) é admitidamente forte e não vale
em geral (falha para uma porcentagem de entradas conhecidas muito baixa e matrizes de
posto mais alto, por exemplo, n � m � 1000, r � 50 e porcentagem de apagamento de
90%). Por esta razão, a iteração (3.4), deve ser tratada como uma heurística.

3.2 Um algoritmo de duas fases baseado na informação do posto
Embora o processo iterativo em (3.4) possa não convergir para uma matriz

em X �, aqui nós propomos usá-lo por um número fixo de iterações, como uma fase de
“warm-start” para obtermos um bom ponto inicial e ao mesmo tempo estimar o parâmetro
de regularização λ do problema (2.24) antes de usarmos um método de gradiente proximal
para resolver (2.24).

Isso é motivado por nossa experiência numérica com o processo iterativo (3.4).
Observamos que quando tXku não converge para um elemento em X �, ele normalmente
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converge para um X̃ como na Proposição 3.2 que, embora não satisfaça PΩpX̃q � PΩpAq, é
tal que }X̃}�   }A}�, sugerindo X̃ como um minimizador de 1

2}PΩpXq�PΩpAq}2
F �λ}X}�

para um valor apropriado de λ ¡ 0.

Primeiro, inspirados na versão acelerada do método do gradiente proximal
vista no Capítulo 1, nós incluímos uma aceleração para a heurística (3.4), resultando no
Algoritmo 5. Esta fase de warm-start será chamada de Fase 1.

Algoritmo 5 – Fase 1: Warm-Start
Entrada: Entradas conhecidas de A P Rm�n indexadas por Ω, o posto r, ε ¡ 0,
w P N, e β ¡ 0.

1. Inicialize X0 � 0, Z1 � 0 e ρ0 � 8
2. para j � 1, 2, . . . , w faça:

3. Compute a pr � 1q-SVD truncada de PΩpAq � PK
Ω pZjq

4. Defina ρj � σr�1pPΩpAq � PK
Ω pZjqq

5. se |ρj � ρj�1|{p1� ρj�1q   ε então saia.

6. Compute Xj Ð Sρj

�
PΩpAq � PK

Ω pZjq�
7. Zj�1 Ð Xj � j � 1

j � β

�
Xj �Xj�1�

8. fim

Saída: Xj, ρj.

A primeira fase roda por um número pré-especificado w de iterações ou até o
critério de parada ser atingido. O último valor de ρj da Fase 1 é usado como o parâmetro
de regularização λ para a segunda fase, que consiste de um método de gradiente proximal
acelerado para o problema (2.24), iniciando de Xj�1. A Fase 2 é descrita no Algoritmo 6.

Algoritmo 6 – Fase 2: Soft-Impute Acelerado
Entrada: Entradas conhecidas de A P Rm�n indexadas por Ω, o posto r, ε ¡ 0,
itmax P N, λ ¡ 0 e X0 P Rm�n.

1. Inicialize Z1 � X0

2. para k � 1, . . . , itmax faça

3. Compute Xk Ð Sλ

�
PΩpAq � PK

Ω pZkq�
4. se algum critério de parada é verificado pare

5. Zk�1 Ð Xk � k � 1
k � 2

�
Xk �Xk�1�

6. fim

Saída: Xk
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Observação 3.1. Diferentemente da Fase 1, na qual uma SVD truncada no posto pr�1q foi
suficiente para calcular o operador soft-thresholding (porque o valor limiar era exatamente
o (r � 1)-ésimo maior singular de PΩpAq � PK

Ω pZkq), na Fase 2, o valor de λ é fixo e
pode ser diferente de σr�1pPΩpAq � PK

Ω pZkqq. Como resultado, nós precisamos manter
uma estimativa do posto rk, que é atualizada em cada iteração (começando com r1 � r).
Para isso, computamos uma SVD truncada com os (rk � 1) maiores valores singulares de
PΩpAq � PK

Ω pZkq. Se o (rk � 1)-ésimo valor singular já está abaixo do valor limiar λ, nós
mantemos a estimativa do posto rk. Caso contrário, aumentamos rk (para rk � 5, como
fizemos em nossos experimentos numéricos, por exemplo) e repetimos a SVD truncada.
Finalmente, rk�1 é definido para o número de valores singulares positivos deslocados após
a última SVD truncada (note que, neste caso, o posto recuperado pode ser maior que o
posto alvo). Um esquema semelhante foi usado em [14].

Algoritmo 7 – Algoritmo de Duas Fases baseado no posto
Entrada: Entradas conhecidas de A P Rm�n indexadas por Ω, o posto r, ε ¡ 0,
w, itmax P N, e β ¡ 0.

1. Chame o Algoritmo 5 fornecendo A, Ω, r, ε ¡ 0, w e β ¡ 0 � Fase 1

2. Defina λ � ρj, X0 � Xj

3. Chame o Algoritmo 6 fornecendo A, Ω, r, ε ¡ 0, itmax, λ e X0 � Fase 2

Saída: Xk

O Algoritmo 7 resume o algoritmo de duas fases baseado na informação do
posto, o qual usa o Algoritmo 5 como uma fase de warm-start (Fase 1) e, então, chama
um Algoritmo de Gradiente Proximal Acelerado (Algoritmo 6) na segunda fase. Como
será visto nos experimentos numéricos da Seção 3.3, o Algoritmo 7 não apenas supera
o Fixed-Rank Soft-Impute[41], como também é competitivo com outros algoritmos para
completamento de matrizes de posto reduzido que revisamos no Capítulo 2.

Além disso, o Algoritmo 7 tem garantia de convergência para uma solução de

min
XPRm�n

1
2}PΩpXq � PΩpAq}2

F � ρj}X}� (3.7)

(em que ρj é a saída da Fase 1), porque a Fase 1 roda por um número finito de iterações e
a Fase 2 é um método de gradiente proximal acelerado aplicado ao problema (3.7). Vale
ressaltar que embora os iterados Xj da Fase 1 tenham sempre o posto alvo r, não temos
esta garantia para os iterados da Fase 2, uma vez que neste o valor de λ é fixo.

3.2.1 Complexidade do algoritmo proposto

Cada fase do algoritmo proposto requer o cálculo de uma decomposição em valo-
res singulares a cada iteração. O cálculo da SVD de uma matriz X P Rm�n requer Opmn2q
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flops e isso torna alguns métodos baseados em SVD computacionalmente inadequados
para problemas de grande porte.

Uma vantagem importante do método proposto é que em cada iteração a matriz
da qual será obtida a SVD possui a estrutura especial “esparsa � posto baixo” e podemos
usar o pacote PROPACK [34] (mais especificamente, uma rotina lansvd que implementa
uma variante do algoritmo de Lanczos, projetada para grandes matrizes com estrutura
esparsa + posto baixo) para calcular apenas os principais valores/vetores singulares da
matriz.

Faremos a análise da complexidade da Fase 1 do algoritmo proposto. Primeiro,
note que em cada iteração dessa fase é necessário obter uma SVD truncada no posto
r � 1 da matriz Y j :� PΩpAq � PK

Ω pZjq (veja o passo 3). Mostraremos que essa matriz
possui estrutura esparsa + posto baixo. Com efeito, fazendo X0 � X�1 � 0 e Zj �
p1� cjqXj�1 � cjX

j�2, a matriz Y j pode ser escrita como

Y j � PΩpAq � PK
Ω pZjq

� PΩpA� Zjq � Zj

� PΩpA� Zjq � p1� cjqXj�1 � cjX
j�2, (3.8)

em que cj � j � 2
j � β � 1 e a equação (3.8) segue da atualização de Zj�1 no passo 7.

Segue da definição de PΩ que PΩpA � Zjq é uma matriz esparsa e, como as
matrizes Xj�1 e Xj�2 têm postos menores ou iguais a r ! minpm, nq, segue que a matriz
p1� cjqXj�1� cjX

j�2 tem posto menor ou igual a 2r, o que ainda é considerado um posto
baixo, quando comparado com as dimensões da matriz.

Agora, assuma que Xj�1 e Xj�2 tenham postos rj�1 e rj�2 e suas SVDs sejam
dadas por Uj�1Σj�1V

J
j�1 e Uj�2Σj�2V

J
j�2, respectivamente. Um passo importante para o

cálculo da SVD, por meio da rotina lansvd, são multiplicações da forma Y jv e pY jqJu.
Para reduzir custo computacional dessas operações, o que se faz é aproveitar a estrutura
das matrizes envolvidas, por meio das fórmulas

Y jv � PΩpA� Zjqv � p1� cjqUj�1Σj�1pVj�1vq � cjUj�2Σj�2pV J
j�2vq, (3.9)

pY jqJu � PΩpA� ZjqJu� p1� cjqVj�1ΣJ
j�1pUJ

j�1uq � cjVj�2ΣJ
j�2pUJ

j�2uq. (3.10)

Para computar Y jv em (3.9), precisamos construir PΩpA�Zjq e calcular produto
PΩpA�Zjqv e ambos resultam em Op|Ω|q flops. Por outro lado, p1� cjqUj�1Σj�1pVj�1vq e
cjUj�2Σj�2pV J

j�2vq necessitam de Oppm� nqprj�1 � rj�2qq operações. O mesmo vale para
a equação (3.10). Assim, para obter cada valor/vetor singular é necessário um total de
Op|Ω|q �Oppm� nqprj�1 � rj�2qq flops. Como em cada iteração da Fase 1 são computados
exatamente r � 1 valores/vetores singulares, segue que o número total de operações para
se obter uma SVD truncada no posto r � 1 é dado por
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Op|Ω|pr � 1qq �Oppm� nqprj�1 � rj�2qpr � 1qq (3.11)

No Algoritmo 6 (Fase 2) a estimativa do número de operações pode ser maior
que em (3.11), em função do exposto na Observação 3.1.

Na Tabela 1 comparamos as complexidades para uma iteração de cada um dos
algoritmos apresentados no capítulo anterior2. Relembre que os algoritmos SI, SVT e FPC
não necessitam da informação do posto, então r̃ é uma estimativa para o posto da matriz
resultante em cada iteração. Para o FPC estamos considerando A � PΩ e isso não destrói
a estrutura esparsa � posto baixo da matriz. Já no caso do SVT, a matriz resultante
em cada iteração tem a estrutura esparsa + esparsa e a SVD é obtida de uma matriz de
mesma esparsidade que PΩpAq, com complexidade Op|Ω|r̃q.

Tabela 1 – Comparação da complexidade de uma iteração do algoritmo proposto com os
algoritmos SI, SVT e FPC.

Algoritmo Complexidade de uma iteração
Alg. 5 Op|Ω|pr � 1qq �Oppm� nqprj�1 � rj�2qpr � 1qq
FRSI Op|Ω|pr � 1qq �Oppm� nqrpr � 1qq

Soft-Impute Op|Ω|r̃q �Oppm� nqr̃2q
SVT Op|Ω|r̃q
FPC Op|Ω|r̃q �Oppm� nqr̃2q

Podemos observar que o SVT possui a menor complexidade por iteração. Isto se
deve ao fato da matriz resultante em cada iteração ter a estrutura esparsa + esparsa. Por
outro lado, o Soft-Impute e o FPC possuem a mesma complexidade por iteração, enquanto
que o FRSI e o Algoritmo 5 são os mais caros computacionalmente. Vale ressaltar que,
a estimativa do número de operações por iteração da Fase 2 (Algoritmo 6) pode ser um
pouco maior que o número de operações da Fase 1 (nos casos em que o posto recuperado
for maior que o posto alvo) . No entanto, a Fase 2 roda um número pequeno de iterações
e o custo computacional total do algoritmo proposto é mais do que compensado pela
aceleração na taxa de convergência, como será visto nos experimentos numéricos.

3.3 Resultados numéricos
Nesta seção, realizamos experimentos de completamento de matrizes com dados

sintéticos e com o banco de dados MovieLens3. Além disso, fornecemos um estudo empírico
para a escolha do parâmetro de aceleração β na Fase 1 (Algoritmo 5).
2 Não inclui o número de operações internas da rotina lansvd, o qual supomos ser aproximadamente o

mesmo para todos os algoritmos.
3 Um banco de dados que é largamente utilizado em experimentos de completamento de matrizes e está

disponível em https://grouplens.org/datasets/movielens/.
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Todos os algoritmos foram implementados em linguagem Matlab e todos os
resultados numéricos foram realizados em um PC com processador Intel Core i7-7500U e
16 GB RAM.

O Algoritmo 7 proposto é comparado com os métodos mencionados na Seção 2.3:
FRSI, SVT e FPC. Todos estes métodos usam o pacote PROPACK para calcular apenas
um número pré-determinado de valores/vetores singulares da matriz.

Como critério de parada para o Algoritmo 6, nós definimos

min
"

|fλpXkq � fλpXk�1q|
fλpXkq ,

∥Xk�1 �Xk∥F

∥Xk∥F

*
¤ ελ,

para uma tolerância dada ελ ¡ 0, em que fλ é a função objetivo do problema (2.24). Para
o algoritmo FRSI usamos

min
"

∥PΩ
�
Xk � A

�
∥F

∥PΩ pAq∥F

,
∥Xk�1 �Xk∥F

∥Xk∥F

*
¤ ε1,

como critério de parada.

Para algoritmo SVT nós seguimos a recomendação em [14] e usamos

∥PΩ
�
Xk � A

�
∥F

∥PΩ pAq∥F

¤ ε2.

Por outro lado, para o FPC foi usado o critério de parada

∥Xk�1 �Xk∥F

max t1, ∥Xk∥F u ¤ ε3,

conforme recomendado em [37].

O procedimento a seguir foi usado para gerar o conjunto de dados sintéticos:
nós geramos matrizes n�n de posto r ! n da forma A � MN P Rn�n, em que as entradas
de M P Rn�r e N P Rr�n são amostradas independentes e identicamente distribuídas da
distribuição normal padrão. Então, deletamos, aleatoriamente, uma porcentagem p� de
entradas (entradas desconhecidas) de A.

Antes de apresentarmos alguns resultados numéricos para dados sintéticos e o
MovieLens, daremos uma visão geral de como definir o parâmetro β no Algoritmo 5.

3.3.1 Ajustando o parâmetro β

Para avaliar a sensibilidade do Algoritmo 5 ao parâmetro β, realizamos extensos
experimentos numéricos no conjunto de dados sintéticos. Definimos um limite de w � 1.000
iterações e variamos a dimensão do problema n, o posto r, a porcentagem de dados faltantes
p� e a tolerância ε. Os resultados são uma média de cinco simulações. Os experimentos
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mostram que o número (médio) de iterações do Algoritmo 5 (Fase 1) pode ser altamente
reduzido por uma escolha adequada do parâmetro β, principalmente quando o número de
entradas observadas é muito pequeno.

A Figura 9 mostra o número de iterações como uma função do parâmetro β

considerando a porcentagem de dados faltantes p� P t92%, 85%, 72%, 50%u, n � 1000,
r � 5, and ε � 10�8. Como pode ser visto, para β ¥ 19, Algoritmo 5 atinge o número
mínimo de iterações nos quatro cenários. Além disso, para p� � 92% o número de iterações
é reduzido em 79% com respeito a escolha de β � 2 (valor padrão).

Figura 9 – Número de iterações versus β para n � 1000, r � 5, ε � 10�8 e p� P
t92%, 85%, 72%, 50%u.
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Também fizemos experimentos variando a dimensão n da matriz no conjunto
t500, 1000, 2000, 4000u fixando r � 5, ε � 10�8, e p� � 40%. A Figura 10 mostra que o
número mínimo de iterações em todos os cenários ocorreu para β ¥ 20.

A Figura 11 nos dá uma intuição de como definir o valor de β quando o posto
r varia. Para este experimento, nós fixamos pn, ε, p�q �

�
1000, 10�5, 50%

�
e variamos

r P t3, 5, 10, 30, 50, 80, 100u. Como pode ser visto, quanto maior o posto da matriz alvo,
menor será o valor “ótimo” de β.

3.3.2 Experimentos com dados sintéticos

Agora, voltemos nossa atenção para experimentos com dados sintéticos, gerados
conforme descrito no início da Seção 3.3. Para esses experimentos, definimos n � 1000,
p � 40% e o posto r assume valores no conjunto t10, 15, 20, 40, 80, 100u. Nos critérios
de parada, usamos as tolerâncias ε � ε1 � ε2 � 10�4, ε3 � 10�3, ελ � 10�6 e para o
SVT, seguindo [14], fixamos τ � 5n e tk � 1.2n2{|Ω|, em que |Ω| é a cardinalidade de
Ω. Para o FPC usamos a estratégia padrão para atualizar o parâmetro de regularização:
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Figura 10 – Número de iterações versus β para n P t500, 1000, 2000, 4000u, r � 5, ε � 10�8,
e p� � 40%.
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Figura 11 – Valor ótimo de β com n � 1000, r P t3, 5, 10, 30, 50, 80, 100u, ε � 10�5 e
p� � 50%.
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λ0 � ∥PΩpAq∥2, λk � max t0.25λk�1, 0.01u e tk � 1.99, conforme recomendado em [37]. No
Algoritmo 7, definimos o número máximo de iterações da Fase 1 como w � 500, bem como
o limite de iteração para a Fase 2 igual a itmax � 500. Para o parâmetro de aceleração β

usamos t13, 13, 12, 10, 5, 5u, respectivamente (seguindo o estudo da Seção 3.3.1).

Para a avaliação de desempenho, usamos o erro relativo, definido por Rer �
∥A� Ã∥F {∥A∥F , em que Ã é a matriz recuperada e A é a matriz alvo.

Os resultados são mostrados na Tabela 2, na qual r denota o posto alvo, IT é
o número total de iterações (para o Algoritmo 7, o número de iterações da Fase 2 está
apresentado entre parênteses) e tpsq o tempo em segundos. Neste primeiro conjunto de
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experimentos, destacamos que todos os algoritmos recuperaram corretamente o posto
subjacente. Como pode ser visto, nosso algoritmo converge mais rápido que os outros
algoritmos. Além disso, quanto maior o posto r da matriz desejada, melhor é o desempenho
do Algoritmo 7, quando comparado com FRSI que, por sua vez, é consistentemente mais
rápido que SVT e FPC. Em termos de erro relativo, o Algoritmo 7 foi sempre o primeiro
ou o segundo melhor.

Ressaltamos que a maioria das iterações do Algoritmo 7 corresponde às iterações
da Fase 1 (warm-start). Depois de mudar para a segunda fase, apenas algumas iterações
são necessárias para atingir o critério de parada.

Tabela 2 – Comparação do Algortimo 7 com FRSI, SVT e FPC. Avaliação de performance
para n � 1, 000, p� � 40%, r toma valor no conjunto t10, 15, 20, 40, 80, 100u e
β P t13, 13, 12, 10, 5, 5u, respectivamente.

r método IT t(s) Rer

10

Alg. 7 16 (1) 1.80 5.84e-06
FRSI 18 2.04 1.68e-04
SVT 43 5.78 1.09e-04
FPC 74 9.68 1.70e-05

15

Alg. 7 18 (1) 1.77 6.90e-06
FRSI 20 2.15 1.49e-04
SVT 47 5.82 1.07e-04
FPC 81 13.04 1.72e-05

20

Alg. 7 18 (2) 1.80 1.12e-06
FRSI 21 2.89 1.95e-04
SVT 51 6.60 1.13e-04
FPC 91 15.62 1.78e-05

40

Alg. 7 25 (1) 2.77 1.63e-06
FRSI 28 3.85 2.90e-04
SVT 64 11.15 1.26e-04
FPC 125 56.49 1.83e-05

80

Alg. 7 31 (3) 7.08 4.76e-05
FRSI 42 10.03 5.71e-04
SVT 93 34.44 1.47e-04
FPC 212 165.98 2.04e-05

100

Alg. 7 38 (2) 12.26 5.42e-05
FRSI 46 20.51 1.21e-04
SVT 144 68.41 1.76e-04
FPC 361 415.25 2.38e-05

Nós também realizamos experimentos em matrizes maiores com pouquíssimas
entradas observadas. Os experimentos foram conduzidos sob os mesmos parâmetros de
antes e estabelecemos um limite de tempo de uma hora. Comparamos os resultados
apenas com o SVT, pois, neste caso, ele é mais rápido que os algoritmos FRSI e FPC. Os
resultados são exibidos na Tabela 3. Pode-se observar que ambos os algoritmos apresentam
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desempenho competitivo para os casos testados. Nessa tabela, fornecemos uma coluna
adicional com o posto recuperado r̂.

O Algoritmo 7 geralmente supera o SVT em termos de erro relativo e é mais
rápido para matrizes com posto maior. Ressaltamos que o tempo do Algoritmo 7 nunca é
maior que 2,15 vezes o tempo do SVT, mas pode ser muito menor nos casos em que r é
grande. Além disso, observamos que o posto r̂ da matriz recuperada pelo SVT pode ser
maior que o posto da matriz original, enquanto que o Algoritmo 7 recuperou uma matriz
com o posto correto para este conjunto de experimentos. Por outro lado, o SVT tende
a apresentar melhor desempenho para valores menores do posto e quando o número de
entradas faltantes não é muito alto. No entanto, torna-se consideravelmente lento quando
o posto aumenta e a porcentagem de entradas conhecidas diminui. Em alguns casos, como
(1000,20,90%) e (10000,40,97%), tivemos que mudar o tamanho de passo para a escolha
conservadora de tk � 1, 99, para o qual SVT tem garantias de convergência teórica, ao
invés de tk � 1.2n2{|Ω|, para evitar exceder o limite de tempo.

Tabela 3 – Comparação do Algoritmo 7 com o SVT para diferentes valores de pn, r, p�q e
β P t13, 12, 19, 12, 19, 12, 19, 10u, respectivamente.

pn, r, p�q método IT t(s) Rer r̂

(1000,10,90%) Alg. 7 116 (3) 5,45 1.36e-04 10
SVT 174 5.26 1.44e-04 10

(1000,20,90%) Alg. 7 102 (1) 7.34 3.25e-01 20
SVT 500 279.56 2.23e-01 168

(2000,10,90%) Alg. 7 86 (2) 12.54 3.68e-05 10
SVT 83 9.55 1.39e-04 10

(2000,20,92%) Alg. 7 147 (5) 28.11 1.59e-04 20
SVT 262 168.62 1.51e-04 31

(5000,10,90%) Alg. 7 69 (1) 63.4 2.36e-05 10
SVT 53 33.7 1.18e-04 10

(5000,25,96%) Alg. 7 215 (4) 149.89 1.62e-04 25
SVT 297 1355.23 2.34e-04 50

(10000,10,90%) Alg. 7 65 (3) 245.13 8.27e-06 10
SVT 43 113.84 1.07e-04 10

(10000,40,97%) Alg. 7 256 (12) 1018.56 8.01e-04 40
SVT 677 3600 4.13e-02 95

3.3.3 Experimentos com o banco de dados MovieLens

O banco de dados MovieLens é um sistema de recomendação bem conhecido
que é frequentemente usado em experimentos de completamento de matrizes [59]. Ele
contém avaliações (variando no conjunto t1, 2, 3, 4, 5u) de diferentes usuários em filmes. A
Tabela 4 apresenta as características dos conjuntos de dados utilizados nos experimentos.
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Tabela 4 – Bancos de dados do MovieLens utilizados nos experimentos

banco de dados # usuários # filmes # avaliações
MovieLens-100k 943 1,682 100,000
MovieLens-1M 6,040 3,952 1,000,209

Seja Ω̂ o conjunto de índices de entradas observadas (avaliações) em um banco
de dados. Dividimos aleatoriamente Ω̂ em dois conjuntos disjuntos Ω e Ω1 de modo que
Ω̂ � ΩYΩ1 e |Ω| � 9

10 |Ω̂|. As entradas observadas correspondentes a Ω são passadas como
entrada para os algoritmos, enquanto que as de Ω1 são usadas para avaliar o desempenho
pela raiz do erro quadrático médio (RMSE):

RMSE �
b

∥PΩ1pA� Ãq∥2
F {|Ω1|.

Como o Algoritmo 7 e o FRSI precisam da informação do posto, nós realizamos
alguns experimentos para diferentes valores de r e definimos r � 130 para MovieLens-100k
e r � 340 para MovieLens-1M porque essas opções fornecem o menor RMSE para ambos
os métodos. Observe que, neste caso, r é um valor grande e usando a Figura 11 nós fixamos
o parâmetro de aceleração do Algoritmo 7 em β � 2. Nesses experimentos, definimos as
tolerâncias ε � ε1 � ε2 � ε3 � 10�3, ελ � 10�2, e para SVT fixamos tk � 1.99 e, como
m � n, definimos τ � 8

?
mn como sugerido em [14] . Além disso, estabelecemos um limite

de tempo de uma hora para todos os algoritmos.

Os resultados (média de cinco execuções) são mostrados na Tabela 5. Como
podemos ver, o Algoritmo 7 requer muito menos tempo de computação para atingir um
valor de RMSE razoável (em comparação com os algoritmos considerados). Observamos
que, para o banco de dados MovieLens-1M, o Algoritmo 7 foi o único capaz de atingir os
critérios de parada em menos de uma hora.

Tabela 5 – Resultados numéricos no banco de dados MovieLens

método 100k 1M
IT t(s) RMSE IT t(s) RMSE

Alg. 7 35 (2) 16.50 0.9852 40 (3) 565.91 0.91833
FRSI 272 196.95 0.9898 176 3600 0.95236
SVT 2000 2186 1.0037 929 3600 0.9088
FPC 557 1042 1.0163 183 3600 0.94424

Encerramos este capítulo com algumas considerações acerca dos resultados
nele apresentados. Os experimentos numéricos mostram que a Fase 1 (Algoritmo 5) foi
responsável pela maior parte das iterações e, além disso, o número de iterações dessa
fase pode ser bastante reduzido pela escolha adequada do parâmetro β (veja o passo 7),
conforme mostramos na Seção 3.3.1. Assim, duas linhas de trabalho futuro são (a) provar
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a convergência da Fase 1, evitando possíveis casos em que o posto recuperado pela Fase 2
é diferente do posto alvo (veja Observação 3.1) e (b) investigar outras expressões para
usar no lugar do parâmetro de extrapolação ωj � pj � 1q{pj � βq.
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4 Gradiente projetado para completamento
de matrizes

Neste capítulo, consideramos um método de Gradiente Projetado (GP) aplicado
ao problema de otimização com restrição de posto dado por

min
XPRm�n

1
2}A pXq � b}2

2

sujeito a postopXq ¤ r,
(4.1)

em que A : Rm�n Ñ Rd é uma transformação afim, b P Rd e r é o posto da matriz alvo,
o qual supomos ser conhecido a priori. No problema de completamento, podemos tomar
A � vecpPΩq em virtude da Observação 2.2.

Como o conjunto viável do problema (4.1) é não-convexo, muitos dos resultados
clássicos de teoria de convergência do Gradiente Projetado para o caso convexo não se
aplicam a este problema.

A seguir, apresentamos uma revisão do método de gradiente projetado, primeiro
em conjuntos convexos e depois em conjuntos não-convexos. Em seguida, aplicamos um
método de gradiente projetado ao problema (4.1) e mostramos que, se A � vecpPΩq
satisfaz 2r-RIP (veja a Definição 2.3) com parâmetro δ2r P p0, 1{2q, então, a sequência
gerada pelo método converge para a solução do problema. Finalmente, apresentamos alguns
resultados numéricos do método e também considerando um mecanismo de aceleração
similar ao estudado no método de gradiente proximal acelerado.

As principais referências para este capítulo são [25, 30, 31, 32].

4.1 Gradiente projetado em conjuntos convexos
O método do gradiente projetado é uma maneira simples e padrão para resolver

problemas de otimização com restrição e utiliza o conceito de projeção, que consiste em
resolver o problema

min
x

1
2}z � x}2

2

sujeito a x P X � Rn,
(4.2)

que é conhecido como o problema de projeção de z em X .

A partir de agora, usaremos a notação PX pzq para denotar a projeção de um
ponto z no conjunto X .
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Nesta seção, consideramos o caso em que X é não-vazio, fechado e convexo, o
que permite provar alguns resultados importantes para projeção e que estão resumidos na
proposição a seguir.

Proposição 4.1. [10, Proposição 2.1.3] Seja X um subconjunto não-vazio, fechado e
convexo de Rn.

(a) Para cada z P Rn, existe um único x� P X que minimiza 1
2}z � x}2

2 em X . O vetor
x� é chamado de projeção de z no conjunto X e é denotado por PX pzq.

(b) Dado algum z P Rn, um vetor x� P X é igual a PX pzq se, e somente se,

xz � x�, x� x�y ¤ 0, @x P X .

(c) A projeção PX p�q é contínua e não-expansiva, isto é,

}PX pxq �PX pyq}2 ¤ }x� y}2, @x, y P Rn.

Sejam f : Rn Ñ R uma função continuamente diferenciável com gradiente
Lipschitz contínuo de constante L ¡ 0 e X � Rn um conjunto não-vazio, fechado e convexo.
Considere o seguinte problema de otimização

min fpxq
sujeito a x P X .

(4.3)

A iteração do método de gradiente projetado é descrita como

x0 P X , xk�1 � PX
�
xk � ηk∇fpxkq� , (4.4)

em que ηk é o tamanho de passo e PX pzq é a projeção do ponto z no conjunto X , dada por

PX pzq � arg minxPX
1
2}x� z}2

2. (4.5)

Quando a função f é convexa e considerando ipxq a função indicadora de
conjunto X definida como

ipxq �
$&
%0, se x P X

�8, se x R X ,
(4.6)

tem-se
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proxipzq � arg min
xPRn

"
1
2∥z � x∥2

2 � ipxq
*
� arg min

xPX

"
1
2∥z � x∥2

2

*
� PX pzq,

e podemos escrever (4.3) como

min
xPRn

fpxq � ipxq, (4.7)

o que mostra que, neste caso, o gradiente projetado é um caso especial de gradiente
proximal.

Métodos de gradiente projetado têm sido aplicados com sucesso em problemas
de otimização convexa, por exemplo, em [11, 12, 29]. Para esses casos, a continuidade e
unicidade da projeção permitem demonstrar que a sequência gerada por (4.4)-(4.5) converge
para uma solução do problema (4.3), mediante uma escolha adequada do tamanho de
passo, o que pode ser feita por meio de uma busca de Armijo [29].

No entanto, a aplicação do gradiente projetado ao problema (4.1) torna-se
um desafio, pois seu conjunto viável C � tX P Rm�n | rankpXq ¤ ru é não-convexo e a
continuidade e unicidade da projeção não valem, em geral. Esse problema será abordado
na próxima seção.

4.2 Gradiente projetado em conjuntos não-convexos
Os resultados da Proposição 4.1 permitem derivar a convergência do processo

iterativo (4.4)-(4.5) no cenário convexo. Entretanto, tais resultados não valem quando
X é apenas fechado, o que torna a análise da convergência do gradiente projetado em
conjuntos não-convexos mais complexa.

Nesta seção, fornecemos alguns resultados preliminares envolvendo a projeção e o
método de gradiente projetado em conjuntos não-convexos. Note que, neste caso, a projeção
PX pzq não é única. A Figura 12 ilustra essa situação - neste caso, PX pzq � tu1, u2, u3u.

Agora, vamos considerar o problema (4.3) para o caso em que o conjunto X é
fechado e não-convexo. Como a projeção pode não ser única, assumiremos que o método
do gradiente projetado tomará qualquer elemento do conjunto PX pzq. Ou seja, a iteração
do GP em conjuntos não-convexos pode ser dada por:

x0 P X , xk�1 P PX
�
xk � ηk∇fpxkq� , (4.8)

com PX definido em (4.5).

De (4.8) e (4.5) pode-se mostrar que xk�1 é solução do seguinte problema

min
xPX

x∇fpxkq, x� xky � 1
2ηk

}x� xk}2
2.
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Figura 12 – Ilustração do conjunto PX pzq. Os pontos u1, u2 e u3 são as projeções do ponto
z no conjunto X .

X

z

u1

u3

u2

Desse modo, segue que

x∇fpxkq, xk�1 � xky ¤ � 1
2ηk

}xk�1 � xk}2
2. (4.9)

Usando a desigualdade acima e o fato de f ter gradiente Lipschitz contínuo, obtemos

fpxk�1q ¤ fpxkq � x∇fpxkq, xk�1 � xky � L

2 }x
k�1 � xk}2

2

¤ fpxkq � 1
2ηk

}xk�1 � xk}2 � L

2 }x
k�1 � xk}2

2

� fpxkq � 1
2

�
L� 1

ηk



}xk�1 � xk}2

2. (4.10)

Isso mostra que, para ηk ¤ 1{L, a sequência tfpxkqu é monótona não-crescente. Mais
ainda, desde que }xk�1 � xk}2 � 0 e ηk   1{L, temos que fpxk�1q   fpxkq.

Agora, assuma que x� P X é uma solução para o problema (4.3), com X não-
convexo, ou seja, fpxq ¥ fpx�q, @x P X . Como f é limitada inferiormente em X por fpx�q,
temos então que tfpxkqu é convergente. Mas, novamente por (4.10), para ηk � η P p0, 1{Ls,
temos que

1
2

�
1
η
� L



}xk�1 � xk}2

2 ¤ fpxkq � fpxk�1q, (4.11)

que implica
lim
kÑ8

}xk�1 � xk}2 � 0. (4.12)

Em outras palavras
lim
kÑ8

dist
�
xk, PX

�
xk � η∇fpxkq

�� � 0,

em que
distpx, Cq � mint}x� y}2 | y P Cu,

é a distância do ponto x P Rn ao conjunto fechado C.
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Se X fosse convexo, pela Proposição 4.1 paq PX p�q seria única, e de (4.12)
teríamos

lim
kÑ8

}xk �PX
�
xk � η∇fpxkq� }2 � 0.

Mais ainda, caso xk Ñ x̄, poderíamos usar a continuidade de PX p�q (Proposição 4.1 pcq)
para obter

}PX px̄� η∇fpx̄qq � x̄}2 � 0, (4.13)

que é uma condição necessária de otimalidade.

A propriedade pbq da Proposição 4.1 também pode não valer quando X é
não-convexo, isto é, o ângulo formado pelos vetores z�PX pzq e x�PX pzq pode ser menor
que o ângulo reto. Neste caso, temos o seguinte resultado.

Lema 4.1. Seja X um conjunto não-vazio, fechado e não-convexo. Então, PX pzq é tal que

xz �PX pzq, x�PX pzqy ¤ 1
2}x�PX pzq}2

2, @x P X . (4.14)

Demonstração. Primeiro note que

2xz �PX pzq, x�PX pzqy � }z �PX pzq}2
2 � }x�PX pzq}2

2 � }z � x}2
2.

Agora, como PX pzq é minimizador global de }z � x}2
2 em X , temos que

}z �PX pzq}2
2 ¤ }z � x}2

2, @x P X ,

logo
xz �PX pzq, x�PX pzqy ¤ 1

2}x�PX pzq}2
2, @x P X .

Lema 4.2. [25, Lema 2.5] Seja X não-vazio e fechado. Se zk Ñ z� e yk P PX pzkq é tal
que yk Ñ y�, então y� P PX pz�q.
Teorema 4.1. Seja txku a sequência gerada pelo GP. Suponha que xk Ñ x̄. Então

distpx̄, PX px̄� η∇fpx̄qqq � 0. (4.15)

Demonstração. Seja txku � X sequência gerada pelo GP e assuma que xk Ñ x̄. Claramente
x̄ P X já que X é fechado. Como ∇f é contínua, temos que

zk � xk � η∇fpxkq Ñ x̄� η∇fpx̄q �: z̄.

Perceba que xk�1 P PX pzkq e como xk�1 Ñ x̄, pelo Lema 4.2 temos que

x̄ P PX pz̄q � PX px̄� η∇fpx̄qq,
e, portanto,

distpx̄, PX px̄� η∇fpx̄qqq � 0.
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Observação 4.1. Mesmo com f convexa, quando X não é convexo, infelizmente a condição
da equação (4.15) não configura uma condição suficiente de otimalidade. Por exemplo,
considere o problema de minimizar fpxq � cT x, com c � 0, sujeito a X � tx P Rn | }x}2 �
1u. Veja que qualquer constante L ¡ 0 serve como constante de Lipschitz e com uma
escolha adequada de η   1{L é possível mostrar que um maximizador cumpre tal condição,
i.e, x̄� η∇fpx̄q � 0, com cT x̄ ¡ cT x, @x P X . Com efeito, temos ∇fpxq � c e fpxq ¤ }c}2

para todo x P X . Assim, escolhendo η � 1{}c}2, segue que x̄ � η∇fpx̄q � c{}c}2 P X é o
maximizador de f em X , com x̄�η∇fpx̄q � 0. Por outro lado, como x̄ P PX px̄�η∇fpx̄qq,
verifica-se que x̄ cumpre a condição (4.15).

Em relação a complexidade de iteração, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.2. Para ηk � η   1{L, em no máximoR
2pfpx0q � fpx�qq
p1{η � Lqε2

V

iterações do gradiente projetado, teremos }xk�1 � xk}   ε.

Demonstração. Segue de (4.11) que

}xk�1 � xk}2
2 ¤

2
1{η � L

pfpxkq � fpxk�1qq.

Seja k o primeiro índice tal que }xk�1 � xk}2   ε. Então para j � 0, 1, . . . , k � 1, temos
que

ε2   }xj�1 � xj}2
2 ¤

2
1{η � L

pfpxjq � fpxj�1qq,
que implica em

kε2 ¤ 2
1{η � L

k�1̧

j�0
pfpxjq � fpxj�1qq � 2

1{η � L
pfpx0q � fpxkqq

¤ 2
1{η � L

pfpx0q � fpx�qq.

4.3 Completamento de matrizes usando gradiente projetado
Seja A uma matriz de posto r. Nessa seção, vamos considerar o problema (4.1)

para o caso específico em que A � vec pPΩq e b � vec pPΩpAqq. Assim, o problema (4.1)
se reduz a

min
XPRm�n

fpXq :� 1
2}PΩpXq � PΩpAq}2

F

sujeito a postopXq ¤ r.
(4.16)
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Embora o conjunto viável de (4.16) seja não-convexo, uma projeção de uma
matriz Y sobre tal conjunto é dada por [32]

SVDrpY q �
ŗ

i�1
σiuiv

J
i . (4.17)

De agora em diante vamos considerar a seguinte iteração de gradiente projetado

Zk�1 � Xk �∇fpXkq
Xk�1 � PCpZk�1q,

(4.18)

em que PCpZk�1q �SVDrpZk�1q e ∇fpXq � PΩpX�Aq é o gradiente da função f definida
no problema (4.16).

Proposição 4.2. Sejam X, Y P Rm�n. As seguintes propriedades valem para o operador
PΩ:

piq }PΩpXq}2 ¤ }X}2.

piiq P 2
ΩpXq � PΩ � PΩpXq � PΩpPΩpXqq � PΩpXq.

piiiq xPΩpXq, Y y � xX, PΩpY qy.

Demonstração. Consequência imediata da definição de PΩ.

Jain e Kar [30] propõem um algoritmo de gradiente projetado que visa resolver
o problema geral (4.1) e mostram que se o operador A satisfaz RIP de ordem 2r com um
parâmetro δ2r P p0, 1{3q, então o método converge para uma solução do problema.

O próximo resultado mostra que o valor de δ2r pode ser maior no caso específico
em que A � vecpPΩq e f é a função objetivo do problema (4.16). Com efeito, o teorema a
seguir mostra que se PΩ satisfaz RIP de ordem 2r com um parâmetro δ2r P p0, 1{2q, então
a sequência

 
Xk

(
gerada por (4.18) converge para a solução do problema (4.16).

Teorema 4.3. Suponha que o operador PΩ satisfaz RIP de ordem 2r com parâmetro
0   δ2r   1{2. Sejam X� uma solução ótima do problema (4.16) tal que PΩpX�q � PΩpAq
e
 
Xk

(
a sequência gerada por (4.18). Então, o processo iterativo (4.18) gera uma matriz

X̃ de posto no máximo r, tal que }X̃ �X�}2
F ¤ ε, em no máximo

�
�����

1

log
�

1� δ2r

δ2r


 log
�}PΩpX0 �X�q}2

F

p1� δ2rqε

������

iterações.
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Demonstração. Sejam fpXq � 1
2}PΩpX �X�q}2

F e Zk�1 � Xk � PΩpXk �X�q. Temos,

fpXk�1q �
1
2}PΩpX

k�1 � X�q}2
F

�
1
2}PΩpX

k�1 � Xk � Xk � X�q}2
F

�
1
2}PΩpX

k � X�q}2
F �

1
2}PΩpX

k�1 � Xkq}2
F � xPΩpX

k�1 � Xkq, PΩpX
k � X�qy

¤ fpXkq � xPΩpX
k�1 � Xkq, PΩpX

k � X�qy �
1
2}X

k�1 � Xk}2
F , (4.19)

em que a desigualdade (4.19) segue aplicando a propriedade piq da Proposição 4.2 à
matriz Xk�1 �Xk. Agora, escrevendo 1

2}X
k�1 �Xk}2

F � 1
2}X

k�1 � Zk�1 � Zk�1 �Xk}2
F

e expandindo o lado direito de (4.19), obtemos

fpXk�1q ¤ fpXkq � xPΩpX
k�1 � Xkq, PΩpX

k � X�qy �
1
2}X

k�1 � Zk�1 � Zk�1 � Xk}2
F

� fpXkq �
1
2}X

k�1 � Zk�1}2
F �

1
2}Z

k�1 � Xk}2
F � xPΩpX

k�1 � Xkq, PΩpX
k � X�qy

� xXk�1 � Zk�1, Zk�1 � Xky

� fpXkq �
1
2}X

k�1 � Zk�1}2
F �

1
2}Z

k�1 � Xk}2
F � xPΩpX

k�1 � Xkq, PΩpX
k � X�qy

� xXk�1 � Xk � PΩpX
k � X�q, Xk � PΩpX

k � X�q � Xky

� fpXkq �
1
2}X

k�1 � Zk�1}2
F �

1
2}Z

k�1 � Xk}2
F � xXk�1 � Xk, PΩpX

k � X�qy

� xXk�1 � Xk � PΩpX
k � X�q, Xk � PΩpX

k � X�q � Xky (4.20)

� fpXkq �
1
2}X

k�1 � Zk�1}2
F �

1
2}PΩpX

k � X�q}2
F

¤ fpXkq �
1
2}X

� � Zk�1}2
F �

1
2}PΩpX

k � X�q}2
F . (4.21)

A desigualdade (4.20) segue de piiq e piiiq da Proposição 4.2 e da expressão de
Zk�1. A desigualdade (4.21) segue do fato de que Xk�1 é a projeção de Zk�1 e, portanto,
}Xk�1 � Zk�1}2

F ¤ }X� � Zk�1}2
F . Usando novamente a expressão de Zk�1 no lado direito

da desigualdade (4.21) e, em seguida, as propriedades piiq e piiiq da Proposição 4.2, temos

fpXk�1q ¤ fpXkq � 1
2}X

� �Xk � PΩpXk �X�q}2
F �

1
2}PΩpXk �X�q}2

F

� fpXkq � 1
2}X

� �Xk � PΩpXk �X�q}2
F �

1
2}PΩpXk �X�q}2

F

� fpXkq � 1
2}X

� �Xk}2
F �

1
2}PΩpXk �X�q}2

F �
1
2}PΩpXk �X�q}2

F

� xX� �Xk, PΩpXk �X�qy
� fpXkq � 1

2}X
� �Xk}2

F � xXk �X�, PΩpXk �X�qy

� fpXkq � 1
2}X

� �Xk}2
F � }PΩpXk �X�q}2

F . (4.22)



Capítulo 4. Gradiente projetado para completamento de matrizes 74

Finalmente, aplicando RIP à matriz Xk �X� em (4.22), obtemos

fpXk�1q ¤ fpXkq � 1
2p1� δ2rq}PΩpXk �X�q}2

F � 2fpXkq

�
�

1
p1� δ2rq � 1



fpXkq

� δ2r

p1� δ2rqfpX
kq.

Como 0   δ2r   1{2, segue que 0   δ2r{p1 � δ2rq   1. Assim, a sequência 
fpXkq( converge geometricamente e podemos escrever

fpXkq ¤
�

δ2r

1� δ2r


k

fpX0q. (4.23)

Agora, da RIP aplicada à matriz Xk�X�, temos p1�δ2rq}Xk�X�}2
F ¤ 2fpXkq,

resultando na desigualdade

}Xk �X�}2
F ¤ 1

p1� δ2rq
�

δ2r

1� δ2r


k

}PΩpX0 �X�q}2
F , (4.24)

completando a prova.

Observação 4.2. A análise do Teorema 4.3 se aplica a qualquer matriz X� do conjunto
X � � tX, postopXq ¤ r e PΩpXq � PΩpAqu. Assim, usando este fato e notando que a
sequência

 
Zk�1( é a mesma para qualquer elemento de X �, pode-se mostrar que a

sequência
 
Xk

(
converge para a solução única do problema (4.16).

O método estudado nesta seção está sintetizado no Algoritmo 8.

Algoritmo 8 – Gradiente projetado (GP)
Entrada: Entradas conhecidas de A P Rm�n indexadas por Ω, o posto r, ε ¡ 0.

1. Inicialize X1 � 0.

2. para k � 1, 2, . . . faça:

3. Zk�1 Ð Xk � PΩpXk � Aq.
4. Compute Xk�1 Ð SVDrpZk�1q.
5. Se algum critério de parada for atingido então termine.

6. fim

Saída: Xk.
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4.4 Experimentos numéricos
Nesta seção, apresentamos os resultados numéricos para o método estudado.

Para isso, geramos matrizes de dados sintéticos utilizando o mesmo protocolo descrito na
Seção 3.3.

Com o intuito de compararmos os resultados numéricos desse capítulo com
os resultado do Algoritmo 7, que foram apresentados no Capítulo 3, nós realizamos os
experimentos dessa seção considerando os mesmos parâmetros utilizados nas simulações
daquele capítulo e utilizamos o critério de parada

∥PΩ
�
Xk � A

�
∥F

∥PΩ pAq∥F

¤ ε.

Primeiro nós avaliamos quão restritiva é a propriedade de isometria restrita
no contexto de completamento de matrizes. Para isso, geramos matrizes com r � 10
fixo, n P t500, 1000, 1500, 2000, . . . , 4000u, p� P t95%, 85%, 70%, 55%, 40%u e ϵ � 10�4 e
estimamos o valor mínimo de δ2r para o qual a matriz Xk �X� satisfaz RIP de ordem 2r.
O resultado pode ser visto na Figura 13.

Figura 13 – Valor de δ2r para o qual matriz Xk � X� satisfaz 2r�RIP. Simula-
ção para r � 10 fixo, n P t500, 1000, 1500, 2000, . . . , 4000u, p� P
t95%, 85%, 70%, 55%, 40%u e ϵ � 10�4.
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Como podemos observar, a condição é considerada forte, uma vez que ela requer
um apagamento pequeno para que o valor de δ2r fique abaixo de 1{2. Por outro lado, o
resultado do Teorema 4.3 representa um avanço, uma vez que relaxa o valor de δ2r de 1{3
para 1{2, fornecendo garantia de convergência teórica para os casos em há uma quantidade
relativamente grande de entradas conhecidas.

Nas próximas seções apresentamos os resultados numéricos com dados sintéticos
por meio de tabelas nas quais r denota o posto alvo, IT é o número total de iterações
(para o Algoritmo 7, o número de iterações da Fase 2 está apresentado entre parênteses),
tpsq o tempo em segundos e Rer é o erro relativo (o mesmo usado no Capítulo 3).
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4.4.1 Gradiente projetado sem aceleração

Nessa seção, recuperamos matrizes de dados sintéticos gerados de acordo com
as tabelas da Seção 3.3.2. Para um primeiro experimento, nós geramos matrizes com
n � 1000, p� � 40%, ε � 10�4 e r variando no conjunto t10, 15, 20, 40, 80, 100u. Os
resultados estão descritos na Tabela 6. Como pode ser visto, neste cenário, no qual a
porcentagem de entradas conhecidas é relativamente alta, o Algoritmo 8 possui resultados
levemente inferiores aos obtidos pelo Algoritmo 7.

Tabela 6 – Resultados numéricos para o Gradiente Projetado (GP) e o Algoritmo 7.
Avaliação de performance para n � 1000, p� � 40%, ε � 10�4, e r variando no
conjunto t10, 15, 20, 40, 80, 100u.

r método IT t(s) Rer

10 Alg. 7 16 (1) 1.80 5.84e-06
GP 13 1.89 1.01e-04

15 Alg. 7 18 (1) 1.77 6.90e-06
GP 14 2.15 1.03e-04

20 Alg. 7 18 (2) 1.80 1.12e-06
GP 15 3.09 9.84e-05

40 Alg. 7 25 (1) 2.77 1.63e-06
GP 19 4.28 9.99e-05

80 Alg. 7 31 (3) 7.08 4.76e-05
GP 27 10.01 1.56e-04

100 Alg. 7 38 (2) 12.26 5.42e-05
GP 33 16.74 1.56e-04

Encerramos essa seção com os resultados numéricos para matrizes geradas
com r � 10, p� � 90%, ε � 10�4, e n variando no conjunto t1000, 2000, 5000, 10000u. Os
resultados são mostrados na Tabela 7. Podemos observar que neste cenário o Algoritmo 7
tem resultados melhores que o GP, tanto em tempo quanto em número de iterações e erro
relativo.

Tabela 7 – Resultados numéricos para o Gradiente Projetado (GP) e Algoritmo 7. Avaliação
de performance para r � 10, p� � 90%, ε � 10�4, e n variando no conjunto
t1000, 2000, 5000, 10000u

n método IT t(s) Rer

1000 Alg. 7 116 (3) 5,45 1.36e-04
GP 239 7.40 1.91e-04

2000 Alg. 7 86 (2) 12.54 3.68e-05
GP 156 18.82 1.45e-04

5000 Alg. 7 69 (1) 63.40 2.36e-05
GP 116 90.81 1.18e-04

10000 Alg. 7 65 (3) 245.13 8.27e-06
Gp 103 359.23 1.08e-04
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4.4.2 Gradiente projetado com aceleração

Nessa seção, apresentamos resultados numéricos incluindo no gradiente proje-
tado o mesmo mecanismo de aceleração de Nesterov utilizado no passo 7 do Algoritmo 5,
isto é,

Zk�1 � Xk � k � 1
k � β

�
Xk �Xk�1� , com β ¥ 2.

Dessa vez, geramos matrizes com posto r � 10, p� � 90%, ε � 10�4, n variando
no conjunto t1000, 2000, 5000, 10000u e obtivemos resultados para diferentes valores de β.
Podemos observar, na Tabela 8, que o método converge mais rápido para valores maiores
de β, convergindo para a solução mais rápido que o Algoritmo 7, quando usamos o mesmo
valor de β para ambos.

Tabela 8 – Comparação dos resultados do Gradiente Projetado Acelerado (GPA) e do
Algoritmo 7. Simulação para r � 10, p� � 90%, ε � 10�4, n variando no
conjunto t1000, 2000, 5000, 10000u e para diferentes valores de β.

n método β IT t(s) Rer

1000
Alg. 7 13 116 (3) 5,45 1.36e-04

GP 2 157 4.90 1.76e-04
13 67 2.05 1.77e-04

2000
Alg. 7 19 86 (2) 12.54 3.68e-05

GP 2 118 14.25 1.36e-04
19 53 6.33 1.37e-04

5000
Alg. 7 19 69 (1) 63.40 2.36e-05

GP 2 97 74.95 1.16e-04
19 44 34.08 9.49e-05

10000
Alg. 7 19 65 (3) 245.13 8.27e-06

GP 2 90 311.63 1.07e-04
19 41 141.93 1.07e-04

Tabela 9 – Comparação dos resultados do Gradiente Projetado Acelerado (GPA) e do
Algoritmo 7. Tabela gerada para matrizes geradas com r P t20, 25, 40u, p� P
t92%, 96%, 97%u, ε � 10�4, n variando no conjunto t2000, 5000, 10000u e β
variando no conjunto t12, 12, 10u.

pn, r, p�q método β IT t(s) Rer

p2000, 20, 92%q
Alg. 7 12 147 (5) 28.11 1.59e-04

GP 2 204 24.43 1.83e-04
12 81 9.89 1.86e-04

p5000, 25, 96%q
Alg. 7 12 215 (4) 149.89 1.62e-04

GP 2 359 190.74 1.82e-04
12 120 62.77 1.82e-04

p10000, 40, 97%q
Alg. 7 10 256 (12) 1018.56 8.01e-04

GP 2 462 1266.43 1.85e-04
10 151 410.43 1.86e-04
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Também realizamos experimentos variando a porcentagen de apagamento e o
posto da matriz. Para isso, geramos matrizes como r P t20, 25, 40u, p� P t92%, 96%, 97%u,
ε � 10�4, n variando no conjunto t2000, 5000, 10000u e β variando no conjunto t12, 12, 10u.
Os resultados da Tabela 9 mostram que o gradiente projetado acelerado consegue recuperar
matrizes de posto mais alto e ainda possui resultados melhores que o Algoritmo 7.
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5 Conclusões e trabalhos futuros

Neste trabalho, estudamos a aplicação de métodos de gradiente proximal e
de gradiente projetado para completamento de matrizes de posto conhecido a priori.
As principais contribuições originais desta tese concentram-se nos capítulos 3 e 4 e são
sintetizadas na sequência.

No Capítulo 3, definimos uma iteração tipo ponto fixo inspirada na heurís-
tica Fixed-rank Soft-Impute (FRSI) para resolver um problema de quadrados mínimos
regularizado (QMR) pela norma nuclear que modela o completamento de matrizes.

Uma decomposição SVD parcial é utilizada a cada iteração e leva em conta
a informação do posto da matriz resultante. Mostramos que, se a sequência dos valores
singulares subjacentes é somável, então a sequência gerada pelo processo iterativo é quasi-
Fejér convergente para a solução do problema de QMR. Independente dessa condição, uma
versão acelerada da heurística pode ser utilizada como uma fase de warm-start para um
algoritmo de gradiente proximal acelerado.

Essa ideia deu origem a um algoritmo de duas fases, descrito na Seção 3.2.
Experimentos numéricos realizados com dados sintéticos e reais indicam que o algoritmo
proposto supera a heurística FRSI [41] e tem desempenho comparável com algoritmos
bem estabelecidos na literatura de completamento de matrizes, como o SVT e FPC. Estes
resultados estão publicados no artigo [2].

No Capítulo 4, propomos a aplicação de um método de gradiente projetado
para resolver um problema de otimização com restrição de posto, como uma formulação
alternativa para completamento de matrizes. O principal desafio nessa abordagem refere-
se ao uso de uma abordagem de gradiente projetado em conjuntos não-convexos, cuja
literatura é limitada e não há garantia de convergência para o caso geral.

Não obstante, seguindo algumas referências da literatura, utilizamos a proprie-
dade de isometria restrita para mostrar que a sequência gerada pelo algoritmo proposto
converge para a solução do problema. Em particular, no Teorema 4.3 mostramos que é
possível relaxar o parâmetro da isometria restrita (δ2r) de 1{3, como usado em trabalhos
anteriores [30], para 1{2. Apesar de pequena, essa diferença pode ser bastante relevante nos
experimentos numéricos, conforme mostramos nas simulações. Além disso, propomos tam-
bém um mecanismo similar à aceleração de Nesterov para o método de gradiente projetado
que, embora não tenha garantia de convergência, possui bons resultados numéricos.

Além das contribuições destacadas neste capítulo e dos demais resultados que
compõem esta tese, diversas ideias surgiram ao longo do desenvolvimento deste trabalho
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e, por limitação de tempo e escopo, não foi possível explorá-las. Algumas dessas ideias
constituem desdobramentos dos resultados aqui apresentados e serão consideradas em
termos de trabalhos futuros.

Embora a primeira fase do Algoritmo 7 seja considerada uma heurística, nos
resultados numéricos apresentados na Seção 3.3, ela foi responsável pela maioria das
iterações. Assim, uma linha de investigação futura consiste em estudar a convergência
teórica da fase 1 sob condições mais fracas.

Na Seção 4.3 aplicamos um método de gradiente projetado para completamento
de matrizes e mostramos que a sequência gerada converge para uma solução do problema
sob uma condição de isometria restrita admitidamente forte nesse contexto. Diante disso,
uma outra linha de estudo futuro seria investigar as propriedades do conjunto viável
do problema (4.16) e tentar derivar resultados para a projeção que permitam analisar a
convergência do método abrindo mão da propriedade de isometria restrita.
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