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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo de reticulados e reticulados algébricos utilizando o
homomorfismo candnico e suas perturbagoes. A partir deste estudo, apresentamos uma
construgao de reticulados algébricos nas dimensoes 2, 4 e 8 que sao versoes rotacionadas dos
reticulados mais densos nestas dimensoes. Além disso, iremos analisar essas construgoes
por meio de suas matrizes geradores e matrizes de Gram. E, aplicando o Algoritmo LLL
(Lenstra, Lenstra e Lovdsz), encontramos uma matriz de base reduzida, que nos auxiliara
na obtencao de um fator escala que expressa a razdo entre os volumes dos reticulados
obtidos com os reticulados mais densos nas respectivas dimensoes. Com esta andlise,
podemos diferenciar as rotagoes obtidas e compara-las proporcionalmente em relacao aos

reticulados mais densos.

Palavras-chave: Reticulados, Reticulados Algébricos, Homomorfismo Candnico, Matriz
de Gram, Algoritmo LLL.



Abstract

This work presents a study of lattices and algebraic lattices by using canonical embedding
and its perturbations. From this study, we present a construction of algebraic lattices in the
dimensions 2, 4 and 8 which are rotated versions of the densest lattices in these dimensions.
Furthermore, we will analyze these constructions through their generator matrices and
Gram matrices. And, applying the LLL (Lenstra, Lenstra e Lovasz) Algorithm, find a
matrix with reduced basis, which will help us to obtain a scale factor that expresses
the ratio between the volumes of the lattices obtained with the densest lattices in the
respective dimensions. With this analysis, we can differentiate the obtained rotations and

compare them proportionally in relation to the densest lattices.

Keywords: Lattices, Algebraic Lattices, Canonical Embedding, Gram matrix, LLL Algo-

rithm.
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Introducao

Em 1611, Johannes Kepler estudando como organizar esferas no espaco, conjecturou
como devemos proceder para colocar o maior nimero de esferas de mesmo tamanho visando
ocupar o maior espago possivel [38]. David Hilbert no ICM (Congresso Internacional de
Matemdtica) de 1900 em Paris, estabeleceu a conjectura de Kepler como o 182 problema
de uma lista repleta de desafios que ocupariam destaque no desenvolvimento da ciéncia
moderna [14]. A conjectura de Kepler estd amplamente conectada com o problema de
empacotamento de esferas, o qual consiste em: ocupar o espaco n-dimensional R"™ da melhor
forma possivel com esferas de mesmo raio que se toquem apenas nos bordos. Durante o
século XX muitos modelos e métodos foram propostos para resolver este problema, ver

mais detalhes em [42].

Em 1910, o empacotamento de esferas 6timo para as dimensoes 1 e 2 foram provadas
por Axel Thue. Em 1998, Thomas Halles provou para a dimensao 3. No ano 2017, Maryna
Viazoska, com H. Cohn, A. Kumar, S. Miller e D. Radchenko, provaram para as dimensoes
8 e 24. Recentemente, em 2022, Maryna Viazoska recebeu a medalha Fields pela realizagao

desse trabalho, para ver mais detalhes consultar [38].

Em 1948, Claude E. Shanonn publicou um artigo que viria mudar completamente
a pesquisa na area das telecomunicagoes. Tal publicacao deu inicio a teoria de cédigos
corretores de erros, estabelecendo que o problema de encontrar empacotamentos esféricos
densos é equivalente a encontrar bons cédigos corretores de erros [12]. A partir dessa
percepcao, passaram-se a associar o estudo dos cddigos corretores de erros aos reticulados,
com o interesse em resolver o problema 18° de Hilbert, e com essas técnicas surgiram varias
familias de reticulados, cada uma visando encontrar a melhor densidade de empacotamento,
ver [6].

Dentre tais modelos, destaca-se o proposto inicialmente por Hermann Minkowski,
modelo algébrico baseado na teoria algébrica dos niimeros, o qual utilizamos neste trabalho.
Este modelo consiste em tomar um corpo de nimeros K de grau n, seu respectivo anel dos

inteiros algébricos Ik e, utilizando os monomorfismos de K em C que fixam Q, estabelecer
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um homomorfismo de K em R, conhecido como Homomorfismo candnico ou de Minkowski,
de modo que a imagem de um ideal ¢/ nao nulo de Ik, é um reticulado de posto n em R",
ver [6]. Para o cdlculo da densidade de centro de tal reticulado construido algebricamente,
utilizam-se elementos da teoria algébrica dos niimeros como o grau e o discriminante do
corpo de numeros utilizado, um ideal ¢ nao nulo e a norma deste ideal. Além disso, tem a
minimizagiao de uma forma quadratica pela funcao trago, ver [4]. A partir do homomorfismo
de Minkowski, foram definidas perturbagoes deste homomorfismo adicionando um elemento
a do corpo totalmente positivo. Utilizando estas perturbagoes também é possivel obter
reticulados algébricos e em alguns casos é possivel calcular a densidade de centro destes
reticulados, ver [12] e [14].

O objetivo deste trabalho é apresentar uma construgao de reticulados algébricos nas
dimensoes 2, 4 e 8, utilizando a perturbac¢ao o, do homomorfismo candnico. A partir desta
construgao, iremos obter reticulados que sao versoes rotacionadas dos reticulados mais
densos nestas dimensoes, ou seja, versoes rotacionadas dos reticulados A,, Dy e Eg, que
apresentam as densidades de centro 6tima nas dimensoes 2, 4 e 8, respectivamente. A
construcao apresentada neste trabalho, baseia-se na construgao apresentada principalmente
em [3]. Além disso, analisaremos alguns exemplos de reticulados obtidos a partir desta
construcao por meio das suas matrizes geradoras e das matrizes de Gram. Utilizaremos o
algoritmo LLL (Lenstra, Lenstra e Lovdsz) para obter uma matriz de base reduzida que
nos auxiliard na obtencdo de um fator escala ¢, o qual estd associado a razao das regides

fundamentais dos reticulados, ver [23] e [41].

Este trabalho foi estruturado da seguinte forma. No Capitulo 1, apresentamos os
conceitos basicos de algebra, tais como, grupo, anéis, corpos, ideais, homomorfismos,
monomorfismo, automorfismos, subcorpo, médulo, submédulo e teoria de Galois. Em
seguida, dedicamos ao estudo de conceitos e resultados teoria algébrica dos ntmeros
em que abordamos inteiros algébricos, anel dos inteiros algébricos, definicao de trago e
norma, norma de um ideal, discriminante de um corpo de niimeros, resultados sobre corpos
quadraticos e ciclotomicos. Resultados estes de suma importancia para o desenvolvimento
deste trabalho.

No Capitulo 2, apresentamos o conceito central deste trabalho que é o conceito de
reticulado, abordamos a definicao de reticulado, regiao fundamental, matriz geradora,
matriz de Gram, determinante de um reticulado, volume do reticulado, definicao de
empacotamento esférico, conceito de kissing number e por fim apresentamos alguns

reticulados mais conhecido da literatura e suas propriedades.

No Capitulo 3, temos o objetivo de apresentar o homomorfismo de Minkowski para
a construcao de reticulados algébricos, recorrendo a um ideal &/ nao nulo do anel dos
inteiros Ix de um corpo de nimeros K de grau n. E, a partir deste homomorfismo, definir

perturbagoes deste homomorfismo e apresentar a construcao de reticulados algébricos a
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partir destas perturbacoes.

No Capitulo 4, apresentamos a construgao de reticulados algébricos nas dimensoes
2,4 e 8. Utilizamos as perturbagoes definidas no Capitulo 3 e a construcao proposta em
[3] para obter exemplos de reticulados algébricos que possuem densidade de centro 6tima
nas dimensoes 2,4 e 8, ou seja, reticulados algébricos que sao versoes rotacionadas dos

reticulados Ay, D, e Eg, respectivamente.

No Capitulo 5, analisamos alguns exemplos dos reticulados construidos no Capitulo
4, apresentando as matrizes geradora e de Gram destes exemplos, e por meio do uso
de um algoritmo LLL que reduz a matriz de Gram do reticulado numa matriz de base
reduzida, comparando proporcionalmente estes exemplos com os reticulados hexagonal

Ay na dimensao 2, D, e Eg, nas dimensoes 4 e 8, respectivamente.
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Capitulo 1

Conceitos preliminares

Neste capitulo iremos apresentar conceitos e resultados que nos auxiliard no desen-
volvimento dos demais capitulos. Na Secao 1.1 introduzimos alguns conceitos basicos de
algebra. Se¢ao 1.2 apresentamos os principais conceitos da teoria de Galois. Em seguida, na
Secao 1.3 tratamos dos principais assuntos da teoria algébrica dos nimeros. As principais
referéncias utilizadas neste capitulo foram [1], [2], [4], [6], [9], [10], [11], [12], [13], [15], [16],
[22], [26], [29], [32], [34], [35], [37], [39], [40] e [43].

1.1 Conceitos basicos de algebra

Nessa secao apresentamos alguns conceitos de algebra tais como, grupo, anel, ideais
principais, ideais primos, ideal maximal, homomorfismos, monomorfismos, isomorfismos,

corpo, subcorpo, médulo e submoédulo.

Definicao 1.1.1. Chama-se grupo um conjunto nao vazio G # &, munido da operacao

* que possui as sequintes propriedades:
(i) Associativa: (a+b) *c = ax (bxc),Ya,b,ce G.
(ii) Admite elemento neutro e: a e = e*a = a,Va € G.
(iii) Para todo elemento a € G, 3a' € G tal que a-a’ =ad' -a =e.
Um grupo G € abeliano se a operagdo = € comutativa
(iv) a*b = b=a.
Definig¢ao 1.1.2. Um conjunto nao vazio A e um par de operagoes + (adigio) e - (multi-

plicagao) sobre A é chamado de anel e denotamos por (A, +,-), se A é um grupo abeliano

em relacao a operacio + e se a multiplicacao satisfaz:
(i)a-(b-c)=(a-b)-c,Va,b,ce A (Associativa).

(ii)a-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+0b-c,VYa,bce A (distributiva).
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Definicao 1.1.3. Quando o anel A satisfaz a-b = b-a,Va,b e A, chamamos de anel

comutativo.

Definigao 1.1.4. Quando a multiplicacao admitir um elemento neutro, isto é, 1 € A tal

que 1-a=a-1=a,Ya€ A, neste caso chamamos A de anel unitdrio.

Definigao 1.1.5. Seja (A, +,-) um anel. Um subconjunto nao vazio B < A é subanel

de A quando:
(i) As operagoes de A sdo operagoes em B, isto €, Va,be B=a+be B ea-be B.
(i1) (B,+,-) € anel.
Proposicao 1.1.1. [1] Sejam (A, +,-) um anel e B um subconjunto nao vazio de A.
Entao B ¢ um subanel de A se, e somente se, as condicoes sao verificadas
(i) 0 € B.
(ii) x,y € B=x —ye€ B.
(iii) x,y € B= -y € B.
Exemplo 1.1.1. O conjunto (2Z,+,-) dos nimeros pares é um subanel do anel (Z,+, ).

De fato, definimos 27, = {2x;x € Z}, Va,b € 2Z,3x,y € Z tais que a = 2x e b = 2y, assim

a—b=2r—-2y=2x—y)e€2Z e a-b=2x 2y=2w-y)e2Z.

Portanto, (27, +,-) é subanel de (Z,+, ).
Defini¢ao 1.1.6. Chama-se dominio de integridade todo anel comutativo (A, +,")
com elemento unidade e sem divisores de zero no qual é verdadeira a proposicao

(i) Sea-b=0, entaoa=0 oub=0=, Ya,b,ce A.

Num dominio de integridade (A, +, "), todo elemento nao nulo a € A é simplificivel para a

operacao de multiplicacao, isto €,

(ii)a-b=a-c=b =cVa,b,ce Aa # 0.

Definigao 1.1.7. Seja (A, +,-) um anel comutativo. Um subconjunto U < A, U ndo vazio
¢ ideal em A se para quaisquer x1,To € U e para quaisquer o € A, as sequintes condigcoes

sao satisfeitas
(i) v1 —x9€U.
(ii) a- 1 € U.
Definigao 1.1.8. Seja A um anel. Um ideal U gerado por um elemento a € A, isto é, U

=<{a) ={azx;x e A} € ideal principal gerado por a. Ainda se todo ideal do anel A é

principal dizemos que A é anel principal.
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Teorema 1.1.1. [15] Todo ideal de Z é principal.

Observacao 1.1.1. Sabemos que Z é um dominio principal. De fato, todos os seus ideias

G0 Principais.

Exemplo 1.1.2. Seja (2Z,+, ) um ideal principal do anel (Z,+,-), sabemos que (2) = 27.
De fato, definindo 2Z = {2n;n € Z},Vax € 2Z,¥a € Z, temos que z-a € Z, tomando x = 2n,
temos que x - a = 2n - a = 2(na) € Z. Portanto, (2) é um ideal principal de Z. O anel

(Z,+,-) é um anel principal, pois todos os seus ideais sdo principais.

Definicao 1.1.9. Um ideal P serd chamado de ideal primo de um anel comutativo A se
(i) P # A.
(i) Se a,be A ea-be P, entioae P oube P.

Definicao 1.1.10. Um ideal M serd chamado de ideal maximal de um anel comutativo
A se

(i) M # A.
(ii) Se I é um ideal de A e M < I, entao I = A.

Teorema 1.1.2. [10] Seja A um anel comutativo com unidade e U um ideal em A. Entao,

(i) U € um ideal primo se, e somente se, — € um dominio de integridade.

U
(i) U é um ideal maximal se, e somente se, 7 ¢ um corpo.

Exemplo 1.1.3. Zg nao € ideal maximal e nem ideal primo de Z. De fato, respectivamente,
(i) Seja Zy um ideal de Z, tal que, Ze € Zs.
(ii) Tomando 2,3 € 7,2 - 3 € Zg, mas 2 ¢ Z¢ € 3 ¢ Lg.

Definigao 1.1.11. Seja A um anel qualquer e U um ideal de A. A relagio em A, x,x’ € A,

r=2'modU) < x—2' €lU.

A Definicao 1.1.11 expressa uma relagao de equivaléncia em A. Denotaremos por T
= {ye A; y=x mod(U)}, a qual chamaremos de classe de equivaléncia do elemento

x € A, relativamente a relacao = mod(U).

Observagao 1.1.2. Observe que y € T < y —x € U e por isso também denotamos a
classe T por
T=x+U={x+zzelU}.

A
Definicao 1.1.12. Sejam A um anel e U um ideal. O conjunto 0 munido de duas ope-

A
racoes definidas acima, € chamado de anel quociente de A pelo ideal U. Os ideais de —

U
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/
sao da forma N onde U' pertence ao conjunto dos ideais de A que contém U. Chamaremos

de conjunto quociente de A pelo ideal U ao conjunto 7 T ={rx+U;ze A}

Definigao 1.1.13. Sejam (A, +,-) e (B,+,-) anéis. Um homomorfismo entre os anéis

A e B ¢ uma funcao, f: A — B, tal que
(1) fla+b) = f(a) + f(b).
(i) f(a-b) = f(a)- f(D).
Definigao 1.1.14. Sejam f : A — B de anéis. Dizemos que f é um monomorfismo

quando f € injetora, isto €, f(x) = f(y) = x =y.

Definicao 1.1.15. Seja f : A — B ¢ um homomorfismo de anéis. Dizemos que f € um

tsomorfismo quando [ € bijetora.

Defini¢ao 1.1.16. Seja (A, +,) um anel. Chama-se automorfismo de (A, +,-) todo

isomorfismo de (A, +,-) em si mesmo.

Observacgao 1.1.3. Um automorfismo de (A, +,-) € toda fungdo bijetora f: A — A, tal

que
(i) fla+b) = f(a) + f(b).
(i) fla-b) = f(a)- f(b).

Definicao 1.1.17. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. O nicleo de f é formado

pelos elementos de A cuja imagem por f €0 € B, isto é, N(f) = {a€ A; f(a) =0},

Definigao 1.1.18. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. A imagem de f € a
imagem da funcao, isto é, Im(f) = {f(a);a € A}.

Exemplo 1.1.4. Para o homomorfismo [ : 7Z — R definido por f(x) = x, temos que
N(f)=0eIm(f)="2Z.

Teorema 1.1.3. [16] Sejam A e A" anéis e f : A — A" um homomorfismo, entio
(i) Im(f) ={f(a): a€ A} é um subanel de A’.
(ii) N(f) ={ae€ A: f(a) =0} € um ideal de A, e [ é injetiva = N(f) = {0}.
(7ii) Os anéis ;1[ e Im(f) sao isomorfos.

Defini¢ao 1.1.19. Chama-se corpo todo anel comutativo (K, +,-) com elemento unidade

tal que todo elemento ndo nulo de K € inversivel para operagio multiplicagio (-).

Observagao 1.1.4. Em outras palavras, corpo é toda ordenada (K,+,-) que vale as

sequintes propriedades,



Capitulo 1. Conceitos preliminares 22

(i) (K, +,-) é grupo abeliano.
(ii) (K*,-) é grupo abeliano, (K* = K — {0}).

(iii) A () é distributiva em rela¢io a (+).

Definicao 1.1.20. Um conjunto nao vazio S < K é chamado subcorpo de K se S é um

corpo com as operagoes de K restritas a S.

Proposigao 1.1.2. [10] Seja K um corpo e S um subconjunto de K tal que S # &, para

que S seja um subcorpo de K € necessdrio e suficiente que

(i)0el€es.

(ii) Se x,y € S, entdo v —y € S.

(iii) Se x,ye S ey # 0, entdo x -y ' € S.
Definicao 1.1.21. Para cada dominio de integridade A, tem-se um corpo K contendo A
tal que a € A, a # 0, existe x € K satisfazendo a - x = 1, este corpo é chamado de corpo

de fragdes, munido das sequintes operacoes

a ¢ ad+be
0+ a™ a
c

. @
()% 3= ba
Definigao 1.1.22. Seja A um anel. Um conjunto ndao vazio M é dito A-mddulo se M

for grupo abeliano com relacdo a operacao de adicao e munido de uma aplicagdo

¢:Ax M— M.
Definida por ¢(a,m) = a-m, satisfazendo as condigoes

(i) a(m + n) = am + an.

(i) (a + b)m = am + bm.

(7ii) (ab)m = a(bm).

(iv) 1-m = m.
Definigao 1.1.23. Sejam A um anel, M um A-médulo e N € M, N # & . Dizemos que
N é um submddulo do A-mddulo M, se

(i) N é um subgrupo de M.

(ii) (Vae A) (Yne N)=a-ne N.

Exemplo 1.1.5. Sejam A = (Z, +, -) um anel, M um A-mddulo M tal que M = (Z,+)

¢ um subgrupo abeliano e N = (P,+) € o grupo dos inteiros pares, subgrupo de M, isto
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¢, Nc M eN # &, entio N é submodulo de A-mdodulo M. De fato, escolhendo
elementos em A e N para testar as condigoes da Definicio 1.1.23. Temos que 2 € A e

8e N =2-8¢e N. Concluimos que N ¢é submddulo de A-méodulo M.

Definicao 1.1.24. Um anel A é chamado de finitamente gerado e denotado por
f g, se existem elementos xq,...,x, € M, tais que todo m € M ¢é da forma m =
ap - T1 + as - ro + ... +a, - x,, coma; € A, i = 1,2,...,n. Neste caso, dizemos que

X1, To, ..., T, formam um sistema de geradores de M.

Definicao 1.1.25. O conjunto de elementos x1,...,x, € M ¢ linearmente independente

sobre A se cumpre com a condigdo
a1+ ... +an -, =0,

se, e somente se, a1 = as = ... = a, = 0. Além disso, se os elementos x1,...,x, formam

um sistema de geradores de M, entdo eles formam uma base' de M.
Definicao 1.1.26. Um A-mddulo que possui uma base é chamado de A-maodulo livre.

Definicao 1.1.27. Sejam A um anel e M, N dois A-modulos. Dizemos que uma aplicacao

f:M — N € um homomorfismo de A-modulo se satisfaz as condigoes

(i) flz+y) = f(z) + fy).
(i7) flax) =af(z) ,Vx,ye M eac A.

Observacao 1.1.5. Se a aplicacio f for injetora, dizemos que f é um homomorfismo de

A-mddulo e, se f for bijetora, dizemos que f é um isomorfismo de A-mdédulo.

Exemplo 1.1.6. Sejam A um anel e M, N dois A-mddulos a aplicacio f : M — N

definida por f(m) =0, comme M e0e N, é um A-homomorfismo nulo. De fato,

(1) flx+y) = flx)+ fly) =0+ 0=0.
(i) flax) =af(z) =a-0=0,Vo,ye M eac A.

1.2 Teoria de Galois

Nesta secao apresentaremos os principais conceitos sobre a Teoria de Galois. Defini-
remos extensoes, numeros algébricos, transcendentes, corpo de ntimeros, corpo de raizes,
polinémio irredutivel, polindmio moénico, extensoes normais, separaveis, galoisianas, corpo

fixo, grupo de Galois e involugao.

Definicao 1.2.1. Sejam K e IL corpos. Dizemos que K € uma extensao de . se L ¢ K

e denotamos estd extensao por K/L.

L O ntmero de elementos da base é o posto de M.
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Definigao 1.2.2. Seja K/IL uma extensdao de corpos. O grau de K sobre L é a dimensdo

de K como espago vetorial sobre 1L, indicaremos o grau de K/ por [K : L]
Definigao 1.2.3. Seja [K : L] finito, dizemos que K € uma extensdo finita de L.

Exemplo 1.2.1. O corpo R € uma extensdo do corpo Q, por sua vez C € uma extensdo
de R e de Q.

Exemplo 1.2.2. Seja K = Q (v2) = {a + bv/2;a,b € Q} um corpo com base {1,+/2}
sobre Q. Temos que K é uma extensio de Q (Q < K) e tem uma dimensao [K: Q] = 2.

Portanto, K é uma extensdo finita de Q.
Teorema 1.2.1. [12] SeL < K < M sao corpos, entio [M : L] = [M: K] - [K:L].

Definicao 1.2.4. Sejam K uma extensdo sobre L e a € K. Dizemos que o é um algébrico
sobre L se existe um f(x) € L[z] — {0} tal que f(a) = 0. Caso contrario, dizemos que « é

transcendente sobre L.

Definicao 1.2.5. Sejam K uma extensdao de L. Dizemos que K é uma extensao algé-

brica sobre IL se todos os a € K sao algébricos sobre L.

Exemplo 1.2.3. Sabe-se que R é uma extensao dos Q, e a = 2 € algébrico sobre Q. De

fato, a € raiz do polinémio f(x) = x> — 2® — 4 com coeficientes inteiros.

Exemplo 1.2.4. O corpo R é extensao dos Q e m € transcendente sobre Q. De fato, m

ndo € raiz de nenhum polinomio em Q[x].

Observacgao 1.2.1. Por outro lado, m é algébrico nos R, pois é raiz do polinémio p(x) =

x —m e Rlz].

Exemplo 1.2.5. O corpo R € uma extensdo do corpo Q, todos os o € R sdo algébricos
sobre R, pois sao raizes do polinémio f(x) = x — «, assim essa extensio é uma extensao

algébrica.

Definig¢ao 1.2.6. Dizemos que o polinémio ndio constante p(x) € irredutivel em K[z] se
é impossivel expressar p(x) com um produto de dois polinomios g(z) - h(z) em K[z] cujos

graus sao ambos maiores ou iguais a 1.

Exemplo 1.2.6. O polinémio p(z) = 2*>—5 € Q[x] € irredutivel em Q[x], pois é impossivel
escrever p(x) = g(x) - h(x) ambos de grau 1, caso fosse possivel p(x) teria duas raizes

racionais o que nao é verdade, pois
2> —5=(x+V5E) - (x—+5), com V5¢Q.

Porém o polinémio p(x) é redutivel sobre R[z].
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Definicao 1.2.7. Seja a € K um elemento algébrico sobre 1L, raiz de um unico polinémio
ménico p(x) de grau minimo tal que p(a) = 0, chamamos este polinémio de polinémio

minimal de o sobre K.

Observagao 1.2.2. Um polinomio f(x) = ag + ... + a,z"™ é monico se a, = 1, melhor

dizendo, um polinomio é dito monico se o coeficiente de maior grau € 1.

O préximo teorema deixa claro que qualquer polindmio moénico de grau 1 irredutivel

sobre um corpo é minimal.

Teorema 1.2.2. [39] Todo polinémio de grau 1 sobre um corpo K € irredutivel.

Demonstragdo: Seja a um elemento algébrico sobre K e seja f(x) € K[z], monico e
de menor grau tal que f(«) = 0. Pela minimalidade do grau de f(x) segue que f(z) é o
tnico polindémio monico irredutivel em K[z] tal que f(a) = 0. De fato, f(x) € K[z], pelo
algoritmo da divisdo 3g(z),r(z) € K[z], tais que

Como f(z) é monico, entdo h(x) e g(x) sdo constantes, portanto f(x) é irredutivel em

K[z]. E f(x) é tnico, supondo que exista ¢(x) € K[z] tal que

Note que

como f e ¢ sdo monicos, entdao q(z) = f(z). |
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Exemplo 1.2.7. Seja R uma extensio de Q e f(x) = 2° — 3 € Q[z], temos que o = /3 €
um elemento algébrico sobre Q. O polinomio f(x) € mdnico e sabemos que f(x) € irredutivel
em Q[x], isto é, ndo existem polinémios q(x), p(x) € Q[x] tal que f(z) = 2*—3 = p(x)-q(x),

se fosse possivel o polinomio teria duas raizes racionais, pois
2 —3=(x+V3)-(z—+3), e V3¢Q,
entdo f € o polinomio minimal de o sobre Q.

Observacao 1.2.3. Em [27] ilustra o fato do discriminante (A = b* — 4ac) de um
polinémio f(x) = ax® + bz + ¢ positivo, entdo esse polinomio f(x) é redutivel sobre R,

caso contrdrio o polinémio f(x) € irredutivel sobre R.

Definicao 1.2.8. Um corpo de numeros K é uma extensao finita do corpo Q. Se a
dimensao de K sobre Q é n, entdo dizemos que K é um corpo de numeros de grau n e

denotado por dimgK = n.

Teorema 1.2.3. [/0] Se K é um corpo de nimeros, entao K = Q(«) para algum elemento

algébrico a € K.

Exemplo 1.2.8. Seja Q(\/2) uma extensio de Q, entdo Q(+v/2) é um corpo de miimeros
com dimensdo 2. De fato, {1,/2} é uma base de Q(+/2) sobre Q.

Definicao 1.2.9. Sejam K um corpo de nimeros e o € K uma raiz de um polinomio

monico f(x) € Z|z], dizemos que o é um inteiro algébrico sobre Z.

Exemplo 1.2.9. Considere o corpo de niimeros K = Q(v/3) e v/3 € K € raiz do polinomio

f(z) = 2* — 3, o qual possui coeficientes em Z, logo V3 € um inteiro algébrico sobre 7.

Definicao 1.2.10. Sejam K um corpo de nimeros de graun e oy, ..., 0, 08 n-monomorfismos
distintos o; : K — C. Dizemos que o; é um homomorfismo real se 0;(K) c R. Caso

contrario dizemos que o; € um homomorfismo imagindrio.

Defini¢ao 1.2.11. Se 0;(K) < R para todo (i = 1,...,n), entdo dizemos que K é um
corpo totalmente real, caso ocorra de o; ser imagindrio para todo (i = 1,...,n), dizemos

que K é um corpo totalmente imagindrio.

Teorema 1.2.4. [/0] Se K = Q(0) é um corpo de nimeros e [K : Q] = n, entdo existem
n monomorfismos distintos o; : K — C (i = 1,...,n). Os elementos 0;(0) = 0;, sao raizes

distintas em C do polinomio minimal de 8 em Q.

Exemplo 1.2.10. Considere a extensio Q(v/3) sobre Q, seja o corpo de nimeros Q(v/3) =
{a +bV3 + c¢(v3)2 +d(v3)%a,b,c,d e Q}. A extensio tem grau 4 sobre Q e o polinomio
minimal de /3 sobre Q € p(z) = x* — 3. Usando a férmula de De Moivre, obtemos o

conjunto de raizes de p(x),

{(V/3,iV/3, —/3, —iv/3}.
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Assim, temos 4 monomorfismos

(01 Q(V3) - C,00(V3) =3

< 0y - Q(v/3) — C,04(v/3) = iv/3
3 : Q(V3) = C,03(V/3) = —V/3
&« Q(v/3) — C,04(v/3) = —iv/3.

Verifica-se que o1 e o3 sao homomorfismos reais e oo e 04 sao homomorfismos imagindrios.

Definigao 1.2.12. Sejam L < K uma extensao de corpos e f(x) € L[z]. Dizemos que K
¢ um corpo de raizes de f(x), e denotamos por K = L(Ry)) se K € o menor corpo

contendo L e todas as raizes de f(x).

Exemplo 1.2.11. Sejam Q(v/2,4/3) uma extensio de Q e f(x) = 2* — 52° + 6 € Q[z],
entdo (@(\/5, \/g) ¢ o corpo de raizes de f, isto €, contém todas as raizes de f.

Definigao 1.2.13. Sejam L um corpo e f(x) € L[x]| um polinémio nao constante. Dizemos

que f(x) é separdvel se todas as raizes de f(x) sao simples no seu corpo de raizes.
Observagao 1.2.4. Se f(x) € K[xz] € polinomio de graun =1 e aq, ..., o, todas as raizes
de f(x) em C, entdio

fl)=clx —a))™ ... (x — )™
Em Clzx] temos que ¢ € K e r,myq,...,m, sao inteiros positivos. O inteiro m; chama-se

multiplicidade da raiz ;. Se m; = 1 dizemos que «; € uma raiz simples de f(x), o

teorema a sequir formaliza esse conceito.

Teorema 1.2.5. [39] Sejam f(x) € K[z], o grau de f(x) én >1 e a € C é uma raiz de
f(zx), entao

(i) o é uma raiz simples de f(x) se, e somente se, f(a) =0 e f'(a) # 0.

(ii) Se f(x) € irredutivel sobre K, entdo todas as raizes de f(x) sdo simples.

Exemplo 1.2.12. O polinémio f(z) = x> — 2 ¢ irredutivel em Q[x] e separdvel sobre Q.

De fato, o corpo de raizes de f(x) é Q(v/2) e além disso, suas raizes sio simples, pois

F(V2)=2v2#0

V2)=0=
T fl(=V2) = =2v2 £ 0.

Defini¢ao 1.2.14. Uma extensao [K : L] € dita normal se para todo f(x) € L[x] €

irredutivel sobre K tal que possui uma raiz o € L, entao f(x) possui todas as raizes em L.

Defini¢ao 1.2.15. Uma extensao finita K/IL é galoisiana se K é o corpo de raizes de L

para algum f(x) € L[x] separdvel.
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Defini¢ao 1.2.16. Seja uma extensao finita K/IL, entao esta extensio é galoisiana se for

normal.

Definig¢ao 1.2.17. Chamamos de corpo de decomposigdo de um polinomio f(x) € K[x]
sobre K, que denotamos por L = Gal(f,K), o menor subcorpo de C que contém K e todas

as raizes de f(x) em C.

Exemplo 1.2.13. Considere o polinomio f(x) = 2* — 2 € Q[z] irredutivel em Q, as suas

quatro raizes em C sdo
4 - 4 - 4 4
a1 = V2, a5 = iV2,03 = —iv2, a4 = —V/2.

O corpo Q(v/2,7) € o corpo de decomposigio de f(x). Além disso, a extensio [Q(+/2,1) : Q]

¢ normal sobre Q.

Podemos acrescentar que o polindémio f(z) = z* — 2 é separavel pelo item (i) do

Teorema 1.2.5, desse modo temos uma extensao galoisiana.

Definigao 1.2.18. Sejam L < K uma extensio e H < Aut(K). O Corpo
K? ={aeK:o(a)=a,Voe H},

¢ chamado de corpo fixo pelo conjunto H.

Definicao 1.2.19. Seja L. < K é uma extensao, entao o grupo de Galois de K sobre

IL é dado por
Gal(K/L) = {0 € Aut(K) : 0(a) = o,V € L}.

Exemplo 1.2.14. Sejam M = (@(\/57 \/3) uma extensao de K = Q, M € o corpo de raizes
do polinémio p(x) = (x? —2) - (2% — 3) que contém 4 elementos {—/2,7/2,7/3,—/3} e o
grupo de Galois

Gal(M, K) = {09, 01, 02, 03},

que possui 0s subgrupos
Hy = {00}7H1 = {00,01}7[{2 = {00,02} e Hz= {00,03}-

O grupo de Galois permuta as raizes do corpo de raizes e cada subgrupo do grupo de
Galois fixam determinados subcorpos de M. Os automorfismos o; permutam as raizes do

polinémio p(x), sao elas

o1 V2 V2,433

021 V2> —v2,v/3 /3
03:V2 > V2,V/3— —/3
04 V2 - —v/24/3— — /3.

Permutacoes: <
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K" — Q(+v/2,4/3), identidade
K% = Q(v3
Os corpos fixos por H sdo: < Qv3)
K™ =Q(v2)
K" — Q(+/6), composicao.

Definicao 1.2.20. Seja K um corpo de nimeros. Temos que

(i) Uma involugdo ¢ : K — K ¢ uma aplicacio aditiva e multiplicativa tal que ¢* é

a identidade.

(ii) O conjunto F = {x € K;¢(x) = x} € um corpo chamado corpo fixo da

involucgado.

Proposicao 1.2.1. [6] Se ¢ : K — K é uma involugio, entio ¢ € Gal(K/Q), onde
Gal(K/Q) denota o grupo de Galois de K sobre Q.

Proposicao 1.2.2. [6] Seja K é um corpo de nimeros, ¢ uma involugio e F um corpo
fizxo da involugao, entao [K : F] < 2.

Exemplo 1.2.15. Sejam C uma extensao de R e o um R-automorfismo em C. Tomando

J = a(i), onde i = +/—1, entao

Para a(r) = r,¥r e R, entdo J =i ou J = —1. Para todo x,y € R temos
a(z +1y) = a(z) + a(i)aly) = z + iy.
Desse modo temos dois candidatos a R-automorfismos
a1 T+ Yy — x4y,

Qo i T+ 1Y — T —1y.

Sendo o identidade e oy a conjugacio complexa. Fazendo o temos uma involugdo, isto é,
s = a; = id,

entdo, a extensio C/R é um grupo de Galois de ordem 2, pois os unicos elementos fixos

pelo R-automorfismo sdo {id, a3}.

1.3 Teoria algébrica dos nimeros

Nesta secao serao apresentados os principais conceitos e defini¢oes da teoria algé-

brica dos nimeros necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Na Subsecao 1.3.1
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definiremos os conceitos de inteiros algébricos e anel dos inteiros. Na Subseccao 1.3.2
apresentamos os conceitos de trago e norma de um corpo de nimeros. Na Subsecgao 1.3.3
trabalhamos com a norma de um ideal. Na Subsecgao 1.3.4 apresentamos o conceito de
discriminante de um corpo de niimeros. Por fim, nas Subsec¢oes 1.3.5 e 1.3.6 apresentamos

os corpos quadraticos e os corpos ciclotomicos.

1.3.1 Inteiros algébricos

Definigao 1.3.1. Sejam A < B anéis. Dizemos que um elemento o € B € inteiro sobre

A se existe um polindmio ménico nao nulo f(x) com coeficientes em A tal que f(a) = 0.

Exemplo 1.3.1. O elemento x = \/2 ¢ inteiro sobre Z, pois satisfaz o polindémio x> —2 €
Zlx] ex € Z.

Teorema 1.3.1. [13] Sejam A um anel, B € A subanel e x € A, entdo sao equivalentes
(i) x € inteiro sobre B.
(ii) O anel Blz] é um B-mddulo finitamente gerado.

(iii) Existe um subanel A" de A que é um B-mddulo finitamente gerado que contém
Beuwx.

"'+ ..+ @+ ap € Blz] tal

Demonstragdo: (i)= (ii). Tome p(x) = 2" + a, 12"
que x € A é raiz de p(x), isto é, x é um inteiro sobre B, ou seja, existem ay, ..., a, € B
nao todos nulos, tal que 2" + a,_12" ! + ... + a1z + ay = 0. Assim, podemos escrever
2" = —(ap_ 12" + ...+ a1z +ag). Seja M = B+ Bz + Bx® + ... + Bx"!, evidentemente
M € B[x], pois M =< 1,z,2°,...,2" " > é um A-mddulo finitamente gerado, provemos
que Bl[z] = M. Temos que 2" € M, pois z" é uma combinagao linear dos elementos

geradores de M.

Agora mostremos por inducio que 2’ € M, Vj € N, temos que para j < n o resultado

se verifica.

Supondo que 2’ € M, ou seja,
(L’j = bn_ll'n_l + ...+ blflf + b(),

para, bo, ..., b,_1 € B. Mostremos que "' € M, de fato,

=40y

:(bn,lxnfl + ...+ bliC + bo)l’

:bn_ll’n + ...+ 61{E2 + bo[E

1

=b,_1(—ap_12" — ... —a1x — ag) + ... + byx + box

:—bn,1b0 + (bo — bn,1a1>$ + ...+ (bn,Q — bnflanfl)l'nil.
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Logo 2/*' € M, o que mostra que B[z] € M, entdo M = Blz].
(ii)=> (4i1). Tome A" = B[x], pois B < B|z] e z € B[x].
(iii)= (7). Seja {f1, ..., Bn} um conjunto finito gerador de A’, um B-mddulo finitamente

gerado, ou seja,
A" = BB, + Bf3y + ... + B,.

Como z € A" e A’ é subanel de A, segue que

xB;€e A, Vi=1,...,n.

n n
Assim, x(3; = Z a;j3;, com a;; € B, para 1 <1,j < n. Dai, 23; — Z a;;3; = 0 e, podemos
j=1 J=1

n
reescrever como E(x@ — a;j)B; = 0. Tomando —=4;;= ;
o B J l,o=7

n

temos que Z(wdij —a;j)B; = 0, para i = 1,...,n. Assim, temos um sistema linear de n
j=1

equagoes lineares homogéneas em que (31, ..., 5, € a solucao:

@)

<
I
_

(xdi; — ai)B; = 0

NgE

(02j — az;)B; =0

A
<.
I
—

<
Il
—

(0nj — anj)B; = 0.

\

Escrevendo na forma matricial obtemos:

o1 —ay; ... X0, — aig 51
o1 — A1 ... Xy — Aoy 52
TOp1 — Qp1 - TOpm — Gpn B 0

O determinante det(x;jz — a;;) = d. Pela regra de Cramer, temos que df; = 0. Consequen-
temente, dA’ = 0, pois A’ é gerado por 3, ..., 8,. Em particular d1 = d = 0. Mas, d é um
polinémio ménico em z, d = 2" + a,_12" ' 4+ ... + ap = 0, onde a; € B. Portanto, = é

inteiro sobre B. [ |

Proposicao 1.3.1. [13] Se xy,...,z, € A forem inteiros sobre B, entio B|xy,...,z,] €

B-modulo finitamente gerado.
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Demonstragdo: Pelo Teorema 1.3.1, temos que z; é inteiro sobre B, entdo B[z;] é

um B-mdédulo finitamente gerado. Suponhamos por indugao que C' = By, ..., z,_1] seja
P

B-médulo finitamente gerado, ou seja, C' = Z BC;, onde ¢y, ...,c, € C. Pelo Teorema

j=1
1.3.1 temos que B|z1, ..., B,| = C|z,] ¢ C-mddulo finitamente gerado. Entao

Claa] = i CWy, = i(i BC;)W, = Y BCiW,

k=1 k=1 j=1 ik

onde Wy, € C[z,]. Logo Blx,...,z,] ¢ um B-médulo finitamente gerado por {C;W;}. B

Corolario 1.3.1. [35] Sejam A um anel, B < A um subanel e x,y € A. Se x e y sdo

inteiros sobre B entao x + vy, x —y e xy sao inteiros sobre B.

Demonstragdo: Pela Proposicao 1.3.1, B[z, y| é finitamente gerado, pois x, y sdo inteiros
sobre B. Como z,y € B|z,y] e B|z,y] é subanel de A, x + y, © — y e xy sdo elementos de
Blz,y] e pelo Teorema 1.3.1 como B < Blz,y] < A e Blz,y] contém = + y, x —y e zy

estes sao inteiros sobre B. [ ]

Exemplo 1.3.2. Sejam Z < R anéis, tomando x =1 ey = 2 onde z,y € R, sao inteiros
sobre Z, pois sio raizes dos polindmios x> — 1,2* — 4 € Z[z] respectivamente. E x + y,

x —y exy sdo inteiros sobre Z, pois sio raizes de polinémios com coeficientes em Z[x].
De fato,
r+y=3, xz—y=-1, xy=2,

sdo raizes de, por evemplo, x* — 9, 2* — 1, 2% — 4 em Z[z], respectivamente.

Definicao 1.3.2. Sejam B < A anéis. Dizemos que A é inteiro sobre B se todo elemento

de A for inteiro sobre B.

Exemplo 1.3.3. Seja Z < R anéis, entao Ya € R sao inteiros sobre 7, pois a é raiz de

todo polinémio na forma f(x) = x —a € Z[z], dessa forma R € inteiro sobre 7.

Proposigao 1.3.2. [35] Sejam C < B c A anéis. Se A é inteiro sobre B e B ¢é inteiro

sobre C, entdo A € inteiro sobre C.

Demonstrac¢do: Suponhamos que A é inteiro sobre C, todo elemento de A é inteiro

sobre C, se a € A entdo existe ag, ..., a,_1 € C, nao nulos, tal que
—1
a4+ a,_ 1"+ .o+ ag = 0.

Como C' © B, segue que a; € B, para i =0, 1,...,n, ou seja, a é inteiro sobre B. Portanto,

A é inteiro sobre B. Agora se § € B, como B < A segue que g € A, entao existem
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bo, ..., b,_1 € B nao nulos tal que
B + by 1"+ by = 0.

Como 3 € A, entao 3 é inteiro sobre A, implica que [ é inteiro sobre C, pois todo elemento

de A é inteiro sobre B e de C, e como C < B, portanto B ¢ inteiro sobre C. |

Observacao 1.3.1. Na Proposicao 1.5.2 a propriedade de ser inteiro é transitiva.

Definicao 1.3.3. Sejam A < B anéis.

(i) O conjunto de elementos de B que sao inteiros sobre A é denotado por
I5(A) = {a € B: «a éinteiro sobre A} é dito anel dos inteiros de B sobre A.

(ii) Se A é um dominio e B = K seu corpo de fragoes dizemos que Ig(A) é anel

dos inteiros de A sobre K.

(iii) Se todo elemento de B € inteiro sobre A, ou seja, Ig(A) = B, entdo o conjunto

B € inteiro sobre A.

Definigao 1.3.4. Sejam A um dominio de integridade e K seu corpo de fragcoes. Quando

Ix(A) = A o anel A € integralmente fechado.

Observacgao 1.3.2. Em outras palavras, um anel € integralmente fechado se todo elemento

do seu corpo de fracoes que € inteiro sobre A e estd em A.

Exemplo 1.3.4. Sejam A um dominio e K seu corpo de fragoes. Entio Ix(A) é anel
integralmente fechado, ou seja, Ix(Ix(A)) = Ix(A) = A. Visto que Aclxk c KeK é€o
menor corpo que contém A, logo K é o menor corpo que contém Ik, assim K € o corpo das
fragoes de Ix(A). Seja o € K um inteiro sobre Ix. Sendo I inteiro sobre A, entao pela

Proposicio 1.3.2 « € inteiro sobre A e o € Ix. Assim A € integralmente fechado.
Proposicao 1.3.3. [35] Todo dominio principal € integralmente fechado.

Exemplo 1.3.5. O anel Z é um dominio de integridade, pois tem elemento unidade e
sem divisor de zero. O conjunto < 2 > ¢ ideal de 7 gerado pelo elemento 2, entdo todo

ideal de 7. ¢ principal. Logo, Z é um dominio principal,implicando em 7Z ser integralmente

fechado.

Definicao 1.3.5. Um numero complexo o é um inteiro algébrico se existe um polinomio

monico f(x) com coeficientes inteiros tal que f(a) = 0.

Exemplo 1.3.6. Seja o = \/2 inteiro algébrico, pois é raiz do polinémio monico flx) =

x? — 2 com coeficientes em Z.
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Teorema 1.3.2. [/0] Se o é um nidmero complexo que satisfaz um polinémio ménico

cujos coeficientes sao inteiros algébricos, entao o é um inteiro algébrico.

Exemplo 1.3.7. Dado p(z) = 2> — x + 10 € Z[z] ménico, os coeficientes de p(x) sdo
inteiros algébricos de outros polinomios em Z. De fato, a = —1 e = 10 sdo raizes de

f(z) =2* -1 e g(z) = 2* — 100 respectivamente.

Teorema 1.3.3. [40] Se K é um corpo de nimeros, entio K = Q(«) para algum inteiro

algébrico .

Exemplo 1.3.8. Seja K = Q(1/(—2)?) corpo de nimeros e a; = ~/(—2)? inteiro algébrico.

De fato, o € raiz do polinémio monico f(x) = z* — 4.

Exemplo 1.3.9. Sabemos que Z é dominio, Q seu corpo de fracoes e R uma extensao de
Q. Dado um polinémio ménico p(z) = x> — 2z + 1 € Z[x] onde a; = 1 € inteiro sobre Z.

Como oy € Q e oy € Z, temos que lg(Z) = Z é integralmente fechado.

Definicao 1.3.6. Sejam K um corpo de numeros de grau n e Ix o anel dos inteiros
algébricos de K, chamamos de base integral de K ou de Ix uma Z-base para o grupo
aditivo Ik.

Observagao 1.3.3. Se {ay,...,a,} € uma base integral Ix, entdo todo elemento a € Ik

pode ser escrito de modo unico como o = Z a;;, onde a; € Z para todo i = 1,...,n.
i=1

Mostraremos em se¢oes subsequentes propriedades e exemplos sobre bases integrais.

1.3.2 Traco e norma

Definigao 1.3.7. Sejam K/IL uma extensao de graun e oy, ...,09 08 monomorfismos de
K em C. O trago e norma de um elemento o € K relativamente a extensao K/IL sdo

definidos por

Trin(o) = Zai(a) e Ngup(la)= nai(a).

i=1 =1
Observagao 1.3.4. Sejam K/ uma extensdo de grau n, e denotaremos trago e norma

por Tr(a) e N(a). Se a, B € K, entio valem as sequintes propriedades
1. Tr(a+ B) = Tr(a) +Tr(B).
2. Tr(z-a) =aTr(a.)
8. Tr(z) =n-z.
4- N(apB) = N(a)-N(B).
5. N(za) = 2"N(a).
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6. N(z) =
Temos outras propriedades para as extensoes M c L < K finitas e a € K,
1. Trgm(a) = Trom(Trew(a)).
2. Nem(o) = Npjx (Nggw) ().
3. Trm(a) = [K: L] - Try (o).
4. Ngpa(ar) = Noja (o).

Exemplo 1.3.10. Sejam K = Q(v/17) um corpo de nimeros e K/Q uma extensao, com

3+ V17
a=1++V1Tep = 5 elementos de K, os monomorfismos de K e os elementos
fixos por Q, sdo

o1 :QW1T) > CVIT—VIT e 03:Q(W17) > C,V17T —» — /1T

Apresentamos a sequir, algumas propriedades de norma e trago.

N(a) = o1(a) - oa(a) = (1 +/17) - (1 = V17) = —16.

N ) =) -ox(9) = () (B -2

Tr(a) = oy(a) + o9(e) = (1 +V17) + (1 —/17) = 2.
Tr(B) = o1(8) + 02(B) = (3 +2\/ﬁ> +(3—4/17) = 3.

E com isso temos que

Na-g) = N ((1 +VI7) (3 +2ﬁ>>

= N(10 + 2v17)
= 0110 + 2V17) - 75(10 + 2V/17)
— (10 +2V17)(10 — 2v/17) = 32 = (—16)(—2) = N(a) - N(B),

e

Tr(a+p) = Tr((l—&—\/ﬁ)—i-(
<5+ \/ﬁ)

1)

= 01

(5+3ﬂ) <5+3W>

= 5+2\/7 2ﬁ—5—2+3—Tr()+Tr(ﬁ).
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Proposicao 1.3.4. [35] Sejam K um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito, L
uma extensao algébrica de K de graun, a € L e aq, ..., oy raizes do polinomio minimal
de a sobre K. Entdo, Trxp(a) = o + a0 + ... + a, e Ngp(a) = oq - ag - .o - €

g(x) = (x — aq)...(x — ), polinémio caracteristico.

Proposicao 1.3.5. [35] Sejam A um dominio, L seu corpo de fragoes e K uma extensdio
finita de .. Se o € K é um inteiro sobre A, entdo os coeficientes do polinémio caracteristico

g(x) de a relativo a K e L, em particular, Tr(«) e N(«), sdo inteiros sobre A.

Corolario 1.3.2. [35] Se A € anel integralmente fechado, entio os coeficientes do polinémio

caracteristico de a € K, em particular, Tr(a) e N(«) sdo elementos de A.

Demonstracdao: Por definicao esses coeficientes sao elementos de K. Pela Proposicao

1.3.5 sao inteiros sobre A. Logo sao elementos de A, pois A é integralmente fechado. M

Exemplo 1.3.11. Sejam Z dominio e integralmente fechado, Q um corpo de fracoes,
R/Q uma extensdo, K = Q(+v/17) um corpo de niimeros e p(x) = x* — 17 um polinémio

caracteristico com oy = V17 e ag = —v/17 raizes de p(x), entdo
N(a) =17 (=V17) =—-17 e Tr(a) =V17+ (=V17) =0,
sao elementos de 7 e inteiros sobre Z, isto €, sao coeficientes de p(x).

Lema 1.3.1. [18] Sejam A um anel integralmente fechado, I seu corpo de fragoes, K/L
uma extensao finita de grau n e lx anel dos inteiros algébricos K. Se {ay, ..., a,} uma base
de K sobre L onde det(Tr(cucy)) # 0 e a € K. Se tr(a - 3) = 0 para todo € K, entdo

a = 0.

Exemplo 1.3.12. Sejam K = Q(+v/7) um corpo de nimeros e {1,v/7} uma base de K

sobre Q, os monomorfismos e os corpos fizos por Q
01:Q->CAT—AVT e 0:Q-CVT— —VT.

Entao,
2 0
0 14

= 28.

Tr(1-1)  Tr(v7-1)
Tr(1-+7) Tr(v7-V/7)

Logo, det(Tr(ay - ag)) # 0.

Lema 1.3.2. [32] Com as mesmas hipéteses do Lema 1.5.1 temos que a aplicag¢io p :
L — Homg (K, L) um homomorfismo, dado por p(ca) = Sy, onde So(B) = Trru(af), com

B e L, um isomorfismo.
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Demonstragdo: Temos que p é homomorfismo, pois aq, as € L, entao

plar + a2)(B) = Saya:(B) = Trx((ar + a2)(B)) =

Trgp(on - ) + Trp(as - B) = Sa, (B) + Say(8) = (p(a1) + pla2))(B), €

pac)(B) = Sea(B) = Trrlacf) = aTrg(af) = aSa(B) = ap(a)(B),
para todo € L. Assim, p é um homomorfismo. Agora se a € L é tal que p(a) = 0,
entdo p(a)(f) = Sa(B) = Trr(af) = 0, para todo 5 € L. Pelo Lema 1.3.1, segue que
a = 0. Assim p é injetora. Além disso, como dimglL = dimg(Homg (K, L)), segue que p é

sobrejetora. Portanto, p é um isomorfismo. |

Teorema 1.3.4. [32] Se A é um anel integralmente fechado, IL € seu corpo de fragao,
K/L extensdo finita de grau n e Ix o anel de inteiros algébricos de K, entdo Ix € um

A-maodulo livre de posto n.

Observagao 1.3.5. Seja {aq, ..., a,} uma base de K sobre L, de dimensdo n, entao todos

0s elementos da base sao inteiros sobre K

1.3.3 Norma de um ideal

Definig¢ao 1.3.8. Sejam K um corpo de nimeros, Ix(Z) anel, dos inteiros de K e U um

ideal de Ix(Z) ndo nulo. A norma do ideal U é definida como o nimero de elementos
x(Z)

do anel quociente , ou seja,

Teorema 1.3.5. [/0] Sejam K um corpo de nimeros e Ix(Z) um anel dos inteiros de K.
SeU =< a > € um ideal principal de Ix(Z), entio N(U) = N (a)].

Observagao 1.3.6. Se o é um elemento nao nulo de Ix(Z), entio N(a) € Z.
Proposigao 1.3.6. [37] Se U é um ideal nao nulo, entio N'(U) € finita.
Lema 1.3.3. [/0] SelU e A sao ideais nio nulos de Ig, entio N(U - A) = N(U) - N(A)

Proposigao 1.3.7. [35] SeU é um ideal nao nulo de Ik, entdo
(i) N(U) =1 se, e somente se, U = Ig.

(ii) Se N'(U) for um nimero primo, entdo o ideal é primo.

Exemplo 1.3.13. Sejam U e A ideais de Z[i] inteiros de Gauss do corpo de nimeros

Qli]. Os ideais U e A sao gerados por z = a + bi e w = ¢ + di respectivamente, fazendo

z-w = (ac —bd) + (ad + bc)i,
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Segundo o Lema 1.3.3, temos os sequintes cdlculos
(i) N (2) - N(w) = (a® + b*) - (¢ + d*) = (ac)® + (ad)? + (be)* + (bd)?,
(i) N'(zw) = (ac — bd)* + (ad + be)* = (ac)® + (bd)* + (ad)?® + (be)?.
Logo, N'(zw) = N'(2) - N'(w).

Agora vamos caracterizar aqueles anéis dos inteiros Ix para os quais a fatoragao de

elementos irredutiveis é Unica.

Teorema 1.3.6. [40] A fatoracdo dos elementos de lx em irredutiveis é unico se, e somente

se, cada ideal de Tx for principal.

Exemplo 1.3.14. Sejam Z[i| anel dos inteiros de Gauss e U =< 3 > ideal gerado por
3, irredutivel em Z[i]. Portanto, U € ideal primo em Z[i], pois tem fatoracao unica. Por

outro lado, A =<5 > ideal de Z[i], nao é primo, pois 5 = (24 1)(2 —1).

1.3.4 Discriminante

Definicao 1.3.9. Sejam B < A anéis tal que A é um B-modulo livre de posto n e

{aq,...,a,} € A", Definimos o discriminante de {aq, ..., a,} por
DA/B(Oél, ceey Oén) = det(TrA/B(oziozj)).

Corolario 1.3.3. [25] O discriminante D(ay, ..., ) € Q se a; € inteiro algébrico, entdo
D(ay,...,ap) € Z.

Exemplo 1.3.15. Sejam K = Q(+v/3) um corpo de nimeros e {1,4/3} uma base de K
sobre Q. Entao

20
0 6

= 12.

| Tr(1) T?"(\/g) B
POVI=| 13 Tr((vaR) ‘_

Proposicao 1.3.8. [32] Sejam B < A anéis. Se {au,...,an}, {B1, ..., Bn} € A" sdo tais

que [B; = Z a;jo; com a;; € B, entdo
Jj=1

Dap(Bi, ..., Bn) = (det(ai))? - Dasp(ea, ..., o).

Exemplo 1.3.16. Sejam K = Q(+/3) um corpo de nimeros e {1,/3} wma base de K
sobre Q, sabemos que o discriminante de {1,/3} € 12. Seja {1 4+ /3, —4 — +/3} outra base
de K, pela Proposicao 1.3.8, temos que

L D1 vE) - 8- (12),

DK/Q<1 + \/g, —4 — \/§> = ‘
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Observacao 1.3.7. A Proposicao 1.3.8, implica que o discriminante das bases de B sobre
A sao associadas, isto é, a matriz (a;;) que expressa uma base em termos da outra tem uma
matriz inversa com entradas em A. Portanto, ambos det(ay;) e det(a;;)~" sdo inversiveis

em A.

Corolario 1.3.4. [35] Sejam A c B anéis tais que B é um A-mddulo livre de posto finito
n e A um dominio. Se {ax,...,an} e {B1, ..., Bn} sao bases de B, entio Dgja(o,...,0n) €

Dpa(Bi, ..., Bn) sdo associadas ou possuem determinantes nulos.

Demonstragao: Como {aq,...,a,} e {f1,...,0,} sdo bases de B, segue que existem
n

elementos a;; € A tais que f3; = Z a;joy, para todo j = 1,...,n. Assim pela Proposigao
i=1
1.3.8, temos que

Dia(Bi, - Bu) = (det(aij))*Dpyalon, ..., an),

como a;; ¢ uma matriz inversivel, segue que o det(a;;) é uma unidade de A. Assim

Dpja(oa,...,an) € Dp/a(f, ..., Bn) sdo elementos associados ou ambos sdo nulos. [ ]

Proposicao 1.3.9. [3/] Sejam A um dominio, B um anel tal que A < B e B um A-
mdédulo livre de posto finito n. Se o conjunto {aq, ..., a,} de elementos de B ¢é linearmente

dependente sobre A, entdo

Dpa(ou, ..., an) = 0.

Definigao 1.3.10. Sejam K/IL uma extensao finita de grau n, Ix o anel dos inteiros de
K e {aq,...,an} uma Z-base de Ix. Definimos o discriminante de K como um ideal

principal de Z gerado por Dgi.(au, ..., on,) e denotado por Dk.

Observacao 1.3.8. O discriminante de quaisquer duas bases que sao associadas geram o

mesmo ideal.

Lema 1.3.4. [35] (Lema de Dedekind) Sejam G um grupo e K um corpo. Se o4, ..., oy,
sao homomorfismos distintos de G no grupo multiplicativo K*, entdio {o1,...,0,} sdo

linearmente independentes sobre K.

Proposicao 1.3.10. [2/ Sejam K/L uma extensdao finita de graun e oy, ...,0, 0s mono-
morfismos distintos de K em um corpo algebricamente fechado F contendo L. Se {ay, ..., ay }

¢ uma base de K sobre I entdao
DK/L(Oél, ...,an) = th(O’i(O!j))2 # 0.

Exemplo 1.3.17. Sejam K = Q(+v/3) um corpo de nimeros, o = (a + bv/3) € K e
[K: L] = 2, existem dois homomorfismos distintos o1 e o9 tais que oy (a+ b\/g) =a+bv3
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e oy(a + bV3) = a — bv/3. Como {1,v/3} é uma base de Q(+/3) sobre Q, seque que
2

Lot — (2V/3)? = 12.

V3 V3

Assim, o discriminante € linearmente independente.

Dg (1, V3) =

Proposicao 1.3.11. [}/ Se K/L uma extensdo finita de grau n tal que K = L(a) e f(x)

polinomio minimal de o sobre 1L, entdao

n(n—1)

Dxa(l,a,..,a" ) = (=1)" = N(f'(a)),
onde f'(a) € derivada de f(x).

Exemplo 1.3.18. Sejam K = Q(\/3) corpo de niimeros e f(x) = x*—3 polindmio minimal
de a = \/3 sobre Q. Temos que f'(a) = 2v/3, e N (2v/3) = (24/3)(—2V3) = —12. Assim
pela Proposicao 1.3.11 temos

D(1,V3) = (1)* T N(f'(@) = (=1)(~12) = 12,

Teorema 1.3.7. [6] O discriminante de qualquer base de K = Q(0) ¢é racional e nao nulo.
Se todos os K-monomorfismos de 6 sao reais, entao o discriminante de qualquer base é

Ppositivo.

Definicao 1.3.11. Dizemos que n € Z ¢é livre de quadrados se, e somente se, n nao

tem divisor, que é quadrado de um niumero primo.

Teorema 1.3.8. [35] Seja um corpo de nimeros de grau n, lx o anel dos inteiros de
K e {o,...,an} € Ix uma Q-base de K. Se Dgg(on,...,on) € livre de quadrados, entio

{aq,...,an} € uma base integral.
Corolario 1.3.5. [13] Todo corpo de nimero possui uma base integral.

Corolario 1.3.6. [26] Sejam {aq, ..., } e {51, ..., Bn} duas bases integrais para um corpo

de niumeros K, entdo

D(ey,...,an) = D(P1, ..., Bn).

1 13
Exemplo 1.3.19. Sejam K = Q(V/13), o = (—F;/») e B = V13 elementos de K

1+4/13
e suas respectivas bases By = {1, 2} e By = {1,\/13} de K. A primeira base é

integral e a sequnda nao € base integral. De fato, sejam os homomorfismos da base By de

K em C, o1 : V13 — /13 € 05 : V13 — —\/13, e o discriminante

| Tr() Tr(v13) | |2 0|
Drsa(l, V13) = Tr(v13) Tr((—v13)?) ‘_ 0 26| %
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Pelo Teorema 1.3.8, temos que os divisores de 52 sao 1,2,4,13,26 e 52. Sendo que 4 = 22,

logo {1,413} nao é integral, pois 52 nao ¢é livre de quadrados.
1++/13 1+\/13e

1+4/13

2

Para a base B, temos os homomorfismos oy : 5 5 o9 5
1—+/13 L.
B e o discriminante
1+ /13
Tr(1) T (V2
D (1 1+ \/13> 2 ) 2 1 13
KQ i+ B 1++/13 1++/13 B -
2 Tr <+ ) Tr (<+2 ) L7

1+ 13

5 } ¢ uma base integral.

Logo, 13 ¢é livre de quadrados, assim a base {1,

Observagao 1.3.9. O caso inverso do Teorema 1.3.8 é falso. De fato, {1, \/ﬁ} ¢ uma base
integral, mas D(1,+/2) = 8 que ndo ¢ livre de quadrados.

1.3.5 Corpos quadraticos

Definicao 1.3.12. Um corpo quadrdtico é um corpo de nimeros K de grau 2 sobre
Q. Mais especificamente, K = Q(6), onde 0 é um inteiro algébrico e 0 é uma raiz de um
polinomio do tipo

2 +azx + b, (a,be 7).

Proposicao 1.3.12. [12] Os corpos quadrdticos sao da forma Q(\/&), sendo d um inteiro

livre de quadrados.

Exemplo 1.3.20. O corpo K = Q(\/13) é um corpo quadrdtico, pois 0 = V13 € raiz de
f(z) = 2* — 13 e 13 € livre de quadrados.

Observacao 1.3.10. (i) Pela Proposicio 1.3.12, temos que todo corpo quadrdtico é da
forma Q(\/E), onde d é um inteiro livre de quadrados. Portanto, {1, \/&} ¢ uma base de K
sobre Q.

(ii) Se N/d ¢ raiz do polinémio f(x) = 2 — d sobre Q existe um automorfismo dado

por oy(a + bVd) = a+bVd e oy(a + bVd) = a — bVd. Deste modo
Tr(o) = o1(a + bVd) + o9(a + bVd) = 2a.
N(o) = o1(a + bVd) - o5(a + bVd) = a® — db?,

Proposicao 1.3.13. [/0] Sejam K = Q(\/g) um corpo quadrdtico, com d livre de quadrados

ca=a+bVde Q(\/E) um inteiro algébrico, entdo 2a e a®> — db?® sdo nimeros inteiros.

Exemplo 1.3.21. Dado que K(\@) é um corpo quadratico, como 5 livre de quadrados,
entdo os monomorfismo sio oi(a + bV/5) = a + b5 e gy(a + bV5) = a — bV/5. Logo
Tr(a+bV5) = 2a e N(a + bV/5) = a® — 50%, ambos inteiros.
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Defini¢ao 1.3.13. Se d > 0, a extensio Q(\/d) € dita real e se d < 0 a extensio Q(V/d)

¢ dita imagindria.

O Teorema 1.3.9 a seguir determina o anel dos inteiros algébricos IIx de um corpo
quadratico K = Q(Vd), com d livre de quadrados.

Teorema 1.3.9. [9] Seja K = Q(Vd) um corpo quadrdtico, tal que d = 0(mod4).

(i) Se d = 2(mod 4) ou d = 3(mod 4), entdo o anel dos inteiros Ix de K, consiste

em todos os elementos da forma a + bd, com a,be Z.

(ii) Se d = 1(mod 4), entdo o anel dos inteiros algébricos Ix de K consiste em todos

a+ bvd

os elementos da forma — com a,be Z e de mesma paridade.

Demonstracdo: Seja a = a+bVde Q(\/&), com a, b € Q inteiro algébrico. Entao existe

um polinémio f(z) € Z|x], talque f(a) = 0. Vamos analisar duas situagoes

(1) Se b = 0, entao o polindmio minimal de « sobre Q é dado por @ =  — a. Como

a € inteiro algébrico, segue que a € Z.

(2) Se b # 0, entao o polindmio minimal de « sobre Q ¢é de grau 2 e obtido do

seguinte modo
a=a+bdea—a=bde (a—a)?=(bVd)? < a® -2+ (a® — b’d) = 0.

Logo, o polinémio minimal é o = 2* — 2ax + a® — b*d. Como « ¢ inteiro algébrico, segue

que 2a,a’® — db* € Z. J4 que a* — db* € Z, entdo (2a)* — d(2b)? € Z e como 2a € Z segue
w

que d(2b)* € Z. Ainda, 2b € Z, pois caso contrario, 2b seria da forma —, com w e ¥ inteiros
Y

primos entre si e y # 0. Como d(2b)? € Z, segue que al(g)2 € Z e, portanto ou w22 ou Zi;
O primeiro caso é impossivel, pois 4 w. Logo, y* | d e assim d = y* - k, k inteiro, o que
também é absurdo, pois d é livre de quadrados por hipétese. Portanto, 2b € Z. Concluimos
que se a = {a + b\/g; a,b e Q} é algébrico, entdo 2a e 2b sdo nimeros inteiros e podemos
escrever
u=2a=>a=% e v=2b=>b=%, com u,v € 7.

Temos também que (2a)? — d(2b)? € 47Z, pois (2a)? — d(2b)* = 4a® — 4db* = 4(a® — db*) €
7. Substituindo por g e b por %, segue que u® — dv® € Z. Entao 4 | (u* — dv?) ou
equivalentemente,

u? — dv? =0 (mod 4). (1.1)

Agora vamos determinar em quais condi¢oes a Equivaléncia 1.1 é valida

(I) Se u e v sdo impares, entdo V ki, ko € Z, temos

u? — dv? = (2ky +1)® — d(2ky + 1)* = 4(k] + k1 — dk3 — dky) + 1 —d € 4Z < 4| (1 — d).



Capitulo 1. Conceitos preliminares 43

A Equivaléncia 1.1 é vélida se, e somente se, d =1 (mod 4).
(IT) Se u e v sdo pares, entdao YV ki, ke € Z, temos
u? — dv? = (2k1)? — d(2ky)* = 4(k7 — dk3) € Z.
Nesse caso a Equivaléncia 1.1 é valida se, e somente se, d = 2 (mod 4) ou d = 3 (mod 4).
(ITI) Se w impar e v par, entdo Y ki, ks € Z, temos
u? — dv? = (2ky + 1)? — d(2ky)? = 4(k? + ki — dk2) + 1 ¢ 4Z.
Nesse caso a Equivaléncia 1.1 nao é valida.
(IV) Se u par e v impar, entdao YV ki, ke € Z, temos
u? — dv? = (2k)* — d(2ky + 1)* = 4(k] — dk; — dky) — d ¢ Z.

Do item (I) concluimos que se d = 1 (mod 4), os elementos do anel Ix dos inteiros algébricos
de Q(Vd) sdo da forma o = a + bv/d com a,b € Q, isto &,
(T

a- v d:u—v+u+v\/g:u—v+v(1+\/a)62[14_\/3]‘

u—"v

Ja que u e v sdo impares, entao u — v é par e e v € Z. Portanto Ix € Z [

1 +2\/&].

Por outro lado, se « = a + b <

2 2 2 o 2
oatbel e (a;b) _d(g) _a +ab+4(1 d)b 7.

1++/d
2

1+2\/&> 7 ll +2\/&

], com a,b € 7, entao

2

pois, d = 1 (mod 4). Logo, Z [ ] c Ik, pois os coeficientes do polindémio z* — (2a +

(1 — d)b? 1+¢ﬂ
4 2

Do item (ii) concluimos que se d = 2 ou 3(mod 4), o anel Ik dos inteiros algébricos de

Q(V/d) é da forma a = a + bVd,a,b € Z. Sendo assim, a € Z[+/d] e entdo Ix c Z[/d.

Por outro lado, todo o € Z[Vd] é raiz do polinémio x% — 2ax + a? — db* € Z[x], pois

2a,a? — db* € Z. Logo Z[Vd] c Ix. Portanto, Ix = Z[V/d]. |

b)x + a® + ab + , estao em Z. Portanto, Ix = Z [

1 d
Observagao 1.3.11. Podemos verificar do Teorema 1.3.9, que {1,\/@ e {1, * \F}

2
sao bases integrais do corpo quadrdtico K sobre Q.

Exemplo 1.3.22. Seja K = Q(+/—1) o corpo quadrdtico. O anel dos inteiros algébricos de

K € dado por Ix = Z[i] = {a + bi;a,be Z}, onde i = v/—1, pois d = —1 = 3(mod 4). Por

1++/-3 ]
2 )

outro lado, o anel dos inteiros algébricos do corpo quadrdtico Q(v/—3) € Z l
pois d = —3 = 1(mod 4).
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A préxima Proposicao 1.3.14 determina o discriminante de corpos quadraticos.

Proposicio 1.3.14. [9] Se K = Q(Vd) é um corpo quadrdtico, onde d é um inteiro livre

de quadrados, entao o discriminante de K sobre Q € dado por

(i) Dx = d, se d = 1(mod 4).

(i) Dx = 4d, se d = 2(mod 4) ou d = 3(mod 4).
Demonstragdo: Sejam oy e 0y 0s monomorfismos de K = Q(v/d) com d € Z livre de
quadrados em C, definimos por o1(Vd) = Vd e o5(vVd) = —V/d.

(i) Se d =1 (mod 4), entdo

er (5| (e (| e

(ii) Se d =2 ou 3 (mod 4), entdo

o1(1)  o(1)

D=2 (LVd) = " h o

Exemplo 1.3.23. Sejam K = Q(\/g) um corpo quadrdtico com discriminante de K igual

1 +2\/5]’

a Dx =5, pois 5 = 1(mod 4). De fato, pelo Teorema 1.5.9 temos que Ix = 7Z [

1 5
onde {1, +2\f} ¢ uma base integral de g e os monomorfismos de K em C sdo: oy :
1+45 1+4/5 1++5 1-4+/5 o )
— € oy — e o discriminante € dado por
2 2 2 2
1 1 :
1++5
DK/@(L 5 ) =l 145 1-v5 | =(WH)?*=5

5 5

que € livre de quadrados, observe que as hipdteses da Proposigcao 1.3.1/ sao satisfeitas.

1.3.6 Corpos ciclotémicos

Definicao 1.3.14. Seja n um inteiro positivo. Dizemos que (, € uma raiz n-ésima primitiva
da unidade se (;; =1 e ()" # 1, para todo 1 < m <n —1. Un corpo ciclotomico é um

corpo da forma Q((,), onde ¢, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Observagao 1.3.12. (i) Pela Defini¢ao 1.5.14, temos que as raizes n-ésimas da unidade

sao raizes do polinomio z" — 1.
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(7i) O nimero de raizes n-ésimas primitivas da unidade € dada por
¢(n) = #{0 <m < n;mdec(m,n) = 1;m,n € Z}

onde @ é a fungdo de Euler.

Definigao 1.3.15. Seja n um inteiro positivo. Dizemos que ®,(z) = H (x —¢7)
j=1,mde(j,1)=1
¢ chamado de polinémio ciclotomico.

Proposigao 1.3.15. [22] Se n é um inteiro positivo, entio " — 1 = H D4(x).
d|n

Corolario 1.3.7. [22] Se m e n sao primos entre si, entao Q((m) - Q((n) = Q(Gmn)-
Exemplo 1.3.24. Seja f(z) = o* — 1. As raizes de f(z) sio 1,(, (2 e & que possuem
periodos 1, 4, 2 e 4, respectivamente. Assim

Oi(x) = z-1

Oy(z) = -G =(r+1)

Oy(z) = (z—C)(x—)=("+1),

como o0s divisores de 4 sao 1,2, e 4 temos que

ot =1 =] [ ®a(z) = @1(2) - Do) - @a(w) = (2 — (& — F)(x — Cu)(z — ().
din
Corolério 1.3.8. [32] Se n é um inteiro positivo, entdo
" —1

N Hd|n,d<n CI)d(‘r) '

Observacao 1.3.13. O Coroldrio 1.3.8 permite calcular, por recorréncia, cada polinémio

P, (x)

ciclotomico.
Proposicao 1.3.16. [32] O n-ésimo polinémio ciclotomico ®,(x) € irredutivel sobre Q.

Exemplo 1.3.25. Seja ®1(x) = x — 1, pelo Coroldrio 1.5.8 calculamos os sequintes

polinomios ciclotomicos,

z?—1
Oi(x) =x—1, <I>2(J:)=x_1 =x+1,
51 11
D4 () S =1 +a+1, Byz)= i =2°+1,

e assim por diante.

Teorema 1.3.10. [11] Se n é um inteiro positivo, ¢, uma raiz n-ésima primitiva da
unidade e K = Q((,) corpo ciclotomico correspondente, entio [K: Q] = ¢(n), onde ¢ € a

funcao de Fuler.



Capitulo 1. Conceitos preliminares 46

Demonstracdo: E claro que ®,(z) é monico e tem grau ¢(n). Devemos mostrar que os
coeficientes estdo em Z[z]. Usamos indugdo em n. O resultado é verdadeiro para n = 1.
Assumo por inducao que ¢4 € Z[z], para todo 1 < d < n. Entdo, 2" —1 = f(x)®,(x), onde

1_[ ®4(x) é monico e os coeficientes estao em Z[z]. Desde que f(x) divide 2™ —1

d|n,d<n
em F[z], onde F[z] = Q((,) é o corpo de raizes n-ésimas da unidade e ambos f(z) e 2" —1

tem coeficientes em Q, f(z) divide 2" — 1 em Q[z], pelo algoritmo da divisdo, ver [30]. Pelo
lema de Gauss, ver [4], temos que f(x) divide 2" — 1 em Z[x]|, entdo ®4(z) € Z[x]. Agora
devemos mostrar que ®,(z) é irredutivel. Se ndo, temos uma fatoracdo @, (x) = f(z)g(zx)
com f(x),g(x) € Z[x] mdnicos, onde f(x) com fator irredutivel de ®,,(x). Seja ( uma raiz
n-ésima primitiva da unidade que é uma raiz de f(x), entdo f(z) é polinémio ménico de ¢
sobre @, e denotamos p um ntmero primo que nao divide n. Entao (¥ é novamente uma
raiz primitiva da unidade e portanto é uma raiz de f(z) ou g(x). Supondo que g(¢* = 0),
entdao ¢ é uma raiz de g(¢*) e como f(x) é polindmio minimo para ¢, f(z) deve dividir
g(aP) em Z[z], digamos g(2) = f(x)h(z), h(z) € Z|z]. Se reduzimos esta em (mod p),
obtemos, g(z*) = f(x)h(x), em F,[z], onde g(a?) = (g(x))?, entdo teremos a seguinte:
(g(x))? = f(x)h(x), que é um dominio de fatoragdo tinica (DFU) em F,[x]. Segue que f(x)
e g(z) tem fator comum em Fy[x]. Agora reduzindo @, (z) = f(x)g(z) em (mod p), temos
@, (z) = f(z)g(r) segue que @, () € F,[x], tem uma raiz miltipla. Entao 2" — 1 teria uma
raiz multipla sobre F,, uma vez que tem ®,,(z) como fator, isto ¢ uma contradigao, visto
que existem n raizes distintas de £ — 1 sobre qualquer corpo de caracteristica p que nao
divide n. Logo ¢, deve ser uma raiz de f(x) uma vez que isso se aplica a toda raiz de f(z).
Segue que (* é uma raiz de f(z) para todo a primo com n: a = p; - ps - ... - px, produtos de
primos que nao divide n. Entdo, (7, {5, etc sdo rafzes de f(x). Mas isso significa que cada
raiz n-ésima primitiva da unidade é uma raiz de f(x), isto é, f(z) = ®,(x), mostrando

que &, (x) é irredutivel.

Logo, o(f(x))
segue que 0(P, ()

(P, (z), pois toda raiz de f(z) é raiz de ®,,(z), e como f(z) | ¢, (z),
o(f(x)), portanto (P (x)) = o(f(x)) = ¢(n). u

=
=

Exemplo 1.3.26. Seja o corpo ciclotomico Q((y) que tem duas raizes primitivas quartas
da unidade {i,—i} estas geram todas as raizes de x* — 1, isto é, {i";m e Z} = {1,i,i* =
—1,% = =i} e {—=i"™m e Z} = {1,—i,(—i)*> = —1,(=i)® = i}. Portanto, o grau de
[Q(&4) : Q] = ¢(4) = 2. Por outro lado, —1 é a unica raiz primitiva quadrada da unidade
de 2° — 1, isto é, gera todas as raizes. Portando, [Q((2) : Q] = 0(2) = 1.

Uma aplicagao direta do Teorema 1.3.10, seja K = Q((12) corpo ciclotomico, temos que

[Q(C12) : Q] = p(12) = 4.

Proposicao 1.3.17. [}/ Sejam n um inteiro positivo e K = Q({,) um corpo ciclotomico,

onde (, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Se L. = Q(¢, + ;') € o subcorpo
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mazimal real de K, entdo [K: L] = 2.

Demonstragdo: Como (, nio é real, entdo o polinomio p(z) = 2° — (¢, + ¢ o + 1 ¢é
irredutivel em L e tem como raiz (,. Logo, p(z) é um polinémio minimal de ¢, sobre L.
Desta forma [K: L] = d(p) = 2. [

)

Observagao 1.3.14. Se ¢, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entdo ((, + (") €
um naimero real. De fato, (' é o conjugado complezo de ¢, € C, entdo (¢, + C) € igual a

duas vezes a parte real de ,. Portanto, Q(¢, + ¢, ') estd contido nos R.

Proposigao 1.3.18. [6] Os homomorfismos de K = Q((,) sobre C sao dados por
opmde(i,n) =1 e o= ()=¢, onde i=1,...,n—1.

Definicdo 1.3.16. Nas condicbes da Proposicio 1.3.17, o corpo K = Q(C, + (') €

chamado subcorpo maximal real de Q((,).

Definig¢ao 1.3.17. Todo subcorpo do corpo ciclotomico Q((,) serd chamado subcorpo

ciclotomico.

Corolario 1.3.9. [32] Se (, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entdo [Q(¢,+C, ") :

o(n)

Q] = BOWE onde p ¢ a fungdo de Fuler.

Exemplo 1.3.27. Sejam K = Q((12 + QI_QI) subcorpo maximal real de L = Q((12) e
12

[Q(Cr2 + Cfgl) Q] = @(2) = 2. De fato, pelo Coroldrio 1.53.9.

Teorema 1.3.11. [43]/ Se n é um inteiro positivo, ¢, € uma raiz n-ésima primitiva da
unidade e K = Q((,) o corpo ciclotomico correspondente, entdo o anel Ix dos inteiros
algébricos de K = Q(Cn) € Z[Ca] € {1,Cn, G2, ..., CP™ ™Y € uma base integral.

Teorema 1.3.12. [43] Se n é um inteiro, (, uma raiz n-ésima primitiva da unidade e
K = Q(¢,) o corpo ciclotémico correspondente, entio L = Q((,+C, ') € o subcorpo mazimal
e(n) P(n)

real de K, I, = Z[¢, + ('] € o seu anel dos inteiros e {1,(, + (7, G +(n_( 2 _1)}

uma base integral do subcorpo L.

Proposicao 1.3.19. [2] Seja K = Q((,) € um corpo ciclotomico, onde ¢, é uma raiz
p-ésima da unidade e p é um nimero primo impar, entio o discriminante de K = Q((,)

sobre Q € dado por

o (p=1)(p—2) _
Dk = Doyall, G %) = (1) 2 - pP2.

Exemplo 1.3.28. Seja K = Q({5) corpo ciclotomico e p = 5 primo impar, entdo o

discriminante de K é Dy = (—1)" 2 .5(5 — 2) = (=1)® - 125 = 125.
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Proposigao 1.3.20. [29] Seja K = Q((,) um corpo ciclotémico, e ¢, € uma raiz p-ésima
da unidade e p é um nimero primo. Se L = Q((, + Qp_l) é um subcorpo mazimal real de

K, entdo o discriminante de I sobre Q ¢ dado por

p—3

DL = p?
Proposicao 1.3.21. [37] Seja K = Q((,r) um corpo ciclotomico, e (pr € uma raiz p'-
ésima primitiva da unidade, o p € numero primo e r um inteiro maior que 1, entdo o

discriminante de K sobre Q ¢ dado por

)—1 =1 (pr(p—1)—
DK = DQ(C,,T)/Q(LCP"U 7C;)0r(p ) ) _ ipp (r(p—1) 1).

Exemplo 1.3.29. Dado K = Q((g) corpo ciclotomico e do discriminante de K é Dk = 256.
De fato, (s = (o3, onde p =2 er =3, entao D = +2271BE-D-1) = 4956

Proposicao 1.3.22. [6] Seja K = Q((ar), € r € um numero inteiro positivo. Se L. =

Q(Cor + ¢3) 0 subcorpo mazimal real de K, entdo o discriminante de 1. é dado por
‘D]L| _ 2(1‘—1)71—1'

Teorema 1.3.13. [/3] Sejam n um inteiro positivo e K = Q((,), onde (, é uma raiz

n-ésima primitiva da unidade. O discriminante do corpo K = Q((,) sobre Q ¢é dado por

Dx = (—1)7™ e

@(n)

Hp\n prt

Exemplo 1.3.30. Sejam K = Q((s) um corpo ciclotomico, seu discriminante Dk = 256
4

8
e (8) = 4. De fato, pelo Teorema 1.5.13 temos Dx = (—1)* 51 = 256.
Observacao 1.3.15. Para calcular o discriminante de um subcorpo mazximal real K =

Q(Gia + ¢13') de L = Q(Cra), aplicamos o Coroldrio 1.3.9, onde 90(271)

o Teorema 1.3.13, temos

= 2 e agora usamos
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Capitulo 2
Reticulados

Neste capitulo apresentamos um estudo sobre reticulados. Na Secao 2.1 definimos
reticulados e apresentamos suas principais propriedades. Na Secao 2.2 apresentamos os
conceitos de matriz geradora, matriz de Gram e determinante de um reticulado. Na Sec¢ao
2.3 os conceitos de empacotamento esférico, densidade de empacotamento, densidade
de centro e kissing number sao apresentados. E, na Secao 2.4 mostramos familias de
reticulados conhecidas na literatura e suas propriedades mais importantes. As principais
referéncias utilizadas neste capitulo foram [2], [5], [6], [7], [8], [12], [14], [18], [17], [19], [20],
[21], [24], [33], [35], [38] e [42].

2.1 Definicao de reticulado

Veremos nesta se¢ao a definigdo de reticulado no R" e algumas de suas propriedades

como a regiao fundamental, bem como apresentamos alguns exemplos.

Definigao 2.1.1. Seja 5 = {vy, ..., v} um conjunto de vetores do R™ linearmente inde-
pendente sobre R, chamamos de reticulado A o conjunto de todas as combinacoes lineares
inteiras de v;, ou seja,
m
A={zeR"z= Zaivi,ai € 7},
i=1

e o conjunto B = {vj, ...,v} € uma base do reticulado A.

Exemplo 2.1.1. Em R?, considere o reticulado A = {a(1,0) + b(0,1) : a,b € Z} cuja base
¢ a base canonica = {(1,0),(0,1)}. Este reticulado é o reticulado A = Z* e pode ser

representado geometricamente na Figura 1.
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L] L] L] * 4 L] & L] L]
L] L L & L & ] ]
L] L L e 2 L L L] )
L] L L L] L L L] )

L ® ® ® ® ® ® @
L L L ® -2 L ® * @
® ® ® ® @ @ ® ®
® ® ® & -4 @ & & &

Figura 1 — Reticulado A = Z?.
Fonte: Autor.

Observagao 2.1.1. Note que um reticulado pode ter mais do que uma base. De fato,
B ={(1,2),(3,5)} também é uma base para o reticulado A = 77,

L L L L ] L ® 6 L] L] L] L] L] e

L L L L L] ® -6 L L] L L] L] L]

Figura 2 — Outra base para o reticulado A = Z2.
Fonte: Autor.

Observacao 2.1.2. Dado um reticulado A no R™ gerado por uma base [ temos que
uma condi¢ao necessdaria e suficiente para que um outro conjunto de vetores linearmente
independentes 3 de R™ também seja uma base deste reticulado é ' estar contida em A e

a matriz de mudanca de base de 3 para [3 ter entradas inteiras e determinantes +1.
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Definig¢ao 2.1.2. Seja A < R"™ um reticulado, com base B = {v,...,v,}. O conjunto
Ps={reR":z =Z)\Z~vi,0 <\ < 13,
i=1

¢ chamado de regiao fundamental de A com relagcio a base [3.

Exemplo 2.1.2. No Ezemplo 2.1.1, o quadrado de vértices {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)},
hachurado abaizo, € a regiio fundamental do reticulado A = 72,

i

L [ ] L ® = L [ ] L] L
L L] L L L L] L L
L [ ] » e 2 L L ] L L ]
L L] L L] - i L] L L

L ] L L ] L L ] L L ] L ]
[ ] L ] L ] e -2 ] [ ] L ] L
L ] L L ] L] L ] L L ] L ]
L ] L L ] 8 -4 L ] L L ] L ]

8

Figura 3 — Regido fundamental do reticulado A = Z2.
Fonte: Autor.

Exemplo 2.1.3. Neste exemplo apresentamos um reticulado muito importante na dimen-

s@o 2 conhecido como reticulado hexagonal, o qual iremos denotar por Ag. O conjunto

1 v3
de vetores 3 = {(1,0), (2, \QF
assim como sua regidao fundamental, é apresentado na Figura 4.

)} forma uma base para o reticulado ANg. Este reticulado,

Figura 4 — Regiao fundamental do reticulado hexagonal.
Fonte: Autor.
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A proposi¢ao a seguir nos diz que podemos obter outras regices fundamentais por

translacoes de Pg.

Proposigao 2.1.1. [6] Cada elemento do R" pertencem a exatamente um dos conjuntos

Ps + 1, para todos | € A.

Demonstragdo: Primeiramente mostremos a existéncia do conjunto Pg+1. Se {ey, ..., €, }
é um conjunto de vetores linearmente independentes do R", entao todo elemento xz € R"

pode ser escrito como

xr = Zaiei, onde a;€R", para i=1,..n.
i=1
Mas podemos separar a parte inteira de cada coeficiente a;, ou seja, a; = «; + 6;, onde

a; €7,0<0; <1leb; e R" parai = 1,...,n. Assim, podemos reescrever x da seguinte

maneira
n

ziaiei=2al+9 Zaz€z+29€z
i=1 i=1

Portanto, x € Pg + [. Para unicidade, suponhamos que x pertenca simultaneamente a

Pz + 11 e Ps + Iy, onde 14,1y € A, ou seja,

e, com o €2,0<0;<1 e 6;eR" para 1=1,..,n.

I
.M:

N
Il
—

I
.M:

@
Il
—_

2(561, com 0;,€Z,0<v <1 e 6;eR" para i=1,..n,
onde a primeira parcela das equacdes pertence a A e a segunda parcela sao I e ls,

respectivamente igualando, obtemos

Zn:(ei +ai)e; = i(% +d;)e;
-1

i=1

Assim,

ZQ—FOZZ €; 2%4-5 2(914‘0@—’7@—51)6,:0

i=1 i=1 i=1
Como {e;, ..., €,} é linearmente independente, segue que (6; +a; —v;9;) = 0, parai = 1,...,n
€ assim

0 —vi = 0i — .

Como 0 < 6;,v; < 1, segue que —1 < 0; —v; < 1. Mas, pela igualdade acima, e pelo fato
de que 9; — «; € Z, concluimos que 9; = «;, para ¢ = 1,...,n. Assim, [; = lo, portanto x

pertence a exatamente a um dos conjuntos Pz + [ com [ € A. n
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Exemplo 2.1.4. A regidgo fundamental Pg do reticulado A = Z? e uma translacdo Ps +1

sao descritas na Figura 5.

L ] L L ] ® - L ] L L ] L ]
L ] L L ] L] L ] ——? L ]
L ] ® L ] e L ] . ]
L ] L L ] L] - P L L ] L ]

L ® L L L L] L L
L [ ] » e -2 L [ ] L L ]
L [ ] L L] L L] L] L
L] [ ] L * -4 L L ] L] L

-8

Figura 5 — Translacao da regiao fundamental do reticulado A = Z2.
Fonte: Autor.

Observacao 2.1.3. A uniao disjunta de Pz por pontos do A ladrilha o R". Qualquer

regiao que satisfaca as propriedades (i) e (ii) é chamada de regido fundamental de A
(i) Se x,y € A,z #y, entao (x +Ps) N (y + Pz = ).
(i) | (@ +Ps) = R™.

zeA

Definicao 2.1.3. Um subgrupo H do R" ¢ discreto se, para qualquer subconjunto com-
pacto K do R", tivemos H n K finito.

Teorema 2.1.1. [35] Se A é subgrupo discreto do R", entdo A é gerado como Z-mdédulo

por 1 vetores linearmente independentes sobre R™, com r < n.

Demonstragdo: Seja = {ey,...,e,} um conjunto de vetores de A que sdo linearmente

independentes sobre R, onde r é o maior possivel com r < n. Seja o paralelepipedo
T

Ps={reR":z= Z a;e;, 0 < oy < 1} construido a partir destes vetores. Como Ps é
i=1

fechado e limitado seg_ue que Ps é compacto. Assim, Pz U A ¢é finito, pois A é discreto. Se

x € A entdo pela maximalidade de r, segue que {z,e,...,e,} é linearmente independente.

Logo exitem \; € R,7 = 1,...,n, nao todos nulos, tal que x = Z A;e;. Para cada j € N,
i=1
seja
,
r = jr— Y [jA]ei € A, (2.1)

i=1
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onde [k] denota o maior inteiro menor ou igual a k. Assim,

T r

i=1

i=1 =1

T T
Dessa forma, se tomarmos j = 1 na 2.1, temos z; = OC—Z[)\J% ou seja, r = 11 —i—Z[Ai]ei.
i=1 i=1
Assim, como x1 € Pg U A e este é finito, segue que A é finitamente gerado como Z-mddulo.
Por outro lado, do fato de Pz U A ser finito e N ser infinito, existem inteiros j e k, tais
T T
que z; = xy. Da 2.1 segue que, z; = x), = jo — Z[j)\i]ei =k — Z[k‘)\i]ei = (j—k)z =

i=1 =1
T T

Z(U)\i] — [kXil)ei = ( — k) ZT: Aie; = Z(UM —[kAil)es = (7 — k)X =[] = [kNi] =
=1 U)\Z_I B I_k:)\l_l =1 =1
S

finito de elementos, que sdo combinagoes lineares com coeficientes racionais dos €.s. Seja

, ou seja, \; € Q. Assim, A é gerado como Z-mo6dulo por um nimero

d # 0 um denominador comum destes coeficientes. Consideramos o conjunto dA. Temos

que dA c Z Ze;. Como Z é principal, segue que existe uma base {fi, ..., f;} do Z-médulo
i=1

2 Z e inteiros «, tal que {aqfi, ..., asfa} gera dA sobre Z. Como o Z-médulo dA tem o

i=1
r

mesmo posto de A e como Z Ze; < A, segue que o posto de dA > r. Pela maximalidade
i=1
de r decorre que o posto de dA é r e os s sdo nao nulos, pois caso contrario dA nao

teria posto r. Assim, f;s sao linearmente independentes sobre R, uma vez que {eq, ..., €.}
é linearmente independente sobre R. Portando dA é gerado por r vetores linearmente
independentes sobre R e consequentemente A também é gerado por r vetores linearmente

independentes sobre R. |

Observagao 2.1.4. Seque do Teorema 2.1 que todo conjunto discreto do R™ é um reticu-
lado.

Exemplo 2.1.5. O conjunto Z" é um subgrupo discreto de R"™. De fato, Z € infinito e

todos o0s seus pontos sao isolados, isto é, ndo possuem pontos de acumulagao, ver [2]].

Em [20] encontra-se uma condi¢ao necessaria e suficiente para que o conjunto de
pontos seja classificado como reticulado, enunciamos o teorema abaixo cuja demonstracao

pode ser vista nesta mesma referéncia.

Teorema 2.1.2. [20] Dado um subconjunto do R"™ este serd um reticulado se, e somente

se, for um subgrupo aditivo discreto.

Observacgao 2.1.5. Um subgrupo aditivo de R™ € discreto se sua intersecao com qualquer

subconjunto limitado em R"™ ¢ finita. Um reticulado A é um subgrupo aditivo discreto
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de R", ou equivalentemente, os centros do empacotamento esférico A formam um grupo

aditivo sob adicao de vetores.

2.2 Matriz geradora, matriz de Gram e determinante de um reti-

culado

Nesta secao apresentaremos os conceitos de matriz geradora, volume da regiao

fundamental, volume do reticulado, matriz de Gram e determinante de um reticulado.

Definigao 2.2.1. Sejam A < R™ um reticulado e § = {vy,...,v,} uma Z-base. A matriz

geradora de A ¢ definida como

V11 Vi2 - Uln
M= V21 V22 -+ Uy 7
Un1 Un2 - Unn
onde v; = (Vi1, ..., Vip), para i = 1,---  n.

Definicao 2.2.2. Sejam A < R" um reticulado, B = {vy,--- ,v,} uma Z-base de A e Pg
uma regiao fundamental. Definimos o volume da regido fundamental Pz, como o

modulo do determinante da matriz geradora M, isto €,

V11 V12 -+ Uip

V21 V22 -+ U2p
vol(Ps) = |det

Unl Un2 **° Upp

Proposicao 2.2.1. [5] O wvolume de qualquer regiao fundamental do reticulado A é o

mesmo.

Observacgao 2.2.1. O maddulo do determinante de qualquer matriz geradora de A é sempre

o mesmo, independente da base [3 de Pg.

Definigao 2.2.3. Sejam A < R"™ um reticulado e B = {vy,- - ,v,} uma Z-base. Definimos

o volume do reticulado A como
vol(A) = vol(Ps).

Observagao 2.2.2. Observe que se 3 for outra base para A, seque que vol(A) = vol(A'),
pois B e B diferem pelo produto de uma matriz inversivel com entradas inteiras. Dessa
forma faz sentido definir vol(A) = vol(Ps).
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Exemplo 2.2.1. Seja f = {(1,1,1),(1,2,3),(2,—1,1)} um conjunto linearmente inde-

pendente e considere o reticulado A gerado por . Uma matriz geradora de A é dada

por
1 1 1

M=11 2 3

2 -1 1

O volume da regido fundamental Pz de A e como consequéncia o volume do reticulado A ¢é

dado por
1 1 1
vol(A) =vol(Pg) =11 2 3|=05.
2 -1 1

Definigao 2.2.4. Sejam A um reticulado e M sua matriz geradora. Definimos a matriz
de Gram de A por
G=M-M.

Observacao 2.2.3. (i) A matriz de Gram é simétrica.
(it) A matriz de Gram muda dependendo da base escolhida.

(iii) O determinante das matrizes de Gram de um reticulado A é o mesmo e esse s6

depende do reticulado.
Proposicao 2.2.2. [/2] Sejam = {v1,...,v.}, 8 = {u1,...,un} < R" duas bases de

um reticulado A. Se G = M -M' e G’ = M - M"*, onde M = (vy) e M’ = (uy;), entdo
det(G) = det(G").

Demonstragdo: Considere = {vy,...,v,} e 8 = {uy,...,u,} bases de A, podemos

escrever u; = Z a;jvj, para i = 1,....,n e a;; € Z. Sejam M e M’ as matrizes associadas as
j=1
bases [ e 3’ respectivamente. Como |det(M)| = |det(M')|, segue que

det(G) = det(M)-det(M?) = det(M')? = det(M)? = det(M")-det(M*) = det(G'). B

Observacao 2.2.4. A Proposicao 2.2.2 nos diz que o determinante da matriz de Gram

de um reticulado nao depende da base escolhida.

Definicao 2.2.5. O determinante de um reticulado A é o mesmo que o determinante
de uma matriz de Gram de A, e denotamos por det(A) e este nimero é o quadrado do

volume de uma regiao fundamental

det(A) = det(G) = (vol(Pgs))>.
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Exemplo 2.2.2. A matriz de Gram do Exemplo 2.2.1 é

1 1 1 11 2 3 6 2
G=|1 2 3| |12 —-1|=]6 14 3
2 -1 1 1 3 1 2 3 6

O determinante da matriz de Gram é dado por:

3 6 2
det(G) = |6 14 3| = 25.
2 3 6

Logo, det(A) = det(G) = 25. Portanto, (vol(Ps))* = 5* = 25.

Observagao 2.2.5. Se A = R" é um reticulado, entdo det(A) = det(G) = det(M'M) =
det(M")(M) = det(vol(A))?.

2.3 Empacotamento no R"

Um problema geométrico importante é o empacotamento esférico no R?: procura-se
encontrar qual melhor maneira, em termos de densidade, de colocar esferas idénticas juntas
preenchendo um espaco. Nesta secao veremos o conceito de empacotamento esférico e

algumas propriedades de empacotamento reticulado.

Definicao 2.3.1. Um empacotamento esférico, ou simplesmente, empacotamento no
R"™, € uma distribuicio de esferas de mesmo raio no R" de forma que a intersecdo de
quaisquer duas esferas euclidianas tenham no madximo um ponto e que este arranjo de

esferas ocupem o maior espago possivel.

Definicao 2.3.2. Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o

conjunto dos centros das esferas formam um reticulado A em R™.

Definicao 2.3.3. Dado um empacotamento no R", associado a um reticulado A, com
B = {v1,...,v,} uma Z-base, definimos sua densidade de empacotamento como A(A)
¢ a propor¢ao do espagco R™ coberto pela unido das esferas, e a expressao para calcular

A(A) € dada por

A(A) = volume da regido coberta por uma esfera  vol(B(0,p))  wol(B(1))p"

volume da regigo fundamental vol(A) vol(A)
Em que B(0,p) denota a esfera de centro na origem e raio p, onde,

7.(.TL/Q
—_— se n for par

(n/2)V’

2nr(n=1/2((n —1)/2)!
n!

vol(B(1)) =

, sen for impar.
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Observacao 2.3.1. No estudo de empacotamento pode-se descrever um empacotamento

indicando apenas o conjunto dos centros das esferas e o raio.

Estamos interessados no empacotamento associado a um reticulado A em que as
esferas tenham raio maximo e que esse empacotamento ocupe maior espaco possivel no
R". Para determinarmos o melhor raio, usaremos uma importante definicdo que relaciona
o raio do empacotamento, que é a norma minima de um vetor nao nulo do reticulado

que tem a mesma distancia minima entre os dois pontos distintos deste.

Definigao 2.3.4. Sejam A < R™ um reticulado e Apin = {{A; A € A, X # 0}, O nidmero

(Apin)? € chamado de norma minima.

Note que tal valor existe, ja que a intersecao de A com uma esfera compacta de centro
na origem e raio k > 0 é o conjunto finito. Nestes termos, temos que o maior raio para o

qual é possivel distribuir esferas centradas nos pontos de A e obter um empacotamento é

min

p= , chamado de raio de empacotamento.

Definicao 2.3.5. Seja A € R"™ um reticulado. Definimos a densidade de centro de A

por
p’l’b
d(A) =
() vol(A)’
onde p € o raio do empacotamento de A e vol(A) o seu volume.
Observacgao 2.3.2. Uma vez que A(A) = vol(B(1)) - 'Uoll)(A) ed(A) = vo/l)(A)’ seque que

A(A) = vol(B(1)) - §(A).

Faremos uma comparacio entre dois reticulados do R?, comparando a densidade do

reticulado Z? com o reticulado hexagonal.

Exemplo 2.3.1. Seja A = Z* um reticulado na base candnica B = {(1,0),(0,1)} como
apresentado na Figura 1. O raio do empacotamento é p = 3¢ vol(B(1)) = m. Assim, o
volume do reticulado, a densidade de centro e a densidade de empacotamento sdo dados,

respectivamente, por

10

vol(A) = 01

| |
=1, 6(4) = 2= = - =025, eA(A):w-Z:Z;O.m&

Isto quer dizer que as esferas ocupam 78,53% do espaco R?.
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Figura 6 — Empacotamento do reticulado A = Z?.
Fonte: Autor.

Exemplo 2.3.2. Seja Ay o reticulado hexagonal como apresentado na Figura 4. Seu
raio € p = 3¢ vol(B(1)) = m. Assim, o volume do reticulado, a densidade de centro e a
densidade do empacotamento sao dados, respectivamente, por
1 3

V3|3 (L

e e 1
vol(A) =12 2 |=—,0(A) = = ——= 02886 e A(A) = m-——= = —= =~ 0.90609.
1 0

2 VB 23 (A) 273 23

Isto que dizer que as esferas ocupam 90.69% do espaco R2.

Figura 7 — Empacotamento do reticulado hexagonal.
Fonte: Autor.

A proposicao a seguir nos garante que o reticulado hexagonal Ay é o reticulado
mais denso na dimensao dois, ou seja, o0 empacotamento apresentado na Figura 7 é o
melhor empacotamento na dimensao 2 e, como veremos no Exemplo 2.4.2, este reticulado

é equivalente ao reticulado A, que sera apresentado.
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Proposicao 2.3.1. [38] O empacotamento mais denso em R? ¢ dado pelo reticulado

hexagonal A cuja densidade é % =~ 0.9069. Além disso, qualquer empacotamento com

esta densidade terd por centro dos discos um conjunto que a menos de movimentos rigidos

ou dilatacgdo € este reticulado.

A seguir mostraremos alguns reticulados importantes na dimensao trés, sendo: Z3
(base candnica do R*), BCC (reticulado de corpo centrado) e o FCC (reticulado de face

centrada), comparando as suas densidades de empacotamento.

Exemplo 2.3.3. Seja Ay = R® o reticulado com base 51 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
1
O raio do empacotamento é p = 5 € v(B(1)) = g Assim, o volume do reticulado, a

densidade de centro e a densidade do empacotamento sao dados, respectivamente, por

1\3
vol(Ay) =10 1 0] =1, 5(/\1):(21)2;20.1256A<A1)=4ﬂ-'1 _AT T 0593,

Isto quer dizer que as esferas ocupam 52,3% do espago R3.

iR L
N NT
¥ \ W g
\\ ¢ I‘ -
N T
e
(a) Reticulado A; = 7Z3. (b) Empacotamento do A = Z>.

Figura 8 — Reticulado A; = Z? com seu respectivo empacotamento.
Fonte: Autor.

Exemplo 2.3.4. Seja Ay o reticulado de corpo centrado (BCC) com base 5 = {(2,0,0), (0,2,0),

3 4
(1,1,1)}. O raio de empacotamento é p = -5 ¢ vol(B(1)) = ?ﬂ Assim, o volume do reti-
culado, a densidade de centro e a densidade de empacotamento sdo dados, respectivamente,

por

V3\3
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Isto quer dizer que as esferas ocupam 68% do espaco R3.

———

) r‘:“-m—h .
o © ’
[~

@ /

° |

© I 3
— 4
. "\I/.,’,'
(a) Reticulado As. (b) Empacotamento do reticulado As.

Figura 9 — Reticulado e empacotamento do As,.
Fonte: Autor.
Exemplo 2.3.5. Seja A3 o reticulado de face centrada (FCC) com base 5 = {(2,0,0), (1,1,0),

2 4
(1,0,1)}. O raio de empacotamento é p = % evol(B(1)) = iy Assim, o volume do reti-

culado, a densidade de centro e a densidade do empacotamento sdo dados, respectivamente,

por
2 0 0
V2)\3
V2 2 At /2 2
vol(Ag) = [1 1 0] =2, 6(A) = L2 =£%0.17676A(A3)=1'£=M§0.7404.
Lo 2 8 378 6

Isto quer dizer que as esferas ocupam 74,04% do espago do R3.

© L+
[ *]
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° e
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¢
]
©
©
@
(a) Reticulado As. (b) Empacotamento do reticulado As.

Figura 10 — Reticulado e empacotamento do As.
Fonte: Autor.
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A proposi¢ao a seguir confirma que o reticulado FCC é o reticulado mais denso
na dimensao 3. Veremos na Sec¢ao 2.4 que os reticulados Az e D3 apresentam a mesma

densidade de centro do FCC.

Proposicao 2.3.2. [17] Dentre todos os arranjos reticulados, a melhor densidade do

espaco tridimensional R® é dado pelo reticulado FCC.

Observacgao 2.3.3. (i) A demonstra¢ao da Proposi¢io 2.53.2 é feita por Gauss em 1831

onde mostra que o reticulado FCC é o mais denso em R3.

(ii) A demonstragao proposta por Thomas Hales é de alta complexidade computacional
e bastante extensa possuindo 250 paginas com mais de 3 Gigabyte de programas de
computacionais, ver mais detalhes sobre a historia em [38] e para ver a demonstragdo

completa em [18].

Outra definicao importante a ser apresentada é o problema do kissing number em

empacotamentos esféricos.

Definicao 2.3.6. O kissing number é o maior nimero T de esferas n-dimensionais de

raio p que podem tocar simultaneamente uma esfera de mesmo raio.

Definicao 2.3.7. Dizemos que o kissing number de um reticulado A € o nimero de

esferas do empacotamento que tocam uma esfera central fiza, denotado por T(A).

Observacgao 2.3.4. Uma maneira de obtermos o kissing number de um reticulado é

determinar o nimero de vetores com norma minima nao nula.

Mostraremos, as figuras dos kissing numbers das dimensoes 1, 2 e 3.

P

a) Kissing number: dimensdo 1, (b) Kissing number: dimensdo 2, (c) Kissing number: dimenséo 3,
(A) =2. (AH) = 0. T(Arcc) = 12.

Figura 11 — Kissing number dos empacotamentos nas dimensoes 1, 2 e 3.
Fonte: Autor.
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O problema de encontrar o kissing number do espago surgiu com debates entre Isaac
Newton e David Gregory em 1694. No espaco tridimensional (R*) Newton acreditava que
seriam 12 esferas tocando numa central e Gregory acreditava que seriam 13 esferas. Em
1953, Van der Waerden e Schiitte deram a primeira prova detalhada de que Newton estava

certo. O kissing number da dimensao 3 é conhecido como o problema da 13“ esfera.

Para o calculo de kissing numbers de reticulados conhecidos é usado métodos e
técnicas avancadas que nao é foco deste trabalho, para mais detalhes ver [28] e [31],

demonstram o kissing number de dimensao trés e quatro.

2.4 Alguns reticulados especiais e suas propriedades

Nesta secao veremos exemplos de reticulados bastante explorados na literatura, a
saber Z", Ay, Ay, D3, Dy, D5, Eg, E7 e Eg. Também veremos alguns reticulados introduzidos
no século XX com dimensoes maiores tais como, K1, A1g € Agy. As referéncias utilizadas
nesta segao foram [2], [7], [8], [12] e [14].

2.4.1 Reticulado Z"

O reticulado n-dimensional Z" ou reticulado cibico é definido como
72" = {(x1,...;xn) s x; € Lyi = 1,...,n},

e possui matriz geradora M = I, (matriz identidade de ordem n). Temos que det(Z") =1

1
e o raio do empacotamento é p = 7 Assim, a densidade de centro do Z" é dada por

sz =

=2""
vol(Z")

O kissing number de Z" é 7(Z") = 2n.

Exemplo 2.4.1. Os reticulados de Z,7* e Z* possuem densidade de centro 6(Z) =
0.5, 6(Z%) = 025 e Z* = 0.125, respectivamente. E seus kissing numbers, 7(Z) =
2, 7(Z*) =4 e 7(Z%) = 6.

Observagao 2.4.1. (i) Conforme a dimensao de Z"" aumenta, sua densidade de centro
diminus.
(i) Qualquer matriz uni-modular gera Z". De fato, essa matriz é linearmente inde-

pendente e seu determinante é +1.

O reticulado Z" é um importante elemento da base da teoria, ja que qualquer outro

reticulado é uma transformacao linear dele.
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2.4.2 Reticulado A,

O reticulado A,, é um reticulado (n+1)-dimensional, onde n > 1 é definido por

A” = {(LU(), wrn) € ZnJrl tXo+ ...+ Xy = O}

n
Assim, A,, esta contido no hiperplano Z x; = 0 e possui uma matriz geradora M, dada por

i=0
-1 1 0 0 0 0
0O -1 1 0 - 0 O
M=|0 0 —-11 0 0
0 0 0 0 -1 1

2
Temos que norma minima (A, (A,))? = 2, o raio de empacotamento p = 5 ea densidade

de centro é

O kissing number ¢ dado pela relagdo 7(A,) = n(n + 1). O reticulado A,, apresenta

densidade de centro 6tima para as dimensoes 2 e 3.

Exemplo 2.4.2. O reticulado Ay, é um reticulado bidimensional no R®, com matriz

-1 1 0
M = >
(0 —1 1)

geradora dada por

distancia minima € Npin(Ay) = \@, o raio do empacotamento p = 22 e a densidade de
centro é dada por .
S(A) = =2~ 1~ o868
V241 243

E o kissing number é T(As) =2(2+ 1) = 6.
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Figura 12 — Reticulado bidimensional As
Fonte: Autor.

O reticulado Ay que é o reticulado mais denso na dimensao 2 é equivalente ao reticulado

hexagonal Ay apresentado no Exemplo 2.1.3.

2.4.3 Reticulado D,,

O reticulado D,, é n-dimensional, onde n > 3, é dado por
D, = {(Il, ,CL’n) el x4+ ...+ xn},

é par, e a matriz geradora M de D,, é dada por

-1 1 0

1 -1 -0
M=|0 1 —-120 0

o o o0 0 ---1 —1

O determinante det(D,,) = 4, a norma minima (A,,,(D,))* = 2, o raio do empacotamento

2
ép= > e a densidade de centro é dada por

O kissing number é dado por 7(D,,) = 2n(n — 1).
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Exemplo 2.4.3. Este exemplo mostra o arranjo de esferas do empacotamento associado
a Ds, este reticulado é formado por todos os pontos (w1, 2o, x3) € Z2, tal que a soma de

suas coordenadas € par. Uma matriz geradora para D3 é

-1 -1 0
M={1 -1 0
0o 1 -1

O determinante det(Ds3) = 4, a norma minima (Amin(Ds))? = 2 o raio do empacotamento

2
é p=— e a densidade de centro é

- S
§(Dy) =275 =97 = T3 = 017678,

Podemos ver esse empacotamento normalmente em bancas de frutas (piramide de laranjas).

Figura 13 — Empacotamento D3 laranjas empilhadas.
Fonte: CAMPELLO, A. (2014, p. 3).

O kissing number € T(D3) = 2-3(3 — 1) = 12. Este reticulado possui densidade de centro

otima pra dimensao 3.

Exemplo 2.4.4. O reticulado Dy é formado por todos os pontos (x1, 12,3, 24) € Z* tal

que (r1 + xo + x3 + x4) € um nimero par. Assim sua matriz geradora é dada por

-1 -1 0 0
1 -1 0 0
M =
0 1 -1 0
0o 0 1 -1
O determinante é det(Dy) = 4, a norma minima (Amin(D4))* = 2, 0 raio do empacotamento
2
ép= 5 €0 densidade de centro é

—(44+2)

1
§(Dg)=2"2 =27= 3= 0.125.



Capitulo 2. Reticulados 67

O kissing number 7(Dy) = 2-4(4 — 1) = 24. O reticulado D, possui densidade de centro

otimo para a dimensao 4.

Exemplo 2.4.5. O reticulado Ds é formado por todos os pontos (1,2, x3, T4, 75) € Z°,

tal que a soma (z1 + ... + x5) € um numero par, e sua matriz geradora é

-1 -1 0 0 O
1 -1 0 0 O
M=10 1 -1 0 0
o 0 1 -1 0
o o0 o0 1 -1

O determinante é det(Ds) = 4, a norma minima (Apmin(Ds))? = 2 o raio do empacotamento

2
ép= 5 € densidade de centro é

—(5+2) -

5(Ds) =275 = 2% = 253 = (.08839.

O kissing number 7(Ds) = 2-5(5 — 1) = 40. O reticulado D5 possui densidade de centro

otima para a dimensdo 5.

2.4.4 Reticulado Ejy

O reticulado Fg é um reticulado 8-dimensional definido por
1
By = {(z1,....,28) e R® : Va2, € Z A2, € Z + i,ZxZ =0 (mod 2)}.

Uma matriz geradora para Eg ¢ dada por

[\
(a]
(a)

|
[a—
[
—_
— O
_ o O O

N © O O O
= © O O
= O O

N == O O O O O O
NI O O O O O O

O determinante é det(Eg) = 1, a norma minima (A, (Es))* = 2, o raio do empacotamento

2
p=—ea densidade de centro é dado por

(2P 1
O(By) = 2= = {5 = 0.0625.

O kissing number é 7(Eg) = 240. Este reticulado possui densidade de centro étima para

dimensao 8.
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2.4.5 Reticulado E~

O reticulado E; é um reticulado 7-dimensional definido por

8
E7 = {(Ib "‘7x8) € ESasz = O}
i=1

FE; é um sobre-reticulado de Fg. Uma matriz geradora é dada por

-1 1 0 0 0 0 0
0O -1 1 0 0 0 0 0
0 0 -1 1 0 0 0 0
M=|0 0 0 -1 1 0 o0 o0
0o 0 0 0 -1 1 0 0
0o 0 0 0 0 -1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1
2 02 2 2 2 2 2 2

O determinante det(E;) = 2, o vol(E7) = /2, a norma minima (A, (F7))* = 2, o raio
do empacotamento é p = \f e a densidade de centro é

()

V2 16

O kissing number 7(E7) = 126. O reticulado E7 possui densidade de centro 6tima para a

5(Ey) = ~ 0.0625.

dimensao 7.

2.4.6 Reticulado Ej

O reticulado Fg é um reticulado 6-dimensional definido por
Eﬁ = {($1, ...,93'8) € Eg;[L"U = O,V’U € V},

onde V é um As-sobre-reticulado de Fg. A matriz geradora de Fjg é

0 -1 1 0 0 0 0
0 0 -1 1 0 0 0
o0 0 -1 1 0 0 0
M=19 0 0o 0 -1 1 0 o0
o0 0 0 0 -1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

O determinante det(Es) = 3, a norma minima (A,,;,(Es))? = 2, o raio do empacotamento
2
p=—7ea densidade de centro é dada por
(£)° _ 1

0(Eg) = = ~ (0.07216.
( 6) \/g 8

&
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O kissing number 7(Es) = 72. O reticulado Eg possui densidade de centro 6tima para a

dimensao 6.

Os proximos reticulados foram introduzidos no século XX, sdo reticulados de dimen-

sOes superiores.

2.4.7 Reticulado de Coxeter-Todd K7

O reticulado k15 é um reticulado 12-dimensional sendo descrito pela primeira vez por
Coxeter e Todd em 1954. O determinante det(K15) = 729, a norma minima (A, (K12))? =
4, o raio do empacotamento é p = 1 e a densidade de centro é dado por
1
0(K19) = — =~ 0.03703.
(Fr2) = o
O kissing number 7(K32) = 756. Este reticulado possui densidade de centro 6tima para a

dimensao 12. Uma matriz geradora é dada por

1 1 -1
200 0 1 —= 10 0 0 -—— =
000 0 0 == V3 0 0 0 A

2 4 2 2

020 1 0 & 0 -1 0 — 0 1
000 0 _foﬁo\fo 0
1

002 0 10 0 0 -1 0 — 0
3

000 0 0 0 0 0 3 0 N

M = 24
000 1 01 0 0 0 — 0
000 0 0 ooo\ég 0 \f
000_1 -1 0O 0 0 0 -l 0

NN v
000 2 Y2 o 0 0 0 —-Y V3 0

23 2 1
000 -—= —-—= 1 0 0 0 1 1 =
000 =~ -3 0 0 0 0 0 0

2.4.8 Reticulado de Barnes-Wall A4

O reticulado Ag é um reticulado 16-dimensional sendo escrito por Barnes e Wall em 1959.
O determinante det(A;6) = 256, norma minima (A, (A16))? = 4, 0 raio do empacotamento

¢ p =1 e a densidade de centro ¢ dado por

1
6(A1s) = 6= 0.0625.
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O kissing number é 7(A15) = 4320. O reticulado A possui densidade de centro 6timo

para a dimensdo 16. Uma matriz geradora para este reticulado ¢ dada por

4222222222210001
02000000000711001
00200000000T11T101
00020000000T11T1T171
0000200000001T1T171
00000200000710T1T171
00000020000010T171

v L]|0000000200010101

vV2looooo0000200110011
00000000DO02001T101
0000000000200 1T11
00000000DO0O0O0OTLO0OGO0TI1
00000000O00O0GO0T1O001
00000000O0O0O0DO0OT1O01
00000000O00O0O0OGO0OGO0T11
00000000O00O0O0OGO0OTO0O1

2.4.9 Reticulado de Leech Ay

O reticulado Ay é um reticulado 24-dimensional sendo descrito por Leech em 1965. O
determinante é det(Ayy) = 1, a norma minima (A, (A24))? = 4, 0 raio do empacotamento

é p =1 e a densidade de centro é
d(Agy) = 1.

O kissing number 7(Agy) = 196560. O reticulado Aoy possui densidade de centro étima

para a dimensao 24. Uma matriz geradora para este reticulado ¢ dado por
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8 4 44 4442 4442 42224222000 3

040000020O002020000022F2001

004000020002002¢002¢002°¢001

0004000200020002002¢02¢0¢01

0000400200000220¢02222¢0¢01

00000402000002000020¢0¢001

00000O0O42000000220002¢0¢00O01

0o0000O0OO0200O00O0O0OO0O0OO02¢000¢0®O01

0oo0o0oo0o000040020220022227221

00000O0OO0OO0OO04020202¢0220002¢0171

00000O0OO0OO0OO0OO0420020002¢0%0¢021

00000O0O0O0OO0OO0OO0OO0O2O00O0O0O0O0O02¢0¢001

00000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0422200002221

0o00000O0OO0OO0O0O0O0OO0O02O0O00O0O0O0°O02°0°1

0600000O0OO0OO0OO0OO0O0O0OO0O0O0O02O0O00O0O0O0O0Z21

0o0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO020O0O0O0O0©O0O0T1

0o0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O04222222]1

00000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0OO020002¢01

00000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0O02O0O00O021

0o00000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0O0O0O02¢0¢001

0o0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0O0OO0O0OO0O0OO0O02221

00000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0OO0O0O0O02QO01

0o0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0OO0O0O0O0©O021

06o0o00000O0OO0OO0OO0OO0O0O0O0O0O0O0O0O00O0O0®O01

1

V8

M

A Tabela 1 abaixo mostra reticulados provados serem os mais densos nas suas

respectivas dimensoes de 1 a 8 e dimensoes 12, 16 e 24.
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| Reticulado | Dimensdo | 6(A) | 7(A) |

Z 1 0.5 2
7? 2 0.25 4
VA 3 0.125 6
A, 2 0.28868 6
D, 3 0.17678 12
D, 4 0.125 24
Ds 5 0.08839 40
Fs 6 0.07216 72
E, 7 0.0625 126
Fy 8 0.625 240
Kio 12 0.03703 | 756
A6 16 0.625 4320
Aoy 24 1 196560

Tabela 1 — Melhores valores conhecidos com respeito a densidade de centro e o kissing
number para reticulados de dimensoes 1 a 8 e dimensao 12, 16 e 24.
Fonte: Autor.
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Capitulo 3
Reticulados algébricos

Neste capitulo apresentaremos construgoes algébricas de reticulados. Na Secao 3.1
apresentaremos o homomorfismo canénico (ou de Minkowski) para a geracao de reticulados
no R" recorrendo a ideais do anel de inteiros de um corpo de ntimeros. Na Secao 3.2, a
partir do homomorfismo canonico (ou de Minkowski), definiremos uma perturbagao do
homomorfismo candnico o, e na Se¢ao 3.3 apresentaremos a perturbacao do homomor-
fismo canonico oy,. Os reticulados construidos a partir do homomorfismo candnico e de
suas perturbagoes serao chamados de reticulados algébricos. As principais referéncias

pesquisadas neste capitulo foram [6], [14], [35] e [36].

3.1 Reticulados algébricos via homomorfismo candnico

Seja K um corpo de nimeros de grau n, pelo Teorema 1.2.4, existem n monomorfismos
distintos 0, : K — C, (i = 1, ...,n), que fixam Q. Considerando ¢ : C — C a conjugacao
complexa. Assim, para todo ¢ = 1,...,n, temos que ¢ o g; = og para algum 1 < K < n e,
o; = o se, e somente se, 0;(K € R). Desta forma, podemos ordenar os monomorfismos
01, ..., 0, de tal forma que até um determinado indice r; tenhamos 0;(K) € R (1 <i <)
ou seja, de modo que os monomorfismos o7, ..., 0,, sejam reais e, os demais monomorfismos
serao todos imaginarios. Como os monomorfismos imaginarios aparecem sempre aos pares,

temos que o niimero n—1r; € par e, assim podemos escrever n—ry = 2ry, ou sejan = ry+2rs.

A partir desta construgao, definiremos a seguir um homomorfismo que chamamos de

homomorfismo candnico ou homomorfismo de Minkowski.
Definicao 3.1.1. Seja x € K. O homomorfismo ok : K — R" definido por

ox(x) = (01(x), ..., 0p, ROp, 41(2), SO0, 41 (), ooy ROpy 41 (T), SOy 40 (7)),

¢ um homomorfismo inteiro de anéis, chamado de homomorfismo canénico ou homo-
morfismo de Minkowski, onde R(y) e S(y) representa as partes reais e imagindrias

de um numero complexo y, respectivamente.
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Exemplo 3.1.1. Seja K = Q((3) um corpo ciclotomico em que os Q-monomorfismos de
K em C sdo todos dados por {o1,02}, onde 0:(C3) = (4, para (i = 1,2). Como o;(K) € R

para todo 1 = 1,2. Temos que K € totalmente imagindrio, implica que 1 =0 e ry = 1. Se
1 3 b bv3
r=a+b(3=a+b <—2 + {) = a—2+[ieK, onde a,b € Z, temos que a imagem

do homomorfismo canénico é

O'K(‘T) = (x ,%01

: (3‘3( (= f@'))%( (-3+757)))
- (2(o-2+57) 9 (e-3+5)
AT

_ MLm+b(;'g>

Exemplo 3.1.2. Sejam o corpo quadrdtico K = Q(v/7) e {01,053} o conjunto de Q-
monomorfismos de K em C, onde o1(vV/7) = VT e 03(NT) = —/7, com a,b € Q. Neste
caso, 11 =2 ery = 0, ou seja, o corpo K € totalmente real. Para x = a + bV/7 € K, temos

que a imagem do homomorfismo canonico nos elementos da base integral é dado por

o1(x), 02(x))

(01(a + V7)), (a1(a +bVT)))
(a + bVT), (a — V7))
a+bVT,a—b/T)

= a(1,1) + b(\7,—V7).

ox ()

(
(
= (
(

O reticulado gerado pelos vetores vi = (1,1) e vy = (N7, =/7), com a regido fundamental

descrita na figura abaizo
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Figura 14 — Reticulado algébrico gerado pelos vetores v; = (1,1) e vy = (V7, =/7).
Fonte: Autor.

Nos resultados a seguir veremos como obter reticulados utilizando homomorfismos
canonicos e também uma formula para calcular a densidade de centro destes reticulados.
Uma das aplicagdes destes homomorfismos ¢ geracao de reticulados no R", por propriedades

herdadas de K e da teoria algébrica dos nimeros.

Teorema 3.1.1. [35] Sejam K um corpo de nimeros de grau n e ox : K — R" o
homomorfismo de Minkowski. Se M < K é um Z-mddulo livre de posto n e se {x;}1<j<n €
uma Z-base de M, entao ox (M) € um reticulado no R", com base {ox(x1),...,0x(x,)} € 0

volume
vol(og(M)) = det(ox(M))2 = 27"|det(0;(x;))]x1l,

onde 1o € 0 numero de pares de homomorfismos imagindrios.

Corolario 3.1.1. [35] Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se Dx é o discriminante
de K, Ix € o anel dos inteiros e U um ideal nao nulo de I, entio ox(Ix) e ox(U) sdao

reticulados, com volumes dados respectivamente por
vol(ox(Ix)) = 2772 - [Dg|? e vol(ox(U)) = vol(ok (Ix)) - N (U),

onde o € o numero de homomorfismos imagindrios de K e N(U) é a norma do ideal U.

Se {x1,...,x,} é uma Z-base de M < K, entdo a matriz geradora do reticulado
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ox (M) = {Z OK; a; € Z} é dado por
i=1

oi(z1) - on(x1) Roppi(zr) Sopga(r) - Ropr(r1) Sop 1 (21)
oi(wa) oo op(m2) Roppi(x2) Sopa(w2) 0 ROy (12) S0 44y (22)
M = 01 (l’g) e Url <x3) §R0'r1+1($3) %O-T1+l<x3) T §RUT1+T2 (l’g) %UT1+T2 (:CS)
01 ($n> T Url (xn) §R0-r1+1(37n> %Urﬁrl(xn) e éRO’rl+r2 (xn) %UT1+T2 ('Tn)

Exemplo 3.1.3. Considere o corpo quadrdtico K = Q(+/—3). Pela Defini¢io 1.3.13, temos
que d = —3 < 0, entdo a extensao Q(+/—3) € totalmente imagindria e assim, 11 = 0 e

1++v-3
2

ro = 1. Temos pelo Teorema 1.3.9 que o anel dos inteiros de K € Ix = 7

L++/— 1++/=3
e <1, 5 B — , temos que a

imagem do homomorfismo candnico o (Ix) < R? é dado por

R S IS
- (e (57) 2 (557)))
- w(org e ) (o g )
4

= a(l, 0)+b(; \g)

} ¢ uma base integral de K. Dado x = a + b

1 V3

¢ um reticulado gerado pelos vetores v = (1,0) e vy = (2, 2). Pelo Teorema 3.1.1,

volume do reticulado ok (Ik) €

o1(1) o1(1) 22
vol(ox(I)) = 27! |det 14++/-3 1++/-3
\=(557) =(757)
X 1 1 2|2
= idet 14++/-3 1—+/-3
2 2
_ 1[1_¢?3 1+¢?3]“
2 2 2
_ ;<_\/_—3)2§
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Observe que o reticulado ox(Ix) apresenta os mesmos geradores vy € vy € 0 mesmo volume

que o reticulado hexagonal. A matriz geradora desse reticulado é

1 0
M = 1 3
2 2

Exemplo 3.1.4. Seja o corpo quadrdtico K = Q(i), onde i* = —1. Pelo Teorema 1.3.9
temos que seu anel dos inteiros é lx = Z[i] com Z-base {1,i}. Como K € totalmente
imagindrio pela Definicao 1.3.13, d = —1 < 0, seque que 1y = 0 e ro = 1. Seja U um ideal
principal de Z[i], gerado por (1 — 2i) de norma N(U) = 5. Assim, dado x € U, temos
que z = (1 — 2i)(a + bi), onde a,b € Z, ou seja, x = (2b + a)(b — 2a)i, logo a imagem do

homomorfismo candnico ox(U) < R?* € dada por

ox(U) = (R(o1((2b+ a) + (b —2a)i)), S(o1((2b + a) + (b — 2a)i))
= (R(20+a)+ (b—2a)i),3((2b + a) + (b — 2a)1)

(2b + a,b — 2a)

= a(l,-2)+b(2,1),

é um reticulado gerado pelos vetores vy = (1,—2) e vg = (2,1), com a regido fundamental

descrita na figura abaizo

.
.
. .

. .

. 23 .
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. . . .
. . .
. . .
. 2
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. . .. .
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. . . .
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. =1 L]

. .
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.

Figura 15 — Reticulado algébrico gerado pelos vetores vy = (1, —-2) e vy = (2, 1).
Fonte: Autor.

O volume do reticulado € dado por

o1(1) o1(1)
O'Q(i) O'g(’i)
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vol(og(Ig) = 27" |det [(
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Portanto,
vol(ox(U)) = vol(ox(Ix)) - N(U) =1-5 = 5.

E, a matriz geradora do reticulado é

Exemplo 3.1.5. Seja K = Q((3) corpo ciclotomico e seu anel dos inteiros é Iy = Z[(3].
Como sabemos K ¢é totalmente imagindrio, implica que r1 = 0 e ro = 1, temos que a

imagem do homomorfismo candnico ox(Ix) € dada pelo Exemplo 3.1.1 gerado pelos vetores

01:(1,())@@2:( L V3

), com regiao fundamental descrita na figura abaizro:

)
L] L] L] L] :; L] L]
F ‘\‘ d .

1
Figura 16 — Reticulado algébrico gerado pelos vetores v; = (1,0) e vy = (—2 )
Fonte: Autor.

O volume do reticulado serd

—1 01(1) 0(1) i
vol(ok(Ix)) = de
(oI )) 2 ! [( 09(C3) 02(C3) )]

1
2|2
1 1
= —l|det 1 3 1 3
—— ——% ——= 4 —1
2 2
_ V3
- 5
E, a matriz geradora do reticulado é dada por
1
b=
M = . V3
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Podemos obter uma expressao para o calculo da densidade de centro do reticulado

ox(U) a partir da expressao dada pela Definigao 2.3.5.

Proposicao 3.1.1. [35] Se K é um corpo de nimeros de grau n, Dx € o discriminante
de K, Ix € o anel dos inteiros algébricos de K, U um ideal nao nulo de K e ro a metade do
nimero de monomorfismo imagindrio, entao a densidade de centro do reticulado ox(U) é

dado por
_ 22(plo )"

d(ox(U)) i :
Dk|? - N(U)

(3.1)

1
onde p(og(U)) = imin{]aK(x)\,x eU,x # 0}.
O objetivo é melhorar um pouco mais a Equacao 3.1, para isso iniciamos com a
seguinte proposicao.

Proposicao 3.1.2. [35] Se K é um corpo de nimeros de graun e x € K, entdo

lox(2)]* = cx - Tr(2T),

onde
1, se K for totalmente real
CK = 1
5 € K for totalmente imagindrio.

Demonstrag¢do: Seja o1, ...,0, os n monomorfismos de K de tal forma que r; + 2ry = n,
onde 7 sao os monomorfismos reais e 1, a metade dos monomorfismos imaginarios. Assim,

para x € K temos pelo homomorfismo candénico que
UK($) = (0'1(33'), ~ey Opp,y §R0—7°1-‘r1($)7 (XD $UT1+T2 (ZL’)),
como o (z) < R", segue que

o (@)]* = (01(2))* + . + (00, ()" + (RO 1(2))* + .. + (S07, 4, (7))

Observe que

Rioy)F + Bo@F = 300+ 570 + | 5ok - 55w
= oj(w)os(z)
= 0;(z7),

para 71 + 1 < 7 <71 + 7. Assim,
jowe(2)* = (01(2))* + oo + (00, (2))* + (07,41 (2T))* + o + (07,47, (27))*.
Se r1 = 0, ou seja, K for totalmente imaginario, entao

lox(2)]> = 01(2T) + ... + 04y (2T) = 01y 1(TT) + oo + Opyiry (TT),



Capitulo 3. Reticulados algébricos 80

e uma vez que o ¢ a conjugagao complexa, temos que o,,;(2T) = (7 0 0;)(2T) = 0;(27),

para 7 = 1,...,m9. Logo

ok (2)]? = 01(2T) + ... + 00 (3T) 0y, 11 (TT) + oo + Opyry (2T) = Z 0;(27),
=1

e como o0;(2T) sao conjugados de T, segue que
21 —
lox ()] = ETT(xx).
Agora, se 79 = 0, ou seja, K for totalmente real, teremos
lowe(2)|* = (01(2))* + ... + (0, (2))?,

e como o;(x) = (T o0;)(x) = (0,T), segue que

0;(2T) = 0;(2)0;(T) = 0j(x)0;(x) = (0(x)).

Logo,

lox|* = o1(27) + ... + 0, (2T) = Zai(arf) =1-Tr(z7),
i=1

o que conclui a demonstracgao. [

Observacao 3.1.1. Pela Proposicao 3.1.2, temos que
plow(Ul)) = ; min{|ow(z)], x € U, £ 0},
pode ser escrito do sequinte forma
plox(U)) = ;mm{ ck - Tr(ax),x €U, x # 0},

onde
1, se K for totalmente real
CK = 1
5 € K for totalmente imaginario.
Proposicao 3.1.3. [36] Seja K um corpo de nimeros totalmente real ou totalmente
imagindrio. Se Ix é o anel dos inteiros de K, Dx o discriminante de K e U um ideal nao

nulo de Ik, entdo a densidade de centro do reticulado ox(U) é dado por

1 t2
oox(U)) = : ,
onde, t = min{Tr(zx);x €U,z # 0} e N(U) é a norma do ideal de U.
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Demonstracao: Suponhamos que K seja um corpo totalmente real. Assim, ro = 0 e

pela Observacao 3.1.1, temos que

1
plox(U)) = imin{\/Tr(xT),a: eU,x # 0}.
E, como t = min{Tr(xT),x € U,z # o} segue que
ploU)) = SVt.

Assim, pela Equagao 3.1, tem-se que

A I R 0 L T -
DT NWU)  |Dx|E-NU) 20 De|r N(U)

o(ox(U))

Agora, suponhamos que K seja um corpo totalmente imaginéario. Pela Observacao 3.1.1

temos,

1 1 1 1
plox(U)) = min{ 3 Tr(2T),z e,z # ()} =55t

n
Além disso, como ry =0en =1+ 2ry = ry = 3 Assim, pela Equacgao 3.1, temos

sone < OV w1
“ Del? -NU)  [Del? - NU)  [Delz-NU) 20Dt NU)

Portanto, se K for um corpo totalmente real ou totalmente imaginario, temos que a

densidade de centro do reticulado ok (U) serd a mesma. |

A seguir apresentamos um exemplo para o calculo da densidade de centro de um

reticulado construido a partir do homomorfismo canoénico.

Exemplo 3.1.6. Seja o corpo quadrdtico K = Q(v/—=5). Pelo Teorema 1.3.9 temos que
Ix = Z[v/=5] = {a+b\v=5 |a,b € Z} é o anel dos inteiros de K com base integral {1,+/—5}.
E pela Proposicao 1.3.14, o discriminante € Dx = —20, tomando um ideal U = Ik, entdo
pela Proposicio 1.3.7 temos N(U) = 1. Assim, se v € Ig, entdo v = a + byv/=5 e
2T = (a + bv/=5)(a — by/=5) = a®> + b>. Logo, Tr(2T) = 2(a® + b?) e entdo t = 2 quando
a=1 e b=0. Assim,

1 23 2 1
~0.11.

S(ow) = 5t T~ 1~ 2

Embora o homomorfismo de Minkowski seja 0 método mais conhecido para construcao
de reticulados provenientes de corpo de niimeros, outros homomorfismos obtidos como
perturbagoes do canonico comecaram a ser estudados visando obter reticulados algébricos

mais densos. Nas se¢Oes seguintes apresentamos as perturbacoes o, € ga,.
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3.2 Reticulados algébricos via perturbacao o,

Sejam K um corpo de niimeros de grau n e oy, ..., 0, 0os homomorfismos de K em
C, ordenados de modo que o; é real para i = 1,...,71 € 0y 4ry1j = 0,1 PaTa j = 1,...,79
onde 7y representa a metade dos homomorfismos imaginarios e r; + 2ry = n. Nessa se¢ao
apresentaremos a perturbacao o, do homomorfismo canonico, temos que esta perturbacao
também ird gerar reticulados no R", e partir dessa perturbagao iremos obter reticulados
rotacionados nas dimensoes 2,4 e 8. Para apresentar esta perturbacao, iniciamos com a

definicao de elemento totalmente positivo.

Definicao 3.2.1. Sejam K um corpo de nimeros de graun e oy, ...,0, 0s monomorfismos
de K em C. Um elemento o € K tal que o;(a) € R", o; = 04(«0), para todo i = 1,....r1 + 19

¢ chamado de totalmente positivo.

Definicao 3.2.2. Sejam K um corpo de nimeros de grau n, oy, ...,0, 0S monomorfismos

de K em C e a € K um elemento totalmente real e totalmente positivo. O homomorfismo
0o : K — R" dado por

O'a(l’) = (\/0710-1(56)7 s marl (ZC), §R(’\/ 057“1+10-T1+1(x>>7 s %< V41207 41y (SC))),

¢ chamado de perturbacdo do homomorfismo candénico ou homomorfismo tor-
cido, onde as notagoes R(x) e I(x) representam a parte real e imagindria do nimero

complexo x, respectivamente.

O préximo Teorema 3.2.1 caracteriza o volume do reticulado obtido através da

perturbagao o, do homomorfismo canoénico.

Teorema 3.2.1. [1/] Sejam K um corpo de nimeros de grau n e a € K totalmente
positivo. Se M < K é um Z-mdédulo livre de posto n e se {x1,...,x,} € uma Z-base de M,

entao o, (M) € um reticulado no R"™, com volume dado por

vol(04(M)) = b, |det1<j, k<n(oj(zK))],
onde

1

“ 277 . (N(a))z, se K for totalmente imagindrio,

_ { (N(oz))%, se K for totalmente real

e N(«) é a norma do elemento o € K.

Seja {x1, xa, ..., x,} uma Z-base de U. O reticulado o, (U) tem matriz geradora dada

por

\/CY10'1($1) \/aT‘lo_T‘l(x1> ’\/aﬁ-&-l%am-&-l(ml) \/@T1+T2%0T1+T2(x1)
Voo (zg) oo \Jog o (T2) o aaRoe 1(22) o Oy SO 1y (72)

M= Joaoi(zs) - o on(23) a1 Ron i (73) V17,30, 47y (23)

Vv X101 (ZEn) A/ Oy (In) Y\ aT1+1§RUT1+1(xn) VO +ry SO’TH—W (xn)
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Exemplo 3.2.1. Seja K = Q(+/5) um corpo quadrdtico. O elemento o = 5+ 25 €K ¢
totalmente real e totalmente positivo. Sendo assim, a perturbacao o, estd bem definida,

dada por

0 : K — R?
a+b/5— (V5 +2vV5)(a + bV5), (V5 — 2v5)(a — bV/5)).

L e f1.12)

2
¢ uma base integral e pelo Teorema 3.2.1 oo(Ix) é um reticulado em R?. Pelo reticulado

o, ser totalmente real temos que b, = N (V5 + Q\f \/5 + Q\F \/5 — 2[

1 1 1
(5+2V5)(5—2v5) = 5 e 0s monomorfismos sio oy : +2\F — +2\F eoy: +2\f —

1-+/5

Pelo Teorema 1.5.9, temos que 5 = 1(mod 4), entio Ix = 7Z [

, entao o volume do reticulado é

1 1
vol(oa(lx)) = (B)2-|det | 145 1-45 ||=52 /5 =5,
2 2

Corolario 3.2.1. [1/] Sejam K um corpo de nimeros de grau n e o € K totalmente
positivo. Se Dk ¢ o discriminante de K, Ix o anel dos inteiros de K e U um ideal nao

nulo de lx, entao o,(Ix) e 0,(U) sdo reticulados, com respectivos volumes
vol(04(Tx)) = ba [Dxl? € wol(0a(U)) = ba |Dk|? - N(U),

onde N'(«) é a norma do elemento oo, N'(U) é a norma do ideal U e b, é como no Teorema
3.2.1.

Exemplo 3.2.2. Do Exemplo 3.2.1, temos que K = Q(\/g) ¢ um corpo quadrdtico e o =
5+ 2v/5 € K, totalmente real e totalmente positivo. Pela Proposi¢io 1.3.1 o discriminante
¢ Dx = 5. Como K ¢ totalmente real, temos que b, = (N(a))% — 52. O volume ¢é dado
pelo Coroldrio 3.2.1,

D=

vol(04(Ik)) = by |Dk|? = 57 . ‘5‘% =5,

como no Exemplo 3.2.1.

Proposicao 3.2.1. [1/] Se K é um corpo de nimeros de grau n cujo discriminante é Dy
e U um ideal ndo nulo do anel dos inteiros Ik, entdo a densidade de centro do reticulado
0o(U) € dado por

(p(oa(l)))"

A/ |Dk|- N (U

onde p(oo(U)) ;min{]aa(a:ﬂ well,x + 0},

d(oaU)) = (3.3)
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O nosso objetivo é melhorar a expressao do Corolario 3.2.1, que determina a densidade
de centro do reticulado o, (U), para isto usaremos a Proposicao 3.2.2 e a Observacao 3.2.1

que veremos a seguir.

Proposicao 3.2.2. [36] SeK é um corpo de nimeros de graun, x € K e a € K totalmente
positivo, entao

|aa(:r)|2 = ¢, - Tr(azT),

onde
1, se K for totalmente real
Ca = 1
o se K for totalmente imagindrio.
Observacao 3.2.1. Pela Proposicao 3.2.2 temos que

ploa(U)) = ;mm{|aa(x)| ,xelU,x # 0},

pode ser escrito da sequinte forma

1
ploa(U)) = Emm{ coTr(axT),r € U, x # 0}.

Na préxima Proposicao 3.2.3 veremos que a densidade de centro do reticulado o, ()

serd a mesma se K for totalmente real ou totalmente imaginario.

Proposicao 3.2.3. [14] Sejam K um corpo de nimeros totalmente real ou totalmente
imaginario e a € K totalmente positivo. Se Ik € o anel dos inteiros de K, Dg o discriminante
de K e U é um ideal nao nulo de K, entdo a densidade de centro do reticulado o,(U) €
dado por 1
$(0alld)) = L (3.4)
2" (N(a) D))z N(U)

onde o to, = min{Tr(axT),z €U,z # 0}, N(a) é a norma do elemento «.

Demonstracao: Suponhamos que K seja um corpo totalmente real, entdo temos que
ro =0, by = (N(oz))% e pela Observagao 3.2.1 temos,

ploaU)) = ;mm{«/l -Tr(azz),x €U,z # 0}.

1
E, como t, = min{Tr(axT),x € U,z # 0}, segue que p,(U)) = 5\/5 Assim pela 3.2.1,

temos

ot = GBI WL
N(@)? - [Dxl2 - NU)  (N(a) - [Dk)2 - NU)  2°(N(a) - |Dx|)z NU)

Agora, suponhamos que K seja um corpo totalmente imaginario. Pela Observacao 3.2.1,

temos que

1 1 1 N1
plo.U)) = 2min{ iTr(osz),x eU,x # 0} -3 §to¢-
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Além disso, b, =277 - (./\/'(04))% e, como r; = 0 e r| + 2ry = n segue que ro = g Assim,
pela Equacao 3.2.1, temos

n

(54/3ta)" 22V 1 o
275 (N())2 D [PN(U) 273 (N ()| Dk])ZN(U) 27N (a)| D)2 N (U)

Portanto, se K for um corpo totalmente real ou totalmente imaginario temos que a

d(0a(U)) =

densidade de centro do reticulado o, (i) é a mesma dada por

1 ‘ té
2 (N(a) [Dx|)? NU)

0(0a(U)) =

A seguir, apresentaremos um exemplo do calculo da densidade de centro utilizando
a perturbagao o, e, comparando com a mesma constru¢ao sem perturbagao, ou seja,
utilizando o homomorfismo canoénico, percebemos que com a perturbagao o, temos uma

densidade melhor.

Exemplo 3.2.3. Sejam o corpo K = Q((4), U = (1 —(4)Ix um ideal de Ix = Z[(4], a base
integral {1,(4} dada pelo Teorema 1.3.11 e o« = 3. Pelo Teorema 1.3.10 temos [K : Q] = 2.
Pelo Teorema 1.3.13 temos que D = 4 e pela Defini¢ao 1.3.7 temos que N'(a) = 9. Pela
Proposicio 1.5.18 temos que 0os monomorfismos sio 0;((4) = (i, comi = 1,3. A norma do
ideald é N(U) = 2. Dado z € U, podemos escrever x = (1—C4)-(ap+a1(s) onde ag,a; € Z.
Assim, Tr(2T) = 2(aj + a3) e Tr(axT) = 12(aj + a3). Portanto, t = min{Tr(zT);x €
U,z # 0} =2 ety = min{Tr(axT);z € U,x # 0} = 12, e as densidades de centro sio
dadas por

e Com perturbacao

e Sem perturbacao
1 ta
d(ox(U)) = - = 0.125.
- 20(|Dgl)s NU)

3.3 Reticulados algébricos via perturbacao oy,

Apresentaremos nesta se¢ao a perturbacao o, do homomorfismo canénico. Obteremos
reticulados no R™ a partir desta perturbacao. Sejam K um corpo de niimeros de grau n e
o1, ..., 0, 08 monomorfismos de K em C, ordenados de modo que o; é real para i =1,...,7;
€ Opi4ro+j = Orm+g, Para j = 1,...,1r9, onde ry representa metade dos homomorfismos

imagindarios.
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Definicao 3.3.1. Seja a € K totalmente positivo. A perturbacdgo oo, : K — R" do

homomorfismo canoénico é definida como

02(7) = (V0101(2), ... /O, 07, (%), R/ 200, 1107,41(2))s o0y S(V/ 200, 41,07, (2)))

onde as notagoes R(x) e I(x) representam a parte real e imagindria do nimero complexo

x, respectivamente.

Teorema 3.3.1. [6/ Seja K um corpo nimero de grau n. Se M < K é um Z-mdédulo livre
de posto n e se {xy,...,x,} € uma Z-base de M, entao oa0(M) é um reticulado no R"™ com

volume dado por

vol(024(M)) = (N(Q))? - |deti<jien(o;(2x))]

onde N'(«) é a norma do elemento .

Corolario 3.3.1. [6] Sejam K um corpo de nimeros de grau n e a € K. Se Dx € o
discriminante de K, Ix o anel dos inteiros de K e U um ideal nao nulo de Ik, entdo

090 (Ik) e Taau) G0 reticulados com respectivos volumes,

vol(024(Ix)) = (N(a) [Dx|)F e wol(o2a(U)) = (N(a) |Dx|)? - N(U),

onde N'(«) é a norma do elemento o e N'(U) é a norma do ideal U.

Seja {z1, X2, ..., T, } uma Z-base de U. O reticulado o9, (U) tem matriz geradora dada

por

Vaoi(z) oo o (1) A 200 Ron 1 (T1) 0 A/ 200, 10, SOp 1, (1)
V@101 (l‘z) A/ Qe Oy (562) \/ 204r1+1§R<7m+1(332) \/ 2ar1+r2%0n+r2 $2
M= oo (z3) --- \/QT1UT1(5E3) v 204r1+1§RUr1+1(933) vV 204r1+r2\f<7r1+r2 T3)

Voro(xy) oo N o (x) «/Qanﬂiﬁarlﬂ Tn) «/Qarﬁm\mrﬁm Tn)

Exemplo 3.3.1. Do Exemplo 3.2.2, temos que K = Q(\/g) ¢ um corpo quadrdtico e o =
5+ 2v5 € K totalmente real e totalmente positivo. Pela Proposicio 1.3.1/ o discriminante
Dx = 5. A norma de o é N(a) = 5. O volume do reticulado é dado pelo Coroldrio 3.3.1,

d.

vol(024(Ix)) = (N(a) - [Dx|)? = (5-5)2

Corolario 3.3.2. [14] Se K um corpo de nimeros de grau n, Dk o discriminante de K,
Ix o anel dos inteiros algébricos de K, U um ideal nao nulo de Ix e N(U) a norma do

ideal U, entao a densidade de centro do reticulado o9o(U) é dada por

(p(o2a(U)))"
(1Dx| N(@))7 - N(U)’

onde p € o raio do empacotamento do reticulado dado por

0(020(U)) = (3-5)

(oo (U)) = ;mmu%(l«) wel,x +0}.
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O nosso objetivo é melhorar a Equacgao 3.5, e para isso usaremos a Proposicao 3.3.1

e a Observacao 3.3.1 que veremos a seguir.

Proposicao 3.3.1. [1/] Se K é um corpo de nimeros de grau n e a € K totalmente
positivo, entao

]crga(a:)|2 = Tr(axT),

onde T € o conjugado complexo do x € K.

Demonstracdo: Sejam o1, ..., 0, os n monomorfismos de K de tal forma que r1 + 27y = n,
onde r; sdo os monomorfismos reais e 7 a metade dos monomorfismos imaginarios. Assim,

para cada x € K temos pela perturbagao g, do homomorfismo canénico que

020&( ) (\/70—1( ) MUH )? V 2ar1%arl+1(x)? oV 20—T1+T2%07”1+T2(x)) :

Como o9, (x) € R", segue que

|02a($)‘2 = (\/07101(33)) +..t (mavq ) (\/ 20, 11 R0y 11 (2 )
+.. + (q/Qarﬁm\saTlHQ (JU))2 :

Observe que [R(c;(x))]* + [S(o;(x)]* = 0;(z) - 0;(x) = 0;(2T), para 7141 < j <71 + 72,

Assim,

1020 ()2 = a1(01(2))? + .. + (00, (2))? + 200, 4100, 41(ZT) + +.o + 200, 47Oy 1 (TT).

Se 1 = 0 ou seja, K for totalmente imaginario, entao

|020[(:zc)|2 = 2001(2T) + ... + 20,0, (TT)
(z

(
= 20i(a)o
(

= 20y(a(2T)) + ... + 20,,(a(2T))

T) + ... + 20, ()0, (2T)

= 20y(axT) + ... + 20,,(a2xT),

pois sendo @ a conjugagao complexa, temos que o,,4;(ax®) = (7 0 0;)(aT) = 0;(axT),

para 7 = 1,...,75. Logo,

n
|090 ()| = 01(aaT) + ... + 0py(QTT) + Opy11(QXT) + ... + Opyiry (QXT) Z QaxT)

1
e como os o;(aaT) sdo os conjugados de (aT), segue que |oaq (x)]> = §T7“( xT). Sery =0,
ou seja, K totalmente real, teremos |ooq(2)|° = a1(01(2))? + ... + ay, (0, (2))?, € como

oj(x) = (70 0;)(x) = 0;(7), segue que 0;(2T) = 0;(x)0;(T) = 0oj(x)o;(z) = (0(x))"
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Logo,
02a()]? = a101(2T) + ... + ay,0,, (2T)
= o1(a)o1(2T) + ... + oy () 0y, (2T)
= o01(a2?) + ... + 0, (02T)
= Zn: (xT) = Tr(axT).
i—1
O que conclui a demonstragao. |

Observacao 3.3.1. Pelo Coroldrio 3.5.2 e pela Proposi¢cio 3.3.1, temos que
1
plozaUl)) = gmini|osa()], o € U,z # 0},

pode ser escrito da sequinte forma:
1
p(oaa(U)) = §min{«/Tr(ozxf),:c eU,x # 0}.

Na préxima Proposicao 3.3.2 veremos que a densidade de centro de reticulados

024 (U) serd a mesma independente se K for totalmente real ou totalmente imaginario.

Proposicao 3.3.2. [6] Sejam K um corpo de nimeros totalmente real ou totalmente

imagindrio e o € K totalmente positivo. Se Ik € o anel dos inteiros de K, Dk o discriminante

s

de K e U um ideal nao nulo de Ix, entio a densidade de centro do reticulado oo (U) €

dada por
1 tn/2

BT R A ()

(3.6)

Demonstragdo: Pela Observagao 3.3.1 temos,
1
p(o9a(U)) = §mm{«/Tr(osz),x eU,x # 0}.

1
E, como tyq, = min{Tr(axT),z € U,z # 0}, segue que p(o9,(U)) = 5\/1‘52&. Assim, pela

3.5, temos
S 1Dkl N< DEN@) (D] Ma))s N @)~ 2(Del (o)} N

Portanto, K é um corpo totalmente real ou totalmente imaginario, temos que a densidade

de centro do reticulado o9, (U) ¢ a mesma. |

A seguir, cederemos um exemplo de calculo da densidade de centro usando a pertur-

bagao o,.
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Exemplo 3.3.2. Sejam o corpo ciclotomico K = Q((g), U = Ik, um ideal de Ix = Z[(s]
e, uma base integral {1,(s} dada pelo Teorema 1.3.11 e o« = 2. Pelo Teorema 1.3.10
temos que [K : Q] = 2. Pelo Teorema 1.3.13 temos que o discriminante é Dx = 3 e
a norma de o é N(a) = 4 dada pela Definigio 1.5.7. Pela Proposi¢io 1.3.18 temos
que 0;(¢) = ¢', comi = 1,5. A norma do ideal U é N(U) = 1. Dado x € U, podemos
escrever ¥ = (1 — (g) - (ap + a1s) onde ag,ay € Z. Assim, Tr(azT) = 4(aj + apa; + a?)
e Tr(zT) = 2(aj + apa; + a3). Portanto tye = min{Tr(axT);z € U,x # 0} = 4 ¢
t = min{Tr(zx);z € U,x # 0)} =2, com ay = 0 e a; = 1. Portanto, a densidade de

centro do reticulado é

|3

1 t

6(02a(U)) = 2“(N((I)|DK|)% N(U)

= 0.28868.
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Capitulo 4

Construcao de reticulados algébricos

em dimensao 2.4 e 8.

Neste capitulo apresentamos uma construgao de reticulados algébricos nas dimensdes
2,4 e 8 que possuem densidade de centro 6tima para estas dimensoes, ou seja, coincidem com
a densidade de centro dos reticulados As, D4 e Eg, que como sabemos, sao os reticulados

mais densos nas dimensoes 2, 4 e 8, respectivamente.

A construcao apresentada sera realizada da seguinte forma. Consideramos um corpo
ciclotomico K de grau n. Neste trabalho n = 2,4 ou 8. Pelos resultados apresentados no
Capitulo 1, podemos obter o seu anel dos inteiros [x, uma base integral, seus monomorfismos
e calcular seu discriminante. Dal, aplicando a perturbacao o, do homomorfismo canoénico,
sabemos pelo Capitulo 3 que, a imagem deste homomorfismo aplicada em um ideal dos anéis
dos inteiros é um reticulado algébrico no R". Além disso, temos uma expressao que calcula
a densidade de centro deste reticulado. Assim, se queremos obter reticulados que possuam
a mesma densidade de centro dos reticulados mais densos As, D4 e Eg, basta igualarmos
a expressao da densidade de centro ao valor desejado e obter os valores convenientes
para os parametros que ainda necessitam ser calculados na expressao. Esta estratégia de
construcao de reticulados algébricos densos foi utilizada em [3]. Neste trabalho, utilizamos
esta técnica com corpos de nimeros diferentes dos utilizados no artigo citado e obtemos

novos exemplos de reticulados algébricos densos nessas dimensoes.

4.1 Dimensao 2

Nessa se¢ao, o objetivo sera construir reticulados algébricos na dimensao 2 com
densidade de centro 6tima. Para tal construcao, precisamos de um corpo de niimeros de
grau n = 2. Dessa forma usaremos o corpo ciclotomico K = Q(¢3) que possui dimensao 2,

pois pela Observagao 1.3.12 temos que ¢(3) = 2. Temos através do Teorema 1.3.10 que
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[K: Q] =2 e, do Teorema 1.3.11 que o anel dos inteiros deste corpo é dado por Ix = Z[(3]
e uma base integral {1,(3}. Pela Proposicao 1.3.19 o discriminante Dx = —3, e pela
Proposigao 1.3.18 temos que os monomorfismos sao 0;((3) = ¢;, com 7 = 1,2. Queremos
encontrar reticulados cujas densidade de centro seja a mesma do reticulado A,, ou seja,
1
24/3

dado por

, utilizando a perturbacao o, do homomorfismo canénico, que para a dimensao 2 é

0a(r) = (Vor(@)or(x), (V oz (a)oa(x)),
com o;(a) > 0,0;(c) € R, para todo i = 1,2.

A ideia é substituir os valores obtidos e usar a Equacao 3.4 que expressa a densidade

de centro para reticulados algébricos obtidos a partir da perturbagao o, do homomorfismo

candnico. Como ja temos n = 2 e Dx = —3, vamos igualar a férmula da densidade de
centro apresentada na Proposicido 3.2.3 com —— obtemos,
P POSIC 23
ta —2-NU) -N(a) =0, (4.1)

ou seja, precisamos encontrar valores convenientes de a, U e t, que tornem a Equagao 4.1
verdadeira. Fazendo o uso do Software Mathematica obtemos uma lista de combinagoes
para to, N'(U) e N(a), que satisfazem a Equacao 4.1 e, na Tabela 2 apresentamos algumas

dessas combinacoes.

1 1 2

3 4 24
9 ) 90
13 6 156

Tabela 2 — Alguns valores de t,, N (U) e N(«) que satisfazem a Equagao 4.1.
Fonte: Autor.

Temos que um ideal principal de Ik é da seguinte forma U =< ag + a,(3 >, assim, a

norma desse ideal é dado pela expressao

N(Z/I) = N(< ag + CL1<3 >) = ’N(CLQ + CL1C3)| = 1_[ O'Z'<CL0 + CL1C3> = CL% — QpQ1 + a%. (42)

i=1,2

Igualando a Equacao 4.2 aos valores de N (U) obtidos na Tabela 2, alguns ideais U

de Zx que satisfazem a Equacao 4.2 sao dados na Tabela 3.
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[N ] u |
1 +(1lg), +(Glk), +(1+ &)k
3 +(1+2G)Ik, +£(2+G)Ik, =+(—1+ )k
9 0k), £BG)Ik, £(3+3¢)k
+(1 -3¢k, £(4 + 3¢3)Ik,
13 +(3 + 4¢3)Ix

Tabela 3 — Alguns ideais U de Ix que satisfazem a Equacgao 4.2.
Fonte: Autor.

Como estamos trabalhando com a perturbacao o, do homomorfismo canénico, o
elemento « tem que satisfazer as condigoes o;(a) > 0,0;(a) € R. No corpo K = Q((3),
temos que estas condigdes irdo ocorrer somente quando « € N. Assim, o;(a) = «, com

1= 1,2 e, portanto

N(a) = H oi(a) = a?. (4.3)

Novamente, igualando a Equacao 4.3 aos valores de « obtidos na Tabela 2, temos na

Tabela 4 alguns valores para N(a).

Lo [N(o)
1 1
3 9
) 25

Tabela 4 — Alguns valores de o que satisfazem a Equacao 4.3.
Fonte: Autor.

A partir dos valores das Tabelas 2, 3 e 4 apresentamos na Tabela 5 combinagoes
de o e U para termos t, desejado. A partir dos dados fornecidos na Tabela 5 teremos

possibilidade de obter reticulados com densidade de centro 6tima para a dimensao 2.

(NU) | 7] [(N() [a] ta |
1 +(1lg), +(G)Ik, +(1+ Gk 1 1] 2
3 i(l + 2{3)]1]1(, i(? + C3)]I]K, i(—l + C3)]I]K 16 4| 24
9 +(3Ix), +(3G)Ik, =+(3+3G)k 25 [ 5] 90
+(1 = 3¢) Ik, £(4 + 3¢3)Ik,
13 +(3 + 4G)Ik 36 | 6| 156

Tabela 5 — Parametros que satisfazem a Equagao 4.1.
Fonte: Autor.

A seguir ilustramos alguns exemplos de reticulados algébricos 6timos utilizando os

dados da Tabela 5.

Exemplo 4.1.1. Sejam o corpo K = Q((3), U = ((3)Ix um ideal de Ix = Z[(3] e
a=1€elg. Temos quen =[K: Q] =2, Dx = -3, NU)=1 e N(a) =1. Dado x € U,
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podemos escrever v = (C3)-(ag+a1Cs), onde ag, ay € Z. Assim, Tr(aaT) = 2a2—2apa; +2a?
e, entdo to, = min{Tr(azZ);z €U, x # 0} =2, comay= —1 ea; = —1. Portanto, a

densidade de centro do reticulado I'y = o,(U) € dada por

1 81
") el M) N T 2E

que € a mesma densidade de centro do reticulado As.

0.28868,

Exemplo 4.1.2. Sejam o corpo K = Q((3), U = (=1 + (3)Ix um ideal de Ix = Z[(5]
ea=4¢€lg. Temos quen = [K: Q] =2, Dg = =3, N(UU) = 3 e N(a) = 16. Dado
x € U, podemos escrever x = (1 + (3) - (ap + a1(3), onde ag,ay € Z. Assim, Tr(axT) =
24a — 24aga; + 2443 e, entdo t, = min{Tr(asT);r e U, = # 0} =24, comay =1 e

a; = 0. Portanto, a densidade de centro do reticulado T'y = 0,(U) é dada por

- 1 a1
~ n(|Dk| - N(a)): NU) ~ 243

que € a mesma densidade de centro do reticulado As.

6(I'2)

=~ (0.28868,

Exemplo 4.1.3. Sejam o corpo K = Q((3), U = (3 + 3(3)Ix um ideal de Ix = Z[(3]
ea =5c¢€lk. Temos quen = [K: Q] =2, Dg = =3, NU) = 9 e N(a) = 25.
Dado x € U, podemos escrever x = (3 + 3(3) - (ap + a1(3), onde ag,aq € Z. Assim,
Tr(axZ) = 90a — 9aga; + 90a? e, entio t, = min{Tr(azT);xel, x# 0} =90, com

ap = 0 e a; = 1. Portanto, a densidade de centro do reticulado T's = 0,(U) é dada por

- 1 i
(x| N(a)): N(U)

que € a mesma densidade de centro do reticulado As.

ol = =~ ().28868,
( 3) 2\/3

Observamos que todas as combinacoes de o, U e t, de uma mesma linha da Tabela
5 geram o mesmo reticulado. Por exemplo, construindo os reticulados a partir dos ideais
de norma 1 vemos que eles sdo todos iguais ao reticulado hexagonal, apresentando os
mesmos valores do coeficiente ¢ = 1 e possuem a mesma matriz de Gram. J& os reticulados
construidos a partir dos ideais de norma 9, apresentam os mesmos valores do coeficiente
¢ = 90 e também possuem a mesma de matriz de Gram. Além disso, concluimos que os
reticulados construidos a partir dos ideais de norma 9 sdo 3 vezes os reticulados construidos

a partir dos ideais de norma 1.

Comparando o reticulado I'y construido no Exemplo 4.1.1 a partir do ideal de
norma 1, ((3)Ik, com o reticulado construido a partir do ideal de norma 9, (3¢3)Ik, temos

respectivamente as matrizes de Gram

1 —= —
Gl = | 1 2] ¢ Gl (_925 9§5),
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com respectivos determinantes det(G(((3)lk)) = i e det(G((3¢3)Ik)) = 6075. Na Figura

17 representamos geometricamente os reticulados gerados pelos ideais ((3)Ik e (3(3)Ik.

L] L] L] L ] L ] L] L ] [ ] L ]
-2 20
L] * L] L] L] L L] L J
® L ] L] L L
-4
. ° el o
L ]
(a) Reticulado gerado por (¢3)Ik. (b) Reticulado gerado por (3(3)Ik.

Figura 17 — Comparacao reticulados.
Fonte: Autor.

Os reticulados da Figura 17 estao em escalas diferentes, assim para uma anélise melhor
temos que olhar para o coeficiente ¢ = 90 do reticulado gerado a partir do ideal (3(3)Ik,
que indica que sua regiao fundamental é 90 vezes maior do que a regiao fundamental do
reticulado gerado a partir do ideal ((3)Ix. A comparagao dos reticulados na mesma escala

é apresentada na Figura 18.
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10
®
' s
5 10
]

oL

Figura 18 — Comparagcao entre os reticulados ((3)Ix e (3(3)Ik.

4.2 Dimensao 4

Nessa se¢ao, o objetivo sera construir reticulados algébricos na dimensao 4 com
densidade de centro 6tima. Para tal construcao, precisamos de um corpo de niimeros de
grau n = 4. Dessa forma usaremos o corpo ciclotémico K = Q((;2) que possui dimensao
4, pela Observagao 1.3.12 temos que ¢(12) = 4. Temos que através do Teorema 1.3.10
que [K : Q] = 4 e, do Teorema 1.3.11 que o anel dos inteiros deste corpo é dado por
Ix = Z[(12] e uma base integral {1, (12, (3, (35} Pela Proposicao 1.3.19 o discriminante
Dk = 144, e pela Proposi¢ao 1.3.18 temos que os monomorfismos sao o;((12) = Cfé, com
1=1,5,7,11. Queremos encontrar reticulados cuja densidade de centro seja a mesma do
reticulado Dy, ou seja, 3 utilizando a perturbacgao o, do homomorfismo canénico dado
por:

oa(z) = (Vor(a)oi(x),\/os(@)os(x), v/ or(a)or(z), v/ ou(a)on (),

onde o;(«) > 0,0;(a) € R, para todo i = 1,5,7,11.

A ideia é substituir os valores obtidos e usar a Equagao 3.4 que expressa a densidade
de centro para reticulados algébricos obtidos a partir da perturbagdo o, do homomorfismo
canénico. Como ja temos n = 4 e Dk = 144, vamos igualar a formula da densidade de

centro apresentada na Proposicao 3.2.3 com 3’ obtemos

t2 —24 - y/N(a) - NU) =0, (4.4)
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ou seja, precisamos encontrar valores convenientes de o, e t, que tornem a Equacao 4.4
verdadeira. Fazendo o uso do Software Mathematica obtemos uma lista de combinagoes
para t,, N (U) e N(a), que satisfazem a Equagao 4.4 e, na Tabela 6 apresentamos dessas

combinagoes.

N [ ta [ M) |

1 12| 36
4 241 36
9 36 | 36
16 | 48| 36
36 72| 36

Tabela 6 — Alguns valores de t,, N'(U) e N(U) que satisfazem a Equagao 4.4.
Fonte: Autor.

Temos que um ideal principal de I é da seguinte forma U =< ag + a1C1o + aa(ly +

as(l, > assim, a norma desse ideal ¢ dado pela seguinte expressao

NU) = N(<ao+ ai1liz + az(ly + as(iy >)
= !N(Go + arGra + asly + 03@2)‘

[] oilao+ aiGiz + aa(fy + as(ly)
i=1,5.7,11

= H o; (Z aijé) . (4.5)

i=1,5,7,11 j=1

Igualando a Equacao 4.5 aos valores de N (U) obtidos na Tabela 6, alguns ideais de

Tx que satisfazem a Equacgao 4.5 sdo os dados na Tabela 7.

N | u |
] H(—1 4+ G+ Go)lk, (1 + o)k, £(1+ G2 — o)k, £(G2 + ()
) i<1 - <12 - C122 + Qsz)HKv i<3 - 3412 - <122 + 2(?2)]111@
+(1— G2 — )k

i<2 - C%Q)HKa i(l + <122>HK7 i(l - 2C122>HK7

+(2 - 3¢ +2¢5)Ik,  +(2+ 3¢ + 2¢5)Ik
16 (=24 2¢7, + 2G)Ik,  £(2 + 2C2)lk,

(242G — 2¢5) Ik, +(2G2 + 2¢5)Ik

36 (143G + ()lk,  £(Ciz + 3¢F, + )k,
+(1 = 3G + ()lk

Tabela 7 — Alguns ideais de Ix que satisfazem a Equagao 4.5.
Fonte: Autor.

Para o elemento «, como precisamos ter o;(a) € R", tomamos « no subcorpo

maximal de K = Q((j2), o corpo L = Q((12 + ¢13'). O anel dos inteiros deste corpo é
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I = Z[Ci2 + (5] e, a base integral {1,(1s + (;5'} dados pelo Teorema 1.3.12. Assim,

podemos escrever o = by + b1 (C12 + (55 ), entdo a norma desse elemento é dada por

N(a) = H oi(bo + b1(Cia + () = by — 6b3bT + 9b7. (4.6)

i=1,5,7,11

Utilizando dados das Tabelas 6 e 7, apresentamos na Tabela 8 combinagoes de «
e U para que tenhamos t, desejado. A partir dos dados fornecidos na Tabela 8 teremos

possibilidade de obter reticulados com densidade de centro 6tima para a dimensao 4. Para

isso, seja 11 = G2 + (ip-

(NWU) U \ a | N(a) | tq |
1 [ +(—1+G+8)k, +(1+Co)lk, +(1+]| 3—7 36 | 12
Ga — Co)k,  £(CGi2 + )k

4 +(1—Co— (o +2C5) Ik, £(3—3C—(h+ [ 33+19y | 36 | 24
2(?2)]111@ i(l — <12 — <122)HK
9 +2- )k, £(1+GH)Ik, +£(1-23)k,| 3+7 36 |36

(2= 3G + 205) 1, (243G + 20Tk

16 | £(=2 + 2¢, + 205k, +(2 + 20o)lk,| 9-57 [ 36 |48
+(2+ 2G2 — 2G) Ik, (20 + 2¢75)Tk

36 +(1+ 3¢ + )k,  *(G2+3¢h + )k, | 9— 57 36 &
+(

1 -3¢ + ()

Tabela 8 — Parametros que satisfazem a Equagao 4.4.
Fonte: Autor.

Agora, vamos ilustrar alguns exemplos de reticulados algébricos 6timos utilizando os

dados da Tabela 8.

Exemplo 4.2.1. Sejam o corpo K = Q(C12), U = (—1+(iy+(y) Ik um ideal de Iy = Z[(1o]
e, =3 — (¢34 + (') elg. Temos que [K: Q| =4, Dx = 144, N(U) = 1 e N'(a) = 36.
Dados x € U, podemos escrever x = (—1 + (35 + () - (ag + a1Cia + a2liy + a3(ly), onde
ag, a1, g, az € Z. Assim, Tr(axT) = 12(aj + apa; + a3 + apag + ayay + aj + apas + ajaz + a3)
e, entao o t, = min{Tr(axz);x e U, x #0} =12, comay =a; =ay =0 eaz = —1.
Portanto, a densidade de centro do reticulado I'y = 0,(U) é dado por

1 81

) = S (Dal - N(@))? M) 8~ 1%

que € a mesma densidade de centro do reticulado Dy.

Exemplo 4.2.2. Sejam o corpo K = Q(C12), U = (2 — (,)Ix um ideal de Ty = Z[(19] e,
o =3+ (Ca+() € Ix. Temos que [K : Q] = 4, Dx = 144, N(U) = 9 e N() = 36. Dados
x €U, podemos escrever v = (2 — (3y) - (ag + a1C1a + axly + a3(ly), onde ag, a1, az,as € Z.

Assim, Tr(axT) = 36(ag + apa; + aj + apas + ajas + aj + ajaz + azaz + a3) e, entdo o
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to = min{Tr(caT);z ed, x # 0} =36, comag=a; =az =0 eay = 1. Portanto, a
densidade de centro do reticulado T's = o,(U) € dado por
1 ta 1

) = (el NS M) 8~ %

que é a mesma densidade de centro do reticulado Dj,.

Da mesma forma que na dimensao 2, observamos que todas as combinacoes de a;, U
e t, de mesma linha da Tabela 8 geram o mesmo reticulado. Por exemplo, construindo os
reticulados a partir dos ideais de norma 1 vemos que eles apresentam os mesmos valores
de coeficiente ¢ = 3 e possuem a mesma matriz de Gram. ja os reticulados construidos
a partir dos ideais de norma 16, apresentam os valores do coeficiente ¢ = 12 e também
possuem a mesma matriz de Gram. Além disso, concluimos que os reticulados construidos
a partir dos ideais de norma 16 sao 2 vezes os reticulados construidos a partir dos ideais

de norma 1.

Comparando o reticulado construido a partir do ideal de norma 1, (—1 4 (3, + ¢,)Ik,
com o reticulado construido a partir do ideal de norma 16, (=2 + 2(3, + 2¢3,)Ik, temos

respectivamente as matrizes de Gram

6 3 3 0
3 6 3 3

G((—1+ ¢+ h)Ik) =
(( C12 ClZ)K> 336 3
0 3 3 6

24 —12 12 0
—12 4 —12 12
G((—2+ 2¢%, +2¢))Ik) = ,
( Cia 252 l) 12 —12 24 —12

0 12 —-12 24

com seus respectivos determinantes det(G((—1+ iy + (o)) = 324 e det(G((—2 + 27, +
2(1,)Ix)) = 82944, ou seja, det(G((—2 + 2¢F, + 2(35)Ik)) = 4*det(G((—1 + (T, + (35)Ik)).
Na dimensao 4 nao podemos visualizar geometricamente os reticulados, mas conseguimos

analisar algebricamente que eles sdo os mesmos reticulados a menos de um fator de escala.

4.3 Dimensao 8

Nessa secao, o objetivo sera construir reticulados algébricos na dimensao 8 com
densidade de centro 6tima. Para tal construcao, precisamos de um corpo de niimeros de
grau n = 8. Dessa forma usaremos o corpo ciclotémico K = Q({y0) que possui dimensao

8, pela Observacao 1.3.12 temos que ¢(20) = 8. Temos através do Teorema 1.3.10 que
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[K: Q] = 8 e, do Teorema 1.3.11 que o anel dos inteiros deste corpo é Ix = Z[(s] e,
uma base integral {1, (a0, (3, Coys Cons Cooy Copy Cag}- Pelo Teorema 1.3.13 o discriminante
Dg = 2% . 5% e pela Proposicio 1.3.18 temos os monomorfismos o;((y) = (%, com
1=1,3,7,9,11,13,17,19. Queremos encontrar reticulados cuja densidade de centro seja
a mesma do reticulado FEg, ou seja, 116’ utilizando a perturbacao o, do homomorfismo

canonico, dado por

oo(z) =(\/01()o1(x), A/ 03()o3(x
011(04)011(13), Y4 013(04)013

onde o;(a) > 0,0;(a) € R, para todo ¢ = 1,3,7,9,11,13,17, 19.

),V or(a)or(x),/ og(a)oy(z),
(@), vV orr(@)orr(x), v/ o9 (@)o19(x)),

A ideia é substituir os valores obtidos e usar a Equagio 3.4 que expressa a densidade
de centro para reticulados algébricos obtidos a partir da perturbagao o, do homomorfismo

candnico. Como ja temos n = 8 e Dg = 2% - 5% vamos igualar a férmula da densidade de

centro apresentada na Proposi¢ao 3.2.3 com 6 obtemos

th — 32000 - /N (a) - N(U) = 0, (4.7)

ou seja, precisamos encontrar valores convenientes de a,U e t, que tornem a Equacao
4.7 verdadeira. Recorrendo ao Software Mathematica obtemos uma lista de combinagoes
par to, N(a) e N(U) que satisfazem a Equagao 4.7 e, na Tabela 9 apresentamos algumas

dessas combinagoes

(N [N(e) | ta |

1 25 |20
16 25 | 40
80 1 40

81 25 |60
256 25 |40

Tabela 9 — Alguns valores de t,, N (U) e N ().
Fonte: Autor.

Temos que um ideal principal de Ik é da seguinte forma U =< ag + a1(s0 + a2C220 +
asCay + asCyy + asChy + agCSy + a7(l, >, assim a norma desse ideal é dada pela seguinte
expressao
N(U) = N(< ag + 6114_20 + GQC220 + chgo + G4C§O + a5<§)0 + a6C260 + a7C270 >)

= [N (a0 + a1Cao + a283y + asCyy + aslay + asC3 + aglsy + arly))|

= H ai(ao + arlao + a3y + asCyy + asly + a5l + asly + arto)
i=1,3,7,9,11,13,17,19

7
- (2 <> . 9
i=1,3,7,9,11,13,17,19 j=1
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Igualando a Equagdo 4.8 aos valores de N (U) obtidos na Tabela 9, alguns ideais U

de Zk que satisfazem a Equacao 4.8 sao dados na Tabela 10.

N | u |
1 (14 Cao+ Gy + G0+ Coo + Coo +$50), (Coo + G + Co0)
16 [ (24 2C0 + ¢ + 2C0 + 2650 — Go0)s (1 + Gao — G + Gao + 2G50 — $30)
80 (1= ¢35 — Go— S0 — Con)s (Gao + Goo + 2G50 + 2650 — o)
81 (2+2G0 + G + 2C5),  $(2C5 + Coo + 2G50 + 2C350)
256 (2 + 220 + 285 + 2G50 + 2G0 + 2Co0 + 2C5), (220 + 2850 + 2C5)

Tabela 10 — Alguns ideais U de I que satisfazem a Equacao 4.8.
Fonte: Autor.

Para o elemento o, como precisamos ter o;(a) € R", tomamos o no subcorpo
maximal de K = Q((y), 0 corpo L = Q({a0 + C;OI), pois este corpo é totalmente real.
Temos que o anel dos inteiros deste corpo é Ix = Z[(a + (5] €, a base integral {1, (o +
Conts Coy + Gy Gop + G} de L, dados pelo Teorema 1.3.12. Assim, podemos escrever
a = by + by (Co + G ) + b2(C3y + Got) + 03(E3y + Gop°), e a norma desse elemento é dado

pela seguinte expressao

N(a) = 1_[ o (Do + b1 (Cao + Go') + 0a(C + Cog?) + bs(Goo + Cop))- (4.9)

i=1,3,7,9,11,13,17,19

Abaixo na Tabela 11, veremos alguns elementos s que irdo satisfazer a Equacao
4.9 e também temos que «; = 0;(c) > 0,04(cx) € R, para todo i = 1,3,7,9,11,13,17, 19.

| Mo | a |
1 (3 —2(¢% + ¢6o))
(G0 + C00)

((Ca0 + Gan') + (Goo + C30))
(1+2(Coo + Cao') + 3(C + Car”) + 2(C0 + Ca0))

(G0 + C30')
(2= (Ga0 + Coo') + (G320 + Ca))
25 (2+ (G0 + Co0') + (G0 + G))

Tabela 11 — Alguns valores que satisfazem a Equacgao 4.9.
Fonte: Autor.

Utilizando dados das Tabelas 10 e 11, apresentamos na Tabela 12 combinacoes de
a, U para termos t, desejado, e s6 entao podermos encontrar reticulados com densidade
de centro 6timo para a dimensao 8. A partir dos dados fornecidos na Tabela 12 teremos

possibilidade de obter reticulados com densidade de centro 6tima para a dimensao 8. Para

. . -1 2 2 3 -3
isso, seja 1 = (a0 + Czo ;Y2 =Co + Coo €73 =Cy + CQO .
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]/\/(Z/{)\ U \ a \N(a)\ta‘
(1+ Gao + G + 3 + Cao + G0 + Coo)
1 (G0 + G + G30) 3 25 |20
(2 + 220 + Gop + 2G50 + 2C30 — C30)
16 (14 a0 — Goo + Cao T 2650 — $ao) M+ 3 25 |40
(1= ¢ — Gog — a0 — Coo)
80 (Cao + o + 2G50 + 25 — o) 3 — 27 1 40
(2 4 2¢0 + G + 2C30)
81 (2850 + Cao + 265 + 2¢50) 1 25 | 60
(2 + 2C20 + 2¢3 + 2G50 + 2G50 + 2C50 + 2C50)
256 (2C20 + 2¢3, + 2¢5) 2—y+7 | 25 |80

Tabela 12 — Parametros que satisfazem a Equacao 4.7.
Fonte: Autor.

Observacao 4.3.1. Observe que para a dimensao 8, encontramos menos exemplos de
ideais, isso se deve ao custo computacional que ocorre para altas dimensoes devido a

quantidade elementos na base que aumenta com a dimensao do corpo.

Agora, vamos ilustrar alguns exemplos de reticulados algébricos 6timos utilizando os
dados da Tabela 12.

Exemplo 4.3.1. Seja o corpo K = Q(Co), U = (1 — 3y — 5y — Cop — o)k um ideal
de Iy = Z[Co] €, a = 3 —2(¢3) + Gf) € Ii. Temos que [K : Q] = 8, Dg = 28 5%
N(WU) =80 e N(a) = 1. Dado x € U, podemos escrever x = (1 — (3 — Cay — Cop — (3) -
(ag + a1Cop + aalay + asCay + asCay + asChy + as(Sy + arlay), onde ay, as, as, ..., ay € Z. Assim,
Tr(axZ) = 40(ag + apay — apas — 2agas — apay + 2apas + 2agar + aj + ajas — ajaz — 2a1a, —
2a1a5 + 2a1a7 + a% + asas — asas — 2a9a5 — 2a0a¢ + a% + asaqs — azas — 2asag — 2a3a7 +

ai + agas — agag — 2a4a7 + a? + asag — asar + a% + agay + ag) e, entao o trago minimo

to = min{Tr(azT);x e U,z # 0} =40, com a3 = 0,a0 = a4 = a7y = 1,a3 = a5 = ag = —1
e a; = —2. Portanto, a densidade de centro do reticulado I's = 0,(U) é dada por
1 i1
= — =~ (.06250,

) = S (Dal - M@t N @) 16

que ¢ a mesma densidade de centro do reticulado Eg.

Exemplo 4.3.2. Seja o corpo K = Q((), U = (265, + Coo + 2¢5 + 260k um ideal de
Ig = Z[Co] €, =2+ (Coo + Gog) + (Goo + Co?) € Lie. Temos que [K: Q] = 8, Dy = 2°-5°
N(U) =81 e N(a) = 25. Dado v € U, podemos escrever x = (2(5, + Cyo + 2¢55 + 2(30) -
(ag + a1 oo + a3y + asCay + aslyy + asCyy + asCSy + ar(yy), onde a1, as, as, ..., ar € Z. Assim,
Tr(axT) = 60(2a3 + Sagay + 2a] + dagas + Sajay + 2a5 + 2apas + 4aas + Sazas + 2a3 +
2apa4 + 2a1a4 + dasay + dasay + Qai + 2aya5 + 2aa;5 + 4azas + dagas + 2a§ — 2apag + 2asa6 +
2aza¢ + 4asag + Sasag + 2a§ — 2apa7 — 2a1a7 + 2aza — 7 + 2a4a7 + 4asar + dagar + 2a$)

e, entao o trago minimo t, = min{Tr(axT);x € U,z # 0} = 60, com ag = a3 = a5 =
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l,a1 = ag = —2,a7 = a4 = 0 e ay = —1. Portanto, a densidade de centro do reticulado
I'; = 0,(U) € dada por
1 ta

1
ol-) = o = — =~ (.06250,
0 = (D - M) N ~ 16

que € a mesma densidade de centro do reticulado Eg.

Seguindo o mesmo raciocinio das dimensoes 2 e 4, observamos que todas as combina-
¢oes de o, U e t, de mesma linha da Tabela 12 geram o mesmo reticulado. Por exemplo,
construindo os reticulados a partir dos ideais de norma 1 vemos que eles apresentam os
mesmos valores de coeficiente ¢ = 5 e possuem a mesma matriz de Gram. Ja os reticulados
construidos a partir dos ideais de norma 256, apresentam os valores do coeficiente ¢ = 20
e também possuem a mesma matriz de Gram. Além disso, concluimos que os reticulados
construidos a partir dos ideais de norma 256 sdo 2 vezes os reticulados construidos a partir

dos ideais de norma 1.

Comparando o reticulado construido a partir do ideal de norma 1, ((z9 + C;O + o)k,
com o reticulado construido a partir do ideal de norma 256, (2(a0 +2¢5, +2¢5 ) Ik, temos que
os respectivos determinantes das matrizes de Gram sdo det(G((Cao + 3y + Coo)lk))Ik)) =
390625 e det(G((2Ca0 + 2¢5, + 2C)Ik)) = 25600000000, ou seja, det(G((2¢a0 + 2¢5y +
2C5)1k)) = 4%det(G((Cao + C3y + Coo)Ix))Ik)). Na dimensdo 8 ndo podemos visualizar
geometricamente os reticulados, mas conseguimos analisar algebricamente que eles sao os

mesmos reticulados a menos de um fator de escala.
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Capitulo 5
Analises dos reticulados construidos

Neste capitulo vamos analisar os reticulados construidos no Capitulo 4, os quais
sao versoes rotacionadas dos reticulados mais densos nas dimensoes 2, 4 e 8, a partir de
suas matrizes geradoras e de Gram. Veremos que aplicando o algoritmo LLL na matriz de
Gram do reticulado obtemos uma matriz de base reduzida, a qual nos possibilita obter o
fator escala que expressa a razao entre os volumes dos reticulados. Estes elementos nos
possibilitam diferenciar as rota¢oes obtidas e compara-las proporcionalmente em relagao

aos reticulados mais densos nas dimensoes consideradas.

5.1 Reticulados equivalentes e razao entre reticulados

Nessa secao definiremos reticulados equivalentes e desenvolveremos algumas expres-

soes importantes para analisar os reticulados.

Definicao 5.1.1. Se um reticulado A pode ser obtido de outro reticulado A’ por rotacdo,

reflexio ou escalar, entdo dizemos que A e A’ sio equivalentes.

Sejam A e A’ reticulados com matrizes de Gram G e G’, respectivamente. Pela

Definicao 5.1.1, se A e A’ sdo equivalentes, entao
G=c-U-G B, (5.1)

onde ¢ é uma constante nao nula positiva, U é uma matriz uni-modular e B uma matriz

ortogonal. Assim,
det(G) = " - det(U) - det(G') - det(B) = " - det(G') = det(G) = " - det(G').  (5.2)

Isolando o fator ¢" da Equacao 5.2, temos

det(Q)
det(G")

=" (5.3)
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O algoritmo LLL (Lenstra, Lenstra e Lovasz) ou método de reducao de base foi ori-
ginalmente proposto em [23], tal método permite encontrar uma base reduzida constituida
por vetores proximos da ortogonalidade para um reticulado. Usando o algoritmo LLL,

obtemos uma matriz V e a sua transposta V', tal que
! 1 t
G=--V-G- V. (5.4)
c

Vimos na Definicao 2.2.5 que o volume e o determinante de um reticulado sao

relacionados da seguinte maneira:

vol(A)? = det(N). (5.5)

vol(A)
vol(A')

v~ (i) - (). 69

Logo, igualando (5.6) e (5.3), segue que

Tomando R = como a razao entre os volumes dos reticulados A e A’ temos

que

o det(G)
 det(@)

=c" =" =R (5.7)

Para as dimensoes n = 2,4 e 8, temos o seguinte

2 = (52;((2\)))2 —c¢=R (5.8)

= (55;&)))2 = c=VR (5.9)

2
& = (UOZ(A) ) = c¢=+VR. (5.10)
vol(A')

A partir das relagoes apresentadas nesta se¢do, iremos analisar nas se¢oes seguintes
os fatores de escala e as respectivas proporgoes de alguns dos reticulados rotacionados
obtidos no Capitulo 4 com relagdo aos respectivos reticulados mais densos nas dimensoes
correspondentes. Observamos que para a dimensao 2 ¢é possivel analisar os reticulados
considerados geometrica e algebricamente, o que facilita a visualizagao das proporgoes entre
os reticulados rotacionados e o reticulado hexagonal. Ja nas dimensdes 4 e 8 apresentaremos
apenas as analises algébricas. Todos os cédlculos foram realizados utilizando o Software

Mathematica.
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5.2 Comparacoes entre reticulados rotacionados na dimensao 2

com o reticulado A,

Vimos na Sec¢ao 2.4.2 e no Exemplo 2.4.2 que o reticulado A, é o reticulado mais
denso na dimensao 2 e vimos também que este é equivalente ao reticulado hexagonal Ay
apresentado no Exemplo 2.1.3. Geometricamente esses reticulados Ay e Ay podem ser
vistos nas Figuras 4 e 12, respectivamente. Neste sentido, apresentamos nesta secao, uma
comparagao de alguns reticulados rotacionados obtidos na Secao 4.1 com o reticulado

hexagonal Ag.

Uma matriz geradora My e sua correspondente matriz de Gram G g para o reticulado

hexagonal Ay sao dadas por

13 .
Mp=1 2 2 € Gu=1 1 2
10 3 1

Temos que o determinante da matriz geradora My é dado por det(My) =

3
determinante da matriz de Gram Gy é dado por det(Gy) = 1

No Exemplo 4.1.1 mostramos que o reticulado definido como I'; gerado pelo ideal
U = Glx em que Ix = Z[G], NU) = 1,aa = 1,N(a) = 1 e t, = 2, é uma versao
rotacionada do reticulado As, ou seja, é um reticulado que apresenta a mesma densidade
de centro que o reticulado A, e analogamente ao reticulado hexagonal Ag. Vamos analisar
esta versao rotacionada através da construcao das matrizes geradora e de Gram deste

reticulado. Temos que

1 43 . 1
— 2 2 _ 2
Ml s S WS b
2 2 2

sao respectivamente as matrizes geradoras e de gram do reticulado I'y com determinantes

3 3
det(M,) = - e det(Gy) = —, respectivamente. Apresentamos na Figura 19 o reticulado I'y
construido a partir da matriz geradora M; indicando os vetores que geram este reticulado

e delimitando a regido fundamental preenchida.
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*®
{ ]
&
"
[R%1 -]
we

Figura 19 — Reticulado e regiao fundamental.
Fonte: Autor.

Pela Equacao 5.2 temos que
2 3 2 3
det(Gy) = ¢ ~det(GH)=>1 =c - =c= L.

Agora, aplicando o algoritmo LLL na matriz de Gram G; obtemos uma matriz reduzida

v,
10
= ,

tal que a Equagao 5.4 é satisfeita e nos fornecendo a seguinte matriz

1
Gi=_VGVi=| | 2

onde o det(G]) = - = det(Gy). Além disso, como o volume do reticulado Ay é dado

e~ w

3 3
por vol(Ay) = - €o volume do reticulado Ay é vol(I'y) = det(M;) = \Qf’ temos pela
Equacao 5.8 que a razao
vol(T'y)
=——>= =1=c¢,
vol(Apy)
representa a proporc¢ao entre o reticulado I'; e o reticulado hexagonal Ay, sendo esta, dada

pelo fator de escala ¢ = 1. Na Figura 20 apresentamos a comparacao destes reticulados onde
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podemos observar que a regiao fundamental do reticulado I'; é igual a regido fundamental
de AH

® L ] ®
.
.
’
& & a’ a
-3 -2 -1, 2 3
A
A
& L ®
* ® b L ®
=2}
L L ® e

-3l

Figura 20 — Comparacao entre I'; e Ay.
Fonte: Autor.

No Exemplo 4.1.2 mostramos que o reticulado I'y gerado pelo ideal i = (—1+(3)Ix em
que Ig = Z[G], N(U) = 3,a = 4, N(a) = 16 e t,, = 24, é também uma versiao rotacionada
do reticulado A,. Vamos analisar esta versdo rotacionada através da construgao das

matrizes geradora e de Gram deste reticulado. Temos que

—3v?2 6 24 —12
M2 = \/7 \/7 € G2 = 3
0 -2v6 —12 24
sao respectivamente as matrizes geradora e de Gram do reticulado I'y com determinante
det(Ms) = 12v/3 e det(G) = 432, respectivamente. Apresentamos na Figura 21 o reticulado

I's construido a partir da matriz geradora M, indicando os vetores que geram este reticulado

e delimitando a regido fundamental preenchida.
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Figura 21 — Reticulado I'y e regiao fundamental.
Fonte: Autor.

3
Como det(Gy) = 7 pela Equacao 5.2 temos que

det(Gy) = ¢ - det(Gy) = 432 = * - i = c =24,

Agora, aplicando o algoritmo LLL na matriz de Gram G5 obtemos uma matriz reduzida

v,
10
V= ,

tal que a Equagao 5.4 é satisfeita nos fornecendo a seguinte matriz
! 1 t 2
Gy=—-—-V -Gy V' = 1 ,
c

onde o det(Gy) = - = det(Gy). Além disso, como o volume do reticulado hexagonal ¢é

1w

dado por vol(Ay) = \f e o volume do reticulado Ty é vol(I'y) = det(My) = 12+/3, temos

pela Equacao 5.8 que a razao

vol(Ty)  124/3
vol(Ag) ?

= =24 = c,

representa a propor¢ao entre o reticulado I's e o reticulado hexagonal A g, sendo esta, dada
pelo fator de escala ¢ = 8. Na Figura 22 apresentamos a comparacao destes reticulados
onde podemos observar que a regiao fundamental do reticulado I'y é 24 vezes maior que a

regiao fundamental do reticulado hexagonal Ay.
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Figura 22 — Comparacao entre I's e Ag.
Fonte: Autor.

Por fim, no Exemplo 4.1.3 mostramos que o reticulado I's gerado pelo ideal U =
(3 4 3¢3)Ix em que Ix = Z[G], NU) = 9,a = 5, N(a) = 25 e t, = 90, é uma versio
rotacionada do reticulado A,. Vamos analisar este reticulado através da construgao de

suas matrizes geradora e de Gram. Temos que

5 15
A= 3= 90 —45
M3 = 2 2 € G3 = ( ) )

sdo respectivamente as matrizes geradora e de Gram do reticulado I's com determinante
det(Ms) = 45V/3 e det(G3) = 6075, respectivamente. Apresentamos na Figura 23 o
reticulado I's construido a partir da matriz geradora M, indicando os vetores que geram

este reticulado e delimitando a regiao fundamental preenchida.
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201

10F

_20L

Figura 23 — Reticulado I'3 e regiao fundamental.
Fonte: Autor.

3
Como det(Gy) = 7 pela Equacao 5.2 temos que

det(Gy) = ¢ - det(Gy) = 6075 = ¢* - i = c=90.

Agora, aplicando o algoritmo LLL na matriz de Gram G3 obtemos uma matriz reduzida

v,
10
V=

tal que a Equagao 5.4 é satisfeita nos fornecendo a seguinte matriz
! 1 t 2
Gy=—--V-Gy - V' = 1 ,
c

onde o det(Gy) = = = det(Gy). Além disso, como o volume do reticulado hexagonal Ay ) é

A~ w

dado por vol(Ay) = \f e o volume do reticulado I's é vol(I'3) = det(Ms) = 45v/3, temos

pela Equacao 5.8 que a razao

vol(T'3)
R=—12 _90=
vol(Ap) “

representa a proporg¢ao entre o reticulado I's e o reticulado hexagonal, sendo esta, dada
pelo fator escala ¢ = 90. Na Figura 24 apresentamos a comparacao destes reticulados onde
podemos observar que a regiao fundamental do reticulado I's é 90 vezes maior que a regiao

fundamental do reticulado hexagonal Ag).
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—1ol

Figura 24 — Comparacao entre I's e Ay.
Fonte: Autor.

5.3 Comparacoes entre reticulados rotacionados na dimensao 4

com o reticulado D,

Vimos na Secao 2.4.3 e no Exemplo 2.4.4 que o reticulado D, é o mais denso na
dimensao 4. Apresentamos nesta secao, uma comparacao de alguns reticulados rotacionados

obtidos na Secao 4.2 com o reticulado Dy.

Uma matriz geradora Mp, e a matriz de Gram Gp, para o reticulado D, sao dadas

por

1 -1 0 0 2 0 -1 0
1 -1 0 0 0 2 -1 0

b 0 1 -1 0 b 1 -1 2 -1
0 0 1 -1 0 0 -1 2

Temos que o determinante da matriz geradora Mp, é dado por det(M,) = 2 e o determi-

nante da matriz de Gram Gp, é dado por det(Gp,) = 4.

No Exemplo 4.2.1 mostramos que o reticulado I'y gerado pelo ideal U = (—1 + (3, +
() em que Ix = Z[Cia), NU) = 1, = 3 — (12 + (1), N(a) = 36 e t, = 12, é uma
versao rotacionada do reticulado D,. Vamos analisar esta versdo rotacionada através da

construgao da matriz geradora e de Gram deste reticulado. Temos que
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Gy

S W w O
W w O W
w O W W
D W w O

¢ a matriz de Gram do reticulado I'y com determinante det(G4) = 324 e a matriz geradora
M, tem determinante det(M,) = 18.

Pela Equacgao 5.2 temos que
det(Gy) = ¢* - det(Gp,) = 324 = c* - 4= ¢ = 3.

Agora, aplicando o algoritmo LLL na matriz de Gram G4 obtemos uma matriz
reduzida V,

1 0 00
0 1 00
V= )
0 0 10
0 -1 0 1
tal que, a Equagao 5.4 é satisfeita nos fornecendo a seguinte matriz
2 1 1 -1
1 1 2 1 -1
Gy=-V -Gy V= ,
c 1 2
-1 -1 0 2

onde o det(G)) = 4 = det(Gp,). Além disso, o volume do reticulado D, é dado por
vol(Dy) = 2 e o volume do reticulado I'y é vol(T'y) = det(M,) = 18, temos que pela

Equagao 5.9 que a razao

_ vol(I'y) _ 18 3—c
vol(Dy) 2

representa a proporcao entre o reticulado I'y e o reticulado Dy, sendo esta, dada pelo fator
escala ¢ = 3, ou seja, a regiao fundamental do reticulado I'y é 3 vezes maior que a regiao

fundamental do reticulado D;.

No Exemplo 4.2.2 mostramos que o reticulado I's gerado pelo ideal U = (2 — (%),
em que Ix = Z[G2], N(U) = 9,a = 3+ ({12 + (13'), N (a) = 36 e t, = 36, é uma versdo
rotacionada do reticulado D,. Vamos analisar esta versao rotacionada através da construcgao

da matriz geradora e de Gram deste reticulado. Temos que

18 9 9 0
9 18 9 9

G5 = ’
9 9 18 9

0 9 9 18
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¢ a matriz de Gram do reticulado I's com determinante é (G5) = 26244 e a matriz geradora

M5 tem determinante det(M;) = 162, respectivamente.

Pela Equacgao 5.2 temos que
det(Gs) = c* - det(Gp,) = 26244 = ¢* -4 = c = 9.

Agora, aplicando o Algoritmo LLL na matriz de Gram G5 obtemos uma matriz
reduzida V,

o O =

0
0 -1

o = O O
_ o O O

tal que a Equacao 5.4 é satisfeita nos fornecendo a seguinte matriz

2 1

1 2
G’5=E-V-G5-Vt=

S N =

-1 -1

onde o det(Gy) = 4 = det(Gp,). Além disso, o volume do reticulado D, é dado por
vol(Dy) = 2 e o volume do reticulado vol(I's) = det(M;s) = 162, temos que pela Equagao

5.9 que a razao

_ fwol(Ts)
h= vol(Dy) 9=¢

representa a proporcao entre os reticulados I's e o reticulado Dy, sendo esta, dada pelo
fator escala ¢ = 9, ou seja, a regiao fundamental do reticulado do I's é 9 vezes maior que a

regiao fundamental do reticulado Dj,.

5.4 Comparacoes entre reticulados rotacionados na dimensao 8

com o reticulado FEjy

Vimos na Secao 2.4.4 que o reticulado Eg é o mais denso na dimensao 8. Apresentamos
nesta se¢ao, uma comparagao de alguns reticulados rotacionados obtidos na Se¢ao 4.3 com

o reticulado Fjs.

Uma matriz geradora Mg, e a matriz de Gram Gg, para o reticulado Eg sao dadas

por
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Temos que o determinante da matriz geradora Mg, é dado por det(Mg,) = 1 e

determinante da matriz de Gram Gg, é dado por det(Gg,) = 1.

No Exemplo 4.3.1 mostramos que o reticulado I's gerado pelo ideal U = (1 — CQQO —
Gy — Coo — )k, em que Ix = Z[Coo], N(U) = 80, a = 3 — 2(¢3y + &), N(a) = 1 e

t, = 40, é uma verao rotacionada do reticulado Eg. Vamos analisar esta versao rotacionada

através da construcao da matriz geradora e de Gram deste reticulado. Temos que

20 10
10 20

10
10
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10
10

0
10
10
20
10
10

0
0
10
10
20
10
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0

0
0
0
10
10
20
10
10

¢ a matriz de Gram do reticulado I'¢ com determinante det(Gg) = 100000000 e a matriz
geradora Mg tem determinante det(Mg) = 10000.



Capitulo 5. Andlises dos reticulados construidos 115

Pela Equacgao 5.2 temos que
det(Gg) = c® - det(G ) = 100000000 = * - 1 = ¢ = 10.

Agora, aplicando o Algoritmo LLL na matriz de Gram Gg obtemos uma matriz
reduzida V/,

1 0 0 0 0 0 0O
o1 0 0 0 0 00
0o 0 1 0 0 0 0O
v 0 -1 0 1 0 0 00 7
0O 0 -1 0 1 0 00
o1 0 -10 1 0O
0o -1 0 1 0 -110
0 -1 0 1 0 -1 01

tal que a Equagao 5.4 é satisfeita nos fornecendo a seguinte matriz

21 1 -1 -1 1 -1 -1

21 -1 -1 1 -1 -1

11 2 0 -1 0 0 O

ngl-V-Gth: -1 -1 0 2 1 -1 1 1 7

c -1 -1 -1 1 2 0 1 O

1 1 0 -1 0 2 -1 -1

-1 -1 0 1 1 -1 2 1

-1 -1 0 1 0 -1 1 2

onde o det(G%) = 1 = det(Gg,). Além disso, o volume do reticulado Eg é dado por
vol(Eg) = 1 e o volume do reticulado I's é vol(I'g) = det(Mg) = 10000, temos que pela
Equacao 5.10 que a razao

.| vol(T)

R =
vol(Eg)

=10 = ¢,

representa a proporcao entre os reticulados I'g e reticulado Ejy, sendo esta, dada pelo fator
escala ¢ = 10, ou seja, a razao entre a regiao fundamental do reticulado I'g é 10 vezes

maior que a regiao fundamental do reticulado Ex.

No Exemplo 4.3.2 mostramos que reticulado I'; gerado pelo ideal U = (2(5, +
Coo + 2G50 + 2G30)Tx, em que I = Z[Coo), N(U) = 81, a = 2+ (Go + Co') + (Go + Gao)s
N(a) =25 e t, = 60, é uma versao rotacionada do reticulado Fg. Vamos analisar esta
versao rotacionada através da construcao da matriz geradora e de Gram deste reticulado.

Temos que
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210 195 165 120 60 O —60 —120
195 210 195 165 120 60 O  —60
165 195 210 195 165 120 60 0
120 165 195 210 195 165 120 60
60 120 165 195 210 195 165 120
0 60 120 165 195 210 195 165
—-60 0 60 120 165 195 210 195
-120 -60 0 60 120 165 195 210

é a matriz de Gram do reticulado I'; com determinante det(G7) = 2562890625 e a matriz
geradora M; tem determinante det(M7) = 50625.

Pela Equacgao 5.2 temos que
det(Gr) = ¢® - det(Gp,) = 2562890625 = ¢ - 1 = ¢ = 15.

Agora, aplicando o Algoritmo LLL na matriz de Gram G7 obtemos uma matriz
reduzida V/,

-1 1 0 0 0 0 O
1 -2 1 0 0 0 O
1 -1 -1 1 0 0 0 O
v 1 -1 0 -1 1 0 0 O ’
o 1 -1 0 -1 1 0 O
o o0 o0 1 -1 -11 0
2 -1 -1 0 1 —-10 1
-2 1 2 -2 0 0 2 =2

tal que a Equagao 5.4 e satisfeita nos fornecendo a seguinte matriz

2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1

-1 2 1 1 0 0 0 0
-1 1 2 1 1 1 1 -1

-ty P11 210 1 0
¢ -1 0 1 1 2 1 1 -1
-1 0 1 0 1 2 1 -1
-1 0 1 1 1 1 2 -1
1 0 -1 0 -1 -1 -1 2

onde o det(G%) = 1 = det(Gg,). Além disso, o volume do reticulado Eg é dado por
vol(Es) = 1 e o volume do reticulado vol(I'7) = det(M7) = 50625, temos que pela Equagao
5.10 que a razao

L [vol(T'7)

R = =15=
vol (Eg) “
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representa a proporcao entre os reticulados I'; e o reticulado Eg, sendo esta, dada pelo

fator escala ¢ = 15, ou seja, a razao entre a regiao fundamental do reticulado I'; é 15 vezes

maior que a regiao fundamental do reticulado Ey.
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Conclusao

Neste trabalho, apresentamos uma construcao de reticulados algébricos que nos

possibilitam obter reticulados com densidade 6tima nas dimensoes 2,4 e 8.

Primeiramente, apresentamos os conceitos e principais resultados sobre algebra
moderna, tais como grupo, anéis, modulos e teoria de Galois. Em seguida, desenvolvemos
um estudo sobre teoria algébrica dos nimeros, abordando assuntos relevantes como
inteiros algébricos, trago e norma, norma de ideal, discriminante, corpo quadrado e corpo
ciclotomico. Na sequéncia, investigamos os reticulados, estudamos os principais conceitos e
resultados, tais como, matriz geradora, matriz de Gram, determinantes e empacotamentos.

Além de apresentar algumas familias de reticulados conhecidas na literatura.

Logo apds, o homomorfismo canénico (ou de Minkowski) e suas perturbagoes o, e oa,,
sao apresentados visando de definir os reticulados algébricos no R", fazendo uso de ideais
do anel de inteiros de um corpo de niimeros. Para reticulados algébricos obtidos a partir
do homomorfismo canonico ou de suas perturbacoes, foi apresentada uma expressao para
calcular a densidade de centro desses reticulados. Utilizando estes conceitos, apresentamos
uma construcao de reticulados algébricos nas dimensoes 2,4 e 8 que possuem densidade
de centro 6tima para estas dimensoes, ou seja, sao versoes rotacionadas dos reticulados
Ay, Dy e Eg, os reticulados mais densos nessas dimensoes. Esta construcao foi baseada
na construcao proposta em [3], e novos exemplos de reticulados algébricos densos nessas

dimensoes foram encontrados.

Por fim, analisamos os reticulados construidos no Capitulo 4 a partir de suas matrizes
geradoras e de Gram. Aplicando o algoritmo LLL nas matrizes de Gram do reticulados
obtemos uma matriz de base reduzida, a qual nos possibilita obter o fator escala que
expressa a razao entre os volumes dos reticulados. Estes elementos nos possibilitam
diferenciar as rotagoes obtidas e compara-las proporcionalmente em relagao aos reticulados
Ay, Dy e Eg.

Como continuidade deste trabalho, pretendemos estender a construcao utilizada

e as andlises realizadas para outras dimensoes 2", com n > 3, para obter uma familia
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de reticulados algébricos nestas dimensoes que possuam a mesma densidade de centro

de reticulados conhecidos nestas dimensoes como, por exemplo, a familia de reticulados

Barness-Wall.
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