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Resumo

Este trabalho lida com a versao da reformulagao de Béez-Duarte para a hipdtese de
Riemann (RH) no espaco H? do disco unitario: RH equivale & densidade de um certo
subespaco N. E feito um estudo de um semigrupo de operadores relacionado e seus
subespagos invariantes, envolvendo conhecimentos sobre operadores shift e algebras de von
Neumann. E determinada a fatoracio canonica das funcdes que geram N. Mostra-se que
N é denso em HP para 0 < p < 1 e que a densidade em espacos de expoente maior que
1 implica a existéncia de semiplanos livres de zeros da fungao zeta. Sao exibidas classes
de funcoes que nao possuem elementos nao nulos ortogonais a A, usando a teoria de
dualidade dos espagos de Hardy, operadores de multiplicacao ilimitados e espagos de de

Branges-Rovnyak.

Palavras-chave: analise funcional; espacos de Hardy; hipdtese de Riemann; subespacos

invariantes; operadores de Toeplitz; espacos de de Branges-Rovnyak



Abstract

This work deals with the version of Baez-Duarte’s reformulation of Riemann hipothesis
(RH) in the H? space of the unit disc: RH amounts to the density of a certain subspace
N. A study of a related operator semigroup is made, involving knowledge about shift
operators and von Neumann algebras. The canonical factorization of the functions which
span A is determined. It is shown that N is dense in H? for 0 < p < 1, and the density
in spaces of exponent greater than 1 implies the existence of a zero-free half plane for
the zeta function. Function classes possessing no non null element orthogonal to N are
exibited, using Hardy space duality theory, unbounded multiplication operators and de

Branges-Rovnyak spaces.

Keywords: functional analysis; Hardy spaces; Riemann hypothesis; invariant subspaces;

Toeplitz operators; de Branges-Rovnyak spaces
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Introducao

Os ntmeros primos podem ser pensados como os blocos usados na construgao
dos inteiros, em vista do teorema fundamental da aritmética. Surge, pois, de forma natural
a questao de entender como estes nimeros se distribuem entre os todos os inteiros. Sabe-se
desde Euclides que os primos estdao em quantidade infinita, mas é desejavel uma descrigao
quantitativa mais apurada, apesar da irregularidade desta distribuicao. Mais precisamente,
se m(x) denota a quantidade de niimeros primos no intervalo [1, x] para = > 0, procura-se

uma fungao que aproxime bem 7(x) & medida que = se torna suficientemente grande.

A primeira fungao usada para esta finalidade foi proposta por A. M. Legendre,
no fim do século XVIII, com base em extensas tabelas numéricas: 7(z) foi aproximado por
x/(logx — A), onde a constante A vale 1.08366 — é claro que o valor de A é irrelevante se
buscamos uma aproximagao relativa para 7(x). Posteriormente, C. F. Gauss conjeturou

que a fungao procurada era a integral logaritmica Li, definida por

e dt Toodt
Li(z) = lim f —i—f —, x>1,
e—0t \ J, logt 14+ logt

mas foi mal sucedido na tentativa de demonstrar sua suposicao. Dado que Li(z) logx/x — 1
quando x — o0, a conjetura de Gauss equivale a
m(z)

li =1
2o x/log x

A relagdo acima é conhecida como teorema dos nimeros primos (PNT, do inglés Prime
Number Theorem). P. Chebyshev avan¢ou em diregdo ao PNT mostrando que z/logx é
a fungao que dé a ordem correta de crescimento de 7(z): existem constantes positivas

a < 1 < b satisfazendo
m(z)

a < < b, x>0.

z/logx
Mais ainda, ele verificou que se 7(z)logz/x tem um limite no infinito, deve ser necessaria-
mente 1. A confirmacao rigorosa do PNT veio em 1896, obtida de forma independente por

J.Hadamard e C. J.de la Valée Poussin.

A demonstracao fez uso das propriedades da func¢ao ¢, estudada por B. Riemann,
aluno de Gauss, em um importante artigo publicado em 1859 entitulado Uber die Anzahl

der Primzahlen unter einer gegebenen Grésse'. Define-se ¢ inicialmente por meio da férmula

((s)zzi Res > 1. (1)

ns’

1 “Sobre a quantidade de nimeros primos menores que um dado tamanho”, em traducio livre.
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Trata-se de uma func¢do holomorfa no semiplano {s € C : Res > 1}, que pode ser
estendida — de forma tnica, pelo principio da extensao analitica — a uma aplicacao
meromorfa no plano complexo. Sua tnica singularidade ocorre em s = 1, um polo simples
de residuo 1. A propriedade crucial para o PNT era o ndo anulamento de ( na reta vertical
{se C:Res =1}.

A relacao entre a fungao zeta e os niimeros primos ja era conhecida antes de
Riemann e do desenvolvimento da teoria das func¢des holomorfas. De fato, foi L. Euler

quem introduziu ¢, definida pela expressao (1) para pardmetros reais s > 1. A férmula do

=11

p primo

produto

foi obtida por Euler, indicando que propriedades analiticas de ( se traduzem em aspectos

aritmeéticos dos primos e vice-versa.

No referido artigo de Riemann, foram estudadas as raizes de (. Existem zeros
triviais, que sao os nimeros inteiros pares negativos, enquanto os demais necessariamente
estao contidos na faixa critica {s € C : 0 < Res < 1} e sdo simétricos com respeito a reta
critica {s € C: Res = 1/2}. Em meio a estimativas para o nimero de raizes, foi deixada
uma conjetura que permanece em aberto até os dias atuais e ficou conhecida como hipotese

de Riemann (RH, do inglés Riemann hypothesis).

Conjectura. Todos os zeros nao triviais de ¢ possuem parte real igual a 1/2.

Pela simetria mencionada acima, uma afirmacao equivalente a RH é a de que ¢
nao possui zeros com parte real maior do que 1/2. Uma conjectura, a principio, mais fraca,

porém ainda nao demonstrada, é a existéncia de um semiplano livre de zeros da funcao
1
29
zeros de ¢ quando ¢ > 1 e sempre possuem quando o < 1/2. De fato, no préprio trabalho

zeta da forma {s€ C : Res > o}, onde o € ( 1). Semiplanos desta forma nunca possuem
de Riemann sao determinados os primeiros zeros nao triviais com parte imaginaria positiva,

todos com parte real 1/2.

Um dos aspectos mais importantes da hipotese de Riemann é sua relagdo com
o erro da aproximagio do teorema dos nimeros primos. Sabemos que Li(x) aproxima bem
m(x) em termos relativos, mas é desejavel conhecer a ordem assintética do erro absoluto.
Na virada do século XIX para o XX, H.von Koch demonstrou em [25] que RH implica
a seguinte condic¢ao: para alguma constante C' temos |r(z) — Li(z)| < C'v/zlogz. Como
exposto em [13, Section 5.5]*, RH é equivalente a uma estimativa, a principio, mais fraca: a
de que, para todo € > 0, |7(z) —Li(x)| < Cz?*¢/log z para todo z suficientemente grande,

onde C' > 0. Por outro lado, J. E. Littlewood mostrou em [28], de forma incondicional,

2 0 trecho citado do livro de Edwards descreve o erro relativo, enquanto aqui falamos do erro absoluto.

No entanto, as afirmacdes aqui feitas sdo equivalentes.
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que existe C' > 0 para o qual os conjuntos dos x > 0 satisfazendo, respectivamente,

C\/Elog log log x

v logloglog x
—C
log x

m(x) — Li(x) > og 2

m(x) — Li(z) <

sao ilimitados. Portanto, RH permite obter um termo de erro préximo ao menor possivel
no PNT.

Para discussoes completas sobre as propriedades de ¢ e sua importancia para a
teoria dos niimeros primos, duas fontes classicas sao as obras de Edwards [13] e Titchmarsh
[47]. Uma referéncia geral em teoria analitica dos nimeros que discute RH e o PNT em

detalhes é o livro de Montgomery e Vaughan [32].

Ao longo do século XX, dezenas de afirmagoes foram demonstradas ser equi-
valentes a hipotese de Riemann, na tentativa de demonstra-la ou, ao menos, entender
melhor sua dificuldade. Por exemplo, a obra em dois volumes [8, 9] é totalmente dedicada

a mostrar estas reformulacgoes.

Uma equivaléncia de particular relevancia para o presente trabalho foi obtida
por B. Nyman em 1950 e generalizada por A.Beurling em 1955. Trata-se de traduzir uma
questao sobre os zeros da funcao zeta em um problema de densidade em LP((0,1)), baseado
na identidade classica

1
@: 1 —J {1}xs_1dx, 0<Res<l1.

S s—1 0 (@

Aqui, {z} denota a parte fraciondria de um nimero real z, ou seja, {z} = = — [z], onde

[z] é a parte inteira de x. Segue o enunciado formal.

Teorema (Nyman-Beurling, [36, 5]). Seja 1 < p < oo e defina

f/\($):{)\}—/\{1}, ze(0,1), 0<A<1.

T T

Entao, ¢ nao se anula no semiplano {s € C : Res > 1/p} se, e somente se, a familia
{fr:0 < X\ <1} gera um subespago vetorial denso em LP((0,1)), o que ocorre se, e somente

se, a fungdo constante 1 pertence ao fecho deste subespago.

O resultado original de Nyman é caso particular p = 2, que fornece um critério
equivalente a hipotese de Riemann. Em 2002, L. Baez-Duarte publicou um refinamento
do teorema de Nyman, mostrando que a constante 1 nao precisa ser aproximada por
combinagoes lineares de toda a familia {f, : A > 1}, bastando considerar o subconjunto
enumerdvel {fi : k€ N*}. Na nossa notacao, N inclui 0 e N* = N\{0}.

Teorema (Béez-Duarte, [2]). A hipdtese de Riemann é verdadeira se, e somente se, 1
pertence ao fecho, em L*((0,1)), do subespago vetorial gerado por {fi. + k =1,2,3,...},

onde
1(1

fun(z) = {kx} - {x} ze(0,1), ke N\{0}.
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Isto ocorre se, e somente se, o referido fecho é o subespago de L*((0,1)) formado pelas

funcoes quase sempre constantes em todos os intervalos L 1) neN*.
n+1’n/’

No enunciado acima, nao é possivel que o subespaco fechado gerado pelas fi
seja todo o L?((0,1)), pois o subespaco das funcoes q.t.p. constantes em cada subintervalo
(#17 %) ¢ fechado e contém todas as fy/;. No entanto, RH ainda ¢ equivalente a densidade
do subespago gerado por uma sequéncia em um espago de Hilbert separavel. Dado que
espacos de Hilbert separaveis sao sempre isometricamente isomorfos, é possivel enunciar
critérios equivalentes a RH em qualquer destes espagos. Esta tese se baseia em uma versao

do teorema de Béez-Duarte no espaco de Hardy H?.

Introduzidos por G.H.Hardy em 1915, os espagos H? (p > 0) consistem
das fungoes holomorfas no disco unitario D cujas p-médias integrais sao limitadas. Sua
teoria, revisada sucintamente nas Secoes 1.1 e 1.2, é resultado da interacao entre medida,
integracao, analise complexa, funcional e de Fourier. O caso p = 2 é especial: f € H?
se, e somente se, os coeficientes de sua série de poténcias f(z) = >, ., f(n)z" satisfazem

Sf(n)]? < o0, 0 que dé um isomorfismo entre H? e o classico espaco de sequéncias ¢2(N).

A mencionada versao do teorema de Bdez-Duarte em H? foi obtida por
S. W. Noor, em trabalho publicado em 2019. Deste resultado partiu o esforco de pes-

quisa que resultou na presente tese.

Teorema (Baez-Duarte em H?, [35]). Seja N o subespago vetorial gerado por {hy = k = 2},

1 1 k-1
ha() = log( ”*k R ) 2eD. 2)

A hipdtese de Riemann é verdadeira se, e somente se, N' é denso em H?, o que ocorre se,

onde

e somente se, a fungdo constante 1 pertence ao fecho de N.

Por meio deste resultado, H? traz novas ferramentas para o estudo da hipétese
de Riemann. Em particular, surgem duas dire¢oes principais de trabalho. Uma delas é
centrada em subespagos invariantes e teoria de operadores, enquanto a outra se da em
torno do estudo das fungoes envolvidas individualmente e de classes a que elas pertencem,
o que em inglés se denomina function theory. Vamos agora descrever estas duas diregoes,

pontuando as contribui¢oes do presente trabalho.

Operadores e subespacos invariantes

O subespaco N do teorema de Béez-Duarte-Noor é deixado invariante por cada

W,, n =1, onde

Wof(z) =1 +z+-+ 2" f(z"), zeD, fe H”. (3)
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Os W, sdo multiplos de isometrias de H? e formam um semigrupo multiplicativo, no
sentido de que W; é o operador identidade e W,,,, = W,,W,, para quaisquer n,m € N*. O

Capitulo 2 é dedicado a estes operadores.

Na Segao 2.1, verificamos que os adjuntos W (n > 2) sao operadores universais,
ou seja, suas restrigcoes a subespacos invariantes contém multiplos de copias isométricas de
qualquer operador linear limitado que se pode definir em um espaco de Hilbert separavel.
Em vista disto, determinar os subespagos invariantes de W, pode levar a solugao do
problema do subespaco invariante (ISP, do inglés invariant subspace problem). Este é o
problema em aberto mais fundamental da teoria dos operadores, que pergunta se qualquer
operador linear limitado em um espaco de Hilbert separavel possui um subespago fechado
nao trivial invariante. Uma descricao abstrata dos subespacos invariantes de uma cépia
isométrica de W ja existe, devido a um teorema de Beurling, Lax e Halmos. Na Secao
2.1.10, sao colocadas e respondidas duas questoes particulares na direcao de tornar esta
descri¢ao concreta. Tais questoes envolvem o operador de multiplicagao pela variavel

independente
Sf(z) = zf(2), zeD, fe H?.

Mais precisamente, para cada n > 2 dado, nos perguntamos quais sao os operadores que
comutam simultaneamente com S e W, e os subespacos fechados invariantes comuns a S' e
W,. As respectivas respostas sao: os operadores de multiplicacao por constantes (Teorema

2.1.14) e as imagens de poténcias de S (Teorema 2.1.15).

Um resultado de B.Xue usa o conceito de algebra de von Neumann para
mostrar que RH vale se, e somente se, o fecho de N é invariante por todos os adjuntos
W*. Na Secao 2.2 apresentamos uma demonstragao diferente desta equivaléncia, obtida

em parceria com J. Manzur (Teorema 2.2.6 e Corolario 2.2.7).

E vélido mencionar de passagem outro problema em aberto hi décadas ao
qual os W, também se relacionam. Trata-se do problema da completude das dilatagoes
periddicas (PDCP, do inglés Periodic Dilation Completeness Problem), introduzido na
década de 1940 independentemente por A. Beurling e A. Wintner. Para o enunciado, cada

f e L*((0,1)) é identificada com sua extensdo fmpar 2-periédica a toda a reta real, a saber

f({x}) sex >0,

—f(—x) sex<0.

flz) =
O PDCP consiste em determinar as funcoes f € L*((0,1)) para as quais o conjunto de
dilatagoes {D,, f }nen+ gera um subespaco denso em L*((0,1)), onde
Duf(s) = f(nz), neN*, ze(01).

Por meio de uma equivaléncia unitaria, este problema pode ser reenunciado como a

questao de caracterizar a ciclicidade com respeito a um semigrupo de operadores em
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H? := {f € H* : f(0) = 0}. Noor mostrou que toda funcdo ciclica com respeito ao
semigrupo {W,},>1 dé origem a uma fungéao ciclica com respeito ao semigrupo do PDCP

(ver [35, Section 6]). No entanto, este tema nao é perseguido no presente texto.

Densidade e ortogonalidade

O aspecto function theory do teorema de Baez-Duarte-Noor é o tema do
Capitulo 3. A Secao 3.1 mostra que as fungoes h; sao rigidas, no sentido de que sdo
essencialmente determinadas pelo argumento de seus valores de fronteira (Proposicao
3.1.7). Como consequéncia (Coroldrio 3.1.8), A/ ndo estd contido em nenhum subespago
fechado de H? da forma © H?, onde © é uma funcéo interior — ou seja, holomorfa limitada
no disco com valores de fronteira unimodulares q.t.p. no circulo unitario — a menos que ©
seja uma constante. Se esta continéncia valesse para alguma © nao constante, a hipotese

de Riemann seria automaticamente falsa. Portanto, isto d4 um indicio a favor de RH.

As demais secoes do Capitulo 3 se ocupam das duas questoes a seguir.

« O problema da densidade. Obter topologias em H?, mais fracas do que aquela

advinda da norma, com respeito a qual N seja denso.

« O problema da ortogonalidade. Encontrar subespacos vetoriais V < H?, tao grandes
quanto possivel, que nao contenham func¢des nao identicamente nulas ortogonais a
N, ou seja, V n Nt = {0}. RH equivale a encontrar V = H?

Observamos que cada resposta parcial aos problemas acima implica imediatamente uma
versao fraca da hipotese de Riemann, ou seja, uma afirmacao implicada por RH mas que

pode ser provada incondicionalmente.

Na Secao 3.2, a topologia encontrada para responder ao problema da densidade
serd aquela herdada dos espagos H? para expoentes 0 < p < 1 (Teorema 3.2.3). A estratégia
para chegar a este resultado passa pelos operadores W, definidos em (3), que s@o continuos
em H?: é verificado que a constante 1 é ciclica com respeito a este semigrupo e esta no
HP-fecho de N, que é invariante por cada W,. A aproximacao de 1 por combinacoes
lineares das hy seguird de propriedades de invertibilidade do operador de multiplicacao
por 1 — z entre diferentes espacos de Hardy, aliadas a estimativas equivalentes ao teorema

dos ntimeros primos envolvendo a funcao aritmética de Mobius.

Quanto ao problema da ortogonalidade, a Secao 3.3 prové trés respostas. A
primeira delas, obtida por meio do resultado de densidade mencionado acima e da teoria
de dualidade dos espagos de Hardy, é V = A, o espago das func¢des holomorfas no disco
unitario com extensao continua na fecho e Holder-continua de expoente o na fronteira,

para a < 1 (Teorema 3.3.1). A segunda (Teorema 3.3.8) é
V={1-2*+c:heH?* ceC}, 12<a<1,
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que apela a resultados sobre operadores de multiplicacdo ilimitados em H? e a profunda

teoria dos espagos de de Branges-Rovnyak. A ultima resposta dada (Teorema 3.3.13) é
V={1-2h+c:heH? ceC}, 1<q¢g<2,

para a qual foi exigida uma extensao do estudo de operadores de multiplicacao ilimitados

ao contexto H?, 1 < p < 0.

Na Sec¢ao 3.4, os problema da densidade e da ortogonalidade serao relacionados
a obtenc¢ao de semiplanos livres de zeros de (. Tratam-se de resultados de colaboradores do
autor desta tese, que trazem relevancia ao contetido do restante do Capitulo 3 do ponto de
vista aritmético. Mais precisamente, por meio da introdugao de certos funcionais lineares
ligando diretamente as funcoes h;, aos valores de ¢, mostra-se que a densidade de N em
HP? implica a inexisténcia de zeros de ¢ com parte real maior que 1/p (Teorema 3.4.5). A
densidade em H' implicaria o ndo anulamento de ¢ em {Res > 1}, o semiplano do teorema
dos ntimeros primos. Por fim, se N nio contiver qualquer elemento nao nulo de algum

H?  p > 2, isto resultard (Teorema 3.4.6) no semiplano livre de zeros {Res > 1 — 1/p}.

Organizacdo do texto

Por fim, descrevemos rapidamente as partes constituintes do presente trabalho.
O extenso Capitulo 1 retine conceitos e resultados preliminares usados no restante do
trabalho. Sao trazidos conhecimentos sobre diversos espacos de func¢oes holomorfas — de
Hardy, Bergman ponderados, Dirichlet locais, de Branges-Rovnyak e Hardy em semiplanos
— bem como uma analise mais detalhada do trabalho de Noor. O Capitulo 2 trata das
questoes sobre operadores e subespagos invariantes descritas anteriormente, enquanto o
Capitulo 3 discute as propriedades das fungoes hy, densidade, ortogonalidade e a obtencao

de semiplanos livres de zeros. Ao final, segue a bibliografia consultada.
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1 Preliminares

Este capitulo retine os conhecimentos usados no restante do trabalho. As
demonstracoes da maior parte dos resultados nao serao dadas, sendo deixadas as devidas
referéncias. Sao assumidos como conhecidos os conceitos e resultados basicos de teoria da
medida, integracao, andlise complexa, analise funcional e séries de Fourier, como exposto,
por exemplo, em [15], [39] e [40]. Antes das se¢oes contendo pré-requisitos especificos,

introduzimos aqui notacoes e terminologia utilizados durante todo o texto.

Primeiro, denotam-se por N, Z, R e C para os conjuntos de nimeros naturais
(incluindo 0), inteiros, reais e complexos, respectivamente. Como j4 feito na introdugao,
o conjunto dos naturais niao nulos é denotado por N*. O disco unitario aberto, o disco
fechado e o circulo unitdrio sdo representados, respectivamente, por D, D e T. Dado o € R,

denotaremos

Co={z€C : Rez>a}.

Seré representada por z™ a parte positiva de um nimero real x, isto ¢, 7 = max{x, 0}.

Observamos aqui a seguinte desigualdade de niimeros reais:
log(1+2) <logx +log2 paratodox>1. (1.1)

Para verifici-la, notamos que a diferenga log(1 + x) —log x é decrescente, pois sua derivada

é—m<0,evalelog2 em x = 1.

Se X é um conjunto qualquer e Y < X, denotaremos por &y a funcao caracte-
ristica de Y, ou seja,

1, sexeY,

0, sexeX\Y.

§y(z) =

Se X é um espago topoldgico, o fecho de um conjunto Y em X serd por vezes denotado

Y , ou simplesmente Y quando X estiver subentendido; 0Y denota a fronteira de Y.

Neste texto, o contradominio de cada fungao, caso nao seja especificado, sera
assumido como sendo C. Se f é uma funcao qualquer e F' é um conjunto de fungoes com o

mesmo dominio de f, denota-se

gF ={g-f: feF}.

Se X é um conjunto qualquer, a algebra comutativa das fungoes continuas em X sera
denotada C'(X) — trata-se de uma &lgebra de Banach com respeito a norma do supremo
quando X é um espago topologico compacto. Se {2 é um subconjunto qualquer de C, por

Hol(Q2) sera entendido a algebra das fungdes holomorfas em algum aberto contendo €. Ao
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usar a func¢ao logaritmo, serd sempre assumido o uso do ramo principal, definido por
log z = log |z| + i arg z, z € C\(—,0].

Aqui, entende-se que o argumento de um ntimero complexo z satisfaz —7m < argz < 7.

Por vezes, usaremos a notagao assintotica O de Landau: se f, g sdo fungoes
definidas em N e g é nao negativas, dizemos que f(n) = O(g(n)) quando n — oo se existe
uma constante C' > 0 tal que |f(n)| < Cg(n) para todo n. De forma similar, define-se o

significado de f(z) = O(g(z)) quando z — 2y no caso de fun¢oes definidas em um conjunto
QcC.

A medida de comprimento de arco normalizada em T é chamada m, ou seja,
, do
dm(e) = — .
2T
A menos de mencao em contrario, L” se refere ao espaco de Lebesgue de expoente p com
respeito a m e | - |, se refere a norma de L” — para um espaco vetorial normado genérico
X, serd usado || - |x. A terminologia “log-integravel” serd usada para denominar uma
funcdo q.t.p. definida em T cujo logaritmo do valor absoluto esteja em L'. Dada ¢ € L',

denota-se por QAS(n) o coeficiente de Fourier de ordem n de ¢, isto é,

d(n) = j 6(2)= ™ dm(z)

Se f € Hol(DD), sua expansao em série de poténcias em torno da origem serd denotada

e
f(z) =, fn)z"
n=0
(esta notagao serd justificada no Teorema 1.1.7). Usando de um abuso de notagao costumeiro,
a fungdo dada por z — 2z definida em qualquer subconjunto de C é denotada simplesmente
por z. A élgebra gerada por esta funcao, ou seja, o conjunto das func¢des polinomiais,
serd denotado por P. Por 7, ou (?(N), entende-se o espago das sequéncias p-somaveis

indexadas por N.

Caso nao seja dito algo mais, o corpo subjacente a cada espago vetorial deste
texto serda o dos nimeros complexos. O ntcleo e a imagem de uma transformacao linear A
definida em um espago vetorial X sao denotados, respectivamente, ker A e AX. Assuma
que X é um espaco vetorial topolégico. O operador identidade em X é denotado Ix ou,

mais simplesmente, [. Se Y < X, spanY serd o subespaco vetorial gerado por Y, enquanto

spanY, ou spany Y, é o fecho de spanY em X. O espaco vetorial dos funcionais lineares
continuos em X serd denotado X*. O anulador de um conjunto Y < X, denotado Y1,
é o conjunto dos elementos de X* que se anulam em todo ponto de Y. Dados x € X e

¢ € X*, o valor ¢(x) serd denotado por (x, ¢y, em analogia com a notagao de produto
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interno em espacos de Hilbert — em particular, se f, g sao fungoes q.t.p. definidas em T

tais que fge L', {(f,g) é o mesmo que | fgdm. Nesta notacio, temos
T

Yi={pe X*: (r,¢)=0YreY}.

Se X é espago de Banach, a algebra de Banach formada pelos seus operadores lineares
limitados é denotada por B(X). Dado A € B(X), um subespaco invariante de A é um
subespaco fechado V < X satisfazendo AV < V; um subespaco invariante se diz nao

trivial se ndo é {0} nem todo o X. Um operador B € B(X) comuta com A se satisfaz

AB = BA.

Em um espaco de Hilbert H, o produto interno entre dois vetores x, y é denotado
{x,yyy quando se quer enfatizar o espa¢o. O complemento ortogonal de um conjunto X é
X+ — em vista do teorema de representacio de Riesz para espacos de Hilbert, existe uma
identificacao natural entre o complemento ortogonal e o anulador de X. Por vezes, por

questoes de clareza, serd escrito HO X = Hn X,

Se 21 é uma algebra de Banach com identidade I e A € 2, o espectro o(A)
é o conjunto dos nimeros complexos A tais que A — Al possui inverso em 2. Quando
A = B(H), onde H é um espago de Hilbert, todo elemento tem espectro compacto e
nao vazio. O operador A € B(H) é positivo, por definigao, se (Az,x) > 0 para todo
x € H. Isto é denotado por A > 0 e ocorre se, e somente se, A é autoadjunto (isto é,
A= A*) e 0(A) c [0, +m). Neste caso, existe um tinico operador positivo, denotado AY?2,
cujo quadrado é A. Em [40, Chapter 12], AY2 & obtido a partir do céleulo funcional para
operadores normais, que faz uso de resolucoes da identidade. Descreveremos resumidamente
outra construgdo, conceitualmente mais simples, encontrada em [16, Chapter 7. Assuma A
autoadjunto. Se p € P tem expressao p(z) = > _,ck2", entdao o operador p(A) := >;_ cx A
satisfaz [p(A)| = supye,(a)|p(t)|- Se f é uma fungdo continua em o(A) entdo existe uma
sequéncia de polindémios {p,} que converge para f uniformemente em o(A), pelo teorema
de aproximagao de Weierstrass. A sequéncia {p,(A)} é de Cauchy em B(H) e, portanto,
tem um limite f(A), que independe da sequéncia {p,,} escolhida para aproximar f e comuta
com qualquer operador que comute com A. A associagao f — f(A) é um homomorfismo
entre as algebras C(o(A)) e B(H) consistindo dos operadores autoadjuntos e se chama
calculo funcional. No caso em que A > 0, AY? é o resultado do cdlculo funcional para
flx) =V

Introduzimos ainda alguma terminologia de semigrupos de operadores. Dado
um espago vetorial topolégico X, um semigrupo (multiplicativo discreto) de operadores
em X é uma sequéncia de operadores lineares continuos {4, : n € N*} satisfazendo
Ay =1¢e A, = A,A, para quaisquer m,n. A érbita de um elemento x € X é o conjunto

{A,x : ne N*} e x se diz ciclico se sua érbita gera um subespago denso em X.
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1.1 Os espacos de Hardy do disco unitario

Esta secao se ocupa de descrever os fatos basicos sobre os classicos espagos de
Hardy H? usados no restante do texto. Entre as diversas as fontes de informacao sobre o
assunto, citamos [12, 23, 26, 33|, bem como [39, Chapter 17]. Vale também mencionar o
texto introdutério [31], que se concentra em H? e seus operadores. Primeiramente, H” ser4
apresentado como um espago de fungoes holomorfas no disco, naturalmente identificado
com um espagco de fungoes no circulo via valores de fronteira. Esta identificacdo pode ser
feita no sentido contrario pela integral de Poisson. Também, veremos que H? coincide
com o espago de fung¢oes holomorfas no disco cuja série de poténcias tém sequéncia de
coeficientes quadrado-somavel, conforme definido na Introducao. A referéncia seguida aqui
serd [33, Chapters 1-2].

Definigao 1.1.1. Dado p > 0, o espago de Hardy H?, ou H?(D), é definido por

HP(D) — {feHol(D) . sup f F(r2) P dm(z) < oo} |
O<r<l JT
Sera denotado

#1= (s [ oapam))

Define-se ainda
H*(D) = {f € Hol(D) : sup.cp|f ()] < 0},

com a norma do supremo Hf”oo = SuPze]D|f(Z)

Observagao 1.1.2. Como sera visto logo adiante, ndo ha confusao entre o uso da notacao

| - |, feito acima e sua utilizagdo para denotar a norma de L”.

Definigao 1.1.3. Dada f € Hol(D), define-se
fr(2) = f(rz), zeD, 0<r<1.

Definicao 1.1.4. Dados f: D — C e £ € T, dizemos que f*(§) é o limite nao tangencial
de f em & ou, equivalentemente, f(z) converge nao tangencialmente para f*(§) quando

z — & se para cada ¢ > 1 vale

fHE) = lim f(z)

z—E

z€S5¢(§)

quando z tende a & dentro da regido
Se(§) ={zeD: [z =& <c(l—z[)}.

Diremos que f*(§) € o limite radial de f em & se f*(&) = lim,_,- f(r€).
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Figura 1 — Regides de convergéncia nao tangencial S5/4(1), S5/2(1) e Ss5(1)

Observacao 1.1.5. Claramente a definicdo acima pressupoe a existéncia de cada limite e,
no caso da convergéncia nao tangencial, que o limite é o mesmo para cada ¢ > 0. Outra
observacao trivial é a de que um limite nao tangencial deve ser também radial. Exemplos

de regiao de convergéncia nao tangencial ancoradas no ponto 1 sao mostrados na Figura 1.

Definicao 1.1.6. Dada ¢ : T — C, a integral de Poisson de ¢ ¢ definida por

E+2
£E—2z

Mais geralmente, define-se a integral de Poisson de uma medida complexa v em T como

P[u](z)zﬁrRe(gtj) Av(€), zeD.

Pole) - [ o@re($55 ) ami),  zep,

De uma forma bastante resumida, as propriedades mais importantes dos elemen-
tos de H? e dos proprios espacos em si estao contidas no enunciado a seguir. A fatoracao

canonica, outro resultado de extrema importancia, serd o tema da Secao 1.2.

Teorema 1.1.7. Sejam f € Hol(D) e p > 0.

(a) As médias
Il = [ 1762 dn(e)
s@o crescentes com respeito ao raio r € (0,1) — por definicao, seu supremo é | f],.

(b) Sep<q<ooentao H® < H' < HP. Além disso, | f|, < ||f|, para toda f e HY.

(c) Se f € H? entdo para quase todo & € T existe o limite ndo tangencial f*(§). Se
1 < p < w entao a funcao f* assim q.t.p. definida em T estd em LP, tem série de

Fourier anof(n)emg e sua norma LP coincide com | f|,.

(d) Dado1<p <o, se peLP e d(n) = 0 para todo n <0, entio P[¢] é um elemento

de H? com série de poténcias Zfzogg(n)z” e norma H” igual a |¢|,.
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(e) Sel<p<ow,|-|, éumanorma em H? que o torna um espago de Banach. Caso
p <1, a métrica d(f,g) = ||f — gll§ dd a H” uma estrutura de F-espago, ou seja, um
espago vetorial topoldgico cuja topologia € invariante por translacoes e vem de uma

métrica completa.

(f) Se f e HP, entio

- em norma sel<p<owo,
fr—1f

na topologia fraca™ se p = 0.

(9) Se fn — f em HP entao f, — [ uniformemente em subconjuntos compactos de .

(h) As fungoes polinomiais sao densas em HP para 0 <p < oo. Em H®, os polinomios

sao densos com respeito a topologia fraca™.

(i) (Principio da subordinagao de Littlewood) Se ¢ : D — I € uma fungio holomorfa

entao

p : L o)
peir — fopeir ¢ [foely< (15 A01) 1.

Pelos itens (c) e (d) do teorema acima, a identificacao
f(z) = Zfzoanzn — (b(ew) = Zf:oaneme (1.2)
é um isomorfismo isométrico entre H” e o subespago fechado de L
HP(T) = {pe L’ : d(n)=0VYn <0}.

Uma dire¢ao de isomorfismo consiste em tomar limites ndo tangenciais (ou radiais) e outra
é o operador integral de Poisson. Assim, H” pode ser visto também como um subespaco
fechado de LP. Em particular, a topologia fraca™ a que se referem os itens (f) e (h) é aquela
que H” herda de L* = (L')*.

Daqui em diante, o mesmo simbolo podera fazer referéncia a um elemento de
H? ou a sua correspondente funcao de fronteira. Em particular, o limite nao tangencial de
uma fungao f em um ponto £ serd denotado f(£). Observe que esta discussao também

justifica a notagdo f(z) = >, f(n), introduzida na pagina 19.

Cabe aqui uma observacao a respeito da demonstracao da existéncia de limites
nao tangenciais de fungoes em H”. Em geral, primeiro demonstra-se este resultado para
p = 1 via ferramentas da analise de Fourier. A extensao ao caso p < 1 é feita a partir da

fatoracao canonica, exposta na Secao 1.2.

Observagao 1.1.8 (O caso p = 2). Se >, ylan|> < o0 entdo a série de poténcias

f(2) = Yla,z™ converge absolutamente sempre que |z| < 1, definindo assim uma fun¢ao
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holomorfa em D. Além disso, um calculo simples mostra que { | f(r2)|* dm(z) = > |a,|*r*".
Portanto, H?(ID) pode ser visto como o espaco de Hilbert separéavel das séries de poténcias
centradas na origem com coeficientes quadrado-somaveis, que é isometricamente isomorfo

a (* via a identificacio (1.2). O produto interno pode ser expresso como

gy =), f(n)gn).

Uma base ortonormal para este espago é formada pelos mondmios {z" : n € N}.

Exemplo 1.1.9. Considere p,(z) = nz" — Z;:Olzj, n = 1. Entdo, { n(nlﬂ)pn ‘ne N*}
¢ uma base ortonormal de H>.
Demonstracao. Temos
k—1 . .
n>k = <pn7pk>H2 = <_Zk7 kzk> + 2<_2J7 _ZJ> =k—k= 07
j=0

o que mostra que (p,,pr) = 0 sempre que n # k, ou seja, {p, : n € N} é um conjunto
ortogonal. Célculo elementar semelhante mostra que [p,[3 = n? +n =n(n+1) se n > 1.

Assim, o conjunto mencionado é ortonormal. Resta mostrar que seu complemento ortogonal

n—1
é trivial. Se f L p, para todo n > 1 entao nf(n) — Z f(]) =0, logo
7=0

f@) = f(0),

jo) = T _ )
f(n):f(”_l)tl"'”(o) — f(0) Vn=1,

por inducdo. Uma vez que Y| f(n)|2 = 3| f(0)]> < o, isto s6 pode ocorrer se f(0) = 0 e,
portanto, f = 0.

Exemplo 1.1.10. Dado a € R, (1 —2)® € integrdvel em T se e somente se « > —1. Assim,

(1 —2)* € H? se e somente se a« > —1/p.

Demonstracao. Observe inicialmente que

1 1 r2m 1
J dm(z) = —df
T

1— 2] 2 Jo 1 e
1 (> 1
- do
2m .Jo v/ (1 —cos6)? + sen2

1 r2m 1

I 1
= — ——df = dé
2m JO V2 —2cosf 27(\/§J;) 7/1—cosf
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Usando a regra de L’Hospital do calculo, temos

1

0 24/1 — 0 1
T AU | S |l L [P — 40,
6—0+ 3 0—0% y/1 —cosf  6—-0* sen 6 6—0+ cos fy/1 — cos @

Assim, para qualquer M > 0 existe § > 0 tal que ;——; = M /6 em (0,0) e entdo
! d d@
m —
7|1 — 2| 27rf

pois 1/6 tem primitiva log, que possui limite —oo na origem. Segue que 1/(1 — z) nao

estd em L' e, portanto, em qualquer LP para p > 1.1

Resta verificar que (1 — 2)™® é integravel no circulo para 0 < o < 1. Temos

fld ()—lrr ! d9<1JW L
1|1 — 2| T o o [(1—cosf)2+sen2d]> =~ m J, sen2f

Uma vez que
y sen’® 0 y sen 0 2* )
im = lim =
90+ f2a 0—0+ 0 ’

dado ¢ > 1, existe § > 0 tal que —iz5 < g2 Para todo 6 € (0,9), o que implica

sen2e ) T

1 1 1 [cot2e T—20
- < — ,
T|1—z|ad <J 92°‘d9+L sen2a5d9> 7r<1—2a+sen2°‘5><oo

como desejado. O

O Capitulo 3 fara uso de um resultado de limitacao do operador de multiplicacao
por poténcias de 1 — z entre diferentes espagos de Hardy. Trata-se de uma consequéncia

de uma versao menos conhecida da desigualdade de Holder [22, Theorem 13.6].

Teorema 1.1.11. Sejam 0 < r < 1 e s satisfazendo % +% = 1, de forma que s < 0.
Considere uma medida v em um conjunto X qualquer e sejam f, g funcoes nao negativas

v-mensurdveis. Se f",g° e L' (v e §yg°dv >0, entdo fge L'(v) e

[go= (Jrae) (L)

Proposicao 1.1.12. Sejam a > 0 e 0 < ¢ < p. Entao, o operador de multiplicagao por

(1 —2)"% € bem definido e continuo de H? em HY para ¢ < 1/a e p > :
Demonstragio. Considere h € HP, r = q/p e s satisfazendo (1/r) + (1/s) = 1. Note que
0<r<1les<0,deforma que estamos em condi¢des de aplicar o Teorema 1.1.11. Para
zeT, faga f(z) = |h(2)/(1 — 2)%P e g(2) = |1 — z|*". Entao,

P = [ ey s e o) =

Esta conclusdo também é obtida facilmente a partir da teoria das séries de Fourier: o lema de Riemann-

Lebesgue (ver, por exemplo, [39, p. 103]) diz que a sequéncia de coeficientes de Fourier de toda fungdo

~ e}
em L' converge para 0, o que nio ocorre para 1/(1 — z) = Dm0

1



Logo,
h(z)
(1—2)
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q p/q h p d
T (§; 11— z]ors dm(z))

e a condicao 0 < STgs dm < oo é satisfeita se e somente se aps > —1, em vista do Exemplo
1.1.10. Temos

1 1 1
aps > —1 <= ap< —=—-—-1 < £=f>ozp+1 = q<
sr q ap + 1

e a ultima desigualdade s6 pode ser satisfeita para algum p se ¢ < 1/a. Neste caso, isolando

p, temos p > ¢/(1 — agq). O resultado do enunciado segue de (1.3). O

Isolamos aqui dois casos particulares do resultado acima que serao de utilidade

no Capitulo 3. Um deles segue ao tomar o« = 1 e o0 outro, g =2 e o < 1/2.

Corolario 1.1.13. O operador de multiplicagao por 1/(1 — z) € continuo de H? em H?
para g <1 ep>q/(1—q).

Corolario 1.1.14. Se 0 < a < 1/2 entao o operador de multiplicagao por 1/(1 — z)* é
continuo de H? em H? para p > 2/(1 — 2a).

Listamos alguns resultados especificos que serao necessarios no Capitulo 3.
Seguem abaixo algumas desigualdades e estimativas sobre fungdes em H? [12, Theorems
3.15, 6.1, 6.3, 6.4].

Teorema 1.1.15 (Desigualdade de Hardy). Se f e H' entdo

& 1) _
<7|f]:-
X a <

n

Teorema 1.1.16. Sejam 1 < g < 2 e p = 2 seu expoente conjugado. Se {ay}n_, € {7,

entdo f(z) = Y, ,anz" define uma fun¢do em HP satisfazendo

[ < {an} e -

Observagao 1.1.17. O Teorema 1.1.16 é uma consequéncia imediata da desigualdade de

Hausdorff-Young da andlise de Fourier (ver, por exemplo, [39, Theorem 12.12]).

Teorema 1.1.18. Se 2 < g < w0 e f € Hol(D) satisfaz Sn9=2|f(n)|9 < o entdo f e H? e
o0

1/q
Ifle<C (Z(n + 1)"_2|f(n)|q>

n=0

para uma constante C' que depende apenas de q.

Teorema 1.1.19. Se 0 < p < 1 entdo

|f(n)| < Cn'*Yfl, YneN, VYfeH".
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Enunciamos agora a descri¢cao de (H?)* para p € (1,00) [12, Theorem 7.3] e
p € (0,1) [12, Theorem 7.5]. O primeiro caso é consequéncia da conhecida dualidade entre
espacos LP, enquanto o segundo exige, para seu enunciado, a introdugao de outras classes

de funcgoes.

Teorema 1.1.20. Dado 1 <p < w0, ¢ € (HP)* se, e somente se, existe uma g € H?, onde

1,01 _
5+5—1, tal que
o= [ sgam.  fem
T
A fungio g € unicamente determinada e satisfaz ||| (aryx < | glq-

Definicao 1.1.21. Seja ¢ : R — C uma fungdo continua e 2mw-periddica. Dado o < 1,
dizemos que ¢ € A, se satisfaz a condi¢ao de Lipschitz (ou Hélder) de expoente «: existe

C > 0 tal que
lp(z) —e(y)| < Clz —y|*  Vaz,yeR;

define-se que ¢ € A, se existe C' > 0 tal que
lo(x + h) + o(x — h) — 2¢(x)| < Ah VeeR, h>0.

Definicao 1.1.22. A dlgebra do disco, denotada A(D), € o conjunto das fungées holomorfas
em D que possuem extensdo continua a D. Dada f € A(D), dizemos que f € A, se a fungio
de fronteira @ — f(e) pertence a Ay; f € Ay se 8 — f(e) estd em A,.

Exemplo 1.1.23. Para 0 < a <1, (1 —2)% € A,.

Demonstracao. Notamos que
z=e? t=e"eT = |(1—2)*— (1 - &)
= |exp (alog(1 — 2)) — exp (alog(1 — £))|

(5 e (e 50)
expla| —— | —expla| —

R = —d ¢ —d
“off(ef 24 [ )
0 1l—w o l—w

onde a constante implicada nao depende de &, visto que exp é Lipschitz-continua em cada

regiao limitada do plano complexo. Uma vez que

(  —dw 6—dw)‘ < Z—dw)‘
expla| — —«a exp|la| ——
¢ 1—w

?—d
=eXp<aRe w)
¢ 1—w

= exp (aRelog(z — &))
=exp(alog|z —¢|) =]z =& =0O(|0 — t|*),

segue que (1 — 2)* € A,. O
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Teorema 1.1.24. Dado 0 < p < 1, todo funcional linear ¢ em HY é da forma
o= [ sgdm.  semr. (1.4)
T

para uma g € A(D) unicamente determinada. Mais precisamente, ¢ € (H?)* se e somente

se vale (1.4) com

1 1
<p<— comneN*,
n

Aijpon  s€
(n-1) Ve n+1

g €

Ay sep = N com n € N*,

n +
onde g™V denota a (n — 1)-ésima derivada.

Observacao 1.1.25. O dual de H' contém mas nao é igual a H*. De fato, os funcionais
lineares continuos em H' sdo da forma f — lim,_,;- ST fg-dm, onde g pertence ao espaco
BMOA, formado pelos elementos de H' cuja funcao de fronteira tém oscilacdo média

limitada no ciculo (consultar [19]).

1.2 O shift unilateral e a fatoracdo candnica

Esta secao expode a teoria de fatoracao de fungoes H?, que é intimamente ligada
ao operador shift unilateral. Os conceitos e resultados deste trecho sdo extraidos de [33,
Chapters 2-3].

Definicao 1.2.1. O operador shift unilateral é S : Hol(D) — Hol(D) dado por

Sf(z) =z f(2), zeD, feHolD).

O shift S é a multiplicagdo pela variavel independente. Expressando em termos
de série de poténcias,
ee}
Sf(z) =), f(n)"+".
n=0

Como um operador em espagos de sequéncias, S age como a associagao

(ao,al,ag, .. ) > (0,(10,@1, .. ) s

de onde vem o nome shift. E imediato ver que SH? < H? para todo p > 0 e a restri¢ao
S|g» é uma isometria. Daqui em diante, S poderd denotar qualquer uma destas restrigoes,

a depender do contexto.

Defini¢ao 1.2.2. Uma funcao interior é uma f € H* tal que |f| =1 ¢.t.p. em T.
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Definicao 1.2.3. Dada uma sequéncia — finita ou infinita — {z,} em D, o produto de

Blaschke associado a esta sequéncia é a funcao
1
|zn| 1 — Z02

definida no conjunto de pontos onde o produto converge. Convenciona-se que o fator

correspondente a z; € z caso z; = 0. Uma funcao interior singular é uma u da forma

E+ 2
7§ —2

onde i € uma medida de Borel em T singular com respeito a m e ce T.

u(z) = ¢ exp (- du(f)) . zeD,

Se |z| = 1 entdo |(z — 2,)/(1 — Z,2)| = 1. Portanto, produtos de Blaschke com
uma quantidade finita de fatores sao funcoes interiores. A funcgdo u associada a uma
medida singular p também ¢é interior: se A é o suporte de p entdo m(A) =0 e |u(z)] =1
sempre que z € T\ A. De fato, estes dois tipos de fungdo e seus produtos sdo essencialmente

todas as fungoes interiores possiveis.

Teorema 1.2.4. A respeito de funcoes interiores, valem as sequintes afirmacoes.

(a) Se f e H? para algum p > 0 e {z;} € sua sequéncia de zeros em D, repetidos de
acordo com suas multiplicidades, entao vale a condicao de Blaschke

D= z]) < oo, (1.5)

n

Por outro lado, se {z;} € uma sequéncia em D satisfazendo (1.5) entdo o produto
de Blaschke associado converge uniformemente em compactos e define uma funcao
interior cujos zeros sao precisamente os z;, com multiplicidade igual ao respectivo

numero de repeticoes na sequéncia.
(b) Uma fungdo interior é singular se e somente se ndo possui zeros em .

(¢) Toda fungao interior é o resultado da multiplicacio entre um produto de Blaschke e
uma funcao singular. Os fatores sao unicamente determinados, a menos de constantes

multiplicativas unimodulares.

Exemplo 1.2.5. Considere ;i = 61 a medida de Dirac em concentrada no ponto 1. A

fungdo interior singular associada €

f(z)zexp<—i+z), zeD.

—Z

Observamos que

ze T\{1} = f(z) =exp <_|212£H;|22) eT,

0 que dd uma verifica¢io direta de que |f| =1 q.t.p. no circulo.
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O teorema a seguir costumeiramente leva o nome de A. Beurling, que obteve o
caso p = 2 no artigo [4]. Este é o primeiro exemplo de resultado que traduz afirmagoes
sobre operadores e/ou subespagos invariantes em propriedades de fungoes holomorfas, o
que, historicamente, deu um grande impulso ao desenvolvimento da teoria de espacos

vetoriais de fung¢oes holomorfas.

Teorema 1.2.6. Seja 1 < p < 0. Um subespaco fechado de H? € invariante por S se e

somente se é da forma OHP = {O©f : f € H?} para alguma fungdo interior ©.

Observacgao 1.2.7. O Teorema 1.2.6 indica que o reticulado dos subespacos invariantes de
S é completamente descrito pelas fungoes interiores. De fato, ao menos no caso p = 2, esta
relacdo é ainda mais profunda: se V = BH? e B é um produto de Blaschke, a quantidade

de zeros de B coincide com a codimensao de V' (ver [31, Theorem 2.6.8]).

Definig¢ao 1.2.8. Uma fungao exterior é uma f € Hol(D) da forma

h(z) = ¢ exp (L 2 - z log k(€) dm(g)) . zeD, (1.6)

onde ce T e k é uma funcio positiva q.t.p. em T tal que logk € L.

Teorema 1.2.9. Seja 1 < p < 0. Uma funcao f € HP é exterior se e somente se é

S-ciclica. Neste caso, na representa¢io (1.6), k = |f| g.t.p. em T.

Observacao 1.2.10. Uma observagao bem simples: f é S-ciclica em H” se e somente se
fP={fp: peP}édensoem HP. Se f € H*, ambas as condi¢oes equivalem a fHP” ser

denso em HP.

Observagao 1.2.11. Mostrar a ciclicidade com respeito ao shift de uma func¢ao em um
certo H? equivale a mostrar ciclicidade em qualquer outro H? a que a mesma funcao
pertencga, em vista da forma que uma fungao exterior deve ter (Definicao 1.2.8). Em
particular, pode-se tirar vantagem do fato de H? ser espaco de Hilbert: se f € H? entdo f

é exterior se e somente se {S"f : n e N}* = {0}.

Exemplo 1.2.12. A fungio z — £ € exterior se e somente se |£] = 1.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.2.9 e a observagao que o segue, a propriedade de ser
exterior equivale & nulidade de H? ©span{S™(z — £) : n € N}. Assim, suponha que f € H?
e f L S"(z—¢&) para todo n = 0. Por um argumento imediato de indugéo, f(n) = £”f(0)
para todo n € N. Caso |¢| = 1, isto viola a convergéncia de 3| f(n)|2, a nio ser que f(0) = 0
e portanto f = 0, mostrando a ciclicidade. Caso |[£| < 1, um célculo direto mostra que
S &2 e H2©span{S™(z — £) : n € N}, de forma que z — £ ndo ¢ ciclico. O

Os resultados do enunciado a seguir podem ser encontrados em [33, Subsection
3.1.1]. Em particular, h& critérios para determinar se uma fungao é exterior, uteis quando

a verificacdo pela Definicao 1.2.8 é muito dificil.
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Proposicao 1.2.13. Valem as sequintes afirmagcoes.

(a) Se h é uma funcdio exterior, entdo h possui limites radiais q.t.p. em T. Ainda, h € H?

se e somente se a funcao de fronteira estd em LP.

(b) Se h e Hol(D) e Reh = 0 em D, entao h € exterior. Mais geralmente, h é exterior
se sua itmagem estiver contida na regiao entre duas semirretas partindo da origem

do plano complexo.

(¢) Produtos e quocientes de fungoes exteriores sao exteriores. Fungoes exteriores elevadas

a poténcias reais resultam em fungoes exteriores.

(d) Se h € Hol(D), entao h é exterior se e somente se nio se anula em D.

Exemplo 1.2.14. Para cada a € R, (1 — 2)® € exterior. Portanto, sep>1ea > —1/p

(ver Exemplo 1.1.10) entdao (1 — z)* é ciclica com respeito ao shift em HP.

Segue o enunciado do celebrado teorema da fatoracao canonica, principal
resultado desta subsecao. Ele esta enunciado para p > 1, mas sera imediatamente estendido

para p < 1 apds o estudo da classe de Smirnov na Secao 1.3.

Teorema 1.2.15 (Fatoragdo canénica). Dado 1 < p < oo, toda f € H? é da forma
f = 0Oh, onde © ¢ interior e h é exterior, sendo ambas unicamente determinadas a menos

de constantes multiplicativas unimodulares.

Definicao 1.2.16. Se f = ©h como no teorema anterior, chamaremos © e h, respectiva-

mente, de parte interior e parte exterior de f.

1.3 A classe de Smirnov

A classe de Smirnov N* é uma algebra de fun¢des holomorfas no disco unitario
que contém H?. De fato, é a maior classe onde vale a fatoracao canénica. Seguem algumas

propriedades elementares de fungoes em N*, retiradas de [33, Section 3.3].

Definicao 1.3.1. A classe de Nevanlinna N € definida por
N ={g/h : gohe H* h(z) # 0 VzeD}.
Define-se a classe de Smirnov Nt como
N* ={g/h : g,he H”, h exterior} .

Proposicao 1.3.2. Valem as sequintes afirmacoes.



Capitulo 1. Preliminares 37

(a) As classes de Nevanlinna e Smirnov sao subdlgebras de Hol(DD), satisfazendo as

inclusoes

UHPCN+CNCHOI(D).

p>0

(b) Toda fungcio em N possui limites radiais q.t.p. em T e sua funcio de fronteira é

log-integrdvel, a menos que seja identicamente nula.

(c) Toda funcio exterior pertence a N*. Mais precisamente,

N* ={gh: g interior, h exterior}.
(d) Se um produto de elementos de N™ é uma fungdo exterior, entdo cada fator é exterior.

Em particular, unidades de Nt sdo fungoes exteriores.

(e) Vale um principio da mdximo generalizado: se f,g € N* e |f| < |g| em T entdo
[fI<lg| em D.

(f) Tem-se H® = N* n [P, 1 <p < 0.

Observagdo 1.3.3. O item (c) do teorema acima diz que N* é precisamente a classe das
fungoes onde vale a fatoracao canonica na forma do Teorema 1.2.15. Em particular, isso

estende a fatoracao as fungoes em H” para 0 <p < 1.

1.4 Operadores de Toeplitz

Uma classe concreta de operadores em H? extensamente estudada é a dos
operadores de Toeplitz, que tém o shift como caso particular mais importante. Fontes
detalhadas sobre o assunto sao [11] e [34]. Nesta se¢do, enunciamos alguns resultados
extraidos de [31, Chapter 3].

Definicio 1.4.1. Denote por P, a projecio ortogonal de L* sobre H?. Dada ¢ € L™,
define-se Ty : H? — H?, chamado operador de Toeplitz com simbolo ¢, por

Tyf =P +<¢f ) :
Se ¢ € H*, T, se diz analitico, enquanto Ty é chamado coanalitico caso ¢ € H*.

Observacao 1.4.2. Um operador de Toeplitz analitico é nada mais que a multiplicagao
pelo simbolo. De fato, se ¢ € H* e f € H? entdo ¢f € H?, logo Tyf = ¢f. Em particular,

como mencionado antes, T, = S.

Teorema 1.4.3. Dado A € B(H?), as sequintes afirmagdes sio equivalentes.

(i) A =T, para alguma ¢ € L™;
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(it) S*AS = A;
(7ii) a matriz de A com respeito d base ortonormal {z" : n € N} € da forma
Chp C_1 C_9 C_3
C1 Co C_1 C_o

Co (1 Ch C—1 ---1]. (17)

3 C2 C1 Co

A

Caso A =T,, em (1.7) temos ¢, = ¢(k) para todo k € Z.

Definigao 1.4.4. Uma matriz infinita da forma (1.7) é chamada matriz de Toeplitz. Uma
matriz de Toeplitz finita € wuma matriz quadrada obtida do truncamento de uma matriz de

Toeplitz.

Teorema 1.4.5. Dado A € B(H?), A é um operador de Toeplitz analitico se e somente se

SA = AS. Neste caso, o simbolo € ¢ = Al.
Teorema 1.4.6. Para cada ¢ € L”, Ty € B(H) e [Ty = |¢]. Além disso, T} = T5.

Teorema 1.4.7. Sejam ¢, € L. Entao TyT, = Tyy caso T, seja analitico ou Ty seja

coanalitico.

1.5 Espacos de Bergman ponderados

Introduzimos aqui brevemente os espacos de Bergman ponderados, conforme
apresentados na primeira se¢ao de [21], uma ampla fonte de informagao sobre o assunto.

O objetivo é exibir um isomorfismo entre H? e um destes espacos em particular.
Definicdo 1.5.1. Dado o € (—1,0), defina sobre D a medida®
dAa(z) = (1= [2[*)* dA(2),
onde dA é medida de drea normalizada
1 1 ,
dA(z) = —daxdy = —rdrdd, z=x+iy =re?.
T 7r
Para cada p € (0,90), define-se o espago de Bergman AL por
AP = Hol(D) n LP(D,dA,) .

Denotaremos
A= A2,

Em [21], esta medida é definida com um fator multiplicativo (« + 1), que néo serd usado aqui. Claro, a
teoria qualitativa resultante permanece inalterada.

2
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Observacao 1.5.2. O espaco que originalmente levou o nome de Bergman é AZ.
Teorema 1.5.3. Dados p >0 e o > —1, valem as sequintes afirmagoes.
(a) Parap =1, AP ¢é subespago fechado de LP(D,dA,) e, portanto, espago de Banach.

Para 0 < p < 1, uma métrica completa invariante por trnaslagoes é dada por

9) = $plf — gl” dAa.
(b) A medida que r — 17, f, — f em AP,
(c) As fungoes polinomiais formam um conjunto denso em AP.

(d) Se f, — f na norma de A?, entao f, — f uniformemente em subconjuntos compactos
de D.

O espaco de interesse neste trabalho é A. Como se pode esperar, tiraremos

vantagem da estrutura de Hilbert aqui existente.

Proposicao 1.5.4. Dados n, ke N,

i 0 sen #k,
(2", 24 = 1

(n+ 1)(n+2) sen =k

Portanto, {\/(n +1)(n+2)z2" :ne N} ¢ uma base ortonormal de A e o produto interno

deste espaco pode ser expresso por

(fgoa = i . f(n)g(n)

n=0

Ainda, f € A se e somente se f € Hol(D) e Z(nfl)’&'iz 0.

Demonstracio. Se n # k entdo Sgﬂei(”_k)e df, logo

2 1 pr2m
<z”,zk>A=J f (1 — 72 thei=R0 49 rdr = 0.
T Jo Jo
Por outro lado,
G 2" = — J f (1—7*)r*"dfrdr

_ J (T2n+1 7,2n+3> dr
0
2 2 1
2n+2 2n+4 (n+1)(n+2)°

As demais afirmagoes do enunciado seguem por verificacao imediata. O
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Como mencionado no inicio da se¢ao, demonstraremos agora um isomorfismo

entre H?> e A. O enunciado e a demonstracao foram extraidos de [14, Lemma 7.2.3].
Teorema 1.5.5. Considere T : Hol(D) — Hol(D) dado por

4 —Z z
rye) - ROE]

zeD.

A restricio de T a H* é um isomorfismo isométrico entre H* e A.

Demonstracdo. Seja {4 /mpn tn = 1} a base ortonormal de H? do Exemplo 1.1.9.

Comecamos verificando que T aplica esta base em uma base ortonormal de A. De fato,

n—1 n—1
(z — Dpn(z) = nz"t — Z 2T (nz" - Z zj> =nz"" —(n+1)2" +1
j=0 J=0
+1)z" — + 1)zt
Tpn(z) = n(n+1)z" —n(n+1)z ~n(n 4 1)

z—1

/ 1 / 1 n

como se queria mostrar.

Segue que |Tf|4 = | f|l2 sempre que f € span{p, : n > 1}. Agora, seja f € H*
e tome uma sequéncia {f,} em span{p,} tal que f, — f em norma. Em particular, f, — f
uniformemente em compactos e, entao, T'f,, — f uniformemente em compactos. Por outro
lado, |T'f, — T fxlla = || fn — fl2, 0 que implica que {T'f,,} é uma sequéncia de Cauchy em
A. Por completude, T'f,, A4, g para uma certa g e, como esta convergéncia também se da
uniformemente em compactos, devemos ter g = T'f. Logo, T'f, =2 Tf e |Tf]la = |f]2.

Portanto, T é isométrico de H? em A.

Resta mostrar que a TH? = A. Basta verificar que a imagem de Ty é
fechada em A, pois ela ja contém um subespaco denso formado pelos polindmios. Seja
g =limTf,, f, € H? sendo o limite na norma de A. Por argumento semelhante ao do
paragrafo anterior, {f,} é uma sequéncia de Cauchy em H?, logo tem um limite f. Como
fn — f uniformemente em compactos, da mesma forma 7T'f,, — T'f. Dado que T'f,, — ¢

uniformemente em compactos, segue que g = T'f, ou seja, g € TH>. L]
Observagao 1.5.6. Outra expressao para o operador 7" acima é

T=D-M.,

1—=z

onde D é o operador de diferenciacao e M it é a multiplicagao por 1/(1 — z).

1.6 Espacos de Hardy em um semiplano

Listamos aqui alguns resultados relativos aos espagos H” de um semiplano,

com énfase particular no caso p = 2. Seguiremos o que é feito para o semiplano Cy em [23,



Capitulo 1. Preliminares 41

Chapter 8], mas enunciando os resultados para C, com « real genérico, visto que nosso

interesse ¢ em C, .

Definicao 1.6.1. Dado p > 0, definimos

0

HY(C,) = {7 € HOC) + [lfiey = sup [ If(ovinpar <o}

—00

Observagao 1.6.2. Devido & ndo limitacao de C,, o espago H*(C,,) das fungdes holomor-
fas limitadas no semiplano nao esta contido em H? neste caso. De fato, H” nao contém as

constantes. Observamos também que a aplicacao conforme

1
zeD«—— te

E(Co

nao envia H?(D) em H?(Cy). Assim, a teoria H” em semiplanos ¢ diferente do caso do

disco, embora, como veremos abaixo, alguns aspectos se mantenham similares.

Teorema 1.6.3. Sejam p>1 e f e H’(C,).

(a) Para quase todo t € R, existe o limite nao tangencial f*(a + it), ou seja,

ffla+it) = lin}r,t f(z)  para todo n < g :
2€C0o it (1)

onde Cy(n) = {w +71e" : >0, —n < 0 <n} € a regido conica com vértice em w e

abertura maxima 2n.
(b) A fungdo de fronteira t — f*(a +it) esta em LP(R) e

o —«

flo+it) = ifoo fH(a+ir) CErS e dr. (1.8)

(¢) As fungoes f,(t) = f(o +it) convergem na norma LP para t — f*(a + it).

Observagao 1.6.4. Segue das afirmagdes do enunciado acima que a LP(R)-norma de

t — f*(a +it) coincide com || f] mr(c.)-

A identidade (1.8) é chamada férmula integral de Poisson para o semiplano.
No caso p = 2, obteremos uma consequéncia importante: a limitacdo dos funcionais de

avaliagao.
Proposicao 1.6.5. Dado s € C,, o funcional de avaliagio em s, dado por
E(s)f = f(8)7 f € H2(Ca)7

é linear e limitado em H*(C,).
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Demonstragio. Seja s = o + it. A linearidade de E,) ¢é evidente. Para a limitacao, é

suficiente mostrar que 7 +— % define uma funcio em L?*(R), pois neste caso a

desigualdade de Cauchy-Schwarz ird implicar que
s 1/2 0
o< ([ 17 inpar) ( | o=

) 1/2
dT) < O flla2(ca) -

Note que
o—a _ Re(s—(a+ir)) 1 1 N 1
(c—a)2+it—1)2  [s—(a+in)2  2|s—(a+it) F—(a—ir)]|’

Temos )

1

s—(a+iT) 1 2 |7|—00 1 2

1 e a . ST 1

= (5 +9) !
e 1/7% é integravel em R\(—0, 0) para cada 6§ > 0. Visto que lim,_, Si(alﬂT) = Sia, podemos

2
< M :=|s — a2 sempre que |7| < M e, portanto,

escolher 6 > 0 tal que ‘ﬁ

O‘Z)
J—
[es}

s—(a+iT)

2 -4 0 12
dT<C(J +f)d7+25M<oo,
—0 1) T

como desejado. O]

Encerramos a segio exibindo um isomorfismo entre L*(0,1) e H*(C ), dado
pela transformada de Mellin. Uma demonstracao detalhada pode ser encontrada em [29,

p. 35], que se baseia em [3, p. 142].

Definicao 1.6.6. Dada f € L*(0,1), sua transformada de Mellin é definida por

Mf(s) = L f(@)z* " de, seCyp.

Teorema 1.6.7. O operador M é um isomorfismo isométrico entre L*(0,1) e H*(Cy).

1.7 Espacos de de Branges-Rovnyak

Esta secdo trata de certos espacos de Hilbert contidos em H?, que sdo o tema
principal da obra em dois volumes [16, 17], bem como do livro [43] e do artigo expositorio
[46]. Para motivar sua defini¢do, serd descrita sucintamente a constru¢ao dos chamados
espagos complementares feita em [17, Chapter 16]. Dada uma contragao entre espagos de
Hilbert A : Hy — Hs, denota-se por M(A) a imagem de A com estrutura de espago de

Hilbert “emprestada” de H; da seguinte forma:

(Az, Ay aca) = {Pler )%, Pler 4)LY) 11 5 T,y € Hy,
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onde Py 4yt € a projecao ortogonal de H; em H; © ker A. Nota-se que o produto interno
de M(A) esta bem definido, ou seja, independe da escolha de x e y. Se G < H sao dois
espacos de Hilbert, onde GG nao necessariamente herda o produto interno de H, G se diz
contrativamente contido em H se a inclusao G < H é uma contracao. Segue [17, Theorem
16.3] que isto ocorre se e somente G coincide com M (A), com igualdade tanto de elementos

quanto de produtos internos, para alguma contracao A de outro espago de Hilbert em H.

Considerando ainda uma contragao A : H; — H, dada, o operador I — AA*
é positivo e portanto tem uma raiz quadrada positiva (I — AA*)l/ 2. Define-se, pois,
H(A) = M((I — AA*)M?). Esta construcio abstrata é, entdo, aplicada ao caso particular
de um operador de Toeplitz analitico T}, cujo simbolo esta na bola unitaria fechada de
H®. Os espagos resultantes levam o nome de L.de Branges e J. Rovnyak, os autores
que os introduziram originalmente [6], mas tiveram seu estudo fortemente expandido e

aprofundado por D. Sarason [42, 41].

Definigao 1.7.1. Seja b e H®, com |b|, < 1. O espago de de Branges-Rovnyak com
simbolo b, denotado H(b), ¢ o espago de Hilbert consistindo da imagem de H* pelo operador

(I — TyTF)Y?, com o produto interno

(=TT, (I =TT g =<f.9),  frge H”.
Define-se ainda H(b) = (I — TT,) > H?.

Definigao 1.7.2. Dada be H® com ||b|o, < 1, diremos que b é um simbolo extremo se for
um ponto extremo da bola unitdria fechada de H®. Caso contrdrio, b se diz um simbolo

nao extremo.

Teorema 1.7.3. A fim de que um elemento b da bola unitdria de H® seja um ponto

extremo, € necessdrio e suficiente que
f log(1 — [b[2) dm = — .
T

O teorema acima pode ser encontrado em [23, p. 138]. A teoria de H(b) apresenta
diferencas significativas a depender do fato de b ser ou ndo um simbolo extremo. Por
exemplo, SH(b) < H(b) se e somente b é nao extremo [17, Corollary 20.20]. O caso de
relevancia para este trabalho é o dos simbolos nao extremos, onde se pode encontrar uma

classe grande de fungoes contida em #(b) [17, Theorem 24.6].

Teorema 1.7.4. Se b é simbolo ndo extremo, entao Hol(D) < H(b).

Esboco de demonstragcdo. Daremos apenas as ideias principais da demonstragao, cujos
detalhes podem ser encontrados em [17, p. 320]. Como ja mencionado, H(b) é shift-

invariante no caso nao extremo. Denotando por S, a restricao de S a H(b) verifica-se
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que S, € limitado e seu espectro é o disco unitario fechado. Assim, se h € Hol(RD) com
R > 1 entao h(S,) pode ser definido via calculo funcional de Dunford-Riesz e pertence
a B(H(b)). Por fim, verifica-se que este operador coincide com a multiplicagido por h e,
portanto, h = h(Sy)1 € H(b). O

Observacgao 1.7.5. Em [17, Chapter 25] é provado que a inclusdo Hol(D) < H(b) é, de

fato, equivalente a ndo extremalidade de b.

Introduzimos agora a nogao de par pitagorico, importante para o estudo de
H(b) no caso nao extremo. As defini¢des e resultados a seguir podem ser encontrados em
ver [17, Section 23.1, Section 23.9]. A fonte original é [45].

Definicao 1.7.6. Sejam a,b € Hol(D) tais que:

(i) a,b pertencem a bola unitdria fechada de H®;
(ii) b é ponto nao extremo;
(ii) |a|* + |b]* =1 q.t.p. em T;

(iii) a € exterior e a(0) > 0.

Nestas condigées, a € chamado parceiro pitagorico de b e (a,b) é chamado par pitagorico.

Observacao 1.7.7. Todo simbolo nao extremo b possui um parceiro pitagorico a. Basta
tomar @ na forma da expressao (1.6), com k = 4/1 — |b|? em T.

Proposigao 1.7.8. Seja ¢ € Hol(D). Entdo, ¢ € Nt se e somente se ¢ = b/a para algum

par pitagorico (a,b). Neste caso, o par € unicamente determinado.

Demonstrag¢io. Se ¢ = b/a como no enunciado entao ¢ é quociente de duas fungoes H™

com denominador exterior, logo ¢ € N*. Resta verificar a implicacao contraria.

Suponha ¢ € N*. Caso exista um par (a,b) como no enunciado, ele necessaria-

mente deve satisfazer

op = BE Lol
af = TP

P q.t.p.em T.

Assim, defina a pela expressao (1.6), com k = 1/4/1 + |¢|? e c € T tal que a(0) > 0, e tome
b = ¢ -a. Vejamos que k ¢é log-integravel e, portanto, a é exterior. Usando a desigualdade
(1.1), temos

0 < log(1 + [¢*)

= log((1 + [¢])xe/<1}) + log(1 + [8]*)x(s/=13)
<log2 +1log?2 + log(|p|*) = 2log2+2log|¢| € L',
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resultando que k£ = —%log(l + ]¢|2) e L'. Assim, verifica-se imediatamente que a e b

satisfazem as condig¢oes para formar um par pitagorico. O

Observagao 1.7.9 ([45, Remark 3.2]). Se ¢ € N* é uma funcao racional e (a,b) é o
par pitagorico satisfazendo ¢ = b/a, entao a e b sdo racionais e os zeros de a em T sao
exatamente os polos de ¢, com coincidéncia de multiplicidades. Para verificar isto, escreva

¢ =bj/a = p/q, onde p, q sdo polindmios coprimos. Entdo, em quase todo ponto de T,

1+ o2 L+[p/al® P2+ g2

| |2 1 1 |Q|2

Sendo [p|? + |g|* um polindmio trigonométrico positivo em T, o classico teorema de Fejér-
Riesz garante a existéncia de um polindmio 7 sem raizes em I tal que |r|* = [p|* +|¢|* em D.
Multiplicando por uma constante unimodular, se necessario, pode-se assumir ¢(0)/r(0) > 0.
Note que ¢/r é racional e seus zeros sdo exatamente os polos de ¢, com igualdade das
respectivas multiplicidades. Por um lado, a é a tnica funcao exterior tal que |a| = |q/7|
q.t.p. em T e a(0) > 0. Por outro lado, ¢/r é exterior pela Proposigao 1.2.13, pois é
resultados de produtos e quocientes de fungoes da forma z — £ para £ ¢ ID, que por sua vez

sao exteriores (Exemplo 1.2.12). Segue que a = ¢/r.

Proposi¢do 1.7.10. Sejam (a,b) um par pitagorico e f € H*. Entdo, f € H(b) se, e
somente se, T;f € T-H?. Neste caso, existe uma tinica f+ e H? satisfazendo Tif = Taf™.
Demonstracao. Dividiremos a demonstracao em quatro passos.

Passo 1. Se A é uma contracao em um espaco de Hilbert H, entao vale a igualdade
A*(I — AA*)YV2 = (I — A*A)V2 A%

Dado que o operador I — AA* é positivo, seu espectro esté contido em [0, 4+00)
e, portanto, a fun¢ao raiz quadrada pode ser uniformemente aproximada neste espectro
por uma sequéncia de funcdes polinomiais ¢,. Segue que ¢, (I — AA*) — (I — AA*)Y? na

norma de B(H). Agora,
A1 — AAY) = A" — A¥AA* = (1 — A*A)A*.
Por inducao, segue que A*(I — AA*)* = (I — AA*)* A* para todo k € N. Assim,
A*q, (I — AA*) = g, (I — A*A)A*

e a afirmacao pretendida segue fazendo n — oo.

Passo 2. Dada uma contragao A em um espaco de Hilbert H, um elemento x € H pertence
a imagem de (I — AA*)Y? se e somente se A*z e (I — A*A)Y?H.

Se z € (I — AA*)Y?H entdo, pelo Passo 1,

Atwe A*(I — AA*)'PH = (I — A*A)'PA*H (I — A*A)'H .
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Para mostrar a implicacio contréaria, suponha que A*z € (I — A*A)Y2H. Desta forma,
A*x = (I — A*A)Y?y para algum y € H, logo

r=AA"x + (I — AA*)x
= Al — A*A)Y?y + (I — AA*)z
= (I — AA)V2A*y + (I — AAH)Y2(I — AA")Y g
— (I — AAHY2(A*y + (I — AA)x) € (I — AAHY2H .

Passo 3. Se A e B sao operadores limitados em um espaco de Hilbert H satisfazendo
AA* = BB* entao AH = BH.

Vejamos que a aplicacdo B*x € B*H — A*x € A*H estd bem definida, ou seja,
se B*x = B*y entao A*x = A*y. De fato,

Bz = B'y — BB'z = BB'y — |A*(z—y)|? = |B*(z—p)|> =0 — A%z = A%y.

Chamemos de D : B*H — A*H a aplicacao assim definida. O argumento acima mostra
que D é isométrica (considerando nas imagens de B* e A* a norma herdada de H) e,
portanto, se estende de forma tinica a uma aplicacao linear continua do fecho B*H ao
fecho de A*H. Além disso, DB*x = A*x para todo x € H, por construcao. Estendendo D
a todo o H definindo Dz = 0 para = L B*H, segue que D € B(H) e DB* = A*, ou seja,
A = BD*. Isto implica imediatamente que AH < BH. Repetindo a construgao com A e

B trocados, segue que BH ¢ AH e, portanto, as imagens coincidem.
Passo 4. Vale a proposigao.

Comegamos observando que
15T, = Tiap = Ti_pp = 1 = T;T,

e (I — TgTb)l/ % é autoadjunto, pois é positivo. Desta forma, podemos tomar A = Ty e
B = (I — T;T;)"? no Passo 3 para concluir que H(b) = TzH?. Agora, tomando A = Tj no
Passo 2, temos f € H(b) se e somente se Ty f € H(b) = TxH?*. Segue a primeira afirmagio
do enunciado da proposicio. A existéncia de f* estd, portanto, estabelecida. A unicidade
segue do fato de que T3 é injetivo, o que ocorre porque seu adjunto 7, tem imagem densa,

visto que a é exterior. O

Observagao 1.7.11. A construgao feita no Passo 3 da demonstragdo acima é um caso
particular de um resultado devido a R. Douglas (ver [16, Theorem 7.11]): se Hy, Hy, H
sao espacos de Hilbert e A : Hi — H e B : Hy — H sao operadores limitados, entao
AA* < ¢?BB* para alguma constante ¢ > 0 (ou seja, c2BB* — AA* é positivo) se e

somente se existe C': H; — Hy linear limitado tal que |[C| < ce A= BC.
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1.8 Operadores de Toeplitz ilimitados

Esta secao tem como objetivo apresentar a conexao que os espagos de de Branges-
Rovnyak de simbolos nao extremos mantém com operadores de multiplicacao ilimitados.
Antes, precisamos introduzir fundamentos de operadores ilimitados, em particular a nogao

de operador adjunto. Este trecho do texto sera baseado em [7, Section 2.6].

Definicao 1.8.1. Um operador linear ilimitado — ou, simplesmente, operador ilimitado
— € uma transformagao linear A : dom(A) € X — Y, onde X,Y sdo espagos vetoriais
normados e dom(A) é um subespago vetorial de X. Se dom(A) é denso em X, dizemos

que A € densamnte definido. O operador A se diz fechado se seu grdfico
G(A) = {(z,Az) : x € dom(A)}
¢ fechado em X x Y.

Observacgao 1.8.2. De acordo com esta terminologia, um operador linear limitado é um
caso particular de operador ilimitado. Sendo assim, “ilimitado” neste contexto nao significa

0 mesmo que “nao limitado”.

Definicao 1.8.3. Sejam X,Y espacos de Banach e A : dom(A) = X — Y um operador
linear ilimitado densamente definido. Dado ¢ € Y*, dizemos que ¥ € dom(A*) caso o
funcional linear x — (Ax, 1) seja limitado em dom(A). Neste caso, define-se A*)) como a
tnica extensdo linear limitada deste funcional a todo o X. O operador ilimitado A* assim

definido se chama o adjunto de A.

Observacgao 1.8.4. A densidade de dom(A) em X assegura a unicidade e, portanto, a
boa definigao de A*¢. Além disso, segue da definigdo que 1) € dom(A*) se, e somente se,
existe ¢ € X* tal que (x, ) = (Ax, 1) para todo x € dom(A), caso em que ¢ = A*). Em

outros termos, o operador adjunto é definido pela equacao
(x, A%y = (Ax,¢) Ve dom(A), 1 € dom(A*).

Por fim, se A é limitado entdo A* também o é e suas normas de operador coincidem (ver
[7, p. 44]). Com isto, a definicdo acima estende a nog¢ao usual de ajunto de um operador

limitado em um espacgo de Hilbert.

Segue a prometida conexao entre operadores de Toeplitz ilimitados e espagos
H(b). A referéncia ¢ o trabalho de Sarason [45] (ver também [17, Section 23.9]).

Defini¢ao 1.8.5. Dada ¢ € Hol(D), o operador de Toeplitz com simbolo ¢ é definido no
dominio

dom(Ty) = {f e H?: ¢f € H?}

pela expressao Tyf = ¢f.



Capitulo 1. Preliminares 48

Proposicao 1.8.6. Seja ¢ € N* e considere o par pitagdrico (a,b) tal que ¢ = b/a.

(a) O dominio de Ty é aH*.

(b) O dominio de T} é H(b).
Demonstragcao. Demonstremos as duas afirmagoes acima.

(a) Se f e H? entdo ¢af = bf € H? logo af € dom(Ty). Assim, aH? = dom(T}). Para
mostrar a inclusdo contraria, suponha que f € dom(7y), ou seja, ¢ f € H?. Entéo,

q.t.p.em T,

> |f2(b2 + Jaf?)

jal?

=lofP +f*elt . flaeL®.

!
a

Como f/a € N*, segue da Proposicao 1.3.2-(f) que f/a € H? ou seja, f € aH>.
Assim, dom(T}) = aH>.

(b) Dada f e H?, temos a seguinte cadeia de equivaléncias:

fedom(T)) < 3ge H? : (h,g) = (Tyh, f) Vh e dom(Ty) = aH>
= 3ge H* : {a),g) = (pap), [) V¢ € H’
= dge H* : (Y, T)g) =T, fy Ve H’
— dge H? : (¢, Trg) = W, Tyf) Vo € H
— dge H?* : T;f = Tag.

Pela Proposicao 1.7.10, a dltima condigao acima quer dizer precisamente que f € H(b)
¢ g = f*. Desta forma, dom(T}) = H(b). O

Observagao 1.8.7. Nota-se que a funcao g da demonstracao acima também coincide com
T} f. Portanto, T f = f*.

Encerramos a se¢cao com um exemplo concreto de espaco de de Branges-Rovnyak,

que sera relevante neste trabalho. Dado a > 0, denote

1
(67 Z = ) Z e ]:D), 19
6ul2) = T (L9)
e seja (aq,bs) 0 par pitagérico associado. Aqui, nosso interesse é no caso 0 < a < 1. O

resultado a seguir foi retirado de [27, Theorem 3.2].?

3 O resultado de Lanucha e Nowak de fato caracteriza H(b,) para todo a > 0, mas este trabalho faz uso

apenas dos casos a € (0,3) e a € (3,1].
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Proposicao 1.8.8. Temos

(1—2)*H? se0<a<1/2,
H(by)2)

H(ba) = dom(T5 ) = (1—2)YV2H? sea=1/2,
(1-2)*H*+C sel/2<a<3/2.

Em particular, tomando a = 1 temos dom(77);_,)) = (1 — 2)H? + C = Dy,

que é o espaco de Dirichlet local em 1, que veremos na préxima segao.

1.9 Espacos de Dirichlet locais

Apresentamos agora outra classe de espagos de Hilbert de fungoes holomorfas:
os espagos de Dirichlet locais, que sao tratados em detalhes em [14, Chapter 7]. Como

veremos adiante, eles coincidem com espagos de de Branges-Rovnyak.

Definicao 1.9.1. Seja v uma medida de Borel positiva em T. Define-se a integral de

Dirichlet com respeito a v como

DN = [ IF@PPRIE)AAG). = Hol(D).
O espago de Dirichlet com respeito a v é
, ={f€HolD):D,(f) <oo}.

No caso em que v = 0¢ € a medida de probabilidade concentrada no ponto § € T, denotam-se
De(f) = Ds.(f) e D¢ = Ds,, e D¢ é chamado espago de Dirichlet local em §.

Observacgido 1.9.2. A expressdo |D,|* = | |5 + D,(f) define uma norma em D, que o

torna um espacgo de Hilbert. No entanto, nao sera feito uso disto no trabalho.

Observagao 1.9.3. Espagos de Dirichlet locais sdo maximais (em rela¢do a inclusao)
entre os D, com respeito a medidas que contenham atomos, ou seja, pontos £ tais que
v({¢}) > 0. De fato, se ¢ = v({{}) > 0 entdo p = v — ¢d¢ é uma medida positiva, logo

1

6 = ¢ (v —p) < ¢ 'v, de forma que

feD, = D(f)<c 'Dy(f)<w = feD: .. D,cD.
Os elementos dos espagos de Dirichlet locais possuem uma caracterizacao
concreta. Seu enunciado, dado a seguir, pode ser encontrado em [14, Theorem 7.2.1].

Teorema 1.9.4. Sejam f € Hol(D) e € € T. Entdo, f € D¢ se e somente se existem c € C
e ge H? tais que
f(z)=(€—=2)g(z) +¢,  zeD.
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Demonstracao. Comegamos observando que nao ha perda de generalidade em considerar

¢ =1, em vista da mudancga de variavel z — £z. Agora, por definicao,

f/
1—2

1— |2
[1— =7

€A,

dA(z) < 0 =

feD Llf’(Z)l

onde A ¢é o espaco de Bergman ponderado da Segao 1.5. Em vista do Teorema 1.5.5, isto

ocorre se e somente se f'/(1 — z) = Tg para alguma g € H?. Notando que

1ot - BS2HEL )~ 1129 = 1) = (-0 e

segue o resultado. O]

Espacgos de Dirichlet com respeito a medidas finitamente suportadas coincidem
com espagos de de Branges-Rovnyak com simbolos racionais. O enunciado a seguir foi
retirado de [10, Theorem 4.1, Lemma 4.2, Lemma 4.3].

Proposigao 1.9.5. Sejam (a,b) um par pitagorico e pu uma medida de Borel positiva em
T. Suponha que a e b sdo racionais. A fim de que seja vdlida a igualdade D, = H(b), é
necessario e suficiente que 0s zeros A1, ...\, de a em T sejam todos simples e o suporte

de p seja exatamente o conjunto destes zeros. Neste caso, ambos o0s espagos coincidem com
{p+TTL (== \)g g e H?, pe span{=7}id

Como consequéncia imediata do resultado acima, juntamente com a Proposicao

1.8.6 e a Proposicao 1.7.9, temos o seguinte.

Corolario 1.9.6. Suponha que ¢ € Nt é uma fungdo racional cujos polos \i,..., A\,
em T sdo todos simples e p é uma medida suportada em {1, ..., A\,}. Entdo, dom(T})
coincide com D, = H?=1<Z — N)H? + span{l, z,..., 2" '}. Em particular, se { € T e
P(z) = 1/(§ — 2), entdo dom(T}) = Dg.

Observagao 1.9.7. Em [44, Proposition 2], Sarason mostrou a igualdade D¢ = H(b), onde
(a,b) é o par pitagérico associado ao simbolo ¢(z) = 1/(¢ — z). As normas destes espagos

também coincidem. A Proposicao 1.9.5 é, na verdade, uma extensao deste resultado.

1.10 Estimativas da teoria dos niimeros

Este trabalho faz uso de algumas estimativas envolvendo fung¢oes aritméticas.
Comecamos com a definicdo da funcao de Mobius e o enunciado de sua propriedade mais

fundamental [1, Theorem 2.1].
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Definicdo 1.10.1. A fungdio arimética de Mobius p: N* — C € definida por

1 sen =1,
p(n) = (=1)F  sen é o produto de k primos distintos,
0 caso contrario.

Teorema 1.10.2. Para n € N¥,

1 sen=1,

Zﬂ(d) = 01 =
din

0 sen>1

onde 6, € o delta de Kronecker e o somatdrio se estende sobre os divisores de n.

Cada uma das identidades do enunciado a seguir nao s6 é valida como equivale
ao teorema dos nimeros primos. Uma destas equivaléncias é demonstrada em [32, p. 248]

e a outra, em [32, Exercise 6.2.16, Exercise 8.1.4].

Teorema 1.10.3. Valem as identidades

S0y, §alosk

A dltima estimativa necessaria diz respeito ao numero de divisores de um
nimero natural. Ela é demonstrada em [1, p. 296] como consequéncia do teorema dos
nimeros primos, mas o exercicio 13.13 da mesma referéncia verifica sua validade de forma

elementar.

Teorema 1.10.4. Seja d(n) a quantidade de divisores positivos de um nimero natural n.
Para todo € > 0, d(n) = O(n®).

Observagao 1.10.5. A afirmagao deste teorema é equivalente a d(n) = o(z°) para todo
e > 0, visto que n° = o(n®) quando 0 < & < e. Uma estimativa mais refinada pode
ser encontrada em [20, Chapter 18]: dado ¢ > 0, d(n) < 20Fe)/leen/loglogn oy todo n

1—¢)

suficientemente grande, mas d(n) > g(1=e)logn/loglogn ha1q yuma quantidade infinita de

naturais n. No entanto, este trabalho fara uso apenas do Teorema 1.10.4.

1.11 A versio H? do teorema de Biez-Duarte

Esta secao ¢ dedicada ao resultado central para esta tese, a versao de Noor
do critério de Baez-Duarte para a hipdtese de Riemann em H?, obtida e explorada no
artigo [35]. O enunciado, ja dado na Introducao, serd repetido, por questoes de referéncia.

Algumas notagoes que serao adotadas até o final do texto: N = span{hy, : k > 2}, onde

1 1 k-1
hi(z) = log( ~|—z~|—k Tz ), zeD, k=2,

1—=2
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1 k=1
gk<z>=<f—s>hk<z>=1og( Prhers ) e k>2,

Wof(z) = (1424 -+ 2" f(2"), 2eD, fe H* neN*.

Como j& mencionado, W = {W,, : n € N*} é um semigrupo em B(H?) e W,N < N. A

invaridncia de N é consequéncia da igualdade
thk = hnk — hn, n, k = 2, (110)
verificada por calculo direto.

Teorema 1.11.1 ([35, Theorem 8]). A hipdtese de Riemann é verdadeira se e somente
se N é denso em H?, o que acontece se e somente se o fecho de N contém algum vetor

W-ciclico.

Observacao 1.11.2. A funcao constante 1 é ciclica com respeito ao semigrupo W em
todo H?, p > 0. Isto segue de dois fatos. O primeiro é que a érbita de 1 por W, a saber
{14+2+---4+ 2" : neN*}, gera o subespaco dos polinémios, que é denso. O segundo
¢ a continuidade de cada W,. De fato, o operador de composicao f — f o ¢,, onde
©n(z) = 2", é continuo pelo principio da subordinacdo de Littlewood (Teorema 1.1.7-(i))
e a multiplicacdo por 1 + z + --- 4+ 2"~ ! também é continua, pois o simbolo é limitado.
Assim, W,, é a composicao de dois operadores continuos. Portanto, ' é denso em qualquer

HP se e somente se seu fecho contém 1.

Introduziremos aqui alguns espacos de Hilbert intermediarios e seus isomor-
fismos isométricos que permitem obter o teorema de Noor a partir do resultado de
Béez-Duarte. Uma exposicao detalhada, incluindo todas as demonstragoes dos resultados
abaixo, pode ser vista nas sec¢oes 2.2 e 3.1 da dissertacao [29]. As notagoes introduzidas

no resto desta secao serao mantidas até o fim do texto.

Teorema 1.11.3 ([3, Theorem 2]). Considere as fungoes dadas por

E(s) = > Gr(s) = (k7° — k_l)gé(g), ke N* Res > ;

As funcgoes acima pertencem a HQ((CW). Além disso, a hipdtese de Riemann vale se e

somente se E € spanHz(Cl/2){Gk}ZO:1.

Teorema 1.11.4 ([2, Theorem 1], [3, Theorem 7]). Seja V o subespaco fechado de L*(0,1)

formado pela funcoes que sdo q.t.p. constantes em cada subintervalo (n+r1’ %), n € N*,

Considere

1 1 (1
Uk(x):{k:x}_k{}’ keN, k=2, z€(0,1).

Xz

Sao equivalentes as sequintes afirmagoes:

(i) vale a hipétese de Riemann;



Capitulo 1. Preliminares 53

(ii) a constante 1 estd no fecho de span{vy}i, em L*(0,1);
(iii) spanpzpf{ve © k=2t =V

Observacgao 1.11.5. Notamos inicialmente que precisamos de k > 2 no enunciado acima,
pois v; € a fungao nula. Para uma rapida verificacdo de que vy € V, lembramos da definicao
{t} =t —|t] para todo ¢ real. Assim,

1 1 1 n 1 n+1
<r<— = n<-<n+1, <
n+1 n x

= [ol= [&]-1
= =g 3] 5 -l - )
)-

garantindo que v, é constante em (

>~ |
8
=

Ll
+1’n

Observacgao 1.11.6. A equivaléncia entre os itens (7) e (i) do teorema acima consiste
em mostrar que M1 = E e Muv, = —Gy, onde M é a transformada de Mellin, e usar a
propriedade de isomorfismo isométro do Teorema 1.6.7. Para mostrar a equivaléncia com

a condicao (%), constroi-se um semigrupo que deixa span{vy} invariante e tem 1 como

vetor ciclico.

Observagao 1.11.7. Para cada f €V e n € N*, defina U f(n) como sendo o valor que f

assume q.t.p em (L 7) Entao,

n+1’
U
17 o = 2 071

Portanto, isto define um isomorfismo isométrico U entre V e o espago que serd chamado

‘H, cuja estrutura de Hilbert é dada pelo produto interno

o0

¥ ok = )

n=1

anbn
nn+1)"

Notamos que 7y := Uvy (k = 2) é a sequéncia periddica
1 2 k-1 1 2 k—1
e ) s P | P
(k,”]{f’ k Y ’k”k” k Y Y )
ey:=U1)=(1,1,1,...).

Teorema 1.11.8 ([3, Theorem 1]). Sejam v e v como acima. Entdo, sio equivalentes:

(i) wvale a hipétese de Riemann;

(i) -y € Spany{ Yk} jeos

(7ii) span{~vy : k = 2} é denso em H.
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E a partir deste enunciado que o Teorema 1.11.1 é obtido em [35, Section 2]. A

estratégia ¢ usar mais isomorfismos isométricos e identificar os vetores correspondentes.

Proposicao 1.11.9. A associagio

e}
U(ay,as,as,...)(z) = ZanHz", zeD,
n=0
define um isomorfismo isométrico W : H — A, onde A é o espago introduzido na Defini¢io
1.5.1.* Além disso, Uy = R e Uy, = Ry, onde

1 1 d .
R(Z>—1_Zu Rk(Z)—l_Za[log(lnLZvLerz )], zeD, k>=2.

Proposicdo 1.11.10 ([35, pp. 247-248]). Seja T : H* — A o isomorfismo do Teorema
1.5.5. Entao, Thy = R e T1 = —R.

Os espagos e aplicagoes lineares envolvidos nesta discussao sao apresentados
esquematicamente na Figura 2. Enunciamos a seguir alguns resultados de [35], que serdo

fortalecidos nas secoes 3.2 e 3.3 deste trabalho.

Proposigao 1.11.11 ([35, Lemma 11]). Vale a igualdade

ZMk)gk:l—z,

k=2 k

com convergéncia na norma de H?.
Teorema 1.11.12 ([35, Theorem 9]). O subespaco gerado por {gy, : k = 2} é denso em H*.

Teorema 1.11.13 ([35, Theorem 10]). Com respeito a topologia da convergéncia uniforme

em compactos, N' é denso em H>.

Teorema 1.11.14. Vale que N* ~n D, = {0}. Em particular, nenhuma fungiao holomorfa

em vizinhancas de D é ortogonal a todas as hy, a ndo ser que seja identicamente nula.

Os dois 1ltimos resultados acima sao versoes fracas da hipotese de Riemann e
dao respostas parciais a questoes levantadas na Introducao. O Teorema 1.11.13 responde
ao problema da densidade, enquanto o Teorema 1.11.14 visa o problema da ortogonalidade.

Como ja dito, no Capitulo 3 estas respostas serao fortalecidas.

Esta secao termina com um resultado contido mas nao enunciado no trabalho
de Noor. Trata-se de uma observacao imediata, mas interessante, relacionando RH com

invariancia pelo shift.

4 Esta afirmacdo é uma consequéncia imediata da Proposicio 1.5.4.
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we) = {5 t-1{3} Guls) = P i
Mf(s) = [} f(z)z* " da
Vv C L*0,1) o H*(Cyp)
1 E(s) = %

112

Uf ={an}nz1
fl(# l) = an q.t.p.

n+1l’n

H = (2 (N; %)

(n+1)(n+2)

’\/:(171717)

Y({an}) =300 ant12"

>~

Ri(z) [log(1+z+..‘+zk71)]’ () log(%)
A = H*(D)
R(Z) - 1iz 1

Figura 2 — Espacos envolvidos na versio H? do critério de Baez-Duarte

Corolario 1.11.15. A hipdtese de Riemann é verdadeira se e somente se o H*-fecho de

N é S-invariante.

Demonstracio. Se vale RH entdo, pelo Teorema 1.11.1, N' = H?, que é obviamente
S-invariante. Por outro lado, se A/ ¢ invariante por S entdo ele deve conter todas as

gr = (I — S)hy, e portanto ser todo o H?, pelo Teorema 1.11.12. ]

Observagao 1.11.16. A afirmacao demonstrada por este corolario pode ser fraseada na
seguinte forma: o menor subespaco fechado S invariante de H? contendo todas as hy, é

todo o H?. Isto serd fortalecido na Secao 3.1.
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2 Subespacos invariantes

Este capitulo é focado no semigrupo W = {WW,, : n € N*}, uma vez que cada
um de seus elementos deixa N invariante, de acordo com o que foi discutido na Secao
1.11. Na Secao 2.1, é mostrado que os W,, sao multiplos escalares de operadores shift de
multiplicidade infinita e portanto seus adjuntos sao universais. A Secao 2.2 apresenta
um critério equivalente & hipétese de Riemann devido a B.Xue [49]. Trata-se de uma
consequéncia do fato de que a tnica algebra de von Neumann que contém todos os W,, é
B(H?), para o qual é dada uma nova demonstracio, feita em parceria com J. Manzur. Os
pré-requisitos sobre operadores shift e algebras de von Neumann serdo introduzidos em

cada se¢do, na medida do necessario.

2.1 Os operadores W,, como shifts

O problema do subespaco invariante (ISP), descrito na Introdugao, pergunta
se todo operador linear limitado em um espaco de Hilbert separavel deixa invariante
um subespaco fechado préprio nao trivial. Multiplos dos W, pertencem a uma classe
especial de isometrias, os operadores shift, e seus adjuntos sdo universais. Veremos a
relacao destes fatos com o ISP e colocaremos duas questoes relacionadas, para as quais sao
dadas respostas parciais. Iniciamos com conceitos e resultados preliminares, retirados de
(38, Chapter 1]. Aqui, H denota um espago de Hilbert separdvel dado — o espago de Hardy

H? poder ser chamado H?*(D) quando houver algum perigo de confusdo na notacao.

Definigao 2.1.1. Um operador U € B(H) é um shift se é uma isometria e (U*)"x — 0

para todo x € H. A multiplicidade de um shift U € a dimensdo de ker U*.
Teorema 2.1.2. Uma isometria U € B(H) é um shift se e somente se (\._,U"H = {0}.

Teorema 2.1.3. Dois operadores shift sdo unitariamente equivalentes se e somente se

téem a mesma multiplicidade.

Exemplo 2.1.4. Considere a soma direta de espacos de Hilbert (*(H) = ®°_,H e o
operador Sy : (*(H) — (*(H) dado por

SH(.l’o,l'l,iL'Q,xg, .. ) = (O,xo,xl,x2, .. ) .

Entao, Sy € um shift de multiplicidade dim H. Portanto, todo shift de multiplicidade n —
finita ou nao — é unitariamente equivalente a Sy, onde dimyg = n. Em particular, Sc é

unitariamente equivalente ao shift S de H*(D).
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Definigao 2.1.5. Um operador U € B(H) € universal se para qualquer A € B(H) existirem
um subespago V' de H, invariante por U, e um ¢ € C tais que Uly é unitariamente

equivalente a cA.

Teorema 2.1.6. Suponha que A€ B(H), |A| <1, A"x — 0 para todox € H eU € B(H) é
um shift de multiplicidade maior ou igual a dim (I — A*A)HH. Entao, existe um subespago
V', invariante por U*, tal que U*|y é unitariamente equivalente a A. Em particular,
(considerando miltiplos escalares de A, se necessdrio), o adjunto de qualquer shift de

multiplicidade infinita é universal.

O resultado enunciado abaixo é retirado de [38, Section 1.12], onde é chamado
Teorema de Beurling-Lax. Trata-se de uma descri¢ao abstrata dos subespagos invariantes

de um operador shift que generaliza o Teorema de Beurling (Teorema 1.2.6, p = 2).

Definigao 2.1.7. Um operador A € B(H) se diz parcialmente isométrico se sua restri¢io

a (ker A)* ¢ uma isometria.

Teorema 2.1.8. Dado um shift U € B(H), um subespagco V' de H é U-invariante se e

somente se V = AH para algum A € B(H) parcialmente isométrico que comuta com U.

Observacao 2.1.9. Vejamos o que o Teorema 2.1.8 diz no caso particular em que
H = H*(D) e U = S. Ou seja, devemos encontrar os A € B(H?) que comutam com S
e sdo parcialmente isométricos. Pelo Teorema 1.4.5, os operadores que comutam com S
sao precisamente os T}, onde ¢ € H*. Destes, os que sdo parcialemte isométricos devem
necessariamente isométricos, pois ker T,, = {0}. Se ¢ é uma funcdo interior, entao T} é
isométrico, como se pode verificar diretamente. Vejamos que vale a afirmacao reciproca.

Se Ty ¢ isométrico entdo, por um lado, |¢| <1 q.t.p. em T (Teorema 1.4.6) e, por outro,

L<1—|¢|2>dm: L Jo2=1- 12 =0,

implicando que |¢| = 1 q.t.p no circulo, ou seja, ¢ é interior. Assim, a conclusdo do

Teorema de Beurling-Lax neste caso concorda com o Teorema 1.2.6.

O restante da se¢ado apresenta contribui¢ao nossa. Vejamos que para cada n > 2
o operador W,, é multiplo de um shift de multiplicidade infinita. Para tanto, é ttil verificar

a acdo de W, em cada f € H? em termos dos coeficientes da expansao f = Z f (k)2
keN

Wof(z)=(1+z4+ - +2"Hf(z") = Zkoozof(k)(l + 2 2T

Segue que

W, f(z) = i Fll) (2™ + 2+ o g (DT (2.1)
k=0
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ou seja, a sequéncia de coeficientes da expansao de Taylor-Fourier de W, f é da forma

(f(()),...,f(Oz,f(l),...,f(l),...,f(k),...,f(k),...).

i v R
n componentes n componentes n componentes

O préximo passo é identificar o adjunto de W,,. Dadas f, g € H?, pela expressio
de W, f obtida acima,

(1 W20) = (Wof.g) = 32 F(0) (F00) + Gk + 1) + -+ 3nh 1)~ 1)

e portanto, dado que W g é unicamente determinado pelos seus produtos internos com

elementos arbitrarios de H?,

0

Z (nk) + g(nk + 1) + -+ g(n(k + 1) — 1)) 2~. (2.2)

Em outros termos, a sequéncia dos coeficientes da expansao de W*¥g tem a forma

(90)+ -+ 9k —1), 9(k) + -+ G2k —1), ..., g(nk) + -+ g(n(k+1) 1), ...).

Estes calculos podem ser levados um pouco mais adiante: das equagoes (2.1) e

(2.2) segue que

W*W, f = Z f() ()+---+f(k2)zk=nf(z).

n parcelas

Assim, W*W,, = nl e portanto n~Y2W,, é uma isometria de H>.

Teorema 2.1.10. Para cada n = 2, n=?W,, é um shift de multiplicidade infinita.

Demonstra¢io. Em vista do Teorema 2.1.2, para mostrar que n~"/?W,, é um shift basta
verificar que ﬂ] JWIH? = {0}. Se f € W3 H? para algum j, a expressio (2.1) mostra que
os primeiros j coeficientes da expansao de f em série de poténcias devem ser iguais. Logo,

uma f € ﬂ;’;OWg H? deve ter todos os coeficientes idénticos, o que é possivel apenas caso
f=0.
Para determinar a multiplicidade, a expressao (2.2) sugere certos polindmios

n2ankti _ (p — 1)z D-1 ke N. Entao,

que estejam em ker W Considere fi(z) = >\ ¢z

W fr = ifk(nkJrj)—fk(n(kle)—l)] 2k = rz:l—(n—l)] 2 =0,

Segue que fj € ker W* para todo k e portanto dim ker W = oo. H

Corolario 2.1.11. Todos os W,,, com n = 2, sdo similares entre si.
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Demonstracio. Os n~"2W,, sdo todos shifts de multiplicidade infinita, logo devem unita-

riamente equivalentes, pelo Teorema 2.1.3. O]

Corolario 2.1.12. Cada W}, com n = 2, é universal.
Demonstragao. Imediato do Teorema 2.1.6. O

Pela universalidade dos W), em principio, pode-se usar o Teorema de Beurling-
Lax para determinar todos os seus subespacos invariantes, o que poderia levar a uma
solucao do ISP. No entanto, o uso prético deste resultado é dificil, em vista da natureza
abstrata de sua formulacao. Encontrar diretamente estes subespacos invariantes também

nao é um problema tratavel.

Formulamos aqui dois problemas, relacionando a obtencao dos subespagos
W,-invariantes com o shift S. O primeiro deles é encontrar os operadores que comutam
tanto com W,, quanto com S, ou seja (Teorema 1.4.5), os operadores de Toeplitz analiticos
comutando com W, — determinar todos os operadores que comutam com W,,, conforme
visto acima, é de dificuldade equivalente ao ISP. O segundo é determinar diretamente
os subespagos invariantes por W,, que também sao S-invariantes. Exibimos adiante as

respostas as duas questoes, precedidas de um lema.

Lema 2.1.13. Dada ¢ € H?, se existir n = 2 tal que ¢(z™) = ¢(z) para todo z € D, entdo

¢ € constante.

Demonstracio. Em termos da série de poténcias, a hipotese significa que
0¢] R 00] R
Dbk =N Gk
k=0 k=0

Por comparagao de coeficientes, gg(k) = 0 sempre que k nao for multiplo de n. Assim, a

expansao de ¢ é ¢(z) = 2 d(nk)z"* e
k=0

D dk)z" =" G(nk)2"E

k=0

Novamente comparando coeficientes, tem-se ¢(nk) = (k) para todo k, logo d(n’k) = ¢(k)

para quaisquer k, j € N, por inducao em j. Assim, para k > 1,
[915 = > 167 k)* = D 1o(k)[?
7=0 7=0

e 0 somatério da direita s6 pode ser finito se ¢(k) = 0. Segue que ¢ = $(0). O
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Teorema 2.1.14. Dadosn > 2 e ¢ € H*, T, comuta com W,, se e, somente se, ¢ €

constante.

Demonstracao. A parte “se” é 6bvia. Para a implicagdo “somente se”, suponha que
WoTyf = Ty,W,f para toda f € H?. Em particular, tomando f = 1, temos W, = ¢- W, 1,

ou seja,
I4+z4+-+2"No(z2") =d(2) A+ 2+ -+ 2", zeD,

implicando que

Pelo Lema 2.1.13, ¢ é constante. O]

Teorema 2.1.15. Dadon = 2, V é um subespaco invariante comum a W, e S se, e

somente se, V.= S™H? para algum m € N.

Demonstracio. E imediato verificar que S™H? é invariante tanto por W, quanto por S.
Portanto, basta mostrar que todo subespaco invariante V' comum a W, e S deve ter esta
forma. Pelo Teorema de Beurling (Teorema 1.2.6), V = © H? para alguma funcio interior
O. Uma vez que © pode ser escrita unicamente como um produto de Blaschke multiplicado
por uma fungao singular (Teorema 1.2.4), o enunciado equivale a mostrar que o tinico

possivel zero de © é zyp = 0 e que a parte singular é constante.

Se W,(6H?) c ©H? entdo para cada f € H? existe g € H* tal que
(1424 -+ 2" HOf(2") = Og(2).
Em particular, tomando f como sendo a constante 1, temos
(1424 +2"1HO(2") = O(2)g(2)
para alguma g € H%. Pela unicidade da fatoracdo canénica, © nao pode dividir a funcio

exterior 1+ z + -+ + 2", Logo ©(z) divide O(z").

Agora, suponha que O(z) = 0 para algum z, € D\{0}. Entdo, ©(z)") = 0 para
todo j € N*, por inducao. Mas 2" =% 0, logo 1 — |2)"| = 1/2 para todo j suficientemente
grande, implicando que >}, (1 — 120"|) = o0, o que viola a condicdo de Blaschke (1.5).
Portanto, temos uma contradi¢do e © nao pode se anular fora da origem. Assim, O(z) =

2z™u(z) para certos m € N e u interior singular.

A demonstragao terminard ao se mostrar que u é constante. Sabemos que

(1424 -+ 2" 2" (") = 2™u(2)g(z2) .
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Apelando novamente para a unicidade da fatoragdo candnica, vemos que u(z) nao pode
dividir 1 + z + --- + 2"~ ! nem 2z"™ e, portanto, deve dividir u(z"). Ou seja, existe v € H?
tal que

Considerando os limites radiais quando |z| — 1, é imediato ver que v é interior. Em
particular, isto implica que |v| < 1 em D. Além disso, v ndo se anula no disco, pois u nao
se anula. Logo, v(0) = 1. Aplicando o principio do médulo maximo, concluimos que v é a

constante 1, ou seja, u(2") = u(z). Pelo Lema 2.1.13, u é constante. O

2.2 A algebra de von Neumann gerada pelos W,

Comecamos esta se¢ao com conceitos e resultados preliminares sobre algebras
de von Neumann. Reproduzimos aqui o tratamento de [24, Chapter 5] sobre o assunto.
Posteriormente, isto seréd relacionado com os operadores W, e seus adjuntos. Por ora, H

denotara um espaco de Hilbert dado.

Definigao 2.2.1. A topologia fraca dos operadores é a topologia mais fraca em B(H) que

torna continuos os funcionais
T — (Tz,y), x,ye H.

Uma dlgebra de von Neumann é uma subdlgebra de B(H) autoadjunta, ou seja, que contém
0s adjuntos de todos os seus elementos, fechada na topologia fraca de operadores e que

contém a identidade.
Definigao 2.2.2. O comutante de uma familia F < B(H), denotado F', é o conjunto
F'={TeB(H): TU =UT VU € F}.

Teorema 2.2.3 (Teorema do duplo comutante de von Neumann). Se 2 é uma subdlgebra
autoadjunta de B(H) que contém a identidade, entao seu fecho na topologia fraca de

operadores coincide com (A')'. Em particular, se A é a dlgebra de von Neumann gerada
por uma familia F < B(H) entao (F') = .

Uma vez que N é invariante por todos os W,,, é natural se perguntar qual a
menor dlgebra de von Neumann que os contém. Em [49], B. Xue encontrou a resposta:
toda a B(H?)."! Como consequéncia, a hipétese de Riemann é equivalente & invaridncia de
N pelos W, O objetivo da se¢do é apresentar uma demonstracao original do resultado de
Xue, obtida em parceria com J. Manzur. A Proposicao 2.2.5, resultado auxiliar importante,
¢ devida a Manzur (ver [30, Theorem 2.2.1]).

1

Na verdade, Xue trabalhou no contexto unitariamente equivalente do espago de Bergman ponderado
A, mas seus resultados podem imediatamente ser recuperados para H? por meio do isomorfismo 7' do
Teorema 1.5.5.
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Proposicao 2.2.4. A fungio 1 — z é W-ciclica.

Demonstragio. Sera verificado que o complemento ortogonal de {W,,(1 — z) : n e N*} é

trivial. Por definicdo, W, (1 —2) = 14+ 24 --- + 2" — 2" — 2" — ... — 2271 ogo

(fWal1=2)=0 = (fild+z+ - +2"1 =" =" 2=

— fO) + 4 fn=1) = |fm) + -+ fln = 1)| = 0.

Assim, se f L W, (1 — z) para todo n entao
n—1 R 2n—1 R
MFG)= D) fG), nmeN*. (2.3)
=0 j=n

A estratégia para o restante da demonstracao é tomar valores particulares
de n em (2.3) que permitam concluir o anulamento dos coeficientes f(n). Considerando

inicialmente poténcias sucessivas de 2,

e, por inducao,

2k+1_1
n=2""— 3 f(j) =2°£(0)
j=2*
Um novo uso de indugao mostra que
2k+1_1
D fH) =@ 2 4+ 2)f(0) = (2 - 2)f(0).
j=0

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtém-se

ok+1_1q 2k+1_1 1/2
@ —2) o)< Y \f<j>|<<2'f“>”2< > |f<j>|2) < 20022 1],

j=0 7=0
e, portanto,

2k+1_2 .
WU(OH <|fl2 para todo k € N.

Isto levard a um absurdo quando k — o0, a menos que f (0) = 0. Portanto, f (1) também
se anula, pois coincide com f(0).
Suponha por inducao que f(]) = 0 para todo j =0,1,--- ,n — 1. O objetivo

é mostrar que f(n) = 0, concluindo a demonstracao. Aplicando repetidamente (2.3) e
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argumentos de indugao analogos aos usados no paragrafo anterior, tem-se

NG = FG) = fo
j=n+1 Jj=0
Ant1)-1 2An+1)-1 A
SjG) = £ = 2f(n)
j=2(n+1) 7=0
2k (n+1)—1 A .
Y, fG)=2"f(m)
j=2F(n+1)

2k+1 (n41)—1

j=0 J=1

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

ok+1 _ o 2k (n+1)—1
for< > 1FOP < |fle,
20+ 1/2(py + 1)1/2 P
garantindo que f (n) = 0 ao fazer k — 0. O

Proposicao 2.2.5. O espaco vetorial ﬂfzz ker W) é gerado por 1 — z.

Demonstragio. Seré usada a equagao (2.2) repetidas vezes. Primeiramente, é imediato que
1—ze()_ ker W}*. Se f estd na intersecgao destes niicleos, @(O) — F(0) + f(1) =0,
logo f(1) = —f(0). Além disso,

k—1 k—1
0=> 1) =210G) Yk=3.
j=0 §=0

Fazendo k = 3, segue que f(2) = 0 e, por inducao, f(k) = 0 para todo k > 2. Portanto,

A

F(z) = F0)+ f(1)z = F(0)(1-2),
de forma que f € span{l — z}. ]

Teorema 2.2.6. A menor dlgebra de von Neumann contendo o semigrupo W é B(H?).

Demonstracio. Seja 2 esta algebra. Pelo teorema do duplo comutante (Teorema 2.2.3),
A = (A)', logo é suficiente mostrar que 2’ = spany g2 {1}, pois {1} = B(H?). Seja A e 2.

Entao, A comuta com todos os W e, em particular,
WrA(l —z) = AW} (1 —z) =0, n=2,
ou seja, A(1 — z) € (), ker W}¥. Pela Proposicao 2.2.5, existe A € C tal que

Al = 2) = M1 - 2).
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A fim de mostrar que A = A\I, é suficiente verificar que A coincide com Al nos vetores
hyn := W,(1 — 2), n > 1, pois a Proposicao 2.2.4 garante que eles geram todo o H?. De

fato, A comuta com todos os W,,, logo
Ah, = AW, (1 — 2) = W, A(1 — 2) = AW, (1 — 2) = Ah,
para todo n > 1. O

Corolério 2.2.7. A hipdtese de Riemann € verdadeira se e somente se o H*-fecho de N

¢ invariante por W para todo n > 1.

Demonstracio. Se vale RH entdo N' = H? é invariante por qualquer operador. Por outro
lado, se cada W,* deixa A invariante, entdo o mesmo deve ocorrer para qualquer operador
na menor algebra fechada na topologia fraca que contém {W,, :n = 1} U {W :n = 1},
que é todo o B(H?), isto é, N deve ser H>. ]

Observacao 2.2.8. Os resultados acima foram fortalecidos por J. Manzur em sua tese

[30]. L& é demonstrado que os polinoémios
Pa(z) = 2"+ -+ 2= m=1, A+1]>vVm+1,

sao ciclicos com respeito a W, estendendo a Proposicao 2.2.4. A Proposic¢ao 2.2.5 foi

generalizada, com demonstragao andloga, da seguinte forma:
o0
ﬂ ker W} = span{l — 2" : 1 < k < n}, neN*.
k=n+1

Por fim, foi obtido o seguinte critério para a hipdtese de Riemann que implica o Corolario

2.2.7: para cada n > 2, RH vale se e somente se N'& é W,-invariante.
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3 Classes de funcoes

Este capitulo se ocupa da function theory envolvida no teorema de Baez-Duarte-
Noor. Isto é, N é estudado a partir de propriedades das hy, e das g, = (I — S)hy. Na Segdo
3.1, é usada a nocao de rigidez de um elemento de H' para mostrar que as hy, sio exteriores.
A Secao 3.2 se ocupa do problema da densidade, mencionado na Introdugao, mostrando
que N é denso em HP para 0 < p < 1. A Secao 3.3 trata do problema da ortogonalidade,
mostrando a validade da relagio V n N+ = {0} para os subespacos V = (1 — 2)*H? + C
(a>1/2) eV =H?n ((I —S)H?+ C) (¢ > 1). Por fim, a Secdo 3.4 mostra como certos
funcionais lineares introduzidos por A. Ghosh permitem a obtencao de semiplanos livres
de zeros da funcao zeta de Riemann a partir das abordagens de densidade e ortogonalidade
descritas neste capitulo. Em particular, se eventualmente for demonstrada a densidade
de N em H? para algum p > 1 ou, de forma dual, que N nio possui funcées nao nulas

pertencendo a H? para algum ¢ € (1,0), isto dard imediatamente um semiplano inédito.

3.1 Rigidez e fatoracao canonica

Dada a importancia da fatoragao candnica na teoria dos espacos de Hardy,
¢é natural se perguntar como as fungoes hy sao fatoradas. Uma relagdo com a hipdtese
de Riemann é a seguinte: se existir um fator interior nao constante ©® comum a todas
as hy entdo N' < ©H?, o que implica a falsidade da hipétese de Riemann. No entanto,
veremos nesta secao que isto esta longe de ser o caso, pois cada hy é exterior. Isto seguira
de uma propriedade mais forte, a saber a rigidez, que pode ser caracterizada em termos da
geometria da esfera unitaria do espaco de Banach H'. As definices e resultados a seguir
foram retiradas de [16, Chapter 6].

Definicio 3.1.1. Dada f € H', dizemos que f é rigida se as tunicas funcoes g € H*
que satisfazem arg f = argg q.t.p. no circulo unitario sao da forma g = A\f com A > 0.

Equivalentemente, f ¢ rigida se para toda g € H'

J_9 gtp.emT = g=\f, A>0.

1f1 gl
Definicao 3.1.2. Seja Q um subconjunto convero de um espago vetorial normado X .
Dizemos que x € ) é ponto extremo de §) se para quaisquer xi,xs € §2 satisfazendo
x = (21 + 22)/2 vale necessariamente r = x1 ou r = xy. Chamamos x um ponto exposto
de Q se existe p € X™* com a sequinte propriedade: Re ¢(x) > Re ¢(y) para todo y € Q\{z};

neste caso, ¢ ¢ chamado funcional expositor de x.

Observacgao 3.1.3. Um fato conhecido é o de que todo ponto exposto de €2 é necessaria-

mente um ponto extremo. Vejamos um argumento simples para isto. Considere um ponto
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exposto x com funcional expositor ¢ e suponha por contradigao que existem xy, x5 € Q\{z}
tais que x = (x1 + x9)/2. Entao, Re ¢(z1), Re p(z3) < Reg(z) e

Re ¢(z1) = Re (22 — 23) = 2Re(¢pz) — Re(pzy) > 2Re px — Re o = Re g

Isto é uma contradi¢ao, mostrando que z é extremo.

O enunciado a seguir relaciona fungoes rigidas e exteriores com as nogoes

geométricas acima. As afirmagoes podem ser encontradas em [16, Theorems 6.8, 6.15].

Teorema 3.1.4. Seja fe H.

a) A fim de que f seja ponto extremo da bola unitdria fechada de H', é necessdrio e
(a) Afi q ja p ;

suficiente que f seja exterior e | f|; = 1.
(b) A fim de que f seja ponto exposto da bola unitdria fechada de H', é necessdrio e
suficiente que f seja rigida e | f1 = 1.
Portanto, toda funcao rigida é exterior.

Observacao 3.1.5. Se f é rigida ¢ tem H'-norma igual a 1, seu funcional expositor na

bola unitaria de H' é tinico e tem uma forma conhecida [16, Lemma 6.13]:
ge H — J gi dm.
r |fl

Teorema 3.1.6. Se f € H' ¢ ndo identicamente nula e existe h € H® ndo identicamente

nula tal que Re(fh) =0 q.t.p. em T, entao f € rigida.

O resultado anterior dd um critério suficiente pratico para encontrar func¢oes
rigidas e foi retirado de [16, Theorem 6.23]. Nossa contribuicao nesta segao ¢é a aplicagao

deste critério as hy.

Proposicao 3.1.7. Para cada k = 2, hy, € rigida e, portanto, exterior.

Demonstragio. Em vista do ultimo teorema, é suficiente verificar que —gp = (2 — 1)hy

tem parte real nao negativa. De fato,

L4 z+---+ 21
k
142+ 421

‘Z|<1:>‘

= log

1 k-1
— Re(—gk(z))z—Re<log( +Z+k R )> >0,

como desejado. O]
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Corolario 3.1.8. Dado k = 2, menor subespaco fechado S-invariante de H* contendo hy,
é todo o H>.

Observacao 3.1.9. O coroldrio acima nao s6 é mais forte que o Corolario 1.11.15
como é demonstrado sem o uso de resultados aritméticos profundos. O citado resultado,
consequéncia da densidade de span{g, : k > 2} em H?, utiliza o teorema dos niimeros

primos na forma do Teorema 1.10.3.

3.2 O problema da densidade

Voltamos & tarefa, enunciada na Introducio, de encontrar topologias em H?
que sejam mais fracas do que as da norma e garantam a densidade de . A topologia
encontrada aqui é a de H? para p < 1 (Teorema 3.2.3). Isto d& uma versao fraca da
hipotese de Riemann mais forte que o Teorema 1.11.13, uma vez que convergéncia em H”

implica convergéncia uniforme em compactos do disco.

Ocorrerd aqui pequeno abuso de notagdo e terminologia: se f(z) = >, f (n)z"
for tal que {f(n)} € £, denotaremos a norma ¢ desta sequéncia por | f| . Diremos ainda
que fr, — fem €0 se || f — flla — 0.

Proposicao 3.2.1. Para todo q > 1, vale a convergéncia
ZMT =S 11—z em (9.

Demonstracao. Vejamos inicialmente que a Sequéncia de coeficientes de cada g; de fato

estd em ¢9. A expansao log(l — z) = Zjo 15 € vélida para |z| < 1, pois os dois lados tém

a mesma derivada e coincidem em z = (. Assim,
N LN %)
gk(z)zlog(l—zk)—log(l—z)—logkz—Z—,+ — —logk.
==

Como {1/5};2, estd em (? (mas ndo em "), o mesmo vale para a sequéncia de coeficientes

de log(1 — 2*), demonstrando a afirmacao feita.

Agora, escrevemos
n M n
Z k 9r( Z

e notamos que, pelo Teorema 1.10.3, Y 1“(k log(1—2)—>0e 2222@ logk — —1 em

1og (1—2F log k

1og (1—2) Z (k)

i M:

norma. Portanto, resta verificar que ¢, — 0 em ¢?, onde

= Zn: klogl—z)
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Reescrevendo ¢,(z) e fazendo uma inversao de ordem da soma,

zn:,u O 2k Zn: ()izjk izj (d)
= A - =k p(k - =2 — — w(d) .
k=1 k = k=1 j=1 Jk =)
1<d<n
Usando o Teorema 1.10.2, temos
n Z] o0 Z] o0 Zj
IS WITED VD YIRS Y yCE
Jj=1 j d|j j=n+1 j d|j j=n+1 J dlj
1<d<n 1<d<n

A soma acima sera estimada usando o Teorema 1.10.4: notando que

dlopd)|< D udl< > 1< 1=d(j),

dlj dlj d|j d|j
1<d<n 1<d<n 1<d<n

temos a

q = 1 % d(j)q © jaq
ot = S0 LIS i) < S W o 3 I
j=n+l dlj jentl ) ; J

1<d<n

para todo € > 0. Escolhendo ¢ pequeno o suficiente de forma que eq — ¢ < —1, segue que

31717 0 quando n — % e, portanto, [y e — 0. 0

Proposicao 3.2.2. Para todo p € (0,0), vale a convergéncia
i p(k)
ik

Demonstra¢io. Em vista do Teorema 1.1.7-(b), podemos nos restringir ao caso p = 2. Seja

—00
g =5 1—2 em HP.

q < 2 o expoente conjugado a p. Pelo Teorema 1.1.16 e Proposicao 3.2.1,
o plk o pu(k
2, - <|X Mg~ (1)

quando n — 0. O

— 0

0a

Estamos em posicao de enunciar e provar o principal resultado desta secao. A
ideia essencial é aplicar “divisao por 1 — z” (da forma feita no Corolario 1.1.13) a relagao

de convergéncia da ultima proposicao.
Teorema 3.2.3. Para 0 < g < 1, N € denso em HY.
Demonstracdo. Pela Observagao 1.11.2, o enunciado equivale a verificar que a constante 1

pertence a Spang.{hx : k = 2}. Dado ¢ < 1, seja p suficientemente grande de forma que o

Corolario 1.1.13 se aplique. Portanto, segue da Proposicao 3.2.2 a convergéncia

3 )

na norma de HY. ]
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3.3 O problema da ortogonalidade

Voltamo-nos a tarefa de encontrar conjuntos V < H?, tdao grandes quanto
possivel, satisfazendo N* NV = {0}, que foi chamada na Introducio de problema da
ortogonalidade. Esta secao dé trés respostas parciais a este problema. Uma delas é
V =(1-2)*H?+C, 1/2 < a <1 (Teorema 3.3.8), que coincide com um espaco do tipo
de Branges-Rovnyak. Outra é V = H? n ((I — S)H? + C), q < 2 (Teorema 3.3.13), obtida
por meio do estudo de operadores de multiplicacao ilimitados em H”. Ambos os resultados
contém o Teorema 1.11.14 e estendem, em diregoes diferentes, o método utilizado para
demonstra-lo em [35]. No entanto, a resposta que daremos primeiro vem da dualidade

entre espagos de Hardy de expoentes pequenos e classes de Lipschitz (ver Defini¢ao 1.1.22).

Teorema 3.3.1. Para cada o€ (0,1), N* n A, = {0}.

Demonstragio. Seja p = 1/(a + 1), ou seja, a = 1/p — 1 (portanto, 1/2 < p < 1). Se
g € A, entdo, pelo Teorema 1.1.24, L, f = ST fgdm define um funcional linear limitado em
H?. Se, além disso, g L N em H? entdo L, se anula em N. Pela densidade de N em H?”

(Teorema 3.2.3), L, deve ser o funcional nulo, ou seja, g = 0. O

Observacgao 3.3.2. Para a < 1, o expoente p da demonstracao acima esta no intervalo
(1/2,1). O argumento acima mostra que N* n (H?)* = {0} para todo p € (0,1) — aqui
identificamos cada (HP)* com o respectivo espaco de fung¢oes do Teorema 1.1.20. No entanto,
a medida que p diminui, H? fica maior e seu dual fica menor. Assim, o teorema anterior é
interessante apenas para expoentes suficientemente proximos de 1. Outro fené6meno que
ocorre para expoentes proximos de 0 é a crescente regularidade dos elementos do espago
dual. Por exemplo, se p > 1/n entao todo elemento de (H?)* deve ter ao menos n — 1

derivadas continuas na fronteira.

Observacao 3.3.3. O Teorema 3.3.1 ndo implica e nem ¢ implicado pelo Teorema 1.11.14,
pois D1 & Upopo1Aa E Di. As g sdo exemplos de fungdes em D; que ndo estdao em
A(D), logo em nenhuma classe de Lipschitz. De fato, cada gy tem singularidades nas raizes
k-ésimas da unidade diferentes de 1. Por outro lado, um exemplo de elemento de A,\D; é
(1 —2)% onde 0 < o < 1/2. Esta fungdo pertence a A, pelo Exemplo 1.1.23 e ndo estd em
D pelo Teorema 1.9.4, pois se (1 — z)* = (1 — 2)g(2) + ¢ entdo ¢ é o limite radial em 1,

que é 0, e g(z) = (1 — 2)*!, que ndo pertence a H?.

Agora, nos moveremos em direcao aos demais resultados anunciados no inicio
da secao. O primeiro passo é reduzir o problema da ortogonalidade a outra questao
envolvendo densidade. Isto é feito pelo resultado abstrato a seguir, que sera posteriormente

especializado para operadores de Toeplitz ilimitados em H2.

Lema 3.3.4. Sejam E,F espagos de Banach, T : dom(T) ¢ E — F wum operador

densamente definido, {yx}ren uma sequéncia em F eV = spanp{yx}. Suponha que:
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(i) T ¢é injetivo;

(7i) existe uma sequéncia {Ty}ren < dom(T) tal que span{xy} é denso em E e Txy, = yg

para todo k.
Entdo, V* n dom(T*) = {0}.
Demonstragio. Se g € V' n dom(T*) entdo

(xy, T*g) = Txp, ) = Y, 9) =0 Vk.
A condigao (ii) implica que T*g = 0, enquanto (i) garante que g = 0. ]

Proposigao 3.3.5. Sejam ¢ € N™ sem zeros em D e (b,a) o par pitagdrico associado.
Suponha que {fi}ren = H? € tal que {fi/¢ : k € N} estd contido e gera um subespaco
denso em H?. Entdo, (span{fi})* n H(b) = {0}.

Demonstragdo. A imagem de T, é aH 2 que é densa em H?, pois a é uma funcdo exterior.
Segue que T} ¢ injetivo, logo (span{fi})" N dom(T;) = {0}, pelo Lema 3.3.4. O resultado
segue, uma vez que, pela Proposigao 1.8.6, dom(77;) = H(b). ]

Coroléario 3.3.6. Nas condigoes da Proposi¢io 3.3.5, se {hy/¢ : k = 2} estd contido e

gera um subespago denso em H?, entdo N* n H(b) = {0}.

Agora, particularizaremos a andlise acima para o caso ¢ = ¢,, onde

1

Pa(2) = m7

zeD, a>0

(ver Proposicio 1.8.8). O objetivo é mostrar que (1 — 2z)*A é denso em H? para certos
valores de . A estratégia sera encontrar um semigrupo de operadores que deixa este

subespaco vetorial invariante e um vetor ciclico contido no fecho.

Proposicao 3.3.7. Seja a > 0.

(a) Para o <1,
W = (1/¢a)  Wa(daf), feH? neN*,

define um semigrupo de operadores limitados em H>.

(b) Vale a relagio
W ((1=2)%h) = (1 = 2) %k — (1 —2)%h,, n,k>2 0<a<l.

Em, particular, W (1 — 2)°N < (1 — 2)°N.
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(c) Se a>1/2, entao

2“;;1—2 “h, =% (1 —2)*  em H?.

k=2

Em particular, (1 — 2)® € spany2(1 — 2)°N.
(d) Para 1/2 < a <1, 1/¢, é uma fungio {W ®}-ciclica.

(e) Se o> 1/2 entdo (1 — 2)*N ¢ denso em H>.
Demonstracio. Segue a demonstragao de cada item do enunciado.

(a) Uma vez que ¢, é uma funcdo ilimitada em I, ndo é imediatamente claro que W

¢ um operador limitado. Mas, pela definicao,

Wi f(2) = (1= 2)* - Wa((1 = 2)7f) ()
= (1—2)"M+z+-+2")(1—2")"f(z")
= (1+z+-+ 2" Hof(z").

Como1l—a =0, (1+z+---42"")'"* ¢ limitada em I, Assim, W,, é um operador
(o)

de composicio ponderado e, portanto, limitado em H?. E imediato ver que W,* é a

identidade, enquanto a multiplicatividade segue da propriedade analoga para os W,,:

W f = Wn@aq; Wirh) _ W"(W’g 9a1) ¢—an(¢af) =Wl

Portanto, {W(® : n e N*} é um semigrupo.

(b) De (1.10) segue que

W (1= 2)*h) = daWa (b - (hi/da)) = Galhae—hn) = (1=2)"hue— (1= 2) "y,

(c) Dado que (1 — 2)%hi(2) = (1 — 2)* 'gx(2), o enunciado equivale a mostrar que
(fazendo f =1 — «)

(1—2)" Z'MT F(1-2)P(1—2) em H?sempre que 3 < 1/2.

O resultado segue aplicando “divisao por 1 — z” na relagdo de convergéncia da

Proposicao 3.2.2: basta usar o Corolario 1.1.14 com p suficientemente grande.

(d) Temos
W(a)(1/¢a) = (1/¢o¢) : Wnl = (1 — z)a(l +z24 -+ Zn_l)
e entdo o subespagco vetorial gerado pela ¢érbita de (1 — 2)* é denso em H?, pois

(1 — 2)* é uma funcao exterior. Assim, (1 — z)® é ciclico.
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(e) No caso 5 < a < 1, segue imediatamente dos itens (b), (c) e (d). Se a > 1 entdo,
para cada [ € (%,

operador de multiplicacio por (1 — 2)* 7, que é limitado e tem imagem densa —

1], (1 — 2)*N é a imagem do subespaco denso (1 — 2)’ N pelo

poténcias reais de 1 — z sdo fungoes exteriores. ]

Teorema 3.3.8. Para 1/2 <a <1, N* n ((1 — 2)*H? + C) = {0}.

Demonstragio. Pela Proposicio 3.3.7 e pelo Corolario 3.3.6, temos N n H(b,) = {0}. O

resultado segue da caracteriza¢ao de H(b,) da Proposigao 1.8.8. O

Observacido 3.3.9. E evidente que o Teorema 3.3.8 implica o Teorema 1.11.14, pois
Dy < (1 —2)* + C. A continéncia é, de fato, estrita se a < 1. Para ver isto, note que
(1—2)"2=(1—-2)*1-2)"*2e1/2—a>—1/2 logo (1 —2)"/?>~* e H? (ver Exemplo
1.1.10). Assim, (1—2)"2 € (1—2)*H?2. Por outro lado, f € D; se e somente se %f:(l) e L?.
Neste caso, o limite radial é 0 e (1 —2)Y2/(1 —2) = (1 — 2)" Y2 ¢ L2

O mesmo argumento do Teorema 3.3.8 mostra o seguinte: se (1 — z)*N é denso
em H? para algum a € (0, 1) entdo N 1 (1 — 2)*H? = {0}. No entanto, como serd visto
na Secao 3.4, ha uma boa razao para que esta densidade ainda nao tenha sido provada
para o < 1/2: isto implicaria a obtenc¢ao de semiplanos livres de zeros da fungao zeta de

Riemann que ainda nao sao conhecidos.

Para obter o proximo resultado de ortogonalidade, faremos uma incursao nos
operadores de Toeplitz analiticos ilimitados em H?, p > 1, obtendo resultados paralelos
aos obtidos por Sarason [45], Richter e Sundberg [37] no caso p = 2. Os operadores de
multiplicagdo, ou seja, operadores de Toeplitz limitados em H? sao tratados em detalhes
em [48].

Definicdo 3.3.10. Dados p € (1,0) e ¢ € Hol(D), define-se o operador de Toeplitz

Cmall/tico d@ S’L/mbOZO ¢ em HP or
qup)f ¢ : f7 JE dOIIl(j qu)) 3

com dominio
dom(T") = {f € H? : ¢f € H}.

O sobrescrito da notacao T, d()p ) pode ser omitido por questoes de clareza. O
dominio é todo o H” se e somente se ¢ € H*, caso em que o operador é limitado —
demonstra-se em [48, Proposition 2] que a norma ¢é igual a ||¢|,. O préximo objetivo
imediato é caracterizar o dominio do adjunto no caso ¢ € N™, com vistas ao problema da

ortogonalidade, mas isto sera feito para simbolos com uma forma particular.

Proposicao 3.3.11. Sejam p > 1 e ¢ € N*. Suponha que a parte exterior de ¢ tem

inversa em H®. Escrevendo ¢ = b/a com a,be H” e a exterior, vale o sequinte.
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(a) O dominio de T(f()p) é aHP.

(b) Temos g € dom(Td()p))* se e somente se existe h € HY (}% + % = 1) tal que Tyg = Txh.

Demonstragio. Reescrevendo a hipotese, se ¢ = ©1, com © interior e ¢ exterior, entao
1/1 ¢é limitada.

(a) Se f = ah com h € HP entao ¢f = ¢ah = bh € HP, pois b € H*. Isto mostra que
aH? dom(Td(,p)). Para a inclusdo contraria, suponha que ¢f € H?. Entao, q.t.p.
sobre T,

p

Si; < 1/8)wlof|?,

logo f/a € L*. Dado que f/a € N*, segue que f/a € H?, ou seja, f € aH”.

fp_‘¢fp_
al | b|

P:’qbf
(8

(b) Lembrando que o adjunto de um operador de Toeplitz analitico é o operador com

simbolo conjugado,

gedom(T}) <= 3he H? : {f h) ={Tyf, g0 V[fedom(Ty)=aH’
<~ Jhe H? : {af,h) ={paf,g) ¥V [feH
«— Jhe H? : {f,Tzh) = {bf,q) ={f,Tz9) ¥V fe HP.

A tltima linha diz precisamente que Tgh = T5g. n

Especializaremos o resultado acima para o simbolo ¢(z) = 1/(§ — z) (( € T),
onde podemos tomar b(z) = 1 e a(z) = £ — z. Antes de prosseguir, faremos uma digressao
sobre a hipétese imposta sobre ¢. E uma condicdo restritiva, embora satisfeita no caso
particular de interesse. Ela poderia ser evitada se b e a fossem construidos de outra forma,
brevemente descrita a seguir. O ponto crucial para a validade das conclusoes da Proposicao
3.3.11 é a verificacao de que dom((Tép))*) c aHP.

Se tomarmos a como a Unica fung¢ao exterior com valor positivo na origem

e médulo igual a €/1/(1 + |¢|P) q.t.p. no circulo unitério, fazendo b = ¢a, temos uma

decomposi¢ao unicamente determinada ¢ = b/a tal que |al’ + |b]P =1 q.t.p. em T, a é

exterior e a(0) = 0, generalizando imediatamente a nogao de par pitagérico. Note que
qualquer simbolo em Nt pode ser decomposto neste forma e que, neste caso,

p _ ‘ ﬂ p _ ’ g

b b

oetr — | (lff + ) = |77 + ofF e L' = flac 7,

o que implica dom(Tq(f )) c aHP?. Observe também que, no caso particular p = 2, o dominio
de T; é H(b). Embora a construcao deste paragrafo valha em maior generalidade, ha
uma desvantagem: a dificuldade de se determinar explicitamente a e b para um simbolo
concreto ¢. Por isso, o contexto da Proposi¢ao 3.3.11 sera preferido, mesmo com a restrigao

imposta.
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Voltando ao caso b(z) = 1 e a(z) = £ — 2z, o dominio de (Tl(f()g_z))* pode ser
determinado explicitamente a partir da demonstracao de [37, Proposition 2.4]. Parte do

resultado citado é o caso particular p = ¢ = 2 do enunciado a seguir.

Proposicao 3.3.12. Sep > 1, % +>=1e&eT, entao

1
q

dom((T")

Vien)") = (€I = S*)H" = (§I — S)H? + C.

Demonstragio. Dado que Tgh = T h = (§1 — S)*h, a Proposicdo 3.3.11 implica que
g € dom(T}) se e somente se g € (€1 — S*)HY. Portanto, o que devemos mostrar é a
igualdade (£1 — S*)H? = (¢1 — S)H? + C.

Por um lado, seja G = (£1—5%)g, g € H?. Usando o fato de que SS*g = g—g(0),

podemos escrever
G=¢Eg—S*g=£6(55%g+ g(0)) — £€5*g = (&1 — S)(—ES™g) + £9(0),

mostrando que (£1 — S*)H? < (£1 — S)H? + C. Para mostrar a inclusdo contraria, tome
H=(I—-Sh+c, comhe H e ceC, e defina g = {(c+ Sh). Uma vez que S*S =1 e

S*c =0, temos
(€1 — §*)g = (€1 — S*)(Ec + £Sh) = ¢ — Sh— €S%c + €5*Sh = ¢ + (€] — S)h = H
e, portanto, H € (1 — S*)HY. O

Teorema 3.3.13. Para 1 < ¢ <2, (H>ON)n ((I - S)H?+ C) = {0}.

Demonstragio. Uma vez que {gx}pry = {hk/ﬁ},,?:2 gera um subespaco denso em H”,
onde  + o = 1, segue do Lema 3.3.4 que NLED A dom((Tl(}?()l_Z))*) = {0}, onde N1 @
denota o anulador de A" em H?. Assim, N*@ ~ (I — S)H? + C) = {0}, pela Proposigio
3.3.12. Uma vez que N*@ ~ H? = H> © N, segue o resultado. O

Observacgao 3.3.14. Claramente D; < (I — S)H? + C, logo o resultado acima implica
o Teorema 1.11.14. De forma semelhante ao que foi argumentado na Observacao 3.3.9,

verifica-se que a continéncia é estrita: um exemplo é (1 — 2)*, onde 1 —1/¢ < a < 1/2.

3.4 Zeros de ( via densidade e ortogonalidade

Vejamos agora como os resultados das se¢des anteriores levam a condigoes
suficientes para a obtencao de semiplanos livres de zero da funcao ¢ em termos de N.
E devida a A. Ghosh a introducdo dos funcionais lineares A®, definidos abaixo, que
conectam diretamente as fungoes hy com (. W. Noor obteve o Teorema 3.4.5. Estes dois
pesquisadores trabalhavam em conjunto com K. Kremnitzer em projeto que posteriormente

envolveu o autor da presente tese e resultou no preprint [18]. Embora nao sejam de autoria
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propria, os resultados desta se¢ao foram aqui incluidos por darem relevancia aritmética ao

que foi desenvolvido anteriormente neste capitulo.

A fim de apresentar os funcionais de Ghosh, relembramos aqui a cadeia de

aplicagoes lineares

HD) <5 A &5 1 &5 12(0,1) 5 HX(Cyp),
descrita na Segao 1.11, e do operador de avaliacdo E(,), definido na Segao 1.6.
Proposigao 3.4.1. Se s € Cy 5 entao
A f = MUTTUITf(s)

define um funcional linear limitado em H?, que satisfaz

Ao~ L
87
h ¢(s),, _
A S8) s g k> 2
k s ( ) ’
AWk = 1 (k+1)'"* =k,  k=>1,
S

Demonstracdo. Sendo a composicao das aplicacoes lineares limitadas 7, U1, U™, M
e E), A® também deve ser linear limitado. Vamos, pois, determinar os valores deste

funcional indicados no enunciado.

Primeiramente, temos

AN I N e G I
S
No ltimo passo acima, a transformada de Mellin da constante —1 é obtida por uma

integral elementar. Além disso, segue da Secao 1.11 que

h _ _
?kl,Rk‘I’_l,fka_ivk&—Gk.
Assim, AW = —Gy(s) = —@(k’s — k1), Por fim, avaliemos A®2¥. Temos

k k-1 _ k 1 k k ©
Tzk: _ ? ( + )Z _ k?Zk— 2’7 _ ]{}Zk_l o Z P
1—2z 1—2 =

e a sequéncia resultante da aplicacdo de U™! é

(0,...,0,k,—1,-1,—1,...).
k—1

Logo, a menos de medida nula,

Uk (o) = Lk, se
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e esta funcao tem transformada de Mellin

1

1 L ,
f’“ ksl dx — f vy — ’S‘“ (k7 = (k4 1)) = (k4 1) =
= 0

k+1

Segue a expressio para A®zF do enunciado. O

Definigao 3.4.2. Se f € Hol(D) e s € Cy, definimos

» -, sek=0,
A f =3 f(R)ou(s),  onde  ¢uls) =
k=0 (25 ) Ly T I

caso a Série convirja.

Lema 3.4.3. Dado s € Cy, ¢p(s) = O(k™Re).

Demonstracao. Pelo teorema fundamental do calculo,

1_8 k+1 k+1
= “dr — —d
=[], )

1— k+1
‘ i f |lz7°| dx
k

S

k+1

_ CJ ’foesxfiIms’dx
k

N

k+1
=Cf g dr < CkTR,
k

com C' = [(1 —s)/s]. O

Proposigao 3.4.4. Se 0 <p <2 eRes > 1/p entao A®) ¢ limitado em HP. Se Res > 1

entdao A® ¢ limitado em H'.

Demonstracao. Sera dividida em 3 casos, sempre usando o Lema 3.4.3.

Caso p = 1. Existe uma constante C' > 0 tal que

A

A f| < 2| 1w (s) \f 2

Se Re s > 1 entao Res =0 (%—i—l) quando n — o0. Logo, usando a desigualdade de Hardy
(Teorema 1.1.15),

AC)f] < |f 2 < (s + O'm)| £l

para algum C’ > 0. Como s é fixado, segue que A e (H')*,
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Caso 0 < p < 1. Aplicando o Teorema 1.1.19, temos

AP 1< Y 1F()]n(s) CZ nP iR £, < (Z n‘“) [ £1lp
n=0 n=0

para algum C' > 0, onde a« = 1/p— 1 — Res < —1.

Caso 1 < p < 2. Comegamos notando que
w —_—
Z = (f. ks,

onde Iis( ) i= 2" bn(s)2". E suficiente mostrar que x, € H? sempre que s € C,,, onde

q = £ < 2 é o expoente conjugado a p. Para algum C' > 0,
a0
an72‘¢n( Can 20~ pRes/(p—1) _ CZTL
n=1 n=1
ondea=q—2—88s 2 1 _9_ ] Segue do Teorema 1.1.18 que x, € H?. [

p—1 p—1 p—1

Teorema 3.4.5. Se 0 < p <2 eN ¢édenso em H?, entio ((s) # 0 sempre que Res > 1/p.

Demonstragio. Se ((so) = 0 para algum sy € C,/, entao ALY se anula em todo N, pela
Proposicao 3.4.1. Sob a hipétese de densidade, isto implicaria que A®0) ¢ o funcional nulo,

contradizendo o fato de que ACV1 = —1/s,. O

Como tultimo resultado do texto, vejamos agora o problema da ortogonalidade

se relaciona com a obtencao de semiplanos livres de zeros de (.

Teorema 3.4.6. Sejo 0 < a < %
(a) Se (1 —2)*N ¢ denso em H?, entio N* n (1 — 2)*H? = {0}.
(b) Para todo p > 2/(1 — 2a), H? < (1 — 2)*H>.
(c) Sep>2eN*tn HP ={0} entio ((s) # 0 para todo s € Ci_1.
(d) Se (1 — 2)*N € denso em H?, entio ((s) # 0 sempre que Res > (2 — 2a)/2.

Demonstracio. Segue a demonstragao de cada afirmacao.

(a) Como ja notado na Secao 3.3, a demonstracao é a mesma do Teorema 3.3.8.

(b) Isto é apenas um reenunciado do Corolario 1.1.14.
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(c) Seja q o expoente conjugado a p. Se N/ nao é denso em H? entao, pelo Teorema de
Hahn-Banach, existe um funcional linear limitado nao nulo em H? que se anula em
N. Pelo Teorema 1.1.20, este funcional é da forma f — {f,g), com g € H?, logo
{f,g> = 0 para toda f € N. Segue que g L N em H? e, pela hipétese, g = 0, uma
contradicao. Portanto, N é denso em H? e, pelo Teorema 3.4.5, ( ndo possui zeros

em (Cl/q = Cl—l/p-

(d) Consequéncia imediata dos itens anteriores. ]
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