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Resumo 

 

 

GAUDEOSO, Rema Roberto, Modelagem de Trincas em Engrenagens, Faculdade de 

Engenharia Mecânica, Universidade Estadual de Campinas, Trabalho de Conclusão 

de Curso, (2020). 

 

 

 A maneira como as engrenagens operam, alterando sua condição de carregamento 

a cada instante, é a principal responsável pela formação e propagação das trincas em seus 

dentes, sejam causadas por fadiga superficial ou pela flexão dos mesmos. O estudo da 

propagação dessas trincas permite prever situações críticas nas quais ocorrerá dano 

catastrófico ao sistema, prevenindo acidentes ou a inoperância da máquina, uma vez que 

as mesmas encurtam a vida do mecanismo. A fim de evitar esses problemas e suas 

consequências, uma análise minuciosa a respeito dos tipos de trinca e seus efeitos, bem 

como o cálculo para previsão da ocorrência devem ser realizados, e para isso diversas 

fontes na literatura podem ser consultadas de maneira a trabalhar com as várias 

ferramentas e fórmulas existentes. 

 

Os objetivos descritos acima serão alcançados com o auxílio de pesquisas 

bibliográficas, tomando como base referências conhecidas no estudo do assunto 

mencionado. 

  

Palavras Chave: Modelagem, Propagação, Trincas, Engrenagens, Previsão, Falhas. 
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Capítulo 1 

 

Introdução 

 

 

 Engrenagens são elementos mecânicos rotativos que compõem o sistema de 

transmissão de potência em uma máquina. Tratando-se de componentes cuja 

característica é a de possuir dentes em sua extremidade, exercem a função principal de 

transmitir movimento entre eixos, através do encaixe em conjunto a outro elemento 

dentado. As engrenagens estão presentes na indústria mecânica nas mais variadas formas 

e tamanhos, compondo sistemas complexos desde motores que operam em alta 

velocidade, até moinhos que atingem grandes proporções. A Figura 1.1 abaixo ilustra 

quatro conjuntos de engrenagens comumente encontrados.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.1. Tipos de engrenamentos. Fonte: DANTAS (2010).  

Acima estão esquematizados os engrenamentos compostos por I.Engrenagens 

cilíndricas; II.Pinhão-cremalheira; III.Engrenagem interna; IV.Engrenagens helicoidais. 
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Ao definir o modo de funcionamento de uma engrenagem, diversos procedimentos 

de cálculo devem ser realizados durante a fase de projeto, a fim de garantir propriedades 

específicas de operação, sendo a mais importante a equivalência das velocidades dos 

pontos de contato entre os dentes. A preocupação em cumprir esse critério é justificada 

pela perda de contato e travamento que podem ocorrer no movimento caso uma 

engrenagem motora transmita uma velocidade além daquela capaz de se transmitida por 

seu par (SANTOS,2002). Isso influi diretamente na decisão do diâmetro da engrenagem, 

uma vez que a diferença de tamanho altera as velocidades de rotação e 

consequentemente, os respectivos torques. A Figura 1.2 ilustra o encaixe entre os dentes 

de um engrenamento, destacando seus pontos de contato e os perfis de circunferências 

que definem a engrenagem. 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.2. Interferência de engrenamento. Fonte: FLORES (2016)  

 

Uma avaliação não satisfatória na etapa de projeto gera imperfeições nesse contato, 

sendo estas as principais fontes de falhas em engrenagens. O desgaste e as forças 

atuantes no sistema danificam o mecanismo, sendo um dos danos mais críticos a quebra 

dos dentes, capaz de comprometer toda a operação. Estas falhas são percebidas através 

de vários fatores como ruído anormal e até parada completa das atividades. 

De acordo com Lynwander (1984), a quebra dos dentes em um engrenamento é 

considerada a falha mais catastrófica para este tipo de mecanismo, devido ao fato da 

mesma ocorrer de maneira inesperada e praticamente instantânea a partir do momento em 

que a trinca cresce e adquiri tamanho suficiente para concentrar tensão acima da 

resistência do material. Quando o problema se estende na quebra de mais de um dente, a 
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transmissão é criticamente afetada de forma que a transmissão de movimento não é mais 

possível, enquanto que em casos mais simples, em que ocorra a fratura de apenas um 

dente, além desta porção ser capaz de causar danos a outros componentes, a carga 

transmitida por cada elemento é ampliada, gerando maiores tensões. 

 

Entre os agentes causadores das falhas mencionadas acima estão as trincas e, 

levando-se em consideração que as engrenagens são elementos comumente encontrados 

em equipamentos que operam em um número elevado de rotações em sua vida, trincas 

podem se desenvolver por fadiga superficial e pela constante flexão a qual os dentes são 

submetidos ao longo do tempo, além daquelas originadas no processo de fabricação 

devido a algum tratamento térmico realizado incorretamente e que, caso não sejam 

detectadas, crescerão até causar a falha. De maneira a ilustrar as formas com as quais 

ocorrem a quebra dos dentes, a Figura 1.3. apresenta uma fotografia de dentes em uma 

engrenagem que falharam por fadiga. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.3. Dente de engrenagem que falhou por fadiga. Fonte: LYNWANDER (1984). 

 

No caso de falhas nas quais a tensão de flexão supera a resistência do material ao 

transmitir torque, a falha ocorre precocemente em comparação à falha por fadiga. A Figura 

1.4 apresenta dentes de engrenagem após falha por sobrecarga. 
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Figura 1.4. Falha por sobrecarga em dente de engrenagem. Fonte: LYNWANDER (1984). 

 

Tratando-se especificamente do assunto “trincas”, as mesmas afetam a integridade 

do equipamento ao atuarem como intensificadores de tensão, concentrando esforços em 

sua extremidade que aumentam gradualmente e superam o limite de resistência do 

material, momento este em que ocorre a fratura. A importância da modelagem delas está 

justamente em se prever a formação e propagação das mesmas a fim de se evitar danos 

no sistema ou até uma falha catastrófica capaz de interromper as operações, permitindo 

assim, avaliar a necessidade de manutenção preditiva, de forma que esta ocorra 

estrategicamente e com impacto mínimo nos custos e na produtividade final, alterando o 

destino da operação. Vale ressaltar que se a falha surge como um imprevisto, os danos 

acabam sendo exponencialmente maiores, podendo ocasionar um efeito cascata. Além 

disso, sabendo o histórico da trinca, o tempo de parada necessário é menor, uma vez que 

já se possui uma estimativa da gravidade do problema a ser enfrentado antes mesmo dele 

aparecer. 

 

Aplicações na indústria mecânica, nas quais a modelagem e o acompanhamento 

das falhas nas engrenagens ao longo da vida são de suma importância, são as caixas de 

redução. Tratam-se de máquinas empregadas com a finalidade de se obter grandes 

reduções de transmissões, sem necessidade de recorrer à engrenagens motoras de 

poucos dentes ou componentes de grandes diâmetros. É justamente pelos constantes 

esforços sofridos por estes elementos que o maior índice de falhas em equipamentos 

como o mencionado ocorrem no próprio par engrenado, devido a desgastes severos e à 

presença de trincas.  
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Figura 1.5. Caixa de redução. Fonte: BRIGATON (2011). 

 

Desta maneira, entendendo-se como modelagem matemática a descrição e 

simulação de fenômenos reais por meio de equações, a fim de prever seu comportamento, 

objetiva-se com este trabalho apresentar, a partir do estudo e análise das diversas 

referências da área, alternativas que trabalhem a modelagem de trincas nos dentes de um 

engrenamento permitindo o monitoramento da condição do mecanismo, bem como avaliar 

parâmetros representativos do mesmo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



10 

 

Capítulo 2 

 

Revisão Bibliográfica 

 

 

 Há uma vasta gama de documentos que tratam como foco de pesquisa a 

modelagem e análise de falhas consequentes da propagação das trincas. O presente 

capítulo possui a finalidade de apresentar referências que aprofundam as alternativas de 

desenvolvimento do estudo tratado neste relatório. 

 

Segundo Wulpi (1999), melhorias significativas na qualidade de produtos, sistemas 

e processos de fabricação são alcançadas com a implementação de medidas preventivas 

utilizando ferramentas para análise de falhas. Assim, faz-se necessária a leitura sobre o 

estudo que envolve essa análise, a área da Engenharia Mecânica que trata da fratura dos 

materiais. 

 

A Mecânica da Fratura é o campo da engenharia responsável pelo estudo dos 

processos mecânicos de criação e propagação de defeitos, capazes de diminuir a 

resistência do material e provocar a fratura do mesmo, inutilizando-o. Seus conceitos foram 

introduzidos no ano de 1920 por Alan Arnold Griffith ao desenvolver uma relação 

quantitativa para a fratura de sólidos frágeis, relacionando-a à energia envolvida na 

propagação de trincas de natureza elíptica. O denominado Critério de Griffith estabelece, 

em suma, que quando uma trinca se propaga, ocorre um acréscimo em energia superficial 

equivalente à perda decorrente da deformação do material. 

 

Foi a partir de 1920, com a publicação do trabalho "The phenomenon of rupture and 

flow in solids", que a indústria sofreu fortes mudanças e evoluiu, passando a aplicar 

métodos de “endurecimento” de materiais, uma vez que processos como laminação à frio 

já não eram mais enigmáticos. A Aeronáutica passou a compreender as falhas em seus 

projetos, que muitas vezes possuíam propriedades acima das necessárias para garantir 

segurança, e a polir os metais a fim de eliminar as trincas. O resultado pôde ser 

acompanhado por produtos como o Boeing 247 criado na década de 1930. 

  



11 

 

Em meados de 1950, Irwin, buscando expandir o trabalho de Griffith para a maioria 

dos materiais, definiu a taxa de liberação de energia (G) como sendo a força motriz de 

propagação da trinca, este valor pode ser comparado à resistência do material ao 

crescimento da falha, que depende do trabalho elástico e plástico necessário para produzir 

duas novas superfícies. 

 

Dentre as alternativas de ferramentas para o estudo das falhas estão métodos 

analíticos e experimentais da Mecânica dos Sólidos que buscam respectivamente calcular 

a força motriz em uma trinca, bem como obter o comportamento do material quando 

solicitado até a fratura. Trata-se de uma ferramenta fundamental na busca por 

equipamentos e componentes com desempenho superior, que aplica teorias relativas à 

elasticidade e plasticidade dos materiais para prever falhas mecânicas macroscópicas na 

peça. 

 

Neste trabalho buscar-se-á utilizar como principais fontes de informação, os títulos 

“Projeto de Máquinas: Uma abordagem integrada” de Robert L. Norton e “Elementos de 

Máquinas de Shigley” de Richard G. Budynas e J. Keith Nisbett, livros reconhecidos na 

área de Projetos Mecânicos. Tratam-se de duas referências no estudo do comportamento 

e análise de falhas em mecanismos, sendo utilizados nas disciplinas de Elementos de 

Máquinas possuindo foco em combinar o desenvolvimento fundamental de conceitos com 

a especificação prática de componentes. Os dois materiais seguem um mesmo escopo, 

introduzindo primeiramente o material base para compreender o projeto mecânico, 

apresentando os diversos tipos de materiais e suas propriedades, processos de fabricação 

de componentes e métodos para determinação das solicitações as quais os mesmos são 

submetidos, informações necessárias em capítulos posteriores dedicados à análise de 

falhas estáticas, por fadiga e superficial (apenas no Capítulo 7 de Norton) , estas duas 

últimas de suma importância para o desenvolvimento deste trabalho. É a partir do Capítulo 

13 de “Elementos de Máquinas de Shigley” que o estudo referente especificamente às 

engrenagens se inicia, denominado “Uma visão geral sobre as engrenagens”, o texto 

define componentes, fundamentos e relações que regem seu funcionamento e tensões as 

quais as mesmas são constantemente subordinadas. Segue-se aprofundando o estudo 

nos Capítulos 14, especificando as relações para engrenagens cilíndricas de dentes retos 

e cilíndricas helicoidais, o título “Projeto de Máquinas: Uma abordagem integrada” difere 

nesta etapa destinando capítulos focados em cada uma dessas especificações (Capítulo 



12 

 

12 para engrenagens cilíndricas retas e Capítulo 13 para helicoidais, cônicas e sem-fim). 

Levando-se em consideração as diversas vantagens, decorrentes da utilização de 

procedimentos numéricos, na determinação de soluções para geometrias complexas, 

inclusão de propriedades distintas em materiais dissimilares e identificação de efeitos 

localizados (concentradores de tensões), ambas as referências possuem capítulos 

direcionados para a análise de mecanismos por elementos finitos (Capítulo 8 de Norton e 

Capítulo 19 de Budynas et al.),método este explorado em artigos mencionados no decorrer 

deste capítulo, nos quais a definição de malhas é ferramenta primordial para a modelagem 

e previsão de falhas em engrenagens. Baseando-se nesses dois materiais, através de 

pesquisas bibliográficas reuniu-se documentos com foco no tema tratado capazes de 

exemplificar as informações extraídas até o momento. 

 

O primeiro passo para se estudar a propagação de trincas em um componente, não 

se limitando apenas às engrenagens, e isso é claramente informado nos textos citados 

acima, é atentar-se à configuração estrutural do material do qual ele é composto. Assim, as 

três primeiras referências deste capítulo apresentam teoria e análise focadas em aspectos 

qualitativos da formação e crescimento das trincas sob aspectos das propriedades dos 

materiais. 

  

Primeiramente, tem-se Magno (2004). Trata-se de uma importante referência com 

foco nos efeitos microscópicos das impurezas no material e nucleação de defeitos nos 

contornos de grão. O trabalho não trata em seu escopo especificamente das falhas 

ocorrentes em engrenagens, mas apresenta o comportamento de trincas originadas por 

fadiga, um dos principais mecanismos responsáveis pela formação de trincas nos dentes 

desses componentes. 

 

O fenômeno conhecido como fadiga foi observado e descrito pela primeira vez em 

meados de 1800. Na ocasião, eixos pertencentes a um vagão ferroviário passaram a 

apresentar problemas após um pequeno período em serviço e, apesar de serem 

produzidos com aço dúctil, características de fraturas frágeis e repentinas podiam ser 

vistas. Segundo Rankine (1843), o material se “cristalizou”, tornando-se frágil devido às 

tensões flutuantes (ABRAHÃO et al., 2008). 
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As trincas de fadiga geralmente se iniciam em um concentrado de tensão ou entalhe 

(ABRAHÃO et al., 2008), podendo resumir seu ciclo em três estágios principais: 

 

• início da trinca, sendo de pequena duração caso o material apresente tensões 

concentradas;  

• propagação da trinca, que ocorre pelo maior tempo ao longo da vida de uma peça; 

• ruptura repentina devido ao crescimento instável da trinca. 

 

Uma importante observação a ser comentada é que o desenvolvimento de trincas 

dentro das bandas de escorregamento pelo mecanismo de fadiga deve-se principalmente 

ao movimento das discordâncias, de forma que, uma vez iniciada, ela se propaga 

macroscopicamente e de maneira descontínua em um plano orientado formando um 

ângulo reto com relação ao plano de tensões principais presente no corpo (SOUZA, 1982).  

 

É possível mencionar outra relevante característica do fenômeno da fadiga, são as 

denominadas “marcas de praia”, caracterizadas pelo formato semicircular que pode ser 

comparado ao observado nas estrias, diferindo no entanto, pela proporção que as mesmas 

atingem, permitindo a visibilidade a olho nu. Esses efeitos podem ser formados através dos 

diferentes graus de oxidação consequentes da constante variação nas condições de 

carregamento, representando quantidades enormes de ciclos de funcionamento da peça, 

com a característica de apontarem sempre para o local de início da trinca. A relação entre 

o período de propagação e a ruptura final indicam o coeficiente de segurança do 

componente ou grau de sobrecarga ao qual o mesmo foi submetido (SHIGLEY, 2005). 

 

As trincas formadas se propagam em cada ciclo de tensão, gerando as estrias até a 

instabilidade determinada pela mecânica da fratura, resultando no aspecto que pode ser 

visto na figura 2.1, onde se notam as marcas de praia. Nota-se claramente o ponto de 

nucleação das trincas, a área de propagação e a área de ruptura catastrófica, essas 

etapas podem ser observadas também na Figura 1.3 do capítulo inicial deste trabalho. 
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Figura 2.1. Superfícies características de uma fratura em fadiga. Fonte: 

Retornando à análise, a referência anterior explicita também a importância do 

acabamento superficial com argumentos de que a grande maioria dos defeitos de fadiga se 

iniciam na superfície do material, portanto a condição do acabamento é de extrema 

importância na performance do componente. Na busca por materiais com melhores 

propriedades, tratamentos termoquímicos como a cementação são comumente utilizados 

em aços para obter uma configuração capaz de aliar duas características que à princípio 

são consideradas antagônicas, a união entre uma superfície dura com um núcleo tenaz 

pode conferir maior resistência e eficiência em sistemas compostos por dentes de 

engrenagens, matrizes de estampagem, pinos móveis e eixos (COLPAERT, 2008). 

 

Angeloni (2018) é mais uma referência da importância do conhecimento das 

configurações do material do componente mecânico, tratando em seu texto 

especificamente do assunto “engrenagens”. Os procedimentos apresentados visam a 

análise das falhas presentes nos dentes da engrenagem com um foco mais qualitativo, 

utilizando como motivação as mudanças trazidas por normas ambientais e de segurança, 

que se tornam cada vez mais rígidas na mesma medida em que ocorre o aumento da 

competitividade advinda da globalização. Há uma crescente busca por caracterizar melhor 

os materiais principalmente no que se refere ao seu comportamento dúctil-frágil, 

garantindo maior segurança e confiabilidade aos mecanismos e, tendo isso como objetivo, 

o texto procura determinar a causa principal da fratura de um dente de engrenagem com o 

auxílio de ensaios de análise química por espectrometria de emissão óptica por 

centelhamento, análise macroestrutural e perfil de microdureza. Ao final, obtém-se a 

composição e propriedades do material, tensões concentradas durante a fabricação e a 
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medição da faixa de microdureza em vickers localizada entre a superfície e o centro da 

peça. 

 

Complementa-se a discussão com Ihara e Tanaka (2016), outro exemplo da 

utilização de ferramentas de ensaios do material na busca de obter a composição da peça 

e assim, realizar a análise de falha dos dentes de uma engrenagem bihelicoidal do redutor 

de um turbogerador de grande porte. No decorrer do estudo foram realizadas análises de 

espectrofotometria para determinação da composição química do material base, uma 

análise microestrutural com auxílio da microscopia óptica na qual foi revelada a estrutura 

martensítica com austenita retida dos dentes. Assim como na referência anterior, um perfil 

de microdureza foi desenvolvido no plano transversal do dente, indicando o tratamento 

superficial de cementação durante a fabricação. Com o auxílio de fractografia 

macroscópica foi possível a observação e identificação das estruturas indicadas pela 

Figura 2.1 e através da ferramenta de microscopia eletrônica de varredura, determinou-se 

a localização do início da trinca. Concluiu-se, portanto, que a falha foi motivada pelo 

mecanismo de fadiga por flexão do dente.  

 

Assim, tem-se como ferramenta primordial para o início do estudo e modelagem das 

trincas em engrenagens, a ocorrência de ensaios mecânicos, que podem ser classificados 

como não destrutivos, nos quais a peça não é afetada, ou destrutivos, ao promover a 

inutilização do componente. Os ensaios mecânicos são utilizados para determinação de 

algumas propriedades físicas do material, bem como para detecção de falhas internas 

(SOUZA, 1982). 

 

O material de Ruchert (2014) inicia a sequência de documentos referentes ao 

estudo quantitativo e modelagem da propagação das trincas. A apresentação introduz a 

teoria de Griffith, anteriormente citada, de maneira a tornar possível a aplicação de 

conceitos da análise de tensão de trinca e tenacidade à fratura. Segue-se o texto 

desmembrando o fenômeno da fadiga, explicitando causas e tipos de carregamento, bem 

como as filosofias de projeto para construção de mecanismos que satisfaçam critérios de 

vida infinita, vida finita, falha segura ou tolerância ao dano.  Uma informação pertinente 

documentada diz respeito às tensões cíclicas, justamente por se tratar da condição a qual 

os dentes das engrenagens são submetidos durante o funcionamento, sua avaliação torna-

se de grande importância. Baseando-se nas filosofias de projeto mencionadas, o material 
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expõe métodos para cálculo do número de ciclos que um componente é capaz de resistir à 

fadiga, entre eles o Método S-N (Tensão-Vida), utilizado para critérios de vida 

infinita e vida finita e quando os níveis de tensão são muito inferiores ao limite de 

escoamento do material, motivo pelo qual também é conhecido como Fadiga de Alto Ciclo 

(FAC) ou Fadiga em Baixa Tensão (FBT). Através da observação das curvas S-N, é 

possível definir o limite de fadiga do material, exceto para casos como de ligas não 

ferrosas que não exibem claramente essa propriedade. Outro método é a quantificação da 

vida em fadiga com o auxílio da Equação de Paris, que relaciona a taxa de propagação da 

trinca (da/dN) com a variação do fator de intensidade de tensão na ponta da mesma (ΔK). 

O autor conclui a apresentação ao destacar técnicas como Clip Gage, Réplica de Acetato e 

Queda de Potencial na medição da taxa de propagação das trincas. Definindo-se a base 

necessária para seguir adiante na análise, unindo as referências acima aos estudos 

apresentados a seguir é possível direcionar as teorias envolvidas na mecânica da fratura 

de componentes genéricos, relacionando e aprofundando-as para o campo das 

engrenagens. 

 

Tratando-se dos aspectos presentes nas etapas de projeto de engrenamentos, 

Brigaton (2011) detalha todos os conceitos que envolvem o desenvolvimento de cada 

componente de uma caixa de redução, entre eles as engrenagens responsáveis pela 

transmissão mecânica. O documento explicita todos os cálculos referentes aos processos 

de dimensionamento dos parâmetros e fabricação dos componentes, especificando 

relações pertinentes à análise das forças e tensões no dente, conhecimento necessário no 

processo de acompanhamento das trincas. O autor expõe diversos dados construtivos, 

incluindo a relação entre os diâmetros das engrenagens calculado na interferência, além 

de todos os parâmetros necessários para se avaliar a pressão máxima no flanco do dente 

e pressão admissível em função da dureza e da vida útil da engrenagem. No decorrer do 

texto são anexadas tabelas referentes à tensão de flexão alternada no pé do dente para 

vários materiais, inclusive aqueles tratados termicamente, informando também 

características importantes como a dureza Brinell e, de maneira a garantir uma maior 

abrangência de conceitos, levando em consideração a existência de variadas classes de 

engrenagens, o material apresenta as etapas de dimensionamento de parâmetros e 

análise de forças, tensões máximas e pressões admissíveis para engrenagens helicoidais, 

permitindo a modelagem das trincas para elementos com essas configurações.  
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Sabe-se que questionamentos de engenharia podem ser solucionados por uma 

vasta gama de metodologias. De forma a exemplificar e aprofundar os conceitos referentes 

à solução por métodos numéricos, a apresentação de Silva (2015), inicia sua abordagem 

tratando das engrenagens. Após introduzir os conceitos de concentradores de tensão, o 

autor inicia a análise numérica no campo da mecânica das fraturas através do 

acompanhamento do fluxograma ilustrado na Figura 2.2, se apoiando em informações 

contidas em gráficos que relacionam propriedades como número de dentes e tamanho do 

elemento com as tensões de flexão.  

Figura 2.2. Fluxograma do estudo da propagação de trincas por simulação 

numérica. Fonte: SILVA (2015) 

 

Quadros (2018) e Lazzaron (2016) destacam em seus trabalhos o crescente uso do 

ferro fundido nodular austemperado (ADI), consequente de suas boas propriedades 

mecânicas como a usinabilidade, resistência à tração, limite de fadiga e resistência ao 

desgaste. O texto expõe os problemas existentes devido à presença de nódulos de grafita 

em sua microestrutura que atuam como concentradores mas equilibram seus efeitos ao 

garantirem ductilidade. Introduzido os conceitos referentes ao material, o estudo tem como 

principal ferramenta a modelagem de um par de engrenagens cilíndricas de dentes retos 

procurando simular o contato entre os dentes ao ser aplicado uma carga no ponto 

denominado raio de carga. Posteriormente, a análise prossegue introduzindo uma trinca no 
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modelo, bem como nódulos na região próxima a extremidade, de maneira que o método 

dos elementos finitos possa ser utilizado para avaliar as modificações nas propriedades 

decorrentes da propagação da trinca. A escolha em utilizar o método estendido na primeira 

referência é justificada pela possibilidade de realizar a análise completa sem a 

necessidade do refino da malha (etapa de remeshing da Figura 2.2). A partir dos 

resultados obtidos, constatou-se que a posição e tamanho do nódulo acabam por ser os 

maiores influenciadores sobre a propagação da falha. 

 

Referências como Endeshaw et al. (2017) tratam, em seu artigo, da modelagem das 

trincas com o auxílio de ferramentas probabilísticas, as quais são mais aprofundadas e 

mais específicas em relação ao escopo das disciplinas desempenhadas na graduação, 

mas que ainda assim, acrescentam importantes informações a este trabalho. O documento 

explora uma alternativa para a previsão de falhas nas caixas de câmbio de turbinas eólicas 

(WTGs), utilizando como motivação fatores relacionados a custos de manutenção e perda 

da produtividade devido à inatividade, já mencionados anteriormente. Tratando-se de uma 

das causas mais comuns da falha prematura dos WTGs, a fratura por fadiga dos dentes de 

engrenagem é causada pelo torque flutuante e cíclico, resultante do carregamento 

estocástico do vento, transmitido para a caixa de velocidades, além disso, as incertezas 

inerentes às propriedades materiais resultam em previsão de vida incerta para os GTS e 

por esse motivo, é essencial quantificá-las na estimativa de vida das engrenagens. 

Apoiando-se em um modelo dinâmico de uma caixa de câmbio de um estágio, um método 

de elemento finito e um modelo de degradação para a estimativa da propagação da trinca 

em fadiga na engrenagem, os dados históricos de tempo de torque de um rotor de turbina 

eólica foram dimensionados e utilizados para simular a característica estocástica do 

carregamento e as incertezas nas constantes materiais do modelo de degradação. A partir 

dos resultados, o autor é capaz de demonstrar que a quantificação das incertezas, 

referentes às constantes de carga e do material, fornecem uma estimativa razoável da 

distribuição do comprimento da rachadura no dente da engrenagem durante a vida do 

componente. 

 

A partir dos diversos materiais apresentados e das discussões relacionadas, 

procura-se no Capítulo 3 explorar e aprofundar os conceitos reunidos até o momento, 

explicitando os procedimentos e cálculos que visam a modelagem da propagação das 

trincas nas engrenagens. 
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Capítulo 3 

 

Fundamentação Teórica 

 

3.1. Conceitos Básicos e Nomenclatura 

3.1.1. Engrenagens Cilíndricas de Dentes Retos (ECDR) 

A primeira etapa a ser considerada em uma modelagem é a nomenclatura dos 

diversos parâmetros que compõem um projeto de uma engrenagem além do conhecimento 

básico das leis que regem seus funcionamentos. Assim, os tópicos a seguir buscam 

apresentar tais conceitos necessários para a análise e previsão das falhas nesses 

componentes. 

 

As engrenagens cilíndricas de dentes retos (ECDR) possuem a configuração mais 

simples e de fácil fabricação entre os modelos existentes, motivo pelo qual são 

amplamente utilizadas em sistemas que trabalham em baixas rotações, como redutores 

industriais. 

 

 O projeto de uma engrenagem surge, em primeira etapa, a partir da escolha dos 

perfis, implícitos em um disco bruto, que serão conjugados, a fim de que seja obtida uma 

peça final como a apresentada na Figura 3.1. Tal figura apresenta alguns termos que 

facilitam a compreensão das expressões advindas dos componentes de uma engrenagem 

e que serão posteriormente apresentadas.  

Figura 3.1. Elementos de uma engrenagem cilíndrica de dentes retos.  

Fonte: DEMEC UFPE (2018) 
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A partir da figura observa-se os seguintes elementos: 

• Diâmetro primitivo (d): Diâmetro principal da engrenagem a partir do qual são 

desenvolvidas as principais expressões matemáticas; 

• Diâmetro de cabeças (da): Diâmetro da circunferência externa que tangencia 
o topo dos dentes; 

• Diâmetro de pé (df): Diâmetro da circunferência interna e que abarca a raiz 
dos dentes; 

• Diâmetro de base (db): Diâmetro base para a criação das evolventes que 
constituem o perfil dos dentes; 

• Passo circular (p): Distância entre dentes consecutivos, possuindo como 
referência a circunferência primitiva; 

• Altura do dente (h): Distância do topo à base do dente; 

• Altura de cabeça (ha): Distância entre a circunferência primitiva ao topo do 
dente; 

• Altura de pé (hf): Distância entre a circunferência primitiva e a raiz do dente; 

• Folga do dente (c): Folga entre a cabeça do dente da coroa e a base do 
pinhão.  

De maneira a complementar as informações apresentadas na Figura 3.1, a Figura 

3.2 abaixo ilustra um par de dentes especificando mais alguns elementos relativos ao perfil 

dos mesmos. 

Figura 3.2. Elementos dos dentes de uma engrenagem. Fonte: SANTOS (2002) 

 

O espaçamento entre dentes, também denominada backlash, possui dimensão 

próxima à largura do dente e pode sofrer variações causadas pelo desgaste durante a vida 

do mecanismo (SANTOS, 2002). 
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Como já mencionado anteriormente, o círculo primitivo possui grande importância 

nas formulações matemáticas que regem o funcionamento de uma engrenagem e, a partir 

dele, é possível o cálculo da razão de transmissão de torque e de velocidade. Tomando-se 

o mesmo como referência, também é possível o cálculo do passo circular pc, definido 

como o quociente entre o perímetro formado pela circunferência primitiva e o número de 

dentes da engrenagem Ni (Equação 1). 

 

 

 

 

Na equação acima, m é a razão entre d (em mm) e Ni, denominada módulo da 

engrenagem. Vale ressaltar que o sistema americano ou inglês trabalha com um parâmetro 

análogo, o diametral pitch (P), quociente entre Ni e d, este agora em polegadas.  

 

A importância da quantificação do módulo na etapa de projeto está no fato de que 

um par de engrenagens deve possuir o mesmo valor para esse parâmetro, garantindo 

assim o acoplamento correto dos dentes, uma maneira de contornar esse problema é a 

utilização dos módulos recomendados por norma (Tabela 3.1). 

 

Tabela 3.1. Módulos normalizados Segundo DIN 780. Fonte: MELCONIAN (2011) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Existem ainda recomendações acerca das dimensões ha e hf (Figura 3.1), 

respectivos a e d na Figura 3.2, nas quais é aconselhável que a distância entre a 

circunferência primitiva ao topo do dente seja equivalente ao módulo, enquanto para 

distância entre a circunferência primitiva e a raiz do dente o valor recomendado é de 1,25 
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vezes m. Além dessas variáveis, aconselha-se que a largura do denteado esteja dentro do 

intervalo de no mínimo 9 vezes o módulo e no máximo 14 vezes, enquanto o valor de 1/3 

do módulo vale para o raio de concordância no pé do dente (SANTOS, 2002). 

 

 Em suma, para engrenagens de dentes retos temos: 

 

 

 

 

 

 

Onde:  

P = passo diametral (dentes por polegada);  

Ni = número de dentes;  

d = diâmetro primitivo;  

m = módulo;  

pc = passo circular. 

 

3.1.2. Engrenagens de dentes helicoidais   

As formulações que representam a configuração de uma engrenagem de dentes 

helicoidais é semelhante às expressões encontradas nas ECDR, com a distinção de que 

os dentes são inclinados formando um ângulo β, denominado ângulo de hélice 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.3. Elementos dos dentes de uma engrenagem helicoidal. Fonte: SANTI (2015) 
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No decorrer da passagem pelos elementos constituintes das ECDR, não houve 

distinção entre passo circular (pc) e passo normal (pn) justamente por serem equivalentes 

nas engrenagens com essa configuração. Isso não pode ser repetido para a engrenagem 

cilíndricas de dentes helicoidais, nas quais os parâmetros são quantificados com o auxílio 

de formulações trigonométricas. 

 

 

 

 

 

Em que mt é chamado de módulo transversal. 

 

3.2. Geometria do engrenamento 

3.2.1. Relação de velocidades 

Como mencionado no Capítulo 1 deste trabalho, para garantir um funcionamento 

correto do sistema engrenado, uma equivalência entre as velocidades tangenciais ao 

círculo primitivo deve existir. Assim, buscando investigar essa característica, um 

engrenamento pode ser idealizado por dois cilindros em contato, cada um com seu 

respectivo diâmetro primitivo (Figura 3.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.4. Engrenagens representadas como cilindros em contato. Fonte: DANTAS (2010) 
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Na figura, a circunferência superior é o pinhão que gira a uma velocidade angular 

Wp, enquanto o cilindro inferior possui uma velocidade Wc e representa a coroa. Observa-

se o ponto de contato P e o ângulo de pressão ϕ que é comumente encontrado com valor 

de 20º, 25º ou 14,5º em diferentes tipos de mecanismos.  

 

A relação de velocidades é definida pela razão entre as velocidades angulares do 

pinhão e da coroa (Equação 7). Ressalta-se que, tratando-se de ECDR, esta razão é 

inversamente proporcional à relação dos diâmetros primitivos e dos números de dentes, 

justificando o fato de que a coroa sempre é a engrenagem que trabalha com a menor 

rotação. 

 

         

 

 

3.2.2. Perfil do dente evolvental 

O perfil do dente de engrenagem pode ser construído com o auxílio da curva 

conhecida como evolvente, que possui propriedades que a tornam extremamente 

importante para a indústria mecânica.  

 

Sistemas de engrenagens evolventes permitem taxas relativas de rotação que não 

variam enquanto os dentes estão engatados, além de que garantem um contato 

permanente entre pinhão e coroa que ocorre ao longo de uma única linha de força 

constante, permitindo uma ação conjugada, suave e sem muito deslizamento, próxima a 

uma condição de rolamento. Com dentes de outros formatos, as velocidades e forças 

relativas aumentam e diminuem à medida que dentes sucessivos se engatam, resultando 

em vibração, ruído e desgaste excessivo. Por esse motivo, a maioria dos dentes de 

engrenagens modernas são fabricados a partir da forma evolvente (GOSS, 2013). 
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Figura 3.5.Perfil do dente evolvental. Fonte: NORTON (2013) 

 

3.2.3. Linha de ação e razão de contato 

No tópico anterior, mencionou-se a utilidade e vantagens relativas à configuração 

evolvente no engrenamento, entre elas a garantia de um contato constante que ocorre ao 

longo de uma linha, denominada linha de ação.  

 

A linha de ação tangencia ao mesmo tempo ambas as circunferências de base, com 

uma inclinação definida pelo ângulo de pressão, ela descreve a trajetória dos pontos de 

contato durante a transmissão da força. Na Figura 3.4 ela já pôde ser observada como 

sendo a reta que liga os pontos a e b. 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Figura 3.6.Linha de ação. Fonte: DANTAS (2010) 
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Durante o funcionamento de um par engrenado, a quantidade de pontos de contato 

pode variar, representando menos ou mais dentes em contato simultaneamente. Isso 

acontece porque antes de ocorrer a separação de um par de dentes que já estava em 

contato, outro par inicia o mesmo processo. A variável capaz de quantificar o número 

médio de dentes em contato é chamada razão de contato e pode ser calculada pela 

seguinte Equação 8 (SHIGLEY, MISCHKE, & BUDYNAS, 2005). 

 

 

 

Na equação acima Lab representa o comprimento da linha de ação (Equação 9), m é 

o modulo e  é o ângulo de pressão.  

 

 

 

Em que a é a distância entre centros das engrenagens; rpi e hci representam, 

respectivamente, os raios primitivos e altura dos dentes, nos quais o índice 1 representa o 

pinhão e 2, a coroa. 

 

A maioria dos pares engrenados trabalha com uma razão de contato 1 e 2 

(NORTON, 2013) no entanto, uma razão de contato maior que 1 é recomendada na 

operação de engrenagens para evitar choques e ruídos que prejudicam o funcionamento e 

a vida do sistema. Para essas razões de contato maiores que 1, pode ser definido o 

chamado HPSTC (Highest Point of Single Tooth Contact), ponto no qual localiza-se o 

máximo momento fletor. (NORTON, 2013).  

 

É importante salientar que nas ocasiões em que a razão de contato é 2, a força não 

é igualmente distribuída ao longo da linha de ação. Segundo Walker (1938), a distribuição 

das forças nos dentes das engrenagens pode ser avaliada com o auxílio da definição de 

loadsharing ratio, na qual para região central do dente, compreendida entre o HPSTC 

(Highest Point of Single Tooth Contact) e o LPSTC (Lowest Point of Single Tooth Contact), 

o contato ocorre em apenas um par de dentes e, consequentemente, a tensão se 

concentra nessa região. Nas regiões extremas do dente, ou seja, acima do HPSTC e 
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abaixo do LPSTC, o engrenamento ocorre com o contato de dois pares de dentes, 

distribuindo as forças que antes se concentravam em apenas um par. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.7. Contato entre dentes e loadingsharing ratio. Fonte: IMREK (2009) 

  

 A Figura 3.8 ilustra a distribuição da força no dente, mesclando as informações 

contidas na Figura 3.7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.8. Distribuição das forças ao longo do dente. Fonte: IMREK (2009).  

Adaptado por MURARO et. al (2011) 

 

 

3.3. Análise das tensões nos dentes das engrenagens 

 Como mencionado nos capítulos anteriores, as trincas em engrenagens são 

geradas e propagadas pela incessante variação de esforços as quais as mesmas são 

submetidas. Seja por fadiga superficial ou pela tensão de flexão na raiz do dente, as 

trincas, quando não acompanhadas, se tornam concentradoras de tensão capazes de 

inviabilizar completamente o funcionamento do sistema. É importante ressaltar que a 
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quebra do dente pelo segundo tipo de esforço citado é mais incomum, e geralmente ocorre 

quando se tem uma etapa de projeto mal realizada. Sendo assim, a falha causada por 

fadiga superficial costuma ocorrer antes, principalmente por se tratar de uma consequência 

inevitável causada pelos constantes contatos entre dentes. 

 A maneira mais ilustrativa de se observar as tensões em mecanismos, não se 

limitando as engrenagens, é através de softwares que utilizam métodos de elementos 

finitos para modelar e simular o componente buscando os resultados mais próximos 

possíveis do real. A Figura 3.9 apresenta os contornos de estresse, obtidos do MEF, para o 

design de uma engrenagem de transmissão veicular. Percebe-se as maiores tensões de 

Von Mises (vermelho) nos pontos de contato e na raiz dos dentes, evidenciando as 

afirmações feitas até o momento. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.9. Resultados do MEF para uma engrenagem de transmissão veicular. 

Fonte: (APAKIDZE) (2014). 
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3.4. Forças transmitidas no engrenamento 

 

 A força transmitida no funcionamento de um par de engrenagens pode ser dividida 

em duas componentes atuantes no ponto de contato do engrenamento, são elas a força 

tangencial e radial, que assumem mesmo módulo porém sentidos opostos para os dentes 

da coroa e do pinhão (Figura 3.10). 

 

 

  

 

 

 

 

 

Figura 3.10. Forças no pinhão e na engrenagem. Fonte: NORTON (2013). 

 

No estudo e análise dessas forças, tanto a potência quanto a velocidade costumam 

ser dados de entrada em problemas referentes ao projeto. Assim, uma avaliação a respeito 

da força tangencial deve ser realizada primeiramente para depois quantificar os esforços 

totais no ponto de contato (SANTOS, 2002). Tomando-se como base a ilustração da figura 

acima, as seguintes expressões retiradas de Norton (2013) são válidas: 

 

 

 

 

 

 

 

Nas equações acima, Tp é o torque no eixo do pinhão, rp e dp representam, 

respectivamente, o raio e diâmetro primitivos, pd é o passo diametral e Np o número de 

dentes do pinhão. Os índíces t e r indicam, respectivamente, as componentes tangencial e 

radial.  
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De acordo com a norma AGMA 908-B89 (1989), quando não há esforços na ponta 

do dente, a posição onde a força é aplicada pode ser definida por um raio de carga rnL e 

um ângulo de carga nL. A Figura 3.11 ilustra essas coordenadas para melhor visualização. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.11. Raio de carga e ângulo de carga. Fonte: AGMA 908-B89 (1989). 

Esses dois parâmetros que representam o local de aplicação da força W, podem ser 

avaliados pelas Equações 13 e 14 abaixo. Rb1 é o raio de base do pinhão, Sn é a 

espessura do dente e Z é o número de dentes. 

 

 

  

Dentre os elementos da Equação X, ϕnW pode ser obtido através de relação 

trigonométrica com a dimensão C4, representada na Figura 3.12. 
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Figura 3.12. Plano transversal da linha de ação de duas engrenagens em contato.  

Fonte: AGMA 908-B89 (1989) 

  

É possível identificar na figura os pontos HPSTC e LPSTC, já definidos 

anteriormente. Uma observação interessante também é a de que a cota C4, necessária 

para avaliação da Equação 15, corresponde justamente ao ponto HPSTC. 

 

Assim, para a determinação do valor de C4, alguns procedimentos devem ser 

realizados primeiramente. As equações que determinam os valores dos raios de base do 

pinhão e da coroa são, respectivamente: 

 

 

 

 Os resultados obtidos para esses dois parâmetros permitem o cálculo do ângulo de 

pressão transversal de operação r.  
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Para engrenamentos externos, utiliza-se o sinal positivo da Equação 18, enquanto o 

negativo é utilizado para engrenamentos internos. 

O comprimento da linha de ação entre os raios de base do pinhão e da coroa, 

representado pela dimensão C6, é determinado por: 

 

Com esses procedimentos apresentados, é possível obter a dimensão C4, com a 

Equação X. 

 

Em que: 

 

Em que Ro2 é o raio de cabeça da coroa e a regra para utilização dos sinais é a 

mesma da Equação 18. O passo de base transversal pb é definido pela Equação 22. 

 

 

Conclui-se a avaliação da componente tangencial Wt da força, com a seguinte 

Equação 23 apresentada na norma AGMA 

 

 

É importante perceber que a Equação 23 não possui o raio primitivo como um de 

seus elementos. Isso ocorre pois em carregamentos do tipo HPSTC, as solicitações estão 

localizadas no ponto definido pelo raio de carga. 
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3.5. Tensões de flexão na raiz dos dentes 

 

Wilfred Lewis (1982), ao aproximar os dentes das engrenagens por uma viga em 

balanço com seção crítica na raiz, foi responsável por apresentar a primeira expressão 

para avaliação da tensão de flexão nesses elementos (NORTON, 2013).  

 

 

 

 

 

Figura 3.13. Plano transversal da linha de ação de duas engrenagens em contato.  

Fonte: AGMA 908-B89 (1989) 

 

Como já visto anteriormente, a tensão de flexão ocorre na raiz do dentes, enquanto 

na ponta há a concentração de esforços compressivos. Devido a sua alta suscetibilidade à 

danos de flexão na raiz, é comum, quando dentes se quebram, que eles tenham falhado 

por causa de trincas na base (DUDLEY, 1954). A expressão para as tensões na base 

engastada de uma viga é: 

 

 

 

 

Figura 3.14. Plano transversal da linha de ação de duas engrenagens em contato.  

Fonte: AGMA 908-B89 (1989) 



34 

 

2

3

d
t

d

W p
S

x
F p


=

 
 
 

A partir de relações trigonométricas aplicadas à Figura 3.14, Dudley (1954) chega a 

seguinte relação para a dimensão t2:  

 

 Substituindo na Equação 24 e multiplicando o numerador e o denominador pelo 

passo diametral: 

  

 

 Obtém-se então, ao considerar (2x/3).pd = Y, a equação de Lewis: 

 

 

A equação de Lewis, apresentada na forma acima, não é mais utilizada devido aos 

estudos e descobertas que surgem com o passar do tempo, como alguns mecanismos de 

falha que passaram a ser entendidos mais tarde. No entanto, a expressão de 1982, assim 

como diversos outros trabalhos, é referência para as novas relações que buscam incluir 

esses novos fatores na avaliação final. Um exemplo das modificações é a substituição do 

fator de forma Y pelo fator geométrico J, que inclui os efeitos da concentração de tensão 

na raiz do filete. A avaliação dos parâmetros relacionados a concentração de tensão pode 

ser realizada seguindo-se os procedimentos desenvolvidos por Broghammer e Dolan 

(1942). 

A expressão a seguir corresponde àquela sugerida pela norma AGMA para o cálculo 

das tensões de flexão na raiz do dente: 

 

 

Em que J deve ser determinado para o raio de concordância recomendado e que 

leva em consideração o número médio de dentes em contato no engrenamento, os fatores 

Ki são modificadores para levar em conta diversas condições. O procedimento para cálculo 

desses fatores será explicitado a seguir. 
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Há ainda uma forma alternativa utilizada por Quadros (2015): 

 

 

 

Onde kf é o fator de concentração de tensão na base do dente, F é a largura da 

engrenagem, sf é a espessura do dente avaliada no ponto crítico e hf é a altura da 

parábola de Lewis. Os dois últimos parâmetros podem ser determinados com o os 

procedimentos geométricos propostos por Broghammer e Dolan (1942) e a Figura 3.15. 

 

 

 

 

 

  

 

Figura 3.15. Dente de engrenagem para avaliação dos parâmetros sf e hf.  

Fonte: BETIM (2015) 

 

3.5.1. Fator geométrico de resistência de flexão J 

  

 A norma AGMA 908-B89 define um algoritmo complexo para o cálculo do fator 

geométrico J, porém também apresenta tabelas que podem ser utilizadas para 

determinados tipos de dentes padronizados, sejam eles de profundidade completa ou de 

adendos alongados (25% e 50%), possuindo ângulos de pressão equivalentes a 14,5°, 20° 

e 25°, valores já apresentados. Nas tabelas é possível notar que o valor correspondente de 

J depende do número de dentes no pinhão e na coroa e respeitam a hipótese de que não 

há interferência entre as pontas e os filetes de raiz dos dentes acoplados e não há 

adelgaçamento dos dentes abaixo do início teórico do perfil ativo. A norma também 

aconselha que as combinações capazes de causar interferência sejam evitadas. A seguir 
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são apresentadas as tabelas retiradas de Norton (2013), devido a grande quantidade 

optou-se por mostrar aqui apenas aquelas referentes ao ângulo de pressão de 20°, por ser 

o valor utilizado na grande maioria das vezes, a ponto de ser considerado um valor padrão 

(SANTOS, 2002). 

 

Tabela 3.2. Fator geométrico de flexão J da AGMA para 20°, dentes de profundidade 

completa com carregamento na ponta. Fonte: NORTON (2013) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabela 3.3. Fator geométrico de flexão J da AGMA para 20°, dentes de profundidade 

completa com carregamento HPSTC. Fonte: NORTON (2013) 
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Tabela 3.4. Fator geométrico de flexão J da AGMA para 20°, dentes de adendos alongados 

25% com carregamento na ponta. Fonte: NORTON (2013) 

 

Tabela 3.5. Fator geométrico de flexão J da AGMA para 20°, dentes de adendos alongados 

25% com carregamento HPSTC. Fonte: NORTON (2013) 

 

Nota-se nas tabelas apresentadas que os valores de J apresentam-se distintos 

dependendo da engrenagem analisada, sendo P e G índices relacionados respectivamente 

ao pinhão e a coroa. É fácil perceber então, que isso terá como consequência uma 

diferença nos resultados de tensão nos dentes para cada um dos elementos do 

engrenamento. 

 

 Nas combinações em que não há resultado numérico para J, mas sim a letra U, 

ocorre o denominado adelgaçamento causado pela interferência entre a ponta do dente da 

engrenagem e o flanco da raiz do pinhão.  
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Tratando-se da definição de qual tipo de carregamento deve-se consultar, a escolha 

é baseada na precisão com a qual a engrenagem foi fabricada. Nos casos em que as 

engrenagens são produzidas com alta precisão (tolerâncias menores), a divisão de 

esforços entre os dentes é aceitável, permitindo a utilização das tabelas com carregamento 

HPSTC. Entretanto, nos casos em que a precisão de fabricação não é alta, a probabilidade 

de que apenas um par de dentes estará submetido a todos os esforços na ponta é maior. 

 

3.5.2. Fator dinâmico Kv 

 

O fator dinâmico Kv, também denominado fator de impacto ou de velocidade, é o 

parâmetro utilizado para representar os efeitos das tolerâncias quando submetidas às 

cargas de vibração causadas pelos impactos dos dentes. Assim, espera-se que 

engrenagens com alta precisão de fabricação possuam um Kv próximo ao ideal, 

apresentando uma transmissão suave e com razão de velocidades constante. A AGMA 

apresenta curvas empíricas (Figura 3.16) definidas pelas Equação 30, na qual Vt é a 

velocidade da linha de passo em m/s. 

 

 

 

 Em que: 

 

 

 

 

 Qv é o índice de qualidade da engrenagem com menor precisão de fabricação. 
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Figura 3.16. Fatores dinâmicos da AGMA Kv. Fonte: NORTON (2013) 

 

 Para Qv menores ou iguais a 5, a seguinte equação é recomendada  

 

 

 

para Vt < 13m/s.  

 

Quando o carregamento dinâmico real consequente dos erros de transmissão é 

conhecido e levado em conta aumentando a carga aplicada Wt, então o fator dinâmico Kv 

pode ser aproximado à unidade. 

3.5.3. Fator de distribuição de carga Km 

  

 O fator de distribuição de carga Km é o elemento da Equação 28 responsável por 

incluir os efeitos de distribuição desigual dos esforços, causados por desalhinhamentos 

axiais ou desvios nas formas e dimensões dos dentes, que fazem com que o contato entre 

dentes não ocorra ao longo de toda a largura do denteado. A Tabela 3.6 contém valores 

recomendados para o parâmetro para diferentes características de montagem.  

Uma recomendação é definir uma largura da face F de uma engrenagem reta que 

esteja dentro dos limites (8/Pd) < F < (16/Pd), com um valor nominal de 12/Pd (fator de 

largura de face).  
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Tabela 3.6. Fator de distribuição de carga Km. Fonte: SANTOS (2002) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.5.4. Fator de aplicação Ka 

  

 Durante o funcionamento de um engrenamento, os carregamentos sofridos pelos 

dentes variam de acordo com a posição do ponto de contato na linha de ação. Por 

exemplo, os esforços aos quais um dentes está submetido no início do contato não é o 

mesmo ao sair desse contato. Essa condição é agravada quando a máquina motora 

fornecer torques ou forças variáveis, o que geraria um aumento no carregamento acima 

dos valores médios normais.  

 

A introdução do fator de aplicação Ka é importante nas ocasiões em que há 

ausência de informações referentes às cargas dinâmicas dessas máquinas motoras. Tal 

fator pode ser adicionado para aumentar a tensão de dente baseando-se nas “cargas de 

impacto” que os equipamentos introduzem no sistema. Por exemplo, nos casos em que os 

dispositivos motores possuem um funcionamento suave, adota-se Ka =1. No entanto, se o 

contrário ocorre, como em dispositivos que introduzem períodos onde ocorrem impactos 

nos dentes, utiliza-se Ka > 1.  A Tabela 3.7 apresenta os valores para o fator de aplicação 

de acordo com a AGMA. 
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Tabela 3.7. Fator de aplicação Ka. Fonte: SANTOS (2002) 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.5.5. Fator de tamanho Ks 

 

O fator Ks é capaz de avaliar a tensão de dente levando em consideração os casos 

em que a região da peça que está sendo projetada possui medida maior que os corpos de 

prova de resistência à fadiga (diâmetro de aproximadamente 0,3 in). A AGMA recomenda 

que seu valor seja igual a 1, excetuando-se situações em que o próprio projetista faz uso 

de valores maiores e mais conservadores (próximos de 1,25 e 1,5) para casos específicos, 

como engrenagens com dentes muito grandes. 

 

3.5.6. Fator de espessura de borda KB 

 

A AGMA introduziu o fator KB para incluir na análise as situações em que a 

engrenagem de diâmetro maior, feita com um anel ou catraca em vez de com um disco 

sólido, tem uma profundidade de borda fina em comparação com a profundidade do disco 

(NORTON, 2013). O fator de espessura de borda KB pode ser determinado com o auxílio 

da definição de razão de recuo (Equação 32), que deve ser utilizada nas expressões a 

seguir: 

 

 

 

 

 

Ressalta-se que razões de recuo menores que 0,5 não são recomendadas e que 

engrenagens de disco sólido sempre apresentarão Kb=1. 
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Figura 3.17. Altura do dente (H) e altura da alma da engrenagem (B).  

Fonte: QUADROS (2018) 

 

 

3.5.7. Fator de ciclo de carga Kl 

 

 Levando-se em consideração que uma engrenagem intermediária é submetida a um 

maior número de ciclos de tensão por tempo e maiores cargas alternadas, o fator de ciclo 

de carga KI busca incluir tais características definindo o valor de 1,42 para as engrenagens 

intermediárias (livres) e 1,0 para as semelhantes engrenadas.  

 

 

3.5.8. Resistência à fadiga por flexão na raiz do dente 

 

A partir das tensões calculadas, parte-se para a avaliação da resistência à fadiga 

causada pela flexão dos dentes. A Equação 35 expressa, de maneira simplificada a 

resistência mencionada. 

 

 

Em que os valores de Sfb’ são publicados pela AGMA (Tabela 3.8) obtidos através 

de ensaios de Moore. 
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Tabela 3.8. Resistências à fadiga de flexão Sfb’ da AGMA para seleção de materiais para 

engrenagem. Fonte: NORTON (2013) 

 

O fator KR relaciona-se à probabilidade de falha do componente e pode ser definido 

pela Tabela 3.9. 
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Tabela 3.9. Fator de confiabilidade KR. Fonte: SANTOS (2002) 

 

 

 

 

 

 

 

 Para considerar na análise os efeitos relacionados à temperatura, o fator Kt pode 

ser calculado pela Equação 36 para aços com temperaturas acima de 250°F, pois 

temperaturas menores recomenda-se a utilização do valor 1.  

 

 

 O número de contatos de engrenamento é denomidado número de ciclo de cargas. 

As expressões encontradas nas curvas da Figura 3.18 são utilizadas para obter o fator de 

vida KL.  

No gráfico da figura abaixo, a porção superior da zona hachurada refere-se à 

aplicações comerciais, enquanto a porção abaixo da zona hachurada é comumente 

utilizada para condições de serviço crítico nas quais pouca crateração e desgaste de dente 

são permissíveis e naquelas em que é requerida suavidade de operação e níveis baixos de 

vibração.  
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Figura 3.18. Fator de vida para resistência à flexão da AGMA.  

Fonte: NORTON (2013) 

 

 

3.6. Tensões superficiais entre dentes 

 Quando dois corpos curvos são colocados em contato, eles inicialmente se tocam 

em um ponto ou ao longo de uma linha, denominada linha de ação. Com a aplicação da 

carga inicial, a deformação elástica amplia as cargas para demais áreas de contato sendo 

as mesmas distribuídas como pressões. A primeira análise dessa situação foi apresentada 

por Hertz (1881) e sua derivação, após modificações de Buckingham, para o estudo das 

engrenagens resultou na seguinte Equação X. 

 

  

Em que d é o diâmetro de referência da menor das duas engrenagens no 

engrenamento; F é a largura da face; I é fator geométrico de superfície para resistência à 

crateração; Cp é um coeficiente elástico que leva em conta as diferenças nas constantes 

do material do pinhão e engrenagem. Os fatores Ca, Cm, Cv e Cs equivalem 

respectivamente aos fatores Ka, Km, Kv e Ks já apresentados. 
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3.6.1. Fator geométrico de superfície I 

 A AGMA define o fator geométrico de superfície a partir da seguinte expressão: 

 

 

Onde ϕ é o ângulo de pressão; dp é o diâmetro de referência do pinhão; ρp e ρg são 

os raios de curvatura dos dentes do pinhão e engrenagem, calculados por: 

 

 

Em que pd é o passo diametral, rp é o raio de referência do pinhão; C é a distância 

entre o centro do pinhão e engrenagem e xp é o coeficiente do adendo do pinhão, que é a 

porcentagem decimal referente ao alongamento do adendo para dentes de adendos 

desiguais. Deve-se atentar à utilização do sinal superior das expressões sempre que tratar 

de engrenagens externas, enquanto para engrenagens internas o sinal inferior é utilizado. 

3.6.2. Coeficiente elástico Cp 

 É definido pela Equação 41, em que νp e νg são os coeficientes de Poisson do 

pinhão e engrenagem, respectivamente;  Ep e Eg são os módulos de elasticidade. 

 

 

 

 Para valores aproximados de v=0,3, a Tabela 3.10 organiza valores de Cp para 

alguns materiais comumente utilizados na fabricação de engrenagens. 
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Tabela 3.10. Cp da AGMA em unidades de (psi)0,5. Fonte: NORTON (2013) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.6.3. Coeficiente de acabamento superficial CF 

 

 Recomenda-se CF igual a 1 para engrenagens fabricadas por métodos 

convencionais. No entanto, isso não impede o projetista de acrescer esse valor para levar 

em consideração acabamentos mais grosseiros e tensões residuais. 

3.6.4. Resistências à fadiga de superfície em engrenagens 

 De maneira análoga à resistência à fadiga por flexão do dente, onde Sfc’ são valores 

publicados pela AGMA (Tabela 3.11), a resistência referente às tensões de superfície pode 

ser avaliada pela expressão 42. 
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Tabela 3.11. Resistências à fadiga de superfície Sfc’ da AGMA para seleção de materiais 

para engrenagem. Fonte: NORTON (2013) 

 

 Na Equação 42, CL representa o fator de vida de superfície e é obtido de maneira 

análoga ao fator de vida do cálculo da resistência devido a flexão do dente, diferindo pelo 

gráfico utilizado. A Figura 3.19 apresenta as curvas e expressões para cálculo desse 

coeficiente. 
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Figura 3.19. Fator de vida CL de resistência à fadiga de superfície da AGMA. 

Fonte: NORTON (2013) 

 

 CH representa o fator de razão de dureza e seu valor depende da razão de 

engrenamento e da dureza relativa do pinhão e engrenagem. Trata-se de um parâmetro 

relacionado ao endurecimendo da superfície do dente no funcionamento, e que não é 

aplicado para avaliação da resistência do pinhão. Em situações nas quais pinhão e 

engrenagem são completamente endurecidos utiliza-se a Equação 43. 

 

Em que mG é a razão de engrenamento e A pode ser definido a partir das relações 

abaixo de acordo com a razão entre as durezas Brinell do pinhão e da engrenagem: 

 

 

 

 

 

 

 

Quando o pinhão possui superfície endurecida cuja dureza é maior que 48 HRC e a 

engrenagem  é completamente endurecida, deve-se optar pela expressão abaixo 
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0,052
0,00075 qR

B e
−

=

Em que o coeficiente B é calculado por: 

 

 

 

onde Rq é a rugosidade da superfície dos dentes do pinhão, definido como a média 

dos quadrados dos desvios, do perfil de rugosidade filtrado sobre o comprimento de 

avaliação (Figura 3.20). 

 

 

 

 

Figura 3.20. Rugosidade desvio médio quadrático Rq. Fonte: NORTON (2013) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



51 

 

3.7. Introdução à Mecânica da Fratura 

 

Existem três maneiras principais, com as quais um esforço F é capaz de deslocar 

superficies e propagar uma trinca em um material, são elas: 

Modo I - Modo de abertura (tensão de tração normal ao plano da fissura); 

Modo II - Modo deslizante (uma tensão de cisalhamento que atua paralelamente ao 

plano da trinca e perpendicular à frente da trinca); 

Modo III - Modo de rasgo (tensão de cisalhamento atuando paralelamente ao plano 

da trinca e paralelo à frente da trinca). 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.21. Modos de propagação da trinca. Fonte: KAMMER (2014).  

 

 Dentre os modos apresentados, aquele com maior ocorrência é o Modo l, e por isso 

é o que possui um maior desenvolvimento nos métodos analíticos e experimentais. 

 

A Figura 3.22 esquematiza o campo de tensões formado próximo a ponta de uma 

trinca elíptica. Nela é possível identificar as componentes das tensões de tração (xx e yy) 

e cisalhamento (xy), que podem ser avaliadas em função da distância r e ângulo . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.22. Campo de tensões próximo a ponta de trinca. Fonte: IGLÉSIAS (2015).  
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De acordo com Anderson (2005), tomando-se como base o sistema de coordenadas 

com origem na ponta da trinca, como ilustrado na Figura 3.22, o campo de tensões 

existente em um material com comportamento elástico linear e isotrópico pode ser 

representado por:  

 

 

 

Em que ij é o tensor de tensão, k é uma constante, fij é uma função adimensional 

de , Am é a amplitude e gij
(m) é uma função adimensional de  para o m-ésimo termo.  

 

Para qualquer caso, a solução encontrada pela Equação 46 é proporcional a 1/ √r, o 

que indica que para o limite em que r→0, ou seja, aproximando-se o ponto cada vez mais 

da ponta da trinca, a tensão avaliada cresce e tende ao infinito. Isso significa que a tensão 

na ponta da trinca também se aproxima do infinito.  

 

Introduz-se na Equação 46, o fator de intensidade de tensões K, ao subtituir a 

constante k, que é distinta para cada modo de propagação. A Equação 47 descreve, 

então, as componentes xx e yy, para a situaçao em que  = 0. Nota-se a dependência 

apenas do fator de intensidade para o Modo l (Kl) e r. 

 

 

 

 

A importância do fator de intensidade de tensão está no fato de que com ele é mais 

fácil avaliar a propabilidade de crescimento da trinca ou não. Uma vez que Kl alcança um 

valor crítico que é propriedade do material estudado, a trinca passa a se propagar.  

 

A norma E399-17 (ASTM, 2017) define os ensaios padrões capazes de avaliar os 

valores do fator de intensidade crítico para materiais. 
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3.8.Introdução ao Método dos Elementos Finitos 

 

 O método dos elementos finitos (MEF ou FEM) começou com promessas 

significativas na modelagem de várias aplicações mecânicas relacionadas à engenharia 

aeroespacial e civil. As áreas problemáticas de interesse típicas incluem os campos 

tradicionais de análise estrutural, transferência de calor, fluxo de fluido, transporte de 

massa e potencial eletromagnético. O MEF é um método numérico específico para resolver 

equações diferenciais parciais em duas ou três variáveis espaciais. Para resolver um 

problema, o método segue o seguinte procedimento, simplificado em três etapas (REDDY, 

2006): 

 

1. Uma geometria complexa é subdividida em partes menores e mais simples, 

chamadas elementos finitos. Isso é alcançado por uma discretização específica nas 

dimensões espaciais, que é implementada pela construção de uma malha do objeto: 

o domínio numérico da solução, que possui um número finito de pontos. Cada 

elemento é visto como um domínio independente. 

2. Para cada elemento, um problema de valor de contorno resulta em relações que que 

descrevem o comportamento desse elemento. 

3. As equações simples que modelam esses elementos finitos são então reunidas em 

um sistema maior de equações que modela todo o problema. 

 

Vale ressaltar que as ferramentas referentes ao MEF se desenvolvem e são cada vez 

mais utilizadas, aliadas ao avanço da tecnologia e a produção de equipamentos com maior 

capacidade de processamento. 

 

 

 

 

 

Figura 3.23. Modelo de elementos finitos para dente de engrenagem trincado.  

Fonte: ENDESHAW et al. (2017).  
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3.8.1.Malha  

 

Uma boa análise de elementos finitos se inicia com um entendimento da física do 

sistema a ser analisado e uma descrição completa da geometria do sistema. Essa 

geometria é representada através de um modelo CAD capaz de descrever com precisão a 

forma e a estrutura. Geralmente, tal modelo contém alguns recursos cosméticos ou 

detalhes de fabricação que podem ser estranhos para fins de modelagem de elementos 

finitos, assim, cabe ao analista julgar a engenharia ao examinar o modelo CAD e decidir se 

esses recursos e detalhes podem ser removidos ou simplificados antes da criação da 

malha. Começar com um modelo simples e adicionar complexidade é quase sempre mais 

fácil do que começar com um modelo complexo e simplificá-lo. 

  

O analista também deve conhecer as propriedades dos materiais, as cargas, as 

restrições e quaisquer elementos que possam afetar os resultados de seu interesse, como 

as incertezas de entrada. É importante ter isso em mente durante o processo de 

modelagem, pois não há benefício em tentar resolver um modelo com maior precisão do 

que os dados de entrada admitem.  

 

Tratando-se da geometria do material estudado, o formato para os elementos finitos 

deve ser definido a partir da complexidade geométrica da peça analisada, como pode ser 

observado na Figura 3.24, na qual nota-se a utilização da geometria tetraédrica para 

domínios mais complexos, enquanto o perfil hexaédrico é capaz de representar geometrias 

mais simples. 
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Figura 3.24. Perfis de elementos finitos tetraédricos e hexaédricos para melhor 

acomodação da malha. Fonte: FILHO (2007). 

 

Deve-se atentar também às condições de contorno do problema a ser analisado. 

Segundo Bru (2015), uma condição de simetria pode simplificar a malha pois, excluindo 

uma das metades simétricas, é possível considerar apenas os efeitos da seção restante e 

repetí-los para o restante da peça. Além disso, um corpo rígido pode não necessitar de nós 

internos, dependendo das condições de contorno avaliadas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.25. Simplificação por simetria. Fonte: COMSOL (2016) 
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3.8.2.Submodelagem 

 

 As simplificações dos modelos de elementos finitos podem ter um impacto 

significativo nos tempos de execução da análise. No entanto, essas simplificações, embora 

não afetem excessivamente a rigidez geral do modelo, podem resultar em menor resolução 

de tensões localizadas. Buscando-se contornar esse problema, faz-se necessária a 

utilização de um mecanismo que permita focar a análise nos detalhes para examinar o 

comportamento em áreas específicas. Submodelo é o nome dado a essa técnica, que 

permite obter soluções mais detalhadas e precisas através de um modelo refinado 

localmente. 

 

Utilizando-se os parâmetros macroscópicos como dados iniciais para simulação, 

cria-se uma malha mais grosseira para modelagem do domínio global da peça. Após a 

simulação em nível macro do componente, a região crítica, foco da análise, é ampliada de 

maneira a ser representada por uma condição mais detalhada e com o auxílio de uma 

malha mais refinada. Vale ressaltar que, enquanto o submodelo deve ser resolvido 

localmente, a região mais afastada da área crítica deverá seguir representando fielmente o 

modelo global, de acordo com a solução obtida através das condições de contorno. A 

simulação com auxílio da submodelagem apresenta menor tempo computacional para 

conclusão da análise. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.26. Submodelagem do contato entre engrenagens. Fonte: GANS et al. (2014) 
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3.8.3.Método dos Elementos Finitos Estendido (XFEM) 

 

Moës, Dolbow e Belytschko (1999) e também Belytschko e Black (1999) 

apresentaram em seus estudos, uma extensão do Método dos Elementos Finitos para 

modelagem de trincas na estrutura. Apoiando-se nas definições de função de 

enriquecimento, o XFEM favorece as aproximações nas regiões próximas à rachaduras ao 

incorporar os campos descontínuos e os campos assintóticos da ponta próxima por meio 

de um método de partição da unidade. A técnica, utilizada no trabalho de Quadros (2018) é 

denominada “Método level set” e foi desenvolvida por Osher e Setian (1988). Trata-se de 

uma ferramenta que permite que toda a trinca seja representada independentemente da 

malha e, portanto, é possível evitar a etapa conhecida como “remeshing” (Figura 2.2), na 

qual uma constante atualização da malha é necessária para acompanhar o crescimento da 

trinca. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.27. Fluxograma para XFEM. Fonte: PAIS (2010) 

https://onlinelibrary.wiley.com/action/doSearch?ContribAuthorStored=Mo%C3%ABs%2C+Nicolas


58 

 

10

1

h

i i

i

u u
=

=

3.8.3.1.Funções de enriquecimento  

 

Para introduzir a noção de enriquecimento descontínuo, considera-se um caso 

simples de uma trinca de aresta modelada por quatro elementos (Figura 3.28), na qual as 

coordenadas partem da ponta da mesma. Deseja-se ilustrar como um espaço discreto 

equivalente pode ser construído com a malha mostrada na Figura 3.29 e a adição de um 

campo descontínuo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.28. Malha de elementos finitos perto de uma ponta de trinca.  

Fonte: MÖES et al. (1999) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.29. Malha regular sem rachaduras. Fonte: MÖES et al. (1999) 

 

A aproximação do elemento associado à malha na Figura 3.28 é: 
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onde ui é o deslocamento no nó i e  ϕi é a função de forma bilinear associada ao 

mesmo nó. Defini-se, após essa etapa, 

 

 

 

 

Assim: 

 

  

Introduzindo as duas relações acima na Equação 49, obtem-se a expressão abaixo: 

 

 

 

Em que H(x) é uma função salto que representa a descontinuidade da malha e é 

definida, no sistema de coordenadas da trinca, por: 

 

 

 

Se considerarmos agora a malha na Figura 3.29 (sem rachadura), ϕ9 + ϕ10 pode ser 

substituído por ϕ11 e a por u11. A aproximação do elemento finito agora é representada por: 

 

 

 

 

Os dois primeiros termos do lado direito representam a aproximação clássica do 

elemento finito, enquanto o último representa a adição de um enriquecimento descontínuo. 

Em termos de enriquecimento com a função de salto, adota-se a convenção de que um nó 

é enriquecido se seu suporte for dividido em duas partes pela trinca, assim como o nó 11 

do exemplo anterior. A Figura 3.30 ilustra a aplicação desta regra quando a trinca não é 

alinhada com as arestas dos elementos da malha. 
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Figura 3.30. Malha e trinca não alinhadas. Fonte: MÖES et al. (1999) 

3.8.3.2. Funções assintóticas de ponta de trinca  

As funções assintóticas de ponta de trinca foram apresentadas por Belytschko e 

Black (1999) buscando representar a descontinuidade causada por esses elementos nos 

casos em que a propagação da trinca ocorre de maneira que a ponta da rachadura não é 

coincidente à aresta de algum dos elementos (Figura 3.31). A expressão para esses casos 

toma a forma da Equação 57. 

 

em que J é o conjunto de nós circulados e K o conjunto de nós quadrados da Figura 

3.31. 

 

 

 

 

 

Figura 3.31. Malha e trinca com ponta não coincidente à aresta do elemento finito.  

Fonte: MÖES et al. (1999) 
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As funções Fl(x) são definidas por: 

 

 onde (r; θ) são as coordenadas polares da ponta da trinca. Nota-se que o primeiro 

termo (√rsen(θ/2)), é uma função descontínua nas faces da fissura, enquanto as três 

últimas funções são contínuas.  

3.8.3.3. Modelagem da propagação de trincas 

Segundo Quadros (2018), uma modelagem eficiente da singularidade na ponta de 

uma trinca depende de um correto e constante acompanhamento da direção de 

propagação da mesma. Assim, o autor utiliza em seus estudos o software Abaqus para 

realizar a modelagem numérica. 

O Abaqus é um programa capaz de modelar as trincas estacionárias através das 

funções assintóticas apresentadas. No entanto, para trincas em propagação utiliza dois 

métodos distintos, um baseado no que conhecemos como elementos coesivos, e outro 

tomando como referência os princípios da mecânica da fratura linear elástica. 

A modelagem através de elementos coesivos é realizada com a introdução de 

elementos localizados na interface entre os elementos finitos sólidos. O comportamento 

dessas regiões é associado a uma lei constitutiva que podem ser divididas em três fases: 

1. Fase de carregamento: início do gráfico Tração x Separação (Figura 3.32) na 

qual ainda não ocorre dano;  

2. Fase de amolecimento: tem início na abertura crítica (nc , tc), ponto no qual as 

tensões máximas são geradas (Tmax). Na fase de amolecimento inicia-se o dano na peça 

até a separação das interfaces coesivas no ponto (n, t), no qual ocorre a falha completa. 

A área abaixo do gráfico da Figura 3.32 representa a energia crítica de fratura GC. Tanto o 

deslocamento efetivo até a falha completa quanto a energia crítica de fratura GC podem ser 

obtidos por ensaios experimentais. 

3. Fase de descarregamento: Devido aos danos decorrentes da etapa de 

amolecimento, nos casos em que a carga aplicada ao material é retirada, a curva Tração x 

{ ( , )} , cos , , cos
2 2 2 2

lF r rsen r rsen sen r sen
   

  
        
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Separação, assumirá uma trajetória diferente, representada pela reta crescente 3 do 

gráfico.  

 

 

 

 

 

Figura 3.32. Gráfico Tração x Separação. Fonte: SANTANA (2004) 

A fase de amolecimento, apresentada acima, é a etapa na qual ocorre o dano na 

peça e é caracterizada pela existência de tensões ou deformações que satisfazem o 

critério de fratura. Quadros (2018) utiliza em seu trabalho o critério da tensão máxima 

principal: 

 

 

onde 0
máx representa a tensão máxima principal permitida. Na utilização deste 

critério, a direção de propagação da trinca é sempre ortogonal à direção da tensão máxima 

(QUADROS, 2018) e o dano se inicia quando o numerador se iguala ao denominador, o 

que torna a razão unitária. 

 

A lei de evolução de danos procura descrever o comportamento da interface coesiva 

a partir do momento em que se inicia a degradação do material. As componentes de 

tensão normal (tn) e cisalhante (ts) são afetadas pelo dano de acordo com: 
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Em que D varia de 0 (antes do dano) até 1 (após o dano) e é o parâmetro que 

representa o dano geral médio na região localizada entre a trinca e o elementos coesivos. 

Tn e Ts são as tensões normal e cisalhante antes do dano ocorrer. 

 

3.8.3.4 Nós fantasmas 

Com a progressão do dano causado pela trinca em um material, surge a 

necessidade de representar as descontinuidades do modelo. A introdução de nós 

fantasmas à malha, sobrepostos aos nós reais é ferramenta para realizar tal análise. 

Baseada na abordagem de Hansbo (2004), a técnica apresentada por Song et al. (2006) 

parte do princípio de que, quando intacto, os nós reais e fantasmas estão fixos um ao 

outro. Porém, basta a nucleação e início da propagação da trinca para que a malha seja 

composta por uma combinação de ambos os nós, capazes de se movimentar livremente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.33. Nós fantasmas gerados a partir da separação do elemento finito.  

Fonte: SANTANA (2004) 
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3.8.4.Trajetória de Propagação da Trinca 

 

 De acordo com Curà et al. (2014), em seus estudos a respeito da relação entre a 

geometria da engrenagem e a direção de propagação da trinca, além da preocupação na 

etapa de projeto de um componente para que o mesmo não falhe, deve-se incluir nos 

cálculos que, caso a falha venha a ocorrer, esta ocorra de maneira a ser considerada uma 

“falha segura”. A Figura 3.34 ilustra as trajetórias possíveis para crescimento da trinca e 

sua classificação quanto a falha proporcionada. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.34. Trajetória de propagação da trinca em engrenagens.  

Fonte: CURÀ et al. (2014) 

 

Através da variação do backup ratio (razão de recuo, apresentada em 3.6.6. Fator 

de espessura de borda Kb) e do ponto inicial de formação da trinca, Curà et al. (2014) e 

Lewicki (2001) também foram capazes de determinar a relação existente entre tais 

parâmetros e a falha consequente desta configuração. A Figura 3.35 em conjunto da 

Tabela 3.12. ilustram e organizam os resultados obtidos pela primeira referência, enquanto 

a Figura 3.36 apresenta as modelagens numéricas para a trajetória das trincas, obtidas por 

Lewicki. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.35. Posição inicial da trinca. Fonte: CURÀ et al. (2014) 
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Tabela 3.12. Direção de propagação da trinca para diferentes backup ratio e posições de 

início da trinca. Fonte: CURÀ et al. (2014) 

 

 

 

 

 

 

 

Na Tabela 3.12, “S” representa a “falha segura”, enquanto “C” a “falha catatrófica”. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.36. Efeito da razão de recuo e posição inicial da trinca. Fonte: LEWICKI (2001) 

 

Percebe-se que engrenagens com mb>1,3 (letra “i” da Figura 3.36) apresentam 

falha segura. 

 

Seguindo com as análises das direções de propagação das trincas, e sua relação 

com a posição inicial das mesmas, Chen et al. (2018) utilizaram o ângulo inicial de 
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crescimento da rachadura para prever a trajetória (Figura 3.37) e também determinar os 

fatores de intensidade de tensão para os Modos I (Figura 3.38) e II (Figura 3.39) de 

propagação de trincas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.37. Efeito da razão de recuo e ângulo inicial de crescimento da trinca. 

Fonte: CHEN et al. (2018) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.38. Fator de intensidade de tensão para o Modo I para engrenagens com: 

a) mB=0,5; b) mB=0,65 e c) mB=0,8. Fonte: CHEN et al. (2018) 
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Figura 3.39. Fator de intensidade de tensão para o Modo II para engrenagens com:  

a) mB=0,5; b) mB=0,65 e c) mB=0,8. Fonte: CHEN et al. (2018) 
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Considerações finais 

 

 Constatou-se, a partir dos estudos analisados neste relatório, a existência de 

diversas ferramentas capazes de fornecer resultados satisfatórios para modelagem de 

trincas em engrenagens, permitindo uma correta etapa de projeto do componente, na qual 

as análises de tensão de flexão e superfície são de suma importância para evitar falhas 

catastróficas. Vale ressaltar a importância do correto acompanhamento das trincas para 

planejamento de manutenções preventivas a fim de evitar a quebra do componente, 

paralisação das atividades do maquinário e consequentes custos não previstos. 

 

 Buscou-se, apresentar de maneira clara, os métodos analíticos recomendados pela 

American Gear Manufacturers Association (AGMA) para avaliação das tensões nos dentes 

capazes de gerar e propagar rachaduras. Concluiu-se, através dos resultados 

apresentados em pesquisas bibliográficas que se trata de um método eficiente, embora 

possua uma quantidade significativa de detalhes e expressões que devem ser levadas em 

conta. 

 

 Uma alternativa amplamente utilizada nas mais variadas áreas da mecânica, 

considerada como método de modelagem mais fiel à realidade e que vem sendo 

desenvolvido constantemente, é a ferramenta de simulação numérica. Precisamente, foi 

introduzido neste trabalho o Método dos Elementos Finitos na versão estendida, com 

modificações capazes de reduzir o tempo de processamento, o que facilita a análise em 

máquinas com configurações inferiores e diminui o tempo de cálculo e atualização da 

malha. Além disso, o software Abaqus possui plena capacidade para utilização do XFEM, 

principalmente pelas ferramentas disponibilizadas pelo mesmo, como introdução de 

funções de enriquecimento, funções assintóticas de ponta de trinca, elementos coesivos, 

nós fantasmas e método level set.  
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