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Resumo

Este Trabalho de Fim de Curso (TFC) apresenta um novo procedimento para o projeto de controle via
realimentacao de estado do movimento de um veiculo expresso através de um modelo cinemético simples.
Para isso, ideias adotadas no estudo de funcdo de Lyapunov de controle e de modos deslizantes séo
utilizadas e melhoradas com o intuito de impor, simultaneamente, tempo-finito, rastreamento assintético
de uma trajetéria e orientagdo (dngulo de guinada) do veiculo prescritas. Para atingir esses objetivos,
condigoes de projeto adequadas sobre o dngulo de dire¢ao do veiculo sdo resolvidas. Um estudo de caso
¢é apresentado e discutido, a fim de ilustrar claramente os resultados teéricos introduzidos.

Palavras-chave: Func¢ao de Lyapunov de controle; modos deslizantes; rastreamento de
trajetorias em tempo-finito.

Link para o video de apresentagao: https://youtu.be/ybz8kc19Sso
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1 Introducao

A teoria de controle é um campo bem estabelecido com uma vasta e rica literatura, cobrindo intimeros
problemas, que tratam da sintese de controle para sistemas dindmicos, desde um péndulo simples, até
maquinarios industriais complexos e drones. Esta area de estudo possui dois principais ramos, um que
lida com sistemas lineares e outro com sistemas nao lineares, sendo o tultimo, o ramo que cobre a maior
variedade de problemas, visto que em geral os sistemas de controle reais sao nao lineares. Lidar com este
tipo de sistema nao é algo trivial, pois muitos métodos desenvolvidos para a sintese de controladores
tém aplicacao limitada a uma pequena gama de problemas.

No contexto de sistemas nao lineares, um problema interessante para ser estudado é o de rastreamento
de trajetorias. Para este trabalho de fim de curso consideramos o rastreamento de trajetérias do modelo
de meio-carro, que também ¢é adotado em muitos trabalhos que estudam uma proposta semelhante, onde
modelos puramente cineméticos ou modelos dindmicos sdo considerados.

Assim sendo, neste trabalho adotamos um procedimento alternativo combinando resultados teéricos
ja bem estabelecidos, que levaram ao desenvolvimento de dois dos mais efetivos métodos de projeto de
controle nao linear disponiveis na literatura, a saber: Fungio de Lyapunov de Controle (FLC) e Controle
de Modos Deslizantes (CMD). A seguir, nosso foco principal é o de generalizar o procedimento FLC,
mas com uma funcdo de Lyapunov semi-definida positiva que estabelece a distancia do estado atual até
a trajetéria a ser rastreada. Além disso, uma caracteristica principal do nosso método de controle é a
de permitir que o dngulo de guinada do veiculo também seja especificado. Ademais, a lei de controle
via realimentacdo de estado proposta, ao contrario do que normalmente ocorre no contexto CMD, é
continua e o rastreamento da trajetoria especificada se d4 em tempo-finito, com erro fixado a priori.

1.1 Justificativa

A literatura estd repleta de trabalhos que lidam com a sintese de controle para o rastreamento de traje-
térias. Este dificil procedimento é usualmente solucionado resolvendo-se um problema de programagao
nao-linear, como sera discutido mais a frente. Além disso, um ponto importante neste tipo de problema
é obter a convergéncia em tempo-finito, para que o sistema em malha fechada seja capaz de atingir e
desenvolver a trajetoria especificada.

Como alternativa ao caminho usual, desenvolvemos um procedimento para a sintese de controle de
forma analitica, combinando ideias de fun¢do de Lyapunov de controle e de modos deslizantes, afim
de obter um controlador continuo, que realiza o rastreamento da trajetéria, assegura a estabilidade, a
robustez e a convergéncia em tempo-finito.

Em nossa opinido, o procedimento que serd proposto é adequado ao contexto do rastreamento de
trajetdrias, oferecendo uma nova maneira de lidar com este problema, que difere do procedimento usual.
Ademais, as ideias aqui propostas podem ser aplicadas em outros tipos de problemas e sdo interessantes
de serem exploradas em outros contextos.

1.2 Objetivos
1.2.1 Objetivo Geral

Considere um sistema nao linear, invariante no tempo com representacao de estado dada na forma:

£=f&u) (1)
z=9(§) (2)

em que £(t) : Ry — R™ é a varidvel de estado, u(t) : Ry — R™ é a varidvel de controle e z(t) : Ry — R"
é a variavel de saida controlada. O sinal de controle é considerado suave o suficiente para que
admita uma solucao para todo ¢t € R,. Nosso principal objetivo é determinar uma lei de controle via
realimentacdo de estado u(-) : R® — R™ de modo que z — 0. A restricio z = g(§) = 0 define uma
ou um conjunto de trajetérias de interesse. Para isto, como ja foi dito, adotamos e generalizamos as
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ideias ja muito bem estabelecidas no A&mbito de FL.C e CMD, para lidar com o controle de rastreamento
de trajetorias. Neste sentido, reafirmamos, nosso propésito nao é o de assegurar a estabilidade de um
ponto de equilibrio, mas de assegurar que uma trajetéria qualquer de interesse possa ser rastreada.

1.2.2 Objetivos Especificos

Com o objetivo de testar a lei de controle obtida, vamos considerar um modelo simplificado do desloca-
mento de um carro no plano. Este modelo simplificado é denominado Modelo Cinematico, e é descrito
pelas seguintes equagdes diferenciais nao lineares, de primeira ordem acopladas, que serdao obtidas e
discutidas em mais detalhes nas préximas segoes.

#(t) = w cos(O(t)) (3)
y(t) = wsen(4(t)) (4)
6(t) = (w/L) tan(é(t)) (5)

em que, no sistema internacional de unidades (SI), (z(t),y(t)), em [m], sdo as coordenadas que definem
a posicao da roda traseira do carro em relagao a um referencial inercial, L, em [m], é o seu comprimento,
w = w,, em [m/s], é o médulo de sua velocidade considerada constante, 6(t), em [rad], é o dngulo
de guinada medido em relagdo & abcissa = e §(t), em [rad], é o dngulo de dire¢do medido em relagdo
ao seu eixo. O objetivo é determinar u(t) = tan(d(t)), que é a varidvel de controle sujeita & restrigao
|u(t)] < tan(dpmaz), de tal forma que o carro se desloque entre dois pontos previamente definidos, em um
intervalo de tempo-finito (0 menor possivel). Em seguida, propomos um algoritmo que possibilita impor
ao carro, assintoticamente, uma trajetoria especifica, ou seja, construimos um seguidor de trajetorias em
malha fechada. Por fim, desejamos expandir o escopo deste trabalho relaxando a hipotese da velocidade
w = w, ser constante em relagdo ao tempo.

2 Revisao Bibliografica

2.1 Funcao de Lyapunov de Controle

Funcao de Lyapunov de controle é uma extensao da ideia de fungdo de Lyapunov para sistemas com
entradas de controle. A funcao de Lyapunov é utilizada para testar se um sistema dinamico é estavel,
e em alguns casos, assintoticamente estdvel. Em outras palavras, verificar se para um sistema iniciando
em um estado y # 0 em um determinado dominio D continuara neste dominio ou ainda, se ele evoluira
assintoticamente para y = 0. Para maiores detalhes a respeito destes topicos, o leitor deve consultar os
trabalhos seminais [Franklin et al.| (2019) e Khalil (2002), bem como o livro texto |Geromel & Korogui
(2019)).

2.1.1 Fung¢ao de Lyapunov

Considere um sistema dindmico invariante no tempo, sem acdo de controle, com representacio de estado
dada na forma

£=1(¢) (6)

em que £ € R" e f(+) : R™ — R™, com um ponto de equilibrio em £ = 0. Seja a candidata a funcao de
Lyapunov do sistema 9(£) : R* — R, cuja derivada em relagdo ao tempo é dada por

= %ﬂ(g(t)) _ovde V' f(€) (7)

9() SO dt

O sistema sera assintoticamente estavel localmente, se 9 for positiva definida em uma regiao D, em
torno do ponto de equilibrio £ = 0, e a sua derivada em relagdo ao tempo for negativa definida nesta
mesma regido. Caso a regiao para o qual esta condicdo é verdadeira seja todo o espaco de estado, o
sistema é denominado globalmente assintoticamente estavel.
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2.1.2 Sintese de Controle FLC

Desta forma, para realizar a sintese de controle por FLC, utilizamos o mesmo sistema @, adicionando
a ele uma variavel de controle u € R™, assim obtemos

£=f(&u) (8)

Em seguida, desejamos encontrar u = u(&,t), tal que, na regido em torno do ponto de equilibrio, em
que Y¥(&) é positiva definida, sua derivada em relagdo ao tempo seja negativa definida, isto é

D(E) = V() f(&,u) <0 (9)

Esta condigdo pode ser compreendida pensando na fun¢do de Lyapunov 9(£) como sendo a energia
do sistema e escolhemos u(,t) que a reduz conforme o sistema evolui no tempo. Portanto, muitas vezes,
o problema de encontrar a acdo do controlador passa a ser um problema de otimizagdo que pode ser
solucionado numericamente.

Outro ponto que podemos destacar é a possibilidade de escolher a forma que a derivada em relacéo
ao tempo de ¥(&) terd, permitindo ajustar a resposta do sistema ao controle, obtendo por exemplo,
tempo de estabilizagao finito como demonstraremos mais a frente.

2.2 Controle de Modos Deslizantes

O Controle de Modos Deslizantes, ¢ um método de controle que altera a estrutura do sistema dindmico,
através da aplicagdo de um sinal de controle que, em geral, depende do seu estado atual. Este método
consiste, em primeiro escolher uma funcdo z = g(¢), a condigdo z = g(§) = 0 é denominada superficie
deslizante e a fungao escolhida deve ser, tal que quando o sistema estiver na superficie deslizante o estado
tende a um estado desejado (de referéncia), ou seja, & — &.. Apds escolhido z projetamos o controle
do sistema para levar o sistema até a superficie deslizante, tendo como grande vantagem o tempo-finito
para alcancar este objetivo.

Uma grande vantagem deste tipo de controlador é sua robustez, tanto a incerteza dos parametros do
sistema quanto a ruidos aditivos com incertezas limitadas devido a candidata a fungdao de Lyapunov de
controle comumente utilizada, a saber ¥ < —pv/J. Uma desvantagem de utilizar uma funcio candidata
como esta, é que o controlador obtido normalmente nao é continuo, contendo fungdes como sign(+), que
podem gerar um comportamento de oscilagao em alta frequéncia entre os modos de operagao. Para evitar
isso, é possivel troca-las por aproximagoes como sat(-), desse modo, o controlador projetado passa a ser
continuo, porém ao realizar esta troca paga-se o preco na precisao, visto que, agora existe uma regiao
em torno da superficie deslizante onde o comportamento do sistema muda, sendo apenas garantido que
o sistema vai alcangar esta regido em tempo-finito, e ndo mais a superficie deslizante.

Deste modo, podemos compreender este método como uma divisdao do problema em véarias partes,
primeiro desejamos que o sistema alcance a superficie deslizante, em tempo-finito, e apds isso que o
sistema tenda para o ponto desejado. Um ponto importante a ser ressaltado, é que a fungao z = g(§)
pode ser qualquer, desde que quando o sistema estd na condi¢do z = 0, sua dindmica o leve para o
ponto desejado, ou seja, existe uma grande liberdade para escolher a dindmica do sistema na superficie
deslizante. Para mais detalhes sobre este método veja as referéncias Incremona et al. | (2017), |Oliveira
et al.| (2010)), |Slotine & Li (1990)), |Spurgeon| (2014)), [Utkin| (1993) e Young et al.| (1999).

2.3 Modelo de Meio-Carro e Rastreamento de Trajetérias

A literatura contém indmeros trabalhos que tratam do controle de veiculos para que se desloquem em
uma trajetoria pré-especificada. Um modo interessante e muito utilizado para representar este veiculo é
o modelo de meio-carro, também conhecido como modelo de bicicleta. Modelos puramente cineméticos
ou modelos dindmicos sdo adotados, por exemplo em |Celeste Jr & Geromel| (2021)), Jeon et al.| (2013)),
Kristijan et al.| (2008)), Pepy et al.| (2006, Rucco et al.| (2012)), [Ying (2010) e nas suas referéncias.
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Figura 1: Modelo Cinematico do Meio-Carro

De forma mais especifica, uma solugao local do problema de controle 6timo que permite determinar
o angulo de diregdo de um veiculo foi proposto em |Jeon et al.| (2013), a partir da adogdo do modelo
dindmico do meio-carro que inclui as forgas de atrito produzidas nos seus pneus dianteiros e traseiros.
Assim sendo, podemos afirmar que uma possivel estratégia de controle de rastreamento de trajetérias
resulta da solu¢ao de um problema de otimizagao nao linear. Veja também os procedimentos alternativos
apresentados em [Pepy et al.| (2006) e [Ying| (2010). Neste mesmo contexto, mas adotando modelos
puramente cinematicos, um procedimento de projeto de controle para rastreamento de trajetérias com
margens de desempenho foi proposto em Kristijan et al. (2008]). Em Rucco et al.|(2012) o problema de
controle de tempo minimo foi abordado, a partir de um modelo dindmico bastante completo. Assim como
ocorreu nos demais trabalhos citados, a estratégia de controle 6timo foi determinada numericamente
através da solucdo, em geral dificil de ser calculada, de um problema de programagao matemaética nao
linear.

2.3.1 Modelo Cinematico

Considere o modelo de meio-carro para um veiculo em que Ir [m] é a distdncia da roda dianteira até
o centro de massa CM e ¢ [m] a distdncia da roda traseira até CM. O comprimento total do carro é
denotado por L = lp+£g [m]. Com relagio aos respectivos eixos inerciais, ¢ [rad] é o angulo de diregéo e
0 [rad] é o angulo de guinada. O médulo da velocidade w [m/s] é um escalar positivo para todo t € R..

A Figura[I] mostra o modelo cinemético do meio-carro que acabamos de descrever, considerando um
ponto de referéncia (PR) genérico. Seja R a distancia entre o centro de rotagido O e o ponto de referéncia
PR, em que R é a distancia do centro de rotacdo O até a roda traseira, que é dada por R = L/ tan(d).
O angulo formado pela reta vertical que passa por O e a reta que passa por O e o ponto de referéncia
PR é denotado por ¢. Para obter as equagdes de movimento basta analisar o movimento circular do
ponto de referéncia em relagdo ao centro de rotacdo O, ou seja,

o= % (10)

Assim, obtemos as seguintes equagoes do movimento

& = wcos(p) (11)
§ = wsen(d) (12)
¢ = w/R (13)

Em que, w = /22 + 2. Devemos enfatizar que podemos adotar como ponto de referéncia qualquer
ponto entre as rodas do carro. Dessa forma, podemos analisar trés diferentes locais, a saber: a roda
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traseira, o centro de massa C'M e a roda dianteira. Com o ponto de referéncia sendo a roda traseira,
temos que ¢ = 6 e R = R. Assim, obtemos as seguintes equacoes de movimento

z = w cos(f) (14)
) = w sen(6) (15)
0 = (w/L) tan(d) (16)

Com o ponto de referéncia sendo o centro de massa CM, temos R = 4/R2 +0% e ¢ =

an~'({z/R), o que nos leva a

T = w cos(p) (17)
= w sen(g) (18)

= (w/L) (tan (0)/\/1+ eR/than(a)) (19)

Com o ponto de referéncia sendo a roda dianteira, temos R = /R2 + (g +1p)2 e ¢ = 0 + 6.
Obtemos assim as seguintes equacoes do movimento

T = w cos(¢) (20)
= w sen(g) (21)

(w/L) (tan (6)/+/1 + tan(6)2 ) (22)

Portanto, vemos que posicionando o ponto de referéncia na roda traseira simplificamos o modelo,
visto que ele é expresso apenas pela tripla de varidveis (z,y, ), sendo assim, adotaremos este ponto de
referéncia neste trabalho. Outra observagiao importante é que a partir da tripla de varidveis (z,y, 6)
podemos obter a posicdo de qualquer parte do carro utilizando uma simples transformacao. Um ponto
interessante do carro é o centro de massa C'M, o qual tem coordenadas (Zem, Yem) = (x4 £r cos(0),y +
Lr sen()).

2.3.2 Modelo Dinamico

Como ja dito, existem intimeros trabalhos que lidam com o meio-carro, em especial seu modelo dindmico,
considerando forgas de atrito nas rodas. Para calcular estas forcas, é comum utilizar o modelo empirico
conhecido como Férmula Magica de Pacejka, que é bem complexo, necessitando de varios coeficientes
obtidos a partir de testes empiricos realizados nos pneus que serao utilizados, para mais detalhes veja
Pacejkal (1987). Como neste trabalho ndo estamos considerando um pneu especifico e devido & comple-
xidade desta formula, utilizaremos uma simplificagdo, que serd nossa contribuicéo, para que seja possivel
sintetizar a lei de controle.

Sejam m, I, e g a massa, o momento de inercia com respeito ao eixo z e a aceleragdo da gravidade,
respectivamente. Da Figura [2] as for¢as normais na roda traseira e dianteira sdo dadas por

Ip
NR_éRJrlFmg (23)
LR
N 24
= €R+ZF ( )

A principal hipétese do nosso modelo dindmico simplificado é que todas as forcas que surgem devido
ao contato pneu-estrada (atrito e viscosidade de Coulomb) sdo modeladas em conjuntamente como sendo
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Figura 2: Modelo Dindmico do Meio-Carro
Oszp
vp) = — + ——— v
fr(vp) <PP Bp+||vp|> P

= —bp(’ljp)vp (25)

onde o indice P denota o ponto de atuacdo e vp o vetor de velocidade em P medido em relagdo ao
referencial inercial (z,y). Os coeficientes (pp,ap,Bp), que podem depender do ponto de atuacio sao
conhecidos, e Np é a forga normal. A fungdo escalar ndo negativa bp(-) tem um termo constante
devido a viscosidade e outro que depende da for¢ga normal devido ao atrito. Para facilitar a notacgao, é
simplesmente denotado como bp. Portanto, a nossa principal hipétese é que a forca fp = —bpvp tem a
mesma dire¢do que o vetor velocidade no ponto P.

Conforme é ilustrado na Figura[2] denotando a intensidade da forga externa aplicada no meio-carro
por F, o modelo dindmico que descreve o seu movimento em relacdo ao referencial inercial pode ser
obtido pelo equilibrio de for¢as e momentos no C'M, ou seja,

mi + (bg + bp)i = —(brlr — bplp)sen(#)8 + F cos(6 + 0) (26)
mij + (br + bp)y = —(bplp — brlr) cos(9)8 + Fsen(f + &) (27)
L0+ (bply + bpl3)0 = —(brlr — bplp)sen(0)i — (bplp — brlr) cos(0)j + Flgpsen(s)  (28)

onde, para simplificar a notacdo, a dependéncia de br e br com respeito as velocidades v e vp foi
eliminada.

2.4 Rastreamento em Tempo-Finito

Um dos nossos grandes interesses neste trabalho é o de obter rastreamento em tempo-finito, por este
motivo adotamos uma combinagdo dos métodos de FL.C e CMD. Na literatura temos resultados como
os apresentados em Bhat & Bernstein| (1998) e |Bhat & Bernstein| (2000), que fornecem condigoes para
a convergéncia para segmentos de trajetérias em tempo-finito.

Analisando em maior detalhe os trabalhos mencionados, vemos que é possivel obter convergéncia em
tempo-finito, como proposto. Porém, em geral, os controladores obtidos sdo descontinuos, o que é uma
caracteristica indesejavel em aplicacoes praticas.

10
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3 Sintese de Controle em Tempo-Finito

3.1 Descricao do Problema e Resultados Preliminares

Considere um sistema nao linear, invariante no tempo, com representacao de estado dada na forma

§=f&u) (29)
z=g() (30)

em que £(t) : Ry — R™ é a varidvel de estado, u(t) : Ry — R™ é a varidvel de controle e z(¢) : Ry — R"
é a variavel de saida controlada. O sinal de controle é considerado suave o suficiente para que
admita uma solugdo para todo t € Ri. A restricio z = ¢g(£§) = 0 define uma ou um conjunto de
trajetdrias de interesse e nosso principal objetivo é determinar uma lei de controle via realimentacgao de
estado u(-) : R™ — R™ de modo que z — 0. Definimos, também, uma regido de vizinhanca da trajetéria
de interesse como sendo

Z={zeR":9(z) < c} (31)

em que Y(z) é definida positiva, diferencidvel, radialmente ilimitada e ¢ > 0. Os seguintes requerimentos
devem ser atendidos pelo sistema controlado em malha fechada:

e Para qualquer condigdo inicial § € R™ com 2y = ¢g(§) € Z a trajetéria do sistema em malha
fechada atinge o contorno 02, do conjunto Z, em tempo-finito.

o Para qualquer condigdo inicial § € R™ com zg = g(§o) € Z a trajetéria do sistema em malha
fechada permanece em Z e converge assintoticamente para z = 0.

Note que a vizinhanca Z da trajetéria de interesse é o primeiro objetivo a ser alcangado em tempo-
finito. Apds isso, o segundo objetivo é z = 0, atingido assintoticamente com uma determinada taxa de
decaimento. Para isto, utilizamos ideias bem estabelecidas de FLC e CMD, com o objetivo de obter
um controlador, que em nossa opinidao, é mais adequado para lidar com o rastreamento de trajetérias.
Mais adiante, serd explorado o exemplo ilustrativo do duplo integrador, que demonstrara as diferengas e
possiveis melhorias da abordagem proposta para o projeto da lei de controle em malha fechada, quando
comparado com resultados similares disponiveis na literatura. Para maiores detalhes a respeito deste
exemplo o leitor deve consultar a referéncia |Bhat & Bernstein| (1998).

Retornando nosso foco para a candidata & fun¢ao de Lyapunov de controle ¥(z) = 9(g(§)). A sua
derivada em relacdo ao tempo, ao longo de qualquer trajetéria do sistema —, é dada por

0 = Vi (2) Jg(&) (€ u) (32)

em que Vi(z) = 09/0z € R" é o gradiente de 9¥(z) e J4(§) = 0g(§)/0& € R™™ é o Jacobiano da
transformagao (30). As referéncias Bhat & Bernstein| (1998) e Bhat & Bernstein| (2000) estabelecem que
para o caso z = g(&§) = &, se existir uma lei de controle do tipo u(§) : R™ — R™ tal que f(0,u(0)) =
0ed+ V9 seja definida negativa, com g > 0, em uma vizinhanca do ponto de equilibrio & = 0
entdo a partir de qualquer condicdo inicial nesta vizinhanca ele pode ser atingido em um tempo-finito
T(&) < (2/pu)\/¥(&o)- A lei de controle resultante, em geral, ndo é continua. Em Bhat & Bernstein
(1998) discute-se a possibilidade de obter leis de controle continuas para o caso especifico de um sistema
dindmico de segunda ordem (duplo integrador), que seréd utilizado como comparacao para os resultados
aqui obtidos.

Como ja foi mencionado, nosso objetivo é o de propor uma lei de controle continua e suave para o
rastreamento de uma trajetéria pré-estabelecida pelo usuario. Neste sentido, para uma dada funcao de
Lyapunov de controle ¥(z), devemos determinar (se possivel) uma lei de controle via realimentacao de

estado u = u(§) tal que
ﬁéﬁ{ -0, Yz)eZ

B, () ¢ 2 (33)
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com parametros (7, u, ¢) positivos. Como pode ser verificado, a continuidade do lado direito de é
assegurada desde que ¢ = (u/v)?. A interpretacio desta imposicdo é simples, suponha que em t = 0,
a condicdo inicial seja £(0) = & com zg = g(&y) tal que ¥J(zg) > c. Nesta regido, impoe que o seu
contorno seja alcangado em um tempo-finito que satisfaz

T(20) < (2/1) (\/70 ) (34)

Em seguida, de acordo com , para t > T(zg), o sistema evolui assintoticamente para z = 0 governado
por ¥(z(t)) < e~ 7(t=T(=0))¢, Portanto, o sistema em malha fechada tem um bom desempenho, visto que,
quando estd longe do objetivo z = 0, demora um intervalo de tempo-finito para alcangar o contorno da
vizinhanga Z, e entao continua para atingir o objetivo z = 0 assintoticamente, com uma determinada
razdo de decaimento. O intervalo de tempo-finito definido por T'(zp), que depende de p > 0, da razio de
decaimento v > 0 e, por consequéncia, da amplitude ¢ = (u/v)?, pode ser modificado segundo a escolha
apropriada dos pardmetros positivos de projeto (v, ). E interessante observar que a escolha 0 < n<Ly
faz. com que ¢ > 0 seja arbitrariamente pequeno e se aproxime da condi¢do de |Bhat & Bernstein
(1998) que discutimos anteriormente. Como veremos em seguida, a vantagem de é que ela permite
a sintese de leis de controle em malha fechada continuas e suaves.

Destas manipulacoes algébricas fica claro que, para um dado sistema dindmico — e uma dada
funcao de Lyapunov de controle ¥(z), para satisfazer as inequagoes a maior dificuldade reside na
determinacdo da lei de controle. O proximo lema caracteriza uma possivel lei de controle tal que
seja satisfeita. E interessante observar que apenas uma condicao de sintese da lei de controle impde os
dois comportamentos previstos em .

Lema 1 Dados os pardmetros (v, u) positivos, definimos os parametros (k,\), também positivos, que
satisfazem k = (pu+ A\y)/2. Se existir um controle de realimentagdo de estado u(-) : R™ — R™ tal que

Jg(E)f(&,u(§)) = =K V¢ e R™ (35)

z
A+ lz]

I

entdo ambas as condigoes expressas em sdo satisfeitas para 9(z) = ||z||? e c = (u/7v)?.

Prova: Primeiro, considere < —9 ao longo de uma trajetéria arbitraria do sistema em malha fechada.
Usando (35) temos
Nl
XAl
a qual, a partir de manipulagées algébricas simples, implica que ||z|| < (26 — Ay)/7, ou seja, ¥(z) =
|2]> < ¢. Segundo, considere que a inequacdo ¥ < —pv/4 se mantém ao longo de uma trajetéria
arbitraria do sistema de malha fechada. Usando novamente temos

1212

< —llz)? (36)

— 26— < —pu2] (37)
A Izl
implicando que ||z]| > p\/(2K — u), ou seja, ¥(2) = ||z]|> > c. Vale ressaltar que para todos os pontos do
espaco de estado tais que ¥(z) = ||z||*> = ¢, o sistema em malha fechada respeita ambas as inequacdes
(136)) e , assim
=112 >
= 2h~ = < —pllzll = =l (38)
A Izl
e a prova estd completa. O

Embora simples, mas da forma apresentada no Lema [I} um resultado semelhante parece nao estar
disponivel na literatura. Como esperado, pode ser verificado que, para um dado ¢ € R", ndo é sempre
possivel resolver a equacao resultando no correspondente controle de realimentacao de estado u(§).
Felizmente, nas préoximas segoes, ¢ mostrado que a condicao de sintese de controle pode ser resolvida
para as situagoes especificas consideradas nesse trabalho.
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3.2 Exemplo Ilustrativo - Duplo Integrador

Para ilustrar o resultado teérico do Lema [I] vamos aplicd-lo a sintese de controle de um sistema dindmico
de segunda ordem com duplo integrador proposto em Bhat & Bernstein! (1998)). Trata-se do modelo
simples que fornece o deslocamento de uma massa unitdria de 1 [kg] sob a agdo de uma forga com
intensidade w [N], em um ambiente sem a presenca de atrito. O deslocamento e a velocidade séo
denotados por z [m] e y [m/s], respectivamente. A representacao de estado é da forma — em que

=y (39)
y=u (40)
z=ar+y (41)

sendo a > 0 dado. A fungdo de Lyapunov de controle escolhida é a mais simples possivel, ou seja,
¥(z) = 22. Definindo a variavel de estado ¢ = [z y]’ € R? e as fungdes f(£,u) e g(¢) podemos verificar
que a lei de controle em malha fechada

z

Nt (42)

u() = —ay —

satisfaz a condi¢ao expressa no Lema De fato, com a lei de controle , a derivada temporal de ¥(z)
ao longo de uma trajetoria arbitraria do sistema em malha fechada satisfaz

D(z) = 2z(ad + )
= 2z(ay +u)
|22
= -2
REE

(43)

na qual usamos o controle de realimentacao de estado u = u(§) dado em . Com isto, o compor-
tamento esperado é atingir a reta z = 0 em tempo-finito e assim permanecer. Ademais, a partir deste
instante de tempo também ocorre Z = 0, o que impde 0 = ai + y = ay + y. Em principio, como a
funcdo de Lyapunov de controle escolhida nao é definida positiva, com ela, ndo podemos diretamente
concluir que £(t) — 0 quando ¢t — +oo. Entretanto, como as condigoes z(t) — 0 e y(¢t) — 0 implicam
que z(t) — 0 concluimos que £(¢) — 0 quando ¢t — +oo. Ou seja, a lei de controle assegura que
a origem £ = 0 é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel do sistema em malha
fechada.

3.3 Sintese de Controle - Modelo Cinematico

Partimos entao para a sintese do controle via realimentacao de estado para o modelo cinemético do meio-
carro descrito em ([14))-(16). Inicialmente o médulo da velocidade w = w, serd considerado constante,
porém, mais adiante relaxaremos esta hipétese. Definimos a saida controlada

z = (y - yr) COS(GT) - (33 - xr)sen(gr) + ﬂ(a - 97“) (44)

sendo o escalar § > 0 e as coordenadas do ponto de referéncia (z,,y,,0,) pré-especificadas. A partir de
uma condic¢do inicial qualquer z(0) = xg, y(0) = yo e 6(0) = by, 0 nosso propédsito é sintetizar o dngulo
de direcao dependente do estado 6 € A = {0 : [0] < dmaz}, de tal forma que a trajetéria do sistema
— atinja uma vizinhanga Z em tempo-finito T'(-) e, em seguida, convirja assintoticamente para
z=0.

E importante interpretar este objetivo no contexto do projeto de controle proposto. A restri¢ao
z = 0 implica que sempre que 6 = 0,., a trajetéria do sistema no plano (x,y) é uma reta que passa por
(zr,yr) com velocidade y = tan(6,.)&. Porém, quando 8 # 6, a trajetéria é uma reta paralela a anterior
que exibe a mesma propriedade para a velocidade, mas ndo passa pelo ponto de referéncia (., y,). Vale
ressaltar que mesmo que o sistema em malha fechada atinja a reta que passa pelo ponto de referéncia
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(zr,yr), com angulo 6,., pode ocorrer que ele ndo passe por este ponto, pois as restri¢oes impostas sobre
o projeto podem impedir que isto de fato ocorra. Este aspecto sera discutido com detalhes mais adiante.
Além disto, na sequéncia, com base no Lema [I] serd proposto um controle de realimentagao de estado
para o angulo de dire¢do tal que 6(¢t) — 6,., assintoticamente. Como consequéncia, projetamos uma
estratégia para que o veiculo seja capaz de rastrear uma trajetoria pré-especificada, decompondo-a em
seguimentos de retas e controlando o sistema para que ele se mova sequencialmente de um determinado
segmento para o proximo.

Definindo a varidvel de estado £ = [z y 0]’ € R3, a varidvel de controle u = tan(§) € R e a varidvel de
saida controlada z € R, o modelo cineméatico — pode ser reescrito na forma —. O préoximo
teorema fornece a lei de controle que ¢ obtida pela aplicagao direta do Lema [f}

Teorema 1 Sejam dados os pardmetros positivos (v, 1) e (k, ) tais que k = (u+ Ay)/2. O controle de
realimentacio de estado u(¢) : R — R definido por

w© == (5) w000 (35) 5o (45)

faz com que seja satisfeita para a fungio de Lyapunov de controle 9(z) = |z|* e ¢ = (u/7)?.

Prova: A derivada em relagdo ao tempo da fungio de Lyapunov de controle ¥(z) = |z|? ao longo de
uma solucao qualquer das equagdes cineméaticas — é tal que

9 = 2z(y cos(6,) — & sen(6,.) + 36)
= 2z(w, sen(d — 60,.) + w, (8/L)tan(d)
_ |22

= —2K
A+ 2]

(46)

onde usamos o controle de realimentagao de estado u = u(¢) dado por . Como coincide com a
derivada em rela¢do ao tempo da fungdo de Lyapunov de controle considerada no Lemall] a prova esta
concluida. a

E interessante observar que os pardmetros de projeto (M, B), positivos, sio livres e podem ser esco-
lhidos de forma a atender algum requisito adicional. Por exemplo, (45) deixa claro que se

% (1 + ;) < tan(dmaz) (47)
entdo |u(¢)| < tan(dmaez) o que implica que §(¢) = tan~'(u(§)) € A. Este requisito, importante
em aplicagbes praticas, pode ser satisfeito através da escolha adequada dos pardmetros de projeto
mencionados. Isto pode ser feito sem alterar as margens de estabilidade (v, 1) e o tamanho da vizinhanga
de z = 0 definida pela funcio de Lyapunov de controle e por ¢ = (u/v)%. Além disso, o préximo coroldrio
coloca em evidéncia uma propriedade de convergéncia muito importante da lei de controle .

Corolario 1 Sob das condigoes do Teoremal[l], considere que o sistema em malha fechada evolui de um
estado inicial arbitrdrio (xg,yo,00) em t = 0. Se z(T.) = 0 entdo z(t) = 0 para todo t > T, > 0. Além
disso, se |0(t) — 0,.| < 7 entdo 0(t) — 0, conforme t — +o0, assintoticamente.

Prova: Com o controle de realimentacdo em malha fechada , obtemos imediatamente que

z
—K
A+ |z|

. (48)
o que significa que z(t) = 0 é uma soluc¢do para todo t > T. > 0 desde que z(7.) = 0. Além disso,
como o lado direito de ¢é Lipschitz continuo, a solugao nula é tinica. Por outro lado, considerando
simultaneamente o controle (45)) e 2(t) = 0, resulta que

0= _(wr/ﬁ)sen(e - er) (49)
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cuja solugao satisfaz

o (B (2

para todo t > T.. Isto implica que 6(¢) converge para 6, + 27k, com k € Z, assintoticamente. A
suposicao |0(t) — 6,.| < 7 para todo t > T, > 0 assegura que a Unica possibilidade é k = 0, completando
a prova. O

E claro que o método de projeto de controle proposto faz com que a varidvel de saida controlada
z dada por seja tal que z — 0 com 6 = 6, + 27k para algum k € Z. As combinagdes de (z,y, 6)
para as quais z = 0 sdo a reta que desejamos (com k = 0) e retas paralelas a ela com deslocamentos
multiplos de 27 [rad] (quando k # 0). Isto pode ser corrigido impondo-se, sem perda de generalidade,
que |0 — 6] <, assim eliminando os multiplos de 27 [rad]. Este método introduz uma descontinuidade
na funcdo de Lyapunov 9(z) = |2|? que pode ser interpretada como sendo uma correcio necessaria do
ponto de referéncia (x,,y,,0,) = (zr,yr, 0, + 27n), n € Z para impor convergéncia apenas a reta de
interesse.

Vemos também que existe um compromisso claro para a escolha do pardmetro 5 > 0. Se > 0 ¢é
aumentado para satisfazer o limite , 0 precgo a ser pago é a diminuicdo na razao de convergéncia de
0(t) em diregdo a 6,. Assim sendo, o resultado do Corolério |1| afirma que a reta desejada (y(t) — y,) =
tan(6,)(z(t) — x,) junto com O(t) = 6, é alcangada assintoticamente. No entanto, ndo é certo que a
trajetéria do sistema em malha fechada passe pelo ponto de referéncia (.., y,), pois esse objetivo pode
ser impossivel de ser alcangado devido a existéncia da restri¢ido na varidvel de controle §(¢) € A e o fato
de que a magnitude do vetor velocidade é mantida constante. Observe que as equagoes — do

modelo cinemético implicam que
Viz+y?r=w, >0 (50)

Esses aspectos sao ilustrados nos resultados obtidos das simulag¢bes que serao apresentados e discutidos
em detalhes mais adiante.

3.4 Rastreamento Genérico de Trajetorias

Com o intuito de expandir e demonstrar a aplicabilidade do projeto desenvolvido e da lei de controle
proposta, elaboramos também uma estratégia para que o modelo cinematico fosse capaz de rastrear
uma trajetoria pré-especificada. Esta trajetoria é representada por um conjunto de pontos alvo, ou seja,
a trajetoria é dividida em seguimentos de reta, cada um com um ponto de referéncia, o qual desejamos
que o veiculo atinja e, quando ele comecar a se distanciar de um deles, o objetivo muda para que o
proximo seja atingido e assim sucessivamente.

Seja denotada por I' a trajetéria ideal, considerada suave, no plano (z,y). Um conjunto constituido
por N pontos de referéncia (), yri)) € I' para todo i € K = {1,..., N} escolhidos de modo que I" ¢
adequadamente aproximada pelos seguimentos de reta definidos por estes pontos. Ou seja, I' ~ UY T,
onde I'; é o segmento de reta passando pelos pontos de referéncia (2,(;), Yr@i)) € (Tr(i+1)), Yr(i+1)), € valida.
Em cada ponto de referéncia 7 € K, um angulo de guinada de referéncia 6,.;) também ¢é fornecido.

Definindo a vizinhanga Z com 9(z) = 22 e \/c > 0 sendo um erro de rastreamento aceitvel, propomos
o seguinte algoritmo genérico de rastreamento de trajetorias:

(i) Sejam (z9,yo,00) as condi¢des iniciais em tg. Faga i = ig € K.
(ii) Defina a funcao linear z = z; correspondente a i € K como sendo
zi = (Y = Yr(i))c08(0r(i41)) — (& = @) )sen(Or(iv1)) + B(O — Or(i41)) (51)

e implemente o controle via realimentagdo de estados (45]).
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(iii) No instante t € Ry determine a distancia euclidiana d;(t) e sua derivada temporal d;(t) dadas por

di(t) = \/(@(t) = 2,0)2 + (W(t) — vr))? (52)

(0 = r)HO + 60 3,000
i = ( a0 )

(53)

entre o a posicao atual (z(t),y(t)) e o ponto de referéncia (¢, Yr(i))-

(iv) Se d;(t) cruzar o zero, ou seja, d;(t) > 0 e di(t — At) < 0, com At > 0 sendo o passo de simulagdo,
redefina i + 1 — i e retorne ao passo (ii).

Sobre o algoritmo descrito, podemos fazer alguns comentarios. Primeiro, mesmo que o veiculo esteja
préximo do segmento de reta I';, o ponto de referéncia é mantido até a distancia d;(t) comece a aumentar,
neste instante, o ponto de referéncia se torna o préximo, que estd no segmento de reta I'; 11 e isto ocorre
para todos os indices do conjunto K. Segundo, o movimento do veiculo tende a reta definida por z; = 0,
ou seja, o segmento de reta I';, assim ao implementar este algoritmo o veiculo se torna capaz de mudar
o ponto de referéncia em tempo real, permitindo que ele siga uma trajetoria composta por segmentos
de reta. Uma ultima observacdo que deve ser feita é que este ndo é o inico modo de tomar a decisdo da
mudanca do ponto de referéncia. Outros critérios podem levar a resultados diferentes e desempenhos
diferentes.

3.5 Sintese de Controle - Modelo Cinematico com Velocidade Variavel

Levando em consideracao os resultados obtidos até agora, desejamos ampliar as capacidades do contro-
lador, para lidar com o controle de velocidade. O novo modelo serd denominado Modelo Cinematico
Generalizado. Dessa forma, consideramos que o moédulo da aceleracao do veiculo é varidvel, ou seja,
w = 1 passa a fazer parte da variavel de controle a ser projetada. Neste sentido redefinimos

(y - yr)COS(Gr) - (m - mr)sen(er) + ﬂ(e - 97“)

o= n(w — wy.)

(54)
com 1 > 0. Assim, sempre que z = 0, a primeira componente tem a mesma interpretacdo de antes e
a segunda impoe w = w, com w, > 0 especificado. Seguindo as mesmas etapas do projeto anterior
consideramos a varidvel de estado £ = [z y § w]’ € R* e a varidvel de controle u = [tan(5) ¥] € R%. As
equagoes do modelo cinematico — adicionamos a equagao suplementar w = v e elas podem ser
reescritas na forma — onde z = g(&) é agora uma funcgdo linear com imagem no R2.

Teorema 2 Seja a tripla de parametros positivos (v, u,n) especificada. E defina os parametros positivos
(k, \) satisfazendo k = (u+ \y)/2. O controle de realimentacio de estado u(¢) : R* — R? dado por

M@:_[@mmgww»}_{w%wnH%}AﬁMl (55)

é tal que vale para 9(z) = ||2||* e ¢ = (u/7)?.

Prova: A derivada da funcio de Lyapunov de controle ¥(z) = ||z||* ao longo de uma solucio arbitraria
das equacgoes cinematicas — juntamente com w = 1) satisfaz

9 9 [ 3 cos(6,) — & sen(6,.) + 40 }

N

o | wsen(0 —0,)+w(B/L)tan(d)

=2z { mp ]

I E

RS F 0
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onde usamos o controle de realimentacao de estado u = u(¢) dado por . Como coincide com a
derivada em relacdo ao tempo da funcao de Lyapunov de controle considerada no Lema [l] a prova esta
concluida. O

Pode ser facilmente verificado que a lei de controle , para qualquer condig¢ao inicial, faz com que
as trajetérias do sistema em malha fechada convirjam para a linha reta (y(t) —y,.) = tan(6,)(z(t) — z,),
0(t) = 6, e w(t) = w, assintoticamente. Na verdade, a lei de controle (56)), juntamente com a velocidade

real extraida de —, torna-se
= ——" (\/g;«? T2 - wr) (57)

A+ =]l
Ela define a evolugdo no tempo da velocidade do meio-carro em malha fechada w(t) e deixa claro que
para qualquer condicao inicial w(0) = we > 0 tem-se w(t) — w, e w(t) > 0 para todo t € R;. Como
consequéncia, a lei de controle é bem definida para todo t € R;. Formalmente, da equagao do
modelo cinemédtico, segue-se que se w(t) = 0 o d&ngulo de direcdo 6(¢) pode ser escolhido arbitrariamente
naquele instante de tempo especifico. A lei de controle proposta é de fato eficaz no 4mbito do modelo
cinematico generalizado que inclui a malha de controle de velocidade do meio-carro.

3.6 Analise de Robustez

E bem conhecido que o controle de modos deslizantes é robusto face uma ampla classe de incertezas nio
modeladas, [Utkin| (1993). Investigamos agora se esta importante propriedade permanece verdadeira no
presente contexto. Consideramos que a lei de controle via realimentacao de estado é corrompida
por uma incerteza escalar limitada, que pertence a classe de fungoes suaves, tais que

06 )] < p < (uL)/(2wB), V(€ 1) € R® x Ry (58)
O proximo corolario fornece a propriedade de robustez da lei de controle via realimentacdo de estados
fornecida pelo Teorema

Corolario 2 O controle via realimentagdo de estados @ ¢ robusto no sentido de que se for substituido
pela agao de controle modificada u,(€,t) = uw(&) + w(&,t) onde ¢ é qualquer fung¢io suave que satisfaz
@, entdo a vizinhanga Z é um conjunto invariante. Ou seja, para qualquer condigao inicial £(0) = &,
se zog = g(&0) € Z entdo a trajetéria alcanca o contorno da vizinhanga Z em tempo-finito ou se zg € Z
entdo a trajetoria permanece em Z.

Prova: Adotando novamente a fungdo de Lyapunov de controle 9(z) = 22, sua derivada em relagio ao
tempo ao longo de uma solucao qualquer das equacdes cinematicas — satisfaz

|22
SvaFR 2w(f/L)zp (&, t) (59)

Assumindo ¢ € R? tal que z = g(¢) € Z usando obtemos
O < —plz| +2w(B/L)|z|lp(& )]
< —p i (60)

onde p, = p—2w(B/L)p > 0. Logo a primeira parte da afirmacéo é valida. A prova da segunda parte
segue da continuidade do lado direito da derivada temporal para o sinal de controle nominal u(£).
Este fato implica que também é valida em todos os pontos do contorno da vizinhanca de Z. A
consequéncia é a impossibilidade da trajetéria sair de Z. Com isto, a prova estd concluida. O

D=2

E importante ter em mente que, sob perturbacdes de incerteza limitada, nio é mais possivel provar
que as trajetorias do sistema em malha fechada convergem para a reta z = 0. De fato, o resultado
do Corolario [2] indica que a consequéncia de incertezas aditivas limitadas é o fato de que o conjunto
Z torna-se um conjunto invariante cujo contorno é atingido em tempo-finito. Portanto, o efeito dessa
classe de incertezas é que as trajetorias convergem para o conjunto Z em vez de convergir para a reta
z =0, o que torna clara a necessidade de escolher ¢ > 0 suficientemente pequeno.
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Figura 3: Trajetérias no plano de fase e evolugdo temporal da saida

4 Resultados e Discussoes

Com o intuito de validar os resultados teéricos obtidos neste trabalho, os modelos descritos foram
implementados e simulados utilizando o Simulink.

4.1 Duplo Integrador

Primeiro testamos o duplo integrador, descrito pelas equagoes - . Para o qual obtivemos a

seguinte lei de controle
z

u(§) = —ay — fim

O duplo integrador em malha fechada foi simulado, utilizando os seguintes valores para os parametros
do controlador: o = 1.00 [Hz], p = 1.00 [m/s?], v = 1.00 [Hz], x = 0.75 [m/s?], A = 0.50 [m/s] e
v/e=1.00 [m/s]. A partir dos resultados obtidos, as seguintes observagdes podem ser feitas:

e A Figura [3] mostra no lado esquerdo o plano de fase e no lado direito a evolugdo temporal da
saida z(t). Em linhas tracejadas sdo indicados os contornos definidos pela derivada da fungéo
de Lyapunov . Como esperado, todas as trajetérias convergem para a origem. E notével a
concordancia deste plano de fase com aquele dado em Bhat & Bernstein| (1998]) embora a lei de
controle seja continua e muito mais simples.

A Figura[4]ilustra uma situagao peculiar. O seu lado esquerdo mostra o plano de fase do sistema
em malha fechada para diversas condigdes iniciais tais que ¥(29) = 22 = 9. Novamente observa-se
que todas as trajetdrias convergem para a origem. Além disso, a estimativa T(zp) < 4.0 [s] dada
em para o tempo necessirio até que as trajetérias atinjam o contorno de ¥(z) > ¢ =1 é
satisfeita. Com o lado direito da Figura 4| podemos determinar que T'(zo) ~ 3.2 [s] e verificar que
todas as fungoes z(t) coincidem com apenas duas que diferem entre si, de tal forma a satisfazerem
a mesma estimativa .

o A Figura [f ilustra a comparagdo do sinal de controle obtido usualmente no contexto de CMD e
o sinal obtido com a lei de controle proposta, realizando a escolha adequada de pardmetros. Por
simplicidade, consideramos A = p/y o que impde kK = p e /e = p/v. O lado esquerdo da figura
foi obtido utilizando (u, ) = (2,5e03) enquanto para lado direito foi utilizado (u,v) = (2,5), com
a mesma condicdo inicial (zg,yo) = (5,3). Em ambos os casos, as linhas tracejadas representam
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Figura 4: Trajetérias no plano de fase e evolugdo temporal da saida
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Figura 5: Evolugao temporal do estado e controle

as trajetorias de estado e as linhas continuas as trajetérias de controle. No lado esquerdo vemos
claramente a troca de modos de operacdo em alta frequéncia, como é usualmente obtido em
controladores utilizando CMD. Este mesmo fenémeno nao é observado no lado direito devido a
uma escolha diferente de pardmetros de controle. Em conclusdo, a oscilacdo em alta frequéncia
dos estados pode ser evitada com a inclusao da vizinhanga Z. Este comportamento ocorre devido
ao fato de que a lei de controle é continua para A > 0, mas z/(\ + |z|) = sign(z) quando A\ — 07.

Como bem ilustra o exemplo que acabamos de resolver, o resultado do Lemal[I]introduz uma condicao
de sintese de controle em malha fechada bastante simples, continua e suave em relagdo a varidvel de
estado & € R™. Observe que a magnitude relativa das regides que definem pode ser ajustada com
a escolha adequada dos pardmetros que definem ¢ > 0. E importante ressaltar mais dois aspectos. Por
um lado, trajetorias especificadas podem ser rastreadas realizando os devidos ajustes na defini¢do da
variavel z em , assim como fizemos no modelo cinematico, e, por outro lado, os pardmetros livres
do controlador podem ser ajustados para que o sinal de controle satisfaca alguma restricao adicional,
requerida por uma determinada aplicagdo pratica.
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Figura 7: Angulos @ e § do modelo cinemético no teste de ponto de referéncia

Além disso, vemos claramente a diferenca entre o procedimento proposto para a obtencao da lei de
controle e o resultado esperado dos métodos disponiveis na literatura. Com isso, acreditamos que em
aplicacOes sensiveis a mudanca de modos de operagao em alta frequéncia, como ocorre no lado esquerdo
da Figura |5] seria especialmente interessante poder adotar nossa abordagem.

4.2 Modelo Cinematico do Meio-Carro

Em sequéncia realizamos a sintese de controle para o modelo cinematico do meio-carro, descrito pelas
equacoes (14])-(16). Obtivemos a seguinte lei de controle

w© == (5 )sen0-00- (35) 5o

Simulamos o modelo cinematico — em malha fechada com a a lei de controle . Adotamos
lr = lp = 2.0 [m], velocidade constante w, = 15.0 [m/s] e 4ngulo maximo de dire¢do de diqp = /6
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[rad]. A saida controlada z foi definida para que o ponto de referéncia, na a roda traseira, fosse
(r,yr) = (98.58,98.58) [m] com o dngulo de guinada 6, = 7/4 [rad]. Desta forma, o centro de massa
se localiza em (Zepm, Yem) = (100.0,100.0) [m]. Os valores escolhidos para os pardmetros do controlador
foram os seguintes: p = 11.25 [m/s], v = 11.25 [Hz], £ = 11.25 [m/s], f = 12.12 [m/rad] e A = 1.00 [m].

Foram realizadas sete simulagoes com condigoes iniciais diferentes (xq, yo,00) em t = 0, com duragao
de Tsim = 40 [s]. Tendo como base as Figuras |§| e [7| as seguintes observagoes podem ser feitas:

o Figura@ mostra que todas as trajetérias tragadas relativamente ao referencial inercial (z, y) conver-
gem para a reta definida por z = 0 como esperado. Verificamos, também, que algumas condi¢oes
iniciais sdo tao severas que nao é possivel atingir o ponto de referéncia com a roda traseira (marca
vermelha) ou com o centro de massa (marca preta). Vale lembrar que a velocidade do carro é
mantida constante e o angulo de direcdo é limitado durante toda a simulagdo, sendo essas as
grandezas que impedem que o veiculo possa realizar qualquer tipo de curva.

e O lado esquerdo da Figuramostra a evolugdo do angulo de guinada 6(t). Apds um certo intervalo
de tempo, ele alcanga o valor desejado de 6, = 7/4 [rad]. Isto ocorre em todos os casos. A diferenca
entre eles ¢ o intervalo de tempo necessario para completar esta tarefa. O lado direito da Figura
mostra o angulo de diregao 4(t). E muito eficaz para atingir os objetivos do projeto e nunca
viola |0(t)| < dmaz = 7/6 [rad]. Em certos casos, o limite superior é alcancado em algum instante
de tempo t € Ry. Isto indica, claramente, que os resultados anteriores, embora sejam apenas
suficientes para a sintese da lei de controle, ndao sao conservadores.

Este estudo de caso coloca em evidéncia que a lei de controle proposta é eficaz no contexto do
controle de diregdo do modelo cinematico definido pelas equagoes (|14))-(|16)). Isto também é verdade sob
condicoes adversas, representadas pelas escolhas das condic¢bes iniciais.

4.3 Modelo Cinematico Generalizado do Meio-Carro

Considerando o modelo cinematico generalizado, que conta com o controle de velocidade, descrito pelas
equacoes (14))-(16)), juntamente com a equagao adicional w = 1. Obtivemos a seguinte lei de controle

_ | (L/B)sen(0—0,) | | (kL/wpB) 0 z
ue) = 0 } [ 0 w/m At

Simulamos agora, o modelo cinemético generalizado em malha fechada com a lei de controle .
Adotamos g = ¢p = 2.0 [m], velocidade inicial wy = 0.0 [m/s], velocidade desejada w, = 15.0 [m/s] e
angulo méximo de dire¢do de 4, = 7/6 [rad]. A saida controlada z foi definida para que o ponto de
referéncia, na a roda traseira, fosse (., y,) = (98.58,98.58) [m] com o 4ngulo de guinada 6, = w/4 [rad].
Desta forma, o centro de massa se localiza em (Zem,Yem) = (100.0,100.0) [m]. Os valores escolhidos
para os parametros do controlador foram os seguintes: p = 11.25 [m/s], v = 11.25 [Hz], k = 11.25 [m/s],
B =12.12 [m/rad], A = 1.00 [m] e n = 5.7 [s].

Foram realizadas sete simulagdes com condigoes iniciais diferentes (xq, yo, ) em t = 0, com duragdo
de Tyim = 40 [s]. Tendo como base as Figuras [8| e |§| as seguintes observagdes podem ser feitas:

o Figura[8|mostra, novamente, que todas as trajetérias tracadas relativamente ao referencial inercial
(z,y) convergem para a reta definida por z = 0 como esperado. Verificamos, também, que algumas
condigoes iniciais sao tao severas que nao é possivel atingir o ponto de referéncia com a roda traseira
(marca vermelha) ou com o centro de massa (marca preta), mesmo com o controle de velocidade,
porém, vale lembrar que o dngulo de dire¢do ainda é limitado durante toda a simulagao, sendo,
provavelmente, essa a grandeza que impede que o veiculo possa realizar qualquer tipo de curva.

¢ O lado esquerdo da Figura@mostra a evolugao do dngulo de guinada 6(t). Ap6s um certo intervalo
de tempo, ele alcanga o valor desejado de 6, = /4 [rad]. Isto ocorre em todos os casos. A diferenca
entre eles é o intervalo de tempo necessario para completar esta tarefa. O grafico na parte central
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600 40
500 ¢ 30
400 ¢ 20
) %)
@ 300 E 10
A=) 2
= 200 Z 0
> o
100 ¢ -10
0E E 1 -20
-100 ' -30° '
0 20 40 0 20
tempo [s] tempo [s]

40

15
10+
)
£
E
5
0 ‘
0 20
tempo [s]

40

Figura 9: Angulos 6 e 6, e velocidade w do modelo cinemético generalizado no teste de ponto de
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da Figura |§|

mostra o angulo de diregéo 0(t). E muito eficaz para atingir os objetivos do projeto e

nunca viola |§(¢)| < dmaer = 7/6 [rad]. Notamos que em varios casos o limite superior é alcancado
em varios instante de tempo ¢t € R;. Ja o lado esquerdo da Figura |§| mostra a velocidade w(t) do
veiculo, assim podemos ver claramente que o controle é capaz de alcangar e manter a velocidade

desejada.

Comparando os resultados obtidos na simulagdo do modelo cineméatico e do modelo cinemético
generalizado, vemos que eles sdo semelhantes, com todas as condig¢les iniciais alcancando a reta que
passa pelo ponto desejado com o angulo de guinada especificado, como esperado. As diferengas que
podemos notar sdo nas trajetérias adotadas pelo meio-carro e na agressividade com o angulo da diregao,
que em varios casos do modelo generalizado alcanca e se mantém no limite §,,,, durante um apreciavel

intervalo de tempo.
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Figura 10: Posi¢ao no plano (z,y) do modelo cinemdtico no teste de rastreamento de trajetéria

300 ‘ : 40
250 30F--mm e e m o
200 207
150 10t

0(t) [graus]
a(t) [graus]

a
o

0 -20
-50 B0fF-------mmm - mm - - — - - -
-100 ' -40 !
100 200 0 100 200
tempo [s] tempo [s]

Figura 11: Angulos 6 e § do modelo cinemético no teste de rastreamento de trajetéria

4.4 Rastreador de Trajetdrias

Dando prosseguimento a validagao dos resultados tedricos obtidos, implementamos o algoritimo proposto
para o rastreador de trajetorias. Iniciamos nossos testes com um trajeto semelhante a um fliperama,
isto é, uma pista com formato de oo, formada por dois circulos tangentes, um com centro em (—100, 0)
e raio 100 [m] e outro com centro em (200, 0) e raio 200 [m]. Os pardmetros do modelo cinemético e os
do controlador sao os mesmos utilizados no exemplo discutido na Sessdo [£.2]. Em ¢t = 0 o veiculo inicia
na posicao (xg,yo) = (200,0) com angulo de guinada 6y = 0.

e A Figura |10l mostra N = 48 pares de marcas em vermelho (as posigdes das rodas traseiras) e em
preto (as posi¢des do centro de massa). Os pontos de referéncia (x,(;),yr@)),7 € K sdo os das
rodas traseiras. Em cada ponto de referéncia, o angulo de guinada de referéncia 6,.(;),7 € K foi
definido como sendo o coeficiente angular da reta tangente a trajetoria de interesse. A mesma
figura mostra em linha continua a trajetéria do veiculo em malha fechada correspondente a duas
voltas completas no circuito.
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Figura 12: Posi¢ao no plano (z,y) do modelo cinemético generalizado no Autédromo de Interlagos
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Figura 13: Angulos 6 e ¢, e velocidade w do modelo cinemético generalizado no Autédromo de Interlagos

¢ O lado esquerdo da Figura mostra a evolugdo temporal do dngulo de guinada 6(t) e o lado
direito o dngulo de dire¢do 4(t).

Dessa forma, vemos que o algoritmo proposto de fato permite que o veiculo siga uma trajetoria
genérica. Para ilustrar as possibilidades da combinacdo do controlador e do algoritmo propostos, uma
aplicacdo pratica é apresentada na proxima sessao.

4.5 Aplicacao Pratica

Por fim, simulamos o modelo cinematico generalizado percorrendo a pista do Autédromo de Interlagos,
composta por N = 72 pares de marcas pretas que delimitam a pista, sendo os pontos de referéncia o
ponto médio de cada par. Os pardmetros do modelo cinemético e os do controlador sdo os mesmos
utilizados no exemplo discutido na Sesséo porém, com a velocidade desejada w, = 25 [m/s].

o A Figura[I2]mostra a trajetoria a ser seguida em linha vermelha tracejada. Os pontos de referéncia
(mr(i),yT(i)),i € K sdo os pontos médios de cada um dos pares de marcas. Em cada ponto de
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referéncia, o angulo de guinada 6,.(;),7 € K foi definido como sendo o coeficiente angular da reta
que passa pelos pontos de referéncia sucessivos (2,(;), Yr(s)) € (Zr(i41))> Yr(i+1))- A mesma figura
mostra em linha continua a trajetéria do veiculo em malha fechada correspondente a uma volta
completa no circuito.

e O lado esquerdo da Figura |13| mostra, em azul, a evolu¢dao temporal do dngulo de guinada 6(¢)
e, em vermelho, o dngulo de direcao §(t). J4 o lado direito desta figura mostra a velocidade do
carro durante o percurso, vemos que ela atinge a velocidade desejada w,, = 25 [m/s] e a mantém
constante durante o restante do percurso.

Esta simulacao mostra o veiculo percorrendo uma pista real e, como esperado, ele é capaz de desen-
volver a trajetéria especificada. Um tltimo ponto que vale ser mencionado é que assim como o dngulo
de guinada 0,.;) é especificado para todo i € K, é possivel especificar uma velocidade de referéncia w;.(;
para cada ponto da trajetéria, com o objetivo de manter a velocidade do carro mais alta nas retas e mais
baixa nas curvas. Neste caso, a velocidade de referéncia é mantida constante durante toda a pista para
que possam ser tracadas comparagoes entre o modelo cinemético e o modelo cinemético generalizado.

4.6 Resultados Adicionais

As Figuras - apresentam resultados de simulac¢des adicionais, que podem ser comparados com
aqueles ja discutidos. As Figuras e apresentam o modelo cinemético generalizado percorrendo
a pista em formato de fliperama (00), com os mesmos pardmetros da simulacao na Segéo porém, com
velocidade desejada w, = 50 [m/s]. As Figuras e apresentam o modelo cinemdtico percorrendo
a pista do Autédromo de Interlagos, com os mesmos parametros da simulagdo na Se¢ao [£.2] mas com
velocidade constante w, = 25 [m/s].

4.7 Desenvolvimentos Futuros

Observando os resultados obtidos, vemos que o procedimento proposto para a sintese da lei de controle
é efetivo no contexto do rastreamento de trajetérias e, em nossa opinido, é uma interessante alternativa
a ser explorada. Dessa forma, como desenvolvimentos futuros deste trabalho, acreditamos que seja
interessante realizar a sintese da lei de controle para o modelo dindmico do meio-carro, descrito por
—. Esta nova proposta exploraria um modelo mais proximo da realidade, oferecendo um maior
grau de precisdo a dindmica do veiculo, com a introducéo de forcas de atrito viscoso e de forcas de atrito
do tipo Coulomb, existentes entre os pneus e a pista. Assim sendo, seria possivel comparar os resultados
obtidos com outros trabalhos que adotam modelos ainda mais complexos, utilizando, por exemplo, a
Férmula Magica de Pacejka.

Como passo intermedidrio, propomos também que a lei de controle obtida para o modelo cinemético
generalizado seja implementada no modelo dindmico que descrevemos. Isto ofereceria uma visdo mais
precisa sobre a robustez do controlador projetado, visto que o modelo a ser controlado é muito mais
complexo. Logo, seria possivel observar as vantagens e as desvantagens de sintetizar o controle para o
modelo mais complexo em relagdo ao mais simples.

5 Conclusao

Neste Trabalho de Fim de Curso foi apresentado um novo procedimento para a sintese de controle para
o problema de rastreamento de trajetorias, que combina ideias de fungdo de Lyapunov de controle e de
modos deslizantes. Foram apresentados também, um exemplo ilustrativo da sintese de controle para
o duplo integrador, que compara resultados disponiveis na literatura com o procedimento proposto.
Em seguida, abordamos a sintese de controle para o modelo de meio-carro, com médulo da velocidade
constante e varidvel, através de um algoritmo para que este possa rastrear uma trajetoria genérica.
Por fim, apresentamos diversas simulagdes dos resultados teéricos e da implementagdo do algoritimo
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rastreador de trajetorias. Ressalte-se o controle do deslocamento do modelo de meio-carro sobre a pista
de Interlagos.

Analisando os resultados obtidos, concluimos que o procedimento proposto é efetivo no contexto es-
tudado, sendo uma alternativa aos métodos disponiveis na literatura. Ademais, como foi demonstrado, o
método proposto apresenta beneficios quando comparado aos resultados de outros trabalhos, oferecendo
um procedimento mais simples para a sintese de controle. O controlador continuo projetado é capaz
de realizar o rastreamento de trajetérias, além de assegurar estabilidade, robustez e convergéncia em
tempo-finito.
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Figura 14: Posicdo no plano (z,y) do modelo cinemdtico generalizado no teste de rastreamento de
trajetéria
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Figura 15: Angulos 6 e §, e velocidade w do modelo cinemético generalizado no teste de rastreamento
de trajetoria
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Figura 16: Posi¢ao no plano (z,y) do modelo cinemético no Autédromo de Interlagos
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Figura 17: Angulos 6 e § do modelo cineméatico no Autédromo de Interlagos
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