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Resumo

A presente pesquisa é mais uma contribuicao para o grupo de Biomatematica da UNICAMP,
em especial ao Grupo de Ecologia Matematica com foco em problemas de polui¢ao e
impactos ambientais. Esta pesquisa ¢ mais um avango no estudo de problemas de dispersao
de poluentes com uso da Equacao de Difusao-Advecgao-Reacao (equagdo do transporte)
e Equacao de Navier-Stokes, usando o Método dos Elementos Finitos. Nossa proposta
consiste em estudar uma pluma de poluente em um trecho de 9km do rio Tocantins no
Municipio de Imperatriz, Maranhao, Brasil, Localizado no sudoeste do estado. O objetivo
do trabalho consiste em obter resultados numéricos confidveis, utilizando experiéncias
reais para obtencao de Para testes diversos e covalidagoes, cenarios foram considerados,
inclusive com parametros reais. Condigoes de fronteira variada no tempo, por ajustes
de dados reais, fornecidos pela Defesa Civil do municipio de Imperatriz. A discretizacao
do dominio foi realizada com o auxilio do software GMSH e as simulac¢oes performadas
no Laboratério de Matematica Aplicada do Instituto de Ciéncias Exatas e da Terra da
Universidade Federal do Mato Grosso/Campus Cuiabd, utilizando-se de um servidor de
144 GB de Ram. O termo advectivo foi modelado através da Equacao de Navier Stokes e
foi testado para o caso do duto cilindrico. Desta forma, foram gerados cenarios, a partir
dos quais foram possiveis a realizacao de analises e visualizagdo de mapas, com avaliagao

de bom comportamento dos pardmetros, do codigo e da estabilidade numérica.

Palavras-chave: EDP, Impactos Ambientais, Rio Tocantins, Elementos Finitos, Simula-

¢oes. Numéricas.



Abstract

The present research is more a contribution for the Biomatemathics at group UNICAMP,
specially Group of Mathematical Ecology with attention in problem of pollution and
environmental pact.This research is more an advance in study of problems of dispersion
of “pollutants with use of advection and reaction diffusion equation (transport equation)
and equation of Navier - Stokes, using the Finite Element Methods. Our proposal consist
to study a pollutant pluma in a stretch of 9km of river Tocantins in city of Imperatriz,
Maranhao, Brazil.Localized at southwest of the state. The objective of the work consist in
obtain reliable numerical results, using real experiences for obtain for tests several and
covalidations, scenario were real parameters. Condition of boundary varying in time, by
adjustment of real datas, varied by the defense civil of city of Imperatriz. The domain
discretization be realized with the support of the software GMSH and the simulations
performeds in laboratory of applied mathematical of the institute of exact and earth
sciences of University Federal of Mato Grosso/Campus Cuiaba utilized a server of 144 GB
of ram. The term advective modeled through Equation of Navier - Stokes and tested for
the case of cylindrical duct. This way , were generated from which will were possibles the
realization of analysis and maps, whit evaluation of good behavior of parameter, of code

and of the numerical stability.

Keywords: EDP, Environmental Impacts, Tocantins River, Finite Elements, Numerical

Simulations.
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1 Uma breve apresentacao do problema

Neste capitulo apresentaremos alguns trabalhos que antecederam este, dando-
nos suporte técnico académico para fundamentar a nossa proposta. Faremos uma breve
descri¢ao sobre o rio Tocantins: da sua nascente até a sua chegada no municipio de
Imperatriz sudoeste do estado do Maranh&o, no Brasil, onde fundamentaremos o dominio
de estudo e apresentaremos indicios do por qué dessa escolha. Na sequéncia detalharemos

o problema de dispersao de poluentes no trecho do rio que trabalharemos.

1.1 Caudaloso Rio Tocantins

Tocantins é um termo com origem na lingua tupi: significa bico de tucano
através da jungao tukana (tucano) e tim (bico). Esse termo deu origem ao nome do
principal rio genuinamente brasileiro e a um dos estados criados pela constituicao federal

de 1988.

Na Estacdo Ecolégica Aguas Emendadas, no estado do Goiés, nasce um feno-
meno bastante curioso: de uma mesma nascente brota dois corregos: o Vereda Grande e o
Brejinho. O Vereda Grande corre para o norte e o Brejinho corre para o sul. A poucos
quilometros da nascente, o corrego Vereda Grande se encontra com o corrego Maranhao e,
abragados, os dois correm para o norte, onde se encontram com outros corregos, passando
a se chamar rio Maranhao. O rio Maranhao recebe outros rios, como o rio das Almas e o

Parana, até se transformar no caudaloso rio Tocantins (Brito e Brito , 2015).
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Figura 1.1 — Rio Tocantins - Brasil

Fonte: Adaptado de (IBGE) - Bases Cartograficas, 2019; ANA-Elaboragao: Di stefano, C.
2021.
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O rio Tocantins nasce nas proximidades de Brasilia conforme ¢é visto na Figura
1.1, a mais de 1.000 metros de altitude e possui uma extensao de 2.416 km, distribuidos
em um area de aproximadamente 803.200 km?. O rio Tocantins atravessa 4 estados da

Federacgao, em ordem: Goias, Tocantins, Maranhao e Para.

Os afluentes do rio Tocantins estao presentes em quase toda sua extensao e sao
conhecidos por seus volumes de aguas que despejam no rio Tocantins, sao eles: rio das
Almas (GO), rio Cana Brava (GO), rio Santa Clara (GO) , rio dos Patos (GO), rio Uru
(GO), rio Tocantinzinho (TO), rio Manuel Alves Grande (TO), rio Sono (TO), rio Cacau
(MA), rio Mupi (PA) e rio Barra Grande (MA).

O rio Tocantins tem sido extrato de grandes empreendimentos no setor de
producao de energia elétrica, conforme Figura 1.2. Ao longo do seu curso ja foram instaladas
diversas Usinas Hidrelétricas, onde destacamos: Usina Hidrelétrica Serra da Mesa com
capacidade de geracao de energia na faixa de 1275 MW, Usina Hidrelétrica de Cana Brava,
que possui capacidade de geracao de energia na faixa de 450 MW; Usina Hidrelétrica de
Sao Salvador, que possui uma capacidade de producao de 243,2 MW; Usina Hidrelétrica
de Peixe Angical com capacidade de geragdo de energia na faixa de 452 MW; Usina
Hidrelétrica Luiz Eduardo Magalhdes (UHE Lajeado), com capacidade de geragao de
energia na faixa de 902,5MW:; Usina Hidrelétrica de Estreito com capacidade de geragao
de energia na faixa de 1.087 MW e, por ultimo, a Usina Hidrelétrica de Tucurui, uma das
mais importantes do Brasil, localizada no estado do Para, com capacidade de geragao de
energia na faixa de 8.370 MW.

Diagrama Esquematico

Rio Araguaia

Rio Rio

Tocantins . ‘ ’ . ’ . . Tocantins

1387 mls 202 mils 453 mils §588 mils 2093 mils 7954 mils 23741 m¥ls
Zomiy 278 fls 550 mé/s 1301 mis 3021 méls 7890 mils 16169:m/s
32,27 % 85,02 % 98,69 %
. Usina com reservatério XXX Vazdo Afluente
XXX Vazdo Defluente Fonte de dados: ONS
. Usina a fio d'agua XXX Volume Util

Figura 1.2 — Diagrama Esquemaético - UH
Fonte: Operador Nacional do Sistema Elétrico (ONS)

O Rio Tocantins, no seu curso D’agua, banha varios municipios de grande

importancia para as suas regides e pais, sao eles:

Colinas do Sul (GO); Minagu (GO); Parana (TO); Sao Salvador do Tocantins
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(TO); Peixe (TO); Porto Nacional (TO); Palmas (TO); Lajeado (TO); Miracema do
Tocantins (TO); Tocantinia (TO); Pedro Afonso (TO); Carolina (MA); Estreito (MA)
Tocantinépolis (TO); Filadélfia (TO); Babagulandia (TO); Porto Franco (MA); Itaguatins
(TO); Imperatriz (MA); Maraba (PA); Itupiranga (PA); Tucurui (PA); Abaetetuba (PA);
Breu Branco (PA); Baido (PA); Cameta (PA) Mocajuba (PA); Sao Pedro da Agua Branca
(MA) e Sampaio (TO).

Da lista de municipios mencionados, falaremos do municipio de Imperatriz no
Estado do Maranhao, no Brasil, municipio de interesse dessa pesquisa. Este municipio se
caracteriza por ser um local de intensa atividade industrial, por ser banhado por diversos
riachos que atuam hoje como emissarios de poluentes que desaguam no rio Tocantins e

por ser uma regiao muito conhecida pelo pesquisador.

O municipio de Imperatriz fica localizado no sudoeste do estado do Maranhao,
a aproximadamente 630 km da capital Sao Luiz. Imperatriz estd situada as margens da
BR 010 (que liga as cidades de Belém a Brasilia) sendo o segundo mais populoso municipio
Maranhense, com uma populagdo de aproximadamente 259.337 habitantes, conforme dados
estimados do (IBGE), 2021. A cidade de Imperatriz é a mais importante da regiao sul do
estado do Maranhao, inserida em um contexto nacional pela forca de produgdao no campo
industrial, agropecuario e comercial. Na Figura 1.3, situaremos o municipio de Imperatriz,

em relacao ao estado do Maranhao.
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Figura 1.3 — Localizacdo do Municipio de Imperatriz

Fonte: Adaptado de (IBGE) - Base cartografica, 2020; Elaboragao: Di Stefano, C. 2020.

Imperatriz foi fundada em 16 de julho de 1852 pelo sacerdote baiano Frei

Manoel Procépio do Coragdo de Maria da Ordem Carmelita. A chegada de Frei Manoel
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Procépio as terras maranhenses se deu por meio de uma expedicao jesuita comandada
por Jeronimo Francisco Coelho, cujos objetivos eram melhorar o trafego fluvial no Rio
Tocantins e Construir presidios as suas margens. Apos esse periodo, Imperatriz permaneceu
estagnada por mais de 100 anos, somente no final da década de 50 do século passado,
foi que o municipio comecou a se desenvolver. Este desenvolvimento se deu por vias da
construcao da Rodovia BR 010 e a corrida pelo ouro no municipio de Curianépolis no
estado do Pard, a Serra Pelada. Com o inicio das obras: abertura da estrada e a chegada
das maquinas, o municipio comecou a receber trabalhadores de todos os cantos do Brasil

em especial da Regidao Nordeste.

Devido ao fluxo migratério iniciado no final da década de 50 e inicio da década
de 60, o contingente populacional aumentou significativamente, conforme é mostrado na
Tabela 1.1. Esse crescimento se deu de forma desordenada, o que trouxe grandes problemas
de impactos ambientais ao municipio, um deles foi a construcao de casas as margens dos
riachos, com canalizagdo de esgotos e despejo de dejetos oriundos de atividades industriais

e agropecuarias nos corregos e riachos.

Tabela 1.1 — Dindmica Populacional do Municipio de Imperatriz, Maranhao

Ano | Populacao rural | Populacao urbana | Populagao total
1950 12.434 1.630 14.064

1960 30.182 8.987 39.169

1970 34.709 46.013 80.722

1980 108.651 111.818 220.469

1991 66.451 210.051 276.502

2000 11.893 218.673 230.566

2010 12.958 234.547 247.505

2021 - - 259.980 (estimada)

Fonte: Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica - (IBGE).

A chegada dos migrantes no municipio, que nao possuia logistica e nem infra-
estrutura, trouxe grandes invasoes de terras e, consequentemente, construgoes proximas
aos riachos e corrégos que desembocam no Rio Tocantins. Destacamos que o municipio de
Imperatriz é banhado por diversos riachos, que sao eles: Riachos Cacau, Bacuri, Santa

Teresa, Capivara, Barra Grande, Cinzeiro, Angical, Grotao do Basilio e Saranzal.

Dentre os mais afetados estao os riachos: Cacau, Bacuri, Santa Teresa e Capivara,
por estarem préximos da rodovia em construgao e, também, do centro comercial do
municipio, devido ao processo desordenado de habitacao e a chegada de industrias no
municipio que eliminavam seus restos industriais nos riachos. Sem uma politica de prevencao
de impactos ambientais nem contencao, nem tampouco tratamento de esgotos, o municipio

foi perdendo suas areas de lazer e sobrevivéncia urbana para a poluicdo desordenada.
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Figura 1.4 — Riachos Poluidos no Centro de Imperatriz

Fonte: https://www.google.com /search?q=Riachos+que+cortam+o+munic

Imagens como as da Figura 1.4 sdo comuns ao andar pelas avenidas e ruas do
municipio. Ao conversarmos com os moradores antigos,tem-se a sensacao de abandono e
descaso por parte do poder ptublico, pois esses cenarios de impactos ambientais e sanitarios
ja foram espagos de pescarias e lazer, e hoje sdo nossos riachos poluidos, escorrendo a céu

aberto por toda cidade e caindo no rio Tocantins sem nenhum tipo de tratamento.

A Companhia de Saneamento Ambiental do Maranhao (CAEMA), empresa
de economia mista, atende 136 municipios dos 217 do Estado, com abastecimento de
agua e apenas a capital Sdo Luiz com dgua e esgoto. No municipio de Imperatriz, a
empresa possui apenas uma esta¢ao de tratamento de esgoto no Bairro Santa Ines (oeste
do municipio) construida em 1980, onde sao atendidas 15.346 unidades residenciais. Dados
que infelizmente nao condizem com a realidade, pois o que tem de concreto é o nao
funcionamento dessa estacao de tratamento de esgoto. Em agdo publica movida pelo
ministério Publico do Maranhao (MPMA) em 2017 o representante do orgao apontou o
seguinte: "E fato publico e notério que esse sistema de tratamento de esgoto da Caema
é bem antigo e ainda que estivesse em funcionamento nao atenderia a totalidade da

populacao de Imperatriz" (Maranhao 2017).

Diante do exposto, o que se tem em Imperatriz € um paralelo de canais abertos
poluidos com suas dguas escuras e mau cheiro que prejudica a populacao de modo geral. A
cidade que possui os titulos de Portal da Amazonia Legal e a Capital Brasileira da Energia
Elétrica, sofre com fortes impactos ambientais que ameacam o nosso perene rio Tocantins

e sua gente querida.

Ratificando o pensamento da professora e pesquisadora ( Wolmuth, 2009, pg.16)
(WOLMUTH. 2009), o nosso esfor¢o é o de disponibilizar a 6rgaos e autoridades locais
um instrumento matematico e um algoritmo confidvel para avaliar cenarios, estratégias

ou politicas de contencao e combate a impacto e preservacao ambiental no dominio em
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estudo.

Portanto, a polui¢ao, dispersao de poluentes e seus impactos ambientais, nor-
teara nossos estudos cujo objetivo principal é modelar matematicamente a dispersao
evolutiva de uma pluma de poluente em um trecho urbano no municipio de Imperatriz,
usando um modelo de Difusao - Advecgao - Reagdo em duas dimensoes e um modelo de
Navier-Stokes para modelar o campo de velocidade, e com uma discretizagao confidvel
com a qual se possa obter algoritmos (numa adequada plataforma computacional) para
gerar cenarios que permitam avaliar agoes comunitarias e do poder ptublico. Este trabalho
corrobora com o grupo de pesquisa em Ecologia Matematica da Universidade Estadual de
Campinas e o poder publico local do municipio de Imperatriz. Onde a pesquisa apresentara
um recurso computacional, que possibilitard ao 6rgaos publicos criar cenarios possiveis a
curto e longo prazo e fazerem previsoes de acidentes possiveis dentro do campo de estudo

e com isso planejar medidas para conté-las.

A Figura 1.5 ilustra a localizagdo do trecho do Rio Tocantins que definiremos
nosso dominio (Regidao de Estudos), nesse trecho analisaremos os riachos poluidos que
desdguam no rio. Sao eles: Cacau, Bacuri, Santa Tereza e Capivara, além de, esgotos que
correm nos boeiros (na tabela 1.2, chamamos de emissédrios de poluentes) e alcangam o rio.
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Figura 1.5 — Ilustracao do trecho, dominio de estudo, do Rio Tocantins no municipio de
Imperatriz (MA) e indica¢oes em vermelho dos riachos poluidos e emissarios
que dasaguam no Tocantins.

Elaboragao: Carlos Di Stefano e Gesivaldo Silva, 2021

No dominio representado na Figura 1.5, conseguimos o contorno dessa poligonal

1 Escorrimento e infiltracdo de poluentes pela margem pontual ou deriva
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com auxilio do Google Earth. Esse tracado foi obtido com 534 pontos em todo do
seu contorno. A Tabela 1.2 foi construida com dados em coordenadas UTM (Universal
Transversa de Mercator). Um estudo de campo foi realizado com auxilio de aplicativo
localizador e barco com o qual realizamos uma visita nas duas margens do rio, em toda
sua extensao de mais de 9 km. Esse trabalho nos permitiu catalogar todas as fontes ou

emissarios de poluicao que fica no trecho de abrangéncia do dominio em estudo.

Tabela 1.2 — Localizacdo dos emissarios ou fontes de poluicao

Ordem | LAT/UTM | LONG/UTM Nome Tipo Municipio
1 9384242,79 225266,11 Riacho Cacau Rio Imperatriz - MA
2 9384602,31 224486,03 Residencial Bela Vista Galeria Sao Miguel - TO
3 9386630,73 223661,95 Bela Vista emissario | Sdo Miguel - TO
4 9386925,49 224239,25 Riacho Bacuri Rio Imperatriz - MA
5 9387207,57 224117,44 Riacho Santa Tereza Rio Imperatriz - MA
6 9387960 223868 Beira-Rio Emissario | Imperatriz - MA
7 9388191,55 223698,46 Porto do Cais Emisséario | Imperatriz - MA
8 9388489,82 223531,9 Run-off Run-off | Imperatriz - MA
9 9388658,56 223400,7 Edificio Beira-Rio Galeria Imperatriz - MA
10 9389705,68 222260,12 Riacho Capivara Rio Imperatriz - MA
11 9396020,07 210789,72 Vala da Empresa Suzano Galeria Imperatriz - MA

Fonte: Autor, 2020.

1.2 Pesquisas desenvolvidas sobre a tematica

O grupo de Ecologia Matematica da Universidade Estadual de Campinas
(UNICAMP) vem se destacando no cenério nacional desde a década de 70 do século
passado com a producao de trabalhos académicos: Teses, Dissertacoes e Artigos. Mas
estudos relacionados a aproximacoes numéricas envolvendo simula¢oes computacionais,
modelo de transporte e o Método dos Elementos Finitos sao bem recentes. Esses estudos
foram iniciados em 1992 com o trabalho dos pesquisadores: Joao Frederico da Costa Azevedo
Meyer e Diomar Cristina Mistro (MISTRO. 1992). Voltado a compreender diversos cendrios
de impactos ambientais, entre os mais estudados estao os de poluicao de rios, lagos e baias,
esses trabalhos tém contribuido para o que temos hoje como modelagem matematica em

cenarios de impactos ambientais.

Desta forma, avalia-se que o trabalho que estamos propondo é mais uma
contribui¢ao na evolucao da modelagem matematica e simulagao de fendomenos de dispersao
de poluentes (uma das areas de interesse do Grupo de Ecologia Matemadtica). Nosso trabalho
¢ fundamentado em uma série de pesquisas anteriores desenvolvidas pelo referido grupo de
pesquisa. Vide Tabela 1.3 onde listamos os principais trabalhos da area com caracteristicas

especificas na tese de doutorado (KRINDGES. 2011), ratificado por este pesquisador.
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Em sua tese, (KRINDGES. 2011), faz um estudo de alguns trabalhos que
tinham a finalidade de analisar cenarios de impactos ambientais, por exemplo: problema
alvo associado com polui¢ao/contaminagao, utilizacao do Método dos Elementos Finitos
na discretizacao espacial, Equacgao de Difusao - Advecgao - Reacdo, em meio aquatico
como foco de estudo. Ratificando o estudo acrescentamos a sexta coluna de avaliacao
para a fronteira variando no tempo (FVT), onde inserimos uma das nossas propostas.

Baseado nesse estudo, situaremos nossa proposta de tese que tem como objetivo trabalhar

Tabela 1.3 — Publica¢oes do Grupo de Ecologia Matematica da UNICAMP com uso do
Método dos Elementos Finitos (MEF)

Autor Dimenséo Dominio Meio Campo (vel) FVT
(MISTRO. 1992) R? retangulo agua constante constante
(WOLMUTH. 2009) R? mapa agua constante constante
(BERNADES. 1998) R? mapa agua const. por partes constante
(CANTAO 1998) R? mapa agua interpol. de dados constante
(DINIZ 2003) R? regular agua e ar | perfil parabdlico constante
(OLIVEIRA. 2003) R? mapa agua Stokes constante
(VASQUEZ 2005) R3 paralelepipedo agua Stokes constante
(INFORZATO 2008) R3 paralelepipedo | agua e ar Stokes constante
(KRINDGES. 2011) R? mapa 3D agua Navier - Stokes constante
Gesivaldo Silva R? mapa 2D agua Navier - Stokes var. no tempo

Fonte: Tese de Doutorado de (KRINDGES. 2011)/ Ampliada

a dispersao de poluente na dgua (fluido incompressivel), em um dominio bidimensional
R?, com uma extensdao de 9 km de rio, em um trecho do Rio Tocantins, no municipio
de Imperatriz, Maranhao, sugerindo parametros reais, fruto de experimentos, coletas,
trabalho de campo e didlogo com pesquisadores da regiao com fator inédito: condigoes
de fronteira variando no tempo. Na condi¢cao de Navier-Stokes, utilizaremos o método
de desacoplamento, conhecido como projecoes de Chorin - Teman que produzindo um
c6digo paralelizado, foi testado para o problema do duto cilindrico caso particular dessa
abordagem, porém um resultado inédito dessa pesquisa conforme se verifica em Trales
(1995, p.23), (TRALES. 1995). A juncao de todos esses pontos, nos permite construir esse

trabalho inédito.

1.3 Apresentacao da Proposta

Diante da exposicao dos trabalhos apresentados na se¢ao anterior, propomos

nossa problematica a ser investigada.

O objetivo do nosso trabalho consiste em modelar matematicamente a dispersao
evolutiva de plumas de poluentes em um trecho de 9 km do rio Tocantins, localizado no

municipio de Imperatriz, Maranhao, Brasil. Usando um modelo de Difusao, Advec¢ao
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e Rea¢do em duas dimensoes, visando, a partir de uma discretizagao confidvel, obter
algoritmos (numa adequada plataforma de software) para gerar cendrios que permitam

avaliar agoes comunitarias e do poder ptublico.

Trabalharemos com dominio 2 ¢ R? um aberto. Sendo um mapa referente a
um trecho do rio Tocantins que banha o municipio de Imperatriz. O meio em investigacao
serd a agua, um fluido incompressivel e o tratamento do campo de velocidade sera via

Equacao de Navier-Stokes.

As fronteiras do dominio €2, um subconjunto aberto de R?, foi baseada em
dados de campo, onde se considerou todos emissarios de poluentes que estao inseridos no
contexto do estudo, vide Tabela 1.2. Usamos os recursos e caracteristicas fisicas para que

a modelagem se aproxime o maximo do caso real pelos cenarios apresentados.
Em nossa visita de campo, em uma embarcacao pesqueira, identificamos 11

casos distintos de emissarios de poluicao como mostra a Figura 1.6.
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Figura 1.6 — Identificacao dos emissarios que justificam as condigoes de fronteiras

Fonte: Google Earth

Estes 11 casos distintos que sao apresentados na Figura 1.6 compdem as

condigoes de fronteiras. Assim, tivemos 14 pontos que fizeram parte da analise:

o I'y = Parte da fronteira onde ha entrada de poluente com o rio Cacau.

o ['y = Parte da fronteira onde ha entrada de poluente, galeria do Residencial Bela
Vista.

o I'3 = Parte da fronteira onde ha entrada de poluentes Bela Vista.

o I'y = Parte da fronteira onde ha entrada de poluentes com o riacho Bacuri.
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o ['s = Parte da fronteira onde ha entrada de poluentes com o riacho Santa Teresa.
o ['s = Parte da fronteira onde ha entrada de poluente via emissario Beira Rio.
o I'; = Parte da fronteira onde ha entrada de poluente via emissario Porto do Cais.
o ['s = Parte da fronteira onde ocorre Run-off.
o I'g = Parte da Fronteira onde héa entrada de poluente via Galeria.
o [';p = Parte da fronteira onde ha entrada de poluente com o riacho Capivara.
o [';; = Parte da fronteira onde ha entrada de poluente: dejetos industriais.
e I';y = Saida do dominio, vertedouro.
e I'y3 = Parte da fronteira onde hd mata ciliar.
e I'y4y = Abertura do dominio, montante.
Trataremos como condi¢Oes especiais o ingresso de poluente no nosso dominio

(parte montante) e a saida de poluente do dominio (parte jusante) e uma regiao de mata

ciliar no lado oposto ao municipio de Imperatriz.
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2 Modelagem do problema

Nesse capitulo descreveremos a modelagem do problema que estamos traba-
lhando. Anteriormente destacamos alguns trabalhos, cuja abordagem seguiu a mesma
linha da nossa proposta: dispersao de poluentes em meios aquaticos e, consequentemente,

uma apresentacao das fronteiras.

A nossa abordagem consiste em estudar um fendmenos de difusao efetiva
(dispersao), de transporte advectivo, decaimento e ingresso de poluente. O fator transporte,
no nosso trabalho, é visto com destaque devido ao fato de estar ligado com um campo de

velocidade que sera tratado via equacao de Navier- Stokes.

2.1 Difusdo-Adveccao-Reacao

O grupo de Ecologia Matematica da UNICAMP tem se destacado pela gama
de trabalhos produzidos com enfoque na solugao de problemas de impactos ambientais,
entre eles o de dispersao de poluentes. Para problemas desta natureza tem se modelado os
fendmenos com a Equagao de Difusao-Adveccao-Reacao, cujo modelo classico evolutivo
leva em consideracao quatro conceitos: difusao efetiva, decaimento, transporte e o termo

fonte.

E importante frisar que alguns pesquisadores do grupo de Ecologia Matematica
da Unicamp, mencionaram em seus trabalhos de pesquisa uma explicacao para cada
fator do modelo Difusao-Adveccao-Reacao. Os autores (VASQUEZ 2005; GUACA. 2015;
EQUER. 2017) explicam que a dispersao de uma substdncia num determinado meio é
a acao conjunta de 4 processos: os fluxos difusivo e advectivo, o decaimento e a fonte,

conforme visto a seguir:
O Fluxo Difusivo

E a acdo do movimento Browniano das moléculas de uma substancia que cons-
titui a difusdo microscépica. Este, mais a difusao macroscopica devida a tensao superficial,
constituem a difusdo chamada de efetiva por (OKUBO. 1980) ¢ (MARCHUK. 1986). Pela
lei de Fick assumimos que a matéria tem uma tendéncia a se espalhar de tal forma a
ocupar o espaco fisico da maneira mais regular possivel, o que equivale a dizer que a
matéria se movimenta de locais de maior concentracao para os de menor concentracao.

Assim, é razoavel supor que a variagao da concentracao se da na classica forma:

Ji(t,x,y) = —alt,z,y)Vu(t,z,y), (z,y)eQ, te (0,T], (2.1)
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sendo o gradiente de u considerado em relacdo as coordenadas espaciais e a variavel

temporal; e «(t, x,y), representa o valor da difusio efetiva no meio no tempo e no espaco.

Fluxo Advectivo

O Fluxo advectivo é o movimento provocado por agentes externos, como o
campo de velocidades do meio. No nosso caso especifico, correntes induzidas por forcantes
tais como ventos, chuvas e outros. Sendo o agente externo responsavel pelo movimento da
substéancia, tal como o campo de velocidades V', em geral, varidvel tanto na posi¢do como

no tempo, entao o fluxo advectivo sera proporcional a concentracao (MARCHUK. 1986):

Jo(t,x,y) = U(t, z,y)u(t, x,y). (2.2)

Logo, concluimos que o fluxo por difusao efetiva e o transporte advectivo é modelado por:

J(t,z,y) = Ji(t,z,y) + Jo(t,z,y) = —alt,z,y)Vu(t, z,y) + U, z, y)u(t, z,y). (2.3)

Decaimento

E um processo que ocorre a nivel de particulas, constituido pelas alteragoes
sofridas pela substancia ao longo do tempo devido entre outras causas, a fotodegradagao,
biodegradagao e a precipitacao. Em muitas situagoes, assume-se que a perda de substancia
é linearmente proporcional a propria quantidade presente no meio no ponto (z,y) no

instante ¢ como o (¢, x,y).

Fonte

Fontes e sorvedouros sao os meios pelos quais a substancia ¢ introduzida e
retirada do meio, respectivamente. Por exemplo, os emissarios de poluentes (de material
impactante nao tratado) por meio dos quais é despejado o esgoto doméstico e industrial

das cidades em meios aquéticos sdo um caso especifico de uma fonte (poluente).

Dessa forma, apresentaremos o modelo classico para a dispersao de poluentes,
considerando a concentragao representada por u(t,z,y) que trata da concentragao do
poluente no meio em estudo no ponto (z,y) no instante ¢, fundamentadas nas referéncias

destacadas, dadas por:

0
Y _ Difusdo — Transporte — Decaimento + Fonte (2.4)

ot
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onde:
Difusao = V- (o, Vu) : Okubo (1980), (2.5)
Transporte = V - (Vu) : Edelstein-Keshet (1988), (2.6)
Decaimento = o, u : Marchuk (1986). (2.7)

Apos o acoplamento desses trés fatores mencionados, a equagao que modela o

fendmeno da dispersao de um determinado poluente, em um dominio bidimensional, é:

‘Z —V (V) = V- () —owut f, () eQC R te(0,T]c R (28)

Desta forma, podemos simplificar nosso modelo, adotando o seguinte aspecto.

o a, = ay(t,z,y) o coeficiente de difusibilidade efetiva no meio;

e U=1(t,z,y) = (vi(t,z,y),v2(t,z,y)) o campo de velocidade no meio nas respectivas

diregoes;
e 0, = 0,(t,x,y) coeficiente de decaimento do meio;

o f=f(t,x,y) é o termo fonte de poluicao.

Considerando como condigdo inicial o ponto: u(0, z,y) = ue(z,y), (z,y) € Q.

Onde segundo (POLETTI. 2009), temos:

1. A difusdo é descrita através do termo div («Vu) onde o = a(x, y;t) = 0 aproxima a

difusibilidade efetiva no meio.

2. O transporte advectivo é modelado pelo termo div (Vu), sendo V o campo que indica
direcao e intensidade da velocidade de transporte onde se considera div (‘7) =0, ou
seja, na regiao considerada o campo de velocidades é dito "solenoidal"( E um campo

vetorial incompressivel com divergéncia nula).

3. A degradagao é modelada através do termo o(t; x, y)u(t, z,y), que varia linearmente

com a presenca do poluente u(t, x,y).

4. A fonte poluidora é dada por f = f(t,z,y), podendo esta fonte ser pontual.

Em nosso dominio temos regioes onde ha ingresso de poluentes, agricultura
(vazantes), mata e muros de contengdes (concreto). Considerando essas condigoes de

fronteiras, adotaremos algumas condi¢ées de contorno.
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e Ingresso de Poluente: Admitimos que a entrada de poluentes se da através
dos rios supracitados e também pela fronteira onde ha agricultura Runoff. Porém,
segundo (DINIZ 2003) este ingresso pode dar-se num s6 ponto (como por exemplo
um vazamento em duto), ou ao longo de toda uma parte do bordo (que é o que
ocorre no fenémeno a deriva). Para este fenomeno utilizaremos uma condigao do

tipo Von Neumann nao homogénea.

ou
_ai
an
i=1,2,3,4056,789 10¢ 11.

r, = 0;(t,z,y), onde 6; é uma func¢do na posicao (x,y) e no instante ¢, sendo

o Perda de Poluente: partes da fronteira onde ocorre perda de poluentes, admitimos
que essas perdas ocorrem para a superficie, na margem onde ha mata ciliares
(vegetagao), ou saida do dominio (vertedouro). Essas perdas sdo proporcionais a
quantidade presente na respectiva fronteira. Portanto, utilizaremos uma condicao de
Robin, do tipo:

—OZZZM = ku,
onde k; é uma constante responséavel por graduar (ou controlar) a perda de poluente.

i= 12 e 13 (condigoes de fronteira especiais).

o Poluente na Abertura do Dominio Montante: na abertura do dominio admiti-
mos que em um ponto préximo a fronteira rio acima e um ponto préximo rio abaixo
¢é constante. Para este caso, usaremos uma condi¢do de Von Neumann homogénea,

do tipo:
ou

57,,7|F14 =0.

Em geral, a incompressibilidade é uma propriedade do escoamento, por defini¢ao,

um escoamento é incompressivel quando o divergente da velocidade é nula. Ou seja:

V-i=0
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De forma breve, mostramos o que comentamos acima.

r ?Z =V (a,Vu) =V (tu) —ou+f (r,y) e QcR*te (0,T] c R
V-7=0
O[g:;‘rl =0i(t,x,y), te(0,T]
a?;|p2 = 0y(t,2,y), te (0,T]
Al = Ba(ta,0), e (0.7)
a?;h = 04(t,x,y),t € (0,T]
0l = Gs(t..0), t€ 0.7
X agzm = 0s(t,x,y), te (0,T] (2.9)
agz\n = 0:(t,x,y), te (0,T]
CY(;:;‘FS =0s(t,x,y), te (0,T]
0l = Oa(t. ), £ € 0.7
QZ:7L|F1° = bho(t,z,y), t€(0,T]
agZ|pn =011(t,z,y), te (0,T]
—Oé(;zh"n = kyou, te (0,7T]
—agz|p13 = ksu, t€ (0,7T]
agz\pM =0, te(0,T].

\

2.2 Campo de velocidade: equacao de Navier-Stokes

Na secao anterior, vimos que a Equagao de Difusao - Advecgao - Reagao carrega
um campo de velocidade em sua formulacao, que por sua vez ¢ um termo advectivo
(transporte advectivo), equagao (2.8). Ou seja, estd acoplado a um campo vetorial de
velocidade que descreve o comportamento do meio, no nosso caso a agua, fluido incompres-
sivel. O tratamento desse campo de velocidade serd dado via equagao de Navier-Stokes,
onde faremos uso do método das projecoes, conforme bem fundamentado pelas seguintes
referéncias: (KRINDGES. 2011; RUAS e GOLDBERG. 1999; TRALES. 1995), Aplicado

a um dominio que serd um trecho do rio Tocantins (mapa 2D) em uma extensao de 9 km.
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69;)+(?7-V)17+Vp—vv217=ﬁ (z,y) eQR? te (0,7] <R
C
(2.10)

V-7 =0.

Sendo p um campo de pressao, v é a viscosidade cinematica do fluido, entende-se
por viscosidade: a resisténcia que o fluido apresenta ao escoamento e o f é um campo de

forgas externas pode ser entendido como o campo gravitacional.

Consideraremos as seguintes condi¢des de contorno:

« Entrada d’agua: A partir do conhecimento da velocidade da agua do rio na entrada
do dominio que estamos estabelecendo no nosso campo de estudo, considerando
também que a velocidade dos rios que desdguam no dominio influencia no campo de

velocidade, usaremos uma condi¢ao de contorno de Dirichlet nao homegénea.

Ulr; = Wi(t, z,y), considerando @ uma fungao dada, (x,y) € Q, t € (0,7T], para
i=1,34,5 10¢ 14.

o Saida d “agua Jusante ao Dominio: Para a saida da agua, consideraremos livre

o movimento do rio a jusante, isto é, usaremos uma condicdo de Von Neumann

homogénea.
ov ov .
87771|F12 = 67772|F12 = 0, sendo v = (UlaUQ)'

Conforme foi simplificado acima, faremos o mesmo esquema metodologico aqui.

( —
@—I—(ﬁ-V)ﬁ—l—Vp—l/VQﬁ:f, (z,y) eQcR? te (0, T]cR

V-7=0
) (2.11)
Ulp, = Wi(t,z,y) i =1,3,4,5,10 e 14.

Qo v
877 s — 677

Ir,s = 0, sendo ¢ = (vy,vq).
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3 Formulacoes Variacionais

Nesse capitulo, usaremos o Método de Galerkin via Elementos Finitos para
resolver numericamente as equagoes dos nossos modelos. O método variacional permite a
discretizacao das equagoes e assim uma aproximacao numérica das solucoes das equagoes.
Nos concentraremos nesse capitulo em obtermos as formulacoes variacionais para as
Equacoes de Difusao-Adveccao-Reacao e Navier - Stokes. A formulagao variacional para a
primeira e segunda equacao, encontra-se fundamentada em diversos trabalhos publicados,
onde citamos alguns: (KRINDGES. 2011; RUAS e GOLDBERG. 1999; TRALES. 1995;
DINIZ 2003; POLETTI. 2009; WOLMUTH. 2009; ZAGUI. 2021). Baseado nesses estudos,

realizamos a formulagao variacional das equagoes que modelam o nosso problema foco.

3.1 Formulacao Variacional: Difusdo - Adveccao - Reacao

Nesta secao destacaremos a demonstracao da formulagao variacional da Equacao
de Difusao-Adveccao-Reacdo, considerando o nosso dominio espacial de estudo £ < R?.
Segundo (POLETTI. 2009) a solugao do problema em sua formulacao cléssica, exige-se
que u(t, z,y) seja no minimo de classe C* em um aberto do R?. (POLETTI. 2009) ainda
acrescenta em seu texto que: Essa formulacao "enfraquece'as hipdteses de regularidade da
solugdo, "alargando'condigoes necessarias para achar ou construir a solug¢ao procurada,
com vistas a aplicacdo do Método de Galerkin para a discretizagao espacial, favorecendo

aproximagoes numéricas adequadas da solugdo para cada instante'(POLETTI. 2009).

Na Figura 3.1, apresentamos uma sequéncia de trés passos que simplificam a

técnica que estamos utilizando.

Problema
Continuo:Equacoes
diferenciais

MEF Problema
Discretizado:Equacdes
Algébricas

Solucgao

Aproximada

Figura 3.1 — Diagrama dos Passos para obtermos a solu¢ao aproximada pelo método de
Galerkin via MEF

Fonte: autor

Para o desenvolvimento a seguir, faremos uso do Teorema 1, identidade de

Green segundo (IORIO. 2018), onde consta a demonstracao que é de facil compreensao.

Teorema 1. (Identidade de Green). Seja © < R* um dominio onde vale o teorema
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da divergéncia e sejam u, v € C’Q(Q). Vale a seguinte identidade:

f(vAu —i—VU-Vu)dQ:f v-Vu - d (3.1)

Q o0

Sendo Vu -1 = a—u ¢ a derivada direcional de u na direcdo da normal uni-
n

taria externa m. Outros conceitos que serao uteis no trabalho sao de alguns espacos que

definiremos a seguir com suas respectivas normas.

Seja € um aberto do R?. Definimos o espaco das funcées quadrado integraveis

no sentido de Lebesgue, sobre um dominio €2, e denotamos por:

Ly(Q) = {U:Q—HR] Ldep<oo}. (3.2)

Sabemos que L (£2) é um espaco de Banach munido de produto interno, cuja a

norma e produto dao-se através das definigoes:

W|mman—3£uvdu

0l = ([ o) 83

W u, v e LQ(Q)

E importante definirmos o produto em parte da fronteira, o que segue;

(0] ©) 1y = J wv dos. (3.4)
I

Um subespago do Ly(2) 1til na formulagao variacional é o H;(€2), espago
das fungoes quadrado integraveis, cuja as derivadas primeiras existem e sao quadrado
integraveis; logo Hy () < La(2).

H(Q) = {u € Ly(Q) | o € Ly(Q) e — € L2(Q)} . (3.5)

Por se tratar de um espago normado munido de produto interno, H;(£2) possui o produto

e a norma conhecida:

(u | v)m@) = (U] )Ly + (Vu || VU)ry)

| ullm@=l vl + | Vu [y (3.6)
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YV uewve Hi(Q), respectivamente sendo:

(Vu | VU)LQ(Q) B ou  Ov L ou 61} ZJ

= | == = , Vi=1,2.
0 0xy 01y q 0o (7962 o

é’m,
Apos as defini¢oes apresentadas, daremos continuidade a formulacao variacional
do problema, onde multiplicamos a equagao (2.8) por v € H1(f2) e integramos em relagao

as suas variaveis espaciais, onde obtemos.

J —uvdu — J V- (aVu)v du + f V- (tu)v du + f ouv dp = J fvdu, Yve Hi(Q2)
Q Q Q
(3.7)

Considerando as propriedades necessarias para simplificagao e, devido ao fato
de estarmos com um fluido incompressivel. Assim, V - ¢ = 0, portanto a Equagao (3.7),

sera reescrita da seguinte forma:

?Zvdu - ozf V- (Vuvdu + J

Q(V T)u v d;mf

(U-Vu)v du + O'J uv dp
Q Q
:J fvdu Yve Hi(Q)
Q

(3.8)

Conforme definido e justificado na modelagem do problema V - ¢ = 0, podemos

simplificar a Equacao 3.1.8, como segue.

J vdu—aLV'(Vu)v d,u—l—LU-(Vu)vdu+of

uv dp :J fodp, Yve Hi(2).
Q Q

(3.9)

Da equagao (3.9), e usando o Teorema 1: identidade de Green, temos:

ou

ﬁtvdu + ozj Vu-Vvd,u—af guvdaQ + fﬁ-(Vu)vd,u + UJ uv dp
Q

oQ o Q

=J fodup , Yve Hi(Q)
Q
(3.10)

Sendo 7 o vetor normal unitario exterior a 0€2. Considerando que

14
aQ:Un
i=1
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e aplicando-se as nossas condi¢oes de fronteiras descritas em (2.9), usadas em
(3.10), temos:

ou
atvdu + ozf Vu - Vo dp + Zk:f

i=12 I

uvdoS) + J

v (Vu)v dp + JJ uv dp
Q

Q
11
=J fodp+ ZJ 6, v doQd, Yve H(Q).
Q i—1JL;
(3.11)

Podemos simplificar a equacao (3.11) usando a notagao de produto interno definido acima,

isto é:

ou .
(615 | v> + a(Vu || Vo), + Z Ei(u | v)r,ry + ((0-Vu) | )@ + o(u] v)i,@)
=12
11

= (f10)na) + D305 [ 0)rary, Yo Hi(Q).

j=1

(3.12)

A Equagao (3.12) é a formulagao variacional da Equagao (2.8). Haja vista
que estamos interessados em uma solu¢ao u, que satisfaga ao problema (3.12), em que

ueV={ueL2[0T) 1(2 )]|eL2(Q)Vte(O,T]}

Quanto a existéncia e unicidade da solugao, (INFORZATO 2008) em sua tese
de doutorado, (CANTAO 1998) em sua dissertacio de mestrado e (DINIZ 2003) em sua

tese de doutorado, demonstram a existéncia e unicidade de solugdo para a equacao (3.12).

3.2 Formulacao Variacional da Equacdo de Navier-Stokes

Abordaremos uma técnica para obtermos a formulagao variacional para a Equa-
cao de Navier-Stokes cujo método utilizado é creditado a (CHORIN. 1968; R.TEMAM. 1977),
conhecido como Método das Projegoes (ou Método dos Passos Fracionados). Segundo
(TRALES. 1995) esse método muito rapidamente se mostrou como prético para resolver
problemas evolutivos numericamente em formulacao velocidade-pressao. O método tem
sido bastante utilizado em aproximacoes numéricas em problemas de dinamicas dos flui-
dos, pois permite o desacoplamento do campo de velocidade e pressao. Um tratamento
parecido com o aqui proposto, pode ser encontrado no trabalho de (KRINDGES. 2011) e
(RUAS e GOLDBERG. 1999), ambos para um caso tridimensional.

Ainda segundo (TRALES. 1995), a técnica das projegoes consiste em decompor
a cada passo de tempo, a resolucao do problema de Navier-Stokes em uma etapa de

convecgao e uma etapa de projecao.
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Os passos seguintes consistem em realizarmos uma discretizagdo temporal
para a Equacao (2.10) em cada passo de tempo. Para um dado passo de tempo At e
uma velocidade inicial vy = v(0, x, y), uma discretizagdo semi-implicita no tempo, consiste

em aproximar v( nAt,-) e p( nAt,-) paran = 1,2, ... pela solugao (v", p") do Sistema (3.13)

" — ! n n—1 n n ~
— A —vAV" 4+ (" VN + VPt = f
(3.13)
V.o =0.
Em uma apresentacao inicial, o algoritmo pode ser expresso por:
dado vy, para n = 1,2, ..., calcular v" e p}
" — vy
+Vpl =0
At P
(3.14)
V" =0

Onde a velocidade v} de (3.14) é uma aproximagcao de v", a velocidade corrigida

1no passo n.

Aplicando o operador divergéncia na 1* equagao de (3.14) e usando a 2% equagao

como suporte, obtemos:

n

n
" — vy

v At

+V-Vpi =0

Considerando que, V - v" = 0, chegamos na equagao abaixo.

AR
Apl = A (3.15)

Assumindo a condi¢ao posta por (RUAS e GOLDBERG. 1999), temos que

(0™ —v})-n =0 em todo o contorno 0f2, o que nos permite aplicar uma condi¢ao de
o
*

on

O algoritmo limita-se a resolver, sucessivamente, mediante as condigbes iniciais

contorno do tipo = 0 para a pressao.

e as condigbes de contorno dadas, onde v} é solucao de (3.16) aproximada no passo atual.

O que, em seguida, permite o desacoplamento do campo de velocidade e pressao.

n n—1
x U -

— A+ (V! = T 1
Y vAv; + (v Vivy = f (3.16)

v

AV
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" =y — At Vi (3.18)

A formulagao variacional do nosso problema para as Equagoes (3.16), (3.17)
e (3.18), ajustadas as condigoes de fronteiras u € HWI(Q) e considerando que HWI(Q) =
{ue H(Q) / ul, =0} onde y = UFi / i =1,3,4,5 e 10. Exprime-as da seguinte

forma:

n_ ,n—1 N
f Y d,u—yj Av}-u d,u+f (V" LVl dpJ:J Jrudp, Vu e (Hi(Q))z
Q Q Q Q

At
(3.19)
n V- U:i} 1
Apy-q dp = q dp , Vg € HY(Q). (3.20)
J " dp = J Vg - u dp — Atf Vpiudp , Yu € (H)(Q))? (3.21)
Q Q Q

fazendo uso do teorema 1: identidade de Green e usando as condicoes necessarias,

temos:

n n—1
f LTV du+uJ Vol -Vu du+J (V" V)l u du :J fudu, Yu e (HXQ)).
o At Q Q Q K

(3.22)
n V- U: 1
Vph -Vq du=— cq dp , Vq € H (). (3.23)
Q o A
J " udp :f v*-udu—AtJ Vpy -udp , Yu e (H)(Q))> (3.24)
Q Q Q

Desta forma fica estabelecida a formulagao variacional para o método das
projecoes. Quanto a existéncia e unicidade das solugoes das Equagdes (3.22), (3.23) e
(3.24) podem ser encontradas em (RUAS e GOLDBERG. 1999) para um caso em trés

dimensoes, e em (TRALES. 1995), para um caso bidimensional.
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4 Discretizacoes das Equacoes Difusao-

Adveccao-Reacao e Navier Stokes

Utilizaremos o Método de Galerkin para obtermos uma solugdo numérica
aproximada, isto é, o nosso espaco de solugdo sera igual ao espaco das fungoes testes, logo
temos que obter uma discretizagdo espacial para Equagao (3.12). O tratamento dado a
variavel temporal serd feito via o método de Crank-Nicolson, visto que este método é
bastante 1til por ser incondicionalmente estavel e de ordem 2, (DINIZ 2003). J& para o
método das projecoes, nao ha necessidades de obtermos um método de discretizacao para a
variavel temporal, visto que o modelo em si, ja apresenta uma discretizacao semi-implicita

para a variavel temporal.

4.1 Discretizacao espacial da Equacao: Difusao-Adveccao-Reacao

Nessa sec¢ao, faremos as discretizacoes espaciais das formulagoes variacionais

para os modelos que estamos trabalhando.

Consideremos o subespago U, < H;(2) de dimensao finita gerado pela base
B = {¢1,Y2...¢0n, }, & solugdo da Equacao (3.12) pode ser escrita como uma combinagao

linear dos elementos da base 28, onde teremos uma separacao de variaveis, conforme segue;

Np

up = Zuj(t)%(%,yz‘)- (4.1)

Como uma das possibilidades do método de Galerkin é via Elementos Finitos,
desta forma temos que (z;,y;) sdo os pontos nodais da malha gerada com a discretizagao

do dominio.Trataremos adiante.

As funcoes da Base B sao escolhidas do tipo linear satisfazendo as seguintes

condigoes:
¢; sao tais que:
1, se i1=7

¢j(xi7yi) =
0,se i # 7

Sendo o p; = (z;,y;) os pontos nodais da malha, isto é, as coordenadas dos
nos da malha, para i,j = 1 ... ntn (nimero total de nés),adiante comentaremos mais as

funcoes de base.
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Continuando com o procedimentos, substituimos u;, na Equagao (3.22) em sua

formulacao variacional e tomando v € U}, obtemos;

ou 13 B
((T: V) + a(Vuy || Vo)rye) + Y Em(n [ 0)ar,) + (7 Vun) [ 0) 1,00
m=12
11
+ o(un | V)0 = (f [0y + 2(93‘ | V) o)y, Vo€ Up.  (4.2)
j=1
Isto é:
b du
29D ey + a0,V | To)ie
j=1 J=1
13 np Th s
+ 0 k(U5 | 0) o + Z T- Vi) [ V)@ + oY w05 | 0) o)
m=12 7j=1 7=1 7j=1
11
= ([ 1 V)12(0) + Z(ej | V) Loy, Yo € Up (4.3)
j=1

Note que as fungoes u;(t) ndo dependem das incégnitas = e y, o que facilita a

simplificagdo da equacao (4.3). E assim obtemos,

np du t L
Z c;t( )(SOJ [ V)eae) + @ D u (Vs || Vo))

j=1

h

13 np
05 | V) Lamm) + Z (T Vi) |U)Lz(9)+02% (05 | V) 1200

+ Z kau](

= (f | U)L2(Q) + O‘Z(Gj ‘ 7})Lz(l“]')v Vv € Up. (4'4)

j=1

Segundo (VASQUEZ 2005). "No método de Galerkin a formulagao peso residual
é tal que as fungoes peso (ou teste) v € U, sdo da mesma classe das fungoes de base ¢;",

logo podemos avalia-la para os elementos da base de Uj,. Portanto, indexando ¢; nosso

modelo discretizado segue.

N duy(t) -
@il + a2 uw(Ve || Ve e
j=1 j=1
np Nh
+ Z Kom Zu] 05 | 0oy + O ui(T Vo) | @) o) + 0 Y ui(#5 | 1)o@
m=12  j i=1 j=1
11
= (f 1 e)a@ + 2,005 | 0i)rary) VY @i € B.
=1

(4.5)

sendo as matrizes M = (mi;)n,, x np> £ = Dij)ny, x nns @ = (¢ij)ny x ny, € O Vetor

de carga F' = (fi)n, x 1. Sa0 definidos da seguinte forma:
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mj; = (%‘,%’)Lg(g), (4.6)
13
pii = a(Vo; | Vi@ + O km(@s | 01)Lamm) + 0(05 | 03120, (4.7)
m=12

@i = (V- Vo | i)y (4.8)

11
fi=(f| %‘)LQ(Q) + Z(Qj | %’)LQ(FJ-), (4.9)

j=1

Considerando que o uy, é escrito como segue ug = (uy(t), ug(t), uz(t)..., un, (t))7,
podemos escrever a equacao (4.5) no formato de um sistema de Equagdes Diferenciais

Ordinérias de primeira ordem, conforme segue:

Pela caracteristicas da matriz (), desacoplamos-a da matriz P, tendo em vista
que esta carrega um campo vetorial de velocidade (o termo de transporte) que sera tratado
via Equacao de Navier- Stokes, por isso separamos da matriz P. Sendo que esta, sera
executada juntamente com a Equacao de Difusdo-Adveccao-Reagao, gerando parametros

que alimentam a Equacao de Difusao-Adveccao-Reagao a cada passo no tempo.

A seguir, faremos um estudo detalhado da discretizacao para a Equacao
(2.10) ap6s sua formulagao variacional, onde usaremos a notagao que Krindges (2011)
(KRINDGES. 2011) usou em sua tese de doutorado e os passos elaborados, ajustando a
discretizacao ao nosso modelo em estudo. O mesmo considerou os seguintes subespacos
vetoriais de dimensoes finitas Vv(h) e \/;D(h), subespacos de Hﬁl(i) (2) gerado pelas bases B, =
{67, 03, ...,¢ZZ} e B, = {¢, 05, ..., qﬁflz}, respectivamente, H%W(Q) = {qge H(Q)/q|r,, = 0}.
Vamos considerar ainda o subespaco V;% ) de dimensio finita de H 1(Q), gerado pela base
Bz = {1, 057, ..., cbf%y} Frente a esta construgao podemos obter as v" e v} e escrevé-las
como fungoes do espaco VZ,(; ) x Vl,(; ) com p, tomado no espago V;)h. Escrevendo cada uma

das coordenadas das velocidades em termos das bases que foram definidas anteriormente,

obtemos: N N
ny ) ny )
ot = (o, vs) = | D uiiei (e y) o ) usei (e y) | (4.11)
i=1 j=1
nzy A nzy A
’U: = (Ul*’v2*) = U’f*zgﬁfy(l’,y) ) U;L*jgbgm'y(xay) ’ (412)
i=1 =1

”;’i
vy = | D rk d(x,y) |- (4.13)
1=1
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O préximo passo serd substituir as Equagoes (4.11) , (4.12) e (4.13) nas Equa-
coes (3.22) , (3.23) e (3.24). Para facilitar a leitura e as substituigdes necessérias, faremos-

as em sua forma escalar

s n o __ n—1
fw-uldw’jf V“T"-Vuldu+f(U"_l-Vv?*)-uldﬂ=0

n _ ,n—1
f 2 du+VJ Vuy™ - Vg du+f<v“-vv5;>'uz dp =0

n
V-l

3 f Vps-Vq dp=— (4.14)

~q dp

op?
vl ug = | U cug — At u
L ! ' JQ e T o 0 '

(’/Jn
JUS'UQZJUS*'UQ—AtJ p*-uQ, VuleVWh, VugeVWh.
\ Q Q Q 0y

Substituindo as Equacoes (4.11) , (4.12) e (4.13) no Sistema (4.14) obtemos:
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( ( Yy zy
1 np, I " n o
At PR o (V D v |- Vi
i=1 La(@) = La(9)
nY A 1 ,
+ otV Z U?*jﬁﬁfy » U1 = At (U?_I’UI)L Q) Vu € Vv( )
=1 L2 ()
b,
oY n&v
1 - n Ty h n Y
At DI NN L2 A DI B YT
Jj=1 Ly(9) =t La(2)
o .
< + |0V ng*j(bfy y U2 = At (U?il7u2>L (Q) Vuy € ‘/’Y(h) <415)
| =1 Ls(9)
nP
. n p 1 n
v ' Pei?; |- Va = TAL (V U*aQ)LQ(Q)
7=l L2 (2)
( nw”y
h a 7
Zv?qufy,ul = (U?*,Ul)ﬂ — At ( ép*’u1>
= L2(9)
L2 ()
b,
p, / n op"
ngj¢jyau2 = (U2*7u2)ﬂ — At (ap*’u2>
j=1 Yy L2 ()
\_ \ L2(Q)

E substituindo u, us e ¢ pelos respectivos elementos da base, podemos simplificar o

sistema (4.15), e obter:
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:ilv?*j (Alt ((ﬁfy’ @) ey (bey ' V¢3)Lz(n> '

-1 g4 _ (»)
+ (U ’ V¢Jy7¢7)L2(Q) - E (Ul 7¢3)L2(Q) v (bz € ny

3 Y

2 (35 (67.91) g+ (9657-991)

j=1
N 1
n—1 Ty gy _ n—1 v . (h)
+<U v¢] 7¢Z)L2(Q) At (U2 ’¢Z>L2(Q) v¢z € V»y
) (4.16)
nj 1
n P p n p

D (ng] V¢1)L2(Q) = _E (v Uses z)Lz(Q)
j=1

! A apn

vy < :py7 7) = (7] ) :LY — At ( . ) (b;/)
j; 15 ¢] La(Q) ( 1x ¢ )Q ox La(@)

n Z n apn
U2 <¢jy> ¢7)Q = (U3, ¢?)L2(Q) — At ( ay* 5 ¢7)L -
2

O sistema (4.16) pode ainda ser simplificado na cadeia de sistemas lineares,

obtendo as matrizes e vetores da seguinte forma:

[ (Ai+Cp )y, =07

(A2 + C37 1) v, = b5,

{ D-pi=d" (4.17)
Fot = b
(U Fovy =0y

O que nos permite expressar. Sendo,
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(A1), = (¢ 01) +v (Ve vel) . om x

—
Q
~
S
I

Letel) . omt x
(b?;l)j—it(v?‘l,cb?), moxo1

(A2)y = =z (67 ¢v) +v (Vo vel) L omi x
(Co)y = (v Vo 01) it x

(b51), - Alt( Ll nl x 1

(D);; = (v¢§'v¢i)gv n, x nj

(@)=~ (Ve d)g, nf x 1

(R),; = (67.07) 0 mi x )

(FZ)ij = <¢jx‘fy’¢2/>g7 ngify x

(b?)z = (U?*7¢7)Q — At (ap* ) (b’y) ; n;yz x 1

v
08), = il — 0t (Zo67) L x 1
Q

A discretizacao para equagao de Navier-Stokes foi realizada por Krindges (2011)
(KRINDGES. 2011) para um caso tridimensional.

4.2 Discretizacoes Temporais

Para a discretizacao temporal usaremos o Método de Crank-Nicolson. Segundo
(DINIZ 2003) o método de Crank-Nicolson é bastante utilizado por ser um método in-
condicionalmente estavel e de segunda ordem. Para a construgao do método, usaremos
diferenca centrada no tempo, ou seja, tomaremos ¢, , A sendo que n representa 0 passo no

tempo. Assim, para as seguintes aproximagoes, temos:

du; At uftt - At W
a bt ) a0 Wl ) >
At QU4+ Qr 1 0+ on
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onde u*! = u;(tni1).

Apés a apresentagao das Equagoes (4.2), podemos aproximar a solugao da

Equacao (4.16) pela solucao do sistema seguinte:

n+l

3 n+1
+u
N <a<ij | Vo) ey + Z k(@5 | i) Lo + 0 (05 | %’)Lz(ﬂ)> : <2k

m=12

n+1 n n+l
+(Q 2+Q)( 2+Uk) (f|QOZLzQ+Ze|SOZL2

n
uk>

u
((20]'7 SOZ)LQ(Q) (IfAt

)

(4.19)

Com as devidas manipulagbes matematicas, ou seja multiplicando por At a

Equacao (4.19) e reagrupando, alcan¢amos:

Spja sz Ly Q)) n+1
At S +1
5 (Ve | Ve + D k(@5 | 0) 10w + 005 | €0)ae) | - up
m=12
At Qn+1+Qn _—
+7 (2 up = ((%a%)LQ( ))' Ug
At 13
5 Vel Ve - > k(@5 | 00 Lo — 025 | 0i)Lai@) | - up
m=12
At QU +Q\ =
T (2 cug + At | (f |%‘)L2(Q) + Z(Qj | %’)Lz(rj) .
j=1

(4.20)

Em um dos cenérios analisado no capitulo 7 (4° cenério), consideramos a fungao

teta variando no tempo, dessa forma podemos simplificar a equagao (4.20), da seguinte

forma:

<M AtP (Qnﬂ + Qn>) UZH _
2 2 2

At Qn+1+Qn . L

(4.21)

Os sistemas determinados serao resolvidos iterativamente, mediante condigoes

iniciais e de contorno.
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5 Discretizacao do dominio e analise de esta-

bilidade

A equagao aqui em estudo é chamadas Equagao de Difusao-Advecgao-Reagao
e coloca-se como ideal para analisarmos o referente caso de poluicao. Conforme tratado
no Capitulo 4, é posto um campo de velocidade que demos um tratamento especial via
equacao de Navier-Stokes. Recordamos que o campo vetorial que descreve a velocidade
do meio, no nosso caso a agua, tem papel fundamental no transporte das particulas de

poluicao por todo o dominio que estamos estudando.

Um fator que devemos levar em consideragao nesse estudo é a estabilidade
do fenémeno evolutivo, através da relagao de Péclet, abordado pelos pesquisadores
(DINIZ 2003; VASQUEZ 2005), entre tantos outros. O nticleo de Péclet (ou ntimero de
Péclet) é uma relagdo que envolve trés elementos do problema, e é dado por:

(VA Al’z

<2, i=1,2 5.1
" i (5.1)

sendo:

e v; a componente da velocidade na diregao x;.

o Ax; é o comprimento méximo do intervalo na dire¢ao x; (chamamos de passo da

malha).

e « ¢ o coeficiente de difusdo.

A avaliacao do ntcleo Péclet no conjunto de elementos que compoe a malha é
importante devido as oscilagoes numéricas nas aproximagoes que aparecem e provocam
instabilidade na solugao do sistema envolvido, estes casos chamamos de problema advectivo
dominante. Nesses casos de instabilidades numéricas podemos resolver o problema pelo
método SUPG (Streamline Upwind Petrov—Galerkin)e garantir algumas liberdades de
trabalhar com o campo de velocidade ou o refinamento da malha, o que gera um aumento

de dados no sistema e que pode dificultar as simula¢des numéricas computacionais.

Em nossa pesquisa, apos algumas anélises, concluimos que um bom refinamento
na malha seria o suficiente para garantirmos a estabilidade numérica do nosso sistema. Com
isso, reforcamos que produzimos um aumento do nimero de elementos e, consequentemente,
um aumento no custo computacional para realizar as simulac¢oes. Pois, com o refinamento
da malha, a ordem do sistema é bem maior, o que produz um custo computacional
alto, que foi compensado pelo acesso ao laboratorio computacional de alta capacidade de

processamento da UFMT /Campus Cuiaba.
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Para analise do nicleo de Péclet, fomos a campo catalogar dados, com auxilio de
ferramentas, que fossem tuteis para tracarmos um perfil da calha do rio Tocantins no trecho
de interesse da pesquisa. Com o auxilio de um barbante em escala, uma pedra fixa na ponta,
e um barco de pesca autorizado pela Marinha do Brasil, conseguimos medir a profundidade
da calha do rio em um trecho do nosso dominio. O trabalho manual foi realizado usando os
pilares da ponte, descrita na Figura 5.1. Onde nos aproximavamos dos pilares com o barco,
atracdvamos e realizavamos as medi¢oes. Com esse dados, conseguimos criar um perfil de
profundidade para a calha, a partir dessa experiéncia. Esbo¢camos um desenho discreto

para o perfil do fundo do rio, conforme ilustrado na Figura 5.2. Com as medidas obtidas

Figura 5.1 — Ponte Dom Afonso Felipe Gregoéri, rio Tocantins, Imperatriz (MA).

Fonte: autor

conforme Figura 5.2, calculamos a area da secio, obtendo aproximacao de 4688 m? de area.
Através do portal da Agéncia Nacional das Aguas (ANA), especificamente a telemétrica
de Tocantinépolis do estado do Tocantins, a montante da UH de Tucuri e Imperatriz,
sendo responsavel por dados de vazdo no trecho de interesse da pesquisa. Catalogamos o

periodo de estiagem do rio, Com vazdo de V = 3937.64 m?/s. Possibilitando o célculo da

velocidade média da dgua na se¢do, através da férmula V' = 1 onde;

o V: velocidade média,
e Z:vazao que passa na regiao de escoamento,

o A: area da secao que estamos considerando.
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Ponte Dom Afonso Felipe Gregori

\
/

gim| 80m| &im 60m | 80m 80m n 250m /Gﬂm 60m 80m B0m

\Kﬁ / A = 4,688 m2

vy

;/

Figura 5.2 — Perfil de profundidade para a calha do rio Tocantins, correspondente ao trecho
urbano de Imperatriz (MA).

Fonte: autor

Com auxilio da ferramenta Gaia GPS, obteve-se a largura do rio em um trecho
dado, aproximadamente 850 m de largura. Que possibilitou o célculo da velocidade média

na secao, conforme sera descrito.

Construimos uma funcao quadratica do tipo f(z) = a- (z) - (x — L) onde
L é a largura do rio (regiao de escoamento do fluido), o que permitiu nos aproximar-
mos do valor médio da funcdo continua, como é visto em Batschelet (1978, pg. 260)
(BATSCHELET. 1978). Assim, determinou-se o valor a que é um parametro da fungao
gerada, obtido em relagao a vazao, largura e area, através das relacoes apresentadas e
média da integral. Ao elaborarmos o perfil e diante dos dados obtidos, criamos uma rotina
em Matlab com o perfil de velocidade da superficie do rio, onde usamos dados discretos
com passo de 50m e os resultados obtidos foram uma velocidade méxima na superficie,

vide perfil parabdlico foi de 1.25 m/s. Um esbogo desse perfil é apresentado na Figura 5.3.

Para os dados de vazao, consideramos os que mais se aproximavam do periodo
de captacao das imagens de satélite, com o periodo de medi¢ao repassado pela Secretaria
da Defesa Civil do municipio de Imperatriz (MA) comparados com dados da ANA e

apresentados na Tabela 5.1.

Um dos pontos importante desse resultado é que fizemos um experimento de
campo com boias para compararmos os resultados, obtendo resultados muito préximos ao

do modelo.
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800 = -

600

400

200 -  — -

Figura 5.3 — Perfil de velocidade na superficie do rio Tocantins na regiao urbana de
Imperatriz

Fonte:Matlab

O experimento foi realizado com apoio de um barco e boias. Subimos o rio
uns 300m em relacao ao traco de entrada no dominio, alcancamos o meio da regiao de
escoamento,onde soltamos uma boia que percorreu um trecho de 328 m em um tempo de
0 : 04 : 18h conforme foi conferido pela estatistica do Gaia GPS. Um segundo experimento
foi realizado abaixo do corte do dominio e acima da ponte da Figura 5.2, onde obtivemos
o seguinte: soltamos a boia e deixamos percorrer 352m em um tempo de 0 : 05 : 04h. Dos
dois experimentos podemos concluir que as respectivas velocidades na calha do rio foram:

1.27 m/s para o primeiro, e 1.15 m/s.

Como a pardbola da Figura 5.3 foi construida fixando o eixo z na origem e na
direcao da largura do rio, tivemos que construir uma transformagao que mapeasse pontos

da parabola da Figura 5.3 em pontos da fronteira de entrada do dominio. Isto é,

° (070) - (9553373/533)

* (L,O) - (1‘1791)

C (500) = (o)

Assim, a transformacéao foi formulada da seguinte forma:

Ty — Ts33 2Ty — T3z — T
L 2-v x L533
T(xz,y) = : + : (5.2)
Y1 — Y533 2 Yo — Y533 — Y1 Y
L 2.0

Ys33
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Tabela 5.1 — Dados do perfil de velocidade com 0,05 km de passo

1:0.05:0.850 (km) velocidade(km/dia)

1 0 km/dia

2 0.241057193807055e+02 km/dia
3 0.451982238388228e+02 km/dia
4 0.632775133743520e+02 km/dia
5 0.783435879872929e+02 km /dia
6 0.903964476776456e+02 km/dia
7 0.994360924454102e+02 km/dia
8 1.05462522290587e+02 km/dia
9 1.08475737213175e+02 km /dia
10 1.08475737213175e+02 km/dia
11 1.05462522290587¢+-02 km/dia
12 0.994360924454102e+-02 km/dia
13 0.903964476776456e+02 km/dia
14 0.783435879872929¢e+02 km/dia
15 0.632775133743520e+02 km/dia
16 0.451982238388228e+02 km/dia
17 0.241057193807055e+02 km/dia
18 0 km/dia

Fonte: MATLAB

Alcancada a transformacao,implementamos o codigo que nos permitiu alcangar-
mos o perfil de velocidade, rotacionado e contraido, para ajuste ao tamanho do segmento

que ¢ a entrada da nossa geometria.

9.383 -
9.38295 -
9.3829 |-
9.38285 -
9.3828 [t

9.38275

9.3827 [

9.38265

9.3826 [

9.38255 -

9.3825

L L L L L L
2244 2245 2246 2.247 2248 2249 225 2251

5
=107

Figura 5.4 — Perfil rotacionado na abertura do dominio

Fonte: Matlab
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Na Figura 5.5, podemos visualizar o perfil parabdlico da Figura 5.4 inserido na

entrada do dominio.

938282

93828 -
938278
9382.76 [~
938274

938272

93827

938268 -

938266 - -

2245 246 247 2248 2249 225 2251

Figura 5.5 — Perfil de velocidade alcancado pela transformacao

Fonte: Matlab

Diante do que foi apresentado, podemos afirmar que nosso modelo para cal-
cular a velocidade na superficie do rio apresentou resultados satisfatérios em relacao ao
experimento realizado, nos dando garantia dos resultados obtidos e assim, nos permitindo

O uso.

5.1 Discretizacao do Dominio

O (MEF) baseado em (ODEN J. T.; BECKER 1981) e (HUGHES.T. 2000) é
uma técnica geral para construcao de aproximagoes da solugao de problemas de valores
de contorno. O ponto de interesse é a discretizacdo do dominio relevante ao problema. A
técnica consiste em dividir o dominio em um nimero finito de subdominios em que a uniao
desses subdominios aproxime o dominio original. Em nosso formato, usaremos elementos

triangulares do tipo P1.

Definigao 5.1: Uma subdivisdo de um dominio €2 é uma colegao finita de

elemento do dominio K, tal que:

L Ki(Kj =@ seij
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A triangulagao do dominio é o que chamaremos de malha. Ou seja, construiremos
uma malha sobre €2 do tipo P1 e esta consistirda de NTE (ntmero total de elementos)
elementos finitos. (F1, Es, .., ExTg), que por sua vez serdo disjuntos dois a dois e terdo em
comum uma aresta ou um vértice (os vértices de um elemento nunca ocorre no lado de

outro elemento) conforme Definigao 5.1.

A discretizagdo do dominio, foi realizada tal que a malha fosse lida no sentido
anti-horario.Destaco que apés a confeccdo da malha, criamos uma rotina para varrer todos

os elementos e conferir a ordem de construcao da malha.

A construcao da malha, foi feita via software GMSH. Destacamos que Geuzane
e (REMACLE.J e GEUZAINE.C. 2009) afirmam que o GMSH é um gerador de malha de
elementos finitos de cédigo aberto com um mecanismo CAD integrado e pds-processador.
Seu objetivo de design é fornecer uma ferramenta de malha répida, leve e facil de usar
com entrada paramétrica e recursos de visualizacao avancados. O GMSH ¢ construido
em torno de quatro moédulos: geometria, malha, solucionador e pds-processamento que

caracteriza-se por um software livre e esta disponivel para versoes Linux e Windows.

Para (KRINDGES. 2011) uma particularidade muito util do GMSH é a orga-
nizacao dos pontos: no arquivo de saida, primeiro sdo colocados os pontos de fronteira e
depois os internos. Essa organizacao facilita na implementagao do Método de Elementos
Finitos. Com a coorientagao do Prof. Dr. André Krindges da Universidade Federal do
Mato Grosso e com a interagado com os membros do Laboratério de Matematica Aplicada

do Instituto Ciéncias Exata e da Terra -ICET/UFMT, conseguimos construir a malha
usando um servidor de 144 GB de RAM.

Para o dominio em estudo, a malha gerada segue apresentada na Figura 5.6,

foi obtida para os dados apresentados abaixo:
« nte = 2.373.052 (Ntmero total de elementos)
o ntn = 1.193.044 (Numero total de nds)
o nf = 13.034 (Numero de nds da fronteira)
Uma das coisas fundamentais que foram observadas na construcao da malha,
foi a localizagao dos entes geométricos. Com eles foram possiveis identificar os nés e
assim, caracterizarmos entre segmento e triangulo. A geometria trabalhada teve 533 entes

geométricos, que possibilitou a identificacdo dos nés de fronteira. A malha foi obtida

respeitando o fator estabilidade, que é o Nuimero de Péclet. Apds andlise para valores de
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velocidade e parametro de difusibilidade, foi possivel estimar um valor maximo para o
nosso passo de malha e assim garantir condi¢oes necessarias para o Péclet. A nossa malha
foi construida obedecendo um passo de 0.04 km. Na figura 5.6 mostraremos a malha do

dominio com recortes ampliados.

0388

6 2me 2

9382

Figura 5.6 — Malha Ampliada/Recortes

Fonte
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5.2 Calculos Auxiliares Para Implementacao

Para os passos seguintes, usaremos uma transformacao entre o elemento
de referéncia k e o elemento genérico k., conforme abordado por (KRINDGES. 2011;
WOLMUTH. 2009; ZAGUI. 2021). Os vértices do elemento de referéncia, que serao fixa-
dos nos pontos (1,0), (0,1) e (0,0), um elemento triangular de referéncia. Sua leitura e
abordagem serd toda mapeada no sentido anti-hordrio. Assim, as func¢oes usuais restritas

a esse elemento de referéncia, serdo descritas, abaixo:

o pi(th,n) =1
o w3(1h,m) =1

o w3(,n)=1—-9—n

Para prosseguirmos com a implementacao da técnica, definiremos uma transfor-
macao que mapeia os elementos a partir do elemento de referéncia, ou seja, T : k — k.. O
mapeamento acontece do elemento de referéncia k para o elemento genérico k.. Mostraremos

a seguir os calculos desenvolvidos na técnica.

Por uma transformacao afim: T, : k. — k. associaremos as coordenadas do

elemento de referéncia as respectivas coordenadas do elemento global.

¢ (170) - (901791)
¢ (07 1) - (1’2792)

° (070) - ($37y3)
Assim, a transformacao fica representada da seguinte forma:
Ty — T3 T2 — T3 (0 T3
Te(¥,m) = : + (5.3)
Y1 —Ys Y2—UYs n Ys
A construcgao das ¢’s sobre o elemento de referéncia /Ac, fica representado como abaixo:
« pi(Y,n) =9

o p3(th,m) =1

o p3(,n)=1-9—n
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Da transformacao, representada por (5.3), podemos desmembré-la em duas

fungoes como seguem:

(i, n) = x5+ (v1 —x3) - Y+ (22 —3) - N (5.4)
yW,m) =ys+ (1 —33) ¥+ (y2a—y3) (5.5)

Definicao 5.2: O determinante do Jacobiano de uma Transformagao T dada por x =
h(u,v) ey = g(“’v 'U) éa
or Oz
o(z,y) du  Ov _Or dy Ov Oy

o(u,v) oy By ou
u ov

T ou v v ou

Assim, a matriz jacobiana JT, pode ser obtida da seguinte forma:

o i
T = | G5
W an

Aplicando as operagoes de derivacao parcial nas fungoes = e y em relacao aos

parametros de interesse acima mencionada, obtemos:

JT.(¢,m) = ! nT T T ] . (5.6)
Yi—Ys Y2 —Ys3

Sabemos que:

w;(0,m) = wi(x(,n), y(¥,n))

onde aplicando a regra da cadeia, expressamos da seguinte maneira:

dp;  Opidx ey Oy
20 oz ov | By ov (5:7)
dp;  dpi0x Jyp; Oy
i _ Ao & 5.8
on ox on * oy on (58)
Derivando as Equagoes(5.4) e Substituindo-as em (5.7) e (5.8), temos:
0p; _ 0pi %
20 = o7 ([L’l 1'3) + 2y (y1 yg) (59)
op;  Op; 0p;
(,;f; = agi (33'2 — %’3) + (;Z(yg - yg) (510)
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Escrevendo as Equagoes (5.9) e (5.10) sob a forma matricial, chegamos na

expressao:

0p;
o

0p;
on

onde a matriz £ = ((JT.)")™!, usando dos instrumentos

em bloco, é representada por:

0p;
ox

0p;
dy

= (Ell E12) :

= (EZI E22) :

Registramos que E(1 ,

0p;
ox

0 Pi
oy

0p;
o

on

dp; |

P

an

1) e E(2,

0p;
ox

0 Wi
oy

on

simplificadores de matrizes

op;
oY

on

- g ]

P

on

(5.11)

(5.12)

: ) s@o os elementos das duas linhas da

matriz. Instruindo o leitor do que fizemos, justificamos que escrevemos as derivadas das

fungoes de base globais como combinagao linear das fungoes de base locais (as fungoes

de referéncia). Escreveremos a diante as integrais, para estas, faremos as integrais dos

elementos globais em fung¢do das integrais dos elementos de referéncia. Para os célculos

seguintes, faremos uso de transformacgoes envolvendo determinante da jacobiana como

visto na definigao.

Teorema 5.1: Suponha que T seja uma transformacao C' em B e S tal que

T(S) = Re S =T"'(R). Suponha também que o determinante do jacobiano de T seja

nao nulo no interior de S. Se f é continua sobre R, entao

Lff(:v,y) dA = [Jf(x(u,v),y(u, o))

Primeiro caso:

oz, y)
o(u,v)

du dv.
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(@55 Pi)k. = ﬂ%‘% dy dv = HWP; |detJTe| dn dy
p

ke

|det JT,| ff pip; dn dp = |detJTe| - (p5,05);

Segundo caso:

0p; 0pi\  _ f f 03 0P 4 1o
or’ 0x ), oxr Ox
, .

0%; [ 03
'1
= Jf (B Erg) - gg | (B Bra) - gg \detJT,| on o
_J e
l on /1 L o
(ij _ dp; Op; P\ |
= Jf (B Erg) - % . (01/1 577) ' |detJT.| on oy
k | on /| L Eis ) |
(ij _ O 890 Fu |
= ff (B Erg) - agj : ((’Ml 077’ : |detJT,| on oy
Bl on )| L Ey ) ]
0p; 03 05 05
i on 0y on on

(%05 6%)

= |detJT.| - (Ev Ens) - (gg g$>
7 ?

oan oY

g 6% En
Y dn

(780] awz
on on

[ %(9%07, a(pj a(pz Ell |
- f f (En Ew)-| Q000 0 an detJT,|0n 0y
< E12

Dessa forma, podemos simplificar a expressao acima, chamando
di; 0p; Op; Oy;
o | \ovaw o0 0

(a(p] acpz) <8gp] 6%)
an Y ) on an )

Escrevendo as respectivas notagoes de uma forma simplificada, temos

<(9<Pj 0p;

g &E) \det JT,|- E(1,:)-R-E(1,:)
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Op;j Opi
oy’ 0y

(Vo | Ve (

=|det JT.|-E(2,:)-R-E(2,:)"

O 0pi\ (O Opi
ox’ d0x ), oy’ 0y ),

= |det JT.|-E(1,:)-R-E(1,: )" + |det JT,|-

E2,:)-R-E@2:) =|det JT.|- [E(1,:)-R-E(1,: )" + E2,:)-R-E(2,:)7].

Terceiro caso:

(5), - [ 2w

<5903 ) = |detJT.| (E1, :)
ox’ ke

0p; )
—. i = |detJT,| (E2, :
<ay @ . | | ( )

O 0w

ff Ey, ,?OJ ©; + Elg—% ©; | ;- |detJT.| on oy
o on

k

O O
|d€tJTe’ : JJ E11 jpj 905 + Elgﬁg&; 87] (%p
oY on

0
\det JT,| ff <E11 + Eig—— 7 ) ©; dn Y
Y on

Op;
. J A 3 ~
|detJT.| lEH (51/’ 7%)1; + Eio ( o ,cpz) J

= |d€tJTe| (E11 Elg)

I
=
®
~
<
~

E1l,:)
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Para as integrais da fronteira daremos um tratamento semelhante ao an-
terior, apenas reduzindo a um problema unidimensional conforme é encontrado em
(WOLMUTH. 2009). As funcdes ¢'s sobre o elemento de referéncia k.

o i) =9
« () =1-9

Desta forma, a transformacao afim referendada do elemento de referéncia para

o elemento genérico é T, : l%e — k.
« (0) = (z1,41)
« (1) = (22,92)

Associacao a seguir serd mostrada por uma transformacao afim.

T.(¢) = [ o ] S+ [ o ] (5.13)

Yo — U1 n

Da transformagcao (5.13), podemos definir as fungoes (5.14) e (5.15).

r(Y) =21 + (29 — 11) - (5.14)
yW) =y + (y2— 1) - ¥ (5.15)

O Jacobiano para esse caso, serd definido de acordo com (5.16), que é:

W) (4" 5.16)

Portanto as integrais sobre os elementos da fronteira, sao definidas através das

expressoes abaixo.

 (pieilr, = T (0 05)r,

Considerando apenas elementos da fronteira.
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5.3 Submatrizes de Rigidez

As submatrizes de rigidez sao ferramentas essenciais para esse tipo de problema.
Elas permitem através das demonstracoes realizadas, conectarmos via transformacao os
elementos genéricos ao elemento de referéncia. Para a abordagem seguinte, destacamos o
trabalho de (ZAGUI. 2021). Para a obtencao das matrizes de rigidez foi implementado
uma rotina que requer os dados de entrada como parametros e a saida é a matriz para

cada caso, esta rotina estd nos anexos nomeada como codigo 1.8 e 1.9.

Nesta se¢ao, usaremos os codigos implementados em MATLAB para obtermos

as submatrizes de rigidez que faremos uso ao longo do trabalho.

(8

((pir i)y = f:f—w n (1/1 U 1—w—n)dn dip

0

I1—v¢—n
Y° Un Y —1p® —n
1 pl—tp
= LL mp n? n—yn—n" |dndy

v(l—¢—n) nl-v—n) (1—¢—n)7
1/12 1/24 1/24

= | 1/24 1/12 1/24
1/24 1/24 1/12

De forma semelhante operamos com os casos seguintes.
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o op 'k (v n 1—¢—n)dy dy

a% a@z . 6(,01 w &Spj
<( )i ) oy g En
(G

1
rl rl—9 1
= 0 -(1 0 —1)d77dz/1

1 0 —1 12 0 —1/2

- (8
b a%)) r (7Y O dop;
oY’ - 1—¢—n)dy d
(<5¢ )i 5 o Jo on 1_:;_77 a¢(w U Y —mn)dn dy
1 pl—tp 0
=J 1 |-(1 o0 ) dn di
0 Jo 1
0 0 0 0 0 0

1 pl—t
= JJ 1 0 —1 [dndy=1| 1/2 0 —1/2
0

-1 0 1 -1/2 0 1/2

0
0pj 0pi =¥ 8% 0,
on - - - — dn d
(<5n’5¢>k>3z JJ Z oy (O T=vmn ) dn dy

0 JO
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((

Op; Opi
on’ on

),

L

[

L
e

Y
Y 0y, 0p;
S0( 7 )50(1# 11— —n )dndy
L—4—n
0
1 |-(o0 1 ) dn di
-1
00 0 0 0 0
01 -1 [dpdyp=1]0 1/2 —1/2
01 —1 0 1/2 —1/2
(0 oo
Y —n
0
7 (1 0 ) dn dip
L= —n
(G 0 —1 1/6 0 —1/6
n 0 - dndy=1| 1/6 0 —1/6
l=¢—-n 0 —(1-¢—n) 1/6 0 —1/6
(0 oo
n 873(@0 1—v¢—n)dy dy
- —n
(0
7 (0 1 —1)dn dy
I1—v¢—n
0 (G —1 0 1/6 —1/6
0 n —n dpdp =10 1/6 —1/6

0 1/6 —1/6
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Para o tratamento dos elementos de fronteira, considerando as operagoes reali-

zadas na se¢ao anterior, procedemos da seguinte forma:

((w;;w;),;)A = f 1_¢>(1—w P) dip

N
L A=)? (A=) 1/3 1/6

= J d¢ =
"\w-y) ¢ 1/6 1/3

O outro caso a ser tratado para a fronteira ¢ dado por:

) 11— 1/2
((L 903)12)]-} = J L dy =
" " 1/2

Com as demonstracgoes apresentadas nessa secao, encerramos a parte estrutural
matematica para implementacao. Os resultados apresentados até aqui servirao de base

para obtermos a solugao aproximada para o problema.
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6 O Caso do Obstaculo Cilindrico

Na literatura, uma das formas de validacao de um algoritmo é a confirmacao
de problemas classicos aceitos na academia. No nosso caso, fizemos a testagem do cédigo
usando o método das projegdes associado a Equacao de Navier-Stokes, segundo orientagoes
de (TRALES. 1995) para um escoamento evolutivo produzido em torno de um cilindro
circular fixado entre duas paredes paralelas. Essa escolha nos permitiu comparar os nossos

resultados numéricos e experimentais com os obtidos por (TRALES. 1995).

O escoamento segue as Equagoes (2.10), (3.16), (3.17) e (3.18), apresentadas
no segundo e terceiro capitulo. Os dados que consideramos para a geometria do dominio,
foram os mesmos usados por (TRALES. 1995),onde foram definidos: L a distancia entre
as duas paredes, do cilindro cujo comprimento pode ser infinito. D o didmetro do cilindro,
L, a distancia da entrada do dominio ao centro do cilindro, Ls a distancia do centro do

cilindro até a saida do dominio, L3 a altura das paredes e L, o comprimento do dominio.

Conforme Figura 6.1, as medidas utilizadas para o dominio foram:

> 25 10
LOZOO; L1=§D, L2:7D, L3:7D

2 2

onde D é o didmetro do cilindro.

Figura 6.1 — Dominio de Escoamento (Cilindro)

Fonte: Trales (1995, p.19)

As condigoes de contorno assumida para esse caso particular, foram:
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D2
o Usamos u, = u, = 0 sobre o cilindro para v+ = o
o Usamos uma velocidade u, = u, = u, = cte na entrada do dominio.

« Na parede inferior e superior u, = u, = 0.

As condigoes de contorno assumidas na saida do dominio x = Lo, foram:.

. ?7; =uy, =p=0.

Na Figura 6.2 mostramos a geometria do dominio com as devidas condicoes de
contorno sugerida por (TRALES. 1995). Apés as configuragoes apresentadas previamente
sobre o tratamento do problema, falaremos sobre a discretizagao do dominio. Com as
medidas apresentadas utilizaremos o software GMSH para criarmos a malha. A malha foi
construida sobre um elemento triangular do tipo P1. A malha gerada foi bem refinada, o

que garantiu uma boa estabilidade do método. Considerou-se:

L=, =
- R, | T, — e tu
ul! = uff, = u, = cte —=u,=p=10
dn :

u, =u, =1

Figura 6.2 — Geometria do dominio

Fonte: Autor

e 313.760 elementos (nimero total de elementos nte)
157743 coordenadas (nimero total de nés ntn)

o 1726 elementos de fronteiras (nimero total de elementos de fronteira)

Na Figura 6.3, é apresentada a malha e um recorte ampliado da malha.

Apos ajustes da malha e o desenvolvimento do programa, repetimos os testes
feitos por (TRALES. 1995) para verificagdo da estabilidade, convergéncia do método e
resultados. Os dados usados para as simulagdes que gerou os resultados numéricos estao

descritos na Tabela 6.1 apresentados nas Figuras 6.4, 6.5 e 6.6.
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Figura 6.3 — Malha Geral e Ampliada
Fonte: GMSH

Vale ressaltar que o niimero de Reynolds, que aparece na Tabela 6.1, é uma

’l} .
relacdo definida por Re = ——, onde v é velocidade considerada no problema, L é o
v

comprimento da regiao de escoamento e v ¢ o coeficiente de viscosidade do fluido.

Segundo (GUEDES. 2018), uma classificacao padrao para regime de escoamento
de acordo com o ntimero de Reynolds ¢é a seguinte:

e Para Re <2000 o fluxo é laminar.
o Para 2000 < Re < 4000 o fluxo é de transigao.

e Para Re > 4000 o fluxo é turbulento.
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Tabela 6.1 — Parametros das Simulagoes

At | velocidade | Re (N© de Reynolds) | N© de iteragoes
0.05 1 25 1000
0.05 1 1000 1000
0.05 1 2000 1000

Fonte: elaborado pelo autor

Com o numero de Reynolds usado, obtemos um fluxo laminar com estabilizacao

do método para o numero de iteragoes apresentadas na Tabela 6.1. Os resultados foram

satisfatérios e serao vistos nas figuras que seguem:

‘escoamento laminar com Re = 1000

Figura 6.4 — fluxo laminar em torno do duto para Re = 1000

Fonte: MATLAB

As Figuras 6.7 e 6.8, retratam o comportamento do grafico para pontos selecio-

nados com condi¢oes de Reynolds e passo no tempo apresentado acima.

Nos graficos podemos perceber o comportamento evolutivo da velocidade, até
atingir o estado permanente. Para os dois casos, avaliamos os graficos em 10 pontos
tomados aleatoriamente na malha, 1727, 17430, 25900, 34768, 58980, 83452, 98432, 112000,
14500, 157000 e nimero de Reynolds 25 e 2000. Conforme Figuras 6.7 e 6.8.
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-escoamento laminar com Re = 2000
=

L
LT
e L
AL g

14 15

Figura 6.5 — fluxo laminar para Re = 2000
Fonte:MATLAB

Figura 6.6 — fluxo laminar com 15< Re <40
Fonte: MATLAB

Na Figura 6.8, temos um comportamento oscilatério em regime permanente,
coerente para o nimero de Reynolds usado, no caso, 2000. Pois com esse niimero temos
um coeficiente de viscosidade pequeno em relagdo ao anterior Figura 6.7, o que da mais
liberdade para formacao de vortices ao longo do tempo, o que é muito coerente com os
resultados esperados e com o conceito de viscosidade de fluido. Para atingirmos esses

estados, realizamos 4000 iteragoes para Reynolds igual a 2000 e 25, respectivamente.

Nesse capitulo, pelos resultados apresentados, percebemos o bom comporta-
mento dos métodos de projecoes no contexto dos escoamentos bidimensionais para fluidos
incompressiveis com um nimero de Reynolds simulando o meio que estamos trabalhando,
a agua. Com uma malha bem refinada vimos que o algoritmo testado se mostrou bastante

robusto, eficiente e coerente com os resultados apresentados por (TRALES. 1995).
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Figura 6.7 — Velocidades nas respectivas dire¢oes para o duto cilindrico com Reynolds 25

Fonte: MATLAB
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Figura 6.8 — Velocidades nas respectivas diregoes para o duto cilindrico com Reynolds
2000

Fonte: MATLAB

Com o niimero de Reynolds fixado, e as condi¢oes de contorno aplicadas a saida
do dominio, os resultados mostraram boa estabilidade do método. Uma das sugestoes
apresentadas por (TRALES. 1995) esta relacionada ao custo computacional muito alto
devido a limitacdo de maquinas (memoria e processadores) da época, desta forma, o
autor da indicacgoes de desenvolvimento de um cédigo usando malhas nao estruturadas

e com algoritmo eficiente e paralelizado, o que foi feito neste estudo com obtencao de
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bons resultados usando a técnica das projecoes de Chorin-Teman. Embora esse nao seja o
foco principal do nosso trabalho, conseguimos paralelizar o codigo, testar para o problema
acima e obtermos resultados com possibilidade de escolhas dos processadores (c6digo
paralelizado). Além dos resultados alcangados, e da resolu¢ao do problema sugerido por
(TRALES. 1995), foi possivel testar o cdédigo que é trabalhado em torno do campo de
velocidade e pressao simultaneamente com a Equagao de Difusao - Advecgao - Reagao,

para o caso em estudo.
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7 Analise dos Resultados Numéricos

Neste capitulo, abordaremos os ensaios numéricos gerados nos experimentos
realizados. Abordaremos em principio o que propomos para as Equacoes de Navier - Stokes
e o tratamento dado para o campo de velocidade. Uma outra abordagem serd sobre a
Equacao de Difusao - Advecgao - Reagao: onde mostraremos os cenarios e os pontos

escolhidos para avaliacao do poluente.

7.1 Tratamento do Campo de Velocidade: Navier-Stokes

A modelagem do campo de velocidade via Equagao de Navier - Stokes tem sido
um desafio para os trabalhos dessa natureza. Um dado importante para esse modelo é o
numero admensional de Reynolds, ja visto em secao anterior, que nos fornece informagoes

importantes sobre o comportamento do fluido envolvido no processo.

No nosso modelo, o campo de velocidade é obtido a cada passo no tempo
e, trabalha juntamente com a equagao de Difusao - Advecgao - Reagao, alimentando o
termo advectivo dessa equacao. Conforme mostrado anteriormente, o funcionamento do
campo de velocidade tem tido um bom comportamento, o que nos permite afirmar que a

implementagao nos retornou bons resultados numéricos de estabilidade.

Abaixo, a Figura 7.1 mostra alguns pontos desse comportamento para nimero

de Reynolds 100 e velocidade na iteragao 7190: através de

Um panorama do campo de velocidade apds aplicarmos a funcao quiver. Os
pontos escolhidos estao localizados nas entradas dos principais riachos, na entrada do

dominio e numa porc¢ao mais proxima da saida.

Para avaliagao das solugoes, provenientes da polui¢ao e do campo de velocidade,
selecionamos um conjunto de 8 pontos que retratarao o comportamento desses dois
fendmenos em destaque. Na Figura 7.2, mostraremos um mapa do rio com os pontos

selecionados e comentaremos a seguir do porqué da escolha desses pontos.
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Figura 7.1 — Ampliagdo do campo de velocidade

Fonte: MATLAB

Considerando os pontos da Figura 7.2, como referencial para analise das solugoes,

descreveremos a localizacao de cada um em relacao ao nosso dominio.

o NO6 531703: fica localizado nas proximidades da parte da fronteira de entrada ao

dominio.
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Figura 7.2 — Pontos para analise

Fonte: MATLAB

e N6 673604: fica localizado nas proximidades da desembocadura do riacho Cacau.

e N6 709767: fica localizado nas proximidades do canal de dejetos residencial do Bela
Vista.

o N6 1.134.279: fica localizado nas proximidades da desembocadura do riacho Bacuri.

o NO 575746: fica localizado na margem esquerda do rio, préximo ao povoado Bela
Vista.

o N0 238770: fica localizado nas proximidades da desembocadura do riacho Capivara.
o N6 495836: fica localizado entre o riacho Capivara e o corte do rio a jusante.

o N6 352281: fica localizado nas proximidades do canal de dejetos da Empresa Suzano

Papel e Celulose.

Estes pontos serao os mesmos considerados para a avaliagao da poluicao.

7.2 Tratamento da Poluicdo: Difusdo - Adveccao - Reacao

Avaliamos 4 cenarios que acreditamos descrever a realidade local no rio Tocan-

tins no trecho em estudo. Para os trés cendrios usamos o niimero de Reynolds (Re) igual a
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100 constante para os trés casos em avaliacao. Essa decisao tem respaldo em trabalhos an-
teriores aceitos na comunidade académica especializada da area, isto é, usamos parametros
baseado em trabalhos anteriores e confiaveis. Os dados foram todos trabalhados em km e
dia. Abaixo temos as Tabelas 7.1, 7.2, 7.3 e 7.4 que estao fixadas os parametros que foram
usados nos cenarios.Os parametros usados para avaliacao dos cenarios, foram extraidos
da literatura especializada em problemas dessa natureza.Porém o quarto cenario,onde
temos um fluxo chegando ao rio através dos riachos, foram parametros estabelecidos pelos

pesquisadores, visto que nosso trabalho é o primeiro a abordar esse fluxo variando no

tempo.
Tabela 7.1 — Parametros das simulagoes para o cenério 1
Parametros | Cenario 1 unidades pardmetros | Cenario 1 unidades
dt 0.05 dia fluxo (tetad) | 24 x 107° | (ppm)(km/dia)
alpha (o) 0.24 km? /dia fluxo (tetab) | 24 x 107° | (ppm)(km/dia)
sigma (0) |24 x107* 1/dia fluxo (teta6) | 24 x 107° | (ppm)(km/dia)
Re 100 - fluxo (teta7) | 24 x 107° | (ppm)(km/dia)
kio(saida) | 24 x 107° (km/dia) fluxo (teta8) | 24 x 107° | (ppm)(km/dia)
ki3 (mata) | 24x10°° (km/dia) fluxo (teta9) | 24 x 107° | (ppm)(km/dia)
fluxo (tetal) | 24 x 107° | (ppm)(km/dia) | fluxo (tetal0) | 24 x 10~° | (ppm)(km/dia)
fluxo (teta2) | 24 x 107" | (ppm)(km/dia) | fluxo (tetall) | 24 x 107> | (ppm)(km/dia)
fluxo (tetad) | 24 x 107 | (ppm)(km/dia) - - -

Fonte: elaborado pelo autor

No Cenario 1 levamos em consideracao os dados da Tabela 7.1, onde vimos os
valores considerados razoaveis para efeito de possibilidades do local. O fluxo de ingresso de
poluente através dos rios e runoff foi atribuido o mesmo valor para todas as fungoes,o que é
considerado razoavelmente grande quando comparado com os outros cenarios. Na absorc¢ao
com mata e saida ao dominio, também estamos considerando valores razoavelmente altos,
se comparados com dados dos demais cenarios. A concentracao de poluente ao longo
do tempo foi analisada levando-se em consideracao os efeitos do campo de velocidade
trabalhando ao mesmo tempo com a Equacao de Difusao - Adveccao e Reagdo e as
caracteristica sazonais do local. Usamos o niimero de Reynolds (R) gera um coeficiente de
viscosidade razoavel o que nos permitiu avaliar o cenéario e perceber a baixa circulacao do
fluido, caracteristico para um periodo de estiagem do rio.

Com nimero de Reynolds usado, avaliamos o nimero de Péclet, conforme definido na
Equagao 5.0.1 para o campo de velocidade gerado, donde concluimos que nao obtivemos
nenhum elemento que fosse maior que 2, o que corrobora com a estabilidade das solugoes.
Nas Figuras 7.3 e 7.4, mostraremos o campo de velocidades em estado estacionario nas

respectivas dire¢Oes, para os pontos elencados acima. Apods atingir esse estdgio e um
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nimero de iteragoes de 14.600 (equivalente a 2 anos), fixamos o campo de velocidades e

avancamos apenas com o poluente até a iteracao 36.750 que equivale a 5 anos.

Campo de velocidade na diregéo x Campo de velocidade na direcéo x

551703 673604 700767 134279 575746 2770 0583 352281 673604 708767 swooet| |

E)

1134279

575746 2110

%85

velocidade

iterago 10t iteragao

Figura 7.3 — Campo de velocidades na direcao x

Fonte: MATLAB
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Figura 7.4 — Campo de velocidades na direcao y

Fonte: MATLAB

O aspecto caracteristico dos graficos nos remete a uma analise sobre os compor-

tamentos: o carater oscilatério na presenca do campo de velocidades é uma caracteristica

do local, tendo em vista a circulacao do fluido nos pontos selecionados.

O fator do campo atingir o estado estacionario com um ntimero pequeno de

iteracoes esta diretamente ligado ao nimero de Péclet escolhido e ao ciclo sazonal de

estiagem, o que pode provocar baixa circulacao. Essas andlises sao validas para o campo

de velocidades na diregao y (Figura 7.4).

Nas Figuras 7.5 e 7.6 mostramos o comportamento do perfil de poluic¢ao ao

longo do tempo e da derivada da concentracao em relagdo ao tempo.

Na Figura 7.5, apresentamos o comportamento da concentracao de poluente ao

longo do tempo para os nés selecionados. Podemos perceber o crescimento do poluente até

atingir o estado estaciondrio (permanente) ao longo do tempo.
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Figura 7.5 — Concentracao ao longo do tempo para o cenario 1.

Fonte: MATLAB

Na Figura 7.6, mostraremos o grafico da derivada da concentracao em relacao

ao tempo para os 8 nés,via ajuste por quadrado minimos, com suporte de uma exponencial.
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Figura 7.6 — Aproximagao da derivada da concentra¢ao por Quadrados Minimos cenéario 1.

Fonte: MATLAB

Na Figura 7.6, temos 8 graficos bem caracteristicos, que aproximam a derivada

por quadrados minimos e demonstram o quao bem comportado estao os resultados com
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relagdo ao comportamento do poluente ao longo do tempo.

Nas Figuras 7.7, 7.8, 7.9 e 7.10 mostraremos um mapa do comportamento do

poluente no meio para 1, 2 e 5 anos.
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Figura 7.7 — Mapa de evolucao do poluente cenario 1 em 1 ano com destaque do riacho
Bacuri

Fonte: MATLAB
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Figura 7.8 — Mapa de evolucao do poluente cenéario 1 em 2 ano com destaque do riacho
Bacuri

Fonte: MATLAB
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Figura 7.9 — Mapa de evolug¢ao do poluente cenario 1 em 5 ano com destaque do riacho

Bacuri

Fonte: MATLAB

Todas as Figuras 7.7, 7.8 e 7.9 foram tomadas em uma mesma escala, para

que pudéssemos fazer uma andlise quantitativa. O Riacho Bacuri recebeu um destaque

maior, por ser o riacho que fica localizado em um grande complexo residencial, desde de

sua nascente, até a chegada no rio, sendo este o mais afetado pelos despejos de dejetos

residenciais. Dessa forma, o programa se comportou coerentemente com a realidade local.
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Figura 7.10 — Mapa 5 anos cenario 1: destaque do riacho Bacuri ampliada

Fonte: MATLAB
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Com os dados da Tabela 7.2, realizamos os experimentos para o cenario 2

diminuindo o fluxo de entrada pelos riachos e demais emissarios de poluicao, o decaimento,

as perdas para mata e a saida do dominio, o que é bem caracteristico em um periodo

de estiagem. Frisamos que para este cenario, deixamos a velocidade juntamente com a

Equacao de Difusao - Advecgao - Reagao até a iteracao 7.300, apds esta, fixamos o campo

e deixamos ir além dos 5 anos. Devido a diminui¢ao apresentada acima vimos que o estado

estaciondrio para a poluicao levaria mais dias para ser atingido, visto o fluxo de entrada e

as perdas.
Tabela 7.2 — Pardmetros das simulacoes para o cenario 2
Pardametros | Cenario 2 unidades parametros | Cenério 2 unidades
dt 0.05 dia fluxo (tetad) | 24 x 107° | (ppm)(km/dia)
alpha («) 0.24 km?/dia fluxo (tetab) | 24 x 107° | (ppm)(km/dia)
sigma (o) |24 x107° 1/dia fluxo (teta6) | 24 x 107% | (ppm)(km/dia)
Re 100 - fluxo (teta7) | 24 x 107° | (ppm)(km/dia)
kip(saida) | 25 x 1077 (km/dia) fluxo (teta8) | 24 x 107° | (ppm)(km/dia)
ki3 (mata) | 25 x 1077 (km/dia) fluxo (teta9) | 24 x 107° | (ppm)(km/dia)
fluxo (tetal) | 24 x 10°° | (ppm)(km/dia) | fluxo (tetal0) | 24 x 10°° | (ppm)(km/dia)
fluxo (teta2) | 24 x 10°° | (ppm)(km/dia) | fluxo (tetall) | 24 x 10°° | (ppm)(km/dia)
fluxo (teta3) | 24 x 107° | (ppm)(km/dia) - - -

Fonte: elaborado pelo autor

Na Figura 7.11, temos os grafico para a concentragao do poluente ao longo do

tempo. Os 8 pontos selecionados foram os mesmos adotados para o cenario 1.
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Fonte: MATLAB

Figura 7.11 — Concentracao ao longo do tempo cenério 2.
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Na Figura 7.12, temos uma aproximacgao por quadrados minimos da derivada
da concentracdo em relagdo ao tempo. Temos um grafico bem comportado, o que mostra

uma boa estabilidade numérica e um bom comportamento da solucgao.
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Figura 7.12 — Aproximacao da derivada ao longo do tempo: cenario 2.

Fonte: MATLAB
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Figura 7.13 — Mapa 1 ano cenério 2: destaque do riacho Bacuri

Fonte: MATLAB
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Figura 7.14 — Mapa 2 anos cenario 2: destaque do riacho Bacuri

Fonte: MATLAB
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Figura 7.15 — Mapa 5 anos cenario 2: destaque do riacho Bacuri

Fonte: MATLAB

No cenario 2, vimos uma mancha maior se deslocando pelo lado do municipio
maranhense. Na figura 7.16, destacamos dois quadros,em virtude do poluente no Riacho
Cacau e proximidades dos Riachos Bacuri e Santa Tereza, fazendo com que o espalhamento
se da por essa margem, onde se encontram rio abaixo. Esse cenario é muito real e chama

atencgao, pois o lado de maior intensidade é local de banho, pesca e captacao de agua pela
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Figura 7.16 — Mapa 5 anos cenario 2: destaque quadro Cacau e Santa Tereza

Fonte: MATLAB

Companhia que abastece o Municipio.

Tabela 7.3 — Parametros das

simulagoes para o cenario 3

Parametros | Cenario 3 unidades parametros | Cendrio 3 unidades
dt 0.05 dia fluxo (tetad) | 24 x 107" | (ppm)(km/dia)
alpha («) 0.24 km?/dia fluxo (teta5) | 24 x 107 | (ppm)(km/dia)
sigma (o) | 24 x 107° 1/dia fluxo (teta6) | 24 x 1077 | (ppm)(km/dia)
Re 100 - fluxo (teta?) | 24 x 1077 | (ppm)(km/dia)
kio(saida) | 24 x 10°° (km/dia) fluxo (teta8) | 24 x 107" | (ppm)(km/dia)
k13 (mata) 0 (km/dia) fluxo (teta9) | 24 x 10~ | (ppm)(km/dia)
fluxo (tetal) | 24 x 10~7 | (ppm)(km/dia) | fluxo (tetal0) | 24 x 10~7 | (ppm)(km/dia)
fluxo (teta2) | 24 x 1077 | (ppm)(km/dia) | fluxo (tetall) | 24 x 10" | (ppm)(km/dia)
fluxo (teta3) | 24 x 107 | (ppm)(km/dia) - - -

Fonte: elaborado pelo autor

No cenario 3, conforme a Tabela 7.3 diminuimos o decaimentos (o), zeramos

as perdas para mata, diminuimos o fluxo de entrada pelos riachos (), Run-off e demais

emissarios de poluicao.

A seguir, mostraremos os graficos gerados para o cenario 3, levando em consi-

deracdo a mesmas escalas para coordenadas e profundidades locais, isto é, exploramos o

maximo e minimo local para os trés casos em analise: 1 anos, 2 anos e 5 anos, e em seguida

tomamos o maximo e minimo dos trés casos relacionados. Os gréaficos para o cenario 3 tem

aproximadamente o mesmo comportamento dos graficos para cendrio 2, note que estes

dois ultimos cendrios tiveram divergéncia em relagao ao cenario 1, uma explicacao é que
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ao diminuir o fluxo de poluentes pelos emissarios, perdas e decaimento, precisamos de um
tempo maior de processamento para obtermos o estado estacionario, porém a Figura 7.18
mostra uma convergéncia aproximada para a derivada dessa concentracao, o que configura

uma tendéncia da concentracao ao longo do tempo.
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Figura 7.17 — Concentragao em relacdo ao tempo cenario 3

Fonte: MATLAB

Na Figura 7.17, temos o grafico da concentracao em relacao ao tempo para os

8 pontos selecionados.
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Figura 7.18 — Aproximagao da derivada por Quadrados Minimos cenario 3

Fonte: MATLAB

Na Figura 7.18, temos o grafico que aproxima por quadrados minimos a derivada
da concentragdo em relagao ao tempo, o que mostra o comportamento numérico da solugao

e sua estabilidade. Os mapas referentes a esse cenario, serao mostrados abaixo:
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Figura 7.19 — Mapa para 1 ano cenario 3

Fonte: MATLAB

Na Figura 7.19, temos o mapa para 1 ano de evolucao da concentracao do

poluente com destaque ao Riacho Bacuri.
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Figura 7.20 — Mapa para 2 anos do comportamento do poluente, cenario 3

Fonte: MATLAB

Na Figura 7.20, temos um mapa que descreve o comportamento de 2 anos da

evolugao do poluente.
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Figura 7.21 — mapa para 5 anos do comportamento do poluente, cenario 3

Fonte: MATLAB

Na Figura 7.22; incluimos um mapa ampliado dos riachos Cacau e Santa Tereza

para um periodo de 5 anos.

«10° =5 ano

Figura 7.22 — mapa para 5 anos ampliado Cacau e Santa Tereza, cenario 3

Fonte: MATLAB

A seguir, faremos uma abordagem quantitativa entre os trés cenarios descritos

até aqui, as comparacoes foram realizadas para os nos selecionados individualmente para
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os trés cenarios em relacdo a concentragao e o ajuste da derivada por quadrados minimos.
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Figura 7.23 — Comparagao da concentragao para os 8 nos dos trés cenarios

Fonte: MATLAB

As Figuras 7.23, 7.24, 7.25 e 7.26 refletem a evolugao do poluente em relagao

ao tempo para os trés cendrios.
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Figura 7.24 — Comparacao da derivada da concentracao para os 8 nés dos trés cenarios

Fonte: MATLAB

Nas Figuras 7.27, 7.28, 7.29 e 7.30 apresentamos as comparacoes dos trés

cenarios para a aproximacao das derivadas por quadrados minimos.
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7.2.1 Cenario 4: theta variando no tempo

No cenario 4, implementamos um codigo para inserirmos as fungoes 6 variando
no tempo. Na Figura 7.25, ilustramos um grafico onde ajustamos os dados de picos de
cheia e baixa do rio de acordo com dados da Defesa Civil do Municipio de Imperatriz,
Maranhao. Nesse grafico ilustramos um ciclo de 1 ano, isto é 7300 iteracoes. As datas
inseridas, foram reais e estao muito bem ajustadas ao gréafico, ou seja, o 16 de marco de
2020 é um pico de cheia e o 29 de setembro 2020 baixa do rio, conforme dados de 2020
recebidos da Defesa Civil de imperatriz, Maranhao, Apéndice 1. As referidas datas em
linguagem discreta no tempo foram alocadas como 1600 e 5400 iteragdes, conforme podem

ser vistas na Figura 7.25.
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T T
1 1
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3000 4000
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5000

29 de setembro de 2020

6000 7000 8000

Figura 7.25 — grafico para o ciclo de 1 ano

Fonte: MATLAB

Os parametros usados para as simulagdes para o cenario 4, foram descritos na
Tabela 7.4.

Tabela 7.4 — Parametros das simulacoes para o cenario 4

Parametros | Cenario 4 | unidades | parametros | Cenario 4 | unidades
dt 0.05 dia Re 100 -
alpha («) 0.24 km?/dia | kip(saida) | 18 x 10°° | (km/dia)
sigma (o) |[24x10°° | 1/dia ki3 18 x 10°°% | (km/dia)

Fonte: elaborado pelo autor

A equacao que usamos para descrever o ciclo e ajustarmos aos dados reais foi

uma funcao periédica do tipo cosseno (cossenoide), onde usamos dados para fluxo de
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entrada para theta minimo e maximo em relagdo ao tempo.

emax + emzn emax - emzn 2m -1 DM
o - (st (o) () ()]

360

onde DM é a data que introduzimos como sendo o pico da cheia conforme pode
ser visto na Figura 7.31 que foi o 16 de marco de 2020. As fungoes 0,4, € Opnin indicam
os intervalos para os dados de fluxo de entrada pelos riachos e emisséarios de poluicao:
24-107° <0 <48-107° e 12-107° < 6 < 24 - 10°; respectivamente.

Nesse cenario, trabalhamos até a iteracao 1000 com o campo de velocidades
simultaneamente com a Equacao de Difusao - Adveccao - Reacao. Apds essa iteracao

fixamos o campo de velocidades e avancamos até a iteracao 36.500 que equivale a 5 anos.

8 T T T T
531703 708767 575746 495835
673604 1134279 278770 352281

concentragdo
S
T
1

iteracéo «10%

Figura 7.26 — Concentragao ao longo do tempo: theta variando

Fonte: Matlab

Na Figura 7.26, temos o grafico que representa o comportamento da concen-
tracao de poluente ao longo do tempo, com condigoes de fronteira variando também no
tempo. Pela estrutura do gréafico, podemos visualizar o bom comportamento do mesmo

em seu estado estacionéario.

Na Figura 7.27 temos o comportamento da derivada da concentracao em relagao
ao tempo. Ao observar o grafico temos duas estruturas comportamentais: uma oscilagao

com uma frequéncia mais intensa e outra no entorno da origem mais comportada.

A seguir, apresentamos os mapas para 1 ano, 2 anos e 5 anos, com as respectivas
escalas de niveis, levando em consideragao o minimo e o maximo local para podermos

fazer uma analise qualitativa apds os 5 anos de dispersao do poluente.
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Figura 7.27 — Derivada da concentragao: theta variando

Fonte: Matlab

Na Figura 7.28 temos o mapa que mostra a evolucao do poluente ao longo do

tempo para um periodo de 1 ano com condigoes de fronteira variando no tempo.

<108

93871

/338705

10° t=1 ano

" 22405 2241 22415 2242 22425 2243 22435

10%
2 4 6 8 10 12 1"

9.302

Figura 7.28 — Mapa cenario 4 para 1 ano de dispersao

Fonte: Matlab

Na Figura 7.29, temos o mapa que mostra a evolucao do poluente ao longo do

tempo para um periodo de 2 anos com condi¢oes de fronteira variando no tempo.
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Figura 7.29 — Mapa cenario 4 para 2 anos de dispersao

Fonte: Matlab

Na Figura 7.30, temos o mapa que mostra a evolucao do poluente ao longo do

tempo para um periodo de 5 anos com condicoes de fronteira variando no tempo.
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[ 10
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Figura 7.30 — Mapa cenario 4 para 5 anos de dispersao

Fonte: Matlab

A seguir, mostraremos um mapa da evolucao comportamental do poluente ao

longo do tempo em um periodo de 5 anos, com destaque ao Riacho Cacau e Bacuri, os
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dois mais afetados no Municipio de Imperatriz.

<10® t=5 ano ‘

9.396 r 22w 2w

125 an0
2% pew 22 220 2pn 22 228

9.392

21 215 22 225

Figura 7.31 — Mapa cenario 4 para 5 anos de evolucao: destaque riachos cacau e bacuri

Fonte: Matlab

Na Figura 7.31, mostramos um mapa do cenario 4 para 5 anos de evolugao,

com destaque dos Riachos Cacau e Bacuri.

Com a exposicao feita nessa se¢ao, concluimos motivados pelos bons resultados
apresentados para um caso inédito de condigoes de fronteira variando no tempo, nesta
direcdo, podemos afirmar que estamos prontos a nivel de programa computacional confiavel
com condicoes de fronteira variando no tempo e campo de velocidade tratado com Navier -
Stokes, para tratarmos de problemas de evolucdo de poluentes em rios de grande porte. O
nosso codigo foi implementado em ambiente Matlab onde as solugdes foram armazenadas
de 10 e a cada 50 iteracoes foi gerado um novo arquivo em pasta por necessidade de
armazenamento e memoria de processamento, e para casos em que ocorressem queda de
energia o mesmo esta pronto para retomar a simulagao considerando a solugao do passo
anterior sem prejuizos para a simulacao. Este fato torna ainda mais o c6digo robusto e

confiavel do ponto de vista computacional e mais um ineditismo para esse trabalho.

Na Figura 7.32, mostramos um comparativo entre um resultado gerado com a
nossa simulagao para o cenario 4 e uma imagem de satélite. Embora a imagem de satélite
tenha sido buscada fora dos parametros de escala e periodo em que definimos a regiao de
estudo, ainda sim, nossos resultados numéricos aproximaram da realidade de uma forma

coerente com as expectativas.Na imagem captada por satélite podemos enxergar uma
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mancha de poluente evoluindo pela margem direita do rio, e no caso para a simulacao

computacional também.

9.3847
9.3846
9.3845 [
9.3844 -
9.3843 |-
9.3842
9.3841
9.384
9.3839 [

9.3838

9.3837 -

Google

Figura 7.32 — Comparagao para validagao/trecho riacho Cacau

Fonte: Matlab

No préximo tépico faremos uma reflexao sobre possibilidades de trabalhos

futuros, que podem ser desenvolvidos a partir dessa tese.
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Conclusoes e Possibilidades de Trabalhos

Futuros

Como possibilidades de trabalhos futuros que refletimos ao longo da construcao
da tese, pensamos na construg¢ao de um dominio variavel devido aos ciclos de cheias e
estiagem que o rio Tocantins passa ao longo dos seus ciclos naturais. Uma outra ideia
seria, identificar um poluente em especifico, e com auxilio de pesquisadores de outras areas,
definir os parametros reais definidos na literatura e ajusta-los ao coédigo e simular, assim

terfamos condicoes gerais mais apropriadas na validacao dos resultados.

No tocante ao programa, ele se comportou muito bem, descrevendo a realidade
local para os cenarios trabalhados. Um codigo robusto do ponto de vista computacional,
onde se trabalha o termo de transporte advectivo com a equacao de Navier - Stokes
simultaneamente, e gera resultados significativos para o nosso trabalho. Com os resultados
obtidos, podemos criar parcerias locais, como Defesa Civil, Secretaria de Meio Ambiente,
Companhia de Saneamento Ambiental do Municipio e pesquisadores da UEMA sul,
Instituto Federal do Maranhao e demais orgaos de interesse em trabalhos de contencao,

prevencao de acidentes com larga escala de impactos ambientais em rios de grande porte.

A referida pesquisa ressalta um estudo de caso onde trabalhamos com um
dominio de 9 km do rio Tocantins, que banha o municipio de Imperatriz, Maranhao, Brasil.
Considerando que nunca houve um trabalho dessa magnitude na regido, nem explorado por
demais pesquisadores da area, temos um trabalho inovador. O nosso cédigo foi programado
em paralelo tanto para Equacao de Difusao - Advecgao e Reagdo como Navier - Stokes, o
que nos possibilita fazermos escolhas dos processadores. No caso da fronteira do quarto
cenario, tivemos uma condi¢ao de fronteira variando no tempo o que nos deu mais realismo

ao modelo, levando em conta as particularidades da regiao.

Portanto, podemos exaltar a robustez dos algoritimos, dos modelos, da discreti-
zagao e simulagoes que evidenciaram nos resultados apresentados no Capitulo 7, bem como
coeréncia e estabilidade para as particularidades dos cendrios criados. Para alcangarmos a
estabilidade, foram muitos dias de processamento de simulagoes e andlise dos resultados
que foram gerados.As nossas iteragoes foram até 5 anos, o que nos levou a catalogar dados
de 36.500 iteracoes. Dados esses suficientes para testarmos e validarmos os modelos e

resultados numéricos apresentados.

Por fim, a efeito de problemas bidimensionais dessa natureza, esse é um pro-
grama pronto para interpretar qualquer situagao de impacto ambiental dessa natureza, isto

é, estamos prontos com um programa bidimensional completo e eficiente para tratarmos
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de situacoes diversas dessa natureza.
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APENDICE A - Cédigos Implementados em
Matlab

Coédigo-fonte 1 — Perfil de Velocidade Rio Tocantinsl

A=2668; % m~2

L=1050; % largura do rio (m)

x=0:50:L;

x=x"’;

for i=1:1length(x)
p(i)=((-6*%V)/(A*L"2) ) *x (1) *(x(i)-L);

end

P=p’;

y=zeros (length(x) ,1);

quiver (y,x,p,y)

axis equal

Cddigo-fonte 2 — Transformacao perfil de velocidade

% coordenadas=(1/1000)*coordenadas;

% V=3937.64; %m~3/s

% A=4688;%m2

% L1=850;

% V=3937.64; %m~3/s

V=0.3402;

% A=4688;%m2

A=4688/10"6;

% L=850; %m

L1=850/1000;

x533=(1.0e+06*0.2244) ;

y533=(1.0e+06%9.3828) ;

x1=(1.0e+06%0.2251) ;

y1=(1.0e+06%9.3827) ;

% v=1.098418604651163e+02;R=v;

v=1.088524e+02;R=v;

d=sqrt ((coordenadas (533,1) -coordenadas (1,1)) "2+(coordenadas
(533,2)

-coordenadas (1,2)) ~2) ;
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di1=d/L1;
L=d1x*L1,;
%» L=norm ([x533-x1 y533-y1],2);%%k%largura do Rio na Entrada
do
Dom nio
0 b o b A T e b b o I T T T T T T e b T I T I T T i o b b b b b I b i b
elem front=elementos fronteira(:,1);
front533=find(elem_front==533) ;
front533=elementos fronteira(front533,2:3);
front533=front533(:) ;
front533=sort (front533);
front533=unique (front533);
front533(1:2)=[];
Dol T I T Tl TotoTo b To o ho to o to oot To 0o To o ho To o o o To o o 0o 1o 1o o 4o o 4o o
for i=1:1length(front533)
d(i)=sqrt((coordenadas (533,1)-coordenadas (front533(i) ,1))
T2+, ..
(coordenadas (533,2) -coordenadas (front533 (i) ,2)) ~2);
end
hod=d’;
h L=d;
% x=0:4:L;
x=d;
y=zeros (size(x));
m=(x1-x533)/(y533-y1);% coeficiente angularrb
n=((y533+y1)/2) -((x1-x533)/(yb33-y1))*((x533+x1)/2);
a=(x533+x1)/2;
b=(y533+y1)/2;
k=n-b;
raiz=sqrt (((R*m) "2) -((a*m) "2) -(R72) -(k~2) -2*%a*xk*m) ;
x31=(1/(m"2+1) ) *x(a-k*m+raiz) ;
y31=(m/(m~2+1) ) *(a-k*m+raiz) +n;
x32=(-1/(m"2+1) ) *x(-a+k*m+raiz) ;
y32=(-m/(m~2+1) ) *(-atk*m+raiz)+n;

% [X,Y]=transformacao(x,y,x1,x533,xv,yl,y533,yv,L,v)

for i=1:1length(x)
[X,Y]=transformacao(x(i),y(i),x1,x533,x31,y1,y533,y31,L,v
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) B
ptos_eixox(i,:)=[X Y];

% aa=(-4*xv*x (i) *x (i) /(L72))+(4*v*x(i)) /(L) ;
aa=(((-6*V)/(A*L72) ) *x (i) *(x(i)-L));
[X,Y]=transformacao (x(i) ,aa,x1,x533,x31,y1,y533,y31,L,v);
ptos_parabola(i,:)=[X Y];
p(i)=(((-6%V)/(A*xL"2))*x (i) *(x(i)-L));

/A

end

P=p’;

m=norm(p, inf) ;

plot ([x533;x1],[y5633;y1],’r’)

hold on

quiver (ptos_eixox(:,1) ,ptos_eixox(:,2),ptos_parabola(:,1)

-ptos_eixox(:,1),ptos_parabola(:,2)-ptos_eixox(:,2))

axis equal

xv=x31; yv=y31;

[X,Y]=transformacao (x,y,x1,x533,xv,yl1,y533,yv,L,Vv)

function[X,Y]=transformacao(x,y,x1,x533,xv,yl1,y533,yv,L,v)
a=[(x1-x533)/L (2*xv-x533-x1)/(2*xv);(y1-y533)/L (2*yv

-y533
-y1)/(2*v)]1*[x;y]+[x533;y533];
X=a (1) ;
Y=a(2);
end
Coddigo-fonte 3 — Programa Principal da Tese
clc

hhtehht arquivo malha Tocantins%h%hh
load(’malha Tocantins_final.mat’)
load(’corregos.mat’)

parpool (’local’)

Tolo
continuacao=input (’Continuacao de outra simulacao?
(responda 1 para sim ou O para nao) = ’);
if continuacao==
nome_arquivo=input(’D o nome do arquivo para

continua ao: ’);
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load (nome_arquivo)
vli=solucao(:,size(solucao ,2)-1:size(solucao,2));
poll=solupol (:,size(solupol,2));
else
solucao=[];
iteracao=[];
solupol=[];
nome_arquivo=strcat (’CENARIO2_’,’10°);
save (nome_arquivo,’solucao’,’iteracao’,’solupol’,’-v7.3’)
vi=zeros (1193044 ,2) ;
poll=zeros (1193044,1);
end
proximo=nome_arquivo (end-1:end) ;
proximo=str2num(proximo) ;
proximo=proximo+1;
proximo=num2str (proximo) ;

Y.

phii_phij=[1/12 1/24 1/24; 1/24  1/12 1/24; 1/24 1/24
1/127;

Dol 1o %o To %o %o

dfipsi_dfipsi=[1/2 0 -1/2;0 0 0; -1/2 0 1/2];

dfijpsi_dfieta=[0 0 0;1/2 0 ~-1/2;-1/2 0 1/21;%
dfcsi dfieta

dfieta_dfipsi=[0 1/2 -1/2;0 0 0;0 -1/2 1/21;%
dpjeta_dficsi

dfijeta_dfieta=[0 0 0;0 1/2 -1/2;0 -1/2 1/2];

DT ToTo o To 1o %

dphipsij_phii=[1/6 0 -1/6;1/6 0 -1/6;1/6 0 -1/6]; %dphi
/dpsi

* phii

dphijeta_phii=[ 0 1/6 -1/6;0 1/6 -1/6;0 1/6 -1/6];

U1t T Tl To o ToToToTo To To To To To To To To 1o 1o 1o 1o 1o 1o 1o 1o 1o %o %o %o % % %o & o T To To Jo To To To To To To To To T 1o

elem_frontl1=[1/3 1/6;1/6 1/3]; Y%phii_phij
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elem _front2=[1/2;1/2];% um phi

T b5 070 I i T b b T T T T b Ta Tl T T 1 Tt 16 16 b 16 6 bl 1 e 6 (b 1 Tt T T I T T a1 M (b i T o 1o i 1

n_iteracoes=input (’Numero de iteracoes = ’);

hhthhhhthhhh fun es tetas/ emiss rios de poluentes
Tototo o thto oo

tetal=24e-5; teta2=24e-5; teta3=24e-5; tetad=24e-5; tetab=24e
-5;

tetab6=24e-5; teta7=24e-5; teta8=24e-5; teta9=24e-5; tetal0=24
e-5;

tetall=24e-5;tetal2=24e-5;tetal3=24e-5;tetald=0;

WRRRRAAADIDLARAU%%% K12 e K13 perdas de Poluentes’hhhhhh%h%hihihl

k12=24e-6; k13=24e-6;
Shh b hhhhh%hPar metros fundamentais
Tl Tt tototototototolo oo ToToToTo To 1o %6 %6 %o %o %o

dt=0.05;

Re=100; % n mero de reynolds
alpha=0.24; % coeficiente de difus o
sigma=24e-4;% decaimento

% vel rio=1.0;
hhhhhhhhhhhhhhhhhhhDados de entradalkhhhhhhhhhhhhhh
% V=3937.64; %m~3/s

V=0.3402;% km~3/dia

% A=4688;%m2

A=4688/10"6; %km~2

% L=850; Y%m

L=850/1000; %km

% V=3937.64; %m~3/s

% A=4688;%m2

% L=850; %m

b bl hhhhhhhthhhhhhhhhhhhDados de entrada da Matriz%hhhhhhhhhh

nte=size(elementos ,1) ;
ntn=size (coordenadas ,1) ;

nf=elementos fronteira(:,2:3);
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nf=nf(:);

nf=sort (nf) ;

nf=unique (nf) ;

nf=nf (end) ;

coordenadas=(1/1000) *xcoordenadas;

% fronteira2=elementos fronteira(:,1); %fronteira de sa da
%

% fronteira2=find(fronteira2==322) ;

% fronteira2=elementos fronteira(fronteira2,2:3);
% fronteira2=fronteira2(:);

% fronteira2=sort(fronteira?2);

% fronteira2=unique(fronteira?2);

% fronteira2(1:2)=[];

fronteirad=elementos fronteira(:,1);
fronteirad=find(fronteirad==533) ;

fronteirad=elementos fronteira(fronteirad ,2:3);
fronteirad=fronteirad (:) ;

fronteirad=sort (fronteirad) ;

fronteira4d=unique (fronteira4);

fronteira4 (1:2)=[];

bl Bl bl h Tt o hTotohh oo oo hh oo o To oo toho oo totohtofo th ot h 1 5
hco_pre=fronteira?2;

inco_pre=(1l:ntn)’;

%inco_pre(co_pre)=I[];

DoTo 1o %o To T o To 1o %o To 76 %o o To 1o o o

inco_vi=[nf+1l:ntnl; %co_pre’];% estou tirando a fronteira de
entrada,as laterais e as do disco.

inco_vi=sort(inco_v1l);

%hinco_v1l(cacau)=[];

inco _vl=inco v1’;

A

co vi=(1:ntn)’;

co_vl(inco v1)=[];

% %%h%h% cognitas e incognitas%%%
inco _v2=inco _v1;

co_v2=co_vi;
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bl h Tt oo oot Totoho tolo o to %o 1o to
TototoTo ot To ot To o toToto toTo bt e RO St Tototo o toTolo toTo o 1o
70 aid 1o o\ fu oo atdo Faldal o dola foitn it faide doifol e foitn foldo Faidatlods

x533=(1.0e+03*0.2244) ;

y533=(1.0e+03%9.3828) ;

x1=(1.0e+03%0.2251) ;

y1=(1.0e+03%9.3827) ;

% v=1.098418604651163e+02;R=v;

v=1.088523890784983e+02;R=v;

L=sqrt ((coordenadas (533,1) -coordenadas (1,1)) "2+(coordenadas

(533,2) .
-coordenadas (1,2)) ~2) ;

% L=norm([x533-x1 y533-y1],2);%%%Largura do Rio na Entrada
do
Dom nio
oI T Tt o oo ot To to To toho T o o S oo Yo 0o o 4o fo 1o o o o T o o e 96 o o o e
elem front=elementos fronteira(:,1);
front533=find(elem front==533);
front533=elementos fronteira(front533,2:3);
front533=front533(:) ;
front533=sort (front533) ;
front533=unique (front533) ;
front533(1:2)=[];
Do Tt TotoTotofo 1o o To toTo 1o To 1o lo 1o o 16 %o To 4o o 1o o 1o o 16 1o %o To 9o o 1o o 16 o 16 o o o o
parfor i=1:length(front533)
d(i)=sqrt((coordenadas (533,1)-coordenadas (front533(i) ,1))
T2+, ..
(coordenadas (533,2) —coordenadas (front533(i) ,2)) ~2);
end
hod=d’;
h L=d;
% x=0:4:L;
x=d;
y=zeros (size(x));
m=(x1-x533)/(y533-y1);% coeficiente angularrb
n=((y533+y1)/2) -((x1-x533)/(y5633-y1))*x((x533+x1)/2) ;
a=(x533+x1)/2;
b=(y533+y1)/2;
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k=n-b;

raiz=sqrt (((R*m) "2) -((a*m) "2) -(R72) -(k~2) -2*ax*xk*m) ;
x31=(1/(m"2+1))*(a-k*m+raiz) ;
y31=(m/(m~2+1) ) *(a-k*m+raiz) +n;
x32=(-1/(m~2+1) ) *(-a+k*m+raiz) ;

y32=(-m/(m~2+1) ) *(-a+k*m+raiz)+n;

parfor i=1:1length(x)
[X,Y]=transformacao(A,V,x(i),y(i),x1,x533,x31,y1,y533,y31
,L,v) 5
ptos_eixox(i,:)=[X Y];
aa=(((-6xV)/(A*xL"2) ) *x (i) *(x(i)-L));

pA aa=(-4*xv*x (i) *x (1) /(L"2) ) +(4*v*xx(i))/(L);
[X,Y]=transformacao (A,V,x(i),aa,x1,x533,x31,y1,y533,y31,L
sV

ptos_parabola(i,:)=[X Y];

end

xv=x31;
yv=y31;
[X,Y]=transformacao(A,V,x,y,x1,x533,xv,yl,y533,yv,L,v);

To I b bbb T (BT IS T I T I Thib a6 b i I b I b Al
% vli=zeros(ntn,2);
hload (’F:\gesivaldo\SOLUCAQ010.mat’)

%vli=solucao(:,size(solucao,2)-1:size(solucao,2));

% vi(fronteirad4 ,2)=0.923;
% vi(fronteira4 ,1)=0.25;

% poll=zeros(ntn,1);
%hpoll=solupol (:,size(solupol, ,2));
Yoo ta To b To to To oo T o 1ot o 0o T 1o o o o To 0o % 1o o o o o 4 o o
[band]=flagg (nf) ;
Mfront=zeros (2,3 ,nf) ;
MFIJ=zeros (2,6 ,nf);
parfor k=1:nf
MFIJ(:,:,k)=EIFFL _FRONT(elementos fronteira(k,:));

Mfront (:,:,k)=trab matriz front (k,coordenadas,
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elementos_front
eira,elem frontl,6band,...
k12 ,k13,tetal ,teta2,teta3 ,tetad,tetab,tetab,teta”?,
tetal8
,tetad ,tetall0,tetall ,tetal2,tetall3,tetald);
end
% I e J para a fronteira phii_phij robini
I front 1=MFIJ(:,1:2,:); I front 1=I front 1(:);
J front_1=MFIJ(:,3:4,:); J_front_1=J front_ 1(:);

% I e J para a fronteira um_phii Von Neumann}
I front 2=MFIJ(:,5,:); I front_2=1 front 2(:);
J _front_2=MFIJ(:,6,:); J front_2=I1 front _2(:);

% valores para as condi es de fronteiras

Vfrontl=Mfront (:,1:2,:); Vfrontl=Vfrontl (:);
Vfront2=Mfront (:,3,:); Vifront2=Vfront2(:); %%%%alterei

aqui
hhhhMontando as matrizes sparse para as fronteiras¥%hk

R=sparse(I_front_ 1,J front_1,Vfrontl,ntn,ntn); %Sparse para
front
phi_phij
S=sparse(I_front 2,1,Vfront2,ntn,1); %sparse para front phi
if isempty(iteracao)==
it_inicial=1;
else
it _inicial=iteracao (end) +1;
end
TR RD Tt Tt Toto ot oo o h ot TothTototo oo To to ot 1ol o To 1o To s 1o fo 1o o 1o o o
for it=it_inicial:n_iteracoes
MM=zeros (3,12 ,nte) ;
MMM=zeros (3,6 ,nte) ;
WW=zeros (3,3,nte) ;
VPOL=zeros (3,3, nte) ;

parfor ke=1:nte
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229 % COORD=[coordenadas (elementos (ke ,1) ,:);

230 Y%coordenadas (elementos (ke,1) ,2);

231 % coordenadas (elementos (ke ,2) ,:);

232 %coordenadas (elementos (ke ,2) ,2) ;

233 % coordenadas (elementos (ke ,3),:)];

234 %coordenadas (elementos (ke ,3) ,2)]

235

236 MMM (:,:,ke)=EIFFL_II JJ(elementos(ke,:));%armazenei

as

237 phi_phij

238

239 MM(:,:,ke)=MATMP (ke,elementos,coordenadas ,phii_phij

240 ,dfipsi_dfipsi,...

241 dfijpsi_dfieta,dfieta_dfipsi,dfijeta_dfieta

242 ,dphipsij phii,dphijeta _phii);

243

244 WW(:,:,ke)=vel media(ke,elementos,coordenadas,vl

245 ,dphipsij_phii,dphijeta_phii); % subrotina

246 end

247 %%h%h valores para I e J empilhados¥%%k

248 I=MMM(:,1:3,:); I=I(:);

249 J=MMM (: ,4:6,:); J=J(:);

250 %%hhValores para as matrizes M e PQ%%%

251 Vi=MM(:,1:3,:); Vi=v1i(:); % phi_phj

252 V2=MM(: ,4:6,:); V2=V2(:); % Gradiente phi_phj

253 V3=MM(:,7:9,:); V3=V3(:); % dphix_phi

254 V4=MM(:,10:12,:); V4=V4(:); % dphiy_phi

255 hhhSparse para a matriz M fruto de phii_phij_global%h%

256 M=sparse(I,J, V1,ntn,ntn); % matriz esparsa para phi_phij

257 PQ=sparse(I,J,V2,ntn,ntn); % matriz esparsa para o
gradiente

258 Mi=sparse(I,J,V3,ntn,ntn) ;% matriz esparsa para dphix_ phi

259 M2=sparse(I,J,V4,ntn,ntn) ;% matriz esparsa para dphiy_phi

260

261 WW=WW(:);% empilhamento dos dados para a velocidade
m dia nos

262 tr s n s

263 %length (WW) teste

264 FF=sparse(I,J,WW,ntn,ntn); ’%esparsa para a velocidade
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T

m dia
nos tr s n s

%%% montando o bl_esterisco

bl star=(1/dt)*M(inco _v1,:)*v1(:,1)-((1/dt)*M(inco_vl1,
co vi)+
(1/Re)*PQ(inco_vl,co_vi)+
FF(inco_vl,co_v1))*vli(co_vl,1); %%%khcomentado geral
%smontando o b2 asterisco
b2 star=(1/dt)*M(inco_v2,:)*v1(:,2)-((1/dt)*M(inco_v2,
co_v2)+
(1/Re) *PQ(inco _v2,co_v2)+
FF(inco_v2,co_v2))*vl(co_v2,2); %h%hhcomentado geral

%hth  hhh%hcomentado geral

NS_apr1=(1/dt)*M(inco_v1l,inco_v1)+(1/Re)*PQ(inco_v1,
inco_vi1)+

FF(inco vl ,inco _v1);

NS_apr2=(1/dt)*M(inco_v2,inco_v2)+(1/Re)*PQ(inco_v2,
inco_v2)+

FF(inco_v2,inco_v2);

%%%h% Resolvendo os sistemas para vl e v2 aproximado
VE1=NS_aprl\bl_star;
VE2=NS _apr2\b2_star;

5o To 1o %o %

vel star=zeros (ntn,2);

Tt Toto T To 1ot To 1o %o To%oTo To %o o To %o o To 7o o To 1o o To 1o

vel_star (inco_v1,1)=VE1l; %% abrange toda superf cie e os
n s

da fronteira cog_press o

vel_star (inco_v2,2)=VE2; %% abrange toda superf cie e os
n s

da fronteira cog_press o

vel star(cacau,1)=0.432e+02;% km/dia
Do To 1o %o To 1o %ol o To 1o % T To To 1o %o o To 7o 1o
vel _star (fronteira4 ,2)=ptos_parabola(:,2)-ptos_eixox(:,2)

b
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vel star (fronteira4 ,1)=ptos_parabola(:,1)-ptos_eixox(:,1)

bt htehhthhcorregos hhhththththhhththhsh

vel star (cacau,1)=-0.43e+2;

vel star (bacuri,1)=-0.43e+2;

vel star(belavista,1)=0.43e+2;

vel star(capivara,1)=-0.43e+2;

vel star(stereza,1)=-0.43e+2;

ool T To oo to T s o to oo tofo toTo to o to 4o o 1o 1o o 1o
bpre=-(1/dt)*M1(inco_pre,:)*vel _star(:,1)-(1/dt)=*M2(

inco_pre,:)

x*vel star(:,2);
wp=PQ(inco_pre,inco_pre) \bpre;
pre=zeros(ntn,1);

pre(inco_pre)=wp; %c lculo da press o

Y YV YY)

bl1=M(inco_v1,:)*vel_star(:,1)-dt*Mi(inco_v1l,:)*pre;%
comentado

geral

b2=M(inco_v2,:)*vel _star(:,2)-dt*M2(inco_v2,:) *pre;
%%%%hresolver o sistema

velocidadel=M(inco_v1l,inco_v1)\bl;
velocidade2=M(inco_v2,inco_v2)\b2;
hhthh%hhh) Armazenando na matriz velocityl2

v2=zeros (ntn ,2) ;

%v2(fronteira4d ,1)=vel rio;%velocidade na entrada do duto

v2(inco_vl,1)=velocidadel; %% abrange toda superf cie e
os n s

da fronteira cog_press o

v2(inco_v2,2)=velocidade?2;

v2(fronteirad ,2)=ptos_parabola(:,2)-ptos_eixox (:,2) ;%*xdtx*
it;

v2(fronteirad4 ,1)=ptos_parabola(:,1)-ptos_eixox(:,1);

htothhtehhtehhthhh’hCorregos corrigidashhththhhhlh
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v2(cacau,1)=-0.43e+2;
v2(bacuri,1)=-0.43e+2;
v2(belavista ,1)=0.43e+2;
v2(capivara,1)=-0.43e+2;
v2(stereza ,1)=-0.43e+2;
Db h oot htsho ol
% km/dia
% v2(cacau,1)=43.2;
% v2(fronteira4d ,2)=0.00923;%*dt*it;
% v2(fronteira4,1)=0.0025;%*dt*it;
Dol To Tt o tohotohlotlotohotoh o htehth’% velocidade no dois passos
Thhhhhhhhh
parfor el=1:nte
VPOL(:,:,el)=vel _grad_phii(el,elementos,vl,v2,
coordenadas
,dphipsij_phii,dphijeta_phii)
end
VPOL=VPOL (:) ;
G=sparse(I,J,VPOL,ntn,ntn);
hhththhhthhhht Equa o da Polui o %hhthhhh
GE=M+(dt/2) *(alpha*PQ+sigma*M+R)+(dt/2) *G;
EL=(M-(dt/2) *(alpha*xPQ+sigma*M+R) -(dt/2) *G) *poll+dt*S
;hdtxf
TNl oot oot To toho toho o to o 1o to
pol2=GE\EL;
vi=v2;
poll=pol2;
Do oo To ol to o TotoTo o To tofo 1o %o To 1o To 1o /o 1o o 1o 4o o 16 o o
it
if mod(it,10)==
if size(solupol,2) <100
solucao=[solucao v2];
iteracao=[iteracao;it];
solupol=[solupol pol2];
save (nome_arquivo,’solucao’,’iteracao’,’solupol’
,—Vv7.37)
else
solucao=v2;

iteracao=[iteracao;it];
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solupol=pol2;

nome_arquivo=strcat (’CENARIO2 ’,proximo);
save (nome_arquivo,’solucao’,’iteracao’,’solupol”’
,—v7.37)

proximo=nome_arquivo (end-1:end) ;
proximo=str2num(proximo) ;
proximo=proximo+1;
proximo=num2str (proximo) ;
end
end

end

Coédigo-fonte 4 — velocidade no passo anterior

function [GG]=vel media(ke,elemento,coordenada,vl,
dphipsij_phii
,dphijeta_phii)

COORD=[coordenada (elemento(ke,1),:);%coordenadas (elementos (

ke ,1) ,2);
coordenada(elemento(ke,2) ,:);%coordenadas (elementos (
ke ,2) ,2);

coordenada (elemento (ke ,3) ,:)];

JTE=[COORD(1,1)-CO0ORD(3,1) COORD(1,2)-COORD(3,2) S ooo I
hlx1-x3 yl1-y3;x2-x3 y2-y3]
COORD(2,1)-COORD(3,1) COORD(2,2)-COORD(3,2)1;%
transposta
da jacobiana
% JTE=[coordenadas (elemento(k,1),:)-coordenadas (elemento (k,3)
, 1)

% coordenadas (elemento(k,2),:)-coordenadas(elemento(k,3),:)];
E=inv (JTE) ;% inversa da Jacobiana

RR=abs (det (JTE)) ;

ve meanl=(1/3)*(vli(elemento(ke,1) ,1)+vli(elemento(ke,2) ,1)+

vl(elemento (ke ,3) ,1));
ve _mean2=(1/3)*(vi(elemento(ke,1) ,2)+vi(elemento (ke,2) ,2)+
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vl(elemento (ke ,3) ,2));

GG=zeros (3,3);

for il1l=1:3
for jl=1:3
DDD=[dphipsij_phii(il, jl);dphijeta_phii(il, j1)1];
GG(il,jl)=[ve_meanl ve _mean2]*RR*[E(1,:)*DDD;
E(2,:)*DDD];
end
end

end

Coédigo-fonte 5 — rotina poluicao

function [VVR]=vel _grad phii(el,elemento,vl,v2,coordenada,

dphipsij_phii,dphijeta_phii)

COORD=[coordenada (elemento(el,1),:);%coordenadas (elementos (ke
) 52D 5
coordenada (elemento (el ,2) ,:); %coordenadas (elementos (ke
»2) ,2);

coordenada (elemento (el ,3) ,:)];

%hhh%hJacobiano corrigido%%khh
JTE=[COORD(1,1)-CO0ORD(3,1) COORD(1,2)-COORD(3,2);...
hlx1-x3 y1-y3;x2-x3 y2-y3]

COORD(2,1)-CO0ORD(3,1) COORD(2,2)-COORD(3,2)1;%
transposta

da jacobiana

E=inv (JTE) ;% inversa da Jacobiana

RR=abs (det (JTE)) ;
Dol T Tt T It Toto Dot To toTo to T To o To s To o To 1o fo 1o o T o T Yoo 6 o 1o 16 46 %o o 4o o 46 16 1o o
b BRI T DD TNt hhHhhhh
ve mel=(1/3)*(vi(elemento(el,1) ,1)+vi(elemento(el,2) ,1)+
vl(elemento(el,3) ,1));
ve mel2=(1/3)*(vi(elemento(el,1) ,2)+vi(elemento(el,2) ,2)+
vli(elemento (el ,3) ,2));
Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y N Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y N Y Y Y Y Y Y Y X Y Y N Y X Y Y A X XY X3 XY
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To 1o 1o 1o 1o %o %o 1o %o 1o 1o %o %o 1o %o %o o o o o s o s o

ve me2=(1/3)*(v2(elemento(el,1) ,1)+v2(elemento(el,2) ,1)+
v2(elemento(el,3) ,1));

ve me22=(1/3) *(v2(elemento(el,1) ,2)+v2(elemento(el,2) ,2)+
v2(elemento (el ,3) ,2));

ol IR RTH TSIl oo kT hTo I ho to o o o ot To b To oot o o S ot Yo oo 4o T 1o ho 1o o o S o 4o o o o e
T Tt To s Totohoto %o T %o thfo 1o o

VM1=(1/2) *(ve _mel+ve me2);

VM2=(1/2) *(ve _mel2+ve me22) ;

VVR=zeros (3,3);
for il=1:3
for jl=1:3
DDD=[dphipsij_phii(il,jl);dphijeta phii(il,j1)1;
HVVV(il,jl)=(RR*(ve _mel+ve _me2)/2)*[E(1,:)*DDD;
E(2,:)*DDD];
»VVV(il, jl)=RR*(ve_mel)*[E(1,:)*DDD;E(2,:)*DDD

U
VVR(il,jl1)=(RR)*x[VM1 VM2]*[E(1,:)*DDD; E(2,:)*
DDDJ ;
end
end

end

Cdédigo-fonte 6 — rotina para montar as torres de fronteira

function [B]=EIFFL _FRONT(elementos_ fronteira)
B=zeros (2,6) ;
for i=1:2
ig=elementos_fronteira(i+1);
for j=1:2
jg=elementos_fronteira(j+1);
B(i,[j j+2 j+41)=[ig jg igl;
%B(i,[j j+2 j+3 j+4]1)=[ig jg ig elementos_fronteira
(8-i)1;
end

end

end
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Cédigo-fonte 7 — rotina para montar as torres matrizes

function [M2]=EIFFL II JJ(elemento) %function [M]=front (el,
elem)
M2=zeros (3,6) ;
for i=1:3
ig=elemento (i) ;
for j=1:3
jg=elemento (j);
M2(i,[j j+31)=[ig jgl;
end
end

end

Cddigo-fonte 8 — rotina submatrizes de rigidez para os trés nos de referéncia

%submatriz22
clear all

clc

syms ksi eta
mli=[ksi 1-ksil;
m2=ml’;
m=[1;0;-1];
m3=[ksi; 1-ksil;

r=[0; 1; -1];%vertor com os resultados das derivadas em

rela o a

a=0; b=1-ksi; c¢c=0; d=1;
A=zeros (3); B=zeros(3); C=zeros(3); D=zeros(3); E=zeros(2);
F=zeros (2,1);
%dphij _dphi_i
for i=1:3
for j=1:3
f=m(i) .*m(j)’;
g=(int (int (f,eta,a,b) ,ksi,c,d));
A(i,j)=g;
end
end
% montando a matriz
for i=1:3




25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

APENDICE A. Cédigos Implementados em Matlab

118

for j=1:3
f=r(i) .*m(j)’;
g=(int (int (f,eta,a,b) ,ksi,c,d));
B(i,j)=g;
end

end

smontando a matriz dphiieta/dphipsij
for i=1:3
for j=1:3
f=m(i) .*xr(j)’;
g=(int (int (f,eta,a,b) ,ksi,c,d));
C(i,jl=g;

end
end
%dphiieta_dphijeta
for i=1:3
for j=1:3
f=r(i) .*xr(j)’;
g=(int (int (f,eta,a,b) ,ksi,c,d));
D(i,j)=g;
end

end

for i=1:2
for j=1:2
f=m1(i)*m2(j);
gl=(int (f ,ksi,a,d));
E(i,j)=gl;
end
end
for i=1:2
f=m3(1i);
g2=(int (f ,ksi,a,d));
F(i)=g2;
end

format rat
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Coédigo-fonte 9 — rotina submatrizes de rigidez: fronteira

%h%%hhsubmatriz elementos fronteira%hhk
clear all
clc
A=zeros (2);
B=zeros (2,1);
syms zeta
J=sqrt (172+072); % jacobiano na fronteira
m=[zeta 1-zetal];
r=[zeta 1-zetal;
for i=1:2
for j=1:2
f=m(i)*m(j);
A(i,j)= J*int(£f,0,1);
end
end
for i=1:2
f=m(i)
B(i)=int (£,0,1);
end
format rat
A
B

Cdédigo-fonte 10 — Subrotina Enchimento de Matrizes

function [M11]=MATMP (ke,elemento,coordenada,phii_phij,
dfipsi_dfipsi

,dfijpsi_dfieta ,dfieta_dfipsi,dfijeta_dfieta,dphipsij_phii,

dphijeta_phii)

COORD=[coordenada(elemento(ke,1) ,:);%coordenadas (elementos (ke

»1),2);
coordenada (elemento (ke ,2) ,:); %coordenadas (elementos (ke
»2) ,2);

coordenada (elemento (ke ,3) ,:)];

JTE=[COORD(1,1)-COORD(3,1) COORD(1,2)-COORD(3,2) ;...
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%t

COORD(2,1) -COORD (3,1) COORD (2,2) -COORD (3,2)1];

ransposta da jacobiana

dett=det (JTE) ;

T

E=1i

RR=

E=(1/dett)*[JTE(2,2) -JTE(1,2); -JTE(2,1) JTE(1,1)1];

nv (JTE) ;% inversa da Jacobiana

abs (dett); % se precisar usar

%SAIDA=zeros (3,9 ,ke);

M11
hM1

for

=zeros (3,12);
=zeros (3,9);
i=1:3
hig=elemento (i) ;
for j=1:3
% jg=elemento(j);
LN=[dfipsi_dfipsi(i,j) dfijpsi_dfieta(i,j);...
dfieta_dfipsi(i,j) dfijeta_dfieta(i,j)];
%phi_phijj_global
phii_phijj_global=RR*phii_phij(i,j);%%% fij_fi_global
%dphix_dphix_global
dphix_dphix_global= RR*(E(1,:))*LN*x(E(1,:)’);
dphiy_dphiy_global=RR*E(2,:)*LN*E(2,:)’;

%hdphix_dphiy_global=RR*E(1,:)*LN*xE(2,:)’;
%dphiy_dphix_global=RR*E(2,:)*LN*E(1,:)’;

%%%hdphij_phi e dphieta_phi %%%h%%%%h%
dphix_phii_global= RR*E(1,:)*[dphipsij_phii(i,j);

dphijeta_phii(i,j)]1;

dphiy_phii_global= RR*E(2,:)*[dphipsij_phii(i,]j);

dphijeta_phii(i,j)]1;

p = dphix_dphix_global+dphiy_dphiy_global;

%hgradiente das phii_phij

M11(i,[j j+3 j+6 j+9]1)=[phii_phijj_global p

dphix_phii_global dphiy_phii_globall;

end

end
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end

Cdédigo-fonte 11 — Subrotina teta variando no tempo

hcheia 16 de mar o e a estiagem 18 de setembro
al=(tetamaxl+tetaminl)/2; bl=(tetamaxl-tetaminl)/2;
a2=(tetamax2+tetamin2)/2; b2=(tetamax2-tetamin2)/2;
c=(2*pixdt) /365;
% it=7300%*5;
% ite=0;
% parfor ii=1:it
tetaco2=al+bl*cos(c*it-(datamax)/c);
tetaem2=a2+b2*cos (c*xit-(datamax)/c) ;
% end
% ite=[ite;iil];
A ite (1)=[1;

tetaco =(tetacol+tetaco2)/2;

tetaem =(tetaeml+tetaem2)/2;
YA plot (1:it,tetl)

end

% tetamax2=48e-5;%%% entrada dos rios
% tetamin2=24e-5;%%% entrada dos rios
b b hhthhhhhhhhteta para emiss rios%hhhhhh
% tetamax1=24e-5;%%% entrada dos rios

% tetaminl=12e-5;%%% entrada dos rios

% dt=0.05;

% datamax=76;

% it=7300;

% [tetl,tet2]=theta(tetaminl ,tetamaxl,tetamin?2, ...
% tetamax?2 ,datamax ,it,dt)

yA plot (1:it,tetl)

A xlabel(’itera o /ciclo anual’)

yA ylabel(’M nimo e M ximo para teta’)

T hold on

A plot(1:it,tet2)

% hhhhhtetapara rios

% tetamax2=48e-5;%%% entrada dos rios

% tetamin2=24e-5;%%% entrada dos rios

b hhhthhhhhhhteta para emiss rioshhthhhh
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h
b
h
h
b
h
h

tetamax1=24e-5;%%% entrada dos rios
tetaminl=12e-5;%%% entrada dos rios
dt=0.05;
datamax=76;
it=7300%5
[tetaco ,tetaem]=theta(tetaminl , tetamaxl ,tetamin2, ...
tetamax?2 ,datamax ,it,dt)
plot(1:it,tetal)
hold on
plot(1l:it,teta?2)
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ANEXO A - Documento oficial

DEFESA CIVIL

PREFEITURA DE

=== IMPERATRIZ

ESTADO DO MARANHAO IMPERATRIZ
PREFEITURA DE IMPERATRIZ
Secretaria Municipal de Infraestrutura e Servigos Publicos
Coordenadoria Municipal de Defesa Civil - COMDEC.

COMPARATIVO ENTRE OS ANOS 2016 A 2020 (VAZAO E NIVEL)

VAZAO E NIVEL MAXIMA E MINIMA 2020
MAX ‘ DIA MIN 2019 DIA. MAX DIA MIN

29 5.342,51 B 1.131,38 2,81m | 20| -1,59m
6.062,16 2.709,38 385m | 24| 0,77m
13.119,16 4.286,93 620m | 2| 142m
11.415,35 3.273,02 sem dados sem dados
6 3.937,64 24 1.380,13 sem dados sem dados

i 2.792,85 14 1.341,88 sem dados sem dados

i 1.478,47 29 965,4 sem dados sem dados

16 1.292,53 i 965,27 sem dados sem dados
29 2.007,77 17 936,6 sem dados sem dados
30 2.024,08 18 1.143,99 sem dados sem dados
20 4.262,58 28 1.153,17 21 1,95 | 30| -1,54 I
438531 1.290,69 27| 207 [o7] 094 |

VAZAO E NIVEL MAXIMA E MINIMA 2019
2019 DIA MAX

3560,66 m*/s| 27| 1068,59 m?/s|
14[4636,33 m*/s| 3 | 940,92 m*/s
29[ 6460,51 m*/s| 2 | 2247,36 m’/s|
8 | 7258,79 m*/s| 28] 2853,63 m*/s|
2 [2912,41 m?/s| 5 [1382,74 m¥/s]
3 [2101,78 m¥/s[ 27[ 1290,90 m*/s]
2

6

1225,66 m*/s| 22| 842,38 m¥/s
974,47 m/s | 23| 804,01 m*/s
27 1893,95 m*/s| 14| 866,66 m*/s
18| 3130,18 m¥/s| 12| 1176,60 m?/s|
14| 2886,84 m*/s| 20| 937,59 m*/s
3385,12 m¥/s| 21[1219,62 m*/s|

VAZAOE NI 1A 2018

4032,85 m¥/s | 14 | 1120,42 m?/s|
8 [11993,31 m¥/q 4 [2212,38m?/s
28| 9846,17 m?/s | 10 [ 4576,89 m¥/s|
30 | 8969,75 m?/s| 13 [ 2643,50 m*/s|
10 | 2759,49 m*/s | 31| 876,09 m¥/s
3 | 217912 m*/s| 5 | 1097,96 m¥/s|
2 | 1248,74 m¥/s| 27| 900,82 m*/s
2 | 1247,97 m¥/s| 27| 900,22 m*/s
3 | 1732,22m%/s| 9 | 900,82 m*/s
18 | 3130,18 m*/s [ 12 | 1176,60 m*/s|
25 | 3378,78 m*/s| 3 |1170,36 m*/s|
6102,20 m*/s | 25 | 1387,41 m?/s|

3208,88 m?/s| 972,42 m*/s
5043,88 m*/s| 13 1664,46 m*/s|
19] 5435,50 m¥/s[ 31| 1734,38 m/s|
8 | 5915,88 m/s| 30
4 | 2549,92 m?/s| 21| 1145,25 m*/s|
S | 1464,58 /s 3 | 968,46 /s
10| 1038,50 m*/s| 25| 809,42 m*/s
2 | 838,58 m?/s | 31| 753,25 m¥/s
24| 764,92 m*/s | 30| 750,44 m*/s
19| 763,04 m*/s | 29 750,42 m*/s
18 2079,00m¥/s| 1 [ 755,42 m¥/s
4416,21 m*/s| 995,91 m*/s

726m | 5| 1,12m
641m | 8 | 2,86m
59m | 30[ 099m
1] 040m [31] -1,71m
067m| 1] -205m
3| -1,78m ]| 28] -235m
1,61m | 14| -2,38m
1,6m | 10] -232m
-058m | 1] -232m
162m | 5| -1,8m
349m [ 3 [ -068m

VAZAO E NIVEL MAXIMA E MINIMA 2016
MAX DIA  MIN 2018 DIA
13047,00 m*/s| 28 | 1145,75 m*/s|
9769,29 m*/s| 14 [ 2097,96 m*/s| 14[ -007m
23 [ 4824,46 m*/s| 6 [1731,96 m’/s 5| -076m
1 | 3273,54 m¥/s| 23[1051,17 m¥/s| 24| 1,71m
16 | 1870,71 m*/s| 29[ 1052,00 m/s| 30 1,79 m
1 | 1673,92 m¥/s| 12 [ 1047,42 m¥/s| 12 -1,83m
1134,13m*/s| 4 | 1096,44 m*/s 2| 1,78m
1526,00 m*/s 1094,88 m?/s

DEVIDO AS VAZOES DE 744,00 M?
PROVINDAS DA HIDRELETRICA DE

0| 21| 2404,83 m¥/s 214m ESTREITO OBTIVEMOS UMA BAIXA MUITO

b=l 20 3093,08 m¥/s| 24 [ 1158,99 m¥/s| -196m |

SIGNIFICATIVA COMO MOSTRA NO
QUADRO.

Rua Rafael de Aimeida Ribeiro, N° 600
Bairro Sao Salvador - CEP: 65916-193 Imperatriz — Ma
hitp://www.i iz.ma.go\ i (99) 99138-9544 / (99) 99152-9002

Figura A.1 — Documento Defesa Civil de Imperatriz: vazao e nivel
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