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"Where do I heal when the river runs dry?
How do I sweeten the bitter?

A word decides our fate

And our silence condemns

Would you give us what is left of your time?
Give yourself up for the others?

The choices are our own

But the failure we’ll share"

(Soen - Illusion, 2021)



Resumo

Nesta dissertacao de Mestrado abordaremos as equacoes de Euler n-dimensionais com
condic¢ao inicial vy, para n > 2. Estas modelam fluxos de fluidos incompressiveis e inviscidos.
Estudaremos uma abordagem feita sobre os espagos de Besov ndo-homogéneos B, , obtendo
resultados no espaco X das funcoes continuas Besov valoradas. Mostraremos critérios na
escolha dos valores p, ¢, s e de magnitude temporal T' > 0 sob quais é possivel demonstrar
a existéncia e unicidade da solucao das equagoes de Euler, além de condigoes para o
blow-up destas solu¢des. Como consequéncia, serd possivel demonstrar a existéncia e
unicidade globalmente no tempo das solugoes das equacoes de Euler no caso n = 2, com
condicao inicial vy satisfazendo divwvg = 0. Tais resultados sdo obtidos via um método
iterativo, estimativas do comutador, do produto, fluxos que preservam volume, entre outros

ingredientes, no contexto dos espagos de Besov. Este trabalho é baseado no artigo [7].

Palavras-chave: Equacgoes de Euler; Existéncia; Unicidade; Blow-up; Espagos de Besov.



Abstract

In this Master dissertation we consider the n-dimensional Euler equations with initial
condition vy, for n > 2. These equations model incompressible and inviscid fluid flows. We
study an approach in non-homogeneous Besov spaces B, ,, obtaining results in the space
X7 of the time-continuous functions valued in suitable Besov spaces. Conditions on the
indexes p, ¢, s and time 7" > 0 are given in order to obtain the existence and uniqueness
of solutions, as well as conditions for the blow-up of solutions. As a consequence, it is
possible to show the global-in-time existence and uniqueness of solutions for the Euler
equations in the case n = 2, with initial condition vy satisfying divvg = 0. Such results are
obtained via an iterative method, commutator and product estimates, volume-preserving
flow map, among other ingredients, in the context of Besov spaces. This work is based on

the article [7].

Keywords: Euler Equations; Existence; Uniqueness; Blow-up; Besov Spaces.
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Introducao

Neste trabalho estamos interessados nas equacoes de Euler. Estas descrevem a
evolucao da velocidade e da pressao de fluidos inviscidos preenchendo o espago R", sendo
que no nosso estudo consideramos o caso em que temos um fluxo incompressivel. Estas

sao um sistema de equacgoes e as representaremos como

o+ (v-V)v=—-Vp, (x,t)eR" x (0,0), (1)
divv(t) =0, (z,t) e R" x (0,00), (2)
v(z,0) = vo(x), xeR" (3)

onde = € R" é a varidvel espacial, t € (0,00) é a variavel temporal, p(x,t) é a pressao
exercida sobre o fluido e v(z,t) é a velocidade do fluido no instante ¢ e localiza¢ao z. O
termo ;v na equagao (1) representa a aceleragao do fluido. J& (v - V)v é chamado de
convecgao e representa o termo nao linear nas equacoes de Euler. O campo Vp é chamado
de fluxo da pressao e descreve a direcao na qual a pressao aumenta mais rapidamente.
A condicao div v(t) = 0 presente na equacao (2) denota a incompressibilidade do fluido,
enquanto a fungao vy na equacao (3) é a condigao inicial da velocidade. Em [8] é apresentada

uma construgdo que leva ao sistema (1)-(3) a partir do fluxo de uma particula de um

fluido.

Em relacao a existéncia e unicidade de solugoes das equagoes de Euler é possivel
fazer uma andlise local no tempo, ou seja, limitar a variacao de ¢ para intervalos do tipo
(0,T], com T'> 0 conveniente. Em 1970, Kato mostrou em [16] a existéncia e unicidade
local no tempo de solucdo no espaco C([0,T], H™(R?)), ou seja, fungdes continuas no
tempo com valores no espaco de Sobolev H™(R?). Posteriormente, Temam levou, em
[25], tal resultado para um dominio limitado Q2 = R* ao considerar o espaco H™(Q) e
o estendeu para o espaco de Sobolev W™P(§2) em [26]. Destacamos também o realizado

n
por Kato e Ponce em [17], onde foi mostrado que quando s > — + 1 é possivel garantir a
existéncia local no tempo no espaco de Sobolev W*P(R") = (1 — A)~2 LP(R™).
Estudaremos uma abordagem das equagoes de Euler considerando os espacos
de Besov nao-homogéneos B, . Segundo [27], estes espagos sao atribuidos a J. Peetre (veja
22]) e formam um subespago do espago das distribui¢oes temperadas S’. A caracterizacao
de elementos v € B, se d4 por meio da finitude de uma certa quantidade |v[ps . A

s, fornece uma medida ponderada das contribuigoes de localizagoes em

grosso modo, ||
frequéncia de v, via os parametros de regularidade s, de integrabilidade p e de aditividade
g. Tal quantidade é de fato uma norma nos espacos de Besov e induz uma topologia na

qual este ¢ um espaco de Banach.
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Uma andlise importante no contexto das solucoes para certas equacoes em
espacos de Besov sao os critérios de blow-up, pois via eles pode-se saber se solugoes,
satisfazendo certas condigoes, sao globais ou nao. De fato, a natureza de blow-up neste caso
refere-se a existéncia de um instante ¢, onde, essencialmente, a norma no espaco de Besov
da solugao tende a infinito quando o tempo ¢ se aproxima de ¢,. Como a caracterizacao
dos elementos do espaco de Besov se da por meio da limitacao de tal norma, entao dada
nossa equacao, algum tipo de caracterizacao do blow-up via controle de normas adequadas
da solugao garante a sua existéncia em todo instante. Apresentamos, como exemplo, as
condigoes dadas em [3] por Beale, Kato e Madja. Estas garantem que tendo um dado

inicial vo € H™(R"), sendo w = curlv a vorticidade do fluxo, temos que

T
limsup [o(t)sm = 0 > j Jeo(8) = dt = 0.
t T 0

Os resultados apresentados neste trabalho serdo também sobre existéncia e
unicidade de solugoes para as equagoes de Euler, além de critérios para o blow-up destas
solugoes. Dedicamos o Capitulo 1 a apresentagao de elementos de natureza preliminar
que serao utilizados durante o texto. Definiremos o espago S das fungoes de Schwartz
assim como as ferramentas relacionadas a Analise de Fourier em tal espaco, tais como
convolugao e transformada de Fourier. Serd portanto assumido o conhecimento de certos
topicos de Analise Funcional e de Teoria da Medida; para mais detalhes sobre estes
temas, recomendam-se [2], [13]. Abordaremos posteriormente o espago das distribui¢oes
temperadas S’, no qual poderemos generalizar alguns dos conceitos vistos no contexto
do espaco S. Passamos a enunciar o Teorema de Mihlin relacionado a multipliers e a
nocao de Operadores Integrais Singulares, dentre os quais destacamos a transformada de
Riesz. Completamos o capitulo definindo os espacos de Besov homogéneos B;q com s € R
e os espagos de Besov nao-homogéneos B, , com s > 0, além de algumas propriedades

importantes destes espagos.

O objetivo do Capitulo 2 consiste em exibirmos os resultados do artigo [7]
de Chae, que foi a principal referéncia deste trabalho. Demonstraremos a existéncia e
unicidade local no tempo de solugoes para o problema (1)-(3) no contexto das fungoes
continuas no tempo Besov valoradas, mais particularmente no espaco C([0,7]; B; ), com
certas condigoes sobre os parametros s, p, ¢. Mostraremos também hipdteses sob as quais
é possivel garantir caracterizacoes, dadas em funcao da vorticidade w do fluxo, para o
blow-up das solug¢oes para algum tempo 77 > T'. Este critério de blow-up ¢é para o fluxo

n
na norma do espago de Besov B,  com s > — +1, pe (1,%), g € [1,90], chamado de caso
’ p

frs 2+1 " ;
super critico; e para o fluxo em B, , com p € (1, 90), chamado de caso critico. Concluimos
o capitulo apresentando um corolario da existéncia e unicidade de solucoes e do caso super
critico para o blow-up, que garante a existéncia e unicidade de solu¢oes das equacoes de

Euler no espago C([0, %), B, ) quando n = 2, s > g +1,pe (1,:), g € [1,0]; em outras
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palavras, obtém-se uma solucao global no tempo, o que pode ser lido como a persisténcia

global da regularidade inicial.

O Capitulo 3 esta reservado as consideracoes finais, onde comentamos sobre
resultados e trabalhos com certo grau de proximidade com o apresentado nesta dissertagao
e que, assim como o artigo [7], servem como motivagao e ponto de partida para estudos

futuros.
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1 Preliminares

Este capitulo tem como objetivo principal definir e enunciar propriedades do
espaco S’ das distribuicoes temperadas, dos Operadores Integrais Singulares e definir os
Espagos de Besov denotados por By . Para isto ser feito apropriadamente, serd necessario
fazer certa construcao de elementos que formam a base dos conceitos citados. Dividiremos
assim o capitulo em cinco se¢oes, encarregadas de apresentar tais elementos. Na primeira
secdo apresentaremos o espaco S das fungoes de Schwartz. Iremos também apresentar as
defini¢oes de convolugao entre fungoes de Schwartz e de transformada de Fourier assim como
resultados importantes para nosso trabalho. Passamos a definir o espaco das distribui¢oes
temperadas denotado por &', definiremos a nocao de convolucao e transformada de Fourier
também nesse contexto, assim como serd apresentada a nog¢ao na qual consideramos a
norma LP de uma distribuicdo temperada. Dedicamos a terceira secao a definicdo do
espago dos multiplicadores de Fourier, do inglés Fourier multipliers, M,(R") e a enunciar
o Teorema de Multipliers de Mihlin. Na quarta se¢do poderemos entao definir o conceito
de Operadores Integrais Singulares e de transformada de Riesz. Concluimos o capitulo
definindo os espacos de Besov B’ e mostrando propriedades relacionadas que serdo

P
interessantes para o presente trabalho.

1.1 Espaco das Funcées de Schwartz

Dedicamos esta se¢do a apresentacao do espago das fungoes de Schwartz e das
propriedades de tal espaco que foram utilizadas no decorrer do trabalho. Usamos como

referéncia [13] a menos de onde mencionado.

Inicialmente fixaremos certa notagao para derivadas.

Definigao 1.1.1. Seja o um multiindice. Dada f € C*(R™) definimos

(67 _ a1 Yoo Q.
0f = o7ros? . ..o f.
n
Considerando agora x = (1, ...,x,) € R", pomos z := H:cf“
=1

O primeiro dos elementos a serem definidos serao as fungoes de Schwartz ou
fungoes teste. Estas sdo fungoes definidas em R", infinitamente diferenciaveis e estas,
assim como suas derivadas parciais se anulam no infinito mais rapidamente que qualquer

poténcia de |z|. Definimos isto formalmente da seguinte maneira.



Capitulo 1. Preliminares 16

Definicao 1.1.2 (Espagco das Fungoes de Schwartz). Dados um multiindice o € Ny, N € Z

e uma funcao f, escrevemos
S={feC”||flna <, paracada N, a},

onde
Il vey = Sel%g(l + |z)¥]0 f ().

Munimos S com a topologia mais fraca que torna as fungoes | - |(n.a) continuas para cada
a, N.

Serd usada a notac¢ao LP como mencgao ao espago LP(R"), salvo quando desta-

cado que o dominio nao é mais R".

Observagao 1.1.3. Conforme [24, p. 44/, temos que S = LP. Se adicionalmente p € [1,0),
é possivel mostrar que S é denso em LP (ver [13, p. 237]).

Com esta consideragao alguns dos resultados deste capitulo serao dados em
termos dos espacos L”, mas podem ser entendidos ou mesmo mostrados no contexto do

espago S.

Observagao 1.1.4. Consideraremos, em geral, fungoes f = (f1,..., fn) : R" x (0,00) — R"
de tal forma que f; € S(R™) para cada i € {1,....,n} et € (0,00). Escreveremos f € S(R"),
mesmo [ tendo imagem em R", ficando subentendida a definicdo de f ao saber o seu

contradominio.

No mesmo sentido da observagao acima iremos determinar como consideraremos

a norma L de fungoes com contradominio em R".

Definig¢ao 1.1.5. Dada f = (f1, ..., fn) € S definimos

|ﬂ=(gﬁ)2

1o = ([ 1P o)

Contudo, de maneira andloga a demonstracio da equivaléncia de normas em R"™ temos que

Quando 1 < p < 00 pomos

n

| £lee ~ X filleo-

i=1

Por outro lado, definimos

n

£l = " il

i=1
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A seguir enunciaremos propriedades tteis referentes aos espacos L? e [P.

Lema 1.1.6 (Desigualdade de Minkowski em L?). Considerando p € [1,0), f, g € L?,

temos que
If +glee < IFlze + lg]cr-

Tal resultado pode ser adaptado para o contexto das sequéncias em [ ao
considerar, para cada (x,)nen & fungio f = TpX[nn+1], com n € N. Obtém-se dessa maneira

0 seguinte:

Corolario 1.1.7 (Desigualdade de Minkowski em (?). Considerando duas sequéncias

T = (Tp)nen; ¥ = (Yn)nen € 1P, temos que
|z + ylw < |zl + |yl
Duas propriedades fundamentais para a realizagado de estimativas nos espagos
L? sao a desigualdade de Holder e a desigualdade de Holder generalizada. Com estas

podemos, sob certas circunstancias, majorar o calculo da norma do produto de duas

funcgoes, pelo produto das normas de cada uma destas fungoes.

Lema 1.1.8 (Desigualdade de Holder). Sejam p € (1,0) e p, ¢ conjugados, ou seja,

1 1
—4+-=1.8 felPege L entio fge L' e
p q

[ £gler < | flleel flze,
Lema 1.1.9 (Desigualdade de Holder Generalizada). Sejam f e LP(R"), g € LY(R") com

1 1 ~ T n
Lspgrsoe 4o = Entao fge L'(R") e[ fglcr <|flcrlglze-
. _ D __q 11 : .
Demonstra¢io. Comop == >1,g=—->1e — + — = 1, da desigualdade de Holder,
r r D Q

obtemos que

[fglzr = 179" |l < 1 elg" ez = 1 F e llglze < oo,
o que conclui a demonstragao.

]

Mais adiante, definiremos um certo tipo de operador no espaco & que age
realizando a operagdo convolucao entre duas fungoes em S. Definimos para tanto a

convolugao da seguinte maneira.

Definigao 1.1.10 (Convolucao). Dadas f, g € S(R"), a convolugio f =g entre f e g €
dada pela fungdo

(f*g)(z) = N f(x—y)g(y) dy.
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A proposicdo a seguir mostra que no nosso contexto, a saber o espago das
fungoes de Schwartz, a convolucao esta bem definida. Tal resultado pode ser encontrado
em [13, p. 233] e [14, p. 107].

Proposicao 1.1.11. Considerando f, g€ S, temos que f+ge S.
Iremos agora enunciar certas propriedades relacionadas ao conceito de convolu-

¢ao no espago das fungoes de Schwartz S.

Proposicao 1.1.12. Sejam f, g, he L' eie {1,...,n}. Entdo

(1) f+9=g=f;

(2) (f=g)xh=fx(g=h)

(8) supp(f +g) < supp f + suppg := {z +y|x € supp f, y € supp f};

(4) Supondo agora que f,g€ S, temos que 0;g € limitado e O;(f * g) = f * 0;g.

Demonstragoes de tais propriedades podem ser vistas em [13, p. 231-233] e [14,
p. 107).

As proximas duas proposicoes sdo as chamadas desigualdade de Young e
desigualdade de Young generalizada, as quais nos mostram o bom comportamento da
convolugao em LP. Estas, de fato, cumprem um papel muito importante ao estabelecer
estimativas pois permitem separar, sob certas condigoes, a norma de uma convolugao
entre duas fungdes em um produto das normas de cada umas destas fungdes. Seguimos o

realizado em [13, p. 232].

Proposicao 1.1.13 (Desigualdade de Young). Se fe L' e ge LP, com 1 < p < o, entdo
(f = g)(x) existe para quase todo z, f=ge L e |f =gl < |f[llg]re.

Demonstragao. Definindo

pla,t) = [f(H)glx = 1),

segue que

Lirsoral |

[ st dx]l

k. |
[ (o ow o]
RO

N
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Entao pela desigualdade de Minkowski para integrais (Proposigao A.0.1, p. 83)

1

[ fRn 1 * 9@ dx]; < J:Rn ( f Tl )P dx)p dt
- ( | 1rtwgta —t>\de)’1’ a
-1 |f(t)( | |g<xt>|pdx)’l’dt

r

= | [f@)llglzr dt

Rn

= [flztlglze < oo,
o que conclui a demonstragao.

]

Proposigao 1.1.14 (Desigualdade de Young Generalizada). Se p, ¢, r € [1, 0] satisfazem
a iqualdade

1 1 1
S =C 41, (1.1)
poq T

e fel? ge Ll entao f+ge L" e podemos utilizar a desigualdade
1f = gller < [ flzellglza-
Lema 1.1.15. Sejam p € [1,+x], f € LP(R") e p € L'(R™) satisfazendo
J o(x) der = a.
Considerando para cada t > 0 a funcao ¢, de tal forma que
pr(r) = t"p(t ), (1.2)
temos que
lim f+ p; = agp, (1.3)
na norma de LP(R").
Em conformidade com [7, p. 341], definimos a transformada de Fourier a seguir.

Defini¢ao 1.1.16 (Transformada de Fourier). Dada f € S definimos a transformada de

Foum’erf de tal maneira que
A 1

[ = =% (x)e™* dr.
(27T) 2 Jrn
Consideramos também a transformada inversa de Fourier de f, denotada por f, como
sendo
o 1 )
&) = o=m | fl2)e™ da,
(27'(') 2 Jrn
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Proposigao 1.1.17. A transformada de Fourier e a transformada inversa de Fourier sao

aplicagoes continuas de S em S.

Tal resultado é apresentado em [24, p 66].

Lema 1.1.18. Sejam f, g € S. Definimos f € S de tal forma que para cada x € R™,
f(z) = f(=z). Entdo

o~ -

(@) = o.

Isto segue da mudanca de variaveis sob o sinal de integracao.

Demonstraremos a seguir propriedades importantes relativas a transformada
de Fourier nos espacos L'. Dados f € L', y € R" denotamos por fY € L' a funcdo que

cada z € R" associa

fUx) = f(z —y).

Proposicao 1.1.19. Considerando f,ge L* e j e {1,...,n}, as sequintes propriedades sio

validas:
(1) Temos que
(F)(&) = e (&)

Além disso, considerando h(x) = ¢“" f(x), para cada n e R"

A~ A

h(€) = (F)"(&);

(2) (f=9)(€) = 2m)E(f 9)©);

(3) Se adicionalmente tivermos xf € L*, entdo

~

0;(F)(€) = (— iz f(=)) (€);

(4) Se feC" além de que 0;f € L', garante-se que

Demonstragio. (1) Veja que

Y\ () 1 —iz€ fy _ e e —i(z—y)¢ _
(PO = g | P = G | ey
= e f(e).

Similarmente, obtemos que (&) = (f)"(€).
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(2) Por meio do Teorema de Fubini (ver [13, p. 232]) segue que

(3) Neste caso temos
516 = o | S = —
(2m)2 Jgn *
= (—iz;f(2))(6).

(4) Como f e L' temos que quando |£| — o, f(x) — 0, desta forma pela férmula de

integracao por partes

) L i = &) f(x)e ™ dx
@I = Gz | @t e = ot | (ig) e
ij —ix i F

]

Observagao 1.1.20. De maneira similar ao realizado no item (2), é possivel demonstrar

que

(f+9)(€) = (2m)2 f(£)g().

Como consequéncia disto, temos que

(f-9)=(2m)3f =3

Proposicao 1.1.21. Supondo que a > 0, quando f(x) = e~ temos que

f€) = a t exp (— 2<'§'7T))

Para a demonstracao de tal proposicao é necessario fazer uma pequena alteragao nas contas
feitas em [13, p. 242], devido & constante (27)~2 na definicio adotada para a transformada
de Fourier.

Dada uma funcao f € L' nao é imediata a relacio entre a definicdo e a denotacao
dados a transformada inversa de Fourier. A proxima proposicao mostra que de fato essa
nomenclatura é coerente. Para a demonstracao disto usamos o Lema 1.1.15 e as Proposic¢oes
1.1.19, 1.1.21 no nosso contexto e fazemos as devidas alteracoes seguindo o realizado em

13, p. 224].
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Proposi¢io 1.1.22 (Teorema da Inversio de Fourier). Se f e L' ¢ felL' entio

~ ~

Fy=r=), atp.-

Observacao 1.1.23. Quando f € S, a igualdade acima vale para todo ponto. De fato,

o~

temos que f € L' e f e L', logo as iqualdades (f)vz f = (f) valem q.t.p. pela proposicio

~ o~

A~

acima. Adicionalmente f, (f), e (f) sdo continuas, entio (f) = f = (f) em todo ponto.

A~

Assim, em virtude da Proposiciao 1.1.17, obtemos que a transformada de Fourier *: S — S

¢ um homeomorfismo.

1.2 Espaco das Distribuicées Temperadas

A nocao de distribui¢oes em geral busca de certa maneira generalizar o conceito
de fungao. Veremos como isto é feito no nosso contexto, a saber, tendo como base o espago

das fungoes de Schwartz. As seguintes definigoes estao presentes em [13, p. 258-260].

Definigao 1.2.1 (Espaco das Distribui¢oes Temperadas). Denotamos por S’ e chamamos

de espaco das distribuicoes temperadas o espaco dual de S. Em outras palavras,
S :={F:8— C| F € linear e continuo}.

Munimos S com a topologia fraca-+. Dados F € 8', ¢ € S escrevemos indistintamente
F(p) ou (F,p).

Podemos definir a convolucao entre um elemento em S’ e um elemento em S
assim como definir a transformada de Fourier para o contexto do espaco das distribuicoes
temperadas S’. Faremos isso a seguir levando em conta [13, p. 259-260]. Como referéncia

também consideramos [24, p. 62].

Definig¢ao 1.2.2. Sejam feS epe S.
(1) Definimos o produto fo € 8" por
fosby =, o), VeS8, (1.4)

(2) Definimos a convolugao f + @ entre f e p como

(fro)={fih=@), VipeS, (1.5)
onde para cada x € R", ¢(x) := p(—x);

(3) Em decorréncia da integragao por partes, considerando um multiindice o, definimos

(@ f, 0y = (=1)ll(f 0%, Yy e S, (1.6)
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(4) A transformada de Foum’erf de f € considerada de tal forma que

(foy = (f), W es. (1.7)

Além disso, pomos f = (f)

Veja que, com efeito, temos por meio do Lema 1.1.18, p. 20 que

~~

(P ={N].e>=LF . (@) >=(f 0> =L, 0, (1.8)

consequentemente ( f ) =f.

Do fato de que em (1.4) temos que ¢y € S, a continuidade do operador fip é
induzida pelo segundo membro de (1.4). Portanto, f¢ estd bem definido como sendo uma
distribuicao temperada. Um raciocinio andlogo nos leva as mesmas conclusoes sobre os
itens (1.5), (1.6), (1.7) da defini¢do acima.

Proposigao 1.2.3. Considerando f € S' e g€ S, temos que
(f+g)=(2m)%f 4.

Demonstracio. Sejam ¢ € S arbitraria e f € §’, g € S. Tal como exposto na Defini¢ao

1.2.2 segue que

o~

(f*g)p)=Lf*9,¢)

Logo pela Observacgao 1.1.20, p. 21 e novamente o Lema 1.1.18

(f*9)p)=(f 000 =<f,2m) 2e-(9)]) = 2m)"3(f, - 7)
= 2m) ¥ fop- ) =(2m)7Ef - 5,0

~ ~ ~
A

A

Pela arbitrariedade da escolha de ¢, concluimos a igualdade (f = g)Az 2m) 3 f - 4.

Similarmente podemos mostrar que

~

(f-g)=(2n)

B

fea (1.9)

Constatamos a partir das propriedades expostas sobre o espaco S’ das distri-

buicoes temperadas que ha analogos para os resultados expostos na Sec¢ao 1.1 no contexto

de S'.

Para cada f € LP(R") é possivel associar certa distribuicao temperada Fj.
Como veremos, ao fazer isto estamos tacitamente considerando um subespaco de S8’ que é

caracterizavel como o LP(R").
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Definigao 1.2.4. Dada f € LP(R"), com p € [1,0], definimos Fy € S'(R") de tal forma
que para cada p € S(R"),

Fi(p) =(Fr, ) = N F(z)p(x) d.

Dizemos que Fy é a distribuicio temperada associada a f.
Proposicao 1.2.5. A aplicacio

F:IP(R") - S'(RY)
[ = F

¢ continua e injetiva.

Tais defini¢do e proposicao sdo enunciadas (e demonstrada no caso desta 1l-
tima) em [24, p. 51]. A Proposi¢ao 1.2.5 mostra a importancia do estudo das distribuigoes
temperadas com relacao ao seu ferramentario disponivel. Visto que ha uma inclusao conti-
nua de LP em S’ (consequentemente uma inclusao continua de S em §’), as distribuigoes
temperadas generalizam as fungoes LP e de Schwartz no sentido da injetividade mencionada

na proposi¢io acima, ao mesmo passo que ganhamos propriedades ja existentes em S'.

Definigao 1.2.6. Considerando f € S(R"), g € LP(R"™), definimos a convolugio entre f e

a distribuicao temperada Fy associada a g de tal forma que

(Fy = [)(x) = (9= [)(x).

Observagao 1.2.7. Seque da definicao acima que podemos reescrever a Proposicio 1.1.14
usando uma linguagem de distribuicoes temperadas. A saber, dados 1 < p,q,r < © tais
1 1 1
que —+ — — = =1, se fe LP(R"), g€ LYR") e Fy € S'(R") entdo
p q T

1Fy* glzr < || flzelgllze.

Em fungdo disto realizaremos certo abuso de notagio e para Fy € 8" associada a fungio

f e LP(R"), a norma em LP de Fy serd definida como

[Esllzr = [ flz»-

Desta maneira, usualmente consideraremos sem distingao f € S8’ e sua funcio de Schwartz

correspondente f e LP.

O Lema de Bernstein que enunciamos a seguir, encontrado em [10, p. 8|, é
de suma importancia pois dita condi¢oes sob as quais a norma em L? da derivada de
uma fungdo de Schwartz é equivalente a norma em L” de uma funcao de Schwartz. Como
extensao do Lema de Bernstein, os resultados mais particulares mostrados no Lema E.0.2,

p- 95, foram amplamente utilizados neste trabalho.
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Lema 1.2.8 (Lema de Bernstein). Seja f € LP, p € (0, 0] tal que para j € Z temos
supp [ = {£ e R" 2772 < [¢] < 27}
Dado uwm multiindice a,

[6% e ~ 27 £ o

Em outras palavras, existe uma constante positiva C dependente de o, p tal que

10° flre < C27V| flio, e
| Fllze < C2770)|0° £ .

O 1ltimo resultado desta secao mostra como ¢é possivel majorar a norma L*?
de uma funcao f € &', pela norma LP* de f, com p; < py. Para isto, é apenas requerido
que o suporte de f em varidveis de Fourier seja limitado. Este lema é demonstrado em [24,
p. 130].

Lema 1.2.9. Se0<p <py <o e feS8 €tal que suppf c B(0,R), R > 0, entao
11
£l < CR5752) £ o,

onde a constante C' > 0 é independente de f.

1.3 Resultados Relacionados a Multipliers

A seguir definiremos o espago dos multiplicadores de Fourier M,(R") (ou

apenas multipliers), de acordo com o realizado em [14, p. 155].

Definigao 1.3.1. Considerando p € [1,00), chamamos de espag¢o dos multiplicadores de
Fourier o espaco My(R™) formado pelas fun¢oes m limitadas em R"™ onde, para cada f € S,

o operador T}, definido de maneira que

Tn(f) = (fm),
é limitado em LP(R™). Chamamos a fung¢ao m de nicleo do operador T,,. Munimos M, (R")
com a norma | - | s, @) satisfazendo
Imlsy@ny = [Tl Lo Lo

Onde ||| r—r» € a norma de um operador de LP(R™) em LP(R"™), ou seja, dada T : LP — LP

I T er e = sup {T(f)] -
Iflp=1
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Com tal definicdo podemos enunciar o chamado Teorema de Multipliers de
Mihlin, que fornece uma condigao suficiente para a limitacao de um multipliers. Este

teorema estd presente em [14, p. 446].

Proposigao 1.3.2 (Teorema de Multipliers de Mihlin). Considere p € (1,00) e m como
sendo uma fungao compleza limitada em R™\{0}. Digamos adicionalmente que para cada
multiindice o satisfazendo

la| < [%] +1,

onde [z] € a parte inteira de x € R, valha a sequinte desigualdade
[0°m(€)| < Ale|™Iel.
Entao m € M,(R") e

[0 g, ey < Coomax{p, (p — 1) 7 H(A + [m] )

1.4 Operadores Integrais Singulares

Dedicaremos esta se¢ao a apresentacao de certas propriedades de operadores
chamados de Operadores Integrais Singulares, ou SIO’s em func¢ao do seu nome em inglés.
Tais operadores agem, a rigor, sobre o espaco L?(R™) e sdo limitados. Como toda funcio
de Schwartz estd em L?, as definicoes e propriedades decorrentes que serdo mencionadas
nesta secao se aplicam a S e por identificacao se aplicam as correspondentes distribuicoes

temperadas.

Seguindo o realizado em [24, p. 156], formalmente definimos os SIO’s da seguinte

maneira.

Definicao 1.4.1. (Operadores Integrais Singulares) Dizemos que um operador T linear
limitado em L*(R™) é um SIO se existe uma fung¢io K € C*(R™{0}) tal que valem as

sequintes propriedades:

(1) (Condigao de tamanho) Existe uma constante Cy > 0, tal que

[K ()| < Cilz|™, Vo e R™\{0},

(2) (Condig¢ao do Gradiente) Existe uma constante Cy > 0, tal que

[VE(2)] < Colx| ™™, Yo e R™\{0},

(8) Considerando f € L*(R™), para quase todo ponto x ¢ supp f,
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Dizemos que K ¢ o kernel integral de T.

Dada a natureza convolutéria, tais operadores também sao chamados na litera-

tura de operadores do tipo convolucao.

Um caso particular de SIO’s ao qual abordaremos sao as chamadas Transfor-

madas de Riesz n-dimensionais.

Definigao 1.4.2 (Transformada de Riesz). Considere j € {1,...,n}. A j-ésima transfor-
mada de Riesz é tal que o seu kernel integral é dado por

L
|JJ|”+1 ’

K(z) =
Ou seja, para cada f € L*

R - [ (@5 = 9) iy ay,

n |.I' _ y|n+1

As contas que garantem que a transformada de Riesz satisfaz as propriedades
(1), (2) de SIO sao diretas, para a argumentacao sobre (3) ver [14, p. 324] e [24, p. 157].

A seguir enunciamos uma caracterizagao para a transformada de Riesz. Tal

resultado estd presente em [14, p. 325].
Proposicao 1.4.3. Seja j € {1,...,n}. Dada f € S(R™) arbitrdria, temos que

zﬁy
€]

Com tal resultado é possivel demonstrar a seguinte propriedade que relaciona as

RN - (- f(f))( )

derivadas parciais duplas de uma funcao f € S as transformadas de Riesz e ao Laplaciano
de f.

Proposicao 1.4.4. Sejam j, ke {1,...n} e f €S, entao

836kf(x) = —RijAf($)

Demonstragio. Ao considerar a transformada de Fourier de 0;0; f, dado & # 0

(0;00.1) () = (i&;) (i) F (€)

- (i¢) ()0
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consequentemente
(2501)(€) = (i€;) (i) F(€)
_ ZSJ Z£k>
(- |§|)< i) 40 ©
= —(R;RiAf)

Logo a proposicao segue considerando a transformada de Fourier inversa em ambos os

membros acima. [l

Para finalizar a se¢ao enunciaremos um teorema sobre limitagao dos SIO’s.

Proposigao 1.4.5 (Limitacao dos SIO’s no espago LP(R")). Consideremos um Operador
Integral Singular T' e p € (1,00). Podemos garantir a existéncia de um ¢, > 0, de maneira
a satisfazer, para cada f € L*(R™) ﬂ LP(R™)

ITf e < coll fllo-

Utilizaremos este resultado mais adiante, visto que os SIO’s sdo operadores de
uso recorrente no contexto deste trabalho. Para mais detalhes técnicos, ver [24, p. 160].

Pela Observagao 1.1.3, p. 16, temos que 1" esta bem definido em §.

1.5 Espacos de Besov

A definicao dos espagos de Besov requer certa construgao de elementos. O

primeiro destes sdo as func¢oes diddicas ou blocos diadicos.

Definicao 1.5.1. Considere ¢ € S tal que

suppp = {{ e R™ |27 < |¢] < 2}

27 < |¢] <2= .¢(&) >0

Definimos para cada j € Z, $;(§) = $(277€). Pelo Lema B.0.1, p. 85, podemos ajustar §,

de maneira a garantir que quando & € R™\{0},
g6 =1
JEZ
Observacao 1.5.2. Veja que da definicio de ¢
supp o < {€ e R" | 270 < |¢] < 2}
356 = 32796 = 0, quando 27 > [279€], ou [279€] > 2
= i) =0 , quando 2771 > |¢|, ou |€] > 27!
= supp ¢; < {E e R™ | 2771 < |¢] < 2741} (1.10)
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Outra propriedade direta da Definicao 1.5.1 é o fato a seguir.

Y _ 1 ei:): ~
¢x) = (25)(0) = G j 0,(6) de
1 ZI

logo ao considerar y = 277¢,

1 i
©;(x) = R f P2 B (y) dy

(2m)2 Jgn
2In
27r)%

@)y

P(y) dy

—~

n

l\D

() (2x) = 2" p(2a).

Defini¢ao 1.5.4. Dado j € Z denotamos por S;, A; : §" — S’ 0s operadores multipliers

satisfazendo

“\’_»

—~
—_
—_
—_

~—

I I
P@'D “6>

kH)

YamS
—
—_
[\

N——

onde

Em particular, poremos & := .
Abaixo faremos uma representacio grafica em R? do suporte das funcoes @, D5 <i>j.

Supp @ supp ) j

Observacao 1.5.5. Veja que a partir da igualdade (1.11) e utilizando a Defini¢io 1.2.2,
p. 22 e igualdades (1.8), p. 23 e (1.9), p. 23; obtemos, para cada g € S

o~

Aif,9) = Q0] 9) = (A1), 9) = &5 fr9)
=Gy ={E @) ] 9> = (@) -9)
= (A 1@) a1y = (f@n)Fg; g,



Capitulo 1. Preliminares 30

logo

(Ajf, gy ={(2m)2p; % f,g ).

Pondo C,, = (27r)g, a arbitrariedade na escolha de g garante que
Ajf = Cn% * f
Analogamente, concluimos que

Sif = Cu®; « f.

Os resultados que concernem a norma de A;f, S;f e serdo apresentados neste
trabalho sdo principalmente estimativas relacionadas a majoracoes a menos de constantes
e a determinacao do suporte de tais fungoes em varidveis de Fourier, desta forma como
abuso de notacao e sem perda de dados, é possivel desconsiderar a constante C,, obtida
nas desigualdades acima. Observamos ainda que tal constante surge da escolha feita
para a defini¢io de Transformada de Fourier. Em [14] e [24], por exemplo, define-se a

transformada de Fourier de tal forma que

fle) = | et o
o que evita o surgimento de C,, no processo realizado até este momento.

Lema 1.5.6. Para cada p € (1,00] e k € Z, o operador @y, é limitado na norma LP — LP.

Ou seja, existe uma constante C > 0 independente de k de tal forma que para cada f € LP

|Skfllze < Clf] o

Observacao 1.5.7. Para o caso p = o0, usando a desiqualdade de Young, temos que

ISk fllLe < @k ] fllze-

Além disso, o, converge para a funcao identicamente igual a 1, Cka converge na topologia
fraca-= no espago das medidas de Radon para a Dirac 6y, quando k — o e || Py €
uniformemente limitada com relacao a k. Disto conclui-se que existe C' > 0 independente

de k, tal que

|S £z < O fllze-

Faremos agora uma demonstragao da limitacao uniforme dada pela desigualdade

acima para o caso p € (1,00).

Demonstracao do Lema 1.5.6 Usaremos o Teorema de Mihlin para demons-
trar o caso em que p € (1,00). Devemos demonstrar a existéncia de C' > 0 de tal forma

que para qualquer k € 7Z

0@ ()I¢] < C. (1.13)
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Como
Pu(&) =1 @) =1~ p(27),
j=k j=k
dados o = (a, ..., ;) multiindice, i € {1,...,n} e ; # 0
071 Dy(€) = = ) 27IMg(27¢).
i=k
Entao por um processo indutivo vemos que
0°Be() = = D 2R g (27
i=k
= — ) 27gr (27,
j=k

Consequentemente

|07 P (€)' =

2 2—j'a'¢“<2—f§>‘|f|a'

j=k

3 elig )|

j=k

Quando £ = 0 nao ha o que mostrar.
Considerando £ € R™\{0}, temos de maneira similar ao feito para obter a desigualdade

(B.7), p. 85, vemos que

J2(&) J2(8)
DpE) < D @) =D e < Y ¢
j=zk J=51(8) j=k J=71(8)
com j5(€) — j1(€) < 3 para cada & € R"\{0}. Logo, como 271l > 0
72(8)
Ol = | Y 2eipneg)
J=51(8)
J2(8)
< Q) l2reen el
J=51(§)
j2(8)

< Z sup {(1+|§||a|)|@a(§)|}

j=s(g) RO}
< 3[2lgate) = Cas
onde usamos a funcdo | - ||y da Defini¢ao 1.1.2, p. 15. Considerando assim

C = max Cl.,

|o|eNon[0,[5]+1]
a desigualdade (1.13) é garantida, de onde pela Proposi¢ao 1.3.2 concluimos que @, é um

operador continuo em LP. O

Com os elementos e ferramentas mostrados até o momento serd possivel defi-

nirmos os espagos de Besov homogéneos e nao-homogéneos.
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Definigao 1.5.8 (Espagos de Besov Homogéneos). Sejam s € R, p,q € [1,0]. Definimos

de tal forma que, considerando f € S', quando q < o

o valor | - |ng

| /]

1
. q
B, = (ZQMSIAMIQM) ;

JEZ

ja quando q = o

| /]

B, = SUP {QjSHAijLp}.
Em outros termos, podemos escrever para cada q € [1, 0]

| /]

Bjg ~ ” (2J8||Ajf”L">jeszq'

Definimos os espacos de Besov homogéneos como sendo

Bs, ={feS'|f

Bﬁ,q < +OO}.

Observacao 1.5.9. Por um argumento de densidade podemos estender os resultados da
secao anterior para o espago LP, com p € (1,00). Consequentemente sendo T um SIO, dada

fe B;’q temos que

ITf]

By, = 12712 fll1v) jez o
Mas T e A; comutam por serem operadores de convolugao, entio

1T f] (2 TA; fllee)jezlie < 11(cp27° | A fll1e) ez o

= Cpr”B;q < 0.

> S
Bp.q

Concluimos disto que a Proposicao 1.4.5 pode ser estendida para o espago homogéneo de
Besov B®

>4 quando p € (1,00).

nao determina uma norma e o seu uso se

Como veremos, a fungao | - |z
p,q
dard para estimativas intermediarias. Definimos por outro lado os espacos de Besov

nao-homogéneos da seguinte maneira:

Defini¢ao 1.5.10 (Espagos de Besov Nao-Homogéneos). Considerando s > 0, p, q € [1, 0],

definimos a fungdo | - s de tal forma que para cada f € S’

| /]

53 = Ifls + 1715, .

Definimos os espacos de Besov nao-homogéneos como

By, ={feS|Ifl

B3, < +OO}
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Naturalmente surge a questao: os espacos de Besov irao depender da escolha
da fungao p? A resposta ¢ nao, ou seja, o espago B, , é o mesmo considerando fungoes
distintas 1, o satisfazendo as propriedades de ¢ ja mencionadas. Desta forma, podemos
definir os espacos de Besov de maneira a que as fungdes ¢ sejam convenientes ao propdsito
do leitor. Para detalhes sobre a demonstracao da equivaléncia de normas com diferentes
escolhas de @, ver [24, p. 208].

Proposigao 1.5.11. Sejam p,q € [1,0], s € R. Os espagos de Besov nao-homogéneos sio

completos com relagio a norma || - |ps -

Proposigao 1.5.12. Considerando p,q € [1,20], s € R, as sequinte inclusoes representam

inclusoes continuas
S /
S c Bqu c S

Tais demonstragoes estao presentes em [24, p. 218].

Observagao 1.5.13. A fungao || - |

s - s
€ possivel demonstrar que se f € B, |

B, determina uma seminorma no espago B, . de fato

| f]

g =0 <= supp f = {0} < f ¢ polinomio,
P,q

como observado em [/, p. 146]. Desta maneira, os espagos de Besov nao-homogéneos podem
ser considerados apropriadamente tais como os definimos acima: o termo dependente da

s

norma | - ||z» exclui os polinomios na definicio de By, ,, sendo que desta forma || - |ps €
uma norma,; ou, como também é feito na bibliografia, podemos substituir nas consideracoes

0 espago 8" pelo espago S’ mddulo polinomios (e.g. [18], p. 29).

Observagao 1.5.14. A norma nao-homogénea pode ser definida com o termo ||f]|»,
sequindo o enunciado em [7], p. 342, ou alternativamente o termo |S_1f|r» conforme o
realizado em [24], p. 239.

Observacao 1.5.15. De maneira andloga ao feito na Definicao 1.1.5, p. 16 observamos

que dado v = (vy,...,v,) € By, temos que

P.a’
n
B, ~ 2l
i=1

HU| Bs

assim como
n
ols ~ D loillsg
i=1

Para concluir a se¢ao, iremos expor o seguinte resultado relacionado ao espago

de Besov nao homogéneo.
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Lema 1.5.16. Sejam pi, p2, s1, S2, ¢ € R tais que

1 <pi <py <o

S1 > S9;
n n
S1— — =8 — —.
1 P2

Entao,

| f]

gz, < C|f]

S
B;i,q, Vf € Bp’q.

o~

Demonstragio. Considere j € Z arbitrario. Como supp (4, f) = B(0,2/*?), pelo Lema
1.2.9, p. 25

18 f |2 < CQH7T5 A0 = CPE A f .
Consequentemente
272 | Ay fllpre < C2 A f] o
De onde segue que

| f]

51
Bpi,q

Bpsq H (2j82|‘AijLp2>jeZqu S H <C2j81 ||Aa‘fHLP1)jesz = C|f]

p2,9

como desejado. O]
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2 Resultados Principais

Este capitulo é destinado a apresentar e demonstrar os resultados expostos
em [7]. O primeiro destes tem como objetivo majorar a norma L™ de uma fungao f no

0

espago de Besov ndo-homogéneo B, , por meio da sua seminorma em By , e norma

em By, assumindo condigbes adequados nos indices p,q,s. Observaremos que como

consequéncia direta da demonstragao deste resultado ¢ possivel garantir que B}, esté
mergulhado continuamente no espaco L*. Passamos a mostrar também como é possivel
realizar estimativas, na seminorma do espaco de Besov homogéneo e norma do espaco de
Besov nao-homogéneo do paraproduto de f e g. Posteriormente definiremos o espaco X7
das fungoes Besov valoradas continuas em relagdo ao tempo, no intervalo temporal [0, T'].
Mostraremos também que X7 é espaco de Banach com relacao a sua norma natural. A

primeira parte do capitulo serda dedicada a apresentacao de tais propriedades.

Poderemos assim demonstrar o Teorema 2.0.7, o qual é o principal resultado
abordado neste trabalho. Tal teorema foi demonstrado por Chae em 2004 e diz respeito a
condigoes relacionadas aos parametros p, ¢, s, sob as quais podemos garantir a existéncia
e unicidade de solugoes das equagoes de Euler no espaco X7, bem como um critério de
blow-up para tais solu¢oes. Concluimos o capitulo apresentando um corolario do critério
de blow-up do Teorema 2.0.7, no caso em que a dimensao é n = 2. Desta maneira, usando
simultanemanete tais resultados, sera possivel garantir a existéncia e unicidade global no
tempo de solugoes das equagoes de Euler em dimensdao n = 2 sob certas condi¢oes. A
critério de mais objetividade dentro de cada demonstragao citada, separamos o capitulo

em cinco secoes, cada uma destas destinadas a cada parte do Teorema 2.0.7.

Em funcao da recorrente manipulagao de estimativas, sera conveniente repre-
sentar apenas por C' > ( as eventuais constantes presentes. Contudo em tempo serao feitas

consideracoes nesse sentido, sobre as manipulagoes.

Como mencionado, comegamos com uma log-desigualdade no contexto de
espacos de Besov, que fornece controle da norma em L®. Esta desigualdade serd usada

mais adiante na demonstracao dos critérios de blow-up.

Proposicao 2.0.1. Seja s > % com pe (1,0) e qe[l,:]. Eriste uma constante C' > 0

tal que, para toda f € B, , vale a desigualdade

q

[l < C(L+1fl g, (™ (1 ]

0,00

Bs,) +1)),

onde

In*(¢) = max{0,In(¢)}.
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Demonstracao. Utilizando a Proposicao C.0.1, p. 87 escrevemos

F=Snf+ D Aif=Snf+ D Af+ DA S (2.1)
j>—N T li[<N J=N
{11} {111}

Estimaremos cada um dos termos acima.

{I}: Temos que quando & # 0

j=k Jj<k-1
Logo
_ it §
0yl = | oy [ b n(©)ag

I (L dl
(2m)2 oR"\{O}e -v(&)de
(3 )
(27)= JRn\{O}e KZJ:\;I%@) .

N

7 (ZN 24601 dg
e N PG ES 22)

onde usamos que pela Observacao 1.5.2

supp Y [¢;($)] = B[0,25+1],

j<k

sendo B[0,27"] a bola fechada de centro 0 e raio 27", Mas, em virtude de que

j—J'| = 2= supp@;[ |supp gy = &,

temos que
J2(8) J2(8) ‘
DU 1gi©l= D) 101 = D e
Jj<—N-1 J=71(8) Jj=71(8)
<3Pz = C,

para cada £ € R". Desta forma, usando a desigualdade (2.2)

1
vl < oo | Cde=clB.2Y)
(2m)2 Jppo2-n

=Cc@2 M =c27¥, (2.3)
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onde |B[0,27"]| ¢ o volume de B[0,27"]. Logo

p—1 p—1

e "\ (0}
- (J |®—J\/($)|ﬁ dx) ’ ,
B[0,2-N]

e, ao substituir a desigualdade (2.3), obtemos

0w, 2, < ( f (C27mN)5* dx)
B[0,2-N]

— 02N (2N — 027 D < 09 (2.4)

p—1

P p—1

— (C#257 | Bl0,27M))) 7

Concluimos, por meio da desigualdade de Young generalizada (Proposigao 1.1.14, p. 19),

Nno caso em que r = o0 que

_Nn
{3 < {1} < 1®-nll, 2 [ fle < C27 7 [ £l 1o (2.5)

Postergaremos por um momento a estimativa do termo {I/I}, pois usaremos

desigualdades semelhantes a {I}, {III} para garantir que f € Bgom.
{I11}: Pelo Lema 1.2.9, p. 25, com py = o e p; = p,
|8 f = < CE@P2) 2|8, f 1w = C27 |8, f 10,
logo

(LI < 18 @) < D 1A e < Y O27 A ]l

j=N j=N j=N
— 0 Y 29afl2 3. (2.6)
j=N

Iremos separar a andlise nos seguintes casos:

e ¢ = 1: Vemos que

{IIT} < ngg{z‘“s‘%)} D127 )A f |
1=

j=N
< Csup{2 " CTIY f g, .
‘]ZZ p,q
e g€ (1,00): Escrevendo

F = (292 f| )N
_ (9-i(s-2)
G (2 )PN,
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usando a desigualdade de Holder no espaco [ (Lema 1.1.7, p. 17) e a estimativa

(2.6), podemos proceder como segue:

D] < CIF-Glo < |[Flo Gl 2

—c(Kemar) (5 @)
-C (ZN QSjQIIAjf%p); (ZN 2-(:-3) (:1)) -
<cifly, (X 2—1'(5—:)(@))“1

=N

(o2 () %
-ty ()

= Ol g, 2705,
e q = o0: Aqui
iy < o Y 298, f127 (3
&
<of szkgp{zwkf|m}2-j(s—?))
=

ng( > z—jG—z))

N (s-2)
w ()

= Clflgy, 27 (-5).

Das desigualdades acima, conclui-se que para cada ¢ € [1, 0]

{ITD) < O, 2703

Y

para cada q € [1, 0].

Como mencionado, serd aberto um paréntese para justificar que f € BC?O’OO

tal demonstragao fazemos a decomposicao

f(@) = Sof ) )+ > Af(x)

IR
—
@)

Pelas estimativas (2.5),(2.7), respectivamente para (1), (2), obtemos que
_0n —_0(s=2
Ifle < €2 % 1 f s + €20 Bl
Syell 5.) = Clf]

s .
BP»‘Z

(2.7)

. Para
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Isto garante nao sé que quando s > ﬁ, pe (l,0), ge[l,0] ou s = ﬁ, pe(l,m),¢g=1
b

temos que B) L%, mas também que esta inclusdao é continua.

Além disso, usando o Lema 1.5.6, p. 30, vemos que
[£lz0 = sup(2™7[A; f[r=) = sup(|A; f]z=)
' JEZ JEZ

< Csup(|ffze) = Clf -
je

Portanto f e BSO’OC e podemos realizar a estimativa relativa ao termo {//}.

{I1}: Por (2.9) temos

N =| Y Af@|< X 1a@I< Y 185

<N <N il<N
< > WMlgy, < @N=DIflgy,, <CONIfls -
<N

n
Como s > —, sendo

a = min {s —
entao
F@)] < IV + HITY| + {1}
< C2 %l + ON| flg , + CIf] Bs,qTN(s*%)
» Bg7q2_N(s_Z))
< O(2 | Flun + NIy, + 17y, 2
= (2 (Ul + 115,,) + N1y, )
= (2O gy, + N fl, )

< C(2 % fluw + Nlflag,, +17]

Considerando N como o minimo inteiro tal que

_ " (fl5,)

1
aln(2)
In*(|f]5;,)
vemos que por escolha N +1 > ————21~ 4+ 1, logo
aln(2)
In* (| flls;,) In* (| flls;,)
—a(N+1) g ———= vl g = 0 Thar
alN +1) me) In(2)

enquanto que

N < C(In* (| f]

Bf),q) + 1).

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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Logo, por (2.10), obtemos a desigualdade

1n+(HfHBqu)
If]

@) <c(z T 5) + Dlfles., ). (2.12)

By, + (0" (/]

Se
In" (| f]

B;,) =0

entao

(| fls;,) < 0=1fls, <1,

além de que
Wt (flps )
_anr(HfHBg,q) =0=2 " n® =1.
Assim, ao substituir em (2.12), obtemos

F@)l < O (1+ W (1f1s;,) + DI ss., )

Por outro lado, quando

+
In" (][ f]5;,) >0
temos
+ —
™ (| f]55,) = In(lf]5;,),
e entao
(/1 gs )
I (1f1ps ) wiips ) <27T§”q>
2TTTHE . =927 T h®  =¢
_ ) _ n0fl5)
-t
Il
Agora, por (2.12), segue que
7@ < COFIEL Iflsg, + M (1 flsg,) + DIfls )

= O+ (s, + Dl )

0 que nos leva a estimativa

[l < CA+ [l (07 ([ f]55,) + 1))

0,00
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A desigualdade classica de Holder fornece condigoes sob as quais a norma de
um produto de fungoes pode ser estimado via o produto das normas de tais fungoes,
sempre em certos espacos LP. Indo para o contexto de paraproduto de Bony, mostramos
a seguir um lema que trabalha de maneira similar nos espacos de Besov homogéneo e
nao homogéneo. De fato, esta desigualdade pode ser vista como uma espécie de regra de

Leibniz no contexto dos espagos de Besov. A demonstracao se baseia em [7, p. 344].

Lema 2.0.2. Consideremos f,ge€ S’ e fg o paraproduto de Bony (ver Definigio C.0.2, p.
87) de f, g. Sejam s >0, pe (1,:), q € [1,0], entao existe uma constante c tal que as

sequintes desiqualdades valem

I£als,, < (lf Iz lallsy, . + gl £15, ) (2.13)
para o espago de Besov homogéneo, e
If9lB;, < c(lflellgl,, + 9l fllse, ,) (2.14)
. R . . 1 1 1
para o espago de Besov ndo-homogéneo, onde py, r1 € [1,0] sao tais que — = — + — =
P11 P2
1 1
o T2

Demonstracao. Escrevendo por extenso o paraproduto de Bony, temos que

F9=>SiafDNg+ > Siagif + Y Nigh;f. (2.15)

JEZ J li—jl<1

Além disso, quando £ # 0,

e entao
supp®r = | | supp@; = | J {127 < ¢l <2y = {€ ] [ < 2¢}
j<kho1 j<k—1

Desta forma,

supp (Sj_afAjg) < supp ®y_o + supp @j
c{E] el <2+ {g] 2 < g < 27

/

-~

~
A B

Mas

e inf |z|=|a+b|, com |a| =272 |b| =2 e b= —2a. Assim
reA+B

inf |z = |a — 2a| = |a| = 2772
x€A+B
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e sup |z| =|a+b], com |a| =272 |b| = 27 e b= 23a. Assim
z€eA+B
sup |z| = |a + 2%a| < 2%a| = 2% 2772 = 272,
r€A+B

Da simetria e radialidade de A, B, concluimos que
supp (S;_afAyg) < {€]2772 < €] < 2712},

Desta forma, quando |j — j'| = 4, podemos ver que

supp [A;(Sj—2f Ayg)] = supp [@; - (Sy—2fAg) ]
< supp ;[ |supp [(Bjr— * £)(A;i9)]
c{EeR" |27 < gl <P e R[22 < I¢
=,
logo

j—Jjl=4= [Aj(sz_ngj/g)]Az 0, paracada e R"
= A;(Sy2fAzg) = {[8,(Sy2fAyg)]} = 0.

Consequentemente, usando a igualdade (2.15), chegamos a

9) = Aj(Sj-afAyg) +ZA gD )+ Y A (AvgAyf)
~

' —j'|<1

D1 Ai(SyafArg)+ D) Ai(Syagdif)+ YL A

li—3'I<3 li—3'l<3 li'—j'|<1
. / - ~— J/ max{i’,j’}?j—?)

(2.16)

< 2j’+1}

(2.17)

{E (11} N —
{IIT}

Passamos a estimar cada um dos termos acima.

{I} : Pela desigualdade de Young (Proposi¢ao 1.1.13, p. 18)

T e < > s (Si—afAyg)|,,

l7—3'1<3

< D leslulSy—afAzgle.

li—5'1<3
Agora, usando a mudanca de varidveis y = 27z, vemos que
el = | les@lde = [ pro@alde = | fewldy
]Rn n n
= [l
e entao

{0 e < leler D [Sy-2fAjglin.

li—35'I<3

(2.18)
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Portanto, uma aplicagdo da desigualdade de Hélder generalizada (Lema 1.1.9, p. 17)

leva-nos a

{1} <C 30 1Sy—aflim | Ayglr,

li—3'l<3

Logo, pelo Lema 1.5.6, p. 30, chegamos a estimativa

[ e < Clflm Y, 185g]e: (2.19)

li—35'|<3

{I1} : De maneira inteiramente analoga concluimos que

I e < Clglen Y. 185 fllue. (2.20)
l7—3"1<3
{I11} : Aqui temos
I} < ) 800 f8ug)| = > |Ai(AvfA9)],,.
‘i/—j’|<l |i/—j'|$1

max{i’,j'}>j—3

por uma andlise similar a que nos levou a desigualdade (2.17). Entao, pela desigualdade

Young (Proposigao 1.1.13, pagina 18),

I < ), leiloldefApgle=C Y [AefAyg].

' —j5'|<1 i —j'|<1
max{i’,j'}>j—3 max{i’,j'}>j—3

Usando a desigualdade de Holder (Lema 1.1.8, p. 17)

I <C > [Auflin [Ajg]ie

[ —5'|<1
max{s’,j'} >j—3

entao novamente pela desigualdade de Young

WY <C 3 leelwlflen|Apglen = Clflen ) 1Azglee

[ —j"1<1 ' —j"|<1
max{i',j'}>j—3 max{i’,j'}>j—3

mas Ccomo

J<j—b=1>'—j|>i—j+5=7—-j+5<1

=i <j—4=max{i,j} <j—4

devemos ter 7' = j — 5, assim

I e < O flm D) |1Ajglue. (2.21)

Jj'=j—5
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Iremos agora calcular a seminorma homogénea e a norma nao-homogénea de

Besov de fg. Temos que

Hfg‘B;’q = ” (2j8||Aj(fg)HLp)jeZqu'

Logo pelas estimativas 2.19, 2.20, 2.21 feitas acima

ol < | (02 (Il 3 1850l +lolin 3 18l
l7—7'|<3 l7—7'|<3
il Y Ajfg\m))
§'>j—5 jezlla
<H<02j5(2f|m S 1Asglen + lalon Y Aﬂﬂm))
7'>j—5 §'>j-3 jezli
< (ozjs(unm S 1Al + lalon Y \|Ajff|m>)
i'>j—5 i'=2j-3 geris

Entao pela desigualdade de Minkowski nos espagos [? (ver Lema 1.1.7, p. 17)

( 3 2]’5Aj/gm) ( v 2j5Ajffm)
i JEZ i JEL

J'zj=5 J'zj-3

I fgl

+ Clg|
1q

55, < Clflon )

Para continuar com a expansao dos termos acima serd necessario separar a analise nos

seguintes casos:

e Seja g€ [1,0). Aqui

Follag, <1l (2 5 27180l

JEZL j'=j—5

" J

!

1

+cugm(2 3 2”3Ajff!%r2) |

JEL j'=j—3

o J

2)

Mas, dados h e By, pe (1,0), g € [1,0), s > 0, r € Z arbitrdrios

D) 2 AL, TN BT 2| A il

JEL j'=zj—r JEL k=—r
SISO
k=—r JEZ
- 3 e Sia)
k=—r JEZ
= ||h||% 9~ kas
i (2 2)
e h“ C|h|“ 2.22
= Sl = ALY, (2:22)
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Entao

I£als,, < {1} + {2} < Clflumlgls,  +Clgln |

Bs, o
e Seja ¢ = o0. Neste caso temos entao
ol < C1flmsup [2°( 33 18pgl )|
’ JEZ S5
{1}
+ Clalunsup |2°( 33 18010 )|
jez Ml
727

{2}

Mas, dados h € B, ,, ¢ = o, s > 0, r € Z arbitrdrios,

sup 27 ( 3 18000 ) |7 sup | 8 218l
. je

JEL =g k=—r

~sup| 3 2 (20Nl )|
JEL k=—r

— Z 2k5(sup [25(j+k)|Aj+kh|Lp2]>
k>—r JEZ

= Z 2ks(sup [2stAJ’h‘LP2])
k>—r JEZ

= ||A q 2—ks
Ihlg, (2 )
2rs+s

= 5 1 Ihls;, = Clhlg, - (2.23)

Entao

Ifgl

5. < T+ @ < Clflenlgls,  +Clalinf]

B"EEQ 2q )
Segue dos resultados em ambos os casos, que para cada g € [1, 0]

|9l

5. < U+ (2 < ellflonlolsg, + 1ol | Fl5, )

o que conclui (2.13).

Por tltimo, pela desigualdade de Holder generalizada (Lema 1.1.9, p. 17) temos

que

[£9le < [ flzr lg]Lre
(A zelglzee + lglm | Flzr2),

N —

= [ fgller <
[f9le < gl flzr
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entao
#9155, = I£9len + 1£9ls,
< (Iflon (gl + gy, )+ lglon (115, + 1Fl2))
= c(|flemllglss,, + 9l 1 fl5s,,)-
Como queriamos demonstrar. O

Observacao 2.0.3. Em funcio da identificacio de LP em S’ serd possivel considerarmos

indistintamente o paraproduto e o produto entre duas funcoes em LP.

O estudo que faremos sera realizado sobre fun¢oes que a cada instante estao no
espaco nao homogéneo de Besov, além disso sao continuas com relagao ao tempo. Nesse

sentido definimos o espagos das fun¢oes Banach valoradas.

Definig¢ao 2.0.4. Dados [a,b] = R e E um espag¢o normado, definimos
C([a,b]; E) :=={f| [ :[a,b] = E, tal que f é continua}.

Em outras palavras, f € C([a,b]; E) se para cada t, t, € [a,b], n € N com t, — t, temos

que f(t,) — f(t) na topologia induzida pela norma de E.

Uma condigao suficiente para a completude de C([a,b]; E) é o espago E ser

espago de Banach.

Lema 2.0.5. Dados [a,b] € R e E espago de Banach com a norma | - ||, entao
C([a,0]; E)
¢ também espaco de Banach.

Demonstragio. Considere a fungao || - || de tal forma que a cada v € C([a, b]; E) associa o

valor real

vl = sup [o(t)]e-

tela,b
A constatacao de que || - || é norma ¢ direta.

Afirmamos que C([a,b]; F) munido da norma || - || é completo. Para isso
inicialmente consideramos (v, )meny uma sequéncia de Cauchy em C([a, b]; E). Entao, do

fato de que para cada tg € [a, b]

[vm (to) — vn(to) |2 < Sup Jvm () = vn(®)] 2 = lvm — vall,
ela,
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vemos que (U, (to))men € de Cauchy em E. Como este é completo, entao (vy,(t))men
converge em E, digamos para um vetor v(ty). Fazendo a mesma construgao para cada

to € |a,b] podemos definir a funcao

v:la,bl—> E
to — ’U(to).
Para concluir que v € C([a, b]; E) resta demonstrar que v é continua.

Consideremos agora tg € [0, 7] e (t,)neny uma sequéncia de pontos em [a, b] tal que t,, — t.

Considerando a mesma sequéncia (v, )men, Vemos que

lv(tn) — v(to) e = [v(tn) = vm(tn) + vm(tn) — vim(to) + vim(to) — v(to)| & (2:24)
< v(tn) = vn(ta)lle + lom(tn) — vm(to) |2 + [vm(to) — v(to) e, (2.25)

onde v, (t,) — v(tn), vm(to) — v(to) por definicdo de v e v, (t,) — vn(ty) pois vy, €
C([a,b]; E). Consequentemente dado ¢ > 0, existe N € N suficientemente grande de tal
forma que quando m, n > N, cada um dos termos do tltimo membro de (2.25) sdo

majorados por g. Logo

[otn) = v(to) e <&

Portanto v € C([a,b]; E). O

O resultado principal estudado neste trabalho refere-se ao espaco das fungoes
Besov valoradas X7, definido de tal forma que dados s > 0, pe (1,0), g€ [1,0], T >0

denotamos
X7 :=0C([0,T]; By ,)-

Em virtude do Lema 2.0.5 este espago ¢ de Banach com a norma que, a cada v € X7,

associa

[vlxs = sup [o(t)]

BS .
te[0,T P

O dltimo elemento que apresentaremos é o termo relativo a convec¢do nas
equagoes de Euler dadas pelo sistema (1)-(3). Dados v e w campos vetorias, tal termo é
denotado por (w - V)v e pode ser interpretado como certo operador (w - V) aplicado no

vetor v. Este operador costuma ser descrito pela regra
n
(w-V) = Z w;0;.
i=1

Uma outra maneira de enxergarmos tal termo é no sentido da seguinte observacao.
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Observagao 2.0.6. Dadas w = (wy, ..., wy),v = (vy,...,v,) : R" x (0,00) — R", definimos

(w - V)v como sendo
w - [Vo],
onde [Vv] € a matriz diferencial de v. Assim, temos que
(w-V)v = (uy, ..., ug)

de tal forma que

n
Up = Zwi - 0.
i=1

Alternativamente, quando divw = 0, podemos escrever

Zn: é’,(w,vk) = i wj - (aﬂ)k + i @wz - Vg

i=1 i=1 =1

= U + v - divw = uy.

O seguinte teorema ¢é o resultado principal estudado neste trabalho. Mostrare-
mos critérios para existéncia local no tempo de solugdes no espago X7 para as equagoes
de Euler. O tempo T > 0 de existéncia depende da norma da condigao inicial. Além disso,
sera possivel mostrar dois critérios de blow-up para as solugoes, correspondendo aos casos

super critico e critico, conforme [7, p. 346].

Teorema 2.0.7. Considere as equacoes de Euler

o+ (v-V)v=—=Vp, (z,t)eR" x(0,0), (2.26)
divo(t) =0, (x,t)eR" x (0,0), (2.27)
v(z,0) = vo(z), =eR" (2.28)

Sendo w = curl v a vorticidade do fluido, temos os sequintes resultados:

(1) Considere s > — + 1 com p € (1,00), g € [1,00], ous="+1 compe (1,0) eq=1.
p

Seja também v € B, , tal que div vy = 0. Entdo existe T = T(|lv| ;) tal que as

equagoes acima possuem uma tnica solugao v e C([0,T]; By ).
(2) As sequintes propriedades sao chamadas de critérios de blow-up:

a) Sejam s > n +1,pe(1,0), q € [1,0]. Entao ocorre o blow-up da solugio local

no tempo v e C([0,T]; B, ) em T, > T, ou seja

limsup |v(t)]|5s, = 0,
*
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se, e somente se

T
| 1t®lsg,, e = .
0 :
Este caso € denominado de super critico.
b) Considerando p € (1,90), ocorre o blow-up da solugao local no tempo v €

C([0,T7; B;;rl) quando Ty, > T, ou seja

limsup ||[v(¢)|| »41 = 0
m s o)), 5 = 0

se, e somente se

Ty
| IOy, dt = =
: ,

Este caso é denominado de critico.
Para a demonstracao do Teorema 2.0.7, preliminarmente, serd necessario o
resultado do seguinte Lema.

Lema 2.0.8. Sejam s > " compe (1,0), g€ [1,0], ou s = i com p € (1,00),
p

q = 1. Considerando w,v e C*([0,T); B ), satisfazendo classicamente as equagoes

ov+ (w-V)v=-Vp, (x,t)eR"x (0,0), (2.29)
divo(t) =0, (x,t)eR" x (0,0), (2.30)
v(z,0) = vo(x), zeR™, (2.31)

entao

[o(@)]

jo(r)]

B;, < H?}0| B3, B3, dr. (232)

t
€ | 1)

0
Demonstracao. Seja j € Z, como

Ao = f ©i(y)ow(r —y,t)dy = 6&[ i(y)v(z —y,t)dy

n

= 6tAjv,
aplicando A; e somando o termo (S;_ow - V)A;v em ambos os membros da equacao 2.29,
obtemos
atAjU + (Sj_gw : V)Ajv = (Sj_g’w : V)A]‘U - A]((w : V)U) — A]Vp (233)

Além disso

v (5;-20(0) = (@2 wie) = av( | 2aute—v0a)

n

= Jn Q;_o(y)divw(z —y,t)dy = 0. (2.34)
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Assim, pondo

u=Ajv,
b= Sj,gw,
9= (Sjw - V)Aju = Aj((w - V)v) = A;Vp,

a equacao (2.33) estd nas condigoes do Lema E.0.4, p. 99, de onde segue que,
[Aj0()]r < Lt [(Sj—2w - V)Ajo(t) = Aj((w - V)o(r)) = A;Vp(r)| e dr + [ Ajvo ]| e
< [Ajvole + Lt [[(Sj2w - V)Aju = Aj((w - V)u)](r) | e dr
+ Lt |A;Vp(r)| e dr. (2.35)
Passamos a estimar a norma de v(t) em B, . Pela equagdo (2.35), vejamos que

[o®ls,, = 1@ 120020 ez

(2218l + [ 1020 910 = 8500 D

t
v [ 18,9501 d})
0 JEZ

Entao pela desigualdade de Minkowski no espago ¥ (Corolario 1.1.7, p. 17), temos que

<

lq

t
s < @1 uol) ezl + H ( | 218,900 10 dr)
0

p,q

[o(?)

JEZIa

" H <J 2°|[(Sj-20 - V) A0 = Ay((v - V)0)] ()]s dr)

jezla

t
< (27| Ajvo] v ) jezllia + fo 1272 A;Vp(r) | e ) jezlia dr
t
" fo 1272 [(Sj—2v - V)Ajv — A ((v - V)0)](r)| e ) jezllia dr,

onde usamos o Teorema da Convérgencia Dominada para calcular a série sob o sinal de

integracao. Pelo Lema E.0.5, p. 100, segue que

o) b+ | 1900

5 dr
Bpq

Bs, < [vol

t
+[(zeemmiee T 18w +2evele ¥ 1a00ls) | o
0 j'=j—4 3'=j—4 jezlila
t t
< [vo B, +J |Vp(r) ngdr+CJ Vv (r)| e (2]5 Z Aj/w(r)|Lp) dr
’ 0 ’ 0 §'=i—4 jezllla
t
+CJ |Vw(r)| e <2JS Z |Aj/v(r)|Lp) dr. (2.36)
0 §'=j—4 jezllia

Sera necessario agora considerar a expressao acima nos seguintes casos separadamente.
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e g€ [l,00):

Abrindo o segundo membro da desigualdade (2.36), chegamos a

: :
o)y, < Iy, + € [ 1900 (5 3 2*18p0lt, )" 0

JEL j'>j—4
t ‘ : t
+ C’J [Vw(r)| e (Z Z qusAj/v(r)Hqu) dr +J IVp(r) B, dr.
0 JEL j'=j—4 0 ’
Da expressao (2.22), p. 44, segue que
t t 1
(O, < ook, + [ 199(0)]5;, dr +C [ 1900} e (o), )
s s 0 ’ 0 p,q
t 1
+0 [ IVulie (1001, )F ar
T t
~ ek, + [ 190055, dr + C [ 1900w b,
: 0 : 0 :
t
+ C’f IVw(r)| e HU(T)HB; ; dr. (2.37)
0 :
e q= o0:
De maneira similar, quando ¢ = o
t
||U(t)HB;q < HUOHB;q + C’f IVu(r)|| e sup [213< Z |Aj/w(r)Lp)} dr
’ ’ 0 .] j/>]74
t ) t
+ CJ |Vw(r)] = sup [235( Z |Aj/v(r)]Lp>] dr + J IVp(r) B, 47
0 J '>j—4 0 ’
Pela conclusao (2.23), p. 45, podemos ver que
t t
(O, < ol + [ 1990}, dr +C [ 1900} el o
: : 0 : 0 :
t
+C’J [Vw(r)| pe|v(r) B dr. (2.38)
0 »q
Segue de (2.37) e (2.38) que, para cada ¢ € [1, o0],
t t
Ol < leolsg, + [ 19901, @7+ € [ 19000 el ar
: : o : 0 :
t
+C’J IVw(r)| e |v(r) B dr. (2.39)
0 sq

Passaremos a estimar o termo relativo a pressao na desigualdade (2.39).

Por meio da Observacao E.0.6, p. 109, podemos garantir que

Ap = Z é‘kwlé‘lvk.

kl=1
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Consequentemente, ao aplicar o operador lift (ver Apéndice D, p. 93) em ambos os membros

acima e por meio da Proposicao D.0.2, p. 93, temos
p= Z (—A)_lakwl&lvk.
k=1
Desta forma

0i0p = Y. 0:i05(—A) " dwidpy

k=1
= Z RiRj(ékwlﬁlvk).
k=1
Pelo item (3) do Lema E.0.2, p. 95
B, <C D 1050 gs s

1,j=1

|Vpl

<C ) |RR (Gswdg)|

i k=1

< C Z H&kwlﬁlvk|

kl=1

Hs—1
Bpsq

Hs—1y
prq

onde usamos a continuidade das transformadas de Riesz no espago homogéneo B;;l (ver

Observacao 1.5.9, p. 32). Por meio da desigualdade (2.13), p. 41, com py,7; = 00, vemos

que
n
HVP|B;7(1 <C Z Hakwlalvk‘ By
k=1
n
<0 3 v ool s + 1] o fov] ).
k=1
Adicionalmente, pela Observagao 1.5.15
IVpllg < CIVWl [ V0l gt + CIV 0] [V g (2.40)
< C[Vuwl| B;qu”vv‘ Bt T CVl B{;;}HVUJ‘ By

pois como s — 1 > n com pe€ (1,0),ge[l,0] ous—1= n com p € (1,0), ¢ = 1, pela
desigualdade (2.8), p. 38, vemos que |Vu(t)|r» < |[Vo(t)]

Lema E.0.2, porém agora o item (4)

[Vp(?)]

ps—1. Aplicando novamente o
P,q

[o(2)]
o(1)]

Agora, substituindo a estimativa acima na equagao (2.39), obtemos

jw(?)]

5. < Clu(t)
= Cllu(®)

B;, B;, + Clv(®)] 5, B;,

s s .
Bqu Bqu

[o(@)]

t
b < loolisg, + C [ 1)L, lo(r) s, (2.41)
0
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Como mencionado na Observagao F.0.6, p. 109

—Ap =div(w - V)v = Z Oi(w - V)v;
i=1

= p=— Z(—A)*l@(w V)i

= Vp=-— Z V(=A) "0 (w - V)

i=1
Desta forma, usando a demonstracao da Proposicao D.0.3, p. 93

n

IVl < Y| V(=A) 10w - V)i,
=1
<ZZH@( A) o (w - V) "UZHLP
i=1j=1
< 2 2 s (=2)" w- V.

S
Il

—

<.

H

Entéo, pelo item (1) da Proposi¢ao D.0.3, p. 93

IVple < X)) [RiR;(w - V)ui]

i=17=1

<O 2w -Vyuil,,

i=1j=1

onde usamos a continuidade de R;, R; em LP com p € (1,00). Assim,

VPl < C D | (w- V),
=1

< C|(w- Vol (2.42)
< Cl(w- V)l gt

Pela desigualdade (2.14), p. 41

IVplr < Clw]e= V| g1 + Cllol gsr [V =

< Clwl|z o], + Clovlss, [ V],

em funcao do item (4) do Lema E.0.2. Novamente pela desigualdade (2.8), p. 38, segue que

|Vp|» < Clw Vw

B, [vlls; , + Clolsg, | Vw] gss

< Clwlgg, Ivls;, + Clvls;,lwls;,

=Clw v|Bs,, (2.43)

s
Bp,q
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onde para simplificagdo de notagdo consideramos a mesma constante, embora tenha

duplicado na passagem da igualdade. Consequentemente pelo Lema E.0.3, p. 98, obtemos

jo(r)]

s, By, dr. (2.44)

[o(®)1r < lols + C j J(r)

Combinando as estimativas (2.41), p. 52, e (2.44) conclui-se a desigualdade

desejada, referente ao espago de Besov nao-homogéneo, dada por:
[o(@®)lss, = o)l g, + o)

t
< ol +C | ()

Bs , + OJ ||w

Observagao 2.0.9. Sob as condigoes do Lema (2.0.8), p. 49 e considerando T > 0, temos

v(r)]

[o(r)]

t
|Bs B;’q dT + ”UQHLP + CL H’UJ(T) B sthq d/r

[o(r)]

= oo I [0(r) |,

]

que

T T
L ()5, Jo(r) 5, dr < f wlxs lollxs dr = Theolxs [o]xs.

f J(r)
_— f Jw(r)|

Bs, + CTl|w)|

Entao pela desigualdade (2.32),

jo(r)]

lv@)| s, < llvol 55, B, dr

< Jvol B30, dr

< [ wol X3, U|X;,

para todo t € [0, T]. Consequentemente,

vl

X% < HU0|B§7q + CTH’LU|X% X%'

2.1 Existéncia de Solucoes das Equacdoes de Euler

Nesta se¢ao iremos demonstrar a existéncia de solugoes do sistema (2.26)-(2.28)

considerando as hipdteses do item (1) do Teorema 2.0.7, p. 48.
Demonstracao da Existéncia de Solucgoes. Inicialmente definiremos uma sequéncia
de funcoes (V™) pen,, com o™ = (v§m), v e B, , satisfazendo, para cada m € N,
o™ 4 (vm=D 7)™ = —vpm=U  (z.1) e R x (0, 0), (2.45)
div o™ (t) =0, (x,t) € R" x (0, 0), (2.46)
™) (z,0) = Spve(z), = e€R, (2.47)
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onde
P = 3 (A @l el (2.48)

com v(@ = (D =0, p@ = p=1 = 0.

Observamos que a existéncia de tal sequéncia ¢ garantida de maneira indutiva. Com efeito,
das condicoes v@ = 0, p(¥ = 0 vemos por meio de (2.45) que o termo oM & solucao da
equacao diferencial ordindria d,v™") = 0. Para o passo indutivo, dado k € N arbitrario,
vemos que o termo Vp® é determinado, visto que depende dos termos v, v*=Y Desta

forma a equagdo (2.45) é a equacao linear do transporte dada por

L(v* Dy = —vp®

onde L = 0; + Z ’u(k)ﬁj. Sendo que é possivel demonstrar a existéncia de solugoes deste
j=1
tipo de equacao quando v® ¢ dado (e.g. [23, p. 28]). Além disso, note que as solugoes

aproximadas v sio solugoes classicas de (2.45)-(2.47).

Se garantirmos a existéncia de certo 7> 0 tal que v™ converge para v € X7

na norma de X7, pela Observagao 2.0.6, p. 48 e procedendo formalmente, vemos que

o+ (v- Vv = lim o™ Z (ml_lgrloo imfl)&-v%m)), s

1 S m 1) (mfl) L (m)
ml_1}r2@ ((%U Z (3@1 sy U oy, ))

= (0 4 (00 ) =t (- 9)
Mas
m—1 (m— 2 (m—1)
ml—l>r-ri-loo( V( ))_ml—lg-loo(zlav ]Z )
7]
= Z 0; lim vjm 2)& lim Ul-(mfl)
- m— -+ m—>+oo
5,=1
- Z 000 = —Vp,
3,j=1
e entao
o+ (v-V)v=—Vp.
Adicionalmente

dive = lim divo™ = lim 0= 0.
m——+00 m——+00
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Além de que

v(z,0) = lim v"™(z,0) = lim S,ve(x)

m—+00 m—+o0
m
= lim (So'UO + Z Aj’l}o),
m—+00 4
m=0 J=0

e o Lema C.0.1, p. 87, que apresenta a Decomposicao de Littlewood-Paley, leva-nos a
v(x,0) = vy.

Logo v satisfaz o sistema (2.26), (2.27), (2.28), p. 48. Em outras palavras, garante-se a

existéncia enunciada no item (1) do Teorema 2.0.7.

Para demonstrar a convergéncia da sequéncia (v(m))meN iremos demonstrar dois
passos preliminares. O primeiro é a limitacao uniforme da sequéncia (U(m)>meN no espago
X7, para certo Ty > 0, o segundo passo consiste em mostrar que a sequéncia mencionada,

¢ Cauchy no espaco X%Q_l, para certo 0 < T, < Tj. Iremos demonstrar tais passos.

Passo 1:

Consideremos Ty > 0 de tal forma que

1
To € —5i—, 2.49
0 402HUQ‘ B, ( )
eseja 0 < T} <Ty. A partir da Equagao (2.45), p. 54, e considerando a Observagao 2.0.9,
p. 54, com v = o™ w = ™Y obtemos
o s, < [1Smvol sy, + CTI ™ L [0V, (2:50)

Por meio do Lema 1.5.6, p. 30, concluimos que quando ¢ € [1, 4+0)

HSmUO‘

1
. q
By, = HSm'UOHLP + (22qu|AjSm’Uo||%p)

JEZ

1
. q
=4%ww+(2?ﬂ&Ame
JEZ
1

ias q q
< Clloolle + { 2,20 Azv0],

JEZ

=obmm+<2?%@wm)]=am

JEL

s .
Bp:q

O caso ¢ = 0 segue de maneira inteiramente analoga. Desta forma,

mfl)’

o™

x3. < C(|lwl

, GO I P ,
By, + Thlv™™ | x;, v x3,)-
E possivel agora demonstrar por inducao que para cada m € Ny

Hv(m)”X;1 < 2C| o

Bs.,- (2.51)



Capitulo 2. Resultados Principais 57

Com efeito, quando m = 0, v™ = 0 e ndo h4 o que mostrar. Além disso, se supormos que

para k € N arbitrario

HU("‘)HX;I < 2C| vy

S
Bpqo

obtemos pela desigualdade (2.49)

Jo®+D)| x;, < Clols;, + CTyo*+Y)| X3, U(k)\X;l
< CH?J()| B, + CT0‘|U(I€+1)| X%l 20”1)0‘ B3,
lvoll B
<C o 4202 ra (L))
ol 2 G g,
1
= Clwol s, + §Hv(k“)Hx;l,
desigualdade que implica que
||v(k+1)|X%1 < 20 vo Bs,- (2.52)

O que conclui a desigualdade (2.51). Garantimos assim a limitacio da sequéncia (v™)men,

na norma | - || xs. .
Ty
Passo 2:
O préximo passo serd mostrar que a sequéncia (v™)en, é de Cauchy néo
com relagao a norma | - |x; , mas com relagdo a norma | - | ys-1. Como X3, ' ¢ espago
1 T

de Banach (ver observagao feita abaixo da Proposigao 2.0.5, p. 46), isto serd suficiente
para a demonstracdo da existéncia de v e X5 !, de tal forma que nlLli%o o™ =y em Xt
para algum T > 0. Visto que os termos da sequéncia (v™),,cn, sdo solucoes classicas do
sistema (2.45)-(2.47), p. 54, podemos calcular as diferengas membro a membro entre as

equagoes (2.45) nos passos m + 1 e m, nesta ordem. Obtém-se que

™) 4 (M) ) mED) 3 0m) _ (y(m1) gy 0m) = _xzpm) 7 m)
= (oD — M) o (pm) YO () 7)) 4 () . Y
— (0D V)™ = (= pm) 4 plmD)
S 3,(um D) — ) 4 (pm) Y (D) ) 4 () — DY L))
— V() — plm).

Fazendo o mesmo com a equagao (2.47), obtemos o sistema

8 (0D — pm) 4 (pm) L ) () — ym) 4 (o) — D) 7))

=-V(p™ —pm ), (2,t) e R" x (0,0), (2.53)
div o™ (t) = 0, (x,t) € R™ x (0, 0), (2.54)
(v(mH) - v(m))(x, 0) = Apgrvo(z), xeR™ (2.55)



Capitulo 2. Resultados Principais 58

Seja m € N. Aplicando A; e somando (S;_ov™-V)A; (0™ —y(™) em ambos os membros

de (2.53), temos que

O (U(er) _ U(m)) + (Sj,gv(m) . V)Aj(v(m“) _ ,U(Tn)) - (dev(m) : V)Aj(v(m“) _ U(m))
_ Aj[(v(m) V) (M) — U(m))] + Aj[((v(mfl) — ). V)v(m)] _ Ajv(p(m) _ p(mfl))_

Usando o fato de que div Sj_QU(m) = 0, podemos aplicar o Lema E.0.4, p. 99, para garantir
que para cada t € [0, T1]

VI Gl v(m)) Ol <[40 = ™) (@, 0],

J [(8j20™ - V) A; (0D = u™) () = A [0 V) (0 = o) ()], dr
e [ AT =) )Y AT ) ),

Segue da desigualdade de Minkowski nos espagos {? (Lema 1.1.7, p. 17) que
(0D = o) @) s = 1D = ™))z + | (25 IAG D o)1) g
2] s—1) A (m+1) (m) 0 )

(28,00 o) 0],

H (s— I)J H iV (m) | v A( (m+1) ’U(m))(T)

< (™D = o)) o +

la

— N[ W) (0 — ] ()], d?“>

t

' H (27 L AL = o) - 9)ol )], dr)
t

(0 [ 1av e - ), i)

JEL\|1q

Pelo Teorema da Convergéncia Monétona, obtemos

[ — o))

+
/N
[\
<
@
|
=
g
—~
d/—\
3
+
=
@/\
g
SN—
—
8
(@)
~
h
b
N——
<
m
N

dr

1q

— A V) (tm D - U(m))](r),}Lp)

JEZ

dr

la

(ZC A [ (D — o) - D)o ™]r)] , )

JEZ

dr.

la

(2 1AT 6™ =) 0,)
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Desta forma, por meio do Lema E.0.4, p. 99, vemos que
t

@D = o) (1) g1 < (0D — 0™ (2, 0) 1o + f [V (™ = p D) (1), dr
0

JEZ

] (218,60 = o) @0,

t
J‘
0

Lt
|l

19

(2](5 2 H v WA (0D — ()Y ()

— A (0™ V) (pOm Y — v(m))](r)HLp> dr

JEL | 1q

dr

I

(2728, [ (0 = ) - D)) ,)
J€

dr.

Qy(s 1) }A V p(m—l))(r)HLp>j §
€Z||1q

Consequentemente,

t
o = o) g < 10 =), Ol + [ VG =) 0]

_.I_J\
0

(2O - V)2 — o))

— A ™ - ) mD — v(m))](r)|m>jez dr
n Lt (gj(sfl)HAj[(@(mfl) —plm)y. V)U(m)](T)HLp>j€Z ) dr,
de onde conclui-se que
[ — o) (1) ot < |Amarvol s + Jot [V (™ = p D) ()] or dr
N fo t (Qﬂsfl)H( S, 0™ YA (™) — M) ()
— A [0 W) () - U(m))](T)HLP>jEZ dr

f H( (m—1) _ )) -V)v(m)(r)

Bf,_ql dr = ]1 + .[2 + Ig + I4. (256)
Estimaremos cada um dos termos definidos acima.

o I;: Pelo Lema E.0.2, p. 95, item (2)

I, < C2_m_1HAm+1U0”Bg7q
= C27"| (2| A Ao )

jez e’
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logo, pela desigualdade de Young (Lema 1.1.13, pagina 18)

L<C2™| (2j8”<ﬂm+1HL1HAJ'UOHLP)jeZHZq
= 27 (27 Aol )

jeZHl‘l

<027

« I,: Veja que por meio das propriedades demonstradas na Proposicao D.0.3, p. 93

A(Vp™ = Vptm D) = AV (p™ — ptmh)

= Ak Z v (m l)ajvi(m) o aiv](m—Q)aij(m—l))
i,j=1
- Z ARV (=A) 7 (@™ P ogu™ = " o™
i,7=1

+(9w](.m_1)(3jvi(m_l) (?zvj(m 2)(9j1)§m_1))

= 2 VA Ao 0 (™ o)
+ (00" — i P oY

Da condicdo de que divo™ = 0 para cada m € N,

2 8jv](~m_1) = 0,
j=1

entao segue pela regra do produto que

AR(Vp™ D — wvpim)y = Z V(_A)flAk{aj[(Ul(m) _ UZ( )0 o (m— 1)]

ij=1

+ 5@[(2}5-7”_1) — v(-m_Q))ajv(m_l)]}.

J K3

Desta maneira
t

L= [ U780 = V)0
0

t
_ J [ 25D ALV = Tpt™) (1) |10 ) ke,

<2ks 1) Z V(- IAk{é’ [( (m) Uz(m—l))aiv§m—1)]](r>

1,7=1
LP)keZ
n t
>
i.j=1+0

dr

la

J J

+ @[(vm_l) — v(m_g))éjvi(m_l)](r)}
([vi-ar{als e a o - =)an =)o

F A DA~ o) 2}

J

dr
14

LP> keZ
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logo
o< 3 (s peae iy e],), o
2 f ‘Ohﬁ—ﬁsy4642“**%ﬁkﬂvy%d)—Qém‘”)@w?”*w]“?IW>MZquT
Zn_: J ’(Zi: 16 2k . DA’C((U%'(m) _Uz‘(mil))awﬂ('mil))](r) Lp)kez la dr
Z Hﬁk 15 2k(s )Ak((v§m_1) . v§m_2))§jv§m_l))](7“) LP)keZ ; dr.
(2.57)

Como vimos, Jx(—A)7'0;, dr(—A)719; sdo SIO’s, entdo da sua limitagio de L? em
LP, quando p € (1,00) (ver Observacao 1.5.9, p. 32)

nee 3 (R a6 -l

i,7=1

1

R A — oo™ @),

<0 3] [ I =)™

2,7=1
(G R R LT (] PR
— CJ Z H (m) (m— 1))aivg(‘m_1)](r>HB;;11
i,j7=1
S [ (C Rt e LTy (O] Py

Pelo Lema E.0.7, p. 110, com v = o™ — M= gy = (™= e primeiro termo e
m—1) m—2) m—1)

dr
la

v =1 — ol ,w = v no segundo termo do integrando acima

t
1< 0 [ o0 (67 = o))
. :
+ Hv(m_l)(T)HB;q H (U(m—l) _ v(m—Q)) (T)HBZ',ZI dr.
Portanto

t
L<C | 00l
0

(H (v(m) — plm= ) HB ot H( U(m—2))(r)”35;11) dr.

o I3: Pelo Lema E.0.5 (pdgina 100)

t
I < f (2j<$‘”[OHV<v<m+”—v<m>><r>|\m ST 1A (@)
0

' =j—4

+ C| Vo™ ()] e Z Ay (D — U(m))(r>Lp])jeZ

jizj—4

dr,
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consequentemente
t
< [ 19 = o)) | (2] 3 1A 0]) | ar
0 el 7€Z | 1q
7 2]

t

+c1f\vwm@ﬁLw(?“1{ > 18 @) |) | dr
0 >4 JEL||1q

De maneira andloga ao realizado para garantir as desigualdades (2.37), (2.38) (p.

51), obtemos

< 0 [ 1Tl (o o))y
t

# O [ 190 = o)) o ()

cjv () el (04D = ) (1)

+C [ 1 =) e )

onde na tltima desigualdade usamos o Lema de Bernstein (ver 1.2.8, p. 25). Usando

a desigualdade 2.8, p. 38
Bsfl dT’

t
I < C’J o™ (1)
0

w0 [ 1t - o))

Por uma comparacao termo a termo da expansao, vemos que dados k >0 e f e B
B;, < I/l

t

< CL Hv(m) (T)\\B;,qH (U(m+1) _ U(m))(,n)’
+C [ 1 =)y

(m+1) _ . (m)
(v v )(T)HBE? dr.

Bsfl dT’

B;,_ql dT’,

By | (0 = ™) (1)

By [0t (r)] By dr

Pq

arbitraria, | f]|

Btk entao

Bs—l d/’a

Byt ||U(m) (r)] By, dr

s
BI»HQ

N

e I,: Neste caso

Hs—1 dr
Bpg 7

L= [0 =) (90 )

entao pela desigualdade 2.13, p. 41

1= [ I =)0, 9

+ (Y = ™) ()]

it HVv(m) () HLOO] dr

[vo™ )]

le

+ (e = o)1)

s—1
Bp,q

t
< [ el = o))
0

[Vt ()

.| dr.
By ]

s—1
qu
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Concluimos assim que

<0 [ Iy 10 =) )

_y dr.
By

Combinando as estimativas para Iy, I, I3, I4, obtemos para cada t € [0,7]]

[ — ) (2)

313)211 S CQ_mHUOHB;’q

t
N (e R I M

N CJ [0 D () |5, (” (o™ oY (1) s + [ (0 _“(m*Q))(T)HB;;J ar.
(2.58)

(m+1) m)

Estamos interessados em calcular a norma de v — 0™ no espaco nio-

homogéneo B, ql, entéo iremos agora estimar a norma L? de v(™*1 — (™),

m+1) (

Como ' ) satisfaz a igualdade (2.53), integrando-a de 0 a t € [0, T1] em funcio

do tempo e aplicando a norma L? em ambos os membros obtemos

6 = o)), < 0 O, + | [ 9) ) = ) ar

Jt (0™ =m0y V)oM (rydr|  +

0

f v (p™ — ptm D) (1) dr

0

+

Lp

t
< Jampatnly, + [ 1@ 9) @0 o)), dr
0

t ¢
+ J H ((U(m) _ U(m_l)) . V)U(m) (T)HLP dr + f Hv(p(m) . p(m—l)) (T)HLp dr. (259)
0 0

Lp

Estimaremos os termos acima.

Pelo Lema de Bernstein (Lema 1.2.8, p. 25)

”AmHUOHLp - Z HAmHUOHLP
=1

1 &
*Z i CTASE P

3

3

= C’2_m Z HAm+18 UOHLP
i=1

3

<27 ) ool

i=1

onde na ultima desigualdade usamos a desigualdade de Young (Proposigao 1.1.13, p. 18).
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Desta forma

[Amsrvo], < €27 ) [dwwol ,,

i=1
< 027" Vuol,

< c2—m HVU()HB;;Z1

< 027w, (2.60)

pois podemos usar a estimativa obtida no item ((4)) do Lema E.0.2, p. 95.

Além disso, por meio da desigualdade de Holder (Lema 1.1.8, p. 17) é possivel

escrever

(0 9) (0 = ), < ], [T )

< O™ g, [0 = 0™
p.q

|1

( (m+1) _, (m)
<Clv qu v HB;:; (2.61)

m)
los
onde usamos a desigualdade 2.8, p. 38 na tltima passagem.

De maneira analoga obtemos

(m-1) _

(w0 o) D), < O D (262)

m)
I
Por ltimo, semelhantemente ao realizado na parcela I, acima, mais especi-
ficamente, de maneira similar ao argumento usado para obter a desigualdade (2.57), p.
61

n

[V (0 —p DY, < | S (=A) 2o (0™ — o) o mY)

ij=1 Lr
o] S Aoy - )ant
ij=1 L»
(m) _(m=1)y5 (m—1)
< C|((v; v; Jow;™ ) o

% (]

(e = o) 2 Y)

7
Entao tal como fizemos para obter (2.61), segue que

[V ™ =),
< Cllot™ |5, (HU(m) — o™V oD D) (2,63)



Capitulo 2. Resultados Principais 65

Substituindo as estimativas (2.60), (2.61), (2.62), (2.63) em (2.59), obtém-se

(= =) 0], < €27 vol 5,

()] 5,

+ CL HU m=) ("’)HB;,Q (H(U(m) — U(mfl))( )HBs—l - H (U(mfl) — U(m’2))(r)HB;:11> dr.
(2.64)

P (e I T N T M

Logo, pelas inequagoes (2.58) e (2.64)

H(U(erl) o U(m))<t) (m+1) m) + H (m+1) U(m )

— ) () HB;;;;

Iy =1 Dl 1

< 2C2_mHUOHB;,q
t
#20 [ [0 ([0 0+ 100 = o))

t
20 [ 00y ([ = 0 D o
0 pP,q pP,q pP,q
(2.65)
= (2" HUOHB

+0 f o), ( ’"*”—W)(r)HB;;+H(v“”)—v<m-”><r>HB;;1)dr

+ Cfo oD 5, ([0 = o)) g + [ o2 0) )
Como ¢ € [0,Ty], da estimativa (2.51), p. 56
[ — o) (@) s < C27" 00l 55,
+C L 20l . (D = o) @) oy + @) = 0 D) ) o ) dr
=) 2Cunlsg, ([0 = D)) + [0 = o))

T
<C2m il [ = o)) dr
0 p,q

T1 Tl
+ CJ H(U(m) - v(m’l))('r’)HBsfl dr + CJ H(v(m’l) - U(m’z))(r)HBs,l dr,
0 P4 0 P.q
onde C' é agora uma constante dependente de |[vg|ps . Vemos disto que

) = ) 1) s < 02m+cjwwmﬂ—wwflw
Ty

n CJ HU o (m— 1)”X dr + CJ H,U(m—l) _ U(m_2)”X571 dr
0 n
=C27™" + CT1HU (m1) _ ) HXsfl + CTlHU(m) - U(m_l)HXS*l
T T

+ C’Tluv(m_l) - v(m_Q)HXS,l.
Ty
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Como obtemos a desigualdade acima apenas com a suposi¢ao de que T3 € (0, 7)), podemos

considerar 0 < Ty < min{T,, C~'}. Consequentemente

(m+1) . (m)
[v vt

s—1
XT1

<(1-cm)(c2m s emot — o)

B

sfl)
XT1

= 027" + CTy|pt™ — (™Y (2.66)

x5 + CTle(m’l) — v(m’Q)‘

—1.
XS
T

Observamos que como C' depende de ||[vg| s, T1 também depende de [v|ps . Considere

agora Ty = Ty(|vol B ) = min{T, (2°C)~'}, mostraremos que existe C' > 0 satisfazendo

(m+1) . (m)
v ™|

<C2™™, YmeN,. (2.67)

X3!
Como T, < Ty, por construgao a desigualdade (2.66) pode ser considerada também em

termos de T,. Veja que quando m = 0

m+1) ,U(m)‘

=K=K2".

(1)‘

HU( X5t = HU X5t

Além disso, podemos mostrar por inducao que para cada m € N

(m+1) m)‘

m—1
v v < ( 27y + 2‘mK) 27, (2.68)
Ty

1=0

Quando m = 1, pela desigualdade (2.66),

o2 = 0y < G270+ T = 00+ Tl = o)
2 2 2

<C2'+27°K <27+ 272K
0 .
= <Z 2710y + 21K) 271,
i=0
Supondo agora que para k € N arbitrario, desde que m < k, tenhamos

m—1
Xt S ( 27 + z—mK) 27,

=0

(m+1)

o)

v

Entéo, considerando a desigualdade (2.66),

Hv(k+2) . U(k+1)‘

< Clzf(k+1) + 275H,U(k+1) o U(k)‘

gt + 275 — o)

X;;l X,;;l
k—1 ' k—2 '
< ¢ 2 k+) 4 95 ( Z 270 + 2—kK> 27k 4970 < Z 270, + 2—<’f—1>K) 9~ (k=1)
i=0 =0

k
< Cl2f(k+1) + [Z 271’ (27201) + 27(k5+1) (22K)]2(k+2)

=1

k=1
+ l 27(272Ch) + 2’“(2%)]2““1),

i=1
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assim

HU (k+2) U(k+1

Xs LS (Zf] 272C) + 27 *HD (22K)>2<k+2>
(Z 27(2 )+ 27 (2—2[()) o—(k+1)
<27 [(i ) + 27 (272 ) (Zz 272Cy) + 27 (2‘%))}

k
< 270D lz )+ 27D (272K 4 2‘%)]
< (2 270, + 2—<k+1>K> 9~ (k+1)
=0

O que conclui o passo indutivo da demonstracao de (2.68).
Para cada m € N, observe que

m—1 m—1

M2+ 2K < Y 270 + K
=0 =0
< Z 270, + K
i€Np
— 20, + K,

além de que K < 2C; + K. Considerando agora C' = 2C; + K, obtemos a desigualdade
(2.67).
Consideremos ¢ > 0 arbitrario e a constante C' obtida na desigualdade (2.67). Dado N € N

€ . .
tal que 2V < —, se m, n € N satisfazem m > n > N, entéo

2C
Xsl\mz (i+1) _ Xsl 022—2

<C )Y 271 =C2"N < ¢
SN

Hv(m)

Logo (™) en, ¢ uma sequéncia de Cauchy em X%;l. Como X%;l ¢ completo, entao

m)

( s—1
v —wve Xp .

Isto conclui a demonstracao dos fatos mencionados.

Para mostrarmos que v € X7, observamos que, por meio da desigualdade (2.52),
p. 57, a sequéncia (v™)en, ¢ limitada em L*([0, T3]; B, ). Desta maneira, passando se
necessario a uma subsequéncia, temos que (v (m))mGNO converge na topologia fraca-= para
w em L*([0,T3]; B, ). Em particular, (V™) en, também converge na topologia fraca-=
para v, pois ja sabemos que v™ — v € X%;l. Entao, da unicidade do limite na topologia
fraca-+ em L([0,T3]; B5 '), temos que

v=we L*([0,T3]; B, ,),
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e entdo v e L*([0,T3]; B, ,). Tendo em vista as estimativas da limitagio e da contragao
(veja e.g. (2.50), p. 56 e (2.65), p. 65) e que v™ — v e X%;l, segue que v é solucao integral
das equagoes (2.26)-(2.28), p. 48, isto é,

v(t) = vy — J (v-V)o(r)dr — J Vp(r)dr. (2.69)

0 0

Resta demonstrarmos que v é continua. Usando que v satisfaz (2.69) e do fato de que v €
L*([0,T3]; B, ), obtemos que 0;v € LY([0, Ty]; B ). Assim, pelo '"Teorema Fundamental
do Célculo" para fungoes de Bochner com valores em espagos de Banach X, sendo X = B, |
neste caso, segue que v € C([0,T3]; B, ). Mais detalhes sobre esta demonstragio podem

ser vistos em [21].

Desta maneira, ao considerar T' = T'([vo|ps ) = T2, concluimos a existéncia de

solugoes para as equagoes de Euler no espago X7. O]

2.2 Unicidade de Solucao das Equacoes de Euler

Passamos a demonstrar a unicidade de solucoes das equacoes de Euler sob as
hipéteses do item (1) do Teorema 2.0.7, p. 48

Demonstracdao de Unicidade de Solugoes. Para a demonstracao da unici-
dade consideraremos duas solugoes do sistema (2.26)-(2.28), sob as condigoes adicionais
do item (1), p. 48, e mostraremos que de fato estas sdo iguais. Sejam estas (u, p1), (v, p2),
onde py, po sdo as fungdes pressao associadas, u, v € X7, e suas condicoes iniciais sao iguais
a vg € B, .. Fazendo a diferenca membro a membro das equacdes do sistema (2.26)-(2.28),

obtemos

lu—v)+ (v-V)(w—0)+ (u—2v) - V)u==V(p1 —p2), (2,1) € R" x (0,0),

(2.70)
div (u—v)(t) =0, (z,t)eR"x (0,0), (2.71)
(u—v)(z,0) =0, zeR" (2.72)

Tal sistema é semelhante ao sistema (2.53)-(2.55), p. 57, entao implica no equivalente a

desigualdade (2.56), p. 59, nas atuais varidveis, a saber

[(u — v)(t)HBz? < fo IV (p1 = p2) (r)| et dr + L |((w =) V)u(r)| oot dr

t
+J
0

Para obter estimativas dos termos acima, utilizaremos como base o estudo que fizemos

dr

la

(23'(371) [(Sj—2v - V)Aj(u—v)(r) = Aj[(v- V)(u— )] mHLP)

= A + Ay + As. (2.73)

JEZ

sobre os termos da desigualdade (2.56).
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A estimativa da integral A; segue que, tal como o realizado para estimar I, da

desigualdade (2.56), podemos considerar

Akv(pl _p2> = Z Akv a U]a U; — é’ivjéjvi)
i,j=1
= Z V(—A)*lAk{al[(uJ — Uj)ajvi] + ﬁj[(ul - ’Ui)aﬂl,j]},
3,j=1

pois divu = dive = 0. Vemos assim que

t
- j | [vm 0l
‘ak 16@‘ [Qk(S—l)Ak((Uj — vj)é’jvi)](r) LP)k;eZ o dr
(X |acarap oo - wam)e],), |, o
<C Z L H H [Qk(s_l)Ak((uj - Uj)ajvi)](r>HLp>keZ la
ij=1
+ H(H [2000 (o = ) 2,) ] Hm)m Lar
CJ Z I (u ) 050 ( gt Z [ (wi = vi) G5uy] (r) et dr.
i,j=1 2,j=1
Pelo Lema E.0.7, p. 110, podemos entao escrever
t
A4 <C f o) 135, e = 0) ()] s + ), I = 0) () s

Logo

A< C [ (1ulr) g, + 100 g = 0)0) g b

0

Por outro lado, os termos Ay, Az seguem de maneira inteiramente andloga ao

realizado nos termos Iy, I3 de (2.56), respectivamente. Desta forma podemos garantir as

o [
<C L ' o(r)

Ao somar os termos Ay, Ay, A3 na desigualdade (2.73) obtemos

desigualdades

u—v)(r)
(u—2)(r)

_dr;
Bqu BZ#I !

stnq B;;{l d?“.

|(u = v)(t)

t
g <C j (la(r)l33,, + [o(r) 33, ) (= v)(r) g (2.74)
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Para passarmos para a norma nao-homogeénea, integramos a equagao (2.70) de O a t € [0, T3]

em funcao do tempo e aplicamos a norma L” em ambos os seus membros. Segue que

=00l < =00, + | [ @ 9) =)o)

Lr

JT \Y (p1 — pQ) (r)dr

0

Jt ((u—v)-V)u(r)dr

0

+ ‘

+ ‘

Lp p

< Jo H(U V) (u — v)(r)HLp dr + Jo H((u —0)- V)U(T)HLP dr
+ L HV(pl - pg)(r)HLp dr.

De maneira andloga ao realizado para estimar os termos (2.61), (2.62), (2.63) de (2.59), p.
63, sendo necessaria uma modifica¢do nas contas do termo (2.63) de maneira similar ao

realizado no termo A; acima, obtemos as desigualdades

|(w—)@)],, <C L lo(r) 53, (e = 0)(r)| py-r dr + C fo lu(r)|s; [ (w—v)(r)] psr dr
e j (la(r) 13, + Jo(r) |33, ) I = 0) ()| -1 dr
_C L (la(r) 5., + 1055, ) (1 = 0) ()| s i (2.75)

Combinando (2.74) e (2.75), conclui-se a estimativa

[(w =)D gyt < CJO (lu(m)ls;, + lo()ls;,) 1w = v)(r)]

Usando a desigualdade de Gronwall (Lema E.0.1, p. 95) vemos que

[(u—=2)(®)]

Portanto, v = v em [0, T3]. O

2.3 Caso Super Critico do Critério de Blow-up

Esta secao, assim como a proxima, é destinada a demonstracao dos critérios de
) Y
blow-up a que se refere o Teorema 2.0.7. Consideraremos nesta se¢ao as hipoteses do caso

super critico, dadas pelo item (2), p. 48.

Demonstragao do Critério de Blow-up no Caso Super Critico. Seja
T* > T, e considere uma solucao v € C([0,7%); B, ,). Em particular, observe que v € X7,

para todo T' € (0,7%). Além disso, assuma que

limsup [v(t)|5s,, = . (2.76)
t/

*
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n
Como s > — + 1, usando a Proposicao 2.0.1, p. 35, sobre a funcao Vv é possivel garantir

a desigualdade

[Volee < C(1+[Volgg  (In"([Vo]gy1) +1))
In*(Cllv]5;,) + 1))
(lvlss,) +C))
(lvls;,) +1))-

N

(
L+ [Volg (
(
(

+

N

C
C In"

N

(
(
(
(

L+ Vol g (™ (vl s;

Além disso, as condigoes dive = 0 e w = curl v implicam na existéncia de um SIO P e

uma matriz constante A de tal forma que
Vv =Pw) + Aw,

veja, por exemplo, [19, p. 76] para o caso n = 3. Entdo, ao substituir na desigualdade

anterior, obtemos
[Volze < C[1+[P(w) + Aw|gg  (In*(Jv]5;,) + 1)]

<O+ (IPW)lgg,, + | Awl g, )" (J0]5,) + 1]
< Ol + (Kyfwl s, , + Kolwlgg )In™(Jv]s;,) + 11}

00,00

Pois, para cada ¢ € [1, 0], a continuidade de P, A, como operadores de L? em LP, implica

na existéncia de constantes K7, Ky > 0 tais que

1P ss,, = [(18P@)=) ke < [IP)12) sl

S H (KHAJ'WHLOO)jeszq < KH(HAJW”Lw)jeZqu - K”wHB&,q’

sendo que o resultado segue de maneira analoga com o operador A. Desta maneira,

[Vole < C(1+ w] g (0" (o]

B;,) T 1)
< C((In*(ls;,) + 1) + @l (0" (Jols;,) + 1))
<O+ |wlpy )" (Jvls;,) +1). (2.77)

Agora usaremos alteragoes nos argumentos utilizados para a demonstracao do
Lema 2.0.8, p. 49. Considerando w = v na desigualdade (2.39), p. 51

t
T f IVa(r
0

Imediatamente da desigualdade (2.40), p. 52, por meio do item (4) do Lema E.0.2, p. 95,

o)y, < 5,

t
Mg, dr +C [ 190010

e ainda considerando w = v, temos que
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Entao

lo@)]l 5

g +C f Vo) = o)

5 dr. (2.78)

HUO

Para ir para o caso ndo-homogéneo, vemos que considerando w = v na desigualdade (2.42),

p- 53, temos
IVplzr < CIV] e[V L.
Substituindo na desigualdade demonstrada no Lema E.0.3, p. 98, chegamos a desigualdade

t
[o@)]r < fvolle + L [Vo(r)|e=|Vo(r)| e dr. (2.79)

Combinando as equagoes (2.78), (2.79), obtemos a estimativa desejada

lo@®)l5

< HUO Bs (280)

e f V0 e o)

Voltando a estimativa (2.77) e substituindo-a na desigualdade acima

[o(@)]

By, t CJO (L + Jw(r)l g, )" (Ju(r)ls;,) + Dlolr)

B;g,q S ”UO B;’q d?”.

Por meio da desigualdade de Gronwall (Lema E.0.1, p. 95) garantimos que
t
[v(®)]55, < lvol s, exp (CL (L + Jw(r)lge )" (Ju(r)]s;,) + 1) d7“>- (2.81)

Quando [Jv(r)]

By, < 1, (In" (Ju(r)

Bs,) +1) =1 e a desigualdade (2.81) implica

o ()

B, < |00
0

_ Cexp (0 L ()] . dr), (2.82)

de onde, pela monotocidade da fungao logaritmica

i (085 ) < 0 [ oty . 259

5, > L " (o) lss,) = W(lo())

ambos os termos da desigualdade (2.81)

t
s, (C [ 1+ ol )

Ja quando |[jv(r)] Bs,) € aplicando o logaritmo em

0

t
I f[o(t)] 55, < In oo 55, + (CJ (1 + o)l gg, ) (n(fo(r)]5s,) + 1) d?”)
t

- C+ CL (1+ |w(r) g ) dr + CL 1+ ()l gg ) In(fo(r)]s;,) dr
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Novamente pelo Lema de Gronwall,
t ¢
Infv(t)]ss, < (C + C’f (L4 w(r)]pe ) dr) exp <CJ (L + w(r)] g ) dr)
0 ’ 0 ’
t t
< exp (C’ + C’J (L4 w(r)po ) dr> exp (CJ (L4 w(r)lpe ) dr>
0 ’ 0 ’
t
= exp (C’ + QCJ (L + w(r)] g ) dr)
0 :
t t
= exp <C + C’J leo(r)ll o, dr) = Cexp (CJ leo(r)ll o dr>. (2.84)
0 ’ 0 ’
Aplicando o logaritmo em ambos os membros da desigualdade acima,
In |v(t
n < o001z, ) f (1)l dr. (2.85)
Pelas desigualdades (2.83), (2.85), vemos que a hip6tese (2.76) implica que
T*
f Joo(r) g dr = +o0.
0 :
Suponhamos reciprocamente a hipotese
T*
f Joo(r) g dr = +o0. (2.86)
0 :
Como
T%
J Jw(r)l g, dr <T* sup {Jw(r)ge }=T"|w(ro)lge
0 : 0<r<T* : ’
onde o é o valor que maximiza [w(ro)| gy . existente pelo fato de w e |- [z, ~serem

continuas e [0, 7] ser compacto. Considerando C' > 0 tal que

[P (w)(ro) + Aw(ro) |y,

Cct=
HW(TO)HBQW

?

segue a desigualdade

L lw(r)l gy, dr < CT*[P(w)(ro) + Aw(ro)l o ,

< OT* sup {|P(w)(r) + Aw(r)|pg  }

re[0,T%)]

< CT* sup {||VU(7’)HBQO,OO}'

re[0,T%]

Mas pela desigualdade de Young generalizada (1.1.14, p. 19)
Vol = sup{|A;Vulr-} < sup{lg;]o[Vo|re} = Csup{| Vo] -}
’ JEZ JEZ b/

= CHV’U”LOO

(2.87)
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Entao pela desigualdade (2.8), p. 38, temos

Vol , < O]

S
Bj o

onde usamos o item (4) do Lema E.0.2, p. 95. Desta forma

f |w(r)pg , dr < CT* sup {[v(t)]sy,}-

0 te[0,T%]

O que conclui, considerando a hipdtese (2.86), que

lim sup [jv(¢)]

Bs = 0O0.
t, /T P

Temos assim demonstrado o caso super critico.

2.4 Caso Critico do Critério de Blow-up

Mostraremos nesta se¢ao o item (2)b do Teorema 2.0.7, referente ao caso critico

do critério de blow-up.

Demonstracao do Critério de Blow-up no Caso Critico. Considere

T > T e seja v e C([0,T%); B, ). Como no caso super critico temos que v € X7, desde

que T € (0,7%). Suponhamos a hip6tese

limsup [o(t)] 5 = .
* pl

Temos que

HVUHLOC = Z AjV’U

JEZ

— [P(w) + Awls | < Cllwlgo -

L* JEZ

Logo, substituindo na desigualdade (2.80), p. 72, no caso em que s = n +1,qg=1
p

o] 300 < ol 30 + € j Jollzg ()] g

prl p l

O que garante, usando a desigualdade de Gronwall, que

t
Hv(t)HB%H < Cexp (J lwlgo dr).
p,1 0 )

Como vimos no item anterior, isto garante que a hipotese 2.88 implica

T
[NECIR

0

< D18, Volpe = [Vl z

(2.88)
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Reciprocamente, suponhamos a hipotese

T
f ()] g0 dr = oo. (2.89)
0 0,1

Entao similarmente a condi¢ao necessaria do item anterior,

T
| 1ty dr < T sup o)l < OT" (),
0 ’ re[0,T%*] ’ ,

Mas usando o Lema 1.5.16, p. 34, podemos escrever
Vo)l g, < CIVO0)] s
: b
entao

Ts
| 1ol dr < CT Vo0 < CT TR,

. n
P
0 B P

p,1 )1

< OT*[o(r)] g1

Bpp,I
O que, tendo em vista a hipdtese (2.89), produz
lim sup Hv(t)HBffl = .

Isto conclui a demonstracao do Teorema 2.0.7. O

2.5 Persisténcia Global da Regularidade no Caso n = 2

Finalizamos o trabalho apresentando uma consequéncia da existéncia e unici-
dade de solugoes para as equacoes de Euler e do caso super critico do critério de blow-up.
Tal consequéncia ocorre quando n = 2 e utiliza o fato que nesse caso temos que para cada
t >0, |lw(®)|r» = |lwo|r=, propriedade chamada de conservacdo da vorticidade em R?,

cuja demonstragdo pode ser encontrada, por exemplo, em [19, p. 44].

2
Corolario 2.5.1 (Persisténcia Global da Regularidade). Considere n = 2, s > — + 1,

p
pe(1,00), ge[1,:0] evg € By, satisfazendo divvy = 0. Entdo, existe uma tinica solugdo

global v e C([0,0); B, ) para o sistema (2.26)-(2.28).

Demonstragio. Pelas hipéteses dadas, estamos em condigoes de usar o item (1), p. 48 do
Teorema 2.0.7 para garantirmos a unicidade da solugao v € X7 do sistema (2.26)-(2.28),

para certo T > 0.

Suponhamos por absurdo que T" > 0 seja o supremo dos valores para os quais é
possivel garantir a existéncia e unicidade de solugoes das equagoes de Euler neste contexto.

Pela desigualdade (2.87), p. 73 e pela conservacao da vorticidade, temos que

lw@®llgg, . < lw®)] e = Jlwo] -
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Mas pela definigao de w e a desigualdade (2.8) temos que

|woll = = [leurlvg| e < [lcurlvo| gei.
Sendo vy = (v,v9), por [18, p. 264], no caso n = 2 podemos escrever

curlvg = 0109 — d0).

Entao, de maneira analoga ao realizado para concluir o item (4) do Lema (E.0.2), p. 95,

VEmMOos que
lw®lsy,, < 10105 = 020 gy < Cllvols;, < .

Consequentemente, considerando T, > T, segue que

T's
J W)l dt = CTulp]5;, < +o0, (2.90)
0 , ,

o que implica, pelo item (2)a do teorema anterior, que

lim sup [jv(¢)]

Bs < O .
Ty D,q

Desta forma v € X7 ¢é a tnica solugdo do (2.26)-(2.28), onde T, > T. Isto constitui
um absurdo gerado pela suposicio da existéncia de 7" maximal, onde se pode garantir

existéncia e unicidade de solugoes para as equagoes de Euler em X7%. Concluimos assim
que v € C([0,2); B, ). O
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3 Consideracoes Finais

Este trabalho permitiu um estudo contemplando Anélise de Fourier, o espago
das distribuig¢oes temperadas, operadores integrais singulares e um importante sistema em
dinamica dos fluidos, a saber as equagoes de Euler. Foi feita uma abordagem dos espagos
de Besov B, , com condigoes razoavelmente abrangentes sobre os indices p, g, s; a saber,
vimos os casos em que p € (1,00) e s > 2—|—1, ge[l,0] ous = ﬂ+1, g=1,onden éa
dimensao do espaco Euclideano. Exponfos propriedades intrinse]c):as para as equagoes de
Euler, sob o olhar dos espacos L?. Adicionalmente fizemos um estudo das equagoes de
Euler especificamente nos espagos By , com os ja referidos indices. Isto nos levou, seguindo
o realizado no artigo de Chae [7], a garantir condigoes de existéncia e unicidade local
no tempo para solucao de tal sistema, além de mostrar caracterizacées para o blow-up
das solugoes em dois casos, chamados de criticos e super criticos. Consequentemente, foi
possivel determinar a existéncia e unicidade de solugoes globais no tempo para as equagoes

de Euler quando n = 2.

Citamos a seguir caminhos que podem ser seguidos no futuro e que tem como

trago inicial o contetiddo abordado no presente trabalho.

Estudos sobre outras equagoes sao feitos sob a perspectiva dos espagos de Besov.
Em [6] Bourgan-Li analisaram condiges limites para a boa-colocagido das equagoes de
Navier-Stokes em espacos de Besov e, mais geralmente em espacos criticos, demonstrando
que as equagoes sao ma-colocadas no espaco de Besov homogéneo BO_O}OO via o fenénemo de

inflacao.

O desenvolvimento de resultados relacionados as equagoes de Fuler também
pode ser realizado com o foco sendo outros espagos. Por exemplo, em [26] Temam mostra
a existéncia e unicidade no espago de Sobolev WP (), sendo € limitado em R". Em [12],
os autores analisaram existéncia, unicidade e critério de blow-up no contexto dos espacos

de Besov-Herz.

Critérios de blow-up sao particularmentes importantes e se tornam alvos de
estudo quando se abordam as equacoes de Euler em espagos de Besov. Em conformidade
com [9], o problema consistindo em determinar a nao ocorréncia de blow-up quando se
assume energia cinética suave e finita, foi demonstrado ainda em 1972 no artigo [1], no
caso em que n = 2. Contudo, o caso em que n = 3 ainda representa um problema em

aberto.

Ja no contexto das equagoes de Euler para fluidos incompressiveis em espacos
de Besov B, , destacamos que em 2004, no artigo [20], Pak-Park fazem a demonstragao

da existéncia e unicidade de solucdes tendo condigdo inicial vy € B ;(R™). Este caso
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representa um avanco adicional, em certo sentido, com relagao ao estudado no presente

trabalho, visto que o caso em que s = 1 nao é abordado.

Estes topicos servem de motivacao para futuros estudos nesta area tao rica
em elementos e técnicas matematicas, bem como de resultados para equagoes e modelos

importantes em Dinamica dos Fluidos.
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APENDICE A - Resultados Relacionados 3

Teoria de Integracao de Lebesgue

Esta se¢do tem como objetivo apresentar propriedades pontuais mas utilizadas

ao longo do texto e que estao no escopo da teoria de integracao de Lebesgue.

A primeira destas propriedades é a chamada desigualdade de Minkowski para
integrais e serd enunciada em um contexto menor que o feito em [13, p. 186], de maneira a

se adequar ao nosso contexto.

Proposicao A.0.1. Seja f: R" x R" de tal forma que cada xq, yo € R" fizos temos que
f(zo,-) € S(R™), f(-,v0) € S(R™). Entao supondo que p € [1,00) e f =0 em todo ponto,

Un< . f(z,y) dy>pd:c]; <Jn( Rnf(x’y)p dx)’l’ a.

Mostraremos no Lema A.0.3 uma condicao suficiente para a conservagao, a
menos de uma constante, da norma no espaco L? de uma funcgao aplicada a um campo
vetorial. Para tal, sera necessario o lema a seguir que mostra como é possivel derivar, com
relacao a variavel temporal, o jacobiano de uma campo vetorial. Tal lema foi provado no

cason = 3 em [8, p. §].

Lema A.0.2. Sendo J(X(x,t),t) o jacobiano de um campo X : R" x (0,00) — R"

diferencidavel na varidvel temporal, entdo

O (X (2,t),t) = J(X(2,t),t) divd, X (z,t).

Temos assim as ferramentas para demonstrar o seguinte lema.

Lema A.0.3. Considere p € (0,0). Seja f : R" x (0,0) — R, tal que para cada t € (0, 00)
temos f(t) € LP(R™). Seja X : R™ x (0,00) — R"™ diferencidvel na varidvel temporal,
satisfazendo X (x,0) = z e tal que para cada t € (0,00), X € difeomorfismo com relagio a

variavel x. Se o campo 0, X (x,t) tem divergéncia nula, entdo

[FXC 0, O = Clf e

para alguma constante positiva C'.

Demonstracao. Seja t € (0,00). Usando mudanga de variaveis temos que

@ = |

RTL

f(x,t)!pdxzf |f(X (z,1),t)[PT(X (2,1),t) dx.

n
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Pelo Lema A.0.2 para cada x € R",
Ord (X (2,t),t) = J(X(z,t),t) divo X (z,t) = 0,
de onde concluimos que J(X (z,t),t) é constante com relagdo & varidvel temporal, entao
J(X(x,t),t) = J(X(x,0),0) = J(x,0) = 1.

Logo

IF@), = f F(X (@), )] d

n

= [F(XC0), 1)

assim

[f@)le = ClAXC 1), 8) e
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APENDICE B - Existéncia dos Blocos

Diadicos

Dedicamos esta se¢ao a demonstracao da existéncia de fungoes tais quais na

Definigao 1.5.1, p. 28. Tal demonstragao esta presente em [4, p. 135].

Lema B.0.1. Eziste uma funcio ¢ € S(R"™) satisfazendo as propriedades

suppp = {& 271 < l¢| < 2); (B.1)

T<lgl<2=9() >0 (B.2)

para cada & € R™\{0}, 2@(2’%’) =1 (B.3)
JEZ

Demonstracao. Considere f € S de tal maneira que

supp f = {¢]2~ 1<|§|<2},
27 < ¢l <2=f(&) >

De maneira andloga ao raciocinio usado para mostrar (1.5.2), p. 28, vemos que

supp f(277-) = {1277 < ¢ < 7M1}, (B.4)

Definamos a funcao F' de tal forma que
P =>f@27e). (B.5)

JEZ
Veja que para cada k € Z
P =) fe7 ) = ) e F(¢). (B.6)
jez. jeZ

Por (B.4), para cada £ € R™\{0} a soma definida no segundo membro de (B.5) ndo se

anula em no méximo 3 termos. Digamos que para tal £ o menor destes termos seja j1(£) e

o maior seja j(£), assim
F© = 3 fe7e), (B7)

entdo F' € S e para cada € € R™{0}, ﬁ(f) > (0 pois é igual em cada ponto a uma soma

finita de fungbes positivas em S. Segue que a fungao ¢ definida de maneira que para cada

£ e RM{0}
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de fato ¢ € C* e suppp = supp f = {€]27! < |¢| < 2}. Entdo ¢ satisfaz (B.1). Como
F(€), F(€) sao positivos para cada 271 < |€] < 2, entdo $ satisfaz (B.2). Por tltimo, fixado
¢ € R"\{0} e usando (B.6)

. fee  RE jeve  RE fee
277¢) =) = = z = =
jez;p( 5) JEZZ F(279¢) j—;(f) F(277¢) j—;(s) F(€)

Logo, por (B.7),

J2(§) P roy—i
o f(277¢)
(277¢) = ~ - =1
J'EZZ 7 j:jzl(@ ﬁi(fl) © F(277¢))

De onde segue que ¢ satisfaz (B.3). Portanto a funcido ¢ € S satisfaz as condigoes

requeridas. O
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APENDICE C - Resultados Relacionados ao
Paraproduto de Bony

O produto de distribuicoes temperadas nao esta bem definido a priori. Contudo,
¢ atribuido a Bony certa nocao que permite a interpretagao de produto neste caso. Nesse
sentido nao nos referimos a produto, mas sim a paraproduto entre distribui¢oes temperadas
ou, mais comumente, paraproduto de Bony. Nesta se¢ao iremos formalizar tal paraproduto,
além disso mostraremos a decomposicao de Littlewood Paley. Ambos os conceitos sao
particularmente interessantes pois decompoem as distribuicoes temperadas em somas
contendo os operadores S;, A; ja definidos. A seguir veremos com isto é considerado, onde

usamos como referéncia [18, p. 23].

Lema C.0.1 (Decomposigao de Littlewood-Paley). Considerando os operadores S;, A;,
definidos na Defini¢ao 1.5.4, p. 29, para cada f € S'(R") e N € Z,

k

k=N =N

na topologia de S8'(R").

Em conformidade com [28, p. 3] e [15, p. 10], definimos o paraproduto entre

duas fungoes. Para mais detalhes sobre tal conceito, ver o realizado em [5].

Defini¢ao C.0.2 (Paraproduto de Bony). Definimos o paraproduto de Bony fg como

fg=Tig+T,f + R(f,9),

onde
Trg = Y S;2fAjg;
JEZ

Tyf =D Si29Af;

JEZL

R(f,9)= Y. AifAjg.

li—j|<1

Além de tais decomposi¢oes, durante o trabalho usamos certa férmula de

paraproduto de Bony que utiliza o chamado comutador operador comutador.

Definigao C.0.3. Sejam Ty, Ty operadores definidos em S'(R"), definiremos, para cada

veS o operador comutador [Ty, Ty : 8" — 8 de tal forma que

[T1, Ta]v = T1 (Tyw) — To(Thiv).
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Em [28, p. 203] é demonstrada a seguinte igualdade.

Proposi¢ao C.0.4. Dadas v = (vy,...,v,),w = (wy,...,w,) € S'(R"), k € {1,....,n} e
J €L,

(Sj_zw : V) Ajvk Ay ((w V Uk; 2 Ay Ta o Wi — Z[Twléz, Aj]vk

=1 i=1

+ Z Twi_sj72vkaiAjUk + Z (A]R(’w“ &vk) — R(Sj_QUZ‘, A]@Uk» .

=1

Para finalizar a se¢do iremos demonstrar uma estimativa relacionada ao comu-

tador.

Lema C.0.5. Sejam p € (1,0), s > " quando q € [1,0] ou s = L} quando q € 1,
p p
f, g€ X7, onde f = (f1,..., fn) tem divergéncia nula e j, k, i € Z arbitrdrios. Entao

Z[Skfz', Aj]aig
i=1

i Aj7Skfl ag
=1

< CIV = Aj9] L

p p

Demonstracao. Temos que

N [Skfis Aj10ig = Y [Skfi - 8jdig — 8 (Skfi - dig)].
=1

=1

Desta forma

NgE

i[Skfi,Aj]@g(t) = [Skfz(x t)f wi(r —y)A;dig(y, t) dy

n

.
Il
—

B fRn il —y)Sefi(y, t)A;0g(y, 1) dy]

[

s
Il
—

fR 23— Y)[Sufile, 1) — Sefily DIAA 9y, 1) dy

n

-

@
Il
—

oin JR (2@ = y))[Sefilw 1) = Sefily D)0 g(y. ) dy.

Integrando por partes,

n

S [Skf Al () 22]” | oo e = ISt = Sl 01} Asant) dy

i=1
mas

n

D 0{p(@ (x — y))[Skfilx,t) = Sfily, )]} = Zn: 20ip(2' (x — y))[Skfi(w, 1) — Skfily, 1))

i=1 =1

j (27( = y)ai(Suie,1) = Sefily:)
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ia (o (0 — y)[Sefila,t) — Sufi(y. D]}

= Z 2]a 2J f - )[Skfz(x t) Skfz(y’ t)]

(@ —y) [S(Zaﬂ 0) -5 (Z ) |
= Z 20102 (x — y)[Sefilz, 1) = Sefily. 1))

+ (2 (z — y))[Sy—2(div f(z, 1)) = Sy_a(div f(y,1))]

= Z 270;0(27 (x — y))[Skfi(z, t) — Sk fi(y,t)]
e desta forma

Z[Skfz Z 27(m+h) 3 ip(27(x — y)) [Skfix, t) — S fiy, 1)]Ajg(y, t) dy

i=1

== Z 27y é‘ P(27 (@ — ) [Skfilh(7), )], ] A9(y. 1) dy

com h(t) = x + 7(y — z) e para cada 1 < i < n, hi(7) = z; + 7(y; — ;). Desta forma

n

g[Skﬁ;, Aj)0ig(t) Z 9(n+1) J Oi0(27 (2 — y)) [ Jol Ci_Skfi(h(T), t) dT] Ajg(y,t)dy

i=1

n

= =20 5i0(2 (z — )

i=1 R™

[ Saserne. - niw) ar|asato.tray

0 =1

= _EQJ nH)J Oip(2 (z —y))

1
1

. L l

= — Z 2+ 5,0(2 (x — )
i=1

1[92 dr] Ajg(y.1) dy.

M:

| —

(Y1 — 1) - Sk filw + 7(y — ), 1) dT] Ajg(y,t)dy

I
—

= ?

Sisf a0 = -3 [ ap@ - )

- [ [ @016+ -0 df] Asgly,t) - (27 dy,
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Fazendo a substituicio z = 2/ (z — y) obtemos que
lSh Aleg) = = [ (e
i=1 i=1

[JI(Z V) (Sefi)(w —27772,1) dr] Ajg(x — 2792, 1) dz.

0

Desta forma, ao aplicar a norma L” em ambos os membros acima vemos que

Z[Skfh

=1

(2

n

. Ul(z V(S (@ — 27972, 0) dT] Aygle — 2792, 1) dz

0 Lp
<> f dip(2)
i=1 Il JR?
1
: lf (2 V)(Spfi)(w — 27972, dT] Ajg(z =277z, t)dz|
0 r
pela desigualdade de Minkowski para Integrais (Proposi¢ao A.0.1, p. 83)
Z Skfm < ZJ 8190(Z>
i=1 Lr =1
1
[J (2 V)(Sefi)(x —27972,1) dT] Ajg(z —2772,t)| dz
0 Lp
-3 % [ [ asee s -2
i=1j—j']<3 R
“Njg(x —2772,t)dr|| dz
Lp
n 1
(L avere v - 2
i=1YR" m1Jo
. PoN\»
“Ajg(x =277z, t)dr dx) dz

< ifR UR (Ll [Gip(2)P|Ajg(x — 2772, )P

(2 V) (Skfi) (@ — 2772, 1) P dr) dx] dz

3 =

( [ 10 s {1 Dises)e -2z 0p}

n T€[0,1]

3=

Ag(z — 2772, )P dm) dz.
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Consequentemente

n n

Z[Skfia Ajlaig(t)| = ZJ

i=1 Lr  j=1JR"

([ 100l DSt - 2 im0

A

Ag(x — 2792, )P dx) dz

n p
Z ZmOmSpvi (T — 277192, 1)

m=1

_ 2 [ (] tor

S =

Ag(x — 2772, )P d:c) dz

< Z Z J;&” (Jvn ’8190<Z)|p|zmamskfz(l‘ - 2_j702,t)|p

Ag(x =272, t)P d:v) "z

< i i JRn lfw |5i¢(2)|p<§§£ {11+ 12l||0m Sk filx — 2_j702>t)|})p

|Ajg(x — 2792, )P dm] dz,

RS

como OpSifi(r — 2771 -,t) € S, entdo da Definicio 1.1.2, p. 15 podemos garantir a

existéncia de certo zg € R" de tal forma que

Zskfz, <ZZJ H 10ip(2)P (|1 + 20| ' 10m Sk fi(x — 277020, 1) |P)
i=1 L Rn

i=1k=1

|Ajg(z — 2792, )P dx] "z

~eR N [ ([ o ionsinte - 2 im0

|Ag(x — 2792, )P dx> dz

<C) ) 10ip(2) P10 Sk filllo | Agg(x — 277 2, )P dar | dz
. R R

3=

3 =

i=1m=1

) J 100 ()1l Om S fil» (J [Ajg(x - 2jz,t)|1’dx) dz
i=1m=1 R

OO [ eSSl lsglis
i=1m=1

onde foi usado que a linearidade do argumento = — 277z implica que [Ajg|z» = [|A;g(x —

277 )| ». Desta maneira
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Z[Skfia Aj]aig
i=1

— O N 10 file 1A e f 2p(2)| da
Lp Rn

1

C

l

D= 1D

Il
—

iD= iD=

HSk Om fil L= | Aj9| e

(2

Pelo Lema 1.5.6, p. 30, segue que

Z Sifi 810 = C Y D o fill e |18 o

Lp i=1m=1

= ClIV = Ajglee.
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APENDICE D - Propriedades do Operador
Lift

Iremos definir o operador lift (—A)® e mostrar certas propriedades deste. Usamos
a nomenclatura lift, mas tal operador é nada mais que uma poténcia do Laplaciano,
podendo ser fracionaria dependendo do valor de s. Estaremos interessados no nosso
trabalho particularmente no caso em que s = —1, pois tal operador cumpre essencialmente

o papel de ser o operador inverso ao Laplaciano. Como referéncia para esta secao utilizamos
24, p. 280].

Definicao D.0.1. Dado s € R, denotaremos por (—A)* o operador definido de S em S

de tal forma que para cada f €S
(=AY (f) (@) = (j*f) ().

Desta maneira podemos demonstrar o seguinte resultado.

Proposicao D.0.2. Dada f € S, temos que
(=A)"HAf) = f.
Demonstracao. Para cada & # 0 temos que

[(—A)HANT () = [el72Af) (©) = €] 2€2F(€)
= f(9).

Portanto, o resultado segue calculando a transformada inversa de Fourier em cada termo

acima. 0

A seguir demonstraremos propriedades do operador lift que serao tteis ao texto.
Proposicao D.0.3. Consideremos f €S ei, j€{l,...,n}, entao
(1) 0:0;,(=A)"'f = RiR;f;
(2) Dado k € Z

AV(=A)Hf = (=A)TIVALL
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Demonstragdo. (1) Pela Proposicio 1.4.4, p. 27, temos que, como (—A)'fe S
0,0;(=A)"'f = —~RiR;A(=A)"' f = —R;R; f.
Logo ¢ suficiente mostrar que
Oi(=A)7f = (=A)af.

Veja que dado £ # 0

o~
o~

(@:(—=A) ) (€)= (&) ((=A) 1) (&) = (—i&) €2 f (&)

~

= [€172(~i&) (&) = (D) 7'af) ().
Como desejado.

(2) Temos que

o~

= €AV f) (€)

~

= ((=2)7'VALS) (9).

O que conclui a afirmacao.
]
Observagdo D.0.4. Veja que como consequéncia do item (1), o operador d;0;(—A)™"

¢ um SIO. Logo, quando p € (1,), pela Observagio 1.5.9, p. 32, 0;0;(—A)~" estd bem

definido e € limitado em LP(R") e em B;q.
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APENDICE E - Algumas Estimativas Uteis

para a Dissertacao

Dedicamos este capitulo para a apresentacao da desigualdade de Gronwall. e o

calculo de propriedades usadas no decorrer do texto.

A desigualdade a seguir é demonstrada em [11, p. 3].

Lema E.0.1 (Desigualdade de Gronwall). Consideremos fungoes continuas f, g : [a,b] —
R, com g assumindo valores ndo negativos em todo o intervalo [a,b], e C € R uma
constante. Se a desigualdade

t

[y <C+ f o(r)f(r) dr

a

for vdlida para cada t € [a,b], entdo

£(t) < Cexp (f g(r) dt).

a

A seguir exporemos cédlculos que omitimos do desenvolvimento do texto em

virtude de fluidez da leitura.

O primeiro destes ¢é relacionado com modificagoes particulares realizadas sobre

o Lema de Bernstein, no contexto deste trabalho.
Lema E.0.2. Sejam p e (1,0), s > " seqe[l,0] ous = " seq=1.Seve B},
p p ’
entao
(1) Dado o um multiindice fizado,

[0%v]

By, "~ ||U|\B;j;a\;
(2) Dado j€Z,

1A 0] g < C27|Agel

Bj
(3)

B, <C Y |aidy]

i,j=1

[Vl

Hs—1,
prq !

(4)
[ Vol

gimt < Clols;,-
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Demonstragio. (1) Temos que

P [CRINE P
= | (27]|0*Ajv]|1»)

jeZHlP
JEZL HZP’

mas COImo

~

supp(Ajv) < {€]277" < |¢] < 271} < B(0,277?),

pelo Lema de Bernstein (Lema 1.2.8, p. 25) segue que

B B, < H (275C20+2)led HAJ‘U||LP)jeszp
_ (92lel H (2j(s+|a|) HAJ'UHLP)jesz
= Clol gy
Reciprocamente
CH”‘B;;‘Q‘ - H (zj(sHaDHAJUHL”)jeZ”w
< || (276Dl A v 1) Ly
= Clo"ol 5.,

Em ambos os casos a constante C' depende de a. Veja que diferentemente das
condigoes no Lema de Bernstein, aplicar o operador A; faz com que neste caso nao

seja necessario exigir condicoes sobre o suporte de .

(2) Temos que

[A;v]

keZ‘l‘I’

sy = | (27 ARA V] 1)
mas

supp (ApAjv) < supp @y, [ |supp@; = B(0,272),
entdo dado i € {1,...,n}

1A

B < [ (20O G A A v 1)
< 0279 (26 V|08 A v 0
= CQ_j H é‘iAjv|

keZHl‘l

keZqu

Hs—1.
BP#I

Logo, pelo Item (1) acima,

A0l g < C279| A0

N
prq
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(3) Aqui

Vol s, = (2126 70]10)
= [@"IVAWlLe) ez

‘ (2’“02 16; Akva)

keZqu

keZllla

Z 25108k 10) Ly 0

o3| (L S s
pr jog) keZ 14

Entao usando o Lema de Bernstein segue que

Vo5, < Z | @10 2k0]e) ez
¢y, 2’“le 2 610,00
i ni4 kezllia
<C H (216(571)HAkaﬂ‘aiU”Lp)keZHza

1

Mz D= L

IIAM@ vl

27]

(4) Pela Observacao 1.5.14, p. 33

Vot = 181 F0ls + [Vl e
|VS_]_UHLP + ”VUHB -1

< CZ 18:S-1v] e + [(22¢D A,V 1)

]EZqu

CZ (losS=iv],, + (27000 10)
=1

Como
supp (S_1v) < supp ® < {¢] |¢] < 2°} = B(0,2)

entao pelo Lema de Bernstein

[Voll g < C D5 (C2YSw], + (27027 Ag0] 1r)

=1

< ON([S-w0f + [(2°1A50]20) i)

jezlin)-

jeZqu)

= Clovlis;,,-
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O seguinte lema é uma estimativa classica relacionada as equagoes de Euler.

Lema E.0.3. Sejam T > 0, pe (1,0), e s > " com q € [1,00], ou s = "1 se
p p

q = 0. Supondo que v e C*([0,T], B, ) seja solugdo das equagoes de Euler

o+ (v-V)v=-=Vp, (z,t)eR" x(0,0), (E.1)
divo(t) =0, (z,t)eR" x (0,00), (E.2)
v(x,0) = vo(z), xeR", (E.3)

podemos afirmar que
t
lo@)zr < Jlvollze + f IVp(r)| e dr.
0

Demonstragio. Se |v(t)| = 0 ndo hd o que mostrar.
Considerando a equacdo (E.1) e multiplicando ambos os seus membros pelo vetor v|v|P~?

obtemos

(@) oo + [0 V)0l - ool = ~(Vp) - wfop . (E4)

~
1 II

Desenvolvendo vemos que

(i (Groi) ‘)Wp_2 + <§:1 <ivi6ivj>vj) Plias

n

= ]gat(\v\p) - 2”2(2 “J’aivj|v|p2)

i=1
1 1 &
= =0(Jo]") + = vi[ai(Jv")]
O p;

1 1
= —0(|v|P) + —v - V(Jv]P).
SOl) + 2o V(o)

Como pela desigualdade de Schwarz
I < |Vpllo|lof=* = |Vpllvf~
entao pela equacao (E.4) segue que
O([v]P) + v - V(jol?) < p|Vpl[o["~.
Integrando com relagao a variavel espacial vemos que

o,(|of?) da + j v V(o) de < p j VplofP! de

n n

R

usando o Teorema da Divergéncia (ver [23, p. 10]).

atf |U|pdx_f dive - o dz < p||Vpllo["~H .
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Como dive = 0, entao
o(olLe) < plIVpllof =20
Pela desigualdade de Holder (Lema 1.1.8, p.17], no caso em que ¢ = pfl’
o(Ivlf) < pIVPlzellvf~" 2o
-1
= ook [ 60 a2
= p|Vpleelol"
expandindo o primeiro termo, vemos que
ploli evlze) < p Vel vlE"
logo
O[vle) < [Vplee
= ﬂm<£WWNmW+MWm=£WWNMW+%M-
O

Além disso, é possivel generalizar o lema anterior no seguinte sentido.

Lema E.0.4. Sejam T > 0, pe (1,0), e s > " com q € [1,0], ou s = L
p p

q = . Considerando u,b,g e C*([0,T], B ), com divb =0 e tais que a igualdade

ou+b-Vu =g,

¢ satisfeita, podemos garantir a estimativa dada por,

Ju(®)lr < L lg(r)lze dr + Ju-, 0)]|s-

Demonstracio. Considerando a substituigdo X (z,t) na variavel espacial, tal que

X =b
X(z,0) =z,

vemos que

[u(X (z,t),t)]s = Gu+b-Vu(t) = g(X(z,1),1).
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Consequentemente ao integrar com relacao a t, obtemos

u(X g r)dr + u(X(x,0),0)

t
g r)dr + u(x,0).

ST S

Por hipotese o campo 0, X tem divergéncia nula, entao pelo Lema A.0.3,p. 83

J g(X (1), 7Y dr + u(-, 0)

0

wwm—uu@mmmﬁ

Lpr

jm e dr + (-, 0) 1
<memm+muwm

[]

Passamos a demonstrar certa estimativa necessaria para o desenvolvimento da

demonstragao do Lema 2.0.8, p. 49.

Lema E.0.5. Considerando validas as hipoteses do Lema 2.0.8 e dado j € Z

|(Sjaw - V)Ajv — Aj((w- V)|, <
C[Vvl| e Z |Ajw]ze + C|Vw] e Z 1A 2o

j'=j—4 J'=j—4

Demonstracao. Usando a Proposicao C.0.4, p. 88, cada coordenada de v satisfaz

(80w - V) Ao — Aj((w - Vo) = ZA T, 0 w5 + i[T 05, Aoy

i=1 i=1
o J . J
' '

I

17

— Z Twi_sj_QwiaiAjUk - E[AJR(U)Z, @ka) - R(Sj_gwi7 A]aﬂ)kﬂ . (E6)

i=1 i=1

- - - -

~-
117 1V

Estimaremos cada um dos termos definidos na igualdade (E.6).

o I: Da Definigao C.0.2, p. 87|, segue

zn]A 251_2 8vk 5! Ws

j'ez

- _ 2 Z A; (Sj/—Q(aivk)Aj'wi)'

i=1 /€7

De forma analoga ao realizado para concluir a implicacao 2.17, p. 42, temos que

J—J'| = 4= 8;(Sy2(0u) Ajw;) = 0,



APENDICE E. Algumas Estimativas Uteis para a Dissertagio 101

entao podemos podemos escrever

n

I==>0 > Aj(Sy—alm)Ajuy).

i=1]j—j'I<3

Segue da desigualdade de Young (Proposigao 1.1.13, p. 18) que

3

lze < Z [l Sy —2(Qivi) A jrw; | o

=1 <

i 2 HS /,2 @Uk Aj/wiHLp,
i=1j—j]

consequentemente, usando a desigualdade de Holder generalizada (Lema 1.1.9, p. 17)

1l <CY > 1S—2(@wn) 1= | Ajrwi 1o

i=1]j-7]<3

Pelo Lema 1.5.6, p. 30

1l <CY > l0wwk] poe | Ajwi o

i=11j-']<3
n

<CY, D, IVl |Ajw
i=1]j—'|<3

<O[Volee Y, [Ayw]e

li—3'1<3

<O||VUHLOO Z ||Aj/w||Lp. (E?)

§'=j—4

e II: Temos que

17

I
NgE

[T, 01y Aj]vg

s
Il
—_

[

@
Il
—

{Twi [24(A00)] = AT o]}

{ 2 Sv,gwi : Aj/é‘i(Ajvk) — Aj Z S-/,gwi : Aj/aﬂ}k}

7€z 1€z

i M: s

Z Sjr_gw; - D jdi(Aug) — A;(Sy_gw; - Aydug)],

J'ez

entao pelas propriedades de convolugao enunciadas na Proposicao 1.1.12, p. 18

[I = Z Z [Sj’72wi . A]’A]alvk — A](Sj/fng . A]’alvk)]

i=1j'€Z

:ZZ Sjr_gw; - A OvE — Aj(Sy_ow; - Ajidsur)]. (E.8)
i=1j'€Z
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Afirmamos que
1] =7 = 4= Sy_sw; - AjAjdv — Aj(Sj_qw; - Ajidyuy) = 0. (E.9)

De fato, de maneira andloga ao argumento usado para a implicacao (2.17), p. 42,

temos que
j— 7| = 4= A;(Sj—2w; - Ajduy) = 0. (E.10)
Considerando agora a hipGtese mais forte [j — j'| = 2
supp(A; Ay dur) = supp(; - Gy - (Civr) )
< supp(;) [ | supp($5)
—{e| P <l <212 < g <2 = 2
Desta forma, analogamente a conclusao da implicagao (2.17), p. 42, segue que
Ajijﬁivk = 0. (El]_)
Assim

A implicagao (E.9) segue, pois, de (E.10) e (E.12). Logo podemos escrever a equacao
(E.8) como

~
’\4
Mz

Z S]/_le A A 10; iUk — (Sj/_g’wi : Aj/aﬂ)k)]

l7—3'1<3

s
Il
—

I
i Mz

[Sj 1_oW; - A -(')z-Aj/vk - Aj (Sj/,gwi : (7Z-Aj/vk)]

<3
n
= Z S]/_ng, é’ Ay 3! Uk -
—J'l

Desta forma

|11z < Z

7|

Zn: S]/_le, 6 A 5/ Vk

Lr

Pelo Lema C.0.5, p. 88, com k = j' — 2, f = w e g = Ajvy segue que
e < ) CIVwlo=|2;8v] .

l7—3'1<3

Pela desigualdade de Young (Proposi¢ao 1.1.13, p. 18) concluimos que
[ =C Y, [Vwlo=|Aj vk

li—Jj'|<3
=C D [Vwl|Ajv]m
li—J5'|<3
<C|Vwe Y] A5 (E.13)

J'zj—4
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o [II: Veja que

ITT = =Y T, 5, w0\ jug

=1

= — i Z Sir—a(wi — Sj_ow;) A j10; A jvy.

i=1'€Z

De forma andloga a implica¢ao (E.12) temos que
‘j — ]/’ > 2= Sj/_Q(U}Z' — Sj_gwi)AjﬁiAj/vk = O,
entao

IIT==> > Sy a(wi — Sjow;) Ay Ajuy.

i=1]j-j]<1

Mas dados j,k € Z

supp (SeAjw;) = supp (. - @; - i)
< supp ¥y, ﬂ Supp ¢,
< {]lel < 25 e 12t < Jgf < 2741,

desta forma

o~

k < j—2=supp (SpAjw;) = J = SpAjw; = 0. (E.14)

Ao considerar & = j' — 2, temos que a hipdtese na implicacao acima é a condigao
j' < j, entdo

~

Sj—o(w; — Sj_ow;) = {[Sjug(wi — Sj72'UJi>:| }

A

= [@y (i — ;-00)]

- [cp( 3 90w>]
k=j—2

= Z Sj/_gAkwi
k>=j—2
J-1

= Z Sj/_gAkwi, (E15>

k=j—2

onde usamos a equagao (E.14) na ultima desigualdade. Disto segue que

n i’ —1
11T = *Z Z Sj/_g( JZ Akwi)éiAjzAjvk.

i=1|j—j'|<1 k=j—2
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Consequentemente
n j—2 j—1

111 = —2 lSj_3< Z Asz> @-Aj_lAjvk + Sj_2< Z Asz) &L-A]Ajvk
=1 k=j—2

k=j—2

J
+Sj_1( Z Akwi)ﬁiAjHAjvk]
k=j7—-2

-5

n
=1

(Sj_:;Aj_QwiaiAj_lAjUk + Sj_2<Aj_2U)i + Aj_lwi)aiAjAjvk
+ Sj,1<Aj,2’wi + Aj,lwi + Aj’wi)aiAj+1AjUk> .

entao pela equacao (E.14)

111 = — Z (Sj_g(Aj_gwi + Aj_lwi + Ajwi)ﬁiAj_lAjvk
=1
+ Sj_2<Aj_2’wi + Aj_lwi + Ajwi)ﬁiAjAjvk
+ Sj_1<Aj_2’wi + Aj_lwi + Ajwi)ﬁiAjHAjvk
= — Z Z [Squ(Aj,Qwi + Aj,lwl- + Ajwi)(?iAjAjka].
i1)-71<1

Pela desigualdade de Holder generalizada (Lema 1.1.9, p. 17) temos

HII[”LP < Z Z HS"—Q(A]'—Qwi + A]'_l’wi + Ajwi)aiAjAj/'UkHLp
i=1]j-5<1
< Z Z HS'lfg(Ajfzwi + Aj,lwi + A]wZ)HLm HaiAjAj/UkHLP’

=1|j—5'I<1

pelo Lema (1.5.6), p. 30, vemos que

HII[”LP < CZ Z HA]'—Qwi + A]’_l’wi + A]’wi”Lw H&iAjAj/kaLp

i=1j—j'|<1

<o) Y (Iarawil + 1A el o+ [Aw] ) [08,8,m]

i=1]j-7]<1

Como

o~

supp (Aj_1f) < {€] 2772 < |¢] < 27},

supp (A, f) < {€] 27 < ¢ < 2771, e

o~

supp (A1 f) = {€]27 < [¢] < 2772},
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segue do Lema de Bernstein (Lema 1.2.8, p. 25) que

|

I <0y, Y (G2 ady il + Co277 0w,

i=1]j—y'/<1

+ 02 0w 0 ) O A A,

) (19850l + 198wl + (9801|5850,

i

(HAJ-_QVwi A5V + 85V 0 ) [85850]

|- |

Pela desigualdade de Young (Proposi¢ao 1.1.14, p. 19) concluimos que

1110 <Y Y (loralul Ve + oyl Vusle + sl [Vuil =)

i=1]j-7l<1

Nepsllorl Agrok] e

<Y 2 (IelulVedse + leln Vel + ol Vel
i=1j—j'|<1
elp Aok e
—C Y (30 IVwilee ) [Ayud =€ Y [Vwlie Al oo

li-j'l<l =1 li—3'I<1

Portanto

[T <C Y, | Vwlpe|Ap0] e

li—3'I<1

<CIVwre Y] A5 (E.16)

Jj'zj—4

o IV: Temos que

M:

IV = [A R('LUZ, 0; ’Uk) (Sj_gwi, Ajaﬂ}k)]

|: j( Z Aj/wiAj//aﬂ)k) — Z Aj/Sj_QwiAj//Ajaﬂ)k]

s
Il
—_

I
|

=1 li"=5"1<1 7" =5"I<1
n
--a [ S A - Syw)A, a]
=1 li'=3"1<1
- 7/
Y
(1)
n n
—EA]'< 2 Aj/ j_gwiAj//aiUk Z 2 A J sz //Aj&ﬂ)k.
i=1 7" =3"[<1 i=1]j" ="
~~ ~

(2)

Estimaremos, pois, cada um dos termos destacados acima.
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(1): Veja que

supp [ Ay (w; — Sj—2wi)]A: supp lsﬁjf( > @kwi)]

k=j—2

< supp ¢y (| supp ( > sbk)
k>j—2
c{e|2 < e < 27 )ie 1270 < kel
analogamente ao argumento usado para obter E.15, p. 103, concluimos que

jlgj—g) < j’+1<j—4=>Ajf(wi—Sj,2wi)=0,

logo

Assim

_ Z Aj[(Aj:w@- — Aj/Sj—2w2'>Aj”aivk]

>4

i=1|j7—5"|<1 Ly
5!

' 2 HAJ[(A]/’(UZ —Aj/ j—2wi)Aj”aivk]

e
| o
i=1j'—j"|<1j'=2j—4

pela desigualdade de Young generalizada (Proposigao 1.1.14, p. 19)

D<)y 20 D5 sl l@ywi = 8pS;0wi) Ajdivg| .
i=1 |5 =57|<14/>5-4
consequentemente, pela desigualdade de Holder generalizada (Lema 1.1.9, p. 17),

segue que

J"<13'=5—

Do <03 58 [anm St sanl,.
<0l .

Z (185wl + 1852851 ) [ Agrdr0i]

<1515

pelo Lema 1.5.6, p. 30, conclui-se que

Dl <C> D> >0 (|Ajwi],, + Clamwi] ) [Apdwn] .
i=1|j'—j"|<1 ' >j—4

n

<CY X 2 IAywilee|Apdw e

i=1 |5/ —j"|<1 j'>j—4
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Novamente da desigualdade de Young

n
Dl <C Z )R I PV P o Py o

L —5"<1 5254

2 (lggr-1llzr + e ller + lejrral )| Ajwi] e[ vk | 1o

1 M: 1 M: i

\V

Z Blpll ol Ajrwil o | divx] oo

=CHVWHL0° > 14wl

Jj'zj—4

<CIVule D 1AW e, (E.17)

J'zj—4

(2): Escrevendo a expressao por extenso temos que
== > A((AySw)Apdor) — (AyS;—awi) (Do),
=151

Quando j' > j

supp (AyrS;_ow;) = supp ¢ ;o1
< supp ;[ | supp S
c el <l <M el <2 =@

entao de forma andloga ao argumento usado na implicagao 2.17, p. 42, temos que
Aj/Sj,QUJi = 0.
Logo

j/ > ] = Aj((Aj’Sj—Zwi>Aj”aivk) — (Aj/ijgwi)(Aj//Ajai’l}k) =0 (E18)
Por outro lado, quando j — 4 > j'

o~

supp [Aj ((Aj/Sj_Qwi)Aj//ai’Uk)]
= supp @; ﬂ supp [(Aj/Sj,gwi)Ajuﬁivk]A
C supp @; ﬂ supp (A]’/Sj_Qwi)A* (Aj//ﬁivk)A
< supp @jﬂ [supp (A;Sj_aw;) + supp (Ajdup) ]
< supp @; (| [supp @ [ |supp @, + supp ;7]
c {127 < gl <27
(127 < lel <23 {€ gl < 2720 + (6] 277 < Jel < 271
e < g < P JHEIT T < e < 2+ (€] 27 < gl < 27
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pois |7" — "] < 1. Com um célculo similar ao usado para determinar a soma de

suportes no caso com conclusao na equacao 2.16, p. 42, vemos que

(e < el <27+ (€] 272 < e < 2P < {g] 27 < ¢ < 3- 27
c{E] P < g < 2,
assim
supp [AJ ((Aj/Sj_Qwi)Aj//aﬂ)k)]
{127 < gl <P P < g <2y =

O que implica que

j—4=5" = Nj((AySj—aw;) Ajdiv = 0. (E.19)
//‘

Além disso quando j' < j —4 e |[j' — 7"| <1 podemos afirmar que j” < j — 3, logo

supp [AjvA;0sv] < supp Gjn ﬂ sSupp 9,
c{el2 <l <2 2 <l < 2 =

De onde segue que
AN = 0= (AjS;_ow;) (AjrAjov,) = 0. (E.20)
Concluimos das igualdades (E.19) e (E.20) que
J'<j—4= 0((AySjow)Apdivg) — (AjSj_wi) (A Ajouy) = 0. (E.21)

Das implicagoes (E.18) e (E.21), podemos escrever
(2) = —Z Z Aj((Aj/Sj,Qwi)Aju&ivk) — (AjrSj,gwi)(AjuAj&ivk).

Que por sua vez pode ser simplificado, em conformidade com a Definicao C.0.3, p.

87, a forma

n j—1
(2) = —Z Z Z [Aj, Aj/Sj,gwi]Aju&vk.

i=1]j—5"1<1 =53

Usando o Lema C.0.5, p. 88, com k = j — 2, f; = Ajw; e g = Ajsvy, segue que

Jj—1 n
H(Q)HLP < Z Z Z[AJ, Sj,zAjlwi]Aj//aiUk
;=1

j=i"1<1q'=5-31i

Lp

7j—1
< > CIVAw| | A;A vk o
55" |<1 5 =53
j—1
<C ) D) 1AVl A4 e,

7' =3"|<15'=5-3
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pela desigualdade de Young generalizada (Proposigao 1.1.14, p. 19) concluimos que

j—1
[@Q)e <C D D [Vl | Aok 1o

33" |<15'=j-3

<CIVwl= Y DT 1A

7' =3"I<1 15" —jl<3

= C|Vulpe D) 1Ak

l7—3"|<4

= OVl Y [Ayvk]e

li—J'l<4

<C|Vwlps D, 1450w

li—J'l<4

<CIVwlre Y] A5 (E.22)

Jj'=zj—4
Por meio das desigualdades (E.17) e (E.22) obtemos que

[V ][ e < [(Wze + [(2)] e
<C|Volee D) 1Apwlee +ClVwlze D) 1850z (E.23)

jzj—4 j=j—4

Concluimos assim as estimativas (E.7), (E.13), (E.16), (E.23), respectivamente
relativas aos termos I, 11, I11, IV da igualdade (E.6), p. 100. Combinando-as obtemos
[(Sj—2w - V)Aju = Aj((w - V), <
ClVolpe D) 18wl + C|Vwlpe Y [A50]s.

i'zj—4 i'=zj—4
[]

A seguir mostraremos como é possivel quantificar a pressao nas equacoes de

Euler a partir da velocidade.

Observagao E.0.6. Sejam s > 11 com pe (l,w), ge [l,0], ous = L + 1 com
p p
p € (1,0), ¢ = 1. Suponhamos também que w,v € C’l([O,T];B;q) e v seja solugao do

sistema

0w+ (w-V)v=—=Vp, (z,t)eR" x (0,0),
divv(t) =0, (z,t)eR" x (0,0).

Observando que

~Ap = div( - Vp),
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seque que

—Ap = div (o + (w - V)v)
= Ordivv + div(w - V)v

= div(w - V)v
= div (i wi(%vl, ,i wz&‘wn)
i=1 i=1
= i div (wiaivl, ,wiaivn)
i=1
= i Z 6] wzé v]
i=1j=1

0jW;0;0; +Zwl l(i&ﬂg)
j=1

0 »wiﬁivj + Z wzél divv

1 i=1

1

MsﬁMz

7

5-wi8ivj.
1

I

4,J

Mostraremos a seguinte desigualdade entre a seminorma homogénea e norma
nao-homogénea. Tal estimativa foi usada na demonstracao do teorema principal deste
trabalho.

Lema E.0.7. Considerando p € (1,0), s > P se q € [1,0] ou s = LA g=1c¢e
p p
v=(v1,..., ), W= (Wq,...,w,) € B;:;l entdo

n
O, lvidgwillpy < Clvllag Jlwl g

1,j=1

Demonstragio. Pela desigualdade (2.13) (Lema 2.0.2, p. 41), quando p; = o© = ry,

P2 = P = Trg, S€gUEC que

3 st wilgy, <C Y, (lslal@rund gy, + sl Joswi] )

i,7=1 7,7=1

<o Bl ) (X Iy, ) + (Slolss, ) ( 3 120 |

<fivtr (X 1ol ) + lely I90l, |

i,j=1

<.

Logo, pela desigualdade 2.8, p. 38

Z Hv]é’ leB < [U|Loo( 2 Hé’ wzHB ) + HUHB;#CHVMHB;@]'

2,7=1 7,7=1
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s+1
Bpaq ]

Do Lema E.0.2, p. 95, itens (1) e (4)

Z |v;0; wZ Ol|ULw (C’ZHwZ Bs+1)
=1

i,j=1

C (vl s, B;#z;>
<00l Ml )
= Cvl|z;, ‘w‘BS“

]

Baseamos o seguinte lema no realizado em [21, p. 16]. (Colocar isto depende
da inser¢ao da demonstracao da existéncia, a qual menciona este resultado.)
n n
Lema E.0.8. Sejam p € (1,00), s > — se g € [1,0] ou s = — se ¢ = 1. Além disso
p p
ponhamos v = (vy, ..., v,),w = (Wi, ..., w,) € B;Zl, de tal forma que divv = divw = 0.

Entao considerando (v, w) = Z (—=A) M (0v;0;w;), existe C > 0 tal que

[V (v, w)]

B3y < CI0lrlwl gy + 0], Vool )

Demonstracao. Usando que divev = divw = 0, dado k € Z temos que

|ALV 7 (v, )| =

Z Akv (@-Uj(?jwi)

i,7=1

Zn: V(—A)_lalAk (vj&jwi)

ij=1

Z Ak (vjﬁjwi)

3,j=1

Lp

Lp

Y

Lp

onde usamos a limitacdo de LP em L? do SIO V(—A)~'d;. Observamos que a constante C

nao depende das escolhas de k, v, w. Desta forma

V7,055, = | (2| A (v, w)])

il

Ak Z vjé’jwi

1,j7=1
2 vjajwi

1,7=1

keZ||;q

) keZ

lq

—C

Y

s
BP,Q

logo ao aplicar a desigualdade (2.14) (ver Lema 2.0.2, p. 41)

V7 (v, w)ls;, < C Z [v;05will B,

2,j=1

<C Y (vl lojwi |0jwil| =)

i,j=1

By, t v B,
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Consequentemente, usando o Lema E.0.2, p. 95, conclui-se que

[V (v, w)]

s, < C(|lv] L=

wlggr + ol g, | Vel =).

Como queriamos demonstrar. n
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