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RESUMO

ALBUQUERQUE, Marcos Vieira de. Absorvedor de vibração por efeito de impacto aplicado em
vigas com e sem rotação. 2022. 258p. Tese (Doutorado). Faculdade de Engenharia Mecânica,
Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

Este trabalho aborda a modelagem e a análise do comportamento de um absorvedor de
vibração por efeito de impacto para atuar em vigas sem e com rotação. Os absorvedores por efeito
de impacto (Impact Dampers), ao serem aplicados no sistema vibrante, possuem uma ou uma série
de pequenas massas enclausuradas que colidem entre si e contra a estrutura, dissipando parte da
energia cinética. Esses absorvedores vem sendo estudados experimentalmente desde os primeiras
décadas do século XX e analítica e numericamente a partir do terço final do século XX. Neste
trabalho, uma determinada configuração de absorvedor por efeito de impacto é aplicada para
reduzir as vibrações impostas a uma viga engastada submetida ou não a uma rotação constante em
torno de seu eixo axial. É proposta a utilização de um modelo de contato conhecido para modelar
os impactos no interior de uma viga engastada modelada em elementos finitos. Primeiramente,
estudos puramente numéricos são realizados em sistemas mais simples, usando um modelo
massa-mola-amortecedor, para compreensão dos fenômenos envolvidos e o comportamento do
absorvedor. Em seguida, no estudo da viga, resultados experimentais são reproduzidos no modelo
matemático para validação teórica-experimental. Os resultados teóricos e experimentais indicam
que os impactos são muito eficientes para reduzir os níveis de vibração, principalmente em
estruturas sem rotação. O modelo matemático se mostrou eficiente para representar os efeitos dos
impactos e muito sensível aos parâmetros relacionados à folga e ao coeficiente de restituição.

Palavras-chave: Vibração; Amortecimento (Mecânica); Absorvedor de Vibrações; Amortecimento
de Vibrações; Impacto



ABSTRACT

ALBUQUERQUE, Marcos Vieira de. Absorvedor de vibração por efeito de impacto aplicado em
vigas com e sem rotação. 2022. 258p. Tese (Doutorado). Faculdade de Engenharia Mecânica,
Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

This work is about the modeling and the behaviour of an impact damper applied in a
cantilever beam with and without rotation. Impact Dampers, when applied in the vibrating system,
contains one or many small enclosed masses that collide with each other and against to the
structure, dissipating part of the kinetic energy. These absorbers have been studied experimentally
since the first decades of the 20th century and analytically and numerically from the final third
of the 20th century. In this work, a specific configuration of impact damper is applied to reduce
the vibrations imposed on a cantilever beam subjected or not to a constant rotation around its
axial axis. It is proposed to use a known contact model to model the impacts inside the cantilever
beam modeled using the finite element method. First, purely numerical studies are carried out
in mass-spring-damper systems, in order to understand the phenomena involved and the impact
damper behaviour. Then, in the study of the cantilever beam, experimental results are reproduced
in the proposed mathematical model for theoretical-experimental validation. Theoretical and
experimental results indicate that impacts are very efficient to reduce vibration amplitudes,
especially in structures without rotation. The mathematical model is efficient to represent the
effects of impacts and very sensitive to the variation of the clearance gap and the coefficient of
restitution.

Keywords: Vibration; Damping; Vibration Absorber; Impact Damper; Impact
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finitos
[𝑀𝑠] - Matriz de massa do sistema (estrutura + esferas) utilizada na modela-

gem em elementos finitos

𝐼n𝑟 - Vetor direção da posição da esfera em relação à cavidade escrito no
referencial inercial



𝐼p𝑒 - Vetor ponto de contato da esfera escrito no referencial inercial

𝐼p𝑐𝑎𝑣 - Vetor ponto de contato da cavidade escrito no referencial inercial
{q𝑐𝑎𝑣}𝑖 - Vetor que contém os deslocamentos nodais de um nó 𝑖 da estrutura
{q𝑒}𝑖 - Vetor posição da esfera em um nó 𝑖 da estrutura
{q𝑐𝑎𝑣} - Vetor posição da estrutura no modelo de elementos finitos
{q̇𝑐𝑎𝑣} - Vetor velocidade da estrutura no modelo de elementos finitos
{q̈𝑐𝑎𝑣} - Vetor aceleração da estrutura no modelo de elementos finitos
{q𝑒} - Vetor posição da esfera no modelo de elementos finitos
{q̇𝑒} - Vetor velocidade da esfera no modelo de elementos finitos
{q̈𝑒} - Vetor aceleração da esfera no modelo de elementos finitos
{q} - Vetor posição completo do sistema (estrutura + esfera) do modelo em

elementos finitos
{q̇} - Vetor velocidade completo do sistema (estrutura + esfera) do modelo

em elementos finitos
{q̈} - Vetor aceleração completo do sistema (estrutura + esfera) do modelo

em elementos finitos

𝐼r𝑐𝑎𝑣 - Vetor posição da cavidade escrito no referencial inercial

𝐼 ṙ𝑐𝑎𝑣 - Vetor velocidade da cavidade escrito no referencial inercial

𝐼r𝑒 - Vetor posição da esfera escrito no referencial inercial

𝐼 ṙ𝑒 - Vetor velocidade da esfera escrito no referencial inercial

𝐼r - Vetor posição relativa escrito no referencial inercial
[𝑍𝑇𝑟] - Matriz de Transformação de Coordenadas para um sistema de referên-

cia ao ser rotacionado em torno do eixo 𝑍 fixo

𝐼u1 - Vetor que liga o centro da esfera ao ponto de contato escrito no referen-
cial inercial

𝐼u𝑐𝑎𝑣 - Vetor que liga o centro da cavidade ao ponto de contato escrito no refe-
rencial inercial

𝐼𝛿 - Vetor de deformação relativa escrito no referencial inercial

𝑛𝑡𝛿 - Vetor de deformação relativa escrito no referencial normal-tangencial

𝑛𝑡�̇� - Vetor velocidade de deformação relativa escrito no referencial normal-
tangencial

𝐼𝜃𝑐𝑎𝑣 - Vetor posição angular da cavidade escrito no referencial inercial

𝐼 �̇�𝑐𝑎𝑣 - Vetor velocidade angular da cavidade escrito no referencial inercial

𝐼𝜃𝑒 - Vetor posição angular da esfera escrito no referencial inercial

𝐼 �̇�𝑒 - Vetor velocidade angular da esfera escrito no referencial inercial



Letras Latinas

𝑎𝑡 - Aceleração tangencial do CG da esfera
𝑐1 - Coeficiente de amortecimento viscoso equivalente da cavi-

dade em um sistema com 1 GDL
𝑐𝐹 - Fator de amortecimento histerético
𝐷 - Diâmetro externo da viga
𝑑 - Diâmetro interno da viga
𝑒 - Coeficiente de restituição
𝐸𝑐 - Energia cinética
𝐸𝑝 - Energia potencial
𝐸𝑐𝑒𝑠𝑓 - Energia cinética da esfera
𝐸𝑝𝑒𝑠𝑓 - Energia potencial da esfera
𝐸𝑠𝑖𝑠𝑡 - Energia mecânica do sistema
𝐹𝑐 - Força de amortecimento
𝐹𝐻 - Força na mola não linear de Hertz
𝐹𝑁 - Força normal de contato
𝐹𝑇 - Força tangencial de contato (atrito)
𝐹𝑥 - Força excitadora na direção 𝑥

𝐹𝑦 - Força excitadora na direção 𝑦

𝐹𝐶𝑥 - Força de contato na direção 𝑥

𝐹𝐶𝑦 - Força de contato na direção 𝑦

𝐹0𝑥 - Amplitude da força excitadora atuante na direção 𝑥

𝐹0𝑦 - Amplitude da força excitadora atuante na direção 𝑦

𝑓0 - Frequência da força excitadora
𝑓0𝑥 - Frequência da força excitadora atuante na direção 𝑥

𝑓0𝑦 - Frequência da força excitadora atuante na direção 𝑦

𝑓𝑛 - Frequência natural em Hz
𝐼𝑒 - Inércia de massa da esfera
𝑘1 - Rigidez equivalente da cavidade em um sistema com 1

GDL
𝑘𝐻 - Rigidez da mola não linear de Hertz ou Rigidez de contato

do modelo de Hertz
𝑘𝑥 - Rigidez da mola equivalente na direção 𝑥

𝑘𝑦 - Rigidez da mola equivalente na direção 𝑦



𝐿0 - Comprimento do furo interno da barra (comprimento útil)
𝐿𝑝 - Comprimento da ponta da barra (seção maciça)
𝑚1 - Massa equivalente da cavidade em um sistema com 1 GDL
𝑚𝑒 - Massa da esfera
𝑁 - Número de esferas
𝑛 - Número de nós no modelo em elementos finitos
𝑃𝐹 - Potência produzida por uma força
𝑅 - Raio da cavidade
𝑟 - Raio da esfera
𝑈𝐹 - Trabalho da força externa
𝑣𝑡𝑒 - Velocidade tangencial da esfera devido à sua rotação
𝑣𝑡𝑐𝑎𝑣 - Velocidade tangencial devido à rotação da cavidade circular

𝑛�̇�𝑒 - Aceleração da esfera na direção normal

𝑡�̇�𝑒 - Aceleração da esfera na direção tangencial
𝑥𝑐𝑎𝑣 - Posição da cavidade na direção 𝑥

�̇�𝑐𝑎𝑣 - Velocidade da cavidade na direção 𝑥

�̈�𝑐𝑎𝑣 - Aceleração da cavidade na direção 𝑥

𝑥𝑒 - Posição da esfera na direção 𝑥

𝑥𝑒𝑖 - Posição da esfera alocada ao nó 𝑖 na direção 𝑥

�̇�𝑒 - Velocidade da esfera na direção 𝑥

�̈�𝑒 - Aceleração da esfera na direção 𝑥

𝑥𝑖 - Posição do nó 𝑖 na direção 𝑥

𝑦𝑐𝑎𝑣 - Posição da cavidade na direção 𝑦

�̇�𝑐𝑎𝑣 - Velocidade da cavidade na direção 𝑦

𝑦𝑐𝑎𝑣 - Aceleração da cavidade na direção 𝑦

𝑦𝑒 - Posição da esfera na direção 𝑦

𝑦𝑒𝑖 - Posição da esfera alocada ao nó 𝑖 na direção 𝑦

�̇�𝑒 - Velocidade da esfera na direção 𝑦

𝑦𝑒 - Aceleração da esfera na direção 𝑦

𝑦𝑖 - Posição do nó 𝑖 na direção 𝑦

𝑦(𝜔) - Resposta de deslocamento em função da frequência



Letras Gregas

𝛼 - Constate de amortecimento proporcional que multiplica a
matriz de massa da estrutura

𝛼(𝜔) - Receptância
𝛽 - Constate de amortecimento proporcional que multiplica a

matriz de rigidez da estrutura
𝛿 - Deformação relativa
𝛿𝑛 - Deformação relativa na direção normal
𝛿𝑡 - Deformação relativa na direção tangencial
�̇� - Velocidade relativa da colisão
�̇�𝑛 - Velocidade relativa da colisão na direção normal
�̇�𝑡 - Velocidade relativa da colisão na direção tangencial
�̇�(−) - Velocidade relativa imediatamente antes do impacto
𝜑𝑥𝑖, 𝜑𝑦𝑖 - Rotações do nó 𝑖 em torno dos eixos 𝑥 e 𝑦, respectivamente
𝜇 - Coeficiente de atrito
Ω - Rotação da cavidade
𝜔 - Frequência
𝜔𝑛 - Frequência natural em rad/s
𝜃𝑐𝑎𝑣 - Posição angular da cavidade em torno do eixo 𝑧

𝜃𝑐𝑎𝑣 - Velocidade angular da cavidade em torno do eixo 𝑧

𝜃𝑐𝑎𝑣 - Aceleração angular da cavidade em torno do eixo 𝑧

𝜃𝑒 - Posição angular da esfera em torno do eixo 𝑧

𝜃𝑒 - Velocidade angular da esfera em torno do eixo 𝑧

𝜃𝑒 - Aceleração angular da esfera em torno do eixo 𝑧

𝜃𝑧𝑒𝑖 - Posição angular da esfera no nó 𝑖 em torno do eixo 𝑧

𝜑𝑟 - Ângulo de rotação do sistema de referência móvel
𝜁 - Fator de amortecimento

Outras Notações

{}𝑇 , [ ]𝑇 - Transposto de um vetor ou matriz
1D - Elemento unidimensional
2D - Elemento bidimensional
3D - Elemento tridimensional
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1 Introdução

Sistemas mecânicos são constantemente submetidos a vibrações oriundas do movimento e
da interação de diferentes corpos ou devido a fatores externos. Muitas vezes a afirmação de que
um corpo está vibrando é vista somente como algo ruim e que o levará a uma falha. Na realidade,
qualquer corpo pode estar sujeito à vibração, mas esta vibração lhe causará algum efeito danoso
se estiver ocorrendo dentro de algumas condições específicas fora daquelas a que foi projetado.
Aos sistemas que estão sujeitos a vibrações indesejáveis/prejudiciais, são projetados dispositivos
(absorvedores) para reduzir a amplitude de vibração, deixando-a dentro de um limite adequado. De
uma forma geral, os absorvedores de vibração podem ser classificados em dois tipos básicos: ativos
e passivos. Os absorvedores ativos são aqueles que utilizam alguma fonte de energia externa para
atuarem sobre o corpo vibrante, enquanto que os passivos não necessitam de fonte externa.

Os absorvedores passivos utilizam a própria energia gerada da vibração para atuarem e re-
duzir a amplitude de vibração, desde que estejam operando numa condição específica para tal.
Exemplos destes absorvedores são conhecidos como TMD’s (Tuned Mass Damper) e PID’s (Parti-

cle Impact Dampers). O primeiro consiste em uma massa extra acoplada à estrutura vibrante via um
elemento elástico, de forma que seja sintonizada na frequência de vibração, de forma que a massa
extra vibre ao invés da massa principal do sistema. O segundo é caracterizado por uma ou um con-
junto de massas auxiliares enclausuradas em uma estrutura folgada, a qual é aplicada à estrutura
vibrante para que os impactos das massas auxiliares (entre elas e a estrutura vibrante) reduzam a
amplitude de vibração. Esse é o tipo de absorvedor estudado neste trabalho.

A utilização de impactos para reduzir vibrações induzidas em estruturas flexíveis vem sendo
estudada desde as primeiras décadas do século XX. Diversos resultados experimentais demonstra-
ram a eficiência destes absorvedores nas mais variadas aplicações. Devido às vantagens de baixo
custo e de simplicidade de montagem, os absorvedores por impacto podem ser utilizados em diver-
sas aplicações em que a montagem de absorvedores ativos é inviável ou até impossível.

Do ponto de vista de modelo matemático, as colisões nos absorvedores por impacto geral-
mente são modeladas a partir da quantidade de movimento do sistema ou por um conjunto de
mola-amortecedor, representando a rigidez e a dissipação de energia no impacto. Os modelos que
consideram uma associação de mola e amortecedor são baseados e utilizadas nas simulações de in-
terações entre corpos com o método dos elementos discretos (DEM). Diversos modelos de contato
foram desenvolvidos para representar os impactos, desde modelos puramente elásticos (ideal, sem
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dissipação de energia) até modelos mais complexos para a representação de contatos de materiais
viscoelásticos, por exemplo.

Neste trabalho, é aplicado um modelo de contato não linear já utilizado para modelar a colisão
entre dois corpos rígidos, mas ainda não aplicada para modelar as colisões em absorvedores por
impacto.

Os absorvedores por impacto são utilizados em uma grande gama de aplicações. Uma das
aplicações que vem apresentando grandes resultados é a utilização dos absorvedores por impacto
em operações de usinagem. Algumas condições de corte em operações de torneamento e fresa-
mento são muito propícias ao surgimento de vibrações indesejáveis que prejudicam o acabamento
superficial da peça usinada e deterioram a ferramenta precocemente.

Durante o processo de usinagem, as componentes da força de usinagem atuam sobre a fer-
ramenta no instante do corte, deslocando-a e impondo-a a um movimento vibratório, com uma
determinada frequência e amplitude. As vibrações não podem ser eliminadas totalmente, pois é
uma característica inerente de sistemas mecânicos que interagem entre si, mas somente aquelas
que possuem maiores amplitudes são tratadas como problemas, devido ao acabamento superficial
indesejado causado à peça e ao desgaste/avaria acelerado(a) da ferramenta. Contudo, podem ser
minimizadas para que valores indesejados não sejam alcançados, evitando que causem prejuízos ao
processo de usinagem. Quintana e Ciurana (2011) dividem as vibrações na usinagem em três tipos:
livre, forçada e auto-excitada. Segundo esses autores a vibração livre ocorre quando há uma colisão
entre a ferramenta e a peça devido ao erro de posicionamento; a vibração forçada ocorre devido à
excitação externa harmônica; e a auto-excitada ocorre pela interação entre a peça e a ferramenta
podendo levar o sistema à instabilidade.

Num caso real, a análise de vibrações durante a usinagem é um processo complexo, pois,
além da constante variação dos parâmetros de usinagem, que modificam o comportamento da força
excitadora e, consequentemente, do deslocamento da ferramenta, alguns casos como instabilidades
e vibrações auto-excitadas (chatter vibration) podem dificultar a identificação de suas causas e
formas para controlá-las.

A robustez dos absorvedores por impacto e a grande demanda para minimizar os efeitos
provocados pelas vibrações excessivas em operações de torneamento e fresamento incentivaram
a realização do presente trabalho buscando avaliar o desempenho, contribuindo com resultados
teóricos e experimentais em aplicações que se assemelham à essas duas operações.
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O presente trabalho se baseia em alguns resultados experimentais da área de usinagem recen-
temente publicados, que analisam a utilização de esferas para reduzir as vibrações nas ferramentas
em processos de torneamento e fresamento. Porém, a literatura é carente de um estudo teórico
que venha corroborar com esses resultados experimentais obtidos. A compreensão do fenômeno
dos impactos, sua influência na dinâmica de estruturas vibrantes e como se modificam mediante
às influências de algumas variáveis não é trivial. Assim, uma análise teórica mais direcionada à
essa aplicação é muito importante e pode trazer grandes benefícios para o projeto de absorvedores
eficientes e de baixo custo.

O absorvedor é analisado em duas aplicações distintas. A primeira consiste de uma cavidade
simples, representada por um sistema massa-mola-amortecedor nas três direções do sistema de co-
ordenadas (3D), em que as esferas são alocadas internamente de acordo com o tipo de configuração
que se deseja estudar. O objetivo da utilização dessa modelagem é poder analisar o movimento e
compreender o comportamento do sistema a partir de uma simulação computacionalmente menos
complexa. A segunda, consiste em uma cavidade presente em uma viga modelada em elementos
finitos. Essa, é equivalente às aplicações reais de processos de cortes contínuo e interrompido. O
grau de liberdade de rotação da esfera também é admitido e a resposta também pode ser analisada
a partir da aplicação de uma velocidade angular constante à viga. Os resultados de diversas simu-
lações numéricas do sistema modelado numa viga são suportados por experimentos realizados em
duas bancadas experimentais, para validação teórico-experimental.

1.1 Objetivos

Os objetivos principais deste trabalho são:

∘ Modelar e analisar um absorvedor por efeito de impacto com N esferas sob diferentes condi-
ções de força excitadora e rotação;

∘ Analisar o comportamento dinâmico de uma viga engastada na direção horizontal (sem rota-
ção) utilizando diferentes configurações de esferas para dissipar parte da sua energia cinética,
numa condição que se assemelha a um processo de torneamento;

∘ Analisar o comportamento dinâmico de uma viga engastada na direção vertical (sob diferen-
tes rotações) utilizando diferentes configurações de esferas para dissipar parte da sua energia
cinética, numa condição que se assemelha a um processo de fresamento;
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∘ Modelar e analisar numericamente a resposta dinâmica da viga engastada com esferas, utili-
zando um modelo de contato não linear para a representação dos impactos no modelo mate-
mático.

1.1.1 Objetivos específicos

Os seguintes objetivos específicos são estabelecidos para que os objetivos do trabalho sejam
atingidos:

∘ Revisão da literatura sobre absorvedores de vibração e problemas de vibrações em processos
de usinagem;

∘ Modelagem e análise numérica do absorvedor aplicado a uma estrutura representada por um
sistema massa-mola-amortecedor;

∘ Modelagem do absorvedor aplicado a uma viga modelada em elementos finitos;

∘ Projeto, construção, montagem e instrumentação de bancadas experimentais;

∘ Determinação dos parâmetros das bancadas experimentais através de testes experimentais;

∘ Simulação numérica das condições impostas às bancadas experimentais, utilizando os parâ-
metros levantados experimentalmente;

∘ Comparação dos resultados numéricos e experimentais.

1.2 Organização do trabalho

O presente trabalho está organizado como segue.

No capítulo 2 são apresentadas uma revisão da literatura abordando os problemas de vibração
em usinagem e uma revisão sobre os absorvedores por efeito de impacto.

O capitulo 3 traz uma detalhada formulação matemática do absorvedor aplicado em uma
estrutura mais simples (massa-mola-amortecedor) e aplicado em uma viga modelada em elementos
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finitos. A cinemática e a cinética de uma e de várias esferas dentro da cavidade são explicadas
separadamente.

A descrição do projeto das bancadas experimentais, a metodologia aplicada e o procedimento
para a realização do ajuste do modelo matemático aos casos experimentais são apresentados no
capítulo 4.

O capítulo 5 apresenta nas primeiras seções resultados numéricos em função de alguns parâ-
metros essenciais. Além disso, uma normalização do sistema é apresentada. Em seguida, são apre-
sentados resultados experimentais obtidos das bancadas que emulam algumas condições de corte.
Simultaneamente, os resultados numéricos são apresentados para uma comparação qualitativa.

Por fim, as conclusões acerca do desenvolvimento e dos resultados encontrados são destaca-
das no capítulo 6.
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2 Revisão Bibliográfica

Neste capítulo, através da revisão da literatura, são abordados os problemas de vibração nos
processos de usinagem e a utilização dos absorvedores de vibração por efeito de impacto.

2.1 Vibrações em usinagem

Durante o processo de usinagem, as componentes da força de usinagem atuam sobre a fer-
ramenta no instante do corte, impondo-a um movimento vibratório. As vibrações não podem ser
eliminadas totalmente, mas somente aquelas que possuem maiores amplitudes são tratadas como
problemas, devido ao acabamento superficial indesejado causado à peça e ao desgaste/avaria acele-
rado(a) da ferramenta. Contudo, as vibrações podem ser minimizadas para que valores indesejados
não sejam alcançados, evitando que causem prejuízos ao processo de usinagem. A seguir são trata-
dos alguns pontos sobre vibrações em processos de torneamento e fresamento.

2.1.1 Vibrações em torneamento

De acordo com (SANDVIK), as geometrias da ferramenta, como o raio de ponta e o ângulo
de posição, influenciam na sua vibração durante o processo de corte, pois as forças de usinagem,
que causam a deflexão da ferramenta, são dependentes desses fatores. A tendência de vibração para
diferentes parâmetros geométricos da ferramenta é ilustrada na Figura 2.1.

A Figura 2.1 mostra que a ferramenta apresenta menores tendências de vibração se: o ângulo
de posição for grande; o raio da ponta for pequeno; a macrogeometria for positiva; a microgeome-
tria for ER; e a profundidade de corte for maior que o raio de ponta.

A geometria da ferramenta afeta diretamente a vibração durante o processo de corte, pois
as mudanças na geometria alteram as componentes da força de corte. A Figura 2.2 ilustra como a
força de corte tem sua direção alterada pela mudança do ângulo de posição da ferramenta. Quando
o ângulo de posição é de 90 graus, a força atua ao longo da direção axial da ferramenta, que possui
uma rigidez muito alta. A diminuição do ângulo de posição permite que uma parte da força atue
ao longo da direção radial o que privilegia o surgimento de vibração devido à menor rigidez nessa
direção. Para torneamento interno, o ângulo de posição nunca deve ser menor que 75° (ângulo de
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Figura 2.1: Influência dos parâmetros geométricos da ferramenta de torneamento na vibração.
Fonte: SANDVIK.

ataque 15°). Especificamente no caso de torneamento interno, a ferramenta é pouco rígida, porque
para entrar no furo a ser usinado, é necessário que fique em balanço para fora da torre da máquina
(balanço maior que o comprimento usinado) além de ter diâmetro menor que o diâmetro do furo.

Em relação ao ângulo de saída da ferramenta (Figura 2.3), quanto mais positivo for, me-
nor será o esforço de corte para usinar a peça, o que proporciona menor deflexão, diminuindo as
vibrações durante o processo.

O raio de ponta da ferramenta também é um fator que influencia no surgimento de vibrações
durante o processo de usinagem. De uma forma geral, os menores raios de ponta melhoram a esta-
bilidade da ferramenta e tendem a apresentar menores vibrações em comparação com ferramentas
de raios maiores. Os raios de ponta estão associados às componentes da força de usinagem. Os mai-
ores raios de ponta apresentam maior componente radial da força, justamente na direção em que
a ferramenta não é rígida. Um raio de ponta maior da pastilha fortalece a aresta, mas requer mais
potência de usinagem, pois uma aresta de corte maior está em contato no corte. Ainda relacionado
à aresta, o seu arredondamento (ER) em menor grau fornece forças de corte mais baixas em todas
as direções, resultando em um corte mais fácil e uma menor deflexão da ferramenta.
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Figura 2.2: Influência dos ângulo de posição da ferramenta na atuação da força de corte. Fonte:
SANDVIK.

2.1.2 Vibrações em fresamento

De forma análoga ao que ocorre em processos de torneamento, as vibrações oriundas do pro-
cesso de fresamento são dependentes da geometria da ferramenta (pastilha) e do porta ferramenta.
Enretanto, no fresamento existe um outro fator que também influencia diretamente na vibração: o
passo da fresa, que está associado à frequência de entrada de dentes.

A Figura 2.4 mostra a direção da força de corte atuando sobre o corpo da fresa ao utilizar
ferramentas com diferentes ângulos de posição. No fresamento, a utilização de ângulos maiores
tende a concentrar grande parte da força de corte ao longo da direção radial, o que diminui a
estabilidade da ferramenta, gerando mais vibrações. Ângulos de posição pequenos, concentram a
força de corte sobre a direção axial, que é muito mais rígida que a direção radial.

O uso de múltiplas pastilhas aumenta a produtividade da operação, mas pode aumentar a
tendência de vibração, dependendo dos parâmetros de corte. A utilização de ferramentas com várias
pastilhas pode ter passo variável, que é a disposição das pastilhas em ângulos diferentes, como
mostra a Figura 2.5, que altera a frequência de entrada de dentes na peça e minimiza a possibilidade
de excitar alguma ressonância do sistema.



38

Figura 2.3: Ângulo de saida da ferramenta. Fonte: SANDVIK.

Figura 2.4: Ângulo de posição da ferramenta na fresa e a influência na direção da força de corte.
Fonte: SANDVIK.
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Figura 2.5: Fresa com passo variável. Fonte: SANDVIK.
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2.1.3 Vibrações em fresamento - High Speed Machining

A High Speed Machining (HSM) é a técnica de fresamento utilizada para usinagem convenci-
onal de matrizes de aço que visa eliminar ou diminuir processos como a eletroerosão e o polimento
para a finalização da peça. A HSM produz baixas temperaturas da peça e da ferramenta, devido aos
baixos valores de profundidade de corte e espessura média de cavaco, proporcionando baixas força
de corte e rugosidades, permitindo a usinagem de paredes finas.

A relação da largura de corte pelo diâmetro da ferramenta e ângulo de contato são baixos,
portanto a ferramenta não atinge altas temperaturas e a velocidade de corte pode ser bem alta.
Geralmente, o diâmetro da ferramenta é pequeno, logo deve-se utilizar rotações muito altas para se
atingir as altas velocidades de corte desejadas.

HSM é uma operação frequentemente utilizada no acabamento e semi-acabamento de mol-
des e matrizes. Para usinar moldes com cavidades profundas e com pequenos raios de canto são
necessárias ferramentas longas e com diâmetros pequenos, caracterizando uma condição propícia
para aparecimento de vibrações. Com isso, torna-se um desafio encontrar formas de minimizar as
vibrações produzidas pelo uso de uma ferramenta de corte com uma rigidez tão baixa e obter uma
boa qualidade superficial da peça com uma longa vida da ferramenta. As forças de corte influen-
ciam diretamente a precisão e a qualidade de superfície da peça, a vibração do sistema, a potência
de corte e a vida da ferramenta. As forças de corte são influenciadas por vários fatores, tais como
a geometria da ferramenta, as propriedades do material da peça de trabalho, condições de corte, a
estratégia de corte, etc.

De acordo Lamikiz e outros (2004), a força de corte é um dos fatores que mais influenciam no
acabamento da peça e na vida da ferramenta no fresamento. As forças de corte provocam deflexões
no sistema de ferramenta-peça, causando distorções significativas na superfície da peça de trabalho,
principalmente quando uma elevada relação de comprimento/diâmetro da ferramenta é utilizada. É
fundamental para a qualidade da peça usinada e para minimizar o desgaste da ferramenta buscar
meios para reduzir as vibrações de alta amplitude. No fresamento de moldes com usinagem de alta
velocidade (HSM) os principais tipos de vibrações envolvidos são as vibrações forçadas e de auto-
excitação conhecida como chatter (Oliveira, 2007). Oliveira (2007) estudou a influência do metal
duro e do aço como materiais do porta ferramenta sobre o desgaste, a vida útil da ferramenta e a
qualidade de superfície usinada. Devido à maior rigidez, a barra de metal duro reduz a tendência a
vibração.
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2.1.4 Vibrações autoexcitadas (chatter )

Chatter é uma vibração autoexcitada que pode levar um sistema à instabilidade, proporci-
onando aumento da amplitude de vibração ao longo do tempo. Nos processos de usinagem, esse
fenômeno pode ocorrer com combinações específicas de parâmetros de corte, causando grande
movimento relativo entre a ferramenta e a peça em usinagem. A grande amplitude gerada na ferra-
menta é criticamente indesejável e prejudicial à produtividade, comprometendo o tempo e o custo
de produção, pois causa avaria da aresta de corte da ferramenta e proporciona um acabamento
superficial ruim.

Autores classificam chatter em primário, relacionado com o mecanismo físico do processo de
corte (como o atrito peça - ferramenta e os efeitos termodinâmicos devido à taxa de deformação na
zona de deformação plástica), e secundário, relacionado com o efeito regenerativo (Tlusty (2000)
e Faassen et al. (2003) apud Lamraoui e outros (2014) e Quintana e Ciurana (2011)). Entretanto,
atualmente, as publicações tratam o efeito regenerativo (regenerative chatter) apenas como chatter,
por convenção, pois o efeito regenerativo é o principal causador de chatter (Quintana e Ciurana,
2011).

O efeito regenerativo está relacionado com o perfil “ondulado” deixado na superfície pela fer-
ramenta após o corte, conforme ilustrado na Figura 2.6 (torneamento) e na Figura 2.7 (fresamento).
No passe seguinte, o dente inicia o corte em uma posição diferente do corte anterior, passando a
existir uma defasagem entre as ondas dos cortes atual e anterior. A defasagem promove uma varia-
ção na espessura do cavaco e, consequentemente, variação nos esforços de corte sobre a ferramenta
durante o corte, caracterizando o efeito chatter (Altintas (2000) e Kayhan e Budak (2009)).

Figura 2.6: Interação ferramenta-peça no torneamento. Adaptado de Siddhpura e Paurobally (2012).

O principal parâmetro que contribui para causar instabilidade ao sistema (vibração autoex-
citada) é a profundidade de corte, devido à espessura do cavaco, que aumenta com o aumento da
profundidade de corte. A partir do instante que a espessura do cavaco ultrapassa um determinado
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Figura 2.7: Interação ferramenta-peça no fresamento. Adaptado de Altintas e Budak (1995).

limite, inicia-se o chatter, que aumenta sua intensidade se a espessura do cavaco continua a au-
mentar (Siddhpura e Paurobally, 2012). Dessa forma, a profundidade de corte limite, torna-se um
parâmetro importante para evitar o fenômeno.

Comparado com vibrações livres e forçadas, vibrações auto excitadas são muito mais prejudi-
ciais para a superfície da peça e para a ferramentas de corte, devido ao seu comportamento instável,
que pode resultar em deslocamentos relativos de grande amplitude entre peça e ferramenta (Kayhan
e Budak, 2009).

O chatter pode ser previsto por um diagrama que relaciona a profundidade de corte limite
com a rotação da máquina, conhecido como Stability Lobe Diagram (SLD), Figura 2.8, calculado
para condições específicas do sistema peça-ferramenta-máquina, a partir da função resposta em
frequência (FRF) do sistema. Assim, é possível selecionar a melhor combinação de profundidade
de corte e rotação para evitar a ocorrência de chatter.

O uso do SLD garante estabilidade ao sistema, pois selecionando os parâmetros adequada-
mente, o chatter não se faz presente. Esta é uma forma de controlar esta vibração indesejável sem
a necessidade de nenhuma influência externa. Porém, a usinagem se limita a determinadas condi-
ções de rotação e profundidades de corte, em que qualquer variação nesses parâmetros pode levar
o sistema à instabilidade. Nos últimos anos, novas formas de evitar a ocorrência de chatter vêm
se desenvolvendo, utilizando dispositivos de controles ativo ou passivo. Os dispositivos ativos são
aqueles que utilizam alguma fonte de energia externa ao sistema máquina-ferramenta para elimi-
nar as vibrações da ferramenta durante a usinagem. Já os dispositivos passivos, utilizam a própria
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Figura 2.8: Stability Lobe Diagram Fonte: Quintana e Ciurana (2011).

energia cinética da ferramenta para vibrar uma massa auxiliar (adicionada à ferramenta) e diminuir
a vibração da ferramenta. Esses dois tipos de dispositivos serão explicados mais adiante.

Alguns mecanismos experimentais vêm sendo utilizados para identificar a ocorrência do chat-

ter durante a usinagem, ao invés da utilização do SLD, como aquisição e processamento de sinais
de força, aceleração e emissão acústica, por exemplo. Siddhpura e Paurobally (2012) retratam uma
série de estudos de diversos autores que utilizaram diferentes análises de sinais para a identificação
do chatter em operações de torneamento e fresamento. Apesar de grande parte dos pesquisadores
utilizarem acelerômetros para medir a vibração na ferramenta, Tlusty e Andrews (1983) realizaram
testes com diversos sinais em processo de torneamento e fresamento, comprovando que a medi-
ção da força é mais eficaz para a detecção de chatter em relação aos sinais de vibração. Testes
analisando as emissões acústicas durante a usinagem foram utilizados inicialmente por Grabec e
Leskovar (1977) em torneamento de alumínio. A emissão acústica está relacionada com as ondas
de tensão que se propagam no material da peça quando esta é submetida a esforços que provocam
sua deformação. De acordo com Li (2002) e Siddhpura e Paurobally (2012), a principal vantagem
da emissão acústica é que a gama de frequência de seus sinais é muito maior do que a da vibração
da máquina e dos ruídos ambientais, além de não ser invasivo nas operações de corte.

A identificação do chatter permite conhecer os limites de operação a partir das condições de
corte estabelecidas. Utilizar um dispositivo para reduzir as vibrações, evitando o chatter, é muito
importante para garantir um aumento da produtividade.
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2.2 Absorvedores dinâmicos aplicados em processos de usinagem

Ao contrário dos dispositivos de controles de vibrações que utilizam fonte de energia externa
para diminuir amplitudes de vibrações em sistemas mecânicos, os dispositivos passivos utilizam
a própria energia gerada durante a vibração para amortecer sistemas mecânicos. Entretanto, eles
necessitam ser devidamente projetados para cumprir a função a que se destinam dentro de uma faixa
de frequências. Um exemplo desse dispositivo é o absorvedor dinâmico de vibração, conhecidos na
literatura como Tunable Vibration Absorber (TVA) ou Tuned Mass Damper (TMD), ilustrado na
Figura 2.9, acoplado a um sistema com um grau de liberdade.

Figura 2.9: TVA Fonte: Rao (2008).

O absorvedor dinâmico consiste numa massa auxiliar 𝑚2 acoplada à massa principal 𝑚1, da
qual se deseja diminuir a vibração, por um elemento de rigidez 𝑘2 e amortecimento 𝑐2. De acordo
com Rao (2008), uma máquina ou sistema pode experimentar vibração excessiva se sofrer a ação
de uma força cuja frequência for igual ou próxima a uma das frequências naturais do sistema.
Então, um absorvedor dinâmico de vibração pode ser projetado (𝑚2, 𝑘2 e 𝑐2) de modo tal que as
frequências naturais do sistema resultante (sistema + absorvedor) fiquem longe da frequência de
excitação.

A aplicação de dispositivos para controlar vibrações em processos de usinagem é encontrada
mais facilmente em processos de torneamento. Nesse processo, como a ferramenta não possui
movimento de rotação, o uso de dispositivos passivos torna-se uma alternativa muito eficiente e de
fácil implementação. No fresamento, devido à rotação, é difícil aplicar o dispositivo diretamente
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à ferramenta, fazendo com que seja aplicado à peça em alguns casos. Entretanto, em peças mais
rígidas, a própria rigidez se torna empecilho para a aplicação direta do absorvedor sobre a peça.

Tarng e outros (2000) utilizaram um atuador piezoelétrico como um absorvedor dinâmico
para controlar amplitudes de vibração oriundas de chatter em operações de torneamento. Os resul-
tados obtidos por esses autores mostraram que o chatter pode ser eficientemente controlado com
a utilização desse absorvedor, devidamente sintonizado na frequência natural da ferramenta. Além
disso, profundidades de corte seis vezes maiores foram utilizadas na usinagem sem a ocorrência de
chatter, em relação ao teste sem o absorvedor.

Moradi e outros (2012) modelaram matematicamente e simularam o comportamento de uma
fresa, sem e com absorvedor dinâmico, sintonizado para controlar o chatter, mostrando que o ab-
sorvedor foi capaz de dissipar a vibração, obtendo baixas amplitudes de deslocamento. Os autores
concluíram que em condições de corte propícias para o surgimento do chatter o absorvedor deve
ser utilizado para o controle das vibrações.

Moradi e outros (2015) projetaram um absorvedor dinâmico para diminuir o chatter em fre-
samento de placas “em balanço” (cantilever plates), Figura 2.10, modelando-o a partir do com-
portamento não linear da força de corte. Os resultados obtidos por esses autores demonstraram e
eficiência do absorvedor dinâmico na estabilidade do sistema, como pode ser visto pelo diagrama
SLD da Figura 2.11.

Figura 2.10: Absorvedor dinâmico applicado à peça. Adaptado de Moradi e outros (2015).

Com o absorvedor devidamente sintonizado, ao iniciar o chatter, o sistema é amortecido
instantaneamente, evitando a instabilidade característica da vibração autoexcitada. O trabalho de
Saadabad e outros (2014) ilustra bem esse fato. Os autores realizaram um teste com a ferramenta
durante o chatter e repetiram o teste, com as mesmas condições, para a ferramenta com o ab-
sorvedor. Como pode ser visto na Figura 2.12, o absorvedor reduziu a amplitude de vibração da
ferramenta, evitando o surgimento da instabilidade e mantendo baixas amplitudes de vibração.
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Figura 2.11: Comparação do SLD com e sem observador. Adaptado de Moradi e outros (2015).

Aplicações do absorvedor diretamente ao porta ferramenta também é utilizada. Yiqing e Yu
(2015) simularam o comportamento de um absorvedor dinâmico internamente ao porta ferramenta
para operações de fresamento (Figura 2.13), comparando os resultados de FRF e do diagrama de
estabilidade de lóbulos (Stability Lobe Diagram - SLD) com um porta ferramenta sem o absorve-
dor. Conforme esperado, utilizando o absorvedor foram obtidas menores amplitudes de vibração e
maiores profundidades de corte sem a ocorrência de instabilidade, conforme mostrado na Figura
2.14.

2.3 Silent Tools

Silent Tools é a marca comercial de um porta-ferramenta com absorvedor de vibrações in-
tegrado, desenvolvida pela SANDVIK, disponível para operações de torneamento, fresamento e
furação. Conforme mostrado na Figura 2.15, o absorvedor consiste numa massa pesada apoiada
por elementos de mola de borracha envolta em óleo. É considerada como uma ferramenta que uti-
liza um absorvedor dinâmico para diminuir as vibrações geradas durante o processo de usinagem,
análogo ao TVA/TMD descrito anteriormente.

Esse porta ferramenta é indicado para operações que demandam a utilização de longos balan-
ços, aplicações que necessitam de um excelente acabamento superficial ou alta produtividade. Ao
utilizar um dispositivo amortecedor é possível aumentar os parâmetros de corte e obter uma ope-
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Figura 2.12: Comparação dos sinais de deslocamento em função do tempo para o sistema sem e
com absorvedor. Adaptado de Saadabad e outros (2014).

ração com tolerâncias mais estreitas, bom acabamento superficial e taxas de remoção de material
mais altas, o que pode reduzir o custo de fabricação por peça.

A Figura 2.16 mostra a diferença entre as respostas temporais do porta ferramentas convenci-
onal e do porta ferramentas com o absorvedor. Para a melhor eficiência do dispositivo, é importante
respeitar os limites estipulados em relação à carga, temperatura, rotação, balanço, etc.
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Figura 2.13: Absorvedor dinâmico utilizado por Yiqing e Yu (2015). Adaptado de Yiqing e Yu
(2015)

Figura 2.14: Comparação entre as respostas sem e com absorvedor na FRF (a) e no SLD (b).
Adaptado de Yiqing e Yu (2015).

Figura 2.15: Partes do sistema antivibração SILENT TOOLS. Fonte: (SANDVIK)
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Figura 2.16: : Amortecimento da vibração, sem e com sistema antivibratório SILENT TOOLS.
Fonte: (SANDVIK)

2.4 Absorvedores por efeito de impacto - Particle Impact Dampers

A dinâmica de vibro-impacto tem trazido grandes benefícios nos últimos anos, principal-
mente no controle de vibrações em estruturas e máquinas (Ibrahim, 2009). O trabalho de Paget,
intitulado Mechanical Damping by Impact, de 1930 apud (MASRI, 1969a), foi o pioneiro nesse
estudo. Daí em diante, vários trabalhos foram publicados explorando a dinâmica de contato e sua
aplicação em sistemas para diminuir a amplitude vibracional. Surgiram, então, os absorvedores de
vibração por efeito de impacto, conhecidos na literatura como Particle Impact Dampers. Neste tra-
balho, dá-se o nome de absorvedor por impacto afim de utilizar uma nomenclatura traduzida para
o português, abrangendo os principais tipos desses absorvedores. Em alguns casos, para uma dife-
renciação entre os diferentes tipos desses absorvedores são utilizados seus respectivos nomes em
inglês.

Basicamente, os absorvedores por impacto são dispositivos constituídos por uma ou várias
partículas sólidas que se movem livremente confinadas em um determinado espaço preestabelecido.
São aplicados à uma estrutura que apresenta vibrações indesejáveis para que a vibração propicie
colisões partícula-partícula e partícula-estrutura. As diversas colisões e o atrito entre os corpos
proporcionam uma redução da energia da estrutura diminuindo a amplitude de vibração.

A função desses amortecedores em sistemas vibratórios é dissipar parte da energia cinética,
proporcionando uma diminuição na amplitude de vibração. As colisões sucessivas induzem a troca
de momento linear entre massas envolvidas, causando mudanças nas respostas dinâmicas e dimi-
nuindo a vibração do sistema (Masri, 1969a), (Wong e outros, 2009). São dispositivos simples,
baratos, insensíveis à degradação e à temperatura e não necessitam de energia externa, sendo capa-
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zes de fornecer amortecimento eficaz sobre uma gama de acelerações e frequências em ambientes
onde alguns dispositivos tradicionais podem falhar (Du e Wang, 2010). Outras vantagens do uso do
absorvedor por impacto em relação a outros dispositivos são: baixo custo, simplicidade, robustez e
a promoção do amortecimento em diversas acelerações e frequências, sendo utilizado em torres de
televisão, pás de turbinas, eixos, placas, entre outros (Duncan e outros, 2005).

Os absorvedores por impacto podem ser divididos em diferentes tipos dependendo da con-
figuração adotada. De uma forma geral, eles podem ser classificados de acordo com o número
de partículas e com o número de alojamentos onde as partículas são inseridas. Os alojamentos
também podem ser chamados de unidades em uma tradução direta do termo em inglês units. Os
impact dampers são absorvedores que contêm uma esfera alocada em uma unidade. Quando exis-
tem várias unidades e uma esfera é alocada em cada, o absorvedor recebe a denominação multi-

unit impact damper. Utilizando uma quantidade maior de esferas, os absorvedores passam a utili-
zar o nome particle damper e multi-unit particle damper, se forem constituídos de uma ou várias
unidades, respectivamente. A Figura 2.17 ilustra as configurações mencionadas em um diagrama
esquemático presente no trabalho de Lu e outros (2018).

Figura 2.17: Diagrama esquemático dos tradicionais tipos de absorvedores por impacto. Impact
damper (a), multi-unit impact damper (b), particle damper (c) e multi-unit particle damper (d).
Fonte: Lu e outros (2018).

Ao longo dos anos, esses absorvedores foram estudados analítica, numérica e experimental-
mente por diversos pesquisadores, como nos trabalhos de Masri (1969a), Bapat e Sankar (1985a),
Friend e Kinra (2000), Blazejczyk-Okolewska (2001), Cheng e Wang (2003), Duncan e outros

(2005), Cheng e Xu (2006), dentre vários outros.

Através dos diversos experimentos realizados com o passar dos anos, e também com o ad-
vento das simulações numéricas, os pesquisadores notaram que, apesar da aparente simplicidade
do absorvedor, seu desempenho poderia ser muito modificado ao variar algum parâmetro essencial,
como a folga e a razão de massa (relação entre as massas da(s) partícula(s) e do sistema principal).
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O trabalho de Masri (1969a) é um dos trabalhos mais conceituados, citado por praticamente
todos os pesquisadores da área. Masri (1969a) apresentou em seu trabalho uma solução analítica
em regime permanente de uma estrutura com impact damper, comparando as respostas obtidas
com resultados experimentais. Além disso, o autor apresenta discussões sobre alguns parâmetros
importantes do absorvedor como efeitos do amortecimento viscoso, frequência, razão de massa,
coeficiente de restituição, etc. No mesmo ano, (Masri, 1969) analisou analitica e experimentalmente
um absorvedor de múltiplas unidades (multi-unit impact damper) submetido à excitação senoidal.
Em seu estudo, foi verificado que o absorvedor de múltiplas unidades foi mais eficiente do que o
de uma.

Yasuda e Toyoda (1978) analisaram a relação entre a folga interna e a taxa de amorteci-
mento para várias razões de massa, em um sistema submetido à vibração livre e verificaram que
essa relação é linear. A taxa de amortecimento (que os autores chamam de damping inclination)
é calculada como a razão entre a diferença de dois picos de vibração seguidos de seus respectivos
tempos de ocorrência. No entanto, Bapat e Sankar (1985a) mostraram que grandes folgas produzem
baixo amortecimento. Isso se deve ao pequeno número de impactos que ocorrem nas paredes da
massa principal causados pela grande folga. Assim, considerando que todos os demais parâmetros
são mantidos constantes, existe uma folga específica que proporciona o amortecimento máximo ao
sistema.

Bapat e Sankar (1985b) estudaram o efeito do atrito Coulomb aplicado em sistemas com
absorvedor do tipo multi-unit impact damper. De acordo com esses autores, o efeito do atrito sobre
o desempenho é geralmente prejudicial, em comparação com o desempenho sem atrito, sendo mais
pronunciado quando a frequência de ressonância é extremamente baixa.

A capacidade de dissipação de energia pelo absorvedor de impacto está diretamente relacio-
nada à amplitude da força, frequência de vibração, massa das partículas, rigidez e amortecimento
estrutural, folga, frequência natural do sistema, deslocamento inicial, aceleração da gravidade e
coeficiente de restituição (Yasuda e Toyoda, 1978; Duncan e outros, 2005) .

A razão de massa (relação entre as massas da(s) partícula(s) e da estrutura) é um dos parâme-
tros mais importantes para proporcionar um bom desempenho ao absorvedor, uma vez que um alto
valor de massa de partícula produz maior amortecimento, conforme indicado por Bapat e Sankar
(1985a), Friend e Kinra (2000) e Marhadi e Kinra (2005). No entanto, deve-se ter cuidado, pois a
massa da partícula pode promover mudança na frequência natural estrutural original e pode preju-
dicar o amortecimento abaixo dessa frequência. Popplewell e outros (1983) encontraram em seus
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experimentos de vibração forçada com uma única partícula que as frequências de excitação em ou
ligeiramente acima da frequência natural estrutural produziram amortecimento positivo, enquanto
frequências mais baixas do que a frequência natural produziram amortecimento negativo, ou seja,
a estrutura vibra mais do que sem o absorvedor por impacto.

Ema e Marui (1994) realizaram um estudo experimental do absorvedor por impacto atuando
em vibração livre e alcançaram o efeito de amortecimento ideal ajustando a relação de massa e
folga. Marhadi e Kinra (2005) também analisaram a influência da folga no amortecimento do sis-
tema para três tipos de materiais esféricos. Nesse trabalho é possível notar a tendência não linear
deste parâmetro para amortecedores com multipartículas, de forma análoga como ocorre para um
amortecedor de apenas uma partícula. Li e Darby (2006a) relataram o mesmo comportamento de
amortecimento em relação à folga para um absorvedor de única esfera colidindo contra uma parede
revestida com material mais macio, chamado pelo autor de buffer. Esses autores concluíram em
seus testes que a presença desses materiais no contato aumentou o desempenho do absorvedor.

A razão de massa e a folga são dois dos principais parâmetros que influenciam na resposta
do sistema e existe um consenso de como eles modificam a resposta do sistema. No entanto, em
relação ao coeficiente de restituição, alguns autores relatam resultados distintos. Popplewell e Liao
(1991), Dokainish e Elmaraghy (1973) apud Duncan e outros (2005) relataram que altos valores de
coeficiente de restituição geram alto amortecimento, enquanto Pinotti e Sadek (1970) apud Duncan
e outros (2005) relataram a tendência inversa. De acordo com Li e Darby (2006a) se uma quanti-
dade de energia significativa for absorvida durante o impacto (ou seja, se o coeficiente de restituição
for pequeno) então a velocidade pós-impacto será pequena e o impulso subsequente será menor,
consequentemente, menos energia cinética da estrutura é transferida para a massa de impacto. Chat-
terjee e outros (1996) relataram que, no caso de um oscilador forçado, o coeficiente de restituição
deve ser o mais alto possível para atingir o amortecimento máximo.

Alguns estudos também abordam a aplicação dos absorvedores por impacto em sistemas com
múltiplos graus de liberdade (MGDL), como Li e Darby (2006b), Nigm e Shabana (1983) e Li e
Darby (2008).

Li e Darby (2006b) conduziram uma série de investigações experimentais para descobrir o
efeito de um amortecedor de impacto em um sistema MGDL, analisando a influência dos efeitos
da folga, da razão de massa e do tipo e localização da fonte excitadora no controle das vibrações
nos três primeiros modos da estrutura proposta. Dentre os resultados apresentados pelos autores,
um dos que se destaca é que a uma maior razão de massa não necessariamente proporciona uma
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maior redução da vibração em modos diferentes do primeiro.

O trabalho de Lu e outros (2018) apresenta uma relação extensa de trabalhos que abran-
gem outros tipos de absorvedores por impacto, baseados nas configurações tradicionais, mas são
variantes que apresentam alguma característica especial: uma combinação com outros tipos de ab-
sorvedores ou utilização de materiais flexíveis para o alojamento ou para as partículas, por exemplo,
que foram sendo desenvolvidos com o passar dos anos, fruto de estudos vários autores nesta área.

Independentemente do tipo de absorvedor, a simulação numérica é uma ferramenta muito im-
portante para a representação e/ou previsão de fenômenos/respostas experimentais. As simulações
geralmente são realizadas a partir de formulações baseadas na dinâmica de corpos rígidos ou flexí-
veis. Entretanto, outras formulações também são encontradas na literatura, como a utilizada por Liu
e outros (2005), que utilizaram um modelo de amortecimento viscoso equivalente para represen-
tar a não linearidade do sistema, a partir de resultados experimentais. De acordo com Lu e outros

(2010), embora esses modelos equivalentes ou estudos empíricos tenham dado contribuições im-
portantes para o assunto, eles são essencialmente fenomenológicos e os resultados são difíceis de
extrapolar além de suas respectivas condições experimentais.

Uma metodologia que trouxe grandes benefícios para o estudo da dinâmica de sistemas com
materiais particulados é o Método de Elementos Discretos (Discrete Element Method - DEM), de-
senvolvido por Cundall e Strack (1979). O DEM é um método de modelagem numérica para a
simulação computacional de interações entre partículas (O’Sullivan, 2011), sendo aplicado com
sucesso na simulação e previsão do desempenho de muitos processos envolvendo materiais granu-
lares (Di Renzo e Di Maio, 2004). Com o DEM, as interações das partículas são modeladas usando
equações de movimento e leis de contato para estabelecer a relação entre força e deformação (Syed
e outros, 2017). Essa técnica é muito aplicada para estudos de relacionados à mecânica dos solos,
por exemplo. O DEM é uma alternativa à abordagem típica adotada na simulação do comporta-
mento mecânico de materiais granulares, em que é assumido que o solo se comporta como um
material contínuo e os movimentos e rotações relativos das partículas dentro do material não são
considerados (O’Sullivan, 2011).

Dentro do DEM existem diferentes modelos de contato que podem ser empregados na simu-
lação numérica. De um modo geral, o modelo para representar os contatos na direção normal é
caracterizado por uma associação de um par mola-amortecedor.

O modelo mais simples que pode ser aplicado para modelar o contato na direção normal é o
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linear elástico (baseado no trabalho de Cundall e Strack (1979)), em que a força de contato 𝐹𝑛 é
proporcional à deformação entre os corpos 𝛿𝑛:

𝐹𝑛 = 𝑘𝑛 · 𝛿𝑛 (2.1)

onde 𝑘𝑛 é a rigidez do contato

De acordo com O’Sullivan (2011) o valor de 𝑘𝑛 não pode ser facilmente relacionado com as
propriedades do material das partículas, entretanto, é possível calibrar o modelo ajustando o valor
de 𝑘𝑛 para corresponder à resposta observada em laboratório.

Para evitar o uso de um parâmetro de rigidez que não tem relação direta com as propriedades
mecânicas dos corpos, o modelo pode ser escrito a partir de um parâmetro de rigidez derivado da
teoria de Hertz para contatos elásticos. O modelo de contato de Hertz (the Hertzian contact model)
contempla formulações não lineares (O’Sullivan, 2011).

No modelo de contato elástico, tanto linear quanto não linear, a energia é conservada. Em
colisões inelásticas a energia não se conserva e representação da perda de energia existente deve
ser considerada. Walton e Braun (1986) utilizaram diferentes rigidezes para representar as fases
da colisão. Porém, o mais comum é considerar na equação da força de contato uma parcela que
representa um amortecedor viscoso (de coeficiente 𝑐𝑛):

𝐹𝑛 = 𝑘𝑛 · 𝛿𝑛 + 𝑐𝑛 · �̇�𝑛 (2.2)

O parâmetro de amortecimento 𝑐𝑛 é associado à dissipação de energia que ocorre durante
o processo da colisão. Logo, é um parâmetro que está relacionado ao coeficiente de restituição.
Conforme discutido por Cleary (2000) apud O’Sullivan (2011), para um determinado coeficiente
de restituição 𝑒, o valor de 𝑐𝑛 para um contato entre dois corpos de massas 𝑚𝑖 e 𝑚𝑗 é calculado a
partir da seguinte expressão:

𝑐𝑛 = 2
− ln(𝑒)√︀
𝜋2 + ln(𝑒)2

√︂
𝑚𝑖 𝑚𝑗

𝑚𝑖 + 𝑚𝑗

𝑘𝑛 (2.3)

A parcela de amortecimento contempla a dissipação de energia devido à deformação plástica
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no ponto de contato, e também pode ser não linear, sendo dependente da velocidade do impacto e
da deformação. Delaney e outros (2007) propuseram o uso de uma equação não linear para a força
de contato:

𝐹𝑛 = 𝑘𝑛 · 𝛿3/2𝑛 + 𝑐*𝑛 · �̇�𝑛 · 𝛿1/2𝑛 (2.4)

Embora os modelos linear e não linear pareçam ser muito semelhantes para aplicações nas
modelagens do DEM, o comportamento das partículas obtido pelos dois modelos pode ser muito
diferente e é fortemente dependente dos valores escolhidos para os parâmetros de contato (Malone
e Xu, 2008).

No modelo de Hertz para força normal, assume-se que a superfície da partícula é completa-
mente lisa. Teoricamente, o atrito não pode se desenvolver no contato entre duas partículas perfei-
tamente lisas. Contudo, o atrito de deslizamento está incluído em quase todos os códigos DEM, em
que assume-se ter surgido devido ao intertravamento das asperezas nas superfícies das partículas
(O’Sullivan, 2011).

Ainda de acordo com O’Sullivan (2011), os termos "forças de cisalhamento" e "forças tan-
genciais" são frequentemente e indistintamente usados para se referir ao componente da força que
atua ao longo da superfície de contato, ou seja, ortogonal ao normal de contato.

A alternativa mais simples para considerar uma força tangencial 𝐹𝑡 atuando no ponto de con-
tato da partícula é utilizar o modelo de atrito Coulomb. Assim, a força tangencial assume um valor
proporcional à força normal desenvolvida durante a colisão: |𝐹𝑡| ≤ 𝜇 𝐹𝑛, onde 𝜇 é o coeficiente de
atrito. Quando |𝐹𝑡| < 𝜇 𝐹𝑛, o movimento na direção está na fase "stick” e enquanto |𝐹𝑡| = 𝜇 𝐹𝑛

ocorre o deslizamento entre os corpos e a força tangencial atua no sentido oposto ao escorregamento
e é igual ao produto 𝜇 𝐹𝑛.

Existem modelos para a força tangencial que são baseados na utilização de coeficientes de ri-
gidez tangencial. Os trabalhos de Vu-Quoc et al. (2000) e Thornton e Yin (1991), ambos citados por
O’Sullivan (2011), apresentam modelos de contato constitutivos para implementação em códigos
DEM que relacionam a dependência força com o deslocamento obtido através de um coeficiente de
rigidez tangencial.

O trabalho de Di Renzo e Di Maio (2004) apresenta uma comparação de diferentes imple-
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mentações de força tangencial, simulando o impacto oblíquo de uma esfera contra uma superfície
rígida usando três diferentes implementações de força tangencial, comparando os resultados com
medições experimentais. Os autores compararam os modelos linear (baseado de Cundall e Strack
(1979)), Hertz – Mindlin e Deresiewicz simplificado (no slip, H–MDns) e Hertz – Mindlin e Dere-
siewicz completo (H–MD). Os resultados mostrados pelo autores indicaram que, pelos valores de
velocidades testados, não houve melhora significativa na resposta ao utilizar modelos complexos.
Em vez disso, o modelo linear dá resultados ainda melhores do que o modelo H–MDns e muitas
vezes é equivalente ao modelo de Mindlin e Deresiewicz H–MD.

O DEM é muito aplicado para simulações de sistemas com grande quantidade de partículas.
Mas, a formulação adotada no DEM pode ser aplicada para simular sistemas que tenham apenas
dois corpos que colidem, por exemplo. De acordo com Malone e Xu (2008) a vantagem da utiliza-
ção do DEM é que a partir do movimento de uma partícula é possível obter informações detalhadas
sobre o comportamento do sistema, mas a partir de simulações com um alto custo computacio-
nal. O trabalho de Lu e outros (2010) investiga numericamente através do DEM o desempenho
de absorvedores do tipo particle dampers (verticais e horizontais) ligados a um sistema primário
(1GDL e MGDL) sob diferentes cargas dinâmicas (vibração livre, excitação aleatória estacionária,
bem como excitação aleatória não estacionária), com o objetivo de encontrar formas eficientes para
melhor caracterizar o comportamento desse absorvedor.

Considerando o contato de dois corpos, a forma mais simples de modelar o contato é através
de uma combinação mola-amortecedor em paralelo. Segundo Nagurka e Huang (2004), a literatura
não relacionava até então a massa, a rigidez e o amortecimento às propriedades relacionadas ao
impacto, como coeficiente de restituição e tempo de contato. Em seguida, os autores desenvolveram
essa conexão para um caso de uma bola quicando sobre uma superfície rígida (boucing ball). A
formulação apresentada no trabalho de Nagurka e Huang utiliza os dados de tempo de contato e
coeficiente de restituição para estimar os parâmetros de rigidez e amortecimento viscoso do contato.

Outros problemas de impacto são estudados também em sistemas multicorpos, através da
implementação do modelo da força de contato de forma análoga à aplicada no DEM. Os modelos
de força de contato vêm ganhando importância significativa para aplicação em sistemas multicorpos
com contatos, devido à sua simplicidade e eficiência computacional (Flores e outros, 2011).

O modelo mola-amortecedor linear (Kelvin-Voigt) apresenta uma fragilidade, fato da força
de contacto na deformação zero não ser nula devido à existência da componente de amortecimento
não nula. Este problema não é realista porque, quando o contato começa, as componentes da força
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elástica e de amortecimento devem ser nulas (Seifried e outros, 2010; Flores e outros, 2011).

De acordo com Lu e outros (2018), diversos pesquisadores propuseram vários modelos de
contato para representar os contatos normal e tangencial, no entanto, o modelo de contato linear na
direção normal e o modelo de atrito Coulomb na direção tangencial são amplamente adotados no
estudo de simulação atualmente.

A partir da teoria de Hertz alguns modelos de contato não lineares foram desenvolvidos,
como os apresentados nos trabalhos de Hunt e Crossley (1975), Lankarani e Nikravesh (1990) e
Flores e outros (2011), entre outros. Esses modelos têm sido utilizados para simular o impacto entre
dois corpos que se aproximam com uma velocidade relativa. Basicamente, esses modelos de força
de contato não lineares são proporcionais à rigidez do contato e a um elemento viscoso dissipativo.
De forma geral, os modelos propostos pelos autores mencionados se diferem pela componente de
amortecimento calculada, mais precisamente pelo fator 𝜒:

𝐹𝑛 = 𝑘𝑛 · 𝛿𝑛𝑛 + 𝜒 · �̇�𝑛 · 𝛿𝑛𝑛 (2.5)

onde 𝜒 é chamado originalmente de histeresis damping factor.

Com o modelo proposto por Hunt e Crossley (1975), a perda de energia durante o contato
seria associada à dissipação na forma de calor devido ao amortecimento do material (Flores e ou-

tros, 2011). Com este modelo, assume-se que a perda de energia durante o contato está associada
ao amortecimento do material dos corpos em contato, o que dissiparia energia na forma de calor. O
fator de amortecimento para o modelo de Hunt e Crossley é:

𝜒 =
3𝑘𝑛(1 − 𝑒)

2�̇�
(−)
𝑛

onde 𝑒 é o coeficiente de restituição e �̇�
(−)
𝑛 é a velocidade inicial do impacto.

Lankarani e Nikravesh (1990) também propuseram seu modelo baseado na teoria de contato
Hertz incorporada com um fator de amortecimento de histerese para aplicação em sistemas multi-
corpos. É um modelo muito similar ao modelo de Hunt e Crossley (1975), e foi obtido ao igualar
a energia cinética perdida do sistema no impacto com o trabalho da força de contato. O fator de
amortecimento do modelo de Lankarani e Nikravesh é:
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𝜒 =
3𝑘𝑛(1 − 𝑒2)

4�̇�
(−)
𝑛

Flores e outros (2011) destacam que os modelos apresentados por Hunt e Crossley (1975) e
(Lankarani e Nikravesh, 1990) são mais adequados para impactos que tenham um alto coeficiente
de restituição, próximos a 1. Flores e outros (2011) apresentaram seu modelo matemático, cujo
fator de amortecimento é:

𝜒 =
8𝑘𝑛(1 − 𝑒)

5𝑒�̇�
(−)
𝑛

Hu e Guo (2015) compararam os diferentes modelos não lineares propostos pelos autores
mais conhecidos, uma vez que cada um desses autores propõe seu próprio fator de amortecimento.
Segundo Hu e Guo (2015), os modelos propostos por Lankarani e Nikravesh e Hunt e Crossley são
indicados para impactos com alto coeficiente de restituição, enquanto o modelo de Flores e outros

é apropriado para impactos com qualquer coeficiente de restituição. Ao lado das comparações, Hu
e Guo (2015) propuseram também seu próprio modelo de fator de amortecimento e mostraram que
ele pode ser usado para qualquer contato. O fator de amortecimento proposto por Hu e Guo é dado
por:

𝜒 =
3𝑘𝑛(1 − 𝑒)

2𝑒�̇�
(−)
𝑛

Geralmente, os contatos em absorvedores por impacto são modelados diretamente pelo coe-
ficiente de restituição e a conservação do momento linear como, por exemplo, em Duncan e outros

(2005), Gharib e Ghani (2013) e Vinayaravi e outros (2013), ou usando um conjunto linear de mola
e amortecedor, como em Cheng e Xu (2006) e Li e Darby (2009). Os parâmetros de rigidez de
contato e amortecimento viscoso são estimados a partir dos valores de coeficiente de restituição e
do tempo de contato entre os corpos, conforme mostrado em Nagurka e Huang (2004) e Li e Darby
(2009). Nos últimos anos, novos modelos usam uma mola não linear (contato de Hertz) com um
amortecedor viscoso como o utilizado por Afsharfard e Farshidianfar (2012) e Afsharfard (2016).
Afsharfard e Farshidianfar (2013) apresentaram em sua investigação uma nova formulação para a
força de contato baseada na teoria de Hertz, chamada cubic contact force.
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Analisando a modelagem tradicional em absorvedores por impacto, a formulação baseada na
conservação quantidade de movimento é geralmente aplicada a corpos rígidos, mas não a corpos
deformáveis. Um modelo de contato linear mola-amortecedor é mais apropriado para descrever os
contatos entre estruturas rígidas e deformáveis. No entanto, neste caso, o tempo de contato é um
parâmetro de entrada necessário para estimar os coeficientes de rigidez e amortecimento. É muito
difícil obter o tempo de contato experimentalmente, principalmente quando os corpos em contato
são deformáveis. Portanto, a aplicação de modelos não lineares para a formulação matemática
desses absorvedores é bem-vinda, uma vez que é independente do tempo de contato, apesar de
ainda ser dependente do coeficiente de restituição como parâmetro de entrada.

2.5 Aplicação de absorvedores por impacto em operações de usinagem

Os esforços de corte durante o processo de usinagem podem promover vibrações indesejáveis
que comprometem o acabamento superficial da peça e aumentam o desgaste da ferramenta.

Os casos mais críticos envolvem o surgimento de vibrações auto excitadas (chatter vibra-

tions) que são altamente indesejáveis e prejudiciais ao processo. A utilização de atuadores ou de
absorvedores de vibração busca conferir maior estabilidade ao conjunto ferramenta-peça, evitando
o surgimento quaisquer vibrações indesejáveis, seja ela autoexcitada ou não.

No trabalho de Ema e Marui (2000), uma massa auxiliar com movimento livre dentro de
uma cavidade, localizada externamente na extremidade livre de uma barra de tornear, foi utilizada
e apresentou um controle eficaz da vibração quando a folga é ajustada. Os autores indicaram que,
na prática, é desejável aplicar o absorvedor para atuar na face de flanco da barra de tornear e que
com o absorvedor é possível usinar furos mais profundos.

Sims e outros (2005) utilizaram absorvedores do tipo particle damper aplicados à peça para
eliminar o chatter durante o processo de fresamento. Os autores concluíram que a aplicação desse
absorvedores na peça testada aumentou significativamente a estabilidade, aumentando o valor da
profundidade de corte limite do processo.

O desempenho de uma barra de tornear parcialmente preenchida com esferas metálicas para
atenuar as vibrações durante o processo de torneamento interno foi analisado por autores como
Biju e Shunmugam (2014), Sathishkumar e outros (2014), Suyama e outros (2016), Singh e outros

(2018), Thomas e outros (2019) e Diniz e outros (2019). Em todos esses trabalhos citados, as
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esferas proporcionaram redução de vibração da ferramenta e da rugosidade das peças.

Biju e Shunmugam (2014) avaliaram a capacidade de amortecimento mediante diferentes
tamanhos de esferas e frações de volume a partir de experimentos usando testes com impacto e
shaker. Em seguida testaram o absorvedor durante o torneamento interno, cujos resultados indica-
ram que as esferas promoveram uma melhora na circularidade e no acabamento superficial da peça
usinada.

Como já discutido previamente ao abordar o absorvedor por impacto, o material das esferas
e a folga existente entre a cavidade e as esferas influenciam diretamente no desempenho do absor-
vedor. Ramesh e Alwarsamy (2012) apud Paul e outros (2018) indicaram que, no amortecedor por
impacto, os materiais com alta densidade levam a uma maior redução na vibração da ferramenta.

Sathishkumar e outros (2014) utilizaram pequenas partículas de diferentes diâmetros e mate-
riais como aço, cobre, latão, chumbo e prata, preenchendo o porta ferramenta. Com isso os autores
buscaram analisar a influência do tamanho, da densidade e da dureza das partículas na rugosidade
superficial da peça usinada. Os autores concluíram que partículas menores, mais densas e mais
duras são favoráveis ao amortecimento, promovendo melhores rugosidades superficiais.

O trabalho de Suyama e outros (2016) apresenta uma comparação do torneamento interno de
aço endurecido SAE 4340 com três diferentes porta-ferramentas: de aço, de metal duro e de aço
com esferas para absorver vibração. Foram utilizadas esferas de aço de 0,5 a 1 mm de diâmetro,
com um preenchimento de 20% do volume, alocadas em uma cavidade produzida por um furo
axial, seguindo a linha de centro da ferramenta. Os ensaios realizados por Suyama e outros (2016)
indicaram que a o porta-ferramentas de aço de 20 mm de diâmetro com esferas foi mais eficiente
do que o convencional de aço, alcançando um corte estável até balanços de 80 mm. Contudo, o
desempenho do porta-ferramentas de metal duro (com 20 mm de diâmetro) foi melhor, alcançando
cortes estáveis até atingir balanços de 95 mm. Os autores concluíram que o uso de porta-ferramentas
com amortecimento por esferas pode ser uma alternativa simples e barata aos porta-ferramentas de
metal duro, se o balanço necessário excede o valor máximo de um porta-ferramentas convencional
e é menor que o balanço máximo estável um porta-ferramentas de metal duro.

Os resultados apresentados por Suyama e outros (2016) se basearam na utilização de um
porta-ferramentas com esferas montadas em uma única configuração. Sabe-se que mudanças na
configuração do absorvedor podem representar alterações significativas nas respostas desempenha-
das por ele.
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O aumento da eficiência do torneamento interno de aço endurecido foi estudado de duas ma-
neiras por Silva (2018). A primeira delas foi a utilização da fixação da barra (porta-ferramentas) na
torre da máquina através de uma bucha do tipo Easy Fix. A segunda foi comparar o desempenho de
uma barra inteiriça e de uma barra com amortecedor passivo por impacto em torneamento interno
com sistema de fixação Easy Fix. Os resultados dos ensaios obtidos por Silva (2018) mostraram
que a fixação Easy Fix permite tornear furos aproximadamente 30% mais longos do que utilizando
fixação convencional. Além disso, a barra com o absorvedor testado possibilitou a usinagem de
furos mais longos que a barra inteiriça, cujos melhores resultados foram obtidos ao utilizar esfe-
ras maiores (que associam simultaneamente maior massa com menor folga, já que o diâmetro da
cavidade é constante). Com a melhor configuração utilizada, foi possível aumentar o balanço da
ferramenta (razão entre seu comprimento pelo seu diâmetro - L/D) em quase duas vezes (de L/D
= 4,4 para L/D = 8) obtendo uma eficiência de 82% quando se compara com a barra convencional
(inteiriça), mantendo-se a mesma rugosidade da peça e vida da ferramenta (Silva, 2018).

Os absorvedores além de agregarem amortecimento à ferramenta de torneamento, proporci-
onaram também redução da força de corte, do desgaste da ferramenta e da rugosidade superficial
durante a usinagem de aços endurecidos AISI4340 (Paul e outros, 2018).

A grande diferença dos trabalhos de Silva (2018), Thomas e outros (2019) e Diniz e outros

(2019) está na configuração adotada para as esferas: ao invés de utilizar uma grande quantidade de
pequenas esferas para preencher a cavidade do porta ferramentas, os autores utilizaram esferas de
diâmetro muito próximo ao diâmetro da cavidade. Os resultados apresentados nesses três trabalhos
são excelentes.

Assim como no trabalho de Suyama e outros (2016), Diniz e outros (2019) avaliaram o uso
do absorvedor no torneamento interno do aço endurecido SAE 4340. Entretanto, os autores propu-
seram uma configuração para o absorvedor distinta daquela utilizada até então: um furo de 8,32 mm
na direção axial de uma ferramenta com 16 mm de diâmetro no qual foram adicionadas esferas de
aço com diâmetros pouco menores que o furo (5, 6,5 e 8 mm). Dentre as configurações testadas,
Diniz e outros (2019) verificaram que o porta-ferramenta com esferas de 8 mm apresentou o melhor
resultado, possibilitando um balanço de até 128 mm (L/D = 8), mantendo bons níveis de rugosi-
dade à peça. Os autores concluíram que os melhores resultados são encontrados quando se associa
esferas de maior massa e uma menor folga entre esfera e cavidade.

Em um trabalho análogo, Thomas e outros (2019) mostraram através dos ensaios experimen-
tais que a utilização do absorvedor no porta-ferramenta viabiliza a usinagem de furos mais longos



62

(profundos), sem prejudicar a rugosidade superficial e a vida útil da ferramenta. Os autores também
verificaram que a vida útil da ferramenta de ambas as barras (sem e com absorvedor) não é diferente
quando os balanços da ferramenta estão no limite de estabilidade. No entanto, este limite é muito
maior para a barra com o absorvedor do que para a barra convencional, indicando que a barra com
absorvedor pode ser usada em furos mais longos sem prejudicar a vida útil da ferramenta.

Geralmente, sistemas com absorvedores por impacto utilizam a própria energia cinética da
estrutura vibrante para promover os impactos. No entanto, a utilização de uma fonte extra de energia
para promover mais impactos também foi estudada recentemente. Aguiar e outros (2020) usaram
fluxos de ar comprimido para impor uma maior quantidade de choques de pequenas esferas contra
um porta-ferramenta durante operação de torneamento interno de aços endurecidos. No caso, os
autores utilizaram pequenas esferas preenchendo parcialmente a cavidade do porta-ferramentas,
indicando que os fluxos de ar comprimido podem favorecer os impactos, aumentando a eficiência
do absorvedor.

A aplicação dos absorvedores por impacto em processos de usinagem não é tão comum,
sendo muito mais utilizada em processos de torneamento. Para fresamento, o número de estudos é
muito baixo atualmente.

Galarza (2018) aplicou o absorvedor por impacto no porta-ferramenta durante o fresamento
de uma superfície curva (convexa) de aço D6 (60 HRc), em trajetórias ascendente e descendente.
Para alocar as esferas no porta-ferramenta, foi feito um furo central ao longo da direção axial, com
diâmetro de 6 mm e comprimento de 130 mm. O furo foi preenchido com esferas de 5, 5,5 e 5,9 mm
de diâmetro. Galarza (2018) verificou experimentalmente que, tanto para o corte ascendente quanto
para o corte descendente, a menor rugosidade da peça foi obtida para a fresa com esferas de maior
diâmetro (5,9 mm).

Os benefícios da aplicação de esferas para processos de fresamento também estão reportados
no trabalho de Galarza e outros (2020). Uma maior vida útil da ferramenta foi alcançada usando as
ferramentas com o absorvedor. Em cortes descendentes, a ferramenta com as esferas maiores (5,9
mm) cortou aproximadamente o dobro do volume do material e nos ascendentes cortou cerca de
quatro vezes o volume do material em comparação com a ferramenta sólida. Ao final da vida útil
da ferramenta, o absorvedor continuou diminuindo a vibração, gerando uma superfície com menos
rugosidade e menor variação de força de corte.

Um estudo análogo ao de Galarza (2018) foi realizado por Saciotto (2020). Para a mesma peça
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circular de aço D6, usinada em cortes ascendente e descendente, Saciotto (2020) aplicou esferas
de 6,0 mm numa cavidade de 6,1 mm, comparando a utilização de esferas de aço e tungstênio e
também de cilindros de aço de 6,0 mm de diâmetro. O desempenho do porta-ferramenta com as
diferentes configurações do absorvedor foi comparado com o desempenho de um porta-ferramentas
de metal duro ao usinar a mesma superfície.

Os resultados mostraram que as ferramentas com esferas proporcionaram menores índices
de rugosidade na peça em relação à ferramenta sem as esferas, principalmente ao usinar regiões
onde ocorrem altas forças radiais e tangenciais; e a utilização de cilindros de aço como massas de
impacto não é recomendada para situações com alta força axial, indicando que seu desempenho é
altamente dependente da direção resultante dos esforços de corte (Saciotto, 2020). O autor também
concluiu com seus ensaios experimentais que a ferramenta com haste de metal duro proporcionou
menores níveis de vibração e rugosidade em comparação com as demais. Mesmo assim, (Saciotto,
2020) conclui que se deve preferir a utilização da barra com esferas de aço, que apresentam custo
menor em relação à barra de metal duro.
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3 Modelagem Matemática

Neste capítulo serão apresentados os modelos matemáticos utilizado na simulação numérica
da colisão das esferas contra o corpo da fresa. Todos os movimentos considerados aqui encontram-
se no plano.

3.1 Cinemática de uma esfera dentro da cavidade

A Figura 3.1 mostra uma esfera no interior de uma cavidade circular representada nas três
direções do sistema de coordenadas.
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Figura 3.1: Representação de uma cavidade tridimensional com uma esfera alojada.

Para analisar a cinemática (e posteriormente a cinética) de uma esfera dentro da cavidade, é
considerado somente que o movimento da esfera ocorre no plano 𝑋𝑌 . O movimento na direção 𝑍

é desprezado. Então, seja uma esfera cujo centro localiza-se no ponto (𝑥𝑒, 𝑦𝑒) se move livremente
no plano (x,y) dentro de uma cavidade circular com centro no ponto (𝑥𝑐𝑎𝑣, 𝑦𝑐𝑎𝑣) (Figura 3.2). Os
vetores posição da esfera, posição da cavidade e suas respectivas derivadas temporais são escritos
em relação ao referencial inercial como:

𝐼r𝑒 =
[︁
𝑥𝑒 𝑦𝑒 0

]︁𝑇
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𝐼 ṙ𝑒 =
[︁
�̇�𝑒 �̇�𝑒 0

]︁𝑇
𝐼r𝑐𝑎𝑣 =

[︁
𝑥𝑐𝑎𝑣 𝑦𝑐𝑎𝑣 0

]︁𝑇
𝐼 ṙ𝑐𝑎𝑣 =

[︁
�̇�𝑐𝑎𝑣 �̇�𝑐𝑎𝑣 0

]︁𝑇
em que 𝑇 indica a operação de transposição

Além dos graus de liberdade de translação, os corpos podem rotacionar em torno do eixo Z.
Os vetores posição angular e velocidade angular da esfera e da cavidade são dados por:

𝐼𝜃𝑒 =
[︁
0 0 𝜃𝑒

]︁𝑇
𝐼 �̇�𝑒 =

[︁
0 0 𝜃𝑒

]︁𝑇
𝐼𝜃𝑐𝑎𝑣 =

[︁
0 0 𝜃𝑐𝑎𝑣

]︁𝑇
𝐼 �̇�𝑐𝑎𝑣 =

[︁
0 0 𝜃𝑐𝑎𝑣

]︁𝑇
O vetor 𝐼r expressa a diferença entre as posições da esfera e da cavidade, 𝐼r𝑒−𝐼r𝑐𝑎𝑣. Sabendo

que a direção de um vetor pode ser obtida a partir da divisão desse vetor por sua norma, tem-se:

𝐼n𝑟 = 𝐼r · ‖𝐼r‖−1

onde 𝐼n𝑟 é o vetor direção da posição da esfera em relação à cavidade escita no referencial inercial.

Os vetores que ligam o centro da esfera ao ponto de contato e o centro da cavidade ao ponto
de contato podem ser escritos a partir dessa direção e dos seus respectivos raios. Assim,

𝐼u1 = 𝑟 · 𝐼n𝑟

𝐼u𝑐𝑎𝑣 = 𝑅 · 𝐼n𝑟

onde os escalares 𝑟 e 𝑅 são os raios da esfera e da cavidade, respectivamente.
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Busca-se encontrar os vetores do ponto de contato em cada um dos corpos a fim de utilizá-los
na estimativa da força de contato durante a integração numérica. Estes vetores são obtidos pela
seguinte soma vetorial, para cada um dos corpos:

𝐼p𝑒 = 𝐼r𝑒 + 𝐼u1

𝐼p𝑐𝑎𝑣 = 𝐼r𝑐𝑎𝑣 + 𝐼u𝑐𝑎𝑣

Adotar-se-á 𝐼𝛿 para representar a deformação relativa dos corpos, expressa pela diferença
entre os vetores do ponto de contato (𝐼𝛿 = 𝐼p𝑒 − 𝐼p𝑐𝑎𝑣). No instante inicial da colisão os pontos
de contato representados na esfera e na cavidade são coincidentes e a deformação é nula, ou seja,

𝐼𝛿 = 𝐼p𝑒 − 𝐼p𝑐𝑎𝑣 = 0. Todos os vetores mencionados até aqui estão escritos em relação ao
referencial inercial (X,Y), mostrados na Figura 3.2 para uma posição arbitrária dos corpos.

(a) (b)

Figura 3.2: Vetores posição da esfera (a) e da cavidade (b) em relação ao referencial inercial.

Durante a colisão, foi escolhido utilizar o referencial normal-tangencial para a representação
da deformação no contato e da velocidade relativa, com o intuito de facilitar a aplicação da força
de contato, como será visto adiante, ao ser abordada a cinética. Sabe-se que a representação de
qualquer vetor em um referencial diferente daquele em que está escrito é obtida a partir da Matriz
de Transformação de Coordenadas. Assim, os vetores de deformação e velocidade relativa entre
a esfera e a cavidade, representados no referencial inercial, 𝐼𝛿 e 𝐼 ṙ, são escritos no referencial
normal-tangencial da seguinte forma:
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𝑛𝑡𝛿 = [𝑍𝑇𝑟] · 𝐼𝛿 (3.1)

𝑛𝑡ṙ = 𝑛𝑡�̇� = [𝑍𝑇𝑟] · 𝐼 ṙ =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑣𝑒𝑛 − 𝑣𝑐𝑎𝑣𝑛

𝑣𝑒𝑡 − 𝑣𝑐𝑎𝑣𝑡

0

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.2)

[𝑍𝑇𝑟] =

⎡⎢⎣ 𝑐𝑜𝑠(𝜑𝑟) 𝑠𝑒𝑛(𝜑𝑟) 0

−𝑠𝑒𝑛(𝜑𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝜑𝑟) 0

0 0 1

⎤⎥⎦

em que [𝑍𝑇𝑟] é a Matriz de Transformação de Coordenadas para um sistema de referência posicio-
nado de um ângulo 𝜑𝑟 ao ser rotacionado em torno do eixo 𝑍 fixo.

O contato entre os corpos ocorrerá sempre que a posição relativa dos corpos for maior ou
igual à diferença dos raios da cavidade (𝑅) e da esfera (𝑟). Neste caso, os corpos sofrerão a ação
da força de contato, que será discutida adiante. Matematicamente:

‖𝐼r‖ ≥ (𝑅− 𝑟)

A Figura 3.3 mostra o contato entre os corpos em uma posição arbitrária ilustrando alguns
dos vetores tratados até aqui para esta condição.

3.2 Cinética de uma esfera dentro da cavidade

Neste tópico é abordado o movimento dos corpos considerando as forças atuantes sobre eles
durante todo o instante. As duas condições diferentes que são avaliadas são justamente a ocorrência
da colisão ou não. Para identificar a ocorrência do contato, a posição relativa entre os corpos é
verificada a cada instante. Sejam as condições:

‖𝐼r‖ < (𝑅− 𝑟) → Não há contato;

‖𝐼r‖ ≥ (𝑅− 𝑟) → Impacto;
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Figura 3.3: Contato entre os corpos.

Enquanto a colisão não ocorre, a esfera se move sem a ação de qualquer força sobre ela,
sendo desprezado o atrito (que seria o atrito de rolamento sobre a cavidade) e a força peso (pois
o movimento cosiderado ocorre no plano). Em relação à cavidade, o movimento pode ser causado
por uma força externa e/ou por uma perturbação inicial. Atua-se sobre ela as forças de reação
relacionadas à sua rigidez e ao amortecimento.

O impacto entre dois corpos é caracterizado pelas fases de compressão e de restituição. Du-
rante o tempo de impacto, atua-se sobre os corpos as forças de contato, modeladas neste trabalho
como um par não linear mola-amortecedor, em que a mola representa a rigidez do contato e o
amortecedor a dissipação de energia, uma vez que as colisões são inelásticas. Além disso, a força
de atrito em cada colisão também é considerada. Enquanto a força normal de contato 𝐹𝑁 é respon-
sável pelo movimento de translação da esfera, a de atrito 𝐹𝑇 modifica seu movimento de rotação.
A Figura 3.4 mostra os diagramas de corpo livre dos corpos durante a colisão.

Para a modelagem do contato, foi utilizado um modelo de mola não linear baseado na Teoria
de Hertz. Este modelo relaciona o produto da rigidez do contato (𝑘𝐻) pela deformação relativa entre
os corpos elevada à potência 1,5 (𝛿1,5). Especificamente neste modelo são considerados somente as
colisões elásticas, ou seja, a dissipação de energia não é considerada. Assim, escrevemos a força
desenvolvida na mola não linear (Hertz) como:

𝐹𝐻 = 𝑘𝐻 · 𝛿1.5 (3.3)
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Figura 3.4: Diagrama de corpo livre da cavidade e da esfera.

Entretanto, as colisões elásticas são somente teóricas. Na realidade, qualquer impacto produz
uma perda de energia ao sistema. Por esse motivo, diversos autores propuseram modelos dissipa-
tivos para a representação da física real. Neste trabalho, optou-se pela utilização do modelo dissi-
pativo de Flores e outros (2011), que relaciona a parcela de amortecimento (𝐹𝑐) ao produto de um
fator de amortecimento (𝑐𝐹 ) pela deformação relativa elevada à potência 1,5 (𝛿1,5) e à velocidade
relativa da colisão (�̇�). Sendo assim, tem-se:

𝐹𝑐 = 𝑐𝐹 · 𝛿1.5 · �̇� (3.4)

𝑐𝐹 =
8 · (1 − 𝑒)

(5 · 𝑒 · �̇�(−)) · 𝑘𝐻

em que 𝑒 é o coeficiente de restituição, 𝑘𝐻 é a rigidez de contato do modelo de Hertz e �̇�(−) é a
velocidade relativa imediatamente antes do impacto.

Assim, a força normal de contato 𝐹𝑁 é escrita como a soma das componentes 𝐹𝐻 e 𝐹𝑐:

𝐹𝑁 = 𝐹𝐻 + 𝐹𝑐

Para utilizar as Eqs. 3.3 e 3.4 corretamente e aplicá-las ao problema proposto, optou-se por
utilizar a coordenada normal-tangencial para escrever os termos relacionados à posição e veloci-
dade. A deformação e a velocidade relativa escritas no referencial normal-tangencial foram obtidas
a partir das Eqs 3.1 e 3.2. Reescrevendo estes vetores em termos de suas componentes, tem-se:
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𝑛𝑡𝛿 =
[︁
𝛿𝑛 𝛿𝑡 0

]︁𝑇
𝑛𝑡�̇� =

[︁
�̇�𝑛 �̇�𝑡 0

]︁𝑇
Considerando que 𝑘𝐻 e 𝑐𝐹 representam a rigidez de contato e o fator de amortecimento entre

a esfera e a cavidade, respectivamente, e que o contato ocorre somente na direção normal, tem-se o
modelo para representar a força de contato na direção normal 𝐹𝑁 mostrado na Eq. 3.5.

𝐹𝑁 = 𝑘𝐻 · 𝛿1.5𝑛 +
8 · (1 − 𝑒)

(5 · 𝑒 · 𝛿𝑛
(−)

) · 𝑘𝑒
· 𝛿1.5𝑛 · 𝛿𝑛 (3.5)

A magnitude da componente tangencial da força de contato 𝐹𝑇 é representada pela força de
atrito de Coulomb existente durante a colisão. O sentido de 𝐹𝑇 depende da direção da velocidade
tangencial relativa entre a esfera e a cavidade no ponto de contato. Logo:

𝐹𝑇 = 𝜇𝐹𝑁 · 𝑠𝑖𝑔𝑛(�̇�𝑡 + 𝑣𝑡𝑒 − 𝑣𝑡𝑐𝑎𝑣) (3.6)

onde: 𝑣𝑡𝑒 = 𝜃𝑒 · 𝑟 é a velocidade tangencial da esfera devido à sua rotação e 𝑣𝑡𝑐𝑎𝑣 = 𝜃𝑐𝑎𝑣 · 𝑅 é a
velocidade tangencial devido à rotação da cavidade circular.

Usando as magnitudes das forças de contato nas direções normal e tangencial, Eqs 3.5 e 3.6,
respectivamente, o vetor força de contato é construído. Assim:

𝑛𝑡F𝐶 =
[︁
𝐹𝑁 𝐹𝑇 0

]︁𝑇
(3.7)

As equações de movimento do sistema devem ser escritas no referencial inercial. Como as
equações dependem da força de contato, e esta está escrita no referencial normal-tangencial, é
necessário transformá-la para o referencial inercial. Assim:

𝐼F𝐶 = [𝑍𝑇𝑟]
𝑇 · 𝑛𝑡F𝐶 =

[︁
𝐹𝐶𝑥 𝐹𝐶𝑦 0

]︁𝑇
(3.8)
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Se os corpos não estão em contato:

𝑛𝑡F𝐶 = 𝐼F𝐶 = 0

3.3 Equações de movimento de uma esfera dentro da cavidade

As equações de movimento do sistema são montadas a partir do diagrama de corpo livre dos
corpos usando a formulação de Newton-Euler. Os graus de liberdade do sistema são as translações
nas direções 𝑥 e 𝑦 e a rotação em torno do eixo 𝑧 (𝜃𝑧), medidos em relação ao referencial inercial.
Assim, tem-se:

∑︀
𝐹𝑥 = 𝑚 · �̈�

∑︀
𝐹𝑦 = 𝑚 · 𝑦

∑︀
𝑀𝑧 = 𝐼 · 𝜃𝑧

Considerando que a esfera de raio 𝑟 tem massa 𝑚𝑒, que a cavidade de raio 𝑅 e massa 𝑚1 tem
rigidez equivalente 𝑘1 e coeficiente de amortecimento viscoso equivalente 𝑐1, e seja submetida à
uma força harmônica senoidal de amplitude 𝐹0𝑖 e frequência 𝑓0𝑖, tem-se as seguintes equações de
movimento:

∘ Cavidade sem impacto

⎧⎪⎨⎪⎩
�̈�𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

𝑦𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

𝜃𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

⎫⎪⎬⎪⎭ = 𝑚1
−1

⎡⎢⎣
⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹0𝑥 𝑠𝑒𝑛(2𝜋 𝑓0𝑥 𝑡)

𝐹0𝑦 𝑠𝑒𝑛(2𝜋 𝑓0𝑦 𝑡)

0

⎫⎪⎬⎪⎭− 𝑘1

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

𝑦𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

0

⎫⎪⎬⎪⎭− 𝑐1

⎧⎪⎨⎪⎩
�̇�𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

�̇�𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

0

⎫⎪⎬⎪⎭
⎤⎥⎦ (3.9)

∘ Cavidade com impacto
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⎧⎪⎨⎪⎩
�̈�𝑐𝑎𝑣

𝑦𝑐𝑎𝑣

𝜃𝑐𝑎𝑣

⎫⎪⎬⎪⎭ = 𝑚1
−1

⎡⎢⎣
⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹0𝑥 𝑠𝑒𝑛(2𝜋 𝑓0𝑥 𝑡)

𝐹0𝑦 𝑠𝑒𝑛(2𝜋 𝑓0𝑦 𝑡)

0

⎫⎪⎬⎪⎭− 𝑘1

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑐𝑎𝑣

𝑦𝑐𝑎𝑣

0

⎫⎪⎬⎪⎭− 𝑐1

⎧⎪⎨⎪⎩
�̇�𝑐𝑎𝑣

�̇�𝑐𝑎𝑣

0

⎫⎪⎬⎪⎭+ 𝐼F𝐶

⎤⎥⎦ (3.10)

∘ Esfera

⎧⎪⎨⎪⎩
�̈�𝑒

𝑦𝑒

𝜃𝑒

⎫⎪⎬⎪⎭ =

⎡⎢⎣𝑚
−1
𝑒 0 0

0 𝑚−1
𝑒 0

0 0 𝐼−1
𝑒

⎤⎥⎦ (−𝐼F𝐶) (3.11)

Tem-se, então, seis equações diferenciais que descrevem o movimento de translação no plano
de uma esfera dentro de uma cavidade de parede circular e o movimento da estrutura com a ocor-
rência dos impactos (Eqs. 3.11 e 3.10, respectivamente). A integração numérica das equações de
movimento é realizada pelo método de Runge-Kutta, através do integrador 𝑜𝑑𝑒 do MATLAB. A
resposta da cavidade sem impacto é obtida pela integração da Eq. 3.9 que é idêntica à Eq. 3.10 com

𝐼F𝐶 = 0.

Se o grau de liberdade de rotação da esfera precisa ser analisado, a única força atuante na
esfera que causa momento em relação ao seu centro de gravidade (CG) é a força de contato tan-
gencial. Basicamente, a força tangencial é escrita como uma fração da força normal atuando no
sentido oposto à velocidade tangencial relativa dos corpos, como mostrado na Eq. 3.6. Existem
duas situações distintas para a aplicação dessa força durante o impacto, dependendo da velocidade
dos corpos:

𝐹𝑇 =

⎧⎨⎩𝜇 · 𝐹𝑁 · (−𝑠𝑖𝑔𝑛(�̇�𝑡 − 𝑣𝑡𝑐𝑎𝑣)), se |�̇�𝑡 − 𝑣𝑡𝑐𝑎𝑣| − |𝑣𝑡𝑒| = 0

𝜇 · 𝐹𝑁 · (−𝑠𝑖𝑔𝑛(�̇�𝑡 − 𝑣𝑡𝑐𝑎𝑣 + 𝑣𝑡𝑒)), caso contrário
(3.12)

O sinal negativo presente na Eq. 3.12 indica que a força tangencial 𝐹𝑇 é aplicada à esfera. O
primeiro caso representa a condição da esfera rolar sem deslizar sobre a superfície da cavidade e o
segundo representa qualquer outra condição diferente da primeiro.

A aceleração angular da esfera pode ser estimada a partir do momento gerado pala força
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tangencial (em relação ao CG da esfera) ou pela aceleração tangencial, dependendo do tipo de
movimento que a esfera realiza sobre a superfície: rolamento, deslizamento ou ambos. A aceleração
tangencial da esfera pode ser estimada a partir das acelerações estimadas no referencial inercial,
como segue:

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑛�̇�𝑒

𝑡�̇�𝑒

0

⎫⎪⎬⎪⎭ = [𝑍𝑇𝑟] ·

⎧⎪⎨⎪⎩
�̈�𝑒

𝑦𝑒

0

⎫⎪⎬⎪⎭

𝜃𝑒 =

⎧⎨⎩−𝑡�̇�𝑒/𝑟, se |�̇�𝑡 − 𝑣𝑡𝑐𝑎𝑣| − |𝑣𝑡𝑒| = 0

(𝐹𝑇 · 𝑟)/𝐼𝑒, caso contrário
(3.13)

O primeiro caso da Eq. 3.13 representa a condição de rolamento sem deslizamento da esfera
sobre a superfície da cavidade. Neste caso, a velocidade do CG da esfera na direção tangencial 𝑡𝑣𝑒

é igual ao produto de sua velocidade angular pelo raio, 𝑡𝑣𝑒 = 𝜃𝑒 · 𝑟, logo o módulo da aceleração
angular pode ser obtido a partir da derivada temporal dessa relação e o sinal negativo indica uma
desaceleração provocada pela atrito. O segundo representa a condição do primeiro caso mas quando
existe deformação dos corpos durante o contato. O último caso representa a condição de rolamento
e deslizamento durante o contato, sem ou com deformação. Nestes dois últimos, o momento da
força tangencial em relação ao CG da esfera é utilizado para estimar a aceleração angular, onde 𝐼𝑒

é o momento de inércia de massa da esfera em relação ao seu CG.

Os movimentos angulares da esfera são aqui estabelecidos em torno do eixo 𝑧 do referencial
inercial. As rotações em torno dos outros eixos do sistema de referência são suprimidas. Assim, as
equações de movimento dos sistema considerando a rotação da esfera em torno de 𝑧 são reescritas
como segue:

∘ Cavidade sem impacto

⎧⎪⎨⎪⎩
�̈�𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

𝑦𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

𝜃𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

⎫⎪⎬⎪⎭ = [M1]
−1

⎡⎢⎣
⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹0𝑥 𝑠𝑒𝑛(2𝜋 𝑓0𝑥 𝑡)

𝐹0𝑦 𝑠𝑒𝑛(2𝜋 𝑓0𝑦 𝑡)

0

⎫⎪⎬⎪⎭− [K1]

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

𝑦𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

0

⎫⎪⎬⎪⎭− [C1]

⎧⎪⎨⎪⎩
�̇�𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

�̇�𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

0

⎫⎪⎬⎪⎭
⎤⎥⎦ (3.14)
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∘ Cavidade com impacto

⎧⎪⎨⎪⎩
�̈�𝑐𝑎𝑣

𝑦𝑐𝑎𝑣

𝜃𝑐𝑎𝑣

⎫⎪⎬⎪⎭ = [M1]
−1

⎡⎢⎣
⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹0𝑥 𝑠𝑒𝑛(2𝜋 𝑓0𝑥 𝑡)

𝐹0𝑦 𝑠𝑒𝑛(2𝜋 𝑓0𝑦 𝑡)

0

⎫⎪⎬⎪⎭− [K1]

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑐𝑎𝑣

𝑦𝑐𝑎𝑣

0

⎫⎪⎬⎪⎭− [C1]

⎧⎪⎨⎪⎩
�̇�𝑐𝑎𝑣

�̇�𝑐𝑎𝑣

0

⎫⎪⎬⎪⎭+ 𝐼F𝐶

⎤⎥⎦ (3.15)

∘ Esfera

⎧⎪⎨⎪⎩
�̈�𝑒

𝑦𝑒

𝜃𝑒

⎫⎪⎬⎪⎭ =

⎡⎢⎣𝑚
−1
𝑒 0 0

0 𝑚−1
𝑒 0

0 0 1

⎤⎥⎦ ·

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−𝐹𝐶𝑥

−𝐹𝐶𝑦⎧⎨⎩−𝑡�̇�𝑒/𝑟, se |�̇�𝑡 − 𝑣𝑡𝑐𝑎𝑣| − |𝑣𝑡𝑒| = 0

(𝐹𝑇 · 𝑟)/𝐼𝑒, caso contrário

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.16)

onde as matrizes M−1
1 , K1 e C1 são :

[M1]
−1 =

⎡⎢⎣𝑚
−1
1 0 0

0 𝑚−1
1 0

0 0 𝐼−1
𝑐𝑎𝑣

⎤⎥⎦

[K1] =

⎡⎢⎣𝑘1 0 0

0 𝑘1 0

0 0 0

⎤⎥⎦

[C1] =

⎡⎢⎣𝑐1 0 0

0 𝑐1 0

0 0 0

⎤⎥⎦
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3.4 Verificação do modelo de atrito

Para garantir que o modelo matemático contemplando o atrito entre as superfícies dos corpos
responda adequadamente, uma verificação com as respostas analíticas de problemas clássicos da
dinâmica de corpos rígidos é realizada. As análises estão dispostas no Apêndice A.

3.5 Cinemática de várias esferas dentro da cavidade com NGDL

Assim como apresentado na seção 3.1, nesta seção será abordada a cinemática das esferas
presentes numa cavidade discretizada com NGDL. A partir daqui a cavidade consiste num cilindro
de raio 𝑅 e comprimento 𝐿 discretizado em 𝑁 nós. Em cada um dos nós, uma esfera será alocada.

A modelagem do problema em cada um dos nós segue a modelagem apresentada no item
3.1. Ao analisar o sistema como um todo, ter-se-á a disposição dos vetores apresentados em forma
matricial, em que cada coluna está relacionada a cada nó.

As matrizes com os vetores posição [𝑊𝑖], velocidade [�̇�𝑖], posição angular [Θ𝑖] e velocidade
angular [Θ̇𝑖] da esfera e da cavidade são dadas por:

[𝑊𝑒] =
[︁
{𝐼r𝑒}1 {𝐼r𝑒}2 ... {𝐼r𝑒}𝑁

]︁

[�̇�𝑒] =
[︁
{𝐼 ṙ𝑒}1 {𝐼 ṙ𝑒}2 ... {𝐼 ṙ𝑒}𝑁

]︁

[Θ𝑒] =
[︁
{𝐼𝜃𝑒}1 {𝐼𝜃𝑒}2 ... {𝐼𝜃𝑒}𝑁

]︁

[Θ̇𝑒] =
[︁{︁

𝐼 �̇�𝑒

}︁
1

{︁
𝐼 �̇�𝑒

}︁
2

...
{︁

𝐼 �̇�𝑒

}︁
𝑁

]︁
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[𝑊 ] =
[︁
{𝐼r𝑐𝑎𝑣}1 {𝐼r𝑐𝑎𝑣}2 ... {𝐼r𝑐𝑎𝑣}𝑁

]︁

[�̇� ] =
[︁
{𝐼 ṙ𝑐𝑎𝑣}1 {𝐼 ṙ𝑐𝑎𝑣}2 ... {𝐼 ṙ𝑐𝑎𝑣}𝑁

]︁

[Θ𝑐𝑎𝑣] =
[︁
{𝐼𝜃𝑐𝑎𝑣}1 {𝐼𝜃𝑐𝑎𝑣}2 ... {𝐼𝜃𝑐𝑎𝑣}𝑁

]︁

[Θ̇𝑐𝑎𝑣] =
[︁{︁

𝐼 �̇�𝑐𝑎𝑣

}︁
1

{︁
𝐼 �̇�𝑐𝑎𝑣

}︁
2

...
{︁

𝐼 �̇�𝑐𝑎𝑣

}︁
𝑁

]︁

onde os índices 1, 2, ..., N relacionam o vetor ao respectivo nó.

A matriz que contém os vetores posição relativa entre esfera e cavidade, representados no
referencial inercial, {𝐼r}𝑖 = {𝐼r𝑒}𝑖 − {𝐼r𝑐𝑎𝑣}𝑖, é escrita como:

[𝑊𝑒/𝑐𝑎𝑣] =
[︁
{𝐼r}1 {𝐼r}2 ... {𝐼r}𝑁

]︁

Da mesma maneira, a matriz que contém os vetores deformação relativa dos corpos, escritos
como {𝐼𝛿}𝑖 = {𝐼p𝑒}𝑖 − {𝐼p𝑐𝑎𝑣}𝑖 , representada na base normal-tangencial é escrita a partir da
Eq. 3.1

[𝑛𝑡Δ] =
[︁
{𝑛𝑡𝛿}1 {𝑛𝑡𝛿}2 ... {𝑛𝑡𝛿}𝑁

]︁

A partir dos vetores {𝐼r}𝑖 e {𝑛𝑡𝛿}𝑖 cada impacto pode ser detectado e a força de contato
calculada, conforme será mostrado a seguir.
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3.6 Cinética de várias esferas dentro da cavidade com NGDL

A identificação da ocorrência do impacto depende da posição relativa entre a esfera e a cavi-
dade em cada nó, verificada a cada instante de tempo. Neste caso, as condições são:

‖{𝐼r}𝑖‖ < (𝑅− 𝑟) → Não há contato;

‖{𝐼r}𝑖‖ ≥ (𝑅− 𝑟) → Impacto;

A não ocorrência do impacto impõe que a força de contato é nula. Nos nós em que os contatos
forem detectados a força de contato assume um valor diferente de zero, proporcional à deformação
{𝑛𝑡𝛿}𝑖 dos corpos no referido nó. Para facilitar, foi adotada a utilização das coordenadas normal e
tangengial para o cálculo da força de contato. Adiante, essa força é escrita no referencial inercial a
partir da matriz de transformação de coordenadas.

Sabendo que o vetor deformação relativa no nó 𝑖 contém as deformações nas direções normal
e tangencial, a força de contato nessas direções (𝐹𝑁𝑖 e 𝐹𝑇 𝑖) para cada instante de tempo será:

{𝑛𝑡𝛿}𝑖 =
[︁
𝛿𝑛𝑖 𝛿𝑡𝑖 0

]︁𝑇

𝐹𝑁𝑖 = 𝑘𝐻 · 𝛿1,5𝑛𝑖 +
8 · (1 − 𝑒)

(5 · 𝑒 · ˙𝛿𝑛𝑖
(−)

) · 𝑘𝐻
· 𝛿1,5𝑛𝑖 · �̇�𝑛𝑖 (3.17)

𝐹𝑇 𝑖 = 𝜇𝐹𝑁𝑖 · 𝑠𝑖𝑔𝑛(�̇�𝑡𝑖 + (𝜃𝑒𝑖 · 𝑟) − (𝜃𝑐𝑎𝑣𝑖 ·𝑅)) (3.18)

Usando as magnitudes das forças de contato, para cada instante de tempo, Eqs 3.17 e 3.18,
respectivamente, o vetor força de contato é construído. Assim:

{𝑛𝑡F𝐶}𝑖 =
[︁
𝐹𝑁𝑖 𝐹𝑇 𝑖 0

]︁𝑇
(3.19)

As forças na direção tangencial 𝐹𝑇 𝑖 são importantes para a determinação do movimento an-
gular das corpos e também pela contribuição para força de contato a ser escrita no referencial
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inercial, conforme será visto mais adiante. Por isso, é importante escrever o vetor força de contato
tangencial F𝑇 :

F𝑇 =
[︁
𝐹𝑇1 ... 𝐹𝑇𝑁

]︁𝑇
(3.20)

As equações de movimento do sistema estão escritas no referencial inercial. Como as equa-
ções dependem da força de contato, e esta está escrita no referencial normal-tangencial, é necessá-
rio transformá-la para o referencial inercial. Assim, o vetor força de contato escrito no referencial
inercial é dado por:

{𝐼F𝐶}𝑖 = [𝑍𝑇𝑟]
𝑇 · {𝑛𝑡F𝐶}𝑖 =

[︁
𝐹𝐶𝑥𝑖 𝐹𝐶𝑦𝑖 0

]︁𝑇
(3.21)

O vetor força de contato no referencial inercial pode ser escrito também na sua forma geral:

[𝐼F𝐶 ] =

⎡⎢⎣
⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹𝐶𝑥1

𝐹𝐶𝑦1

0

⎫⎪⎬⎪⎭
⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹𝐶𝑥2

𝐹𝐶𝑦2

0

⎫⎪⎬⎪⎭ ...

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹𝐶𝑥𝑁

𝐹𝐶𝑦𝑁

0

⎫⎪⎬⎪⎭
⎤⎥⎦ (3.22)

Escrevendo os vetores da força de contato separadamente para as direções 𝑥 e 𝑦, contem-
plando o contato em todos os nós, tem-se:

[F𝐶𝑥] =
[︁
𝐹𝐶𝑥1 𝐹𝐶𝑥2 ... 𝐹𝐶𝑥𝑁

]︁𝑇
(3.23)

[F𝐶𝑦] =
[︁
𝐹𝐶𝑦1 𝐹𝐶𝑦2 ... 𝐹𝐶𝑦𝑁

]︁𝑇
(3.24)

Estes vetores são aplicados nas equações de movimento do sistema para que a integração
seja realizada. Nos nós em que não ocorrerem impacto em uma ou ambas direções, os respectivos
valores de 𝐹𝐶𝑥𝑗 e/ou 𝐹𝐶𝑦𝑗 , nas Eqs. 3.23 e 3.24, serão nulos, uma vez que 𝐹𝑁𝑖 também será.
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3.7 Equações de movimento de várias esferas dentro da cavidade com NGDL

Um sistema com 𝑁 graus de liberdade (NGDL) é representado por uma associação de 𝑁

massas 𝑚𝑖 interligadas por molas de rigidez 𝑘𝑖 e amortecimento 𝑐𝑖. Deseja-se modelar o comporta-
mento mecânico de uma fresa submetidas a impactos de esferas metálicas para redução da vibração.
A fresa acoplada à máquina é modelada como uma viga engastada de seção circular constante que
pode vibrar ao longo das direções 𝑥 e 𝑦, conforme indicado na Figura 3.5.

Figura 3.5: Exemplo de fresa e indicação das direções de vibração.

A fresa a ser estudada possui um furo de diâmetro constante ao longo do eixo longitudinal
(𝑧), formando a cavidade onde são inseridas as esferas. Discretiza-se a cavidade em 𝑁 nós onde
serão alocados as massas, as rigidezes e os coeficientes de amortecimento para que o sistema possa
ser representado (Figura 3.6). Este clássico sistema com NGDL é representado matematicamente
na forma matricial como:

[𝑀 ]ü + [𝐶]u̇ + [𝐾]u = F (3.25)

onde u representa o deslocamento em qualquer direção e suas primeira e segunda derivadas tem-
porais são as respectivas velocidade e aceleração. As matrizes de massa [𝑀 ], rigidez [𝐾] e amorte-
cimento [𝐶] de um sistema NGDL são dadas por:
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Figura 3.6: Diagrama esquemático para caracterização de um modelo NGDL com esferas.

[𝑀 ] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑚1 0 ... 0

0 𝑚2 ... 0
...

... . . . ...
0 0 ... 𝑚𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (3.26)

[𝐾] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2 0 ... 0

−𝑘2 𝑘2 + 𝑘3 −𝑘3 ... 0

0 −𝑘3 𝑘3 + 𝑘4 ... 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 ... 𝑘𝑁 + 𝑘𝑁+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.27)

[𝐶] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐1 + 𝑐2 −𝑐2 0 ... 0

−𝑐2 𝑐2 + 𝑐3 −𝑐3 ... 0

0 −𝑐3 𝑐3 + 𝑐4 ... 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 ... 𝑐𝑁 + 𝑐𝑁+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.28)

Os deslocamentos nas direções 𝑥 e 𝑦 são analisados. Para a comparação do efeito da adição
das esferas na cavidade, é necessário conhecer os deslocamentos para a cavidade sem e com os im-
pactos. Assim, definem-se os vetores com a posição de cada nó nas direções 𝑥 e 𝑦 num determinado
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instante de tempo:

x𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖1

...
𝑥𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖𝑁

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ y𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑦𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖1

...
𝑦𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖𝑁

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (3.29)

x𝑐𝑎𝑣 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥𝑐𝑎𝑣1

...
𝑥𝑐𝑎𝑣𝑁

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ y𝑐𝑎𝑣 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑦𝑐𝑎𝑣1

...
𝑦𝑐𝑎𝑣𝑁

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (3.30)

onde os subescritos "cavsi"e "cav" indicam a resposta da cavidade sem impacto e com impacto,
respectivamente.

Analogamente, as derivadas temporais (velocidades) são dadas por:

ẋ𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�̇�𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖1

...
�̇�𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖𝑁

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ẏ𝑐𝑎𝑣 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�̇�𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖1

...
�̇�𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖𝑁

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (3.31)

ẋ𝑐𝑎𝑣 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�̇�𝑐𝑎𝑣1

...
�̇�𝑐𝑎𝑣𝑁

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ẏ𝑐𝑎𝑣 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�̇�𝑐𝑎𝑣1

...
�̇�𝑐𝑎𝑣𝑁

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (3.32)

Para a esfera, os vetores contendo a posição e a velocidade de cada nó para um determinado
instante de tempo são:

x𝑒 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥𝑒1

...
𝑥𝑒𝑁

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ y𝑒 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑦𝑒1
...

𝑦𝑒𝑁

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (3.33)
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ẋ𝑒 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�̇�𝑒1

...
�̇�𝑒𝑁

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ẏ𝑐𝑎𝑣 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�̇�𝑒1
...

�̇�𝑒𝑁

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (3.34)

Além das translações em 𝑥 e 𝑦 são considerados também os movimentos angulares da cavi-
dade. Considerando que a fresa gira com velocidade angular constante, a aceleração angular dos
nós da cavidade sem impacto (�̈�𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖) é um vetor nulo em todo instante de tempo.

O sistema é submetido à uma força harmônica senoidal de amplitude 𝐹0 e frequência 𝑓0.
Como o sistema possui NGDL, os vetores F0𝑥 e F0𝑦 contêm as amplitudes de força aplicadas a
cada um dos nó nas direções 𝑥 e 𝑦, respetivamente. Assim:

F0𝑥 =
[︁
𝐹0𝑥1 ... 𝐹0𝑥𝑁

]︁𝑇
1×𝑁

(3.35)

F0𝑦 =
[︁
𝐹0𝑦1 ... 𝐹0𝑦𝑁

]︁𝑇
1×𝑁

(3.36)

Dessa forma, qualquer nó pode ser submetido a uma força harmônica, conforme a conveni-
ência. Caso um ou um conjunto de nós não estejam sujeitos à ação de uma força, 𝐹0𝑥𝑖 e/ou 𝐹0𝑦𝑖

assumem valores nulos.

Assume-se que a frequência da força excitadora é constante. As matrizes de massa, rigidez e
amortecimento nas duas direções são iguais devido à simetria da fresa, ou seja, [𝑀𝑥] = [𝑀𝑦] = [𝑀 ],
[𝐾𝑥] = [𝐾𝑦] = [𝐾] e [𝐶𝑥] = [𝐶𝑦] = [𝐶], definidas em (3.26), (3.27) e (3.28).

Baseado nas considerações apresentadas até aqui e nas análises cinemática e cinética, apre-
sentadas nas seções 3.5 e 3.6, as equações de movimento do sistema são construídas. As equações
de movimento da cavidade sem impacto são as clássicas de um sistema NGDL, construídas as partir
das matrizes (3.26), (3.27) e (3.28), dos vetores (3.29), (3.31), (3.35) e (3.36):

ẍ𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖 = [𝑀𝑥]−1 ([F𝑥] − [𝐾𝑥] x𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖 − [𝐶𝑥] ẋ𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖) (3.37)
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ÿ𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖 = [𝑀𝑦]
−1 ([F𝑦] − [𝐾𝑦] y𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖 − [𝐶𝑦] ẏ𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖) (3.38)

�̈�𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖 =
[︁
0 ... 0

]︁𝑇
1×𝑁

(3.39)

onde [F𝑥] = [F0𝑥] 𝑠𝑒𝑛(2𝜋 𝑓0𝑥 𝑡) e [F𝑦] = [F0𝑦] 𝑠𝑒𝑛(2𝜋 𝑓0𝑦 𝑡);

As equações de movimento da cavidade com impacto contemplam os vetores força de contato
(3.23) e (3.24), além das matrizes (3.26), (3.27) e (3.28) e dos vetores posição (3.30), velocidade
(3.32) e força excitadora (3.35 e 3.36). Assim:

ẍ𝑐𝑎𝑣 = [𝑀𝑥]−1 ([F𝑥] − [𝐾𝑥] x𝑐𝑎𝑣 − [𝐶𝑥] ẋ𝑐𝑎𝑣 + F𝐶𝑥) (3.40)

ÿ𝑐𝑎𝑣 = [𝑀𝑦]
−1 ([F𝑦] − [𝐾𝑦] y𝑐𝑎𝑣 − [𝐶𝑦] y𝑐𝑎𝑣 + F𝐶𝑦) (3.41)

�̈�𝑐𝑎𝑣 =
[︁
0 ... 0

]︁𝑇
1×𝑁

(3.42)

As esferas de massa 𝑚𝑒 se movem livremente dentro da cavidade e a única força que atua
sobre sua superfície é a força de contato. Como descrito na análise cinética (seção 3.6), uma vez que
o contato deixa de existir, a força de contato é nula e a esfera desloca-se com velocidade constante.
Desprezando seu movimento rotacional, as equações de movimento das esferas são:

ẍ𝑒 = −F𝐶𝑥 𝑚
−1
𝑒 (3.43)

ÿ𝑒 = −F𝐶𝑦 𝑚
−1
𝑒 (3.44)

�̈�𝑒 =
[︁
0 ... 0

]︁𝑇
1×𝑁

(3.45)

Tem-se seis equações diferenciais que contemplam o movimento em cada nó do sistema em
questão (Eqs. 3.40, 3.41, 3.42, 3.43, 3.44 e 3.45). Então, ao todo, ter-se-á 6 ×𝑁 equações diferen-
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ciais para descrever o movimento completo de todos os graus de liberdade. A integração numérica
das equações de movimento é realizada pelo integrador 𝑜𝑑𝑒 do Matlab. Um ajuste cuidadoso entre
o incremento de tempo e as tolerâncias relativa e absoluta do integrador se faz necessária, devido
aos pequenos deslocamentos relativos entre os corpos em contato em comparação ao deslocamento
da cavidade.

3.8 Modelagem usando Elementos Finitos

As equações de movimento descritas na seção 3.7 foram construídas a partir de um modelo
clássico de N graus de liberdade. É conveniente utilizar as matrizes de massa, rigidez e amorte-
cimento oriundas da modelagem por elementos finitos, uma vez que as matrizes com as massas e
coeficientes de rigidez e amortecimentos equivalentes de um sistema NGDL são mais difíceis de
serem obtidas.

Um modelo de Elementos Finitos pode aproximar o corpo do porta ferramenta como uma
viga de seção circular, de diâmetro externo constante, mas com duas seções transversais diferentes:
maciça e oca. O esquema básico do modelo é mostrado na Figura 3.7, onde os nós especificados
pelas letras 𝐴 e 𝐶 representam os limites da barra e 𝐵 representa a mudança da seção oca para
maciça. A partir desse modelo básico, respeitando as distâncias 𝐿0 e 𝐿𝑝 entre os nós mostrados,
o modelo definitivo pode ser construído de acordo com a discretização conveniente para a alo-
cação das esferas e a representação do sistema. Posteriormente, as discretizações utilizadas serão
mostradas.

Figura 3.7: Modelo com a discretização básica da barra. Adaptado de Diniz e outros (2019).

As esferas são alocadas nos nós ao longo do comprimento 𝐿0 da viga de acordo com a con-
figuração a ser analisada. Por essa razão, ao utilizar esferas com diâmetros diferentes, o modelo
precisa ser atualizado, alterando a posição dos nós e o comprimento dos elementos. Para simular o
comportamento bidimensional do porta ferramenta, em cada nó são considerados quatro graus de
liberdade: deslocamento na direção 𝑥, rotação em torno de 𝑥, deslocamento na direção 𝑦 e rotação
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em torno de 𝑦. O vetor que contém os deslocamentos nodais de um nó 𝑖 da estrutura é expresso por:

{q𝑐𝑎𝑣}𝑖 = {𝑥𝑖 𝜑𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝜑𝑦𝑖}𝑇

onde 𝜑𝑥𝑖 e 𝜑𝑦𝑖 são as rotações em torno dos eixos 𝑥 e 𝑦, respectivamente.

Considerando que uma esfera seja alocada ao nó 𝑖 da estrutura, seu movimento nas direções
𝑥 e 𝑦 é analisado, bem como seu movimento angular em torno do eixo 𝑧. Desprezando as rotações
da esfera em torno dos eixos 𝑥 e 𝑦, escreve-se o vetor posição de esfera no nó 𝑖, {q𝑒}𝑖 como:

{q𝑒}𝑖 = {𝑥𝑒𝑖 𝑦𝑒𝑖 𝜃𝑧𝑒𝑖}𝑇

Para o caso de 𝑛 nós tem-se as posições, velocidades e acelerações:

{q𝑐𝑎𝑣} =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
{q𝑐𝑎𝑣}1

...
{q𝑐𝑎𝑣}𝑛

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ {q𝑒} =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
{q𝑒}1

...
{q𝑒}𝑛

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (3.46)

{q̇𝑐𝑎𝑣} =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
{q̇𝑐𝑎𝑣}1

...
{q̇𝑐𝑎𝑣}𝑛

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ {q̇𝑒} =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
{q̇𝑒}1

...
{q̇𝑒}𝑛

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (3.47)

{q̈𝑐𝑎𝑣} =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
{q̈𝑐𝑎𝑣}1

...
{q̈𝑐𝑎𝑣}𝑛

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ {q̈𝑒} =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
{q̈𝑒}1

...
{q̈𝑒}𝑛

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (3.48)

Caso um nó 𝑗 não tenha uma esfera alocada, os vetores posição, velocidade e aceleração da
esfera 𝑗 são considerados nulos, {q𝑒}𝑗 = {q̇𝑒}𝑗 = {q̈𝑒}𝑗 = {0}. Além disso, a força de contato não
é aplicada. É importante considerar esses vetores como nulos para que as ordens das matrizes sejam
mantidas, não comprometendo as operações matriciais e garantindo que a integração numérica seja
realizada.
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As matrizes de massa e rigidez dos elementos são construídas a partir das Eqs. 3.49 e 3.50.
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[𝑀𝑒𝑙.] =
𝜌 · 𝐴𝑒 · 𝐿𝑒

420
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

156 0 0 −22𝐿𝑒 54 0 0 13𝐿𝑒

0 4𝐿2
𝑒 22𝐿𝑒 0 0 −3𝐿2

𝑒 13𝐿𝑒 0

0 22𝐿𝑒 156 0 0 −13𝐿𝑒 54 0

−22𝐿𝑒 0 0 4𝐿2
𝑒 −13𝐿𝑒 0 0 −3𝐿2

𝑒

54 0 0 −13𝐿𝑒 156 0 0 22𝐿𝑒

0 −3𝐿2
𝑒 −13𝐿𝑒 0 0 4𝐿2

𝑒 −22𝐿𝑒 0

0 13𝐿𝑒 54 0 0 −22𝐿𝑒 156 0

13𝐿𝑒 0 0 −3𝐿2
𝑒 22𝐿𝑒 0 0 4𝐿2

𝑒

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.49)

[𝐾𝑒𝑙.] =
𝐸

(1 + 𝑎) · 𝐿3
𝑒

·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12𝐼1𝑦 0 0 −6𝐿𝑒𝐼1𝑦 −12𝐼1𝑦 0 0 −6𝐿𝑒𝐼1𝑦

0 (4 + 𝑎)𝐿2
𝑒𝐼1𝑥 6𝐿𝑒𝐼1𝑥 0 0 (2 − 𝑎)𝐿2

𝑒𝐼1𝑥 −6𝐿𝑒𝐼1𝑥 0

0 6𝐿𝑒𝐼1𝑥 12𝐼1𝑥 0 0 6𝐿𝑒𝐼1𝑥 −12𝐼1𝑥 0

−6𝐿𝑒𝐼1𝑦 0 0 (4 + 𝑎)𝐿2
𝑒𝐼1𝑦 6𝐿𝑒𝐼1𝑦 0 0 (2 − 𝑎)𝐿2

𝑒𝐼1𝑦

−12𝐼1𝑦 0 0 6𝐿𝑒𝐼1𝑦 12𝐼1𝑦 0 0 6𝐿𝑒𝐼1𝑦

0 (2 − 𝑎)𝐿2
𝑒𝐼1𝑥 6𝐿𝑒𝐼1𝑥 0 0 (4 + 𝑎)𝐿2

𝑒𝐼1𝑥 −6𝐿𝑒𝐼1𝑥 0

0 −6𝐿𝑒𝐼1𝑥 −12𝐼1𝑥 0 0 −6𝐿𝑒𝐼1𝑥 12𝐼1𝑥 0

−6𝐿𝑒𝐼1𝑦 0 0 (2 − 𝑎)𝐿2
𝑒𝐼1𝑦 6𝐿𝑒𝐼1𝑦 0 0 (4 + 𝑎)𝐿2

𝑒𝐼1𝑦

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.50)

onde 𝜌 é massa específica, 𝐴𝑒 é a área da seção transversal do elemento, 𝐿𝑒 é o comprimento do elemento, 𝐼1𝑥 é o momento de inércia
de área em relação ao eixo 𝑥, 𝐼1𝑦 é o momento de inércia de área em relação ao eixo 𝑦, 𝐸 é o módulo de elasticidade e 𝑎.
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A discretização da estrutura em 𝑛 nós leva à construção das matrizes de massa, rigidez e
amortecimento de ordem 4𝑛, uma vez que são considerados 4 graus de liberdade por nó. Define-se
que essas matrizes utilizarão o sub-índice "cav" referindo-se à cavidade onde as esferas se movi-
mentam.

[𝑀𝑐𝑎𝑣] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M𝑒𝑙.1

M𝑒𝑙.2

. . .

M𝑒𝑙.𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.51)

onde M𝑒𝑙.𝑖 representa a matriz de massa do elemento 𝑖.

[𝐾𝑐𝑎𝑣] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

K𝑒𝑙.1

K𝑒𝑙.2

. . .

K𝑒𝑙.𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.52)

onde K𝑒𝑙.𝑖 representa a matriz de rigidez do elemento 𝑖.

A matriz de amortecimento da cavidade é calculada a partir da proporcionalidade em relação
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às matrizes de massa e rigidez, da seguinte forma:

[𝐶𝑐𝑎𝑣] = 𝛼 · [𝑀𝑐𝑎𝑣] + 𝛽 · [𝐾𝑐𝑎𝑣] (3.53)

A matriz de massa da esfera ([𝑀𝑒𝑠𝑓 ]) é uma matriz identidade multiplicada por um vetor que
contém a massa (𝑚𝑒) e a inércia de massa da esfera (𝐼𝑧𝑒). Esta afirmação é válida se a massa de
todas as esferas forem iguais. Caso contrário, o valor a massa de cada esfera deveria ser alocado ao
longo da diagonal principal no local adequado. Assim, considerando esferas iguais, tem-se a matriz
de massa das esferas, cuja ordem é (3𝑁 × 3𝑁 ):

[𝑀𝑒𝑠𝑓 ] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑚𝑒

𝑚𝑒

𝐼𝑧𝑒
. . .

𝑚𝑒

𝑚𝑒

𝐼𝑧𝑒

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.54)

onde os elementos fora da diagonal principal são nulos.

A partir das matrizes mostradas em (3.49) e (3.54), a matriz de massa do sistema é montada
como segue:

[𝑀𝑠] =

[︃
[𝑀𝑐𝑎𝑣](4𝑛×4𝑛) [0](4𝑛×3𝑁)

[0](3𝑁×4𝑛) [𝑀𝑒𝑠𝑓 ](3𝑁×3𝑁)

]︃
onde [0] indica uma matriz nula de ordem indicada, 𝑛 representa o número de nós e 𝑁 o número
de esferas.

Analogamente, as matrizes de rigidez e de amortecimento do sistema são montadas. Como
não há ligação física entre a esfera e a cavidade, estas são escritas somente a partir das respectivas
matrizes da cavidade. Assim:
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[𝐾𝑠] =

[︃
[𝐾𝑐𝑎𝑣](4𝑛×4𝑛) [0](4𝑛×3𝑁)

[0](3𝑁×4𝑛) [0](3𝑁×3𝑁)

]︃
[𝐶𝑠] =

[︃
[𝐶𝑐𝑎𝑣](4𝑛×4𝑛) [0](4𝑛×3𝑁)

[0](3𝑁×4𝑛) [0](3𝑁×3𝑁)

]︃

Escreve-se, então, uma única equação de movimento que contempla todos os graus de liber-
dade do sistema, a ser integrada numericamente utilizando integradores disponíveis no MATLAB.
Os vetores posição (q), velocidade (q̇) e aceleração (q̈) contém os respectivos vetores pertencentes
à cavidade e às esferas, como segue:

{q} =
{︁
{q𝑐𝑎𝑣}1 . . . {q𝑐𝑎𝑣}𝑛 {q𝑒}1 . . . {q𝑒}𝑁

}︁𝑇

{q̇} =
{︁
{q̇𝑐𝑎𝑣}1 . . . {q̇𝑐𝑎𝑣}𝑛 {q̇𝑒}1 . . . {q̇𝑒}𝑁

}︁𝑇

{q̈} =
{︁
{q̈cav}1 . . . {q̈cav}𝑛 {q̈e}1 . . . {q̈e}𝑁

}︁𝑇

Assim, a equação do movimento é dada por:

q̈ = [𝑀𝑠]
−1 · (F− [𝐾𝑠]q− [𝐶𝑠]q̇ + F𝐶𝑞) (3.55)

onde F é o vetor da força harmônica externa à cavidade, F𝐶𝑞 é o vetor força de contato reescrito
de forma a seguir a sequência estabelecida pelos graus de liberdade no vetores q e q̇.
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4 Materiais e Métodos

Na primeira parte deste capítulo serão apresentadas as bancadas experimentais construídas
para analisar o desempenho do absorvedor de vibrações por efeito de impacto em aplicações seme-
lhantes às operações de usinagem de torneamento e fresamento. Na segunda parte, a metodologia
utilizada para a obtenção dos resultados experimentais será descrita.

O intuido de constuir bancadas experimentais consiste na tentativa de eliminar a maior quan-
tidade possível de variáveis que podem influenciar as observações experimentais relacionadas aos
efeitos causados pelos impactos. Entretanto, sabe-se que outros efeitos podem não ser eliminados
por motivo de serem inerentes da própria montagem. Além disso, existem outros trabalhos que ana-
lisaram experimentalmente os absorvedores em operações reais de usinagem. Assim, os resultados
numéricos e experimentais obtidos em bancada experimental podem ser comparados qualitativa-
mente com os resultados obtidos durante os processos de usinagem. Mediante essas ponderações,
optou-se por não realizar os ensaios experimentais do presente trabalho em máquinas ferramentas
reais.

4.1 Bancada experimental

Conforme já foi mencionado anteriormente, os absorvedores por impacto vêm sendo aplicado
com muito sucesso em processos de torneamento e fresamento. Considerando que as operações
mais comuns de torneamento ocorrem na direção horizontal e as de fresamento ocorrem na vertical
(além da diferença óbvia relacionada à rotação da ferramenta), optou-se por construir duas bancadas
experimentais, para representar mais adequadamente cada uma dessas operações.

4.1.1 Bancada experimental #1

A primeira bancada é uma montagem bem simples e consiste numa viga engastada de aço
de seção transversal circular. A viga tem diâmetro 𝐷 = 10 mm e contém um furo ao longo de seu
eixo axial de diâmetro 𝑑 e comprimento útil 𝐿0 = 75 mm, onde as esferas são inseridas, como
mostrado na Figura 4.1. À extremidade da barra é acoplado um excitador eletromagnético (shaker)
e transdutores de força e de aceleração para as medições dos sinais de entrada e saída. A Figura 4.2
mostra a montagem experimental com o shaker posicionado para excitar a estrutura ao longo da
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Figura 4.1: Diagrama esquemático da barra engastada.

Figura 4.2: Montagem experimental da viga engastada com o shaker na direção 𝑋 .

direção 𝑋 .

O sinal de entrada (força) foi medido através de uma célula de carga B&K modelo Type 8200
de sensibilidade 3,80 pC/N. As respostas de aceleração foram obtidas por meio de dois acelerô-
metros uniaxiais ENDEVCO modelo 226C de sensibilidades 2,97 e 3,0 pC/g, dispostos perpendi-
cularmente para medição das respostas nas direções 𝑋 e 𝑌 . A Figura 4.3 apresenta o detalhe dos
transdutores fixados à viga. A massa dos transdutores e dos componentes necessários para fixação
foram adicionadas ao modelo matemático.
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Figura 4.3: Detalhe da fixação dos transdutores à barra.

4.1.2 Bancada experimental #2

A segunda bancada experimental é uma montagem mais complexa do que a primeira. Bus-
cando verificar o desempenho do absorvedor atuando em uma condição similar a um processo de
fresamento, esta montagem utiliza um motor elétrico para aplicar um movimento angular (rotação)
à barra enquanto esta é forçada harmonicamente em sua extremidade. Assim, as diferença em rela-
ção à montagem da primeira bancada experimental são a aplicação da rotação e o posicionamento
vertical da barra. A Figura 4.4 mostra a montagem da bancada experimental que simula a operação
de fresamento.

A bancada experimental contem os seguintes componentes: motor elétrico WEG, 1 cv, 220 V,
2 polos; acoplamento flexível; mancal com dois rolamentos de esferas de contato angular (15∘) e
precisão de giro modelo 7908C; eixo porta pinça modelo 100x90 ER40; pinça para fresa de 10 mm
ER40. A estrutura da bancada é formada por um quadro de aço de seção quadrada maciça e uma
base de chapa de 25,4 mm de espessura.

A barra utilizada na bancada rotativa para representar um porta ferramenta em operação de
fresamento possui as mesmas dimensões da barra engastada utilizada na montagem experimental
#1, porém algumas diferenças existem entre elas. A principal diferença está relacionada à forma
como foram fabricadas. A barra engastada possui um furo axial que atinge quase a totalidade do seu
comprimento, o que proporciona uma superfície cônica no fim do furo deixada pela aresta de corte
da broca. Esta barra foi fabricada dessa maneira pois os porta ferramentas de usinagem precisam
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Figura 4.4: Estrutura da bancada experimental #2.
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ser furados assim para receber as esferas numa aplicação real. Já a barra utilizada na bancada
rotativa, foi fabricada com um furo passante ao longo de todo comprimento, no intuito de ter um
furo mais uniforme e de eliminar a existência da parte cônica deixada em um furo não passante,
fato que aproxima mais o modelo matemático do objeto analisado nos experimentos, visto que o
modelo matemático utilizado não contempla a parte cônica. Na extremidade da barra um mancal
de rolamento foi montado para permitir que a barra gire enquanto a força harmônica fosse aplicada
pelo shaker simultaneamente.

Para formar a cavidade e armazenar as esferas na barra com furo passante, foi usinado um
componente para realizar duas funções: fechar uma das extremidades (utilizando um ajuste por
interferência) e servir como eixo para receber o mancal de rolamento. Para fechar a extremidade do
furo, uma pequena peça "A"foi usinada e montada com interferência no furo da barra "B", sendo
também utilizada para receber o conjunto do rolamento "C"e anel externo "D", como mostrado na
Figura 4.5. A outra diferença da barra utilizada na bancada rotativa em relação à barra engastada
é o comprimento total, um pouco maior na primeira para garantir uma melhor fixação pela pinça.
Contudo, o comprimento em balanço das duas barras utilizadas nos experimentos é idêntico.

Figura 4.5: Detalhe da montagem na extremidade da barra.

A montagem da barra na bancada rotativa é feita por um conjunto de pinça e porta pinça
exatamente como em algumas máquinas ferramenta. A Figura 4.6 mostra o desenho da represen-
tação montagem com corte parcial na barra para visualização das esferas no interior da barra. As
esferas são inseridas e removidas a partir do furo na extremidade da barra, localizada no interior
do porta pinça. Para colocar ou retirar esferas é necessário desrosquear a porca do porta pinça, re-
mover o conjunto barra e pinça, colocar/retirar esferas e montar novamente. Visto que a cavidade
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não é preenchida totalmente com as esferas e que a maior quantidade de esferas utilizadas é 10
(como representado na Figura 4.6), a extremidade localizada no interior do porta pinça não possui
nenhum dispositivo para fechamento. A Figura 4.7 mostra a montagem da barra, do shaker e dos
transdutores na bancada experimental.

Figura 4.6: Representação da montagem da barra na bancada experimental #2.

4.2 Instrumentação e equipamentos utilizados

Nas duas bancadas experimentais propostas para analisar o desempenho do absorvedor sob
vibração forçada os transdutores utilizados e os equipamentos necessários para a excitação e para
a aquisição dos sinais são os praticamente os mesmos. Na segunda bancada experimental, mais
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Figura 4.7: Detalhe da montagem da barra e da disposição dos transdutores.

transdutores foram utilizados para obter a resposta em outros pontos que foram julgados como
importantes.

O sinal de entrada é gerado a partir de um gerador de função e amplificado pelo amplificador
de potência B&K antes de ser aplicado ao shaker B&K modelo 4809. A força aplicada pelo shaker é
transmitida para o objeto de estudo e medida pela célula de carga B&K modelo 4800 de 3,8 pC/N de
sensibilidade. A resposta de aceleração do movimento é medida por dois acelerômetros ENDEVCO
226C com 2,97 e 3,0 pC/g de sensibilidade.

Os sinais de entrada e saída passaram pelos condicionadores de sinais B&K NEXUS para
ajustar a sensibilidade e aplicar filtros passa-banda nos sinais de aceleração e, em seguida, foram
gravados a partir de uma placa de aquisição NATIONAL INSTRUMENTS conectada a um micro
computador. Os arquivos gerados pela gravação são lidos pelo software MATLAB.
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4.3 Discretização do modelo em elementos finitos para simular a barra engastada
na bancada experimental #1

O modelo geral da haste (barra) é construído a partir da discretização de uma viga em ele-
mentos finitos, apresentando 𝑛 nós, 𝑛 − 1 elementos e 4 graus de liberdade por nó. A partir deste
modelo geral, o modelo matemático para cada caso a ser estudado é gerado, sendo discretizada a
partir do diâmetro da esfera a ser utilizada, para garantir que cada esfera seja alocada em um nó.

Um modelo arbitrário é mostrado na Figura 4.8, onde 𝑑𝑒 é a distância entre os nós igual ao
diâmetro da esfera, 𝑟𝑒 é a distância entre o nó de alocação da primeira esfera e o nó que representa a
mudança da seção transversal (indicado pela letra 𝐵), que é igual ao raio da esfera, 𝑑1 é a distância
da última esfera até o nó do engaste 𝐴, 𝐿0 é o comprimento (profundidade) do furo e 𝐿1 é o
comprimento da ponta da haste.

Figura 4.8: Discretização do modelo da barra em elementos finitos para representação da montagem
experimental #1.

O modelo matemático considera inicialmente que a haste é perfeitamente engastada em uma
das suas extremidades. A consideração de engaste perfeito aplicado ao modelo em elementos fi-
nitos não representa fielmente as aplicações reais. Esta condição proporciona frequências naturais
maiores do que são na realidade. Diante disso, faz-se necessário ajustar o modelo para que este
represente adequadamente o objeto de estudo, acrescentando no nó do engaste (𝐴) as rigidezes de
translação e de rotação nos graus de liberdade adequados.

A barra tem seção transversal circular, comprimento em balanço de 85 mm, diâmetro externo
de 10 mm e um furo com profundidade de 75 mm a partir do ponto de engaste, conforme ilustra o
diagrama esquemático da Figura 4.9(a). Devido ao comprimento em balanço da barra, optou-se por
utilizar até 10 esferas. Como o estudo está relacionado ao primeiro modo de vibração, as esferas
posicionadas próximas ao engaste são praticamente ineficientes devido à baixíssima amplitude de
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(a) (b)

Figura 4.9: Diagrama esquemático da barra com esferas.

vibração nesta região.

Baseado no modelo geral apresentado na Figura 4.8, o modelo em elementos finitos da barra
com até 10 esferas é ilustrado na Figura 4.9(b).

É estudado o comportamento dinâmico da haste submetida à vibração forçada, com amplitude
e frequências constantes, comparando sua resposta ao adicionar esferas em seu interior. Para as
dimensões da barra a ser estudada, foram escolhidos quatro tipos de esferas diferentes: 5,5 mm,
5,953 mm, 6,0 mm (essas três de aço-cromo) e 6,0 mm de tungstênio. Com estas esferas, é possivel
verificar o desempenho dessas sob pequenas variações na folga, sem variação expressiva da massa
(comparando as de 5,953 com as de 6,0 mm), e sob folga constante alterando apenas o material
das mesmas (6,0 mm de aço-cromo com 6,0 mm de tungstênio). Essas verificações são analisadas
numerica e experimentalmente.

A Tabela 4.1 mostra as distâncias entre os nós para cada um dos casos estudados. O
comprimento do primeiro elemento (próximo ao engaste) é encontrado a partir da relação entre o
diâmetro das esferas e a profundidade total do furo:

𝑑1 = 𝐿0 − 9 · 𝑑𝑒 − 𝑟𝑒
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Tabela 4.1: Distâncias entre os nós aplicadas ao modelo para cada caso.

Esferas 𝑑1 (mm) 𝑑𝑒 (mm) 𝑟𝑒 (mm) 𝑑2 (mm) 𝑑3 (mm)

esf. 5,5 mm 22,75 5,5 2,75 5,0 5,0
esf. 5,953 mm 18,44 5,953 2,9765 5,0 5,0
esf. 6,0 mm 18 6,0 3,0 5,0 5,0
esf. 6,0 mm tung. 18 6,0 3,0 5,0 5,0

4.3.1 Modelagem do Engaste

Foram seguidos os seguintes passos para a caracterização do modelo matemático:

∘ Criação de um modelo matemático geral em elementos finitos de uma viga com dois tipos de
seção circular diferentes (oca e maciça), que pode ser submetida a diferentes condições de
fixação. Este modelo foi descrito anteriormente;

∘ Projeto, fabricação e montagem da haste a ser estudada, fixada à um suporte rígido de aço;

∘ Determinação das funções de resposta em frequência (FRF) experimentais da haste através
da análise modal;

∘ Configuração do modelo matemático em relação às dimensões, características do material,
inserção das massas dos transdutores nos nós adequados (Mass Loading), referentes ao ex-
perimento;

∘ Alteração das rigidezes de translação e de rotação no nó do engaste e correção dos coeficien-
tes de amortecimento proporcional no modelo matemático, para a correta representação do
primeiro modo de vibração da haste;

∘ Comparação das FRF’s teórica (gerada pelo princípio da superposição modal) e experimen-
tal;

Inicialmente foi realizado o procedimento descrito acima para ajustar o modelo matemático à
resposta experimental sem o shaker acoplado. A barra foi fixada ao suporte para representar a con-
dição de engaste, conforme mostra a Figura 4.10. Na extremidade livre da haste, os acelerômetros
foram fixados para medirem as resposta nas direções 𝑥 e 𝑦, como indicado.
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Figura 4.10: Montagem experimental.

Para ajustar o modelo matemático, é necessário alterar as rigidezes de cada grau de liberdade
no nó do engaste. A matriz de rigidez do primeiro elemento para a haste livre, que contem as
rigidezes dos dois primeiros nós, é:

1𝐾𝑒𝑙 = 1𝑒6

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1293.4 0 0 −6.0628 −1293.4 0 0 −6.0628

0 0.0379 6.0628 0 0 0.0189 −6.0628 0

0 6.0628 1293.4 0 0 6.0628 −1293.4 0

−6.0628 0 0 0.0379 6.0628 0 0 0.0189

−1293.4 0 0 6.0628 2586.8 0 0 0

0 0.0189 6.0628 0 0 0.0758 0 0

0 −6.0628 −1293.4 0 0 0 2586.8 0

−6.0628 0 0 0.0189 0 0 0 0.0758

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Definindo 𝑘𝑥𝑥 e 𝑘𝑦𝑦 como as rigidezes do engaste nas direções 𝑥 e 𝑦, respectivamente, e 𝑘𝑡𝑥

e 𝑘𝑡𝑦 como a rigidezes torcionais nas referidas direções, soma-se cada um desses termos aos seus
respectivos graus de liberdade do primeiro nó, apenas. Assim, as 4 primeiras linhas e colunas da
matriz 1𝐾𝑒𝑙 tornam-se:

1𝐾𝑒𝑙 = 1𝑒6

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1293.4 + 𝑘𝑥𝑥 0 0 −6.0628 · · ·
0 0.0379 + 𝑘𝑡𝑦 6.0628 0 · · ·
0 6.0628 1293.4 + 𝑘𝑦𝑦 0 · · ·

−6.0628 0 0 0.0379 + 𝑘𝑡𝑥 · · ·
...

...
...

... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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É necessário, então, encontrar os valores de 𝑘𝑥𝑥, 𝑘𝑦𝑦, 𝑘𝑡𝑥 e 𝑘𝑡𝑦 que satisfazem a condição do
engaste para que as frequências naturais teóricas e experimentais do primeiro modo coincidam.
Além disso, o amortecimento precisa ser ajustado para que as amplitudes teóricas correspondam
com as amplitudes medidas. Como a matriz de amortecimento é proporcional às matrizes de massa
e de rigidez, [𝐶] = 𝛼[𝑀 ] + 𝛽[𝐾], ajusta-se 𝛼 e 𝛽.

Os parâmetros de rigidez e os coeficientes de amortecimento proporcional foram variados
para que a FRF gerada no modelo teórico tenha o melhor ajuste em relação à FRF experimental.
O procedimento consiste em solucionar problemas de ajuste de curvas não lineares utilizando o
método de otimização matemático dos Mínimos Quadrados, aplicado a partir de uma rotina criada
no software MATLAB, com o auxílio da função lsqcurvefit.

O programa de otimização requer que sejam definidos os valores iniciais dos parâmetros
analisados bem como os limites inferior e superior de cada parâmetro. A cada iteração, os valores
testados são utilizados para gerar as matrizes globais de elementos finitos e, em seguida, gerar a
FRF a partir da solução modal. Por fim, a FRF teórica obtida é comparada com a FRF experimental.
O processo se repete até que o número máximo de iterações seja atingido ou que a diferença buscada
seja menor que a tolerância estabelecida.

O modelo em elementos finitos foi discretizado com 14 nós (13 elementos) conforme mos-
trado na Figura 4.9(b) reproduzido na Figura 4.11.

Figura 4.11: Discretização do modelo em elementos finitos.



103

O engaste é caracterizado através do processo de otimização por mínimos quadrados, com-
parando a resposta do modelo com a resposta experimental. Neste caso, a resposta é a acelerância
(inertância). Os parâmetros ajustados são as rigidezes de translação e de rotação do primeiro nó
e o parâmetro de amortecimento proporcional à matriz de rigidez. Como o diâmetro das esferas
influencia na sua posição no interior da cavidade, o modelo deve ser ajustado para cada diâmetro
de esfera a ser utilizado, uma vez que o comprimento dos elementos muda, conforme mostrado na
Tabela 4.1. A seguir são apresentados os resultados do ajuste do modelo quando a força é aplicada
nas direções 𝑋 (horizontal) e 𝑌 (vertical).

4.3.2 Ajuste do modelo - Força aplicada na direção 𝑌

Inicialmente, o ajuste do modelo para a direção 𝑌 é estabelecido. Considerando que o mo-
vimento da estrutura ocorre unicamente na direção 𝑌 , os parâmetros de entrada para o ajuste da
estrutura na direção 𝑋 são indiferentes para a caracterização da resposta em 𝑌 . Ou seja, para o
ajuste em mínimos quadrados, qualquer valor estabelecido para os parâmetros ligados à direção 𝑋

não altera a resposta na direção 𝑌 . E vice-versa. Sendo assim, foram atribuídos valores nulos para
as rigidezes do modelo na direção 𝑋 (𝑘𝑥𝑥 e 𝑘𝑡𝑥) e valores não nulos e arbitrários para 𝑌 (𝑘𝑦𝑦 e 𝑘𝑡𝑦),
entre os valores mínimo e máximo estabelecidos. Para todos os casos, foram utilizados os mesmos
parâmetros iniciais e os mesmos limites inferior e superior, como segue:

Tabela 4.2: Valores estabelecidos dos parâmetros iniciais e limites para o ajuste do modelo.

𝑘𝑥𝑥1 𝑘𝑡𝑦1 𝑘𝑦𝑦1 𝑘𝑡𝑥1 𝛼 𝛽

Param. iniciais 0 3766.7 9,9846e+07 0 0 2e-5
Limite inf. 0 1000 9,9846e+06 0 0 1e-6
Limite sup. 0 10000 9,9846e+08 0 0 3,5e-5

A partir da FRF obtida experimentalmente utilizando a técnica Sine-Sweep na direção 𝑌 ,
identifica-se o primeiro modo em 398 Hz, aproximadamente. O ajuste do modelo em elementos
finitos foi realizado a partir dos parâmetros mostrados na Tabela 4.2 e os valores numéricos dos
parâmetros obtidos no resultado para a utilização de cada tipo de esfera são mostrados na Tabela
4.3. Graficamente, a comparação das FRF’s medida e ajustada é mostrada na Figura 4.12.
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Tabela 4.3: Valores obtidos para o ajuste do modelo à FRF experimental medida na direção 𝑌 .

Esferas 𝑘𝑥𝑥1 𝑘𝑡𝑦1 𝑘𝑦𝑦1 𝑘𝑡𝑥1 𝛼 𝛽

5,5 mm 0 3257,1 1,0578e8 0 0 3,1287e-5
5,953 mm 0 4419,7 1,1142e8 0 0 3,1093e-5
6,0 mm 0 4584,7 9,6293e7 0 0 3,1067e-5
6,0 mm tung. 0 4584,7 9,6293e7 0 0 3,1067e-5
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Figura 4.12: Ajuste do modelo para utilização das esferas de 6,0 mm. Força e aceleração medidas
em 𝑌 .

4.3.3 Ajuste do modelo - Força aplicada na direção 𝑋

O ajuste do modelo na direção 𝑋 foi feito de forma análoga ao ajuste na direção 𝑌 . Entre-
tanto, ao invés de utilizar valores nulos de rigidezes relacionadas ao movimento em 𝑌 , os próprios
valores ajustados obtidos anteriormente foram utilizados. Os parâmetros obtidos pelo resultado do
ajuste por mínimos quadrados são mostrados na Tabela 4.4 para serem utilizados de acordo com a
configuração de cada tipo de esfera. Graficamente, o ajuste do modelo é mostrado na Figura 4.13
comparando as FRF’s medida e ajustada.

4.3.4 Refino do ajuste do modelo

Foi verificado durante os ensaios experimentais preliminares que a montagem experimental
da viga engastada apresenta uma não linearidade da resposta em relação à força excitadora aplicada
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Tabela 4.4: Valores obtidos para o ajuste do modelo à FRF experimental medida na direção 𝑋 .

Esferas 𝑘𝑥𝑥1 𝑘𝑡𝑦1 𝑘𝑦𝑦1 𝑘𝑡𝑥1 𝛼 𝛽

5,5 mm 1,0094e9 3257,1 1,0578e8 2870,6 0 2,5913e-5
5,953 mm 1,0081e9 4419,7 1,1142e8 3799,6 0 2,5758e-5
6,0 mm 1,0097e9 4584,7 9,6293e7 3921,2 0 2,5743e-5
6,0 mm tung. 1,0097e9 4584,7 9,6293e7 3921,2 0 2,5743e-5
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Figura 4.13: Ajuste do modelo para utilização das esferas de 6,0 mm. Força e aceleração medidas
em 𝑋 .

sobre ela. Assim, em experimentos utilizando excitação harmônica, dependendo da amplitude de
força aplicada, a fequência natural pode sofrer uma pequena variação acima ou abaixo dos valores
encontrados através das FRF’s mostradas nas Figuras 4.12 e 4.13. Portanto, ao selecionar as ampli-
tudes de força utilizadas nos experimentos, o valor da frequência natural precisa ser verificado pelo
valor da fase.

Para as amplitudes de força selecionadas para serem utilizadas nos experimentos, foi neces-
sário realizar pequenos ajustes nos valores dos parâmetros do engaste do modelo, para coincidir as
frequências naturais obtidas no modelo matemático e nos experimentos. Os valores definitivos uti-
lizados no ajuste do engaste, referentes à excitação nas direções 𝑋 e 𝑌 , estão dispostos no apêncice
B, Tabelas B.1 e B.2, respectivamente.



106

4.4 Discretização do modelo em elementos finitos para simular a viga na bancada
experimental #2

O modelo em elementos finitos da barra montada na bancada rotativa é desenvolvido consi-
derando somente o comprimento em balanço da barra. Qualquer componente que não seja a barra
é considerado como rígido. Sendo assim, o modelo da barra pode ser discretizado como mostrado
na Figura 4.14. Da mesma maneira como foi realizada a discretização da barra engastada, os nós
são aplicados nas extremidades da barra, na localização das esferas e onde há mudança da seção
transversal. Os nós 1 e 14 representam os limites da barra próximo à fixação e na extremidade livre,
respectivamente. O conjunto na extremidade livre da barra que contem o rolamento é considerado
como parte da barra, pois é onde a força e as respostas são medidas nos testes com e sem rotação.
A sequência dos nós 2 ao 11 representam a localização das esferas. Independentemente da quan-
tidade de esferas utilizadas (até 10, obviamente), essa discretização é mantida. Já os nós 12 e 13
estão relacionados à conexão entre a barra propriamente dita e o mancal de rolamento da extremi-
dade. O nó 12 representa a mudança da seção transversal, onde a cavidade deixa ser oca e passa a
ser maciça até o nó 13. Do nó 13 ao 14, o diâmetro da barra deixa de ser 10 mm e passa a ser de
6 mm (desprezando a tolerância dimensional), onde o rolamento é montado.

Sabendo que o comprimento total em balanço do conjunto que compõe a barra é de 85 mm,
𝑙2 é o comprimento do eixo preso por interferência na extremidade da barra que vale 3 mm, 𝑙3 é
a distância entre o fim do corpo da barra até o centro do eixo onde é montado o rolamento que
vale 4 mm, 𝑙4 é a distância até a extremidade (3 mm) e conhecendo as esferas a serem utilizadas
(diâmetro 𝑑𝑒 e raio 𝑟𝑒), o comprimento do primeiro elemento é dado pela seguinte expressão:

𝑙1 = 85 − (9𝑑𝑒 + 𝑟𝑒 + 𝑙2 + 𝑙3 + 𝑙4)

Os valores dos comprimentos dos elementos utilizados na modelagem matemática são apre-
sentados na Tabela 4.5.

Tabela 4.5: Distâncias entre os nós aplicadas ao modelo para cada caso. Bancada experimental #2.

Esferas 𝑙1 (mm) 𝑑𝑒 (mm) 𝑟𝑒 (mm) 𝑙2 (mm) 𝑙3 (mm) 𝑙4 (mm)

esf. 5,5 mm 22,75 5,5 2,75

3 4 3
esf. 5,953 mm 18,44 5,953 2,9765
esf. 6,0 mm 18 6,0 3,0
esf. 6,0 mm tung. 18 6,0 3,0
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Figura 4.14: Discretização do modelo de viga baseado na montagem experimental da barra.

4.4.1 Ajuste do modelo

O modelo em elementos finitos foi ajustado previamente para a representação correta do
sistema sem esferas, para cada uma das condições de rotação utilizadas. Os sinais de aceleração
(nas direções 𝑋 e 𝑌 ) foram medidos no nó 14, bem como a força excitadora através da célula
de carga. Sendo assim, as massas desses transdutores foram aplicadas ao nó 14 do modelo em
elementos finitos, juntamente com as massas do rolamento e do anel externo.

Diferentemente do que foi adotado no caso da barra engastada utilizada na bancada experi-
mental #1, neste caso, foi considerado um engaste ideal no modelo matemático. Ou seja, os deslo-
camentos no primeiro nó são exatamente zero. Em relação ao amortecimento aplicado ao modelo,
foi adotado um amortecimento proporcional, onde somente o coeficiente 𝛽, proporcional à matriz
de rigidez, foi ajustado. O coeficiente proporcional à matriz de massa, 𝛼, foi adotado como nulo.
A comparação dos resultados simulados e medidos foi realizada pelo pico de aceleração medido
a 508 Hz, obtido através do espectro do sinal filtrado entre 500 e 520 Hz, através da aplicação do
filtro Butterworth de ordem 3. A seleção da faixa de frequência e da ordem do filtro foi realizada
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Figura 4.15: Comprimento dos elementos aplicados ao modelo da barra utilizada na bancada expe-
rimental #2.

tomando as precauções para evitar que a amplitude do pico na frequência de 508 Hz fosse afetada.

Considerando a condição de engaste ideal e aplicando ao modelo as massas existentes no
nó 14, a primeira frequência natural de flexão, obtida pela simulação, foi um pouco menor do
que a medida experimentalmente. Adotou-se, então, a aplicação de uma rigidez ao nó 14 para
representar uma rigidez pontual proporcionada pelo acoplamento do shaker e aumentar o valor
da frequência natural numérica. O ajuste entre a frequência natural numérica e experimental foi
realizado pela alteração no valor da rigidez aplicada ao nó 14 (𝑘𝑥𝑥14), comparando-se os valores
medidos e estimados da fase entre os sinais temporais de força e deslocamento.

Os valores de rigidez 𝑘𝑥𝑥14 e os coeficientes de amortecimento proporcional 𝛽 ajustados em
função das forças excitadoras e das rotações aplicadas são apresentados na Tabela B.3 do apêndice
B. Os valores crescentes da força estão relacionados às amplitudes de força (Amp. força) 1, 2 e 3,
nesta ordem.

4.5 Integração das equações de movimento

Os softwares comerciais como o MATLAB possuem algumas alternativas para a integração
numérica de equações diferenciais, devendo ser aplicadas de acordo com o tipo do problema, da
precisão almejada, etc. Obviamente, as soluções obtidas por cada tipo de integrador podem sofrer
pequenas variações de um para outro e também o tempo necessário para a solução do problema é
diferente. Métodos como Runge-Kutta ou Newmark podem apresentar o mesmo resultado final da
solução, mas com tempos para sua realização bem distintos. Não é o intuito deste trabalho explorar
os métodos, mas cabe esta pequena introdução para descrever a situação da integração numérica
das equações de movimento apresentadas neste trabalho.
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Divide-se aqui duas subseções dedicadas a apresentar como a integração numérica é realizada
em cada etapa do estudo. Primeiramente, a análise puramente numérica dos resultados e da influên-
cia de alguns parâmetros sobre a resposta do absorvedor é feita a partir do modelo matemático de
um absorvedor geral onde uma ou várias esferas podem ser alocadas com movimento livre nas
três direções do sistema de referência. Este modelo representa um Particle Impact Damper (PID),
como o exemplificado na Figura 4.16. Com o algoritmo desenvolvido, é possível simular diversas
configurações diferentes submetidas a forças excitadoras harmônicas em qualquer direção (ou em
combinação) na presença ou ausência de condições iniciais de posição (deslocamento) e/ou veloci-
dade, que podem ser aplicadas a cada corpo separadamente. Em relação à geometria da cavidade,
o absorvedor pode ter paredes laterais planas (como um cubo, por exemplo) ou parede circular
(cilindro) e, em ambos, as paredes que delimitam o topo e o fundo são planas. Com este modelo
de PID é possível analisar, por exemplo, as seguintes características: a comparação do absorvedor
com uma e várias esferas e a influência dos choques entre esferas adjacentes em relação ao sistema
com choques apenas entre esfera(s) e parede. Essas comparações não são possíveis de serem feitas
no modelo do absorvedor com a viga em elementos finitos, pois, nesse, a esfera precisa ser alocada
sempre a um nó específico, impossibilitando de analisar o movimento da esfera no eixo axial da
barra.

Figura 4.16: PID acoplado a um shaker. Adaptado de Melo (2018).

A seguir, a forma como é realizada a integração numérica do modelo da viga em elementos
finitos com as esferas é apresentada. Optou-se por utilizar dois integradores diferentes para otimizar
o custo computacional durante a integração numérica, nomeado neste trabalho como integração por

passo.
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Integração convencional - PID

O modelo matemático do PID é integrado numericamente utilizando qualquer integrador
disponível no MATLAB, desde que não seja aqueles indicados para resolver problemas de equações
diferencias rígidas, como o ode15s e ode23s, por exemplo.

O que deixa o modelo pesado, neste caso, são as colisões existentes entre os corpos, uma
vez que a estrutura do PID é basicamente um sistema massa-mola-amortecedor: uma única massa
com um par de mola-amortecedor para cada direção do sistema de referência inercial. O sistema
sem esfera é extremamente simples e é facilmente integrado. A partir do momento que esferas
são adicionadas ao sistema, o processo de integração torna-se mais lento, pois a cada iteração é
necessário verificar: se há contato de cada esfera com as paredes (laterais, topo e fundo) e se há
contato de cada esfera com as esferas adjacentes. Com isso, dependendo do número de esferas, a
integração pode ser extremamente demorada.

Integrador por passo - modelo com elementos finitos

O problema estudado aqui pode ser dividido em duas partes: o modelo da estrutura em ele-
mentos finitos e o modelo do impacto aplicado durante o tempo em que os corpos estão em contato.

Utilizando o software MATLAB, as equações de movimento de uma viga modelada em
elementos finitos podem ser integradas numericamente a partir de diferentes integradores, como:
ode45, ode15s, ode23, ode23s, ode23t, ode23tb e ode113. As respostas numéricas produzidas por
esses integradores são praticamente iguais, mas os tempos necessários para a solução podem ser
significativamente diferentes, principalmente em sistemas com um número maior de graus de liber-
dade. Os integradores mais rápidos para estes sistemas são os integradores para equações diferen-
ciais rígidas, como o ode15s e ode23s.

Por outro lado, os integradores de equações diferenciais rígidas não apresentaram um bom
desempenho para analisar sistemas com impactos em múltiplos graus de liberdade. Considerando
dois corpos que se movimentam e colidem (como a estrutura e a esfera) duas observações são
feitas: primeira, se a estrutura é perfeitamente rígida e encontra-se em repouso, os contatos são
identificados e as forças de impacto são aplicadas adequadamente, alterando o movimento da es-
fera; segunda, se a esfera e a estrutura estão em movimento, algumas colisões podem não ser bem
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detectadas, acarretando em aplicação de forças incorretas e fazendo a resposta divergir daquela es-
perada. Utilizando integradores não rígidos (ode45, ode23 ou ode113), os contatos são detectados,
as forças são aplicadas corretamente e a resposta converge.

Tem-se então a seguinte situação: as equações de movimento (da(s) esfera(s) e da estru-
tura modelada em elementos finitos) precisam ser integradas numericamente utilizando integrado-
res de equações diferenciais não rígidas, o que aumenta muito o custo computacional, pois são
muito lentos para integrar as equações da estrutura. Assim, utilizou-se uma estratégia de integra-
ção "mista" para que o desempenho seja otimizado e a integração em seja bem sucedida. Como as
posições da(s) esfera(s) e da estrutura precisam ser continuamente verificadas para a aplicação das
forças de contato (quando um impacto é detectado), tem-se para cada passo de integração:

∘ Estima-se um valor ao qual foi dado a alcunha de tendência de contato (𝛾), que é igual
ao produto de um fator de tendência (𝜒) pelo parâmetro de detecção do contato (𝑅 − 𝑟).
Matematicamente: 𝛾 = 𝜒 · (𝑅 − 𝑟), onde 𝜒 é um número entre 0 e 1 para representar a
proporção;

∘ Se não há tendência de contato (||r𝑖 − r𝑐𝑎𝑣𝑖|| ≤ 𝛾), a integração é realizada usando o integra-
dor ode15s;

∘ Se há tendência de contato (||r𝑖 − r𝑐𝑎𝑣𝑖|| > 𝛾), a integração é realizada usando o integrador
ode23, ode45 ou ode113;

Em outras palavras, a tendência de contato é um fator que indica a proximidade de ocorrência
de um impacto.

Obviamente, se esta forma de integração for utilizada para integrar somente as equações de
movimento da estrutura, um maior tempo para realização da integração será observado em com-
paração com a implementação normal do ode15s. Em compensação, ao integrar as equações do
sistema com impacto, um menor tempo de realização é observado quando comparado com a inte-
gração usando somente o ode23, por exemplo.

No geral, a integração das equações de movimento escritas em coordenadas físicas já apre-
senta um bom desempenho ao utilizar a integração "mista". Entretanto, as equações de movimento
do sistema podem ser escritas usando as coordenadas modais, para desacoplar as matrizes. É ne-
cessário, porém, a transformação do vetor posição da estrutura para coordenadas físicas em cada
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iteração para que o impacto possa ser detectado. Uma vez detectado e as forças de contato apli-
cadas, transforma-se o vetor de força de contato atuando na estrutura para coordenadas modais e
integra-se as equações de movimento. Essas transformações de coordenadas modais para físicas e
vice-versa, utilizando a matriz modal, tem um custo computacional, mas em algumas condições
pode ser mais vantajosa a sua utilização.
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5 Resultados

Neste capítulo são apresentados os resultados obtidos por simulação numérica e os resultados
experimentais. As simulações realizadas e apresentadas aqui são muito mais abrangentes que os
experimentos realizados, com o intuito de analisar alguns casos que são impossíveis ou muito
difíceis de serem executados em experimentos no laboratório, mas que são fundamentais para a
compreensão dos fenômenos envolvidos nestes absorvedores. O planejamento dos estudos deste
trabalho se baseia no uso de esferas de diâmetro próximo do diâmetro da cavidade.

5.1 Simulação do PID submetido à vibração forçada

Inicialmente, são abordados os resultados numéricos de um absorvedor do tipo PID (Particle

Impact Damper), considerando o movimento da(s) esfera(s) no plano, desprezando o movimento na
direção 𝑍. São analisadas as respostas de sistemas conservativos e amortecidos mediante impactos
de diferentes coeficientes de restituição.

5.1.1 Análise de um PID aplicado em uma estrutura conservativa
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Figura 5.1: Caso particular de uma estrutura de cavidade circular com uma esfera.

Seja uma estrutura que contem uma cavidade de raio 𝑅 que é modelada como um sistema
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massa-mola-amortecedor com 1 GDL (Figura 5.1), submetida a uma força harmônica de amplitude
e frequência constante. À essa cavidade pode(m) ser adicionada(s) esfera(s) de raio 𝑟, caracteri-
zando um PID.

Considerando, a princípio, que a estrutura seja conservativa (fator de amortecimento 𝜁 = 0)
e submetida à excitação em ressonância, sua amplitude de vibração cresce indefinidamente com o
tempo. A adição de esfera(s) visa reduzir os níveis de vibração da estrutura, sendo altamente influ-
enciados pelos parâmetros de projeto do absorvedor. Para verificar como os impactos são capazes
de reduzir as vibrações da estrutura, são realizadas diversas simulações em sistemas simples. Utili-
zando os parâmetros físicos apresentados na Tabela 5.1, a resposta da estrutura sem e com esfera(s)
é obtida a partir da integração numérica das Eqs. 3.9, 3.10 e 3.11. Para simplificar as primeiras
análises, considera-se que impactos são colineares e somente ocorrem na direção 𝑌 .

Tabela 5.1: Parâmetros físicos do PID.

Parâmetro Valor Unidade

Massa equivalente 𝑚1 0,0333 kg
Rigidez equivalente* 𝑘1 2,1178 · 105 N/m

Coef. amortecimento viscoso* 𝑐1 0 Ns/m
Amplitude da força excitadora em 𝑋 𝐹0𝑥 0 N
Amplitude da força excitadora em 𝑌 𝐹0𝑦 0,4 N

Frequência da força excitadora 𝑓0 401,3656 Hz
Raio da cavidade 𝑅 ** m

Diâmetro da esfera 2𝑟 6,0 · 10−3 m
Massa da esfera 𝑚𝑒 0,8815 · 10−3 kg

Coeficiente de restituição 𝑒 ** -
* Iguais nas direções 𝑋 e 𝑌

** Diversos valores - indicado no texto

Para analisar somente o efeito causado pelos impactos para a redução da amplitude de vibra-
ção aplica-se ao sistema condições que o fazem operar em condições ideais, sem qualquer fonte
extra de dissipação de energia, utilizando 𝜁 = 0 (sistema conservativo) e 𝑒 = 1 (impactos perfeita-
mente elásticos). Isso é importante para isolar o efeito causado pelas colisões na estrutura. A partir
dos parâmetros apresentados na Tabela 5.1 e utilizando 𝑒 = 1, a resposta do sistema conservativo,
em função do raio da cavidade, submetido a impactos de uma esfera de aço de 6,0 mm de diâme-
tro é mostrada na Figura 5.2(a). A porcentagem de redução é calculada como a porcentagem da
razão das amplitudes RMS do sistema com e sem impacto, em regime permanente. Porém, como
o sistema é conservativo, a amplitude de vibração da estrutura sem esferas aumenta com o tempo
e não estabiliza, o que leva a uma diferença no resultado do cálculo da porcentagem de redução.
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Os resultados apresentados na Figura 5.2(a) foram obtidos a partir da integração numérica durante
0,2 s. Alterando o tempo de integração, a estimativa da amplitude RMS da estrutura com e sem es-
feras é alterada, o que produz resultados da porcentagem de redução diferentes, como exemplifica
a Figura 5.2(b), cujos resultados foram obtidos com integração de 1 s. Por essa razão, a porcenta-
gem de redução não é utilizada como parâmetro de comparação entre diferentes casos do sistema
conservativo.
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Figura 5.2: Redução de vibração obtida pelos impactos de uma esfera de aço de 6,0 mm conside-
rando 𝜁 = 0 e 𝑒 = 1.

A resposta temporal do sistema conservativo para 𝑅 = 3,05 mm é mostrada na Figura 5.3(a)
para os casos sem esfera e com uma esfera de aço de 6,0 mm. Mesmo utilizando 𝑒 = 1, os impactos
perfeitamente elásticos promovidos pela esfera reduziram significativamente a vibração, evidenci-
ando que mesmo que não exista dissipação de energia no contato, a vibração é reduzida devido a
um outro fator. A resposta do sistema com a esfera apresentou um comportamento similar ao bati-
mento, o que indica que a excitação a 401,36 Hz não caracteriza mais a condição de ressonância.
A Figura 5.3(b) mostra a posição da cavidade simulada até 10 s, indicando que o sistema encontra-
se estável e que, evidentemente, não ocorre o fenômeno de batimento propriamente dito, mas a
resposta lembra a de um sistema atuando numa frequência próxima da natural.

A partir das observações baseadas nos resultados apresentados na Figura 5.3(a), busca-se
verificar a fase entre os sinais de força e da posição da estrutura ao longo do tempo. Analisando
os resultados apresentados na Figura 5.4, verifica-se que a fase varia no tempo assumindo valores
muito maiores que 90 graus. Ou seja, as colisões da esfera modificam o sistema original (sistema
sem impactos), promovendo uma alteração da frequência natural. Logo, a excitação com a frequên-
cia de 401,36 Hz não caracteriza mais a condição de ressonância.
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Figura 5.3: Resposta temporal do sistema conservativo com 𝑅 = 3,05 para (a) 0,2 s e (b) 10 s de
simulação.

O fato dos impactos modificarem a frequência natural do sistema poderia levar a uma inter-
pretação de que a redução de vibração é causada somente pela modificação da frequência natural.
Não é bem assim. Para demonstrar, é realizada uma simulação considerando a esfera aderida à es-
trutura, de forma que não ocorram impactos mas a massa da esfera é adicionada à estrutura, cujo
resultado é comparado com a resposta do sistema com impactos. Fica claro ao analisar as respostas
apresentadas na Figura 5.5 que os impactos reduzem a vibração da estrutura a valores menores
daqueles obtidos se apenas um aumento da massa da estrutura (igual ao valor da massa da esfera)
fosse realizado para evitar a condição de ressonância.

Visto que o sistema simulado é conservativo e os impactos são perfeitamente elásticos, busca-
se verificar qual a influência da força externa sobre o sistema. A potência produzida pela força
externa é estimada a partir do produto da força pela velocidade da estrutura em função do tempo.
Considerando o movimento da estrutura apenas na direção 𝑌 , tem-se matematicamente:

𝑃𝐹 = 𝐹𝑦(𝑡) · �̇�𝑐𝑎𝑣 = 𝐹0𝑦 · 𝑠𝑒𝑛(2𝜋 · 𝑓0 · 𝑡) · �̇�𝑐𝑎𝑣

A Figura 5.6(a) mostra a potência calculada a partir do trabalho da força externa para o
sistema conservativo sem impacto. Com o sistema operando na ressonância, o trabalho da força
(
∫︀
𝑃𝐹 𝑑𝑡) é sempre positivo, o que é uma condição contínua de injeção de energia no sistema. A

Figura 5.6(b) mostra a comparação da potência do sistema conservativo em duas situações distintas:
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Figura 5.4: Variação da velocidade da esfera e da fase estimada entre os sinais de força e posição
da cavidade ao longo do tempo.
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Figura 5.5: Comparação das respostas do sistema considerando a esfera aderida à estrutura e sub-
metida aos impactos.

com impactos perfeitamente elásticos (𝑒 = 1) de uma esfera; e sem impactos, mas considerando a
massa da esfera adicionada à estrutura.

Comparando os resultados da Figura 5.6(b) nota-se que a presença de valores negativos de
potência indicam que a força externa realizou também trabalho negativo, uma vez que a potên-
cia é a derivada do trabalho no tempo. O fato da estrutura estar submetida a uma condição fora da
ressonância já é suficiente para que a força realize trabalho negativo, pois na condição fora da resso-
nância não existe mais a injeção constante de energia promovida pela força excitadora. Entretanto,
neste caso, os impactos perfeitamente elásticos adicionados à estrutura vibrante são responsáveis
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Figura 5.6: Potência fornecida pela força externa 𝐹 (𝑡).

por dois mecanismos de redução de vibração: o surgimento de trabalhos negativos da força exci-
tadora e a transferência de momento linear que muda o balanço de energia do sistema, já que as
energias cinética e potencial da esfera passam a ser consideradas.

A energia mecânica do sistema conservativo e com 𝑒 = 1 é calculada a partir das energias
cinética e potencial da estrutura e da esfera, da seguinte forma:

𝐸𝑠𝑖𝑠𝑡(𝑡) = 𝐸𝑐 + 𝐸𝑝 + 𝐸𝑐𝑒𝑠𝑓 + 𝐸𝑝𝑒𝑠𝑓 (5.1)

onde 𝐸𝑐 e 𝐸𝑝 representam as energias cinética e potencial da estrutura, respectivamente, e o subín-
dice esf indica as energias relacionadas à esfera.

Considerando o movimento do sistema ocorre no plano, a energia potencial gravitacional é
desprezada. Sendo assim, 𝐸𝑝𝑒𝑠𝑓 está relacionada somente à energia elástica armazenada durante o
impacto e é calculada a partir do trabalho da força na mola não linear que representa a rigidez do
contato, como segue:

𝐸𝑝𝑒𝑠𝑓 =

∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝑘𝐻 𝛿1.5 𝑑𝛿 (5.2)

O trabalho da força externa (𝑈𝐹 ) é calculado a partir da integração da potência (produto entre
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Figura 5.7: Energia mecânica do sistema conservativo com 𝑒 = 1 e 𝑅 = 3,05 mm.

a força aplicada e a velocidade da estrutura. Considerando o movimento ao longo da direção 𝑌 ,
tem-se:

𝑈𝐹 =

∫︁
𝐹𝑦 · �̇�𝑐𝑎𝑣 𝑑𝑡 (5.3)

Sabendo que o trabalho da força externa é igual à variação de energia do sistema, para o
sistema conservativo com 𝑒 = 1 tem-se:

𝐸𝑐 + 𝐸𝑝 + 𝐸𝑐𝑒𝑠𝑓 + 𝐸𝑝𝑒𝑠𝑓 − 𝑈𝐹 = 0 (5.4)

O lado direito da Eq. 5.4 vale zero para sistemas conservativos com 𝑒 = 1. Se houver amor-
tecimento externo e/ou 𝑒 ̸= 1 o lado direito terá um valor diferente de zero que representa a energia
dissipada pela estrutura, durante o impacto ou por ambos. A Figura 5.7 mostra a energia do sistema
conservativo, em função do tempo, sujeito a impactos de uma esfera com 𝑒 = 1. Os resultados
apresentados na Figura 5.7 estão relacionados com a Eq. 5.4.

Utilizando no sistema conservativo colisões que não são perfeitamente elásticas, ou seja,
com 0 < 𝑒 < 1, cada impacto dissipa um pouco de energia através do amortecedor não linear que
é considerado no modelo do contato. Logo, o lado direito da Eq. 5.4 assume um valor negativo, o
que indica que existe uma quantidade de energia está sendo removida da energia total do sistema,
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Figura 5.8: (a) Energia mecânica do sistema não amortecido; (b) trabalho da força externa (linha
contínua) e energia dissipada pelo contato (linha tracejada). Sistema conservativo com 𝑒 = 0,2,
𝑒 = 0,5 e 𝑒 = 0,9.

devido, neste caso, somente às colisões. A Figura 5.8(a) mostra os resultados da energia mecânica
do sistema para três valores de coeficientes de restituição. A Figura5.8(b) mostra a energia baseada
no trabalho da força externa 𝑈𝐹 (linhas contínuas) e a energia removida do sistema devido aos
impactos de uma esfera (linhas tracejadas), calculada como 𝐸𝑠𝑖𝑠𝑡 − 𝑈𝐹 . Nestes casos, o trabalho
da força externa contribuiu menos para redução de vibração do que no caso do sistema amortecido
com 𝑒 = 1.

A energia dissipada sofre alterações de acordo com as modificações aplicadas ao absorvedor.
Mesmo mantendo constante os parâmetros físicos mais óbvios para a estimação da energia do
sistema, como massa da esfera e coeficiente de restituição, por exemplo, a energia dissipada varia de
acordo com a folga utilizada no absorvedor, pois a folga modifica a velocidade da esfera, podendo
alterar também a deformação estimada durante o contato. Para exemplificar, considere o sistema
não amortecido, 𝑒 = 0,5 e com uma esfera movendo em cavidades de raios 𝑅 = 3,05, 𝑅 = 3,09 e
𝑅 = 3,13 mm, de forma que a cavidade com 𝑅 = 3,09 proporciona uma folga ótima para a esfera
de 6,0 mm de aço ao excitar o sistema com uma força senoidal de amplitude 0,4 N em ressonância.
As respostas de posição da cavidade em função do tempo e as energias calculadas estão dispostas
nas Figuras 5.9(a) e 5.9(b)

Analisando a Figura 5.9(b) é possível notar de imediato que a folga influencia no balanço
de energia do sistema. Porém, o que é mais interessante é que tanto a energia dissipada quanto o
trabalho da força externa tiveram valores menores ao utilizar a folga ótima. Os maiores valores
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Figura 5.9: (a) Energia mecânica do sistema não amortecido; (b) trabalho da força externa (linha
contínua), energia dissipada pelo contato (linha tracejada) e posição da cavidade em função do
tempo. Sistema conservativo com uma esfera e 𝑒 = 0,5 operando em cavidades de raios 𝑅 = 3,05,
𝑅 = 3,09 e 𝑅 = 3,13 mm.

das energias foram obtidas ao utilizar a cavidade de raio 𝑅 = 3,13 mm. Estes resultados suge-
rem que ao utilizar a folga ótima, não significa que o sistema terá uma maior redução de energia
devido aos impactos, e sim que haverá uma menor taxa de inserção de energia ao sistema em com-
paração com as outras folgas. Outro ponto que merece destaque é a estabilização da amplitude de
vibração, principalmente ao utilizar a folga ótima. O fato de o sistema ser não amortecido e a res-
posta apresentada ao utilizar a folga ótima ser semelhante a de um sistema amortecido, em regime
permanente, demonstra o quão este absorvedor é poderoso.

Outro destaque dos resultados apresentados na Figura 5.9(b) é o trabalho da força externa
ser crescente em praticamente todo o intervalo de tempo. Isso significa que, diferentemente das
simulações com 𝑒 = 1, em que a própria força externa reduzia a amplitude de vibração durante
alguns instantes, a força realizou um trabalho positivo durante todo (ou praticamente todo) instante
de tempo. Para demonstrar esse efeito da força, a potência obtida pela aplicação da força é apre-
sentada na Figura 5.10. Logo, conclui-se que neste caso a redução de vibração observada é obtida
a partir da energia dissipada pelos impactos.

Se a redução de vibração foi atenuada pelo trabalho negativo da força externa quando 𝑒 = 1

e pela dissipação de energia no contato quando 𝑒 = 0,5, existe uma transição entre esses mecanis-
mos de redução de forma que em algumas condições ambos os mecanismos atuam para reduzir a
vibração da estrutura. Sendo assim, as energia de entrada e a dissipada pelos impactos são avali-
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Figura 5.10: Potência obtida pela força externa para o caso do sistema com 𝑅 = 3,09 mm e 𝑒 = 0,5.

adas para diferentes valores de coeficiente de restituição. A energia calculada a partir do trabalho
da força externa (fornecida) e a energia dissipada pelos impactos com diferentes coeficientes de
restituição são mostradas nas Figuras 5.11(a), 5.11(b) e 5.11(c) para sistemas com cavidades de
raios 𝑅 = 3,05, 𝑅 = 3,09 e 𝑅 = 3,13 mm, respectivamente.

A utilização de altos coeficientes de restituição implica em uma baixa energia dissipada por
contato, mas uma grande parte da perda de energia está associada à presença dos trabalhos negativos
da força excitadora. Conforme o coeficiente de restituição diminui, os impactos passam a dissipar
mais energia e a força excitadora vai deixando de realizar trabalho negativo, até que os impactos
sejam os únicos responsáveis pela dissipação de energia do sistema. Isso é válido para estruturas
não amortecidas e pode ser observado a partir da potência calculada mostrada nas Figuras 5.12(a),
5.12(b) e 5.12(c) para sistemas com cavidades de raios 𝑅 = 3,05, 𝑅 = 3,09 e 𝑅 = 3,13 mm,
respectivamente.

Visto que o absorvedor é muito sensível à variação da folga, as observações relacionadas à
dissipação de energia pelo contato e pelo trabalho negativo da força excitadora sofrem alterações
conforme a folga é modificada. Utilizando uma cavidade de raio 𝑅 = 3,05, pode ser observado
que mesmo as colisões com coeficientes de restituição muito baixo, ainda uma parte da redução de
vibração é obtida pelo trabalho negativo da força, que gera uma potência negativa (Figura 5.12(a)).
Aumentando o raio para 𝑅 = 3,09, é possível notar que a potência foi sempre positiva para 𝑒 = 0,2

e 𝑒 = 0,5, indicando que a energia foi dissipada exclusivamente pelos impactos (Figura 5.12(b).
Utilizando coeficientes de restituição mais altos, a potência negativa indica que a força excitadora
realizou trabalho negativo, contribuindo também com a redução de vibração. Com raio da cavidade
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(c) 𝑅 = 3,13 mm

Figura 5.11: Energia fornecida ao sistema (linha contínua) e energia dissipada pelos impactos (linha
tracejada) com diferentes coeficientes de restituição. Simulação de 2 s do sistema não amortecido
com uma esfera operando em cavidades de raios 𝑅 = 3,05, 𝑅 = 3,09 e 𝑅 = 3,13 mm.
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Figura 5.12: Potência do sistema para diferentes coeficientes de restituição em função do tempo.
Simulação de 2 s do sistema não amortecido com uma esfera operando em cavidades de raios
𝑅 = 3,05, 𝑅 = 3,09 e 𝑅 = 3,13 mm.
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𝑅 = 3,13 mm, a dissipação de energia prevaleceu por conta dos impactos para coeficientes de
restituição mais baixos.

O efeito do trabalho negativo da força excitadora sobre a estrutura tende a ser reduzido con-
forme o amortecimento da estrutura aumenta. Para exemplificar, a Figura 5.13 mostra a potência
fornecida pela força excitadora em um sistema amortecido com 𝜁 = 0,03 sujeito a colisões com
diferentes coeficientes de restituição na cavidade de raio 𝑅 = 3,09 mm, onde é possível verificar
que valores majoritariamente positivos de potência são obtidos. Sabendo que a folga influencia di-
retamente na resposta, de forma que folgas menores são mais favoráveis à presença de potência
negativa, assim como altos coeficientes de restituição, a Figura 5.14 mostra uma comparação da
potência mediante diferentes fatores de amortecimento utilizando coeficiente de restituição 𝑒 = 0,9

e raio da cavidade 𝑅 = 3,02 mm, que fornece uma folga muito pequena para o sistema em questão.
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Figura 5.13: Potência fornecida ao sistema amortecido com 𝜁 = 0,03 em função do tempo para
diferentes coeficientes de restituição. Cavidade de raio 𝑅 = 3,09 mm.
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Figura 5.14: Potência fornecida ao sistema com diferentes amortecimentos em função do tempo
para 𝑒 = 0,9 e 𝑅 = 3,02 mm. (a) Resultado entre 0 e 2 s de simulação e (b) detalhe do resultado
entre 1 e 1,01 s.

5.1.2 Análise de um PID aplicado em uma estrutura amortecida

Nesta seção, são apresentados alguns resultados relacionados à variação da força excitadora,
do amortecimento da estrutura, do coeficiente de restituição e do número de esferas.

Ao modelo do PID cilíndrico utilizado nesta seção são dadas as seguintes dimensões: diâme-
tro externo de 10 mm e altura de 61 mm. O diâmetro interno muda conforme a folga desejada, sendo
analisado valores de 6,02 a 6,2 mm (3,01 a 3,1 mm de raio). A Figura 5.15 ilustra as configurações
usadas nas simulações desta seção.

Os parâmetros físicos estabelecidos às diferentes configurações do PID estão dispostos na
Tabela 5.2. A frequência excitação é a frequência natural da estrutura (

√︀
𝑘1/𝑚1/2𝜋, em Hz) e o

tempo total de simulação selecionado foi de 0,2 s, com incremento de tempo de 1 ·10−5 s, suficiente
para que a resposta permanente seja alcançada para o amortecimento escolhido. À cada esfera foi
adicionada uma velocidade inicial aleatória na direção 𝑌 (a mesma da força excitadora), para que as
colisões de cada esfera contra a parede não ocorressem simultaneamente no início do movimento.

Utilizando os parâmetros físicos apresentados na Tabela 5.2, as respostas do sistema são
obtidas a partir da integração numérica das Eqs. 3.9, 3.10 e 3.11.

A influência do coeficiente de restituição e da amplitude da força excitadora no desempenho
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Figura 5.15: Diferentes configurações utilizadas no PID.

Tabela 5.2: Parâmetros físicos dos PID’s .

Parâmetro Valor Unidade

Massa equivalente 𝑚1 0,0333 kg
Rigidez equivalente* 𝑘1 2,1178 · 105 N/m

Coef. amortecimento viscoso* 𝑐1 11,4 Ns/m
Amplitude da força excitadora em 𝑋 𝐹0𝑥 0 N
Amplitude da força excitadora em 𝑌 𝐹0𝑦 0,4, 0,63 e 0,9 N

Frequência da força excitadora 𝑓0 401,3656 Hz
Raio da cavidade 𝑅 3,01 · 10−3 a 3,1 · 10−3 m

Diâmetro da esfera 2𝑟 6,0 · 10−3 m
Massa da esfera 𝑚𝑒 0,8815 · 10−3 kg

Coeficiente de restituição 𝑒 ** -
* Iguais nas direções 𝑋 e 𝑌

** Diversos valores - indicado no texto

do absorvedor, para diferentes valores de folga, é mostrada a seguir. Considerando o absorvedor
com uma esfera de aço de 6,0 mm de diâmetro (𝑟 = 3 mm), de massa 𝑚𝑒 = 0.8815 g e coeficientes
de restituição 𝑒 = 0,5, 𝑒 = 0,7 e 𝑒 = 0,9, o comportamento não linear do desempenho do absor-
vedor em relação ao raio da cavidade é mostrado na Figura 5.16, ao ser submetido a três diferentes
amplitudes de força excitadora: 0,4, 0,63 e 0,9 N. A comparação entre as respostas é feita a partir
da porcentagem de redução de vibração obtida em relação ao sistema sem impacto, utilizando no
cálculo as amplitudes RMS de deslocamento da estrutura com e sem impacto.
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Figura 5.16: Redução de vibração de um sistema com uma esfera em função do raio da cavidade,
para diferentes coeficientes de restituição e amplitudes da força excitadora.

A folga está diretamente relacionada à dimensão da cavidade e é dada pela diferença 2𝑅−2𝑟

(ou a folga radial é 𝑅− 𝑟). Ao raio da cavidade 𝑅 para o qual ocorre a máxima redução é caracte-
rizada a folga ótima do absorvedor para a condição imposta. Mantendo o coeficiente de restituição
constante, o aumento da força excitadora faz com que a folga ótima também aumente. Como a
amplitude de vibração é maior, uma folga maior se faz necessária para que os impactos ocorram
na condição mais favorável para a dissipação de energia. Na folga ótima, os maiores coeficientes
de restituição proporcionam uma maior redução da vibração da estrutura e estão relacionados com
maiores velocidades das esferas, uma vez que uma quantidade menor de energia cinética é dissi-
pada nessas colisões. Com maiores velocidades, folgas maiores são necessárias para que as colisões
fora de fase ocorram. Assim, quanto maior for o coeficiente de restituição, maior será a folga ótima.

A dissipação de energia relacionada ao contato em si, que se relaciona ao coeficiente de
restituição, pode ter uma contribuição mais ou menos significativa na dissipação de energia de
uma forma geral. Com base na Figura 5.16, se o sistema operasse com uma força de 0,4 N e
com uma cavidade de raio 3,02 mm, por exemplo, que daria uma folga pequena para todos os
casos mostrados, o caso em que houve maior redução de vibração foi o de 𝑒 = 0,5, justamente o
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menor coeficiente de restituição mostrado. Ou seja, neste caso, como a folga é pequena, uma maior
dissipação de energia do contato em si colaborou para um melhor desempenho. Nos casos com
folga ótima foi observado o contrário, indicando que a transferência da quantidade de movimento
foi mais importante para um melhor desempenho do absorvedor. Isso também pode ser observado
para as curvas referentes às forças de 0,63 e 0,9 N.

Até aqui todas as simulações apresentadas são de sistemas com apenas uma esfera. A seguir
são apresentadas simulações de sistemas com três e dez esferas, como mostrado na Figura 5.15,
destacando as principais alterações nas respostas causadas pelos impactos de múltiplos corpos.
Considerando um sistema com três e dez esferas idênticas, as reduções de vibração em função da
folga são mostradas nas Figuras 5.17 e 5.18, respectivamente.
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Figura 5.17: Redução de vibração de um sistema com três esferas em função do raio da cavidade,
para diferentes coeficientes de restituição e amplitudes da força excitadora.

Comparando através das Figuras 5.16(a) e 5.17(a) casos com a mesma força excitadora e
mesmo coeficiente de restituição, é possível observar que a folga ótima diminuiu ao adicionar
esferas ao sistema. Além disso, o pico de redução foi maior ao utilizar três esferas do que uma,
comparando os valores em suas respectivas folgas ótimas. Esta maior redução é esperada visto que
existem mais esferas para colidir contra uma estrutura submetida às mesmas condições de força.
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Figura 5.18: Redução de vibração de um sistema com dez esferas em função do raio da cavidade,
para diferentes coeficientes de restituição e amplitudes da força excitadora.

Entretanto, a variação da folga ótima, a princípio, não seria esperada. Mas, analisando o movimento
dos corpos é possível demonstrar o porquê deste resultado.

Com o sistema submetido à força excitadora de 0,4 N e coeficiente de restituição 𝑒 = 0,5

na folga ótima, as velocidades da estrutura e da esfera ao longo do tempo são mostradas na Figura
5.19. A Figura 5.19(b) mostra detalhadamente como são as curvas entre 0,1 e 0,11 s, aproximada-
mente, em que é possível verificar que na folga ótima as colisões ocorreram nos instantes em que a
velocidade da estrutura é máxima. Para comparação, as mesmas velocidades para uma folga menor
e uma folga maior são mostradas nas Figuras 5.20(b) e 5.21(b), respectivamente. Nestes casos, as
colisões ocorreram em instantes que a velocidade da estrutura não apresenta o valor máximo. No
caso com a folga menor, os impactos foram regulares, mas como os impactos ocorreram com uma
menor velocidade relativa, a eficiência das colisões é menor o que diminui a eficiência do absor-
vedor. Na folga maior, os impactos ocorreram de forma irregular (mais aleatória) o que contribui
para uma eficiência mais baixa do absorvedor. Este fato também justifica as maiores dispersões na
redução de vibração apresentadas nas simulações com folgas maiores, mostradas nas Figuras 5.16,
5.17 e 5.18.
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Figura 5.19: Velocidades simuladas da estrutura e da esfera utilizando força excitadora de 0,4 N e
coeficiente de restituição 𝑒 = 0,5. (a) Respostas em regime permanente e (b) detalhe dos sinais.
Condição de folga ótima.
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Figura 5.20: Velocidades simuladas da estrutura e da esfera utilizando força excitadora de 0,4 N e
coeficiente de restituição 𝑒 = 0,5. (a) Respostas em regime permanente e (b) detalhe dos sinais.
Condição de uma folga menor que a ótima.

Ao analisar o sistema com mais de uma esfera, para entender a redução do valor da folga
ótima, é necessário analisar tanto a comparação das velocidades da estrutura e da esfera como tam-
bém analisar a posição das esferas ao longo do tempo. Isso é importante para verificar se o mesmo
comportamento observado das velocidades da estrutura e da esfera ocorre como no caso do sistema
com uma esfera. Além disso, é preciso verificar se as esferas colidem juntas contra a parede ou de
forma completamente aleatória. A Figura 5.22 mostra as velocidades da estrutura e das esferas de
um sistema com três esferas submetido às mesmas condições de força do sistema com uma esfera,
durante um instante de tempo em regime permanente, para três folgas diferentes. As velocidades
das três esferas são mostradas. Com mais de uma esfera, a folga ótima ocorre quando as esferas se
movem praticamente juntas e as colisões ocorrem no instante que a velocidade da estrutura é alta.
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Figura 5.21: Velocidades simuladas da estrutura e da esfera utilizando força excitadora de 0,4 N e
coeficiente de restituição 𝑒 = 0,5. (a) Respostas em regime permanente e (b) detalhe dos sinais.
Condição de uma folga maior que a ótima.

Esse resultado é análogo àquele mostrado para o sistema com uma esfera. Analisando as curvas
referentes às velocidades das esferas da Figura 5.22, verifica-se que as esferas colidem quase si-
multaneamente quando a folga é ótima. O sistema em regime permanente entra numa condição de
equilíbrio em relação aos impactos, desde que a folga não seja muito grande. Em folgas maiores,
choques mais aleatórios são comuns e não existe um equilíbrio do sistema.

A mesma tendência observada ao comparar as respostas do sistema com uma e três esferas
também é observada comparando o sistema de três e dez esferas, ou seja, a folga ótima diminui
e o pico de redução da vibração aumenta (Figuras 5.16, 5.17 e 5.18). Assim como ocorre nos
casos com três esferas, o sistema com dez esferas apresentou o melhor desempenho quando as
colisões ocorrem praticamente no mesmo instante contra a estrutura com velocidade mais alta,
como mostrado na Figura 5.23(a). Para uma folga maior, as esferas colidem em diferentes instantes
de tempo fazendo que o sistema não tenha um equilíbrio entre os choques ( Figura 5.23(b)). Todas
as folgas utilizadas para comparação de cada caso são diferentes entre si, utilizadas somente para
ilustrar o comportamento do sistema em diferentes casos.

Comparando a resposta do sistema com diferentes números de esferas atuando em uma
mesma folga (igual em todos os casos) e sob as mesmas condições de força aplicada e o coefi-
ciente de restituição, busca-se mostrar o que causa a alteração da folga ótima pelo acréscimo de
esferas. Baseado nas simulações numéricas utilizando uma amplitude de força de 0,63 N, coefici-
ente de restituição 𝑒 = 0,7, folga constante de 0,077 mm e velocidades iniciais constantes aplicadas
à cada esfera, as posições da estrutura e das esferas em relação ao tempo, em regime transiente, são
mostradas na Figura 5.24. A folga escolhida é a folga ótima para o sistema operando com uma es-



133

Tempo [s]
0.1 0.102 0.104 0.106 0.108 0.11

V
el

. e
st

ru
tu

ra
 [m

/s
]

-0.02

0

0.02

V
el

. e
sf

er
a 

[m
/s

]

-0.2

0

0.2

(a) folga menor
Tempo [s]

0.1 0.102 0.104 0.106 0.108 0.11

V
el

. e
st

ru
tu

ra
 [m

/s
]

-0.02

0

0.02

V
el

. e
sf

er
a 

[m
/s

]

-0.2

0

0.2

(b) folga ótima

Tempo [s]
0.1 0.102 0.104 0.106 0.108 0.11

V
el

. e
st

ru
tu

ra
 [m

/s
]

-0.02

0

0.02

V
el

. e
sf

er
a 

[m
/s

]

-0.2

0

0.2

(c) folga maior

Figura 5.22: Detalhe dos sinais de velocidades da estrutura e das esferas para diferentes folgas do
sistema com 3 esferas.

fera. Analisando os três gráficos da Figura 5.24, o sistema com uma esfera já entra numa condição
de equilíbrio a partir de 0,02 s, enquanto os casos com três e dez esferas apresentam colisões alea-
tórias. Se o sistema apresenta a mesma excitação nos três casos e a folga utilizada é a folga ótima
pro caso de uma esfera, alguma perturbação interna causa o desequilíbrio dos impactos causando a
diminuição da eficiência do absorvedor. Visualizando os três casos durante um intervalo de tempo
mais estreito, é possível observar como as colisões ocorreram desde o primeiro contato, como mos-
tra a Figura 5.25. Analisando a Figura 5.25 e tomando o caso com uma esfera como a referência,
pelo fato de a folga de 0,077 mm ser ótima para este caso, os efeitos causados pelas outras esferas
ao sistema podem ser visualizadas. Os dois primeiros contatos ocorreram até 0,0004 s e a partir
desse momento as respostas de cada caso se diferem, devido ao diferente número de corpos que
colidem contra a parede. Sendo assim, o comportamento do sistema deixa de ser o mesmo daquele
em que apenas uma esfera atua, pois os impactos alteram a posição da estrutura e, por sua vez,
alteram a forma como os impactos seguintes ocorrem. Este efeito se propaga ao longo do tempo,
evitando que uma sintonia entre as colisões seja atingida.
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Figura 5.23: Detalhe dos sinais de velocidades da estrutura e das esferas para diferentes folgas do
sistema com 10 esferas.
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Figura 5.24: Posições da estrutura e das esferas durante o regime transiente.
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Figura 5.25: Posições da estrutura e das esferas durante os primeiros impactos.
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As simulações apresentadas até aqui consideram o movimento da esfera em apenas uma di-
reção, caracterizando impactos colineares entre os corpos. Essa característica pouco diferencia se
a parede é circular ou plana, matematicamente o valor da rigidez do contato muda, mas a ine-
xistência da força de contato tangencial não modifica significativamente a resposta. Entretanto, a
análise desses sistemas mais simples são importantes para a compreensão de alguns dos fenômenos
que envolvem os absorvedores. Para analisar a resposta do sistema com uma, três e dez esferas se
movimentando livremente em qualquer direção, as mesmas condições de força e os mesmos coe-
ficientes de restituição foram aplicados ao sistema proposto para que a influência do movimento
livre da esfera na resposta do sistema seja verificada, comparando com as simulações apresentadas
até o momento. Nos casos com mais de uma esfera, uma pequena amplitude de força foi aplicada
na direção 𝑋 , só para que se diferencie de zero, visto que alguns erros numéricos foram observa-
dos em algumas simulações prévias com a utilização do valor zero. Quando as simulações estão
relacionadas às colisões puramente colineares, essa estratégia não se faz necessária uma vez que
as colisões ocorrem somente na direção da excitação principal do sistema, não havendo nenhuma
perturbação do sistema outra direção diferente da principal.

Ao considerar que a esfera se move em outras direções, a existência da força tangencial do
contato impõe que mais um parâmetro seja atribuído ao sistema: o coeficiente de atrito. Com isso,
a influência desse parâmetro na resposta do modelo também precisa ser verificada.

Considerando que o coeficiente de atrito seja 𝜇 = 0,1, a resposta do sistema com uma esfera
é mostrada na Figura 5.26. Os picos de redução tendem a ocorrer nas mesmas folgas ótimas, mas
alguns pontos de baixa redução surgiram entre folgas pequenas e a folga ótima. Além disso, não
houve uma significativa alteração na quantidade de energia removida da estrutura.

Analogamente, as respostas do sistema com três e dez esferas que se movem sobre o plano
𝑋 − 𝑌 são mostradas nas Figuras 5.27 e 5.28.

A esfera ao colidir de forma excêntrica contra uma superfície circular pode adquirir trajetórias
diferentes, que dependerão da folga, da força excitadora, do coeficiente de restituição e da força
tangencial do contato (influenciada pelo coeficiente de atrito). Para exemplificar, considerando a
resposta mostrada na Figura 5.26(a) ao utilizar a força de 0,4 N, algumas trajetórias realizadas
pela esfera em diferentes folgas e as respectivas reduções de vibração alcançadas são mostradas na
Figura 5.29. Essas trajetórias estão relacionadas ao referencial inercial.



136

Raio da cavidade [mm]
3 3.05 3.1

%
 R

ed
uç

ão

0

20

40

60

80

0,4 N 0,63 N 0,9 N

(a) 𝑒 = 0,5

Raio da cavidade [mm]
3 3.05 3.1

%
 R

ed
uç

ão
0

20

40

60

80

0,4 N 0,63 N 0,9 N

(b) 𝑒 = 0,7

Raio da cavidade [mm]
3 3.05 3.1

%
 R

ed
uç

ão

0

20

40

60

80

0,4 N 0,63 N 0,9 N

(c) 𝑒 = 0,9

Figura 5.26: Redução de vibração de um sistema com uma esfera se movimentando no plano 𝑋−𝑌
em função da folga, para diferentes coeficientes de restituição e amplitudes da força excitadora.
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Figura 5.27: Redução de vibração de um sistema com três esferas se movimentando no plano 𝑋−𝑌
em função da folga, para diferentes coeficientes de restituição e amplitudes da força excitadora.
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Figura 5.28: Redução de vibração de um sistema com dez esferas se movimentando no plano 𝑋−𝑌
em função da folga, para diferentes coeficientes de restituição e amplitudes da força excitadora.
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(a)
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Figura 5.29: Trajetória realizada pela esfera em diferentes folgas.
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5.1.3 Análise do PID normalizado

Analisando os valores apresentados nas Figuras 5.16, 5.17 e 5.18 é possível verificar que
entre as curvas existem semelhanças ao variar tanto em relação às forças excitadoras quanto em
relação aos coeficientes de restituição usados. Ao analisar essas figuras, levantou-se a hipótese da
possibilidade de obter uma normalização dessas curvas. Havendo uma normalização, essas curvas
tenderiam a mostrar um comportamento padronizado e, talvez, previsível.

Mas como os resultados mostrados nas Figuras 5.16, 5.17 e 5.18 podem ser trabalhados para
produzirem uma resposta normalizada? Os gráficos apresentado nessas figuras mostram a relação
entre a porcentagem de redução obtida em função do raio da cavidade. Ao dividir os valores do eixo
𝑋 por algum valor de unidade de comprimento (mm, no caso) ambos os eixos serão adimensionais.

Do ponto de vista prático, é mais conveniente expressar a folga existente entre a esfera e
a parede da cavidade do que simplesmente utilizar seus respectivos valores de raio ou diâmetro.
Assim, a folga radial é expressa como a diferença entre os raios da cavidade e da esfera (𝑅− 𝑟).

Se pegarmos os valores de raio da cavidade mostrados nas Figuras 5.16, 5.17 e 5.18 e sub-
trairmos o valor do raio da esfera utilizada nas simulações (lembrando que a mesma esfera foi
utilizada em todos esses casos), o resultado será os valores da folga radial, expressa em milíme-
tros (mm). Assim, podemos dizer que o sistema estará normalizado se esses valores de folga radial
forem divididos por algum parâmetro de unidade de comprimento em milímetros. Por exemplo,
os resultados podem ser normalizados pela amplitude RMS de vibração do sistema sem impacto
(deslocamento, em mm). Essa é uma boa alternativa visto que a porcentagem de redução (eixo 𝑌 )
é calculada a partir da razão entre as amplitudes RMS do sistema com e sem impacto.

Sendo assim, considerando um sistema com as esferas se movimentando somente na direção
𝑌 , a variação do coeficiente de restituição e da força excitadora produzem respostas que seguem um
determinado padrão, ao normalizar a folga radial (𝑅−𝑟) pela amplitude RMS de deslocamento que
o sistema tem (ou teria) sem os impactos (rms(𝑌 𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖)), como pode ser observado na Figura 5.30.
Dessa forma, fica evidenciado que a solução numérica indica a maior redução possível quando uma
folga 𝑛 vezes maior que a amplitude RMS de deslocamento for utilizada. O aumento do número de
esferas dentro da cavidade altera o valor da proporção ideal, na qual a maior redução é alcançada.
Este fato já era previsto, visto que a normalização é realizada pelo deslocamento da cavidade sem
impacto, que é idêntica para todos os casos.
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Figura 5.30: Redução de vibração de um sistema em função da folga normalizada, para diferentes
coeficientes de restituição. Movimento da esfera apenas na direção 𝑌 sob diferentes forças excita-
doras.

Baseado nesses resultados, é esperado que exista uma faixa de valores em que é possível
obter um bom desempenho do absorvedor, independentemente da configuração e do coeficiente de
restituição, desde que o raio e a massa da esfera sejam mantidos.

Mantendo o fator de amortecimento constante 𝜁 = 0,0679, definido arbitrariamente, a
frequência natural pode ser modificada alterando a rigidez equivalente 𝑘 do sistema. Assim, o
coeficiente de amortecimento viscoso equivalente é calculado como:

𝑐 = 𝜁 ·

(︃
2𝑚1

√︂
𝑘

𝑚1

)︃
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Como a folga é parametrizada pela amplitude de deslocamento da estrutura sem impacto, a
amplitude da força excitadora precisa ser escrita em função do deslocamento da estrutura em regime
permanente (𝑌0𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖), da frequência de excitação (𝑓0, em Hz) e dos parâmetros físicos estruturais:

𝐹0𝑦 = 𝑌0𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

√︀
(𝑘 −𝑚1 · (2𝜋𝑓0)2)2 + 𝑐2 · (2𝜋𝑓0)2;

O tempo máximo de integração deve ser escolhido de forma a conter aproximadamente 80
oscilações que, para o amortecimento utilizado, é suficiente ter grande parte das oscilações em
regime permanente. Assim, o tempo máximo pode ser calculado a partir da frequência de excitação:

𝑡𝑚𝑎𝑥 =
80,2731

𝑓0

Os seguintes parâmetros são mantidos constantes para a simulação numérica: 1 esfera,
𝑒 = 0,5, 𝑚1 = 0,0333 kg, 𝑚𝑒 = 0,8815 g, 𝑟 = 3 mm e 𝜁 = 0,0679. A Tabela 5.3 apresenta
seis casos variando a rigidez (para alterar a frequência natural) e a amplitude de deslocamento em
regime permanente para o sistema sem impacto (obtido pela variação da força excitadora). Um
caso extra (identificado como caso 7) reproduz o caso 4 alterando apenas a razão de massa 𝑚1/𝑚𝑒.
A frequência de excitação em cada caso coincide com a frequência natural em todos os casos.
Lembrando que a frequência natural é a frequência obtida cuja fase entre a força e a resposta de
deslocamento vale 90 graus, sendo diferente da frequência cuja resposta apresenta o maior deslo-
camento, devido ao amortecimento presente no sistema.

Tabela 5.3: Parâmetros para as simulações do sistema normalizado.

Casos 𝑘 [N/m] 𝑌 𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖 [m] 𝑚1/𝑚𝑒 𝑒 𝜁

Caso 1 2500 3,131 · 10−5

37,7765 0,5 0,0679

Caso 2 6600 2,654 · 10−5

Caso 3 16646 1,350 · 10−5

Caso 4 64800 1,350 · 10−5

Caso 5 210000 2,654 · 10−5

Caso 6 950000 3,131 · 10−5

Caso 7 64800 1,350 · 10−5 19,8085

Os resultados obtidos pela simulação numérica dos casos apresentados na Tabela 5.3 são
mostrados na Figura 5.31(a). Considerando os casos 1 a 6, a Figura 5.31(a) mostra que a redução
da vibração em função da folga normalizada pela amplitude de deslocamento da estrutura sem im-
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pacto é independente da frequência natural do sistema. Como os casos de 1 a 6 possuem diferentes
frequências naturais, mediante à variação da rigidez da estrutura, e as respostas tendem a ser coin-
cidentes, os resultados dessas simulações evidenciam que o absorvedor não reconhece a frequência
que está sendo aplicada ao sistema.
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Figura 5.31: (a) Redução da vibração em função da folga normalizada para diferentes casos que
representam a variação da frequência natural e da força excitadora; (b) comparação dos casos 2, 4 e
6 com excitação na frequência natural e numa frequência maior que a frequência natural. Respostas
do sistema com 𝑒 = 0,5.

A Figura 5.31(b) mostra a comparação dos casos 2, 4 e 6 em duas condições distintas: exci-
tação na frequência natural de cada caso e numa frequência maior que a frequência natural. Como
pode ser observado, duas tendências distintas são mostradas na Figura 5.31(b), uma para cada
condição simulada (𝑓0 = 𝑓𝑛 e 𝑓0 > 𝑓𝑛). Em ambas, a reprodução dos casos 2, 4 e 6 tendem a
ser constantes para cada condição de frequência, indicando que não importa qual a condição da
frequência de excitação, o sistema responde da mesma maneira independentemente do valor da
frequência.

Essas simulações apresentadas indicam que o absorvedor não é sensível ao valor numérico
da frequência em si, mas sim à condição de excitação à que está submetido: ressonância ou não.
Possivelmente a explicação pode estar relacionada à combinação de deslocamentos e velocidades
impostos nessas condições.

Se as massas da estrutura e da esfera forem alteradas na mesma proporção, ou seja, se a
relação 𝑚1/𝑚𝑒 for mantida, a mesma tendência é alcançada. Alterando apenas a massa da esfera, o
pico da curva será deslocado. Isso ocorre pelo fato da massa da esfera ser um parâmetro diretamente
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relacionado com a dissipação de energia do sistema durante o contato. Para exemplificar, o caso 7
reproduz o caso 4 alterando a massa da esfera para 𝑚𝑒 = 1,6811 g, o que reduz a relação 𝑚1/𝑚𝑒

para 19,8085. A resposta do caso 7 também é mostrada na Figura 5.31(a) para comparação. O
aumento da massa da esfera implicou na redução da folga ótima para as mesmas condições de
excitação. Pelo fato da massa ser maior, a esfera terá uma velocidade menor (Figura 5.32(a)),
necessitando de uma folga menor para que os impactos ocorram de forma mais sintonizada com a
estrutura. No caso, o raio da esfera foi mantido e a massa foi aumentada em aproximadamente 1,9
vezes em relação à massa utilizada nas simulações dos casos 1 a 6, que é um aumento significativo
e fisicamente possível, substituindo uma esfera de aço por uma de tungstênio. Com essa alteração,
o resultado do caso 7 apresentou uma redução praticamente idêntica à dos casos 1 a 6, havendo
uma diminuição da folga normalizada ideal. Entretanto, ao utilizar uma folga normalizada idêntica
à folga normalizada ideal das simulações dos casos 1 a 6, a redução foi ligeiramente menor que
nesses casos. Do ponto de vista numérico, aumentando consideravelmente a massa da esfera e
mantendo o raio, o que pode ser fisicamente impossível, a tendência seria conseguir uma redução
maior em uma folga normalizada menor, como mostrado na comparação entre a resposta obtida
pela simulação dos casos 4 e 7 e a simulação com uma massa hipotética de 5 ·𝑚𝑒 da Figura 5.32(b).
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Figura 5.32: (a) Comparação das velocidades da esfera de massas diferentes em cavidades com
suas respectivas folgas ótimas. (b) Comparação da resposta em função da folga normalizada para
diferentes massas de esferas.

Analogamente, alterando o coeficiente de restituição a curva também será deslocada. A ten-
dência é que quanto maior o coeficiente de restituição, maior será a redução de vibração e maior
será a proporcionalidade entre a folga ótima e a amplitude de vibração sem impacto. A Figura
5.33(a) mostra a variação da redução e da folga normalizada causada pela variação do coeficiente
de restituição para um sistema com uma esfera se movimentando apenas na direção 𝑌 .
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Figura 5.33: Resposta do sistema com movimento na direção 𝑌 em função da folga normalizada
para diferentes coeficientes de restituição.

Se o amortecimento do sistema for alterado, a curva que representa a redução de vibração em
função da folga normalizada sofre um deslocamento tanto em relação à folga quanto em relação à
redução alcançada. De um modo geral, sistemas menos amortecidos tendem a ter maiores reduções
que sistemas mais amortecidos, ao utilizar a mesma esfera com o mesmo coeficiente de restitui-
ção. Alem disso, os picos de redução de sistemas menos amortecidos ocorrem em folgas menores,
conforme pode ser visto na Figura 5.34. Os resultados apresentados na Figura 5.34 foram gerados
para um sistema com uma esfera de aço de 6,0 mm de diâmetro, excitado por uma força senoidal
de amplitude 0,4 N e frequência 401,36 Hz, durante 1 s de simulação.
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Figura 5.34: Redução de vibração em função da folga normalizada para um sistema com uma esfera
e coeficientes de restituição 𝑒 = 0,5 e 𝑒 = 0,9 com diferentes fatores de amortecimento.
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A alteração do fator de amortecimento promove mudanças na resposta do sistema, alterando
tanto a folga ótima normalizada quanto a redução obtida, mesmo utilizando uma amplitude de
deslocamento idêntica em todos os casos. Sistemas mais amortecidos são menos eficientes e apre-
sentam uma folga ótima maior do que os menos amortecidos.

Sabendo que os impactos podem promover uma modificação da frequência natural da estru-
tura, é interessante verificar o valor da fase ao comparar os sinais de força e deslocamento a cada
período de oscilação. Dessa forma, é possível comparar a fase ao longo do tempo. A fase a cada
período de oscilação foi calculada a partir de um pequeno algorítmo no MATLAB.

Utilizando como exemplo os resultados obtidos ao simular o sistema com um fator de amorte-
cimento de 𝜁 = 0,03 e 𝑒 = 0,5, os sinais de velocidade da esfera e da fase em função do tempo, para
três folgas diferentes (uma folga muito pequena, a folga ótima e uma folga grande), são mostrados
na Figura 5.35.
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Figura 5.35: Comparação da velocidade da esfera e da fase calculada a cada período de oscilação
em diferentes folgas, 𝑒 = 0,5 e 𝜁 = 0,03.
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Figura 5.36: Comparação da velocidade da esfera e da fase calculada a cada período de oscilação
em diferentes folgas, 𝑒 = 0,9 e 𝜁 = 0,03.

Nas simulações apresentadas, uma velocidade inicial foi aplicada à esfera. Os valores de
velocidade da esfera são muito melhores para avaliar a ocorrência dos impactos do que os valores
de deslocamento, por exemplo, pois pelo fato da esfera viajar com velocidade constante, qualquer
impacto causa uma variação bem evidente no sinal. Como pode ser visto nos sinais de velocidade
apresentados na Figura 5.35, ao utilizar a folga ótima, a esfera apresentou uma regularidade de
impactos mantendo-a até o fim do tempo de simulação. Em contrapartida, ao utilizar uma folga
muito pequena, a velocidade não atinge amplitudes tão diferentes das obtidas com a folga ótima,
mas seu comportamento é mais irregular, indicando que os impactos não estão sintonizados com a
amplitude de vibração da estrutura.

Analisando a Figura 5.35(b), a fase diminuiu a 90 graus até 0,02 s enquanto a esfera perma-
neceu numa velocidade muito próxima de zero, o que caracteriza um tempo maior sem impacto.
A partir do momento que os impactos iniciaram novamente, a fase atingiu valores maiores que 90
até que a estabilização da velocidade da esfera fosse atingida. A partir de 0,06 s a esfera entra em
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sintonia com a estrutura e a fase tende novamente a 90 graus.

Ao utilizar uma folga grande, a fase tende a oscilar em torno de 90 graus, como mostrado na
Figura 5.35(c). A oscilação em torno do valor de 90 graus pode ser de pequena ou grande magni-
tude, dependo da combinação entre a folga, a velocidade da esfera e o coeficiente de restituição.
Em folgas maiores que a folga ótima a colisões não são regulares, onde períodos com menos de um
impacto por ciclo são frequentes, o que leva a fase a se aproximar de 90 graus. Durante os períodos
em que existem impactos sucessivos a fase se afasta de 90 graus. Resultados análogos podem ser
observados na Figura 5.36, para o sistema utilizando 𝑒 = 0,9 e 𝜁 = 0,03. É importante frisar que
nos resultados apresentados com o absorvedor operando com a folga ótima, a fase tende a 90 graus,
e o valor exato de 90 graus só seria alcançado se não houvesse impacto, já que o sistema opera na
frequência natural da estrutura sem impacto. Porém, os resultados obtidos pela simulação numé-
rica de um sistema menos amortecido (𝜁 = 0,01) e utilizando um alto coeficiente de restituição
𝑒 = 0,9, indicaram que os valores da fase não tenderam a 90 graus ao utilizar um raio igual ao raio
ótimo como nos demais casos, e sim a 150 graus (Figura 5.37). Por outro lado, o comportamento
oscilatório da fase em folgas maiores que a folga ótima foi observado, bem como os altos valores
da fase em folgas pequenas.

Tempo [s]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

V
el

. e
sf

 Y
 [m

/s
]

-0.5

0

0.5

F
as

e 
[g

ra
us

]

0

45

90

135

180

Figura 5.37: Comparação da velocidade da esfera e da fase calculada a cada período de oscilação
na folga ótima, 𝑒 = 0,9 e 𝜁 = 0,01.

5.1.4 PID considerando a rotação da esfera em torno do seu próprio eixo

O grau de liberdade de rotação da esfera em torno do seu próprio eixo foi adicionado à mo-
delagem matemática para verificar se o efeito do movimento angular da esfera causa mudanças
significativas na resposta do absorvedor. De acordo com o modelo matemático, haverá movimento
angular se a velocidade relativa dos corpos possuir componente na direção tangencial durante a co-
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lisão e se o coeficiente de atrito no contato for maior que zero. Se o vetor velocidade relativa estiver
totalmente na direção normal, o impacto é caracterizado como colinear, não havendo, portanto,
movimento angular. Em outras palavras, só existe o movimento angular da esfera se o impacto for
excêntrico (oblíquo) e com atrito.

Considerando uma esfera posicionada no centro de uma cavidade circular e aplicando uma
velocidade inicial na direção 𝑌 , por exemplo, o impacto será colinear. Entretanto, mantendo a
condição de velocidade, qualquer localização inicial da esfera que seja diferente do centro da ca-
vidade, acarretará num impacto oblíquo. As diferentes posições iniciais interferem diretamente na
magnitude da força de contato normal bem como na velocidade angular obtida após a colisão.

Em comparação com o caso de impacto colinear, se a velocidade inicial for na direção 𝑌 ,
quanto mais a esfera for posicionada ao longo do eixo 𝑋 em direção à parede da cavidade, menor
será a força normal desenvolvida durante o impacto. Exemplificando, uma esfera de raio 𝑟 loca-
lizada inicialmente num ponto de coordenadas (𝑥,0) dentro da cavidade circular de raio 𝑅 estará
sujeita a maiores força de contato (na direção normal) quando 𝑥 for mais próximo de 0. A esfera
estará em contato com a parede da cavidade na direção 𝑋 quando 𝑥 = 𝑅−𝑟 e quanto mais próxima
da parede maior será a velocidade angular adquirida após o contato ocorrer a partir da velocidade
aplicada em 𝑌 . Mas, esta condição é caracterizada por uma força normal menor e a velocidade
angular só é maior porque o tempo de colisão é maior.

O modelo apresenta lentidão na solução numérica da equação de movimento da esfera quando
a velocidade tangencial relativa e a velocidade angular da esfera são muito próximas de zero.
Quando a soma das velocidades de translação na direção tangencial e a velocidade tangencial de-
vido à rotação é zero, é considerado que a esfera está numa condição de rolamento sem desliza-
mento. Muitas iterações são realizadas para calcular a aceleração angular da esfera nesta condição.
Entretanto, dependendo da força imposta ao sistema, a hipótese de que a esfera não atinja esta
condição é bem razoável.

Para analisar a influência do movimento angular da esfera sobre o desempenho do absorve-
dor, alguns resultados apresentados na seção 5.1.2 foram reproduzidos considerando este grau de
liberdade. Em seguida, a variação do coeficiente de atrito permite verificar a sua influência sobre os
resultados. Verificou-se que as respostas numéricas são praticamente idênticas às respostas obtidas
na seção 5.1.2. Isso indica que a esfera se movimenta praticamente em translação, com pouca ou
nenhuma rotação. O coeficiente de atrito também influencia no movimento de translação da esfera,
uma vez que a força tangencial de contato é escrita no referencial inercial para a integração das
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equações de movimento. O momento gerado por ela, em relação ao CG da esfera, é o responsável
pelo movimento angular. Apesar da importância física do coeficiente de atrito para a fidelidade do
modelo, a sua variação apresentou muito pouca influência nos resultados.
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Figura 5.38: Comparação das respostas numéricas considerando ou não o grau de liberdade de
rotação da esfera.

Dependendo da forma como se aplica a força de atrito e como se calcula a aceleração angular
da esfera, a resposta do sistema pode ser modificada. De uma maneira geral, o módulo da aceleração
angular da esfera é calculado como:

𝜃𝑒 =
𝜇 · 𝐹𝐶𝑛

𝐼𝑒
(5.5)

Porém, na modelagem matemática apresentada neste trabalho, foi acrescentada uma condição
para monitorar a velocidade relativa no ponto de contato: se esta for nula em determinado instante
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de tempo, a aceleração angular da esfera passa a ser expressa pela condição de rolamento puro.
Assim:

𝜃𝑒 = −𝑎𝑡
𝑟

(5.6)

onde 𝑎𝑡 representa a aceleração do CG da esfera na direção tangencial.

Os resultados apresentados na Figura 5.38 contemplam ambas as considerações descritas
acima (5.5 e 5.6).

5.1.5 PID operando em diferentes frequências

Nesta seção é apresentada a resposta de um absorvedor submetido a diferentes frequências e
amplitudes de força de excitação. Pretende-se verificar se o deslocamento da estrutura em outras
frequências fora da frequência natural é suficiente para que o absorvedor funcione.

Seja um sistema com um grau de liberdade (1GDL) de massa equivalente 𝑚 = 0,0880 kg,
rigidez equivalente 𝑘 = 4,7882 ·104 N/m e coeficiente de amortecimento viscoso 𝑐 = 1,2985 Ns/m,
cuja frequência natural é 𝑓𝑛 = 117,4 Hz e o fator de amortecimento é 𝜁 = 0,01. A função de
resposta em frequência do sistema é obtida e ilustrada na Figura 5.39. Nesta seção, todas as FRF’s e
as respostas de deslocamento e velocidades mostradas estão relacionadas às respectivas amplitudes
RMS dos sinais.

Sabendo que a razão da resposta de deslocamento 𝑦(𝜔) pela amplitude da força excitadora
𝐹0(𝜔) caracteriza a FRF de receptância, 𝛼(𝜔), tem-se:

𝛼(𝜔) =
𝑦(𝜔)

𝐹0(𝜔)

Busca-se analisar numericamente se um absorvedor atuará significativamente se o sistema for
submetido à uma amplitude de deslocamento constante para toda a faixa de frequência. Para isso, é
necessária a aplicação de forças diferentes para cada frequência analisada. Assim, baseado na FRF
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Figura 5.39: FRF de receptância do sistema 1GDL descrito.

da Figura 5.39, para que o sistema tenha a mesma amplitude obtida em ressonância em todas as
frequências, a força a ser aplicada é dada por:

𝐹0(𝜔) =
𝑦(𝜔𝑛)

𝛼(𝜔)

onde 𝑦(𝜔𝑛) é o deslocamento encontrado quando 𝜔 = 𝜔𝑛 e vale para o dado sistema 6,596 ·10−4 m.

A resposta do sistema 1GDL ao ser submetido aos diferentes valores de forças para que
o deslocamento se mantenha constante, independentemente da frequência utilizada, é comparada
com a resposta do sistema com o absorvedor. Para o absorvedor foram selecionados os seguintes
parâmetros: uma esfera de aço de 6,0 mm de diâmetro com massa 𝑚𝑒 = 0,8815·10−3 kg, coeficiente
de restituição 𝑒 = 0,5 e uma cavidade circular de raio 𝑅 = 4,64 mm, que caracteriza uma folga
de 3,28 mm. Neste caso, é considerado que todos os impactos são colineares na direção 𝑌 , não
existindo a componente de força de contanto tangencial, o que é similar aos casos de colisões em
paredes planas, diferindo-se o valor da rigidez de contato aplicada ao modelo matemático. A folga
adotada é a folga ótima de um absorvedor com as condições e os parâmetros estabelecidos atuando
a partir de uma excitação harmônica de amplitude 1 N na frequência natural.

As equações de movimento foram integradas numericamente utilizando o comando ode113

do MATLAB, com tolerâncias relativa e absoluta de 1 ·10−4 e 1 ·10−6, respectivamente. O intervalo
de tempo simulado foi zero a um segundo com incremento de tempo de 1 · 10−5 s, suficiente
para garantir que o regime permanente seja atingido. Além das condições de força aplicadas, a
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esfera é submetida à uma velocidade inicial aleatória na direção 𝑌 , a mesma direção da excitação
harmônica.

A FRF obtida com a variação da força excitadora para que a amplitude de deslocamento seja
constante em todas as frequências, bem como as respostas de deslocamento para os casos sem e
com impacto são mostradas na Figura 5.40. Com exceção da frequência natural, em nenhuma outra
frequência houve uma redução de vibração tão evidente.
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Figura 5.40: FRF e resposta de deslocamento em função da frequência para uma força 𝐹0(𝜔) va-
riável para manter 𝑦(𝜔) = 𝑦(𝑓𝑛).

O absorvedor atuando em frequências mais altas não atinge níveis de redução satisfatórios,
mesmo que tenha a folga otimizada para a dada frequência. Como exemplo, considera-se uma
frequência 𝑓 = 2𝑓𝑛, atuando sobre o sistema com uma amplitude de força 𝐹0 = 118,84 N, que
garante ao sistema sem impacto um deslocamento idêntico ao deslocamento obtido por uma exci-
tação com 𝐹0 = 1 N e 𝑓𝑛. Apresentando na Figura 5.41(a) a resposta de deslocamento em função
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da folga, a maior redução obtida foi da ordem de 3%, numa folga menor que a folga utilizada nas
simulações apresentadas na Figura 5.40. O que poderia contribuir para uma redução maior seria
utilizar esferas de massa maior otimizando a folga para a excitação utilizada. Mesmo assim, a re-
dução foi muito inferior àquela conseguida quando o sistema está submetido à frequência natural,
como pode ser visto nos resultados apresentados na Figura 5.41(b). Aumentando a massa da esfera
em cinco vezes, a maior redução obtida foi na ordem de 12% (Figura 5.41(b)).

Os resultados apresentados mostram que estes absorvedores não apresentam um desempenho
satisfatório quando submetidos a frequências diferentes da frequência natural ou próxima desta. En-
tretanto, dependendo das características do sistema (estrutura − esfera(s) − excitação), em frequên-
cias abaixo da frequência natural pode haver um aumento da vibração, uma vez que o deslocamento
da FRF para a esquerda é observado.
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Figura 5.41: Redução da vibração à 2𝑓𝑛 com uma esfera de massas 𝑚𝑒 e 5𝑚𝑒.

Ainda em relação ao sistema atuando em frequências mais altas do que a frequência natural,
duas perguntas ainda precisam ser respondidas:

∘ E se o sistema possuir mais esferas?

∘ Assim como foi feita a consideração de manter o deslocamento constante, e se a velocidade
da estrutura fosse mantida constante para todas as frequências?

A resposta da primeira pergunta é mais intuitiva. Aumentando o número de esferas, a ten-
dência é reduzir mais a amplitude de vibração. Mas, mantendo todos os parâmetros aplicados ao
caso com uma esfera, é possível que o desempenho não seja melhor, pelo fato do sistema com uma
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esfera operar na folga ótima, que é diferente da folga ótima para casos com mais de uma esfera,
como mostrado na seção 5.1.2.

Para responder a segunda pergunta, analogamente ao que foi realizado para a alteração da
força excitadora manter constante o deslocamento da estrutura sem impacto, a velocidade também
pode ser mantida constante a partir da mobilidade do sistema, expressa como:

Γ(𝜔) =
�̇�(𝜔)

𝐹0(𝜔)
=

𝜔 · 𝑦(𝜔)

𝐹0(𝜔)

e a força excitadora para a faixa de frequência analisada pode ser expressa a partir da velocidade
da estrutura na ressonância:

𝐹0(𝜔) =
�̇�(𝑓𝑛)

Γ(𝜔)

onde �̇�(𝑓𝑛) é a velocidade encontrada quando 𝜔 = 𝑓𝑛 e vale para o dado sistema 0,484 m/s.

As respostas da velocidade do sistema sem e com impacto são mostradas na Figura 5.42.
Analogamente ao caso com deslocamento constante, houve somente uma redução significativa da
vibração na frequência natural do sistema.
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Figura 5.42: Resposta de velocidade em função da frequência do sistema com uma esfera para uma
força 𝐹0(𝜔) variável para manter �̇�(𝜔) = �̇�(𝑓𝑛).

Para comparar a ocorrência dos impactos em diferentes frequências e folgas, as velocidades
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da estrutura e da esfera ao longo do tempo, em regime permanente, são apresentadas em três di-
ferentes casos: excitação com 𝑓𝑛 em folga de 3,28 mm, excitação com 2𝑓𝑛 e folga de 3,28 mm e
excitação com 2𝑓𝑛 e folga de 2,20 mm. A folga de 3,28 mm é a folga ótima para o sistema sub-
metido à 𝑓𝑛 e a de 2,20 mm é a folga que apresentou a menor vibração em 2𝑓𝑛. As Figuras 5.43
e 5.44 apresentam a comparação das velocidades para o sistema sem impacto com deslocamento
constante e com velocidade constante, respectivamente.
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(a) 𝑓0 = 𝑓𝑛 e folga 3,28 mm
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(b) 𝑓0 = 2𝑓𝑛 e folga 3,28 mm
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Figura 5.43: Velocidades da estrutura e da esfera em diferentes combinações de frequência e folga.
Deslocamento constante.
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Figura 5.44: Velocidades da estrutura e da esfera em diferentes combinações de frequência e folga.
Velocidade constante.

Os resultados mostrados nas Figuras 5.43 e 5.44 indicam que em frequências mais altas os
impactos não ocorrem no momento que a estrutura apresenta a maior velocidade. Os resultados
previamente apresentados na seção 5.1.2 já mostravam que o sistema com impacto, submetido à
frequência natural do sistema sem impacto, apresenta a menor amplitude em uma folga que propicia
que as colisões ocorram no instante que a velocidade da estrutura é máxima. Provavelmente, esta
não é a única nem a principal justificativa para o desempenho do absorvedor em altas frequências.
A característica do sistema que mais se modifica ao comparar os casos de excitação à 𝑓𝑛 e 2𝑓𝑛 é
fase entre os sinais de resposta e de força excitadora. Em altas frequências, acima da frequência
natural, a fase entre o deslocamento e a força tende a 180∘, podendo ser um motivo para o baixo
desempenho.
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As mesmas condições impostas ao sistema com uma esfera foram repetidas para verificar
e comparar o efeito da adição de esferas ao sistema, mantendo constante todos os parâmetros e
condições já estabelecidos. As Figuras 5.45(a) e 5.46(a) mostram as respostas de deslocamento
e velocidade do sistema ao serem submetidos às condições de força para que o deslocamento e
a velocidade do sistema sem impacto sejam constantes, respectivamente. Assim como visto nos
casos com uma esfera, a adição de mais esferas não promoveu redução da amplitude de vibração
em frequências mais altas. O que pode ser visto nas repostas do sistema com três esferas é que
houve uma redução da vibração em uma faixa de frequência maior do que nos casos com uma
esfera.

As Figuras 5.45(b) e 5.46(b) mostram as respostas do sistema com diferentes coeficientes de
restituição, em função da folga, ao ser submetido à uma frequência de excitação de 2𝑓𝑛 ao manter
deslocamento e velocidade constantes, respectivamente. Os resultados evidenciam que a variação
desses parâmetros não modificam consideravelmente a resposta.
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Figura 5.45: (a) Resposta de deslocamento em função da frequência do sistema com três esferas
para uma força 𝐹0(𝜔) variável para manter 𝑦(𝜔) = 𝑦(𝑓𝑛). (b) Redução da vibração à 2𝑓𝑛 com três
esferas em função da folga com diferentes coeficientes de restituição.

Os resultados apresentados nesta seção mostram que mesmo mantendo o deslocamento ou
a velocidade constante para toda a faixa de frequência analisada, o absorvedor só é efetivo se o
sistema for submetido à frequência natural ou próxima dela.
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Figura 5.46: (a) Resposta de velocidade em função da frequência do sistema com três esferas para
uma força 𝐹0(𝜔) variável para manter �̇�(𝜔) = �̇�(𝑓𝑛). (b) Redução da vibração à 2𝑓𝑛 com três
esferas em função da folga com diferentes coeficientes de restituição.

5.2 PID em rotação constante

A rotação da cavidade é mais um fator que modifica o movimento da esfera dentro da cavi-
dade, causando alterações no desempenho do absorvedor. O intuito desta seção é apresentar alguns
casos em que a cavidade gira com velocidade angular constante, comparando com casos análogos
com a cavidade sem rotação.

A modelagem matemática é praticamente igual à utilizada para os sistemas sem rotação. A
diferença está no cálculo da velocidade relativa ao longo da direção tangencial no ponto de contato:
a parcela referente à velocidade tangencial da cavidade devido à rotação é não nula.

A Figura 5.47 ilustra um caso particular de um PID com uma esfera, utilizado nas simula-
ções apresentadas na presente seção. O sistema é composto pela esfera que é inserida na cavidade

circular existente na estrutura. A estrutura é o corpo representado por um sistema massa-mola-
amortecedor de massa 𝑚, rigidez 𝑘 e amortecimento viscoso 𝑐. A cavidade consiste de um furo
de raio constante presente na estrutura. Como não existe movimento relativo entre a cavidade e a
estrutura, o movimento sempre é associado a ambas. Logo, dizer que um deslocamento é aplicado
à estrutura ou à cavidade é a mesma coisa. A estrutura tem graus de liberdade de translação nas três
direções do sistema de coordenadas e permite rotação em torno de 𝑍. A esfera translada livremente
no interior da cavidade e pode rotacionar em torno do seu próprio eixo paralelo a 𝑍, somente. Os



159

-0.01

X

0

0.010.01
0

Y

-0.01

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

Z

Figura 5.47: Caso particular de um PID com uma esfera.

movimentos angulares orientados nas demais direções não são considerados.

Considere uma estrutura circular perfeitamente rígida girando com uma velocidade angular
Ω constante em torno do eixo 𝑍 (sem nenhuma força externa atuando sobre ela) e, internamente,
uma esfera translada no plano com velocidade constante até se chocar contra a parede da cavidade.
Se os impactos forem inelásticos, existe dissipação de energia cinética da esfera a cada colisão
e, após um determinado número de impactos, a esfera permanecerá em contato com a cavidade,
movendo-se juntas, não havendo velocidade relativa entre elas. Assim, a partir de um determinado
instante de tempo, a esfera realiza uma trajetória circular em relação ao centro da cavidade. Em um
caso ideal, no qual o coeficiente de restituição é igual a 1, uma trajetória circular não é observada,
pois sempre ocorrerão colisões da esfera contra a cavidade, já que não há energia cinética dissipada
na direção normal.

Nos casos em que a cavidade não é rígida, se uma força excitadora (externa) for submetida
à cavidade, cada colisão entre a esfera e a cavidade é afetada pelo movimento angular da última,
pois durante o período do contato a esfera está sujeita a uma variação na sua velocidade tangencial
causada pela velocidade tangencial da cavidade. Basicamente, a partir das respostas numéricas
observadas, divide-se aqui dois tipos de movimento da esfera dentro da cavidade: movimento com
colisões bem definidas e movimento de rolamento e deslizamento da esfera sobre a superfície da
cavidade. No primeiro caso, sucessivos impactos oblíquos podem ser facilmente visualizados nas
respostas numéricas e a esfera descreve uma trajetória aleatória. No segundo, pequenos impactos
podem ser observados, mas o rolamento e o deslizamento da esfera a faz seguir uma trajetória
predominantemente circular ou elíptica em relação à cavidade. Esses movimentos são resultantes
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da combinação dos parâmetros aplicados ao modelo matemático, principalmente das condições de
força impostas e da rotação aplicada.

O tipo de movimento observado nas respostas numéricas também é influenciado pelos valo-
res dos raios da esfera e da cavidade. Para uma mesma condição de força aplicada, sistemas que
apresentam uma maior relação entre o raio da cavidade e o raio da esfera tendem a apresentar um
movimento mais aleatório com mais impactos oblíquos. Caso contrário, o movimento de desliza-
mento e rolamento tende a acontecer mais facilmente.

A análise inicial do sistema submetido à rotação constante é feita a partir de alguns casos
apresentados na seção 5.1.2, onde o desempenho do PID amortecido foi verificado (sem rotação
da cavidade). Assim, algumas simulações são replicadas, mas adicionando a rotação desejada à
cavidade, sendo que qualquer alteração promovida à resposta é oriunda da rotação.

Inicialmente, ao utilizar uma amplitude de força excitadora de 0,63 N aplicada ao sistema
com uma esfera de 6,0 mm de aço e com coeficiente de restituição 𝑒 = 0,7, as respostas do sis-
tema ao ser submetido a diferentes valores de rotação da cavidade são apresentadas na Figura 5.48.
Utilizando um coeficiente de atrito 𝜇 = 0,2, o sistema responde de forma praticamente idêntica ao
utilizar Ω = 0 e Ω = 38,2 rpm (4 rad/s). Ou seja, a velocidade angular aplicada não foi suficiente
para promover alterações significativas da resposta para os diferentes raios de cavidade utilizados.
Ao aumentar a velocidade angular da cavidade, a resposta começa a apresentar algumas modifi-
cações em relação à resposta da cavidade sem rotação. Utilizando uma rotação Ω = 95,49 rpm
(10 rad/s), a resposta do sistema sofreu alterações consideráveis em uma faixa de raios onde as
maiores reduções de vibração foram obtidas no sistema sem rotação.

Dentro do intervalo de raios da cavidade utilizado, nos raios menores e nos maiores as res-
postas do sistema sem e com as rotações aplicadas apresentaram um desempenho equivalente, não
promovendo ao sistema uma alteração evidente. Uma explicação provável para esse fato está na
forma como a esfera se move dentro da cavidade. Considerando o caso com Ω = 0, em raios meno-
res, a resposta numérica indica que a esfera apresenta um movimento de deslizamento em relação
à cavidade, com poucos impactos. Já nos casos com raios maiores, uma quantidade maior de im-
pactos é observada, porém, os impactos ocorrem aleatoriamente no plano da cavidade. Nos raios
intermediários, onde as maiores reduções são observadas, os impactos ocorrem de uma forma mais
orientada ao longo da direção da força excitadora.

Aplicando uma rotação à cavidade, os casos que os impactos predominam ao longo da direção
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Figura 5.48: Redução de vibração obtida em função do raio da cavidade e da rotação imposta à
cavidade. Sistema com uma esfera de aço de 6,0 mm, 𝑒 = 0,7 e amplitude da força excitadora de
0,63 N.

da força excitadora tendem a ser afetados se a velocidade angular da cavidade for maior que um
determinado valor. O movimento angular da cavidade desloca a esfera tangencialmente durante o
impacto, evitando a condição de impactos consecutivos ao longo da direção da excitação, o que
diminui significativamente o desempenho do absorvedor. Nos casos dos raios mais próximos dos
extremos do intervalo selecionado, a condição de deslizamento (nos raios menores) tende a ser
mantida e os impactos aleatórios (nos raios maiores) sofrem uma alteração, mas nesses dois casos a
rotação promove nenhuma ou pouca modificação no desempenho do absorvedor. Os motivos pelos
quais a resposta sofre pouca influência da rotação estão relacionados à manutenção do movimento
da esfera, observada nos raios menores, e pelo valor alto da folga em relação à força aplicada (raios
maiores).

Para ilustrar o que foi mencionado, três raios presentes em regiões diferentes das curvas apre-
sentadas na Figura 5.48 foram escolhidos para apresentar a trajetória da esfera dentro da cavidade:
3,025, 3,077 e 3,095 mm. A Figura 5.49 mostra a trajetória realizada pela esfera no interior da
cavidade ao utilizar na simulação as rotações Ω = 0 e Ω = 10 rad/s, para cada um dos raios
mencionados. A trajetória é escrita a partir das posições em 𝑋 e 𝑌 da esfera em relação ao referen-
cial inercial. Analisando a Figura 5.49(a) fica claro que a esfera se move praticamente da mesma
maneira tanto para Ω = 0 quanto para Ω = 10 rad/s quando 𝑅 = 3,025 mm, motivo que pro-
porcionou uma porcentagem de redução de vibração parecida nesses dois casos. Já ao utilizar os
raios 𝑅 = 3,077 mm e 𝑅 = 3,095 mm, a esfera tende manter os impactos ao longo da direção
de excitação quando Ω = 0, mas são muito modificados ao submeter a cavidade a uma rotação
Ω = 10 rad/s, Figuras 5.49(b) e 5.49(c). Como os impactos deixam de estar concentrados ao longo
da direção da força excitadora, o desempenho do absorvedor diminui. A queda do desempenho é
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muito mais significativa em 𝑅 = 3,077 mm, pois esse raio da cavidade é responsável para obter a
folga ótima do sistema em questão (com Ω = 0). Quando 𝑅 = 3,095 mm, a folga torna-se muito
grande, e, apesar da completa modificação do movimento da esfera, a rotação da cavidade influen-
cia muito menos no desempenho. Rever Figura 5.48 para comparar o desempenho do absorvedor
com os raios mencionados.
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(c) R=3,095 mm

Figura 5.49: Trajetória da esfera no interior da cavidade de diferentes raios mediante rotação de 0
e 10 rad/s (95,49 rpm).

O aumento da rotação tende a estabilizar a porcentagem de redução obtida através das res-
postas numéricas, indicando que o efeito da rotação sobre as respostas é minimizado até se tornar
um parâmetro que deixa de modificar o desempenho do absorvedor. As respostas numéricas indi-
cam que conforme a rotação aumenta, a esfera tende a colidir menos e assumir um movimento de
deslizamento e rolamento sobre a parede da cavidade. Ao assumir essa condição de movimento, a
rotação passa a ser indiferente para a redução de vibração observada. Porém, ao continuar aumen-
tando a rotação, é possível que ao atingir um determinado valor, o absorvedor deixa de ser eficiente
para as condições de força impostas a ele.
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Figura 5.50: Redução de vibração obtida em função do raio da cavidade para as rotações de 95,49
(10 rad/s) e 315,12 rpm (33 rad/s). Sistema com uma esfera de aço de 6,0 mm, 𝑒 = 0,7 e amplitude
da força excitadora de 0,63 N.

A Figura 5.50 mostra a comparação da porcentagem de redução obtida nas simulações em
função do raio da cavidade para duas rotações diferentes: 95,49 rpm (10 rad/s) e 315,12 rpm
(33 rad/s). Os resultados mostram que a partir de 𝑅 = 3,05 mm, aproximadamente, o desempenho
do absorvedor não foi muito afetado pelo aumento da rotação.

Ao utilizar Ω = 33 rad/s em raios pequenos houve uma grande quantidade de pequenos im-
pactos, ao invés de um movimento de deslizamento e rolamento da esfera. Isso pode ser visto ao
analisar o sinal no domínio do tempo da aceleração da esfera na direção 𝑌 , por exemplo. Os im-
pactos não foram suficientes para melhorar o desempenho do absorvedor em raios muito pequenos.

Além dos impactos, o movimento de deslizamento e rolamento da esfera sobre a cavidade
também é uma forma de reduzir a amplitude de vibração. Isso porque a interação entre a cavidade
e a esfera modifica a fase entre a força excitadora e a resposta. Dependendo da combinação dos
parâmetros de entrada do modelo matemático, a redução de vibração observada pela ocorrência
de deslizamento e rolamento pode ser de maior ou menor magnitude em comparação com casos
somente com impactos para um mesmo valor de folga.

É importante analisar a resposta do absorvedor mediante a outras rotações diferentes das apre-
sentadas nas Figuras 5.48 e 5.50. Entretanto, apresentar as respostas em outras rotações sobrepostas
às mostradas na Figura 5.50 torna a apresentação confusa. Sendo assim, a variação da resposta do
absorvedor mediante à variação da rotação é apresentada ao utilizar apenas alguns dos raios da
cavidade presentes no intervalo selecionado. A Figura 5.51 mostra como a redução de vibração se
modifica ao submeter as cavidades de 3,077 e 3,095 mm a diferentes rotações: 0, 7, 16, 23, 30, 37,
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50 e 90 rad/s.
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Figura 5.51: Redução de vibração obtida em função da rotação da cavidade para cavidades de raio
𝑅 = 3,077 mm e 𝑅 = 3,095 mm. Sistema com uma esfera de aço de 6,0 mm, 𝑒 = 0,7 e amplitude
da força excitadora de 0,63 N.

O raio 𝑅 = 3,077 mm é o que propicia a folga ideal para o sistema simulado quando Ω = 0

e 𝑒 = 0,7. Assim como já mostrado nas Figuras 5.48 e 5.50, a aplicação da rotação é prejudicial
para este absorvedor. Os resultados apresentados na Figura 5.51 mostram que entre 7 e 50 rad/s, o
absorvedor reduziu a vibração entre 10 e 20%, aproximadamente. Porém, ao aplicar uma rotação à
cavidade de 90 rad/s, a redução de vibração alcançada foi praticamente nula. Isso é um indicativo
de que existe um limite de rotação que o sistema seja capaz de suportar para que exista alguma
redução de vibração.

Já no caso da cavidade de raio 𝑅 = 3,095 mm, a folga promovida pela diferença existente
entre os raios da cavidade e da esfera é grande em comparação com o deslocamento atingido pela
cavidade, divido à amplitude de força aplicada. Neste caso, os resultados variaram entre 4 e 20%
de redução obtida ao aplicar as rotações entre 0 e 50 rad/s, não seguindo uma tendência de queda
clara como ocorrido no caso de 𝑅 = 3,077 mm. A tendência é que qualquer rotação aplicada
dentro desse intervalo proporcionaria uma redução dentro desta faixa de 4 a 20%, sendo ela nula
ou não. Isso já não ocorre quando 𝑅 = 3,077 mm, onde rotação nula ou muito baixas promovem
uma redução muito maior do que em comparação com rotações maiores que 7 rad/s. Ao aplicar
uma rotação de 90 rad/s à cavidade de raio 𝑅 = 3,095 mm o resultado obtido pelo absorvedor foi
menor que zero, o que indica que o sistema passou a vibrar mais do que o sistema operando sem o
absorvedor.

Para demonstrar o efeito da rotação sobre as respostas numéricas em sistemas com diferentes
parâmetros de entrada, é utilizado o sistema normalizado de maneira análoga àquela apresentada
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na seção 5.1.3. Inicialmente, o fator de amortecimento do sistema é alterado para 𝜁 = 0,03 e são
avaliados os coeficientes de restituição 𝑒 = 0,2, 𝑒 = 0,5 e 𝑒 = 0,9.

No sistema normalizado pode-se escrever a amplitude da força excitadora em função dos
parâmetros físicos do sistema e também da amplitude de deslocamento desejada (𝑌0𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖). O raio da
cavidade é escrito em função da proporcionalidade em relação à amplitude RMS de deslocamento
da estrutura sem impacto. Assim, considerando que a força é aplicada ao longo da direção 𝑌 :

𝐹0𝑦 = 𝑌0𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖

√︀
(𝑘 −𝑚1 · (2𝜋𝑓0)2)2 + 𝑐2 · (2𝜋𝑓0)2 (5.7)

𝑅 = 𝜖 · 𝑟𝑚𝑠(𝑌𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖) + 𝑟 (5.8)

onde 𝜖 é a proporção, que também pode ser definida como a folga radial normalizada.

Considerando o movimento da esfera no plano da cavidade, com Ω = 0, as respostas nor-
malizadas do absorvedor ao submeter o sistema à forças harmônicas em ressonância de amplitudes
0,2774, 0,9, 3,5 e 15 N são mostradas na Figura 5.52, para três valores de coeficientes de restitui-
ção: 0,2, 0,5 e 0,9. Conforme esperado, as respostas normalizadas tendem a seguir um determinado
padrão independentemente da amplitude de força aplicada. Como já apresentado na seção 5.1.3, as
simulações numéricas indicam que o sistema normalizado tende a apresentar a mesma redução de
vibração se a proporção entre a folga radial e o deslocamento da estrutura sem o absorvedor for
mantida constante. Ou seja, é indiferente aplicar ao sistema uma força de 1 ou 10 N desde que se
aumente o raio da cavidade para que a folga seja aumentada em 10 vezes, por exemplo. Se um va-
lor de folga fosse mantido constante e a força aumentada, haveria diferença na redução de vibração
entre as respostas obtidas com cada força.

Ao submeter a cavidade a uma rotação constante, a resposta do absorvedor sofre variações
que dependem não só da rotação aplicada, mas também da amplitude de força na qual o sistema
é submetido. A Figura 5.53 mostra a variação da resposta do absorvedor em função da rotação
aplicada à cavidade, considerando um sistema normalizado com 𝑅 = 2,472 · 𝑟𝑚𝑠(𝑌𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖) + 𝑟. Ao
utilizar três amplitudes de força diferentes, as simulações apresentam respostas diferentes se Ω > 0.

Os resultados dispostos na Figura 5.53 abrangem as amplitudes de força de 0,2774, 0,6646
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Figura 5.52: Redução de vibração em função da folga normalizada para coeficientes de restituição
0,2, 0,5 e 0,9. Sistema com uma esfera de aço de 6,0 mm.

e 0,9060 N aplicadas ao sistema, promovendo um deslocamento em regime permanente de
2,18· 10−5, 5,23· 10−5 e 7,13· 10−5 m à estrutura sem absorvedor. Com a cavidade sem movimento
angular (Ω = 0), as três respostas são iguais, como esperado. Ao atribuir rotação para a cavidade, os
resultados devem ser analisados de duas maneiras. Primeiro, a tendência da queda do desempenho
do absorvedor seguido de uma estabilização é observada nas três condições simuladas. Segundo, as
diferenças entre as respostas em cada rotação aplicada são, a princípio, inesperadas, uma vez que
o sistema é normalizado. Porém, sabendo que a rotação modifica a trajetória da esfera a cada coli-
são, entende-se que a combinação de rotação da cavidade e amplitudes de forças diferentes podem
resultar em movimentos bem distintos da esfera dentro da cavidade, o que reflete no desempenho
do absorvedor.
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Figura 5.53: Redução de vibração obtida para diferentes valores de rotação e de amplitudes de força
aplicada. Sistema normalizado com uma esfera de aço de 6,0 mm, 𝑒 = 0,5 e 𝜖 = 2,472.

As simulações indicam que mesmo para o sistema normalizado o desempenho do absorvedor
está relacionado à amplitude de deslocamento da estrutura (ou à amplitude da força aplicada) e
à rotação. A tendência observada nos resultados da Figura 5.53 indica que ao aumentar a força
excitadora o absorvedor tende a apresentar o desempenho mais próximo do desempenho obtido
para Ω = 0, em comparação com os resultados obtidos ao aplicar uma força menor. Ou seja, se a
força aplicada for suficientemente alta, o absorvedor atuando em uma cavidade com rotação pode
responder da mesma maneira que se estivesse atuando em uma cavidade sem rotação. Entende-se
que a força suficientemente alta é uma determinada força a partir da qual a esfera passe a colidir
contra a estrutura girante.

Para ilustrar este resultado observado através das simulações numéricas, a Figura 5.54 mostra
a comparação das reduções de vibração obtidas a partir de excitações de diferentes amplitudes,
numa cavidade com velocidade angular constante de Ω = 50 rad/s. A linha pontilhada representa
a curva da redução de vibração em função da folga normalizada do sistema com Ω = 0. Os pontos
apresentados representam a redução obtida na simulação numérica sob diferentes amplitudes de
força aplicadas ao sistema, com Ω = 50 rad/s.

Os resultados apresentados na Figura 5.54 indicam que ao aplicar uma força harmônica com
amplitudes maiores, as reduções de vibração se aproximam das reduções obtidas com a cavidade
sem rotação. As amplitudes de força testadas contemplam os valores de 0,2774, 0,9, 3,5 e 15 N.
Pelos resultados apresentados, a utilização de uma amplitude de 3,5 N faz o sistema responder
de uma maneira análoga utilizando Ω = 0 ou Ω = 50 rad/s, para os coeficientes de restituição
𝑒 = 0,2 e 𝑒 = 0,5. Se outra amplitude maior que 3,5 N fosse aplicada, a resposta tenderia ao
mesmo ponto obtido ao aplicar a amplitude de 3,5 N (não apresentada para não comprometer a
clareza do gráfico). Ao utilizar 𝑒 = 0,9, uma força de amplitude 15 N ainda é insuficiente para
atingir a redução estabelecida pela linha tracejada (Figura 5.54(c)) .
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Figura 5.54: Redução de vibração em função da folga normalizada para diferentes amplitudes de
força excitadora com Ω = 50 rad/s. Sistema normalizado com uma esfera de aço de 6,0 mm.

A Figura 5.55 mostra que dependendo do coeficiente de restituição, uma força maior ou me-
nor precisa ser aplicada ao sistema para que ele alcance a mesma redução observada no sistema
sem rotação. Para uma determinada rotação da cavidade, sistemas com coeficientes de restituição
mais baixos precisam de uma força menor para obter a resposta do sistema sem rotação. Ao aplicar
a força de 3,5 N ao sistema, o desempenho do absorvedor com 𝑒 = 0,2 se manteve praticamente
inalterado para todas as rotações simuladas até Ω = 50 rad/s Ao aplicar uma rotação de 90 rad/s,
uma pequena queda no desempenho pode ser observada. Nesse caso, a força precisaria ser aumen-
tada para que a resposta a Ω = 90 rad/s tendesse novamente a 42%. No caso do absorvedor com
𝑒 = 0,5, uma pequena queda nos valores de redução de vibração começa a ser observada a partir
de Ω = 37 rad/s, mas somente em Ω = 90 rad/s se torna mais evidente, indicando que a rotação
de Ω = 90 rad/s começa a promover mudanças no movimento da esfera de forma a reduzir o de-
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sempenho do absorvedor. Já ao utilizar um absorvedor com 𝑒 = 0,9, as modificações na resposta
já são observadas a Ω = 16 rad/s, indicando que seria necessário uma força muito maior para que
o sistema respondesse da mesma maneira que em Ω = 0, ou seja, uma força maior seria necessária
para tornar o sistema invariável com a rotação dentro do intervalo de rotação analisado.
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Figura 5.55: Redução de vibração em função da rotação da cavidade obtida ao utilizar a folga
ótima para cada coeficiente de restituição. Sistema normalizado submetido a força harmônica (em
ressonância) de amplitude 3,5 N.

Sabe-se que a rotação modifica a trajetória da esfera no interior da cavidade quando ocorre o
impacto. Isso só é possível devido à força tangencial desenvolvida durante a colisão, cujo módulo
é calculado como o produto entre a força normal e o coeficiente de atrito. Neste trabalho, é con-
siderado o modelo simples de atrito de Coulomb, cujo coeficiente de atrito é mantido constante e
invariável com a velocidade relativa no ponto de contato. Assim, a utilização de diferentes valores
de coeficiente de atrito pode modificar a resposta do absorvedor ao submeter a cavidade a diferentes
rotações.

A Figura 5.56 apresenta os resultados obtidos ao submeter o sistema normalizado a um co-
eficiente de restituição 𝑒 = 0,5 e uma força de amplitude 3,5 N, aplicando ao modelo matemático
diferentes rotações e coeficientes de atrito. Os resultados para 𝜇 = 0,2 são os mesmos apresenta-
dos na Figura 5.55, sendo utilizados como uma referência. Os resultados obtidos com 𝜇 = 0,02

indicam que, nas rotações testadas, a redução de vibração não sofre variação ao aumentar a ro-
tação da cavidade. Diferentemente do que ocorre quando 𝜇 = 0,2, as respostas para 𝜇 = 0,02

não indicam uma tendência de queda do desempenho ao utilizar rotações mais altas, e sim man-
têm uma redução constante e menor do que a obtida quando Ω = 0. Isso pode ser explicado pela
trajetória da esfera no interior da cavidade, que é praticamente idêntica em todas as rotações. A
trajetória da esfera quando Ω = 0 é praticamente idêntica para 𝜇 = 0,02 e 𝜇 = 0,2, pois a alta
força aplicada ao sistema impõe este movimento. As trajetórias realizadas pela esfera ao submeter
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a cavidade a diferentes rotações são apresentadas na Figura 5.57(a), evidenciando um movimento
com menos impactos quando Ω > 0, predominando um movimento sobre a cavidade (deslizamento
e rolamento). A Figura 5.57(b) mostra que a esfera colide continuamente sobre a cavidade, mesmo
quando Ω > 0. Esse resultado numérico só é possível se a força excitadora for alta o suficiente para
manter essas colisões durante todo o tempo. Por esta razão, a redução de vibração sofreu pouca ou
nenhuma variação ao aumentar a velocidade angular da cavidade (Figura 5.56).
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Figura 5.56: Redução de vibração em função da rotação da cavidade obtida ao utilizar a folga
ótima para diferentes coeficiente de atrito. Sistema normalizado submetido a força harmônica (em
ressonância) de amplitude 3,5 N.
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Figura 5.57: Trajetória realizada pela esfera no interior da cavidade ao aplicar diferentes rotações
e coeficientes de atrito 𝜇. Sistema normalizado com uma esfera de aço de 6,0 mm, 𝑒 = 0,5 e
𝐹0𝑦 = 3,5 N.

Alterando outros parâmetros do sistema, como o coeficiente de restituição ou o amorteci-
mento do sistema, por exemplo, o comportamento geral do absorvedor mediante a aplicação de
diferentes amplitudes de força e rotação é mantido: de uma maneira geral, ao aumentar a rotação,
o desempenho do absorvedor tende a diminuir se a amplitude da força excitadora não for suficiente
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para continuar a promover os impactos efetivos necessários. Entretanto, os valores das reduções de
vibração obtidas em função da rotação da cavidade mudam conforme a seleção dos parâmetros do
sistema. Para demonstrar que os resultados numéricos do absorvedor se comportam conforme men-
cionado, aumentando o fator de amortecimento do sistema para 𝜁 = 0,0673 e utilizando 𝜇 = 0,1

e uma folga normalizada de 3,643 (que representa a folga ótima para o sistema com 𝑒 = 0,5 e
𝜁 = 0,0673), a redução de vibração em função da rotação da cavidade é apresentada na Figura
5.58, para as amplitude de força de 5 e 26 N.
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Figura 5.58: Redução da vibração de uma cavidade em rotação constante com diferentes amplitudes
de força excitadora.

Ao analisar os resultados apresentados na Figura 5.58, novamente as simulações indicam
que: se a força atuante no sistema tem baixa magnitude, o absorvedor pode ser pouco eficiente ao
aumentar a rotação da cavidade; se a força excitadora for alta o suficiente, o absorvedor pode ser
pouco sensível à variação da rotação. Obviamente, essa análise deve ser feita sempre em relação
a uma faixa de interesse, pois por maior que seja a força sempre haverá a tendência de queda do
desempenho do absorvedor ao aumentar mais a rotação.

No caso dos resultados apresentados na Figura 5.58, a redução obtida quando 𝐹0 = 5 N foi
muito afetada ao atribuir uma rotação igual e superior a 80 rad/s. O motivo foi uma distribuição
dos contatos ao longo de diversas direções sobre o plano de movimento da esfera, causada pela
magnitude da força tangencial de contato e pela rotação. Ao aumentar para 𝐹0 = 26 N a faixa
de velocidade angular utilizada não é suficiente para distribuir as colisões da esfera sobre muitas
direções, mantendo as colisões principalmente na mesma direção da força excitadora, o que é o
mais apropriado para um bom desempenho do absorvedor. As trajetórias realizadas pela esfera ao
variar a rotação da cavidade e a amplitude da força excitadora são mostradas na Figura 5.59.

Os coeficientes de restituição e de atrito são parâmetros fundamentais e que podem modificar
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(a) Trajetória da esfera: 𝐹0 = 5 N (b) Trajetória da esfera: 𝐹0 = 26 N

Figura 5.59: Trajetória da esfera no interior da cavidade em rotação mediante aplicação de dife-
rentes amplitudes de força excitadora. Sistema normalizado com 𝜖 = 3,643, 𝑒 = 0,5, 𝜇 = 0,1 e
𝜁 = 0,0673.

completamente a resposta numérica do sistema. Além de toda a modificação causada na resposta
da estrutura pelos impactos, os diferentes coeficientes de restituição modificam bastante a trajetória
da esfera dentro de uma cavidade em rotação. Considerando que o sistema seja excitado por uma
força de amplitude constante, simulações realizadas com altos coeficientes de restituição tendem
a ter mais impactos e menor será a tendência da esfera se movimentar junto com a cavidade, para
um mesmo coeficiente de atrito. Em relação ao coeficiente de atrito, seu efeito sobre as simulações
em cavidades sem rotação é praticamente nulo, como já apresentado. Entretanto, ao considerar o
movimento angular da cavidade, é um parâmetro que pode modificar a trajetória da esfera, alterando
a resposta numérica obtida, pois é um parâmetro diretamente relacionado com a força tangencial
desenvolvida no ponto de contato.

De acordo com os resultados numéricos apresentados até aqui, para um sistema submetido
a uma única força harmônica em ressonância, a rotação da cavidade tende a ser prejudicial para o
desempenho do absorvedor, em maior ou menor grau dependendo da amplitude da força excitadora.

Os resultados apresentados nesta seção, até o momento, são baseados em simulações consi-
derando uma excitação harmônica unidirecional com uma frequência (frequência natural). A menos
que a aplicação real de sistemas com os absorvedores seja muito bem controlada, a força excitadora
real pode não ser da mesma natureza da força aplicada nas simulações da presente seção.

Sistemas reais podem estar sujeitos à excitações em várias direções e que combinam diversas
amplitudes e frequências, sejam elas harmônicas ou não, o que contribui para uma modificação
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nas ocorrências dos impactos. Para exemplificar esta situação, um sistema composto de uma esfera
de raio 𝑟 = 3 mm e massa 𝑚𝑒 = 0,8815 g que se move dentro de uma cavidade circular de raio
𝑅 = 3,077 mm, massa 𝑚 = 0,0333 kg, rigidez equivalente 𝑘 = 2,117 · 105 N/m e coeficiente de
amortecimento viscoso 𝑐 = 11,4 Ns/m. Os coeficientes de atrito e de restituição estabelecidos para
a simulação numérica são 𝜇 = 0,1 e 𝑒 = 0,5, respectivamente. Mantendo uma velocidade angular
da cavidade constante de 100 rad/s, duas situações distintas são analisadas, baseadas na aplicação
das forças excitadoras nas direções 𝑋 (𝐹𝑥) e 𝑌 (𝐹𝑦):

∘ Situação 1: 𝐹𝑥 = 0 e 𝐹𝑦 = 0,63 · 𝑠𝑒𝑛(2𝜋401,3656𝑡)

∘ Situação 2: 𝐹𝑥 = 10 ·𝑠𝑒𝑛(2𝜋2100𝑡+ 𝜋
2
) e 𝐹𝑦 = 0,63 ·𝑠𝑒𝑛(2𝜋401,3656𝑡)+20 ·𝑠𝑒𝑛(2𝜋2500𝑡)

Alguns resultados da simulação numérica para as duas situações mencionadas são mostrados
na Figura 5.60. A trajetória da esfera é obtida plotando as posições da esfera nas direções 𝑋 (𝑋𝑒)
e 𝑌 (𝑌𝑒) simultaneamente. Comparando as trajetórias das Figuras 5.60(a) e 5.60(b) é possível no-
tar que na situação 1 a esfera colidiu poucas vezes contra a cavidade e prescreveu uma trajetória
praticamente circular, indicando que estava se movimentando junto com a cavidade. Para uma me-
lhor ilustração, a força normal de contato ao longo do tempo dessa situação é mostrada na Figura
5.60(c), onde os pulsos indicam os impactos e flutuação dos valores em torno de um valor não
nulo indica um que a esfera permanece em contato com a cavidade. Nos resultados da situação 2,
é possível notar que a trajetória (Figura 5.60(b)) indica a presença de mais impactos, o que é evi-
denciado pela força normal de contato (Figura 5.60(d)). Assim, fica demonstrado que a presença de
forças harmônicas de alta frequência contribuem para que os impactos ocorram. Excitações dessa
natureza podem ser facilmente encontradas em aplicações reais.

A utilização de componentes de alta frequência na excitação do sistema pode modificar com-
pletamente sua resposta numérica, mesmo que essas frequências não promovam um aumento no
deslocamento realizado pala estrutura. A Figura 5.61 mostra o espectro do sinal de deslocamento
da estrutura na direção 𝑌 ao aplicar a força excitadora descrita na situação 2. O deslocamento re-
ferente à componente de alta frequência (2500 Hz) possui uma amplitude bem menor do que a da
componente de 401,36 Hz. Isso demonstra que mesmo deslocamentos pequenos em alta frequên-
cia são capazes de promover alterações nas respostas do sistema, pois modificam o movimento da
esfera na cavidade, como ilustrado na Figura 5.62.

A aplicação de uma força harmônica como descrita pela situação 1 em um sistema com
Ω = 0, proporciona um movimento praticamente unidirecional à esfera, o que se aproxima de
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(a) Trajetória da esfera: Situação 1
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(b) Trajetória da esfera: Situação 2
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(c) Força normal de contato: Situação 1
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(d) Força normal de contato: Situação 2

Figura 5.60: Exemplos de trajetórias da esfera e força de contato desenvolvidas a partir duas con-
dições de força diferentes.

uma condição ideal de impactos colineares. Ao aplicar uma força como descrita na situação 2, as
componentes de alta frequência impedem que a esfera adquira um movimento preferencial, como
uma tendência de movimento unidirecional, por exemplo. O fato dos impactos se distribuírem em
diversas direções, ao invés de se concentrarem ao longo da direção da aplicação da força excitadora,
faz com que a sua eficiência seja minimizada.

Evidentemente, mudanças nas amplitudes das componentes de alta frequência, bem como
mudanças na própria frequência, alteram o comportamento do sistema. Considerando somente a
componente de alta frequência, se forem aplicadas frequências maiores, mantendo constante a am-
plitude do sinal, a resposta do sistema tenderá à resposta do sistema excitado com a força de uma
única frequência. Ou seja, tenderia à reposta obtida ao aplicar a situação 1. Isso ocorre porque con-
forme a frequência aumenta, ao manter a amplitude da força constante, a amplitude da aceleração
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Figura 5.61: Espectro de deslocamento do sistema sem e com impacto. Sistema com uma esfera de
aço de 6,0 mm, 𝑒 = 0,7, 𝑅 = 3,077 mm e Ω = 0. Força aplicada: situação 2.
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Figura 5.62: Trajetória realizada pela esfera no interior da cavidade ao aplicar as forças excitadoras
descritas como situação 1 e 2. Sistema com uma esfera de aço de 6,0 mm, 𝑒 = 0,7, 𝑅 = 3,077 mm
e Ω = 0.

nessa frequência diminui, influenciando menos no movimento da esfera, fazendo esse movimento
ser praticamente igual ao movimento observado na situação 1.

As respostas estimadas para o sistema submetido à condição de força descrita como Situação
2 indicam que, diferentemente dos casos de excitação com apenas uma frequência, um valor espe-
cífico de folga normalizada que proporciona a máxima eficiência ao absorvedor não é obtido. Além
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disso, nos casos com 𝑒 = 0,7 e 𝑒 = 0,9, por exemplo, a curva apresenta uma faixa muito ampla
da folga normalizada onde a redução de vibração varia muito pouco. Por exemplo: entre uma folga
normalizada de 3 a 6 para 𝑒 = 0,7 e entre 3 e 7 para 𝑒 = 0,9. Com exceção dos resultados para
𝑒 = 0,2, as simulações indicam que a eficiência do absorvedor pode ser reduzida significativamente
ao comparar com os resultados obtidos com a excitação em apenas uma frequência (Situação 1),
como é mostrado na Figura 5.63. De acordo com as simulações realizadas, ao aumentar o coefici-
ente de restituição, maiores diferenças são observadas entre as respostas a partir das duas situações
de força aplicadas. Isso demonstra que apenas a adição de uma componente de alta frequência na
força excitadora, pode modificar completamente a respostas numérica do modelo matemático.
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Figura 5.63: Comparação das respostas do sistema normalizado ao ser submetido às situações de
força 1 e 2, com Ω = 0.

Aplicando uma rotação constante Ω à cavidade do sistema submetido à força da situação 2,
a resposta simulada da redução de vibração em função da folga normalizada pode ser influenciada
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Figura 5.64: Redução de vibração em fnção da folga normalizada para o sistema excitado a força
da situação 2. Sistema com uma esfera de aço de 6,0 mm, 𝑒 = 0,7, 𝜇 = 0,1 mm e Ω = 40.

positivamente, ou seja, melhorando o desempenho do absorvedor, como mostrado na Figura 5.64.
Porém, ao aumentar mais a rotação, mantendo a força excitadora, o desempenho do absorvedor
tende a diminuir.

A análise da trajetória da esfera e dos sinais de aceleração da esfera auxiliam no entendimento
dos resultados apresentados na Figura 5.64. Considerando uma folga normalizada 𝜖 = 5, quando
Ω = 0, os impactos da esfera contra a estrutura se distribuem ao longo de várias direções. Quando
Ω = 40, os impactos também ocorrem em várias direções, mas a esfera passa a prescrever também
um movimento angular em relação ao centro da cavidade, fato que contribuiu para um aumento no
número de impactos, como pode ser visto pela resposta de aceleração da esfera na Figura 5.65.
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Figura 5.65: Trajetória (a) e aceleração em 𝑌 (b) da esfera para uma folga normalizada 𝜖 = 4,969
ao utilizar Ω = 0 e Ω = 40 rad/s, com o sistema excitado pela força da situação 2.

Baseado nos resultados apresentados na Figura 5.63, a Figura 5.66 mostra a variação da redu-
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ção de vibração em função da rotação da cavidade, em um sistema submetido à excitação descrita
na situação 2, para diferentes valores de coeficiente de restituição. A simulação dos casos apre-
sentados na Figura 5.66 consideram uma folga normalizada constante para cada coeficiente de
restituição analisado: 2,387, 3,605, 4,969 e 7,209, respectivamente para os coeficientes de restitui-
ção 0,2, 0,5, 0,7 e 0,9. Como a amplitude da força excitadora principal é 𝐹0𝑦 = 0,63 N, os raios
da cavidade que proporcionam as folgas normalizadas mencionadas são 3,0370, 3,0559, 3,0770 e
3,1117 mm, respectivamente.

No caso da força descrita na situação 2, existem duas componentes de frequência que com-
põem o sinal da força. Na direção principal de excitação, 𝑌 , a frequência de 401,3656 Hz é dita
como a frequência principal e a de 2500 Hz é a secundária. No caso da direção 𝑋 há somente a
frequência secundária de 2100 Hz. Essa divisão é importante para poder trabalhar corretamente
com os dados da folga normalizada. Especificamente na situação 2, as amplitudes adotadas nes-
sas frequências secundárias praticamente não causam alteração na resposta de deslocamento que
possa comprometer o cálculo do seu valor RMS. Porém, dependendo dos valores das amplitudes e
frequências secundárias, o sinal das respostas pode ser completemente alterado. Por esta razão, em
excitação com várias frequências, a folga normalizada deve ser calculada baseada na amplitude de
deslocamento na frequência principal da excitação 𝑓0. Assim:

𝜖 =
𝑅− 𝑟

𝑟𝑚𝑠(𝑌𝑐𝑎𝑣𝑠𝑖(𝑓0))
(5.9)

Os resultados apresentados na Figura 5.66 demonstram que, em alguns casos, a rotação pode
ser favorável para o desempenho do absorvedor. É possível estabelecer um comportamento gené-
rico que indica que o desempenho do absorvedor pode aumentar conforme a rotação aumenta, até
que se atinja uma determinada rotação, a partir da qual a redução de vibração começa a diminuir.
De acordo com os resultados das simulações apresentadas, em algumas rotações é possível que o
absorvedor perca seu efeito, fazendo inclusive a estrutura vibrar mais do que vibraria sem esfera.

A melhora do desempenho do absorvedor ao utilizar uma rotação não nula aplicando a força
descrita na situação 2 é um resultado diferente daquele apresentado quando o sistema está subme-
tido à força da situação 1, onde o desempenho tende a diminuir com o aumento da rotação (como
mostrado na Figura 5.53, por exemplo). Ao utilizar a situação 1, em nenhuma simulação realizada
houve uma melhora no desempenho do absorvedor ao aplicar uma rotação à cavidade.

As porcentagens de redução obtidas bem como os valores da rotação relacionados à variação
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(a) 𝑒 = 0,2, 𝑅 = 3,0370 mm
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(b) 𝑒 = 0,5, 𝑅 = 3,0559 mm
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(c) 𝑒 = 0,7, 𝑅 = 3,0770 mm
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(d) 𝑒 = 0,9, 𝑅 = 3,1117 mm

Figura 5.66: Redução de vibração em função da rotação da cavidade para o sistema excitado com
a força descrita na situação 2.

do desempenho do absorvedor são dependentes tanto das amplitudes quanto das frequências utili-
zadas no sinal da força excitadora. Não é objetivo deste trabalho verificar como a resposta varia sob
diferentes combinações de amplitudes e frequências da força excitadora, mas sim apresentar que
excitações deste tipo interferem e modificam a resposta numérica obtida pelo modelo matemático.

5.3 Simulação do modelo de viga com diversas esferas

Nesta seção é estudado o uso das esferas para reduzir as vibrações aplicadas à uma viga
modelada em elementos finitos. A estrutura em questão é modelada como uma viga de seção cir-
cular, com um furo não passante ao longo de seu comprimento (direção axial). O furo caracteriza a
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cavidade onde são acrescentadas as esferas.

Na aplicação de esferas para reduzir as vibrações em uma viga engastada, com a configuração
de esferas adotada (esferas de diâmetro próximo ao diâmetro do furo enfileiradas), aquelas mais
próximas ao engaste tendem a colidir menos contra a estrutura do que aquelas mais próximas à
extremidade. Assim, dependendo da amplitude da força excitadora aplicada ao sistema, a adição
de um número maior de esferas pode não ser mais eficiente como inicialmente seria esperado.
Isso significa que a redução da amplitude tende a ser estabilizada com um determinado número de
esferas, fazendo que a adição de novas não altere a resposta do sistema, desde que a força excitadora
seja alta o suficiente para manter as esferas colidindo constantemente contra a estrutura. A Figura
5.67 mostra a amplitude RMS de aceleração e a porcentagem de redução obtida com diferentes
números de esferas de aço de 6 mm.
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Figura 5.67: RMS da aceleração (a) e porcentagem da redução da aceleração em função do número
de esferas (b).

De maneira geral, a adição de esferas à estrutura aumenta a redução da vibração, porém
isso não é uma regra. Dependendo da força aplicada à estrutura, dos parâmetros de contato e do
tipo de esfera, a redução da amplitude pode ser mantida ou até diminuída ao adicionar esferas.
Não significa que a estrutura passará a vibrar mais do que na condição sem esfera, mas é possível
que apenas uma única esfera seja mais eficiente, por exemplo. Considerando um caso no qual o
sistema com apenas uma esfera esteja atuando com folga ótima, o impacto de mais de uma esfera
sobre a estrutura pode desequilibrar a condição ótima (ou próxima da condição ótima) deixando a
configuração um pouco menos eficiente, como ilustrado na Figura 5.68. Este fato ocorre porque a
adição de esferas altera a folga ótima do absorvedor, como já mostrado na análise do modelo PID,
podendo ser mais ou menos significativo dependendo da razão de massa utilizada, do coeficiente
de restituição e da força aplicada ao sistema. Para que o sistema mostrado na Figura 5.68(b) tenha
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sua eficiência aumentada, seria necessário aumentar a força excitadora para que as esferas colidam
nas extremidades opostas da cavidade circular, como no sistema da Figura 5.68(a).
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Figura 5.68: Comparação da posição da esfera em sistemas amortecidos com 1 esfera e com duas
esferas.

Aplicando uma força excitadora 𝐹0 = 0,48 na viga engastada, utilizando coeficiente de res-
tituição 𝑒 = 0,8 e coeficiente de atrito 𝜇 = 0,1, as repostas da viga ao ser amortecida utilizando
de 1 a 5 esferas de aço de 6,0 mm são mostradas na Figura 5.69. Neste caso, ao adicionar a se-
gunda esfera pode-se observar uma melhora no desempenho, mas adicionando a terceira, a quarta
e a quinta, o desempenho das colisões é reduzido e a estrutura passa a vibrar novamente próximo
do caso com uma esfera.

Baseado nos resultados das simulações apresentadas, dois pontos importantes precisam ser
pontuados:

∘ A adição de esferas agregará amortecimento à estrutura se a folga estiver em um intervalo
menor que a folga ótima para o mesmo sistema operando com apenas uma esfera;

∘ Se o sistema com uma esfera estiver operando acima da folga ótima, a adição de mais esferas
reduz o valor real da folga ótima fazendo com que o sistema opere numa folga ainda maior.
Neste caso, não haverá a redução de vibração esperada.

Assim como observado nos modelos mais simples, o absorvedor aplicado na viga modelada
por elementos finitos apresenta o mesmo comportamento ao ser submetido à variações do coefi-
ciente de restituição, folga, força excitadora, razão de massa e fator de amortecimento. Como a
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Figura 5.69: Amplitude de vibração da viga submetida a impactos de 1 a 5 esferas de aço de 6,0 mm.
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resposta é normalizada pela amplitude de deslocamento da estrutura sem impacto, esta resposta
é independente da frequência natural e é válida se as comparações forem realizadas na mesma
frequência de excitação. A Figura 5.70 mostra como a curva de redução de vibração em função
da folga normalizada deslocaria se aumentasse cada um dos parâmetros indicados, razão de massa
𝜂, coeficiente de restituição 𝑒 ou o fator de amortecimento 𝜁 . A diminuição de qualquer um dos
parâmetros implicaria num deslocamento no sentido oposto ao indicado. Dos três parâmetros mos-
trados, o coeficiente de restitição 𝑒 é o que apresenta uma não-linearidade muito mais evidente, de
forma que os altos valores de coeficiente de restituição promovem uma alteração mais significativa
da resposta numérica. Os demais têm crescimento ou decrescimento que tendem a ser linear na
maioria dos casos que foram analisados. A inclinação das setas que representam o fator de amor-
tecimento da estrutura 𝜁 e a razão de massa do sistema 𝜂 são diferentes e indicam que pequenas
variações no amortecimento provocam maior alteração da resposta do que pequenas alterações de
razão de massa.
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Figura 5.70: Exemplificação de como a curva desloca ao aumentar o fator de amortecimento, o
coeficiente de restituição ou a razão de massa.

5.4 Resultados medidos na bancada experimental #1

Esta seção apresenta alguns resultados experimentais medidos na bancada experimental #1,
cuja montagem visa emular uma operação de torneamento. A utilização dos absorvedores por im-
pacto vêm se mostrando eficiente através dos testes reais, durante o processo de corte. Para que seja
possível dominar a utilização desses absorvedores, uma verificação do desempenho relacionando
um modelo matemático e ensaios controlados em laboratório é necessária.

O desempenho do absorvedor foi avaliado utilizando quatro tipos diferentes de esferas,
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diferenciando-se pelo diâmetro e pelo material. A Tabela 5.4 contem as informações relaciona-
das às esferas utilizadas nos experimentos. Os valores de massa mostrados na Tabela 5.4 se referem
à massa de uma esfera e foram medidos com o auxílio de uma balança de precisão.

Tabela 5.4: Esferas utilizadas nos experimentos

Diâmetro (mm) Material Massa real (g)

5,5 Aço-cromo 0,6793
5,953 Aço-cromo 0,8594
6,0 Aço-cromo 0,8815
6,0 Tungstênio 1,6811

Na sequência são apresentados os resultados experimentais da viga engastada na horizontal,
ao ser excitada separadamente nas direções 𝑋 e 𝑌 , engastada na vertical e posicionada na vertical
sendo submetida a rotação constante.

5.4.1 Resultados experimentais da viga engastada na posição horizontal

As forças aplicadas nos experimentos foi gerada a partir de uma tensão e uma frequência
previamente selecionadas, usando um shaker eletromagnético. Para utilizar as três amplitudes de
força diferentes nos experimentos, alterava-se o valor da tensão no gerador de função, cujas três
amplitudes se referem à utilização das tensões de 1,5, 2,5 e 3,5 V. O sinal gerado foi amplificado
para ser utilizado no shaker e o ganho no amplificador foi mantido constante para todos os casos.

Analisando os resultados experimentais, ao utilizar a força nas direções 𝑋 e 𝑌 é possível
observar que a força medida aumentou conforme as esferas foram sendo adicionadas. Uma vez
que a seleção dos parâmetros para a geração do sinal da força aplicada à estrutura não foi alterada
durante os ensaios, a alteração da força medida é resultado da interação dinâmica da esfera contra a
estrutura. O shaker aplica a força a partir da seleção dos parâmetros que modificam a corrente elé-
trica responsável pela geração e variação do campo magnético na bobina, que produz o movimento
imposto ao objeto de estudo. Alguma modificação na dinâmica da estrutura acaba afetando a força
aplicada porque os parâmetros ajustados mantém a corrente elétrica constante, e não a força.

Apesar do cuidado tomado ao selecionar a faixa de força utilizada nos experimentos, ainda
foi possível observar uma pequena variação na proporcionalidade da resposta ao variar a força
excitadora. Isso significa que se a força fosse dobrada a resposta não obedeceria a mesma propor-
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ção. Baseado nos resultados experimentais dos casos sem esferas apresentados, verificou-se que ao
aumentar a força o sistema respondeu de forma mais amortecida e vice-versa, fato que pode ser
facilmente verificado ao comparar as razões das forças e das respostas. Se a montagem do sistema
fosse totalmente linear, as razões seriam iguais. Então, é provável que grande parte da redução
de vibração observada ao utilizar cada esfera está relacionada aos efeitos dos impactos, mas uma
parte pode estar relacionada ao efeito da modificação estrutural influenciada pela interação shaker-
estrutura ao alterar o número de esferas e/ou a amplitude da força excitadora.

É importante frisar que a montagem experimental proposta não permite o isolamento dos
fenômenos para certificar a redução de vibração causada somente pelos efeitos dos impactos na
estrutura. Isso prejudica uma comparação quantitativa dos resultados com as respostas obtidas com
o modelo matemático. Entretanto, ainda é possível comparar as respostas de uma forma qualitativa.

Viga engastada na horizontal excitada na direção 𝑋

Nesta configuração de montagem, o shaker foi posicionado para excitar a estrutura ao longo
da direção 𝑋 e dois acelerômetros foram dispostos para captar as respostas nas direções 𝑋 e 𝑌 .

O primeiro teste realizado na montagem foi para encontrar a primeira frequência natural de
flexão na direção 𝑋 , a partir da FRF gerada utilizando a técnica de Sine-Sweep. Em seguida, a
estrutura foi submetida a uma força harmônica de amplitude constante na frequência identificada
como sendo a sua primeira frequência natural de flexão. Em seguida, foram selecionadas três am-
plitudes de força diferentes para serem utilizadas nos experimentos. Devido à não linearidade da
montagem, principalmente devido ao stinger utilizado, as amplitudes de força precisaram ser cui-
dadosamente escolhidas para que não houvesse uma alteração da frequência natural, devido a um
maior ou menor grau de interação/acoplamento shaker-estrutura.

As esferas utilizadas têm os diâmetros de 5,5, 5,953 e 6,0 mm, todas de aço, e 6,0 mm de
tungstênio. Nos experimentos, foram utilizadas de 1 a 10 esferas para as três amplitudes de força
excitadora selecionadas. Medindo os sinais de força e de aceleração é possível verificar qual a fase
entre os sinais de entrada e saída para todos os casos. Foi adotado como um padrão na determinação
da fase utilizar a resposta de deslocamento da estrutura, que pode ser estimada a partir do sinal
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filtrado de aceleração medido e da frequência de excitação 𝑓0:

𝑋 =
−�̈�

(2𝜋 · 𝑓0)2

As respostas experimentais de força, aceleração e a fase calculada entre os sinais de força
e deslocamento são apresentadas nas Figuras 5.71, 5.72 e 5.73 para três diferentes amplitudes de
excitação.
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Figura 5.71: (a) RMS da força excitadora e da aceleração em 𝑋 e (b) Fase para diferentes configu-
rações de esferas. Amplitude 1.
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Figura 5.72: (a) RMS da força excitadora e da aceleração em 𝑋 e (b) Fase para diferentes configu-
rações de esferas. Amplitude 2.

Os sinais de aceleração medidos na direção 𝑌 , ortogonal à força excitadora, não são apre-
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Figura 5.73: (a) RMS da força excitadora e da aceleração em 𝑋 e (b) Fase para diferentes configu-
rações de esferas. Amplitude 3.

sentados devido à ausência de força aplicada nesta direção, possuindo amplitudes bem mais baixas
que as medidas na direção de excitação.

As respostas medidas apresentadas na Figura 5.71 mostram que as esferas de 5,5 e 5,953 mm
foram ineficientes e pouco eficientes, respectivamente. Isso se deve ao fato de a amplitude de força
imposta à estrutura produzir um deslocamento muito pequeno perante a folga radial existente entre
cada esfera e a cavidade. Ao utilizar esferas de 6,0 mm, para a mesma excitação e, logo, o mesmo
deslocamento, a folga é reduzida e os impactos dessas esferas contra a cavidade se tornaram efe-
tivos, promovendo uma redução pequena da amplitude de vibração. Também na Figura 5.71 pode
ser observado que a fase entre a resposta de deslocamento e de força foi afetada pelo impacto das
esferas de 6,0 mm, muito pouco afetada pela esfera de 5,953 mm e permaneceu inalterada ao utili-
zar esfras de 5,5 mm. Isso indica que com a fase fora de 90 graus não existe mais a condição ótima
de injeção de energia ao sistema característica de sistemas em ressonância. É muito importante res-
saltar que este efeito não é o único responsável pela diminuição da vibração, os efeitos do impacto
propriamente dito têm contribuição importante também, como já demonstrado através de algumas
simulações.

Ao aumentar a força excitadora a relação entre a folga radial e a amplitude de deslocamento é
diminuída permitindo que mais impactos ocorram e que a eficiência do absorvedor seja aumentada
nos casos em que a folga estava grande demais. Ao analisar as acelerações medidas e mostradas
nas Figuras 5.71 e 5.72 é possível notar que o desempenho do absorvedor utilizando as esferas de
5,953 mm foi consideravelmente melhor em relação àquele mostrado na Figura 5.71. Ao utilizar
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mais de quatro esferas, a resposta medida ao utilizar a Amplitude 2 e a Amplitude 3 foi praticamente
igual para as esferas de 5,953, 6,0 (aço) e 6,0 mm (tungstênio). Em compensação, a força aplicada
ainda é muito pequena para compensar a grande folga existente entre as esferas de 5,5 mm e a
parede da cavidade. Ainda seria necessário uma força maior para que essas esferas começassem a
apresentar algum resultado mais positivo.

O fato do desempenho das esferas de tungstênio ter ficado tão próximo dos resultados com as
esferas de aço foi, inicialmente, algo inesperado. Antes dos resultados serem medidos esperava-se
que as respostas das esferas de 6,0 mm de aço e tunsgtênio fossem visivelmente diferentes, uma
vez que a folga radial foi mantida mas a massa foi aumentada em duas vezes, aproximadamente.
Uma possível explicação para essa ocorrência só pôde ser verificada com o auxílio do modelo
matemático e será apresentada mais adiante.

Assim como relatado nas simulações iniciais apresentadas na seção 5.3, há uma tendência de
estabilização nas respostas de aceleração apresentadas, indicando que a partir de um determinado
número de esferas, para a condição de força aplicada, a redução se mantém praticamente constante,
ou seja, a adição de mais esferas não afeta a vibração do sistema.

Em relação à fase entre os sinais de força e deslocamento, ficou bem evidente que os impactos
promoveram uma alteração na fase em todas as amplitudes testadas. Se os impactos não existem,
ou existem mas não causam uma redução significativa da vibração a fase tende a permanecer no seu
valor inicial (sem esfera), ou variar em torno do valor inicial, como pode ser observado nos casos
da esfera de 5,5 mm (para todas as forças) e de 5,953 mm (para a força de Amplitude 1) das Figuras
5.71, 5.72 e 5.73. A observação da alteração da fase causada pelos impactos e da manutenção da
fase em casos com folgas grandes, como são as folgas nos casos em questão, já foi prevista por um
modelo matemático de um PID arbitrário mostrado na seção 5.1.3. Já nos casos em que os impactos
proporcionaram uma diminuição da vibração foi observado que a fase aumentou atingindo valores
de até 130 graus, aproximadamente.

Viga engastada na horizontal excitada na direção 𝑌

Nesta configuração de montagem, o shaker foi posicionado para excitar a estrutura ao longo
da direção 𝑌 e dois acelerômetros foram dispostos para captar as respostas nas direções 𝑋 e 𝑌 .

O primeiro teste realizado na montagem foi para encontrar a primeira frequência natural de
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flexão na direção 𝑌 , identificada em 383,5 Hz a partir da FRF gerada utilizando a técnica de Sine-

Sweep. Em seguida, foram selecionadas as três amplitudes de força diferentes para serem utilizadas
nos experimentos. Os valores de força medidas nesta configuração ficaram muito próximos dos
valores medidos no caso com excitação na direção 𝑋 . Mas, comparando as medições de aceleração
para os casos sem esferas nas direções 𝑋 e 𝑌 , o sistema excitado em 𝑌 apresentou uma aceleração
entre 9 e 13% maior.

As respostas medidas seguiram exatamente as respostas medidas no caso com excitação em
𝑋 . As esferas de 5,5 mm são muito pequenas para as amplitudes de força utilizada, deixando a
folga exageradamente grande e não contribuindo para a redução de vibração. As outras esferas
tiveram um desempenho muito bom ao utilizar as duas amplitudes de forças maiores. Assim como
observado anteriormente, redução de vibração estabilizou a partir de um determinado número de
esferas, tornando-se insensível à adição de mais esferas.
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Figura 5.74: (a) RMS da força excitadora e da aceleração em 𝑌 e (b) Fase para diferentes configu-
rações de esferas. Amplitude 1.

O comportamento observado pela fase entre os sinais de força e de deslocamento manteve a
mesma tendência observada com o sistema excitado em 𝑋 . É importante destacar o fato das fases
encontradas ao utilizar as esferas de 6,0 mm de tungstênio serem menores que as fases da esfera de
6,0 mm de aço. Isso é uma evidência de que a massa da esfera não é a responsável pela mudança
da fase, pois se fosse assim, a fase para os casos com esfera de tungstênio deveria ser maior que a
fase das esferas de aço, visto que a massa específica do tungstênio é aproximadamente o dobro da
do aço.
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Figura 5.75: (a) RMS da força excitadora e da aceleração em 𝑌 e (b) Fase para diferentes configu-
rações de esferas. Amplitude 2.
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Figura 5.76: (a) RMS da força excitadora e da aceleração em 𝑌 e (b) Fase para diferentes configu-
rações de esferas. Amplitude 3.
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5.5 Resultados numéricos da barra engastada na posição horizontal

Nesta seção a comparação entre os resultados experimentais (medidos) e simulados (obtidos
pela integração numérica das equações de movimento) é apresentada.

Alguns parâmetros de entrada das equações de movimento são fáceis de serem medidos ou
estimados, mas outros nem tanto. Parâmetros como diâmetro e massa são triviais e módulo de elas-
ticidade, coeficiente de Poison e rigidez de contato são obtidos a partir da definição do material.
Porém, dois parâmetros fundamentais para o resultado teórico são extremamente difíceis de serem
medidos ou estimados: o diâmetro interno do furo da barra próximo à sua extremidade e o coe-

ficiente de restituição entre a esfera e as paredes internas barra. Também importante, mas não no
mesmo grau desses dois, o coeficiente de atrito é outro parâmetro difícil de ser estimado. Diante
desse cenário, surgem as seguintes perguntas: quais valores de folga e de coeficiente de restituição
devem ser utilizados no modelo matemático? A variação desses parâmetros causa uma mudança
significativa na resposta?

A primeira pergunta é mais difícil de ser respondida. A resposta da segunda é sim, como já foi
apresentado nas simulações mais simples, o coeficiente de restituição e a folga podem modificar
completamente a resposta numérica obtida pelo modelo matemático. Dentre os dois parâmetros
citados, de um modo geral, o coeficiente de restituição é, certamente, o parâmetro mais complicado
de ser estimado experimentalmente, inclusive por, teoricamente, ser variável com a velocidade dos
corpos.

A comparação quantitativa entre as respostas reais e simuladas não pode ser feita fielmente,
devido à dificuldade de conhecer todos os parâmetros reais necessários para a integração das equa-
ções de movimento. Entretanto, qualitativamente, os resultados podem e são comparados. De posse
de todos os parâmetros possíveis de serem medidos ou estimados, a resposta teórica para alguns
casos foi estimada para diferentes valores de diâmetro interno do furo (que se relaciona com a
folga interna, uma vez que o diâmetro da esfera é conhecido) e de coeficiente de restituição. Assim,
a sensibilidade da resposta a partir da variação desses parâmetros pode ser observada. De início,
espera-se que a resposta seja bem sensível à variação da folga, baseado em toda a teoria acerca do
absorvedor.

Conforme mostrado no capítulo 4, o modelo em elementos finitos da barra sem esferas foi
previamente ajustado a partir da FRF obtida experimentalmente. Como foram utilizadas esferas
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de diferentes diâmetros, o posicionamento dessas esferas na cavidade será dependente do seu di-
âmetro, o que afeta a ligeiramente a discretização do modelo em elementos finitos, alterando o
comprimento dos elementos entre dois nós consecutivos onde há a alocação de esfera. Assim, tem-
se três modelos em elementos finitos referentes aos três diâmetros de esferas utilizados. Ao simular
a condição do sistema sem esfera, as respostas dos três modelos deve ser a mesma. Uma vez estabe-
lecidos os parâmetros necessários para o ajuste das FRF’s medida e simulada, um refino no ajuste
do amortecimento foi realizado para garantir que as respostas temporais fossem o mais próxima
possível das respostas medidas a partir das três amplitudes de força excitadora aplicadas. A prin-
cípio, buscou-se um ajuste de amortecimento que atendesse às três respostas obtidas a partir das
três amplitudes de força utilizadas. Adotou-se então a resposta obtida pela excitação a 0,29 N como
sendo a referência para o ajuste do amortecimento para os três modelos a serem utilizados. A com-
paração das repostas dos três modelos, sem esferas, com as repostas medidas experimentalmente é
apresentada na Figura 5.77.

RMS Força [N]
0.16 0.29 0.33

R
M

S
 A

ce
le

ra
çã

o 
[g

]

4

6

8

10

12

14 Sim. modelo p/ 5,5mm
Sim. modelo p/ 5,953mm
Sim. modelo p/ 6,0mm
Experimental
   Ajuste de curva - linear
Montagem ideal

Figura 5.77: Comparação das respostas experimentais e simuladas sem esferas. Força aplicada e
aceleração medida na direção 𝑋 .

Analisando a Figura 5.77 é possível notar que os modelos para os diferentes diâmetros de
esferas representaram muito bem o experimento ao utilizar as duas amplitudes maiores de força.
Ao utilizar a força de 0,16 N, os modelos apresentaram respostas mais amortecidas do que a re-
posta medida, indicando a não linearidade da montagem experimental. Como os modelos foram
calibrados a partir da amplitude de 0,29 N, as respostas sob excitação a 0,33 N já apresentam li-
geira diferença em relação à resposta medida, indicando que pequenas diferenças surgem mesmo
ao variar muito pouco a força excitadora (de 0,29 a 0,33 N), tendendo a serem menos amortecidas.
Ou seja, baseado nas respostas medidas dispostas na Figura 5.77, o sistema tende a responder de
forma mais amortecida conforme a força excitadora aumenta. Para que as respostas do modelo sem
impacto sejam exatamente como as do experimento, um refino no ajuste do amortecimento é ne-
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cessário ao alterar a força excitadora. A Figura 5.77 também mostra como seria o comportamento
do sistema se a montagem fosse totalmente linear (Montagem ideal).

Uma vez que o modelo da viga está bem definido e representando corretamente o comporta-
mento real da barra sem esferas, busca-se verificar o efeito de diferentes configurações do absorve-
dor atuando na estrutura.

Simulação da viga engastada na horizontal excitada na direção 𝑋

A viga que representa um porta ferramentas para operação de torneamento foi discretizada
em 14 nós, como mostrado na seção 4.3, cuja representação foi apresentada na Figura 4.9(b), re-
produzida abaixo.

Figura 5.78: Reprodução da Figura 4.9(b)

O eixo 𝑍 está orientado ao longo do eixo axial viga. Assim, o plano da página contem o plano
𝑌 𝑍 e o plano perpendicular à página contem o plano 𝑋𝑌 do sistema de coordenadas.

Uma diferença existente entre a barra utilizada nos experimentos e o modelo em EF está
localizada no nó 12, representado pela letra 𝐵. A mudança da seção tranversal ocorrida nesse ponto
é cônica na barra e reta no modelo (perpendicular ao eixo axial), não representando a conicidade
deixada pela broca no processo de furação. Isso pode influenciar no resultado final da simulação e
na comparação dos resultados numéricos e experimentais, mas, no momento, a utilização de uma
modelagem mais simplificada foi preferida.

Todos os dados geométricos referentes à barra utilizada nos experimentos foram inseridos no
modelo matemático e os valores de rigidez referentes ao engaste (nó 1) foram ajustados para que
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a primeira frequência natural de flexão fosse 375,8 Hz. Aplicando ao nó 13 uma força excitadora
senoidal de amplitude 0,4089 N, que equivale a uma amplitude RMS de 0,29 N, a 375,8 Hz, a
resposta obtida mediante a utilização de diversas configurações do absorvedor é apresentada. A
Figura 5.79 mostra como o desempenho do absorvedor ao utilizar diferentes valores de folga (que
está relacionada ao raio da cavidade) e de coeficiente de restituição, quando submetido a impactos
de só uma esfera de 6,0 mm de aço e tungstênio. O uso de esferas de aço e tungstênio nas simulações
se baseou em utilizar esferas com mesmo diâmetro e massa bem diferentes, fisicamente possível e
comercialmente de fácil aquisição para a implantação em aplicações reais.

De um modo geral, os resultados obtidos em função da variação do raio da cavidade seguem
a tendência como mostrado na Figura 5.70, ou seja, haverá um determinado raio da cavidade que
para a esfera utilizada produzirá uma maior redução de vibração, o que caracteriza a folga ótima do
absorvedor. Isso vale para qualquer coeficiente de restituição utilizado e o pico de redução ocorrerá
em uma folga menor ou maior se um menor ou maior coeficiente de restiuição for utilizado.

Analisando os resultados apresentados na Figura 5.79, verifica-se que para o intervalo de raio
da cavidade utilizado (3,01 a 3,06 mm), os picos de redução para a esfera de aço não foram atingi-
dos dentro desse intervalo ao utilizar os coeficientes de restituição 0,7 e 0,9. Nestes casos, a curva
obtida ainda se encontra em crescimento. De um modo geral, assim como observado nos resultados
apresentados na seção 5.1.3, as maiores reduções são atingidas ao utilizar maiores coeficientes de
restituição com o sistema operando nas respectivas folgas ótimas. Comparando especificamente o
desempenho das esferas de aço e tungstênio em cada caso, utilizando o coeficiente de restituição
0,2, os desempenhos da esfera de aço e de tungstênio foram muito similares, com pequenas dife-
renças observadas nas folgas menores. Conforme o coeficiente de restituição aumenta, aumentam
as diferenças entre as respostas obtidas por essas esferas dentro do intervalo de folga estabelecido.

Conforme mais esferas são adicionadas ao absorvedor submetido à mesma excitação, a folga
ótima tende a diminuir deslocando o pico de redução de vibração. Com o sistema operando com
cinco esferas, a Figura 5.80 mostra que em todos os casos apresentados o pico de redução não
está presente no intervalo de folga utilizado. Nestes casos, a adição de esferas deslocou o pico de
redução para valores inferiores a 3,01 mm, o que indica que o sistema está operando acima da folga
ótima. Os resultados apresentados na Figura 5.80 mostram que o desempenho do absorvedor não
foi significativamente alterado ao utilizar as esferas descritas.

Baseado nos resultados apresentados, as simulações indicam que o absorvedor é muito mais
sensível à variação da massa da esfera em alguns valores de folga. Nos resultados com uma esfera
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Figura 5.79: Redução de vibração alcançada ao variar o coeficiente de restituição e o raio da cavi-
dade, utilizando uma esfera de 6,0 mm de aço (− ∙ −) e tungstênio (−�−).

usando o coeficiente de restituição de 0,2 a resposta da esfera de tungstênio já se mostrou pratica-
mente idêntica à resposta da esfera de aço em grandes folgas. Mas, o fato de não ter havido uma
diferença muito expressiva em todo o intervalo de folga analisado impediria de afirmar no momento
a pouca sensibilidade do sistema em relação à massa da esfera. Ao adicionar mais esferas, fazendo
o sistema operar acima da folga ótima em todo o intervalo estabelecido (para todos os coeficientes
de restituição), a proximidade das respostas obtidas ao utilizar esferas de aço e tungstênio permitem
afirmar que no modelo matemático o uso de esferas de massa maior nem sempre promoverá uma
redução tão maior de vibração como inicialmente pode ser esperado.

A tendência de estabilização da redução de vibração a partir de um determinado número de
esferas já foi discutida previamente. Para demonstrar este efeito comparando o desempenho do
absorvedor utilizando três e cinco esferas, os resultados obtidos pelas simulações usando os coe-
ficientes de restituição 0,2 0,5 e 0,9 foram agrupados para serem visualizados em um gráfico 2D,
conforme ilustrado na Figura 5.81. Levando em consideração a grande variação dos parâmetros de
folga e de coeficiente de restituição utilizados nas simulações, analisando os resultados apresenta-
dos na Figura 5.81 vê-se que os pontos estão bem concentrados entre si. Dois pontos importantes
podem ser discutidos baseados no número de esferas e no material das mesmas. Primeiro, estes
resultados indicam que não foram observadas diferenças significativas entre os desempenhos do
absorvedor com três ou cinco esferas, seja de aço ou tungstênio, o que indica a estabilização da
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Figura 5.80: Redução de vibração alcançada ao variar o coeficiente de restituição e o raio da cavi-
dade, utilizando cinco esferas de 6,0 mm de aço (− ∙ −) e tungstênio (−�−).

redução de vibração. Dessa forma, ao manter esta mesma excitação (amplitude e frequência), fazer
o absorvedor operar com dez esferas não melhorará consideravelmente seu desempenho. Segundo,
na maioria dos casos, as esferas de tungstênio não promoveram uma melhora significativa em re-
lação às esferas de aço. As esferas de tungstênio foram mais eficientes, mas, considerando que a
massa da esfera de tungstênio é aproximadamente o dobro da massa da esfera de aço, a expectativa
seria um desempenho bem melhor, que evidentemente não foi.

A Figura 5.82 mostra a comparação dos valores de aceleração RMS estimados em função
do raio da cavidade, para diferentes valores de coeficientes de restituição e quantidades de esferas
de 6,0 mm. Os resultados apresentados na Figura 5.82 confirmam que as acelerações estimadas do
sistema com 3, 5 ou 10 esferas são praticamente iguais, ao analisar as respostas de cada coeficiente
de restituição separadamente. Ao utilizar 𝑒 = 0,9 há uma maior dispersão dos resultados, mas,
ainda assim, não existe uma diferença tão significativa entre as respostas com 3, 5 e 10 esferas.
Analogamente, os resultados para as esferas de tungstênio são mostrados na Figura 5.83 e as mes-
mas observações feitas para os resultados com as esferas de aço de 6,0 mm são válidas para os
resultados das esferas de tungstênio.

Mesmo com as imprecisões dos parâmetros para alimentar o modelo matemático, os pontos
destacados nesses resultados numéricos estão de acordo com o que foi observado experimental-
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Figura 5.81: Concentração dos resultados numéricos utilizando diferentes coeficientes de restitui-
ção para comparação do desempenho de 3 e 5 esferas de aço e tungstênio.

mente.

Os resultados experimentais apresentados na seção 5.4.1 mostraram que a força medida au-
mentou conforme as esferas foram adicionadas, ou seja, a excitação dos casos com impacto foi
diferente da excitação do sistema sem esfera. O modelo matemático com a aplicação direta da
força excitadora sobre um nó específico não contempla essa mudança da amplitude da força com a
adição de esferas. Para comparar os resultados experimentais e simulados, duas opções são possí-
veis: 1) aplicar o valor medido da força ao modelo, atualizando-o conforme adicionar cada esfera;
ou 2) utilizar o modelo matemático considerando o shaker acoplado ao nó de aplicação da força.
Independentemente da opção utilizada, uma consideração muito importante relacionada ao amor-
tecimento da estrutura deve ser destacada. Conforme verificado nos resultados da estrutura sem
impacto apresentados na Figura 5.77, o amortecimento da estrutura foi afetado pela alteração da
força excitadora, devido à não linearidade da montagem experimental. Se, ao adicionar esferas, a
força aumenta, o amortecimento da estrutura está sendo afetado também. Isso significa que as re-
duções obtidas estão relacionadas obviamente aos impactos, mas também a uma parcela devido ao
aumento do amortecimento provocado pelo aumento da força. Considerando que no modelo mate-
mático não é considerada a variação do amortecimento com a força, uma divergência já é observada
entre os resultados numéricos e experimentais antes que seja apresentada qualquer comparação.

Para comparar as respostas experimentais e numéricas de uma maneira mais objetiva, é ne-
cessário estabelecer valores fixos de folga e de coeficiente de restituição para serem empregados no
modelo matemático. Como não foi possível medir a folga real existente entre as esferas e a cavidade
utilizada nestes experimentos (barra engastada), a folga produzida pela utilização de uma cavidade
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Figura 5.82: Aceleração da estrutura em função do raio da cavidade ao utilizar diferente quantidades
de esferas e coeficientes de restituição. Esferas de 6,0 mm de aço.

de raio 𝑅 = 3,035 mm foi adotada para ser utilizada nas simulações numéricas. Chegou-se a este
valor através de medições do diâmetro interno do furo produzido em uma barra similar, de mesmas
dimensões, utilizando a mesma broca, porém com furo passante ao longo de todo comprimento da
barra. Não se pode garantir que este valor de raio da cavidade estabelecido esteja 100% correto,
mediante às variações que podem ocorrer no processo de corte, mas acredita-se que este valor esteja
próximo do valor real. O valor do coeficiente de restituição foi escolhido baseado nos resultados
experimentais da fase. Como já foi apresentado previamente, o valor da fase obtida através dos
resultados numéricos arbitrários é influenciada pela folga e pelo coeficiente de restituição. Os re-
sultados numéricos prévios indicaram que, no geral, a fase entre a força e o deslocamento tende a
ser maior que 90 graus quando a folga é menor que a folga ótima. E a folga ótima é influenciada
pelo coeficiente de restituição. Conforme apresentado nas Figuras 5.71, 5.72 e 5.73, as fases me-
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Figura 5.83: Aceleração da estrutura em função do raio da cavidade ao utilizar diferente quantidades
de esferas e coeficientes de restituição. Esferas de 6,0 mm de tungstênio.

didas assumiram valores maiores que 90 graus sempre que os impactos foram efetivos. Sabendo o
valor escolhido do raio da cavidade a ser empregado na simulação numérica (𝑅 = 3,035 mm), foi
verificado que somente o uso de altos coeficientes de restituição faziam a resposta numérica da fase
convergir para valores maiores que 90 graus, como nos experimentos. Sendo assim, adotou-se para
a aplicação nas simulações o valor de 𝑒 = 0,9.

As Figuras 5.84, 5.85 e 5.86 mostram a comparação entre os resultados experimentais e
os resultados simulados utilizando uma cavidade de raio 𝑅 = 3,035 mm e 𝑒 = 0,9 (para todas as
esferas), para as três amplitudes de tensão aplicadas ao shaker utilizadas nos ensaios experimentais.
As amplitudes de força medidas aumentaram conforme as esferas foram adicionadas à cavidade.
Para a realização da simulação numérica, os valores exatos da força medidas foram utilizados no
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modelo matemático em cada um dos casos analisados.

De uma maneira geral, as respostas simuladas ficaram mais próximas das experimentais ao
utilizar a amplitude de tensão 2. Mesmo com as incertezas relacionadas aos parâmetros de folga
e coeficiente de restituição, que são fundamentais para a obtenção das respostas numéricas, uma
tendência qualitativa pode ser observada. As esferas de 5,5 mm são muito pequenas para atuarem na
cavidade estabelecida com os níveis de força impostos, devido à baixa amplitude de deslocamento
proporcionada perante o valor da folga. Independentemente da amplitude de tensão aplicada ao
shaker, as respostas simuladas se ajustaram muito bem às respostas experimentais. Por outro lado,
os resultados com as esferas de 5,953 mm foram os que mais se afastaram dos valores medidos.
Certamente, a incerteza da folga contribuiu para essa maior diferença entre os resultados medidos
e estimados. Em relação às esferas de 6,0 mm, verifica-se um ajuste muito bom entre as respostas
simuladas e os valores medidos, em todas as amplitudes utilizadas, principalmente ao utilizar as
esferas de aço. Com as esferas de tungstênio, as respostas estimadas se afastaram um pouco mais
das respostas medidas ao utilizar a amplitude de tensão 3.

Na Figura 5.87 é mostrada a resposta simulada com diferentes valores de 𝑅 e 𝑒, evidenciando
como a alteração desses parâmetros modificam a resposta simulada.
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Figura 5.84: Comparação dos resultados simulados e experimentais. Força na direção 𝑋 , Amplitude
de tensão 1.
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Figura 5.85: Comparação dos resultados simulados e experimentais. Força na direção 𝑋 , Amplitude
de tensão 2.
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Figura 5.86: Comparação dos resultados simulados e experimentais. Força na direção 𝑋 , Amplitude
de tensão 3.



204

0 2 4 6 8 10

Número de esferas

0

5

10

R
M

S
 a

ce
l. 

ca
v.

 [g
]

Exp.
Sim. R=3,035 e=0,9
Sim. R=3,033 e=0,9
Sim. R=3,030 e=0,9

Sim. R=3,035 e=0,7
Sim. R=3,033 e=0,7
Sim. R=3,030 e=0,7

Figura 5.87: Simulação do desempenho das esferas de tungstênio com diferentes valores de 𝑅 e 𝑒.
Força na direção 𝑋 , Amplitude de tensão 3.

5.5.1 Comparação dos resultados numéricos e experimentais para a resposta em
função da frequência

Muito já foi dito a respeito da dificuldade da comparação quantitativa dos resultados nu-
méricos e experimentais. Não obstante, é válido também verificar qualitativamente a resposta do
modelo matemático em frequências diferentes da frequência natural, buscando comparar o compor-
tamento geral das respostas estimadas e medidas, não focando somente nos valores de amplitude
encontrados.

Sabe-se que o absorvedor de vibrações é altamente eficiente quando atua em uma estru-
tura submetida à vibrações em sua frequência natural. Para verificar a resposta do sistema em
frequências diferentes da natural, testes experimentais foram realizados na barra engastada, utili-
zando nenhuma, 5 e 10 esferas de 6,0 mm (aço), com a força excitadora atuando na direção X. O
sistema foi submetido a uma vibração harmônica em cada uma das frequências selecionadas, entre
300 e 400 Hz com incremento de 10 Hz. A amplitude de tensão necessária para gerar o sinal e
o ganho ajustado no amplificador de potência do shaker foram mantidos constantes durante todo
o experimento. Primeiramente, os testes com a estrutura sem esferas foram realizados para todas
as frequências e, na sequência, e da mesma maneira, os com 5 e 10 esferas. Todos os resultados
foram reproduzidos para garantir a confiabilidade. O intuito da realização destes ensaios consiste
em analisar o comportamento do sistema em algumas frequências diferentes da frequência natural,
utilizando como parâmetro de comparação a acelerância.

A Figura 5.88 dispõe os resultados de força e acelerância medidos e a fase obtida entre os
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sinais de força e deslocamento para cada um dos casos analisados. A amplitude da acelerância em
380 Hz vale 13,91 g/N e a força medida foi 0,3778 N, o que indica que a aceleração vale 5,25 g,
que está de acordo com o que foi medido nos ensaios a 381,8 Hz apresentados na Figura 5.75.
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Figura 5.88: Resultado experimental de força, acelerância e fase em função do intervalo de frequên-
cias estabelecido.

A Figura 5.89 mostra a comparação entre as respostas medidas e as simuladas utilizando
uma cavidade de raio 𝑅 = 3,035 mm e 𝑒 = 0,9. Os resultados sem esfera mostram que um bom
ajuste entre as simulações e as medições foi alcançado tanto para acelerância quanto para a fase.
Ao utilizar 5 e 10 esferas de 6,0 mm de aço, as respostas simuladas foram praticamente idênticas.
As medições indicaram que as respostas tendem a ser muito próximas. Ou seja, qualitativamente as
simulações e os experimentos estão em conformidade. Além disso, o modelo foi capaz de prever
o aumento da vibração em frequências menores que a frequência natural do sistema sem esferas,
causada pelo deslocamento da frequência natural, que pode ser verificado pelo deslocamento do
valor de 90 graus da fase. Porém, quantitativamente, existem diferenças significativas entre essas
respostas, tanto em relação à amplitude da acelerância quanto em relação à fase. No caso da fase,
os resultados do modelo indicaram que a frequência natural do sistema com esferas seria maior do
que aquela observada experimentalmente, através da indicação da fase de 90 graus.

Considerando os resultados em 380 Hz, frequência próxima da frequência natural do sis-
tema sem esfera, os resultados simulados da fase do sistema com 5 esferas estão mais próximos
dos resultados experimentais, logo também pode ser verificada uma maior proximidade entre as
acelerâncias estimada e medida em comparação com essas respostas obtidas em 350 e 360 Hz.
Mesmo utilizando diferentes valores de raios de cavidade e de coeficientes de restituição é possível
verificar pelas Figuras 5.90 e 5.91 que a resposta não sofre variações significativas, não sendo pos-
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sível representar melhor o comportamento real do sistema entre 350 e 360 Hz. Analisando a Figura
5.91 nota-se que o coeficiente de restituição somente proporcionou uma alteração na resposta em
frequências acima de 370 Hz.
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Figura 5.89: Resultado numérico e experimental da acelerância e fase em função do intervalo de
frequências estabelecido.
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Figura 5.90: Acelerância simulada para diferentes valores de frequência e de raios da cavidade.
Sistema com 5 esferas de 6,0 mm de aço com 𝑒 = 0,9.
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Figura 5.91: Acelerância simulada para diferentes valores de frequência e de coeficientes de resti-
tuição. Sistema com 5 esferas de 6,0 mm de aço com cavidade de raio 𝑅 = 3,025 mm.
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5.6 Resultados medidos na bancada experimental #2

Com a bancada experimental #2, é possível analisar o desempenho do absorvedor ao ser
submetido à uma rotação constante simultaneamente ao ser forçado harmonicamente na direção
radial.

Três amplitudes de força foram selecionadas a partir da amplitude de tensão no gerador de
função e controladas pelo ganho no amplificador do shaker. Uma vez selecionados os valores de-
sejados, durante os experimentos o ajuste do ganho no amplificador foi mantido constante.

Para cada rotação e cada amplitude de força aplicada, foram realizados 17 experimentos,
relacionados à combinação de 4 quantidades (1, 3, 5 e 10) e 4 tipos de esferas (5,5, 5,953 e 6,0 mm
de aço e 6,0 mm de tungstênio) mais o experimento sem esfera. Cada experimento foi repetido 5
vezes.

Se o sistema for submetido à excitação harmônica sem rotação, a única componente de
frequência presente no espectro do sinal é a frequência de excitação. Porém, a excitação simul-
tânea com uma rotação constante leva ao surgimento de diversas componentes de frequências no
espectro. Independentemente da rotação estabelecida, o interesse é analisar o desempenho do ab-
sorvedor na frequência de excitação imposta pelo shaker, a qual é a primeira frequência natural de
flexão da barra.

Nos casos em que a rotação é diferente de zero, dependendo do que se quer analisar no sinal,
é conveniente aplicar um filtro aos sinais de força e aceleração para eliminar as componentes de
frequência desnecessárias e evidenciar a componente de interesse. A adoção desta técnica não pro-
move uma altaração significativa no pico de amplitude de interesse (508 Hz), mas permite estimar
mais precisamente a fase entre os sinais de entrada e saída. A Figura 5.92 mostra a comparação dos
sinais de aceleração (nos domínios do tempo e da frequência) da barra sem impacto, com rotação
de 950 rpm e excitação harmônica a 508 Hz, sem a aplicação do filtro (sinal original) e com a
aplicação de um filtro passa-banda entre 450 e 550 Hz. A aplicação do filtro foi realizada através
dos comandos butter e filtfilt do MATLAB. Os sinais de aceleração foram medidos no dispositivo
criado para alocar os transdutores, como mostrado foi na Figura 4.7. Em relação aos resultados
medidos, mostrados na Figura 5.93, é

A Figura 5.93 mostra a comparação da resposta (sem filtro) da barra submetida à força harmô-
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Figura 5.92: Sinais de aceleração original e filtrado da barra forçada a 508 Hz e 950 rpm.

nica a 508 Hz e 950 rpm em duas configurações distintas: sem esferas e com 5 esferas de 6,0 mm
de aço. É bem nítida a redução de vibração proporcionada pelas esferas na frequência de 508 Hz e
com Ω = 950 rpm. As frequências diferentes de 508 Hz presentes no espectro são relacionadas aos
efeitos da rotação da barra e não são frequências de interesse neste estudo.
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Figura 5.93: Comparação das acelerações da barra, excitada a 508 Hz e submetida à rotação de
950 rpm, sem esferas e com 5 esferas de 6,0 mm (aço).

Deseja-se verificar o desempenho do absorvedor atuando somente na frequência de excitação
aplicada, no caso, 508 Hz (primeiro modo de flexão da barra). Por essa razão, e também para uma
melhor estimativa da fase entre os sinais de entrada e saída, os sinais foram devidamente filtrados
(filtro passa-banda entre 450 e 550 Hz) e somente o pico de aceleração a 508 Hz é adotado como



210

parâmetro de comparação entre os diferentes casos, ao analisar diferentes configurações de esferas,
amplitudes de força excitadora e rotações.

A Tabela 5.5 mostra os valores médios da força de excitação medidos experimentalmente
para diferentes rotações. Os valores representam o pico de amplitude a 508 Hz do sinal filtrado,
obtidos a partir das médias das medições. Estes valores são utilizados no modelo matemático para
a obtenção das respostas numéricas, apresentadas na seção 5.7.

Tabela 5.5: Média das amplitudes dos picos de força a 508 Hz (em Newtons, N) para as diferentes
rotações Ω (em rpm) aplicadas à barra.

Ω = 0 Ω = 950 Ω = 1500 Ω = 2256

Amp. força 1 0,8787 0,8614 0,8547 0,9220
Amp. força 2 1,4614 1,4080 1,4056 1,5187
Amp. força 3 1,9214 1,7693 1,7538 1,8656

Inicialmente são apresentados os resultados experimentais da barra com Ω = 0. A Figura
5.94 mostra a resposta de aceleração para diferentes configurações de esferas e amplitudes de força
excitadora, com Ω = 0.

Os resultados apresentados na Figura 5.94 são semelhantes àqueles apresentados na seção
5.4.1 (barra engastada na horizontal). A diferença é que os resultados apresentados na presente
seção foram obtidos de ensaios com a barra posicionada na direção vertical, ou seja, a aceleração
gravitacional atua na direção axial da barra. Mesmo havendo diferenças entre as duas montagens
propostas, de uma maneira geral, as mesmas observações descritas na seção 5.4.1 também são
válidas para os resultados da barra na vertical. Porém, nos resultados apresentados nesta seção,
observa-se que o desempenho de cada tipo de esfera apresentou diferenças muito mais significativas
entre si, enquanto os resultados apresentados na 5.4.1 tenderam a um desempenho praticamente
indiferente ao variar as esferas de 5,953, 6,0 (aço) e 6,0 mm (tungstênio).

Diversas razões contribuem para as diferenças observadas entre os dois experimentos men-
cionados. Os fatos das barras serem diferentes, da amplitude de força ser diferente em cada caso
(barra na horizontal e na vertical), da direção da aceleração gravitacional, etc, influenciam o com-
portamento do absorvedor, logo, as respostas desses experimentos não devem ser comparadas di-
retamente entre si. Algumas tendências são intrínsecas das configurações do absorvedor utilizadas,
como, por exemplo, a estabilização da redução de vibração com a adição de esferas, que mostrou-se
independente da amplitude da força excitadora, da direção da aplicação da força e da direção da
aceleração gravitacional.



211

Numero de esferas
0 1 3 5 10

P
ic

o 
ac

el
. [

g]

5

10

15

20

25

30

35
Esf. 5,5
Esf. 5,953
Esf. 6,0
Esf. 6,0 tung.

(a) Amp. força 1
Numero de esferas

0 1 3 5 10

P
ic

o 
ac

el
. [

g]

5

10

15

20

25

30

35
Esf. 5,5
Esf. 5,953
Esf. 6,0
Esf. 6,0 tung.

(b) Amp. força 2

Numero de esferas
0 1 3 5 10

P
ic

o 
ac

el
. [

g]

5

10

15

20

25

30

35

Esf. 5,5
Esf. 5,953
Esf. 6,0
Esf. 6,0 tung.

(c) Amp. força 3

Figura 5.94: Resultado experimental do pico de aceleração em 508 Hz à 0 rpm.

O objetivo da construção da montagem experimental #2 consiste na possibilidade de testar
também a eficiência do absorvedor ao ser submetido a uma velocidade angular constante, cuja
inspiração veio da possibilidade de aplicação do absorvedor diretamente a um porta ferramentas
para aplicação em processos de fresamento.

Os ensaios experimentais realizados na bancada experimental #2, com a aplicação de uma
rotação constante à barra, consistem em utilizar uma determinada velocidade angular e, simultane-
amente, aplicar uma força excitadora controlada, para verificar a influência de diferentes configura-
ções de esferas na dinâmica da barra em rotação. As rotações utilizadas nos testes experimentais são
950,4, 1500 e 2256 rpm, escolhidas arbitrariamente, mas com precaução para evitar que frequên-
cias de alta amplitude estivessem presentes na faixa de frequência de interesse do experimento
(508 Hz).
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A Figura 5.95 mostra a comparação dos picos de acelerações a 508 Hz medidos na barra
sem esferas em função da rotação e das três amplitudes de força aplicadas. Conforme a força e
a rotação aumentam, diferenças entre as acelerações medidas podem ser observadas. De acordo
com os resultados apresentados na Figura 5.95, as acelerações medidas no sistema sem esfera, ao
aplicar a força 1, não sofreram alterações significativas ao variar a rotação da cavidade. As respostas
medidas ao aplicar as amplitudes de força 2 e 3 apresentam uma tendência de queda no valor da
aceleração ao aumentar a rotação da cavidade. Portanto, comparações quantitativas diretamente
entre os valores de aceleração dos casos sem esfera e com esferas não devem feitas para todos os
casos. É conveniente, então, analisar o desempenho do absorvedor em relação à porcentagem de
redução de vibração.

Figura 5.95: Aceleração medida a 508 Hz para as diferentes amplitudes de força e rotações aplica-
das no sistema sem esferas.

A Figura 5.96 mostra os picos de aceleração obtidos no espectro à 508 Hz (frequência de
excitação do shaker), ao aplicar uma rotação Ω = 950,4 rpm à barra. Analisando os picos de
aceleração medidos ao utilizar as esferas, mesmo submetendo a barra a uma rotação de 950,4 rpm,
as esferas foram capazes de reduzir a vibração da barra. O comportamento geral do absorvedor de
reduzir a vibração conforme as esferas são adicionadas até que uma estabilidade seja atingida segue
exatamente o que foi observado nos ensaios com Ω = 0, tanto na direção vertical quanto na direção
horizontal.

O desempenho das esferas de 5,5 mm é considerado como insatisfatório devido aos níveis de
aceleração medidos, que pode ser explicado pela folga muito grande para a força aplicada. Porém,
os resultados medidos com as esferas de 5,5 mm mostram um resultado muito importante: a adição
de mais esferas pode prejudicar o desempenho do absorvedor. Não significa que a vibração seja
maior do que no caso sem esfera, mas fica demonstrado experimentalmente que nem sempre a
adição de mais esferas resulta em uma maior redução de vibração. Isso ocorre porque a força é
muito pequena perante a folga existente entre a esfera e a cavidade da barra. As esferas de 5,953
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e de 6,0 mm (aço) apresentaram um desempenho equivalente, indicando que a pequena variação
da massa e a alteração da folga foram insuficientes para modificarem o desempenho do absorvedor
nas condições testadas. Já as esferas de tungstênio proporcionaram os menores níveis de aceleração
em todos os casos testados a 950,4 rpm.
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Figura 5.96: Resultado experimental do pico de aceleração em 508 Hz à 950,4 rpm.

Analisando os casos com esferas, observa-se que o comportamento geral do absorvedor foi
mantido ao utilizar Ω = 950,4 e Ω = 1500 rpm, conforme ilustrado nas Figuras 5.96 e 5.97,
respectivamente. Com Ω = 1500 rpm, as esferas de 5,5 mm foram pouco eficazes para promoverem
uma redução significativa de vibração nas combinações de folga utilizada com os níveis de força
impostos. Para que as esferas de 5,5 mm apresentassem um melhor desempenho, seria necessário
diminuir a folga ou aumentar a amplitude de excitação. Ao contrário das esferas de 5,5 mm, as
demais esferas testadas proporcionaram um bom desempenho dentro das condições estabelecidas
nos experimentos, destacando novamente o melhor desempenho para as esferas de tungstênio.
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Figura 5.97: Resultado experimental do pico de aceleração em 508 Hz à 1500 rpm.

Para comparar os resultados utilizando a porcentagem de redução de vibração observada, as
Figuras 5.98, 5.99 e 5.100 mostram os valores das reduções de vibração ao utilizar Ω = 950,4 e
Ω = 1500 rpm nas três amplitudes de força excitadora. A porcentagem de redução é calculada
a partir da razão entre a aceleração medida no sistema com esfera e sem esfera. Comparando os
resultados para uma mesma força excitadora, em todas as configurações testadas, a redução de
vibração se mostrou praticamente insensível à essa variação de rotação aplicada. Entretanto, isso
não garante que o absorvedor tenha o mesmo desempenho independentemente da rotação aplicada.

Para a análise do sistema operando a Ω = 2256 rpm, adotou-se somente a utilização das esfe-
ras de 6,0 mm, tanto de aço quanto de tungstênio. Visto que as esferas de 5,5 mm apresentaram um
desempenho muito ruim para os valores de folga e de força aplicada estabelecidos, não se justifica
a sua utilização. Ao contrário do que ocorreu com as esferas de 5,5 mm, as esferas de 5,953 mm
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Figura 5.98: Resultado experimental da redução de vibração obtida com excitação a 508 Hz a 950,4
e 1500 rpm. Amplitude de força 1.
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Figura 5.99: Resultado experimental da redução de vibração obtida com excitação a 508 Hz a 950,4
e 1500 rpm. Amplitude de força 2.

foram eficientes, mas também foram excluídas da análise dos resultados com Ω = 2256 rpm, pois
optou-se por utilizar esferas onde apenas um parâmetro físico fosse alterado: a massa (para que a
folga fosse mantida constante). A Figura 5.101 apresenta os resultados medidos da aceleração à
508 Hz para Ω = 2256 rpm e as três amplitudes de força aplicadas.

Os resultados apresentados na Figura 5.101 mostram que as diferentes configurações de es-
feras reduziram a amplitude de vibração da barra ao utilizar Ω = 2256 rpm. No geral, as curvas
medidas a Ω = 2256 rpm são similares às curvas medidas com Ω = 950,4 e Ω = 1500 rpm. As
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Figura 5.100: Resultado experimental da redução de vibração obtida com excitação a 508 Hz a
950,4 e 1500 rpm. Amplitude de força 3.

esferas de tungstênio foram consideravelmente mais eficientes do que as esferas de aço, em todas
as amplitudes de força que foram aplicadas ao sistema. A resposta do sistema se mostrou estável
ao variar a quantidade de esferas de aço de 5 para 10. Em relação às esferas de tugstênio, nas três
amplitudes de força utilizadas, o sistema ainda apresentou uma tendência de redução da vibração
ao variar de 5 para 10 esferas, ou seja, a estabilização não foi atingida durante os experimentos
realizados.

A comparação dos casos sem e com esferas sob as diferentes rotações empregadas é feita, a
princípio, considerando somente as repostas medidas ao aplicar a amplitude de força 1 ao sistema.
Dessa maneira, garante-se que as alterações promovidas pelas esferas em cada rotação são devidas
somente a elas e as respostas podem ser comparadas em diferentes rotações de uma forma mais
precisa e adequada, pelo fato das respostas do sistema sem esferas serem praticamente iguais (ver
novamente a Figura 5.95). A Figura 5.102(a) mostra a porcentagem de redução de vibração medida
sob o uso de diferentes números de esferas de 6,0 mm de aço e diferentes rotações aplicadas à
cavidade, ao submeter o sistema à excitação com a amplitude de força 1.

Os resultados apresentados na Figura 5.102(a) indicam que a rotação causou modificações
na dinâmica da barra com esferas. Independentemente da quantidade de esferas, o desempenho do
absorvedor foi superior ao aplicar Ω = 950,4 e Ω = 1500 rpm em ralação à cavidade com Ω = 0.
Porém, considerando a rotação Ω = 2256 rpm, o absorvedor foi menos eficiente ao utilizar uma
esfera, teve um desempenho equivalente com três e um desempenho superior ao utilizar 5 e 10
esferas.
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Figura 5.101: Resultado experimental do pico de aceleração em 508 Hz à 2256 rpm.

Comparando os valores das reduções de vibração medidas com a cavidade em rotação,
verifica-se que a utilização de Ω = 950,4 e Ω = 1500 rpm resultaram em desempenhos equi-
valentes para as diferentes quantidades de esferas. Ao aplicar Ω = 2256 rpm, o desempenho do
absorvedor diminuiu. Percebe-se pela Figura 5.102(a) que a proporção entre a redução obtida à
Ω = 950,4 e Ω = 2256 rpm é muito maior no caso com uma esfera do que no caso com dez. Com-
parando somente os casos com rotação, e considerando a grande diferença obtida entre as reduções
medidas a 1500 e 2256 rpm, há um indício de que a rotação tende a influenciar negativamente o
desempenho do absorvedor se a força excitadora for mantida constante.

Aplicando as amplitudes de força 2 e 3, diferentemente do que foi observado para Ω = 0,
a redução de vibração medida para cada quantidade de esferas praticamente não sofreu alteração
(Figuras 5.102(b) e 5.102(c)). Ao aumentar a força excitadora, os picos de amplitude medidos com
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uma, três, cinco e dez esferas aumentaram aproximadamente na mesma proporção que a amplitude
do sistema sem esfera, fazendo a porcentagem de redução permanecer praticamente inalterada.
As mesmas observações descritas a partir dos resultados da Figura 5.102(a) são válidos também
para os resultados apresentados nas Figuras 5.102(b) e 5.102(c). O que muda na comparação dos
resultados das Figuras 5.102(b) e 5.102(c) com os resultados da Figura 5.102(a) é a proporção entre
as reduções medidas no sistema com e sem rotação.

(a) Amp. força 1 (b) Amp. força 2

(c) Amp. força 3

Figura 5.102: Redução de vibração obtida para diferentes rotações e amplitudes de força. Esferas
de 6,0 mm de aço.

A Figura 5.103 mostra a redução de vibração medida experimentalmente ao utilizar as esfe-
ras de tungstênio, variando a amplitude da força excitadora e a rotação da barra. Em todos os casos
testados, as esferas de tungstênio proporcionaram maiores reduções de vibração em comparação
com as esferas de aço. Novamente, os resultados medidos indicam que a redução de vibração tende
a estabilizar conforme as esferas são adicionadas, mesmo que ainda não há, de fato, uma estabi-
lização propriamente dita. Se após a estabilização mais esferas forem adicionadas, o desempenho
do absorvedor pode diminuir, como pode ser visto nos casos com Ω = 0 nas Figuras 5.103(a) e
5.103(b). Resultados similares foram previstos previamente mediante a interpretação dos resultados
obtidos pela simulação numérica de um PID sob rotação, como mostrado na seção 5.3.
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Considerando somente os casos medidos com a barra em rotação, independentemente da
força aplicada, os resultados medidos com as esferas de tungstênio apresentados na Figura 5.103
mostram que o desempenho do absorvedor nas três rotações testadas são equivalentes. Porém, o
desempenho do absorvedor em relação à barra sem rotação muda conforme a força excitadora.
Aplicando à barra a força de amplitude 1 (Figura 5.103(a)), as reduções medidas foram significati-
vamente maiores ao aplicar as rotações. Entretanto, ao aumentar a amplitude da força excitadora, é
possível observar através dos resultados mostrados nas Figuras 5.103(b) e 5.103(c) uma aproxima-
ção entre os desempenhos do absorvedor atuando na barra sem e com rotação.

Os resultados medidos com Ω ̸= 0 se aproximaram dos resultados com Ω = 0 ao aumentar
a amplitude da força excitadora. Inclusive, é possível observar que dos 8 diferentes casos (relaci-
onados à quantidade de esferas) apresentados nas Figuras 5.103(b) e 5.103(c), 5 podem ser consi-
derados como resultados iguais ao comparar a resposta sem e com rotação, e estão relacionados à
utilização de 3, 5, e 10 esferas. A observação experimental de que as respostas sem e com rotação
tendem à mesma redução de vibração, se a força excitadora apresentar uma amplitude adequada
para isso, é muito importante e vem corroborar alguns resultados numéricos apresentados na seção
5.2. Porém, é possível que se a rotação continuasse sendo aumentada, haveria a tendência de queda
do desempenho da mesma maneira como ocorreu com as esferas de aço.
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(a) Amp. força 1 (b) Amp. força 2

(c) Amp. força 3

Figura 5.103: Redução de vibração obtida para diferentes rotações e amplitudes de força. Esferas
de 6,0 mm de tungstênio.

5.7 Simulação numérica da barra na posição vertical

Nesta seção são apresentados os resultados obtidos pelo modelo matemático ao simular con-
dições análogas às apresentadas na seção 5.6.

5.7.1 Simulação numérica da barra sem rotação

A simulação numérica da barra utilizada na bancada experimental #2 é feita a partir da dis-
cretização do modelo apresentada na seção 4.4. Neste caso, como não é aplicada rotação à barra, as
respostas medidas experimentalmente, apresentadas na seção 5.6, são dependentes exclusivamente
do sinal de força aplicado pelo shaker. Os valores de força medidos nos experimentos são utiliza-
dos no modelo matemático previamente ajustado. Assim, as respostas numéricas e experimentais
podem ser comparadas.
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Diferentemente do que ocorreu nos experimentos realizados na bancada experimental #1, ao
selecionar a amplitude de força desejada, o valor medido da amplitude da força excitadora não
sofreu variação significativa ao adicionar esferas à cavidade. Visto que os valores medidos foram
praticamente constantes, optou-se por utilizar no modelo um valor médio desses valores.

Os valores médios para as três amplitudes de força selecionadas para o experimento (Amp.
força 1, 2 e 3), ao utilizar Ω = 0, são reproduzidos novamente na Tabela 5.6 . Esses valores são apli-
cados ao modelo matemático para a integração numérica das equações de movimento. Como neste
caso não é aplicada uma rotação à cavidade, a força excitadora consiste de um sinal senoidal de
amplitude e frequência constantes, aplicada de forma unidirecional. A frequência da força excita-
dora 𝑓0 vale 508 Hz para todos os casos. Assim, a força excitadora utilizada no modelo matemático
é aplicada ao longo da direção 𝑋 e é escrita da seguinte forma:

𝐹𝑥 = 𝐹0𝑥 · 𝑠𝑒𝑛(2𝜋 · 𝑓0 · 𝑡) (5.10)

onde 𝐹0𝑥 é a amplitude da força excitadora, cujos valores são dispostos na Tabela 5.6.

A Figura 5.104 mostra a comparação entre os sinais de aceleração, nos domínios do tempo
e da frequência, obtidos experimentalmente e numericamente. Uma vez que o modelo sem esferas
é devidamente ajustado, conforme mostrado na seção 4.4.1, aplicam-se as diferentes configurações
de esferas para obter as respostas numéricas nas configurações desejadas.
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Figura 5.104: Sinais de aceleração experimental e simulada ao aplicar a amplitude de força 3 ao
sistema.

Conforme mencionado ao apresentar as simulações da barra posicionada na horizontal (ban-
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cada experimental #1), o modelo é sensível à variação de parâmetros como o raio da cavidade 𝑅

e o coeficiente de restituição 𝑒. A barra utilizada nos experimentos na bancada experimental #2
permite uma medição do diâmetro do furo com o auxílio de um micrômetro apropriado (micrôme-
tro interno) no lado referente à extremidade livre da barra. Pequenas variações foram observadas
conforme o diâmetro do furo era medido ao longo do seu eixo axial. No fim. chegou-se a valores
de raios entre 3,032 e 3,036 mm.

Tabela 5.6: Média das amplitudes dos picos de força a 508 Hz (em Newtons, N) para Ω = 0.

Média 𝐹0𝑥 [𝑁 ]

Amp. força 1 0,8787
Amp. força 2 1,4614
Amp. força 3 1,9214

Já foi discutida na seção 5.5 que a variação do raio da cavidade e do coeficiente de restituição
podem causar mudanças significativas nas respostas numéricas. Como alguns resultados variando o
raio da cavidade e o coeficiente de restituição já foram apresentados na seção 5.5, não é conveniente
repetir todas as análises novamente nesta seção.

Para as simulações apresentadas nesta seção, foram considerados inicialmente os coeficientes
de restituição 𝑒 = 0,9 e de atrito 𝜇 = 0,2. A Figura 5.105 mostra a comparação das respostas
experimentais e simuladas, obtidas a partir do pico de aceleração na frequência de excitação (𝑓0 =

508 Hz) do espectro de vibração, ao aplicar no sistema as três amplitudes de força apresentadas
na Tabela 5.6. São considerados no modelo matemático uma cavidade de raio 𝑅 = 3,036 mm, um
coeficiente de restituição 𝑒 = 0,9 e um coeficiente de atrito 𝜇 = 0,2.

Analisando as respostas mostradas na Figura 5.105, de uma forma geral, os resultados nu-
méricos utilizando o coeficiente de restituição 𝑒 = 0,9 e uma cavidade de raio 𝑅 = 3,036 mm
seguiram a tendência observada através dos resultados experimentais. Algumas respostas simula-
das divergiram em relação às medições, como nos casos de 3 esferas de 5,953 mm para a força
F2, 3 esferas de de 6,0 mm de tungstênio para F2 e 3, 5 e 10 esferas de 6,0 mm de aço para F3.
Dentre esses casos mencionados, os resultados obtidos pelas simulações de 3 esferas de 5,953 mm
para F2 e 60 mm de tungstênio para F2 são os que mais se distanciaram dos resultados reais, pois,
nesses casos, o modelo previu que a amplitude de vibração seria menor que a amplitude obtida
pelas mesmas 3 esferas ao submeter o sistema à força F1, o que não condiz com os experimen-
tos. Por mais que os resultados das esferas de 6,0 mm de aço estejam quantitativamente longe dos
resultados medidos, essa divergência se dá em termos dos valores estimados de aceleração, e não
em relação ao comportamento do absorvedor ao variar a quantidade de esferas dentro da barra. É
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Figura 5.105: Comparação das respostas simuladas e experimentais para 𝑅 = 3,036 mm e 𝑒 = 0,9.

possível perceber a tendência de diminuição da aceleração e sua estabilização com o aumento do
número de esferas no interior da barra.

É importante destacar que ainda há a possibilidade de que os parâmetros adotados (𝑅 e 𝑒)
não estejam em conformidade com os casos reais. Uma maior ou menor diferença quantitativa dos
valores simulados e medidos está relacionada aos parâmetros utilizados no modelo matemático.
Mesmo com essas divergências quantitativas entende-se que os resultados apresentados são quali-
tativamente satisfatórios e que um refino nos parâmetros que alimenta o modelo matemático pode
proporcionar um ajuste quantitativamente melhor.

A incerteza do raio da cavidade da barra utilizada na bancada experimental #2 é bem menor
do que a da barra utilizada na bancada experimental #1. Mesmo assim, é conveniente analisar a in-
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fluência desse parâmetro em algumas respostas numéricas, bem como do coeficiente de restituição.

O coeficiente de restituição é um parâmetro que é impossível de ser estimado experimen-
talmente na bancada experimental proposta. Por esta razão, é necessário testar como o sistema se
comporta mediante a alteração desse parâmetro. Na sequência são apresentados alguns resultados
numéricos obtidos ao aplicar no modelo outros valores de coeficiente de restituição.

A Figura 5.106 mostra a comparação dos resultados simulados com três esferas (que foram
as configurações que apresentaram maior divergência com os experimentos) ao utilizar coeficiente
de restituição 𝑒 = 0,7 e 𝑒 = 0,9 em uma cavidade de raio 𝑅 = 3,036 mm.
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Figura 5.106: Comparação das respostas simuladas e experimentais para sistemas com 3 esfe-
ras submetido às amplitudes de força 2 e 3 ao utilizar coeficientes de restituição 0,7 e 0,9.
𝑅 = 3,036 mm.

Os resultados apresentados na Figura 5.106 indicam que uma pequena alteração no coefici-
ente de restituição pode representar uma alteração significativa na resposta numérica, como ocor-
rido no caso com as esferas de 5,953 mm mostrado na Figura 5.106(a).

Analisando somente os resultados da Figura 5.106(a), as simulações com 𝑒 = 0,9 repre-
sentam qualitativamente melhor as respostas experimentais, apesar da maior diferença quantitativa
entre os valores de aceleração. Em contrapartida, ao analisar a Figura 5.106(b), é possível observar
que as respostas experimentais apresentam uma característica parecida com aquelas mostradas na
Figura 5.106(a), mas qualitativamente, as respostas simuladas com 𝑒 = 0,7 representaram melhor
os experimentos. Essas simulações mostram que uma alteração não tão significativa no coeficiente
de restituição pode modificar a resposta do sistema, aproximando ou afastando o valor da resposta
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simulada do valor medido na bancada experimental.

É importante frisar que as simulações apresentadas na Figura 5.106 consideram uma cavidade
de raio 𝑅 = 3,036 mm. Como também existe uma incerteza sobre esse raio, algumas respostas
simuladas ao variá-lo são apresentadas na sequência.

Comparar somente os valores das amplitudes estimadas e medidas pode não ser uma muito
adequado e levar a uma interpretação errada do resultado numérico obtido. O ideal é ter outro pa-
râmetro de comparação para que se tenha uma garantia de que a comparação é a mais fiel possível.
A partir das experiências adquiridas durante a realização dos ensaios em laboratório e também
das diversas simulações realizadas, verificou-se que esse outro parâmetro de comparação entre as
respostas do modelo e dos experimentos é a fase.

Além da comparação feita a partir dos valores de aceleração, outra comparação que pode ser
feita é em relação aos resultados numéricos e experimentais da fase dos sinais de força e resposta
(medidos e estimados). A Figura 5.107 apresenta os valores de fase oriundos dos sinais experimen-
tais, utilizando as esferas de 6,0 mm (aço) e a amplitude de força 3, comparando-os à fase dos sinais
simulados ao variar o coeficiente de restituição e o raio da cavidade.
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Figura 5.107: Comparação dos valores das fases medidas e estimadas para o sistema com diferentes
números de esferas de 6,0 mm (aço).

A Figura 5.107(b) mostra que as fases obtidas no modelo matemático são menores que as
fases observadas nos experimentos. Considerando que esta condição de força e de esferas são as
que apresentaram a maior diferença entre as respostas estimadas e medidas na Figura 5.105(b), a
diferença existente entre as fases pode indicar que o sistema pode não estar com os parâmetros
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adequados para a representação do experimento. Reduzindo o raio da cavidade para 𝑅 = 3,032, a
fase obtida na simulação com três esferas, por exemplo, fica mais próxima do valor real, para os
coeficientes de restituição testados.

Considerando que ao reduzir o raio da cavidade para 𝑅 = 3,032 mm a fase simulada se
aproxima da real, a comparação do desempenho do absorvedor utilizando 𝑅 = 3,032 e 𝑅 =

3,036 mm é mostrada na Figura 5.108. Os resultados indicam que da mesma forma que ocorreu
com a fase, a aceleração simulada se aproximou da aceleração ao reduzir o raio da cavidade para
𝑅 = 3,032 mm.
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Figura 5.108: Comparação das respostas de aceleração estimada ao variar o coeficiente de restitui-
ção e o raio da cavidade. Esferas de 6,0 mm e sistema submetido à amplitude de força 3.

Alguns casos são testados para verificar a variação da aceleração estimada, a partir da utili-
zação de diferentes valores de raio da cavidade e do coeficiente de restituição aplicados ao modelo
matemático. É importante verificar não só os casos em que alguma simulação divergiu dos resul-
tados medidos, mas também casos que todas as respostas convergiram para os valores medidos.
Assim, é avaliado se a variação dos parâmetros no modelo matemático aproxima as respostas que
divergiram e mantêm as que convergiram com os experimentos. Não seria interessante para a res-
posta numérica, ser altamente influenciada por esses parâmetros de tal forma a melhorar alguns
resultados e piorar outros. Obviamente, se a variação dos parâmetros envolver valores muitos dis-
tintos, a resposta do modelo pode ser muito afetada.

Dessa forma, os resultados de simulações combinando cavidades de raios 𝑅 = 3,032 e 𝑅 =

3,036 com coeficientes de restituição 𝑒 = 0,5 e 𝑒 = 0,9 são apresentados para os casos com
esferas de 5,953 mm (aplicadas no sistema excitado pela amplitude de força 2) e com esferas de
6,0 mm de tungstênio (aplicadas em sistemas excitados pelas força 2 e 3). Os casos com esferas de
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5,953 e 6,0 mm de tungstênio, ambos ao aplicar a amplitude de força 2, contem divergências em
relação aos resultados experimentais ao utilizar 3 esferas, principalmente. Nas demais quantidades,
os resultados simulados estão de acordo com os experimentais. Bem como os casos com as esferas
de 6,0 mm de tungstênio com a amplitude de força 3.

A Figura 5.109 mostra a comparação das respostas experimentais e simuladas a partir das
combinações de 𝑅 e 𝑒 indicadas. A utilização de 𝑅 = 3,036 e 𝑒 = 0,9 proporciona as respostas
apresentadas previamente na Figura 5.105(a). As respostas com 𝑅 = 3,036 e 𝑒 = 0,9 apresen-
tam uma divergência maior em relação aos casos experimentais na representação do modelo com
três esferas. De um modo geral, a utilização das outras três combinações de 𝑅 e 𝑒 promoveram
uma aproximação das respostas simuladas e experimentais, tendendo a apresentar o mesmo com-
portamento qualitativo observado nos experimentos. Nestes casos analisados, houve uma melhor
representação do caso onde havia uma maior divergência (3 esferas) sem apresentar prejuízos às
respostas que já apresentavam uma boa convergência com os dados medidos. Dentre as combi-
nações testadas, o melhor ajuste com os pontos experimentais foi obtido ao aplicar no modelo
matemático 𝑅 = 3,032 e 𝑒 = 0,9.
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Figura 5.109: Comparação das resposta experimentais e simuladas das esferas de 5,953 mm medi-
ante a variação de 𝑅 e 𝑒. Excitação com amplitude de força 2.

A Figura 5.109(b) mostra o valor médio da fase obtida através dos sinais de força e des-
locamento para cada quantidade de esfera testada. A fase varia no tempo conforme os impactos
ocorrem e modificam a dinâmica da estrutura. Para fins de comparação, o valor médio da fase é uti-
lizado. Como os ensaios são reproduzidos, os valores das fases experimentais mostradas na Figura
5.109(b) são resultados da média dos valores médios encontrados nos experimentos.
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Quando o sistema está sem esfera, a fase vale aproximadamente 90 graus. Diz-se aproxima-
damente, porque não é possível manter a fase exatamente a 90 graus em todas as repetições do
experimento sem esfera. Conforme as esferas são adicionadas à barra, a fase aumenta até atingir
um regime de estabilidade, da mesma maneira que a aceleração medida diminui até se estabilizar.

Em relação aos resultados simulados, a Figura 5.109(b) mostra que o coeficiente de restitui-
ção foi responsável por aproximar ou não os resultados simulados dos experimentais. De um modo
geral, a variação do raio da cavidade, para um mesmo coeficiente de restituição, não foi capaz de
promover uma alteração significativa na fase. As simulações com 𝑒 = 0,5 praticamente não tive-
ram o valor da fase modificado, mantendo valores próximos a 90 graus para todas as quantidades
de esferas testadas, não representando o comportamento real do sistema. Os resultados simulados
e experimentais ficaram melhor ajustados ao utilizar 𝑒 = 0,9, principalmente associando-o ao raio
𝑅 = 3,032 mm.

Analogamente, comparações das respostas experimentais e numéricas do sistema operando
com as esferas de tungstênio são apresentadas na Figura 5.110 e 5.111. Com a aplicação da força
de amplitude 2 ao sistema, Figura 5.110, as respostas numéricas para cada combinação testada
apresentaram uma variação maior entre si. A combinação com 𝑅 = 3,036 e 𝑒 = 0,5 promoveu
respostas que tiveram praticamente a mesma amplitude em todas as quantidades de esferas. Esse
resultado destoa dos resultados medidos. As demais combinações proporcionaram respostas que
representaram melhor as medições, principalmente as combinações com 𝑅 = 3,032 mm.

Ao aplicar a amplitude de força 3 ao sistema, Figura 5.111, a simulação realizada com 𝑅 =

3,036 e 𝑒 = 0,9, já indicava uma boa aproximação entre os resultados numéricos e experimentais.
Simulando as outras combinações, os resultados ficaram mais concentrados entre si ao simular os
casos com 1, 3 e 10 esferas, em comparação com os resultados apresentados nas Figuras 5.109 e
5.110. Com 5 esferas, houve uma maior divergência entre as respostas, mas que, perante ao todo,
não representa uma divergência tão significativa para condenar a resposta do modelo.

As fases obtidas nas simulações das esferas de tungstênio, Figuras 5.110(b) e 5.111(b), tam-
bém indicam que as simulações com 𝑒 = 0,5 não representam o comportamento observado nos ex-
perimentos. Novamente, a fase simulada apresentou melhor ajuste com os valores medidos quando
𝑒 = 0,9, tanto com 𝑅 = 3,032 quanto com 𝑅 = 3,036 mm.

Os resultados numéricos das fases indicam que o modelo descreveu o comportamento qualita-
tivo (e quantitativo em alguns casos) observado nos experimentos, para altos valores de coeficiente
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Figura 5.110: Comparação das respostas experimentais e simuladas das esferas de 6,0 mm (tungs-
tênio) mediante a variação de 𝑅 e 𝑒. Excitação com amplitude de força 2.
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Figura 5.111: Comparação das respostas experimentais e simuladas das esferas de 6,0 mm (tungs-
tênio) mediante a variação de 𝑅 e 𝑒. Excitação com amplitude de força 3.

de restituição. A aplicação de um coeficiente de restituição mais baixo pode até proporcionar uma
boa aproximação entre as respostas de aceleração, por exemplo, mas destoa nas respostas das fases.
Logo, não é uma representação muito fiel ao experimento.

Diante dos resultados apresentados nas Figuras 5.109, 5.110 e 5.111, ao sujeitar o modelo à
variações dos parâmetros que lhe causam mais sensibilidade, para a previsão da resposta de algum
caso específico desejado, a melhor alternativa seria, a priori, criar uma nuvem de pontos variando
os parâmetros imprecisos para identificar uma região onde é provável de se localizar a resposta real
do sistema.



230

5.7.2 Simulação numérica da viga com rotação

Os resultados experimentais apresentados na seção 5.6 mostraram que ao aplicar uma rotação
constante à barra, diversas outras frequências aparecem no espectro do sinal de aceleração medido.
Para que a representação do modelo seja mais fiel ao experimento, convém que essas frequências
estejam presentes também na resposta numérica. A força excitadora para este caso, deixa de ser
uma força harmônica de apenas uma componente, passando a ter várias componentes de diferentes
amplitudes nas frequências desejadas, sendo aplicada no modelo matemático da seguinte forma:

𝐹𝑥Ω
=

𝑗∑︁
𝑖=1

(𝐹0𝑥𝑖
· 𝑠𝑒𝑛(2𝜋 · 𝑓0𝑖 · 𝑡 + 𝜑𝑖)) (5.11)

𝐹𝑦Ω =

𝑗∑︁
𝑖=1

(𝐹0𝑦𝑖 · 𝑐𝑜𝑠(2𝜋 · 𝑓0𝑖 · 𝑡 + 𝜑𝑖)) (5.12)

onde 𝑓0𝑖 , 𝜑𝑖, 𝐹0𝑥𝑖
e 𝐹0𝑦𝑖 representam a frequência de excitação, a fase, a amplitude da força na

direção 𝑋 e a amplitude da força na direção 𝑌 , respectivamente, para uma componente de força 𝑖

dentre as 𝑗 componentes escolhidas para representar o caso real.

As frequências presentes no sinal experimental são designadas como principal e secundárias.
A frequência principal é a frequência de excitação imposta pelo shaker, no caso 508 Hz. Quaisquer
outras frequências existentes no sinal são ditas secundárias.

A representação da excitação real no modelo matemático é feita em duas etapas. Na primeira,
o modelo é ajustado a partir da utilização da amplitude da força medida na frequência de 508 Hz,
através do espectro de vibração. Na segunda, escolhe-se alguma(s) frequência(s) secundária(s) que
se destaca(m) no espectro experimental e aplica-se ao modelo forças relacionadas à(s) frequência(s)
secundária(s) selecionadas, cujo ajuste é feito comparando os espectros do sinal de aceleração
numérico e experimental.

O ajuste das componentes de frequências secundárias é realizado pela aplicação de uma de-
terminada amplitude de força que proporciona à resposta numérica o mesmo valor do pico de
aceleração medido experimentalmente na frequência de interesse. Assim, aplica-se o procedimento
para todas as frequências secundárias selecionadas.
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Os testes experimentais englobam a variação da rotação e da amplitude da força excitadora
(amplitude de força aplicada pelo shaker, a 508 Hz). Para cada rotação testada, novos ajustes preci-
sam ser feitos, uma vez que as frequências secundárias (aquelas diferentes da frequência de 508 Hz)
são dependentes da rotação. Porém, para uma mesma rotação, o aumento da amplitude da força im-
posta pelo shaker não altera as amplitudes das componentes secundárias. Nos casos experimentais,
as frequências secundárias também estão presentes na direção ortogonal (𝑌 ) à direção de excitação
principal. Assim, também é necessário realizar o ajuste entre as respostas experimental e numérica
na direção 𝑌 , para aproximar o máximo possível a resposta do modelo à resposta real.

As simulações iniciais apresentadas na seção 5.2 indicam que as componentes de frequências
diferentes da frequência principal de excitação podem modificar o comportamento do absorvedor.
Por essa razão, todo este ajuste entre as respostas medidas e estimadas para cada rotação foi reali-
zado.

A seguir são apresentados os espectros dos sinais de aceleração na direção 𝑋 (direção de
excitação com o shaker) obtidos dos experimentos e dos resultados numéricos. As Figuras 5.112,
5.113 e 5.114 mostram a comparação entre os espectros gerados a partir dos sinais de aceleração
simulados e experimentais, para diferentes amplitudes de força aplicadas pelo shaker (frequência
de 508 Hz) nas rotações de 950,4, 1500 e 2256 rpm, respectivamente. Ao comparar os resultados
apresentados nas Figuras 5.112, 5.113 e 5.114, é possível perceber que as frequências secundárias
não variam ao aumentar a amplitude da força principal (508 Hz) mas variam ao aumentar a rotação.

Uma vez definido o sinal de força aplicado no modelo matemático para cada rotação, as
simulações com as diferentes configurações de esferas podem ser realizadas.

Através das simulações numéricas busca-se verificar se o modelo matemático utilizado é ca-
paz de representar os experimentos realizados na bancada experimental #2. Baseado nos resultados
numéricos apresentados na seção 5.7, as simulações apresentadas a seguir consideram o raio da
cavidade 𝑅 = 3,036 mm e coeficiente de restituição 𝑒 = 0,9. O coeficiente de atrito é adotado
como 𝜇 = 0,1.

A Figura 5.115(a) mostra os espectros dos sinais de aceleração simulados ao submeter a
barra à uma rotação Ω = 950,4 rpm com uma, três, cinco e dez esferas de aço de 6,0 mm. Os
resultados apresentados indicam que, mesmo com a rotação aplicada, a adição de esferas reduz a
amplitude de vibração na frequência principal de excitação, 508 Hz, que é a frequência imposta
pelo shaker. Além disso, a redução da amplitude de aceleração tende a ser estabilizada, como
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Figura 5.112: Comparação dos espectros de aceleração experimental e simulado da barra sem es-
feras com Ω = 950,4 rpm.
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Figura 5.113: Comparação dos espectros de aceleração experimental e simulado da barra sem es-
feras com Ω = 1500 rpm.



234

1000

Frequência [Hz]

500

0

Exp.

Teste

Sim.

0

100

200

300

|Y
a|

(a) Amp. força 1

1000

Frequência [Hz]

500

0

Exp.

Teste

Sim.

0

100

200

300

|Y
a|

(b) Amp. força 2

1000

Frequência [Hz]

500

0

Exp.

Teste

Sim.

0

200

300

100

|Y
a|

(c) Amp. força 3

Figura 5.114: Comparação dos espectros de aceleração experimental e simulado da barra sem es-
feras com Ω = 2256 rpm.
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indicam os resultados com cinco e dez esferas, ou seja, a adição de mais esferas não reduz ainda
mais a vibração. Estes resultados são análogos àqueles apresentados previamente para a simulação
da barra sem rotação (Ω = 0).
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Figura 5.115: (a) Espectros de aceleração simulados e (b) comparação das respostas simuladas e
experimentais para diferentes quantidades de esferas de 6,0 mm (aço). Sistema submetido à ampli-
tude de força 1 e Ω = 950,4 rpm.

As frequências secundárias presentes nos espectros de aceleração não sofrem variação sig-
nificativa ao adicionar as esferas à barra. O efeito praticamente nulo das esferas sobre as frequên-
cias secundárias é um resultado esperado, uma vez que essas frequências não estão relacionadas à
frequência natural da barra. Os resultados apresentados na Figura 5.115(b) mostram que os valores
das amplitudes de aceleração a 508 Hz obtidos através da simulação numérica estão de acordo com
as observações experimentais apresentadas na seção 5.6.

Sendo a frequência de 508 Hz a frequência principal de excitação, e também a frequência
de interesse no estudo, os resultados simulados a partir das diferentes configurações de esferas, de
forças e rotações aplicadas são apresentados considerando o valor do pico de aceleração obtido a
508 Hz no espectro.

Em relação à fase entre os sinais de força e deslocamento, a excitação do sistema sem esfera
à 508 Hz com Ω ̸= 0 não caracteriza mais a condição de fase 90 graus, como ocorreu quando
Ω = 0. Nos casos com Ω ̸= 0, a fase apresentou valores maiores que 90 graus. Como o ajuste do
modelo matemático foi realizado para contemplar a alteração da fase ao aplicar rotação ao sistema,
a comparação entre as respostas simuladas e experimentais podem ser feitas diretamente.
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A Figura 5.116(a) mostra a comparação entre os picos de aceleração a 508 Hz oriundos das
respostas simuladas e experimentais, para o sistema submetido à excitação com a amplitude de
força 1 com Ω = 950,4 rpm. Os resultados simulados indicam que os desempenhos das esferas de
5,953 e 6,0 mm são similares, a alteração da folga e a pequena variação da massa, causadas pela
alteração do diâmetro dessas esferas, não foram suficientes para modificar de maneira significativa
a resposta da barra, na condição testada. As simulações seguiram os resultados experimentais.
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Figura 5.116: Comparação das respostas simuladas (Sim.) e experimentais (Exp.) para Ω =
950,4 rpm.

Os resultados experimentais com as esferas de tungstênio, mostram que esse tipo de esfera
proporcionou uma redução de vibração ligeiramente maior em comparação com as demais, quando
utilizadas de 3 a 10 esferas. Os resultados numéricos também indicam que as esferas de tungstênio
são mais eficientes para a condição testada, porém uma diferença maior em relação aos valores esti-
mados das outras esferas foi obtida. Diferenças quantitativas podem surgir dependendo da escolha
dos parâmetros de difícil medição experimental, como o coeficiente de restituição, por exemplo.
Entretanto, comparando qualitativamente as respostas apresentadas na Figura 5.116(a), entende-se
que, nas condições estabelecidas, o modelo foi capaz de reproduzir o que foi observado experimen-
talmente.

A comparação dos resultados numéricos e experimentais com Ω = 1500 rpm é apresentada
na Figura 5.117. Ao aplicar a amplitude de força 1, Figura 5.117(a), as simulações descreveram
muito bem o comportamento experimental da barra em todas as configurações de esferas utiliza-
das. O modelo indicou que o desempenho das esferas de 5,953 e 6,0 mm (aço) são praticamente
equivalentes, bem como um desempenho ligeiramente superior das esferas de tungstênio.
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Com a aplicação da amplitude de força 3, Figura 5.117(b), a diferença observada entre as res-
postas das esferas de aço e de tungstênio é mais evidenciada. No geral, as respostas simuladas para
as esferas de aço estão de acordo com as respostas medidas na bancada experimental. Os pontos
apresentados referentes às esferas de 5,953 e 6,0 mm são praticamente coincidentes para todas as
quantidades de esferas, como também foi observado experimentalmente. Com as esferas de tungs-
tênio, o modelo descreveu o melhor desempenho proporcionado por essas esferas, promovendo à
barra menores amplitudes de vibração.
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Figura 5.117: Comparação das respostas simuladas (Sim.) e experimentais (Exp.) para Ω =
1500 rpm.

A Figura 5.118 mostra os resultados numéricos obtidos nas simulações em comparação com
os resultados medidos na bancada experimental #2, com Ω = 2256 rpm.

Independentemente da amplitude de força aplicada, o modelo respondeu conforme os experi-
mentos, indicando que as esferas reduzem a vibração da barra e que a atenuação da vibração tende a
se estabilizar a partir de um determinado número de esferas. Sabe-se que é possível que a adição de
mais esferas pode retirar o sistema dessa estabilização, fazendo-o aumentar novamente a vibração.
Entretanto, nos casos apresentados, essa condição não foi atingida.
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Figura 5.118: Comparação das respostas simuladas (Sim.) e experimentais (Exp.) para Ω =
2256 rpm.
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6 Conclusões

As principais conclusões deste trabalho são apresentadas a seguir.

A análise numérica do sistema com o PID conservativo demonstrou que mesmo em um sis-
tema totalmente ideal, sem qualquer dissipação de energia, os impactos modificam a dinâmica da
estrutura vibrante pela transferência de momento linear, alterando a fase entre a força excitadora e
a resposta, retirando o sistema da condição de ressonância, reduzindo sua amplitude de vibração.

Nos PID’s amortecidos, os resultados numéricos indicaram que existe uma combinação de
efeitos que levam à redução de vibração da estrutura vibrante: modificação da fase e dissipação de
energia nas próprias colisões. Cada um desses efeitos acontecem em maior ou menor grau depen-
dendo da folga existente no absorvedor e do coeficiente de restituição.

Numericamente, as respostas dos absorvedores em sistemas amortecidos obedeceram uma
tendência de normalização com a amplitude de vibração do sistema sem impacto. Ou seja, é pos-
sível prever a resposta do sistema independentemente da força aplicada, desde que características
como o fator de amortecimento da estrutura e o coeficiente de restituição sejam mantidos constan-
tes.

A utilização das esferas em vigas é altamente eficiente para reduzir a sua amplitude de vi-
bração. A configuração escolhida foi utilizar esferas com diâmetros próximos ao diâmetro do furo
existente ao longo do eixo axial da viga. Os experimentos mostraram que nem sempre a adição de
uma grande quantidade de esferas proporciona maior amortecimento à estrutura. No geral, com a
adição de esferas, a partir de uma determinada quantidade, o amortecimento tende a ser estabilizado
podendo, em alguns casos, ser minimizado ao continuar aumentando o número de esferas.

O modelo matemático utilizado mostrou-se satisfatório na representação das condições ex-
perimentais impostas às bancadas experimentais. O modelo se mostrou sensível à variação de pa-
râmetros como o raio da cavidade e o coeficiente de restituição.

No caso das simulações das condições impostas à viga engastada da bancada experimental
#1, devido a uma impossibilidade de medição precisa do diâmetro da cavidade, uma comparação
quantitativa dos valores estimados e medidos foi comprometida, porém, qualitativamente, houve
uma boa reprodução dos experimentos pelo modelo matemático.
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Nas simulações realizadas para representar os ensaios na bancada experimental #2, o modelo
também descreveu qualitativamente os comportamentos experimentais das configurações propostas
com Ω = 0. Na barra utilizada na bancada experimental #2 foi possível medir o furo de uma forma
mais precisa, com uma variação de 0,004 mm no raio. Mesmo assim, essa pequena variação causou
uma variação nas simulações, sendo mostrado que dependendo da combinação do raio da cavi-
dade (dentro do intervalo de medição) e do coeficiente de restituição, respostas quantitativamente
melhores podem ser obtidas.

Os resultados experimentais com a barra em rotação constante (Ω ̸= 0) evidenciaram que
as esferas são capazes de promover uma redução de vibração mesmo quando a estrutura vibrante
tem movimento angular em torno do seu eixo axial. Não foi testada nos experimentos uma ampla
faixa de rotações para testar o limite do absorvedor, mas os resultados numéricos indicam que a
tendência é que a rotação tenda a diminuir a eficiência do absorvedor em rotações muito altas.

Em comparação com os casos com Ω = 0, os casos com Ω ̸= 0 não caracterizaram a condição
de ressonância ao aplicar a frequência de excitação de 508 Hz (utilizada nos demais experimen-
tos com Ω = 0). Esta condição foi replicada ao modelo matemático, cujos resultados numéricos
apresentaram um ajuste quantitativo satisfatório com as respostas experimentais.

O ponto chave do modelo matemático utilizado neste trabalho é o modelo de contato não
linear de Flores e outros (2011). Foi possível desenvolver as equações de movimento, aplicando
o modelo de contato e utilizando o MATLAB para realizar a integração numérica. O modelo é
de simples implementação e demonstrou ser viável para a representação dos casos experimentais
propostos.
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7 Sugestões para trabalhos futuros

A partir dos resultados e conclusões obtidas neste trabalho, lista-se as seguintes sugestões
para trabalhos futuros:

∘ Verificação experimental em operações de fresamento com baixas velocidades para confron-
tar com as simulações obtidas neste trabalho;

∘ Analisar a influência da rotação durante operações de fresamento;

∘ Construção de um aparato experimental para analisar o movimento de uma esfera dentro de
uma cavidade circular sob excitação controlada e diferentes rotações;

∘ Incorporar o efeito giroscópico no modelo matemático e analisar o desempenho do absorve-
dor mediante uma amplitude de vibração maior;

∘ Analisar experimentalmente através de uma bancada experimental apropriada a tendência de
normalização do comportamento do absorvedor, como indicam as simulações deste trabalho;

∘ Inclusão de modelos de atrito mais refinados para representar as forças tangenciais de con-
tato;

∘ Análise da configuração do absorvedor para outros modos de vibração da viga;
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APÊNDICE A – Verificação do modelo de atrito

A.1 Esfera sobre uma superfície plana

As condições estabelecidas na Eq. 3.13 no problema da esfera se movimentando sobre uma
superfície circular são análogas para superfície plana.

Considerando que uma esfera é projetada sobre uma superfície plana com velocidade 𝑣1 e
velocidade angular nula, é possível determinar o tempo necessário para que a esfera role sem desli-
zar e as velocidades linear e angular nesse instante com base no princípio de impulso e quantidade
de movimento. Adotando o sentido de 𝑣1 indicado na Figura A.1 como positivo e considerando o
sentido positivo do movimento angular como anti-horário, tem-se:

Figura A.1: Exemplo da esfera rolando sobre uma superfície plana. Fonte: (Beer e outros, 2009)
.

𝑚 · 𝑣1 +
∑︁∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝐹𝑑𝑡 = 𝑚 · 𝑣2

𝑣1 − 𝜇𝑔𝑡 = 𝑣2 (A.1)

𝐼𝐺 · 𝜔1 +
∑︁∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝑀𝐺𝑑𝑡 = 𝐼𝐺 · 𝜔2

0 − (𝜇𝑚𝑔𝑟)𝑡 =
2

5
𝑚𝑟2 · −𝜔2
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𝜔2 =
5𝜇𝑔𝑡

2𝑟
=⇒ 𝑣2 =

5𝜇𝑔𝑡

2
(A.2)

Substituindo a Eq. A.2 na Eq. A.1, o tempo a partir do qual a esfera rola sem deslizar é
determinado:

𝑣1 − 𝜇𝑔𝑡 =
5𝜇𝑔𝑡

2
=⇒ 𝑡 =

2𝑣1
7𝜇𝑔

(A.3)

Utilizando como exemplo 𝑣1 = 1,0 m/s e 𝜇 = 0,2 na Eq. A.3 encontra-se 𝑡 = 0,1456 s.
Substituindo na Eq. A.2 tem-se 𝑣2(𝑡 = 0,1456) = 0,7142 m/s e, considerando uma esfera de
raio 𝑟 = 3,0 mm, 𝜔2(𝑡 = 0,1456) = 238,0560 rad/s. Aplicando os valores de 𝑣1 e 𝜇 no modelo
matemático para simular a condição descrita, as respostas numéricas de 𝑣2 e 𝜔2 são mostradas
na Figura A.2(a). A Figura A.2(b) mostra a comparação de 𝑣2 com o módulo do produto 𝜔2 · 𝑟,
evidenciando que a esfera rola sobre a superfície plana sem deslizar, a partir 𝑡 = 0,1456 s.
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Figura A.2: Respostas simuladas da esfera rolando sobre uma superfície plana. (a) Velocidade do
CG (𝑣2) e angular (𝜔2) da esfera em função do tempo; (b) comparação da velocidade do CG (𝑣2)
com a velocidade calculada por 𝜔2 · 𝑟.

Um segundo caso a ser analisado é determinar o tempo necessário para que a velocidade final
da esfera seja nula, assim:

𝑚 · 𝑣1 +
∑︁∫︁ 𝑡𝑓

0

𝐹𝑑𝑡 = 𝑚 · 𝑣2 =⇒ 𝑚 · 𝑣1 − 𝜇𝑚𝑔𝑡𝑓 = 0

𝑡𝑓 =
𝑣1

9.81𝜇
(A.4)
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Substituindo os valores de 𝑣1 e 𝜇 na Eq. A.4, encontra-se 𝑡𝑓 = 0,5097 s, também encontrado
pela resposta numérica conforme ilustrado na Figura A.2.

A.2 Esfera / disco sobre uma superfície circular

O movimento da esfera sobre uma superfície circular é idêntico ao da superfície plana desde
que as condições de contorno adequadas sejam aplicadas às equações de movimento. Assim, com
o intuito de demonstrar que as condições estabelecidas para a força de atrito na superfície circular
estão corretas, o exemplo apresentado anteriormente é aplicado à formulação desenvolvida para a
cavidade circular e o mesmo resultado deve ser alcançado.

A Figura A.3(a) mostra uma cavidade circular onde uma esfera se movimenta a partir de uma
velocidade inicial 𝑣1. Para comparar com o movimento no plano, a velocidade da esfera é sempre
considerada na direção tangencial da trajetória. Dessa forma, o princípio de impulso e quantidade
de movimento é aplicado nessa direção para estimar o tempo necessário para que a velocidade da
esfera seja nula. O resultado numérico da simulação ao longo da trajetória circular é mostrado na
Figura A.3(b), que é idêntico ao resultado da esfera rolando sobre a superfície plana apresentado
na Figura A.2(b).
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Figura A.3: Resposta simulada de uma esfera rolando sobre uma superfície circular. (a) cavidade
circular onde a esfera de movimenta; (b) comparação da velocidade do CG da esfera (𝑣2) com a
velocidade calculada pelo produto 𝜔2 · 𝑟.

Analogamente, considere o disco 𝐴 em contato com a esteira conforme mostra a Figura A.4.
A esteira se movimenta com velocidade constante e o disco é colocado em contato com ela. O
tempo requerido para que o disco adquira uma velocidade angular constante pode ser expresso pelo
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princípio do impulso e quantidade de movimento angular:

𝐼𝐴 · 𝜔1 +
∑︁∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝑀𝐴𝑑𝑡 = 𝐼𝐴 · 𝜔2

Figura A.4: Exemplo disco na esteira. Fonte: (Beer e outros, 2009)
.

O disco parte do repouso e a única força atuante sobre ele que gera momento em relação ao
seu CG é a força de atrito, expressa por 𝑓𝑎𝑡 = 𝜇 · 9,81𝑚. Assim:

0 + (𝜇 · 9,81𝑚 · 𝑟 · 𝑡) |𝑡0 = 𝐼𝐴 ·
(︁𝑣
𝑟

)︁

𝑡 =
𝐼𝐴 · 𝑣

(𝜇 · 9,81𝑚 · 𝑟2)

Considerando que a o momento de inércia de massa do disco é 𝐼𝐴 = 1
2
𝑚𝑟2, tem-se que o

tempo necessário para o disco ter velocidade angular constante é:

𝑡 =
𝑣

2 (𝜇 · 9,81)
(A.5)

O modelo matemático apresentado nas Eqs. 3.15 e 3.16 pode ser facilmente adaptado para
representar a esteira e o disco, respectivamente, eliminando os graus de liberdade de translação (𝑥
e 𝑦), desprezando as massas e as forças externas e utilizando o momento de inércia do disco. A
Figura A.5(a) ilustra o caso análogo ao da esteira da Figura A.4 baseado no modelo matemático.
Assim, com a integração numérica de 𝜃𝑐𝑎𝑣 (representando a esteira) e 𝜃𝑒 (representando o disco),
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mediante a condição inicial de velocidade imposta, é possível verificar a velocidade angular do
disco em função do tempo.

Aplicando uma velocidade angular de +40 rad/s (sentido anti-horário) à cavidade circular de
raio 𝑅 = 0,3 m, o que equivale a uma velocidade inicial 𝑣 = 12 m/s da esteira, a força de atrito
acelera o disco de raio 𝑟 = 0,0750 m a partir do repouso até que uma velocidade angular constante
seja atingida. Considerando que o coeficiente de atrito seja 𝜇 = 0,2, as respostas numéricas de
velocidade da esteira e velocidade angular do disco em função do tempo são mostradas na Figura
A.5(b). Substituindo os valores de 𝑣 e 𝜇 na Eq. A.5, encontra-se 𝑡 = 3,0581 s.
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Figura A.5: Respostas simuladas do problema do disco sobre uma esteira. (a) representação de um
disco rolando sobre uma superfície com velocidade constante, análoga a uma esteira; (b) velocidade
da esteira e velocidade angular do disco em função do tempo.

Uma vez que o tempo necessário para que o disco tenha velocidade angular constante foi
igual utilizando os métodos analítico e numérico, entende-se que as condições estabelecidas para
determinar o movimento angular (Eq. 3.13) no modelo matemático estão corretas.
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APÊNDICE B – Ajuste do modelo: engaste

B.1 Bancada experimental #1

Valores definitivos utilizados no ajuste do engaste da bancada experimental #1.

Tabela B.1: Valores definitivos para rigidez do engaste e amorteciento proporcional aplicados aos
modelos matemáticos para simulação sob excitação na direção 𝑋 .

Esferas 𝑘𝑥𝑥1 𝑘𝑡𝑦1 𝑘𝑦𝑦1 𝑘𝑡𝑥1 𝛼 𝛽 Amp. Força

5,5 mm
1,0121e9 3922,7 1,0324e8 3856,7 0 1
1,0094e9 3922,7 1,0324e8 3856,7 0 2,6258e-5 2
1,0121e9 3922,7 1,0324e8 3856,7 0 3

5,953 mm
1,0081e9 3922,7 1,0405e8 3846.9 0 2,6261e-5 1
1,0081e9 3802,4 1,0405e8 3733,6 0 2,6258e-5 2
1,0081e9 3802,4 1,0405e8 3846.9 0 2.6661e-5 3

6,0 mm
1,0097e9 3924,7 9,6293e7 3866,7 0 1
1,0097e9 3924,7 9,6293e7 3846,7 0 2,6258e-5 2
1,0097e9 3924,7 9,6293e7 3846,7 0 3

6,0 mm tung.
1,0097e9 3924,7 9,6293e7 3866,7 0 1
1,0097e9 3924,7 9,6293e7 3846,7 0 2,6258e-5 2
1,0097e9 3924,7 9,6293e7 3846,7 0 3
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Tabela B.2: Valores definitivos para rigidez do engaste e amorteciento proporcional aplicados aos
modelos matemáticos para simulação sob excitação na direção 𝑌 .

Esferas 𝑘𝑥𝑥1 𝑘𝑡𝑦1 𝑘𝑦𝑦1 𝑘𝑡𝑥1 𝛼 𝛽 Amp. Força

5,5 mm
1,0121e9 4615,7 9,6293e7 3856,7 0 2,021e-5 1
1,0094e9 4629,6 9,6293e7 3856,7 0 2,562e-5 2
1,0121e9 4558,9 9,6293e7 3856,7 0 2,752e-5 3

5,953 mm
1,0081e9 4612,8 1,0405e8 3846.9 0 2,0224e-5 1
1,0081e9 4632,8 1,0405e8 3733,6 0 2,5624e-5 2
1,0081e9 4554,5 1,0405e8 3846.9 0 2,7624e-5 3

6,0 mm
1,0097e9 4626,8 9,6293e7 3866,7 0 2.0224e-5 1
1,0097e9 4628,2 9,6293e7 3846,7 0 2,5601e-5 2
1,0097e9 4559,2 9,6293e7 3846,7 0 2,7503e-5 3

6,0 mm tung.
1,0097e9 4626,8 9,6293e7 3866,7 0 2,0224e-5 1
1,0097e9 4628,2 9,6293e7 3846,7 0 2,5601e-5 2
1,0097e9 4559,2 9,6293e7 3846,7 0 2,7503e-5 3

B.2 Bancada experimental #2

Valores definitivos utilizados no ajuste do engaste da bancada experimental #2.
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Tabela B.3: Amplitude de força a 508 Hz, rigidez no nó 14 𝑘𝑥𝑥14 e coeficiente de amortecimento
proporcional 𝛽 aplicados ao modelo matemático, considerando a variação da frequência natural da
barra com o aumento da rotação.

Ω [rpm] Força [N] 𝑘𝑥𝑥14 [N/m] 𝛽

0
0,8787 96000 4,7e-5
1,4614 95000 4,33e-5
1,9214 92500 4,0e-5

950,4
0,8614 30000 1,0e-5
1,4080 30000 1,0e-5
1,7693 30000 1,3e-5

1500
0,8547 30000 2,0e-5
1,4056 30000 2,0e-5
1,7538 30000 2,1e-5

2256
0,9220 16000 2,7e-5
1,5187 16000 2,8e-5
1,8656 16000 2,76e-5

Tabela B.4: Amplitude de força a 508 Hz, rigidez no nó 14 𝑘𝑥𝑥14 e coeficiente de amortecimento
proporcional 𝛽 aplicados ao modelo matemático, desconsiderando a variação da frequência natural
da barra com o aumento da rotação.

Ω [rpm] Força [N] 𝑘𝑥𝑥14 [N/m] 𝛽

0
0,8787 96000 4,7e-5
1,4614 95000 4,33e-5
1,9214 92500 4,0e-5

950,4
0,8614 96000 4,15e-5
1,4080 95000 4,26e-5
1,7693 92500 4,31e-5

1500
0,8547 96000 4,36e-5
1,4056 95000 4,41e-5
1,7538 92500 4,46e-5

2256
0,9220 96000 5,91e-5
1,5187 95000 5,91e-5
1,8656 92500 5,91e-5
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