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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar algumas condigoes sob as quais o Processo de
Contato possui duas transi¢oes de fases, especificamente em grafos altamente nao amenaveis.
Para isso, realizamos uma revisao bibliografica, com resultados principais baseados no
trabalho de Schonmann (2000), onde, para grafos infinitos, conectados e de grau limitado,
é possivel comparar a constante isoperimétrica de arestas com uma fun¢do dos graus
maximo e minimo do grafo, a fim de saber se teremos transicao de fase multipla. Esses
resultados tornam simples essa verificagao, quando atendidas as condigoes citadas. Um
exemplo apresentado sao as arvores homogéneas. Com isso, pretendemos chamar atencao

para o assunto e apresentar referéncias para um aprofundamento futuro do leitor no tema.

Palavras-chave: Sistema de Particulas Interagentes. Processo de Contato. Transicao de

fases.



Abstract

The aim of this work is to present some conditions under which the Contact Process
has two phase transitions, specifically on highly non-amenable graphs. For that, we have
done a bibliography research with main results based on the paper of Schonmann (2000),
in which for infinite, connected graphs of bounded degree it is possible to compare the
edge-isoperimetric constant with a function of the maximum and the minimum degrees of
the graph, so that we can know if the process has multiple phase transitions. These results
simplify this verification when those conditions are fulfilled. A presented example are
homogeneous trees. Therefore, we intend to draw attention to the subject and to present

references for a further exploration on it.

Keywords: Interacting Particle Systems. Contact Process. Phase Transition.
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Introducao

Sistemas de Particulas Interagentes é um ramo da Probabilidade que comegou a
ser desenvolvido por volta do ano de 1970, com os trabalhos de Spitzer (1970) e Dobrushin
(1971), e rapidamente passou a ser bastante estudado. Esses sistemas envolvem um grande
numero de individuos ou componentes conectados, que interagem entre si aleatoriamente,
e sao muitas vezes usados como modelos simplificados em fendmenos estocasticos que
envolvem estruturas espaciais, possuindo, assim, aplicacoes em diversas areas, como
Mecanica Estatistica, Epidemiologia, Ciéncias Sociais e Quimica. Os primeiros modelos
introduzidos foram o Processo de Exclusao, o Modelo Estocéstico de Ising, o Modelo do

Votante e o Processo de Contato, os quais foram amplamente estudados desde entao.

Um aspecto importante a ser estudado nesses processos é a transicao de fase, isto
é, a mudanca de comportamento do processo a partir da mudanca da taxa de crescimento
ou parametro deles. O interesse é saber, nesse caso, se 0 processo ird se extinguir, ou se ira
sobreviver, e a que taxas isso ocorre. Existem casos nos quais o processo pode sobreviver,
mas nao ser recorrente, o que significa que ele ira se extinguir localmente. Tratando-se
de uma infec¢ao, por exemplo, ¢é interessante saber em que condigoes teremos o fim dela
(todos os individuos curados), ou sua persisténcia. E, caso ela persista, se um individuo
serd infectado muitas (ou infinitas, teoricamente falando) conforme o tempo avanca para o
infinito. Chamamos de pardmetros criticos os pardmetros que definem essa mudancga de

comportamento.

O processo abordado neste trabalho é o Processo de Contato (PC), um modelo
que é bastante estudado por matematicos e fisicos, e que foi introduzido por Harris (1974).
Esse processo geralmente é pensado como um modelo para a disseminacao de uma infecgao,
pela forma como é definido. Muitas de suas propriedades foram inicialmente apresentadas
para o reticulado inteiro Z¢, algumas delas j& por Harris no primeiro trabalho sobre o
assunto, mas logo o processo passou a ser estudado em outros grafos, como arvores. Liggett

(1999) apresenta muitos resultados interessantes sobre esse e outros modelos.

A transicao de fase é destaque nos estudos sobre o PC, nos quais os pesquisadores
que se debrugam sobre o tema tentam encontrar limitantes para as taxas criticas que
definem se ha sobrevivéncia (local ou global), ou extingao do processo. Mas, além disso, é
importante saber se o processo tera de fato duas transicoes de fase, isto é, se esses parametros
criticos de sobrevivéncia local e global sao iguais, ou nao. E natural que o processo nao se
comporte da mesma forma em diferentes grafos, porém algumas circunstancias para que

os parametros criticos sejam distintos e finitos podem ser estabelecidas.

Os resultados desse trabalho sao principalmente baseados no texto de Schon-
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mann (2000), que discute a transi¢ao de fases em grafos altamente nao amendaveis para
trés processos: Percolacao, Modelo de Ising e Processo de Contato. Um grafo é altamente
nao amenavel se sua constante de Cheeger for grande, quando comparada com uma fungao
apropriada do grafo (a definigdo e um pouco mais sobre essa constante podem ser vistos
no Capitulo 1). Essa fung¢ao varia de acordo com o processo analisado. Assim, teremos
transicao de fase multipla para cada um desses modelos, estabelecidas condigoes desse tipo,
de modo que os processos se comportem de maneira distinta em cada uma das trés fases.
Ou seja, os parametros criticos separam regimes com comportamento qualitativamente
distintos. Para o Processo de Contato, esses comportamentos sao extingao, sobrevivéncia

fraca e sobrevivéncia forte.

Com isso, o objetivo principal deste trabalho é apresentar algumas condi¢des sob
as quais o Processo de Contato possui duas transi¢oes de fases, especificamente em grafos
altamente nao amenaveis. No Capitulo 1 da dissertacao, fazemos uma breve apresentacao
sobre grafos, focando nos conceitos que serao importantes para o desenvolvimento do
trabalho. No Capitulo 2, apresentamos a definicao do Processo de Contato, uma breve
revisao bibliografica sobre o tema em Z? e arvores, e os resultados principais do trabalho. Por
fim, no Capitulo 3 estdao as provas dos Teoremas e Corolarios estabelecidos anteriormente,

além de alguns Lemas que auxiliam nas demonstracoes.
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1 Grafos Infinitos

1.1 Definicdes Basicas

Inicialmente, apresentamos algumas defini¢goes basicas a respeito de grafos.
Naturalmente, muitos resultados nao serao apresentados aqui, onde focamos nos conceitos
essenciais para o trabalho. Para um aprofundamento, veja, por exemplo, Bickle (2020),
Rahman et al. (2017) e Godsil e Royle (2001).

Definicao 1.1 (Grafo). Um grafo é um par G = (V, F), no qual V' é um conjunto arbitrario
e F é um subconjunto de {{z,y} : z,y € V}. Dizemos que V' é o conjunto de vértices (ou

sitios) de G e E é chamado de conjunto de arestas de G.

O grafo sera infinito se os conjuntos V e F forem infinitos. Os vértices = e
y de uma aresta a = {z,y} sdo chamados de extremos e sdo ditos incidentes a a (onde
a também é incidente a x e y). Chamamos de adjacentes ou vizinhos dois vértices que
pertencem a uma mesma aresta, e, também, arestas que compartilham um vértice em
comum. Ha varias formas de representar um grafo. Podemos simplesmente listar os seus

conjuntos de vértices e arestas, desenhar o grafo, ou utilizar a sua matriz de adjacéncias.

Definigao 1.2 (Matriz de Adjacéncias). Seja um grafo G = (V, E) com conjunto de
vértices {1, s, ..., x,}. Sua matriz de adjacéncias serd denotada por Ag = (a;;)nxn, onde
1 sea=(x;,xj)eE
aij = )
0 caso contrario.
Isto é, os elementos Ag(z,y) assumem os valores 1 ou 0, de acordo com os vértices z,y € V

serem adjacentes ou nao em G.

E importante saber, também, o niimero de vizinhos de um vértice, valor que

chamamos de grau do vértice.

Defini¢ao 1.3 (Grau). O grau de um vértice z € V' é o nimero d, de arestas incidentes a
ele. Se o vértice possui grau igual a 0, ele sera dito isolado. Se cada vértice possui grau
finito, o grafo é chamado de localmente finito. Os graus mdzrimo e minimo de um grafo G

sao definidos como
D(G) =sup{d, :x €V} ed(G) =inf{d, : z € V}.
Se D(G) < o0, dizemos que o grafo G possui grau limitado. Além disso, se todos os vértices

de um grafo tiverem o mesmo grau, ele serd chamado de regular. Para analisar um conjunto

de vértices ou arestas, definimos cadeia e caminho.
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Definicao 1.4 (Cadeia). Uma cadeia finita é uma sequéncia zg, x1, ..., x, de vértices
distintos na qual, para cada ¢, x; é vizinho de x;,1. O tamanho da sequéncia é n e xy e z,

sao seus extremos.

Dois vértices sao ditos pertencerem ao mesmo componente conectado do grafo
se hd uma cadeia finita que os tem como extremos. Isso possibilita dividir um grafo em
classes de equivaléncia de componentes conectados. Um grafo é dito conectado se possui

apenas um componente conectado.

Defini¢do 1.5 (Caminho). Um caminho de um grafo é uma sequéncia de arestas
ai,as,...,a, onde, para cada 1, a; e a;,1 sao vizinhas. O primeiro vértice de um ca-

minho é chamado de origem e o tultimo de término do caminho.

Um ciclo é obtido quando a origem e o término de um caminho sdo conectados.

O tamanho de um ciclo ¢ o seu nimero de arestas (ou vértices).

A distancia dist(y, z) entre vértices y e z é o comprimento minimo das cadeias
que possuem y e z como extremos. Além disso, a distancia entre os conjuntos de vértices R
e S é a menor distancia entre os vértices em R e os vértices em S. Para x,y € V', definimos

oddg(z,y) = 1 se dist(z, y) for impar, e oddg(z,y) = 0 se dist(z,y) for par.

Definicao 1.6 (Fronteira). A fronteira de arestas de um conjunto S < V' é definida como
opS ={{z,y}e E:xe S ye S,
enquanto sua fronteira de vértices ¢ definida como
ovS ={ye S°:{x,y} € IpS para algum x € S}.

Temos que, para S < V finito,

|0ES|
D(g)

< |ovS| < |0pS|, (1.1)

onde o menor termo da desigualdade ¢é zero se D(G) = co. Para verificar esse fato, vamos

supor que D(G) < 0. Para quaisquer = € S e y € S¢, definimos:

1 se{z,y}ekE,
o(z,y) =

0 caso contrario.
E, para y € S¢, seja

1 se existe x € S vizinho de y,

Y(y) =
0 caso contrario.
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Entao,

eS| = ). D> d(x,y) < ), dy(y) < DG) D, y(y) = DG)|ovS.
yeSe xes yeS¢ yese
Isso mostra a desigualdade da esquerda. Em relagao a segunda desigualdade, observamos
que se, y € dyS, entao existe © € S tal que {z,y} € drS, logo |0y S| < |0gS|. Vamos

utilizar S € V' para indicar que S é um subconjunto finito de V.

Outra nogao importante é a de grafo bipartido. Um grafo G = (V, E) é bipartido
se o conjunto V' pode ser particionado em dois conjuntos V; e V5 de modo que dois vértices
do mesmo conjunto nao sejam adjacentes. De forma intuitiva, um grafo bipartido pode ser

colorido com duas cores de modo que cada aresta possui extremos de cores distintas. A

=Y

Figura 1.1 — Exemplo Grafo Bipartido

Figura 1.1 mostra um exemplo.

Um grafo é bipartido se, e somente se, nao possui ciclos de tamanho impar.
Ver Asratian, Denley e Haggkvist (1998) para a demonstragao desse resultado e outros
resultados sobre grafos bipartidos. Dizemos, entao, que bip(G) = 2 se o grafo é bipartido,

e bip(G) = 1 caso contrario.

1.2 Grafos Transitivos

Para esta definigao, precisamos do conceito de isomorfismo e automorfismo de

um grafo.

Defini¢ao 1.7 (Isomorfismo). Um isomorfismo de um grafo G = (V4, E) para um grafo
H = (Va, E3) é uma bijecao ¢ : V(G) — V(H) de modo que a aresta a = (x,y) pertence a

E; se, se somente se, e = (¢(x), ¢(y)) € Es. Nesse caso, dizemos que G é isomérfico a H.

Intuitivamente, dois grafos serao isomorficos se possuirem a mesma estrutura,
embora seus vértices sejam nomeados de forma diferente, ou tenham graficos distintos. Isso
significa, por exemplo, que vértices equivalentes possuem a mesma quantidade de vértices
adjacentes. Um automorfismo de um grafo G é um isomorfismo de G a G. Chamamos de

Aut(G) o conjunto de todos os automorfismos de G.
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Defini¢ao 1.8 (Grafo Transitivo). Um grafo G = (V, E) é vértice-transitivo, ou simples-
mente transitivo, se, para quaisquer vértices z,y € V, existe um automorfismo ¢ € Aut(G)

de modo que ¢(z) = y.

Vértice-transitividade implica que cada vértice do grafo terd o mesmo grau
(BIGGS, 1993). Intuitivamente, um grafo é transitivo se todos os seus vértices seguem
a mesma regra. Se as condigoes anteriores ocorrem para x,y em conjunto finito Vg de
um grafo, dizemos que esse grafo é quase-transitivo. Normalmente resultados de grafos

transitivos podem ser estendidos para grafos quase-transitivos.

Uma classe importante de grafos transitivos é a dos grafos de Cayley. Suponha
que V é um grupo finitamente gerado e S é um conjunto simétrico finito de geradores
dele. Entéao, o grafo de Cayley de V' para esse conjunto de geradores é o grafo G = (V| E)
que tem E = {{z,y} : 2,y € V,y = 2z para algum z € S}. Em outras palavras, 'y € S
(KREBS; SHAHEEN, 2011).

A classe de grafos de Cayley de grupos finitamente gerados inclui um grande
nimero de exemplos de grafos transitivos e a maioria é de grande interesse (MEIER, 2008,
p. 22). H4 também uma classe de grafos conhecidos como grafos transitivos unimodulares,
que é uma subclasse dos grafos transitivos e que contém a classe de grafos de Cayley de

grupos finitamente gerados (veja-se Lyons e Peres (2016)).

Os exemplos bésicos de grafos de interesse na Probabilidade, Mecénica Estatis-
tica e 4reas relacionadas sao o reticulado hiperciibico Z%,d > 1, e outros grafos que podem
ser embutidos de um modo periédico em R?, para algum d > 1 (SCHONMANN, 2000). O

reticulado hipercibico Z? é um grafo de Cayley do grupo abeliano livre de posto d.

Outra classe importante de exemplos é a das arvores homogéneas, que sao
arvores transitivas. Uma drvore é um grafo tal que para cada par de vértices x,y € V, ha
uma unica cadeia que os conecta. Para d > 1, vamos denotar por Ty a arvore homogénea
de grau (d + 1). Assim, Ty = Z. Esse grafo é um grafo de Cayley do produto livre de d + 1
copias de Z, (LYONS; PERES, 2016).

Diversas operagoes podem ser realizadas para se obterem novos grafos a partir
de grafos antigos, como a adi¢do ou subtragdo de arestas (ou conjuntos de arestas),
subdivisao, que é uma operagao que transforma uma aresta em um caminho a partir da

inclusdo de um vértice, ou operacoes binarias, onde sdo usados dois grafos para gerar um
novo (BICKLE, 2020).

Um exemplo importante de operacao binaria é o produto cartesiano. Dado um
par de grafos G| = (4, E1) e G = (Va, Es), denotamos por G; x Gy o grafo que tem como
vértices os elementos do produto cartesiano V; x V5, e uma aresta conecta (x,u) a (y,v)
se, e somente se, ou x =y e {u,v} € Fy, ou entdo se {x,y} € E; e u = v. No caso especial

no qual G; e G, sao grafos de Cayley, o resultado serd novamente um grafo de Cayley
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(HEYDEMANN, 1997).

1.3 Constantes Isoperimétricas

A constante isoperimétrica de arestas, que também é conhecida como constante
de Cheeger, por ter sido introduzida por Cheeger (1970), assume um papel importante
neste trabalho, onde é apresentada de forma anédloga para o caso discreto. Dado um grafo

G = (V, E) infinito, localmente finito e conectado, definimos:

« Constante isoperimétrica de arestas (ou constante de Cheeger):

15(G) :mf{‘ﬁ’;f‘ 0} #S@V}.

o Constante isoperimétrica de vértices:

w(G) :inf{ﬁgﬂ L S@V}.

Temos que tg(G) € [0, D(G)). Se tg(G) = 0, dizemos que o grafo G é amendvel,
enquanto se tp(G) > 0, dizemos que é nao amendvel. Note que, se o grafo for amenavel,

entao a fronteira de qualquer S @ V' cresce mais devagar que o conjunto de vértices S. Por

(1'1)7

< (G) < r(9).

Logo, para um grafo G de grau limitado (D(G) < ),

te(G) > 0 se, e somente se, ty(G) > 0.

Dizemos que um grafo G é altamente ndo amenéavel se sua constante de Cheeger
tp(G) for grande, quando comparada com uma funcao apropriada do grafo. Podemos
considerar, por exemplo, um grafo G infinito, conectado de grau limitado (D(G) < o) e
verificar se

d(9)

LE(g) > @

Outra versao dessas constantes foi introduzida por Benjamini, Lyons e Schramm

(1999), onde sao definidas como:

« Constante ancorada isoperimétrica de arestas:

1p(G) = Ji_{gloiﬂf { |8|ZS| :re S EYV, S conectado, |S| = n}
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« Constante ancorada isoperimétrica de vértices:

oy S
0 (G) = lim inf {‘ ‘g’ | :reSEYV, S conectado, |S| = n}

Observamos que o valor dessas constantes nao depende da escolha da raiz r
(LEBENSZTAYN, 2002, p. 35). Se t;(G) = 0, dizemos que G é fortemente amendvel,

enquanto se t5,(G) > 0, G é dito ser fracamente ndo amendvel. Temos que:
vp(G) < 1p(G), w(G) < (9).

Logo, um grafo fortemente amenavel é amenavel, enquanto um grafo nao amenével é

fracamente nao amenavel.

Proposigao 1.1. Seja G = (V, E) um grafo infinito, conectado e localmente finito. Entao,
G é amendvel se, e somente se, existe uma sequéncia {S,}n>1 de subconjuntos finitos e

nao vazios de V', tal que S, TV e

lim 05|

n—00 |Sn|

= 0.

A demonstragao dessa Proposi¢ao pode ser encontrada em Lebensztayn (2002,
p. 41).

1.3.1 Constante isoperimétrica de Z¢

Para o reticulado hiperciibico G = Z¢, temos que

onde d > 1. Logo, esse grafo é amenavel. Para verificar esse fato, vamos considerar a

seguinte sequéncia {S,},>1 de subconjuntos de Z%:
S, =1{0,1,....n—1}4={zeZ?:0< 2 <n—1 para todo i},
onde n > 1. Como, paran > 1,
10ES,| = 2dn?™" e |S,| = nt,

temos que

. |6E8n| . 2dnd-1
lim = lim

n—o0

| n| n—w  pd =0

Logo, pela Proposicao 1.1, o grafo ¢ amenavel.
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1.3.2 Constante isoperimétrica de T,
Para a arvore homogénea G = T, temos que, para d > 1,
LE(g) =d-—1.

Com isso, esse grafo é nao amenéavel para d > 2. Para mostrar isso, vamos realizar uma

prova em duas partes. Primeiro, mostramos que, para qualquer S € V nao vazio,

|a|,g|9| >d— 1. (1.2)

Em seguida, devemos mostrar que existe uma sequéncia {S,},>o tal que, para todo n = 0,

S, € um subconjunto finito e nao vazio de V' e

tim 1250 _ gy,

Realizaremos a primeira parte por indugao. Para |S,| = 1,

|(3ESTL‘_d+1_
S 1

d+1.

Como hipétese de indugao, vamos supor que vale (1.2) para qualquer S < V, com
|S| = n = 1. Consideremos S < V tal que |S| = n + 1. Note que existe z € S com no
maximo um vizinho em S, pois S ¢ finito (do contrario, S nao seria finito). Definimos
S" =8 — {z}, onde z é um vértice de S com no maximo um vizinho em S. Como S pode
nao ser conectado, x pode nao ter vizinhos em S. Se x nao tem nenhum vizinho em S,
temos que |0gS| = |0pS’| + d + 1, pois, na arvore homogénea, cada vértice possui d + 1
vizinhos e, nesse caso, todas as arestas incidentes a x estao na fronteira; por outro lado, se
x possui exatamente um vizinho em S, |0pS| = [0pS’| — 1 + d, pois a fronteira teria duas

arestas a menos. A Figura 1.2 mostra dois casos em que S = {vy, vy, v3, 2}, com d = 2.

V2 V2

V1 V1
o« o e

U3 U3

Figura 1.2 — Fronteiras de aresta para S = {v1, v, v3, 2} com d = 2.

Assim, note que para |0gS’| a relagao ¢ valida, pela hipdtese de indugao. Logo,

05S| = |0sS| —1+d> (d—1)|S|+d—1=(d—1)(|S] + 1) = (d — 1)|S].
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Isso conclui a primeira parte da prova. Para a segunda parte, vamos fixar um
vértice de T, como 0 e chama-lo de raiz. Entao, seja xy um vértice fixado que é vizinho da
raiz. Definimos T o conjunto de vértices = de Ty, tais que o caminho entre a raiz e x nao
contém zy. Agora, seja

S, = {z e T} : dist(z,0) < n}.

Precisamos mostrar que

lim 10.9n| =

Para entender qual o tamanho de S, e de sua fronteira, note que, para Sy, temos um

d—1.

vértice no conjunto e sua fronteira tera 1+ d arestas; para .S, o conjunto tera 1+ d vértices,
e sua fronteira 1 4+ d* arestas; para S», o conjunto terd 1 + d + d* elementos, enquanto
sua fronteira tera 1 + d°. Assim, para S,, o conjunto terd 1 + d 4+ d* + - - - + d" vértices,
enquanto a fronteira possuird 1 + d"*! arestas. Veja-se a Figura 1.3 para o caso em que
d=2.

Zo So

Figura 1.3 — {S,},>0 no caso d = 2.

Desse modo,
1058, =1+ d"*?

dn+l -1
Sy =14+d+d*+ - +d" = —_—1 422
Logo,
. |0ES, 144 tt od—14+d?2 —qt!
1 =lim —(0—5— =1 =d-—1
ngrolo ’Sn’ B nglgo d7ll+j;1 B ngrolo dartl — 1 -
Portanto,

LE(Q)zinf{|7ESf| :@#S@Td}zd—l.
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1.4 Raio Espectral

Dado um grafo G = (V, E) infinito, conectado e localmente finito, denotamos
por Ag a sua matriz de adjacéncias. Elevando a matriz de adjacéncias a n-ésima poténcia,
obtemos uma matriz cujo elemento (z,y) é o nimero de caminhos de tamanho n que
conectam x a y, valor que serd denotado por Ag(x,y) (BICKLE, 2020, p. 15). Com isso,

definimos:

Definigao 1.9 (Raio Espectral). Seja Ag a matriz de adjacéncias associada ao grafo
infinito, conectado e localmente finito G = (V, E). O raio espectral associado a matriz Ag

¢é a quantidade

R(G) = lim sup(Ag(z,y))M™,

n—o0

onde R(G) nao depende de x e y (SENETA, 2006).

De Mohar e Woess (1989), temos que
Ag(z,y) < (R(G))" para quaisquer z,y € V,n = 1,2, ... (1.3)
Para n(k) = bip(G) k + oddg(z,y), Mohar e Woess (1989) provam que

lim (Ag(k) (z,y))") — R(G) para quaisquer z,y € V. (1.4)

k—0o0

Temos que R(G) < D(G). Para qualquer grafo G infinito, conectado e de grau
limitado, Mohar (1988) mostra que

(te(9))* + (R(9))* < (D(G))*. (1.5)

Esse resultado serd importante na apresentacao dos resultados da dissertacao.
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2 Processo de Contato e Resultados

2.1 Definicao

Em um grafo G = (V, E) infinito, conectado e de grau limitado, definimos o
Processo de Contato com parametro A > 0 como a cadeia de Markov a tempo continuo em V/,
que assume dois estados, 0 ou 1, descrita a seguir. Como esse processo é frequentemente
utilizado como um modelo para a propagacao de infecgoes, dizemos que \ é seu parametro
de infeccao, enquanto os estados da cadeia de Markov representam particulas ou individuos
saudéveis (no estado 0) ou infectados (no estado 1). Individuos infectados se recuperam a
taxa 1, e individuos saudaveis sao infectados por cada um dos seus vizinhos infectados,

independentemente, a taxa .

Vamos utilizar a notagao (fé xi¢)t=0 para representar o Processo de Contato
em G, com parametro de infeccao X\ > 0, comecando de A € V, enquanto fé () serd a

variavel indicadora do evento de que z € V' esta infectado no tempo t.

Dessa forma, considerando o conjunto S € V' de particulas infectadas, as taxas

de transicao de (fé Mt )t=0 SErdo

|S| — |S] — 1 a uma taxa |S]

|S| — |S] + 1 a uma taxa A|dyS]|.

Isso segue dos fatos de que uma particula infectada nao pode ser novamente infectada
até que se recupere, e de que uma particula s6 pode infectar outra que esteja em um
vértice vizinho, i.e., se dist(z,y) = 1, para z € S,y ¢ S. Observamos que a descendéncia de
diferentes particulas nao se desenvolve de forma independente, pela forma como o processo
é definido. Conforme explicado em Liggett (1985), Liggett (1999), a hipé6tese de que o

grafo G possui grau limitado garante que o processo seja bem definido.

2.1.1 Parametros Criticos

Um aspecto importante a ser estudado no Processo de Contato é a que taxa
ocorre a sobrevivéncia ou extingao do processo. Fixado x € V', dizemos que o processo

sobrevive globalmente se

Y ) =1t =0,

yeV

e que sobrevive localmente se

lim sup féxit(:v) =1
t—00 o
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Quando héa sobrevivéncia global, existe pelo menos um vértice infectado em
qualquer tempo t, porém nao sabemos se o vértice = sera infectado (ou visitado) uma
quantidade finita ou infinita de vezes. Com isso, definimos os parametros criticos da

seguinte formas:

As(G) = inf {)\ P(OY ) = 1,9t > 0) > o},

yeV

Ar(G) = inf {)\ : P(lirtnsup fgg}\t(:z:) =1)> O}.
—00

Para A < As(G), o processo de contato se extingue quase certamente. Para A\;(G) <

A < A (G), o processo morre localmente quase certamente, mas a infecgao persiste com

probabilidade positiva. Enquanto isso, para A > \,.(G), ha sobrevivéncia local: os vértices

serao visitados infinitas vezes com probabilidade positiva, i.e., nesse caso hé recorréncia.

Denominamos A\;(G) o parametro critico de sobrevivéncia global e \,.(G) o parametro

critico de sobrevivéncia local (recorréncia).

E evidente que A,(G) < M\(G). Se 0 < A\,(G) < M\ (G) < o0, entdo dizemos que
o Processo de Contato possui duas transi¢oes de fase; se os parametros criticos satisfazem

0 < A(G) = N\ (G) < 0, tem-se apenas uma transigao de fase.

E interessante saber em que condicdes teremos a sobrevivéncia do processo
de contato, ou se esse possuird uma ou duas transigoes de fase. Os parametros criticos
precisam ser estudados em diferentes tipos de grafos, pois nao irdo se comportar da mesma
forma em todos os conjuntos. Entretanto, alguns resultados podem ajudar a encontrar

limitantes para eles, como visto a seguir.

2.1.2 Representacao Grafica

Liggett (2010) apresenta a representacao grafica do Processo de Contato em
G = (V, E), que é construido como func¢ao de processos de Poisson independentes, para
todas as configuragoes iniciais. Temos duas cole¢oes desse processo: para cada vértice x € V',
ha um Processo de Poisson N, de taxa 1, e, para cada par ordenado (x,y) de vértices
vizinhos x,y € V, ha um Processo de Poisson N, , de taxa A\. Um caminho em V x [0, )

de (z,0) para (y,t) é uma sequéncia (z,0) = (zo, o), (z1,t1),. .., (Tn, tn) = (y,1), tal que

(a) to <ty <---<tp, e

(b) 1 e xpyq sdo vizinhos para cada k.
O caminho é dito ativo se

(a) ty € Ny, ,,, Dara cada k, e
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(b) (xk,s) ¢ Ny, se tp_1 < s <.

Podemos posicionar setas de (z,s) a (y,s) sempre que o tempo s € N,, e
marcas X em (z,s) sempre que s € N,; um caminho é ativo se avanga na diregao positiva
do tempo e de vizinho a vizinho na dire¢ao das setas, sem passar por nenhum X. A
Figura 2.1 descreve essa configuragdo. Na figura, temos um caminho ativo de (—1,0) a
(2,t) e de (—3,0) a (—2,t), por exemplo.

13

hd
[a]

Ne
[

Nd
[a]

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 2.1 — Representacao gréafica do Processo de Contato para G = Z.

Uma vantagem da construgao grafica do Processo de Contato é que ela prové

um acoplamento mondtono. Vamos definir o conjunto I; 4 como
La={yeV: 53’,\;t(y) =1} ={yeV :3 xe Acom um caminho ativo de (z,0) a (y,t)},
onde A @ V é o estado inicial do processo. Temos, entao, que

A=Ipac B=1Ip = I, ac I, ppara qualquer ¢t > 0.

Com isso, é possivel mostrar que o processo € atrativo. Pela construgao grafica, vemos

também que o Processo de Contato é aditivo:

It,AuB = [t,A % [t,B-

Isso significa que podemos acoplar duas realiza¢des do processo, comecando nos conjuntos
A e B, respectivamente, de forma que sua unido em qualquer instante representa o estado

do processo nesse instante, iniciando a partir de A U B.
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2.2 Revisao Bibliografica

Como dito anteriormente, o Processo de Contato foi inicialmente apresentado
por Harris em 1974 no reticulado inteiro Z%. Um pouco mais sobre a contribuicdo desse
autor para o PC pode ser visto em Liggett (2011, p. 408). Em arvores, esse estudo comegou
em 1992, introduzido por Pemantle (1992) que também discutiu o processo para arvores
periddicas e de Galton—Watson posteriormente. Sobre o PC nestes grafos, alguns resultados
podem ser encontrados em Huang e Durrett (2020a), Huang e Durrett (2020b), Nam,
Nguyen e Sly (2022).

Em grafos finitos, independente do valor da taxa A, o Processo de Contato se
extingue, isto é, A\s(G) = A\.(G) = o (BETHUELSEN; SILVA; VALESIN, 2022, p. 865).
Para grafos infinitos, alguns resultados a respeito dos parametros criticos do Processo de
Contato em grafos mais usuais ja sao conhecidos hé décadas. Os dois Teoremas a seguir

dizem respeito aos parametros criticos de Z¢ e T, e sdo resultados conhecidos.

Teorema 2.1. Seja o Processo de Contato <€§,A;t)t20 no reticulado hipercibico G = 7.
Nesse caso, X\s(G) = A\.(G), isto €, haverd apenas uma transicao de fase, e teremos os

sequintes limitantes:
1
= < A(9) =AM (9) <
< A(0) = M(0)

Além disso, se X\ = A\s(G) o processo € extinto.

A prova desse Teorema sera omitida, mas pode ser encontrada em Bezuidenhout
e Grimmett (1990, pp. 1466 e 1469) e Liggett (1985, pp. 274, 289 e 308). No caso da arvore

homogénea Ty, teremos sobrevivéncia fraca, ao contrario do caso anterior.

Teorema 2.2. Para o Processo de Contato na arvore homogénea T4, teremos que
0<Xs(G) < \(G) <0

para d = 2. Além disso, o processo serd extinto se A = \(G), e sobreviverd globalmente

porém nao localmente se A = \,.(G).

Esse resultado foi apresentado por Pemantle (1992) para uma classe mais
ampla de arvores e provado para arvores homogéneas por Liggett (1996), mas uma prova
simplificada pode ser encontrada em Stacey (1996). Sobre o comportamente do processo
quando a taxa é igual aos parametros criticos, veja Schinazi (2014, p. 243). Este autor
também apresenta limitantes superiores e inferiores para os parametros criticos desse tipo

de arvore.

Resultados interessantes para arvores sao apresentados por Bethuelsen, Silva
e Valesin (2022), que mostram que, para qualquer taxa A € (0, \.(Z)), hd uma &rvore T

de grau limitado para qual A,.(T) = A;(T) = X e o Processo de Contato em T com taxa A
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sobrevive localmente. Os autores também apresentam que, nas mesmas circunstancias,
existe uma arvore na qual o processo morre a uma taxa A igual aos parametros criticos de

sobrevivéncia local e global.

Além dos resultados obtidos a partir da representacao grafica do modelo, Liggett
(1999) apresenta outros aspectos do objeto, como a continuidade da probabilidade de
sobrevivéncia, dualidade e taxa de crescimento. Essa é uma referéncia importante sobre o

assunto e deve ser estudada para quem deseja se aprofundar no tema.

As condigoes suficientes e necessarias para a ocorréncia de transicao de fase
vém sido estudadas para o Processo de Contato em diversos tipos de grafos (Schinazi
(1993), Schonmann (2000), Durrett e Jung (2007), Mourrat e Valesin (2016), entre outros).
Pesquisas sobre o Processo de Contato com modificagoes também sao amplamente en-
contradas na literatura, por exemplo, considerando dois estagios de vida (diferenciando
jovens e adultos) (KRONE, 1999), ou considerando mutagoes (LIGGETT; SCHINAZI;
SCHWEINSBERG, 2008). Xue (2018) apresenta alguns aprimoramentos para os limitantes

do pardmetro critico de Z¢ e mostra que para d = 3 esse pardmetro serd no maximo 0,34.

A bibliografia a respeito do tema é bastante extensa, com modificagoes do
Processo de Contato, ou estudos em grafos especificos. Entretanto, nesse trabalho vamos

apenas nos dedicar a resultados sobre o processo basico em grafos ndo amenaveis.

2.3 Resultados Principais

Nesta se¢do vamos apresentar os principais resultados desse trabalho. As provas
da maioria serdo desenvolvidas no Capitulo 3, mas, para que possamos realizar algumas
delas, é necessario comparar o Processo de Contato com outro processo estocastico, o
Passeio Aleatério com Ramificacao (PAR). Esse processo ¢é descrito por Schinazi (2014)
da seguinte forma: sejam p(z,y) as probabilidades de transi¢do de uma cadeia de Markov
em um conjunto enumeravel S. Dado um pardmetro o > 0, se p(z,y) > 0 e se hd uma

particula em x, entao essa particula:

e espera por um tempo exponencial com taxa ap(z,y) e entdo dd a luz uma nova

particula em y;

e espera por um tempo exponencial com taxa 1 e entdo morre.

Diferentes particulas agem de forma independente.

Em um grafo G = (V, E) infinito, conectado e de grau limitado, a cada tempo
t > 0, o processo ¢ descrito associando um ntmero de particulas em cada vértice, com
apenas um numero finito de vértices possuindo mais que 0 particulas. Desse modo, quando

ocorre um nascimento, o local da nova particula é uniformemente escolhido entre os sitios
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que sao vizinhos do vértice predecessor. Isso significa que as probabilidades de transicao

sao dadas por
Ag ($7 y)
d,

onde Ag ¢é a matriz de adjacéncias de G anteriormente definida e d, é o grau do vértice x.

p(xmy) = pg(x,y) =

Vamos denotar o Passeio Aleatorio com Ramificagdo em G comecando com
uma particula em cada vértice de A € V' (e nenhuma particula fora de A) por (Cé,a;t)tzfﬁ

e o nimero de particulas no processo no vértice x € V' no tempo ¢ por Céa.t(x).

Como permite mais de uma particula por vértice, fica claro que CgA7 A € estocas-
ticamente maior que §’g4 A0 OU seja, os dois processos podem ser acoplados de modo que o
Passeio Aleatorio com Ramificagdo sempre terd um nimero maior ou igual de particulas
que o Processo de Contato, em cada vértice z. Esse fato possibilita a comparacao dos
dois processos, de modo a entender melhor o Processo de Contato. Os parametros criticos
do PAR serdo denotados por p,(G) e ps(G), representando a sobrevivéncia local e global,

respectivamente. Como CgA \¢ Dossui mais particulas que 5‘; \¢s € facil perceber que

A(G) = pr(G) e A(G) = ps(G),

pois P (Cg)}:;t(y) >1) = P(ﬁéﬁ;t(y) > 1). Logo, para encontrar os limites inferiores dos
parametros criticos para o Processo de Contato sé precisamos conhecer os parametros

criticos do Passeio Aleatério com Ramificagao.

O primeiro resultado obtido a partir da comparacgao desses dois processos diz

respeito a grafos de grau limitado.

Teorema 2.3. Seja G um grafo infinito, conectado e de grau limitado, sendo D(G) <
seu grau mdximo. Entao, para o primeiro parametro critico do Processo de Contato em G,

temos que
1
As(G) = —— > 0.
(©) D(G)
Para o préximo resultado, vamos utilizar o fato de que, para o Processo de
Contato, A\.(Z) = A.(N), o que pode ser verificado em Andjel, Miller e Pardoux (2010, p.

392).

Teorema 2.4. Seja G um grafo infinito, conectado e de grau limitado. Entao, para o

sequndo parametro critico do Processo de Contato em G, temos que

Agora apresentamos um limitante superior para o parametro critico de sobrevi-

véncia global.



Capitulo 2. Processo de Contato e Resultados 27

Teorema 2.5 ((SCHONMANN;, 2000)). Suponha que G é um grafo infinito, conectado e
de grau limitado. Se tg(G) > 0, entdo para A > 1/1p(G), existem C,~y € (0,90) de modo
que para qualquer A €V,

P(fé)\;t = para algum t > 0) < Ce A,

isto é, para algum tempo t > 0, o processo morre (qualquer que seja x € V, S’gﬂ;t(x) =0).
Além disso, v pode ser tomado tdo grande quanto desejado, desde que A\ seja grande o

suficiente.

Em particular,

Para o préximo resultado, vamos considerar (CgA vt )t=0, 0 Passeio Aleatério com
Ramificacdo e o nimero de particulas no processo no vértice x € V no tempo t, CgA ().
Para comparar o PAR com o Processo de Contato, vamos utilizar primeiramente um

Passeio Aleatorio simples em G. Para x,y € V', definimos

Ag(l‘,y)

pg(ﬂc,y) = d >

onde Ag é a matriz de adjacéncias de G anteriormente definida e d, é o grau do vértice z;
pg(+,+) é o nicleo de transicao do Passeio Aleatério simples em G (SCHONMANN, 2000).
A probabilidade de que esse Passeio Aleatério comecando em x esteja em y no tempo n

serd expressa por pg(z,y). Com isso, o raio espectral do passeio aleatério é definido como

Rew(G) = Tim sup (v, )"

n—oo

que nao depende de x,y € V. Como em (1.3) e (1.4), temos

pg(z,y) < (Rw(G))" para quaisquer z,y e V, n=1,2,.... (2.1)

e, para n(k) = bip(G) k + oddg(z, v),

lim (pg(k)(x, y)Y"®) = R..(G) para quaisquer z,y € V. (2.2)

k—o0

Além disso, como d(G) < d, < D(G), onde d(G) e D(G) sao os graus minimo e maximo

de G, respectivamente, e como pg(x,y) = M, entao
lim sup(AZ(x,y))l/” | An(z, y) 1/n  lim Sup(Ag(x,y))l/n
n—00 < 3 I < n—00
D(G) e ( ()" ) a(g)

Logo,
R(G) _ R(G)
— - < Rw(G) < —==. 2.3

© <9< 2%
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Vamos também definir um terceiro parametro para o Processo de Contato, que

vai auxiliar na comparacao dos parametros criticos de sobrevivéncia global e local. Defina
Aexp(G) = sup {)\ : P(fgi;t(r) = 1) decai exponencialmente com t}.
Agora, utilizaremos esse parametro no Teorema a seguir.

Teorema 2.6 ((SCHONMANN, 2000)). Suponha que G = (V, E) é um grafo infinito,

conectado e de grau limitado. Para cada A > 0,x,y eV,

P65, (y) = 1) < ePPORO-E 4 > g, (2.4)
Em particular,
1 d
A (G) = Aexp(G) = > (9) . (2.5)

D(G)Eri(G) — D(G)R(9)

O proximo Teorema apresenta uma condigao para que o Processo de Contato

tenha duas transi¢oes de fase em grafos altamente nao amendveis.

Teorema 2.7 ((SCHONMANN, 2000)). Suponha que G é um grafo infinito, conectado e

de grau limitado. Se

(2.6)
entdo, para o Processo de Contato em G,

As(G) < A (G).

Se consideramos o caso no qual um grafo que atende as condi¢des do Teorema
2.7 também ¢ transitivo, temos uma simplificacdo desse resultado, o que implica no

Corolario a seguir.

Corolario 2.1. Seja G um grafo infinito, conectado, de grau limitado e transitivo. Se

1(G)/D(G) > 1/7/2, entdo A\ (G) < \(G).

Esse Corolario pode ser utilizado nas arvores homogéneas, para o caso em que
d > 6, possibilitando uma argumentacao simples para mostrar que esse grafo possui duas

transicoes de fase.

Corolario 2.2. Seja Ty a drvore homogénia de grau d + 1. Temos que, para d = 6, esse

grafo atende as condigoes do Coroldrio 2.1, isto €,

)\S (Td) < >\7" (Td) .

Sabemos, é claro, que o resultado é valido para d > 2, mas a demonstragao
para d < 6 ¢ um pouco mais complicada, e nao poderiamos simplesmente utilizar esse

resultado. No capitulo a seguir expomos as demonstracoes desses resultados.
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3 Demonstracoes

3.1 Resultados Auxiliares

Vamos apresentar alguns resultados auxiliares que vao contribuir para as
demonstragoes dos Teoremas do capitulo anterior. Primeiramente, um Lema que ira

auxiliar na demonstracao do Teorema 2.3.

Lema 3.1. Sejam {N;};>0 um Processo de Poisson com tazxa o > 0 e T uma varidvel alea-

toria exponencialmente distribuida, com taza 1. Suponha que {N;}i=o € T sao independentes.

o= (i) (122)

Entao, para 5 =0,1,...

)

e E(N,) = a.

Prova do Lema 3.1. Para t > 0, N; é uma variavel aleatéria com distribui¢do de Poisson

com parametro at. Assim, por condicionamento em 7, para j = 0,1,...,

oo o0
POV =)= [ PO = jir = 040t = [ PN, = jlr = et
Jr‘—oooo OOO

PN, = i = et — J P(N, = j)e—tdt
JO 0
0 _—at ] ] o0
- [ ﬂe—tdt _ Oé]J tje—(a‘*‘l)tdt
Jo J! g Jo
o T(j+1) JOO (o + 1)7H1
Jl(a+ 1)+ Jo T(j+1)

- ?:(Z(i;)alzl B (Oé-li-l> <ai 1)j'

Logo, N, possui distribuigao geométrica e, portanto, £(N,) = a. O

e (et Dt gy

Os dois préximos Lemas auxiliardao na demonstracao do Teorema 2.6 e sao
utilizados devido a comparagao entre o Processo de Contato e o Passeio Aleatério com

Ramificagao.

Lema 3.2. Considere um Passeio Aleatério simples a tempo continuo em G com taza de
salto v, e seja Pg o(x,y) a probabilidade de que, comegando em x, a particula esteja em y

no tempo t. Entao,

1
tILHOé ; log Pg,a;t<x7 y) = a<Rrw(g) - 1)7 (32)
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e, para todo t = 0,
P ax(z,y) < eoBrw(@)=1)E, (3.3)

Prova. Por definicao (DOBROW, 2016, p. 307),

0
Poaa(,y) = 3 e (. y). (34)
n=0 ’

Primeiro, (3.3) segue facilmente de (2.1), pois

(Rrw(g))n _ ea(RrW(g)—l)t‘

(at)"
n!

Para mostrar (3.2), vamos utilizar (2.2). Para oddg(z,y) = 0 e bip(G) = 2,

lim (pg(z,9))"* = Rey(9). (3.5)

k—0o0

Entao, dado € > 0 pequeno, existe K < oo de modo que para k > K,
(1 (2, 9))®Y = R (G) —¢ = pg(2.y) = (R (G) — )™

Portanto, por (3.4),

0 t k 0 t 2k
Poaa(,y) = el ke yy > $Y el
= k! s (2k)!
Vot (0B (G) — e)t)*
> e at )
k;( (2k)!
Onde,
$ oo OBl N 0@ =0 (@) 2
s (2k)! = (2k)! = (2k)!
K-1
(B () — e)t)%)
= e | cosh(a(Rw(G) —e)t) — :
( = (2k)!
e cosh(t) é o cosseno hiperbdlico de . Assim,
K-1 o 2k
Pyaalsy) = o [ cosh(a(Buy(G) — o)) — 3 (eTl9) = 9)1)
= (2k)!
" e®(Rrw(G)=e)t 4 o—(a(Rew(G)—e)t) B K-1 (a(R(G) — E)t)%
2 “ (2k)!
e (O K (0B (6) — )
D “ (2k)!
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Aplicando o logaritmo natural na desigualdade e multiplicando por ¢™*, temos

lod) 1, (KZ (0 Ren(9) - e)t)%t)> |

1
" log Pg,a;t(xa y) = a(Rrw(g) — & 1)
t t t k=0

Finalmente, fazendo ¢ — o0, obtemos
.1
lim inf i log P ay(x,y) = a(Rw(G) —e —1).

Mas, por (3.3),
1
lim sup ; log Pg,a;t(xv y) < a(Rrw<g) - 1)7

t—0o0

logo, para oddg(z,y) = 0 e bip(G) = 2,
1
tILHOé ; lOg Pg,&;t('I? y) = a<Rrw(g) - ]')

Para mostrar (3.2) no caso em que oddg(z,y) = 0 e bip(G) = 1, o procedimento
é 0 mesmo, mas utilizamos o limite lgl_l}olo(pé(l’, Y)Y = R (G). Como em (3.5) trata-se de
uma subsequéncia, teremos o mesmo resultado do limite desejado. Para oddg(z,y) = 1, a

demonstragao é similar e serda omitida. O]

Lema 3.3 (Schinazi (1993), Schinazi (2014)). Seja {Cémit} o Passeio Aleatorio com
Ramificagio em um grafo G, com taxa o, iniciando com somente uma particula em x.
Para quaisquer x,y € V et =0, o numero esperado de particulas no vértice y no tempo t
¢ dado por

E(¢S71(y)) = €™V Py (. ). (3.6)

Prova. Vamos utilizar a equacao diferencial de Kolmogorov para tras para o Passeio Alea-
torio simples a tempo continuo, em que a particula se move segundo tempos exponenciais
de taxa 1 (DOBROW, 2016, p. 275). Condicionando no que ocorre no intervalo de tempo
[0, h] e desprezando termos de ordem maior que h (pois resultam em um limite igual a

zero), temos que, para x,y,z € V,

Pg,l;t-i—h(xa y) = Z hp(l’, Z)Pg,l;t(z7y) + (1 - h)Pg,l;t(xny)v (37>
zeV
onde p(z,z) = pg(x,z) é a probabilidade de transicdo do vértice x para o vértice z.
Subtraindo Pg1.:(z,y) de (3.7) e dividindo a equagao por h, podemos fazer h — 0 para
obter

Pé,l;t(xa y) = Z p(xv Z)Pg,l;t(za y) - Pg,l;t(xa y) (38)
zeV

Como, para z # vy, Pg10(z,y) = 0e Pg10(y,y) = 1, a equagao (3.8) possui uma tnica

solugao, com essas condicoes iniciais.
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Seja agora m(t,z) = ((éxci .(y)), e vamos encontrar a equacao diferencial para

trés Condicionando no que ocorre no intervalo de tempo [0, k] e usando que o processo
{ oo t} é markoviano, queremos calcular o valor de m(¢ + h, z). Para isso, lembramos que o

processo comega com uma Unica particula em x. Considerando o intervalo [0, k], definimos:
e N, (h) € {0,1}: ndimero de mortes da particula em z;

o Ny(h): nimero de nascimentos que a particula em z gera;

e Y varidvel aleatéria com P(Y = z) = p(z,2), z€ V.

Utilizando a Lei da Esperanca Total, vamos considerar o caso em que no maximo uma

particula é gerada (desprezando os termos de ordem maior que h). Assim,

m(t+ h,x) = B(CEh ()N (h) = Ny(h) = 0)P(Nyu(h) = Ny(h) = 0) +
S B an @) Ni(B) = 0, Ny(B) = 1,Y = 2)P(Ny(h) = 0, Ny(h) = 1,Y = 2)+

zeV

+ B n(®)IN(R) = 1, Ny(h) = 0)P(Nyu(h) = 1, Ny(h) = 0) + o(h).

Em que

. E(Cgc}y;ﬂh(yﬂ]\fm(h) = Ny(h) = 0) = m(t,x), pois a esperanca se renova, pela

propriedade markoviana, dado que nada ocorreu em [0, h];

. E(Cgc}uﬂh(yﬂ]\fm(h) = 0,Ny(h) = 1Y = 2z) = m(t,x) + m(t, ), pela propriedade

markoviana, pois em x nao houve morte e temos uma nova particula em z no tempo h;

. E(Cgc}y;ﬂh(yﬂ]\fm(h) =1,N,(h) = 0) = 0, pois a tnica particula inicial morreu até o

tempo h;

e P(Npu(h) = Ny(h) = 0) ™2 P(N,(h) = 0)P(N,(h) = 0) = e e " = ¢~(@+Dh _
1 —(a+ 1)h + o(h);

e P(Nn(h) = 0,Ny(h) = 1,Y = 2) @ P(N,,(h) = 0)P(Ny(h) = 1)P(Y = 2) =
e "(1—e M p(x, 2) + o(h) = ahp(x, z) + o(h).

A ultima probabilidade foi simplificada, de modo que tudo com ordem maior que h apos

se realizar o produto é igual a o(h) e foi ignorado. Logo,

m(t + h,x) = Z ahp(x, z)[m(t,z) + m(t, 2)] + (1 — (o + )h)m(t, z). (3.9)

zeV

Subtraindo m(t, z) de (3.9), dividindo a equagao por h e fazendo h — 0, obtemos

m'(t,zr) = « Z p(x, z)m(t, z) — m(t, z), (3.10)
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onde a derivada é tomada em relagao a t. Como (3.8) possui apenas uma solugao, concluimos
que
m(t7 I) = e(ail)tpg,atﬂ(xa y) = e(ail)tpg,a;t(‘ra y)

é a unica solucao de (3.10), com valor inicial m(0,z) = 0, para  # y, e m(0,y) = 1. O

3.2 Provas dos Resultados Principais

As demonstragoes dos teoremas enunciados na secao de resultados principais
sao apresentadas aqui. As provas estao organizadas na ordem de apresentagao dos Teoremas

e Corolarios.

Prova do Teorema 2.3. Para provar o limitante inferior para As(G), vamos comparar o
Processo de Contato com um Passeio Aleatorio com Ramificagdo. Vamos considerar os
dois processos comegando com apenas uma particula no vértice x, mas cada particula do
PAR da a luz a outra particula a uma taxa a = AD(G). Logo, temos que {CgﬁD(g);t} é

estocasticamente maior do que {Egit}

Observamos que, no PAR, cada particula posicionada em certo vértice gera
descendentes nos vértices vizinhos conforme um Processo de Poisson com taxa a =
AD(G), até o instante em que morre. Além disso, todas as particulas se comportam
independentemente. Consideremos {Z,},>¢ um processo de ramificacio de Bienaymé—
Galton—Watson com Z = 1 e cuja distribuigdo da progénie é dada por (3.1) com o =
AD(G). Entao, {CéﬁD(g);t} ¢ dominado por {Z,},>0. Usando o Lema 3.1, o processo de
ramificacao se extingue quase certamente se AD(G) < 1 (ver Dobrow (2016, p. 161)). Isso
significa que o PAR se extingue quase certamente se A < 1/D(G), implicando que o mesmo
ocorre com o Processo de Contato. Logo, As(G) = 1/D(G). O

Prova do Teorema 2.4. Como G é um grafo infinito, conectado e de grau limitado, entao
ele contém uma copia de N em si. Assim, se o processo sobrevive localmente em N, entao
ele também sobreviverd localmente em G, o que implica que A,.(G) < \.(N). Logo, pelo
fato de que A\.(Z) = A\.(N) (o que pode ser verificado em Andjel, Miller e Pardoux (2010, p.
392)), e como o parametro de sobrevivéncia local é finito para Z, como visto no Teorema
2.1, concluimos:

M(G) < M (Z) < 0. O

Prova do Teorema 2.5. Quando o estado do processo de contato é S € V, pela defini¢ao
do processo, ele passa para estados com mais um vértice infectado a uma taxa \|0gS| e
com menos um vértice infectado a uma taxa |S|. Pela defini¢do da constante de Cheeger,

AMOgS| = Ap(G)|S]. Assim, o processo (gé,A;t)t?O é estocasticamente maior do que um
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processo de nascimento e morte {Xy.}1>0, com X, = |A], no qual uma morte ocorre a

uma taxa X); e um nascimento ocorre a uma taxa )\LE(Q)XM.

A probabilidade de que esse processo de nascimento e morte alcance o estado 0
¢ igual a probabilidade correspondente para um processo de nascimento e morte comecando
no mesmo estado, e no qual morte e nascimento ocorrem a taxas 1 e Aeg(G), respectivamente.
O que é facil de verificar, analisando a cadeia imersa dos dois processos. Mas, se A > 1/15(G),
a taxa de nascimento é maior do que a taxa de morte, logo a probabilidade de que esse
processo atinja em algum momento o estado 0 decai exponencialmente com |A| (DURRETT,
2016). Além disso, se tomarmos A grande o suficiente, a taxa de decaimento exponencial

pode ser tao grande quanto desejado. O

Prova do Teorema 2.6. Primeiramente, note que vale a desigualdade Aexp(G) < A (G),

pois, para A < Aexp(G), temos que
P(llmsupﬁg)\t( r)=1)=0, (3.11)

0 que pode ser visto por meio do Lema de Borel-Cantelli. De fato, tomando A < Aex,(G),
Z P ggit = 1) < o0, logo, §g /\t( ) = 1 ird ocorrer para apenas um numero finito de

tempos inteiros, quase certamente. Porém, pela propriedade markoviana do Processo de
Contato, se o vértice r estivesse infectado em tempos arbitrariamente grandes, entao estaria
quase certamente infectado em tempos inteiros arbitrariamente grandes. Consequentemente,
(3.11) ¢é valida, o que implica A < A\.(G), 10go Aexp(G) < Ar(G).

Agora, vamos considerar o passeio aleatorio com ramificacao (Cé AD(G);t)t20-
Usando (3.6) e também (3.3), obtemos, pela Desigualdade de Markov,

P (y) = 1) < P pgy. () = 1)

E(C e ) = eXPO VPG s gyl y)
AD(G)— 1)t+)\D( Y(Rew(G)—1)t _ e(/\D(g)Rrw(g)—l)t,

//\

e(

N

o que mostra (2.4). Para provar (2.5), observamos que

e A (G) = Aexp(G) foi apresentada anteriormente;

e Aexp(9) = ——=———+ ¢ uma consequéncia de (2.4), e da defini¢do de Aexp(G), pois

D(g)erw(g)

para A < a probabilidade P(ﬁg/}\ (1) = 1) ird decair exponencialmente

D(G)R.(G)’

conforme t cresce;

. > G segue de (2.3), pois R,y (G) < @ O

d(9)
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Prova do Teorema 2.7. De (2.6), temos

Porém, conforme (1.5),

portanto
1 - d(G)
te(G)  D(G)R(G)
1
O resultado segue imediatamente, pois, pelo Teorema 2.5, sabemos que A¢(G) < @ e,
LE
d(9)

elo Teorema 2.6, \.(G) > ————. n

P 9= b6 r©)

Prova do Coroldrio 2.1. Pelo Teorema 2.7, dadas as condigoes citadas anteriormente,

teremos duas transicoes de fase se

Mas, se G é transitivo, entdao todos os seus vértices possuem o mesmo grau. Assim,
D(G) = d(G). Logo, a condigao fica

D(G)* _ D(G)?* _ D(9)
9= Jap@r T Dlova T Ve
Portanto, As(G) < \(G) se t5(G)/D(G) > 1/v/2. O

Prova do Coroldrio 2.2. Como T, é um grafo que atende as condig¢oes do Corolario 2.1,

basta aplicar esse resultado. Assim, para d > 1,

wp(G) 1 d—1_, 2 >L(:)d>ﬂ+1~

DG V2 T d+rl d+l R V21

Logo, a arvore homogénea T, tem duas transi¢oes de fase se d > 6. n

92,8.
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4 Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi apresentar algumas condigdes sob as quais o
Processo de Contato possui duas transigoes de fases, especificamente em grafos nao
amenaveis. Com resultados baseados em Schonmann (2000), vimos que, para grafos nao
amenaveis infinitos, conectados e de grau limitado, uma condigao suficiente para que o
processo tenha duas transicoes de fase é que a constante de Cheeger do grafo satisfaca
a condigdo em (2.6). Esse fato pode ser utilizado para verificar a multipla transicao de
fase em grafos conhecidos e que atendam as condigoes descritas (como foi o caso no
Corolario 2.2).

Assim, mostramos que, mesmo sem a hipdtese de transitividade, um valor
grande da constante de Cheeger comparado com uma funcao apropriada dos graus minimo
e maximo do grafo G implica em uma desigualdade estrita entre os parametros criticos
As(G) e A\r(G). Além do Processo de Contato, Schonmann (2000) também estuda o modelo
de Percolacao Independente e os modelos de Ising e Potts, e prova que, sob condigoes
similares no grafo, cada um desses modelos exibe mais de um ponto critico, separando

regimes qualitativamente distintos.

Como um assunto amplamente estudado em Probabilidade, é interessante que
sejam desenvolvidas novas ferramentas e outros aspectos do Processo de Contato sejam
analisados. Com isso, este trabalho se propds a realizar uma breve revisao bibliografica
sobre o tema, de modo a estimular uma pesquisa mais profunda e detalhada sobre o

assunto em muitas das referéncias aqui apresentadas.



37

Bibliografia

ANDJEL, E.; MILLER, J.; PARDOUX, E. Survival of a single mutant in one dimension.
Electronic Journal of Probability, Institute of Mathematical Statistics and Bernoulli
Society, v. 15, p. 386-408, 2010. Citado 2 vezes nas paginas 26 e 33.

ASRATIAN, A. S.; DENLEY, T. M. J.; HiGGKVIST, R. Bipartite Graphs and their
Applications. [S.1.]: Cambridge University Press, 1998. (Cambridge Tracts in Mathematics).
Citado na péagina 14.

BENJAMINI, I.; LYONS, R.; SCHRAMM, O. Percolation perturbations in potential
theory and random walks. Random Walks and Discrete Potential Theory, Sympos. Math,
Cambridge University Press Cambridge, v. 39, p. 56-84, 1999. Citado na péagina 16.

BETHUELSEN, S. A.; SILVA, G. B. da; VALESIN, D. Graph constructions for the
contact process with a prescribed critical rate. Journal of Theoretical Probability, Springer,
v. 35, n. 2, p. 863-893, 2022. Citado na pagina 24.

BEZUIDENHOUT, C.; GRIMMETT, G. The critical contact process dies out. The
Annals of Probability, Institute of Mathematical Statistics, v. 18, n. 4, p. 1462-1482, 1990.
Citado na péagina 24.

BICKLE, A. Fundamentals of Graph Theory. [S.1.]: American Mathematical Soc., 2020.
v. 43. Citado 3 vezes nas paginas 12, 15 e 20.

BIGGS, N. Algebraic graph theory. [S.1.]: Cambridge university press, 1993. Citado na
pagina 15.

CHEEGER, J. A lower bound for the smallest eigenvalue of the laplacian. In: .
Problems in Analysis. Princeton University Press, 1970. p. 195-200. Disponivel em:
https://doi.org/10.1515/9781400869312-013. Citado na pagina 16.

DOBROW, R. P. Introduction to stochastic processes with R. [S.1.]: John Wiley & Sons,
2016. Citado 3 vezes nas paginas 30, 31 e 33.

DOBRUSHIN, R. L. Markov processes with a large number of locally interacting
components: existence of a limit process and its ergodicity. Problemy peredachi informatsii,
Russian Academy of Sciences, Branch of Informatics, Computer Equipment and ..., v. 7,
n. 2, p. 70-87, 1971. Citado na pagina 10.

DURRETT, R. Essentials of stochastic processes. In: . [S.L.]: Springer, 2016. Citado na
pagina 34.

DURRETT, R.; JUNG, P. Two phase transitions for the contact process on small worlds.
Stochastic processes and their applications, Elsevier, v. 117, n. 12, p. 1910-1927, 2007.
Citado na péagina 25.

GODSIL, C.; ROYLE, G. F. Algebraic graph theory. [S.1.]: Springer Science & Business
Media, 2001. v. 207. Citado na pagina 12.


https://doi.org/10.1515/9781400869312-013

Bibliografia 38

HARRIS, T. E. Contact interactions on a lattice. Ann. Probab., v. 2, n. 6, p. 969-988,
1974. Citado na pagina 10.

HEYDEMANN, M.-C. Cayley graphs and interconnection networks. In:
Graph Symmetry: Algebraic Methods and Applications. Dordrecht: Springer
Netherlands, 1997. p. 167-224. ISBN 978-94-015-8937-6. Disponivel em: https:
//doi.org/10.1007/978-94-015-8937-6_5. Citado na pagina 16.

HUANG, X.; DURRETT, R. The contact process on random graphs and Galton—Watson
trees. Latin American Journal of Probability and Mathematical Statistics, v. 17, p. 159, 01
2020. Citado na pagina 24.

. The contact process on periodic trees. Electronic Communications in Probability,
Institute of Mathematical Statistics and Bernoulli Society, v. 25, n. none, p. 1 — 12, 2020.
Disponivel em: https://doi.org/10.1214/20-ECP305. Citado na pagina 24.

KREBS, M.; SHAHEEN, A. Expander families and Cayley graphs: a beginner’s quide.
[S.L]: Oxford University Press, 2011. Citado na péagina 15.

KRONE, S. M. The two-stage contact process. The Annals of Applied Probability, Institute
of Mathematical Statistics, v. 9, n. 2, p. 331-351, 1999. Citado na pagina 25.

LEBENSZTAYN, E. O modelo de percolagao em grafos: Um estudo de condi¢oes para a
transicao de fase. Dissertagdo (Mestrado) — Universidade de Sao Paulo, 2002. Citado na
pagina 17.

LIGGETT, T. M. Interacting particle systems. [S.1.]: Springer, 1985. v. 2. Citado 2 vezes
nas paginas 21 e 24.

. Multiple transition points for the contact process on the binary tree. The Annals
of Probability, Institute of Mathematical Statistics, v. 24, n. 4, p. 16751710, 1996. Citado
na pagina 24.

. Stochastic interacting systems: contact, voter and exclusion processes. [S.1.]:
Springer Science & Business Media, 1999. v. 324. Citado 3 vezes nas paginas 10, 21 e 25.

. Continuous time Markov processes: an introduction. [S.1.]: American Mathematical
Soc., 2010. v. 113. Citado na pagina 22.

. 'T. E. Harris’ contributions to interacting particle systems and percolation. The
Annals of Probability, Institute of Mathematical Statistics, v. 39, n. 2, p. 407-416, 2011.
Citado na pagina 24.

LIGGETT, T. M.; SCHINAZI, R. B.; SCHWEINSBERG, J. A contact process with
mutations on a tree. Stochastic processes and their applications, Elsevier, v. 118, n. 3, p.
319-332, 2008. Citado na pagina 25.

LYONS, R.; PERES, Y. Probability on Trees and Networks. Cambridge University Press,
New York, 2016. v. 42. xv+699 p. (Cambridge Series in Statistical and Probabilistic
Mathematics, v. 42). Available at https://rdlyons.pages.iu.edu/. ISBN 978-1-107-16015-6.
Disponivel em: http://dx.doi.org/10.1017/9781316672815. Citado na pagina 15.

MEIER, J. Groups, graphs, and trees: an introduction to the geometry of infinite groups.
[S.1.]: Cambridge University Press, 2008. Citado na pagina 15.


https://doi.org/10.1007/978-94-015-8937-6_5
https://doi.org/10.1007/978-94-015-8937-6_5
https://doi.org/10.1214/20-ECP305
https://rdlyons.pages.iu.edu/
http://dx.doi.org/10.1017/9781316672815

Bibliografia 39

MOHAR, B. Isoperimetric inequalities, growth, and the spectrum of graphs. Linear
Algebra and its Applications, v. 103, p. 119-131, 1988. ISSN 0024-3795. Disponivel em:
https://www.sciencedirect.com /science/article/pii/0024379588902248. Citado na péagina
20.

MOHAR, B.; WOESS, W. A Survey on Spectra of infinite Graphs. Bulletin of the London
Mathematical Society, v. 21, n. 3, p. 209-234, 05 1989. ISSN 0024-6093. Disponivel em:
https://doi.org/10.1112/blms/21.3.209. Citado na pagina 20.

MOURRAT, J.-C.; VALESIN, D. Phase transition of the contact process on random
regular graphs. FElectronic journal of Probability, Institute of Mathematical Statistics and
Bernoulli Society, v. 21, p. 1-17, 2016. Citado na pagina 25.

NAM, D.; NGUYEN, O.; SLY, A. Critical value asymptotics for the contact process on
random graphs. Transactions of the American Mathematical Society, v. 375, n. 06, p.
3899-3967, 2022. Citado na pagina 24.

PEMANTLE, R. The contact process on trees. The Annals of Probability, JSTOR, p.
2089-2116, 1992. Citado na pagina 24.

RAHMAN, M. S. et al. Basic graph theory. [S.1.]: Springer, 2017. v. 9. Citado na pagina
12.

SCHINAZI, R. On multiple phase transitions for branching markov chains. Journal of
statistical physics, Springer, v. 71, n. 3, p. 507-511, 1993. Citado 2 vezes nas paginas 25
e 31.

SCHINAZI, R. B. Classical and spatial stochastic processes: with applications to biology.
[S.L]: Springer, 2014. Citado 3 vezes nas paginas 24, 25 e 31.

SCHONMANN, R. H. Multiplicity of phase transitions and mean-field criticality on highly
non-amenable graphs. Commun. Math. Phys., v. 219, p. 271-322, 2000. Citado 8 vezes
nas paginas 7, 8, 11, 15, 25, 27, 28 e 36.

SENETA, E. Non-negative matrices and Markov chains. [S.1.]: Springer Science & Business
Media, 2006. Citado na péagina 20.

SPITZER, F. Interaction of markov processes. Advances in Mathematics, v. 5, n. 2, p.
246-290, 1970. ISSN 0001-8708. Disponivel em: https://www.sciencedirect.com/science/
article/pii/0001870870900344. Citado na pagina 10.

STACEY, A. M. The existence of an intermediate phase for the contact process on trees.
The Annals of Probability, Institute of Mathematical Statistics, v. 24, n. 4, p. 1711-1726,
1996. Citado na pagina 24.

XUE, X. An improved upper bound for the critical value of the contact process on Z¢
with d > 3. Electronic Communications in Probability, Institute of Mathematical Statistics
and Bernoulli Society, v. 23, p. 1-11, 2018. Citado na pagina 25.


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0024379588902248
https://doi.org/10.1112/blms/21.3.209
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0001870870900344
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0001870870900344

	Primeira folha
	Folha de rosto
	Ficha catalográfica
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Grafos Infinitos
	Definições Básicas
	Grafos Transitivos
	Constantes Isoperimétricas
	Constante isoperimétrica de Zd
	Constante isoperimétrica de Td

	Raio Espectral

	Processo de Contato e Resultados
	Definição
	Parâmetros Críticos
	Representação Gráfica

	Revisão Bibliográfica
	Resultados Principais

	Demonstrações
	Resultados Auxiliares
	Provas dos Resultados Principais

	Considerações Finais
	Bibliografia

